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Introducción 
El desarrollo de componentes en la escala de nanómetros se ha convertido en una 

necesidad en la actualidad. Los dispositivos en esta escala, a los que nos 

referiremos como nanoestructuras o nanosistemas, ofrecen la posibilidad de 

miniaturizar circuitos y aprovechar efectos cuánticos en su funcionamiento. Un 

aspecto importante en este tipo de componentes es la presencia de defectos, 

intencionales y no intencionales, que modifican sus propiedades electrónicas. En 

particular, la presencia de defectos en una nanoestructura puede inducir estados 

ligados, que son soluciones a la ecuación de Schrödinger asociadas a funciones de 

onda localizadas en una determinada región del espacio. Los efectos de la 

localización de carga, debida a los estados ligados, deben ser tomados en cuenta 

en la descripción de los nanosistemas ya sea para evitar estos efectos no deseados 

o para aprovechar algún efecto provocado por defectos ubicados intencionalmente.  

Un caso particular que ha adquirido gran interés en años recientes es el de los 

estados ligados en el continuo (BICs por sus siglas en inglés). Estos corresponden 

a estados ligados cuyas energías coinciden con energías de estados extendidos [1]. 

Los BICs no son exclusivos de sistemas cuánticos, ya que se han observado 

experimentalmente en diferentes áreas de la física como en sistemas ópticos y 

acústicos [2–9]. En el caso de nanoestructuras, en años recientes se ha identificado 

teóricamente la presencia de BICs en diversas estructuras [10–12]. Las posibles 

aplicaciones y consecuencias de los BICs en nanoestructuras son un tema de 

investigación en la actualidad. 

Uno de los principales desafíos en la caracterización de estados ligados en 

nanoestructuras es que muchos de estos sistemas, como las nanocintas y 

nanoalambres, se modelan como sistemas infinitos en donde resulta imposible 

diagonalizar un Hamiltoniano. En años recientes se han desarrollado algunas 

técnicas que permiten encontrar energías de estados ligados dentro y fuera del 

continuo [10–12]. En esta tesis se plantea un nuevo método, al que llamamos 

Método S para determinar estados ligados, o simplemente Método S, que permite 

calcular las energías asociadas a estados ligados en sistemas finitos e infinitos 

descritos por Hamiltonianos de amarre fuerte. En el capítulo 1 se introducen 

algunos conceptos básicos de mecánica cuántica y estado sólido necesarios para 

entender la metodología propuesta en esta tesis. Luego, en el capítulo 2 se tiene 

una introducción al Método Recursivo de la Matriz de Dispersión, que permite 

calcular eficientemente matrices de dispersión y es la base del Método S para 

determinar estados ligados, que se describe a detalle en el capítulo 3. La tesis 

concluye en el capítulo 4 realizando un análisis de los estados ligados en 

nanocintas con diferentes características.  
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CAPÍTULO I: 

Estados electrónicos en nanoestructuras 

 

En este capítulo se revisarán algunos conceptos clave de mecánica cuántica y 

estado sólido con el objetivo de sentar las bases necesarias para entender los 

métodos y resultados presentados en los siguientes capítulos. Primero, se revisarán 

las definiciones de estado ligado y extendido, desde la perspectiva de la mecánica 

cuántica. En 1.2 se introduce el concepto de estado ligado en el continuo, su 

importancia y posibles aplicaciones tecnológicas. En la sección 1.3 se presenta una 

introducción al modelo de amarre fuerte para la descripción de nanoestructuras. 

Luego, en la sección 1.4 se discuten algunos aspectos de la localización de carga 

en nanoestructuras. El capítulo finaliza revisando el estado del arte en el cálculo 

de energías de estado ligado en nanoestructuras. 

 

1.1 Descripción cuántica: Estados ligados y extendidos 

En mecánica cuántica, la descripción de una partícula o sistema de partículas 

como función del tiempo t  se obtiene a partir de la función de onda ( ) . t   Esta 

función se obtiene como la solución a la ecuación de Schrödinger [13–16], que en 

su forma más general se escribe como 

 ( ) ( )ˆ ,i t H t
t


 = 


  (1.1) 

donde  corresponde a la constante reducida de Planck e 1i = − . El término 

( )t  en (1.1) indica que la función de onda está representada por un vector de 

estado en el espacio de Hilbert sobre el cual opera el Hamiltoniano Ĥ  [15,16].  

Cuando la ecuación (1.1) es separable en el tiempo, la constante de separación 

E  corresponde a la energía y la parte espacial de la función de onda  E  satisface 

la llamada ecuación estacionaria de Schrödinger 

 ˆ ,E EH E =   (1.2) 

que corresponde a una ecuación de eigenvalores E  con eigenvectores E . Las 

soluciones generales a la ecuación (1.1) pueden escribirse como una combinación 

lineal de las soluciones E  de (1.2)  [13]. La función de onda que describe a una 

partícula puede expresarse como función de la posición mediante la proyección 

( ) =E Er r . 
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En la representación de coordenadas, ( )
2

 E r  puede interpretarse como la 

densidad de probabilidad de hallar a la partícula en la posición r , a esto se le 

conoce como la interpretación estadística de Born [13,14]. Luego, la probabilidad 

( ),P dVr  de encontrar a la partícula dentro de un volumen dV  alrededor de r  se 

calcula como  

 ( ) ( )
2

, = EP dV dVr r .  (1.3) 

Esta interpretación exige que la probabilidad de hallar a la partícula dentro de todo 

el espacio sea 1, es decir, debe cumplirse la condición 

 ( )
2

1 = E
todo

d
r

r r .  (1.4) 

A la expresión (1.4) se le conoce como condición de normalización y a las funciones 

que la satisfacen al multiplicarlas por una constante se les llama normalizables. 

Para cada función normalizable existe una región del espacio en donde es más 

probable encontrar a la partícula y fuera de la cual ( )
2

 r  tiende rápidamente a 

cero. Por lo anterior, los estados asociados a funciones de onda normalizables se 

conocen como estados localizados o estados ligados. Algunos ejemplos típicos de 

sistemas que solo admiten estados ligados son el pozo de potencial unidimensional 

infinito y el oscilador armónico [13,14]. En contraste, existen soluciones no 

normalizables de la ecuación de Schrödinger para las que la integral (1.4) diverge, 

pero que aún pueden interpretarse como ondas viajeras. A estas soluciones se les 

denomina estados extendidos o estados dispersivos. El ejemplo más simple de un 

estado extendido es el de la partícula libre, para el cual se tiene un potencial 0V =  

en todo el espacio. Además, existen potenciales para los que se tienen soluciones 

correspondientes a estados ligados y extendidos para diferentes valores de E . Tal 

es el caso del pozo de potencial finito, que a continuación se aborda en su versión 

unidimensional. 

Consideremos un sistema unidimensional con potencial ( ) 0 0= − V x V  para 

x L  y ( ) 0V x =  en el resto del espacio (ver Fig. 1). En el caso de energías mayores 

0V−  y menores a 0 , las únicas soluciones posibles corresponden a niveles discretos 

de energía, cuyo número dependerá de la profundidad del pozo en relación a la 

región por la que se extiende [13]. El comportamiento de las funciones de onda 

para los primeros tres niveles del pozo puede observarse en la figura 1.  
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Figura 1: Representación de las primeras tres eigenfunciones del pozo de potencial finito 
1D. 

 

Por otro lado, este sistema admite también estados extendidos para 0E  , 

cuyas funciones de onda pueden escribirse como una superposición de ondas que 

viajan a la izquierda y a la derecha con números de onda dados por 2=k mE   

para x L   [13]. En este caso, la energía no está restringida a valores discretos, 

sino que puede tomar cualquier valor del continuo 0.E   El pozo provoca que las 

ondas que inciden en él se transmitan al otro lado del pozo o se reflejen con 

probabilidades que dependerán de la energía, es decir, el pozo funciona como un 

potencial dispersor. En la sección 2.1 revisaremos a detalle cómo describir este 

efecto de manera más general en términos de la matriz S o matriz de dispersión. 

Cabe añadir que en este ejemplo los estados ligados y extendidos no coexisten, sino 

que están asociados a diferentes valores energías. Existen, como veremos en la 

sección 1.2, potenciales para los que esta separación energética no existe. 

 

1.2 Estados ligados en el continuo 

El pozo de potencial finito, revisado en la sección anterior, corresponde a un 

sistema que alberga tanto estados ligados como extendidos. En ese ejemplo, el valor 

de la energía permite identificar claramente si la solución se trata de un estado 

ligado ( )0E   o extendido ( )0 .E   Sin embargo, esta separación energética entre 

estados los diferentes tipos de soluciones puede no existir en todos los casos y es 

posible tener estados ligados cuya energía E  se encuentre en el intervalo o 

continuo de energías correspondientes a estados extendidos. A este tipo de estados 
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ligados se les conoce como estados ligados en el continuo (BICs, por sus siglas 

en inglés) [1]. En la figura 2 se muestra una representación visual de un estado 

ligado en el continuo. 

 

 

Figura 2: Representación un estado ligado en el continuo (BIC). La región rosa es el 
intervalo de energías para el que se tienen estados extendidos. La curva magenta 

corresponde a un BIC mientras que las curvas azul y roja son estados ligados fuera del 
continuo. 

 

La existencia de los BICs se conoce desde los inicios de la mecánica cuántica, 

siendo Wigner y von Neumann quienes desde una perspectiva teórica hallaron el 

primer BIC en 1929 al considerar un potencial infinitamente oscilante [17]. A pesar 

de la longevidad del término, en años recientes los BICs han adquirido 

protagonismo. Esto se debe en gran parte a que, al ser un fenómeno ondulatorio, 

la presencia de BICs no se restringe a sistemas con una descripción cuántica, sino 

que se extiende a diversas áreas de la física y han sido estudiados y observados en 

sistemas acústicos [2,3] y ópticos  [4–9,18]. Estos últimos, los BICs ópticos, han 

sido enormemente explorados en años recientes debido a la gran variedad de 

experimentos que permiten su observación. Además, han probado ser útiles para 

el diseño de dispositivos como láseres, sensores y guías de onda  [19–21].  

Los BICs se presentan debido a diversos mecanismos que permiten que estos 

existan separados de los estados existentes disponibles para la energía a la que se 

encuentran. Uno de estos mecanismos es la protección por simetría, que ocurre 

cuando la función de onda del estado ligado posee una simetría incompatible con 

la de los estados extendidos, impidiendo que estos se acoplen [1]. Otra posibilidad 
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es que el Hamiltoniano que describe al sistema sea separable. Por ejemplo, 

supongamos el Hamiltoniano de un sistema bidimensional (2D) dado como 

.x yH H H= +  Si se tienen eigenvalores independientes para cada dirección, 
xE  y 

.yE  Estos pueden corresponder a estados ligados en x  y en y  simultáneamente, 

resultando en una función de onda localizada en el sistema 2D. Si además se tiene 

que la suma 
x yE E+  cae dentro del continuo de energías para el que el sistema 2D 

alberga estados extendidos entonces se tendrá un BIC protegido por 

separabilidad  [1]. Un tercer caso es aquel en el que los estados ligados sí están 

acoplados a los extendidos, pero la contribución de estos últimos se suprime por 

efectos de interferencia. Los BICs protegidos por interferencia resultan de gran 

importancia en sistemas ópticos ya que se pueden sintonizar para obtener BICs y 

cuasi-BICs. Estos últimos pueden entenderse como estados muy débilmente 

acoplados al continuo que resultan óptimos para el diseño de resonadores.  

 

1.3 Modelo de amarre fuerte 

La descripción de un sólido consiste en considerar que los núcleos de los átomos 

que lo conforman tienen posiciones de equilibrio con respecto de las cuales oscilan. 

Estas oscilaciones son muy pequeñas a temperaturas cercanas al cero absoluto, lo 

que permite considerar a los núcleos estarán ubicados en sus puntos de equilibrio. 

Al conjunto de posiciones de equilibrio de los núcleos se le denomina red y a cada 

sitio de la red se asocia un potencial electrostático debido a los núcleos. La 

conducción eléctrica ocurre por el movimiento de los electrones de más alta energía 

de cada átomo a lo largo del material. Para conocer los estados electrónicos en un 

sólido es necesario considerar las diferentes interacciones entre los electrones y los 

núcleos que forman la red. Incluso en nanoestructuras, el número de átomos es 

demasiado grande para resolver analíticamente la ecuación de Schrödinger 

considerando solamente las interacciones electrostáticas. Una alternativa que 

permite una aproximación de primeros principios es la teoría del funcional de la 

densidad (comúnmente conocido como DFT por sus siglas en inglés). Los cálculos 

de DFT consisten en la obtención de la densidad electrónica de forma auto-

consistente a partir de una propuesta de potencial de intercambio-correlación entre 

los electrones [22,23]. Sin embargo, realizar cálculos de DFT resulta muy costoso 

computacionalmente en comparación con métodos híbridos que se alimentan de 

parámetros que pueden obtenerse fenomenológicamente o a partir de otros cálculos 

de primeros principios.  

Un método ampliamente usado para la descripción de nanoestructuras es el 

modelo de amarre fuerte, que está basado en expresar la función de onda de un 

electrón como una combinación lineal de funciones localizadas en los diferentes 
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sitios de la red análogas a orbitales atómicos [24]. La función de onda de un 

electrón en esta base puede escribirse en notación de Dirac como  

 
,

1 1

,
nMN

n

n

c n


 
= =

=  . (1.5) 

En la expresión (1.5), n  enumera cada uno de los N  sitios que forman la red, 

mientras que   enumera los nM  orbitales atómicos disponibles para el sitio n  de 

la red. Cuando se considera un único orbital por cada sitio de la red, la expresión 

(1.5) se reduce a 

 
1

N

n

n

c n
=

= .  (1.6) 

Cabe mencionar que la base de orbitales atómicos no está formada por funciones 

ortogonales. Sin embargo, es posible obtener un conjunto de funciones ortogonales 

a partir de una transformada discreta de Fourier sobre todo el espacio de 

momentos. A estas funciones se les conoce como funciones de Wannier  [25,26]. 

Consideremos una función de onda expresada por (1.6). Los elementos de la 

representación matricial del Hamiltoniano pueden obtenerse al proyectar el 

Hamiltoniano sobre los elementos de la base, es decir, mediante expresiones de la 

forma 

 

,

ˆ ,

ˆ .

n

n m

n H m para n m

t n H m para n m

 = =

= 
  (1.7) 

Al término n  se le conoce como la energía de sitio asociada al sitio n . Si todos los 

sitios de la red son equivalentes, el efecto de n  será simplemente un 

desplazamiento de la energía [27].  Por otro lado, a ,n mt  se le conoce como integral 

de salto entre los sitios n  y .m  En estos términos, el Hamiltoniano de amarre fuerte 

puede escribirse como 

 ,
ˆ ,n n m

n m n

H n n t n m


 
= + 

 
    (1.8) 

donde las sumas se desarrollan sobre todos los sitios de la red.  

Para tener una interpretación física de los parámetros de salto consideremos el 

Hamiltoniano aplicado al estado n , se tiene que 

 0 ,
ˆ

m n

m n

H n n t m


= +   (1.9) 
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Suponiendo que a 0t =  se tiene un electrón ubicado en el sitio n  con función de 

onda n = , entonces la evolución de ese estado a un tiempo t  estará dada 

por  [13,15] 

 ( )
ˆ

.
iHt

t e  =   (1.10) 

Expandiendo la exponencial en serie de Taylor considerando una evolución 

temporal infintesimal dt  se tiene que 

 ( ) ( ) ( )2 2

,
ˆ .n m n

m n

it it
t H n O dt n t m O dt



 
 = + = + + 

 
   (1.11) 

donde ( )2O dt  denota términos de orden superior en el tiempo. De (1.11) podemos 

inferir que para cualesquiera dos sitios n  y m  tales que 
, 0n mt   es posible que el 

electrón se transfiera directamente entre esos sitios. En cambio, cuando 
, 0n mt =  la 

única forma de que el electrón pase de n  a m  es a través de los términos de orden 

superior, lo cual involucra al menos a un tercer sitio como intermediario.  

En el caso más general, las integrales de salto pueden calcularse para cualquier 

pareja de sitios de la red. Sin embargo, debido a que las funciones de Wannier y 

orbitales atómicos decaen exponencialmente con la distancia, los términos más 

relevantes serán aquellos que involucren sitios cercanos entre sí  [28]. Esto permite 

realizar una aproximación a primeros vecinos, que consiste en considerar 

integrales de salto con valor constante t  entre los sitios más cercanos entre sí y 

tomar 
, 0n mt =  para el resto de los casos. Si se desea tener mayor precisión pueden 

incluirse las integrales correspondientes a segundos vecinos (siguientes más 

cercanos) o vecinos más lejanos. 

Para describir un material, el modelo de amarre fuerte debe ser alimentado con 

los parámetros n  y 
,n mt  adecuados. Actualmente existen diversas técnicas para 

obtener parámetros de amarre fuerte realistas  [29–33]. 

 

1.3.1 Estructuras finitas: Estados ligados 

En la descripción de amarre fuerte es posible obtener tanto estados ligados como 

extendidos dependiendo del sistema y la energía. Consideremos el sistema 

mostrado en la figura 3(a), que corresponde a una estructura finita formada por 

una red cuadrada de 15=N  sitios de largo por 10=M  de alto. Considerando una 

energía de sitio 0 =  para todos los sitios y una integral de salto t  constante a 

primeros vecinos, el Hamiltoniano de este sistema puede escribirse como 
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( )
1 1

1 1

ˆ , 1, 1, , , , 1 , 1 , ,
− −

= =

= + + + + + + +
N M

n m

H t n m n m n m n m n m n m n m n m   (1.12) 

donde n  enumera los sitios a lo largo y m  a lo alto. Al ser un sistema finito es 

posible diagonalizar el Hamiltoniano y obtener las eigenenergías. Las entradas de 

los eigenvectores corresponden a los coeficientes nc  de la combinación lineal (1.6), 

es decir, corresponden a la función de onda.  

 

 

Figura 3: (a) Representación de una red rectangular finita. (b) Eigenfunciones de la 
estructura (a) para 4 diferentes eigenenergías. 

 

En la figura 3b se muestran algunas de las eigenfunciones obtenidas para la 

estructura de la figura 3a asociando a cada sitio un círculo cuyo tamaño y color 

indica el valor del coeficiente nc . Como el electrón está restringido a ocupar solo 

los sitios de la red finita, todas las soluciones corresponderán a estados ligados, 

como ocurre con el pozo de potencial infinito.  

 

1.3.2 Estructuras periódicas: Ondas de Bloch 

La aproximación de amarre fuerte permite también modelar estructuras infinitas 

como la que se muestra en la figura 4a, que corresponde a una nanocinta de red 

cuadrada con 5M =  sitios de alto. Esta estructura, al igual que cualquier otra 

periódica e infinita, puede obtenerse a partir de la repetición infinita de una 

estructura base como se muestra en la figura 4(b), a la que nos referiremos como 

celda unitaria. A los sistemas como 4(a) que se formen a partir de la repetición de 

una celda unitaria en una única dirección se les llama cuasi-unidimensionales 

(Q1D). 
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Figura 4: (a) Nanocinta de red cuadrada con 5M =  sitios de ancho. (b) Celda unitaria de la 

nanocinta. (c) Representación visual de la función de onda en un potencial periódico. (d) 
Estructura de bandas y número de canales abiertos como función de la energía para la 

nanocinta mostrada en (a). 

 

La ecuación de Schrödinger de sistemas Q1D puede escribirse de la forma  

 

1, 1 , 1 1 1

1, , 1,

, 1 1, 1 1 1

0

,

0

n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n

E

− − − − −

− +

+ + + − −

     
     
     
     =
     
     
          

H H

H H H

H H

 

 

 

  (1.13) 

Donde las matrices de la forma 
,n nH  contienen el acoplamiento de los sitios dentro 

de la celda unitaria y los términos 
, 1n nH  describen el acoplamiento entre celdas 

vecinas [34]. Los elementos n  son a su vez vectores cuyas entradas corresponden 

a los coeficientes de la función de onda de los sitios de la celda .n  Al aplicar el 

Hamiltoniano de la ecuación (1.13) a un vector cuyas únicas entradas diferentes 

de cero son n se tiene que  

 
1, 1 , , 1 1 .n n n n n n n n n nE− − + ++ + =H H H      (1.14) 

Para encontrar resolver la ecuación (1.14) podemos hacer uso del teorema de 

Bloch. Consideremos un potencial V  unidimensional periódico como el que se 

muestra en la figura 4c, es decir, que cumple que ( ) ( )V x V x na= +  para n  entero. 

El teorema de Bloch establece que las funciones de onda asociadas a este potencial 

serán de la forma 

 ( ) ( )ikxna

k kx na e x + = , (1.15) 
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donde 2k n Na=  con N  un entero asociado a condiciones de frontera 

periódicas [25,27,35]. Al aplicar el teorema de Bloch a los vectores de la ecuación 

(1.14) se tiene que 
1

ika

n ne =  . Luego, la ecuación se reduce a  

 ( )1, , , 1 .ika ika

n n n n n n n ne e E−

− ++ + =H H H     (1.16) 

que corresponde a una ecuación de eigenvalores que puede resolverse 

paramétricamente en términos del número de onda k . Los diferentes eigenvalores 

producen curvas conocidas como bandas de energía e indican las energías para las 

que existen soluciones en el sistema, todas ellas correspondientes a estados 

extendidos. Cabe añadir que la estructura de bandas se calcula para valores de k  

entre a−  y a , a este intervalo se le conoce como primera zona de Brillouin 

(1ZB). Los eigenvectores asociados a cada banda se denominan modos de Bloch. 

En la figura 4d se muestra la estructura de bandas correspondiente a la 

nanocinta de la figura 4a tomando energía de sitio nula 0 =  e integral de salto 

constante .t  Cada banda representa un canal abierto para el intervalo de energías 

que ésta cubre, por lo que el número de canales abiertos para una energía E  será 

igual al número de bandas que coexisten para dicha energía.  

 

1.3.3 Estructuras infinitas no periódicas 

En la subsección anterior hemos visto que las soluciones a la ecuación de 

Schrödinger para estructuras periódicas e infinitas corresponden a estados 

extendidos con energías dentro de espectros continuos o bandas. Al romper la 

periodicidad incluyendo un defecto se hace distinguible una sección particular de 

la estructura llamada región de dispersión. En la figura 5 podemos observar 

algunos ejemplos típicos de defectos en nanoestructuras. 
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Figura 5: Ejemplos de nanocintas con defectos. El rectángulo señala la región de 

dispersión, mientras que los segmentos semi-infinitos de los lados corresponden a las 

guías. En (a) se tiene un defecto de energía de sitio señalado en el sitio de color rojo, (b) 
muestra una vacancia, en (c) el defecto es una región ancha y en (d) se muestra una 

dislocación. 

 

Para estudiar un sistema con defecto resulta conveniente pensar en una región 

central que contiene al defecto unida a las secciones semi-infinitas y periódicas de 

la nanocinta que están libres de defectos. Al ser periódicas, las secciones semi-

infinitas serán responsables de la presencia de estados extendidos. Aplicando la 

ecuación (1.16) a la celda unitaria de estos segmentos se obtiene una estructura 

de bandas que indica el número de canales o modos abiertos como función de la 

energía. Por lo anterior, nos referiremos a las estructuras semi-infinitas del sistema 

como guías de onda o simplemente guías. Por otro lado, la región que contiene al 

defecto será responsable de la posible aparición de estados ligados con funciones 

de onda localizadas alrededor de dicha región y que decaen en las guías. Esta 

región tendrá también el efecto de un potencial dispersor que determinará la 

probabilidad de que una onda incidente desde una de las guías sea transmitida a 

otra guía o se refleje por donde incidió. Por ello, a esta región la llamamos región 

de dispersión. En el capítulo 2 revisaremos a detalle el fenómeno de dispersión en 

nanoestructuras con defectos y describiremos un método para conocer las energías 

de estados ligados y las funciones de onda asociadas. 
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1.4 Estados ligados en nanoestructuras: Estado del 
arte.  

Como vimos anteriormente, los estados ligados en sistemas de amarre fuerte finitos 

pueden obtenerse a partir de la diagonalización del Hamiltoniano. Sin embargo, el 

Hamiltoniano asociado a una estructura infinita corresponde a una matriz de 

tamaño infinito. Si el sistema no es periódico, resulta imposible utilizar el teorema 

de Bloch, lo que obliga a diagonalizar solamente una porción finita del 

Hamiltoniano que corresponde a una versión truncada del sistema. Lo anterior 

ofrece una solución aproximada que puede ser de utilidad, pero no corresponde al 

sistema infinito. En particular, diagonalizar el Hamiltoniano truncado puede no 

funcionar cuando un estado ligado decae lentamente al alejarse de la región de 

dispersión [12]. Aún más, la matriz Hamiltoniana asociada a un sistema finito será 

cuadrada de dimensión 
2 2 ,N N  donde N  es el número total de sitios en el 

sistema. Lo anterior implica que el tamaño de la matriz a diagonalizar crece 

cuadráticamente con el número de sitios, lo que conlleva un alto costo 

computacional para sistemas grandes. Otro desafío en el cálculo de estados ligados 

es el de los BICs. Como vimos en la sección 1.2, estos estados se encuentran para 

energías que están dentro del intervalo que admite estados extendidos, es decir, 

para energías con al menos un canal abierto. Determinar la presencia de estos 

estados resulta complejo porque se requiere diferenciarlos de los estados 

extendidos.  

Algunos trabajos recientes han propuesto técnicas para hallar estados ligados 

dentro y fuera del continuo en sistemas de amarre fuerte [10–12,36]. Por ejemplo, 

González et. al. demostraron la presencia de BICs en una nanocinta de grafeno con 

dos secciones anchas. Esto lo hicieron al evaluar simultáneamente las curvas de 

transmitancia y de la densidad de estados (DOS por sus siglas en inglés) como 

función de la energía [10]. Cuando se tiene un pico de la DOS que no viene 

acompañado de un pico en la transmitancia se concluye que esa energía podría 

estar asociada a un estado ligado. Si además la transmitancia es distinta de cero 

se concluye que se trata de un BIC. Lo anterior hace posible determinar 

rápidamente potenciales estados ligados, pero presenta algunas limitaciones. La 

primera de ellas radica en que no se tiene un parámetro cuantitativo que permita 

decidir si un pico de la DOS es suficientemente pronunciado para ser considerado 

un BIC. Además, el ancho del pico en la DOS determina el intervalo dentro del cual 

se encuentra la energía del BIC, por lo que para picos anchos se tiene una menor 

precisión en la energía del estado ligado. 

Otra técnica desarrollada por Istas et. al. consiste en resolver una ecuación de 

eigenvalores en términos de una matriz de autoenergía [12]. Esta autoenergía 

estará determinada por el acoplamiento entre la región de dispersión y las guías de 
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onda infinitas. El tamaño de las matrices involucradas en esta ecuación de 

eigenvalores estará dado por el número de sitios en la región de dispersión y por la 

complejidad del acoplamiento entre la región de dispersión y las guías de onda. 

Esto resulta en un método altamente eficiente para sistemas con regiones de 

dispersión pequeñas y acoplamiento superficial entre la región de dispersión y las 

guías, pero el tamaño de las matrices empieza a crecer rápidamente cuando la 

región de dispersión o el número de sitios involucrados en el acoplamiento crece.  

Es posible también modelar sistemas infinitos a partir de sistemas finitos con 

energías de sitio imaginarias. Esto resulta en un Hamiltoniano no hermítico, es 

decir, que no cumple que 
†H H=  donde 

†H  denota al transpuesto conjugado de 

la matriz Hamiltoniana. Esta no hermiticidad provoca que el operador de evolución 

temporal mostrado en la ecuación (1.10) no sea unitario, lo que se traduce en que 

la probabilidad no se conserve. Esto puede asociarse a un flujo de partículas que 

ingresa al sistema o lo abandonda. Luego, los sitios del sistema con energías de 

sitio real pueden pensarse como parte de la región de dispersión y aquellos con   

imaginaria, que en sentido estricto son propios de un sistema abierto, pueden 

pensarse como análogos a las guías de onda. Los eigenvalores reales de este tipo 

de Hamiltonianos estarán asociados a estados ligados o a estados estacionarios en 

los que la densidad local de estados se conserva en el tiempo. Esta técnica ha sido 

utilizada para estudiar estados de borde topológicos [11]. Uno de los principales 

desafíos para adoptar esta técnica en la descripción de estados ligados está en el 

hecho de que no es evidente la relación entre una guía de onda arbitraria y un 

sistema finito equivalente con energías de sitio imaginarias. 

Una última técnica relevante consiste en hallar los eigenvalores de una versión 

truncada del Hamiltoniano que describe a un sistema infinito. Posteriormente se 

repite este proceso, pero esta vez considerando una porción mucho mayor de la 

Hamiltoniano. Aquellas eigenenergías comunes a ambos procesos de 

diagonalización se consideran invariantes ante el cambio de tamaño del sistema y 

son, por lo tanto, asociadas a estados localizados. La principal limitación de este 

método es que requiere la diagonalización de sistemas lo suficientemente grandes 

para garantizar que las energías sean invariantes. Por otro lado, la simplicidad de 

este método ha permitido su uso en esquemas de varias partículas como el modelo 

de Hubbard, que puede pensarse como una extensión del modelo de amarre fuerte 

que considera la interacción inter-electrónica cuando más de un electrón ocupa el 

mismo sitio. Este método ha sido utilizado por Zhang et. al. para hallar estados 

ligados en el modelo de Hubbard 1D con una impureza [37]. 

Dadas las diferentes ventajas y desafíos que presentan los métodos actuales 

recién expuestos, en el capítulo 3 de esta tesis se propone una nueva técnica a la 
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que llamamos Método S para determinación de estados ligados. Como veremos más 

adelante, este método tiene un carácter recursivo que permite calcular de manera 

eficiente y precisa las energías para las que una nanoestructura finita o infinita 

admite estados ligados dentro y fuera del continuo, presentando algunas ventajas 

en términos de los desafíos señalados en los métodos anteriores.  
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CAPÍTULO 2: 

Método Recursivo de la Matriz de Dispersión (MRMD) 

En este capítulo se describe a detalle el Método Recursivo de la Matriz de 

Dispersión o Matriz S, al que denotaremos por las siglas MRMD. Este método 

permite calcular eficientemente la matriz S de sistemas arbitrarios descritos por 

Hamiltonianos de amarre fuerte. El capítulo comienza definiendo la matriz de 

dispersión (o matriz S), que relaciona las amplitudes de las ondas que se alejan de 

la región de dispersión con las amplitudes de las ondas incidentes en ella. En la 

sección 2.2 se explora la dispersión de ondas en sistemas de amarre fuerte y su 

descripción en términos de una matriz S. La sección 2.3 ofrece una descripción del 

MRMD, explicando los pasos a seguir para calcular la matriz S de un sistema en 

términos de las matrices S de subsistemas más simples. Finalmente, en la sección 

2.4 se explica a detalle cómo se obtiene la matriz S de un sistema infinito y 

periódico. 

 

2.1 Matriz de dispersión 

Consideremos un sistema como el que se muestra en la figura 6, donde podemos 

observar diferentes canales, cada uno de ellos con una onda que incide en una 

región de dispersión y con otra onda saliendo de la misma región. La descripción 

del fenómeno de dispersión consiste en determinar el valor que tienen los 

coeficientes de las ondas salientes por los diferentes canales en términos de las 

amplitudes de las ondas incidentes. Esta descripción para un sistema con N  

canales puede hacerse a través de una expresión matricial de la forma 

 

1,1 1,2 1,1 1

2,1 2,2 2,2 2

,1 ,2 ,

,

N

N

N N N NN N

S S SA A

S S SA A

S S SA A

− +

− +

− +

    
    
    =
    
    
       

  (2.1) 

donde las entradas 
nA  de los vectores corresponden a las amplitudes de las ondas 

entrantes (signo + ) y salientes (signo −  ) de la región de dispersión. A la matriz S  

que relaciona a los vectores de amplitudes en (2.1) se le conoce como matriz de 

dispersión o matriz S. Expresando a los vectores de amplitudes entrantes y 

salientes como 
+

A  y 
−

A  respectivamente, la ecuación (2.1) puede escribirse de 

forma compacta como .− +=A SA  
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Figura 6: Representación de un sistema dispersivo con 5N =  canales, tres de ellos a la 

izquierda del sistema y dos a la derecha. 

 

La interpretación física de los elementos 
,n mS  de la matriz S consiste en que la 

probabilidad de que el modo incidente por canal m  sea dispersado al canal n  es 

igual a 
2

,n mS . Asumiendo que las partículas incidentes a la región central no 

permanecen en ella, deberá cumplirse que la probabilidad de que una partícula 

incidente por el canal m  sea transmitida al canal n  sumada sobre todos los canales 

n  sea igual a uno, es decir 

 
2

,

1

1.
N

n m

n

S
=

=   (2.2) 

Lo anterior es matemáticamente una consecuencia de que la matriz S es unitaria, 

es decir, cumple que 
† =SS I  donde I  es la matriz identidad y 

†S  es la matriz 

transpuesta conjugada de S  [38]. Otra propiedad de la matriz S es que esta es 

simétrica siempre que se tenga simetría de inversión temporal  [24]. 

Un aspecto a destacar de la matriz S es su conexión con la conductancia. 

Consideremos nuevamente un sistema dispersivo como el que se muestra en la 

figura 6. Si enumeramos los canales de forma tal que los primeros IN  se 

encuentran a la izquierda de la región de dispersión y los últimos DN  están a la 

derecha, podemos definir los vectores de amplitudes 
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2 2
.

I

I

I I D

N

N

I D

N N N

AA

A A
y

A A


+

 

+ 

 

+

  
  
  = =   
  
     

A A   (2.3) 

Bajo estas condiciones, la ecuación de dispersión (2.1) se reescribe como 
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'

,
'

I I

D D

− +

− +

    
=    
    

r tA A

t rA A
  (2.4) 

donde la matriz r  describe la reflexión de las ondas incidentes por los canales de 

la izquierda hacia esos mismos canales y t  describe la transmisión de las ondas 

incidentes por la izquierda hacia los canales de la derecha. Las matrices 'r  y 't  

tienen interpretaciones análogas para las ondas incidentes por la derecha. En este 

caso, la conductancia G  se define como el factor de proporcionalidad entre la 

corriente que fluye de izquierda a derecha en presencia de una diferencia de 

potencial. La conductancia a temperatura cero se relaciona con la matriz S a partir 

de la llamada fórmula de Landauer [24], que se escribe como  

 ( )
2

† ,
e

G Tr= t t   (2.5) 

donde ( )†Tr t t  denota a la traza de la matriz 
† .t t  El término e  es la carga del electrón 

y 
†t  denota a la matriz conjugada transpuesta de .t  Al factor 

2e  se le conoce 

como cuanto de conductancia.  

 

2.2 Dispersión en sistemas de amarre fuerte 

Una estructura descrita por un Hamiltoniano de amarre fuerte puede pensarse 

como una región de dispersión siempre que se cuente con una región infinita y 

periódica que admita ondas de Bloch. Una estructura finita también puede 

considerarse una región de dispersión si a esta se unen cadenas infinitas de sitios 

como las que se muestran en gris en la figura 7, a las que nos referiremos como 

cadenas auxiliares. Estas cadenas, semi-infinitas y periódicas, están formadas por 

sitios con energías de sitio 0 =  e integrales de salto de valor constante .Ct  Los 

sitios del sistema finito original a los que se unen las cadenas auxiliares son 

llamados sitios de frontera (puntos verdes en la figura 7) y a los demás sitios del 

sistema original los llamamos sitios interiores (puntos azules en la figura 7). 

Considerando una base de funciones localizadas en los diferentes sitios del 

sistema, las funciones de onda se pueden expresar como una combinación lineal 

de la forma 

 , , , ,

1 1 1 1 1

,
nI F F CN N N

n n n n n m l n m l

n n n m l

I F C   


= = = = =

= + +     (2.6) 

donde IN  y FN  son los números de sitios interiores y de frontera respectivamente. 

El término nC  indica el número de cadenas unidas al n ésimo−  sitio de frontera y 
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la suma sobre l  recorre todos los sitios de esa cadena. La función de onda de un 

electrón en este sistema está determinada por los coeficientes ,n n   y 
, ,n m l .  

 

 

Figura 7: Estructura finita de amarre fuerte con 5 cadenas auxiliares unidas. Los puntos 

azules corresponden a sitios interiores, los verdes a sitios de frontera y los grises a sitios 

sobre las cadenas auxiliares. 

 

El Hamiltoniano que describe al sistema con cadenas auxiliares puede 

escribirse como la suma de dos contribuciones de la forma 

 ( ), , , , 1 , , 1 , ,

1 1 1

ˆ ˆ .
nF CN

D C n m l n m l n m l n m l

n m l

H H t C C C C


− −

= = =

= + +  (2.7) 

En la expresión (2.7), ˆ
DH  corresponde al Hamiltoniano de amarre fuerte que 

describe a la región de dispersión cuando esta no contiene cadenas auxiliares. 

Aplicando el Hamiltoniano (2.7) a la función de onda (2.6), la ecuación de 

Schrödinger (1.2) conduce a que la energía cumple con la relación 

 ( ), , , , 1 , , 1 .n m l C n m l n m lE t  − += +   (2.8) 

Dado que las cadenas son semi-infinitas y periódicas, esperamos que las 

soluciones en esas regiones correspondan a ondas de Bloch. Por lo anterior, se 

propone que los coeficientes 
, ,n m l  en la combinación lineal (2.6) sean de la forma 

 , , , , ,ikl ikl

n m l n m n mA e A e + − −= +   (2.9) 

donde ,n mA
 son amplitudes de ondas que se inciden en la región de dispersión 

(signo + ) o se alejan de ella (signo − ). Cabe mencionar que el índice l  admite el 

valor 0,l =  que corresponde al sitio de frontera al que se acopla la cadena, es decir, 

se tiene que , ,0n m nC F=  y 
, ,0 , , .n n m n m n mA A  + −= = +  Luego, al sustituir (2.9) en (2.8) 

para 0l =  se obtiene que 
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 ( ) ( )2 cos .ik ik

C CE t e e t k−= + =   (2.10) 

La ecuación (2.10) corresponde a la relación de dispersión en las cadenas. Podemos 

ver la aparición de una única banda en la cadena con energías entre 2 Ct−  y 2 Ct . 

Para energías dentro de la banda, las cadenas auxiliares funcionan como guías de 

ondas que serán dispersadas por la estructura finita.  

 

2.3 Método Recursivo de la Matriz de Dispersión 

Hemos visto en la subsección anterior que una estructura finita, a la que le 

llamaremos bloque, tiene el efecto de una región de dispersión cuando se agregan 

cadenas semi-infinitas que funcionan como guías de onda. La matriz S que 

describe este fenómeno puede calcularse de forma eficiente a través del Método 

Recursivo de la Matriz de Dispersión (MRMD). Consideremos dos bloques (A  y )B  

como los que se muestran en la figura 8a, que corresponden a estructuras finitas 

con 3AN =  y 4BN =  cadenas auxiliares respectivamente.  

 

 

Figura 8: (a) Estructuras finitas (bloques), A y B, con cadenas infinitas acopladas. (b) 
Estructura AB formada a partir de la fusión de las primeras dos cadenas de los bloques A y 

B.  

 

Podemos escribir la ecuación de dispersión del bloque A de la forma  
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1,1 1,21 1

2,1 2,22 2

,

A A

A A

− +

− +

    
=     

    

S SA A

S SA A
  (2.11) 

donde los vectores 
1

A  de dimensión P  y 
2

A  de dimensión ,AN P−  contienen las 

amplitudes de los modos incidentes (singo + ) y salientes (signo − ) del bloque A. A 

la matriz S de la ecuación (2.11) la denotamos AS . De forma análoga, para el bloque 

B se tiene la ecuación 

 
1,1 1,21 1

2,1 2,22 2

B B

B B

− +

− +

    
=     

    

S SB B

S SB B
  (2.12) 

con 
1

B  de dimensión P  y 
2

B  de dimensión AN P− . A la matriz que relaciona las 

amplitudes en (2.12) la llamamos BS . 

La idea fundamental del MRMD consiste en que es posible calcular la matriz 

ABS  de un tercer sistema AB a partir de AS  y .BS  Para esto, consideramos que las 

ondas salientes de las primeras P  cadenas en A coinciden con las primeras P  

cadenas en B y viceversa. En términos de los vectores definidos en (2.12), este 

acoplamiento de las cadenas implica la igualdad 
1 1

 =A B . Bajo estas condiciones, 

podemos pensar en el tercer sistema AB en el que permanecen las 2A BN N P+ −  

cadenas restantes de ambos bloques. A este proceso lo llamamos fusión de los 

bloques A y B. En la figura 8b se muestra el sistema AB resultante de la fusión de 

las primeras dos cadenas de los bloques A y B. El sistema fusionado AB se obtiene 

siguiendo las siguientes reglas [39]: 

1. Al fusionar una cadena de A con una de B, los sitios de frontera asociados 

a cada cadena representan el mismo sitio en el sistema fusionado AB, cuya 

energía de sitio será la suma de las energías de sitio de los sitios originales 

en A y B. 

2. Al fusionar dos sitios de A con dos sitios de B, la integral de salto que los 

une en el sistema fusionado corresponde a la suma de las integrales de salto 

que los unen en los bloques originales. 

3. Los sitios interiores y los sitios de frontera que no se fusionan se mantienen 

en el sistema AB, conservando sus energías de sitio y los parámetros de salto 

que los unen con sus vecinos. 

El sistema fusionado AB cuenta con las 2A BN N P+ −  cadenas restantes de A y 

B, a las que se asocian ondas con amplitudes contenidas en los vectores 
2

A  y 
2 .B   

Luego, la ecuación de dispersión de AB puede escribirse de la forma 

 
1,1 1,22 2

2,1 2,22 2

.

AB AB

AB AB

− +

− +

    
=     

    

S SA A

S SB B
  (2.13) 
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Las submatrices que forman a la matriz ABS  en (2.13) pueden calcularse en 

términos de las sumbatrices que expuestas en (2.11) y (2.12). Esto se consigue a 

partir de expresiones matriciales derivadas de una operación conocida como 

producto estrella de Redheffer [40]. Las submatrices están dadas como 

 

1

1,1 2,2 2,1 1,1 1,1 1,1 1,2

1

1,2 2,1 1,1 1,1 1,2

1

2,1 2,1 1,1 1,1 1,2

1

2,2 2,2 2,1 1,1 1,1 1,1 1,2

,

,

y

.

AB A A B A B A

AB A B A B

AB B A B A

AB B B A B A B

−

−

−

−

 = + − 

 = − 

 = − 

 = + − 

S S S I S S S S

S S I S S S

S S I S S S

S S S I S S S S

  (2.14) 

La matriz I  en (2.14) corresponde a la matriz identidad. 

 

 

Figura 9: (a) Representación de un bloque de sitio con N=4 cadenas. (b) Representación de 

un bloque de enlace. 

 

Las expresiones (2.14) permiten calcular la matriz S de sistemas complejos a 

partir de bloques más simples. Este proceso puede llevarse a cabo de manera 

recursiva para aprovechar matrices calculadas previamente al calcular nuevas 

matrices, haciendo el proceso más eficiente. En particular, la matriz S de cualquier 

bloque puede obtenerse a partir de dos bloques básicos, a las que llamamos sitio y 

enlace. El bloque de sitio está formado por un único sitio de frontera energía de 

sitio   y N  cadenas acopladas (ver figura 9a). Los elementos de la matriz 
sitioS  

asociada a este bloque están dados por [39] 

 
( )

, ,

2 sinCsitio

n m n mik

C

it k
S

E Nt e



= −

− +
 , (2.15) 

donde Ct  es el parámetro de salto de las cadenas, E  es la energía y el número de 

onda k  se obtiene a partir de la ecuación (2.10). Por otro lado, el bloque de enlace 
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está formado por dos sitios con energía de sitio 0 =  unidos a través de un 

parámetro de salto ,t  con una cadena unida a cada sitio (ver figura 9b). Los 

elementos de la matriz enlaceS  de este bloque se obtienen como 

 
( ),

para

para ,

enlace

n m ik ikC

r n m

S t
e re n m

r

−

=


= 
+ 



  (2.16) 

con r  dado por la expresión 

 

2 2

2 2 2
.C

ik

C

t t
r

t t e−

−
= −

−
  (2.17) 

El bloque de sitio permite definir sitios con energía   arbitraria que se unen con 

otros N  sitios de una estructura. La unión de sitios se realiza utilizando el bloque 

de enlace, que establece el valor del parámetro de salto t  que une a dos sitios. 

 

2.4 Matriz S de sistema infinitos 

Como vimos en la sección 1.3.3, podemos modelar una nanocinta infinita con algún 

defecto al unir guías periódicas y semi-infinitas a una región de dispersión que 

contiene al defecto. La matriz S de la región de dispersión finita puede calcularse a 

través del algoritmo descrito en la sección anterior. Por otro lado, dado que las 

guías son sistemas infinitos, se requiere de un procedimiento diferente para 

calcular su matriz S. Este cálculo también puede realizarse a través del MRMD en 

términos de la matriz S de un bloque, al que llamamos base. El bloque base de una 

guía será aquel que al fusionarse consigo mismo infinitas veces en una dirección 

reproduzca al sistema semi-infinito. 

 

 

Figura 10: (a) Ejemplo de una guía de onda que puede obtenerse a partir de la unión del 
bloque (b) consigo mismo infinitas veces siguiendo el MRMD. 
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La base de una guía deberá contar con un número par ( )2Q  de cadenas de modo 

que la mitad de ellas se fusionen con la mitad restante de la siguiente base. En la 

figura 10a podemos ver un ejemplo de una guía de onda y en 10b se muestra una 

estructura base que permite obtener a dicho sistema. Podemos enumerar las 

cadenas de tal forma que las últimas Q  de la base n  se unan con las primeras Q  

de la base 1.n+  Bajo estas condiciones, la ecuación de dispersión de la base puede 

escribirse como 

 
1,1 1,2

2,1 2,2

b b

b b

− +

− +

    
=     

    

S SA A

S SB B
 , (2.18) 

donde 


A  es un vector que contiene las amplitudes de los modos en las primeras 

Q  cadenas y 


B  contiene las amplitudes de las cadenas restantes. La matriz 

involucrada en la ecuación (2.18) es la matriz S de la base, a la que denotamos por 

,bS  y que está formada por submatrices cuadradas ,

b

n mS  de dimensión .Q  

Motivados por el teorema de Bloch al tener periodicidad en el sistema, podemos 

proponer que las ondas entrantes(salientes) por las primeras Q  cadenas de la base 

difieran de las amplitudes salientes(entrantes) de las cadenas restantes solo por 

un factor ,  es decir,  =A B  [41]. Al introducir esta propuesta en la ecuación 

(2.18) se obtiene la expresión 

 

( )

( )

( )

( )

1,1 1,2

2,1 2,2

0

0

b b

b b


+ +

− −

      −
=      

− −         

S I A S A

S I SA A
,  (2.19) 

 que corresponde a una ecuación generalizada de eigenvalores. 

La ecuación (2.19) tendrá 2Q  eigenvalores agrupados en Q  parejas de complejos 

conjugados. Los eigenvalores unitarios, es decir que cumplen con 1, =  

corresponden a ondas de Bloch que se extienden por todo el sistema. El número Q  

de parejas de soluciones unitarias para una energía E  coincide con el número de 

canales abiertos definidos en la sección 1.3.2. Por otro lado, para las ( )2 Q Q−  

soluciones no unitarias restantes se tiene que la amplitud de las ondas aumenta o 

disminuye por un factor    al avanzar de una celda a la siguiente. Lo anterior 

implica que la amplitud de las ondas aumenta o disminuye exponencialmente al 

recorrer el sistema infinito. De los dos casos, el decaimiento exponencial representa 

una solución evanescente físicamente aceptable. Luego, la dispersión de ondas en 

la guía puede ser descrita por una ecuación de la forma  

 
1 2 3

1 1 1

.

+

+ + ++

−

− − − −

 
    

=     
      

 

L
M M MA

L
A M M M

L

  (2.20) 
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Los vectores 


A  contienen las Q  amplitudes de las ondas asociadas a las cadenas 

auxiliares restantes en la guía, donde el signo +  indica que la onda incide de la 

cadena a la guía y el signo −  indica que esta se aleja de la guía. Las Q  entradas 

de los vectores 


L  corresponden a las amplitudes de las ondas que viajan por la 

guía; el signo +  indica que la onda viaja en dirección a la base con las cadenas 

auxiliares, mientras que el signo −  indica que viaja en dirección contraria (ver 

figura 10a). Finalmente, el vector L  contiene las amplitudes asociadas a los Q Q−  

estados evanescentes en la guía. Notemos que la matriz en la ecuación (2.20) no 

tiene la forma de una matriz S, pues no relaciona modos salientes con modos 

entrantes. En cambio, la matriz relaciona los modos a la izquierda de la guía con 

los de la derecha. 

Para calcular la matriz en la ecuación (2.20), denotemos por i  al eigenvector 

asociado al eigenvalor i  de la ecuación (2.19). Si enumeremos los eigenvalores i  

de forma tal que los primeros Q  correspondan a ondas de Bloch que viajan en la 

guía y los Q Q−  restantes estén asociados a estados evanescentes, las submatrices 

j

M  en la ecuación (2.20) se calculan mediante las expresiones [41] 

 

1 1

2 1

3 1

, , ,

, y

, .

Q

Q

QQ

  



  

+

 =
 

 =
 

 =
 

M

M

M

 

 

 

  (2.21) 

Una vez obtenidas las matrices, es posible reescribir la ecuación (2.20) para que 

quede de la forma 

 
1,1 1,2

2,1 2,2

−

+

−

+

 
    

=     
    

 

A
P P A

L
P P L

L

 , (2.22) 

donde las submatrices ,n m

P  se obtienen de las matrices j

M  a partir de las 

ecuaciones matriciales 

 

1

1,1 2 2

1

1,2 1 2 2 1

1

2,1 2

1

2,2 2 1

,

,

y

;

−
− +

−
− − + +

−
+

−
+ +

 =  

 = −  

 =  

 = −  

P M M

P M M M M

P M

P M M

  (2.23) 

con la matriz 
2

M  definida como 2 2 3,     M M M .  
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Si se omiten los últimos Q Q−  renglones de la matriz en la ecuación (2.22), 

correspondientes a los estados evanescentes, se obtiene una expresión de la forma 

 
,

,

.

G G

A A L

G G

L A L

− +

− +

    
=     

    

S SA A

S SL L
  (2.24) 

La matriz mostrada en la ecuación (2.24) relaciona exclusivamente modos de Bloch 

entrantes con los modos salientes, por lo que corresponde a la matriz S de la guía 

y la denotamos por .GS  La submatriz G

AS  relaciona los modos entrantes por las 

cadenas auxiliares con los modos que salen por las mismas cadenas, mientras que 

las matrices , ,,G G

A L L AS S  y 
G

LS  describen la dispersión entre las cadenas auxiliares y 

la guía infinita. 

 

 

Figura 11: Fusión de una guía periódica A con un bloque finito B que da origen un bloque 
infinito C. El bloque C se fusiona con una segunda guía D, creando una nanocinta E que 

carece de cadenas auxiliares. 

  

El cálculo de la matriz S de una guía de onda resulta de gran utilidad si se desea 

estudiar sistemas infinitos con algún defecto que rompe con la periodicidad. Para 

esto, la guía puede fusionarse con un bloque finito que contenga al defecto, es 

decir, con la región de dispersión. Por ejemplo, consideremos la fusión de la guía A 
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con el bloque B, mostrada en la figura 11. El bloque resultante C estará formado 

por una guía periódica y cadenas auxiliares acopladas a sitios que originalmente 

eran parte del bloque B. Denotemos por 
1

L  al vector con las amplitudes de los 

modos de Bloch en la guía infinita de C y por 


B  al vector que contiene las 

amplitudes en las cadenas auxiliares. La dispersión en el bloque infinito C estará 

dada como 

 
1

1 1

,

1 1,

,

C C

B B L

C C

L B L

− +

− +

    
=     
     

S SB B

L LS S
   (2.25) 

donde las submatrices tienen una interpretación análoga a las mostradas en la 

ecuación (2.24). El superíndice C indica que la dispersión es a través del bloque 

infinito no periódico C. 

Las matrices S mostradas en las ecuaciones (2.24) y (2.25) describen la 

dispersión de ondas asociadas tanto a cadenas auxiliares como a guías infinitas. 

Estas matrices son cuadradas de dimensión ,CN Q+  donde CN  es el número de 

cadenas auxiliares y Q  es el número de canales abiertos en la guía. Es posible 

fusionar un bloque infinito con otro bloque, finito o infinito, de modo que el sistema 

resultante carezca de cadenas auxiliares. Por ejemplo, en la figura 11 se muestra 

la fusión del bloque C con otra guía infinita D, dando origen a un sistema infinito 

E que carece de cadenas auxiliares. Considerando los vectores 
1

L  y 
2

L  que 

contienen las amplitudes de los modos de Bloch asociados a los bloques C y D 

respectivamente, la ecuación de dispersión queda como 

 
1,1 1,21 1

2,1 2,22 2

.

E E

E E

− +

− +

    
=     

    

S SL L

S SL L
  (2.26) 

La matriz que relaciona las amplitudes en la ecuación (2.26) es cuadrada de 

dimensión 1 2 ,Q Q+  donde 1Q  y 2Q  son los números de canales abiertos en los 

bloques originales C y D respectivamente. La submatriz 2,1

ES  describe la dispersión 

de los modos incidentes por la guía en C hacia la guía en D, por lo que tiene una 

interpretación análoga a la de la matriz t  en la ecuación (2.5). Lo anterior permite 

obtener la conductividad de una nanocinta con defecto haciendo uso del MRMD y 

la fórmula de Landauer. 
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CAPÍTULO 3 

Método S para determinación de estados ligados 

En este capítulo, se describe un conjunto de algoritmos útiles para estudiar estados 

ligados en sistemas descritos por Hamiltonianos de amarre fuerte. Este conjunto 

de algoritmos conforma lo que llamaremos Método S para determinación de estados 

ligados, o simplemente, Método S. En la sección 3.1 se plantea un método numérico 

para determinar las energías de estado ligado de un sistema de amarre fuerte en 

términos de las matrices S de los bloques que conforman a dicho sistema. La 

sección 3.2 presenta una discusión sobre las características de las diferentes 

formas de elegir a los bloques. Luego, en la sección 3.3 se muestra un algoritmo 

que permite calcular las funciones de onda de los estados ligados en términos de 

sus matrices S una vez que su energía ya es conocida. El capítulo finaliza en la 

sección 3.4 con una discusión sobre algunas ventajas que ofrece el método S y con 

la reproducción de un ejemplo publicado previamente de estados ligados en el 

continuo en una nanocinta de grafeno. Los resultados mostrados en este capítulo 

y en el siguiente fueron obtenidos a partir de la implementación del método S en el 

lenguaje FORTRAN. Los métodos propuestos en este capítulo y algunos de los 

resultados presentados en esta tesis se publicaron en el artículo [42]. 

 

3.1 Determinación de energías de estado ligado 

La idea principal del método es que es posible determinar las energías de estados 

ligados y sus eigenfunciones a partir de matrices S. Esta propuesta fue explorada 

inicialmente por Ramírez, González y Galván con el objetivo de obtener soluciones 

de la ecuación de Schrödinger 1D  [43]. En ese trabajo se resolvieron los potenciales 

del oscilador armónico cuántico y Lennard-Jones con gran precisión y un bajo 

costo computacional. Para aplicar esta metodología a nanoestructuras con 

múltiples canales se requiere determinar la relación que cumplen los elementos de 

la matriz S que describe la dispersión entre los diferentes canales. A continuación, 

se expone a detalle un método numérico para determinar energías de estado ligado 

en términos de matrices S. A este método en conjunto con el algoritmo para 

calcular funciones de onda mostrado en la sección 3.3 le llamaremos Método S para 

determinación de estados ligados. 

Consideremos una estructura arbitraria AB para la que se desean conocer las 

energías que admiten estados ligados. El sistema AB puede dividirse en dos 

bloques, A y B, tales que al fusionarse siguiendo el MRMD la matriz S del sistema 

fusionado corresponde a la estructura AB original. Por ejemplo, en la figura 12a se 
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muestra una nanocinta infinita de red cuadrada que puede dividirse en los bloques 

A y B mostrados en la figura 12b. Siguiendo el MRMD, las matrices S de los 

subsistemas pueden calcularse de la forma  

 

,

,

,

,

para y

para .

A A L

A

L A LA A

B B L

B

L B LB B

A

B

− +

− +

− +

− +

    
=    
    

    
=    
    

S SA A

S SL L

S SB B

S SL L

  (3.1) 

Para el bloque A, las amplitudes de los modos que viajan por las cadenas auxiliares 

se almacenan en los vectores 
+

A  (entrante) y 
−

A  (saliente), mientras que los 

vectores 
+

B  y 
−

B  tienen una interpretación análoga para el bloque B. Las 

amplitudes asociadas a los canales abiertos de la guía se encuentran en los 

vectores 
A

L . Las submatrices en (3.1) son análogas a las mostradas en la ecuación 

(2.25) de la sección 2.4. 

 

 

Figura 12: (a) Nanocinta de red cuadrada con 𝑀𝐿 = 3 sitios de alto con una sección ancha 

de 𝑀 = 5 sitios de alto que se extiende por N=6 sitios de largo. (b) Bloques A y B que 
reproducen al sistema AB mostrado en (a) al fusionarse por el MRMD. 

 

Consideremos la matriz S del bloque A. Recordemos que la descripción de la 

dispersión de las ondas entrantes por las cadenas auxiliares hacia las guías de 

onda infinitas está dada por , .L AS  Las energías asociadas a estados ligados serán 

aquellas para las que no exista dispersión de las ondas incidentes por las cadenas 

auxiliares hacia las guías, ya que de existir entonces se tendría una función de 
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onda no normalizable que se extiende por toda la nanocinta, es decir, un estado 

extendido. Una forma de escribir esta condición es mediante la expresión 

 , 0.L A

+ =S A   (3.2) 

Luego, las ondas incidentes por las cadenas auxiliares solo pueden dispersarse a 

los modos salientes por las mismas cadenas. Lo anterior implica que para energías 

de estado ligado se cumple la ecuación de dispersión 

 ,A

− +=A S A   (3.3) 

donde AS  es la submatriz mostrada en (3.1) que relaciona las amplitudes de las 

cadenas auxiliares del bloque A. Siguiendo un razonamiento análogo para el bloque 

B se tiene que   

 .B

− +=B S B   (3.4) 

Además, para que la fusión de A y B reproduzca al sistema AB, el MRMD exige que 

las amplitudes de las cadenas auxiliares cumplan con la condición . =A B  Al 

combinar esta condición con (3.4) y (3.3) se tiene la condición 

 ,A A A B A B

− + − + −= = = =A S A S B S S B S S A   (3.5) 

que deberá cumplirse para energías de estado ligado. Por lo anterior, nos 

referiremos a la ecuación (3.5) como la condición de estado ligado.  

La presencia de estados ligados en un sistema puede también determinarse en 

términos de las amplitudes de las ondas asociadas a las cadenas auxiliares. 

Consideremos al bloque A tomando en cuenta que el siguiente razonamiento es 

válido también para el bloque B. Si se tiene que la amplitud entrante en A supera 

a la amplitud saliente, es decir que ,+ −A A  entonces se tiene un flujo de 

probabilidad que incide en A. Si el sistema A es cerrado, este flujo entrante deberá 

compensarse en las guías, dando origen a un estado extendido. Análogamente, si 

ocurre que 
− +A A  entonces se tendrá un flujo que se aleja por las cadenas, lo 

que también corresponde a un estado extendido. Luego, en un estado ligado deberá 

cumplirse que  

 0.− + + −= = = A A B B   (3.6) 

La expresión (3.6) indica que se tiene una reflexión total de las ondas de Bloch que 

inciden desde las cadenas auxiliares de los bloques A y B.  

La condición (3.5) puede utilizarse para determinar numéricamente las energías 

de estado ligado de una estructura arbitraria AB. Para esto, se calculan las 

matrices AS  y BS  de dos bloques que al fusionarse reproduzcan al sistema original 

AB. Notemos que la condición (3.5) es equivalente a que el producto A BS S  tenga un 
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eigenvalor 1. =  Luego, para encontrar las energías de estado ligado se buscan los 

valores de E  para los que algún eigenvalor ( )i E  de A BS S  cumpla 

simultáneamente que 

 
( )

( )

Im 0

Re 1.

i

i

E y

E





=  

=  

  (3.7) 

Las matrices AS  y ,BS  al igual que su producto ,A BS S  son matrices cuadradas de 

tamaño ,CN  que es el número de cadenas auxiliares que se unen en cada bloque 

para obtener al sistema AB. Luego, se tienen CN  pares de curvas correspondientes 

a la parte real e imaginaria de los eigenvalores como función de la energía. En la 

figura 13 se muestran las curvas asociadas a los eigenvalores de A BS S  para los 

bloques A y B mostrados en la figura 12b. Cabe mencionar que, al calcular 

numéricamente los eigenvalores de una matriz, estos se obtienen en algún orden 

arbitrario que puede variar de energía a energía. Lo anterior impide el análisis de 

cada curva por separado. Esta situación puede evitarse al incluir un método de 

separación de curvas como el que se describe en el apéndice A. 

 

 

Figura 13: Parte real e imaginaria de los eigenvalores del producto de matrices 𝑺𝐴𝑺𝐵 de los 
sistemas mostrados en la figura 12b. El eje x de la gráfica corresponde a la energía 
expresada en unidades de |t|. Se observan dos energías para las que se cumple la 

condición de estado ligado. 

 

De la expresión (3.7) se tiene que las energías de los estados ligados coinciden 

con las raíces de las curvas de ( )Im .i E    Además, el MRMD también permite 

calcular las derivadas de la matriz S de bloques arbitrarios a través de 
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diferenciación automática [44]. Las derivadas de la matriz S permiten a su vez 

obtener la derivada ( )i E  de los eigenvalores, haciendo posible utilizar el método 

de Newton-Raphson para determinar eficientemente las raíces de ( )Im .i E    El 

método consiste en elegir como semilla una energía 0E  en la región donde se espera 

tener una raíz o cero de la función  

 ( ) ( )Im .if E E=      (3.8) 

Si se conoce la derivada ( )0 ,f E  se puede obtener una segunda energía 1E  a través 

de la expresión [45] 

 
( )

( )
0

1 0

0

.
f E

E E
f E

= −


  (3.9) 

Una vez calculada 1E  se repite el proceso tomando 0 1E E=  hasta que ocurra que 

( )1 ,f E   donde   es un valor de tolerancia.  

Para energías en las que no se tienen canales abiertos y para sistemas finitos, 

las matrices S de ambos bloques estarán dadas por AS  y BS . Como la matriz S es 

unitaria, cumpliendo con la condición (2.2), se tiene que ( )Re 1i E =     cuando 

( )Im 0.i E =    Si se tienen canales abiertos la matriz S tendrá además 

contribuciones de la dispersión entre las cadenas y las guías para energías que no 

sean de estado ligado, por lo que ( )i E  dejará de ser unitario. Por lo anterior, es 

importante que en todo caso se evalúe ( )Re i E    para las raíces de la curva 

imaginaria para decidir si se trata o no de un estado ligado. En la figura 13 se 

observan dos energías de estado ligado (líneas punteadas) cuyos valores numéricos 

se determinaron por este método. Cabe mencionar que, aunque el método de 

Newton resulta eficiente para realizar este cálculo, es posible tener problemas de 

convergencia si se tienen curvas con pendientes muy cercanas a cero. Para estos 

casos pueden utilizarse los métodos de bisección y secante.  

 

3.2 Diferentes formas de división 

Hemos visto que, para determinar las energías de estado ligado de una estructura, 

es necesario dividir dicha estructura en dos bloques y calcular sus matrices S de 

forma tal que pueda evaluarse la condición (3.7). Existen muchas formas de dividir 

a una estructura arbitraria, por lo que resulta importante explorar qué ventajas y 

desventajas se tienen al elegir una forma de división en particular. 

La primera pregunta por responder es si cualquier forma de división permite 

hallar todos los estados ligados del sistema. Para explorar esta pregunta 

consideremos un sistema arbitrario XYZ cuya matriz S se obtiene al fusionar las 
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matrices S de 3 bloques (X, Y y Z), como se muestra en la figura 14. Supongamos 

que para recuperar al sistema XYZ las cadenas a la izquierda de Y se unen con las 

de X y las cadenas a la derecha de Y se unen con Z. Definimos los vectores 


X  y 


Z  que contienen las amplitudes de las ondas asociadas a las cadenas auxiliares 

de los bloques X y Z respectivamente. Las amplitudes de las cadenas a la izquierda 

de Y se encuentran en el vector ,I

Y  mientras que las amplitudes de las cadenas a 

la derecha de Y se encuentran en el vector 
D

Y . Para utilizar el método S en busca 

de energías de estado ligado se requiere tener solamente dos bloques, lo que puede 

lograrse al fusionar dos de los tres bloques. Por ejemplo, si se fusiona el bloque Y 

con el Z, se obtienen la pareja de bloques X-YZ de la figura 14. Si se encuentra una 

energía 0E  de estado ligado con esta pareja, deberá cumplirse la expresión (3.6) 

que en este caso queda como 

 0,I I

+ − + −= = = X X Y Y   (3.10) 

donde la última desigualdad se incluye para omitir una solución trivial. 

 

 

Figura 14: Tres bloques X, Y y Z que al fusionarse producen un sistema arbitrario XYZ. 
Al fusionar Y con Z se obtiene la pareja de bloques X-YZ, mientras que al fusionar X con Y 

se obtiene la pareja XY-Z. 

 

Consideremos ahora a la pareja XY-Z mostrada también en la figura 14, que se 

obtiene al fusionar los bloques X y Y. Para demostrar que el cumplimiento de la 

condición de estado ligado es independiente de la forma de división, veamos que 

siempre que se cumpla la condición (3.10) se satisface una expresión análoga para 

la pareja XY-Z. Denotemos por YS  a la matriz S de Y, tenemos entonces que la 

ecuación de dispersión en Y será de la forma 
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 .I I

Y

D D

− +

− +

   
=   

   

Y Y
S

Y Y
  (3.11) 

El transpuesto conjugado del vector de amplitudes salientes en (3.11) se obtiene 

en términos de las amplitudes entrantes como 

 

† †

† .I I

Y

D D

− +

− +

   
=   

   

Y Y
S

Y Y
  (3.12) 

Al combinar las ecuaciones (3.11) y (3.12) se tiene que 

 

† † †

†I I I I I I

I D Y Y I D

D D D D D D

− − + + + +

− − + +

− − + + + +

           
+ = = = = +           

           

Y Y Y Y Y Y
Y Y S S Y Y

Y Y Y Y Y Y
,  (3.13) 

donde se ha utilizado que la matriz S es unitaria, es decir, que cumple que 
† .Y Y =S S I  

Si se encuentra una energía de estado ligado a partir de las matrices S de la división 

X-YZ, la condición (3.10) deberá cumplirse. Al introducir esta información en (3.13) 

se tiene que .I I

− +=Y Y  Recordemos que para recuperar al sistema XYZ completo 

a partir de la pareja XY-Z, las amplitudes deberán cumplir que .D

 =Y Z   Luego, se 

tiene que 

 ,D D

+ − + −= = =Y Y Z Z   (3.14) 

que es una condición análoga a (3.10) siempre que la norma de las amplitudes sea 

diferente de cero.  

Lo anterior demuestra que la condición de estado ligado deberá cumplirse 

independientemente de la forma de división siempre y cuando la norma de las 

amplitudes entrantes o salientes no se anule en todos los sitios de frontera. 

Recordando la expresión (2.9), tenemos que el coeficiente de la función de onda 

asociado al sitio de frontera n  unido a la cadena auxiliar m  se obtiene como 

, ,0 , , .n m n n m n mA A  + −= = +  Esto quiere decir que cualquier división permite hallar 

energías de estado ligado siempre que la función de onda asociada a dicho estado 

no se anule en todos los sitios de frontera generados por esa división. Al trabajar 

con nanocintas, la presencia de un defecto rompe la periodicidad, haciendo 

distinguible una región del sistema. Es esperado que la función de onda de un 

estado localizado se encuentre confinada en la región donde el sistema es 

distinguible, es decir, alrededor del defecto. Luego, dividir al sistema en la región 

donde se encuentra el efecto hace más probable que esta incluya sitios de frontera 

donde la función de onda no se anula, permitiendo hallar energías de estado ligado. 

Al buscar estados ligados es recomendable revisar más de una división para evitar 

que se omitan estados cuyos nodos coincidan con los sitios de frontera de la 

división. 
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Dos diferentes formas de división pueden tener distintas propiedades que deben 

tomarse en cuenta al decidir entre una u otra. Por ejemplo, el número de curvas 

de ( )Im i E    y ( )Re i E    que se obtienen será igual al número de sitios de 

frontera creados por una división en particular. Tener varias curvas exige realizar 

un proceso de separación de curvas como el que se describe en el apéndice A, 

además de que el método numérico (Newton-Raphson o secante) debe 

implementarse para cada una de ellas. Lo anterior se traduce en un aumento del 

costo computacional en la búsqueda de estados ligados al aumentar el número de 

curvas. Sin embargo, tener varias curvas presenta algunas ventajas, como una 

mayor probabilidad de que la función de onda no se anule en todos los sitios de 

frontera, haciendo posible hallar estados ligados. Tener múltiples curvas permite 

también determinar cuándo un estado ligado es degenerado. Esto último puede 

observarse si se tienen múltiples eigenvalores (curvas) que satisfacen la condición 

(3.7) para la misma energía.  

 

 

Figura 15: (a) División de la nanocinta cuadrada presentada en la figura 12a con un 

único sitio de frontera. (b) Parte real e imaginaria del producto de fases 𝑆𝐴𝑆𝐵 de los sistemas 
A y B mostrados en (a).  

 

Otra opción es elegir una división que minimice el número de sitios de frontera, 

reduciendo el número de curvas a analizar. Por ejemplo, en la figura 15a se 

muestra una división de la nanocinta mostrada en la figura 12a. Esta división da 

origen a una única pareja de curvas para ( )Im i E    y ( )Re ,i E    haciendo 

innecesario el proceso de separación de curvas. En la figura 15b podemos esta 

única pareja de curvas y cómo se obtienen las mismas energías de estado ligado 

expuestas anteriormente. Además, al tener un único sitio de frontera las matrices 

S a multiplicar son de dimensión uno, es decir, solo son un par de fases complejas 

AS  y .BS  Lo anterior implica que también se omite el cálculo de eigenvalores. 

Podemos concluir que esta elección simplifica la búsqueda de energías de estado 

ligado, sin embargo, tiene también algunas desventajas. Minimizar el número de 

sitios de frontera hace más probable que estos se encuentren en algún nodo de la 

función de onda de un estado ligado o en la región donde esta se anula, evitando 
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que se encuentre ese estado. Además, no se puede observar directamente la 

degeneración, por lo que una vez halladas las energías de estado ligado el análisis 

deberá complementarse con una división más amplia que permita hallar la 

degeneración. Se ha observado también que, a mayor cantidad de curvas, el 

comportamiento de estas es más suave y libre de cambios abruptos. Lo anterior 

permite utilizar particiones de energía menos densas a mayor cantidad de curvas.  

  

3.3 Cálculo de funciones de onda 

Una vez que se ha encontrado una energía que admite estados ligados en un 

sistema de amarre fuerte, la función o funciones de onda asociadas a esta energía 

pueden calcularse también a partir del MRMD. En esta sección se presenta una 

técnica, que forma parte de lo que definimos como método S, que permite realizar 

este cálculo aprovechando la misma condición de estado ligado presentada en la 

sección 3.1. 

Consideremos una estructura arbitraria AB que admite al menos un estado 

ligado para la energía 0.E  En una base de funciones  n  localizadas en los 

diferentes sitios del sistema, calcular la función de onda consiste en determinar los 

coeficientes nc  de la combinación lineal  

 n

n

c n = .  (3.15) 

Si dividimos al sistema en dos bloques (A y B) de la forma descrita en la sección 

3.1, fusionar ambos bloques provoca que las cadenas auxiliares desaparezcan 

dejando únicamente a los sitios interiores y de frontera en el sistema fusionado. 

Luego, todos los sitios del sistema AB pueden asociarse a sitios interiores del 

bloque A, interiores del bloque B o de frontera comunes a ambos bloques. La 

combinación lineal (3.15) puede entonces reescribirse de la forma  

 
1 1 1

,

A B
I F IN N N

A A B B

n n n n n n

n n n

I F I   
= = =

= + +     (3.16) 

donde 
X

IN  es el número de sitios interiores en el bloque ,X A B=  y FN  es el número 

de sitios de frontera comunes a ambos bloques. 

En la energía 0 ,E  las submatrices AS  y BS  de los bloques definidas en la 

ecuación (2.25) cumplen con la condición (3.5). Lo anterior implica que el producto 

de matrices A BS S  será tal que al menos uno de sus eigenvalores es igual a uno, es 

decir, 1i =  para algún valor de .i  De la condición (3.5) se tiene que el eigenvector 
−

A  asociado al eigenvalor 1i =  contiene las amplitudes de las ondas que salen del 
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bloque A por las cadenas auxiliares. Recordemos además que la fusión de los 

bloques A y B deberá ser tal que la matriz S obtenida corresponda al sistema AB 

original, para lo que se requiere que las amplitudes 


A  de las ondas que viajan por 

las cadenas del bloque A y 


B  de las cadenas del bloque B cumplan que . =A B  

Se tiene también de la ecuación (3.2) que para energías de estado ligado no existe 

dispersión entre las cadenas y las guías infinitas, por lo que la submatriz BS  

permite obtener las amplitudes entrantes en A mediante la ecuación 

 .B B

+ − + −= = =A B S B S A   (3.17) 

De la ecuación (2.9) se tiene que los coeficientes de la función de onda en los sitios 

de frontera están dados como la suma de la amplitud entrante y la saliente de 

alguna de las cadenas unidas a ese sitio. Si definimos al vector 0  que contiene las 

amplitudes n  de la combinación lineal (3.16), este estará dado como 

 ( )0 ,B

−= +I S A   (3.18) 

donde 
−

A  es el eigenvector de A BS S  para el que se satisface la condición (3.5). 

 

 

Figura 16: División del bloque A en dos nuevos bloques C y D, generando 𝑁𝐶 = 5 nuevos 
sitios de frontera. 

 

Los coeficientes correspondientes a los sitios interiores en la combinación lineal 

(3.16) pueden obtenerse realizando divisiones adicionales en cada bloque de forma 

que un número CN  de sitios que originalmente eran interiores se conviertan en 

sitios de frontera. Por ejemplo, en la figura 16 podemos observar una división de 



38 

 

un bloque A en dos nuevos bloques C y D, que genera 5CN =  nuevos sitios de 

frontera. Podemos definir al vector 
+C  que contiene las amplitudes de las ondas 

que entran por las cadenas auxiliares del bloque C y al vector 
−C  que contiene las 

amplitudes de las ondas que salen por las mismas cadenas. Elegimos la nueva 

división de forma tal que, si el bloque A tiene alguna guía infinita, esta quede 

contenida en el nuevo bloque C. Luego, la ecuación de dispersión del bloque C será 

de la forma 

 
,

,

,
C C L

C

L C L

− +

− +

     
=     

     

S SC C

S SL L
  (3.19) 

donde 


L  contiene las amplitudes de las ondas que viajan por las guías infinitas y 

las submatrices son análogas a las mostradas en la ecuación (2.25). Por otro lado, 

el bloque D puede elegirse de forma tal que este sea finito y contenga a los sitios de 

frontera originales del bloque A (ver figura 16). Bajo estas condiciones, la ecuación 

de dispersión del bloque D puede escribirse como  

 
,

,

.

D

A A C

D

C A C

− +

+ −

    
=     

    

S SA A

S SC C
  (3.20) 

La ecuación (3.20) está escrita considerando que las últimas CN  cadenas del 

bloque D son las que se fusionan con C para recuperar al bloque original A. Por 

esta razón, consideramos que las amplitudes entrantes por estas cadenas al bloque 

D están dadas por el vector 
−C  y las salientes por .+C  Las amplitudes 


A  

corresponden a las cadenas del bloque A original, por lo que la submatriz 
D

AS  

describe la dispersión de estas cadenas en sí mismas. La matriz 
D

CS  corresponde a 

la dispersión de las últimas CN  cadenas de D en sí mismas, mientras que ,A CS  y 

,C AS  describen la dispersión entre las cadenas del bloque A original y las CN  

cadenas que unen a los bloques C y D. 

A partir de la ecuación (3.20) se tiene que las amplitudes entrantes por las 

cadenas auxiliares en C se obtienen como 

 , .D

C A C

+ + −= +C S A S C   (3.21) 

Por otro lado, de la ecuación (3.19) se tiene que , .C C L

− + += +C S C S L  Sin embargo, 

recordemos que para energías de estado ligado no existe dispersión de las cadenas 

auxiliares hacia las guías o viceversa, por lo que , 0.C L

+ =S L  Luego, se tiene que 

 .C

− +=C S C   (3.22) 

Sustituyendo (3.22) en (3.21) se obtiene que  
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 ,

D

C A C C

+ + += +C S A S S C .  (3.23) 

Al despejar 
+C  de esta última ecuación se obtiene que el vector de amplitudes 

entrantes por las cadenas auxiliares al bloque C está dado como 

 
1

, .D

C C C A

−
+ + = − C I S S S A   (3.24) 

Nuevamente, de la ecuación (2.9) se tiene que el coeficiente de la función de onda 

asociado a cada uno de los sitios de frontera del bloque C estará dado como la 

suma de las amplitudes entrante y saliente por alguna de sus cadenas. Si definimos 

un vector 1  cuyas entradas correspondan a la amplitud de la función de onda en 

los sitios de frontera en C, este vector estará dado en términos de las amplitudes 
+

A  como 

  
1

1 , ,D

C C C C A

−
+ = + − I S I S S S A  (3.25) 

donde utilizamos la expresión (3.22) y que 
+

A  es el vector de amplitudes entrantes 

que obtuvimos al calcular 0.     

El proceso de división de bloques que hemos descrito puede realizarse múltiples 

veces para obtener los coeficientes de diferentes sitios del bloque A en términos de 

la ecuación (3.25). Si el bloque es finito, los coeficientes de todos los sitios pueden 

obtenerse de esta forma. Recordemos también que la función de onda de un estado 

localizado es tal que decae lejos de la región donde se encuentra el defecto. Esto se 

traduce en que los coeficientes 
A

n  de la combinación lineal (3.16) se aproximan a 

cero para sitios lejanos a la región donde se encuentra el defecto. Luego, una opción 

para obtener las funciones de onda de sistemas infinitos es calcular los coeficientes 
A

n  dentro de las guías hasta que los valores obtenidos sean numéricamente cero, 

es decir, iguales a cero dentro de la precisión numérica con la que se esté 

trabajando. Al repetir este proceso con el bloque B se obtienen los coeficientes de 

la función de onda del sistema completo.  

Una vez hallada la función de onda, se puede llevar a cabo un proceso de 

normalización que consiste en dividir todos los coeficientes entre la suma de los 

cuadrados de las normas de todos los coeficientes calculados. Es decir, los 

coeficientes ´nc  de la función de onda normalizada se obtienen como 

 
2

1

´ n
n N

m

m

c
c

c
=

=


 , (3.26) 

donde la suma corre sobre todos los sitios para los que se calcularon los 

coeficientes .nc  Cabe mencionar que cuando el bloque es infinito, los coeficientes 

que no se calcularon (lejanos al defecto) representan una corrección a la función 
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de onda normalizada. Sin embargo, las funciones de estados ligados son 

cuadráticamente integrables, por lo que esta corrección es finita y cada vez más 

pequeña a medida que se incluyen los coeficientes de sitios más lejanos. En la 

figura 17 se muestran las funciones de los estados ligados hallados en la sección 

3.1, correspondientes a una nanocinta de red cuadrada con una región ancha. El 

tamaño y color de los círculos están asociados al coeficiente nc  del sitio en el cual 

está su centro. Cabe mencionar que las funciones de onda presentadas en la figura 

17 carecen de parte imaginaria, lo cual siempre es posible para estados no 

degenerados como se muestra en el apéndice B. 

 

 

Figura 17: Funciones de onda normalizadas de la nanocinta de red cuadrada presentada 

en la figura 12a para las energías de estado ligado 𝐸1 = 2.354811  y 𝐸2 = 2.828563 en 
unidades de |t|.  

 

Por otro lado, como se mencionó en la sección 3.2, una división que genera 

múltiples sitios de frontera permite observar la degeneración de una energía como 

el número de eigenvalores i  que cumplen simultáneamente que 1i =  para dicha 

energía. Luego, para una energía con degeneración M se tendrán M distintos 

vectores de amplitudes 
i

+A  que al introducir a la ecuación (3.25) permiten calcular 

las diferentes funciones de onda. Sin embargo, debe tomarse en cuenta que estas 

funciones de onda en general no son ortogonales, por lo que se requiere realizar un 

proceso de ortogonalización de Gramm-Schmidt sobre los vectores .i

+A  
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3.4 Validación y ventajas del Método S 

Con el objetivo de validar los resultados obtenidos a partir del método S, en esta 

sección se muestran los estados ligados hallados para el sistema que se muestra 

en la figura 18. El sistema está formado por una nanocinta infinita de red de panal 

de abeja con integrales de salto a primeros vecinos de valor constante 0 ,t t=  excepto 

por los dímeros del borde marcados en color rojo en la figura. El parámetro de salto 

en estos dímeros tiene un valor de 01.12t t=  para considerar efectos de pasivación 

por hidrógeno. La nanocinta cuenta además con dos secciones anchas idénticas, 

cuyo tamaño y ubicación se muestra en la figura 18. Este sistema se eligió debido 

a que previamente en el trabajo realizado por González et. al. se determinó la 

presencia de estados ligados en el continuo (BICs) [10]. En ese análisis, se hallaron 

tres estados ligados mediante el método de comparación de curvas de 

transmitancia y densidad de estados (DOS) descrito en la sección 1.4. Las energías 

de los estados ligados reportados por González et. al. para este sistema fueron 0.05,  

0.46  y 0.62  en unidades de 0 .t  

 

 

Figura 18: Nanocinta de grafeno (red de panal de abeja) con 𝑀𝐿 = 5 sitios de alto y dos 

secciones anchas idénticas con 𝑀 = 17 sitios de alto que se extienden por 𝑁𝑑𝑒𝑓 = 3 

hexágonos a lo largo. Las secciones anchas están separadas por un segmento de la 
nanocinta de 𝑁 = 5 hexágonos de largo. El punto verde señala el sitio de frontera a partir 

del cual se calcularon las energías de estado ligado a través del método S.  

 

Para calcular las energías de estado ligado de la nanocinta a través del método 

S, es necesario elegir una forma de división que resulte en dos bloques (A y B). La 

división elegida en este caso es análoga a la mostrada en la figura 15a, en la que el 

bloque A está formado por la nanocinta completa con un único sitio de frontera y 

el bloque B es únicamente un sitio con una cadena auxiliar. El sitio de la nanocinta 

que permanece como sitio de frontera en el bloque A es el que está señalado en 

verde en la figura 18. Al tener un único sitio de frontera se cuenta con un solo valor 

para la fase ,A BS S =  cuyas partes real e imaginaria se grafican en la figura 19.  
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Figura 19: (a) Parte imaginaria (curva roja) y real (curva azul) de la fase 𝑆𝐴𝑆𝐵 obtenida 
para la nanocinta de la figura 18. Las energías se presentan en unidades de |𝑡0|. (b) 

Ampliación del comportamiento de las curvas en (a) en las regiones donde existen 
antecedentes de estados ligados. Se observa que para cada energía reportada previamente 

existe en realidad una pareja de energías de estado ligado. 

 

Dado que las energías de los estados ligados reportados previamente se conocen 

con una precisión de dos decimales, consideramos un intervalo de tolerancia de 

00.005E t =   alrededor de estas energías. Estos intervalos se encuentran 

señalados como áreas grises en la figura 19a. En la figura 19b se presenta un 

acercamiento del comportamiento de las curvas de ( )Im   y ( )Re   en cada una de 

las regiones grises, donde se espera observar estados ligados. Podemos identificar 

que para cada región gris existen dos energías que satisfacen la condición de estado 

ligado. Esto quiere decir que por cada energía reportada por González et. al. existe 

en realidad una pareja de estados ligados. Las energías de estos estados se 

muestran en la tabla 1, donde las energías halladas se etiquetan como ,i jE  donde 

1,2,3i =  indica la pareja de energías y 1,2j =  enumera las energías de cada pareja. 

Se observa que las energías de cada pareja son idénticas hasta el tercer o cuarto 

decimal, lo cual explica que las parejas de estados no se hayan reportado 
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previamente dado que precisión era de dos decimales. Otra observación importante 

en la figura 19b es la presencia de comportamientos abruptos (picos) en medio de 

las energías de los estados ligados. En la sección 4.3 del siguiente capítulo 

analizaremos con mayor detalle el origen de estas parejas de energías y su relación 

con la energía para la que se tienen estos picos en las curvas. 

 

 Energía reportada [10] Energías halladas por el método S 

Pareja 1 00.05 t   1,1 00.050492E t=  1,2 00.050633E t=  

Pareja 2 00.46 t  2,1 00.455494E t=  2,2 00.456079E t=  

Pareja 3 00.62 t  3,1 00.619317E t=  3,2 00.619912E t=  

Tabla 1: Energías de estado ligado para la nanocinta de la figura 18. 

 

El otro aspecto que debemos evaluar del método S es la capacidad de determinar 

las funciones de onda de los estados ligados. Utilizando el procedimiento descrito 

en la sección 3.3, se calcularon las funciones de onda asociadas a cada una de las 

6 energías halladas para la nanocinta. En la figura 20 se muestran las funciones 

de onda asociadas a cada una de estas energías. Podemos observar que la amplitud 

de la función de onda en cada sitio es idéntica para las dos energías de cada pareja 

de estados. Además, las amplitudes de la función de onda son tales que en cada 

pareja se reproduce la forma de la densidad local de estados (LDOS por sus siglas 

en inglés) calculada por González et. al. [10].  

Una ventaja que ofrece calcular la función de onda mediante el método S es la 

posibilidad de conocer el signo de los coeficientes .nc  Lo anterior resulta de gran 

utilidad para identificar los nodos de la función de onda. Por ejemplo, consideremos 

las funciones de onda para las energías 
,1,iE  es decir, para los estados de menor 

energía de cada pareja. La única diferencia entre estas funciones de onda y las de 

,2iE  está en la aparición de una línea nodal. Esto puede observarse en la figura 20 

dado que las funciones de onda para los estados de mayor energía de cada pareja 

presentan un cambio de signo con respecto del eje vertical de simetría. Lo anterior 

es consistente con el conocido resultado que señala que a mayor cantidad de nodos 

mayor es la energía de un estado cuántico. Otra observación importante de la figura 

20g es que las dos parejas con mayor energía son tales que se tiene un canal 

abierto, es decir, se trata de estados ligados en el continuo. De la discusión anterior 

podemos concluir que el método S permitió obtener estados ligados en el continuo 

previamente calculados mediante un método alternativo. Esto se hizo con una 



44 

 

mayor precisión, que permitió observar más estados ligados de los reportados. 

Además, el cálculo de la función de onda permitió relacionar las diferencias 

energéticas entre estados con la aparición de nodos en la función de onda.  

 

 

Figura 20: (a)-(f) Funciones de onda correspondientes a las energías de estado ligado de la 
tabla 1, correspondientes a la nanocinta de la figura 18. (f) Número de canales abiertos 

como función de la energía. Se observa que las energías 𝐸2,1, 𝐸2,2, 𝐸3,1 y 𝐸3,2 corresponden a 

estados ligados en el continuo. 

 

Además de las ventajas en cuanto a la precisión y al signo de la función de onda 

que hemos señalado, existen varios aspectos a destacar del método S. El primero 

de ellos es que el método permite trabajar con sistemas infinitos sin 

aproximaciones adicionales al modelo de amarre fuerte, lo que supone una ventaja 

con respecto del método de diagonalización de sistemas truncados para 

estructuras infinitas. Otro caso de interés es el de los sistemas finitos. Recordemos 

que el tamaño del Hamiltoniano a diagonalizar crece cuadráticamente con el 

número de sitios del sistema, lo que supone un alto costo computacional. En 

cambio, el método S permite aprovechar la recursividad del MRMD y mantener fijo 

el tamaño de la matriz A BS S  que da origen a las curvas de eigenvalores. Luego, el 
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método S puede servir como alternativa si no se desean conocer todos los estados 

ligados de un sistema finito muy grande, sino aquellos que estén dentro de un 

determinado intervalo de energías.  

Otra ventaja del método consiste en que los algoritmos de búsqueda de energías 

y del cálculo de la función de onda son independientes, lo que permite utilizarlos 

por separado. Luego, si solo se busca determinar las energías de estado ligado sin 

calcular las funciones de onda, o si ya se conocen las energías de estado ligado y 

se desea calcular las funciones de onda, puede utilizarse solo la parte del método 

S que se desee. Aún más, existe la posibilidad de combinar métodos para aumentar 

aprovechar las ventajas que estos ofrecen. Por ejemplo, el método de la 

comparación de las curvas de transmitancia y DOS utilizada por González et. al. 

puede realizarse de manera muy eficiente utilizando algoritmos como el método de 

la función de Green fuera de equilibrio (NEGF por sus siglas en inglés) o mediante 

el MRMD [24,41,46]. Como la resolución de este método dependerá del ancho de 

los picos, se puede utilizar el método S para buscar dentro de los picos valores 

mucho más precisos para las energías de estado ligado, como se hizo en esta 

sección. 

Existen también algunas áreas de mejora del método S y potenciales líneas de 

investigación que pueden beneficiarse de este método. Entre las áreas de mejora 

se pueden investigar diferentes formas de división que, según lo establecido en la 

sección 3.2, permitan minimizar la probabilidad que un estado ligado no se obtenga 

utilizando el menor número posible de sitios de frontera. Otra área de mejora está 

en la implementación del método S en un algoritmo automatizado que se alimente 

solamente de las energías de sitio del sistema y de la interconexión de los sitios. 

Esto además podría hacerse aprovechando versiones altamente eficientes del 

MRMD como la propuesta por Rodríguez y Ramírez que incluye un algoritmo de 

divide y conquista [47]. El método S además tiene potenciales aplicaciones en 

temas de gran interés en la actualidad, como lo son la determinación de estados 

ligados o estados estacionarios en sistemas abiertos con simetría de inversión 

temporal (PT-simétricos) [48,49], la localización en sistemas con desorden y cuasi-

periódicos [50,51], la determinación de estados de borde o esquina asociados a 

diferentes fases topológicas [11] y la extensión del método a modelos más generales 

que consideren la interacción entre partículas como el modelo de Hubbard [37].  
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Capítulo 4 

BICs en nanocintas con defectos 

En este capítulo se estudia la presencia de estados ligados en nanocintas con 

defectos de variación de sección transversal. En la sección 4.1 se analiza una 

nanocinta de grafeno con múltiples secciones anchas, hallando estados ligados 

dentro y fuera del continuo. Luego, en la sección 4.2 se estudia una nanocinta de 

red cuadrada con una sección ancha de tamaño variable, determinando la relación 

geométrica que deberá cumplir el defecto para que aparezcan BICs con energía 

E=0. Posteriormente, en la sección 4.3 continuamos con el análisis de la nanocinta 

de grafeno presentada en la sección 3.4, estudiando el origen de las parejas de 

estados ligados con un razonamiento análogo a la formación de energías de enlace 

y anti-enlace. El capítulo finaliza en la sección 4.4 estudiando la distribución de 

BICs como función de la energía y de un potencial de compuerta aplicado 

perpendicular a nanocintas de red cuadrada y de grafeno. 

 

4.1 BICs en nanocintas de grafeno 

Como hemos visto anteriormente, los defectos en nanosistemas están asociados 

con la aparición de estados ligados dentro y fuera del continuo, siendo estos 

últimos difíciles de determinar dado que se tienen para energías que ya admiten 

estados extendidos. La presencia de defectos puede ocurrir de forma no intencional 

como consecuencia del proceso de producción, o bien, puede incluirse un defecto 

de manera intencional con el objetivo de aprovechar u observar algún fenómeno 

inducido por este. En años recientes se han desarrollado algunas técnicas que 

permiten sintetizar nanocintas de grafeno con una alta precisión incluso con 

defectos intencionales de formas específicas [52–54].  

En particular, Gröning et. al. propusieron una técnica para producir nanocintas 

de grafeno en configuración de silla de montar con defectos formados por secciones 

anchas que se alcanzan de manera continua, como la que se muestra en la figura 

21a. Esta nanocinta puede producirse en la actualidad, por lo que puede incluirse 

en futuros experimentos con el objetivo de estudiar BICs y sus efectos en el 

transporte electrónico. Por lo anterior, se realizó una búsqueda de los estados 

ligados del sistema de la figura 21a por medio del método S. Se consideró una 

integral de salto a primeros vecinos de valor constante 2.79 ,t eV= −  que 

corresponde a un valor previamente reportado para el grafeno [55]. Como resultado 

de la búsqueda se encontraron múltiples estados ligados, en la figura 21(b-n) se 

muestran las funciones de onda de los 13 estados de menor energía.  
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Figura 21: (a) Nanocinta de grafeno en configuración de silla de montar con 𝑀𝐿 = 7 sitios 

de ancho. El sistema cuenta con un defecto que consiste en 𝑁𝑑𝑒𝑓 = 4 secciones anchas de 

𝑀 = 11 sitios, que se alcanzan de manera continua. (b)-(n) 13 primeros estados ligados de la 
nanocinta de grafeno presentada en (a). (o) Número de canales abiertos como función de la 

energía. 
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Entre los aspectos a destacar de las funciones de onda de la figura 21, se 

encuentra la cantidad de nodos. Podemos observar que el estado de menor energía 

carece de nodos, mientras que los siguientes dos estados de mayor energía tienen 

un único nodo. Al seguir aumentando la energía se observa una mayor alternancia 

en el signo de la función de onda. Por otro lado, en la figura 21o podemos observar 

que los estados con energías entre 3E  y 11E  son tales que se tiene un único canal 

abierto que los convierte en BICs. Podemos observar que de los 9 BICs, 8 de ellos 

se agrupan en conjuntos de 4 estados con energías cercanas y funciones de onda 

similares. Por ejemplo, para las energías 3E  a 6E  se tienen funciones de onda 

similares en las que el número de nodos aumenta con la energía. Lo mismo ocurre 

para los estados con energías entre 8E  y 11.E  Lo anterior deja al BIC asociado a la 

energía 7E  como el único que no está acompañado por estados con energías 

cercanas y que además se encuentra para una energía cercana a la energía de 

apertura del segundo canal. Esta aparición de BICs aislados próximos a la apertura 

del segundo canal la veremos nuevamente en la sección 4.4 donde estudiamos la 

presencia de BICs en presencia de un potencial de compuerta. Otra observación 

importante es que no se encontraron BICs con más de un canal abierto. En la 

siguiente sección se analizan las condiciones geométricas provocan la presencia de 

BICs con múltiples canales abiertos en una nanocinta de red cuadrada. 

 

4.2 Dependencia geométrica de los BICs en nanocintas 

Los sistemas estudiados en secciones anteriores se han caracterizado por una 

ausencia de BICs para energías con más de un canal abierto. Sin embargo, al 

utilizar el método S para buscar estados ligados en nanocintas de red cuadrada 

con secciones anchas se encontró que es posible obtener BICs con energía 0.E =  

Lo anterior resulta de interés ya que, como vimos en la sección 1.3, la nanocinta 

de red cuadrada presenta un máximo de canales abiertos para 0.E =   

Consideremos la nanocinta mostrada en la figura 22a. Al dividir al sistema en 

dos bloques, A y B, se obtienen las curvas de eigenvalores del producto de matrices 

A BS S  que se muestran en la figura 22b. Podemos observar múltiples eigenvalores 

que satisfacen la condición de estado ligado (3.7) para 0.E =  De lo anterior se 

concluye que este estado es varias veces degenerado. Al obtener las funciones de 

onda de estos estados se observa que estas no son evanescentes en las guías 

infinitas, sino que están perfectamente confinadas a la región ancha (ver figura 

22c). Lo anterior es consistente con lo esperado ya que, al estar todos los canales 

abiertos, no existen modos evanescentes a los que se pueda acoplar la función de 

onda, por lo que cualquier estado ligado deberá estar totalmente confinado en la 

región de dispersión. Cabe mencionar que, dado que se trata de un estado 
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degenerado, las gráficas que se muestran en la figura 22c corresponden a la parte 

real de la función de onda ( )Re .  

 

 

Figura 22: (a) Nanocinta de red cuadrada de ancho 𝑀𝐿 = 7 sitios con una región de 

dispersión de 𝑀 = 13 sitios de ancho por 𝑁 = 27 sitios de largo. (b) Eigenvalores del 
producto de matrices 𝑺𝐴𝑺𝐵 asociados a la nanocinta mostrada en (a), se observa que 

múltiples curvas satisfacen la condición de estado ligado para E=0. (c) Funciones de onda 
de los estados ligados mostrados en (b).  

 

La aparición de BICs en 0E =  y su degeneración depende de las características 

geométricas de la sección ancha. En particular, se observó una dependencia con 

respecto del ancho LM  de la nanocinta, el ancho M  del defecto, y su longitud .N  

Esta dependencia se estudió para nanocintas como la que se muestra en la figura 

22a considerando valores fijos de .M  Para cada valor de ,M  se realizó la búsqueda 

de estados ligados para valores de LM  menores a M  y variando el largo del defecto 

de 1N =  a 150.N =  El ancho LM  de la nanocinta se fue aumentando en pasos de 
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dos sitios de modo que el defecto se ubicara siempre simétricamente, es decir, con 

el mismo excedente de sitios arriba y abajo. Los resultados obtenidos de esta 

búsqueda para 38M =  y 39M =  se muestran en las gráficas superiores de la figura 

23, donde los puntos indican las combinaciones de LM  y N  para las que se tienen 

BICs en 0.E =  El color de los puntos en estas gráficas indica la degeneración. Se 

encontró que los BICs aparecen cuando la longitud N  del defecto satisface la 

condición  

 
1

,
N j

j

− −
   (4.1) 

para .j  Podemos ver que la mayoría de estos BICs aparecen para valores 

pequeños del ancho LM  de la guía. En la figura 23 podemos observar también que 

cuando se cumple la condición 

 ( )1 1M n N= + −   (4.2) 

con n  un entero positivo, aparecen BICs para todos los valores de LM  menores a 

.M  La degeneración de estos BICs está dada como ,LM M−  es decir, como el 

excedente de sitios en la sección transversal del defecto con respecto de la guía. 

 

 

Figura 23: (Arriba) BICs en E=0 para nanocintas cuadradas con defectos de M=38 y M=39 

sitios de ancho como función del ancho 𝑀𝐿 de la nanocinta y el largo N del defecto. El código 
de colores indica la degeneración 𝑁𝑑𝑒𝑔 de los BICs. (Abajo) Conductancia en E=0 como 

función del tamaño del defecto, expresada en unidades de 𝑒2/ℏ. 

 

Adicionalmente, se calculó la conductancia (G) a través de la nanocinta con 

defecto haciendo uso de la fórmula de Landauer (2.5) para 0.E =  Los resultados 

obtenidos se muestran como función de LM  y de N  en las gráficas inferiores de la 

figura 23, con G en unidades de 
2 .e  Podemos observar que cuando N  satisface 
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la condición (4.2), que se caracteriza por tener LM M−  estados ligados para 

cualquier valor de ,LM  se tiene también una mayor conductividad. Esta aparente 

correlación entre los BICs y propiedades de transporte puede estudiarse en el 

futuro para identificar nuevas aplicaciones de los BICs en nanoestructuras o para 

hallar BICs de manera indirecta a partir de mediciones de conductividad. Por otro 

lado, en este caso se tiene que los estados ligados sí coinciden con un pico de la 

transmitancia, por lo que no podrían determinarse por el método de comparación 

de curvas de transmitancia y DOS. 

 

4.3 Enlace y anti-enlace entre puntos cuánticos 

En la sección 3.4 estudiamos los estados ligados de una nanocinta de grafeno con 

dos secciones anchas, encontrando tres parejas de estados con energías cercanas 

entre sí. Las energías de estos estados las etiquetamos de la forma 
, ,i jE  donde 

1,2,3i =  indica la pareja de energías y 1,2j =  enumera las energías de cada pareja. 

En esta sección analizaremos el origen de estas parejas de energías. Para ello, 

consideremos una nanocinta como la que se muestra en la figura 24. Esta 

nanocinta es análoga a la estudiada en la sección 3.4, incluyendo el parámetro de 

salto de 01.12t t=  en los dímeros del borde, pero esta vez con una única sección 

ancha. Al buscar los estados ligados de este sistema a través del método S se 

encuentran tres diferentes estados, cuyas funciones de onda se muestran en la 

figura 24. Las energías de estos estados son 1 0.050563,E =  2 0.455786E =  y 

3 0.619607E =  en unidades de 0 ,t  que coinciden con los picos en las curvas de 

eigenvalores mostrados en la figura 19b. Podemos observar además que las 

funciones de onda tienen la misma forma que las mostradas en la figura 20, 

correspondientes al sistema con dos secciones anchas. 

 

 

Figura 24: Funciones de onda de los estados ligados de una nanocinta de grafeno con una 
única sección ancha. 
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Al observar las energías 
,i jE  de la tabla 1 en la sección 3.4, se tiene que la 

segunda sección ancha provoca la presencia de dos estados ligados por cada estado 

de la nanocinta con una sola sección ancha. El primer estado de cada pareja tiene 

una energía 
,1iE  menor a ,iE  mientras que el segundo estado tiene una energía 

,2iE  

mayor. Además, vemos en la figura 20 que la única diferencia entre las funciones 

de onda de los estados que forman una pareja es la aparición de una línea nodal. 

Lo anterior puede entenderse como una interacción entre los estados de cada una 

de las secciones anchas, que da origen a la formación de estados de enlace y anti-

enlace análogos a los que se forman entre átomos. Para explorar esto, se realizó 

una búsqueda de las energías de estado ligado para la nanocinta con dos secciones 

anchas variando la separación entre defectos. A partir de esta búsqueda se obtuvo 

la gráfica mostrada en la figura 25, que corresponde a las diferencias entre las 

energías 
,i jE  que forman cada pareja y la energía iE  asociada a la nanocinta con 

una única sección ancha. 

 

 

Figura 25: Diferencia entre las energías 𝐸𝑖,𝑗 de la nanocinta con dos regiones anchas y las 

energías 𝐸𝑖 asociadas a una única región ancha como función de la separación N entre 
defectos. Las energías se expresan en unidades de |𝑡0|. 

 

En la figura 25 podemos observar cómo al aumentar la separación entre 

defectos la diferencia de energías va disminuyendo hasta que ambas convergen a 

los valores iE  de los estados ligados de la nanocinta con un solo defecto. Lo anterior 

se traduce en que la interacción entre estados disminuye con la distancia, de 
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manera análoga a los estados de enlace y anti-enlace entre átomos. En este caso, 

las regiones anchas corresponden a estructuras conocidas como puntos cuánticos, 

que son sistemas con niveles energéticos discretos para los que se tiene 

confinamiento electrónico. Lo anterior permite pensar en los puntos cuánticos 

como átomos artificiales en los que se pueden observar fenómenos cuánticos en 

una escala de nanómetros, mucho mayor a la escala atómica [56,57]. En la 

actualidad existe un gran interés en los puntos cuánticos como regiones de 

dispersión en nano-uniones debido a que permiten controlar la conductividad con 

gran precisión utilizando un potencial de compuerta o introduciendo electrones 

individuales que generen un bloqueo de Coulomb [24].  

 

4.4 BICs en presencia de un potencial de compuerta 

En este capítulo hemos observado que las energías que admiten estados ligados 

en una nanocinta son fuertemente dependientes de variables como el tamaño del 

sistema, el tipo de red que lo forma, el número de defectos, su ubicación y 

geometría. Si se desea controlar las energías de estado ligado, estas variables 

resultan difíciles de modificar de manera precisa ya que requieren alterar la 

estructura de la nanocinta. Luego, se requiere hallar medios alternativos para 

modificar las energías de los estados ligados. En esta sección estudiaremos los 

estados ligados en presencia de un campo eléctrico. Una forma de lograr esto 

experimentalmente es ubicando al sistema de interés entre las placas de un 

condensador como se muestra en la figura 26a. Al aplicar una diferencia de 

potencial 
compV  entre las placas, al que llamaremos potencial de compuerta, se 

obtiene un campo eléctrico E  perpendicular a la nanocinta.  

 

 

Figura 26: (a) Represetnación de una nanoestructura sometida al campo eléctrico generado 
entre las placas de un condensador. En (b) y (c) se muestran nanocintas de red cuadrada y 
de grafeno respectivamente. Los puntos rojos señalan los sitios sobre los que se aplica un 

campo eléctrico generado a partir de un potencial de compuerta.  
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El potencial de compuerta puede introducirse en el modelo de amarre fuerte al 

modificar las energías de sitio en la región donde se está aplicando el campo 

eléctrico [58]. Consideremos, por ejemplo, las nanocintas de red cuadrada y de 

grafeno mostradas en las figuras 26b y 26c. En ambos casos se tiene una sección 

ancha que, como hemos visto, provoca la presencia de estados ligados. 

Consideremos un potencial de compuerta aplicado sobre las regiones anchas. El 

Hamiltoniano de amarre fuerte que describe a estos sistemas es de la forma 

 0

,

ˆ ,
SA

C

n m n

H t n m n n= +    (4.3) 

donde ,n m  indica que los sitios n  y m  son primeros vecinos, mientras que el SA  

señala que la segunda suma corre sobre la sección ancha (puntos rojos en la figura 

26). El término C  corresponde a una energía de sitio inducida por el campo 

eléctrico perpendicular, cuya magnitud depende de la diferencia de potencial de 

compuerta aplicada. Por lo anterior, nos referiremos a C  como la intensidad del 

potencial aplicado.  

Para investigar los efectos del potencial de compuerta, se realizó una búsqueda 

de estados ligados en las nanocintas de las figuras 26b y 26b para diferentes 

valores de .C  En la figura 27a se muestran los estados ligados hallados en este 

barrido para la nanocinta de red cuadrada. Los puntos negros corresponden a 

estados ligados fuera del continuo (BOCs por sus siglas en inglés) mientras que los 

puntos rojos son BICs. Podemos ver que, al aumentar la intensidad del gate, las 

energías para las que se tienen BOCs van tomando valores cada vez más lejanos a 

la banda. Lo anterior representa un comportamiento análogo al del pozo de 

potencial finito discutido en la sección 1.1.1 en el que, al aumentar la profundidad 

del pozo, aumenta a su vez el número de estados ligados. Una observación 

interesante de la figura 27a es la aparición de una recta de BICs con múltiples 

canales abiertos. Podemos ver que esta recta cruza el punto 0E =  para 0,C =  por 

lo que estos estados son de la misma naturaleza que los observados en la sección 

4.3. Lo anterior puede verse también en la figura 27b, donde se muestran algunas 

de las funciones de onda correspondientes a estos estados. La energía de estos 

BICs es idéntica a la energía de sitio inducida por el campo aplicado, es decir, 

.CE =  Esto tiene relación con el confinamiento total de la función de onda de estos 

BICs. Por lo anterior, se tiene un BIC sintonizable y robusto ante la presencia de 

un potencial de compuerta.  
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Figura 27: (a) Estados ligados de la nanocinta de red cuadrada de la figura 26b para 

valores de 𝜀𝐶 entre -5 y 5 en unidades de 𝑡0. (b) Parte real de 4 de las funciones de onda del 
BIC degenerado señalado en verde en (a). 

 

Por otro lado, al repetir el análisis anterior con la nanocinta de grafeno de la 

figura 26c se obtiene la gráfica mostrada en la figura 28a. La escala de energías se 

encuentra en eV, para lo que se consideró el parámetro de salto 0 2.79t eV= −  

utilizado anteriormente para el grafeno. Como en el caso anterior, podemos 

observar el comportamiento tipo pozo de potencial al aumentar el potencial de 

compuerta. Para esta nanocinta no se observaron BICs con múltiples canales 

abiertos como con la nanocinta de red cuadrada. 

 

 

Figura 28: (a) Estados ligados de la nanocinta de grafeno de la figura 26c para valores 
de 𝜀𝐶 entre -14 y 14 eV. (b) Funciones de onda asociadas a las energías e intensidades de 

potencial de compuerta marcadas en verde en (a). 

 

Podemos observar que cuando C  es negativo, al aumentar su magnitud se tiene 

un único BIC con energía mayor a ' 7.3039 ,E eV=  que es la energía para la que se 



56 

 

abre el segundo canal. Análogamente, al aumentar C  en valores positivos, se tiene 

un único BIC con energía menor a '.E−  En ambos casos podemos observar que la 

energía de este BIC tiende asintóticamente a 'E  al aumentar la magnitud de .C  

Luego, este BIC exhibe también un comportamiento robusto ante la presencia de 

un potencial de compuerta, pero este no es sintonizable sino que mantiene su 

energía prácticamente constante. Para conocer mejor este BIC robusto, se 

calcularon sus funciones de onda para diferentes valores de ,C  como se muestra 

en la figura 28b. Podemos observar que al aumentar ,C  la distribución de 

amplitud de la función de onda se va simplificando hasta terminar concentrada en 

dos franjas. A partir de lo mostrado en la figura 28b, no se observa una propiedad 

particular a la que se pueda atribuir la capacidad del BIC de sobrevivir en presencia 

del potencial de compuerta con energía constante. Por lo anterior, una posible línea 

de investigación en el futuro podría consistir en un estudio más detallado de BICs 

en presencia de potenciales de compuerta para determinar las condiciones bajo las 

cuales estos permanecen con energía constante. 
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Resumen y conclusiones 

En esta tesis se propuso un método, al que llamamos Método S para determinar 

estados ligados, que permite calcular las energías y funciones de onda de estados 

ligados para cualquier sistema que se describa a través de un Hamiltoniano de 

amarre fuerte. El método consiste en dividir al sistema de interés en dos bloques 

de forma tal que al fusionarse siguiendo el Método Recursivo de la Matriz de 

Dispersión (MRMD) se obtenga el sistema original. Las energías de estado ligado 

serán aquellas para las que las matrices S de los bloques cumplan la condición de 

estado ligado explicada en la sección 3.1. Las funciones de onda normalizadas se 

calculan a partir de nuevas divisiones de los bloques. El método S fue aplicado a 

nanocintas con defectos formados por secciones anchas con diferentes objetivos. 

De este análisis se obtuvieron las siguientes conclusiones: 

❖ El método S permitió encontrar BICs previamente reportados por un 

método alternativo. Esto se hizo con una mayor precisión, que permitió 

observar que en realidad estos BICs venían en parejas. Las funciones de 

onda obtenidas por el método S están en buen acuerdo con la LDOS 

reportada previamente. 

❖ Se realizó un análisis de las energías de las parejas de estados del punto 

anterior como función de la separación entre defectos, concluyendo la 

formación de estados de enlace y anti-enlace entre puntos cuánticos. 

❖ Se calcularon las energías de estados ligados para nanocintas de grafeno 

que se han construido en la actualidad con gran precisión, abriendo la 

posibilidad de un futuro estudio experimental de BICs en nanoestructuras. 

❖ Al estudiar una nanocinta de red cuadrada con una sección ancha, se 

encontraron las condiciones geométricas para las que esta admite BICs con 

energía E=0 y múltiples canales abiertos. Se observó que estos BICs son 

degenerados y que las funciones de onda exhiben un confinamiento total a 

la sección ancha de la nanocinta. 

❖ Se encontró que la condición geométrica mencionada en el punto anterior 

está a su vez relacionada con picos en la conductividad de la nanocinta, 

exponiendo una correlación entre BICs y propiedades de transporte. 

❖ Al añadir un potencial de compuerta perpendicular a una nanocinta con 

defecto, se encontró que el número de estados ligados fuera del continuo 

aumenta junto con el potencial, ocupando energías cada vez más alejadas 

de la banda de la guía de onda. Lo anterior corresponde a un 

comportamiento análogo al de un pozo de potencial finito. 

❖ Se encontró que los BICs en E=0 de una nanocinta cuadrada son robustos 

ante un potencial de compuerta aplicado, modificando su energía al variar 

la intensidad del potencial. 
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❖ Al someter una nanocinta de grafeno a un potencial de compuerta, se 

encontró un BIC que permanece con energía prácticamente constante. Por 

lo anterior, podemos considerar este BIC como robusto ante el potencial. 

Los métodos presentados en esta tesis, así como los resultados obtenidos, tienen 

el objetivo de servir como herramientas o puntos de partida para continuar con el 

estudio de estados ligados dentro y fuera del continuo en nanoestructuras. 

Entender los diferentes mecanismos que permiten la aparición de estos estados y 

describir su relación con variables observables resulta fundamental para su 

potencial aplicación en nueva tecnología. Por otro lado, mientras existan defectos 

inherentes al proceso de producción, una adecuada descripción de las 

consecuencias de los BICs generados por estos defectos será necesaria para decidir 

cuándo estos defectos son relevantes o pueden conducir a efectos no deseados en 

los componentes electrónicos en la nanoescala. 
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Apéndice A:  

Algoritmo de separación de curvas 

En la sección 3.1 se mostró que el cálculo de las energías de estado ligado depende 

de los eigenvalores del producto de matrices .A BS S   Si la división es tal que se 

forman N  diferentes sitios de frontera, se tendrán N  diferentes eigenvalores ( )i E  

como función de la energía .E  Al realizar el cálculo numéricamente, el orden de los 

eigenvalores puede variar de una energía a otra, por lo que es necesario integrar al 

método S un algoritmo de separación de curvas como el que se describe a 

continuación. 

Consideremos los eigenvalores ( )i E  del producto de matrices A BS S  para una 

división arbitraria que genera N  sitios de frontera. Al calcular los nuevos 

eigenvalores para una energía ,E h+  debemos asegurarnos de que el orden no haya 

cambiado. Para hacer esto, podemos calcular la pendiente numérica obtenida como 

función de la energía y del paso h  a partir de la expresión  

 ( )
( ) ( )

,
i i

i

E h E
m E h

h

 + −
=  , (1.1) 

para cada valor de i  entre 1 y .N  La pendiente ( ),im E h  puede compararse con la 

derivada ( )'i E . Luego, para identificar si el orden de los eigenvalores se modificó, 

se establece la condición  

 
( )

( )

,
1 ,

'

i

i

m E h

E



−    (1.2) 

donde   es un valor pequeño de tolerancia. El cumplimiento de la condición (1.2) 

indica que la pendiente numérica del i ésimo−  eigenvalor coincide con la derivada 

de ese eigenvalor. Luego, si la condición (1.2) se satisface para todos los 

eigenvalores se concluye que el orden no se modificó. 

Por otro lado, si existe algún valor de i  para el que la condición (1.2) no se 

cumple, será necesario realizar un reordenamiento de los índices de modo que el 

eigenvalor ( )i E h +  corresponda a la misma curva que ( )i E  para todos los valores 

de .i  Una forma de realizar el reordenamiento es a partir de la expansión en Taylor 

a orden NT del eigenvalor ,i  que se obtiene como 

 ( ) ( ) ( )
1

,
!

nNT
nTaylor

i i

n

h
E h E

n
 

=

+    (1.3) 

donde 
( ) ( )n

i E  denota la n ésima−  derivada del eigenvalor i  evaluada en la energía 

.E  Estas derivadas pueden obtenerse a través del MRMD [44]. Luego, para 
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encontrar el orden adecuado de los eigenvalores ( ) ,i E h +  se deberá identificar 

cuál de ellos es el que mejor coincide con la expansión en Taylor (1.3). Para realizar 

esta comparación definimos un coeficiente r  como 

 
( )

( )
1

Taylor

i

j

E h
r

E h





+
= −

+
  (1.4) 

El valor de j  que minimice r  será el coeficiente del eigenvalor correspondiente a 

la i ésima−  curva. Al repetir el proceso para todos los valores de i  se obtiene el 

orden correcto de los eigenvalores ( )i E h + .  
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Apéndice B:  

Funciones de onda reales para estados no 

degenerados 

Las funciones de onda son en general complejas, por lo que pueden escribirse de 

la forma  

 ,r ii  = +   (2.1) 

donde r  es la parte real y i  es la imaginaria. Las energías de estado ligado son 

eigenfunciones del Hamiltoniano que satisfacen la ecuación de Schrödinger 
ˆ .H E =  Al abrir esta ecuación entre la parte real e imaginaria, se tiene que 
ˆ

r rH E =  y ˆ .i iH E =  Lo anterior indica que la parte real y la imaginaria son por 

separado soluciones a la ecuación se Schrödinger. Cuando la función de onda   

corresponde a una energía sin degeneración deberá ocurrir que ,r i =  que en 

términos de la ecuación (2.1) implica que  

 ( )1 .ri = +   (2.2) 

En otras palabras, la función de onda de un estado no degenerado está dada como 

una función real multiplicada por una fase compleja. 

La discusión anterior nos permite concluir que cuando la combinación lineal 

(3.15) corresponde a un estado no degenerado, los coeficientes nc  complejos pueden 

escribirse de forma polar como ,i

n nc c e =   donde   es una fase compleja idéntica 

para todos los sitios del sistema. Por lo anterior, se puede obtener una función de 

onda real y normalizada calculando los coeficientes a partir de la expresión 

 
0

2
0

1

´ ,n
n N

m

m

cc
c

c
c

=

 
=  

 
   (2.3) 

donde 0c  es el coeficiente asociado a un sitio cualquiera de la red donde la función 

de onda no se anula. La discusión anterior garantiza que todos los coeficientes ´nc  

son todos reales para estados no degenerados. 
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