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Resumen

Se presenta un estudio teórico de las propiedades electrónicas y ópticas de bicapas de
fosforeno rotadas que presentan la formación de superredes aproximadas conocidas como
patrones de moiré. El Hamiltoniano que describe a los eletrones y huecos en la vecindad del
punto Γ de la zona de Brillouin se modeló con base en una aproximación continua para el
potencial de superred de la superestructura. Dicho modelo se parametrizó a partir de cálculos
de primeros principios para las energı́as de las bandas de conducción y valencia para distintos
apilamientos presentes a lo largo de la supercelda de moiré. La diagonalización numérica
de este Hamiltoniano permitió identificar dos regı́menes a distintos rangos del ángulo de
rotación entre las capas: un régimen de Hubbard a ángulos θ < 2.5◦, en donde los electrones
de conducción y valencia se organizan en un arreglo de estados localizados de tipo punto
cuántico; y un régimen de Tomonaga-Luttinger para θ > 3◦, en donde los estados forman
arreglos de estados cuasi-unidimensionales.

El modelo desarrollado se extendió para describir la formación de excitones en bicapas
rotadas de fosforeno, suplementado por un método semi-analı́tico de solución para el proble-
ma de movimiento relativo electrón-hueco con interacción electrostática apantallada, el cual
explota la simetrı́a rotacional discreta de la superred. Se estudiaron las propiedades ópticas de
la superestructura mediante el cálculo del espectro excitónico a distintos ángulos de rotación,
revelando dos regı́menes análogos al caso de los portadores de carga: para θ < 4◦ se obtiene
un arreglo de estados excitónicos localizados, y para θ > 4◦ un arreglo de estados excitónicos
unidimensionales. Se predice que esta reducción dimensional de los estados de baja energı́a
es observable mediante técnicas ópticas, y se describen sus signaturas en el espectro de
absorción de la bicapa rotada de fosforeno.
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Capı́tulo 1

Introducción

La importancia del aislamiento de una monocapa de grafeno [1] no solo ha sido la prueba
de la existencia de cristales bidimensionales (2D) termodinámicamente estables, sino que
también abrió un camino hacia la exploración de toda una familia de materiales laminares
con potenciales aplicaciones en múltiples áreas tecnológicas. Dentro de las múltiples propie-
dades de interés del grafeno, la que más destaca es la alta movilidad de los electrones en el
material, viajando miles de distancias interatómicas sin dispersión [2]. Esto posicionó rápi-
damente al grafeno como un material fácilmente exfoliable en el que se puede explorar nueva
fı́sica de bajas dimensionalidades. Uno de los aspectos que limita severamente las posibles
aplicaciones del grafeno en la electrónica es su falta de brecha de energı́a, lo cual ha motivado
múltiples métodos de funcionalización para generarla, los cuales desafortunadamente son un
detrimento de sus propiedades de transporte [3]. Como alternativa, se han estudiado otros
semiconductores 2D con una brecha intrı́nseca, como lo son los dicalcogenuros de metales
de transición (TMDs1). La alta respuesta óptica en el rango del visible [4] y la potencial apli-
cación como transistores de efecto campo [5] de los TMDs ha direccionado la exploración
de semiconductores 2D hacia la búsqueda de materiales con alta movilidad de portadores de
carga y una brecha de energı́a sintonizable. Uno de los candidatos prometedores para lograr
esto es el fósforo negro, o fosforeno, que presenta una brecha estrecha de 0.3 eV en su forma
en bulto y 1.5-2 eV como monocapa, además de mostrar propiedades altamente anisotrópicas
en el plano [6, 7]. El aislamiento de este material y el control de la brecha de energı́a a
través del número de capas establecieron nuevos alcances experimentales de los cristales 2D,
propiciando nuevos estudios de transporte en estos sistemas [7].

Mientras que los materiales 2D ya exhiben propiedades únicas, la posibilidad de apilar-
los artificialmente en una secuencia controlada extiende las posibilidades de exploración de
nuevos fenómenos [8]. En particular, dos monocapas se pueden apilar con ángulo de rotación
relativo entre las dos orientaciones cristalográficas, que da lugar a una nueva periodicidad
aproximada, conocida como patrón de moiré. Estas superredes han demostrado tener un
impacto profundo en la estructura electrónica y atómica del material, dando lugar a la for-
mación de minibandas y propiedades topológicas no-triviales. Dentro de las bicapas rotadas

1TMD corresponde a las siglas en inglés Transition Metal Dichalcogenide
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más estudiadas se encuentran las de grafeno, en donde se ha observado superconductividad
no-convencional [9], fenómenos magnéticos [10,11] y fases aislantes de Mott [12] cuando la
rotación relativa corresponde a los llamados ángulos mágicos. Por otra parte, para las bicapas
rotadas de TMDs se han estudiado efectos como el confinamiento de excitones [13,14], fı́sica
de Hubbard [15] y reconstrucción atómica [16]. Detrás de estos fenómenos se encuentra la
formación de bandas ultraplanas que promueven efectos de fuerte correlación electrónica,
las cuales son resultado del acoplamiento introducido por los patrones de moiré de larga
periodicidad.

El estudio de las superredes de moiré en bicapas rotadas de materiales de van der Waals
se ha orientado mayoritariamente a redes con una zona de Brillouin (ZB) hexagonal (como
el grafeno y los TMDs). En contraste, la fı́sica de moiré relacionada a redes con diversas
geometrı́as sigue siendo en gran parte inexplorada. Trabajos recientes han propuesto vı́as
para realizar ingenierı́a de bandas en bicapas rotadas a partir de redes de Bravais genéricas,
en los que se plantea la posibilidad de un aplanamiento de bandas anisotrópico [17]. Esto
se ha confirmado experimentalmente para WTe2 [18], y teóricamente pare GeSe [19, 20] y
fosforeno [21–23], en donde la ZB rectangular de los materiales da lugar a la formación de
bandas planas unidimensionales.

Una de las principales limitantes en el estudio de las bicapas rotadas de materiales 2D
es que la formación de bandas planas tiene lugar a ángulos de rotación muy pequeños, para
los cuales la celda unitaria de la superred de moiré contiene un gran número de átomos,
incrementando severamente el costo computacional de los cálculos de primeros principios.
Una alternativa para superar esto es la formulación de modelos efectivos, que capturan los
elementos de simetrı́a de los sistemas constituyentes y a su vez describen los efectos del
patrón de moiré.

Esta tesis tiene como objetivo la descripción de las propiedades electrónicas y ópticas de
las bicapas de fosforeno rotadas con patrones de moiré de larga periodicidad a través de un
modelo efectivo para la hibridación entre capas. La organización de contenido es la siguiente:

En el Capitulo 2 se presenta un panorama general y revisión de literatura de las
propiedades del fosforeno.

El Capı́tulo 3 muestra una breve introducción al estudio de excitones en materiales
2D y su importancia en la descripción de las propiedades ópticas. Se implementa un
método semi-analı́tico para la obtención de energı́as de enlace y funciones de onda de
excitones en monocapas de fosforeno.

En el Capı́tulo 4 se presenta la formulación de un Hamiltoniano efectivo para la
hibridación electrónica en bicapas de fosforeno rotadas. Se exploran los efectos del
patrón de moiré en estos materiales para distintos regı́menes de ángulos de rotación
entre capas a través del cálculo de la estructura de minibandas. Se muestra además
una caracterización cuantitativa del cruce entre las distintas fases de dimensionalidad
electrónica encontradas.

El Capı́tulo 5 trata el problema de excitones en superredes de moiré formadas en las
bicapas de fosforeno rotadas. Se calcula la estructura de bandas excitónica para distintos
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ángulos de rotación. Se presenta el espectro de absorción y de fotoluminiscencia, a partir
de los cuales se identifican los regı́menes de confinamiento debidos a la superred.

Finalmente, en el Capı́tulo 6 se presentan las conclusiones.
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Capı́tulo 2

Fosforeno

Similar al grafito, el fósforo negro es un material en capas con átomos fuertemente
enlazados en el plano, mientras que las capas adyacentes interactúan débilmente entre sı́ a
través de fuerzas de van der Waals. Sin embargo, a diferencia del grafito, donde se tienen
orbitales hibridizados sp2 formados con los tres primeros vecinos de cada átomo, en el fósforo
negro los átomos cuentan con cinco electrones de valencia (3s23p3) disponibles para enlaces.
Cada átomo de fósforo se enlaza a tres átomos vecinos a través de orbitales hibridizados sp3,
haciendo que los átomos de fósforo formen una red de panal corrugada (Fig. 2.1(a-c)).

La monocapa de fósforo negro, conocida como fosforeno, tiene una estructura ortorrómbi-
ca, lo cual, en conjunto con el corrugamiento caracterı́stico, resulta en una fuerte anisotropı́a
estructural. Esto se refleja en una variedad de propiedades eléctricas y ópticas anisotrópicas
en el plano del material [24]. Los vectores primitivos de la red bidimensional están dados por
a1 = ax(1, 0) y a2 = ay(0, 1), con ax = 3.296 Å y ay = 4.590 Å [25]. Los vectores base
de la red recı́proca son G1 = 2π

ax
(1, 0) y G2 = 2π

ay
(0, 1), lo cual resulta en una zona de Bri-

llouin (ZB) rectangular. En la Fig. 2.1(d) se etiquetan los puntos de alta simetrı́a Γ = (0, 0),
X = 1

2
G1, Y = 1

2
G2 y S = 1

2
(G1 +G2). En analogı́a con el grafeno, a la dirección x̂ se le

conoce como zigzag y a la dirección ŷ como armchair.

2.1. Estructura electrónica
A diferencia de otros semiconductores bidimensionales como los TMDs, que presentan

una transición de brecha de energı́a indirecta a directa en el lı́mite monocapa, el fósforo
negro es un material que exhibe una brecha directa en el punto Γ en su forma en bulto, pocas
capas y en monocapa, variando desde ∼ 0.3 eV (bulto) hasta ∼ 2 eV (monocapa) [27]. La
comparación de la estructura de bandas de la monocapa, bicapa y tricapa (Fig. 2.2) revela una
reducción progresiva de la brecha con respecto al número de capas n de acuerdo a la expresión
EBE = Ae−Bn/nC + D, donde A = 1.71 eV, B = 0.17, C = 0.73, y D = 0.4 eV [28].
Utilizando esta expresión, en el lı́mite del caso en bulto n→ ∞ se tiene que EBE → 0.4 eV,
muy cercano al valor conocido de 0.3 eV para el fósforo negro [29]. Cabe destacar que, para
el fosforeno, la banda de valencia de mayor energı́a es casi plana en la dirección x̂, con una

5



6 2.1. ESTRUCTURA ELECTRÓNICA

Figura 2.1: (a) Vista superior y (b,c) vista lateral de la estructura cristalina de la monocapa
de fosforeno. Se muestran los vectores primitivos de la red a1 y a2. (d) Zona de Brillouin
rectangular incluyendo los puntos de alta simetrı́a Γ, X, Y, S y los vectores de la red recı́proca
G1 y G2. Paneles (a)-(c) reproducidos con permiso de [26].

masa efectiva de mv,x = 1.61m0 [30] (con m0 la masa del electrón libre), por lo que existe
la posibilidad de que el máximo esté ligeramente desviado del punto Γ, pero probablemente
este desplazamiento sea tan pequeño que no se pueda medir a temperatura ambiente [31,32].

La evolución de la brecha de energı́a es de particular interés debido a que el fósforo negro
es el material 2D en el cual esta cantidad varı́a más drásticamente con el número de capas.
El acoplamiento intercapa juega un papel central en la evolución de la brecha de energı́a
electrónica. A partir de cálculos de teorı́a del funcional de la densidad (DFT1), es posible
identificar la densidad de carga diferencial para sistema de varias capas, en donde se muestra
explı́citamente un comportamiento tipo covalente en la región intercapa y una reducción de
carga entre átomos de la misma capa [33]. Este fenómeno se debe a la formación de enlaces
covalentes de cada átomo con sus tres primeros vecinos en el plano, dejando un par de
electrones apuntando en la dirección perpendicular. La fuerza de van der Waals es tan intensa
que atrae las capas de fosforeno lo suficientemente cerca para que los pares de electrones de
cada átomo se hibridicen entre sı́, mostrando un par de estados de enlace (bonding) y anti-
enlace (anti-bonding). Esta fuerte hibridación electrónica intercapa es uno de los aspectos
distintivos del fósforo negro en comparación con otros materiales 2D.

Además de la hibridación intercapa, la brecha electrónica en el fósforo negro de pocas
capas también es afectada por parámetros adicionales como la distancia y el orden de api-
lamiento entre capas. Existen al menos cuatro tipos de apilamiento, los cuales se etiquetan
como AA, HA, BA y HH (Fig. 2.3). La caracterización de los apilamientos se realiza a través
de un vector de desplazamiento r0, que representa la posición relativa entre dos átomos de
referencia en cada capa. El fósforo negro con apilamiento HA es la configuración más estable,
reduciendo la energı́a de cohesión con respecto a AA, BA y HH por 0.075 eV, 0.133 eV y

1DFT corresponde a las siglas en inglés Density Functional Theory.
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Figura 2.2: Estructura de bandas y primera zona de Brillouin (recuadros) para fósforo negro
en capas (n = 1, 2, 3) y en bulto, obtenidas a partir de cálculos GW (lı́neas claras) y de
amarre fuerte (lı́neas oscuras). Figura reproducida con permiso de [28].

0.069 eV, respectivamente [25].

2.2. Propiedades de simetrı́a
El análisis de simetrı́a es de gran importancia para la descripción de los eigenestados

del Hamiltoniano del material. El fosforeno tiene las mismas propiedades de simetrı́a en el
plano que el fósforo negro en bulto, cuyo grupo espacial es ortorrómbico centrado en la base.
Este grupo espacial es no-simórfico y es isomorfo al grupo puntual D2h [32, 34]. Los ocho
elementos son: rotación pura con respecto al eje x̂, C2x; inversión espacial I; reflexión con
respecto al plano yz, σyz; dos rotaciones con respecto a ŷ y ẑ seguidas de una traslación
τ relacionada al vector rτ = 1

2
(ax, ay), τC2y y τC2z; y dos reflexiones con respecto a los

planos xy y zx seguidas de la traslación τ , τσxy y τσzx. Ya que el grupoD2h es abeliano (sus
elementos conmutan), cada elemento forma una clase y sus representaciones irreducibles
(RIs) son unidimensionales. En la Tabla 2.1 se muestra la tabla de caracteres del grupo D2h.

De la teorı́a de grupos [34], se tiene que el punto Γ de la ZB hereda el grupo de simetrı́a
del cristal, por lo que los estados electrónicos en este punto se pueden clasificar de acuerdo
a las RIs de D2h según sus propiedades de transformación ante las operaciones de simetrı́a.
Los estados que pertenecen a la misma RI se pueden relacionar entre sı́ a través de las
operaciones de simetrı́a, por lo que tienen la misma energı́a. Debido a que las RIs de D2h

son unidimensionales, los estados en el punto Γ son no-degenerados y se pueden elegir como



8 2.3. PROPIEDADES ÓPTICAS

Figura 2.3: Esquema con los tipos de apilamiento en las bicapas de fosforeno ilustrados a
partir del desplazamiento relativo de dos celdas unitarias. Se muestra con flechas color verde
el vector r0 que caracteriza la posición relativa de dos átomos de referencia.

Tabla 2.1: Tabla de caracteres del grupo D2h que describe las propiedades de las bandas
electrónicas del fosforeno en el punto Γ [32].

D2h E C2x τC2y τC2z I τσxy σyz τσzx
Ag +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
B1g +1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 −1
B2g +1 −1 +1 −1 +1 −1 −1 +1
B3g +1 +1 −1 −1 +1 −1 +1 −1
Au +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
B1u +1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 +1
B2u +1 −1 +1 −1 −1 +1 +1 −1
B3u +1 +1 −1 −1 −1 +1 −1 +1

eigenestados de los elementos de D2h. Cálculos DFT muestran que la banda de conducción
de menor energı́a (c) y la banda de valencia de mayor energı́a (v) se transforman de acuerdo
a las RIs B1u y B3g, respectivamente. Las siguientes bandas de conducción (c′) y valencia
(v′) se transforman de acuerdo a B3g y Au, respectivamente [32].

2.3. Propiedades ópticas

Como se ha discutido hasta el momento, la corrugación de la estructura cristalina en el
fosforeno en la dirección armchair tiene importantes efectos en múltiples propiedades del
material, siendo una de ellas la variación de las propiedades ópticas con respecto a los dos ejes
cristalográficos. El efecto caracterı́stico en el espectro óptico del fosforeno es el dicroı́smo
lineal para energı́as cercanas a la brecha de energı́a, lo cual representa una diferencia en
la absorción de luz con polarización lineal en x̂ en contraste con la luz con polarización
en ŷ [35]. Para comprender este fenómeno es necesario tomar en cuenta que la cantidad
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que caracteriza la fuerza de oscilador para la transiciones interbanda inducidas por luz con
polarización lineal a lo largo de un vector û es el elemento de matriz

〈
ψf

∣∣pu∣∣ψi

〉
, donde

ψi y ψf son estados de Bloch en el punto Γ y pu ≡ p · û es la proyección del operador de
momento. Ya que

〈
ψf

∣∣pu∣∣ψi

〉
es un escalar, es invariante ante las transformaciones del grupo

D2h, o equivalentemente, se transforma de acuerdo a la representación totalmente simétrica
Ag. De acuerdo a teorı́a de grupos, para que esto suceda el producto directo de las RIs que
conforman el elemento de matriz, Γ(ψf ) ⊗ Γ(pu) ⊗ Γ(ψi), debe contener la RI Ag [36].
Para las transiciones de la bandas de valencia a la banda de conducción de menor energı́a
se tiene Γ(ψi) = B3g y Γ(ψf ) = B1u, mientras que para luz polarizada a lo largo del eje ŷ
se tiene Γ(py) = B2u, tal que B1u ⊗ B2u ⊗ B3g = Ag, por lo que esta transición óptica está
permitida. Por otra parte, para la luz polarizada a lo largo de x̂ la RI es Γ(px) = B3u, donde
B1u⊗B3u⊗B3g = B1g, por lo tanto esta transición es prohibida por argumentos de simetrı́a.
La transición de menor energı́a permitida para la luz con polarización lineal x̂ es entre las
bandas v′ y c′, cuya separación de energı́a es ∼ 5 eV, que corresponde al régimen ultravioleta.
Esta alta sensibilidad del espectro de absorción a la orientación del campo eléctrico posiciona
al fosforeno como un candidato ideal para ser un poları́metro fotoconductor a frecuencias del
infrarrojo cercano [37].

Adicionalmente a la absorción dependiente de la polarización, el espectro de absorción
del fósforo negro varı́a drásticamente con el número de capas y con el dopaje. Como se
discutió anteriormente, la brecha de energı́a disminuye al aumentar el grosor de la muestra
y, naturalmente, el espectro de absorción se recorre a energı́as menores hasta eventualmente
alcanzar 0.3 eV (muestra en bulto). Otra caracterı́stica que se observa en la absorción es el
aumento en el número de picos al incrementar el número de capas. Esto se asocia al aumento
de subbandas de valencia y conducción, introduciendo nuevas transiciones en el régimen de
bajas energı́as en la vecindad del punto Γ [38].

2.4. Bicapa de fosforeno rotada
Cuando dos monocapas de un material 2D se apilan con un pequeño desalineamiento,

como lo es un ángulo de rotación entre sı́, se rompe la simetrı́a traslacional discreta de los
constituyentes y se genera una nueva periodicidad aproximada en la superestructura resultante.
Al diseño geométrico de esta nueva periodicidad se le conoce como patrón de moiré, el cual
tiene asociada una escala de longitud mucho mayor a los parámetros de red de los materiales
que la componen. La descripción apropiada de estos patrones es de gran relevancia ya que
tiene efectos importantes en las propiedades electrónicas, ópticas y térmicas del sistema.

La rotación de un material 2D con respecto a otro produce un efecto análogo al fenómeno
de batimiento (o pulsación), en donde dos ondas con frecuencias distintas interfieren en un
punto del espacio, produciendo una interferencia alternante constructiva o destructiva cuya
frecuencia es igual al valor absoluto de la diferencia de las frecuencias originales. Ası́, el
patrón de moiré 2D resulta de la interferencia entre las periodicidades individuales de las dos
capas. Para ciertos ángulos particulares se obtiene una simetrı́a traslacional exacta, con una
periodicidad mayor a la de los cristales individuales. Este caso se le conoce como un ángulo
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(a) (b)
(c)

Figura 2.4: (a) Esquema del patrón de moiré en la bicapa de fosforeno rotada con un ángulo
θ. Se ilustra la supercelda de moiré y se identifican las cuatro regiones de alta simetrı́a. (b)
Rotación concéntrica de las zonas de Brillouin con sus vectores principales Gi y G′

i. Se
muestra la construcción de la zona de Brillouin relacionada a la supercelda de moiré (mZB)
y se etiquetan sus puntos de alta simetrı́a γ, x, s y y.

conmensurable, y la simetrı́a particular define la supercelda de moiré conmensurable. En el
caso opuesto en el que no emerge una simetrı́a traslacional exacta, se dice que el sistema es
inconmensurable.

A través del ángulo de rotación, el desplazamiento local entre las celdas unitarias de
cada monocapa varı́a a lo largo del espacio, lo cual es equivalente a una modulación del
apilamiento local en diferentes puntos del plano. La elección del eje de rotación es equivalente
a elegir un desplazamiento relativo particular de referencia entre capas. Para un sistema
conmensurable, solo un conjunto finito de apilamientos locales ocurren, mientras que para
un sistema inconmensurable, todos los apilamientos posibles están presentes [39] y cada uno
tiene una correspondencia particular con un punto en el espacio. Los apilamientos que tienen
asociado un grupo de simetrı́a puntual frecuentemente corresponden a puntos crı́ticos en la
estructura electrónica y se les conoce como puntos de alta simetrı́a. La caracterización de los
apilamientos presentes, incluyendo a los puntos de alta simetrı́a, se realiza a través del vector
r0 (ver Fig. 2.3) y una distancia intercapa local d(r0). En la Fig. 2.4(a) se muestra el patrón
de moiré formado en la bicapa de fosforeno rotada, en donde se identifican los puntos de alta
simetrı́a identificados como los apilamientos discutidos en la Sección 2.1. Los valores de r0
en los cuatro puntos de alta simetrı́a se incluyen en la Fig. 2.3.

Aún en el caso de un sistema inconmensurable, existe una escala de longitud de moiré
bien definida para las bicapas rotadas. Para determinar esta cantidad primero es necesario
describir la geometrı́a del patrón de moiré en espacio recı́proco para un ángulo de rotación
arbitrario θ. Considere a la monocapa inferior (superior) rotada por −θ/2 (θ/2) y descrita
por los vectores de la red recı́proca G̃i (G̃′

i). En términos de los vectores recı́procos Gi de
las monocapas sin rotar, se tiene

G̃i = R−θ/2Gi, G̃
′
i = Rθ/2Gi, (2.1)
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Figura 2.5: Magnitudes de los dos vectores de la superred de moiré en función del ángulo
de rotación θ para la bicapa de fosforeno rotada.

donde Rφ representa una rotación antihoraria por un ángulo φ con respecto al eje ẑ. Los
vectores de la red recı́proca asociada al patrón de moiré gi se escriben directamente como

gi = G̃
′
i − G̃i. (2.2)

Esta construcción se ilustra en la Fig. 2.4(b). Para ángulos de rotación θ suficientemente
pequeños se tiene

R±θ/2Gi =

(
cos
(
θ
2

)
∓ sen

(
θ
2

)
± sen

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) )(Gi,x

Gi,y

)
≈
(
Gi,x ∓ θ

2
Gi,y

± θ
2
Gi,x +Gi,y,

)
(2.3)

por lo que

gi ≈ θ

(
−Gi,y

Gi,x

)
, (2.4)

o bien,
gi ≈ θẑ×Gi. (2.5)

Los vectores base de moiré son

g1 ≈ θ
2π

ax
ŷ, g2 ≈ −θ2π

ay
x̂. (2.6)

En la Fig. 2.4(c) se muestra la zona de Brilloiun de moiré (mZB) definida por los vectores
(2.6). Para encontrar los vectores primitivos de la superred de moiré aM

i se utiliza la definición
aM
i · gj = 2πδi,j , resultando en

aM
1 ≈ axθ

−1ŷ, aM
2 ≈ −ayθ−1x̂. (2.7)

En la Fig. 2.4(a) se ilustra la supercelda de moiré (mSC) definida por los vectores (2.7).
Es importante destacar que, en general, la red asociada al patrón de moiré no es la misma
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a la red cristalográfica de las dos capas que componen al sistema. La red cristalográfica
está definida en términos de una simetrı́a traslacional perfecta que solo se conserva en los
ángulos conmensurables. En cambio, los vectores de la superred de moiré (2.7) siempre
están definidos. Mas aún, cuando la periodicidad en cada dirección satisface |aM

i | ≫ |ai|,
es natural esperar que sea la periodicidad de moiré la que determine las propiedades fı́sicas
del sistema a bajas energı́as, en lugar de las periodicidades cristalográficas. En la Fig. 2.5 se
muestra la magnitud de los dos vectores de red de moiré en función del ángulo de rotación θ.

Para patrones de moiré inconmensurables de larga periodicidad (θ ≪ 1), el apilamiento
atómico varı́a lentamente a lo largo de la supercelda de moiré, en donde es posible aplicar la
llamada aproximación continua para describir las propiedades electrónicas de bajas energı́as.
La aproximación consiste en tratar a r0 como un campo vectorial dependiente de la posición
r en el plano. En este caso, esta función se puede aproximar por

r0(r) ≈ θẑ× r. (2.8)

Para modelar las bicapas rotadas se buscará interpolar los distintos parámetros dependientes
de r0 a partir de valores conocidos en un número finito de apilamientos atómicos.



Capı́tulo 3

Excitones en fosforeno

La brecha de energı́a en semiconductores puede ser determinada experimentalmente por
distintos métodos, entre los cuales están los métodos eléctricos y los ópticos. Por una parte,
los métodos eléctricos caracterizan la energı́a necesaria para introducir por tunelamiento un
electrón a la banda de conducción y un hueco a la banda de valencia, lo cual está asociado a la
energı́a de excitación individual de las cuasipartı́culas. Por otro lado, en los experimentos de
absorción de luz, los fotones crean simultáneamente un par electrón-hueco, los cuales pueden
formar un estado ligado a través de la interacción electrostática. La brecha de energı́a medida
por experimentos ópticos corresponde entonces a la suma entre la brecha de cuasipartı́cla y
la energı́a de enlace del estado ligado. A esta cuasipartı́cula compuesta por un par electrón-
hueco ligado se le denomina excitón. Particularmente, los excitones con grandes energı́as
de enlace (∼ 0.1 − 1 eV) son tı́picos en los semiconductores 2D, incluyendo a los TMDs,
hBN y al fosforeno [40–42]. Este incremento en las energı́as de enlace se debe al hecho de
que, a diferencia de los semiconductores en bulto, la interacción electrostática electrón-hueco
experimenta un apantallamiento mucho menor, el cual está asociado únicamente al vacı́o o al
medio dieléctrico que rodea al material. Este escenario se ilustra en la Fig. 3.1(a). Estas altas
energı́as de enlace se manifiestan en un fuerte contraste entre la brecha de energı́a eléctrica
y la óptica, además de mostrar un aumento en la amplitud relativa de las lı́neas de absorción
debidas a los excitones en comparación con las excitaciones individuales de cuasipartı́cula
(Fig. 3.1(b)). Note que, para los excitones 2D, el rol de la susceptibilidad eléctrica en el plano
solo tiene relevancia a distancias cortas, que es cuando existe mayor densidad de lı́neas de
campo en el material. Cuando se incrementa la distancia electrón-hueco, la mayor parte de la
interacción sucede a través del medio que rodea al material, por lo que se espera que en este
caso se recupere la interacción de Coulomb. A continuación se presentará una descripción
detallada de la interacción electrostática electrón-hueco en materiales 2D y del cálculo de
energı́as de enlace de excitones en fosforeno.

13
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Figura 3.1: (a) Diagrama del excitón para semiconductores en bulto y 2D. Se ilustran
los cambios en el ambiente dieléctrico a través de las lı́neas de campo. (b) Ilustración del
impacto de la dimensionalidad en las propiedades excitónicas y ópticas. Se omiten los estados
excitados del excitón por claridad. Figura reproducida con permiso de [43].

3.1. Interacción efectiva entre portadores de carga en se-
miconductores 2D

La modificación del ambiente dieléctrico, en conjunto con la reducción de la dimensio-
nalidad, resulta en una modificación de la interacción electrostática entre portadores de carga
en estructuras de van der Waals. La construcción del potencial de interacción corresponde a
la presentada en la Ref. [44], en donde se considera un sistema de N capas paralelas, cada
una con una susceptibilidad eléctrica en el plano κj y posición en z dada por dj . Supóngase
que el sistema está inmerso en un medio con tensor dieléctrico

ε =

ε∥ 0 0
0 ε∥ 0
0 0 ε⊥

 , (3.1)

donde ε∥ y ε⊥ son las constantes dieléctricas en el plano xy y en la dirección ẑ, respectiva-
mente. Considerando una densidad de carga de prueba en la j-ésima capa,

ρj(r, z) = ρj(r)δ(z − dj), (3.2)

la ley de Gauss establece la siguiente ecuación para el potencial electrostático ϕ(r, z) [45]

ρj(r)δ(z − dj) = − ϵi
4π
∂2i ϕ(r, z)−

N∑
ℓ=1

κℓ
[
(∂2x + ∂2y)ϕ(r, dℓ)

]
δ(z − dℓ), (3.3)
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en donde se asume convención de suma para el primer término del lado derecho. Tomando
la transformada de Fourier tridimensional,

ρj(q)e
−ikdj =

1

4π

(
ε∥q

2 + ε⊥k
2
)
ϕ(q, k) + q2

N∑
ℓ=1

κℓϕ(q, dℓ)e
−ikdℓ . (3.4)

Ya que ∫ ∞

−∞
dk

eikz

a2 + k2
=
e−a|z|

2a
, (3.5)

al tomar la transformada de Fourier inversa exclusivamente sobre la variable k en (3.4), se
obtiene

ρj(q)e
−q|z̃−d̃j | =

ε̃

2π
qϕ(q, z) + q2

N∑
ℓ=1

κℓϕ(q, dℓ)e
−q|z̃−d̃ℓ|, (3.6)

en donde se han definido d̃j =
√
ε∥/ε⊥dj y ε̃ = √

ε⊥ε∥. Evaluando la ecuación anterior para
cada capa (z = di) resulta en

ρj(q)e
−q|d̃i−d̃j | = q

(
ε̃

2π
+ κiq

)
ϕ(q, di) + q2

∑
ℓ̸=i

κℓϕ(q, dℓ)e
−q|d̃i−d̃ℓ|, (3.7)

que se traduce en la ecuación matricial

ρij =
N∑
ℓ=1

Miℓ(q)ϕℓ(q), (3.8)

donde
ρij(q) ≡ ρj(q)e

−q|d̃i−d̃j |, (3.9a)

ϕℓ(q) = ϕ(q, dℓ), (3.9b)

y

Miℓ =

{
q
[

ε̃
2π

+ κiq
]
, ℓ = i

q2κℓe
−q|d̃i−d̃ℓ|, ℓ ̸= i

. (3.10)

Resolviendo el sistema (3.8) para los potenciales resulta en un conjunto de ecuaciones de
la forma ϕℓ(q) = ρj(q)Vjℓ(q), donde Vjℓ(q) son los componentes de Fourier de la interacción
entre portadores en las capas j y ℓ. En el caso particular en que solo se tiene una monocapa
localizada en d = 0 con susceptibilidad eléctrica en el plano κ, la interacción en espacio de
momentos es

VK(q) =
2π

ε̃q(1 + r∗q)
, (3.11)

donde se ha definido la distancia de apantallamiento r∗ = 2πκ/ε̃. El potencial VK(q)
entre portadores en el plano del material se identifica como el potencial de Coulomb con
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una constante dieléctrica dependiente de q dada por ε(q) = ε̃(1 + r∗q). Aplicando una
transformada de Fourier 2D a espacio real, se obtiene

VK(r) =
2π

ε̃

∫
d2q

(2π)2
eiq·r

q(1 + r∗q)
=

1

2πε̃

∫ ∞

0

dq

1 + r∗q

∫ 2π

0

dφ eiqr cosφ

=
1

ε̃

∫ ∞

0

dq
J0(qr)

1 + r∗q
,

(3.12)

donde J0(r) es la función de Bessel. Resolviendo la última integral se llega a la expresión
del potencial en espacio real

VK(r) =
π

2ε̃r∗

[
H0

(
r

r∗

)
− Y0

(
r

r∗

)]
, (3.13)

donde H0(r) es la función de Struve y Y0(r) es la función de Bessel de segunda clase.
Al resultado (3.13) se le conoce como potencial de Rytova-Keldysh, el cual fue obtenido
originalmente para describir la interacción electrostática entre portadores de carga en pelı́culas
delgadas [46,47]. La distancia de apantallamiento r∗ separa los dos regı́menes del potencial:
para r ≫ r∗, el potencial de Rytova-Keldysh toma la forma del potencial de Coulomb
∼ 1/ε̃r, mientras que a distancias cortas r ≪ r∗ adquiere un comportamiento logarı́tmico
∼ 1

ε̃r∗
ln(r∗/r) [48], lo cual es consistente con el escenario planteado a través de la Fig. 3.1(a).

3.2. Ecuación de Wannier
Para la descripción de las propiedades electrónicas de baja energı́a en el fosforeno es

posible tratar a los electrones y huecos de forma efectiva como cuasipartı́culas libres con
masas efectivas anisotrópicas determinadas por la dispersión en la vecindad del punto Γ.
Al incluir la interacción electrostática electrón-hueco descrita por (3.13), el Hamiltoniano
excitónico es

He−h = −ℏ2

2

∑
α=e,h

(
1

mα,x

∂2

∂x2α
+

1

mα,y

∂2

∂y2α

)
+ VK(|re − rh|), (3.14)

donde me,x/y y mh,x/y son las masas efectivas para los electrones y huecos, respectivamente.
Introduciendo las coordenadas del centro de masa y de movimiento relativo

R = (X, Y ) =

(
me,xxe +mh,xxh

Mx

,
me,yye +mh,yyh

My

)
, r = re − rh, (3.15)

donde Mx/y = me,x/y +mh,x/y, el Hamiltoniano (3.14) plantea la ecuación de Schrödinger
estacionaria [

− ℏ2

2µx

∂2

∂x2
− ℏ2

2µy

∂2

∂y2
+ VK(r)

]
ψ(r) = Eψ(r), (3.16)

donde µx/y = me,x/ymh,x/y/Mx/y es la masa reducida. Se ha omitido la parte del Hamilto-
niano asociada al centro de masa debido a que esta energı́a permanece como una constante
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de movimiento. A (3.16) se le conoce como la ecuación de Wannier [49] y es la primera
aproximación al problema excitónico, la cual captura la naturaleza hidrogenoide del sistema.
Desde esta perspectiva, la red cristalina en la que está inmerso el par electrón-hueco se apro-
xima por un medio cuasi-macroscópico polarizable, lo cual está justificado para excitones
con radio de Bohr aB mucho mayor a los parámetros de red ax y ay. A estas cuasipartı́culas
se les denomina excitones de Wannier-Mott [50].

Las energı́as de enlace obtenidas a partir de la ecuación (3.16) dependen de tres cantidades
que están presentes en el potencial de interacción: las masas efectivas de los electrones y
huecos, la susceptibilidad eléctrica en el plano y el tensor dieléctrico del medio que rodea
al material. Naturalmente, la interacción electrón-hueco en este sistema también adquiere
un carácter anisotrópico a través de las polarizabilidades en las direcciones x̂ y ŷ, κx y κy.
De acuerdo a la Ref. [51], κx = 3.97 Å y κy = 4.20 Å para el fosforeno. Ya que estos
valores son muy similares, se puede aproximar la susceptilidad como isotrópica a través
del promedio κ = (κx + κy)/2 sin modificar sustancialmente las energı́as de enlace. En
esta aproximación, la cual se utilizará en lo siguiente, los efectos anisotrópicos del modelo
provienen exclusivamente de la diferencia en las masas efectivas a lo largo de x̂ y ŷ.

3.3. Eigenestados excitónicos
Para la solución del problema de eigenvalores (3.16) se han empleado múltiples métodos,

cubriendo desde ansatz variacionales [43, 52, 53] hasta enfoques completamente numéricos.
A continuación se describe un método introducido por Griffin y Wheeler que consiste en
expresar las eigenfunciones del Hamiltoniano en términos de una base finita apropiada que
permite diagonalizar el problema numéricamente [54]. Este método ha permitido evaluar
satisfactoriamente energı́as de enlace y funciones de onda de excitones en semiconductores
2D [26,55–57]. En analogı́a con la solución analı́tica del átomo de hidrógeno 2D, se expresan
las eigenfunciones en términos de las funciones base

ϕjm(r, φ) = r|m|e−βjr
eimφ

√
2π
, (3.17)

donde r = (r, φ) se ha escrito en coordenadas polares y m ∈ Z es el número cuántico
magnético. Dado que el análisis asintótico para la ecuación hidrogenoide es idéntico para
el potencial de Coulomb y para el potencial de Rytova-Keldysh, para r → ∞ se tiene
ψ(r) ∼ e−βr, y para r → 0 resulta ψ(r) ∼ r|m|. El conjunto de valores βj considerados, que
describen la extensión de cada función base, se elige de tal manera que se cubran los posibles
valores del radio de Bohr del excitón. Para lograr esto se propone la distribución logarı́tmica

βj = β1e
η(j−1), (3.18)

donde η = (N − 1)−1 ln(βN/β1) y β−1
N < r∗ ≪ β−1

1 . Esta elección permite incluir un mayor
número de funciones que decaen rápidamente antes de la distancia de apantallamiento, que
es donde se espera que el problema planteado por el potencial de Rytova-Keldysh difiera



18 3.3. EIGENESTADOS EXCITÓNICOS

en mayor medida con la solución conocida del átomo de hidrógeno. El tercer elemento de
las funciones base (3.17) corresponde a las eigenfunciones de la proyección en el eje ẑ del
operador de momento angular, Lz. Dado que el sistema no presenta simetrı́a angular en el
plano, m no es un buen número cuántico. En cambio, el Hamiltoniano tiene una simetrı́a
rotacional C2, por lo que se tiene un acoplamiento entre funciones base cuyos números m
y m′ satisfacen (m − m′) mód 2 = 0. Los números cuánticos apropiados son entonces
m̄ = m mód 2 = 0, 1. La solución aproximada se escribe como una superposición finita de
funciones,

ψm̄(r, φ) =
∑
m

N∑
j=1

ajmϕjm(r, φ), (3.19)

en donde la suma está restringida a los valores dem que satisfacen m̄ = m mód 2. Utilizando
la solución propuesta (3.19) en (3.16) se obtiene el problema de eigenvalores generalizado[

Hm̄ − ESm̄

]
Am̄ = 0, (3.20)

donde Hm̄ es el kernel del Hamiltoniano, cuyos elementos de matriz son

Hmm′

jj′ = Kmm′

x,jj′ +Kmm′

y,jj′ + V mm′

jj′ , (3.21)

donde

Kmm′

x,jj′ =− ℏ2

2µx

∫
d2r ϕ∗

jm(r)
∂2ϕj′m′(r)

∂x2

=− ℏ2

2µx

[{
1

2
(m2 − |m|)δ|m−m′|,2 +

1

4
m(|m| − 1)(δm′,m+2 − δm′,m−2)

}
× Γ(|m|+ |m′|)

(βj + βj′)|m|+|m′| +

{
− 1

2
(2|m|+ 1)δm,m′ − 1

4
(2|m| − 1)δ|m−m′|,2

+
1

2
m(δm′,m−2 − δm′,m+2)

}
βj′Γ(|m|+ |m′|+ 1)

(βj + βj′)|m|+|m′|+1
+

{
1

2
δm,m′ +

1

4
δ|m−m′|,2

}
×
β2
j′Γ(|m|+ |m′|+ 2)

(βj + βj′)|m|+|m′|+2

]
,

(3.22a)

Kmm′

y,jj′ =− ℏ2

2µy

∫
d2r ϕ∗

jm(r)
∂2ϕj′m′(r)

∂y2

=− ℏ2

2µy

[{
− 1

2
(m2 − |m|)δ|m−m′|,2 −

1

4
m(|m| − 1)(δm′,m+2 − δm′,m−2)

}
× Γ(|m|+ |m′|)

(βj + βj′)|m|+|m′| +

{
− 1

2
(2|m|+ 1)δm,m′ +

1

4
(2|m| − 1)δ|m−m′|,2

− 1

2
m(δm′,m−2 − δm′,m+2)

}
βj′Γ(|m|+ |m′|+ 1)

(βj + βj′)|m|+|m′|+1
+

{
1

2
δm,m′ − 1

4
δ|m−m′|,2

}
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×
β2
j′Γ(|m|+ |m′|+ 2)

(βj + βj′)|m|+|m′|+2

]
, (3.22b)

V mm′

jj′ =δm,m′
πe2

2ε̃r∗

∫ ∞

0

dr r2|m|+1e−(βj+βj′ )r

[
H0

(
r

r∗

)
− Y0

(
r

r∗

)]
=δm,m′

e2

ε̃r2∗

[
Γ(2|m|+ 3)

(βj + βj′)2|m|+3 3
F2

(
1, |m|+ 3

2
, |m|+ 2;

3

2
,
3

2
;− 1

(βj + βj′)2r2∗

)
+ (−4)|m|r2|m|+3

∗ Γ(|m|+ 1)22F1

(
|m|+ 1, |m|+ 1;

1

2
;−(βj + βj′)

2r2∗

)]
,

(3.22c)

con Γ(x) la función gamma y pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq;x) funciones hipergeométricas genera-
lizadas. La matriz Sm̄ corresponde al kernel de traslape, cuyos elementos son

Smm′

jj′ =

∫
d2r ϕ∗

jm(r)ϕj′m′(r)

=δm,m′
Γ(2|m|+ 2)

(βj + βj′)2|m|+2
.

(3.23)

También se definieron los vectores columna Am̄, compuestos por los coeficientes {ajm}.
La solución del problema (3.20) se logra al definir un rango de valores m para cada

m̄, i.e. −mmax ≤ m ≤ mmax, y para cada m se definen N funciones para construir las
representaciones matriciales. La convergencia de los niveles de menor energı́a en el espectro
excitónico se logra al considerar valores suficientemente grandes de mmax y N . Se encontró
buena convergencia en los 5 primeros niveles conmmax = 10 yN = 30. Las masas efectivas
consideradas fueronme,x = 1.12m0,me,y = 0.46m0,mh,x = 1.61m0 ymh,y = 0.23m0 [30],
donde m0 es la masa del electrón libre, mientras que para la distancia de apantallamiento se
utilizó r∗ = 25 Å (valor en vacı́o) [58]. Para considerar el efecto del ambiente dieléctrico en
el que se encuentra la monocapa se toma el promedio de ε̃ del medio inferior y superior de la
monocapa. Los casos considerados fueron los de la monocapa en vacı́o (ε∥ = ε⊥ = 1), sobre
un sustrato de SiO2 (ε∥ = ε⊥ = 3.8 [44]) y encapsulada en hBN (ε∥ = 6.9, ε⊥ = 3.7 [59,60]).

En la Fig. 3.2 se muestran los espectros excitónicos para una monocapa de fosforeno en los
tres ambientes dieléctricos descritos. El espectro se etiqueta en analogı́a con los eigenestados
hidrogenoides, asociando las letras código s y p a m̄ = 0 y m̄ = 1, respectivamente. Las
energı́as de enlace obtenidas son 839 meV para el caso de vacı́o, 466 meV sobre SiO2 y 233
meV para el encapsulamiento en hBN. Note que, debido a la reducción de apantallamiento,
la interacción electrostática permite mayores energı́as de enlace en vacı́o, mientras que en el
caso de hBN el ambiente dieléctrico no solo reduce sustancialmente las energı́as de enlace,
sino también aumenta la separación relativa entre el estado base y el resto de niveles.

En la Fig. 3.3 se muestra el módulo al cuadrado de las funciones de onda correspondientes
a los estados 1s, 2p, 2s y 3p para fosforeno encapsulado en hBN. La anisotropı́a en las
masas se manifiesta como una elongación de los estados en la dirección ŷ. Se calcularon
adicionalmente las cantidades Lx =

√
⟨x2⟩ y Ly =

√
⟨y2⟩ para el excitón de menor energı́a
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Figura 3.2: Niveles de energı́a de excitones calculados para fosforeno en tres distintos
ambientes dieléctricos: en vacı́o, sobre SiO2 y encapsulado en hBN.

Max.

0

Figura 3.3: Densidad de probabilidad (módulo cuadrado de la función de onda) para los 4
primeros niveles de energı́a de excitones en fosforeno encapsulado en hBN.

en cada escenario, lo cual permite caracterizar su extensión espacial. Las expresiones se
pueden obtener directamente de la expansión (3.19),

⟨x2⟩1s =
∑
m,m′

N∑
j,j′=1

a∗jmaj′m′

∫
d2r r2 cos2 θ r|m|+|m′|e−(βj+βj′ )r

ei(m
′−m)θ

2π

=
∑
m,m′

N∑
j,j′=1

a∗jmaj′m′

(
1

2
δm,m′ +

1

4
δ|m−m′|,2

)
Γ(|m|+ |m′|+ 4)

(βj + βj′)|m|+|m′|+4
,

(3.24)

y

⟨y2⟩1s =
∑
m,m′

N∑
j,j′=1

a∗jmaj′m′

∫
d2r r2 sen2 θ r|m|+|m′|e−(βj+βj′ )r

ei(m
′−m)θ

2π
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Tabla 3.1: Valores calculados paraLx =
√

⟨x2⟩1s yLy =
√

⟨y2⟩1s a través de la eigenfunción
del estado base del excitón.

Lx [Å] Ly [Å]
Vacı́o 4.16 7.00

Sobre SiO2 4.71 8.07
En hBN 5.76 10.12

=
∑
m,m′

N∑
j,j′=1

a∗jmaj′m′

(
1

2
δm,m′ − 1

4
δ|m−m′|,2

)
Γ(|m|+ |m′|+ 4)

(βj + βj′)|m|+|m′|+4
. (3.25)

Los valores obtenidos se muestran en la Tabla 3.1. En concordancia con la Fig. 3.3, Lx < Ly,
y contrario a las energı́as de enlace, se muestra una aumento de Lx y Ly al aumentar el
apantallamiento dieléctrico.
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Capı́tulo 4

Modelo efectivo para la bicapa de
fosforeno rotada

La exploración de la estructuras de materiales 2D que forman patrones de moiré requiere
la formulación de una teorı́a capaz de realizar predicciones precisas y robustas. Dentro de los
métodos de mayor precisión se encuentran los que mantienen una perspectiva atomista, los
cuales incluyen a los cálculos DFT [21,61–64] y los Hamiltonianos de amarre fuerte [65,66],
que describen exclusivamente propiedades de patrones de moiré conmensurables. Estas for-
mas de abordar al sistema permiten incluir naturalmente la escala de longitud pequeña de las
celdas unitarias y la escala de longitud grande del patrón de moiré. Sin embargo, este nivel
de detalle se refleja en un alto costo computacional, ya que este escala rápidamente al incre-
mentar el número de átomos y el volumen de la celda unitaria, siendo un reto la descripción
de los patrones de larga periodicidad (θ ≪ 1). Una alternativa computacionalmente menos
demandante son los llamados modelos continuos [67–70], los cuales integran la escala de
longitud atómica y capturan únicamente la fı́sica emergente de la escala de longitud de moiré.

La aproximación continua busca calcular la estructura electrónica de la bicapa rotada en
una base de estados de Bloch de ambas capas. Debido al ángulo de rotación, los estados de
Bloch de una capa se acoplan a estados en la capa opuesta con distintos vectores de onda. Los
estados se acoplan entre sı́ de acuerdo a la condición de dispersión de Bragg establecida por
el patrón de moiré, i.e. cuando dos estados difieren por un vector de la red recı́proca de moiré.
Esto lleva a la formación de una red uniforme de acoplamientos generada por un conjunto de
estados de Bloch relacionados a un punto en la ZB. Esta técnica es particularmente apropiada
cuando los estados de las monocapas son altamente dispersivos en la región de interés del
espacio recı́proco, tal que los estados de Bloch asociados a vectores de onda mayores se
incorporan en la teorı́a de baja energı́a de forma perturbativa. La red de momentos se puede
truncar eficientemente después de encontrar convergencia en la región de interés del espectro,
permitiendo hacer cálculos simultáneamente rápidos y precisos.

En esta sección se formulará un modelo continuo para las propiedades electrónicas
de la bicapa de fosforeno rotada en la vecindad del punto Γ. Este modelo considera la
hibridación intercapa entre los estados de las monocapas asociadas a las mismas bandas
(conducción-conducción y valencia-valencia), mientras que el acoplamiento intercapa con-
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Figura 4.1: Esquema de acoplamiento entre bandas para la bicapa de fosforeno. Se muestra
con lı́neas azules el acoplamiento intercapa y con lı́neas moradas las correcciones perturba-
tivas de tunelamiento virtual.

ducción-valencia se trata como una corrección perturbativa de segundo orden debido a la
gran diferencia de energı́a asociada a la brecha de energı́a (∼ 2 eV). El Hamiltoniano para
cada banda toma la forma

Hα(r0) =

(
εbα(r0) Tα(r0)
T ∗
α(r0) εtα(r0)

)
, (4.1)

donde los ı́ndices α = c, v etiquetan las bandas de conducción y valencia, mientras que b y t
la monocapa inferior y superior, respectivamente. Este Hamiltoniano de hibridación depende
explı́citamente del apilamiento entre capas a través del vector de desplazamiento en el plano
r0. El término de acoplamiento intercapa T (r0) corresponde a los elementos de matriz

Tα(r0) ≡ b

〈
α,k

∣∣Heff(r0)
∣∣α,k〉

t
, (4.2)

donde |α,k⟩λ son los estados de Bloch de la banda α, vector de onda k y capa λ = b, t. El
Hamiltoniano microscópico efectivo del sistemaHeff se formulará en la siguiente sección. Se
ha omitido el ı́ndice de espı́n debido a que la presencia simultánea de simetrı́a de inversión
espacial y simetrı́a ante inversión temporal en el punto Γ garantizan la degeneración con
respecto a este número cuántico. Por otra parte, las energı́as de cada monocapa ελα(r0) son

ελα(r0) ≡ ε(0)α + λ

〈
α,k

∣∣Vλ̄∣∣α,k〉λ + δελα(r0). (4.3)

En este caso ε(0)α es la energı́a de referencia de los estados de la banda α de cada monocapa
en el punto Γ, Vλ̄ es el potencial debido a la presencia de la capa opuesta a λ que acopla
estados de la misma capa y δελα(r0) es un término de corrección relacionado al tunelamiento
virtual de los electrones de la banda α en la capa λ a la bandas β ̸= α en la capa opuesta λ̄.
En el modelo que se presenta a continuación, para α = v se considera β = c, mientras que
para α = c se toman β = v, c′, siendo c′ la segunda banda de conducción de menor energı́a
en las monocapas (Fig. 4.1).

De la misma forma que los modelos de amarre fuerte semi-empı́ricos, el modelo continuo
que se plantea parte de cálculos DFT de celdas unitarias perfectamente alineadas. Conociendo
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la estructura de bandas para distintos apilamientos locales es posible aproximar el acopla-
miento de los estados de Bloch T (r0) y los términos adicionales en (4.3) a lo largo de la
supercelda de moiré a través del estudio de las brechas de energı́a y del desdoblamiento de
bandas. Ası́, es posible extraer las componentes de Fourier de los acoplamientos intracapa e
intercapa, permitiendo aplicar estos directamente en una base de eigenestados del momento.

4.1. Hibridación electrónica en bicapas de fosforeno

Para derivar el Hamiltoniano efectivoHeff que describe la hibridación intercapa en bicapas
de fosforeno rotadas se sigue la técnica establecida por Ferreira et al. [71] y Magorrian et
al. [72], en la cual se considera el acoplamiento entre estados de dos capas con un apilamiento
caracterizado por r0 y se asume que el potencial de la bicapa se puede escribir como la suma de
los potenciales de las monocapas constituyentes, Vb(r, z)+Vt(r, z). Los estados electrónicos
satisfacen la ecuación HMΨ = EΨ, donde

HM =
p2

2m0

+ Vb(r, z) + Vt(r, z). (4.4)

En este Hamiltoniano, p = −iℏ(∇r, ∂z) es el operador de momento 3D y m0 es la masa
de electrón libre. Se asume que para cada capa λ se tiene una posición centrada en (rλ, zλ).
En términos de r0 se tiene rt/b = ±r0/2, mientras que para la coordenada z se considera el
origen en el punto medio entre las capas, i.e. zt/b = ±d(r0)/2, con d la distancia intercapa
dependiente del apilamiento.

La hibridación de estados en cada punto de la zona de Brillouin se puede describir de
forma independiente. Entonces, para el valle en el punto Γ se emplea una base de Kohn-
Luttinger [73] para expandir el estado Ψ,

|Ψ⟩ =
∑
α,k

(
Aαk |α,k⟩b +Bαk |α,k⟩t

)
, (4.5)

donde los estados de Bloch electrónicos |α,k⟩λ satisfacen[
p2

2m0

+ Vλ

]
|α,k⟩λ = εα(k) |α,k⟩λ , (4.6)

con εα(k) la dispersión de la banda. Los elementos de matriz de HM entre dos estados base
correspondientes a la misma capa están dados por

λ

〈
α′,k′∣∣HM

∣∣α,k〉
λ
= λ

〈
α′,k′∣∣[ p2

2m0

+ Vλ

]∣∣α,k〉
λ
+ λ

〈
α′,k′∣∣Vλ̄∣∣α,k〉λ

= δα,α′δk,k′εα(k) + λ

〈
α′,k′∣∣Vλ̄∣∣α,k〉λ, (4.7)
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mientras que los elementos de matriz entre estados en capas opuestas son

t

〈
α′,k′∣∣HM

∣∣α,k〉
b
= t

〈
α′,k′∣∣[ p2

2m0

+ Vt +
p2

2m0

+ Vb

]∣∣α,k〉
b
− t

〈
α′,k′∣∣ p2

2m0

∣∣α,k〉
b

=
[
εα′(k′) + εα(k)

]
t ⟨α′,k′| α,k⟩b − t

〈
α′,k′∣∣ p2

2m0

∣∣α,k〉
b

=
[
εα′(k′) + εα(k)

]
Sα′α
k′k −Kα′α

k′k ,

(4.8)

en donde se han definido los elementos de matriz de traslape y de energı́a cinética intercapa
como

Sα′α
k′k ≡ t ⟨α′,k′| α,k⟩b , (4.9a)

y

Kα′α
k′k ≡ t

〈
α′,k′∣∣ p2

2m0

∣∣α,k〉
b
, (4.9b)

respectivamente. Entonces, sustituyendo la forma general del eigenestado Ψ en la ecuación
de Schrödinger se llega al siguiente problema de eigenvalores generalizado

HMΨ = E(1+ S)Ψ, (4.10)

donde S corresponde únicamente al traslape de estados de Bloch en capas distintas. El
eigenvector Ψ se ha escrito como vector columna con los coeficientes de la expansión

Ψ =

(
{Aαk}
{Bαk}

)
. (4.11)

Para reducir (4.10) a un problema de eigenvalores convencional se introduce la transfor-
mación unitaria U = (1+ S)−1/2 y se define Ψ′ = U−1Ψ. Sustituyendo Ψ = UΨ′ en (4.10)
y multiplicando por U−1 por la izquierda se tiene

(U−1HMU)Ψ′ = EU−1(1+ S)UΨ′. (4.12)

Ya que S es una matriz hermitiana, U también lo es, por lo que U−1 = U † = U , entonces
U−1(1+ S)U = 1. Ası́, definiendo

Heff = U−1HMU (4.13)

se obtiene
HeffΨ

′ = EΨ′. (4.14)

Dado que los estados de Bloch |α,k⟩λ decaen exponencialmente en la dirección z, se
espera que los elementos de la matriz S sean mucho menores a la unidad, por lo que es
posible expandir U a primer orden en S, i.e. (1+ S)−1/2 ≈ 1− 1

2
S, tal que

Heff ≈
(
1− 1

2
S

)
HM

(
1− 1

2
S

)
= HM − 1

2
{S,HM}+O(S2). (4.15)
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A primer orden en S, los elementos de matriz de Heff entre estados de la misma capa son

λ

〈
α′,k′∣∣Heff

∣∣α,k〉
λ
= λ

〈
α′,k′∣∣Vλ̄∣∣α,k〉λ, (4.16)

y entre estados de capas distintas

t

〈
α′,k′∣∣Heff

∣∣α,k〉
b
=

1

2

[
εα′(k′) + εα(k)

]
Sα′α
k′k −Kα′α

k′k . (4.17)

Para la formulación explı́cita de los elementos de matriz en (4.17) se hará uso de las
funciones de onda asociadas a cada monocapa en espacio real. Del teorema de Bloch, se tiene
queψλ

αk(r, z) = ⟨r, z| α,k⟩λ = fλ
αk(r, z)e

ik·(r−rλ), donde f(r, z) tiene la misma periodicidad
en el plano que el cristal y presenta un decaimiento exponencial con respecto a |z−zλ|. Dada
la periodicidad de las funciones f , es posible expresarlas utilizando los vectores G de la red
recı́proca

fλ
αk(r, z) =

1√
S

∑
G

uλα(k+G, z)eiG·(r−rλ), (4.18)

en donde S es la superficie de la muestra y el decaimiento exponencial en z está implı́cito en
los coeficientes uλα. Las funciones de onda se escriben entonces como

ψλ
αk(r, z) =

1√
S

∑
G

uλα(k+G, z)ei(k+G)·(r−rλ). (4.19)

Los elementos de matriz de traslape intercapa toman la forma

Sα′α
k′k =

∫
d2r dz ψt ∗

α′k′(r, z)ψb
αk(r, z)

=
1

S
∑
G,G′

∫
d2r dz ut ∗α′ (k′ +G′, z)e−i(k′+G′)·(r−rt)ubα(k+G, z)ei(k+G)·(r−rb)

=
1

S
∑
G,G′

ei(k
′+G′)·rte−i(k+G)·rb

[ ∫
d2r ei(k+G−k′−G′)·r

] ∫
dz ut ∗α′ (k′ +G′, z)ubα(k+G, z)

=
∑
G,G′

δk+G,k′+G′ei(k+G)·r0
∫
dz ut ∗α′ (k+G, z)ubα(k+G, z),

(4.20)
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y los de energı́a cinética

Kα′α
k′k =

∫
d2r dz ψt ∗

α′k′(r, z)
p2

2m0

ψb
αk(r, z)

=− ℏ2

2m0S
∑
G,G′

∫
d2r dz ut ∗α′ (k′ +G′, z)e−i(k′+G′)·(r−rt)

(
∇2

r + ∂2z
)
ubα(k+G, z)ei(k+G)·(r−rb)

=− ℏ2

2m0S
∑
G,G′

∫
d2r dz ut ∗α′ (k′ +G′, z)e−i(k′+G′)·(r−rt)

×
[
− |k+G|2ubα(k+G, z) + ∂2zu

b
α(k+G, z)

]
ei(k+G)·(r−rb)

=− ℏ2

2m0

[
− |k+G|2

S
∑
G,G′

∫
d2r dz ut ∗α′ (k′ +G′, z)e−i(k′+G′)·(r−rt)ubα(k+G, z)ei(k+G)·(r−rb)

+
1

S
∑
G,G′

ei(k
′+G′)·rte−i(k+G)·rb

{∫
d2r ei(k+G−k′−G′)·r

}∫
dz ut ∗α′ (k′ +G′, z)∂2zu

b
α(k+G, z)

]

=− ℏ2

2m0

[
− |k+G|2Sα′α

k′k +
∑
G,G′

δk+G,k′+G′ei(k+G)·r0
{
ut ∗α′ (k+G, z)∂zu

b
α(k+G, z)

∣∣∣∞
−∞

−
∫
dz
[
∂zu

t ∗
α′ (k+G, z)

][
∂zu

b
α(k+G, z)

]}]
=

ℏ2

2m0

[
|k+G|2Sα′α

k′k −
∑
G,G′

δk+G,k′+G′ei(k+G)·r0
∫
dz
[
∂zu

t ∗
α′ (k+G, z)

][
∂zu

b
α(k+G, z)

]]
.

(4.21)

Más aún, se trunca la serie de Fourier de los vectores G sobre sus términos dominantes, que
aquı́ se asumirá que son las tres primeras estrellas de Bragg

G0 = 0, G±1 = ±2π

ax
x̂, G±2 = ±2π

ay
ŷ, G±3 = ±

(
G1 −G2

)
G±4 = ±

(
G1 +G2

)
, G±5 = ±2G1, G±6 = ±2G2.

(4.22)

También, ya que la región de interés es la vecindad del punto Γ, entonces |k| ≪ |G|, de
forma que es posible aproximar

δk+G,k′+G′ ≈ δk,k′δG,G′ , (4.23)

y asumiendo que las funciones uλα varı́an lentamente con el vector de onda, uλα(k+G, z) ≈
uλα(G, z), se llega a la siguiente simplificación:

Sα′α
k′k ≈ δk,k′

6∑
n=−6

eiGn·r0Sα′α
nn , (4.24a)
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Kα′α
k′k ≈ δk,k′

ℏ2

2m0

6∑
n=−6

eiGn·r0
(
|Gn|2Sα′α

nn −Dα′α
nn

)
, (4.24b)

en donde se han definido

Sα′α
n′n ≡

∫
dz ut ∗α′ (Gn′ , z)ubα(Gn, z), (4.25a)

Dα′α
n′n ≡

∫
dz
[
∂zu

t ∗
α′ (Gn′ , z)

][
∂zu

b
α(Gn, z)

]
. (4.25b)

4.1.1. Constricciones de simetrı́a
Como se discutió en la Sección 2.2, los estados de Bloch en el punto Γ de la monocapa

de fosforeno ψλ
α0 están descritos por el grupo puntual D2h, por lo que sus propiedades

de transformación están descritas por una de las RIs. Más aún, ya que D2h es un grupo
abeliano, las propiedades de transformación de los estados ante las operaciones del grupo
son particularmente simples. Sea G un elemento del grupo, entonces

Gψλ
α0(r, z) = ϕ(Iα,G)ψλ

α0(r, z), (4.26)

donde ϕ(Iα,G) es el caracter de la RI Iα que describe a la banda α bajo la operación G.
Tomando la expresión para los coeficientes uλα de la expansión de Fourier de los estados,

uα(G, z) =
1√
S

∫
d2r e−iG·rψα0(r, z), (4.27)

y la operación G = τC2z, se tiene por (4.26) que

uα(G, z) =
1√
S

∫
d2r e−iG·r (τC2z)ψα0(r, z)

ϕ(Iα, τC2z)

=
1

ϕ(Iα, τC2z)
√
S

∫
d2r e−iG·rψα0(C

−1
2z τ

−1r, z); r′ = τ−1r = r− rτ

=
1

ϕ(Iα, τC2z)
√
S

∫
d2r′ e−iG·(r′+rτ )ψα0(C

−1
2z r

′, z); r̃ = C−1
2z r

′

=
e−iG·rτ

ϕ(Iα, τC2z)
√
S

∫
d2r̃ e−iC−1

2z G·r̃ψα0(r̃, z)

=
e−iG·rτ

ϕ(Iα, τC2z)
uα(C

−1
2z G, z),

(4.28)

o bien,
uα(−G, z) = ϕ(Iα, τC2z)e

iG·rτuα(G, z). (4.29)
Análogamente, para las operaciones τC2y, C2y e I se tienen las relaciones

uα(σyzG,−z) = ϕ(Iα, τC2y)e
iG·rτuα(G, z), (4.30a)
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uα(σxzG,−z) = ϕ(Iα, C2x)uα(G, z), (4.30b)

uα(−G,−z) = ϕ(Iα, I)uα(G, z). (4.30c)

Las ecuaciones (4.29) y (4.30) imponen constricciones entre los distintos coeficientes de
Fourier de las funciones base. En particular, para la banda de valencia de mayor energı́a en
las monocapas se tiene que Iv = B3g. Considerando

G±1 · rτ = G±2 · rτ = ±π, G±3 · rτ = 0,

G±4 · rτ = G±5 · rτ = G±6 · rτ = ±2π,
(4.31)

tal que

eiG±n·rτ =

{
−1, n = 1, 2

+1, n = 3, 4, 5, 6
, (4.32)

y de la Tabla de caracteres 2.1, se tienen las siguientes relaciones para los coeficientes de los
estados de valencia

uv(0, z) = −uv(0, z) ⇒ uv(0, z) = 0 (4.33a)

uv(G±1, z) = uv(−G±1, z) = uv(−G±1,−z) = uv(G±1,−z) (4.33b)

uv(G±2, z) = uv(−G±2, z) = uv(G±2,−z) = uv(−G±2,−z) (4.33c)

uv(G±3, z) = −uv(−G±3, z) = −uv(−G±4,−z) = uv(G±4,−z) = uv(−G±3,−z)
(4.33d)

uv(G±4, z) = −uv(−G±4, z) = −uv(−G±3,−z) = −uv(G±3, z) (4.33e)

uv(G±5, z) = −uv(−G±5,−z) = uv(−G±5,−z) ⇒ uv(G5, z) = 0 (4.33f)

uv(G±6, z) = −uv(−G±6, z) = −uv(G±6,−z) = uv(−G±6,−z) (4.33g)

De igual manera, a la banda de conducción de menor energı́a le corresponde la RI Ic = B1u,
por lo que se tiene

uc(0, z) = −uc(0,−z) (4.34a)

uc(G1, z) = uc(−G1,−z) = −uc(−G1,−z) ⇒ uc(G1, z) = 0 (4.34b)

uc(G2, z) = −uc(−G2, z) = uc(G2,−z) = −uc(−G2,−z) (4.34c)

uc(G3, z) = uc(−G3, z) = −uc(−G4,−z) = −uc(G4,−z) = −uc(−G3,−z) (4.34d)

uc(G4, z) = uc(−G4, z) = −uc(−G3,−z) = uc(G3, z) (4.34e)

uc(G5, z) = uc(−G5, z) = −uc(−G5,−z) = −uc(G5,−z) (4.34f)

uc(G6, z) = uc(−G6, z) = −uc(G6,−z) = −uc(−G6,−z). (4.34g)

Una consecuencia inmediata de las restricciones (4.33) y (4.34) es

Sα,α
n,n =

∫
dz ut ∗α′ (Gn, z)u

b
α(Gn, z) =

∫
dz ut ∗α′ (−Gn, z)u

b
α(−Gn, z) = Sα,α

−n,−n, (4.35)
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lo cual se cumple también paraKα,α
n,n = Kα,α

−n,−n. Entonces, por (4.17) y (4.24), los elementos
de matriz intercapa se escriben como

T ∗
α(r0) ≡ t

〈
α,Γ

∣∣Heff

∣∣α,Γ〉
b
=

6∑
n=0

t(n)α cos(Gn · r0), (4.36)

donde
t(n)α ≡ 2

{
1

2

[
εα(Γ) + εα(Γ)

]
− ℏ2|Gn|2

2m0

}
Sα,α
n,n +

ℏ2Dα,α
n,n

m0

. (4.37)

Además, de las ecuaciones (4.33a), (4.33f) y (4.34b) se tiene t(0)v = t
(5)
v = t

(1)
c = 0, mientras

que por (4.33d), (4.33e), (4.34d) y (4.34e) se obtiene t(3)α = t
(4)
α para α = c, v.

Un análisis similar permite escribir los elementos de matriz intracapa debidos a la pre-
sencia de la capa opuesta como (Apéndice A)

b

〈
α,Γ

∣∣Vt∣∣α,Γ〉b = v(0)α − v
(0)
2 sen(G2 · r0) +

6∑
n=3

v(n)α cos(Gn · r0), (4.38a)

t

〈
α,Γ

∣∣Vb∣∣α,Γ〉t = v(0)α + v
(0)
2 sen(G2 · r0) +

6∑
n=3

v(n)α cos(Gn · r0), (4.38b)

tal que v(3)α = v
(4)
α . Finalmente, se incorporan las correcciones δελα(r0) debidas al tunelamiento

virtual intercapa entre la banda α y las bandas β mas próximas. A través de la partición de
Löwdin [74], se proyectan las bandas β hasta segundo orden en teorı́a de perturbaciones
(Apéndice B), obteniendo

δεbα(r0) = δεtα(r0) = w(0)
α +

6∑
n=1

w(n)
α cos(Gn · r0), (4.39)

con w(5)
α = 0 y w(3)

α = w
(4)
α . Combinando (4.38) y (4.39) con (4.3) resulta en

εt/bα (r0) = ε(0)α ∓ ϕ(2)
α sen(G2 · r0) +

6∑
n=1

ε(n)α cos(Gn · r0), (4.40a)

ε(n)α = v(n)α + w(n)
α , ε(5)α = 0, ε(3)α = ε(4)α . (4.40b)

La determinación de los parámetros {t(n)α }, {ε(n)α } y ϕ
(2)
α completan la formulación del

Hamiltoniano dependiente del apilamiento (4.1). A pesar de que estos parámetros tienen un
origen microscópico y se pueden estimar, la estrategia en este trabajo consiste en ajustarlos
directamente a cálculos computacionales de primeros principios. Dichos cálculos ofrecen
aproximaciones sofisticadas a los potenciales Vλ, los cuales serán heredadas por el modelo
continuo.

Los coeficientes en (4.36) y (4.40) se ajustaron para reproducir las dos subbandas de
conducción y de valencia de menor y mayor energı́a, respectivamente, obtenidas a partir de
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Figura 4.2: Subbandas de conducción (panel izquierdo) y de valencia (panel derecho) en el
punto Γ para distintos apilamientos a lo largo de la supercelda de moiré y con una distancia
intercapa fija de d = 3.8 Å. Se indica con trı́angulos los valores obtenidos con cálculos DFT
y con lı́neas sólidas el ajuste del modelo continuo efectivo (4.1).

cálculos DFT con corrección tipo tijera a la brecha de energı́a. Mientras los cálculos DFT
describen correctamente la topologı́a de las estructura de bandas, estos fallan al reproducir la
brecha de energı́a experimental. Para corregir este problema se emplea el llamado operador
tijera, que consiste en una traslación rı́gida de todas las bandas de conducción para ajustar
la brecha de energı́a. Siguiendo estudios previos en semiconductores [75–77] y valores
reportados para bicapas de fosforeno con apilamiento HA [78], se sumó el término δEct =
1.31 eV a todas las bandas de conducción para reproducir la brecha reportada.

El ajuste se realizó con respecto a 13 configuraciones distintas de r0 uniformemente
distribuidas a lo largo de la trayectoria AA-HH-BA-HA para una distancia intercapa d fija.
En la Fig. 4.2 se muestra el ajuste del modelo (4.1) a cálculos DFT a una distancia intercapa
d = 3.8 Å. Con el objetivo de incluir la dependencia de los parámetros de acoplamiento
con respecto a la distancia intercapa d, se repitió el ajuste para d = 3.6 y 3.7 Å, para
posteriormente realizar un ajuste de la forma A(d) = A0e

−q(d−d0) para cada parámetro,
tomando d0 = 3.49 Å como una distancia de referencia. Esto permite capturar el hecho de
que en el lı́mite d→ ∞ el modelo describe dos monocapas independientes descritas por las
energı́as de dispersión ε(0)α . La energı́a de referencia de cada banda se escribe como

ε(0)α = εMC
α + δεα(d), (4.41)

donde se tienen las energı́as de referencia extraı́das de DFT εMC
v = −5.012 eV y εMC

c =
εMC
v + δEct = −3.702 eV. Los valores de los parámetros ajustados dependientes de la

distancia intercapa d se muestran en la Tabla 4.1. Además de las constricciones de simetrı́a,
se obtuvo ϕ(2)

α = ε
(1)
α = t

(5)
c = ε

(3)
v = 0 a partir del ajuste a cálculos DFT.

4.2. Hamiltoniano continuo para la superred de moiré
Como se discutió en la Sección 2.4, la aproximación continua consiste en promover r0

a un campo vectorial dependiente de la posición en el plano r. Para incorporar esto en el
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Tabla 4.1: Parámetros del modelo efectivo y de la interpolación para la distancia intercapa
d. Cada valor A del modelo se ajustó a los cálculos DFT como A(d) = A

−q(d−d0)
0 .

A A0 [eV] q [Å−1] A A0 [eV] q [Å−1] [Å]
t
(0)
c 0.384 0.61 δε

(0)
c 0.753 0.37 ds1 -0.016

t
(2)
c -0.185 1.37 ε

(2)
c -0.094 1.17 ds2 -0.124

t
(3)
c 0.003 2.72 ε

(3)
c -0.011 1.11 ds3 0.088

t
(6)
c 0.013 2.50 ε

(6)
c 0.058 1.49 ds4 0.088

t
(1)
v 0.023 1.11 δε

(0)
v -0.209 0.00 da1 -0.072

t
(2)
v 0.266 1.34 ε

(2)
v -0.068 0.89 da2 -0.150

t
(3)
v -0.010 2.90 ε

(6)
v 0.136 2.08 da3 -0.021

t
(6)
v -0.022 2.25 da4 -0.062

modelo es necesario considerar la relajación intercapa como una función del apilamiento, lo
cual se logra partiendo de cálculos DFT para la distancia d en las 13 configuraciones de r0 e
interpolando a través de la siguiente serie de Fourier

d(r0) = d0 +
N∑

n=1

[
dsn cos(Gn · r0) + dan sen(Gn · r0)

]
. (4.42)

En la Fig. 4.3(a) se muestra la comparación de los datos extraı́dos de cálculos DFT con el
ajuste (4.42). Se encontró buena concordancia en el ajuste al truncar la serie en N = 4. Los
parámetros se muestran en la Tabla 4.1. De esta forma, todos los parámetros del sistema
cuentan con la dependencia de r0. Note que, dado que para ángulos de rotación entre capas
θ ≪ 1 es válido r0 ≈ θẑ× r, por (2.5) se tiene

Gn · r0 ≈ Gn · (θẑ× r) =
(
Gn × θẑ

)
· r ≈ −gn · r. (4.43)

Sustituyendo (4.43) en (4.42), se obtiene la distancia intercapa en función de r, la cual se
muestra para θ = 2◦ en la Fig. 4.3(b). La dependencia espacial de los parámetros A del
modelo resulta

A(r) =A0 e
−q[d(r)−d0]

≈A0 exp

{
− q

N∑
n=1

[
dsn cos(gn · r)− dan sen(gn · r)

]}
.

(4.44)

A través de esta sustitución, el Hamiltoniano (4.1) depende ahora explı́citamente de la variable
espacial en el plano r y de los vectores gn de la red recı́proca asociada al patrón moiré.

4.2.1. Potencial de norma efectivo
En la aproximación de ángulos pequeños considerada, se tiene una separación de escalas

entre la variación del apilamiento atómico y la periodicidad del patrón de moiré. Este hecho
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(a) (b)

Ajuste
DFT

Figura 4.3: (a) Distancia intercapa d en función del apilamiento. Los valores de DFT se
muestran con triángulos y el ajuste (4.42) con lı́neas sólidas. (b) Distancia intercapa en
función de r para la bicapa de fosforeno rotada con un ángulo de θ = 2◦. El color blanco
corresponde a la distancia intercapa de referencia d0 = 3.49 Å. Se indica la supercelda de
moiré y se etiquetan las regiones de alta simetrı́a.

permite concebir a la posición r como un parámetro adiabático que modula la energı́a de
los electrones y huecos en el punto Γ en distintas regiones de la bicapa de fosforeno rotada.
En particular, este punto de vista permite interpretar los eigenvalores Eα(r) de Hα(r) como
potenciales de norma efectivos para los portadores de carga en el material. La modulación
espacial del borde las bandas de conducción y de valencia se expresa como

Ev/c(r) = εv/c(r)± |Tv/c(r)|. (4.45)

Las energı́as (4.45) representan el potencial de moiré que experimentan los portadores de
baja energı́a y se muestran en la Fig. 4.4 para θ = 2◦.

Los huecos en el perfil de potencial Ev(r) tienden a concentrarse en las regiones rojas
de la Fig. 4.4(a). En este caso existe un máximo global del potencial en las regiones con
apilamiento HH y un máximo local en el apilamiento HA. Por otra parte, los electrones
tienden a localizarse en los mı́nimos de Ec(r), que son las regiones azules en la Fig. 4.4(b).
Estas zonas corresponden a la vecindad del apilamiento HH. El comportamiento que se
espera obtener de los estados resultantes de la diagonalización del Hamiltoniano (4.1) es que,
para ángulos θ suficientemente pequeños, los pozos del perfil de potencial sean capaces de
localizar a los portadores de carga. A medida que se aumente θ, se reducirá la capacidad de
confinamiento al disminuir la dimensión de los pozos, hasta eventualmente obtener estados
que se extienden en el material.

4.3. Minibandas de moiré
Para la diagonalización del Hamiltoniano (4.1) primero es necesario destacar su estructura

en términos de series de Fourier con los vectores gn de la red recı́proca de moiré, lo cual
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Figura 4.4: Perfil de potencial de moiré para estados de (a) valencia y (b) conducción en
bicapa de fosforeno rotada por θ = 2◦.

garantiza que, en una base de ondas planas caracterizadas por un vector de onda k, el
acoplamiento esta restringido a estados cuyos vectores de onda difieren por un vector g. Ası́,
para obtener la estructura de bandas de bajas energı́as se emplea un esquema de doblado
de bandas [79]: considere un vector k en la mZB, entonces el conjunto de ondas planas
conectadas a través de Hα(r) se escribe como

⟨r|ϕk
mn⟩b =

1√
S

(
ei(k+gmn)·r

0

)
, (4.46a)

⟨r|ϕk
mn⟩t =

1√
S

(
0

ei(k+gmn)·r

)
, (4.46b)

donde gmn ≡ mg1 + ng2 y m,n ∈ Z. Aproximando las exponenciales en (4.44) a segundo
orden en serie de Taylor y reescribiendo las funciones trigonométricas en su representación
exponencial se tiene

A(r) ≈A0

{
1− q

4∑
n=1

[
dsn cos(gn · r)− dan sen(gn · r)

]
+
q2

2

4∑
n,m=1

[
dsnd

s
m cos(gn · r) cos(gm · r)

− 2dsnd
a
m cos(gn · r) sen(gm · r) + dand

a
m sen(gn · r) sen(gm · r)

]}

=A0

{
1− q

2

4∑
n=1

[
dsn

(
eign·r + eign·r

)
+ idan

(
eign·r − eign·r

)]
+
q2

8

4∑
n,m=1

[
dsnd

s
m

(
ei(gn+gm)·r + ei(gn−gm)·r + ei(gm+gn)·r + e−i(gn+gm)·r

)
+ 2idsnd

a
m

(
ei(gn+gm)·r − ei(gn−gm)·r + ei(gm+gn)·r − e−i(gn+gm)·r

)
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− dand
a
m

(
ei(gn+gm)·r − ei(gn−gm)·r − ei(gm+gn)·r + e−i(gn+gm)·r

)]}

=A0

{
1− q

2

4∑
n=1

[
(dsn + idan)e

ign·r + (dsn − idan)e
−ign·r

]
+
q2

8

4∑
n,m=1

[
(dsnd

s
m + 2idsnd

a
m − dand

a
m)e

i(gn+gm)·r + (dsnd
s
m − 2idsnd

a
m + dand

a
m)e

i(gn−gm)·r

+ (dsnd
s
m + 2idsnd

a
m + dand

a
m)e

i(gm−gn)·r + (dsnd
s
m − 2idsnd

a
m − dand

a
m)e

−i(gm+gn)·r
]}

,

por lo que, en esta aproximación, la serie de Fourier de tunelamiento (4.36) es

Tα(r) =
1

2

6∑
n=0

t(n)α e−qn[d(r)−d0]
(
eign·r + e−ign·r

)
≈

6∑
n=0

t
(n)
α

2

{
eign·r + e−ign·r − qn

2

4∑
m=1

[
(dsm + idam)

(
ei(gn+gm)·r + ei(gm−gn)·r

)
+ (dsm − idam)

(
ei(gn−gm)·r + e−i(gm+gn)·r

)]
+
q2n
8

4∑
m,ℓ=1

[
(dsmd

s
ℓ + 2idsmd

a
ℓ − damd

a
ℓ )
(
ei(gn+gm+gℓ)·r + ei(gm+gℓ−gn)·r

)
+ (dsmd

s
ℓ − 2idsmd

a
ℓ + damd

a
ℓ )
(
ei(gm−gℓ+gn)·r + ei(gm−gℓ−gn)·r

)
+ (dsmd

s
ℓ + 2idsmd

a
ℓ + damd

a
ℓ )
(
ei(gℓ−gm+gn)·r + ei(gℓ−gm−gn)·r

)
+ (dsmd

s
ℓ − 2idsmd

a
ℓ − damd

a
ℓ )
(
ei(gn−gm−gℓ)·r + e−i(gm+gℓ+gn)·r

)]}
.

Los elementos de matriz del Hamiltoniano entre dos ondas planas (4.46) en capas distintas
resultan

b

〈
ϕk
ij

∣∣Hα

∣∣ϕk
rs

〉
t
= b

〈
ϕk
ij

∣∣Tα∣∣ϕk
rs

〉
t

≈
6∑

n=0

t
(n)
α

2

{
δgij ,grs+gn

+ δgij ,grs−gn
− qn

2

4∑
m=1

[
(dsm + idam)(δgij ,grs+gn+gm

+ δgij ,grs−gn+gm
) + (dsm − idam)(δgij ,grs+gn−gm

+ δgij ,grs−gn−gm
)
]

+
q2n
8

4∑
m,ℓ=1

[
(dsmd

s
ℓ + 2idsmd

a
ℓ − damd

a
ℓ )(δgij ,grs+gn+gm+gℓ

+ δgij ,grs−gn+gm+gℓ
)

+ (dsmd
s
ℓ − 2idsmd

a
ℓ + damd

a
ℓ )(δgij ,grs+gn+gm−gℓ

+ δgij ,grs−gn+gm−gℓ
)
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+ (dsmd
s
ℓ + 2idsmd

a
ℓ + damd

a
ℓ )(δgij ,grs+gn−gm+gℓ

+ δgij ,grs−gn−gm+gℓ
)

+ (dsmd
s
ℓ − 2idsmd

a
ℓ − damd

a
ℓ )(δgij ,grs+gn−gm−gℓ

+ δgij ,grs−gn−gm−gℓ
)
]}

.

(4.47)

Note que en esta expresión se tiene explı́citamente la condición de dispersión de Bragg esta-
blecida por la cuasi-periodicidad del patrón de moiré, en donde se puede tener conservación
de momento gij = grs, o una diferencia dada por un vector gn de la red recı́proca, que en
este caso se trunca hasta la sexta estrella de Bragg. De forma similar, los elementos de matriz
entre dos ondas planas en la misma capa son

λ

〈
ϕk
ij

∣∣Hα

∣∣ϕk
rs

〉
λ
= λ

〈
ϕk
ij

∣∣ελα∣∣ϕk
rs

〉
λ

= ελ (0)
α (k+ gij)δgij ,grs

+ λ

〈
ϕk
ij

∣∣δελα∣∣ϕk
rs

〉
λ
,

(4.48)

donde el primer término es la energı́a del estado en la monocapa λ y el segundo término
λ

〈
ϕk
ij

∣∣δελα∣∣ϕk
rs

〉
λ

tiene la misma estructura que (4.47) con los parámetros del panel central en
la Tabla 4.1. En la energı́a de estado se incorpora la energı́a de referencia (4.41) y la energı́a
cinética en la vecindad de Γ para la capa correspondiente, en la cual se incluye el ángulo θ a
través de una rotación pasiva de la relación de dispersión. En la Fig. 4.5(a) se muestran las
curvas isoenergéticas de la dispersión de cada monocapa. Explı́citamente

εb/t (0)α (q) ≡ εMC
α + δε(0)α +

ℏ2|(R∓θ/2q) · x̂|2

2mα,x

+
ℏ2|(R∓θ/2q) · ŷ|2

2mα,y

, (4.49)

donde las masas efectivas consideradas son idénticas a las utilizadas en la Sección 3.3, que
son mc,x = 1.12m0, mc,y = 0.46m0, mv,x = 1.61m0 y mv,y = 0.23m0 [30].

El método consiste en proyectar todas las energı́as de partı́cula libre al punto k dentro de
la mZB relacionado a través de un vector gmn (Fig. 4.5(b)). En este esquema, únicamente
están acoplados los estados que coinciden verticalmente a través de los términos (4.47) y
(4.48). El mapeo toma la forma

ελα,mn(k) ≡ ελ (0)
α (k+ gmn). (4.50)

Ası́, para cada punto k se tienen estados de conducción y valencia etiquetados a partir del
ı́ndice de capa λ y la subbanda proyectada (m,n). Para resolver el problema de eigenvalores
establecido por el Hamiltoniano (4.1) en cada punto k es necesario truncar los valores
máximos de m y n y buscar convergencia de las bandas de menor energı́a en la mZB. Se
encontró que al considerar −12 ≤ m,n ≤ 12 se obtiene convergencia de las primeras 10
bandas de conducción y valencia para ángulos de rotación tan pequeños como θ = 1◦. Note
que esto implica la diagonalización de matrices que involucran un total de 1250 estados para
cada k ∈ mZB, lo cual es necesario debido las grandes masas de electrones y huecos en la
dirección x̂ de la monocapa de fosforeno, que se manifiesta en una gran cantidad de subbandas
proyectadas en la región de baja energı́a. Los eigenvectores resultantes de la diagonalización
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(a) (b)

Figura 4.5: (a) Esquema de la curvas isoenergéticas en la relación de dispersión de la
monocapa inferior (color azul) y de la monocapa superior (color rojo). (b) Proyección de las
bandas a la mZB a través de los vectores de la red recı́proca de moiré g. Los estados que
cionciden verticalmente están acoplados por el Hamiltoniano efectivo de la superred.

son superposiciones de estados de partı́cula libre con vectores de onda k+mg1 + ng2, que
son funciones periódicas con la modulación espacial del patrón moiré. Esto es equivalente al
surgimiento de estados tipo onda de Bloch en un sólido. Los eigenvalores correspondientes
representan la estructura de minibandas de los estados de conducción y valencia en la vecindad
del punto Γ.

4.3.1. Resultados
En la Fig. 4.6 se presenta el espectro de minibandas de baja energı́a para θ = 1◦ y 4◦. Para

θ = 1◦, se observa una serie de minibandas planas, las cuales, dado que la velocidad de grupo
de los paquetes de onda electrónicos está dada por vg,α(k) = 1

ℏ∇kEα(k), corresponden a
estados con velocidad de grupo nula. Este hecho se puede verificar al graficar el modulo
al cuadrado de las funciones de onda de cada banda plana promediada en toda la mZB, lo
cual se muestra en la Fig. 4.7 para los primeros 4 estados de conducción y de valencia.
Para los eigenestados de conducción, las primeras dos bandas son completamente planas y
aparecen como un arreglo periódico de estados localizados en la vecindad de las regiones
con apilamiento HH, mientras que el tercer y cuarto estado presentan un ancho de banda
y están deslocalizados en la dirección ŷ. Los estados de valencia graficados son de bandas
completamente planas, en donde se tiene una localización alternante entre las regiones HA
y HH. Para comprender este comportamiento se analizan los perfiles de potencial de moiré
de la Fig. 4.4, en donde es posible inferir que los estados confinados son los modos de
un oscilador armónico elongado en la dirección ŷ. Las funciones de menor energı́a de
conducción y valencia son estados tipo s, mientras que las siguientes funciones los estados
tipo py ligeramente rotados. Note que para los eigenestados de valencia se tienen los estados
tipo s duplicados en dos regiones distintas, lo cual se debe a la competencia de los dos puntos
de confinamiento en el potencial de moiré (Fig. 4.4(a)). La verificación experimental de estos
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(a) (b)

Figura 4.6: Estructura de minibandas de moiré para bicapas de fosforeno rotadas por (a)
θ = 1◦ y (b) θ = 4◦. En ambos casos se presentan las bandas de conducción (panel superior)
y de valencia (panel inferior) obtenidas de la diagonalización directa del Hamiltoniano
continuo en el esquema de doblado de bandas a los largo de la trayectoria de alta simetrı́a
γxsyγ (ver Fig. 2.4(c)).

resultados se puede lograr a través de mediciones de microscopı́a de efecto túnel (STM1), con
la cual es posible medir la densidad de estados local de la muestra, o a través experimentos
ópticos, como se discutirá en el Capı́tulo 5.

Para la bicapa rotada con θ = 4◦ se obtiene un régimen electrónico distinto. Los estados
de conducción y valencia adquieren un ancho de banda finito, pero el carácter dispersivo
aparece exclusivamente en la dirección ŷ (segmentos γx y sy), permaneciendo planas en
la dirección x̂ (segmentos xs y yγ). Esto se debe a la anisotropı́a en la dispersión de las
monocapas, fuertemente amplificada por el patrón de moiré. En la Fig. 4.8 se muestra que
estas minibandas corresponden a estados cuasi-unidimensionales en la mSC que se propagan
en la dirección ŷ. Las minibandas de conducción se propagan a lo largo de las regiones que
conectan los apilamientos BA y HA, como sugiere el perfil de potencial de moiré. Para el
caso de los estados de valencia se observa que se tienen estados de mı́nima energı́a casi
degenerados, esto como producto de los canales de propagación presentes en el potencial. La
de más alta energı́a se propaga a lo largo del segmento HH-BA y la siguiente a lo largo de
AA-HA.

1STM corresponde a las siglas en inglés Scanning Tunneling Microscopy.
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Figura 4.7: Distribución espacial de los primeros 4 eigenestados de (a) conducción y (b)
valencia para θ = 1◦. Cada panel corresponde al modulo al cuadrado de la función de onda
promediada en toda la mZB. Se ilustra la región correspondiente a la mSC y se etiqueta la la
región del apilamiento en la que se localiza cada estado.

Como se ha discutido, los ángulos de rotación entre capas θ = 1◦ y θ = 4◦ son re-
presentativos de dos regı́menes electrónicos distintos, por lo que se espera que al aumentar
gradualmente el ángulo entre capas se llegue del régimen de estados localizados a estados
cuasi-1D. La transición entre regı́menes se describió brevemente en la Sección 4.2.1, en don-
de el aumento de θ implica una reducción gradual de la dimensión espacial de los pozos de
confinamiento del potencial de moiré, hasta eventualmente perder su capacidad de localizar
a los estados de menor energı́a y formar estados confinados en una dimensión. Al considerar
interacciones en el régimen de ángulos pequeños, la degeneración de espı́n en los estados de
conducción y valencia sugiere la realización de un modelo de Hubbard SU(2), al igual que
ocurre con las bicapas de dicalcogenuros de metales de transición rotadas [15, 72, 80, 81].
Por lo tanto, a este régimen se le asigna el nombre de régimen de Hubbard. Por otra parte,
las interacciones en el régimen de ángulos grandes inducen un comportamiento de lı́quidos
de Tomonaga-Luttinger acoplados [82–84], por lo que se referirá a este como régimen de
Tomonaga-Luttinger.

4.3.2. Cruce entre regı́menes de dimensionalidad
Ya que el modelo continuo desarrollado es válido mientras se cumpla la condición de

ángulos pequeños (θ ≲ 6◦), es posible establecer cuantitativamente el cruce entre el régimen
de Hubbard y el régimen de Tomonaga-Luttinger. Como primer indicador, se consideró el
ancho de banda del estado de conducción de menor energı́a y el estado de valencia de mayor
energı́a. Ya que los estados localizados están caracterizados por bandas planas, se utilizará
una resolución experimental tı́pica de 10 meV para definir el umbral de ancho de banda para
el cruce a una banda dispersiva. En la Fig. 4.9(a) se muestra el ancho de banda de conducción
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Figura 4.8: Distribución espacial de los primeros dos eigenestados de conducción (izquierda)
y valencia (derecha) para θ = 4◦. Se muestra el módulo al cuadrado de la función de onda
promediado en toda la mZB. Todas las minibandas corresponden a estados cuasi-1D que se
propagan en la dirección ŷ.

y valencia para distintos valores de θ entre 1◦ y 5◦. El cruce entre regı́menes para la banda de
conducción ocurre para θ = 2.85◦, mientras que para la banda de valencia ocurre en θ = 2.6◦.

Un segundo indicador se puede construir directamente de la distribución espacial de los
estados, en donde se observa que los estados localizados ocupan progresivamente la región
entre sitios de confinamiento. A partir de este hecho, se define el coeficiente de deslocalización

Rloc ≡
|ψ(rinter)|2

|ψ(rmax)|2
, (4.51)

en donde |ψ(r)|2 es el modulo cuadrado de la función de onda en el punto r promediada en toda
la mZB. La posición rmax corresponde a los sitios de localización en el régimen de Hubbard,
mientras que rinter ≡ rmax +

1
2
aM
1 representa el punto medio con respecto al siguiente sitio

de confinamiento en la dirección ŷ. Es fácil notar que, en el régimen en Hubbard, Rloc = 0,
mientras que para una minibanda completamente deslocalizadaRloc = 1. Para definir el cruce
entre regı́menes en términos del coeficiente de deslocalización se estableció el umbral como
una diferencia de un orden de magnitud entre |ψ(rinter)|2 y |ψ(rmax)|2, es decir, Rloc = 0.1.
En la Fig. 4.9(b) se muestra Rloc en función de θ. Los cruces encontrados corresponden a
θ = 2.5◦ y θ = 3◦ para las minibandas de conducción y valencia, respectivamente. Los dos
indicadores considerados muestran que el rango de ángulos de transición entre regı́menes de
dimensionalidad electrónica está dado por 2.5◦ < θ < 3◦.
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Figura 4.9: (a) Ancho de banda para la banda de conducción de menor energı́a y la banda de
valencia de mayor energı́a y (b) coeficiente de deslocalización Rloc a lo largo de la dirección
ŷ en función del ángulo de rotación θ entre capas. En ambas gráficas se muestra con lı́nea
punteada el umbral de transición entre regı́menes.



Capı́tulo 5

Excitones de moiré en bicapas de
fosforeno rotadas

Como se discutió en la Capitulo 3, gran parte del interés en los sistemas basados en
fosforeno se debe a sus propiedades ópticas, la cuales son dictadas por las transiciones di-
rectas en el punto Γ y dominadas por la formación de excitones 2D. Dado que para la bicapa
de fosforeno se mantiene la presencia de una brecha directa, la energı́a de las excitaciones
permanecerá descrita por la brecha de energı́a y las energı́as de enlace de los excitones. A
diferencia del caso de una monocapa, en donde el sistema electrón-hueco necesariamente se
encuentra confinado a una sola capa, la bicapa cuenta con cuatro configuraciones espaciales
distintas para los excitones: dos en las que el par electrón-hueco están en la misma capa,
conocidos como excitones intracapa (X), y dos en las que el electrón y el hueco se localizan
en capas distintas, llamados excitones intercapa (IX). En la Fig. 5.1 se muestran las configu-
raciones de excitones descritas. Naturalmente, en ausencia de acoplamiento intercapa, los Xs
y los IXs son objetos independientes. Sin embargo, al introducir los efectos de hibridación
entre bandas, los estados resultantes son una mezcla de los dos tipos de excitones, por lo que
reciben el nombre de excitones hibridizados (hX) [13, 79].

El escenario que se busca estudiar es el de excitones en patrones de moiré de larga
periodicidad presentes en las bicapas de fosforeno rotadas. Para ángulos de rotación θ ≪ 1,
es posible establecer una diferencia de escala de longitud entre la dimensión de los excitones
y la periodicidad de la superred (aB ≪ aMi ). En este caso es posible considerar a los excitones
como partı́culas puntuales localizadas en su centro de masa. Dentro de esta aproximación,
los efectos de moiré se manifestarán únicamente en los estados del centro de masa de los
excitones hibridizados [56, 70].

5.1. Hamiltoniano de moiré excitónico
Para describir a los excitones en bicapas de fosforeno rotadas, cuyas propiedades electróni-

cas se modelan a través del Hamiltoniano contı́nuo del Capı́tulo 4, es necesario realizar un
cambio de la base de estados de conducción y valencia en cada capa a los estados excitónicos

43
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(a) (b)

Figura 5.1: Esquema con las configuraciones de excitones (a) intracapa e (b) intercapa,
ilustrando la energı́a del estado que considera la brecha de energı́a y la energı́a de enlace ϵ.
Las lı́neas onduladas indican la interacción electrostática electrón-hueco.

con centro de masa (CM) libre. Mientras que, en ausencia de hibridación intercapa, el vector
de onda Q asociado al movimiento del CM es un buen número cuántico, al introducir los
efectos del acoplamiento intra- e intercapa se obtiene nuevamente un acoplamiento entre es-
tados cuya diferencia de momento satisface la condición de dispersión de Bragg establecida
por el patrón de moiré. Los estados X e IXs posibles están dados en segunda cuantización
por (Apéndice C)

|Xλ(Q)⟩nm̄ =
1√
S

∑
q

X̃nm̄(q)c
†
cλ

(
ke[q,Q]

)
cvλ
(
kh[q,Q]

)
|Ω⟩ , (5.1a)

|IXλ̄
λ(Q)⟩nm̄ =

1√
S

∑
q

Ỹnm̄(q)c
†
cλ̄

(
ke[q,Q]

)
cvλ
(
kh[q,Q]

)
|Ω⟩ , (5.1b)

donde Xλ denota el estado intracapa en la capa λ e IXλ̄
λ es el estado intercapa con hueco en λ

y electrón en λ̄. En estas expresiones c†αλ(k) crea un electrón en la banda α = c, v de la capa λ
con vector de onda k; q es el vector de onda asociado al movimiento relativo electrón-hueco,
y los vectores de onda del electrón ke y del hueco kh se expresan en términos de esta cantidad
y de Q; X̃nm̄(q) y Ỹnm̄(q) representan la transformada de Fourier de las funciones de onda
de movimiento relativo electrón-hueco con números cuánticos (n, m̄); |Ω⟩ es el estado base
neutro del sistema con todos los estados de valencia ocupados y los estados de conducción
vacı́os; y S es la superficie de la muestra.

Para la construcción del Hamiltoniano excitónico es necesario calcular sus elementos de
matriz utilizando los estados (5.1). La formulación explı́cita de estas expresiones requiere
reescribir el Hamiltoniano (4.1) en segunda cuantización, que toma la forma

H =
∑
α=c,v

∑
λ=b,t

∑
k,k′

ελα,kk′c†αλ(k)cαλ(k
′) +

∑
α=c,v

∑
k,k′

[
Tα,kk′c†αb(k)cαt(k

′) + H.c.
]
, (5.2)

en donde se han abreviado los elementos de matriz ελα,kk′ ≡ λ

〈
ϕk

∣∣ελα∣∣ϕk′
〉
λ

y Tα,kk′ ≡
b

〈
ϕk

∣∣Tα∣∣ϕk′
〉
t
, cuyas expresiones están dadas por (4.47) y (4.48), respectivamente. Considere
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el elemento de matriz entre un excitón X con vector de onda Q y un excitón IX con vector de
onda Q′

nm̄

〈
Xb(Q)

∣∣H∣∣IXt
b(Q

′)
〉
n′m̄′ =

1

S
∑
k,k′

∑
q,q′

X̃∗
nm̄(q)Ỹn′m̄′(q′)Tc,kk′

×
〈
Ω
∣∣c†vb(kh)ccb(ke)c

†
cb(k)cct(k

′)c†ct(k
′
e)cvb(k

′
h)
∣∣Ω〉

=
1

S
∑
k,k′

∑
q,q′

X̃∗
nm̄(q)Ỹn′m̄′(q′)Tc,kk′δk′,k′

e
δke,kδkh,k

′
h
.

(5.3)

Resolviendo las ecuaciones planteadas por las deltas de Kronecker, se llega a las siguientes
igualdades para cada componente

qζ = kζ −
mc,ζ

Mζ

Qζ , q′ζ = k′ζ −
mc,ζ

Mζ

Q′
ζ , k′ζ = kζ +Q′

ζ −Qζ ,

con ζ = x, y. Entonces,

nm̄

〈
Xb(Q)

∣∣H∣∣IXt
b(Q

′)
〉
n′m̄′

=
1

S
∑
k,k′

X̃∗
nm̄

(
kζ −

mc,ζ

Mζ

Qζ

)
Ỹn′m̄′

(
k′ζ −

mc,ζ

Mζ

Q′
ζ

)
Tc,kk′δk′,k+Q′−Q

=
Tc,QQ′

S
∑
k

∫
d2r d2r′ exp

[
i
∑
ζ=x,y

(
kζ −

mc,ζ

Mζ

Qζ

)
ζ − i

∑
ζ′=x′,y′

(
kζ −Qζ +

mv,ζ

Mζ

Q′
ζ

)
ζ ′

]
×X∗

nm̄(r)Yn′m̄′(r′)

=
Tc,QQ′

S

∫
d2r d2r′ exp

[
− i

∑
ζ=x,y

mc,ζ

Mζ

Qζζ + i
∑

ζ′=x′,y′

(
Qζ −

mv,ζ

Mζ

Q′
ζ

)
ζ ′

]

×

[∑
k

eik·(r−r′)

]
X∗

nm̄(r)Yn′m̄′(r′)

=Tc,QQ′

∫
d2r exp

[
i
∑
ζ=x,y

mv,ζ

Mζ

(Qζ −Q′
ζ)ζ

]
X∗

nm̄(r)Yn′m̄′(r).

(5.4)

Dado que el término Tc,QQ′ es distinto de cero únicamente cuando Q y Q′ satisfacen la
condición de dispersión de Bragg asociada al patrón de moiré, entonces la escala de longitud
del término Q′ −Q corresponde al inverso de la periodicidad de la superred. De esta forma,
considerando la separación de escalas entre la dimensión de los excitones y la mSC, es posible
tomar la aproximación envolvente sobre el término exponencial, obteniendo

nm̄

〈
Xb(Q)

∣∣H∣∣IXt
b(Q

′)
〉
n′m̄′ ≈ Tc,QQ′

∫
d2r X∗

nm̄(r)Yn′m̄′(r) ≡ Tc,QQ′In
′m̄′

nm̄ , (5.5)
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en donde se ha definido la integral de traslape intercapa

In
′m̄′

nm̄ ≡
∫
d2r X∗

nm̄(r)Yn′m̄′(r). (5.6)

Siguiendo un procedimiento análogo, el resto de elementos de matriz entre excitones X e IX
resulta

nm̄

〈
Xt(Q)

∣∣H∣∣IXb
t(Q

′)
〉
n′m̄′ ≈ Tc,QQ′In

′m̄′

nm̄ , (5.7a)

nm̄

〈
Xt(Q)

∣∣H∣∣IXt
b(Q

′)
〉
n′m̄′ = nm̄

〈
Xb(Q)

∣∣H∣∣IXb
t(Q

′)
〉
n′m̄′ ≈ −Tv,QQ′In

′m̄′

nm̄ . (5.7b)

Por otra parte, bajo las mismas aproximaciones, los elementos de matriz entre excitones Xb

en la misma configuración espacial son

nm̄

〈
Xb(Q)

∣∣H∣∣Xb(Q
′)
〉
n′m̄′

=
1

S
∑
α=c,v

∑
k,k′

∑
q,q′

X̃∗
nm̄(q)X̃n′m̄′(q′)εbα,kk′

〈
Ω
∣∣c†vb(kh)ccb(ke)c

†
αb(k)cαb(k

′)c†ct(k
′
e)cvb(k

′
h)
∣∣Ω〉

=
1

S
∑
k,k′

∑
q,q′

X̃∗
nm̄(q)X̃n′m̄′(q′)

(
εbc,kk′ − εbv,kk′

)
δ
(
k′,k′

e

)
δ
(
ke,k

)
δ
(
kh,k

′
h

)
=

1

S
∑
k,k′

X̃∗
nm̄

(
kζ −

mc,ζ

Mζ

Qζ

)
X̃n′m̄′

(
k′ζ −

mc,ζ

Mζ

Q′
ζ

)(
εbc,kk′ − εbv,kk′

)
δk′,k+Q′−Q

≈
[
(εb (0)c − εb (0)v )δQQ′ + δεc,QQ′ − δεv,QQ′

] ∫
d2r X∗

nm̄(r)Xn′m̄′(r)

≡
[
E (0)
Xb

(Q)δQQ′ + δεc,QQ′ − δεv,QQ′
]
Jn′m̄′

nm̄ ,

(5.8)

con la definición del traslape entre funciones intracapa

Jn′m̄′

nm̄ ≡
∫
d2r X∗

nm̄(r)Xn′m̄′(r), (5.9)

y la energı́a de excitación electrón-hueco en la vecindad del punto Γ

E (0)
Xb/t

(Q) = εb (0)c − εb (0)v

= δEct + δε(0)c − δε(0)v +
ℏ2|(R±θ/2Q) · x̂|2

2Mx

+
ℏ2|(R±θ/2Q) · ŷ|2

2My

+ ϵX,
(5.10)

la cual se ha expresado en términos del momento del CM y se ha reemplazado la energı́a
cinética del movimiento relativo por la energı́a ϵX del estado ligado electrón-hueco intracapa.
De igual manera, los elementos de matriz del resto de excitones con la misma configuración
son

nm̄

〈
Xt(Q)

∣∣H∣∣Xt(Q
′)
〉
n′m̄′ =

[
E (0)
Xt

(Q)δQQ′ + δεc,QQ′ − δεv,QQ′
]
Jn′m̄′

nm̄ , (5.11a)
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nm̄

〈
IXλ̄

λ(Q)
∣∣H∣∣IXλ̄

λ(Q
′)
〉
n′m̄′ =

[
E (0)
IX (Q)δQQ′ + δεc,QQ′ − δεv,QQ′

]
Ln′m̄′

nm̄ , (5.11b)

donde
Ln′m̄′

nm̄ ≡
∫
d2r Y ∗

nm̄(r)Yn′m̄′(r), (5.12)

y

E (0)
IX (Q) = ελ̄ (0)

c − ελ (0)
v

= δEct + δε(0)c − δε(0)v +
ℏ2Q2

x

2Mx

+
ℏ2Q2

y

2My

+ ϵIX,
(5.13)

con ϵIX la energı́a de enlace de los excitones intercapa. Los elementos de matriz descritos
permiten la diagonalización del Hamiltoniano (4.1) en la base de excitones.

5.1.1. Problema de movimiento relativo
El cálculo de los elementos de matriz descritos permite el cálculo de la estructura de ban-

das excitónicas para la bicapa de fosforeno rotada. Sin embargo, las expresiones involucran el
espectro de energı́a y las eigenfunciones de los excitones en sus dos configuraciones espacia-
les (X e IX), lo cual requiere la solución del problema de movimiento relativo electrón-hueco
en ambos casos. A diferencia del problema estudiado en el Capı́tulo 3, los potenciales de
interacción entre portadores de carga corresponden a un sistema de dos capas con susceptibi-
lidad eléctrica en el plano κ y separadas una distancia d, los cuales se obtienen de la ecuación
matricial (3.8). Las ecuaciones planteadas son

ρ1(q)e
−qd̃ =

ε̃r∗q
2e−qd̃

2π
ϕ1(q) +

ε̃q

2π
(1 + r∗q)ϕ2(q), (5.14a)

ρ1(q) =
ε̃q

2π
(1 + r∗q)ϕ1(q) +

ε̃r∗q
2e−qd̃

2π
ϕ2(q), (5.14b)

cuyas soluciones para ϕ1 y ϕ2 son

ϕ1(q) =
2π

ε̃q

1 + r∗q − qr∗e
−2qd̃

(1 + r∗q)2 − r2∗q
2e−2qd̃

ρ1(q), (5.15a)

ϕ2(q) =
2π

ε̃q

e−qd̃

(1 + r∗q)2 − r2∗q
2e−2qd̃

ρ1(q). (5.15b)

La interacción resultante V entre portadores en la misma capa y la interacción intercapa W
tienen las siguientes componentes de Fourier

V(q) = 2π

ε̃q

1 + r∗q − qr∗e
−2qd̃

(1 + r∗q)2 − r2∗q
2e−2qd̃

, (5.16a)
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W(q) =
2π

ε̃q

e−qd̃

(1 + r∗q)2 − r2∗q
2e−2qd̃

. (5.16b)

Las expresiones anteriores no tienen una forma analı́tica cerrada al aplicar una transforma-
da de Fourier al espacio real, por lo que se trabajarán en espacio recı́proco los términos
relacionados a los potenciales.

Para la solución de la ecuación de Wannier (3.16) con las interacciones (5.16) se aplicará
el método de diagonalización directa descrito en el Capı́tulo 3, en el cual se expresa la
función de onda de la forma (3.19). Los elementos de matriz asociados a la energı́a cinética
anisotrópica permanecen idénticos, cuyas expresiones son (3.22a) y (3.22b), mientras que
los elementos de matriz de la energı́a potencial son

Umm′

jj′ =δm,m′

∫ ∞

0

dr r2|m|+1e−(βj+βj′ )rU(r)

=
δm,m′

2π

∫
d2r fm

jj′(r)U(r),

(5.17)

en donde U es cualquiera de los potenciales (5.16) y se ha definido fm
jj′(r) ≡ r2|m|e−(βj+βj′ )r.

Escribiendo ambas funciones en la integral en términos de sus componentes de Fourier,

fm
jj′(r) =

∫
d2q

(2π)2
eiq·rfm

jj′(q), U(r) =

∫
d2q

(2π)2
eiq·rU(q),

con

fm
jj′(q) =

∫
d2r e−iq·rfm

jj′(r)

=

∫ ∞

0

dr rfm
jj′(r)

∫
dφ e−iqr cosφ

=2π

∫ ∞

0

dr rfm
jj′(r)J0(qr)

=
2π

(βj + βj′)2|m|+2
Γ(2|m|+ 2)2F1

(
|m|+ 1, |m|+ 3

2
; 1;−q2(βj + βj′)

−2

)
,

(5.18)

se obtiene

Umm′

jj′ =
1

2π

∫
d2q

(2π)2

∫
d2q′

(2π)2
fm
jj′(q

′)U(q)

∫
d2r ei(q+q′)·r

=
1

(2π)2

∫ ∞

0

dq qfm
jj′(−q)U(q).

(5.19)

La función dentro de la integral tiene un buen comportamiento en todo el dominio, por lo
que es posible evaluar numéricamente los elementos de matriz.

Note que, dada la dependencia de los potenciales con respecto a la distancia intercapa d,
se tiene un espectro de energı́a y funciones de onda excitónicas dependientes de la posición en
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Figura 5.2: Magnitud de energı́as de enlace en función del apilamiento de excitones (a)
intracapa e (b) intercapa para una bicapa de fosforeno encapsulada en hBN. Las energı́as
calculadas a partir del método de diagonalización directa se muestran con triángulos y el
ajuste (5.21) con lı́neas sólidas.

el patrón de moiré. La estrategia adoptada es la misma que se describió en la formulación del
Hamiltoniano continuo, que consiste en explotar la separación de escalas entre la dimensión
de los excitones y la superred. En esta aproximación, es posible resolver el problema de
eigenvalores generalizado para las 13 distancias intercapa representativas mostradas en la
Fig. 4.3(a) e interpolar las cantidades de interés.

Se encontró convergencia en los primeros 10 niveles de energı́a de los excitones X e IX
al considerar nuevamente mmax = 10 y un total de N = 30 funciones para cada valor del
número cuántico m. En la Fig. 5.2 se muestran las energı́as de enlace de los excitones X e IX
para los 13 distintos apilamientos representativos. El ambiente dieléctrico considerado fue el
de una bicapa de fosforeno encapsulada en hBN. Naturalmente, dada la separación espacial de
los portados de carga, las energı́as de enlace de los excitones IX son menores que las obtenidas
para excitones X. Se observa que la modulación de las energı́as del caso IX muestra un perfil
opuesto a la distancia intercapa d (Fig. 4.3(a)), esto debido a que el aumento de la separación
entre capas se refleja en una disminución en la fuerza de la interacción electrostática electrón-
hueco. En los excitones X se presenta el comportamiento contrario, cuyo perfil tiene la misma
forma que d. Esto se debe a que la disminución en la distancia intercapa se traduce en un
mayor apantallamiento entre portadores en la misma capa, reduciendo la energı́a de enlace.

Al igual que en el estudio de excitones en monocapas, se caracterizó la extensión espacial
a lo largo de los ejes x̂ y ŷ a través del cálculo de las cantidades Lx =

√
⟨x2⟩ y Ly =

√
⟨y2⟩

para el excitón de menor energı́a. En la Fig. 5.3 se muestran los resultados para los excitones X
e IX, calculados a partir de las expresiones (3.24) y (3.25). Se destaca el hecho de que, a pesar
de que Lx y Ly muestran un perfil de variación, su fluctuación es relativamente baja. Para los
excitones X, la variación de Lx y Ly corresponde a ±0.03 Å y ±0.05 Å, respectivamente,
mientras que para excitones IX se tiene ±0.2 Å y ±0.3 Å. Por esto es posible inferir que
los excitones mantienen una estructura espacial aproximadamente constante en la mSC. La
magnitud de las energı́as de enlace de los excitones X se refleja en una menor dimensión
en comparación con los excitones IX. Ası́, la condición de separación de escalas entre los
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Figura 5.3: Longitudes caracterı́sticas Lx =
√

⟨x2⟩1s (eje izquierdo) y Ly =
√

⟨y2⟩1s (eje
derecho) en función del apilamiento para excitones (a) intracapa e (b) intercapa a lo largo de
la mSC en la bicapa de fosforeno rotada encapsulada en hBN.

excitones y la mSC es determinada por las dimensiones de IX (comparar con Fig. 2.5).
Finalmente, el espectro de energı́a para excitones X muestra que el espaciamiento entre

los estados 1s y los estados 2s y 2p es ∼ 150 meV y ∼ 125 meV, respectivamente. Por otra
parte, para los excitones IX las diferencias de energı́a son ∼ 60 meV y ∼ 40 meV. Debido
a esta separación de energı́a, para ángulos de rotación pequeños el traslape entre el excitón
de menor energı́a y los estados excitados es despreciable. Por esta razón, para la discusión
de las propiedades excitónicas de baja energı́a se restringirá la discusión a los estados 1s. En
este caso, J10

10 = L10
10 = 1, mientras que I1010 = I(r0) depende del apilamiento. A partir de

dos eigenfunciones de la forma (3.19), cuyos coeficientes se denotan por {ajm} y {bjm}, las
integrales (5.6) resultan

I1010 =
∑
m,m′

N∑
j,j′=1

a∗jmbj′m′

∫
d2r ϕ∗

jm(r)ϕj′m′(r)

=
∑
m

N∑
j,j′=1

a∗jmbj′m
Γ(2|m|+ 2)

(βj + βj′)2|m|+2
.

(5.20)

5.1.2. Estructura de bandas

Para incorporar al modelo la variación espacial de las energı́as de enlace, se propone una
interpolación análoga a la introducida para la distancia intercapa d(r0), i.e.

ϵ(r0) = ϵ0 +
4∑

n=1

[
ϵsn cos(Gn · r0) + ϵan sen(Gn · r0)

]
. (5.21)

Los parámetros de ajuste se muestran en la Tabla 5.1 y se grafican en comparación con
las energı́as calculadas en la Fig. 5.2. Este perfil de potencial adicional acopla estados de
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Tabla 5.1: Parámetros de la interpolación (5.21) para la energı́a de enlace (meV) de los
excitones X e IX.

n ϵsX ϵaX ϵsIX ϵaIX
1 0.030 0.157 -0.072 0.142
2 0.714 0.800 -1.189 -1.336
3 -0.466 -0.047 0.757 0.268
4 -0.477 0.296 0.809 -0.267

ϵ
(X)
0 = −209.392 ϵ

(IX)
0 = −107.833

excitones de la forma

〈
Xb(Q)

∣∣ϵX∣∣Xb(Q
′)
〉
= ϵ

(X)
0 δQQ′ +

1

2

4∑
n=1

{
(ϵsX,n + iϵaX,n)δQ,Q′+gn

+ (ϵsX,n − iϵaX,n)δQ,Q′−gn

}
≡ϵ(X)

QQ′ ,

(5.22)

y de igual manera para el resto de configuraciones. En cambio, al calcular I(r0) a lo largo de
la mSC, se obtienen valores entre 0.8923 y 0.9082, que generan fluctuaciones despreciables
al multiplicar a los términos de tunelamiento Tα. Por lo tanto, se considerará el promedio de
los 13 valores calculados Ī = 0.9014 en los elementos de matriz (5.5) y (5.7). Esto resulta
en el siguiente Hamiltoniano:

H =


EX 0 T̃c −T̃v
0 EX −T̃v T̃c
T̃c −T̃v EIX 0

−T̃v T̃c 0 EIX

 , (5.23)

con el ordenamiento de base {|Xb⟩ , |Xt⟩ ,
∣∣IXt

b

〉
,
∣∣IXb

t

〉
} y los términos de tunelamiento

renormalizados T̃α = ĪTα. Los términos diagonales corresponden a los elementos de matriz

EQQ′ ≡ E (0)(Q)δQQ′ + δεc,QQ′ − δεv,QQ′ + ϵQQ′ . (5.24)

El estado base resultante de la diagonalización de la matriz (5.23) en el punto Γ de la ZB
respresenta un potencial de norma efectivo para los excitones. En la Fig. 5.4 se muestra
el perfil de potencial de moiré para θ = 1◦. Se espera que, para ángulos suficientemente
pequeños, se obtengan estados confinados en las regiones azules del potencial (regiones de
apilamiento HH), y a medida que aumenta θ, se llegue a un régimen de estados que se
propagan en una dimensión, de forma análoga al caso de los portadores de carga, discutido
en la Sección 4.3.1.

Para la diagonalización de (5.23) se emplea de nuevo un esquema de doblado de bandas,
en donde se proyectan todos los estados con vector de onda Q′ del CM a un vector Q en la
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Figura 5.4: Perfil de potencial de moiré para los excitones de baja energı́a en una bicapa de
fosforeno rotada por θ = 1◦.

mZB a través de la relación Q′ = Q + µg1 + νg2 ≡ Qµν , con µ, ν ∈ Z. Para cada vector
Q ∈ mZB existe entonces un problema de eigenvalores definido en términos de excitones
caracterizados por los ı́ndices (µ, ν). La solución en cada punto resulta en un conjunto de n
eigenestados, los cuales se interpretan como excitones hibridizados:

|hX(Q)⟩n =
∑
µ,ν

[
An

µν(Q)|Xb(Qµν)⟩+ Bn
µν(Q)|Xt(Qµν)⟩+ Cn

µν(Q)|IXt
b(Qµν)⟩

+Dn
µν(Q)|IXb

t(Qµν)⟩
]
.

(5.25)

Para cuantificar el nivel de hibridización de los estados, se introduce la cantidad

Πn(Q) =
∑
µ,ν

[
|Cn

µν(Q)|2 + |Dn
µν(Q)|2 − |An

µν(Q)|2 − |Bn
µν(Q)|2

]
, (5.26)

tal queΠ = +1 corresponde a un estado puramente intercapa yΠ = −1 a un estado puramente
intracapa. Para el caso −0.5 ≤ Π ≤ 0.5 se tienen excitones fuertemente hibridizados.

La estructura de bandas excitónicas para bicapas de fosforeno rotadas se muestra en la
Fig. 5.5, mostrando los casos θ = 1◦ y θ = 5◦. Las dispersiones se grafican a lo largo de
la trayectoria de alta simetrı́a γxsyγ en la mZB rectangular (ver Fig. 2.4(c)). A θ = 1◦,
se obtienen múltiples minibandas excitónicas completamente planas, que indica que los
excitones tienen velocidades de grupo nulas y que el salto entre superceldas de moiré vecinas
está completamente suprimido. Estas bandas se interpretan como estados cero-dimensionales
localizados por el potencial de moiré análogos a un arreglo de puntos cuánticos. En la Fig.
5.6(a) se muestra el módulo cuadrado de la función de onda de los excitones hX para las 4
primeras minibandas. La región de localización de los estados corresponde a los mı́nimos del
potencial (Fig. 5.4). Note que, para este ángulo de rotación, la profundidad y dimensión de los
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(a) (b)

Figura 5.5: Estructura de minibandas de excitones en bicapas de fosforeno rotadas por (a)
θ = 1◦ y (b) θ = 5◦ encapsuladas en hBN. El código de colores en las bandas corresponde al
coeficiente de hibridización (5.26).

pozos de potencial son tales que producen 8 estados localizados. Finalmente, la polarización
Π de las bandas muestra un comportamiento constante en la mZB dentro del rango de energı́as
de interés, indicando la formación de excitones fuertemente hibridizados con Π ∼ −0.064.

Para θ = 5◦, se obtienen minibandas que adquieren un carácter dispersivo en la dirección
ŷ, permaneciendo planas en la dirección x̂. Como es de esperarse de los resultados para
estados de electrones y huecos del Capı́tulo 4, también existe un régimen en el que los
excitones forman arreglos de estados cuasi-1D. En la Fig. 5.6(b) se muestra el módulo
cuadrado de la función de onda de las primeras dos minibandas promediadas en la mZB. Los
estados unidimensionales conectan las regiones de alta siemtrı́a HH y BA. La hibridación de
los estados se mantiene en un régimen de excitones fuertemene hibridizados conΠ ∼ −0.074.
Se obtuvo un ligera disminución de este coeficiente en comparación con el caso θ = 1◦, que
es la tendencia esperada ya que un menor número de minibandas en la región de baja energı́a
implica un menor acoplamiento entre excitones X e IX. El aumento de θ incrementa la
participación de los excitones X en los estados de menor energı́a.

Para delimitar los regı́menes de dimensionaliadad de los excitones en la bicapa de fos-
foreno rotada, se calculó la evolución del ancho de banda del estado de menor energı́a en
función de θ (Fig. 5.7). Tomando como umbral de transición un ancho de banda de 10 meV
para distinguir el régimen de excitones localizados a estados cuasi-1D, se obtuvo que el
ángulo en el que se cruza este lı́mite es θ = 4◦.

5.1.3. Efectos de un campo eléctrico
Una de las vı́as para modificar la estructura de bandas excitónicas y sintonizar las propie-

dades del material es a través de un campo electrı́co fuera del plano E = Ezẑ. En presencia
de un campo eléctrico, los excitones experimentan un corrimiento de energı́a proporcional
a su momento dipolar eléctrico proyectado en la dirección del campo. Ya que únicamente
los excitones IX tienen un momento dipolar permanente ℓz = ∓ed(r0) (− para IXt

b y +
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0

Max. Max.

0

(a) (b)

Figura 5.6: Distribución espacial (modulo al cuadrado de la función de onda promediada en
la mZB) de los primeros eigenestados excitónicos en la bicapa de fosforeno rotada por (a)
θ = 1◦ y (b) θ = 5◦. Para θ = 1◦ se presentan los cuatro estados de menor energı́a y para
θ = 5◦ los dos primeros.

para IXb
t), solo estos tendrán una contribución adicional dependiente del apilamiento en su

energı́a. Considerando la interpolación (4.42) para distancia intercapa, la modulación de
energı́a ∆Ez = −ℓzEz es

∆Ez(r0) = ±eEz

{
d0 +

4∑
n=1

[
dsn cos(Gn · r0) + dan sen(Gn · r0)

]}
, (5.27)

desplazando a energı́as mayores a los excitones IXt
b y a energı́as menores a los excitones

IXb
t . Esta contribución adicional entra en los términos diagonales EIX en (5.23) a través del

acoplamiento

〈
IXt

b(Q)
∣∣∆Ez

∣∣IXt
b(Q

′)
〉
= + eEz

{
d0δQ,Q′ +

1

2

4∑
n=1

[
(dsn + idan)δQ,Q′+gn

+ (dsn − idan)δQ,Q′−gn

]}
≡∆Ez,QQ′ ,

(5.28)

y con signo opuesto para los términos IXb
t .

5.2. Resonancias ópticas de moiré
La modulación del momento del CM de los excitones tiene un impacto directo en las firmas

ópticas de las bicapas de fosforeno. Los procesos que involucran la interacción de excitones
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Figura 5.7: Ancho de banda del estado excitónico hX de menor energı́a en función del ángulo
de rotación entre capas θ. Se muestra con lı́nea punteada el umbral de transición (10 meV)
entre regı́menes de dimensionalidad del movimiento del CM.

con la luz se tratarán a través de un Hamiltoniano que caracteriza las transiciones interbanda
en el punto Γ de las monocapas inducidas por el campo de radiación. Este Hamiltoniano de
interacción luz-materia está dado en segunda cuantización por (Apéndice D)

HLM =
eγp
ℏc
∑
k,λ

∑
ξ

√
8πℏc
Vξ

[
c†cλ(k+ ξ∥)cvλ(k)a(ξ) + H.c.

]
, (5.29)

donde H.c. denota el hermı́tico conjugado. En esta expresión, γp está dado por el elemento de
matriz del momento py entre los estados de conducción y valencia evaluados en el punto Γ de
la ZB; el operador a†(ξ) crea un fotón con vector de onda ξ = ξ∥+ξ⊥, el cual se separa en sus
componentes paralela y perpendicular al plano, respectivamente; y V = SL, con L la altura
de la cavidad óptica en la que está inmersa la bicapa. Es importante destacar que, debido a
la separación espacial de los portadores de carga en los excitones IX, se tiene reducción en
la probabilidad de transición óptica dipolar de estas cuasipartı́culas, resultando despreciable
en comparación con la de su contraparte intracapa X. Por lo tanto, en el Hamiltoniano (5.29)
solo se considera la creación y recombinación de pares electrón-hueco en la misma capa, lo
cual es equivalente a tomar únicamente la interacción de la luz con los excitones X.

5.2.1. Absorción óptica
La estimación de la tasa de absorción de fotones en la bicapa de fosforeno rotada se realiza

a través de la regla de oro de Fermi

Γi =
2π

ℏ
∑
f

∣∣〈f ∣∣HLM

∣∣i〉∣∣2δ(Ef − Ei), (5.30)

la cual caracteriza la probabilidad de transición por unidad de tiempo de un estado inicial |i⟩
a un continuo de estados finales |f⟩. El uso de esta expresión para calcular la absorción de
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fotones en semiconductores es cuestionable debido a que el estado final no es un continuo
sino un estado discreto, es decir, un excitón. La validez de este método se restringe al llamado
régimen de acoplamiento débil, en donde se introduce el ancho de lı́nea Lorentziano

δ(Ef − Ei) → β/π

(Ef − Ei)2 + β2
,

con β un ensanchamiento fenomenológico originado de las impurezas y desorden del sistema,
el cual debe satisfacer

∣∣〈f ∣∣HLM

∣∣i〉∣∣≪ β [85]. La tasa de decaimiento de un estado de un solo
fotón |ξ⟩ ≡ a†(ξ) |Ω⟩ en todos los estados de excitones hibridizados posibles es entonces

Γ(ξ) =
2π

ℏ
∑

Q∈mZB

∑
n

∣∣
n

〈
hX(Q)

∣∣HLM

∣∣ξ〉∣∣2 β/π

(En(Q)− ℏcξ)2 + β2
, (5.31)

donde En(Q) es la energı́a de la n-ésima minibanda en el vector de onda Q. Considere los
siguientes elementos de matriz

〈
Xλ(Q)

∣∣HLM

∣∣ξ〉 = 1√
S
eγp
ℏc
∑
q

∑
k,λ′,ξ′

√
8πℏc
Vξ

X̃∗(q)

×
〈
Ω
∣∣c†vλ(kh)ceλ(ke)c

†
cλ′(k+ ξ′∥)cvλ′(k)a(ξ′)a†(ξ)

∣∣Ω〉
=

1√
S
eγp
ℏc
∑
q

∑
k,λ′,ξ′

√
8πℏc
Vξ

X̃∗(q)δξ,ξ′δλ,λ′δ
qζ−

mv,ζ
Mζ

Qζ ,kζ−ξ′∥,ζ
δ
qζ+

mc,ζ
Mζ

Qζ ,kζ

=
1√
S
eγp
ℏc

√
8πℏc
Vξ

δQ,ξ∥

∫
d2r

[∑
q

eiq·r

]
X∗(r)

=
eγp
ℏc

√
8πℏc
Lξ

X∗(0)δQ,ξ∥ ,

(5.32)

donde el término δQ,ξ∥ garantiza la conservación del momento en el plano del proceso.
Entonces, sustituyendo en (5.31) y realizando la simplificación algebraica correspondiente,
se obtiene

Γ(ξ) =
16π2γ2p
ℏLξ

e2

ℏc
∣∣X(0)

∣∣2 ∑
Q∈mZB

∑
n

∣∣∣∣∣∑
µ,ν

[
An

µν(Q) + Bn
µν(Q)

]
δξ∥,Q+µg1+νg2

∣∣∣∣∣
2

× β/π

(En(Q)− ℏcξ)2 + β2
.

(5.33)

Dado que el vector de onda de los fotones que está en resonancia con los estados excitónicos
hX corresponde al infrarrojo-visible (∼ 0.01 nm−1) y es despreciable en comparación con
la escala de vectores de onda de la mZB (∼ 1 nm−1), se tiene que las transiciones ocurren
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(a) (b)

Figura 5.8: (a) Espectro de absorción calculado en función del ángulo θ para la bicapa de
fosforeno rotada encapsulada en hBN. (b) Energı́a de la primera lı́nea de absorción en función
de θ. Se muestra el ajuste lineal para el régimen θ < 4◦ (color rojo) y para el régimen θ > 4◦

(color azul).

esencialmente para las componentes X con Qµν = 0, que es equivalente a Q = 0 y
µ = ν = 0. En esta aproximación, se tiene que únicamente los estados en el punto γ de la
mZB con proyección no-nula al estado X con momento cero son ópticamente activos, i.e.

Γ(ξ) ≈
16π2γ2p
ℏLξ

e2

ℏc
∣∣X(0)

∣∣2∑
n

∣∣An
00(0) + Bn

00(0)
∣∣2 β/π

(En(0)− ℏcξ)2 + β2
. (5.34)

El número total de fotones absorbidos se obtiene multiplicando esta expresión por el número
de estados de fotones en un rango infinitesimal de energı́a (ϵ, ϵ + dϵ), que es equivalente al
número de fotones con vector de onda cuya magnitud está en el intervalo (ϵ/ℏc, (ϵ+dϵ)/ℏc).
Dado que el elemento de volumen en espacio recı́proco 4πξ2dξ contiene SL/(2π)3 estados
de fotones, el número de fotones resulta [SL/(2π2ℏ3c3)]ϵ2dϵ. La tasa de absorción por unidad
de área es

A(ϵ) =
8γ2pϵ dϵ

ℏ3c2
e2

ℏc
∣∣X(0)

∣∣2∑
n

∣∣An
00(0) + Bn

00(0)
∣∣2 β/π

(En(0)− ϵ)2 + β2
. (5.35)

En un arreglo experimental, el diferencial de energı́a dϵ se identifica como la resolución del
detector, a la cual se le da un valor tı́pico de 1 meV.

Dado que se busca explorar los efectos de la periodicidad del patrón de moiré en las
propiedades ópticas de la bicapa, en la Fig. 5.8(a) se muestra el espectro de absorción
calculado a partir de (5.35) cuando se varı́a de forma continua el ángulo de rotación entre
capas. Se asumió un ancho de lı́nea de β = 5 meV y se consideró γp = 5.323 eV·Å [58]. Se
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obtiene un gran número de resonancias, el cual disminuye al aumentar θ. Para entender este
fenómeno de moiré, es necesario hacer referencia a la conservación de momento modificada,
impuesta por la superred. Mientras que en semiconductores convencionales únicamente los
excitones con un momento del CM aproximadamente cero interactúan con la luz, en presencia
de una nueva periodicidad, la reflexión de Bragg puede dispersar los estados con momento
distinto de cero al cono de luz [86]. Como resultado, todos los estados de excitones en
el centro de la mZB adquieren una fuerza de oscilador. Esto se puede apreciar como una
redistribución de la lı́nea espectral original en múltiples picos. La reducción del número de
picos al aumentar θ es consecuencia de la disminución de subbandas en la región de baja
energı́a. Esta fuerza de oscilador permanece constante y se distribuye progresivamente entre
menos estados.

El entendimiento de la evolución de las lı́neas espectrales en función de θ requiere hacer
referencia a las dos fases de confinamiento espacial de los excitones en la bicapa de fosforeno
rotada. En el régimen de ángulos pequeños (θ < 4◦), la energı́a de las primeras lı́neas de
absorción muestran una dependencia ∼ θ (lineal), que corresponde a estados localizados
por el potencial de moiré [87]. Al aumentar el ángulo de rotación se reduce la longitud de
confinamiento, lo cual aumenta la separación de energı́a entre los estados en los pozos de
moiré. Cuando los estados del CM se acercan a la frontera con los estados deslocalizados 1D,
las energı́as de las resonancias de moiré muestran una dependencia ∼ θ−1/2. Note que, en la
vecindad de θ = 4◦, la primera resonancia de moiré muestra una transición de comportamiento
lineal a una extinción con dependencia θ−1/2, indicando un cambio en la dimensionalidad de
los estados de baja energı́a. Esto también se puede distinguir en la primera lı́nea de absorción,
en donde existe un cambio de pendiente (Fig. 5.8(b)) debido a que la energı́a de punto cero
de confinamiento pasa de tener una dependencia en x̂ y ŷ a depender únicamente en x̂. Este
resultado está en concordancia con la transición identificada a partir de la evolución del ancho
de banda.

Finalmente, un aspecto de particular interés en los excitones fuertemente hibridizados
es la sintonización de sus energı́as de absorción a través de un campo eléctrico fuera del
plano. Mientras que las componentes X se acoplan a los fotones, el momento dipolar fuera
del plano de las componentes IX permite modificar la energı́a a través de un mecanismo
análogo al efecto Stark descrito en la Sección 5.1.3. Incorporando los términos (5.28) en
los elementos de matriz del Hamiltoniano, se obtiene la Fig. 5.9(a,b) donde se muestran los
resultados del espectro de absorción en función de la magnitud del campo Ez para θ = 1◦ y
θ = 5◦. A bajas energı́as en θ = 1◦, se observa un gran número de lı́neas que se desplazan a
menores energı́as de forma uniforme sin perder su peso espectral. Experimentalmente, esto
se observarı́a como una lı́nea ensanchada susceptible al campo externo. Por otra parte, como
resultado de la reducción del acoplamiento entre bandas, en θ = 5◦ se tiene únicamente
un par de resonancias que reducen su energı́a. En ambos casos se identifican una serie de
lı́neas de absorción en la vecindad de ∼ 2 eV que muestran un fuerte carácter intracapa, y
por lo tanto conservando su energı́a ante el campo eléctrico aplicado y con una amplitud
contrastante con el resto de las resonancias.
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(b)

(a) (c)

Figura 5.9: Espectro de absorción como función de un campo eléctrico fuera del plano con
magnitud Ez para bicapas de fosforeno rotadas por (a) θ = 1◦ y (b) θ = 5◦ encapsuladas en
hBN. (c) Fotoluminiscencia a temperatura ambiente (293 K) en la bicapa de fosforeno para
distintos ángulos de rotación.

5.2.2. Fotoluminiscencia
Como proceso complementario a la absorción de fotones, se presenta una estimación de

la intensidad de fotoluminiscencia de la bicapa. Se asume una población térmica fotoexcitada
de excitones descrita por la distribución de Boltzmann

nB(ϵ, T ) = e−(ϵ−ϵgnd)/kBT , (5.36)

donde ϵgnd es el mı́nimo global de la estructura de bandas de excitones. Se evalúa la tasa de
recombinación del n-ésimo estado excitónico hibridizado hX con vector de onda del CM Q
utilizando la regla de oro de Fermi en su forma termodinámica

Γn(Q) =
2π

ℏ
∑
ξ

∣∣〈ξ∣∣HLM

∣∣hX(Q)
〉
n

∣∣2 nB(En(Q), T ) δ(ℏcξ − En(Q)), (5.37)

en donde se suma sobre todos los estados finales de un solo fotón. A partir de los elementos
de matriz (5.32) y con la aproximación en la que únicamente los excitones X con momento
cero se recombinan para emitir radiación, se llega a

Γn(Q) ≈
16π2γ2p
ℏL

e2

ℏc
∣∣X(0)

∣∣2∣∣An
00(Q) + Bn

00(Q)
∣∣2nB(En(Q), T )

×
∑
ξ⊥

δ(ℏc
√
Q2 + ξ2⊥ − En(Q))√

Q2 + ξ⊥

(5.38)
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Tomando el lı́mite continuo sobre la suma de vectores de onda ξ⊥,

Γn(Q) =
32π2γ2p

ℏ
e2

ℏc
∣∣X(0)

∣∣2∣∣An
00(Q) + Bn

00(Q)
∣∣2nB(En(Q), T )

×
∫ ∞

0

dξ⊥
2π

δ(ℏc
√
Q2 + ξ2⊥ − En(Q))√

Q2 + ξ⊥

=
16πγ2p
ℏ

e2

ℏc

∣∣X(0)
∣∣2∣∣An

00(Q) + Bn
00(Q)

∣∣2nB(En(Q), T )√
(En(Q))2 − (ℏcQ)2

≈
16πγ2p
ℏ

e2

ℏc

∣∣X(0)
∣∣2∣∣An

00(0) + Bn
00(0)

∣∣2nB(En(0), T )

En(0)
.

(5.39)

La intensidad de fotoluminiscencia (fotones por unidad de tiempo por unidad de área) se
obtiene integrando sobre los vectores de onda Q dentro del cono de luz definido por la delta
de Dirac en (5.37), resultando

S−1Γn =

∫
d2Q

(2π)2
Γn(Q) =

1

2π

∫ En(0)
ℏc

0

dQQΓn(Q)

=
4γ2pEn(0)

ℏ3c2
e2

ℏc
∣∣X(0)

∣∣2∣∣An
00(0) + Bn

00(0)
∣∣2nB

(
En(0)

)
.

(5.40)

La fotoluminiscencia en función de la energı́a se grafica multiplicando la intensidad co-
rrespondiente a cada estado por una distribución Lorentziana centrada su energı́a En(0),
obteniendo la expresión

I(ϵ) =
∑
n

S−1Γnβ/π

(En(0)− ϵ)2 + β2
. (5.41)

La evaluación del espectro de fotoluminiscencia para distintos ángulos de rotación entre
capas se presenta en la Fig. 5.9(c). Para θ = 1◦ es posible identificar la activación de dos
minibandas resultantes del doblado de bandas a la mZB, las cuales se extinguen rápidamente
con el incremento de θ. A partir de θ = 3◦, la separación entre subbandas proyectadas al
punto γ de la mZB resulta en una única lı́nea de emisión, la cual aumenta progresivamente
debido a la reducción del acoplamiento y la acumulación del peso espectral.
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Conclusiones

Se han presentado Hamiltonianos efectivos para los estados elestrónicos y excitónicos
de baja energı́a emergentes en bicapas de fosforeno rotadas (θ ≪ 1), y generalizables para
otras bicapas semiconductoras bidimensionales que exhiben patrones de moiré de larga
periodicidad. Estos modelos se basan en una aproximación continua al potencial de superred
de la bicapa rotada, e incluyen detalles microscópicos tales como la variación espacial de las
energı́as de conducción y de valencia, y la relajación de la distancia intercapa a lo largo del
de la supercelda. Mediante la diagonalización numérica de los Hamiltonianos en un esquema
de doblado de bandas, se encontraron dos regı́menes fı́sicos cualitativamente distintos para
los estados electrónicos y excitónicos, como función de la rotación entre capas. A ángulos
pequeños (θ < 2.5◦ para portadores de carga y θ < 4◦ para excitones), los estados de
baja energı́a se distribuyen en la superred como un arreglo periódico de estados localizados
por pozos de confinamiento del potencial de moiré. Estos estados indican la realización
de modelos fermiónicos y bosónicos de Hubbard SU(2) en una red rectangular de escala
mesoscópica. Para ángulos relativamente grandes (θ > 3◦ para portadores de carga y θ > 4◦

para excitones) se predice un régimen cualitativamente distinto, en el cuál los estados de
baja energı́a se organizan en arreglos de cuasi-unidimensionales, estableciendo una posible
plataforma para la exploración de lı́quidos de Luttinger en materiales de moiré. Los resultados
obtenidos están en buena concordancia con cálculos de primeros principios de gran escala
reportados recientemente [21–23].

Se estudiaron las propiedades ópticas de las bicapas de fosforeno rotadas a través de la
descripción del espectro de energı́a y los eigenestados descritos por el modelo efectivo para
excitones. Se predice que los estados excitónicos de moiré emergentes en bicapas de fosforeno
rotadas corresponden a excitones fuertemente hibridizados, los cuales son ópticamente activos
a través de su componente intracapa, y altamente susceptibles a campos eléctricos fuera del
plano por su componente intercapa. El cálculo del espectro de absorción en función del ángulo
de rotación muestra dos tipos de resonancias de moiré: las que muestran una dependencia
lineal ( ∼ θ), que corresponden a excitones localizados por el potencial, y las que varı́an como
θ−1/2, que describen excitones que se propagan en el plano del material. Estos resultados
sugieren que la reducción dimensional de los estados excitónicos con el régimen de rotación
es observable en el espectro de absorción de la superestructura, incluyendo a los experimentos
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ópticos como una vı́a para explorar los regı́menes de dimensionalidad de los electrones y
huecos en bicapas rotadas de semiconductores anisotrópicos.



Apéndice A

Elementos de matriz del potencial
cristalino

Se desarrollarán los elementos de matriz entre estados de Bloch de la misma capa λ
acoplados a través del potencial Vλ̄ de la capa opuesta presentes en (4.16). Ya que el potencial
tiene una estructura periódica, se puede expandir en términos de los vectores G de la forma

Vλ̄(r− rλ̄, z) =
1√
S

∑
G

Vλ̄(G, z)e
iG·(r−rλ̄), (A.1)

y a través de las expresiones (4.19) y la relación rλ̄ = −rλ, los elementos de matriz son

λ

〈
α′,k′∣∣Vλ̄∣∣α,k〉λ =

1

S3/2

∑
G,G′,G′′

∫
d2r dz uλ ∗

α′ (G′, z)e−i(k′+G′)·(r−rλ)

× Vλ̄(G
′′, z)eiG

′′·(r+rλ)uλα(G, z)e
i(k+G)·(r−rλ)

=
1

S3/2

∑
G,G′,G′′

ei(k
′+G′+G′′−k−G)·rλ

[ ∫
dz uλ ∗

α′ (G′, z)Vλ̄(G
′′, z)uλα(G, z)

]
×
∫
d2r ei(G

′′−k′−G′+k+G)·r

=
1√
S

∑
G,G′,G′′

δk−k′,G′−G′′−Ge
i(k′+G′+G′′−k−G)·rλ

×
∫
dz uλ ∗

α′ (G′, z)uλα(G, z)Vλ̄(G
′′, z).

(A.2)

Se consideran vectores k y k′ en la vecindad del punto Γ, tal que la conservación de momento
se simplifica a

δk−k′,G′−G′′−G ≈ δk,k′δG′,G′′+G, (A.3)
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de forma que los únicos elementos de matriz distintos de cero son

λ⟨α′,k|Vλ̄|α,k⟩λ =
1√
S

∑
G,G′,G′′

δG′,G′′+Ge
i(G′′−G+G′)·rλ

∫
dz uλ∗α′ (G′, z)uλα(G, z)Vλ̄(G

′′, z).

(A.4)

En este punto, se aproximan las funciones de Bloch y el potencial considerando únicamente
sus primeras tres estrellas de vectores de Bragg. También, se considerará únicamente el caso
α = α′ ya que las transiciones interbanda intracapa están fuertemente suprimidas por la
magnitud de la brecha de energı́a. Se analizará (A.4) dividiendo sus distintas contribuciones:
cuando G = G′ = G′′ = 0 o G = G′ ̸= 0 con G′′ = 0, se obtiene

[V
(0)

λ̄
]α,k =

∫
dz uλ∗α (0, z)uλα(0, z)Vλ̄(0, z) +

6∑
|n|=1

∫
dz uλ∗α (Gn, z)u

λ
α(Gn, z)Vλ̄(0, z),

(A.5)

que es independiente del apilamiento. Como siguiente caso, se considera G = 0 con G′′ =
G′ ̸= 0, y G′ = 0 con G′′ = −G ̸= 0, que resulta en

[V
(1)

λ̄
]α,k = 2

6∑
|n|=1

∫
dzRe

{
uλ∗α (Gn, z)u

λ
α(0, z)e

2iGn·rλ
}
Vλ̄(Gn, z), (A.6)

en donde se han utilizado las condiciones Vλ̄(−G, z) = V ∗
λ̄
(G, z), que es requerimiento para

que el potencial sea real, yC2zVλ̄(G, z) = Vλ̄(−G, z) = Vλ̄(G, z), proveniente de la simetrı́a
del cristal. Simplificando (A.6) y utilizando las constricciones de simetrı́a (4.34), se obtiene
para las bandas de conducción

[V
(1)

λ̄
]c,k =4

∫
dz
{ [

−Reuλc (G2, z)Imu
λ
c (0, z) + Imuλc (G2, z)Reu

λ
c (0, z)

]
Vλ̄(G2, z) sen (2G2 · rλ)

+
[
Reuλc (G3, z)Reu

λ
c (0, z) + Imuλc (G3, z)Imu

λ
c (0, z)

]
Vλ̄(G3, z)

[
cos (2G3 · rλ)

+ cos (2G4 · rλ)
]
+
[
Reuλc (G5, z)Reu

λ
c (0, z) + Imuλc (G5, z)Imu

λ
c (0, z)

]
× Vλ̄(G5, z) cos (2G5 · rλ) +

[
Reuλc (G6, z)Reu

λ
c (0, z)

+ Imuλc (G6, z)Imu
λ
c (0, z)

]
Vλ̄(G6, z) cos (2G6 · rλ)

}
,

(A.7)

en donde se han utilizado las identidades de simetrı́a σzxVλ̄(G, z) = Vλ̄(G, z), que resulta en
Vλ̄(G4, z) = Vλ̄(G3, z). En cambio, para las bandas de valencia esta contribución se cancela
debido a uλv(0, z) = 0.

Finalmente, se considera el caso G′ = G′′ +G con G,G′,G′′ ̸= 0, obteniendo

[V
(2)

λ̄
]α,k =

6∑
n,n′=1

∫
dz uλ∗α (Gn′ , z)uλα(Gn, z)Vλ̄(Gn′ −Gn, z)e

2i(Gn′−Gn)·rλ . (A.8)
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En este caso se va a restringir a las combinaciones de (n, n′) tales que Gn′ −Gn pertenezca a
una de las tres primeras estrellas de Bragg, ya que de lo contrario el término Vλ̄(Gn′ −Gn, z)
es despreciable. Las combinaciones de (n, n) cumplen esta condición, pero generan combina-
ciones independientes del apilamiento que se pueden agrupar en [V (0)

λ̄
]α,k. Las combinaciones

posibles restantes se muestran en la Tabla A.1.
Con la Tabla A.1 y las constricciones (4.34), se obtiene para las bandas de conducción

[V
(2)

λ̄
]c,k =

∫
dz
{
− 4Im

[
uλ∗c (G6, z)u

λ
c (G2, z)

]
Vλ̄(G2) sen (2G2 · rλ)

+ 4Re
[
uλ∗c (G6, z)u

λ
c (G3, z) + uλ∗c (G5)u

λ
c (G3)

]
Vλ̄(G3)

[
cos (2G3 · rλ)

+ cos (2G4 · rλ)
]
+ 4|uλc (G3, z)|2Vλ̄(G5) cos (2G5 · rλ) + 2

[
2|uλc (G3, z)|2

− |uλc (G2, z)|2
]
Vλ̄(G6) cos (2G6 · rλ)

}
,

(A.9)

mientras que para las bandas de valencia se tiene

[V
(2)

λ̄
]v,k =

∫
dz
{
− 4

(
2Im

[
uλ∗v (G1, z)u

λ
v(G3, z)

]
+ Im

[
uλ∗v (G6, z)u

λ
v(G2, z)

])
× Vλ̄(G2, z) sen (2G2 · rλ) + 2

(
Re
[
uλ∗v (G1, z)u

λ
v(G2, z)

]
− Re

[
uλ∗v (G6, z)u

λ
v(G3, z)

])
Vλ̄(G3, z) [cos (2G3 · rλ) + cos (2G4 · rλ)]

+ 2
(
|uλ∗v (G1, z)|2 + 2|uλ∗v (G3, z)|2

)
Vλ̄(G5, z) cos (2G5 · rλ)

+ 2
(
|uλ∗v (G2, z)|2 − 2|uλ∗v (G3, z)|2

)
Vλ̄(G6, z) cos (2G6 · rλ)

}
.

(A.10)

Las ecuaciones (A.5), (A.7), (A.9) y (A.10) se pueden resumir como

λ⟨α,k|Vλ̄|α,k⟩λ =v(0)α + v(2)α sen (2G2 · rλ) +
6∑

n=3

v(n)α cos (2Gn · rλ), (A.11)

con v(4)α = v
(3)
α .
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Tabla A.1: Combinaciones (n′, n) que contribuyen en (A.8).

(n′, n) (n′, n)

Gn′ −Gn = G1

(4, 2), (3,−2),
Gn′ −Gn = −G1

(−4,−2), (−3, 2),
(5, 1), (2,−3), (−5,−1), (−2, 3),

(−2,−4), (−1,−5) (2, 4), (1, 5)

Gn′ −Gn = G2

(1, 3), (−1,−4),
Gn′ −Gn = −G2

(−1,−3), (1, 4),
(4, 1), (−3,−1), (−4,−1), (3, 1),
(6, 2), (−2,−6) (−6,−2), (2, 6)

Gn′ −Gn = G3

(1, 2), (−2,−1),
Gn′ −Gn = −G3

(−1,−2), (2, 1),
(5, 4), (−6,−4), (−5,−4), (6, 4),
(4, 6), (−4,−5) (−4,−6), (4, 5)

Gn′ −Gn = G4

(1,−2), (2,−1),
Gn′ −Gn = −G4

(−1, 2), (−2, 1),
(5, 3), (3,−6), (−5,−3), (−3, 6)

(6,−3), (−3,−5) (−6, 3), (3, 5)

Gn′ −Gn = G5
(1,−1), (4,−3),

Gn′ −Gn = −G5
(−1, 1), (−4, 3),

(3,−4) (−3, 4)

Gn′ −Gn = G6
(2,−2), (4, 3),

Gn′ −Gn = −G6
(−2, 2), (−4,−3),

(−3,−4) (3, 4)



Apéndice B

Correcciones de tunelamiento virtual y
partición de Löwdin

A continuación se presentarán expresiones para los elementos de matriz entre estados de
Bloch en capas opuestas |α,Γ⟩λ y |β,Γ⟩λ̄. Para α = v se considerará β = c, en donde, a
partir de las relaciones (4.33) y (4.34), se tiene en (4.25a)

Scv
nn =

∫
dz ut ∗c (Gn, z)u

b
v(Gn, z) = −

∫
dz ut ∗c (−Gn, z)u

b
v(−Gn, z) = −Scv

−n,−n. (B.1)

y de igual manera para (4.25b). Entonces, se obtiene

T ∗
cv(r0) ≡ t

〈
c,Γ
∣∣Heff

∣∣v,Γ〉
b
=

6∑
n=2

t(n)cv sen(Gn · r0), (B.2a)

T ∗
vc(r0) ≡ t

〈
v,Γ
∣∣Heff

∣∣c,Γ〉
b
= −T ∗

cv(r0), (B.2b)

con la definición

t
(n)
βα ≡ 2i

{
1

2

[
εβ(Γ) + εα(Γ)

]
− ℏ2|Gn|2

2m0

}
Sβα
nn +

iℏ2Dβα
nn

m0

. (B.3)

Por las constricciones de simetrı́a se tiene además t(5)cv = 0 y t(3)cv = −t(4)cv . Por otra parte, para
α = c se considera β = v, c′, obteniendo

T ∗
βc(r0) ≡ t

〈
β,Γ

∣∣Heff

∣∣c,Γ〉
b
=

6∑
n=2

t
(n)
βc sen(Gn · r0), (B.4a)

T ∗
cβ(r0) ≡ t

〈
c,Γ
∣∣Heff

∣∣β,Γ〉
b
= −T ∗

βc(r0), (B.4b)

con t(5)βc = 0 y t(3)βc = −t(4)βc . Para ambos valores de β = v, c′ se mantiene la misma forma
debido a que están descritos por la misma RI B3g.
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El Hamiltoniano que involucra las tres bandas en ambas capas toma la forma

H6×6
eff =


ε0c Tc 0 Tcv 0 Tcc′
T ∗
c ε0c −T ∗

cv 0 −T ∗
cc′ 0

0 −Tcv ε0v Tv 0 0
T ∗
cv 0 T ∗

v ε0v 0 0
0 −Tcc′ 0 0 ε0c′ Tc′
T ∗
cc′ 0 0 0 T ∗

c′ ε0c′

 , (B.5)

con el ordenamiento de base {|c⟩b, |c⟩t, |v⟩b, |v⟩t, |c′⟩b, |c′⟩t}. Se ha escrito la energı́a de la
monocapa en el punto Γ de la banda c′ como ε0c′ y el término de tunelamiento Tc′ . Se busca
obtener un Hamiltoniano efectivo para las bandas de conducción y valencia a través de una
corrección perturbativa utilizando la partición de Löwdin [74, 88]. El Hamiltoniano efectivo
cuenta con las siguiente

H
(2)
αβ =

1

2

∑
γ=c′

t/b

HαγH
∗
γβ

[
1

ε0α − ε0γ
+

1

ε0β − ε0γ

]
, (B.6)

para α, β = c, v. Esto resulta en

H4×4
eff =


ε0c −

|Tcc′ |2
ε0
c′−ε0c

Tc 0 Tcv

T ∗
c ε0c −

|Tcc′ |2
ε0
c′−ε0

c′
−T ∗

cv 0

0 −Tcv ε0v Tv
T ∗
cv 0 T ∗

v ε0v

 . (B.7)

Repitiendo el mismo procedimiento para obtener un Hamiltoniano sin acoplamiento entre las
bandas de conducción y valencia hasta segundo orden en teorı́a de perturbaciones, se obtiene

Hc
eff ≈

ε0c − |Tcc′ |2
ε0
c′−ε0c

+ |Tcv |2
ε0c−ε0v

Tc

T ∗
c ε0c −

|Tcc′ |2
ε0
c′−ε0

c′
+ |Tcv |2

ε0c−ε0v

 , (B.8a)

Hv
eff ≈

(
ε0v −

|Tcv |2
ε0c−ε0v

Tv

T ∗
v ε0v −

|Tvc|2
ε0c−ε0v

)
, (B.8b)

en donde se ha aproximado

ε0v − ε0c +
|Tcc′ |2

ε0c′ − ε0c
≈ ε0v − ε0c . (B.9)

Note que, expandiendo el término |Tcv|2 se obtiene

|Tcv|2 =
6∑

n,n′=2

t(n)cv t
(n′) ∗
cv sen(Gn · r0) sen(Gn′ · r0)

=
1

2

6∑
n,n′=2

t(n)cv t
(n′) ∗
cv

{
cos
[
(Gn −Gn′) · r0

]
− cos

[
(Gn +Gn′) · r0

]}
.

(B.10)
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Considerando únicamente las contribuciones relacionadas a las tres primeras estrellas de
Bragg, se tiene

2|Tcv|2 =
[
|t(2)cv |2 + 2|t(3)cv |2 + |t(6)cv |2

]
+
[
− t(2)cv t

(3) ∗
cv − t(2)cv t

(3) ∗
cv − t(3)cv t

(2) ∗
cv

− t(3)cv t
(2) ∗
cv

]
cos(G1 · r0) +

[
t(2)cv t

(6) ∗
cv + t(6)cv t

(2) ∗
cv

]
cos(G2 · r0)

−
[
t(3)cv t

(6)
cv + t(6)cv t

(3)
cv

]
cos(G3 · r0)−

[
t(3)cv t

(6)
cv + t(6)cv t

(3)
cv

]
cos(G4 · r0)

+ 2|t(3)cv |2 cos(G5 · r0)−
[
|t(2)cv |2 + 2|t(3)cv |2

]
cos(G6 · r0)

=
[
|t(2)cv |2 + 2|t(3)cv |2 + |t(6)cv |2

]
− 4Re

[
t(2)cv t

(3) ∗
cv

]
cos(G1 · r0)

+ 2Re
[
t(2)cv t

(6) ∗
cv

]
cos(G2 · r0)− 2Re

[
t(3)cv t

(6) ∗
cv

][
cos(G3 · r0) + cos(G4 · r0)

]
− 2|t(3)cv |2 cos(G5 · r0)−

[
|t(2)cv |2 + 2|t(3)cv |2

]
cos(G6 · r0). (B.11)

Se tiene que |Tcc′ |2 presenta una expresión idéntica al intercambiar v → c′ en (B.11).
Estos resultados se resumen en el Hamiltoniano efectivo para cada banda α = c, v

Hα
eff(r0) =

(
ε0α + δεα(r0) Tα(r0)
T ∗
α(r0) ε0α + δεα(r0)

)
, (B.12)

con las definiciones

δεα(r0) = w(0)
α +

6∑
n=1

w(n)
α cos(Gn · r0), (B.13)

y la restricción w(3)
α = w

(4)
α .
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Apéndice C

Estados excitónicos

La construcción del estado excitónico en segunda cuantización se describirá explı́cita-
mente para los excitones intracapa X, mientras que los estados intercapa IX se obtienen por
analogı́a directa. Considere el siguiente estado en la capa λ

|Xλ⟩ =
∫
d2red

2rh Ψ(re, rh)φ
†
cλ(re)φvλ(rh) |Ω⟩ , (C.1)

donde φαλ(r) son los operadores de campo electrónicos para la banda α = c, v en la capa
λ y en la posición r. Ψ(re, rh) es la función de onda en espacio real del par electrón-hueco.
Expandiendo en términos de los eigenestados en la vecindad del punto Γ

φαλ(r) =
1√
S

∑
k

eik·rcαλ(k), (C.2)

y sustituyendo en (C.1), se obtiene

|Xλ⟩ =
1

S
∑
ke,kh

∫
d2red

2rh e
−i(ke·re−kh·rh)Ψ(re, rh)c

†
cλ(ke)cvλ(kh) |Ω⟩ . (C.3)

Considerando las coordenadas del CM y de movimiento relativo (3.15), con los vectores de
onda correspondientes

Q = ke − kh, (C.4a)

q ≡ (qx, qy) =

(
mv,xke,x +mc,xkh,x

Mx

,
mv,yke,y +mc,ykh,y

My

)
, (C.4b)

se llega a la relación
ke · re − kh · rh = q · r+Q ·R. (C.5)

Asumiendo estados de partı́cula libre para el movimiento del CM, la función de onda se
escribe como Ψ(r,R) = S−1/2eiQ·Rψ(r), por lo que el estado excitónico resulta

|Xλ(Q)⟩ = 1√
S

∑
q

∫
d2r e−iq·rψ(r)c†cλ

(
ke[q,Q]

)
cvλ
(
kh[q,Q]

)
|Ω⟩ , (C.6)
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donde
ke[q,Q] =

(
qx +

mc,x

Mx

Qx, qy +
mc,y

My

Qy

)
, (C.7a)

kh[q,Q] =

(
qx −

mv,x

Mx

Qx, qy −
mv,y

My

Qy

)
. (C.7b)

Identificando la transformada de Fourier de la función de onda de movimiento relativo

ψ̃(q) =

∫
d2r e−iq·rψ(r), (C.8)

se llega a la expresión

|Xλ(Q)⟩ = 1√
S

∑
q

ψ̃(q)c†cλ
(
ke[q,Q]

)
cvλ
(
kh[q,Q]

)
|Ω⟩ . (C.9)

Análogamente, el estado del excitón IX es

|IXλ̄
λ(Q)⟩ = 1√

S

∑
q

ψ̃(q)c†
cλ̄

(
ke[q,Q]

)
cvλ
(
kh[q,Q]

)
|Ω⟩ . (C.10)



Apéndice D

Hamiltoniano de interacción luz-materia

En esta sección se presenta una construcción del Hamiltoniano relacionado a las transi-
ciones interbanda propiciadas por fotones.

D.1. Cuantización del campo electromagnético
Se partirá del hecho de que los modos normales de cualquier campo clásico pueden

concebirse como una superposición de osciladores armónicos [89]. En el caso de un campo
libre, el campo electromagnético esta completamente determinado por el potencial vectorial
A(r, t) en una norma dada. Considerando la norma de Coulomb, se tiene

E = −1

c

∂A

∂t
, (D.1a)

B = ∇×A, (D.1b)

∇ ·A = 0, (D.1c)

∇2A =
1

c2
∂2A

∂t2
. (D.1d)

Asumiendo condiciones de frontera periódicas para A dentro de una caja de lados L y
volumen V = L3, el potencial se puede expresar en términos de las funciones base

ukλ(r, t) =
1√
V
ei(k·r−ωkt)ϵkλ, λ = 1, 2, (D.2)

con
kζ =

2πnζ

L
, nζ ∈ Z, ζ = x, y, z. (D.3)

En la expresión anterior se tiene que ωk satisface la relación de dispersión ωk = kc, y se
ha tomado en cuenta la polarización del campo a través de los vectores unitarios ϵkλ, de tal
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manera que {ϵk1, ϵk2,k/k} forma una base ortonormal derecha. Ya que A es puramente real,
su expansión resulta

A(r, t) =
1√
V

∑
k,λ

(
Akλe

i(k·r−ωkt) + A∗
kλe

−i(k·r−ωkt)
)
ϵkλ, (D.4)

dondeAkλ son coeficientes complejos. Por otro lado, el Hamiltoniano del sistema cuenta con
las contribuciones del campo eléctrico y magnético,

H =
1

8π

∫
d3r
(
|E|2 + |B|2

)
. (D.5)

Sustituyendo las relaciones (D.1) y la expresión (D.4), se obtiene

H =
1

8π

∫
d3r

(
ω2
k

c2
+ k2

)
|A|2 = 1

4πc2

∫
d3r ω2

k|A|2 = 1

2πc2

∑
k,λ

ω2
k|Akλ|2

=
1

2πc2

∑
k,λ

ω2
k

(
|AR

kλ|2 + |AI
kλ|2
)
,

(D.6)

en donde se ha denotado la parte real e imaginaria de los coeficientes como AR
kλ y AI

kλ,
respectivamente. Absorbiendo la dependencia temporal en los coeficientes de la forma
Akλ(t) = Akλe

−iωkt, se obtiene que la dependencia temporal de la parte real e imagina-
ria es

ȦR
kλ = +ωkA

I
kλ, ȦI

kλ = −ωkA
R
kλ. (D.7)

De (D.6) y (D.7),
∂H

∂AR
kλ

= − ωk

πc2
ȦI

kλ, (D.8a)

∂H

∂AI
kλ

= +
ωk

πc2
ȦR

kλ, (D.8b)

se identifica a AR
kλ y AI

kλ, salvo una constante, como variables conjugadas. Definiendo las
cantidades

Qkλ ≡ 1√
πc2

AR
kλ, Pkλ ≡ ωk√

πc2
AI

kλ, (D.9)

se reescribe el Hamiltoniano como

H =
1

2

∑
k,λ

(
P 2
kλ + ω2

kQ
2
kλ

)
, (D.10)

y se satisfacen las relaciones

Q̇kλ = Pkλ, Ṗkλ = −ω2
kQkλ, (D.11a)

∂H

∂Qkλ

= −Ṗkλ,
∂H

∂Pkλ

= Q̇kλ. (D.11b)
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La cuantización se introduce al imponer la condición de conmutación sobre las variables
conjugadas,

[Qkλ, Pkλ] = iℏ (D.12)

e introduciendo los operadores bosónicos a(†)λ (k),

Qkλ =

√
ℏ

2ωk

[
a†λ(k) + aλ(k)

]
, Pkλ = i

√
ℏωk

2

[
a†λ(k)− aλ(k)

]
, (D.13)

se llega al Hamiltoniano de oscilador armónico

H =
∑
k,λ

ℏωk

[
a†λ(k)aλ(k) +

1

2

]
,

[
aλ(k), a

†
λ′(k

′)
]
= δk,k′δλ,λ′ . (D.14)

Reexpresando (D.4) en términos de los nuevos operadores bosónicos resulta

A(r, t) =
1√
V

∑
k,λ

√
2πℏc2
ωk

[
ei(k·r−ωkt)aλ(k) + e−i(k·r−ωkt)a†λ(k)

]
ϵkλ. (D.15)

D.2. Transiciones interbanda
Para describir la interacción de los electrones en un cristal con un campo electromagnético

se emplea el llamado acoplamiento mı́nimo a través del cambio

p → p+
e

c
A

en el Hamiltoniano, obteniendo

H =
1

2m0

(
p+

e

c
A

)2

+ V (r) =
1

2m0

[
p2 +

e

c

(
p ·A+A · p

)
+
e2

c2
A2

]
+ V (r), (D.16)

donde V (r) es el potencial periódico debido a los iones en el sólido y m0 es la masa del
electrón. Note que, en la norma de Coulomb,

(∇ ·A)ψ =ψ(∇ ·A) +A · ∇ψ = (A · ∇)ψ

⇒ p ·A =A · p,
(D.17)

por lo que
H = H0 +H ′, (D.18)

en donde se han definido
H0 ≡

p2

2m0

+ V (r), (D.19a)

H ′ ≡ e

m0c
(A · p) + e2

2m0c2
A2 ≈ e

m0c
(A · p). (D.19b)
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En la última expresión se ha despreciado el término cuadrático en A que está relacionado
con la respuesta no-lineal al campo externo. Para introducir el campo cuantizado, se escribe
el Hamiltoniano en términos de los operadores de campo electrónicos Ψ(r),

H ′ =
e

m0c

∫
d3rΨ†(r)(A · p)Ψ(r). (D.20)

Las eigenfunciones de H0 corresponden a estados de Bloch caracterizados por un vector
de onda k en la primera zona de Brillouin (ZB) y un ı́ndice de banda n. Expandiendo los
operadores de campo en términos de los estados de Bloch

Ψ†
n(r) =

∑
k∈ZB

unk(r)e
ik·rc†n(k), (D.21)

donde c†n(k) crea un electrón en la banda n con vector k y unk(r) = unk(r + R) es una
función con la misma periodicidad del cristal, con R un vector de la red. Se analizará el
Hamiltoniano relacionado a la transición de una banda m a una banda n, el cual está dado
por

H ′
mn =

e

m0c

∑
k,k′

∫
d3r
[
u∗nk(r)e

−ik·rc†n(k)
]
(A · p)

[
umk′(r)eik

′·rcm(k
′)
]
. (D.22)

Sustituyendo el potencial vectorial cuantizado (D.15)

H ′
mn =

e

m0c

∑
k,k′

∑
ξ,λ

√
2πℏc2
V ωξ

ϵξλ ·
{[∫

d3r eiξ·ru∗nk(r)e
−ik·rp

(
umk′(r)eik

′·r)]c†n(k)aλ(ξ)cm(k′)

+

[ ∫
d3r e−iξ·ru∗nk(r)e

−ik·rp
(
umk′(r)eik

′·r)]c†n(k)a†λ(ξ)cm(k′)

}
=

e

m0c

∑
k,k′

∑
ξ,λ

√
2πℏc2
V ωξ

ϵξλ ·
{[∫

d3r ei(k
′+ξ−k)·ru∗nk(r)p

(
umk′(r)

)
+ ℏk′

∫
d3r ei(k

′+ξ−k)·ru∗nk(r)umk′(r)

]
c†n(k)aλ(ξ)cm(k

′)

+

[ ∫
d3r ei(k

′−ξ−k)·ru∗nk(r)p
(
umk′(r)

)
+ ℏk′

∫
d3r ei(k

′−ξ−k)·ru∗nk(r)umk′(r)

]
c†n(k)a

†
λ(ξ)cm(k

′)

}
.

(D.23)

Dada la periodicidad de las funciones u(r), se tiene∫
R3

d3r ei(k
′±ξ−k)·ru∗nk(r)p

(
umk′(r)

)
=
∑
R

∫
CU
d3r ei(k

′±ξ−k)·(r+R)u∗nk(r+R)p
(
umk′(r+R)

)
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=

[∑
R

ei(k
′±ξ−k)·R

][∫
CU
d3r ei(k

′±ξ−k)·ru∗nk(r)p
(
umk′(r)

)]
=Nδk,k′±ξ

∫
CU
d3r u∗nk(r)p

(
umk∓ξ(r)

)
=δk,k′±ξ

〈
n,k

∣∣p∣∣m,k∓ ξ
〉
, (D.24)

donde N denota el número de celdas unitarias (CU) en el cristal. Por otra parte, se considera
la aproximación de onda larga, en donde ξ−1 es mucho mayor a la escala de longitud en la
que varı́an las eigenfunciones de H0, de manera que∫

d3r e±iξ·r
(
u∗nk(r)e

−ik·r
)(
umk′(r)eik

′·r
)
≈
∫
d3r
(
u∗nk(r)e

−ik·r
)(
umk′(r)eik

′·r
)

=δn,mδk,k′ .

(D.25)

Sustituyendo (D.24) y (D.25) en (D.23)

H ′
mn =

e

m0c

∑
k

∑
ξ,λ

√
2πℏc2
V ωξ

ϵξλ ·
{[〈

n,k
∣∣p∣∣m,k− ξ

〉
+ δn,m

]
c†n(k)cm(k− ξ)aλ(ξ)

+
[〈
n,k

∣∣p∣∣m,k+ ξ
〉
+ δn,m

]
c†n(k)cm(k+ ξ)a†λ(ξ)

}
.

(D.26)

Ya que en este caso son de interés las transiciones ópticas entre la banda de conducción
y de valencia en la vecindad del punto Γ de la zona de Brillouin, el Hamiltoniano de
interacción luz-materia está compuesto por dos contribuciones: HLM = H ′

cv + H ′
vc. Mas

aún, no se tomarán en cuenta los procesos que crean estados en la banda de conducción
(valencia) y simultáneamente excitan (relajan) el campo de fotones, ya que estos procesos no
conservan la energı́a. Aproximando el elemento de matriz del momento al valor en el punto
Γ,
〈
n,k

∣∣p∣∣m,k± ξ
〉
≈
〈
n,Γ

∣∣p∣∣m,Γ〉, se obtiene

HLM =
e

2m0c

∑
k

∑
ξ,λ

√
8πℏc
V ξ

ϵξλ·
〈
c,Γ
∣∣p∣∣v,Γ〉[c†c(k+ξ)cv(k)aλ(ξ)+c

†
v(k)cc(k+ξ)a†λ(ξ)

]
.

(D.27)
Finalmente, en la convención utilizada, la monocapa de fosforeno solo absorbe la luz con
polarización lineal a lo largo del eje ŷ, por lo que, definiendo

γp ≡
ℏ

2m0

〈
c,Γ
∣∣py∣∣v,Γ〉, (D.28)

el Hamiltoniano del sistema resulta

HLM =
eγp
ℏc
∑
k

∑
ξ,λ

√
8πℏc
V ξ

[
c†c(k+ ξ)cv(k)aλ(ξ) + c†v(k)cc(k+ ξ)a†λ(ξ)

]
. (D.29)
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a moiré superlattice,” Nature, vol. 579, no. 7797, pp. 56–61, 2020.

79



80 BIBLIOGRAFÍA
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for moiré states in twisted bilayer phosphorene,” Journal of Physics: Condensed Matter,
vol. 32, no. 23, p. 234001, 2020.
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lations in small-twist-angle bilayer graphene,” Proceedings of the National Academy of
Sciences, vol. 114, no. 13, pp. 3364–3369, 2017.

[69] Y. Wang, Z. Wang, W. Yao, G.-B. Liu, and H. Yu, “Interlayer coupling in commensurate
and incommensurate bilayer structures of transition-metal dichalcogenides,” Physical
Review B, vol. 95, no. 11, p. 115429, 2017.

[70] H. Yu, G.-B. Liu, J. Tang, X. Xu, and W. Yao, “Moiré excitons: From programma-
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[72] S. Magorrian, V. Enaldiev, V. Zólyomi, F. Ferreira, V. I. Fal’ko, and D. A. Ruiz-Tijerina,
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