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Introduccion

Uno de los objetivos de la fisica es describir el comportamiento del mundo real a
través de modelos matematicos simples. Para esto, se define un sistema fisico como un
conjunto de objetos fisicos que se desean estudiar, y un modelo fisico como la descripcion
matematica de dichos sistemas [1|. De esta forma, es posible modelar como se comporta
una porcién del mundo real, s6lo considerando las interacciones y los objetos fisicos de
interés resolviendo dichos modelos. Al resto del universo se le conoce como entorno, y la
influencia de éste sobre el sistema es eleccion del analisis que se desee realizar. A través de
estos modelos fisicos, es posible aproximar el comportamiento del mundo real de manera
tan precisa como se desee.

Una vez se ha definido un modelo del sistema fisico, el siguiente paso es resolver dicho
modelo para poder obtener las soluciones y comprender su comportamiento. Para ello, es
necesario una teoria fisica, que estd compuesta por tres componentes: el formalismo, las
leyes dinamicas y las reglas de correspondencia.

Se puede identificar al formalismo de una teoria fisica como al conjunto de simbolos, ob-
jetos o reglas de deduccion que describen al sistema que se estudia. Existen dos objetos
bésicos en el formalismo clasico o cuéntico; el estado que describe exactamente la configu-
racion del sistema en ese instante, y los observables, es decir, las cantidades fisicas que se
pueden medir experimentalmente.

Las leyes dinamicas son las relaciones que deben cumplir los objetos basicos de la teoria
fisica contenidos por el formalismo. En estas leyes deben estar descritas las leyes de in-
teraccion entre los cuerpos y coémo afecta el entorno al sistema fisico completo, asi como
otras consideraciones que puedan afectar al estado del sistema.

Por ultimo, las reglas de correspondencia son las que asignan el significado empirico a los

VIII



INTRODUCCION IX

objetos que describe el formalismo, es decir, es el que da la interpretacion fisica a la teoria.

En la mecanica clasica, por ejemplo, el estado en el formalismo canénico esté descrito
por el espacio fase del sistema [2]. En particular, el estado de una sola particula en tres di-
mensiones esta descrito por un vector de seis entradas, (q1(t), g2(t), q3(t), p1(t), p2(t), ps(t)),
donde ¢;(t) vy p;(t) son los observables que describen la posiciéon y el momento de la parti-
cula en el tiempo a lo largo de la direccién 7, respectivamente. Las leyes dindmicas en este

formalismo son las llamadas ecuaciones de Hamilton,

dgi(t) OH dpi(t) ~ OH
d  op;,’  dt  Og’

i=1,23. (1)

donde H(q;,p;;t) es el Hamiltoniano del sistema. En la mecanica clasica, las reglas de
correspondencia son bastante directas: la interpretacion fisica de los observables puede ser
medida por las propiedades de los objetos macroscopicos, como la posiciéon y el momento.

Por otro lado, en la mecanica cuantica, el estado en el llamado formalismo de Schrédin-
ger esté descrito por una funcion W(x;t) llamada funcién de onda, que toma valores de un
espacio Euclidiano complejo que contiene todos los posibles estados del sistema, llamado
espacio de Hilbert H [3]. Los observables en este formalismo son operadores auto—adjuntos
definidos en el espacio de Hilbert. La ley dinamica que rige este formalismo es la ecuaciéon

de Schrodinger,

iha—\p(x; t) = HU(x;1), (2)
ot
donde H es el operador Hamiltoniano, el observable que mide la energia total y describe
las interacciones entre los cuerpos del sistema.

A través de estos formalismos es posible resolver de manera analitica una gran cantidad
de modelos fisicos conocidos, tales como el oscilador armoénico n-dimensional, el modelo
de Ising en una y dos dimensiones o el movimiento gravitatorio de dos cuerpos celestes
para el caso de sistemas clasicos a través del formalismo canonico [2]. Para la mecénica
cuantica, algunos modelos exactamente resolubles a través del formalismo de Schrédinger

son el oscilador armoénico cuantico, el modelo del a&tomo hidrogenoide o el péndulo cuantico

[3]. Sin embargo, existen modelos més interesantes para sistemas con interacciones maés
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complejas cuyas soluciones analiticas atin no han sido encontradas, como el sistema de tres
cuerpos [4] o el sistema de un atomo en presencia de un campo magnético externo, lo que
genera el llamado efecto Zeeman [5].

Atun cuando no se ha encontrado una soluciéon exacta para un modelo fisico, es po-
sible obtener una solucion a través de métodos de aproximacion. Ejemplos de estos para
resolver sistemas cuanticos de muchos cuerpos son los métodos perturbativos [6] y los mé-
todos variacionales [7]. De estos salen métodos més especificos, como el método de Born—
Oppenheimer [8] para aproximar sistemas moleculares, o el método de Hartree—Fock [9],
(también llamado método autoconsistente) para obtener la energia y la funciéon de onda
de sistemas cuanticos de muchos cuerpos en un estado estacionario.

Ultimamente, la comunidad se ha volcado en el estudio de la implementacion de modelos
de funciones de onda variacionales basadas en redes neuronales [10] y utilizar el principio
variacional para aproximar el estado base de sistemas cuanticos de muchos cuerpos [11].

La manera en la que opera una red neuronal se puede resumir como un operador funcio-
nal F)y, dependiente de un conjunto de pardmetros W que transforma un vector de entrada
Z € R™ en un vector de salida yy € R™. De esta forma, codificando informacién en la en-
trada y salida de una red neuronal, y después de ser entrenada a través de un esquema de
aprendizaje automatico adecuado, la red neuronal es capaz de obtener la respuesta deseada
para cualquier vector de entrada. Los modelos neuronales han demostrado gran adapta-
bilidad de aprendizaje en muchas areas: desde reconocimiento facial [12], clasificacion de
imagenes [13], reconocer y trasladar automéaticamente cualquier texto de un lenguaje a
otro [14], crear iméagenes totalmente nuevas a partir de frases [15], e incluso se ha ensefiado
a redes neuronales a jugar juegos como ajedrez a nivel superhumano [16]|. Sin embargo,
atin hay mucho provecho desde el punto de visa de la investigacion cientifica que se puede
obtener a través de estos modelos, tales como poder modelar sistemas fisicos complejos de
muchos cuerpos de manera eficiente y que, sobre todo, implique una reducciéon de costo
computacional considerable respecto a los demas modelos artificiales.

Otra de las razones por las cuales los modelos de redes neuronales son llamativos para
aproximar modelos fisicos es el hecho de que son aproximadores universales [17], esto es,

que brindada la cantidad de neuronas interconectadas suficientes, se puede aproximar tanto
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como se desee cualquier funcién continua diferenciable a través de una estructura de red
neuronal. En el contexto de la fisica cuantica, el interés por estos modelos neuronales es
por aproximar las funciones de onda de los modelos cuanticos para los cuales no es posible
obtener una forma analitica. Por lo tanto, las redes neuronales son una herramienta para
aproximar dichos sistemas y obtener informaciéon de ellos.

Para entender la implicacion de la universalidad de los modelos de red neuronal, consi-
dere el caso donde se desea aproximar una funcion vectorial objetivo f(-), que cumple con
la relacion § = f(), donde ¥ es el vector de salida cuando se aplica al vector de entrada .
Ahora considere el conjunto de N puntos de relacion F = {(%;, %)} ,, donde 7; = f(&;)
para todas las ¢. El hecho de que las redes neuronales sean aproximadores universales im-
plica que sea posible disefiar una red neuronal que aproxime a la funciéon f(-) tanto como
se desee; esto es, podemos encontrar una funcidn neuronal Fyy(-) descrita por el conjunto

de parametros de pesos W' tal que [18],

[Fw(T) = f(D)] <€, VT, (3)

para un parametro de error € arbitrario positivo y todos los vectores de entrada . Si la
red tiene las suficientes neuronas, entonces € puede ser tan pequeno como uno desee.

En este proyecto de tesis, se estudia la implementacion de un modelo de red neuro-
nal llamado Mdquinas de Boltzmann Restringidas (RBMs por sus siglas en inglés) para
modelar funciones de onda variacionales de sistemas cuanticos de muchos cuerpos. En
especifico, se estudia el modelo Zs; de Bose-Hubbard para capturar su diagrama de fase
a través de funciones de onda variacionales modeladas con redes neuronales. En el Ca-
pitulo 1 se desarrollan las técnicas de aproximacion a utilizar, y en especifico se pone a
prueba el método variacional en dos sistemas cuénticos de muchos cuerpos paradigmati-
cos: el modelo de Ising con campo magnético transversal y el modelo de Bose-Hubbard
a través de una funcion de onda de Jastrow. En el Capitulo 2 se introducen los modelos
de redes neuronales. En especifico, se presentan las Maquinas de Boltzmann Restringidas,
y se compara su efectividad en aproximar el estado base de los modelos paradigmaticos

resueltos por la funcién de onda de Jastrow. En el Capitulo 3 se introduce el modelo Z, de
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Bose-Hubbard, se prueba la efectividad de las RBMs para aproximar su estado base y se
comparan los resultados de su diagrama de fase respecto a la soluciéon analitica en el limite
adiabatico [19]. Por tltimo, en el Capitulo 4 se dan las conclusiones finales del desarrollo

del proyecto de investigacion.



Capitulo 1

Sistemas fisicos de muchos cuerpos

correlacionados

Al estudiar un sistema fisico de uno o dos cuerpos que interactian entre si y con algin
agente externo, puede que sea sencillo obtener una soluciéon analitica exacta para los es-
tados y los observables de dicho sistema si estas interacciones no son muy complejas. Sin
embargo, cuando més de dos cuerpos se toman en cuenta, se vuelve mucho més complejo
obtener una soluciéon exacta, no solo porque el espacio de Hilbert crece exponencialmente
con el nimero de grados de libertad total, sino también por el hecho de que la interacciéon
conjunta y simultanea de varios objetos fisicos provoca correlaciones [20]. A consecuen-
cia de este efecto existen comportamientos complejos en sistemas fisicos, tales como la
superconductividad [21] y el magnetismo [22].

Cuando las interacciones de un sistema fisico cambian, las correlaciones también lo
hacen, y se pueden presentar transiciones de fase donde el sistema se comporta de manera
distinta s6lo modificando los parametros de interaccion. Predecir estas transiciones de
fase puede ser muy dificil, dado que es necesario calcular observables que cambian de
manera significativa con estos parametros de interaccion, es necesario utilizar métodos de
aproximacion para poder calcular estos cambios de fase.

En este trabajo de investigacion se estudian diagramas de fase cuyas transiciones se
dan por efectos puramente cuanticos, por lo que se toman en cuenta modelos fisicos que

estan sujetos a dos simplificaciones: 1) la temperatura del sistema es T' = 0, de tal forma
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que las correlaciones sean puramente cuanticas, y 2) se considera una discretizacion del
espacio, tal que las interacciones entre los sistemas se puedan especificar en unidades de
distancia que hay entre las particulas. A este tipo de sistemas simplificados se les conoce
como sistemas cuanticos de red.

En este capitulo se estudian los sistemas cuanticos de muchos cuerpos y se introducen
métodos de aproximacion conocidos para calcular sus propiedades. En la Seccion 1.1 se
presentan los sistemas cuénticos de red, y se estudian dos ejemplos de modelos cuanticos
paradigmaticos: el modelo de Ising con campo magnético transversal y el modelo de Bose—
Hubbard. Después, en la Secciéon 1.2 se presentan modelos de aproximacioén conocidos para
calcular el estado base de sistemas cuanticos de muchos cuerpos, mismos que se utilizan
en la Seccion 1.1.2 para aproximar las soluciones del estado base de los sistemas antes

mencionados.

1.1. Sistemas cuanticos de red

Un sistema cudntico de red es un modelo de objetos cuénticos definido en una malla,
ya sea periodica (cristalina) o aleatoria, y las interacciones se definen respecto a los sitios
de la red. Suponiendo un sistema cuantico de red con N sitios, se define la base como el

conjunto de posibles configuraciones accesibles del sistema,
C= {’S> = ‘50> XX |SN,1> | S; € E,,’l S {O, 1, ,N — 1}}, (11)

donde |S) son las posibles configuraciones del sistema de red y £; es el conjunto de nimeros

cuanticos locales discretos que definen el estado del objeto cuantico del sitio . La eleccion

de la base depende entonces del tipo de objetos cuénticos que se estudian en el sistema.
Un estado genérico |¥) del sistema cuéntico de red es definido como una combinacion

lineal de la base elegida [1],
) = w(S)IS), (1.2)
s

por lo que el espacio de Hilbert del sistema es generado por esta base.
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1.1.1. Sistemas 6pticos de red

Los modelos fisicos que suponen sitios donde las particulas estan confinadas en una
red cristalina espacial pueden ser llevados a cabo en la vida real a través de los llamados
sistemas opticos de red |23]. Cuando un atomo es perturbado por un campo de luz laser
dependiente de la posicion x y del tiempo t descrito por el campo eléctrico monocromatico

E(x,1), este induce un momento dipolar p por el efecto AC Stark [24] dado por,

p(x,t) = ép(x)e” ™ +c.c., (1.3)

donde w es la frecuencia angular de la onda eléctrica, é es el vector de polarizacion, p = o, B
es la amplitud del momento dipolar con «, la polarizabilidad compleja y E la amplitud
del campo eléctrico. El potencial de interacciéon entre el momento inducido y el campo

eléctrico es [25],
V() = =5 (p- E) = —5—Re(ap) I (x), (1.4)

donde I(x) = 2eoc|E|? es la intensidad del campo eléctrico. Para encontrar la polarizabi-
lidad, se considera el atomo en el modelo de Lorentz, y considerando el limite semiclasico
donde el d&tomo se puede aproximar a un sistema cuéntico de dos niveles en un campo de
luz clésico, la polarizabilidad resulta [25],

e? 1

_ , 1.5
W me wg — w? — iwl (15)

donde T' = (wg/3meohc®)|{e| ji]g)| es la razén de decaimiento del estado excitado, con fi
el operador de momento dipolar eléctrico [25|, wy la frecuencia asociada a la diferencia de
energia A = fwy entre el estado base |g) y el estado excitado |e) y w la frecuencia de la
luz laser. De esta forma, el potencial de interaccion es,

3T

Vi(x) = Wi A (x),

(1.6)
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que depende linealmente de la intensidad del campo eléctrico externo. De esta forma, es
posible crear un potencial de red 6ptico superponiendo dos haces de luz laser Ei(x, t) =
Eyexp(tikz) que se propagan en la direccion = con amplitud FEy, con numero de onda
k y longitud de onda 27 /k, creando asi un potencial V(z) o< cos®(kz) con periodicidad
a = A/2. Usando otro par de haces contra—propagandose en la direccion y y z, se puede

crear un potencial periédico de red tridimensional de la forma [25],
V(7) = Vo cos®(kx) + Vo, cos?(ky) + Vo, cos®(kz), (1.7)

donde la profundidad de cada pozo de potencial es determinada por el par de haces de luz

correspondientes.

1.1.2. Dos ejemplos paradigmaticos: Modelo de Ising y Modelo de
Bose-Hubbard

A manera de ejemplo, se estudian dos modelos de red paradigmaticos para la mecénica
cuantica: el modelo de Ising con campo transversal [26] y el modelo de Bose-Hubbard [27].
En ambos modelos se considera que la temperatura del sistema es cero, T'= 0, y que los

objetos cuanticos estan confinados espacialmente en una red unidimensional cristalina.

Modelo de Ising con campo transversal

La dinamica del sistema cuantico de Ising con campo transversal estd dada por el

Hamiltoniano 28|,

N

Hy=-J)Y 6i67—g) o7, (1.8)
(i.4) i=1

donde J es la constante de intercambio entre los sitios de espin vecinos (i, j) y ¢g denota

el valor del campo magnético externo en la direccion transversal z. En este ejemplo, se

suponen condiciones periddicas de frontera en el sistema cuéntico.

Cuando el campo externo es transversal a la direcciéon de los espines de la cadena en el
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Figura 1.1: Representacion grafica del modelo de Ising unidimensional.

modelo de Ising, el problema deja de ser clésico y requiere un tratamiento cuéntico dado que
los operadores ¢, y ¢, no conmutan, por lo que no pueden medirse simultaneamente segiin
el principio de incertidumbre de Heisenberg. Este modelo se puede resolver analiticamente

aplicando una transformacion de Jordan—Wigner [29).

Modelo de Bose—Hubbard

El modelo de Bose—Hubbard describe la interaccion entre bosones sin espin en una red
d-dimensional [27], y su interaccién ayuda a describir sistemas fisicos tales como &tomos
bosonicos en una red optica [30] y algunos aislantes magnéticos [31].

Se considera un gas de particulas que interacttian entre ellas en una red 6ptica, como las
descritas en la Secciéon 1.1.1. La dinamica de dicho sistema estd dada por el Hamiltoniano

[32]7
iy = / &t (x) (;’—m + VO(X)) )+ / Pt )V ) I(x),  (1.9)

donde \i/(x) es el operador de campo que aniquila un bosén en la posicion x, Vy(x) es el
potencial de red 6ptico como en la Ec. (1.7) y g = 4wh%a/m es la constante de acopla-
miento de las colisiones de onda-s descritas por una longitud de dispersion a. Para atomos
individuales, el teorema de Bloch establece que las funciones propias del Hamiltoniano
pueden tener la forma de funciones de onda de Bloch [33]. Entonces, usando la base de
funciones de Wannier W, (x — x;), donde x; denota la posicion del sitio i de la red y v es
el indice de banda [34], el operador de campo bosénico en segunda cuantizacion se escribe

como [30],

\i’(X) = ZWV(X_Xi)BV,i7 (110)
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donde el espacio de Fock esta en la base |n,,;), con n,; el nimero de ocupaciéon de bosones
en la banda v del sitio i y b, ; es el operador que aniquila un bosén en el estado W, (x —x;).
Ahora, haciendo una aproximacion de banda sencilla, es decir, considerando que todos los

bosones del gas estan ocupando el estado de banda méas bajo, el Hamiltoniano resulta [30],

N Apn 1 Apara A
H= =% Jyblb; + 5 Y Usuabllbib, (1.11)
‘7j i7j7k7l

donde se han definido los pardmetros,

Jij = — /d?’:z:W(x - X;) (f_m + Vg(x)) W(x — x;),
Ujti = ¢ / dPaW (x — x;,)W(x — x;)W (x — x) W (x — x1), (1.12)

con J;; los elementos de la matriz de tunelaje que fija la probabilidad de que un bosén en
el sitio 7 pase al sitio j a través del efecto de tunelaje cuantico, y Ujji son los elementos
de la matriz de interaccion, y fijan la energia de interaccion entre los bosones de los sitios
1, 7, kyl.

Ahora, considerando el limite de malla profunda, donde Vj > ERr, donde Er = k*/2m
es la llamada energia de retroceso [30], utilizando la aproximacion de atadura fuerte (tight
binding approzimation), todos los elementos de la matriz de tunelaje mas alla de primeros
vecinos no son considerados, al igual que las interacciones de bosones en sitios distintos.
Por lo tanto, definiendo Uy;;; = U, J; 5y =t con (i, j) denota que ¢ es primer vecino con j,

y Jii = i, el Hamiltoniano se transforma en [30],

N
Fy — —t% (b, + He) + Zn (i —1) — uzn (1.13)
que es el Hamiltoniano del llamado modelo de Bose—Hubbard. El parametro U fija la fuerza
de interaccion en el sitio cuando hay mas de un boson, que puede ser atractiva (U < 0) o
repulsiva (U > 0) y u es el potencial quimico que fija la energia necesaria para agregar o
retirar bosones del modelo. Este sistema de red conserva una simetria global U(1), dado

que es invariante ante transformaciones del tipo b — ewl;i, donde 6 es una fase global.
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Figura 1.2: Representacion grafica del modelo de Bose-Hubbard unidimensional.

Aunque el modelo de Bose-Hubbard puede aparentar simplicidad, atin no se ha obte-
nido una solucién exacta. Sin embargo, es posible aproximar la soluciéon del estado base y
su energia utilizando teoria de campo medio (ver Apéndice A.1), de donde se obtiene la

informacion de las fases. Las fases del modelo de Bose-Hubbard son [35],

» Fase de superfluido (SF) cuando J > U. Esta fase es caracterizada por un ntimero

promedio de bosones por sitio no entero y compresibilidad distinta de cero.

» Fase de aislante de Mott (MI) cuando U > J. Se distingue por tener un promedio

de bosones por sitio entero, ademas de ser incompresible.

Una visualizaciéon burda del diagrama de fase de este modelo se puede obtener apli-
cando teoria de campo medio al Hamiltoniano del sistema (ver Apéndice A.1.1). La idea
principal de esta teoria es aproximar todas las interacciones de muchos cuerpos y reducirlas
a interacciones de un solo cuerpo o interacciones efectivas [36].

Para el modelo de Bose-Hubbard, se supone que los observables b; y l;j oscilan alrededor
de su valor promedio, (b)) = ¢ € C, y (b!) = ¢* € C.

Utilizando la teorfa de Landau para calcular las transiciones de fase a segundo orden

(Ver Apéndice A.1), la transicion de fase se da cuando,

1
as =tz {1+tz( Mo+ + o >] =0, (1.14)

u—Ung U(ng—1)—pu

donde ¢ = 0 corresponde a la fase de aislante de Mott, mientras que ¢ # 0 corresponde a
la fase de superfluido.

En la Fig. (1.3) se muestra la transicion de fase del modelo de Bose-Hubbard en el
espacio de parametros ¢/U, u/U, y se puede observar que para distintos ntameros de ocu-

pacion promedio, se forman los llamados mddulos de Mott, donde dentro de estas regiones
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Figura 1.3: Espacio fase del modelo de Bose-Hubbard con aproximacién de campo medio.

el modelo se comporta como un aislante de Mott. Ademaés, esta aproximacion permite ver
que cuando /U € N el modelo de Bose-Hubbard sélo se encuentra en fase de superfluido.

De esta aproximacion tedrica se puede obtener mucha informacion valiosa acerca del

modelo de Bose-Hubbard:
» El modelo presenta dos fases: superfluido y aislante de Mott,

= las regiones del espacio de fase donde el modelo se comporta como un aislante de
Mott esta divididas por moédulos que disminuyen en tamano conforme aumenta la

densidad de bosones promedio por sitio, que tiene que ser entera, y
» cuando p/U € N, el sistema se comporta como un superfluido.

Con esta aproximacion fue posible darse una idea de la forma que tiene el diagrama de fase
del modelo de Bose-Hubbard. Sin embargo, dado que la teoria de campo medio simplifica
las correlaciones cuanticas del sistema, es necesario utilizar otros métodos de aproximacion

para obtener un diagrama de fase méas preciso del modelo.
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1.2. Meétodos de Aproximacion

Como se vio en la seccidén anterior, suponer en el modelo de Bose-Hubbard que el
parametro de orden (5) varie alrededor de un valor promedio para obtener el diagrama
de fase resta mucha validez a los célculos. Sin embargo, tratar de resolver estos sistemas
diagonalizando el Hamiltoniano a través de métodos numéricos exactos es un problema;
como se ha reiterado, la dimension del espacio de Hilbert escala exponencialmente con el
numero de particulas, por lo que llega a ser computacionalmente imposible utilizar métodos
de diagonalizacion exacta en los sistemas méas interesantes que constan de muchos cuerpos
interactuantes [37]. La existencia de esta caracteristica en los sistemas de muchos cuerpos
nos obliga a buscar otros métodos para aproximar una soluciéon de dichos modelos.

En esta seccién se especificaran algunos de estos métodos para aproximar el estado
base y los observables de sistemas fisicos de muchos cuerpos, tales como los métodos
estocasticos de Monte Carlo, el algoritmo de Metropolis-Hastings, y los basados en el

principio variacional y las técnicas de proyeccion.

1.2.1. Métodos Monte Carlo: algoritmo de Metrépolis—Hastings

Suponga un sistema fisico cuya distribucion de probabilidad sobre los estados accesibles
es p(z), donde {x} es la base del sistema, con x las posibles configuraciones que puede
tomar. Para calcular observables de interés, es necesario tomar muestras de la distribucion
de probabilidad de configuraciones.

Una soluciéon ampliamente usada para tomar muestras de una distribuciéon de proba-
bilidad son los métodos Monte Carlo; procesos estocasticos que toman muestras aleato-
riamente, pero siguiendo la distribucion de probabilidad deseada. En particular, en este
proyecto se abordara el método proporcionado por el algoritmo de Metropolis—Hastings,
que tiene por proposito generar una secuencia de posibles configuraciones acorde con la
distribucion de probabilidad del estado del sistema p(z) [37]. A esta secuencia se le conoce
como cadena de Markov, y a cada estado muestreado se le conoce como un eslabon. Se
define el kernel de la cadena de Markov Q (2’ | ) como la probabilidad de que una nueva

configuracion x’ sea propuesta dada una configuracion x aceptada anteriormente.
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El algoritmo de Metropolis—Hastings consiste en,

» Inicializacion: se inicia el algoritmo con una configuracion inicial aleatoria x, y se

coloca en el primer eslabon de la cadena de Markov.
= [teraciéon: para un tiempo algoritmico t,

e Se propone una configuracion y del kernel de transicion Q(y | z4_1), donde z;_,

es la configuracion aceptada en el eslabon ¢t — 1 de la cadena de Markov.

e Calcular la probabilidad de aceptacion,

(1.15)

A(rs — ) = min (1, p(Y)Q@i-1 | y) )

p(2-1)Qy | 24-1)

e Con probabilidad A, aceptar la configuraciéon propuesta y como el eslabéon z;.

De no ser el caso, mantener z; 1 como la configuracion del eslabon z;.

Dado que el algoritmo de Metropolis—Hastings empieza con una configuracion total-
mente aleatoria de la base del sistema, las primeras configuraciones de la cadena de Markov
no son representativas de la distribucion de probabilidad de la que se estdn tomando las
muestras. Se define la cola de la cadena de Markov como el conjunto de configuraciones
que si son representativas de la distribuciéon de probabilidad.

Atn cuando el algoritmo de Metropolis—Hastings es muy tutil para sistemas clasicos
en ensambles con distribuciones de probabilidad conocidas, para sistemas cuénticos donde
la distribucion de probabilidad depende de la funcién de onda del sistema |¥) es nece-
sario primero calcular esta distribucion de probabilidad y después utilizar el método de
Metropolis—Hastings para calcular los observables. Sin embargo, conocer completamente la
funcién de onda de un sistema cuantico de muchos cuerpos puede llegar a ser imposible da-
da la cantidad de correlaciones cuanticas e interacciones que se deben de tomar en cuenta,
por lo que se requiere acudir a métodos de aproximacion para calcularla. En este proyecto

se propone un método variacional para calcular dicha distribucién de probabilidad.
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1.2.2. Meétodo variacional

El principio variacional se sostiene en el hecho de que el estado base de cualquier
sistema cudntico es aquel que tiene la energia minima global |7|. Con eso en cuenta, la idea
principal es proponer una funcion de onda "de prueba"|¥,) que dependa de un conjunto de
pardmetros variacionales o = {oy, ..., a,}, y encontrar el conjunto de parametros 6ptimo
o/ tal que la funcion de onda de prueba, llamada funcion de onda variacional |¥,/) tenga
la energia minima en el espacio de pardametros.

La energia asociada a un estado variacional |V,,) es llamada energia variacional y esta

definida por,

(W, | H|V,)

Ea = )
(Wa | Wa)

(1.16)
donde H es el Hamiltoniano del sistema cuantico de muchos Cuerpos.

La forma en la que se construye esta funcion de onda variacional es directa: de la teoria
de espacios de Hilbert, el conjunto de vectores propios de cualquier operator Hermitiano
en un espacio de Hilbert es una base para ese espacio de Hilbert [1]. Por lo tanto, si {|z;)}
es el conjunto de vectores propios del operador Hermitiano O definido en el espacio de
Hilbert, es posible representar cualquier estado accesible del sistema cuéntico como una

combinacion lineal de la forma,
Wa) =) tala:) |2:) . (1.17)

donde v, (x;) = (z; | ¥,) son los coeficientes que dependen de los parametros variacionales,
V, Pa(z:i) = |ta(x;)]? denota la amplitud de probabilidad de que el sistema cuantico se
encuentre en el estado |z;). Ahora, dado que el operador Hamiltoniano H del sistema
cuantico también es Hermitiano, el conjunto de estados propios {|¢;)} del Hamiltoniano
conforma una base para el espacio de Hilbert [1]. Entonces, existen coeficientes ¢, (x;)
tales que se puedan expresar los vectores propios de O como una combinacion lineal de

la forma |z;) = > ¢;(2:) |¢;), y la funcion de onda variacional en la base del operador
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Hamiltoniano resulta,

o) =Y dal@i)e;(x:) o)) - (1.18)

i?j
Por lo tanto, si E; es el valor propio del operador Hamiltoniano H respecto a su vector pro-
pio |¢;) (es decir, Ej; es la energia del estado |p,)), la diferencia entre la energia variacional

definida en la Ec. (1.16) y la energia del estado base esta dada por,

i1 %a (@) Plo;(2:)* (B — Eo)

e=F,— FEy= ,
> i jlVal@i)?le)(zi)?

(1.19)

y dado que F; — Fy > 0, esto asegura que Fj es una cota inferior para la energia variacional
E,.

Existen muchos métodos y técnicas para minimizar la energia variacional del sistema,
pero en este proyecto se abordaré el método del descenso por gradiente y la reconfiguracion

estocdstica.

1.2.3. Descenso por gradiente

El descenso por gradiente es un algoritmo de optimizaciéon de primer orden diferen-
ciable, y es utilizado para encontrar minimos locales de funciones diferenciables multi—
variables [38].

La idea principal detras de este algoritmo estd basado en el hecho de que cualquier
funciéon diferencial multi-variable F' evaluada en algin punto de su espacio de dominio ¥
en el cual esta funcion es diferenciable, desciende mas rapido a lo largo del camino a donde
apunta la direccion contraria al gradiente en ese punto —V F'(Z).

Ahora, en el contexto de una funcion de onda variacional, de la Ec. (1.17), si elegimos
la base como el conjunto {|x;)} de configuraciones posibles del sistema, entonces la funcion
de onda variacional estd dada por la Ec. (1.17), y la probabilidad p,(x;) de encontrar al

sistema en el estado |z;) esta dada por,

N ’<$1’\I’a>‘2 . |¢a(xz)|2
Polet) = S T TUE ~ (U | )

(1.20)
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donde 9, (x;) = (z; | ¥,) son los coeficientes de la expansion sobre la base {|z;)} y
>l | Wa)|? = (o | ¥y es la norma de la funcion de onda variacional.

Sea O un observable de interés del sistema. Entonces, el valor esperado esta dado por
la ecuacion,

(0) = <‘<I’ L?\‘D‘I’ Zpa (2;)0(x;) = E[O], (1.21)

donde O(x;) es el estimador local del observable O (ver Apéndice B.1), y esta dado por,

~ (i O|Wa) (@i | Vo) , | A
O(x;)) = ——-+ = | Oxy) . (1.22)
(@i | Vo) Z (@i | Vo) !
Cuando el operador O = H es el Hamiltoniano, H (x;) = FEloc(z;) es la energia local

asociada a la configuracion especifica |x;).
Ahora, se desea minimizar el valor esperado de la energia (H) respecto al espacio de
parametros variacionales. Una forma de hacer esto es a través del descenso por gradiente

en el espacio de pardmetros, aplicando la regla de optimizacion,
a—a—nVe(H), (1.23)

donde V, denota el gradiente en el espacio de parametros, y n es la razon de aprendizaje;
entre més grande sea 1, més réapido sera la convergencia al minimo local; sin embargo,
habra mas error estadistico, y viceversa.

La derivada parcial del observable (H) se puede calcular usando la Ee. (1.17) y la Ec.
(1.20), obteniendo asi, (ver Apéndice B.1),

o — (H) = E[(H — E[H])"O4], (1.24)

8ak

donde se ha definido a la derivada logaritmica sobre el pardametro variacional oy de la
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funcion de onda variacional como,

O(x) = %hﬂ/)a(x), (1.25)

respecto a la configuracion especifica del sistema .

Entonces, resumiendo, aproximar la funcién de onda variacional al estado base de
un sistema de red cuantico de muchos cuerpos, asi como su energia minima a través de
un esquema de principio variacional utilizando el descenso por gradiente puede hacerse

siguiendo los siguientes pasos:

= Inicializacién: Proponer una distribucién de probabilidad variacional de la base del
sistema ¥, () = (z | ¥,) que sea diferenciable respecto al espacio de pardmetros «,

tal que la funciéon de onda variacional sea como en la Ec. (1.17),
0a) = 3 vl 1)

donde {z} es la base del sistema. Se inicia el algoritmo con un conjunto de parametros

iniciales «;.

= [teracion: Para un tiempo algoritmico ¢, siendo «; el conjunto de parametros al

tiempo t,

1. Calcular la energia variacional F,, del sistema dada por,

v, | H |,
Ea—< JH | Ye,)

W) 20

a través de la Ec. (1.21).

2. Calcular las derivadas parciales de la energia variacional con respecto a todos

los parametros variacionales como en la Ec. (1.24),

0

—Ea
8Oét7k

. = E[(Eloc — E[Eioc])* Okl

donde oy, es el k—ésimo parametro variacional en el paso ¢ de optimizacion,
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v Eoc(z) = H(x) es la energia local del sistema asociada a la configuracion

especifica |x).

3. Actualizar todos los pardmetros variacionales a través de un esquema del des-

censo por gradiente como en la Ec. (1.23),

0

Qi1 = Ok — n—~Fq,
oo
tk

4. Repetir el proceso de optimizacion hasta que se alcance un objetivo de precision.

Las Ecs. (1.20), (1.21) y (1.22) muestran que, en cada paso de optimizacion, es necesa-
rio sumar sobre todos los estados del espacio de configuraciones del sistema. Como se ha
reiterado antes, el espacio de Hilbert crece exponencialmente con el ntimero de particulas,
por lo que para sistemas cuanticos de interés con una gran cantidad de particulas inter-
actuando, llega a ser muy costoso guardar todas las configuraciones accesibles del sistema
cuantico. Para solucionar este problema, se propone utilizar un esquema de Monte Carlo
para aproximar las Ecs. (1.20), (1.21) y (1.22) en cada paso de optimizacion sin necesidad

de considerar todas las configuraciones posibles.

1.2.4. Método de Monte Carlo variacional

Suponga que se desea tomar un numero N, de muestras de configuraciones posibles de
un sistema cuantico de muchos cuerpos a través de su distribucién de probabilidad varia-
cional. El conjunto de configuracion {|z;)}2* es entonces tomado acorde a una distribucion
de probabilidad p,(z) o [t (z)|* dada por la Ec. (1.20). Entonces, el valor promedio de
la Ec. (1.21) esta dado por,

~ ~ 1 -
(0) =E[0] > O(x), (1.27)
donde O es un observable de interés del sistema cuantico.

En el algoritmo de muestreo, se genera una cadena de Markov de configuraciones |z1) —

|zg) — --+ — |xn,), en la cual, en cada paso i de muestreo se guarda el modulo al
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cuadrado de la funcién de onda variacional |¢,(x;)[* para un conjunto de parametros
«. Este muestreo puede llevarse a cabo a través de un algoritmo de Metropolis—Hastings
simple, mostrado en la Seccion 1.2.1, en el cual, en cada paso de la cadena de Markov,
el namero cuéantico de un sitio aleatorio de la red es modificado (un espin se voltea, un

nimero de ocupacion bosonico cambia, etc.), y la nueva configuracion es aceptada acorde

2) . (1.28)

Una vez obtenida todas las muestras de configuraciones, se puede empezar el proceso de

a la probabilidad de aceptacion,

wa (karl)

Ya(zr)

A(lzk) = [g41)) = min (17

optimizacion a través de la Ec. (1.27). En el proceso de muestreo, la primera configuracion
tiene que ser tomada de manera completamente aleatoria del conjunto de todas las confi-
guraciones posibles del sistema; sin embargo, esta configuraciéon no es representativa de la
distribucion de probabilidad p,(z). De hecho, dado que el siguiente eslabon de la cadena
de Markov depende de la eleccion de la primera configuraciéon, habra un nimero N, de
muestras, al que se le llama cola de la cadena de Markov, que no son representativas de la
distribucion de probabilidad. En este sentido, es necesario descartar ese niimero de mues-
tras de la cadena de Markov. Una vez que las muestras empiezan a ser representativas de
la distribucion de probabilidad, se dice que la cadena ha llegado al punto de termalizacion,
y a partir de ahi, se pueden tomar las muestras para hacer los calculos variacionales.
Como se vio, es posible obtener una funciéon de onda variacional sin la necesidad de
considerar todas las configuraciones posibles del sistema, y soélo calcular los observables
con las muestras que se encuentran en la cola de la cadena de Markov y con la Ec. (1.27),

para asi minimizar la energia a través de un algoritmo extendido del principio variacional:

» Inicializacién: Proponer una distribucién de probabilidad variacional de la base del
sistema 1, () = (x | ¥,) que sea diferenciable respecto al espacio de parametros «,

tal que la funciéon de onda variacional sea como en la Ec. (1.17),

(Vo) = Zwa(%) i)
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donde {z} es el conjunto variacional del sistema. Inicializar el algoritmo de optimi-

zacion con un conjunto de pardmetros iniciales a;.

= Iteracion: Para un tiempo algoritmico ¢, siendo «; el conjunto de parametros al

tiempo t,

1. Utilizar el algoritmo de Metropolis—Hastings para tomar Ny muestras de confi-
guraciones posibles de la distribucion de probabilidad pa, (7;) = |a, (2:)]?, con

{]2:)}Y:, la base del sistema al paso t.

2. Definir la funcién de onda variacional de Monte Carlo para el paso ¢ como,

Wa,) = stat(:vi) B (1.29)

donde se suma sobre los elementos de la base del sistema en el paso .

3. Calcular la energia variacional F,, del sistema dada por,

N,
A~ 1 o~
=1

a través de la Ec. (1.27).

4. Calcular las derivadas parciales de la energia variacional con respecto a todos

los parametros variacionales como en la Ec. (1.24),

0

——F, = E[(Ei. — E[E])" ,
Foy Lo [(E: [Eroc]) " Ok

donde a;j es el k—¢ésimo pardmetro variacional en el paso ¢ de optimizacion,

y Eloc(z;) = H(z;) es la energia local del sistema asociada a la configuracion

especifica |z;).

5. Actualizar todos los parametros variacionales a través de un esquema del des-

censo por gradiente como en la Ec. (1.23),

0

Qi1 = Ok — HWE%
t,k



CAPITULO 1. SISTEMAS FISICOS DE MUCHOS CUERPOS CORRELACIONADOSI18

6. Repetir el proceso de optimizacion hasta que se alcance un objetivo de precision.

La rapidez con la que la energia variacional converge a la energia del estado base
depende totalmente del nimero de muestras que se toma, asi como de la eficiencia con la
que el algoritmo de muestreo Monte Carlo empieza a ser representativo de la distribucién
de probabilidad que quiere modelar. La mayoria de las veces, es cuestion de prueba y error
modificar los parametros como el niimero de muestras, la razéon de aprendizaje, el kernel de
transicion del algoritmo de muestreo, entre otros, para que se obtenga la precision deseada
en los calculos en un tiempo de computo razonable. Sin embargo, existen més técnicas que
se pueden utilizar a la par con el descenso por gradiente para acelerar esta convergencia,

como las técnicas de proyeccion y en especial, la reconfiguracion estocéstica.

1.2.5. Reconfiguracion estocastica

La reconfiguracion estocastica [39] es un algoritmo variacional que fue desarrollado
inicialmente para resolver de manera parcial el famoso "problema del signo"que aparece
al tratar de solucionar ciertos problemas mediante el método de Monte Carlo de la fun-
cion de Green en sistemas cuanticos de red [40]. Una de las ventajas de este método de
aproximacion es el hecho de que requiere méas informacién acerca de la funciéon de prueba
de la que se necesita en el método de descenso por gradiente simple, permitiendo asi una
optimizaciéon méas rapida de la funciéon de onda de muchos cuerpos.

Este algoritmo es un método de proyeccion, en el sentido de que la idea principal es
modificar los pardmetros de una funcién de onda de prueba de tal forma que se aproxime
al estado base a lo largo de un camino en el espacio de los pardmetros variacionales dictado
por la proyeccion <A —H ), donde A se elige de tal manera que A — H > 0.

El algoritmo de la reconfiguracion estocastica consiste en optimizar los parametros

variacionales de la forma (ver Apéndice B.1.2),
o, — O — Atz S;jlfj, (131)
J

donde At es la razén de aprendizaje, f; son los elementos del vector de fuerzas generali-
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zadas f y Sijjl son los elementos de la pseudo-inversa de Moore-Penrose de la matriz de

covarianza S definidos por,

Si; = (0]0;) — (0,0, (1.32)

fi = (Olmy — (1) (O, (1.33)

con O; el operador de la derivada logaritmica de la funcién de onda variacional respecto

al parametro «;, definida en la Ec. (1.24).

1.3. Ejemplos de aproximacion

Una vez presentados los métodos de aproximacion a utilizar, en esta seccion se haré uso
de ellos a manera de ejemplo para acercar el estado base de los sistemas paradigmaticos
expuestos en la seccion 1.1.2. Primero se hard uso de un método de Monte Carlo mues-
treando configuraciones a través de una distribucion de Maxwell-Boltzmann de una red
bidimensional de sistemas de espin, el llamado modelo de Ising clasico en dos dimensiones.
Luego, para ejemplificar la implementacion del método variacional en sistemas cuénticos,
se utilizara una funcién de onda variacional para aproximar el estado base del modelo de
[sing cuantico con campo magnético transversal, y el modelo de Bose-Hubbard en dos
dimensiones. En ambos casos se comparan los resultados obtenidos a través del método de
Monte Carlo variacional aunado con la recofiguracion estocastica con los obtenidos a través

de diagonalizacion exacta de la matriz Hamiltoniana mediante el método de Lanczos [41].

1.3.1. Modelo de Ising con campo externo transversal

La dinamica del sistema cuantico de Ising con campo transversal estd dada por el
Hamiltoniano de la Ec. (1.8). En esta seccion, se pondra a prueba el método variacional
con este modelo para aproximar la funciéon de onda del estado base.

Como primera aproximacion variacional, se considera la funcion de onda de Jastrow,
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definida por [42],
|\Iju> - Zjl/(a') |U> ) (134)

1
J(o) = exp [—EZVijUfO';] , (1.35)
,J

donde o = (07,03, ...,0%) es la base del sistema, y J, (o) es el llamado factor de Jastrow
que depende del conjunto de parametros v. Este factor puede interpretarse como un tér-
mino de pseudo—potencial que introduce las correlaciones cuanticas entre los espines de la
cadena, y v = {v;;} es el conjunto de parametros varacionales a optimizar en el algoritmo
de aproximaciéon. Estos parametros miden las correlaciones entre los sitios de espin.

En la Fig. (1.4) se muestran los resultados obtenidos de aproximar la funcion de onda
de Jastrow a través del algoritmo presentado en la secciéon 1.2.4 para el modelo de Ising
con campo transversal con N = 20 sitios de espin en las tres fases, en la fase ordenada
con |g| < 1 (1.4 a), en la fase sin brecha con |g| = 1 (1.4 b), y en la fase desordenada
lg| > 1 (1.4 ¢). Para este modelo, es necesario optimizar N(N — 1)/2 = 190 parame-
tros variacionales. En los tres casos, se toman 1008 muestras a través de un algoritmo
de Metropolis-Hastings, con las primeras 500 muestras como la cola de las cadenas de
Markov. Los parametros variacionales se actualizan a través de 1000 pasos de optimiza-
cién a una razoéon de aprendizaje de 0.1. El promedio E; de los ultimos 300 pasos de la
energia variacional optimizada se compara con la energia F,.,; calculada a través de la
diagonalizacion de la matriz Hamiltoniana mediante un algoritmo de Lanczos.

Los resultados para la energia son a) una varianza de o? = 0.1525 de la energfa y un
error de AE = Ej — E.; = 0.0248, b) 02 = 0.1850 y AE = 0.0386, y c) 02 = 0.0091 y
AE = 0.0007.

Como se puede apreciar, la funcion de onda de Jastrow tiene mejores resultados para
la fase desordenada, donde el error entre las energias disminuye en un orden de magnitud.
Por lo tanto, podemos acertar que, al menos para sistemas alrededor de N = 20 espines,
la funcién de onda variacional de Jastrow es capaz de aproximar con éxito al estado base

a través del principio variacional.
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Figura 1.4: Optimizacion de la energia del estado variacional de Jastrow para el modelo
de Ising con campo transversal con N = 20 sitios de espin para J = 1y a) g = 0.5, b)
g=10yc)g=15.

1.3.2. Modelo de Bose—Hubbard con la funcion de onda de Jas-

trow

Considere el modelo de Bose-Hubbard que consiste en una cadena de N sitios bosénicos,
con a lo més n,,., bosones por sitio, presentado en la seccion 1.1.2. Al igual que en

ejemplo anterior, como primera aproximacion variacional se considera la funciéon de onda
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Figura 1.5: Optimizacion de la energia (lineas color morado) y de la densidad de ocupacion
(lineas color naranja) para un algoritmo variacional de 4000 pasos de optimizacion con la
funcion de onda de Jastrow. Se comparan con los resultados obtenidos por diagonalizacion
de Lanczos del modelo de Bose-Hubbard con N = 6 sitios bosonicos en la cadena y
Naz = D NUmMero maximo de bosones por sitio, con a) U =20.0 y p=11.0 y b) U = 20.0
y pu = 20.0.

de Jastrow, donde un estado general del sistema esta dado por [42],
We) = > Ju(n)n), (1.36)
1
ja(n) = exp —5 Z a;n; + Z Jijnmj N (137)
% 1,J

en donde n = (nq,na,...,ny) es la base de posibles configuraciones del sistema en la base
del operador ntimero, y J,(n) = (n| ¥,) es la distribucion de probabilidad de Jastrow
respecto a la base, y @ = (@, J) es el conjunto de parametros variacionales a optimizar para
encontrar el conjunto de pardmetros que minimice la energia variacional F, en el espacio
de pardmetros.

En la Fig.(1.5) se muestran los resultados obtenidos al optimizar la funcién de onda
de Jastrow a través de un algoritmo de Monte Carlo variacional para encontrar el estado
base del modelo de Bose-Hubbard en dos zonas de los parametros de interacciéon: cuando
el sistema se encuentra en la fase de aislante de Mott (U = 20.0, p = 11.0 y t = 1.0), y
cuando esta en la fase de superfluido (U = 20.0, p = 20.0 y t = 1.0). Para este ejemplo,
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se utiliz6 una cadena de N = 6 sitios bosénicos, con 7,,,, = 5 bosones maximos por sitio,
por lo que el espacio de Hilbert tiene 6° = 46656 estados en la base. Esta funcion de onda
variacional cuenta con N(N — 1)/2 + N = 21 parametros variacionales a optimizar. En
el ejemplo se utiliza un algoritmo de Metropolis—Hastings para tomar 1308 muestras de
configuraciones posibles de la distribucion de probabilidad dada por la funciéon de onda
de Jastrow para cada paso de optimizacion, tomando las tltimas 1080 como la cola de la

cadena de Markov.

Diagrama de fase

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

t/U

Figura 1.6: Comparaciéon de diagrama de fase del modelo de Bose-Hubbard esbozado por
la funcién de onda variacional de Jastrow (puntos azules) respecto al obtenido mediante
diagonalizacion por Lanczos (lineas negras). Para el método variacional, la cadena cuenta
con N = 8 sitios bosoénicos con a lo mas n,,., = 5 bosones por espin, comparando la
densidad de ocupaciéon bosoénica calculada por el método Monte Carlo respecto a su entero
mas cercano con tolerancia de £0.05.

En la Fig. (1.6) se muestra el diagrama de fase donde se hizo una cuadricula en el espacio
de fase (t/U, u/U) de 40 x 10, y en cada punto se hace un algoritmo de optimizacion para
el Hamiltoniano. Para cada punto de optimizacion, se promedia la densidad de ocupacion
bosoénica p obtenida por el algoritmo de optimizacién y se considera que el modelo se
encuentra en la fase de aislante de Mott si p es entera, con una tolerancia de £0.05.

En la Fig. (1.4) se muestra como la varianza en la energia variacional es del orden del

error de energfa. Esto ocasiona que, aunque la energia sea satisfactoriamente aproximada
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a la del estado base, los demas observables no sean aproximados, como se puede apreciar
en la Fig. (1.5), donde el operador de densidad bosonica falla para el caso de superfluido.
Esto ocasiona también que las fronteras entre las fases del modelo de Bose-Hubbard de la
Fig. (1.6) no estén bien definidas respecto a las obtenidas de manera exacta.

Para solucionar esto, se propone utilizar una funciéon de onda variacional utilizando
redes neuronales que sea capaz de aprender de las correlaciones del sistema de manera
mas eficiente, y asi poder capturar la fisica del estado base sin tener muchas fluctuaciones

numéricas por el método Monte Carlo.



Capitulo 2

Redes neuronales y aprendizaje

automatico

2.1. Estructura de una red neuronal

Una red neuronal consiste en un conjunto de unidades de informacion, llamadas neuro-
nas que se conectan entre ellas a través de enlaces sindpticos (o pesos de conexion). La red
neuronal esté caracterizada por una matriz de conexion W que contiene la informaciéon de
los enlaces sindpticos entre neuronas, donde W;; es el peso de conexion entre la neurona
i y la neurona j. También, a cada neurona i se le asigna un término de sesgo (o bias) b,
que fija un valor constante a la senal de la neurona ¢, ademas de una funcion de activacion
fi(+) que depende de todos los valores de las demés neuronas, y especifica si la neurona
1 da una senal de activacion o no. Por lo tanto, el estado de una red neuronal puede ser
caracterizado por el conjunto W = (W, b) de pesos sinapticos y términos de sesgo de
las neuronas, asi como del conjunto f = {f1, fo,...} de funciones de activacion de cada
neurona.

Generalmente, las neuronas estan agrupadas por capas, permitiendo conexiones sinap-
ticas solo entre neuronas de capas contiguas. En este tipo de modelos, la red neuronal se
alimenta dando valores a las neuronas de la primera capa, llamada capa de entrada, y las
senales de las neuronas se van propagando a través de las capas hasta que la informacién

llega a las neuronas de la tltima capa, llamada capa de salida, que se interpreta como el

25



CAPITULO 2. REDES NEURONALES Y APRENDIZAJE AUTOMATICO 26

(7+1)

Ty

Figura 2.1: Representacion grafica de una neurona.

resultado de las operaciones neuronales.

Para ejemplificar la estructura de una red neuronal artificial, considere el ejemplo don-
de el modelo solo tiene dos capas: la capa de entrada y la capa de salida, como la que
se muestra en la Fig. (2.2). A este modelo de red neuronal se le conoce como red de capa
simple de realimentacion, donde se dice que una red neuronal es realimentada si la infor-
macion la recibe desde las capas inferiores, empezando por la capa de entrada, hacia las
capas superiores, terminando en la capa de salida, pero no viceversa. La capa de entrada
esta compuesta por N(® neuronas, donde el superindice (0) denota el niimero que se le
asigna a la capa de entrada. Las neuronas de esta capa estan conectadas a través de una
matriz de pesos W), donde su elemento Wi(jl) son los pesos de conexion de la i—ésima

neurona de la capa de entrada que la conecta con la j—ésima neurona de la capa de salida.
(0)

Suponga que los valores de las neuronas de la capa de entrada son denotados con z; ",
entonces se define el campo local de induccion asociado a la j—ésima neurona de la capa
de salida definido como la combinacion lineal de estos valores,

N(O)
A0 =3 w4+, (2.1)
i=1

donde b§1) es el término de sesgo asociado a la j—ésima neurona de la capa de salida.

Después de calcular el campo inducido, se aplica la llamada funcion de activacion f para
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obtener el valor de la j—ésima neurona de la capa de salida como,

565-1) _ f(z](l))

= YW el ) (2.2)

donde se supuso que la funciéon de activacion es la misma para todas las neuronas de la
capa de salida. En la Fig. (2.1) se muestra una representacion grafica de una neurona que
esta conectada con NU~Y neuronas de la capa anterior, y donde el término de sesgo se

), donde se fija el valor de la neurona x(()j ) =1

interpreta como el término bl(-j = a:éj )Wéiﬂ

y WO(,];H) = bgj H), por lo que el campo inducido se puede reescribir como,

N (k)
) 3 gy 0 (2.3)
=0

Capa de entrada
epIres op ede))

Figura 2.2: Estructura de red neuronal realimentada de capa simple.

Aun cuando esta estructura de red neuronal es simple, se ha demostrado que es su-
ficiente para poder aproximar cualquier tipo de funcién diferenciable y lo suficientemen-
te suave, proporcionando el nimero adecuado de neuronas y ajustando los pardmetros

W = (W(l),b(l)) para que disminuya el error hasta obtener la precision deseada. Sin
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embargo, es posible mejorar esta precision y facilitar el aprendizaje del modelo agregando

mas capas de neuronas entre la capa de entrada y la capa de salida.

Capa de entrada Capa de salida

Capas ocultas

%

@ —

Figura 2.3: Estructura de red neuronal multicapa de realimentacion.

Extrapolando para el caso donde se tienen n capas de neuronas, donde a las capas que
estan entre la capa de entrada y la capa de salida son llamadas capas ocultas, dado que los
valores de sus neuronas —llamadas neuronas ocultas— estan completamente definidas por
sus conexiones sindpticas entre ellas. A este tipo de modelos neuronales se les conoce como
redes multicapa de realimentacion. Para una red neuronal multicapa de realimentacion con

n — 1 capas ocultas, y denotanto xz(»k) como el valor de la i—ésima neurona en la capa k
donde 0 < k < n que tiene N®®) neuronas, entonces el campo inducido de la neurona j de

la capa k + 1 esta dado por,

N (k)
(k+1) _ (k+1) (k) (k+1)
zj = Z Wi e+ 07 (2.4)
i=1

donde W*+D eg la matriz de conexion entre la capa k y la capa k + 1. Por lo tanto, el
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valor de dicha neurona esta dado por,

PRI (G <z§k+1)>
N (k)
=1

donde se denota f**+1 a la funcién de activaciéon de las neuronas de la capa k + 1.

En ciertos problemas a resolver con redes neuronales, es conveniente que algunas de las
neuronas de la capa de salida estén conectadas con las de capas inferiores, e incluso con la
propia capa de entrada. De esta forma, las salidas en un tiempo t dado son introducidas a
la red de nuevo en un tiempo posterior ¢t + 1. A este tipo de redes neuronales se les conoce
como redes neuronales recurrentes, dado que se permite que los valores de capas superiores
influyan en la activaciéon de neuronas que se encuentran en las capas inferiores.

Estos modelos de redes neuronales son muy ttiles, dado que lo tnico que se debe
hacer para que la red neuronal aprenda es codificar la entrada y la salida, y elegir un
esquema de aprendizaje adecuado para que el modelo se adapte a través de iteraciones de
entrenamiento. A esto se le conoce como aprendizaje automdtico, y es la parte mas esencial

en el proceso del modelado a través de redes neuronales.

2.2. Aprendizaje automatico

Como idea general, para que las redes neuronales aprendan a realizar tareas, es necesario
que previamente hayan sido entrenadas. El entrenar a la red neuronal implica exponerla
al entorno para que pueda capturar su funcionamiento, y asi poder replicarlo. Para ello,
se requiere de dos elementos a tener en cuenta en el proceso de aprendizaje de la red
neuronal: el conjunto de entrenamiento, que son un conjunto de vectores de entrada que
codifican la informacion contenida en el entorno del que se quiere aprender, y la senal
de error, una funciéon que permite visualizar el error entre la respuesta dada por la red
neuronal y la respuesta deseada. Se puede categorizar el tipo de aprendizaje automatico

clasificando el conjunto de entrenamiento que se tenga en el problema; en ciertos casos se
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conoce la respuesta o vector de salida deseado por cada vector de entrada del conjunto de
entrenamiento. Esto se puede visualizar como que la red neuronal aprende de una persona
que conoce todas las respuestas para el conjunto de entrenamiento, entonces se dice que el
aprendizaje se hace con un profesor. Cuando estas respuestas no se le proporcionan a la
red neuronal, esta debe encontrar patrones o aprender del conjunto de datos de entrada

por si sola. Para este caso, se dice que la red neuronal esté aprendiendo sin un profesor.

2.2.1. Aprendizaje con profesor

En este esquema, también conocido como aprendizaje supervisado, el conjunto de en-
trenamiento consiste en ejemplos de entrada—salida, donde la salida es la que se desea que
la red neuronal obtenga en el proceso, es decir, se dice que los vectores de entrada estan
etiquetados. Se puede imaginar el proceso como un profesor que conoce el funcionamiento
del entorno, y desea que la red neuronal aprenda a actuar como él. Entonces, el profesor le
ensena a la red neuronal déandole la respuesta deseada de todos los ejemplos del conjunto
de entrenamiento. Una vez que la red neuronal es capaz de obtener la respuesta deseada de
cada uno de los ejemplos del conjunto de entrenamiento, entonces ya esté lista para poder
predecir otros ejemplos de entrada, y la precision de la prediccion depende del tamano del

conjunto de entrenamiento, asi como de la variedad de ejemplos que esta contenga.

’ t Respuesta

deseada

& k

S

Respuesta Sefial
o ﬁ P

neuronal de error

?

Figura 2.4: Esquema grafico del aprendizaje supervisado por un profesor.
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El aprendizaje supervisado es muy tutil, dado que es posible entrenar una red neuronal
a través de este esquema para que pueda reconocer patrones en datos (imagenes, texto,
lenguaje, etc), asi como en bioinformatica para reconocer huellas dactilares, textura del

iris de ojos, identificacion de individuos, entre otras cosas.

2.2.2. Aprendizaje sin profesor

En este esquema de aprendizaje, por otra parte, la red neuronal es expuesta a los datos
de entrenamiento, y debe aprender a identificar patrones en ellos sin necesidad de que
haya un profesor dando las respuestas correctas. Este esquema de aprendizaje se puede
clasificar en dos tipos de subesquemas: el aprendizaje no supervisado, donde la red neuronal
aprende a identificar patrones de datos no-etiquetados, clasificando grupos de datos en
llamados clusters que comparten caracteristicas similares. Esta habilidad de aprender sélo
de los datos de entrada vuelve ideal a este esquema de aprendizaje para analisis de datos,
reconocimiento de imagenes, o para la reducciéon de dimensionalidad en un conjunto de

datos.

Vector Recompensa ¢ Accién
de entrada

R

Figura 2.5: Esquema grafico del algoritmo de aprendizaje reforzado.
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El otro caso especial de aprendizaje sin profesor es el aprendizaje reforzado, en el cual,
el proceso de aprendizaje consiste en alimentar a un agente con los vectores de entrada
del conjunto de entrenamiento. Este agente después propone una accion sobre el estado de
entrada, la cual es analizada por un observador que, si bien no conoce la respuesta correcta
para cada uno de los ejemplos del conjunto de entrenamiento, es capaz de evaluar cuando
una respuesta dada por el agente se acerca a la deseada. Después de evaluar el resultado
obtenido por el agente, el observador da una recompensa si la respuesta se acerca a la
deseada después de la accion propuesta por el agente, o le da una penalizacion si es que
se aleja. La forma en la que el observador evalia la salida es a través de una funcion coste
que depende del problema especifico que se quiera resolver. El agente puede ser una red
neuronal, tal como se muestra en la Fig. (2.5). Entonces, en cada iteracion del algoritmo
de aprendizaje, los pesos sinapticos de la red neuronal se modifican de tal forma que esta
funciéon coste disminuya hasta que haya aprendido a obtener la respuesta deseada.

En el contexto de la fisica, y en especial, de la mecénica cuantica de muchos cuerpos, se
sabe que el estado base de cualquier sistema fisico es el que tiene la energia minima. Por lo
tanto, el aprendizaje reforzado es muy llamativo de utilizar para aproximar el estado base
de un sistema cuéntico. Para lograr esto, es necesario encontrar una estructura neuronal
capaz de modelar la funcién de onda del sistema cuantico a estudiar, y a partir de ahi
utilizar un esquema de aprendizaje reforzado para que la red aprenda a modificar sus
parametros sinapticos, tal que se minimice su funcién coste -que en este caso, es la energia
total del sistema- hasta llegar al minimo, y asi aproximar la funcién de onda del estado

base del sistema.

2.3. Aproximar el estado base de sistemas cuanticos de
muchos cuerpos a través de redes neuronales

La funcién de onda de un sistema cuantico es el objeto que contiene toda la informaciéon
del estado completo del sistema. Operando con ella, es posible calcular observables del

sistema en ese estado, lo que permite comparar con alguna realizaciéon experimental de ese
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sistema, e incluso nos permite inferir propiedades como cambios de fase de la materia. Dado
que el estudio experimental de sistemas cuanticos complejos de muchos cuerpos esta siendo
tendencia entre la comunidad cientifica, es importante también tener una contraparte
teorica que sostenga los resultados obtenidos en el laboratorio. Sin embargo, no siempre
se tiene la informacion requerida de como acttian las correlaciones cuanticas en el sistema
para construir una funciéon de onda variacional como la de Jastraw. Para solucionar esto,
se puede hacer uso de la capacidad inherente de las redes neuronales de aprender estas
correlaciones, sin necesidad de inferirlas en un principio en el modelo teérico.

Como se dijo antes, las redes neuronales son aproximadores universales de funciones
diferenciables, y dado que se puede expresar la funciéon de onda de un sistema cuantico
como una distribucion de probabilidad sobre posibles estados en una base de un opera-
dor Hermitiano definido en el espacio de Hilbert, entonces las redes neuronales son una
propuesta ideal para modelar dichas funciones de onda. Ademas, dado que computacional-
mente las redes neuronales no son muy demandantes en términos operacionales, también
son llamativas por el posible escalamiento que se pueda obtener en el tiempo de computo

respecto a otros métodos de aproximacion.

2.3.1. Funciones de onda variacionales con redes neuronales

Para mostrar como es el modelo de la funcion de onda a través de una red neuronal,
suponga un sistema cuantico cuya dinamica esta definida por el operador Hamiltoniano
H, y cuenta con N particulas interactuantes. La meta es utilizar una estructura de red
neuronal para poder modelar la distribuciéon de probabilidad respecto a una base compu-
tacional del sistema. Dado que se desea que la red neuronal aprenda del sistema fisico,
la capa de entrada deberé tener codificado el estado, teniendo entonces N unidades en la
capa de entrada, y por salida, se desea que el modelo dé la amplitud de probabilidad de
dicho estado, por lo que la capa de salida debera tener s6lo una neurona. Entonces, se

puede construir una funcién de onda variacional a través de dicha red neuronal como,

[Uw) =D dw(@) |z), (2.6)
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donde ¥y (z) es la amplitud de probabilidad modelada por la red neuronal con conjunto
de pesos sindpticos W = (W,b), y {z} es la base del sistema. Dado que el objetivo
es aproximar la funcién de onda del estado base, la forma de hacerlo es minimizando la
energia del modelo neuronal.

Al igual que en la Seccion (1.2.2), la energia de una distribucion 1y (z) respecto a los

posibles estados del sistema esta dado por,

A~ ~

By = {H),, = E[Hw, (2.7

donde H es el operador Hamiltoniano del sistema cuantico, y se define la energia local del

estado z respecto a la distribucion de probabilidad iy (x) como,

Aw) =% m(()) (o] A |2} (2.8)

y se define al operador E[-]yy como el promedio respecto a la distribucion de probabilidad

¢W (.CL') COINO,

E[A] =) %A(m), (2.9)

l'/

con (¥yy | Uyy) = > [w(x)|* es la norma del estado cudntico neuronal.

Entonces, dado que no se conoce la distribucion de probabilidad de configuraciones del
estado base, es necesario hacer uso de aprendizaje reforzado. El conjunto de entrenamiento
es el espacio de todas las posibles configuraciones {z}, y la red neuronal da por respuesta
la probabilidad para cada una de ellas, a través de la distribucion ¥y (z). Después, el
agente propone un cambio en los pesos sinapticos de la red a W', tal que cambie dicha
distribucion de probabilidad a una distinta ¢y (x). Las dos probabilidades modeladas
por la red neuronal para cada una de las configuraciones es evaluada por el observador,
calculando la energia para ambas distribuciones Ey, y Eyy con la Ec. (2.7). Si Eyy < Eyy,
entonces, se recompensa positivamente al agente, y se penaliza negativamente si pasa lo
contrario. De esta forma, la red neuronal tendera a cambiar sus pesos sinapticos de manera

que Eyy disminuya.
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Atn cuando el procedimiento antes descrito es suficiente para que la energia dismi-
nuya, es posible acelerar el proceso utilizando optimizadores que guien al agente a tomar
acciones mas acertadas. Estos optimizadores pueden ser procedimientos de minimizacién
de funciones, como el descenso al gradiente o la reconfiguracion estocastica respecto a los

pesos sinapticos.

2.3.2. MaAquina de Boltzmann Restringida

Las maquinas de Boltzmann Restringidas [43] (RBM por sus siglas en inglés) son un
tipo de red neuronal estocasticas utilizadas en el aprendizaje automatico para modelar
la distribucién de probabilidad de un conjunto de vectores binarios que fueron muestrea-
dos desde una distribucién desconocida. La razén de usar este tipo de redes neuronales
recurrentes para aproximar la funcién de onda del estado base de sistemas cuanticos de
muchos cuerpos es el hecho de que se ha probado de manera satisfactoria la universalidad
del modelo en aproximar distribuciones de probabilidad con la precision que se desee [44],
ademés de que la estructura neuronal recurrente permite que se consideren muchos tipos
de correlaciones cuanticas en el sistema, mejorando la precision de los célculos [45]. Ya
se han reportado trabajos donde se utiliza este modelo de red neuronal para aproximar
distintos sistemas cuanticos de manera satisfactoria, como el modelo de Heisenberg [11],
el modelo J; — J; [46] [47], el modelo de Bose-Hubbard [48], entre otros.

Las RBM se componen de dos capas de neuronas que toman valores binarios, la capa
wisible, donde las neuronas codifican la entrada de los vectores binarios, y la capa oculta,
que se compone de unidades binarias estocésticas. Las conexiones se limitan sbélo entre
neuronas de capas distintas. La capa oculta se encarga de crear correlaciones entre las
unidades visibles sin la necesidad de que haya interaccion directa entre las neuronas de
entrada. Dependiendo de los valores de los pesos sinapticos entre las neuronas, asi como
los términos de sesgo, la red neuronal asigna una probabilidad a cada vector del conjunto
de vectores binarios de entrenamiento.

La distribucién de probabilidad que modela una RBM con n, neuronas binarias en la
capa visible y nj, en la capa oculta, y con parametros sinapticos dados por W = (W, @, g),

donde W;; es el peso sinaptico que conecta a la neurona ¢ de la capa visible con la neurona
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Capa oculta

Capa visible

Figura 2.6: Estructura de una maquina de Boltzmann restringida.

J de la capa oculta, a; es el término de sesgo de la neurona ¢ de la capa visible y b; el

término de sesgo de la neurona j de la capa oculta, con vector de entrada ¥ = (v, -+ ,v,,)
y vector oculto h= (hy,--- , hy,) esta dada por,
1

Prpm (U, E) = exp(—Erpm (U, E; W)), (2.10)

Z(W)

donde Z(W) es la funcion de particion que normaliza la distribucion de probabilidad de la

RBM, v Erpu (v, E; W) es la energia libre de la mdquina de Boltzmann restringida dada

por?
=1 j=1 i=1 j=1

Dado que las unidades de la capa oculta h son estocasticas, se puede calcular la pro-
babilidad condicional Prp (7 | h; W) de que la capa de entrada contenga los valores ¢/

cuando la capa oculta es h con parametros sinapticos W,

Nh
PRBM(Ul E; W) 0.8 exp(aivi + Z Wijvihj)

j=1

i=1
y una solucién similar para la probabilidad condicional de que se tenga el vector oculto h
cuando la entrada es v. Por lo tanto, la distribucion de probabilidad respecto a los vectores

posibles de entrada ¢ se calcula marginalizando sobre todos los posibles estados de la capa



CAPITULO 2. REDES NEURONALES Y APRENDIZAJE AUTOMATICO 37

oculta,
PRBM(ﬁ; W) = Z PRBM(U, ﬁ? W), (2-13)
h

por lo que se puede tomar muestras de un conjunto de posibles entradas respecto al modelo
de distribucion del RBM.

Cuando se intenta calcular el estado base de un sistema cuantico de muchos cuerpos,
en principio no se conoce la distribucién de probabilidad de los posibles configuraciones
del sistema en dicho estado, ya que eso mismo es la amplitud de la funcién de onda
P(7) = [{(7| ¥)]?, donde ¥ son los vectores de la base computacional en la que se esté
estudiando el sistema cuéntico. Entonces, la meta es aproximar dicha distribucién de pro-
babilidad a través de una maquina de Boltzmann restringida, modificando los parametros
de conexion y los términos de sesgo a través de un algoritmo de aprendizaje automatico.
Por lo tanto, utilizando el método variacional, en principio es posible aproximar el estado
base de un sistema cuéntico de muchos cuerpos a través de una RBM, optimizando los
valores sinapticos con un algoritmo de aprendizaje reforzado, donde la recompensa se da
por positiva cuando la energia asociada a la RBM disminuye al actualizar los pardmetros
sinépticos, y se castiga con recompensa negativa cuando la energia aumenta.

Dado que las neuronas de las RBMs son binarias, codificar modelos con sistemas de
espines es directo: si la red cuenta con N sitios de espin, entonces un estado accesible
lo7,- -+ ,0%), con 7 € £1 el valor de la proyeccion en z del espin en el sitio ¢ de la cadena,
se puede codificar en una RBM con N neuronas en la capa de entrada, y donde se asigna

el valor v; = 1 (v; = 0) solo si 0f = +1 (07 = —1).

Figura 2.7: Representacion grafica de la codificacion tipo One-Hot en la entrada de una
RBM.
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Sin embargo, esto cambia cuando se tiene otro tipo de objetos cuanticos cuyos niimeros
cuanticos no son binarios, tales como los sitios de ocupaciéon bosénica como en el modelo
de Bose-Hubbard. Para este tipo de casos, es necesario hacer otro tipo de codificaciéon
en la entrada, de tal forma que la red neuronal pueda interpretar los diferentes estados
accesibles de ocupaciéon bosonica del sistema de manera distintiva. Para ello, se hace uso
de una codificacion tipo one-hot en la entrada.

A modo de ejemplo, suponga un sistema cuéntico que cuenta con N, sitios bosoénicos, en
los cuales se permiten, a lo més, n,,,, bosones por sitio, y cuya distribuciéon de probabilidad
se quiere modelar a través de una RBM. La codificaciéon en la capa de entrada se hace como
sigue: a cada sitio de ocupaciéon bosonica se le asigna un conjunto de n,,q, + 1 neuronas de
la capa de entrada. Por ejemplo, al sitio j se le asigna un vector U; = (v, v1, ..., Un,0n)s
donde el valor de cada neurona esta dado por v; = d,,;, con n; el nimero de ocupacién
bosonica del sitio j, como se muestra en la Fig. (2.7). De esta forma, es posible capturar
las distintas configuraciones del sistema a través de una RBM con n, = Ny, * (0. + 1)
neuronas en la capa visible, y nj, neuronas en la capa oculta.

Ahora que se ha presentado el modelo de red neuronal, se pondréa a prueba su efectividad
en los modelos de muchos cuerpos ya estudiados con la funciéon de onda de Jastrow en el

capitulo anterior.

2.4. Ejemplos de aproximacion con estados cuanticos
neuronales

Como se vio en el capitulo anterior, a pesar de que la funciéon de onda de Jastrow es
capaz de optimizar la energia del estado base del modelo de Ising con campo magnético
transversal y el modelo paradigmético de Bose-Hubbard, atn sigue teniendo problemas
para capturar la fisica del sistema, fallando al tratar de calcular el diagrama de fase para
el ultimo modelo mencionado. En esta seccién, se pondré a prueba el estado cuéantico
neuronal de las maquinas de Boltzmann restringidas para comparar los resultados con la

funcion de onda de Jastrow. En estos ejemplos, se hizo uso de la biblioteca Netket 3 [49]
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para definir el modelo de red neuronal que modela la funcién de onda variacional, asi como

el proceso de optimizacion.

2.4.1. Modelo de Ising transversal

Suponga un modelo de Ising con campo externo transversal con N sitios de espin, donde
su dinamica esté definida por el Hamiltoniano de la Ec. (1.8). Ahora, se desea aproximar
un modelo de estado cuantico neuronal a través de una maquina de Boltzmann restringida.
Para construir dicha arquitectura, es necesario que haya n, = N neuronas binarias en la
capa visible, y nj; unidades ocultas. Entonces, la probabilidad modelada por la red neuronal

recurrente para una configuraciéon o = (0§, 03, ...,0%) de la cadena de espines esta dada

por,

e (£ ) 2 g
¢W<0') :PRBM(O' ,W) = Z(W) H2COSh (bJ—FZM/UO'ZZ) s (214)
j=1 1=1

donde W = (a,b, W) es el conjunto de pardametros sinapticos de la red neuronal, con
a; el término de sesgo de la neurona 7 en la capa de entrada, b; el término de sesgo
de la neurona j en la capa oculta y Wj; el peso sinaptico que mide la interaccién entre
la neurona ¢ de la capa de entrada con la neurona j de la capa de salida. Entonces, el
algoritmo de optimizacién busca el conjunto VW en el espacio de parametros tal que la
energia variacional FEy, se minimice. Para hacer esto, en cada paso de optimizacion se

calcula la energia asociada a la funcion de onda a través de las Ecs. (1.21) y 1.22, donde,

(Tyy | Hr | Tyy)
(Uyy | Uyy)

By = : (2.15)

con |Wy) = > _Yw(o)|o) el estado cudntico neuronal de la Ec. (2.6) para el caso de la
RBM en el modelo de Ising con campo magnético externo transversal.

En la Fig. (2.8) se muestran los resultados obtenidos al optimizar el estado cuéntico
variacional de la Ec. (2.14) a través de un algoritmo de Monte Carlo variacional, presentado
en la seccion 1.2.4, para a) la fase ordenada, con |g| < 1, b) la fase sin brecha con |g| =1

y ¢) la fase desordenada, con |g| > 1. La red neuronal utilizada cuenta con n, = N = 20



CAPITULO 2. REDES NEURONALES Y APRENDIZAJE AUTOMATICO 40

a) b)
-10 —— Optimizacién de energia de RBM —— Optimizacién de energia de RBM
—— Energia promedio de RBM -20 —— Energia promedio de RBM
—— Optimizacién de energia de Jastrow —— Optimizacién de energia de Jastrow
—-12 —— Energia promedio de Jastrow —— Energia promedio de Jastrow
—— Energia exacta =21 —— Energia exacta
&) &)
S B0-22
~ ~
é) 16 g 2544
M 23
-18 —24
by il A 1
_20 — _25 ~25.50) —
E7=-—21.24604 7 =—25.45250
o — —21.27088 Eppy = —21.27058 — Eeyr = —25.49098 Eppy = —25.48935
0 200 400 600 800 1000 0 20% 400 600 800 1000
Iteraciones teraciones
¢)
—— Optimizacién de energia de RBM
—-30.0 —— Energia promedio de RBM
—— Optimizacién de energia de Jastrow
-30.5 —— Energia promedio de Jastrow
—— Energia exacta
-31.0
\g -33.432
an31.5 a3
~
332 0 -33.436
—-32.5 33482
—-33.0 na N A
By = —3343768 N\
—33.5[Fe = —33.43856 ——
0 200 400 600 800 1000

Iteraciones

Figura 2.8: Optimizacion de la energia del estado variacional de Jastrow para el modelo
de Ising con campo transversal con N = 20 sitios de espin para J = 1y a) g = 0.5, b)
g=10yc)g=15.

neuronas en la capa oculta, por lo que es necesario optimizar 2N + N? = 440 parametros
variacionales. En los tres procesos se tomaba la funcién de onda con 1380 muestras de
configuraciones, descartando las primeras 300. Se actualizaron los parametros a través de
1000 pasos de optimizaciéon a una razoén de aprendizaje de 0.1, y se toma por promedio
de la energia variacional los ultimos 300 pasos de optimizacion. Los resultados obtenidos
son: a) 02 = 0.0021 y AE = 0.0003, b) 0% = 0.0144 y AE = 0.0019 y ¢) ¢ = 0.0006 y
AFE = 0.00005.

Como se puede apreciar por los resultados, existe una mejora sustancial en el error de la

energia del estado base de la funciéon de onda variacional modelada por una RBM respecto
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a la de Jastrow, al igual que una reduccién considerable de la fluctuacion de la energia.
Ademas, atin cuando el niimero de parametros a optimizar aument6 20 veces, dado que
se puede controlar el nimero de muestras de configuraciones por paso de optimizacion, es
posible controlar el tiempo de computo sin perder la mejora de precision en los calculos

de la funcion de onda variacional de la RBM.

2.4.2. Modelo de Bose—Hubbard

Suponga un modelo de Bose-Hubbard, donde la red consta de NN sitios bosénicos,
y en cada uno se permiten a lo mas n,,,, bosones. Para poder interpretar las diferentes
configuraciones del sistema en la base del operador niimero en una RBM, es necesario hacer
una codificacion del tipo One-Hot en la capa de entrada, como en la Fig. (2.7). Haciendo
esto, la distribuciéon de probabilidad sobre el conjunto de configuraciones accesibles del
sistema n = (nq,...,ny), con 0 < n; < Nyee, para ¢ = 1,..., N modelada por una RBM
con n, = N * (Nye: + 1) neuronas en la capa visible y nj, neuronas en la capa oculta esta

dada por,

(S8, ) .
Yyw(n) = Prpay(T(n): W) = 7oV HQcosh (bk + 2; E; Wk g)z 16)
i=1 j
donde ¥(n) es el vector que representa a la configuraciéon n de la cadena en la capa de
entrada de la RBM a través de una codificacion One-Hot donde su elemento vf es la
neurona que representa al sitio bosénico i en el sentido de que vg = 1 significa que hay j
bosones en el sitio bosonico i de la cadena. El conjunto de parametros W = (a, b, W) son
las conexiones sinapticas de la red neuronal, donde ag y by, son los parametros de sesgo de la
neurona vj en la capa de entrada y de la neurona h;, de la capa oculta, respectivamente, y
Wk es el parametro de conexién entre la neurona vj de la capa de entrada con la neurona
hy de la capa oculta. En el algoritmo de minimizacion, estos parametros se optimizan

en pos de minimizar la energia variacional £y, obtenida calculando el valor esperado del
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operador Hamiltoniano Hpyr del modelo de Bose—Hubbard,

Uyy| Hpp [Tyy)

(
= T

(2.17)

donde |Wyy) = > Yw(n) |n) es el estado cuantico neuronal del sistema respecto al estado

sinaptico W de la RBM.
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Figura 2.9: Comparacion de la optimizacion de la energia (lineas color morado) y densidad
de ocupacion (lineas color naranja) por la funcion de onda variacional de Jastrow respecto
a la optimizacion de la energia (lineas color celeste) y la densidad de ocupacion (lineas color
rojo) del estado cuantico neuronal de la RBM . Se comparan con los resultados obtenidos
por diagonalizacion de Lanczos del modelo de Bose-Hubbard con N = 8 sitios bosonicos
en la cadena y n,,,,; = 5 nimero méaximo de bosones por sitio, con a) U = 20.0 y = 11.0
yb) U=20.0y u=20.0.

En la Fig. (2.9) se comparan los resultados obtenidos por la optimizacion de la funcion
de onda de Jastrow con la del estado cuantico neuronal de la RBM. Como se puede apreciar,
ain cuando la cadena de sitios bosonicos es pequenia con N = 8 sitios bosénicos y un
nimero méaximo de n,,., = 5 bosones por sitio, se nota la aceleracion en la optimizacién en
el sentido de que energia variacional converge méas pronto para el estado cuantico neuronal
respecto a la funcion de onda variacional de Jastrow. Aun asi, el modelo neuronal sigue
teniendo problemas capturando la fisica del operador de densidad bosénica para cuando
el sistema se encuentra en la fase de superfluido, pero en la fase de aislante de Mott, la
RBM presenta una notable mejora capturando el valor exacto de la densidad bosoénica,

haciéndolo mas rapido y con menos varianza.
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Figura 2.10: Division de fases entre el aislante de Mott p € N y superfluido esbozada por
la RBM (puntos azules), comparando la densidad bosonica calculada por la optimizacion
y su parte entera, con una tolerancia de £+0.05. Se compara con los resultados obtenidos
por diagonalizaciéon de Lanczos. El modelo de Bose-Hubbard tiene N = 8§ sitios bosonicos
con a lo mas n,,,; = 5 bosones por sitio.

Atn cuando el modelo de red neuronal sigue presentando problemas para capturar la
fisica del sistema cuando se encuentra en la fase de superfluido, es interesante observar
qué tanto mejora este estado cuéntico neuronal en capturar el diagrama de fase, y como se
comparan las divisiones entre las dos fases. Calculando el observable de densidad bosoénica,
promediando las ultimas 300 cadenas de Markov del sistema y considerando que si ésta es
entera con una tolerancia de £0.05 el sistema se encuentra en la fase de aislante de Mott,
en la Fig. (2.10) se muestra como la RBM es capaz de delimitar las zonas de las distintas
fases en el espacio de pardmetros (¢/U, u/U) de forma més nitida y precisa de lo que lo
hace la funcion de onda variacional de Jastrow, como se aprecia en la Fig. (1.6). Esto se
debe a que es mas precisa en capturar la fisica en la fase estable de la fase de aislante de
Mott. En la figura también se comparan los resultados con los obtenidos al diagonalizar
la matriz con el método de Lanczos.

Una vez que se ha probado la efectividad de los estados cuanticos neuronales a través
de maquinas de Boltzmann restringidas para aproximar el estado base de un sistema

cuantico de muchos cuerpos con los dos ejemplos paradigméaticos antes mencionados, el
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paso natural a seguir es probar en sistemas mucho mas complejos, como en sistemas mixtos
que combinen varios tipos de ntimeros cuénticos. En el siguiente capitulo se tomara por
ejemplo un modelo de red de muchos cuerpos cuanticos que combina una interaccion del
tipo Bose-Hubbard acoplado a un sistema Zy de dos niveles de espines en las interacciones,
y se usard un modelo de red neuronal para tratar de aproximar su estado base: el llamado

modelo Zo de Bose—Hubbard.



Capitulo 3

Modelo Zo Bose—Hubbard

Una vez que se ha mostrado la capacidad de las maquinas de Boltzmann restringidas
para modelar las funciones de onda de sistemas cuanticos de muchos cuerpos constituidos
por particulas descritas en términos de la misma base de operadores, como en la base de
espines para el modelo de Ising con campo transversal o el modelo de Bose-Hubbard para
la base del operador niimero bosoénico, el siguiente paso es poner a prueba este modelo en
sistemas con particulas descritas por bases compuestas y observar si es capaz de capturar
las correlaciones que estas interacciones conllevan.

En este capitulo se estudia un sistema de muchos cuerpos cuanticos que consta de una
cadena de sitios bosénicos que interactiian entre ellos como en el modelo de Bose-Hubbard
tradicional, con la diferencia de que la interaccion entre los sitios esta dominada por ligas de
espines que condiciona el tipo de integral de salto de los bosones en los sitios bosonicos, asi
como la amplitud de probabilidad de salto. Este ejemplo ha sido estudiado analiticamente
por medio de una aproximacion en el limite de bosones rigidos, donde U — oo, obteniendo
as{ un diagrama de fase donde el sistema bosonico se encuentra a medio llenado y las
ligas pasan de una fase de total ferromagnetismo a total anti—ferromagnetismo con una
configuracion de Néel [19]. En este capitulo se mostrara como el estado modelado por una
méaquina de Boltzmann restringida puede replicar los resultados en el limite de bosones
robustos ya obtenidos en este articulo sin necesidad de hacer inferencias sobre la funcién
de onda [19], lo que nos permite estudiar otros limites con este modelo de red neuronal.

En la primera secciéon se presenta el modelo Zs; Bose-Hubbard y se demuestran las

45
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soluciones obtenidas en [19]. Luego, en la segunda seccion, se introduce el modelo de ma-
quina de Boltzmann restringida para hacer los calculos en el sistema cuantico, presentando
los resultados obtenidos en el limite de bosones robustos. Por tltimo, en la tercera sec-
cion se muestran los resultados obtenidos para el modelo fuera del limite estudiado en el

articulo [19].

3.1. Dinamica del sistema

El Hamiltoniano del modelo de Z, Bose—Hubbard describe una red unidimensional de

bosones acoplados a un sistema de campos Zs, donde la interaccion esta descrita por [19],
Hz, = —ay (b[67, 1bips + He) + 8 67, (3.1)

donde b (b;) es el operador de creacién (aniquilacién) bosénica que actia en el sitio 7 (§)
de la cadena de bosones, y el campo Zs de Ising es descrito por las matrices de Pauli en
la direccion z (z) denotadas por 67, (67,,;) que residen en las ligas de la cadena entre
los sitios bosoénicos ¢ e ¢ 4+ 1. El parametro a > 0 representa la intensidad del salto de los
bosones entre sitios vecinos, y 5 > 0 fija la intensidad del campo magnético transversal
que induce una dinadmica en el campo Zs de espines. Este Hamiltoniano describe que la
interaccion de salto de bosones entre sitios esta totalmente controlada por el sistema de
campos Zsy de espines, pudiendo cambiar de sitio a sitio, haciendo que la dinamica bosénica
del sistema cambie completamente respecto al modelo de Bose-Hubbard. Ademas, este
modelo presenta una simetria local Z5, dado que es invariante ante transformaciones en
el campo bosénico dadas por l;; — e l;j y l_);T — e Wi l;; mientras el campo bosonico
en direcciéon z se mantiene 6;?]- +1 = 0741, Dero en la direccion z, el campo es 6;3 1
¥ 6;04“6_"%“, donde ¢; € {0, 7} es una fase asociada al campo Z, de Ising para el sitio
J-

Adicional a estas interacciones, se consideran términos que rompan la simetria del
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Figura 3.1: Representacion grafica del modelo Zs de Bose-Hubbard.

sistema, tales como el modelo de Bose-Hubbard tradicional,

Hp =ty (EZTZSM + H.c.> + %Zn(n - h, (3.2)

donde a la integral de salto controlada por el campo Z, de Ising de la Ec. (3.1) se le agrega
un término de sesgo fijo t, ademas de una interacciéon de contacto en el sitio bosonico
con fuerza U que mide la interaccion entre bosones de un mismo sitio, y u es el potencial
quimico que controla el niimero de bosones en la cadena. Finalmente, se introduce el
término més simple que rompe la simetria en el campo Z, que modifica la dindmica de

espines,
A ~Z
Hy == Z GFis (3.3)

donde A fija la diferencia de energia entre las configuraciones locales |[1;;11) v [{ii+1) del
campo Zs de espines. Con las tres contribuciones de dinamicas Hamiltonianas combinadas,

el modelo de Z5; Bose-Hubbard resulta descrito por el operador Hamiltoniano,

Hy,py = Hz, + Hyp+ Ha
S SULANELESER) SEAE) DOMELES

A
+§Zﬁi(ﬁi_ 1) _NzﬁiWLEZ&iZ,H-l' (3.4)
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Este sistema atn no se ha podido resolver analiticamente de manera general. Sin em-
bargo, se ha podido obtener una solucién para el estado base en el limite de bosones
fuertemente interactuantes [19], introduciendo una transformacion de Jordan—Wigner en

el limite de bosones robustos, como se explora en la siguiente seccion.

3.1.1. Limite U — oo de bosones robustos

Cuando la interaccion en los sitios bosonicos tiende a infinito, es decir, U — oo, la
energia necesaria para tener dos o mas bosones en un mismo sitio tiende a infinito, por lo
que el sistema so6lo permitird un bosén a lo més por sitio bosoénico. Por lo tanto, si ademas
consideramos un potencial quimico nulo g = 0 en dicho limite, llamado el limite de bosones
robustos, los bosones se comportan como fermiones.

Para pasar de una dindmica bosénica a una dinamica fermionica en el limite de bo-
sones robustos, es necesario aplicar una transformacion de Jordan—Wigner [50], donde los

operadores de creacion y aniquilacion bosénicos se transforman como,

6]' — Giﬂ Zk<j ézék éj,
~ . Ata
b; - e Z7I—X:Ic<j ckckc‘];’ (35)

por lo que el modelo Zs de Bose-Hubbard en el limite de bosones robustos tiene una

dinamica definida por el Hamiltoniano transformado (con pu = 0),

%793? _ Z [(t + a&§i+1) e + H.c.} +0 Z Opiy1 T % Z 0 it1s (3.6)
donde ¢! (&) es el operador de creacion (aniquilacion) fermionico en el sitio fermionico i
de la cadena.

El modelo descrito por la dindmica del Hamiltoniano de la Ec. (3.6) sigue sin ser
resoluble analiticamente, dado que las interacciones se ven fuertemente afectadas por la
dinamica de los espines dado el campo magnético transversal externo del segundo término

del Hamiltoniano, ademas de la ruptura de simetria.
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Régimen cuasiadiabatico § <<t

Cuando el campo magnético transversal externo es despreciable respecto a la amplitud
de salto entre fermiones, es decir, en el limite 8 << t, el cambio en los campos de espin es
mucho mas lento que los posibles saltos que hay entre los sitios fermionicos. Esto se puede
interpretar como que los campos fermionicos se adaptan instantaneamente a los espines, y
no existe correlaciéon entre los espines y los fermiones, por lo que los espines fungen como
un tipo de potencial estdtico visto desde el punto de vista de los campos fermidnicos.

Dadas estas consideraciones, es posible definir una funcién de onda variacional del
estado base para el modelo en el limite cuasiadiabatico en el cual las correlaciones cuanticas

entre los fermiones y los espines sea nula; es decir, de la forma,

Ue) = (Z n |n>f> ®

n

R

exp (—zZ G 1| (37)
J

donde KC = {a, 8} es el conjunto de parametros variacionales, la suma de la parte fermiénica

de la funcion de onda es sobre todo el conjunto computacional del sistema n = (ny, ..., 7, )

en la base del operador nimero, con n; € {0,1}, i = 1,...,nn, ¥y |—), = Q;(|Tjj+1) —

145.j11))/V/2 es un estado auxiliar en el campo de espines. Por lo tanto, la energfa variacional

en este limite esta dada por,

Ex = (Vx| H%Ts?? W)

o)

donde |¥f) = Y an|n) es la parte fermionica de la funcion de onda variacional en el
limite cuasiadiabatico.

Un caso especial resulta cuando se dobla la celda de los campos de espin, es decir,
cuando se consideran soélo dos parametros variacionales para los espines: 8 = (04,0p),

donde 0,4 es el pardmetro variacional para las ligas pares, y g para las impares. De esta



CAPITULO 3. MODELO Z, BOSE-HUBBARD

forma, la energia variacional resulta,

Ex = —<@g|{2t(9) [1+(—1)j6(0) é}éj+1+H.c.}|\If£>

J

L LA
—76 [cos(04) + cos(b5)] + e [sin(f4) + sin(0p)],
donde los parametros t(6) y 6(0) estan dados por,

1) = t+%(sin(9A)+sin(93)),

B a(sin(f4) — sin(0p))
6(0) = 2(t + §(sin(04) + sin(0g)))’

50

(3.10)

(3.11)

y se identifica al operador Hy(t,0) = > [—t(l + (—1)j5)é§éj+1 + H.c.| como el Hamilto-

niano del modelo de Hiickel [51] [52], que se puede interpretar como un tipo de modelo

de Fermi-Hubbard con integrales de salto dimerizadas: es decir, que siguen un patréon del

tipo {t(1 —9),t(1 +9),...,t(1 +),t(1 — ) }. Dicho modelo tiene solucion analitica para el

estado base, y esta dada por,

co = —%t(@)E(l —52(0)) + %(sin(@A) +5in(0s))

_g(cos(HA) + cos(0p)),

donde la funcion E(x) esta dada por,

w/2
E(z) = / dk\/1 — xsin® k,
0

que se identifica como la integral eliptica completa de segundo tipo.

(3.12)

(3.13)
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3.2. Implementacion de maquinas de Boltzmann res-
tringidas

El modelo de RBM que se implementa para la resolucion de este sistema cuantico es
la modificaciéon de la version de codificacion One-Hot para el modelo de Bose-Hubbard

mostrada en la Fig. (3.2), donde la capa de entrada recibe los vectores que codifican el valor

0

1,2 L
lininz .y,

esperado del operador ntmero 7; para el sitio i a través del vector n; = (n :

para 1 < i < N, donde nf =0, o ¥ SE agregan las neuronas que codifican el estado del
campo de espines del modelo. De esta forma, el vector de entrada esta codificado de la

— z 4
forma S = (ny,07 5, n3,05 3, ..., 08,1, N,, Dy, )-

\\

\
)

\
i
\!

nq n2 USSP

Figura 3.2: Representacion grafica del modelo de RBM para codificar los estados del Z,
Bose-Hubbard.

La funcién de onda variacional modelada por la RBM esta dada entonces por,

[Unw) = > w(S)IS), (3.14)
S
np N L N
Yw(S) = AX H2cosh{ZAijaj+ZZBflnf+c¢} : (3.15)
i=1 j=1 k=0 I=1
N, L N,
A = exp (Z a;o; + Z Z bfnf) : (3.16)
j=1 k=0 I=1

donde W = (a,b,c, A, B) son los parametros sinapticos de la red neuronal, con a; es el

término de sesgo correspondiente a la neurona en la capa de entrada que codifica el valor
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del sitio de espin 7, b; es el vector de sesgos de la codificacién n; en la entrada, c; es
el término de sesgo de la neurona ¢ en la capa de salida, A;; es la matriz de conexiones
sinapticas que conecta la neurona oculta ¢ con la neurona visible que codifica el valor del
espin en el sitio j, vy B;; es el vector de conexiones sinépticas entre la neurona oculta
1 y el vector de neuronas visibles que codifica n;. De esta forma, se propone utilizar la
distribucion de probabilidad de la Ec. (3.16) en un algoritmo variacional para encontrar el

estado base del modelo Z, Bose—Hubbard.

3.3. Resultados

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al optimizar el modelo de Bose—
Hubbard en distintos escenarios. Primero, se verifica su capacidad de aproximar la energia
del estado base, alcanzando precisiones satisfactorias para distintos puntos del espacio de
parametros del sistema. Luego, se pone a prueba respecto a los resultados obtenidos en [19|
para el sistema en el limite adiabatico y cuasiadiabatico, mostrando que el modelo de red
neuronal presentado es capaz de capturar la fisica de los observables lo suficientemente bien
como para observar las distintas fases del sistema en dicho limite. Por tltimo, se presentan

resultados obtenidos para el ntimero de ocupaciéon bosénica respecto al potencial quimico.

3.3.1. Optimizacién de la energia

A través de un algoritmo de minimizacion, se optimizan los parametros sinapticos de la
funcion de onda modelada por una RBM de la forma de la Ec. (3.14) tal que se minimice

la energia variacional dada por,

(Uyy| Hz,p1 [Ty)
(Wyy | Uyy)

Ey = (3.17)

Utilizando las técnicas en conjunto del descenso al gradiente y la reconfiguracion esto-
castica, es posible encontrar la funciéon de onda del estado base para el modelo Z, Bose—

Hubbard.
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Figura 3.3: Optimizacion de energia del modelo Z, de Bose-Hubbard en el limite adiabético
para a) A/t = 0.3 mostrando el ordenamiento ferromagnético en las ligas de espin en b) y el
llenado medio fermionico en ¢), y la optimizacion para d) A/t = 0.5, con un ordenamiento
de Néel en las ligas de espin en e) y el llenado medio fermionico f).

En la Fig. (3.3) se muestran los resultados obtenidos para dos casos del Hamiltoniano
en el limite adiabatico. En la Fig. (3.3) se muestra la optimizacion de la energia para
a/t = 0.5y A/t = 0.3. Estos parametros corresponden a la fase ferromagnética, como
se muestra en la Fig. (3.3 b)), y hay llenado medio de los campos fermionicos, como se
muestra en la Fig. (3.3 ¢)). La Fig. (3.3 d) e) f)) muestran la optimizacion de la energia, el
ordenamiento de las ligas de espin y el nimero promedio de fermiones por sitio del sistema,
respectivamente, para a/t = 0.5y A/t = 0.5. En Este caso, el sistema se encuentra en

la fase antiferromagnética, y presenta un ordenamiento de Néel en las ligas de espines,
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mientras que la ocupacion fermiénica promedio por sitio sigue siendo de medio llenado.
Como se puede apreciar, la optimizacion de la energia presenta mas varianza cuando

el sistema se encuentra en la fase antiferromagnética. Sin embargo, los observables de la

magnetizacion por liga y el nimero de ocupaciéon fermionico por sitio presentan barras de

error bajas.

3.3.2. Diagrama de fase en limite adiabatico

En la Fig. (3.4) se muestran los resultados obtenidos para una malla de 10210 en el
espacio (a/t, A/t) en el limite adiabético con 5 = 0 con bosones robustos en U — oo. Todas
las optimizaciones se hicieron con una RBM con n,/n, = 1. En cada paso de optimizacion
se toman 3500 muestras de configuraciones posibles de la base computacional, las cuales
se toman las ultimas 3000 como cola de las cadenas de Markov.

En la Fig. (3.4 a)) se muestra la magnetizacion total en el espacio de espines pa-
ra la malla completa, en la cual se puede apreciar como la parte de espines del estado
base del sistema tiene una transiciéon de un estado ferromagnético con todos los espi-
nes hacia arriba (|1, 111 ... 7),) a un estado ferromagnético con todos los espines hacia
abajo [{JJ ... 1), pasando por un estado antiferromagnético: es decir, el estado de Néel
(T4 - ) o |44t ... 1)) corroborado por la Fig. (3.4 b)) que muestra los resultados para
la magnetizacion escalonada.

En las Figs. (3.4 ¢)) y (3.4 d)) se muestra la linea de nivel punteada con mejor definicion
para o/t = 1.0 para la magnetizacion total y la magnetizacion escalonada, respectivamente,
dividiendo A/t en 100 puntos en el intervalo (0.0,1.0). En estas figuras se muestra como
el modelo de RBM es capaz de observar la ruptura de simetria espontanea en el limite

adiabatico, mostrando asi como el cambio de fases es discontinuo en dicho limite.
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Figura 3.4: Resultados de a) magnetizacion total y b) magnetizacion escalonada para una
malla en el espacio (a/t,A/t) con 5/t = 0 en el limite de bosones robustos. ¢) y d)
muestran una linea de nivel méas definida para o/t = 1.0.

3.3.3. Llenado fermiodnico respecto al potencial quimico

En los resultados presentados anteriormente se dejé al potencial quimico nulo p = 0.
Sin embargo, haciendo un analisis del llenado fermiénico promedio de los sitios del sistema
variando p optimizando la energia variacional de la RBM es posible encontrar otros llenados

accesibles.



CAPITULO 3. MODELO Z, BOSE-HUBBARD o6

11"« Numero de ocupacién promedio T
T8
34 e
58 = — - - o
1/2 fmmmmmm oo e
Y e
1f4 fommmmmmmmmm oo e
18 frmmmm

0d-- O

-25 -20 -15 -1.0 -05 0.0 1.0 15 2.0 25

Figura 3.5: Llenado medio de ocupacién fermidnica respecto al potencial quimico para
a/t =0.5, A/t = 0.5 en el limite adiabético con bosones robustos.

En la Fig. (3.5) se muestran los resultados obtenidos para o/t = 0.5 y A/t = 0.5 en

el limite adiabatico y de bosones robustos de un modelo de Z, Bose-Hubbard con N, = 8

sitios bosonicos y con condiciones periddicas de frontera. En este caso, modificando p es

posible acceder a 9 distintos llenados, dependiendo de los ordenamientos en las ligas de

espines. Esto se debe a que el ntimero de sitios bosonicos es 8, pudiendo acceder a cualquier

llenado k/8,

con 0 <k <8.



Conclusiones

En el Capitulo 2 se propuso un modelo de red neuronal estocéstica como lo son las
Maquinas de Boltzmann Restringidas para modelar la funcién de onda del estado base
de sistemas cuanticos de muchos cuerpos, y se mostré su efectividad con dos ejemplos
paradigmaticos -el modelo de Ising con campo transversal y el modelo de Bose-Hubbard-
comparando los resultados con métodos de diagonalizacion exacta (diagonalizacion de
Lanczos) y otras funciones de onda variacionales (funcién de onda de Jastrow).

En el Capitulo 3 se mostré que utilizar modelos de Maquinas de Boltzmann Restringidas
para aproximar el estado base del modelo Z, de Bose-Hubbard resulta satisfactorio para
el limite adiabatico y cuasiadiabatico, siendo capaz de obtener un esboce del diagrama de
fase con una buena precision en dichos limites atun para un sistema pequeno de 8 sitios
bosoénicos.

Aun cuando para este sistema el niimero de neuronas en la capa de entrada aumenta
exponencialmente con el ntiimero de sitios bosénicos y con el niimero méaximo de bosones
que se permiten por sitio, la simplicidad de las operaciones necesarias para optimizar los
parametros variacionales del modelo neuronal de las Maquinas de Boltzmann Restringidas
permite que sea posible la optimizacion de los sistemas con un gran nimero de sitios
bosonicos. Ademaés, la capacidad de las RBM para capturar las correlaciones fisicas del
modelo permite explorar otros espacios de pardmetros que no se hayan estudiado, como
considerar el potencial quimico para acceder a distintos llenados fermionicos del sistema
dependiendo del ordenamiento de las ligas de espin.

El siguiente paso de este proyecto de investigacion es poner a prueba la precision de este
modelo de red para sistemas mas grandes, y realizar estudios de escalabilidad de tiempo

y recursos computacionales respecto al tamano del sistema. También, dado que es posible
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acceder a otros llenados respecto al nimero de sitios bosénicos y el potencial quimico, otro
resultado interesante es obtener los diagramas de fase del sistema en otro tipo de llenados
bosoénicos.

Otra parte es buscar obtener resultados para el diagrama de fase del sistema para
potenciales de interaccion en sitio U finitas, y observar el tipo de ordenamientos en los
sistemas de espin.

También es posible implementar reconfiguracion estocastica dependiente del tiempo pa-
ra capturar la evoluciéon temporal del sistema a través de una funcién de onda dependiente

del tiempo modelada con RBMs.



Apéndice A

Modelos de Red

A.1. Modelo de Bose—Hubbard

El Hamiltoniano del modelo de Bose-Hubbard esta dado por,
U
_— . o .
HBH__t;<bibj+H.C.> —1—527’% (ni—l)—uZni, (A.1)
(2% 1 (2

donde las fases a llenados enteros 7 € N estan definidos en los limites U/t < 1 para la

fase de superfluido, y t/U < 1 para el aislante de Mott.

A.1.1. Teoria de campo medio

Para obtener un poco mas de informacién sobre el modelo, se utilizan los métodos
otorgados por teoria de campo medio. Dado que, como se dijo antes, el parametro de
orden de la fase de superfluido es el valor esperado (l;>, suponemos una aproximacion de
campo medio en nuestro sistema, dejando que los observables oscilen alrededor de su valor

promedio (b;) = ¢ € Cy (b)) = ¢* € C. Por lo tanto,
bi = ¢ + ob;, bl = " + ob], (A.2)

donde 6b; y 5(31 representan una variacion infinitesimal de los observables b; y lA)I alrededor

de ¢ y ¢*, respectivamente. Por lo tanto, el producto ZA)IIA)] presente en el Hamiltoniano de
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Bose—Hubbard resulta,
blb; = &"bs + 6] — |0, (A.3)

donde se ha supuesto que el producto 5(31-51;; es demasiado pequeno, por lo que se puede
eliminar ese término. Por lo tanto, introduciendo esta aproximacion de campo medio en el

Hamiltoniano de Bose-Hubbard, el Hamiltoniano efectivo resulta,
3 > - U
Hepy = —t; (67D + 0! = 107) = Dt 5 D (s = 1), (A4)
2y K3 (3

y, dado que la suma sobre (i, j) es sobre primeros vecinos, definiendo z como el nimero de
coordinacion, que cuenta cuantos primeros vecinos hay por sitio en la red, el Hamiltoniano

efectivo se reduce a,

Heypp = —tz) (qﬁ*&- + fb?)Z) +) [%n (A — 1) — pi; + tz|o)>
= Y[+ v, (A.5)

(2

donde se ha definido hz(»o) = (U/2)hi(n; — 1) — pi; + t2|p|> y Vit = —tz(¢*b; + ¢b)).

Como se puede observar, gracias a la aproximacion de campo medio, el Hamiltoniano
de Bose—Hubbard se redujo a una suma de operadores locales efectivos Hypo = O + V1,
Vi = —tz(é*i) + (bl;T). Considerando so6lo el término h(?)| el costo energético necesario para

agregar una particula a sistema es,
€not1 — €ng = Ung — > 0, (A.6)

por lo tanto, ng > p/U. Ahora, el costo energético de remover una particula del sistema

es,

€ng—1 — €ng = U(1 —mg) + > 0, (A.7)
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por lo tanto, /U > ng — 1. Entonces, ng — 1 < p/U < ng, por lo que el nimero de

ocupacion bosonico en el estado base depende de /U y estan dados por,

(

0, con u/U <0,

1, con 0 < pu/U <1,

|, conn—1<p/U<n.

Por lo tanto, la energia del sistema es minima cuando el nimero de ocupacién promedio

por sitio es ng, y esta dada por,

U
B = Snolng — 1) = pno + t2]6, (A.9)

entonces es posible aproximar el estado base del Hamiltoniano local obtenido con la apro-
ximacién de campo medio mediante teoria de perturbaciones, donde h(?) es el sistema sin
perturbar, y V* es la perturbacion.

El p-ésimo orden de correccion del estado base |ng) esta dado por,

0)) vt (p—i)
Py _ (mg |V |” | ny )
m#n mO 1=1 m;én nO mo
mientras que las correcciones de energia estan dadas por,
— Oyt 1)
E®) = (ng"|V* Inf™V) . (A.11)

Calculando hasta segundo orden de perturbacién, obtenemos que la correccion de energia

esta dada por,

U

n0+1 o

B@.67) = Guolna = 1) = o+t ol + (12 ol (25 + "0} + Ol

= ag+az[|o]* + O],

(A.12)
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donde se han definido los parametros,

U
ay = Eno(”o — 1) — png (A.13)

TLO+1 Un )
+ :
pu—Ung Ulng—1)—p

ay = tz+ (tz)? < (A.14)

Ahora, siguiendo el procedimiento usual de Landau para identificar transiciones de fase
de segundo orden, dado que ¢ es un parametro de orden de la fase superfluida del sistema,

una transicion de fase se da entonces cuando se minimiza E(¢, ¢*), es decir, cuando,

%Ew, 6) = axd" + O(I6]%, 6°). (A.15)

La soluciéon que minimiza la energia es aquella para la cual la segunda derivada es positiva.

Esto depende del pardmetro as, dado que,

62
D60

E(¢,¢") = az + O(|¢]*), (A.16)

entonces si as > 0, el parametro de orden ¢ debe ser cero tal que OF/0¢ = 0 y eso significa
que el sistema esté en la fase de superfluido. Ahora, si as < 0, entonces ¢ debe ser distinto
de cero para que 9*E/0¢pd¢p* > 0y OE/0¢ = 0, lo que define una fase de aislante de Mott.

Entonces, la transicion de fase se da en la linea as = 0, definida por,

n0—|—1 Un ):|
tz [1+tz + = 0. A.17
[ (u—Uno Uno —1) — p (A17)




Apéndice B

Métodos de Aproximacién Variacionales

B.1. Descenso al gradiente

La idea principal detréas del algoritmo del descenso al gradiente esté basada en el hecho
de que cualquier funcién diferencial multi—variable F' valuada en algiin punto de su espacio
de dominio & en el cual esta funciéon es diferenciable desciende més rapido a lo largo del
camino a donde apunta la direcciéon contraria al gradiente en ese punto —V F(Z).

Suponga una funcién de onda variacional de un sistema cuéntico de muchos cuer-
pos en la base computacional {|z)} dada por |V¥,) = > t.(x)|z), donde p,(z) =
Ve (2)]?/ (¥4 | U,) es la distribucion de probabilidad de la funcién de onda respecto a
la base computacional, con ¥, (z) = (z | ¥,) los coeficientes de la expansion sobre la ba-

se computacional {|z)}. Sea O un observable de interés del sistema. Entonces, el valor
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esperado estd dado por la ecuacion,

ValOWa)  (Wal (0, 12) (DO Pa)

©0) = ¢

(W [Wo) (Vo | W)
X (Va2 g (@] O
(0, | 0,)

(2’ | Wa)[* ('] O |Wa)
m, (o | Wa) (2’| Wa)

[Ya(@)? (2| O|Wa)
Z (Vo | Wa) (2| Wy)

= 3 pal@)O()

— E[0], (B.1)

x/

donde se ha usado que 1 =) _|z) (x|, y se ha definido la funcién,

O(z) = (B.2)

E[0] = ) pa(x)O(x), (B.3)

donde O(z) es el estimador local del observable O respecto al elemento de la base compu-

tacional x. Este se puede reescribir como,

Oa) = EOWa) (@] Oy ') (@']) W)

(2| Wa) (] Wa)
RS CAL S P
- Z(x‘qja><|0| >

x
/
; ¢z((fc)) (2| O |2') . (B.4)
Adn cuando la Ec. (B.4) es una suma sobre el espacio de Hilbert completo, el estimador
local puede ser aproximado de manera eficiente para operadores que sean lo suficientemente
dispersos en la base computacional dada, es decir, que todos los elementos de matriz
(z| O]’} son cero excepto por los que estan cerca de la diagonal. Cuando el operador

O = H es el Hamiltoniano, H(z) = Eioc(z) es la energia local asociada a la configuracion
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especifica x.

Ahora, se desea minimizar el valor esperado <O> respecto al espacio de parametros
variacionales. Es decir, se busca encontrar la funcion de onda variacional |V¥,) que mini-
mice la energia del sistema. Una forma de hacer esto es usar la forma variacional de la
funcién de onda y obtener el gradiente del observable en el espacio de parametros, para
asi actualizar los parametros a lo largo de la direccion opuesta del gradiente V,, (O> Es

decir, se modifican los parametros variacionales a través de la regla de optimizacion,
a— a—nVes(0), (B.5)

donde V, denota el gradiente en el espacio de parametros, y 71 es el pardmetro de razon
de aprendizaje.

La derivada parcial del observable (O) esta dada por,

0 A Iwa

_ |
- Z<

a

2)”

] O(x)

«

U
T S e WO, (B:5)

[

(
v, |
(
|
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y definiendo 0,, = 9/0ay, resulta,

Yo (
N oL Ve () ()
- Z( ‘Ol > QL |:Z //wa< //) :y (xl/):|

N 101 d ) @] ) By a5 ()
2 0] >{zx,,wa<x~>wz*<x~> 3o Vala) 0 @) }

z,x’

z,x’

. wa*
_Z al‘ll

(2 Vel (110 10"y
_ 2/}0 2/}0 /// x/ aakf(/JQf(I)
2.7 AN Z ‘| >) Vale) ]

(O(Q}) - Zpa 2)O(a ) » lnwa(a:)]

= E[(A-E[4)*04, (B.7)

donde se ha supuesto que el operador O es hermitiano en el espacio de Hilbert del sistema,
entonces (z| O |2/) = (/| O|z) y OT = O, y se ha definido a la derivada logaritmica sobre

el parametro variacional «y, de la funcién de onda variacional como,

Oule) = -0 (), (B3)

80%

respecto a la configuracion especifica del sistema x.

B.1.1. Técnicas de proyecciéon

La principal idea detras de estas técnicas es proyectar varias veces a lo largo de un
operador especifico la funcién de onda que se desea aproximar, de tal forma que todas las
contribuciones de los estados excitados se van disminuyendo hasta que sean despreciables,
y solo sea apreciable la contribucion del estado base [37].

Sea |¥?) una funcion de onda inicial del sistema, que puede ser la funcién ya optimizada
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por el principio variacional como en la Ec. (1.18), dada por,

W) = DD val@)es(x) o))
i
= > vai{z}) o) (B.9)
J
donde ¢, j({x;}) = >, Yalxi)p;(x;), y se ha expresado la funciéon de onda variacional en
la base de estados propios del Hamiltoniano {|¢;)}, con energias E;, y donde |¢)) es el

estado base con energia Fy. La técnica de proyeccion se puede implementar iterativamente

de la forma,
Wity = (A— 1) W), (B.10)

donde H es el Hamiltoniano del sistema y A es un operador lineal con el niimero real A en

todas sus entradas diagonales. Entonces, usando la forma de la Ec. (1.17),

(A=) 1w8) = (A= By

ool o) + S natlod) (35 ) |soz->] (B
i#0

y eligiendo A tal que |\ — E;| > |\ — Ey|, es decir, A > (Epna + Fo)/2 donde se define

Enar = max; F; es el eigenvalor méximo del Hamiltoniano H. Por lo tanto, la componente

del estado base en la Ec. (B.11) crece mucho méas rapido, mientras que las componentes

de los estados excitados disminuyen conforme n — oo, dejando so6lo la componente |t)g)

aparte con un factor pg(a)(A — Ey)™. Por lo tanto, se puede concluir que,

lim (A - H)” 100 ¢ [o) - (B.12)

n—oo

B.1.2. Reconfiguraciéon estocastica

Sea |V,) = > () |z) una funciéon de onda de prueba, que depende del conjunto de
parametros variacionales oo = {ay, g, ...}, con 1, () = (x | ¥,) la amplitud de probabili-

dad respecto al conjunto de estados accesibles {z}. Entonces, para un A lo suficientemente
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grande, podemos escribir,

)
(A H>|\I/>—5ao—i—;6aja 10, + L gty | (B.13)

donde {da;} son el cambio variacional de los parametros a; y |[¥2) es un estado en el

subespacio ortogonal de la funcién variacional |¥,), con un peso c¢+. Ahora, notando que,

0
5% = Dot wal )
- ;@«xwa»-g:&i o

S a%j[m«x W] (@ | Wa) J2)

0
= D 5 mva(@)]ta(z) [¢), (B.14)
y definiendo al operador @j como,
A 0
Oj |z} = 5~ [In(¥a(2))], (B.15)

es posible reescribir la Ec. (B.13) como,

(A - H) Wo) =Y 60005 W) + [W1). (B.16)
j=0
donde Oy = I es el operador unitario. Por como vimos del método de proyeccion (seccion
B.1.1), la solucién para do; de la Ec. (B.16) marca un camino en el espacio de parametros
variacionales por el cual la energia asociada a la funcion de onda variacional |V¥,) se
minimiza. Por lo tanto, nos interesa resolver el sistema de ecuaciones lineales para optimizar
los pardmetros variacionales.

Primero, haciendo producto interior a la Ec. (B.16) con (¥,| se obtiene,

A — <ﬁ> = (50&0 + Z(SO&j <@]> y (Bl?)
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donde se ha supuesto que la funcién de onda variacional no estd normalizada. Ahora,

79

T N
tomando el producto interior de la Ec. (B.16) con (V| (%) = (U, O!, la ecuacion

resulta,

J

A(O]) = (OTH) = 600 (Of) + ) " b0, (O1Oy) (B.18)
k

donde se ha dividido por la norma de la funcion de onda variacional |¥,) para obtener los

valores esperados sobre los operadores O;. Ahora, resolviendo para el pardmetro auxiliar

dag en las Ecs. (B.17) y (B.18) se obtiene,
() (O1) = (011) = 3" s ((0]04) = (0,0 (B.19)
y definiendo la matriz S y el vector f con elementos,

Six = (0I0) — (0,00 , (B.20)

f; = (OJH) —(H)(0]), (B.21)

—~

la Ec. (B.19) se reduce a,

Z 505ij,]§ = —Rj. <B22)
k

A la matriz S se le identifica como la matriz de covarianza, y al vector f como el conjunto
de fuerzas generalizadas. Entonces la Ec. (B.22) puede escribirse como un producto de

matrices y vectores de la forma,

—

da-S=—Ff,

donde dav = {da, das, ...} es el vector en el espacio de parametros que apunta hacia donde

~

(H) se minimiza. Por lo tanto, se tiene da = —f - S donde S~* denota la inversa de

la matriz de covarianza. Entonces, el sistema de ecuaciones se resuelve para los cambios
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diferenciales de los parametros variacionales como,
Soj ==Y Si}fr. (B.23)
k

Note que la matriz de covarianza S no siempre es invertible, por lo que la matriz inversa
se lleva a cabo mediante la pseudo—inversa de Moore—Penrose.
Entonces, la actualizaciéon de parametros variacionales que propone el método de la

A

reconfiguracion estocastica para la optimizacion de la energia variacional (H) esta dada

por,
a; — o — At Z S;klfk, (B24)
k

donde At es un paso pequefio que asegura una mejor precision en la convergencia, pero

que aumenta el nimero de iteraciones de optimizacion necesarios.
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