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Qué triste, se oye la lluvia
En los techos de carton

Qué triste vive mi gente

En las casas de carton

Viene bajando el obrero

Cast arrastrando los pasos
Por el peso del sufrir

iMira que es mucho el sufrir!
iMira que pesa el sufrir!

-Ali Primera-

¢ Crees que la oscuridad es tu aliada?

T simplemente te adaptaste a la oscuridad.
Yo naci en ella, moldeado por ella.

No vi la luz hasta que ya era un hombre,

y por el tiempo en que lo hice,

fue solo cegador.

Las sombras te traicionan,

porque me pertenecen a mi.

BANE, «Batman: FEl

caballero de la noche asciende»
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Introduccion

El objeto principal de estudio de esta tesis son los espacios de funciones
continuas C,(X) dotados de la llamada «topologia de la convergencia pun-
tual». Los espacios C,(X) son constituidos por todas las funciones continuas
valuadas en los reales y definidas en espacios Tychonoff X. Estos espacios
topoldgicos son el objeto de estudio de «la teoria del espacio de funciones con-
tinuas dotado de la topologia de la convergencia puntual» cuya abreviacion
coloquial es «Cj-teoria».

Muchas estructuras concurren en los objetos C,(X). Ellos son grupos to-
pologicos, espacios vectoriales reales topoldgicos y anillos topolégicos. Esta
ultima estructura logra codificar toda la informacion topolégica de un espa-
cio Tychonoff. Este hecho fue demostrado por Nagata en su célebre teorema
que muestra que dos espacios de Tychonoff son homeomorfos si y solo si sus
correspondientes anillos topoldgicos son topoldgicamente isomorfos.

Resulta muy natural preguntarse, y esto debido a que los espacios C,(X)
son, como hemos dicho, espacios topologicos, espacios vectoriales topoldgi-
cos, y grupos topoldgicos, si en cada uno de esos casos existen resultados
analogos al de Nagata; la respuesta es negativa. Por ejemplo, en 1986 Gul’ko
y Khmyleva demostraron que los espacios de funciones C,(R) y C,([0,1])
son homeomorfos, lo que muestra que no se tiene un resultado analogo al de
Nagata para el caso en que C,(X) sea homeomorfo a C,,(Y).

Este hecho negativo ha resultado en lineas de investigacién en la C),-teoria
que buscan identificar propiedades topoldgicas de los espacios base X que
sean «codificadas adecuadamente» por alguna de las restantes estructuras de
Cp(X) (la estructura de grupo topoldgico, la de espacio vectorial topolégico,
o la de espacio topolégico), de manera tal que puedan ser «transmitidas»
a un espacio Y en el supuesto que los correspondientes espacios de funcio-
nes Cp(X) y Cy(Y) sean identicos con la estructura topoldgico-algebréica
correspondiente (es decir, ya sea como grupos topoldgicos, o como espacios
vectoriales reales topolégicos, o simplemente como espacios topoldgicos).
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En este trabajo con las propiedades que tengan la anterior propiedad en el
supuesto en que C,(X) es solo un espacio topolégico.

Evidentemente, si deseamos codificar una propiedad topoldgica P con la séla
estructura de espacio topolégico de C,(X), entonces requerimos probar la
existencia de una propiedad topoldgica Q de modo que: X tiene la propiedad
P siy solo si Cp(X) tiene la propiedad Q. Cuando uno obtiene un resultado
de tipo: X tiene la propiedad P siy solo si C,,(X) tiene la propiedad Q, hemos
obtenido un teorema de dualidad.

Por ello nos enfocaremos en dar pruebas de teoremas de dualidad que rela-
cionan a funciones cardinales del espacio base con funciones cardinales del
espacio de funciones correspondiente. De manera mas precisa, daremos de-
mostraciones de los teoremas de dualidad mas clasicos de tipo: Para todo
espacio Tychonoff X, se tiene que 6(C,(X)) = ¢(X), donde ¢ y 0 son funcio-

nes cardinales topoldgicas.
El presente esta dividido en cuatro capitulos y tres apéndices.

En el primer capitulo desarrollamos en secciones separadas temas béasicos de
la topologia general y algunos otros del &mbito de la Cp-teoria como lo son
los temas de calibrees y precalibres y el de mapeos R-cocientes.

En el segundo capitulo nos enfocamos en desarrollar la teorfa basica de la C,-
teoria. En este capitulo desarrollamos los temas de las propiedades basicas de
los espacios de funciones y las funciones asociadas como lo son las funciones
duales y las funciones restriccién. También, enunciamos algunas consecuen-
cias del teorema de factorizacién de Arkhangel’skii, el cual es demostrado en
el primer apéndice de este trabajo de tesis.

El tercer capitulo estd enteramente dedicado a la prueba del teorema de
Nagata; desarrollando las propiedades necesarias del mapeo reflexién.

Finalmente, en el cuarto capitulo se desarrollan las demostraciones de los
principales teorema de dualidad para funciones cardinales topoldgicas en el
ambito de la Cp-teoria.

Como lo hemos mencionado lineas arriba, en el primer apéndice de esta tesis
exponemos una demostracién del teorema de factorizaciéon de Arkhangel’skii.
En el segundo apéndice enunciamos algunas definiciones y resultados basicos
de la teoria de las funciones cardinales topoldgicas. En el tercer y ltimo
apéndice, enunciamos y demostramos el lema del A-sistema, el cual es usado
en algunas pruebas de calibres y precalibres que se desarrollan en el capitulo
uno.
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Se presupone que el lector tiene conocimientos bésicos de topologia general
y de teoria de conjuntos. Dos referencias importantes para estos dos temas
son los libros [6] y [9]. Los siguientes textos son buenas referencias en idioma
espanol: [5], [7].

Los materiales de la primera seccién del capitulo 1 son tomados de [3]. Las
restantes tres secciones del capitulo 1 son basadas en [2]. El capitulo 2 esta
basado en materiales de [2] y [4]. El capitulo 3 estd basado en [4]. Finalmente,
el capitulo 4 estd basado en materiales tomados de [1], [11] y [10].
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como fin presentar algunos resultados de topologia general
que nos seran de utilidad en el desarrollo posterior del trabajo. A pesar de
que @ es un espacio topoldgico, a lo largo del escrito todos los espacios con
los que se trabajara seran siempre no vacios.

Es importante mencionar que todos los resultados mostrados en esta tesis
son parte de la axiomatica ZFC.

Ademas, la siguiente notacién sera frecuentemente usada a través de todo el
trabajo:

ST (X, T) es un espacio topoldgico y € X, entonces T(z, X) = {U €
T:2eT}.

SI X es un espacio topoldgico, entonces los simbolos T(X) y/o Tx
denotaran a la topologia de X.

Los simbolos A y x denotan cardinales infinitos y Ny denota la cardina-
lidad de N; w denota el primer ordinal infinito.

Dado un conjunto X y un cardinal &, definimos [X]|s* = {A C X :
Al <k}

Dados dos conjuntos X y Y, la notacién YX denota al conjunto de
todas las funciones de X en Y. Y la notacién C(X,Y) el conjunto de
todas las funciones continuas de X en Y.

Si (X.T) es un espacio topolégico y A C X, denotamos la cerradura de
Aen (X,T) como:



CAPITULO 1. PRELIMINARES

(1) cl(x,7)(A) si queremos referirnos a la topologia de X o simplemente
cly(A) si es claro quien es el espacio base;

(2) clx(A) si queremos hacer referencia del espacio sobre el cual se toma
la cerradura, o bien;

(3) cl(A) o A si es claro sobre el espacio base que se esta trabajando.

1.1. Espacios completamente regulares

En este trabajo supondremos que el lector tiene algunos conocimientos basi-
cos de topologia general. En particular, suponemos que el lector conoce a los
espacios Ty, T1 v T. Debido a que en este escrito distinguimos a los espa-
cios Tychonoff de los espacios completamente regulares y a los espacios Tj
de los espacios regulares, a continuacion recordamos las definiciones de esos
conceptos para que el lector los tenga presentes.

Iniciamos con la nocién de espacio completamente regular; la cual es original
de Urysohn. El material de esta seccién es tomado del trabajo [3].

1.1.1 Definicién. Sea (X, T) un espacio topolégico, decimos que:

1. X es completamente regular si para cualquier subconjunto cerrado F' de
X y cualquier punto x ¢ F, existe una funcién continua f : X — [0, 1]
tal que f(x) =0y fIF] C {1},

2. X es Tychonoff si X es completamente regular y 7.

3. X es regular si para cualquier subconjunto cerrado F' de X y cada
x € X \ F, existen abiertos ajenos Uy V talesquez € Uy F C V.

4. (X,T) es Tj si es regular y Tj.

También se dice que un espacio Tychonoff es un espacio T35 o T3 1.
2

1.1.2 Observacion.

1. Todo espacio regular Ty es un espacio Hausdorff. Efectivamente, si
x # y por el axioma T} existe un abierto U tal que |U N {z,y}| = 1.
Supongamos primero que x € U y que y ¢ U. Por ello = ¢ cl({y}).
Como X es regular, existen abiertos ajenos V' y W tales que x € V
vy y € cl({y}) € W. De manera andloga, si y € U y = ¢ U entonces
existen abiertos ajenos V' 'y W tales que y € V y x € cl({z}) C W.

2. Si X es un espacio completamente regular, ' C X es un subconjunto
cerrado y © ¢ F es arbitrario, entonces existe una funcién continua
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f:X —10,1] tal que f[F] C {1} y f(x) = 0. De esta manera, los sub-
conjuntos A; = f1[(3,1]] vy 4> = f7[[0, )] son subconjuntos abiertos
de X, son ajenos y satisfacen que F' C A; y x € A,. Con ello podemos
concluir que todo espacio completamente regular es un espacio regular;
y consecuentemente, todo espacio Tychonoff es un espacio regular y Tp,
y por tanto, un espacio 75.

En relacion a las propiedades categoricas de la clase de los espacios completa-
mente regulares y de la clase de los espacios Tychonoff tenemos los siguientes
hechos.

1.1.3 Proposicion.

(1) Todo subespacio Y de un espacio completamente reqular X es un espa-
cto completamente reqular.

(2) Todo subespacio Y de un espacio Tychonoff X es un espacio Tychonoff.

(3) La imagen continua de un espacio completamente reqular no es nece-
sariamente un espacio completamente reqular.

Consecuentemente, la imagen continua de espacios Tychonoff no nece-
sariamente es un espacio Tychonoff.

Demostracién. (1) Supongamos que x € Y\ F', donde F es un subconjunto
cerrado del subespacio Y de X. Por lo que existe un subconjunto cerrado GG
de X de modo que GNY = F. Luego z ¢ G. Como X es completamente
regular, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0y
fIG] € {1}. Es sencillo verificar que la composicién foi:Y — [0,1], donde
i:Y — X eslafuncién inclusién, es una funcién continua, y que (foi)(x) =0

y (fed)[F] € {1}.

(2) Como el axioma de separacién T se hereda por subespacios, esto y el
inciso (1) implican que todo subespacio de un espacio Tychonoff es un espacio
Tychonoff.

(3) Definamos (X, 7) = (R, P(R)) y como (Y,0) = (R, ), donde § = {, R} U
{(a,) : a € R}. El espacio (X, 7) es completamente regular porque si F' es
un cerrado en X y x ¢ F entonces la funcién caracteristica xr : X — [0, 1]
es continua, xr(z) = 0y xr[F] C {1}; pero el espacio (Y, #) no es ni siquiera
un espacio regular y es imagen continua de X bajo la funcién identidad.
La razén por la que Y no es un espacio regular es porque, por ejemplo, el
subconjunto (—oo,0] es cerrado en Y pero no existen abiertos ajenos en Y
que lo separen del ntimero real 1. =
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1.1.4 Observacion. No obstante a que la imagen continua de un espacio
completamente regular no es necesariamente completamente regular, es sen-
cillo demostrar que todo espacio homeomorfo a un espacio completamente
regular es completamente regular. Obviamente, esto es también cierto para
los espacios Tychonoff. Dejamos los detalles al lector.

Mas adelante se probard que la clase de los espacios completamente regulares
es cerrada bajo productos. Lo que haremos enseguida es dar una caracteri-
zacion de la regularidad completa (vea el corolario 1.1.11). Para demostrar
esta caracterizacion usaremos la nocién de familia de funciones que genera
una topologia. A continuacién introducimos esta nocién.

1.1.5 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, {(Y;,7;) : j € J} una
coleccién de espacios topoldgicos y F = {f; : X = Y : j € J} una familia de
funciones. Diremos que la familia de funciones F genera la topologia de X si
la coleccion {f;'(U) : U € 75, j € J} es una subbase para 7. Si F genera a
la topologia de (X, 7) escribiremos 7 = 47.

Es un hecho facil de demostrar que si la familia F genera a la topologia de
X, entonces todo elemento de JF resulta ser una funcién continua. De hecho,
si F genera a la topologia de X entonces 7 es la més pequena topologia en
X que hace continua a cada funciéon en F.

1.1.6 Ejemplo. Si {(X;,7;) : j € J} es una coleccién no vacia de espacios
topoldgicos, entonces la topologia producto (o de Tychonoff) en el producto
cartesiano || jes X; es la unica topologia que es generada por la coleccion
§={p;(U):U €1, i € J} como una subbase, donde p; : [[jc;Xj — Xies
la proyeccién asociada al factor X; (para cada ¢ € J), es decir, p;(f) = f(7)
para cada f € [] jes Xj- Asf la familia de funciones proyeccion F = {p; :
11 e Xj o XitieJ } es un ejemplo de una familia de funciones que genera
una topologia (en este caso, a la topologia producto 7).

Para demostrar nuestra primera caracterizacion, y a la par llegar a que el
producto de espacios completamente regulares es un espacio completamente
regular, requeriremos de dos propiedades basicas de familias de funciones
que generan topologias. En la demostracién de esas propiedades usaremos al
maximo y al minimo de una coleccion finita de funciones.

Recuerde que si f,g : X — R son funciones entonces se definen a las fun-
ciones max{ f, g}, min{f, g} : X — R por medio de las siguientes reglas de
asociacion:

max{f, g}(z) = max{f(z),g(z)} y min{f,g}(z) =min{f(x), g(z)}.
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Debido a que
méx{f,g} = LAl v iy g} = Yol

es facil demostrar que si f,g : X — R son funciones continuas entonces
también lo son las funciones max{f, g} y min{f, g}.

1.1.7 Proposicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Supongamos que la
familia F = {f; : X = Y; : j € J} genera a la topologia de X, donde
{(Yj, ;) : j € J} es una familia de espacios topologicos.

(1) Una funcion h : Z — X es continua si y sdlo si cada funcion composi-
cion fj o h es continua.

(2) Si la topologia de cada espacio Y; es generada a su vez por una familia
de funciones G;, entonces la familia de funciones composicion H =
{gofj:9€9;,je€J} genera a la topologia de (X,T).

(3) Si cada espacio (Y;,7;) es completamente regular, entonces el espacio
(X, 7) es completamente regular.

Demostracién. (1) [=] Como F genera a la topologia de X, cada funcién
fj es continua. Por lo tanto, cada funcién composicién f; o h es continua.

[«<] Como F genera a la topologia de X, la coleccién {fj_l[U] U erje
J} es una subbase de (X, 7). Asi que para verificar la continuidad de h es
suficiente demostrar que la siguiente proposicion es verdadera:

(Vje VU er) (h'[f; U] € ),
donde 77 denota a la topologia de Z. Supongamos entonces que j € J y que

U € 7;. Note ahora que como la composicién f; o h es continua, obtenemos
que h=![fHU]] = (fj 0 h)~'[U] € 77.

(2) Supongamos que U € 7y que x € U es cualquier elemento. Como la
familia J genera a 7, existen ji,...,j, € J y abiertos Uj, de Yj,, para cada
i = 1,...,n, tales que z € (), szl[Uji] C U. Resulta que fj;,(z) € U,
para cada 7 = 1,...,n. Como la topologia del espacio Y}, es generada por la
correspondiente familia §;,, para cada i € {1,...,n} existe una subcoleccién
{9k, + k € K;,} de G, y abiertos W} ,, en los espacios contradominio de las
funciones gy j,, para toda k € K, (donde K, es un conjunto finito no vacio)
de modo que
f]z(x) = ﬂ gk_,glz[Wsz] < Uj,,

kEKjZ.
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para toda ¢ = 1,...,n. En consecuencia

T € ﬂ ﬂ (g, © f3.) " Wiy C U

i=1keKj,
Por lo tanto, la familia de funciones H genera a la topologia de X.

(3) Consideremos un subconjunto cerrado F de (X, 7) y un punto x € X\ F.
Como x € X\ F, F es cerrado y la familia F genera a 7, existen una cantidad
finita de indices j1, j2, ..., Jjn € J y subconjuntos abiertos U, de Y}, para toda
i€{l,2,...,n} tales que x € B =, szl[Uji] C X\ F. Como = € B, se
sigue que f;,(x) € U;, (para toda i = 1,2,...,n). Siendo cada espacio Y}, un
espacio completamente regular, existe una funcién continua ¢; : Y;, — [0, 1]

Definamos g; : X — [0, 1] como la composicién g; = ¢; o f;, para toda i =
1,2,...,n,ydefinamos g : X — [0, 1] como la funcién g = max{gi, g2, ..., gn}-
Debido a que cada una de las funciones g; es una funcién continua, la funcién
g es una funcion continua. Ademads, sucede que

g(z) = méx{g;(z) : 1 =1,2,...,n} =max{¢i(fj(z)):i=1,2,...,n} =0

y siy € X \ B entonces f;,(y) ¢ U, para alguna 4, por lo cual ¢;(f;,(y)) =1
para alguna i € {1,2,...,n}. En consecuencia, ¢g(y) = max{g;(y) : i =
1,2,...,n} = max{¢;(f;,(y)) : i = 1,2,...,n} = 1. Por lo tanto, se ha
mostrado la existencia de una funcién continua g : X — [0, 1] tal que g(z) =0
y g(F) C {1}. Esto es, (X, 7) es un espacio completamente regular. -

Utilizando la proposicién 1.1.7 es simple demostrar los siguientes hechos de
espacios completamente regulares. Para el caso de espacios Tychonoff re-
cuerde que la propiedad de ser un espacio Ty se preserva por productos, por
subespacios y por homeomorfismos.

1.1.8 Proposicion.

(1) El producto topoldgico es un espacio completamente reqular si y sélo si
cada factor es un espacio completamente reqular.

(2) El producto topoldgico es un espacio Tychonoff si y sélo si cada factor
es un espacio Tychonoff.

Demostracién. (1) Sea {(Xj,7;) : j € J} una coleccién no vacia de espacios
topoldgicos.
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[=] Supongamos que el producto topoldgico ([[;c; X;,7) (vea el ejemplo
1.1.6) es un espacio completamente regular. Como estamos suponiendo valido
el axioma de eleccion, podemos fijar un elemento f € []._; X;. Consideremos
cualquier j € J. Defina

Z={g:J—=JX;: (vie I\ {1)g() = (i) & g(j) € X;}.

ieJ

jeJ

Resulta que el conjunto Z con la topologia de subespacio respecto del produc-
to topolégico ([ [, Xj, 7) es homeomorfo a (X}, 7;). Debido a que (ngJ o T)
es un espacio Completamente regular, por el inciso (1) de la proposicién 1. 1 3
y la observacién 1.1.4, podemos concluir que (X;,7;) es un espacio comple-
tamente regular.

[<=] Supongamos ahora que cada espacio (X, 7;) es un espacio completamen-
te regular. Como la familia de las funciones proyeccién I = {m; : [[,, X; —
Xj i € J} genera a la topologia de ([[,; X;,7) (vea el ejemplo 1.1. 6)
dado que cada espacio (X, ;) es completamente regular, podemos aplicar el
inciso (3) de la proposicién 1.1.7 para concluir que (]| ,T) s un espacio
completamente regular.

]GJ

(2) Debido a que el producto topolédgico de una coleccién de espacios es Ty siy
sélo si cada factor es un espacio Ty, el resultado del inciso (2) es consecuencia
de este hecho y del inciso (1). n

1.1.9 Observacién. Si f : X — Y es una funcion entre espacios topolégicos
vy Y es un subespacio topoldgico de un espacio Z, entonces podemos definir
a la funcién f : X — Z por medio de la regla: f(z) = f(z) para cada
z € X. Resulta que f es continua si y s6lo si f es continua. Efectivamente,
simplemente note que para cualquier subconjunto V' de Z (en particular,

para cualquier subconjunto abierto) se tiene que ?_1[\/} = fvny].

De la definicién de la topologia producto y de la observacion anterior se
obtiene lo siguiente.

1.1.10 Proposicién. Supongamos que {(X;,7;) : j € J} es una coleccion no
vacia de espacios topologicos. Sea'Y C H]EJ X con la topologia de subespacio
respecto del producto topolégico HjeJ X;. Se sigue que una funcion f: Z —
Y de un espacio Z en el subespacio Y es continua si y solo sip;of es continua
para cada vt € J.

Demostracion. Simplemente aplique el hecho de que la topologia producto
es la topologia generada por la familia de funciones proyecciéon (vea el ejemplo

7
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1.1.6)
g':{pZHX]—)XZZGJ}
jeJ
y aplique la observacién anterior 1.1.9 y el hecho de que la composicién de
funciones continuas es una funcién continua. n

En la demostracion del corolario siguiente, en el que se establece una ca-
racterizacién de los espacios completamente regulares, haremos uso de la
observacion 1.1.9.

1.1.11 Corolario. Las siguientes condiciones son equivalentes para cual-
quier espacio topoldgico (X, T):

(1) (X,T) es un espacio completamente reqular;

(2) la familia de funciones C(X, 0, 1]) genera a la topologia de (X, T);
(3) la familia de funciones C*(X) genera a la topologia de (X, T);

(4) la familia de funciones C(X) genera a la topologia de (X, T).

Demostracion.
[(1) = (2)]. Demostremos primero la siguiente afirmacién.

Afirmacion. La coleccion B = {f~1[[0,1)] : f € C(X,][0,1]) } es una base
para la topologia 7.

En efecto. Supongamos que U un abierto no vacio de X y x un punto cual-
quiera de U. Como X es completamente regular y = ¢ X \ U, existe una
funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0y f[X \ U] C {1}. Por
lo que = € f71[[0,1)] C U. De esta forma, hemos mostrado que la coleccién
B ={f"Y[0,1)]: f e C(X,[0,1))} es una base para la topologia de X. X.

Notemos ahora que como la coleciéon B = {f~![0,1)] : f € C(X,[0,1]) } es
una base para la topologia de (X, 7), también lo es la coleccién

D={fU]: feC(X,[0,1]), U C[0,1] es abierto en el espacio [0, 1]}.
Por ello, la familia C'(X [0, 1]) genera a la topologia de X.

[(2) = (3)]. Para demostrar que la familia de funciones C*(X) genera a la
topologia de X, supongamos que U un abierto no vacio de X y que x es
un punto cualquiera de U. Debido a que C(X, [0, 1]) genera a la topologia

8
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de X, existen funciones fi,...,f, € C(X,[0,1]) y subconjuntos abiertos
Wi, ..., W, de [0, 1] tales que

re(VFWICU.

Fijemos abiertos Vi,...,V,, de la topologia usual de R de modo que W; =
V; N [0,1] para toda i = 1,...,n. Para cada funcién f; consideremos a su
correspondiente funcién f; : X — R (vea la observacion 1.1.9). Note que
como Im(f;) = {f;(z) v € X} = {fi(x) : 2 € X} C[0,1] para toda i, cada

funcién f, es un elemento de C*(X). Ademsés es sencillo notar que

n

ve(\F V=4 wlcu

i=1
De esta manera hemos probado que la coleccién
§={g'(V):ge€CX),V €}

es una subbase de la topologia de X; es decir, C*(X) genera a la topologia
de X.

[(3) = (4)]. Para demostrar que la familia de funciones C'(X) genera a la
topologia de X, supongamos que U un abierto no vacio de X y que x es
un punto cualquiera de U. Debido a que C*(X) genera a la topologia de X,
existen funciones fi, ..., f, € C*(X) y subconjuntos abiertos W1, ..., W, de
(R, 7r) tales que

x € ﬂf;l[VVz] cUu.
i=1
Como C*(X) C C(X), lo anterior argumenta que la coleccién
bo={g7'(V):9€C(X),V € m}
es una subbase de 7; y en consecuencia, C'(X) genera a la topologia de X.

[(4) = (1)]. Como la topologia de X es generada por la familia de funciones
C'(X), podemos concluir que la topologia de X es generada por una familia
de funciones cuyos contradominios son espacios completamente regulares (el
espacio (R, 7g)), el inciso (3) de la proposicién 1.1.7 permite concluir que X
es un espacio completamente regular. =
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1.2. Redes y su convergencia

En esta seccién introducimos la convergencia de redes en espacios topoldgicos
generales. Y justificamos el nombre con el que algunos autores se refieren a
la topologia de subespacio de un producto topoldgico.

1.2.1 Definicién. Una pareja (A, <4) en donde A es un conjunto no vacio
y <4 es una relacién en A, es un conjunto dirigido si tiene las siguientes
propiedades:

1. A <4 A para toda \ € A.

2. Para cualesquiera A, A2, A3 € A tales que \; <4 A2 y A2 <4 Ag, se
tiene que A <4 3.

3. Para cualesquiera \;, Ay € A existe A3 € Atal que A\ <4 A3y Ay <aq A3

1.2.2 Ejemplo. Sea X un espacio topoldgico y consideremos el conjunto
V(z) ={V C X : V es vecindad de x en X}. Asi (V(z), <) es un conjunto
dirigido, donde U < V si y solosi V C U.

Demostracién. (1) Sea U € V(x) arbitrario. Como U C U, entonces U < U.

(2) Sean U, V,WW € V(z) tales que U < V y V. < W. Por lo que W C V
y V C U. Luego por la transitividad de C se tiene que W C U; por ello
U < W, como se queria.

(3) Sean U,V € V(x) arbitrarios. Como U y V son vecindades de z, entonces
UNV e V(z). Ademds, UNV CUyUNV CV, esdecir U <UNVy
V <UNYV como se queria.

Por lo tanto (V(z), <) es un conjunto dirigido. -

1.2.3 Definicién. Una red en un conjunto Z es una funcion r : A — Z
donde A es un conjunto dirigido. Al punto () se le denota x, y la expresién
«r: A — Z es una red» se escribe también (z))rea

1.2.4 Definicién. Decimos que una red (x)xea €n un espacio topolégico Z
converge a un punto x € Z, lo cual representamos escribiendo x), — x, si
para cada vecindad de x en Z existe \g € A tal que x, € V para cada A > g
(el punto z es llamado un limite de la red).

El siguiente resultado nos dice que cualquier espacio topoldgico (X, 7) estd
completamente determinado por la convergencia de sus redes.
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1.2.5 Proposicion. Sean X un espacio topologico y A C X. Por ello xy €
clx(A) si y solo si existe una red (z))rep en A que converge a xoy en X.

Demostracién. [=] Sea g € clx(A) y consideremos el conjunto dirigido
(V(z0),<). Como xy € clx(A), entonces para cada V € V(xg) se tiene que
VNA#0(. Por lo cual podemos fijar un punto zy € V N A. Consideremos la

red (2v)vev(zy)-
Afirmacion. (xv)vev(,) converge a g en X.

En efecto: Sea U € V(xg) arbitrario. Note que para cada V' € V(zy) tal que
U <V entonces V C U. Como zy € V C U, entonces xy € U. Por lo tanto

(IV)VeV(xO) converge a .

[«<] Supongamos que existe una red (z))yea en A que converge a xo en X.
Sea V' una vecindad de 2y en X. Como (x))xep converge a xo en X, entonces
existe \g € A tal que z) € V para cada A > A\g. Dado que x, € Ay x) € V,
tenemos que ANV # (). Por lo tanto xq € clx(A). -

1.2.6 Corolario. Sean X un espacio topologico y A C X. Por ello A es
cerrado si y solo si el limite de cada red (x)\)ren en A pertenece a A.

Demostracién. [=-] Supongamos que A es cerrado. Sea (x)xea una red en
A que converge a xg.

Mostremos que xy € A. Lo cual es sencillo, ya que por la proposicién 1.2.5
como (Zy)xrea converge a xo, se sigue que zg € clx(A). Pero ya que A es
cerrado, se tiene que xg € A.

[«<] Supongamos que el limite de cualquier red () ea en A pertenece a A.
Mostremos que A es cerrado, para ello bastarda demostrar que clx(A) C A.

Con este propésito, sea xy € clx(A). Luego por la proposicién 1.2.5 existe
(zx)rea una red en A tal que converge a xg. Por la suposicién hecha se tiene
entonces que g € A, es decir clx(A) C A como se queria. n

En el caso de los espacios de funciones Z* es natural decir que una red
de funciones (fa)aca en Z% (donde X es un conjunto no vacfo y Z es un
espacio topolégico), converge puntualmente a una funcion fo € Z~ si para
toda x € X lared (f,(7))aca converge a fo(x) en el espacio topoldgico Z.

Observemos que en la anterior nocién de convergencia puntual de una red de
funciones no hay (por el momento) una topologia inmiscuida para Z-.

Una pregunta muy natural es entonces la siguiente: ;existe alguna topo-
logia en Z* en la que la convergencia de redes respecto a esa topologia sea

11
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equivalente a la convergencia puntual de redes de funciones? La siguiente
proposicion da una respuesta a este planteamiento.

1.2.7 Proposicién. Eriste una tinica topologia en ZX tal que la convergencia
puntual de redes en ZX coincide con la convergencia en el sentido de esta
topologia. Esta topologia es la topologia producto en ZX.

Demostracion. Primero demostraremos que la convergencia de redes en la
topologia producto coincide con la convergencia puntual. Supongamos que
(fa)aca es una red en ZX que converge puntualmente a fy € Z~. Demostre-
mos que (f,)aca converge a fo en la topologia producto. Sea V' una vecindad
de fy en ZX arbitraria. Bastard demostrar que existe oy € A tal que f, € V
para toda a > ay. Como Z¥X esta dotado de la topologia producto. Por ello
existe un elemento bésico tipico de Z%

U={geZ* :g(x1) €V1,...,9(xn) € Vi}

donden € N, xy,...,x, € Xy Vi,...,V, € 7(Z). Ahora, como la red (fa)aca
en ZX converge puntualmente a fy € ZX, entonces la red (fo(7))aca en Z
converge a fo(z) € Z para cada x € X; en particular la red (fo(7;))aca en Z
converge a fo(x;) € Z para cadai € {1,...,n}. Como (fo(%;))aca converge a
fo(z;), entonces para cada V; € 7(fo(z;), Z) existe oy € A tal que fo(z;) € V;
para cada a > «a; con i € {1,...,n}. Puesto que A es un conjunto dirigido,
entonces existe ag € A tal que a; < ap para todo i € {1,...,n}.

Asi que si o > ap, entonces «; < « para toda i € {1,...,n}. Por ello
fa(z;) € V; para toda a > «g, de lo cual se sigue que f, € U para toda
a2 Q.

Por lo tanto (f,)aeca converge a fy en la topologia producto.

Ahora verifiquemos que si (fa)aca €s una red en ZX que converge a fy € ZX
en la topologia producto de Z¥, entonces (f,)aca converge puntualmente a
fo. Sea x € X arbitrario y V' un abierto en Z tal que fo(x) € V. Bastara
demostrar que existe oy € A tal que f,(x) € V para todo a > ay. Es claro
que U = {g € Z¥ : g(x) € V} es un abierto basico de la topologia producto
de ZX y tal que fy € U. Como (f,)aca converge a fo € ZX con la topologia
producto, entonces existe ag € A tal que f, € U para todo a > «y, es decir
existe ag € A tal que f,(z) € V para todo a > ag. Por lo tanto (fo(2))aca
converge a fo(z) en Z.

Por dltimo veamos que la topologia producto es unica con la anterior pro-
piedad. Supongamos que 7; y T» son dos topologias en Z¥ tales que la con-
vergencia de redes en (Z%,7;) coincide con la convergencia puntual, para
i€ {1,2}.

12
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Demostremos que si B C ZX (B # (), entonces cl,, (B) = cl,,(B).

[C] Sea f € ¢cl,, (B), entonces por la proposicién 1.2.5 existe una red (fy)aca
en B tal que converge a f en la topologia 1. Luego por hipdtesis (fo())aca
converge a f(z) en Z para toda x € X. En consecuencia (fq)aca converge a
f en la topologia 7. Asi f € cl,,(B). Por ello cl,,(B) C cl.,(B).

[D] Se prueba de manera analoga.

Por lo tanto cl,, (B) = cl,,(B). n

No es dificil verificar la siguiente proposicion; cuya utilidad se vera reflejada
en la prueba del teorema 1.2.9.

1.2.8 Proposicion. Sean X un espacio topolégico, Y C X un subespacio de
X, (Ta)aca una red en'Y y xog € Y. Por ello (z4)aca converge a o en'Y si
y solo si (xa)aeca converge a xo en X.

Demostracién. [=-] Supongamos que (z,)aca converge a xy en Y. Sea V
una vecindad de zy en X arbitraria. Debemos demostrar que existe ag € A
tal que x, € V para toda a > «y.

Como (Z4)aca converge a xgen Y y VNY es una vecindad de zy en Y existe
ag € A tal que z, € VNY para toda a > ay. En particular para cada a > «y
se tiene que x, € V. Por ello (2,)aca converge a xg en X.

[«<] Supongamos que (z,)aca converge a xy en X. Sea V una vecindad de
o en Y arbitraria. Por lo que existe U una vecindad de xy en X tal que
V=UNY. Como (x,)aca converge a xy en X, existe ag € A tal que z, € U
para todo a > «ag. Asi, z, € UNY =V para todo a > «y. =

1.2.9 Teorema. Supongamos que ) # M C Z*. Una red en M conver-
ge puntualmente a un elemento f € M si y solo si converge en M con la
topologia heredada de la topologia producto de Z*.

Demostracién. [=] Sea (fa)aca una red en M que converge puntualmente
a f € M. Por lo cual para toda x € X se cumple que (fo(2))aca converge a
f(x) en Z. Como M C Z* podemos ver que (fq)aca es una red en ZX que
converge puntualmente a f en ZX. Por la proposicién 1.2.7 (fu)aca converge
a f en la topologia producto de ZX.

Por ello si equipamos a M con la topologia heredada de la topologia producto
de Z¥X, entonces por la proposicién 1.2.8 concluimos que (f,)qaca converge a
fen M (M con la topologfa producto heredada de Z¥).
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(<] Sea (fa)aca una red en M que converge a f en M con la topologia
producto de Z¥. Asf por la proposicién 1.2.7 converge puntualmente a f en
M. -

Todo lo anterior motiva la siguiente definicién.

1.2.10 Definicion. Sea X un conjunto no vacio y Z un espacio topoldgico.
Consideremos () # M C Z*. La topologia de la convergencia puntual en M es
la topologia de subespacio de ZX, cuando Z¥ esta equipado con la topologia
producto.

Todo lo que hemos desarrollado en paginas anteriores justifica el nombre
que le damos en esta definicién y con el que en ocasiones se refieren algunos
autores a la topologia de un producto topoldgico de Tychonoff y a la topologia
de sus subespacios.

Por otro lado, se sabe también que la topologia producto de Z¥ es generada
por la familia de todas las funciones proyecciéon. La proyeccién correspon-
diente a un punto x € X asigna a cada funcién f € Z¥X el punto f(x). En el
contexto de espacios de funciones esta funcion es llamada funcion evaluacion
y es denotada por #. Es decir, para cada z € X, & : Z%¥ — Z es la funcién
definida por la regla: Z(f) = f(), para cada f € Z¥.

En la siguiente proposicién enunciaremos propiedades conocidas de la topo-
logia de subespacio de un producto topoldgico.

1.2.11 Proposicién. Sean X un conjunto no vacio, Z un espacio topologico

y0#MCZzX.
St M esta equipado con la topologia de la convergencia puntual, entonces:

(1) La topologia de M es generada por la familia de funciones evaluacion
T [y, donde x € X.

(2) Los conjuntos de la forma

(1, Vi, Vil i={g € M :g(xy) € Vi, ..., 9(x,) € Vy}

donden € N, z1,...,2, € X yVi,...,V,, € 7(Z) , forman una base
para M.

(3) Una funcion h 1Y — M de un espacio topoldgico Y a M es continua
sty solo si la composicion T [y o h es continua para toda v € X.
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(4) Si Z es un espacio de Tychonoff, entonces M es un espacio Tychonoff.

Demostracién. (1) Para demostrar que la familia {2 [y: © € X} genera a
la topologia de M, bastarda mostrar que la familia

B:={N (@ Im) ' (Vi) :neNay,...,z, e Xy WVi,...,V, € 7(2)}
es base para M.

Primero demostraremos que la familia B esta formada por subconjuntos
abiertos de M. Para ello note que dado V € B

V= m?:l (fz rM)fl(V;) = m?ﬂ(fi_l(‘/;) N M)
connéeNxy,...,0, € XyWV,...,V, €7(Z). Por lo tanto B C 7(M).

Ahora sea U € 7(M) y consideremos f € U. Luego U = VM con V €
7(Z%); por ello f € V. Luego existen zy,...,2, € X y Wi,..., W, € 7(Z)
con n € N, tales que f € (i_, & (W;) C V. Asf

fe ((n] :@-*(Wi)) NMCVNM,

estoes f € N, (7 "(W))N M) CVNM=Uy por ello

Por lo tanto B es base para M.

(2) Simplemente note que para cadan € N zy,...,x, € X y Vi,...,V, €
7(Z), entonces

[xb s T ‘/17 SRR Vn] = m?:l (fl rM)_l(V;)

En efecto, sabemos por definicion que
[xlu"'vxn;‘/h'"avn] = {ge Mg(xl) € ‘/177g(xn) S vn}

Porelloge {ge M : g(x;) € Vi,...,9(x,) € V,,} siy solo si #;(g) € V; para
todo i € {1,...,n} siysolosig e (z; [y) (Vi) para todo i € {1,...,n} si
y solo si g € (o, (£; [a) (Vi) para todo i € {1,...,n}.
Por lo tanto [z1,..., 20 Vi, ..., Vol = ey (@ 1) (V7).

(3) [=] Supongamos que h: Y — M es continua. Sea z € X; como M tiene
la topologia heredada de ZX cada funcién Z [, es continua. Luego & [ oh
es continua para cada r € X.
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[«<] Supongamos que & [y o h es continua para cada x € X. Demostraremos
que h es continua. Para ello bastara hacer notar que la imagen inversa bajo
h de cualquier elemento de la base canénica de M es abierto en Y.

SeanéeN, zy,...,x, € X yVi,...,V, € 7(Z), entonces

n

ot (ﬂ (Z; IM)_l(V%)) = ﬂh_l((fi )~ (V) = () Tar) 0 )7 (V7).

i=1 i=1

Como (&; [a7) o h es continua, tenemos que ((Z; [ar) o h)~1(V;) es abierto en
Y. Por lo tanto (), ((Z; Ia) o h)~*(V;) es abierto en Y. Asf h es continua.

(4) Sea FF C M cerrado y = ¢ F. Bastard demostrar que existe G : M — R
continua tal que G(z) = 1 y G[F]| C {0}. Como F C M cerrado, entonces
M\F € 7(M), por ello existen, zy,...,z, € X y Vi,...,V, € 7(Z) para
cada n € N; tales que

r €U =, (@ [a)~ (Vi) € M\F.

Luego (Z; [a)(z) € V; para todo i € {1,...,n}. Ahora como Z es comple-
tamente regular, existe ¢; : Z — R continua tal que ¢;((Z; [a)(x)) =1y
¢:i[Z\V;] C {0}. Definamos v; = ¢; o (#; [pr) : M — R la cual es continua
pues es composicion de funciones continuas y ¥ = H?:l 1; que es continua
ya que es el producto finito de funciones continuas.

Afirmacion. ¥(x) =1y W[F] C {0}.

En efecto, note que 1;(x) = ¢; o (2; [y)(x) = &:((Z; [a)(x)) = 1, para cada
i€ {l,...,n}. Porello U(z) =[], ¢i(x) = 1. X

Ahora mostremos que V[F| C {0}. Para ello dado que U C M\ F', entonces
F C M\U. Sea

n

2 € M\U = M\ () (& Ta) ' (Vi) = [\ Ta) ™' (V0)),

=1 =1

entonces z € M\ (2, [a) "' (V;,) para algin ig € {1,...,n}, es decir, 75, [y ¢
Vio para algin ig € {1,...,n}. Como

Pio(2) = (¢4 0 (@i Ta0))(2) = ¢4 (25 [mr)(2)) =0
y U(z) =[], ¥i(z) = 0. En conclusién ¥[F] C ¥[M\U] C {0}.

Por lo tanto M es un espacio Tychonoff. -
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1.3. Espacios vectoriales topolégicos

Al hablar de espacios vectoriales topoldgicos consideraremos dos estructuras;
una algebraica de espacio vectorial (para hablar de transformaciones lineales)
y otra topoldgica (para hablar de continuidad). Estas dos estructuras deben
ser compatibles; es decir, se tiene un espacio vectorial con una topologia
asignada que hace que las operaciones de suma y producto por escalares
sean continuas.

1.3.1 Definicién. Un espacio vectorial (Z, +, - ) sobre el campo de los nime-
ros reales R es un espacio vectorial topologico sobre R si esta dotado de una
topologia que hace continuas a las funciones adicion y producto por escala-
res, es decir, las funciones + : Z x Z — Z y -: R x Z — Z definidas por
(r,y) = x+yy (r,z) — rx, son funciones continuas.

1.3.2 Definicién. Sean X un espacio vectorial topoldgico sobre R y () #
C C X. Decimos que C' es convexo si

Vo,ye C(te[0,1] ytx+ (1 —t)y e O).

1.3.3 Definicion. Decimos que un espacio vectorial topolégico X sobre R es
localmente convezo si cada punto de X tiene una base de vecindades formada
por conjuntos convexos.

El siguiente lema sera muy util para la proposicién 1.3.5.

1.3.4 Lema. Sea X un espacio vectorial topolégico sobre R y sea x € X. La
funcion T, : X — X definida por T,(y) = x + vy, es un homeomorfismo.

Demostracién. Si y;,y2 € X son tales que T,(y1) = T.(y2), entonces
T+ Y1 = x + yo; asl y; = yo. En consecuencia T, es inyectiva.

Si z € X arbitrario, entonces T,(z — x) = z. Por ello T, es suprayectiva.
Ahora, consideremos la funcién ¢ : X — {z} x X definida por:

Vy € X :o(y) = (v,y).

Note que ¢ =1, A idx donde r, : X — X es la funcién r,(2) =z (z € X) y
tdx : X — X es la funcién identidad en X. Como ¢ es el producto diagonal
de una funcién constante y de la funciéon identidad, ¢ es una funcién continua.
Debido a que T, = +op y + : X x X — X es continua, tenemos que 7}
es una funcién continua. Observe que la funcién inversa de T, es T_,. Un
argumento similar al anterior permite concluir que 7", también es continua.
Por lo tanto T, es un homeomorfismo. -

17



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Para subconjuntos B y C' de un espacio vectorial topoldgico X sobre R, de-
finimos B+ C ={b+c:be B, ceCty—-B:={-b:be B}.Size X
entonces escribimos x + B en lugar {z} + B. Note que = + B = T,(B).

La siguiente propiedad de los espacios vectoriales topoldgicos sobre R lo-
calmente convexos nos sera de gran utilidad posteriormente.

1.3.5 Proposicion. Un espacio vectorial topoldgico X sobre R es localmente
convexo st y solo si el neutro aditivo 0 de X tiene una base de vecindades
formada por conjuntos convezos.

Demostracion.
[=] Se sigue de la definicién de espacio vectorial topoldgico sobre R local-
mente convexo.

[«<] Sea B(0) una base de vecindades del 0 en X, tal que U es convexo para
todo U € B(0).

Sea x € X arbitrario y considere B(z) = {z + U : U € B(0)}. Demostremos
que B(x) es base de vecindades de x. Primero note que dado que U € B(0)
es abierto, entonces por el lema 1.3.4 Tx(U) = x + U es abierto en U. Mas
aun, debido a que 0 € U se tiene que x € x + U.

Supongamos que W € 7(x, X). Bastard demostrar que existe V € B(x) tal
quez € VCW. Como T_,(W) = —z+W es vecindad de 0 (ya que z € W)
y debido a que B(0) es base de vecindades de 0 en X, existe U € B(0) tal que
UC —x+W.Luego T, (U) C T, (—x+W); es decir, c+U Cax—a+W = W.
Por lo tanto v + U € B(x) y x + U C W.

Por dltimo note que U es convexo para todo U € B(x). Efectivamente, como
U € B(x) , existe V € B(0) tal que U = x + V. Sean x1,20 € V y r € [0,1],
entonces r(x + 1)+ (1 =)z +ax2) =rx+rry+ (1 —r)z+ (1 —1r)zg =
x+rzy+ (1 —r)xe. Dado que V' es convexo entonces 1z + (1 —r)xs € Vi y
porellor(z+z)+(1—r)(x+a)=x+re1+(1—r)zs €x+V =U. En
conclusién z en X tiene una base de vecindades B(x) formada por conjuntos
convexos. Por lo tanto X es localmente convexo. -

1.3.6 Proposicién. Sean X un espacio vectorial topologico sobre R local-
mente convexo y Y un subespacio topologico de X. Si'Y es un subespacio
vectorial de X, entonces Y es localmente convezo.

Demostraciéon. Debido a que X es un espacio vectorial topolégico sobre
R, las funciones +: X x X — X y -: R x X — X son funciones continuas.
Se tiene que + [yxy: Y XY =Y vy [rxy: R XY — Y son del mismo modo
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funciones continuas. De esta forma Y es un espacio vectorial topoldgico sobre
R.

Por la proposicién 1.3.5 para demostrar que Y es localmente convexo bastara
hacer notar que 0 tiene una base de vecindades convexas en Y.

Como X es un espacio vectorial topoldgico sobre R localmente convexo, 0
tiene una base de vecindades convexas B(0) en X. Definamos D(0) = {YNU :
U € B(0)}. Claramente los elementos de D(0) son abiertos en Y y contienen
a 0.

Supongamos que W es una vecindad abierta de 0 en Y. Por lo que W =
Y NV, donde V es un abierto en X que contiene a 0. Como B(0) es base de
vecindades de 0 en X, existe U € B(0) tal que U C V. Por ello XNU € D(0)
yYNUCYNV;esdecir, YNU CW.

Por ultimo, sea U € B(0). Consideremos z1,2o € Y NU y r € [0, 1]. Dado
que U es convexo, rzy + (1 —r)zy € U. Ademds raqy + (1 — )z, € Y. Por
ello, rzy + (1 — r)zg € Y NU. Con todo lo anterior hemos mostrado que
existe una base de 0 en Y formada por conjuntos convexos. Por lo tanto Y
es localmente convexo. -

Recuerde que una familia de funciones {f, : X — Y, : @ € A} definidas en
un espacio topoldgico (X, T) generan a su topologfa si la coleccion {f;1(U) :
a€ AU € T(Y,)} es un subbase de la topologia 7.

1.3.7 Definicién. Un espacio vectorial topoldgico Z sobre R se llama débil
si su topologia es generada por la colecciéon

{f:Z —R: f es funcional lineal en Z}.

Presentamos la siguiente proposicién sin demostracion.

1.3.8 Proposicién. Todo espacio vectorial topologico débil sobre R es local-
mente convero.

1.3.9 Definicién. Un espacio topolégico X es conexo por trayectorias si para
cualesquiera dos puntos z,y € X, existe una funcién continua « : [0, 1] — X
tal que a(0) =z y o(l) = y.

1.4. Calibres y precalibres

Los conceptos de calibre v precalibre fueron introducidos en 1948 por el ma-
temdtico ruso N. A. Sanin. En esta seccién demostraremos que para que
un cardinal regular no numerable sea calibre de un producto topologico es
suficiente que éste sea calibre de cada factor.
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1.4.1 Definicion. Sea X un espacio topolégico y x un nimero cardinal
infinito.

1. K es calibre de X si para cada {U, : o < k} C 7*(X) existe B € [x]"
tal que ({U, : @« € B} # 0.

2. K es precalibre de X si para cada {U, : @ < k} C 7*(X) existe B €
[k]® tal que {U, : @ € B} es una familia centrada (es decir, posee la
propiedad de la interseccién finita).

Recordemos que dados « y  dos ordinales, a es cofinal en 3 si y sélo si
existe f € 8% tal que para cada v < 8 hay un § < « que satisface v < f(9).
Se define de este modo la cofinalidad de un ordinal o como el primer ordinal
que es cofinal con « y es denotada por cf ().

Es claro que c¢f(a) < «a para todo ordinal «. Esto da paso a las siguientes
definiciones: un ordinal « es regular si cf(a) = a'y es singular si cf(a) < a.

Mencionaremos algunos resultados bésicos de la teoria de calibres y precali-
bres. Pero para proceder a ello nos auxiliaremos del siguiente lema de teoria
de conjuntos concerniente a cardinales singulares.

1.4.2 Lema ( [7]). Un cardinal infinito k es singular si y solo si existe un
cardinal X < k y una familia {S¢ : £ < A} de subconjuntos de k tales que
|Se| < K para cada & < Xy Kk = U§<n Se. El menor nimero cardinal que
satisface esta condicion es cf(k).

1.4.3 Proposicion. Sea X un espacio topolégico y k un niumero cardinal
infinito. Si k es calibre de X, entonces cf(k) es calibre de X.

Demostracién. Es claro que si cf(k) = k, entonces cf (k) es calibre de
X. Por ello podemos suponer que cf(k) < k, es decir, kK es un cardinal
singular. Por el lema 1.4.2 podemos elegir una familia {S¢ : £ < cf(x)} de
subconjuntos de « tales que |S¢| <  para cada £ < cf(r) ¥ £ = Ugcop(n) e

Podemos ademés suponer sin pérdida de generalidad que S¢ NS, = () cuando
¢ # n, para ello simplemente renombremos, llamamos Ry = Sy y para cada

0 <& <cf(k); Re =S¢\ U,<¢ Sy- Ahora sea {Us : £ < cf(k)} C 77(X).

Bastard demostrar que existe B € [cf(x)]/®) tal que {U: : € € B} # 0.
Con este fin, definamos {G, : @ < k} de tal manera que G, = Ug si o € S.
Asi{G, :a <k} C7%(X)ycomo k es calibre de X, entonces existe B € [k]"
de tal manera que (J{Gq : @ € B} # 0.

Ahora para cada £ < cf(k) sea B := BN Sg; y definamos el conjunto
C ={{<cf(k): BNSe#0}. Dado que |B| = & se sigue que |C| = cf (k).
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Efectivamente, de lo contrario B = [J;c Be siendo estd una unién de menos
de ¢f (k) subconjuntos de cardinalidad menor estricta que x contradiciendo
el lema 1.4.2, ya que |B| = k. Luego para cada § € C elijamos ag € BN Se.
Claramente la familia {G,, : £ € '} C {G, : a € B}; de donde

({Gae : £ €CY#0.

Por 1ltimo note que, para cada § € C se tiene que G,, = Ug. De donde,
para la familia {Us : & < cf(k)} existe D € [cf(k)]¥® de tal manera que
(W{Ue : £ € D} # (. Por lo tanto cf (k) es calibre de X. n

Dado un espacio topoldgico (X, T) diremos que una familia € de subconjuntos
de X es celular si C esta formada unicamente de subconjuntos abiertos no
vacios de X y si ademéas C' N C" = () para todo par de elementos diferentes
C,C" € C. El ntiimero de Suslin o la celuridad de X se define como el siguiente
numero cardinal:

c(X) = sup{|C| : € es una familia celular deX}.

Se dice que un espacio tiene la propiedad de Suslin si ¢(X) < w.
1.4.4 Proposicion. Sean X un espacio topologico y k un cardinal infinito.

(1) Si K es un cardinal regular no numerable que es calibre de X, entonces
Kk es precalibre de X .

(2) Si k es un cardinal sucesor infinito que es precalibre de X, entonces
c(X) < k.

En particular, si wy es precalibre de X, entonces ¢(X) = w.

Demostracién. (1) Sea {U, : @ < k} C 7%(X). Como & es calibre de X,
existe B € [k]" tal que {U, : « € B} # 0.

Afirmamos que {U, : @ € B} es una familia centrada.

Efectivamente. Sean ay,...,a, € B. Es claro que {U,,,...,Us,} C {U, :
a € B}. Ademds, 0 # ({Uq : @ € B} C (., Uy, es decir, (., Us, # 0.
Con ello podemos concluir que {U, : @ € B} es una familia centrada. Por lo
tanto k es precalibre de X.

(2) Supongamos que k es un cardinal sucesor infinito que es precalibre de
X y que ¢(X) > k. Como k = A* para algiin A\ cardinal infinito y AT > \,
entonces A no es cota superior de la familia {|U| : U es familia celular en X }.
Asi que existe U C 7%(X) familia celular de X tal que A < |U|. Por lo que
AT < |U]|. De este modo existe V C U tal que |V| = AT. Pero entonces £ no
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es precalibre de X (observe que V no es una familia centrada ya que es una
familia celular). Esta contradiccién nos permite concluir que ¢(X) < k. n

1.4.5 Proposicién. Supongamos que k es un cardinal reqular no numerable
yqueY C X =clx(Y).

(1) Si Kk es calibre de' Y, entonces k es calibre de X .
(2) Kk es precalibre de'Y si y solo si k es precalibre de X .

Demostracién. (1) Sea {U, : a < k} C 7*(X). Como Y es denso en X,
U,NY # () para toda a < k. Por ello {U,NY : a < k} C 7*(Y"). Ahora como
K es calibre de Y, existe B € [k]" tal que ({U,NY : a € B} # ). Ademas es
claro que U,NY C U, para toda « € B. Luego ({{U,NY :a € B} C ({U., :
a € B}. Como {U,NY : « € B} # 0 se tiene que ([{U, : « € B} # (). Por

lo tanto s es calibre de X.

(2) [=] Supongamos que & es precalibre de Y. Sea {U,, : a < k} C 7%(X). Asi
{U,NY :a <k} C75Y) pues Y es denso en X. Dado que « es precalibre
de Y, existe B € [k]" tal que la familia {U, NY : a € B} es centrada. Es
claro que {U, : a € B} es una familia centrada. Por lo tanto x es precalibre
de X.

[<] Supongamos que k es precalibre de X. Sea {U, : a < k} C 7%(Y). Asi,
para cada a < k podemos elegir V,, € 7%(X) tal que U, =V, NY. Es claro
que {V, : a < k} C 7%(X). Dado que & es precalibre de X, existe B € [k]" tal
que {V, : @ € B} es una familia centrada. Considere ahora oy, ..., o, € B.
El conjunto (\;_, Va, es no vacio; por ello (', Va,) NY # 0, pues Y es
denso en X. Ahora, como (", Us;) = (Niey Vas) NY # 0 y los ordinales
aq,...,a, € B fueron elegidos arbitrariamente, se tiene que {U, : « € B} es
una familia centrada. Por lo tanto x es precalibre de Y. n

Recordemos que dada una coleccién {X; : t € T'} de espacios topoldgicos,
X = [],er X¢ denota al producto topolégico de Tychonoff de los espacios Xi;
ademas si L C T no vacio, entonces X; = HtGL Xyymp: X — Xpesla
proyeccién asociada a X ; es decir, 7 (f) = f [, para cada f € X.
Asimismo dirémos que un conjunto U C X es abierto canénico de X si
U = [l,er Ur donde Uy € 7%(X,) para cada t € Ty supp(U) = K(U) =
{t € T : U, # X} es un conjunto finito. El conjunto K(U) es algunas
veces llamado soporte de U o conjunto de coordenadas no triviales del abierto
canonico U.

1.4.6 Lema. Sean X un espacio topolégico no vacio y k un cardinal reqular
no numerable. Las siqguientes condiciones son equivalentes:
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(1) K es calibre de X ;

(2) para cualquier familia {U, : a € A} C 7%(X) donde A es un conjunto
tal que |A| = Kk, existe un conjunto B € [A]" tal que ({U, : a € B} # 0.

Demostracién.

[(1) = (2)] Sean A un conjunto tal que |A| = k y una familia {U, : a €
A} C 7°(X). Fijemos una biyecciéon ¢ : £ — A. Definamos V,, = Uy, para
toda o < k. Consideremos a la familia {V,, : @ < k} C 7%(X). Como & es
calibre de X, existe C' € [x]" tal que (J{V, : « € C} # 0. Dado que C C &,
B = ¢[C] € [A]*. Porello (WU, : A€ B} = ({{Up@ : a € C} = ({Va:
aeC}#0.

[(2) <= (1)] Basta considerar el conjunto A = & y aplicar la definicién calibre
a K. [

Con todo lo anterior estamos en condiciones de demostrar el resultado prin-
cipal de esta seccién, que como se mencioné en un principio es debido a
Sanin.

1.4.7 Teorema (Sanin). Sean x un cardinal reqular no numerable y {X, :
t € T} una familia no vacia de espacios topolégicos no vacios. Si k es calibre
de X; para cada t € T, entonces k es calibre de X = [[,cq Xr.

Demostracion. Demostremos primero el caso en que 7T es finito para luego
demostrar el caso general en que 7" es un conjunto cualquiera.

Afirmacion. Si k es calibre de X;, y Xy,, entonces k es calibre de X;, x Xj,.

En efecto. Consideremos un conjunto A tal que |A| =k y {U, : a € A} C
(X4, X Xy,). Asi para cada a € A, existen V, € 7%(X,,) y W, € 7%(X,,) tales
que V, x W, C U,. Consideremos la familia {V, : a € A} C 7*(X,). Dado
que k es calibre de X3, existe A; € [A]" tal que ({V, :a € A1} # 0. Como
|A1| = k podemos considerar a la familia {W, : a € A1} C 7*(X,,) y dado que
K es calibre de X;,, entonces existe Ay € [A;]" tal que [{W, :a € Ay} # 0.
Sean 1 € ({{V,:a € A1} y 29 € ({W, : a € Ay}. Observemos que 1 €
(MVa:a€ At} S {Va:a€ As}. Luego (z1,22) € ({{Va X W, 1 a € Ao},
pero V, x W, C U, para toda a € A,. Por lo tanto (x1,z2) € [[{Va x W, :
a € Ay} CN{U, : a € Ay}; es decir, ({U, : a € Ay} # () con Ay € [A]*. Por
lo tanto k es calibre de X, x X,. X

Es facil deducir usando la afirmacién anterior y el método de induccién ma-
temadtica que si k es calibre de Xy, ..., X3, , entonces & es calibre de [[1; X,.
Usaremos esto a continuacion.
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Supongamos ahora que 1" es un conjunto infinito cualquiera. Sean A un con-
junto tal que |[A] =k y {U, : a € A} C 77(X). Asi para cada a € A existe
V, € 7(X) abierto canénico de X tal que V,, C U,. Y sea K(V,) el soporte
de V, para toda a € A. Ahora fijemos una funcién f, € V, para toda a € A
y consideremos la familia {K(V,) : a € A}. Para esta familia se tienen dos
casos:

CASO (1). {K(V,):a€ A}| = .

Si {K(V,) : a € A}| = Kk, entonces como |K(V,)| < w para toda a € A, por
el lema C.0.2 se tiene que existen S = {s1,...,s,} €T y B € [A]" tal que
K(V,) N K(V,) = S para a,b € B distintos. Como S C T, entonces podemos
considerar Xg = [[;_; X, y la funcién proyeccién asociada a S, ps : X — Xg
tal que ps(f) = f s. Como para cada a € B, el conjunto V, € 7%(X) y ps
es una funcién abierta, pg(V,) € 7*(Xg) para cada a € B. Por ello podemos
considerar a la familia {ps(V,) : a € B} C 7%(Xg).

Como |B| = k y dado que k es calibre de X; para todot € Ty S C T,
el cardinal k es calibre de X, para todo i € {1,...,n}. Luego por la afir-
macién anterior x es calibre de Xg. En consecuencia existe C' € [B]" tal
que ({ps(Va) : a € C} # . Considere y € {ps(V,) : a € C}. Observemos
que {K(V,)\S : a € C} es ajena por pares. Ahora definamos z € X de la
siguiente manera:

y(t)  si tesS
z(t) = fu(t) si te K(V,)\S para alguna a € C

fao(t) st te T\|U{K(V,):a€ A}

Note que x € (\{V, : a € C}. Para ello, sea a € C arbitrario. Observe que
Vo = [Lier Wi para toda a € C' donde Wi € 7%(X,) y t € K(V,) si y solo si
W # X,. Por ello se tienen dos casos:

Subcaso (1).t e C.

Sit e C, entonces z(t) = y(t) € Xy = W, por ello z € V, y como a fue
elegido arbitrariamente, entonces x € ({V, : a € C'}.

Subcaso (2).t € K(V,)\S.

Site K(V,)\S, entonces x(t) = f,(t), luego como t € K(V,)\S se tiene que
W # Xi. Por ello f,(t) € W # Xy, entonces x € ({V, :a € C}.
Por lo tanto z € (\{V,:a € C} C (U, : a € C}; es decir, ({U, : a € C} #
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() de lo cual se sigue que « es calibre de X como se queria demostrar.
CASO (2). |{K(V,):a€ A} |<k.

Si| {K(V,) :a € A} |< k, entonces sea § =| {K(V,) : a € A} |. Por ello
existe una funcién ¢ : 0 — {K(V, : a € A} biyectiva. Sea A\ < ¢ y definamos
Ay :={a € A:p(\) = K(V,)}, entonces es claro que A = [ J,_;5 Ax. Ahora
como £ es un cardinal regular no numerable y 0 < &, existe \g < ¢ tal que
| Ay, |= k. Definamos C' = A, y sea {K(V,) : ¢ € C}. Considere ¢y € C'y
definamos S = K(V,,). Observe que para toda a,b € C, K(V,) = S = K(V}),
ademds se sabe que |S| < w.

Ya que S C T, entonces podemos considerar Xg = [[, X,, y la funcién
proyeccion asociada a S, pg : X — Xg tal que ps(f) = f 5. Como para cada
a € C,V, € 7(X) y ps es una funcién abierta, entonces ps(V,) € 7*(Xg)
para cada a € C, por ello podemos considerar a la familia {ps(V,) : a €
C} C 7(Xs) con | C' |= k y dado que & es calibre de X; para todot € T'y
S C T, en particular  es calibre de X, para todo ¢ € {1,...,n}.

Luego por la afirmacion anterior  es calibre de Xg, existe D € [C]* tal
que ({ps(Va) : a € D} # (). Considere y € ({ps(V.) : a € D} fija. Ahora
definamos = € X de la siguiente manera y fijemos dy € D:

fa(t) si t¢S
x(t) =
y(t) si telS

Note que es evidente que = € ({V, : a € D}. Para ello, sea ¢ € D arbitrario.
Observe que V, = [],., W para toda ¢ € D donde W¢ € 7(X,) y t € K(V,)
si y solo si W # X,. Por ello se tienen dos casos:

Subcaso (1).t€T\S.

SiteT\S, entonces x(t) = fq,(t) € Xy = WE, por ello x € V. y como ¢ fue
elegido arbitrariamente, entonces x € (\{V, : a € D}.

Subcaso (2).t € S.

Sit € S, entonces x(t) = y(t), luego como t € Sy y € ps(V.) = [[,eq W,
entonces xz(t) = y(t) € W¢. Por ello z(t) € W, entonces z € V, y como ¢ fue
elegido arbitrariamente € (\{V, : a € D}.

Por lo tanto € (\{V, : a € D} C ({U, : a € D}; es decir,
({Ua:a€ D} #0

de lo cual se sigue que k es calibre de X como se queria demostrar. =
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1.4.8 Proposicién. Sea {X; : t € T} una familia no vacia de espacios to-
pologicos separables. Por lo que todo cardinal reqular no numerable es calibre
de X = HtET Xt.

Demostracion. Por el teorema 1.4.7 bastarda demostrar que s es calibre de
cada espacio X;. Para ello, fijemos ¢ € T. Consideremos D C X, = clx, (D)
tal que |D| < w y una familia {Uz : § < k } C 7%(X,). Para cada d € D,
definamos P; := {f < K : d € Ug}. Supongamos que < k. Como D es
denso en X, y Ug € X,, existe d € D N Us. Luego 3 € U, Pa- Por lo
anterior J,.p Pa = -

Por otro lado como |D| < w, existe d € D tal que |Py| = k. Por ello d €
(WUs : B € Py} y |Pa| = k. Esto tltimo demuestra que & es calibre de X;. m

1.4.9 Corolario. Sea {X; : t € T'} una familia no vacia de espacios topoldgi-
cos separables. Por lo que todo cardinal reqular no numerable es precalibre de

X - HtET Xt.

En particular, el cardinal w;, es precalibre de cualquier producto topolégi-
co de espacios separables. Recuerde que precalibre w; implica celularidad
numerable.

1.4.10 Corolario. Sea {X; : t € T'} una familia no vacia de espacios to-
poldgicos separables. Por ello X = [],.p Xy tiene la propiedad de Suslin, es
decir, ¢(X) < w.

En particular, para todo conjunto X, el producto topoldgico RX tiene la pro-
piedad de Suslin.

1.5. Mapeos R-cocientes

1.5.1 Definicién. Un mapeo continuo p : X — Y es llamado R-cociente si
p[X] =Y y para toda funcién ¢ : Y — R se tiene que:

¢pop: X — R es continua si y solo si ¢ es continua.

Xy

N

R

Es bien conocido que una mapeo p : X — Y es cociente si y solo si p[X] =Y
y para cualquier espacio topoldgico Z y cualquier mapeo f : Y — Z se tiene

26



1.5. MAPEOS R-COCIENTES

que: si f op es continuo, entonces f es continua. De esto se sigue trivialmente
lo siguiente:

1.5.2 Proposicién. Todo mapeo cociente es R-cociente.

La siguiente proposicion muestra que los mapeos R-cocientes tienen una ca-
racteristica similar (en la categoria de los espacios completamente regulares)
a la que tienen los mapeos cocientes (en la categoria de los espacios topolégi-
Co8).

1.5.3 Proposicién. Sean p : X — Y un mapeo R-cociente, Z un espacio
completamente reqular y f 'Y — Z una funcion. St f o p es continua,
entonces [ es continua.

X2y

Z

Demostracion. Por un lado sabemos por la proposicion 1.1.11 que la to-
pologia de Z es generada por la familia C(Z). Sea ¢ € C(Z) un elemento
arbitrario, luego como ¢ y f op son continuas, entonces ¢o(fop) : X — Res
continua. Debido a que p es R-cociente y ¢o (f op) = (¢ o f)op es continua,
entonces ¢ o f es continua. Por la proposiciéon 1.2.11 concluimos que f es
continua. =

1.5.4 Corolario. 5i X es un espacio completamente reqular y p: X — Y
es una biyeccion R-cociente, entonces p es un homeomorfismo.

Demostracion. Por definicién de mapeo R-cociente, p es continua. Por lo
que bastard demostrar que p~! es continua. Utilizando el hecho que X es
completamente regular y que p~! o p = idx es una funcién continua por
la proposicién 1.5.3 obtenemos la continuidad de p~t. Por lo tanto p es un
homeomorfismo. -

1.5.5 Proposicion. Sip: X — Y yq:Y — Z son mapeos R-cocientes,
entonces la composicion qop: X — Z es R-cociente.

Demostracion. Dadoque p: X - Y y ¢: Y — Z son mapeos continuos,
entonces gop : X — Z es un mapeo continuo. Ademds como p[X] =Y y
q[Y] = Z, entonces (q o p)[X] = q[p[X]] = q[Y] = Z. Ahorasea ¢ : Z — R
tal que ¢ o (p o q) es continua. Como ¢po (gop) = (poq)opy pes R-
cociente, entonces ¢ o ¢ es continua. Luego como ¢ es R-cociente, entonces ¢
es continua. Por lo tanto gop: X — Z es R-cociente. =
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1.5.6 Proposicion. Sip: X — Y yq:Y — Z son funciones continuas vy
la composicion qop: X — Z es R-cociente, entonces q es R-cociente.

Demostraciéon. Por definicién de mapeo R-cociente, g o p es sobreyectivo.
Por ello ¢ también lo es. Ahora, sea ¢ : Z — R tal que ¢ o ¢ es continua.
Observemos que ¢ o (qo p) = (¢ o q) o p es continua ya que ¢ o q y p lo son.
Ahora como g o p es R-cociente se tiene que ¢ es continua. Por lo tanto ¢ es
R-cociente. -

1.5.7 Proposicion. Sean p : X — Y un mapeo sobreyectivo y continuo, y
ACX. Sipla: A=Y esR-cociente, entonces p es R-cociente.

Demostracién. El mapeo inclusién iy : A — X y p: X — Y son funciones
continuas. Ademas p [4= p o is es R-cociente. Por la proposicién 1.5.6 se
tiene que p es R-cociente. n

Utilizando la nociéon de mapeo R-cociente, se define el analogo de un espacio
cociente.

1.5.8 Definicion. Sean X un espacio, Y un conjunto y p : X — Y un
mapeo sobreyectivo. La topologia R-cociente en Y es la mas fuerte de todas
las topologias completamente regulares en Y que hacen continuo al mapeo
p. El conjunto Y con la topologia R-cociente es llamado espacio R-cociente
de X con respecto al mapeo p.

Por supuesto debemos de probar que la topologia R-cociente existe. Esto se
sigue de la siguiente proposicion.

1.5.9 Proposicion. Sea p : X — Y un mapeo sobreyectivo del espacio
(X,T(X)) en el conjunto Y. La topologia R-cociente en Y es la topologia
generada por la familia

F={p€RY :¢pop es continua}

Demostracion. Denotemos con T a la topologia generada por F. Como los
contradominios de los elementos de J son espacios completamente regulares,
el inciso 3 de la proposicién 1.1.7 nos dice que (X, T) es un espacio completa-
mente regular. Por definiciéon de &, la composicién ¢op es continua para cada
¢ € F. Como F genera a T, lo anterior implica que p : (X, T(X)) — (Y, 7) es
continua. Asi, la topologia generada por F es una topologia completamente
regular en Y que hace continuaap: X — Y.

Observe que lo anterior implica que p : (X, 7(X)) — (Y,7) es un mapeo
R-cociente porque si para ¢ € RY sucede que ¢pop : (X,T(X)) — (R, 7r)
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es continua, entonces ¢ € F por la definicién de F. Lo que implica que
¢: (Y, T) — (R, ) porque T es generada por F.

Supongamos ahora que € es una topologia en Y completamente regular que
hace continua ap : (X, T(X)) — (Y, 0). Como esta iltima funcién es igual a la
composicién de las funciones p : (X, T(X)) — (V,7T) yidy : (V,T) — (Y, 0),
siendo p : (X, T(X)) — (Y,T) un mapeo R-cociente y (Y, 6) completamente
regular, por la proposicén 1.5.3 podemos concluir que idy : (Y, T) — (Y, 0) es
continua. Lo que permite concluir que 6§ C T. Por lo tanto, T es la topologia
mas fuerte en Y y ademds completamente regular, que hace continua a p.
Por lo tanto, la topologia R-cociente en Y es la topologia generada por . u

1.5.10 Corolario. Sip: X — Y es un mapeo, p|X| =Y y la topologia de
Y coincide con la topologia R-cociente con respecto a p, entonces el mapeo p
es R-cociente.

Demostracion. Por definicién de topologia R-cociente, p es continuo. Ademas,
si:Y — R es tal que ¢ o p es continua entonces ¢ pertenece a la familia
de funciones que generan la topologia de Y. Por lo tanto, ¢ es continua. g

1.5.11 Proposicién. Sean X y Y dos espacios, con'Y completamente requ-
lar, y sea f: X — 'Y un mapeo sobreyectivo y continuo. Por lo que existen:
(1) un espacio completamente reqular Z,
(2) un mapeo R-cociente p: X — Z; y
(3) una biyeccion continua i : Z —'Y

tales que f =iop.
Xt-Z

N

Y

Demostracion. Sea Z el espacio R-cociente de X con respecto al mapeo
fyseap: X — Z dada por p(x) = f(x) para toda z € X. Por definicién
de topologia R-cociente Z es completamente regular. Por el corolario 1.5.11,
p es un mapeo R-cociente. Sea ¢ = idz : Z — Y. Ya que Z esta equipado
con la mas fuerte de las topologias completamente regulares en Y que hacen
continuo al mapeo f, tenemos que ¢ es continua. Ademéas f =i o p. =
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Capitulo 2

Los espacios C)(X, Z)

2.1. Definicion y propiedades basicas.

La topologia de la convergencia puntual debe ser la determinada por la con-
vergencia puntual de sus funciones: f = lim,, o fn si f(z) = lim, 00 fn(2)
para todo punto x. Es facil notar, sin embargo, que un intento de definir
el operador clausura en el conjunto C'(X) utiliza precisamente la nocién de
sucesién convergente, que en la mayoria de los casos no conduce a una topo-
logia natural en C'(X). Este es un fenémeno bastante general en topologia
y andlisis funcional: mas alla de simplificar los objetos, el lenguaje de las
sucesiones convergentes no es suficiente.

Es importante notar ahora que la definicién 1.2.10 de la topologia de la con-
vergencia puntual en algin subespacio M de Z¥ no depende de alguna to-
pologia en X; pero resulta que en los casos mas interesantes la definicion del
conjunto M dependera de la topologia de X. Por ejemplo, en este trabajo
consideraremos conjuntos M del tipo C(X,Z) = {f € ZX : f es funcién
continua} donde X y Z son espacios topoldgicos. El conjunto C(X, Z) equi-
pado con la topologia de la convergencia puntual sera denotado por C,(X, Z).
El siguiente coroloraio nos proporciona una caracterizacién para la llamada
base candnica de Cy(X, Z).

2.1.1 Corolario. Sea B una base para el espacio Z.

(1) La familia
{1, ,20;01,...,0,] :n €N xy,...;x, € Xy Oy,...,0, € B}
es una base para el espacio Cy(X, Z).
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(2) Si fo € Cp(X, Z), entonces los conjuntos de la forma

[f[),afl,. .. ,ZEn;Ol, e ,On] = {g € CP(X, Z) Zg(l’l) € Ol, RN ,g(QTn) €
On}a

donden €N, z1,...,2, € X yOq,...,0, € B con
fo(z1) € O1..., fo(xyn) € Oy, constituyen una base local para Cy(X, Z)
en el punto fy.

Demostracién. (1) Sean U € 7(C,(X,Z)) vy f € U. Por ello existe V =
[z1, .. 20 Vi, .., V] donde n € Ny 24, ... 2, € X y V4,...,V, € 7(Z) tal
que f € V C U. Ahora dado que f € V, entonces f(x1) € Vi,..., f(z,) €V,
y como B es base para el espacio Z existen Oy, ...,0, € B tales que f(z1) €
O C V..., f(xy) € O, CV,. Porello f €[x,...,2,;01,...,0,] CV C
U. Por lo tanto la familia

{[z1,.. ., 2p;01,...,0,) ineNzy,... 2, € Xy Oy,...,0, € B}

es una base para el espacio C,(X, Z).

(2) Sea fy € C,(X, Z) arbitrario y W una vecindad de fy en C,(X, Z). Por
lo cual hay A € 7(C,(X, Z)) tal que fo € A C W. Como A € 7(Cy(X, Z2)),

entonces existe [z1,...,2,;01,...,0,] € Adonde n € N, zy,...,2, € X
y O1,...,0, € B, ademés fy € [z1,...,2,;01,...,0,] € A C W, por ello
[fo, 1, .., xn;0q,...,0,] € W. Por lo tanto los conjuntos de la forma

[fos 21,2001, ...,0,] ={g € Cp(X, Z) : g(21) € O,...,9(xn) € Oy}

donden € N, zy,...,2, € X yOq,...,0, € Bcon fo(r1) € O1,..., folx,) €
O,,, constituyen una base local para C,(X, Z) en el punto f. n

De ahora en adelante, denotaremos con C,(X) al espacio C,(X,R). Note que
como R es un espacio Tychonoff, entonces el espacio C,(X) también es un
espacio Tychonoff.

2.1.2 Corolario. Si fy € C,(X), entonces los conjuntos de la forma

[fo: @1, s el = {g € Cp(X) : [folar) — g(an)| <€, [folan) = g(@n)| <
€}

donden € N, xy,...,2, € X y e >0, forman una base local para C,(X) en
el punto fy.

Demostracién. Supongamos que f; € U donde U € 7(C,(X)). Por ello
existe V' € 7(C,(X)) abierto candnico de C,(X) tal que fo € V C U, donde
V=lzxy,...,o0;V1,...,VyJconn € N xy, ..oz, € Xy V4,000, V, € 7(R).
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Como Vi,....V, € 7(R) y f(x1) € Vi,..., f(z,) € V,. Se sigue que existen
e, >0,...,¢, > 0 tales que

(fo(z1) — €1, fo(z) +€1) CVi, .o, (folwn) — €1, fo(x,) +€1) C V.

Ahora sea € = min{ey, ..., €,}, entonces fy € [fo,T1,...,Tn;¢] CV CU. Por
ultimo notemos que [fo, 1, ..., 2,5 €] € T(Cp(X)) porque
[fo,x1, ..., xps€l = [z, ..., 20501, ..., Oy

donde Ol = (fO(:E1> — €1, fO(xl) + El)a s 7On - (fO(:En) — €n, fO(xn) + En) |

Las bases descritas en los corolarios anteriores son usualmente llamadas bases
canonicas, y sus elementos conjuntos abiertos canonicos.

Como podemos notar, la estructura topoldgica de Z induce una topologia
en C(X, 7). Ahora demostraremos que si Z tiene ademds una estructura
algebraica, estd también induce de manera natural una estructura algebraica

en Cp(X, Z).

2.1.3 Proposicién. Si Z es un espacio vectorial topoldgico sobre R (res-
pectivamente anillo topoldgico, grupo topoldgico), entonces Cn(X,Z) es un
espacio vectorial topoldgico sobre R (respectivamente anillo topoldgico, grupo
topoldgico).

Demostracién. Para cada f,g € ZX definimos a las funciones f +¢g y r- f
(con r € R) mediante

(f +9)(x) = f(x) + g(z)
(r- f)(x) =71 f(z)

para cada x € X. Ahora definamos

1. La funcién adicién + : Z% x ZX — ZX por medio de la regla: +(f, g) =
f+ay

2. la funcién producto por escalares - : R x Z%X — Z* por medio de la
regla: *(r, f) =r- f.

Es facil demostrar que estas operaciones binarias dan a Z* una estructura
de espacio vectorial sobre R.

Afirmacion 1. La funcién + es continua cuando Z¥ estd equipado con la
topologia producto.

En efecto. Sea x € X arbitrario. Considere a las funciones
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1. v, : Z% x Z* — Z dada por: 7,(f, g9) = f(z).
2. 0, : ZX x ZX — Z dada por: 6,(f,9) = g(z).

Note que 7, = z o my, es decir 7, es la composicién del mapeo proyeccién
correspondiente al primer factor de ZX x ZX, seguido del mapeo evaluacién
2. Por la proposicién 1.2.11, v, es continua. De manera semejante se justifica
la continuidad de §,. Por lo anterior, v, A 8, € C(Z* x ZX,Z x Z). Eviden-
temente & o + = + o (7, A §,). Utilizando esto tltimo se tiene que & o + es
continua. Por lo tanto + es continua. X

Afirmacién 2. La topologia producto en Z* hace continua a la funcién -.
En efecto. Sea x € X. Definimos
Y, : R x Z¥ — Z dada por medio de 1, (r, f) = f(x).

Esta funcién es continua porque es la composicién del mapeo proyeccién
correspondiente al segundo factor de R x ZX, seguido del mapeo evaluaciéon
2. Sea 7 : R x ZX — R la proyeccién al primer factor del producto R x ZX.
Observe que & o * =-o(m A 1,). Por ello se tiene que & o * es continua. Por

7]

lo tanto * es continua. X

El conjunto C,(X,Z) es cerrado con respecto a la adicién y el producto
por escalares ya que para cualesquiera f,g € C,(X,Z) y r € R sucede
que, +(f,g) = +o(f & g) vy (r,f) =o(rx A f), donde ry es la funcién
constante cuyo valor en todos los puntos de X es igual a r. Asi, C,,(X, Z) es
un subespacio vectorial de ZX. Obtenemos en consecuencia que

~

+ GC(XZ)XCp(XZ): Op<X> Z) X Op(X7 Z) - C',,(X, Z)

rxcyx,2) R x Cp(X, Z) — CW(X, 2)

son funciones continuas. -

Con todo lo anterior podemos demostrar que si Z es localmente convexo,
entonces C,(X, Z) también lo es.

2.1.4 Teorema. Si Z es un espacio localmente convexo, entonces Cy(X, Z)
es localmente convezo.

Demostracién. Sea B(0z) una base local de vecindades de 0z en Z (esto
porque Z es un espacio vectorial topoldgico sobre R) formada por conjuntos
convexos. Sea 0 € ZX la funcién 0 : X — Z dada por 0(z) = 0z para todo
xr € X, entonces 0 € Z¥ es el origen de ZX.
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Ahora sea B una vecindad de 0 en Z%X, entonces existenn € Nzy,...,2, € X
y Wi,...,W, € 7(Z) tales que 0 € [z1,...,2,;Wi,...,W,] C B, por
ello, W; es vecindad de 07 en Z para toda i € {1,...,n} luego existe
Vi € B(0z) tal que 0 € V; C W, para toda i € {1,...,n}. Por lo tanto
(21,20 Vi, ., V] € BO) y

[z1, . 2 Vi, Vil C e, 2 W, ., W] € B

Por tltimo, sea U € B(0), entonces U = [z1,...,2,;V1,...,V,] con n € N,
1,2, € Xy V4,...,V, € B(0,) para toda i € {1,...,n}. Consideremos
f,g € Uyr € [0,1. Sea ig € {1,...,n}, por ello, f(x),9(zi) € Vi,
dado que V;, € B(0z) se tiene que V;, es un conjunto convexo. Por ello
rf(zi,) + (1 —r)glxy,) = [rf + (1 —r)gl(xy,) € Vi, lo cual implica que
rf+ (1 —r)g € U. Asi hemos probado que 0 € Z¥ tiene una base de
vecindades formada por conjuntos convexos. Luego por la proposiciéon 1.3.5
se sigue que Z%X es localmente convexo, mds atn por la proposicién 2.1.3
sabemos que C,(X, Z) es subespacio vectorial de Z* y por lo tanto por la
proposicién 1.3.6 C,(X, Z) es localmente convexo. n

2.1.5 Proposicion. Si Z es un espacio vectorial topologico débil sobre R,
entonces Cp(X, Z) es un espacio vectorial topoldgico débil sobre R.

Demostracion. Por un lado sabemos por la proposicion 1.2.11 que la to-
pologia de C,(X, Z) es generada por la familia {2 [¢,(x,z): € X}. Por otro
lado como Z es un espacio vectorial topoldgico débil sobre R, entonces su
topologia es generada por la familia {¢ € R : ¢ es funcional lineal en Z}.

Afirmacion 1. ¢ o & [o,x,z) + Cp(X,Z) — R es funcional lineal real en
C,(X,Z) para toda ¢ e R? y z € X.

En efecto. Sean A € Ry f,g € Cp(X, Z) arbitrarios. Asi

(pod lo,x.2)Af +9) = &(@ [c,x.2) (Af +9))
= ¢((>\f+g)( ) = o(\f(x) + g(x))
= Ao(f(x)) + ¢(g(x))
= A(Z [, x.2) (f) + (@ lc,x,2) (9))
= Ao [c,x2)(f) + (90 lc,x,2)(9)
Por lo tanto ¢ o & [¢,(x,z) es funcional lineal real en C,(X, Z) para toda
GER? yz € X. x

Por lo anterior bastara demostrar que

{0 lc,xz) ERPXD g e R y z € X}
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genera la topologia de C,(X, Z).
Afirmacion 2. El conjunto

{Ny (d5 0% loyx,z)) Vil n € N, diodi loyx,2) € RPZD Vi LV, €
T(R)}

es base para Cp(X, Z).

En efecto. Sea U € 7(Cy(X, Z)) y consideremos f € U. Dado que la topo-
logia de C,(X,Z) es generada por la familia {Z [¢,(x,z): © € X}, existen
Wi,...,W, € 7(Z) con n € N tales que f € (2 lc,x.2)) Wi C U.
Asi para cada i € {1,...,n} se tiene que @; [¢,(x,2) (f) € Wi, y dado que
la topologfa de Z es generada por la familia {¢ € R? : ¢ es funcional li-

neal en Z} se sigue que existen V{,..., V! € 7(R) con m € w\1 tales que
i le,x.z2) (f) € Moy ¢;'[Vj] € W;. Ahora observemos que

fe (@ [CP(X,Z))il[ﬂ o V] € (& epix,z)) Wi
j=1

para cada i € {1,...,n}. Por lo tanto,

m n

S ﬂ(fz rC’p(X,Z))_l[ﬂ ¢J_1[Vf]] C n(fz Lo, x.2)) W3] C UL
i=1

j=1 i=1

Finalmente basta notar que

Ny (& To,x,z) Ny @5 VI = My My (2 TCP(X7Z))71[¢]~_1[V}Z']]
=iz N2y (B 0 @i Tepx,z) V]

Ast f e N MLy (0 0 % To,x.2) V] € Nisy (@ Tepxz) ' Wi CU. m

2.2. La densidad C,(X,Z) en Z* y sus impli-
caciones

Debido a que C,(X, Z) es un subespacio de Z¥ es natural preguntar cémo
estd «colocado» este subconjunto en Z*. En este sentido es que uno se pre-
gunta bajo qué condiciones C,(X,Z) es un subconjunto denso de Z*. El
siguiente resultado proporciona una condicién suficiente.

2.2.1 Teorema. Si Z es conezo por trayectorias, entonces el espacio Cy(X, Z)
es denso en ZX.
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Demostracién. Sea [ry,...,2,;Vi,...,V,] un abierto canénico de Z¥X ar-
bitrario, donde z1,...,z, € X y V;,...,V,, € 7(Z). Demostraremos que

[T1,. . xn; Vi, V] N CH(X, Z) # 0.

Fijemos puntos arbitrarios z; € Vi, ..., 2z, € V,. Si demostramos que:

1. Existe ¢ : R — Z continua tal que ¢(i) = z; para toda i € {1,...,n};
Yy

2. existe g : X — R continua tal que g(z;) =i para toda i € {1,...,n}.

Obtendremos que f = ¢pog € Cp(X,Z) y f(x;) = 2z € V; para toda i €
{1,...,n}, esdecir f € Cp(X,2) N [z1,..., 205 Vi, ..., Vp].

Demostracion de 1. Sea I = [0,1]. Como Z es conexo por trayectorias para
cada k € {1,...,n — 1} existe A\ : I — Z continua tal que A\(0) = z; y
Mi(1) = zgy1. Considere oy, : [k, k + 1] — I dado por ax(r) = r — k para
todo r € [k, k + 1]. Entonces ¢ = Ay o oy : [k, k + 1] = Z es continua y,
¢k(k) = )\k(ak(k)) = )\k(O) =Zry qbk.(k: + 1) = Zk+1- Sean ¢ : (—OO, 1] — Z
dada por §(r) = 2z, para todo r € (—o0,1] y ¢ : [n,00) — Z dada por
Y(r) = z, para toda r € [n,00). Definamos ¢ : R — Z mediante

é(r) st re(—oo,l1]

o(r) =1 oér(r) si relkk+1]
P(r) si 1€ [n,00)

Observe que ¢ es una funcién continua. Ademaés si i € {1,...,n — 1} sucede
entonces que ¢(i) = ¢;(i) = z;. Por otra parte ¢(n) = (n) = z,. X
Demostracion de 2. Como X es un espacio Tychonoff, para cadai € {1,...,n}

existe g; : X — [0,1] continua tal que g;(x;) = 1y gi(xz;) = 0si ¢ # j.
Dado que C,(X) es un espacio vectorial sobre R y ¢g; € C,(X) para toda
i€ {l,...,n}, esto implica que

g:=1+5" (1—1)g € Cp(X).
Ademés g(z;) =1+ (i — 1)gi(z;) =i para toda ¢ € {1,...,n}. X
Por todo lo anterior se tiene que f = ¢og € Cp(X, Z)N[z1,. .., Tn; Vi, ..., Vo),
es decir, [z1,..., 2, Vi,..., Vo] N CWu(X, Z) # 0. Por lo tanto C,(X,Z) es
denso en Z¥. -
Como R es conexo por trayectorias obtenemos lo siguiente:
2.2.2 Corolario. Para todo espacio X, C,(X) es un subespacio denso del

producto topoldgico RX.
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2.2.3 Observaciéon. En la demostracién de la proposicién 2.2.1 hemos, de
hecho, demostrado algo ligeramente mas fuerte:

Si Z es un espacio conexo por trayectorias, entonces la familia {f €
ZX : clz(f[X]) es compacto en Z} es denso en Z¥.

Efectivamente, en el contexto de la proposicion 2.2.1, clz(f[X]) C ¢([1,n)]),
donde f y ¢ son las funciones construidas en la demostracién de la proposicién

anterior. Dado que clz(f[X]) C ¢([1,n]), entonces clz(f[X]) es compacto en
Z. X

En particular, la anterior observacién 2.2.3 implica lo siquiente:

2.2.4 Proposicién. C)(X) = {f e R* : [ es funcion continua y acotada }
es denso en RX

El siguiente resultado relacionado a los espacios C,(X,D) nos da una con-
dicién suficiente para su densidad en D¥; el simbolo D denota al espacio
discreto {0, 1}. Recordemos que un espacio es cero-dimensional si tiene una
base de conjuntos cerado-abiertos.

2.2.5 Proposicion. Si X es un espacio cero-dimensional y Ty, entonces

C,(X,D) es denso en DX.

Demostracién. Sean f € DX y 1,..., 7, € X arbitrarios. Como X es un
espacio cero-dimensional, entonces X tiene una base de conjuntos cerrado-
abiertos. Ademas como X es T} existen Uy, ..., U, cerrado-abiertos tales que
x1 €Uy, ..., x, € U, y lafamilia {Uy,...,U,} es ajena por pares. Definamos
Upsr = X\U", Ui y note que X = I, Us. Si Unyy # 0, elegimos y € U,y
y definimos ¢ : X — D por medio de:

) f(zy) siz ¢ U paratodaic {1,...,n}
g(x) = {f(y) siz € Upqi.

Es claro que g [(z),..203= J [{a1,zn)-
Afirmacion. g € C(X,D).

En efecto. Bastard demostrar que ¢g~!({0}) y ¢7*({1}) son conjuntos abiertos
en X. Para ello note que ¢g7'({0}) = J{U; : f(x;) =0conie€ {1,...,n,n+
1}} el cual es un conjunto abierto en X, del mismo modo ¢~ ({1}) = (J{U; :
f(z;) =1conie{l,...,n,n+1}} es un conjunto abierto en X. Por lo tanto
g€ C(X,D). X
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Como consecuencia de ello, para cualquier coleccion z1,...,x, € X y e >0
hemos encontrado g € C,(X,D) tal que g (s, e.3= f [{z1,...z0} ¥ PO €llo
|f(x;) — g(x;)] = 0 < € para toda i € {1,...,n}. Esto demuestra que g €
[f,z1,...,2,; €| lo que implica que f € cl(C,(X,D)). Por lo tanto C,(X,D)
es denso en D¥. -

2.3. Precalibres en C,(X)

Todo lo concerniente a calibres y precalibres desarrollado en el capitulo de
preliminares se aplicard ahora para demostrar varias propiedades de los es-
pacios de funciones continuas C,(X).

2.3.1 Corolario. Todo cardinal regular no numerable es precalibre de C,(X).
En particular ¢(Cy(X)) = w.

Demostracion. Por la proposicién 1.4.8 sabemos que todo cardinal regular
no numerable s es calibre de R, més ain por la proposicién 1.4.4 se tiene
que k es precalibre de R¥. Por otro lado sabemos que C,(X) es denso en
RX por el teorema 2.2.1 ya que R es conexo por trayectorias , luego por la
proposicién 1.4.5 se tiene que k es precalibre de C,(X). Ademas como w;
es precalibre de C,(X) por la proposiciéon 1.4.4 se tiene que ¢(C,(X)) = w.
Por lo tanto, todo cardinal regular no numerable es precalibre de C,(X) y
(Gy(X)) = w. .

Un espacio topoldgico es Lindelof o tiene la propiedad de Lindelof si toda
cubierta abierta tiene una subcubierta a lo mas numerable. Enseguida, re-
cordamos al lector la definiciéon de espacio paracompacto.

2.3.2 Definicién. Sean (X, 7) un espacio topolégico y U,V C P(X).

1. U es una familia localmente finita si, para cada x € X, existe W €

7(z, X) tal que {U e W: UNW # 0} < Ry.
2. Diremos que la familia V es un refinamiento de la familia U si:
a) UV =Xy
b) para cada V €V existe U € U de tal manera que V C U.

Si adicionalmente V C 7, diremos que V es un refinamiento abierto de

u.

2.3.3 Definicion. Un espacio topologico X es un espacio paracompacto si
cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.
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Es comin incluir en la definicién de espacio paracompacto al axioma de se-
paracién T5; la razon de ello es que se desea que todo espacio paracompacto
sea un espacio Ty. En este trabajo no requerimos que los espacios paracom-
pactos sean espacios Hausdorff (c.f. 2.3.3). Sin embargo, enfatizaremos en
cuales demostraciones es necesario hacer uso del axioma T5.

Todo espacio discreto X es un espacio paracompacto puesto que la cubierta
abierta V = {{z} : x € X} refina a cualquier cubierta de X.

Asimismo, la clase de espacios paracompactos contiene a la clase de espa-
cios compactos porque toda subcubierta finita de una cubierta abierta U de
un espacio compacto X es un refinamiento abierto localmente finito de la
cubierta U.

El siguiente resultado es una ligera generalizacion de esto tltimo. Recuérdese
que en este trabajo distinguimos a los espacios regulares de los espacios T3;
es decir, un espacio T3 es un espacio regular Ty.

2.3.4 Proposicién. Todo espacio Lindelof reqular es un espacio paracom-
pacto.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) es un espacio Lindelof regular y
supongamos que U es una cubierta abierta de X.

Para cada x € X fijemos un elemento U, € U de modo que x € U,. Por ser
X es un espacio regular, para cada x € X podemos fijar un abierto V, de
modo que z € V,, C ¢l(V,) C U,.

Como X es Lindelof, existen una subcubierta a lo més numerable {V,, :n €

N} de la cubierta {V, : z € X}.

Definamos
Wn - Ul"l n—1 S% "= 17
Uz, \ Ui:l Cl(‘/wi) sin > 2.

Afirmacion. {W, : n € N} es un refinamiento abierto de U localmente finito.

Demostracion de la afirmacion. Es claro que cada W,, es un abierto de X.
Por otro lado, también es claro que para cada n € N, el elemento U,, € U
es tal que W, C U, . Ademsds, si x € X entonces existe n € N de modo que
x € cl(V,,). De esta manera podemos definir m = min{n € N: z € cl(V,,)}.
Note que entonces = € W,,, y por ello, {W,, : n € N} es una cubierta abierta
de X. Consecuentemente, es un refinamiento abierto de U.
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Verifiquemos que {W,, : n € N} es localmente finita. Supongamos que z € X
es cualquier elemento. Fijemos m € N de modo que x € V,, . Note que
Ve, € UL, cl(Vy,). Observemos que {i € N:V, NnW;} C {1,...,m+ 1}.

Ast {W,, : n € N} es localmente finita. X
Por lo tanto, X es paracompacto. n

No todo espacio paracompacto es Lindelof, por ejemplo, el espacio discreto
D(c) de cardinalidad ¢ = 2% es un espacio paracompacto que no es Lindelof.

Un corolario importante que obtenemos a partir de saber que todos los espa-
cios de funciones C,(X) tienen la propiedad de Suslin es que para espacios de
este tipo, las propiedades topoldgicas paracompacidad y Lindelof coinciden.
Esto es corolario del siguiente resultado mas general.

2.3.5 Proposicion. Si X es un espacio reqular que tiene la propiedad de
Suslin, entonces X es Lindelof si y solo si X es paracompacto

Demostracion. Podemos suponer que X es infinito puesto que todo espacio
finito 17 es discreto y por ello compacto. Ademas, por la proposicion anterior,
resta demostrar que si X es paracompacto, entonces es Lindelof.

Afirmacion. Si X es paracompacto y ¢(X) < w, entonces X es Lindelof.

Demostracion de la afirmacion. Sea U una cubierta abierta de X. Dado que
X es paracompacto, podemos elegir un refinamiento abierto localmente finito
V de U. Demostaremos que V es a lo méds numerable.

Sea

G={CC7\{0}: escelular & (VCeC)({AeV:ANC #D} <Ny)}.

Observe que G # (). En efecto, fijemos un z € X como V es localmente finita,
existe U, € Ttal que x € U, y {V € V: V NU, # 0} < Ny. Resulta que
c={U,}€g.

Consideremos ahora al conjunto parcialmente ordenado (G, C). No es dificil
mostrar que toda cadena en (G, C) tiene una cota superior en (G, C). Por el
lema de Zorn, podemos fijar un elemento maximal F en (G, C). Debido a que
¢(X) < w, tenemos que |F| < Xy. Sea F = {Hy,..., H,, ...} una enumeracién
para J. Para cada n € N, definamos

V,={WeV:WnH,#0}.
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Entonces V \ {0} = U, ey Vo En efecto, sea W € V \ {0} cualquiera. Si
W & U, en Vn, entonces W C int (X \ J Hy,). Dado que W # ), podemos
elegir xy € W. Sea V' un abierto que contiene a x, tal que [{A €V : ANV #
0} < Ng. Asf la familia FU{V N W} es un elemento de (G, C) que contiene
propiamente a JF; lo cual contradice la maximalidad de &F. Por lo tanto,

VAA{D} = U,ey Va- De donde, V es a lo mds numerable. -

2.3.6 Corolario. Para cada espacio Tychonoff X, el espacio de funciones
Cp(X) es de Lindeldf si y solo si es paracompacto.

Un espacio es completo en el sentido de Dieudonné (o Dieudonné-completo)
si es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto de espacios me-
trizables. Por otro lado, un espacio es realcompacto si es homeomorfo a un
subespacio cerrado de un producto R¥ de rectas reales. Es evidente que to-
do espacio realcompacto es Dieudonné-completo. Se sabe que en la clase de
espacios con la propiedad de Suslin, el reciproco es cierto (vea [10, Problema
458]). Como todo espacio de funciones C,(X) tiene la propiedad de Suslin,
el siguiente corolario es inmediato de esto ultimo.

2.3.7 Corolario. Para todo X Tychonoff, C,(X) es Dieudonné-completo si
y solo si es realcompacto.

2.3.8 Definicién. Un espacio topolégico X es perfectamente k-normal sila
cerradura de todo conjunto abierto no vacio es un conjunto nulo; es decir un
conjunto de la forma f~1({0}) donde f : X — R es una funcién continua.

Los espacios perfectamente k-normales fueron introducidos en 1980 por el
matematico ruso Evgeny Vital’evich Shchepin. Ahora mostraremos las im-
plicaciones que tiene el hecho de que C,(X) sea denso en R¥ en relacién a
la perfecta k-normalidad.

Primero mostraremos que la perfecta x-normalidad se preserva por subespa-
cios densos.

2.3.9 Proposicion. Sean X un espacio topoldgico y Y C X = clx(Y). Si
X es perfectamente k-normal, entonces Y es perfectamente k-normal.

Demostracién. Sea U € 7*(Y) arbitrario. Como U € 7*(Y), existe V €
7*(X) tal que VNY = U. Dado que X es perfectamente xk-normal, existe
f e C(X) tal que clx (V) = f~1({0}).

Por otro lado, como Y es denso en X, cly(U) = clx(VNY) = clx(V) N
Y = f~1({0}) N Y. Definamos g = f |y. Claramente g € C(Y) y por ello
cly (U) = g~ *({0}). Por lo tanto Y es perfectamente r-normal. -
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Ahora veremos que R¥ siempre es x-normal.

2.3.10 Proposicién. Sea X un conjunto no vacio. Entonces el producto R*
es perfectamente k-normal.

Demostracién. Sea U € 7*(RY). Considere a la familia

A :={y CR¥ : v es familia celular de abiertos canénicos no vacios
contenidos en U }.

Note que A es no vacio. Efectivamente, dado x € U existe V' abierto canénico
no vacio de R¥ tal que x € V C U, por ello {V} € A ya que por vacuidad
{V'} es una familia celular.

Consideremos ahora al conjunto parcialmente ordenado (A, C). Supongamos
que € es una cadena en (A, C). Se afirma que |JC es cota superior de C y
ademds |JC € A. En efecto. Es claro que | € es cota superior de €. Ahora
mostremos que es una familia celular. Sean A, B € |JC€ con A # B, dado
que A, B € |JC entonces existen C1,Cy € C tales que A € Cy y B € Cs.
Luego como € es una C-cadena en A, se tiene que €7 C Cy o Cy C (.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que C; C Cs. De esto se sigue
que A, B € Cy; y dado que (5 es una familia celular y A # B, tenemos que
AN B ={. En conclusién, | J€C € A y es cota superior de C. Por el lema de
Zorn existe v una familia celular no vacia maximal de abiertos canénicos de
R¥ contenidos en U.

Note que como ¢(R¥) = w, se tiene que | v |< w. Ademds Jy C U y
c(U~) = c(U). En efecto. Bastard demostrar que cl(U) C cl(J7), pues
U~y C U y porello c(lJv) C cl(U). Supongamos por el contrario que existe
x € cl(U)\cl(J7). Como x ¢ cl(|J7), entonces existe W € 7*(z, RY) tal que
W N (Uv) = 0. Por otro lado, como x € cl(U), tenemos que W NU # (.
Dado que WNU € 7*(R¥) se tiene que hay V € 7*(R¥X) abierto canénico no
vacfo en R tal que V.C WNU. Entonces VN (J7y) =0, luego yU{V} € A
y v € vU{V} lo cual contradice la maximalidad de la familia . Por lo tanto

() = (V).

Ahora sea L = {K (V) : V € ~}. Por lo anterior es claro que | L |< w. Sea
pr : RY — RE la proyeccién asociada a L, sabemos que p; es una funcién
continua, abierta y sobreyectiva. Ademas |Jv = p;'(pr.(U7)). Es claro que
U € p5' (02(U). por ello bastard demostrar que pg (pz (7)) € U~
Sea = € p;*(pr.(U7)), entonces py(z) € pr(~) por ello existe y € |J tal
que pr(z) = pr(y)-

Pero como y € |J7, existe V € v tal que y € V y pr(z) = pr(y). Como
K(V) C L lo anterior implica que pxw)(z) = pry(y) € pr)(V) por
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lo cual € V. De donde se sigue que p;*(pr.(J~v)) € U~y. Por lo tanto
U~ =z (p(U7))-

Mis atin se afirma que dado que |Jy = p;'(pr(J7)), entonces cl(U) =
cl(U7) = pz'(cl(pr(U7))). Efectivamente, dado que U~y = p' (pr(U7)) ¥

Pz (p(U7) € pr'(cl(p(U7))) se tiene que cl(J7y) € pr'(cl(p(U7))).
Ahora mostremos que p; ' (cl(pr(U7))) C cl(J7). Para ello sea

y € pr'(cdpc(J)

cualquier elemento, entonces pr(y) € cl(pr(lJ7)). Sea W una vecindad abier-
ta de y en RY. Claramente pr(y) € p(W) y dado que py es una funcién
abierta, entonces pr(W) € 7(RY). Por otro lado como pr(y) € cl(pr(J7)),

entonces pr,(W) Npr(UJ~) # 0.

Por ello podemos elegir x € W de tal manera que py(z) € pr([) 7). Pero como
pr(x) € pr(()7), entonces existen V € vy z € V tales que p(x) = pr(2).
Luego x € V, efectivamente bastard hacer notar que para cada o € K(V) se
tiene que p,(z) € po(V). Por el hecho de que K(V) C Ly pr(z) = pr(2),
se tiene que p,(x) € pr(V) para cada a € K(V) (pues po(2) € pr(V)).
Por lo tanto x € V.NW C (|Jv) N W. Como W fue una vecindad abierta
arbitraria de y en R¥| todo lo anterior implica que y € cl(|J). Por lo tanto

cl(U) = cl(Uv) = pr' (cllpr(U)-

Por tltimo notemos que como |L| < w y R es un espacio topoldgico metri-
zable, entonces R” es un espacio metrizable. Y afirmamos que cl(pr(J7)) =
g1 ({0}) donde g € C(R™¥). En efecto. Definamos g : R — R por medio de:

Vo € RY : g(z) = d(z,p.(U7)) := mf{d(x,b) : b € p,(U~)}
Es sabido que g € C(R¥), més atn es claro que g=*({0}) = cl(pr.(U7)). Por
cllo pp ' (cl(pr(U7))) = pr' (971 ({0})) = (g 0 pr)~"({0}); es decir, cl(U) =
(gopr)~ ({0}).

Por lo tanto R¥ es perfectamente x-normal. =

Es claro ya que todo espacio C,(X) es un espacio perfectamente x-normal.

2.3.11 Corolario. Para todo espacio topologico X, C,(X) es perfectamente
k-normal.

Demostraciéon. Como R con su topologia usual es conexo por trayectorias,
entonces por el teorema 2.2.1 C,,(X) es denso en R*. Y por el teorema 2.3.10
se sigue que R¥ es perfectamente x-normal, por lo tanto por la proposicién
2.3.9 C,(X) es perfectamente x-normal. -
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2.4. EIl mapeo dual

Si X, Y y Z son conjuntos no vacios (en particular, espacios topoldgicos) y
p: X — Y es una funcion entre X y Y, se define el mapeo dual asociado a p
como la funcién p* : Z¥ — Z* cuya regla es p*(f) = fop, para toda f € ZY.
En esta seccion demostraremos algunas propiedades basicas del mapeo dual
asociado a una funcion. La primera de éstas establece que el mapeo dual es
siempre un mapeo continuo.

2.4.1 Proposicion. Para toda funcion entre conjuntos p : X — Y y todo
espacio topologico Z, el mapeo dual asociado p* es un mapeo continuo.

Demostracion. Basta verificar que para toda x € X, la composicién z o p*
es continua. Sean z € X y f € ZY arbitrarios. Se sigue que (& o p*)(f) =
(fop)(z) = f(y) = y(f), con y = p(z) € Y. Por lo tanto z o p* es igual al
mapeo evaluacién en Z¥ determinado por y = p(x). De esta forma 2 o p* es
continuo (porque g lo es). n

2.4.2 Observacion. Es importante notar que si Z tiene alguna estructura
algebraica, entonces p* es un homomorfismo entre las correspondientes es-
tructuras algebraicas en Z¥ y ZX; en particular, si Z es un espacio vectorial
sobre el campo R, entonces p* es una transformacién lineal.

Demostracién. Sean a € Ry fi, fo € Z¥. Asi p*(afi + fo) = (afiop) +

(f20p) = ap*(f1) + p*(f2). Por lo tanto p*(afi + f2) = ap*(fi) + p*(f2), es
decir p* es una transformacién lineal. =

2.4.3 Proposicién. Sip : X — Y yq : Y — T son funciones entre
conjuntos, entonces (qop)* = p*oq*.

Demostracién. Sea f € ZT arbitraria. Es cierto que (p* o ¢*)(f) = p*(f o
q)=(feq)op=folgop)=I(qop)(f). Ast (p"oq")(f) = (¢op)"(f).

Enseguida demostramos algunas otras propiedades del mapeo dual.

2.4.4 Proposiciéon. Sean X, Y y Z espacios topologicos y seap : X — Y
una funcion continua, entonces:

(1) p*[Cp(Y, Z)] < Cp(X> 7).

(2) Sip[X] es denso en'Y y Z es Hausdorff, entonces el mapeo dual aso-
ciado p* : C,(Y, Z) — Cu(X, Z) es inyectivo.

(3) SiplX]| =Y, entonces p* : Cp(Y,Z) — Cy(X, Z) es un homeomorfismo
de C,(Y, Z) en p*[C,(Y, Z)].
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(4) Sip: X —Y esun mapeo R-cociente, entonces p*|C,(Y, Z)| es cerrado
en Cy(X, Z).

Demostracién. (1) Debido a que la composicién de funciones continuas es
continua, si p es continua entonces p*[C,(Y, Z)| estd contenido en C,(X, Z).

(2) Sean fi, fo € C,(Y, Z) tales que p*(f1) = p*(f2). Supongamos para ge-
nerar una contradicciéon que existe y € Y tal que fi(y) # f2(y).Como Z
es Hausdorff existen Uy, U, € T*(Z) tales que Uy NUz; = 0y fi(y) € Uy,
f2(y) € Uy. Luego fi ' [Uy] N fo? [UQ] € T(y,Y) Dado que p[X] es denso en
Y, entonces, existe z € p[X] N (fi '[U1] N fo ' [Ua)]). Asi, z € p[X], fi(2) € U,
y fa(z) € Uy, por ello existe x € X tal que p(x) = z. Pero

filz) = filp(x)) = fiop(z)
= p*(fi)(z) =p*(f2)(z)
= frop(z) = fo(p(2))
= fa(2).

Por lo tanto U; N U, # 0 lo cual es una contradiccién.

(3) Primero mostremos que p* es una funcién inyectiva. Para ello sean f1, f €
Co(Y, Z) tales que p*(f1) = p*(f2). Note que como Y = p[X], entonces para
cada y € Y existe x € X tal que p(x) = y. Asi p*(f1)(z) = p*(f2)(x), es
decir, fi(y) = f2(y). Por lo tanto p* es inyectivo, es decir, p* : C,(Y, Z) —
p*[C,(Y, Z)] es una funcién biyectiva. Basta demostrar que (p*) ™' : p*[C, (Y, Z)] —
Cp(Y, Z) es una funcién continua. Efectivamente, sea y € Y arbitrario. Co-

mo p[X]| = Y, entonces existe z € X tal que p(z) = y. Ahora tomemos

g € p*[Cy(Y, Z)] cualquiera, por ello existe f € C,(Y, Z) tal que p*(f) = g.

De esta manera

(4 leyvizy o) (9) = G lemz (9 1)

= & fp*[cp<y,z>} (9)
Por ello § [c,v,2) o(p)! = 2 [p*[Cp(v.2))> donde T [,-(c,(v,z) es continua
en p*[C,(Y, Z)], de lo que se sigue que § [¢,(v,z) o(p*)" es una funcién
continua en p*[C,(Y, Z)]. Por lo tanto por la proposicién 1.2.11 (p*)~! es
una funcién continua en p*[C,(Y, Z)]. Con todo lo anterior se concluye que
p*: Cp(Y, Z) — Cp(X, Z) es un homeomorfismo de C,(Y, Z) en p*[C,(Y, Z)].

46



2.4. EL MAPEO DUAL

(4) Primero demostraremos dos afirmaciones.

Afirmacion 1. Para cada f € C,(X,Z), f € p*[C,(Y, Z)] si y s6lo si existe
g€ Z¥ tal que f = gop.

Demostracion de la afirmacion 1. Sea f € Cy(X, Z) arbitraria.

[=] Si f € p*[C,(Y. Z)] C Cy(X, Z), entonces f = p*(g) = g o p para alguna
geC,(Y,2).

[«] Supongamos que existe g € Z¥ tal que f = g o p. Bastard demostrar
que f € p*[Cy(Y, Z)]. Como por hipétesis f € C,(X,Z), se sigue por la
proposicién 2.4.3 que g es continua. X
Afirmacion 2. Para toda f € C,(X, Z). Existe g € ZY tal que gop = fsiy
sélo si f es constante en p~![{y}| para toda y € Y.

Demostracion de la afirmacion 2.

[=] Sea f € C,(X,Z) arbitraria. Supongamos que existe g € Z¥ tal que

gop = f.Seany € Y cualquieray z1, 12 € p~'[{y}]. Luego p(z1) = y = p(x2),
ademas

f(x1) = (gop)(x1) = g(p(x1)) = 9(y) ¥
f(x2) = (gop)(x2) = g(p(x2)) = 9(y)

Por lo tanto f(z1) = f(x2).

[«] Supongamos que f es constante en p~'[{y}] para toda y € Y. Como p
es R-cociente, entonces p[X] = Y. Por ello p~![{y}] es no vacio para toda
y € Y. Ahora definamos la siguiente funcién

g:Y — Z dada por: g(y) = f(z) donde = € p~[{y}].

Sean z € X y y = p(z). En consecuencia x € p [{y}] v (gop)(x) = g(y) =
f(z). Por lo tanto go p = f. X

Notemos que de las afirmaciones anteriores se tiene lo siguiente: para toda
f € Cy(X,Z), f es constante en p~![{y}] para toda y € Y si y sélo si para
cualesquiera xy,x2 € X; si p(x1) = p(z2), entonces f(x1) = f(x2). Por lo
tanto,

P C (Y, Z)] = {f € Cp(X,Z) : para cualesquiera x1, x5 € X; sip(x) =
p(l’g), entonces f(xl) = f(xQ)} ﬂ{Fm zp P L1, T2 € X y p(xl) p(fbg)},

donde Fy, ., = {f € Co(X,Z) : f(x1) = f(a2)} = {f € Cp(X, 2Z) : &1(f) =
Zo(f) para todo x1,22 € X}. Pero los conjuntos F,, ,, son cerrados para

toda z1,2o € X pues las funciones evaluaciéon 1, 75 son continuas. Por lo
tanto p*[C,(Y, Z)] es cerrado en C,(X, Z). n
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Debemos notar que los reciprocos de los incisos (2) y (3) de la proposicién
anterior (2.4.4) no son en general ciertos. Para ello primero observemos los
siguientes hechos generales:

» Si X es un espacio conexo arbitrario, entonces C,(X,D) = {0x,1x}
donde Ox y 1x son las funciones constantes de valor 0 y 1 respectiva-
mente, definidas sobre X.

= Sip: X — Y es una funcién continua entre espacios conexos X y Y,
entonces p* : Cp,(Y, D) — C,(X, D) es biyectivo.
Efectivamente. Note que p*(0y) =0y op =0x y p*(ly) = ly op = 1x.

» Como C,(Y,D) es un espacio discreto (note que Cp(X,D) también lo
es), podemos concluir que p* es un homeomorfismo.

Con estas herramientas mostremos, por ejemplo, estamos en condiciones para
mostrar que efectivamente dichos incisos no son en general ciertos.

» Consideremos al mapeo inclusién i : (0,1) < R. Se tiene que
i Cp(R,D) — C,((0,1),D)

es inyectivo. Sin embargo, (0,1) no es denso en R.

» Seap: (0,4) — (0,2) dada por p(z) = 1, para toda = € (0,4). Notemos
que p* : Cp((0,2),D) — C,((0,4),D) es inmersién, pero p[(0,4)] = {1},
es decir, p no es sobreyectiva.

Por otro lado, es notable que cuando sustituimos al espacio D por el espacio
usual de los nimeros reales R, los reciprocos de los incisos (2), (3) y (4) st
son ciertos. Esto se establece en la siguiente proposicion.

2.4.5 Proposicion. Sean X y Y espacios topolégicos.
(1) Seap: X — Y una funcion arbitraria. Se tiene que:
p es continuo si y sdlo si p*[Cp(Y)] C Cp(X).
(2) Sea p: X — Y un mapeo continuo. Por ello son equivalentes:
a) p*: Cp(Y) = Cp(X) es un homeomorfismo de C,(Y') en p*[C,(Y)];
b) plX] =Y.
(8) Sea p: X — Y un mapeo continuo y sobreyectivo. Asi:

p*[Cp(Y)] es denso en C,(X) si y sdlo si p es inyectiva.
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Demostracion.
(1) [=] Es claro.

[«<] Supongamos que p*[C,(Y)] C C,(X). Como Y es completamente regular
por la proposicién 1.1.11 su topologia es generada por C,,(Y'). Sean f € C,(Y)
y U € 7(R). Bastara demostrar que p~'[f}[U]] € 7(X). En efecto, como
f € C,(Y), entonces p*(f) = fop € Cp(X). Por ello (f op)~'[U] € 7(X),
pero

(feop)T'U] = ("o fAHU] = p~' [/ U]]
Por lo tanto p es continua.

(2) [(a) = (b)] Supongamos que p* : C,(Y) — C,(X) es un homeomorfismo
de C,(Y) en p*[C,(Y)] y p[X] # Y. Consideremos yp € Y\p[X] y

U={g€Cp(Y):lg(yo)l <1} = (g0 lc,n) H{(=1,1)]
Como U es abierto en C,(Y), entonces se tiene que p*[U] es abierto en
p*[Cp(Y)]. Por el corolario 2.1.2, existen n € w, z1,...,2, € X y §d > 0
tales que

P C,(Y)N{feCp(X):|f(x;)] <dconie{l,...,n}} Cp*[U].

Como Y es Tychonoft, existe go € C,(Y) tal que go[{p(z1),...,p(z,)}] C {0}
y go(yo) = 1. De esta manera, gy ¢ U; pero ademads

P*(90) € p*[Co(Y) N {f € Cp(X) : [ f (i) <6 coni €{l,...,n}} C p[U].

Por lo tanto p*(go) € p*[U], lo que implica que existe h € U tal que p*(go) =
p*(h) lo cual contradice la inyectividad de p*.

[(b) = (a)] Vea la proposicién 2.4.4.

(3) [=] Supongamos que p no es inyectiva. Por lo que existen z1,z9 € X
tales que z1 # 2 y p(x1) = p(z2). Considere
U = (21 1c,x) 7 [(0,00)] N (@2 ¢, x)) (=00, 0)]
{f€Cu(X): f(x1) >0y f(z2) <0}

Notemos que U € 7(Cy,(X)), pues (£1 [¢,(x)) " *[(0,00)] € 7(C,(X)) v (£2 [, x)
)7H(=00,0)] € 7(Cp(X)), més atin U # () ya que X es Tychonoff. Ademés s
g € p*[C,p(Y)], entonces existe f € C,(Y) tal que g = p*(f) = f op. Luego

g(z1) = p*(f)(z1) = (f o p)(z1)
f(p(x1)) = f(p(x2))
= (fop)(z2) =p*(f)(z2)
= g(z2).

49



CAPITULO 2. LOS ESPACIOS Cp(X, Z)

Por ello g ¢ U. En conclusién U C C,(X)\p*[C,(Y)], es decir, p*[C,(Y)] N
U = (. Por lo tanto p*[C,(Y")] no es denso en Cy,(X).

[<=] Supongamos que p es inyectiva. Observemos que p* : RY — R¥ es una
funcién sobreyectiva. Efectivamente, sea g € R¥ arbitraria, entonces

p(gopt)=(gop t)op=go(p~top)=g.
Luego sabemos por la proposicién 2.2.1 que C,(Y) es denso en RY. Como

p* : RY — R es una funcién continua y sobreyectiva, entonces p*[C,(Y')] es
denso en p*[RY] = R¥. Por lo tanto p*[C,(Y)] es denso en C,(X). -

Los siguientes dos resultados son consecuencia interesantes.
2.4.6 Corolario.

(1) Seap: X —Y un mapeo. Si p* : Cp(Y) — Cp(X) es un homeomorfis-
mo, entonces p es un homeomorfismo.

(2) Sea p : X — Y un mapeo continuo y sobreyectivo. Luego la imagen
p*[Cp(Y)] es cerrada en Cy(X) si y sdlo sip es R-cociente.

Demostracién. (1) Dado que p*[C,(Y)] = C,(X) por la proposicién 2.4.5,
p es continua. Luego como p* es un homeomorfismo de C,(Y) en p*[C,(Y)] =
Cy(X) por la proposicién 2.4.5 se tiene que p[X] = Y. Por lo anterior p es
continua y sobreyectiva, mas ain p*[C,(Y)] = C,(X), es decir p*[C,(Y)] es
denso en C,(X), entonces por la proposicién 2.4.5 p es inyectiva. Asi, p es
continua y biyectiva. Mostremos por tltimo que p~! es contina. Efectivamen-
te, sea p~! : Y — X la funcién inversa de p. Utilizando la proposicién 2.4.3
y el hecho de que (idx)* = idc,(x) obtenemos lo siguiente:

(idx)* = (p~top)* =p o(p7'),
entonces
(p*)—l o (ldX)* — (p*>—1 Op* o (p—l)*.

Por lo tanto (p*)~! = (p~1)*. Luego como p* es un homeomorfismo, (p*)~1 =
(p~H)* : Cp(X) — C,(Y). Por lo tanto por la proposicién 2.4.5, p~* es conti-
nua.

(2) [=] Supongamos que p*[C,(Y)] es cerrado en C,(X). Por la proposicién
1.5.11, existen un espacio completamente regular Xy, pg : X — X7 un mapeo
R—comente y p1 : X1 — Y una biyeccion continua tales que p = p; opy. De la
proposicién 2.4.3 se tiene que:

P =po op” (2.1)
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Como p; es biyectiva por la proposicién 2.4.5 p*[C,(Y)] es denso en C,(X7),
ademds ya que po[X] = X por la proposicién 2.4.5 py* : Cp(X;1) = Cp(X)
es un homeomorfismo de C,(X1) en po*[C,(X1)], obtenemos que p*[C,(Y)] es
denso en py*[C,(X7)]. Dado que por hipédtesis p*[C,(Y')] es cerrado en C,(X),
se tiene que

P*[Cp(Y)] = po™[Cp(X1)] (2.2)

Ahora, sea (pgl) rpo*[cp(Xl)}: pU*[Cp(Xl)] - CP(X1>' Aplicando (pz:l) rpo*[cp(Xl)}
a ambos lados de 2.1 obtenemos

(o) Tporicy(x1y] ©P° = Pi (2.3)

Finalmente si aplicamos (p,"') [po+(c,(x,) en ambos lados de 2.2 y utlizan-
do 2.3 se tiene que p*[C,(Y)] = C,(X1). Por la proposicién 2.4.5 p;* es
un homeomorfismo entre p*[C,(Y)] v Cp(X1), por lo tanto p;* es un ho-
meomorfismo. Luego por la proposicién 2.4.6 p; es un homeomorfismo. Asi
p1op;’ =idy y como idy es un mapeo R-cociente por la proposicién 1.5.6
p1 es R-cociente. Por lo tanto como p = p; o py por la proposicion 1.5.5 se
sigue que p es R-cociente.

[«<] Vea la proposicién 2.4.4.

2.5. Dos aplicaciones del mapeo dual

2.5.1 Proposiciéon. Si X es un espacio topolégico cualquiera, entonces existe
Y un espacio cero-dimensional Hausdorff tal que C,(X,D) = C,(Y, D).

Demostracién. Definamos la siguiente relacién ~ en X:
x1 ~ Ty siy sblosi f(xy) = f(x2) para cualquier f € C(X,D)

Es fécil notar que ~ es una relacién de equivalencia en X. Ahora definamos
Y = {[z] : # € X} donde [z] es la clase de equivalencia de x respecto de ~
y sea m : X — Y definida como; 7(x) = [z] para cada x € X (es decir, la
proyeccién canénica de X en Y). Ahora para cada f € C(X,D) definamos
¢ Y — D por medio de pf(y) = f(z) paratoday € Y, donde = € X es tal
que 7m(x) = [z] = y. Notemos que ¢ es bien definida. Efectivamente, basta
notar que el valor ¢(y) esta bien definido para toda y € Y. Esto sucede si y
sélo si f(z) = f(x) para cualesquiera z,z € y. Si x,z € y, entonces x ~ y y
por ello f(z) = f(z). Por lo tanto el valor ¢(y) esta bien definido. Mas atn
@y es Unica para cada f € C(X,D) con la propiedad que f = ¢ o.

o1



CAPITULO 2. LOS ESPACIOS Cp(X, Z)

En efecto, supongamos que existe h : Y — D tal que f = how. Consideremos
ahora w € Y arbitraria, entonces existe z € X tal que 7(z) = [z] = w. Luego
h(w) = h(n(x)) = f(x) = ¢s(n(x)) = @s(w). Por lo tanto h = ;. Ahora
definamos § := {y; : f € C(X,D)} y consideremos a Y con la topologia
débil inducida por la familia G, es decir, (Y, g7).

Afirmacion 1. 7 : X — (Y, g7) es continua.

En efecto. Sabemos que una subbase para la topologia g7 es la familia
{0/ [W]: feC(X,D)y W e (D)}

luego la familia

B ={N, ¢ [Wi] :neN,fi e C(X,D),W; € 7(D) para todo
ic{l,....n}}

es base para Y con la topologia ¢7. Para mostrar la continuidad de ,
sea x € X arbitrario y consideremos U € g7 tal que 7(z) = [z] = y €
U. Como B es base para (Y,q7), entonces existen n € N, f,... f, €
C(X,D) y Wi,..., W, € 7(D) tales que y € (_, ;' [Wi] € U. Conside-
remos ahora (i_, f; '[Wi] € 7(X). Bastara demostrar que x € (1, f; '[W]
y [N, £, '[Wi]] € U. Para ello primero notemos que por definicién de
@y, se tiene que ¢y (y) = fi(x) € W, para todo i € {1,...,n}. Por ello
z € (i, fi'[Wi]. Ahora sea w € =[N, f ' [Wi]], entonces w = 7(z) don-
de z € N, f; '[W;]. Luego por la definicién de ¢, se tiene que ¢y, (w) =
fi(w) € W, por ello w € goﬁl [W;] para todo ¢ € {1,...,n}. Por lo anterior
w = m(z) € ;' [Wi] €U, es decir [V, f;i'[Wi]] € U. Por lo tanto
m: X — (Y,g7) es continua. X

Afirmacion 2. § = C(Y,D).

En efecto. Es claro que § C C'(Y, D), pues Y tiene la topologia mas pequena
que hace continuas a las funciones de Y en . Por otra parte si h € C(Y, D),
entonces f = how € C(X,D), pero dado que ¢y es la tnica funcién tal que
f=gsom, por ello, h = ¢y, luego C(Y,D) C G. Por lo tanto § = C(Y, D).
X

Ahora consideremos 7* el mapeo dual de 7, es decir
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™ Cp(Y,D) — C,(X, D) dada por 7*(h) = ho.

Afirmacion 8. 7 : Cp(Y,D) — C,(X, D) es un homeomorfismo entre C,(Y, D)
y Cp(X, D).

Observe que la inversa de 7* es la funcién
(7)) Co(X, D) — C,(Y, D)

dada por (7*)7*(f) = ¢;.

En efecto. Ya sabemos que 7* es continua. Mostremos que 7* es biyectivo.
Sean f,g € C,(Y,D) tales que 7*(f) = 7*(g), es decir, fom = gom.
Considere z € Y arbitrario, luego existe x € X tal que z = m(x) = [z]~.
Ast que f(z) = f(n(z)) = (g0 m)(x) = g(x(z)) = g(2). Bsto es g = f. Por
lo tanto 7* es inyectivo. Luego sea h € C,(X,D) arbitraria, sabemos que
o € Cp(Y,D) es la tinica funcién tal que ¢, o™ = h. Asi 7*(¢p) = h. Por
lo tanto 7 es sobreyectivo. Con la anterior se tiene que 7* es biyectivo. Por
otro lado sabemos por la proposicion 2.4.1 que 7* es continuo. Por ultimo
mostremos que 7 es un mapeo abierto. Para esto notemos que

™([z1, -y 20y Ury oo U)) = 21,0y Un,y o Uy

donde n € N, m(z1) = 21,...,7(z) = 2, € Y y Uy,...,U, € 7(D). Sea
fen(lz1,...,20;Ur, ..., Uy]), entonces f = 7*(g) para alguna

g c [21,...,Zn;U1,...,Un].

Ahora sea z; € X para todo i € {1,...,n}, luego f(z;) = 7 (g)(z;) =
(g om)(x;) = g(m(x;)) = g(z;) para todo i € {1,...,n}, pero g(z) € U;
para todo ¢ € {1,...,n}. Por ello f € [xy,...,2,;Us,...,U,]. Por lo tanto
™([z1,. -y 20, Uty oo Up) € 2y, ..o 20 Uy, oo, Uy ] Abhora sea

g c [$1,...,[L‘n;U1,...,Un].

Bastard demostrar que ¢, € [21,...,2,; Uy, ..., Uy,], pues ¢, es la tnica fun-
cién con la propiedad que g = ¢, o™ = 7*(g). Asi si z; € Y para todo
i € {1,...,n}, se sigue que p4(z) = @y(m(x;)) = (pg 0 7)(zi) = g(zi)
para todo ¢ € {1,...,n}, pero g(x;) € U; para todo i € {1,...,n}. Asi
04 € 21, ..., 20 Ur, ..., U,], por lo tanto

(1,2 Upy oo Ul So([21, -0 20 Uy -2 Ul).

Con todo lo anterior se tiene que 7* es un mapeo abierto. Concluimos que
7 Cp(Y,D) — Cp(X, D) es un homeomorfismo entre C,(Y,D) y C,(X, D).
X
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Por 1ultimo mostremos que Y es un espacio cero-dimensional Hausdorff.
Afirmacion 4. Y es un espacio cero-dimensional.

En efecto. Sabemos que Y esta dotado de la topologia débil inducida por la
familia G (por otro lado por la afirmacién 2 sabemos que § = C(Y, D)) por
ello una subbase para la topologia ¢7 = ¢(yp)7 es la familia

{o7'W]: feC(X,D)y W e 7(D)}
luego la familia
{Niz ¢, Wil :n €N, f; € O(X,D),W; € 7(D) para todo i € {1,...,n}}

es base para Y con la topologia c¢(yp7. Como ¢; € C(Y,D) para todo
i € {1,...,n}, entonces go;l[W;] € 7(Y) para todo i € {1,...,n}, por ello
N, (,0]71,1 (W3] € 7(Y'). Mostremos que (-, gp}il [W;] es cerrado en Y, para ello
mostremos que Y'\((;_, go;zl[VVl]) € 7(Y). Notemos que

[y ] = U (\ey! U o7, [D\W,

luego U, ;' [D\W;] € 7(Y). Por lo anterior (), ¢ '[W;] es cerrado en Y,
es decir, (Y, ¢7) tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos. Por
lo tanto (Y, §7) es un espacio cero-dimensional. X

Afirmacion 5.Y es un espacio Hausdorff.

En efecto. Sean y, z € Y tales que y # 2. Dado que 7 es sobreyectiva, entonces
existen xo, 1 € X tales que m(zo) = [xo]~ =y v 7(z1) = [21]~ = 2. Se sigue
que zp » 1, luego por la definicién de ~ se tiene que existe f € C(X,D)
tal que f(zo) # f(x1). Por ello ps(2) # ¢s(y). Luego existen Uy, Uy € 7(D)
tales que ps(y) € Uy y @p(z) € Uy con Uy NUy = 0. Luego y € w;l[Ul]
y z € ¢, '[Us] con o' [Uh] N ;! [Us] = 0. Por lo tanto Y es un espacio
Hausdorft. X

Por lo tanto hemos demostrado que existe Y un espacio cero-dimensional
Hausdorff tal que C,,(X,D) = C,(Y, D). -

En paginas posteriores, mostraremos que la estructura algebraica que tiene
el espacio D (el cual es un grupo topoldgico) induce la misma estructura alge-
braica en C,(X, D). La observacién 2.4.2 nos dice que el mapeo dual respeta
esa estructura algebraica. De esta manera, el mapeo dual 7* es también un
isomorfismo de grupos algebraicos. Esto hace que 7* sea un isomorfismo to-
poldgico (un homeomorfismo que ademés es un isomorfismo) entre los grupos
topoldgicos Cp(X,D) y Cp(Y, D).
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Obviamente, todo lo hecho para los espacios de funciones C,(X,D) puede
hacerse para los espacios de funciones C,(X).

2.5.2 Definicién. Si (X, 7) es un espacio topolégico, definimos la relacién
~ para puntos de X de la siguiente forma:

r~y<< f(r) = f(y) para cada f € C(X) = C((X,1)).

La siguiente proposicion tiene las propiedades més basicas de la relacion ~~.
2.5.3 Proposicion.
(1) ~ es una relacion de equivalencia en X.

(2) Cada funcion g € C(X) es constante en cada clase de equivalencia [x]
bajo la relacion ~.

(3) Defina Xoxy = {[z] : @ € X}. Supongamos que 7 : X — Xe(x) es
la proyeccion natural asociada a Xc(x), esto es, n(x) = [z] para cada
reX.

Entonces, para cada funcion f € C(X), existe una unica funcion
PYr: XC(X) — R

tal que f = pyom.

X

Xeowo
f vr
R
(4) Defina G = {g(f) : f € C(X)} y sea g7 la tinica topologia en Xc(x)

que es generada por la coleccion
0={g(f)'V]: feC(X) & V €}

como una subbase. Asi el espacio topoldgico Y = (Xe(x), ¢7) es un
espacio Tychonoff.

Demostracion.

(1) Es claro que para cada « € X, siempre sucede que f(x) = f(z) para toda
f € C(X). Es decir, x ~ z. Ademés, si x ~ y entonces para cada f € C(X)
se tiene que f(z) = f(y). Es claro que esto implica que f(y) = f(z) para
toda f € C(X). Finalmente, si z ~ y y y ~ z entonces f(x) = f(y) para
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toda f € C(X)y g(y) = g(z) para toda g € C(X). Asi, para toda h € C(X)
sucede que h(z) = h(y) v h(y) = h(2). En consecuencia, h(z) = h(z) para
cada h € C(X). Es decir, = ~ z.
C(

(2) Sea g € C(X) y y,2z € [z]. Por lo que y ~ z. Luego, h(y) = h(z) para
cada h € C(X). En particular, g(y) = g(z). Esto muestra que g es constante
en [x].

(3) Definamos ¢y : X¢(x) — R por medio ¢f([z]) = f(x) para cada [z] €
Xc(x)- Por el inciso (2), la funcién ¢y es bien definida. Més atin, si x € X

es cualquier elemento, entonces (pf o m)(z) = g(f)(m(x)) = ¢s([z]) = f(2);
es decir, f = pfom.

Para demostrar que ¢ es tunica, suponga que h : X¢(x) — R es una funcién
tal que f = h om. Considere un elemento cualquiera [z] de X¢(x). Tenemos
que h([z]) = h(r(x)) = (hom)(x) = f(z) = (prom)(z) = ¢y (r(z)) = ps([a]).
Por lo tanto, h = ¢;. De esta manera hemos demostrado que ¢y es la tinica
funcién con la propiedad de que f = ¢y o .

(4) Debido a que la topologia g7 es generada por funciones cuyos contradomi-
nios son espacios completamente regulares, por 1.1.7, el espacio (X¢(x), g7)
es completamente regular. De esta manera, resta demostrar que es un espacio
Tp.

Para demostrar esto tltimo, supongamos que [z], [y] € X¢(x) son puntos
diferentes de X¢(x). Como « € [z],y € [y] v [z] # [y], tenemos que = % y.
Por ello existe f € C (X) tal que f(x) # f(y). De esta forma existen abiertos
ajenos U,V de R tales que f(z) e Uy f(y) € V. Como f = ¢;om, tenemos
que [2] € ¢ (U) € g7y [y] € ;" (U). De esta forma, hemos probado que
(XC(X)7 97’) es TO. ]

2.5.4 Definicién. El espacio topoldgico Y = (X¢(x), ¢7) es conocido como
la Tychonoficacion del espacio (X, 7).

Inspirados en lo hecho para el caso de los espacios C,(X,D), puede demos-
trarse que el mapeo proyecciéon m : X — Y es un mapeo continuo y que su
mapeo dual asociado es un homeomorfismo. Dejamos los detalles al lector.

2.5.5 Proposicién. El mapeo dual 7 : C,(Y) — Cu(X) asociado a la
proyeccion natural w: X — 'Y es un homeomorfismo.

Al igual que en el caso de espacios de funciones de tipo C,(X, D), la estruc-
tura algebraica que tiene el espacio R (el cual es un anillo topolédgico y y un
espacio vectorial topoldgico real) induce la misma estructura algebraica en
Cyp(X,R). De nuevo, la observacion 2.4.2 nos dice que el mapeo dual 7* es un
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isomorfismo de anillos algebraicos y un isomorfismo de espacios vectoriales.
Esto hace que, en particular, 7* sea un isomorfismo topol6gico (un homeo-
morfismo que ademads es un isomorfismo) entre los anillos topolégicos C,(X)

Yy Cp<Y)~

2.6. El mapeo restriccién

Si X es un subespacio de Y, entonces la funcién inclusién ix : X — Y tiene
asociado al mapeo dual ry = ix* : Cp(Y,Z) — C,(X,Z). Este mapeo es
llamado mapeo restriccion debido a que la composicién ix*(f) = foix es
la restriccién de una funcion f : Y — Z al subespacio X. La imagen del
mapeo restriccion, que es el conjunto de todas las restricciones a X de todas
las funciones continuas f : Y — Z, serd denotado por C,(Y|X, Z). En otras
palabras C,(Y'|X, Z) = rx[C,(Y, Z)].

Observacién. Es facil notar que el mapeo de restriccion ry : Cp(X,Z) —
C,(Y, Z) coincide con la restriccion a Cp,(X, Z) de la proyeccién del producto
Z* a su subproducto ZY (es decir, ry = 7 lc,(x,z) donde 7 : 7% = 7V es
el mapeo proyeccion).

En la siguiente proposicion enunciamos algunas propiedades bésicas del ma-
peo restriccion.

2.6.1 Proposicion.

(1) El mapeo restriccionrx : Cp(Y, Z) — C,(X, Z) es sobreyectivo si y sdlo
si toda f € C(X,Z) tiene una extension continua g :Y — Z.

(2) En particular, rx : Cp,(Y) — Cp(X) es sobreyectivo si y sdlo si X esta
C-encajado en'Y .

(3) rx : Cp(Y) = Cp(X) es sobreyectivo si Y es normal y X es un subes-
pacio cerrado Y, o bien, si X es un subespacio compacto de Y .

(4) St X es un subespacio denso de Y, entonces el mapeo restriccion rx :
Co(Y,Z) — Cy(X, Z) es inyectivo.

(5) Sea X un subespacio de Y. El mapeo restriccion rx : Cp(Y) — Cp(X)
es inyectivo si y solo si X es denso en'Y'.

Demostracién. Los incisos (1), (2) y (3) son sencillos de demostrar y por
ello son dejados al lector.

(4) Sean fi, fo € Cu(Y,Z) tales que rx(fi) = rx(f2). Supongamos para
generar una contradiccién que existe y € Y tal que fi(y) # f2(y). Como Z
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es Hausdorff existen Uy, Uy € 7%(Z) tales que Uy NU, = 0y fi(y) € Uy,
fo(y) € Uy, Asi /iU N fa ' [Us] € 7(y,Y). Dado que X es denso en Y,
entonces existe 2 € X N (fi '[U)] N o '[Ua]). Ast 2 € X, fi(z) € Uy y
fa(2) € Us, pero fi [x= fo [x implica que fi(z) = fo(2). Por lo tanto
Uy N Uy # 0 lo cual es contradictorio.

(5) [=] Supongamos que X no es denso en Y. Sea yp € Y\ cly(X), como
Y es Tychonoft, existe fo € C,(Y) tal que folcly (X)] € {0} v fo(vo) = 1.
Ahora consideremos a la funcién Oy : Y — R dada por 0y(y) = 0, para
todo y € Y. Entonces fy,0y € Cp(Y) v ademas fy # Oy. Més atn rx(fo) =
fo Ix= 0y [x=rx(0y). Por lo tanto rx no es inyectiva.

[<] Vea el inciso (4). -
El siguiente resultado parece ser especifico para los espacios de funciones con

valores reales. Sin embargo en 2.6.3 y en 2.6.4 veremos que este puede ser
enunciado para otros espacios de funciones.

2.6.2 Proposicién. Sean X un espacio topologico y'Y un subespacio de X.
Luego Y es cerrado en X si y solo si el mapeo restriccion ry : Cp(X) —
Co(X1Y) es abierto.

Demostracién. [=] Supongamos que Y es un subconjunto cerrado de X
y supéngase que U es un abierto de C,(X). Debemos probar que para todo
g € ry(U) existe un abierto B de C,(Y') tal que g € BNry (Cy(X)) C my (U).

Consideremos un elemento cualquiera g € ry(U). Entonces existe f € U tal
que f [Y = ry(f) = ¢g. Como U es abierto en C,(X), podemos fijar una
vecindad abierta basica W = [f;y1,...,yn; €] de f en C,(X) de modo que
fewcCu.

Tenemos los siguientes dos casos:
Caso (A). {y1,...,yn} C Y.

Si{yi1,...,yn} C Y entonces podemos considerar a la vecindad abierta bésica
B=[f1Y;y1,...,yn;€/ de f [ Y =g en C,(Y). Resulta que

g c B ﬁTy(Cp(X)) - Wy(U).

Efectivamente, como g = ry(f) = f [ Y se tiene que g € B Nry(Cp(X)).
Por otro lado, si h € B N1y (Cy(X)) entonces existe k € C,(X) tal que
ry(k) =h € B. Como h € B, {y1,...,yn} CY y k [ Y = h, obtenemos que

k(i) — fyi)| = |h(yi) — f T Y(y:)| < e paratodai=1,... n.
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2.6. EL MAPEO RESTRICCION

Esto muestra que k € W C U. Por lo tanto, h = ry(k) € my(U), y por ello
podemos concluir que BNry (Cp(X)) C ry(U). Esto termina la demostracion
para el caso (A).

Caso (B). Existe [ € N, con 1 < I < n, tal que {y1,...,ui} € Yy
{yl-i-la"'ayn}gX\Y'

En este caso afirmamos que al considerar a la vecindad basica abierta B =
[y (f);y1, -y €] de g = ry(f) en Cp(Y) se tiene que

g€ ry(f)iyr, -y el Nry(Cp(X)) Sy (U).

Efectivamente, es claro que g = ry (f) € [ry (f);v1, .., yi; )Ny (Cp(X)). Su-
pongamos entonces que h € [ry (f);vy1, ...,y €l N1y (Cp(X)) es un elemento
cualquiera. Como h € 1y (C,(X)) existe k € C,(X) tal que h =ry(k) =k |
Y.

Ahora, dado que X es Tychonoff, Y C X es cerrado y {y141,---,¥n} € X\Y,
podemos elegir una funcién continua 1 : X — R de tal manera que (Y") C

{0} vy ¥(y;) = f(y;) — k(y;), para cada j =1+ 1,...,n. Por lo que ¢ + k es
una funcién en C,(X) que tiene las siguientes dos propiedades:

1ory(k+¢)=(k+¢) [ Y=k Y +0 Y =k |Y =h.
2. k+vyeW =|[f;y1,...,yn; €] C U puesto que

[(k+ ) (i) — flys)] sii=1,....1

|k + ) () = fyi)| = {|(k+¢)(yi) —fly)| sii=l+1,....n

_ k(i) — f ()] sii=1,...,1
k(i) + (f(yi) = k(wi)) — f(ya)| sii=1+1,....n

_ ETY(y) = fTY(y)| sii=1,...,1
| (i) — £y sii=[0+1,...,n

_ \h(yi) — vy (f) ()] sii=1,...,1
0 sii=l+1,. .. .n

<e sii=1,...1
-~ ]o sii=I1+1,...,n
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Entonces h € ry(U). Consecuentemente,

Py (f)syn, - syl Ny (Cp(X)) C ry (U).

Esto termina la demostracion en el caso (B).

En ambos casos hemos probado que existe un abierto B de C,(X) de modo
que g € BNry(Cy(X)) € ry(U). Como g es un elemento cualquiera de
ry(U), concluimos que ry (U) es un subconjunto abierto de ry (C,(X)).

Por lo tanto, ry : Cp(X) — 1y (Cp(X)) es una funcién abierta.

[«<] Supongamos que ry : C,(X) — 1y (Cy(X)) es una funcién abierta pero

que Y \'Y # (. Fijemos un punto x € Y \ Y. Consideremos a los siguientes
subconjuntos abiertos bésicos (no vacios) de C,(X):

U=[;(0,2)] &V =[z:(3,5)].

Como U y V son abiertos no vacios en C,(X), aplicando la hipdtesis podemos
concluir que my (U) y 7y (V') son abiertos no vacios en ry (C,(X)).

Afirmacion. ry(U) Nry (V) = 0.

Demostracion de la afirmacion. Supongamos por el contrario que existe f €
ry (U) Nry (V). Por ello existen funciones continuas h € U y k € V tales que
hlY =ry(h)=f=ry(k)=k[Y.Asih—k e C)(X)y h(z) —k(zx) #0
(porque h(z) # k(x) ya que h(z) € (0,2) y k(z) € (3,5)). Como h — k
es continua, A = (h — k)7}R \ {0}] es abierto en X y ademds = € A.
Como = € Y, se tiene que ANY # 0. Por lo que existe y € ANY. Como
y € A, h(y) — k(y) # 0. Pero y € Y implica que ry(h)(y) = h(y) # k(y) =
ry(k)(y); lo que contradice que ry(h) = ry (k). Esta contradicciéon muestra
que ry (U) Nry (V) = 0. X.

Para finalizar mostremos que 7y (U) es un subconjunto denso de 7y (Cp(X)).

En efecto, bastara demostrar que para cualquier abierto basico no vacio
Y1,y Y Uny .o, Uy] de Cp(Y) sucede que

(01, - Un; Us, - Un Oy (Co(X))) Ny (U) # 0.

Para ello fijemos puntos r; € U; paratodai = 1,...,n. Como X es Tychonoff,
existe una funcién continua ¢ : X — R tal que ¢(y;) = r; para toda i =
1,...,ny ¢(x) =1,999. En consecuencia ¢ € U y ademads

P1Y € ([, yn; Un, .., Un) Ny (Cp(X))) Ny (U).
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Por lo tanto, ry(U) es un subconjunto denso de ry (C,(X)).

Para finalizar dése cuenta que esto 1ltimo contradice la afirmacion anterior,
porque siendo 7y (V') un abierto no vacio de ry (C,(X)) necesariamente debe
ocurrir por la densidad de my (U) que ry (U) Nry (V) # 0. Esta contradiccién
muestra que necesariamente Y es cerrado en X. =

Con un argumento similar a la demostracion de 2.6.2 se demuestran los si-
guientes resultados.

2.6.3 Proposiciéon. Sea Y un subespacio de X donde X es un espacio to-

poldgico. Y es cerrado en X siy solo si el mapeo restriccionry : Cp(X, [0,1]) —
Cp(X|Y,[0,1]) es abierto.

2.6.4 Proposicion. Sea Y un subespacio de X donde X es un espacio to-

pologico. Luego Y es cerrado en X si y solo si el mapeo restriccion ry :
CH(X) — CY(XY) es abierto

Es necesaria una modificacion del argumento para probar la version de la
proposicién 2.6.2 para espacios con rango en . Sin embargo, no haremos la
prueba aqui y damos el resultado sin demostracion.

2.6.5 Proposicion. Sea Y un subespacio de X donde X es un espacio cero-
dimensional Hausdorff. Luego Y es cerrado en X si y solo si el mapeo res-
triccion ry : Cp(X, D) — C,(X]Y,D) es abierto.

2.7. Teoremas de factorizacion

Dadas dos funciones f : X — Z y p: X — Y decimos que f se factoriza a
través de p si existe una funcion g : Y — Z tal que f = gop.

X P Y
T s
Z

El estudio de factorizaciones de funciones continuas definidas sobre productos
topoldgicos o sobre subconjuntos de ellos tuvo sus inicios desde la introduc-
cién de la topologia producto hecha por Tychonoff. Uno de los primeros teore-
mas de factorizacién fue obtenido por Mibu quien demostré que toda funcién
continua de valores reales f : X — R definida en un producto X =[], .4 Xa
de espacios compactos Hausdorff depende de un ntmero contable de coor-
denadas, es decir, existe B C A con |B| < w y existe una funcién continua
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g :p(X) — R tal que f = gopp, donde pp : [[,c4 Xa = [[ocp Xa es la

proyeccién de X sobre su cara o subproducto [], .5 Xa-

X s pB(X) C[lep X

La idea de esta seccion es enunciar y demostrar varios teoremas de facto-
rizacion de funciones continuas cuyos dominios son espacios de funciones
continuas. En esos teoremas de factorizacion las funciones restriccién juegan
un papel importante asi como el siguiente teorema de factorizacion debido a
Arkhangel’skii, y cuya demostracion presentamos en el apéndice B.

2.7.1 Teorema (de factorizacion de Arhangel’skii). Sean {X, : a € A}
una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios, k un numero cardinal

infinito, X :=[[,ca Xa y S es un subespacio denso de X.

St hd([[,ec Xa) < K para cada C C A con |C] < &k, entonces para toda
funcion continua f : S —Y de S en un espacio Y con x(Y) < k&,

S PB pB(S)

It

Y

existen B C A con |B| < k y una funcion continua g : pg(S) — Y con la
propiedad de que f(s) = g(pp(s)) para toda s € S, es decir f = gopp |s.

A continuacion veremos el primero de los teoremas de factorizacion.

2.7.2 Teorema. Sea Kk > w, Z un espacio conexo por trayectorias tal que
nw(Z) < Kk y T un espacio topoldgico con x(T) < k. Por lo que para todo
espacio topolégico X y toda funcion continua f : Cy(X,Z) — T, existen
A € [X]5" y una funcion continua g : Cp(X|A,Z) = T

rA

C,(X, 2) C,(X|4,2)

e
T
tales que f = gory donders: Co(X,Z) = Co(X|A, Z) es el mapeo restric-

cion.

62



2.7. TEOREMAS DE FACTORIZACION

Demostracion. Dado que Z es un espacio topolégico conexo por tra-
yectorias por el teorema 2.2.1 Cp(X,Z) C Z¥ = clyx(Cy(X, Z)). Ahora
demostremos que hd(]],.o Z.) < k para cada C' € [X]". Efectivamen-
te, por un lado sabemos que Z, = Z para cada x € (', ademas como
nw(Z) < w por el teorema A.1.10 nw(]],.- Z») < & para cada C' € [X]¥",

pero por el corolario A.1.13 hd([[,cc Zz) < nw([[,ec Z2) < k. Por lo tanto

hd(I],cc Z2) < K para todo C' € [X]|S*. Entonces por el teorema B.0.3 se
tiene que para toda f € C(C,(X,Z),T) con x(T) < k, existen A € [X]|S"
y g € C(palCy(X, Z)],T) tal que f = gopa [¢,(x,z). Por tdltimo observemos
que gopa [¢,(x,z)= g ©ra, para ello sea h € C,(X, Z) arbitraria, entonces,

(90 pa lc,x.2)(h) = 9(pa lc,x.z) (h) = g(h Ta) = g(ra(h)) = (gora)(h)

Por lo tanto f = gora. n
2.7.3 Corolario. Sea k > w, T un espacio topoldgico con x(T) < k. Para

todo espacio X y [ : Cp(X) — T una funcidn continua, existe A € [X]|S" y
una funcion continua g : Cp(X|A) — T

rA
Cp(X) Cp(X|A4)
f g
T
tales que f = gors donde ra: Cy(X) — Cp(X|A) es el mapeo restriccion.

Demostracion. Basta observar que R es un espacio topolégico conexo por
trayectorias y por el teorema 2.2.1 Cp(X) C RY = clpx(C,(X)), ademds
nw(R) < w < k. Aplique ahora el teorema 2.7.2. -

2.7.4 Corolario. Sea k > w, T un espacio topolégico con x(T) < k. Para
todo espacio X y f : Cp(X,[0,1]) = T una funcion continua, existen A €
[X]S" y una funcidn continua g : Cp(X|A,[0,1]) = T

Cy(X, [0, 1)) — A+ (XA, [0,1])
f g
T

tales que f = gory donde ry : Cp(X,[0,1]) = CH(X|A,[0,1]) es el mapeo
restriccion.

Demostracién. Basta observar que [0, 1] es un espacio topoldgico conexo
por trayectorias y por el teorema 2.2.1

CP(X7 [07 1]) g [07 1]X - Cl[O,ﬂX (OP<X7 [Ov 1]))7
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ademés nw([0, 1]) < k. Con ello simplmente basta aplicar una idea similar a
la demostracion del teorema 2.7.2. -

Un argumento similar a los anteriores y utilizando el hecho de que C’;’(X )
es denso en R¥ da la demostracién de la siguiente versién del teorema de
factorizacion.

2.7.5 Teorema. Sea k > w, T un espacio topoldgico con x(T) < k. Para
todo espacio X y f : CH(X) — T una funcién continua, existen A € [X]<% y
una funcion continua g : CH(X|A) = T

Ch(X) — AL Ch(X|A)

I

T

tales que [ = gora donde ry : CH(X) — CL(X|A) es el mapeo restriccion.
Finalmente utilizando la proposicién 2.2.5 obtenemos el teorema siguiente:

2.7.6 Teorema. Sea k > w, T un espacio topoldgico con x(T) < k. Para
todo espacio cero-dimensional X y f: Cp(X,D) — T una funcion continua,
existen A € [X]S" y una funcion continua g : Cp(X|A,D) — T

A

CP(X7 D) CP(X|A7]D>)

f g
T

tales que f = gory donde rs: Cp(X,D) — C,(X|A, D) es el mapeo restric-
cLon.

2.8. Operaciones topoldgicas y espacios de fun-
ciones

En esta seccién mostraremos las relaciones que tiene el functor C,(-,Y) y las
construcciones de productos topoldgicos y sumas topoldgicas.

2.8.1 Teorema. Para cualquier espacio Y y cualquier familia no vacia de
espacios topologicos { X, : t € T} se tiene que:

Co(@P X1, Y) =[] Co( X0, Y).

teT teT
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Demostraciéon. Para cada t € T' definamos la siguiente funcion:
T Cp(Brer X1, Y) = Cp(X4,Y) dada por m(f) = f Ix,

Observacion. f [ x,= foix, donde iy, : Xy — @,y X, esta dada por ix,(r) =
x para toda x € X;.

Demostremos que para cada t € T, m es continua. Para ello sea U =

[%1,...,2,; 01, ...,0,] un abierto canénico de Cy,(X;,Y) donden € N, z4,...,x, €

XiyOq,...,0, €7(Y).

Afirmacion 1. m7 ' U] = {f € Cp(@er X1, Y) = f(z1) € On,..., f(x,) €
O,}=W.

Efectivamente.

[C] Sea h € m,'[U] cualquiera. Se sigue que h € Cp(P,cr X¢,Y), ademéds
7, Y(h) € U, es decir, h [x,€ U. Por ello h(x;) € Oy,...,h(x,) € O,. Por lo
tanto h € W.

0] Sea f € W. Luego m(f) € Co(Xp,Y), f Ix, (1) € Or,. o, f 1, (w0) €
O,,. Por lo tanto f € m,'[U]. As{ m; es continua, para toda t € T. X

Definamos ahora la funcion
¢ Cp(Dier X, Y) = [ier Cp(Xe, Y) dada por o(f)(t) = m(f)
Afirmacion 2. ¢ es continua.

Efectivamente. Sea py : [[,ep Cp(Xy,Y) — Cp(Xy,Y) la proyeccién natural

asociada a . Luego (p o 9)(f) = pi(p(f) = @(£)(t) = m(f), es decir,
P © @ = m; es continua. Por lo tanto ¢ es continua. X

Afirmacion 3. ¢ es inyectiva.

Efectivamente. Sean f, g € Cp(P,cr X, Y') tales que f # g. Entonces existe
€ @P,or X; tal que f(x) # g(x). Pero como = € @, Xy, entonces hay
t € T tal que x € X;. Porello f [x,# g |x,, es decir, m(f) # m(g). Por lo

tanto o(f) # ¢ (9)- X

Afirmacion 4. ¢ es sobreyectiva.
Efectivamente. Sea g € [[,cq Cp(Xy,Y'). Definamos
[ :,cr Xy = Y por medio de f(x) = g(t)(x) donde x € X,.

Claramente (f) = g. Ademds, dado U € 7*(X) cualquiera, entonces f~![U] €
7(B,cr X¢). Por lo tanto f € Cp(P, o X+, Y). Asi ¢ es sobreyectiva. X

Afirmacion 5. ™' [er Co(Xe,Y) — Cp(B,er X1, Y) es continua.
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Efectivamente. Mostremos que para toda =z € @,.p Xy, & [Co( @, er X0.Y)
o™t i [l,er Co(X1,Y) — Y es continua. Sea z € @, X;, entonces existe
t €T tal que z € X;. Luego

. -1

(2 lep@,ep xev) 02~ ) = & ley@,er xer) (071 (f))
e (F)(x) = ft)(x) = pe(f) ()
= T oy(@,ep X0.Y) OPe(f)
donde % [CP(®t6T X,,y) op; es continua. Por ello & [Cp(@teT X.,Y) op~! es con-
tinua. Asf o' es continua. X

~Y

Por todas las anteriores afirmaciones podemos concluir que C,,(, . X, Y) =
HteT Cp(Xt> Y) u

2.8.2 Teorema. Para cualquier espacio X y cualquier familia no vacia de
espacios topoldgicos {Y; : t € T} se tiene que:

(X Yo =[] Co(x.v0).

teT teT

Demostracién. Definamos

¢ Cp(X, [Ler Vi) = [ier Cp(X,Y:) dada por: ¢(f) = o(f)(t) =pio f
(tel).

donde p; : HtET Y, — Y, es la proyeccién natural asociada a t.
Afirmacion 1. ¢ es inyectiva.

Efectivamente. Sean f,g € Cp(X, [[,c7 Y?) tales que f # g. Entonces existe
x € X tal que f(z) # g(x). Luego como f(x), g(x) € [[,er Yz, existe t € T tal

que f(z)(t) # g(x)(t). Por ello (p; o f)(x) = f()(t) # (pe 0 9)(x) = g()(t).
Asipyo f # prog. Asi o(f) # ¢(g), lo que implica que ¢ es inyectiva X

Afirmacion 2. ¢ es sobreyectiva.

Efectivamente. Sea g € [[,.p Cp(X,Y;) arbitraria. En consecuencia para cada
teT, gt) € Cp(X,Y;). Sea f € Cp(X,][],cr Y2) definida por medio de
f(z)(t) = g(t)(x). Claramente ¢(f) = g y por lo tanto ¢ es sobreyectiva. X

Afirmacion 3. ¢ es continua.

Efectivamente. Basta demostrar que para toda t € T, m o ¢ es continua.
Fijemos ¢t € Ty consideremos g € C,(X, [ [, Y:) cualquiera y

U=[z1,...,23;04,...,04]
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un abierto candnico cualquiera de C,(X,Y;), donde n € N, zq,..., 2, € X y
Oy, 0y, € T(Y;). Note que (m; 0 ¢)(g) € U. Asi

W - [.Tl, s an;pt_l[OtlL cee 7pt_1[0tn“

es un abierto canénico de Cp(X,[[,crYs), ademas g € W. Més atin (7 o
©)[W] C U. Asi 7, o ¢ es continua, para cada t € T y por lo tanto ¢ es
continua. X

Afirmacion 4. 07" < [lier Cp(X, Y1) = Cp(X, [,er Y2) es continua.

Efectivamente. Bastara demostrar que para todo r € X y toda t € T
T [Cy(X,[Tyer Yo) o~ ! es continua. Pero dado que

x rCP(X:HtGTYt) OSO_I : HCP(‘X:Y;) — H}/t

teT teT

esto es equivalente a demostrar que p;o& [c,(x ,., v2) op~! es continua, para
toda x € X y toda t € T. Con este fin, observemos lo siguiente

Peod [y X Ter v 09 () = peo (& loyx v 09 ()
= ple ' (f)(@) = ¢ (@) (t) = f(t)(x)

A

= r rCP(X’HteT va«) Oﬂ_t(f)

’ A —1 A A
ASE P o T [o,(xX[Ter i) O = T [C(XITier o) O donde & [e,(x [T, v)
om; es continua. Por lo tanto p; o & GC(le_IteTYt) op~! es continua, asf
T [ Cp(X [T,eq Yo) o~ ! es continua. Por ello ¢! es continua. X

Por lo tanto por todo lo anterior C,(X, [T,cr Y:) = [Lier Cp(X, V7). n

2.8.3 Corolario. Sea k un nimero cardinal infinito (dotado con la topologia
discreta). Luego para todo espacio X se satisface que

Co(X % k) = O,(X,RY) = C)(X)".

2.8.4 Proposicién. Si Z; C Z, entonces C,(X, Z1) es homeomorfo a un
subespacio de Cy(X, Z). Mds atn, si Zy es cerrado en Z, entonces C,(X, Z;)
es homeomorfo a un subespacio cerrado de Cy(X, Z).

Demostracién. Claramente la funcion iy, : Z; — Z, induce la funcién
iy, Zi — Z% que es un encaje (es decir, i} [Z{] = Z{*). Ahora si Z;
es cerrado en Z, se sigue que Z;* es cerrado en Z%, méds ain C,(X, Z;) =
ZXNC,(X, Z). -

2.8.5 Corolario. Sea X un espacio topoldgico. Asi cada uno de los espacios
Cp(X), CL(X) y Cp(X,[0,1]) es homeomorfo a un subespacio del otro.
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Capitulo 3

El teorema de Nagata

En este capitulo demostramos el clasico teorema de Jun-iti Nagata que mues-
tra que toda la informacion topolédgica de un espacio Tychonoff X esta codi-
ficada en la estructura topoldgico-algebraica del anillo topolégico C,(X).

Para la prueba de este importante resultado, que es base de muchas lineas de
investigacion en la C),-teoria estableceremos la definicién y propiedades mas
importantes del mapeo reflexion.

En todo este capitulo estaremos suponiendo que todos los espacios son Ty-
chonoff no vacios.

3.1. El mapeo reflexion

Sea A C C,(X,Z) con la topologia de subespacio; sabemos que para to-
do a cada x € X le corresponde la funcién mapeo evaluacién & [¢,(x, z):
Cp(X,Z) — Z definida por & [¢,(x,z) (f) = f(x) para cada f € Cp(X, Z).
En particular para cada f € A, Z [4 (f) = (2 [¢,(x,2) ©14)(f) = 2 [c,(x,2)
(f) = f(z), es decir & [4 (f) = f(x). Y sabemos que el mapeo evaluacion
es continuo (y genera la topologia de C,(X,Z)). Por lo tanto, tenemos la
funcién:

Oxy: X — Cy(A, Z) definida por:
Ve e X : (I)XA(ZL‘) =z [A

a la cual llamaremos mapeo reflexion.
Las siguientes propiedades se siguen inmediatamente de las definiciones del
mapeo reflexion y el producto diagonal de una familia de funciones.
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3.1.1 Proposicién. Sea A C C,(X, Z) con la topologia de subespacio. Por
ello el mapeo reflexion ®x 4 : X — C,(A, Z) coincide con el producto diagonal
NA: X — 74

Demostracién. Sea x € X arbitrario, entonces ®x4(z) = T [4. Ahora
consideremos f € A arbitraria, asi ®xa(z)(f) =2 [a (f) = f(x). Por otro
lado AA(z)(f) = ma(AA(z)) = f(x), donde m4 : A — Z es la proyeccién en
la coordenada f. Por lo tanto ®x4(z) = AA(x), por lo que x4 = AA. u

3.1.2 Corolario. El mapeo reflexion ®x4 : X — C,(A, Z) es continuo.

Demostracién. Por la proposicién 3.1.1 sabemos que ®x4 = AA, y dado
que A C C,(A, Z) se sigue que AA es continuo. Por lo tanto ®x4 : X —
Cy(A, Z) es continuo. -

3.1.3 Corolario. El mapeo reflexion ®xa : X — C,(A, Z) es inyectivo si y
solo st A separa puntos de X .

Demostracién.
[=] Supongamos que A no separa puntos. En consecuencia existen z,y € X

con z # y tal que paratoda f € A, f(z) = f(y). Porelloz [4 (f) =7 [a (f).
Por lo tanto ®x 4 no es inyectivo.

[«<] Supongamos que ® x4 no es inyectiva. Luego existen x,y € X tales que
x#yy Pxalr) =Pxa(y), porloque & [4= 7y [4. Asi, dada f € A, entonces
Tla(f)=f(x)=f(y) =19 la (f). Por lo tanto A no separa puntos. -

3.1.4 Corolario. Sea x4 : X — C,(A,Z) el mapeo reflexion. Por ello
X =2 Oxa[X] siy sélo si A genera la topologia de X .

3.1.5 Corolario. Sea ®xc,(x) : X — C,(Cp(X)) el mapeo reflexion. Asi
X = Oye, x)[X].

3.1.6 Proposicién. Sea ®x4 : X — C,(A,Z) el mapeo reflexion. Si p :
X — ®xa[X] esta definida por medio de p(x) = ®xa(x) para toda x € X,
entonces p*[Cp(Pxa[X], Z)] es un subespacio que contiene al conjunto A y es
homeomorfo a C,(®xa[X], Z).

Demostracién. Sea f € A, bastard demostrar que f = p*(h) para alguna
h € Cp(PxalX],Z). Asi definamos f : C,(A,Z) — Z como f(g) = g(f),
para toda g € C,(A, Z).

Afirmacion. f = (f [q,XA[X]) op.
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En efecto. Sea x € X arbitrario, entonces

)(p(x
(o a1x]) (Pxa
Pyalx))(f) =
(z)

Por lo tanto A C p*[C,(Pxa[X], Z)]. K
Por la proposicién 2.4.4, se sigue que p*[C,(Pxa[X], Z)] es homeomorfo a
Cp(PxalX], Z). n

(f Toxaix)) ©

<I>XA[X]

—_— —

s
f z))
la (f)

H>

~~

—

3.2. El dual de C,(X)

Ahora denotaremos por X ala imagen el mapeo reflexion ®xc,(x) : X —

Cp(Ch(X)), es decir, X = D xe,x)[X]. Asi X C Cp(Cp(X)), por ello

)?:{fECp(Cp(X)) dr € X tal que ®xc,(x)(z) = f}
={f € C,(Cy(X)) : Iz € X tal que & GC(X) It

Maés atn dado que C,(X) es un espacio vectorial topoldgico sobre R se sigue
que, toda f € X es una funcional lineal multiplicativa. Efectivamente, como
fe )?, entonces existe r € X tal que Z [¢,(x)= f. Ahorasean h, g € C,(X) y
r € R, entonces f(h+rg) = ¢, (h—l—?"g) (h+rg)(z) = h(x)+(rg)(z) =
h(z) + r(g(r)) = 2 lc,x) (h) + 'r’( c,x) (9)) = f(h) + rf(g). Ahora
f(h-g) =2 lc,x) (heg) = (- g)(x) = ( ): (Sc‘) = (@ T, () (@ To,x)
(9)) = f(h)- f(9g)

Como C,(C,(X)) es un espacio vectorial topoldgico y por el corolario 3.1.5
X = X C C,(Cy(X)), cabe preguntarnos cudl es el minimo subespacio vecto-

rial topoldgico del espacio C,(C,(X)) que contiene a X. Con el propdsito de
contestar esta pregunta, denotemos por L,(X) al subespacio topolégico de

Cy(Cp(X) generado por por X, es decir, L,(X)= <)A( ), recordando nuestros
cursos de Algebra Lineal sabemos que:

LX) ={Mfi+ -+ fui A, s M ER f1, o f G)?;néw\l}
Es claro que toda ¢ € L,(X) es funcional lineal y ademas ¢ € C,(Cy(X)).

3.2.1 Proposicién. L,(X) es el conjunto de todas las funcionales lineales
continuas definidas sobre el espacio vectorial topoldgico Cp(X)
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Demostracién. Sea ¢ : C,(X) — R una funcional lineal continua arbitra-
ria. Dado que ¢ es funcional lineal, se sigue que ¢(0) = 0 € (—1,1), usando la
continuidad de ¢, obtenemos que ¢~ '[(—1,1)] € 7(0,C,(X)). Por ello, exis-
ten z1,...,7, € X y e > 0 con n € w\1 tales que 0 € [0;21,...,2,;¢] C
&7 (=1,1)], més ain ¢([0; 21, ..., 2,5 €]) C (—1,1). Por otro lado como X es
Tychonoff, existen f; € C,(X) tales que f;(z;) =1y fi[{z; : j #i}] C {0}
para toda ¢ € {1,...,n}.

Afirmacion 1. Si h € Cp(X) tal que h(z;) = 0 para todo ¢ € {1,...,n},
entonces ¢(h) = 0.

Efectivamente. Como h(x;) = 0 para toda i € {1,...,n}, se tiene que
k(h(z;)) = 0, por ello, (kh)(z;) = 0 paratodoi € {1,...,n}. Asi |(kh)(z;)| =
0 < ¢, por lo cual kh € [0;z1,...,7,; €], lo cual implica que ¢(kh) € (—1,1).
Luego k¢(h) € (—1,1), es decir |[k¢(h)| < 1. Por lo tanto |p(h)| < f, ast
é(h) = 0. K

Afirmacion 2. ¢(f) = (Mfi+ -+ M fu)(f), para toda f € Cp(X).

Efectivamente. Sea f € C,(X) arbitraria. Definamos lo siguiente:
1. ¢(f;) = \; para todai € {1,...,n}.
2. 9=f—(f@)fi+-+flzn)fn)
Claramente g € C,(X). Fijemos i € {1,...,n}, asi
flai) = (f(@) frlme) + -+ flaa) filzi) + -+ f(zn) fal2:))
= f(x) — f(zi)
= 0.

g(zi)

Entonces por la afirmacién 1 se tiene que ¢(g) = 0. Por lo cual

0 f=(fe)fi -+ f(zn)fa)

)
)

¢(
= o(f) = (o(f)f(x ) +o 4 o) f (2n)
= o(f) = Af(@n) + -+ Aaf(2n))
= o(f) = (M (:B1 Col (f))+ o+ An(@n 1o, ()
= o(f) = + Afa) (F):

Por lo tanto (b(f) = (>\1f1 +ooe 4+ Anfn)(f) X
Dado que f € C,(X) fue elegido arbitrariamente, se sigue que ¢ = A\ f1 +

-+ + Apfn. Por lo tanto ¢ € L,(X). n
Nuevamente haciendo alusién a nuestros cursos de Algebra Lineal, recorde-

mos que el dual de un espacio vectorial V', esta defindo como el conjunto de
todas las funcionales lineales definidas sobre V' y es denotado por V*. Con
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esto en mente, definimos el dual (algebraico) de L un espacio vectorial to-
poldgico, como el conjunto de todas las funcionales lineales definidas sobre L
equipado de la topologia débil, este es denotado por L* y el dual topologico
como el conjunto de todas las funcionales lineales continuas definidas sobre
L equipado de la topologia débil (es decir, la topologia de la convergencia
puntual), este es denotado por L'.

3.2.2 Corolario. L,(X) = (Cp(X))
3.2.3 Lema. X es base del espacio L,(X).

Demostracién. Ya sabemos por definicién que (X) = L,(X). Bastard
demostrar que X es un conjunto linealmente independiente. Para ello sean
fi,o - fm€Xy A, ...,y €Rconnew\l.

Supongamos que A\ f; + -+ A\ fn = 0, donde 0 : Cp(X) — R dada por
0(f) = 0 para toda f € C,(X). Como X es Tychonoff existen g; € C,(X)
tal que gi(x;) =1y gi[{zj : i # j}] C {0} coni € {1,...,n}. Ahora fijemos
i€ {l,...,n} de manera arbitraria, entonces

0 = 6(91)
= (Mfit+ A+ Aafa)(9i)
= M(fi(9:) + -+ Al ful9)
= (21 Topx) (fg) + -+ M@0 Topx) (9i))
= Mgi(zy) + -+ Nigi(@s) + -+ Angi(an)

-\
Finalmente, como i € {1,...,n} fue elegido de manera arbitraria concluimos
que \; = 0 para toda i € {1,...,n}, lo cual demuestra que efectivamente X
es un conjunto linealmente independiente. n

Como L,(X) C Cy(Cy(X)), si consideramos el mapeo reflexién ®¢,(xyz,(x) :
Cp(X) — Cu(Ly(X)), sabemos que este es continuo. Mas atdn, si fijamos
f € Cp(X) y consideramos g1, g2 € L,(X) y «, B € R, observemos que:

Qe xy,x) (f)agr + Bg2) = (agr + Bg2)(f)
= (ag)(f) + (Bg2)(f)
= a(a1(f)) + B(g2(f))
= A Pc,(x)L,x)(f)(91)) + B(Pc,(x)L,0x)(f)(92))
es decir, Q)C L (x)Ly(x) () es una funcional lineal en L, (X). Asi ®¢, (x)1,(x)[Cp(X)] C

x)
L,(X) C Cy(Ly(X)) y dado que X C L,(X), podemos considerar el mapeo
reflexion rx : Cp(L,(X)) = Cp(X), note que rx o ¢ (xy1,(x) = ide,(x)
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En parrafos anteriores se hizo evidente que toda f € X es una funcional

lineal multiplicativa continua, pero podemos ir ain maés lejos.

3.2.4 Proposicion. X es el conjunto de todas las funcionales lineales mul-
tiplicativas continuas definidas sobre el espacio vectorial topologico Cp(X).

Demostracién.

3.2.1 existen A\,....\, € Ry fi,..

ie{l,...,n}.

Asimismo supongamos que n > 1. Como X es Tychonoff, existen ¢g1,95 €
Cp(X) tales que gi(21) = 1, 1[{w; - j € {1,...,.n}\{1}}] € {0} y g2(22) =
L go[{z; : j € {1,...,n}\{2}}] € {0}

Asi

p(g1)

p(g2)

Sea p : Cp(X) — R una funcional lineal multiplicativa
continua. Dado que p es funcional lineal continua, entonces por la proposicion
Hfn € X conn € w\l tal que p =

Alﬁ + -+ 4+ A\, fn. Supongamos que f; # f;sit # jy A # 0 para todo

()‘lfl +oet Anﬁt)(.gl)

A(filg) + -+ Malfaulgr)

M (21 Tepx) (91) + -+ M@ Topx) (91))
AMgi() + -+ Angi ()

A1

(AlfAl +oeee /\nﬁz)@?)

M(fi(g2) + -+ + Ml Ful92)

M(Z1 Te,x) (92) + -+ + M@ [o,x) (92))
Aga (1) + Agga(w1) + - - + Anga(zn)

A2

por lo cual p(g1)- p(g2) = A1- Aa.

Ahora fijemos i € {1,...,n} de manera arbitraria, entonces
(g1-g2) () =4 0-1 si i =9
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es decir, (g1- g2)(z;) = 0 para toda ¢ € {1,...,n}. Ademas

plgrg) = Oufit -+ Aafa) (o1 g2)
= M(filgrg2) + -+ Al falgre g2)
= M7 lopx) (910 92)) + -+ Al Ty x) (910 92))
= M(g1-g2)(x1) + -+ Al91- 92) ()
= 0

Por ello p(g1)- p(92) # p(g1- g2), lo cual contradice el hecho que p es multipli-
cativa. N L
Asin =1, entonces p=Afcon \e Ry f e X.
Sea h € Cp(X) definida como h(z) = 1 para toda z € X. Por lo que h-h = h,

luego p(h) = (\F)(h) = A(F(h)) = A(@ Te,x) () = A(h(z)) = A, pero dado
que p(h-h) = p(h)- p(h) = A\- A, se tiene A = A- X lo cual implica que A = 1.
Por lo tanto p = f, es decir p € X. -

3.3. El Teorema de Jun-iti Nagata

Uno de los resultados mas sobresalientes referente a los espacios de funciones
Cp(X), fue demostrado por Jun-iti Nagata el cual nos dice que, la estructura
topoldgica de un espacio Tychonoff X estd completamente determinada por
la estructura de anillo topolégico que posee C,(X). En esta seccién probare-
mos este interesante resultado.

3.3.1 Teorema (Nagata). X es homeomorfo a Y si y solo si Cy(X) es
topoldgicamente isomorfo a C,(Y).

Demostracion.

[=] Supongamos que X es homeomorfo a Y, entonces existe h : X — Y un
homeomorfismo. Luego por el inciso 3 de la proposicién 2.4.4; h* : Cp(Y) —
Cp(X) es un encaje (es decir, h*[C,(Y)] = Cp(Y)) ya que h € Cp(X,Y) vy
h[X] =Y. En consecuencia bastara mostrar que h*[C,(Y)] = C,(X) y h* es
un homomorfismo de anillos.

Sea g € C,(X) cualquiera. Como h™' € C,(Y, X), entonces go h™ € C,(Y),
asi h*(goh™') = (goh™)oh =go (htoh) = goidx = g. Por lo tanto
oY) = W [C(V)] = C(X),
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Ahora sean fi, fo € C,(Y) y r € R. Luego

R (fi0f2) = (filf2)oh
= (fth)D(f20h>
= h*(f1)Oh*(f2) donde O = {+,- }.

Por lo tanto C,(X) es topolégicamente isomorfo a C,(Y').

[<] Supongamos que C,(X) es topolégicamente isomorfo a C,(Y'), entonces
existe ¢ : Cp,(X) = C,(Y) un isomorfismo topoldgico. Asi ¢* : C,(Ch(Y)) —
Cp(Cp(X)) es un isomorfismo topoldgico (Ver la construccién anterior). Como
Yy ccC (C (Y)), entonces ¢* [¢: Y — ¢*[Y] es un homeomorfismo y dado
que X = X yy= Y. Por ello bastaré demostrar que ¢* Y 1= X.

Sea ) € ¢*[ ], entonces existe feYtalquey = qb*(f) = fog € Cp(Ch(X)),
demostraremos que 9 es una funcional lineal multiplicativa. Para ello, sean
fi, f2 € Cp(X) y r € R, entonces

Wi fit fo) = (Foo)rfi+ f)
= flo(r fr + f2))
= f(r-o(f1) + 6(f2))

1)+ F(o(f2))
)(fl) (fo¢)(f2)

Por lo cual 1 es lineal.
Por otro lado

—~
)
O
<
—
—
=
IS

V(fir f2) =

F@(fi- f2))

Fo(f1) o(f2))

F(o(f1)) F(o(f2))
= (fod)(f) (Fod)(f))
= O(f)-(f)

asf ¢ es multiplicativa. Por lo tanto ¢ € X, lo cual implica que ¢* [ ] C X.
Ahora sea f € X, como ¢ : C W(X) = C, ( ) es un isomorfismo topoldgico se

tiene que ¢~ € C,(C,(Y), Cp(X)), asi foodleC W(Co(Y)) y o (f o¢p 1) =
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(fo ¢ Hogp= . Sean g, 9. € C »(Y) v r € R, entonces

(Foo™N(rgi+g) = flo(r 91+gz))

~

= [(r¢7(g) + 907 (9))
r f(67(g ))+f(¢ ( 2))
= - (fos ™) g)+ (oo )(g)

es decir, f o ¢! es funcional lineal. Luego

(Foo ™92 =

es decir, f P Les multiplicativa.
Por lo tanto f € ¢*[Y], lo cual implica que X C ¢*[Y].
Por lo tanto X es homeomorfo a Y. -
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Capitulo 4

Propiedades t-invariantes y
teoremas de dualidad

Sabemos que el analisis de la estructura de anillo topolégico de C,(X) tiene
como uno de sus principales resultados el siguiente teorema:

Teorema de Nagata. Sean X y Y espacios de Tychonoff. Si los anillos to-
polégicos C,(X) y C,(Y') son topolégicamente isomorfos entonces los espacios
X y Y son homeomorfos.

Debido a que los espacios C,(X') son espacios topoldgicos, espacios vectoriales
topoldgicos, y grupos topoldgicos, es natural preguntar si en cada uno de esos
casos existen resultados analogos al de Nagata. La respuesta es negativa.
Por ejemplo, en 1986 Gul’ko y Khmyleva demostraron que los espacios de
funciones C,(R) y C,(]0, 1]) son homeomorfos, lo que muestra que no se tiene
un resultado andlogo al de Nagata para el caso en que C,(X') sea homeomorfo

a Cp(Y).

Esto ha motivado la creacién de una linea de investigacion en la teoria de los
espacios de funciones con la topologia de la convergencia puntual, en la cual,
el siguiente problema general es fundamental.

Problema. Supéngase que X y Y son espacios de Tychonoff, que P es una
propiedad topoldgica, y que existe un «buen mapeo» £ de C,(X) sobre C,(Y).
.51 X tiene la propiedad P, tiene entonces Y la propiedad P?

El teorema de Nagata muestra que la respuesta al anterior problema es afir-
mativa, para cualquiera que sea la propiedad P, si £ es un isomorfismo to-
polégico entre anillos topoldgicos C,(X) v Cp(Y). Y el resultado de Gulko y
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Khmyleva muestra que la respuesta es negativa cuando £ es un homeomor-
fismo y P es la propiedad de ser un espacio compacto.

En este contexto de esta linea de estudio de los espacios C,(X), la siguiente
terminologia es muy usada.

4.0.1 Definicién. Sean X y Y espacios Tychonoff. Diremos que X es t-
equivalente o Y si existe un homeomorfismo ¢ : C,(X) — C,(Y). Si éste es
el caso se acostumbra escribir X ~! Y.

Es ficil notar que si X es homeomorfo a Y entonces X ~' Y. Y el resultado
de Gulko y Khmyleva muestra que esta implicaciéon no es reversible. Sin
embargo, nos podemos preguntar cuales propiedades topoldgicas que posee
X son «transmitidas» a Y cuando existe un homeomorfismo entre C,(X) y
Cp(Y).

4.0.2 Definicién. Diremos que una propiedad P es preservada por t-equi-
valencia, o que es t-invariante, si X ~'Y y X tiene la propiedad P implican
que Y también tiene la propiedad P.

Una forma de probar que una propiedad topoldgica P es t-invariante es en-
contrar otra propiedad topolégica Q de modo que:

X tiene la propiedad P siy sélo si C,(X) tiene la propiedad Q.
Cuando uno obtiene un resultado de tipo: X tiene la propiedad P si y sélo

si Cp(X) tiene la propiedad Q, se dice que se ha mostrado un teorema de
dualidad.

En este capitulo enunciaremos y daremos las pruebas de varios resultados
clasicos de tipo: Para todo espacio Tychonoff X, se tiene que §(C, (X)) = ¢(X),
donde ¢ y 6 son funciones cardinales topolégicas.

4.1. Algunas dualidades elementales

En esta seccion demostraremos teoremas de dualidad que involucran a las
funciones cardinales peso, caracter, pseudocardacter, densidad e i-peso. Ini-
ciamos con el teorema de dualidad para el peso.

4.1.1 Teorema. Para cualquier espacio infinito X, se satisface x(Cp(X)) =
w(Cp(X)) = |X|

Demostracién. Por A.1.4 sabemos que x(C,(X)) < w(Cy(X)) y por la
monotonia de la funcién cardinal peso se tiene que

X(Cp(X)) S w(Cp(X)) < w(RY) <X w = |X],
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es decir, x(Cp(X)) < w(Cy(X)) < |X|

Por lo anterior bastara demostrar que | X | < x(C,(X)). Para ello supongamos
que x(Cp(X)) < |X|. Sea f =0 € Cy(X) y fijemos B una base local de f en
Cp(X) tal que |By| = x(f, Cp(X)). En consecuencia |B;| < x(Cp(X)) < |X|;
por ello |Bf| < |X].

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que todos los elementos de By
son vecindades abiertas candnicas de f en C,(X). Como cada U € B es de

la forma U = [f;z1,...,2,;€¢], donde n € Nyxq,...,z, € Cp(X) y € > 0,
podemos definir K'(U) = {x1,...,z,} para cada U € By.

Definamos ahora Y := [J{K(U) : U € Bs} y note que |Y| < |X|. Por
ello existe z* € X\Y y consideremos V = [f;2*;1] € 7(Cp(X)) y W =
[fi@1,...,2n; €] € By arbitrario. Luego, como K(W) C Y C X\{z*} y X
es Tychonoff, entonces existe g € C,(X) tal que g(z*) =1y g(x;) = 0 para
todo i € {1,...,n}. Asi obtenemos que g € W\V, es decir, W\V # 0 lo cual
contradice el hecho de que By es una base de f en C,(X). n

El siguiente teorema de dualidad es debido a Arkhangel’skii e involucra al
peso de red.

4.1.2 Teorema (Arhangel’skii). Para todo espacio infinito X, se satisface
que nw(Cp(X)) = nw(X).

Demostracién. Primero demostraremos que nw(C,(X)) < nw(X).

Fijemos Ny una red en X tal que |[Nx| = nw(X) y una base numerable B
de R.

Para cada subconjunto finito {/Vy, ..., Ny} de Nx y todo subconjunto finito
{U1,...,Ux} de B definimos

[N1, ..., Ni;Up, ... U] = {f € Cp(X) : fIN;] C U;, para todo
ie{l,...,n}}
y sea

Neyooy = (N1 N Ur, oo Oy < {N, o N} € N y
{U1,..., Uy} C B}

Afirmacion 1. Ne,(xy es una red en Cp(X).

En efecto. Sea fy € Cu(X) v [fo;21,..., Tk €] una vecindad canodnica de
fo en Cp(X). Como fo(x;) € (folx:) — €, fo(zi) +€) € 7(R) para todo
i € {1,...,k}, entonces para cada i € {1,...,k} existe U; € B tal que
fo(x;) CU; C (fo(x;) — €, fo(z;) + €). Debido a que fj es continua existe V; €
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7(z;, X) tal que fo(z;) € folVi] € Ui C (folwi) — €, fo(z;) + €) para ca-
da i € {1,...,k}. Como Ny es una red para X, se tiene que para cada
ie{l,... k} existe N; € Nx tal que z; € N; C V;. Asi

Jo(xi) € fo[Ni] € folVi] € Ui € (fo(wi) — €, fo(zi) +¢€)
para cada i € {1,...,k}. Todo esto nos permite concluir que

fo€[Ny,...,Ng; Uy, ..., U] C [fo; 21, .., xp5¢]. X

Basta demostrar que |N¢,(x)| < nw(X). Para ello definamos a la funcién

H :Neyxy = U (Nx" x B¥) por medio de la regla:
kEN

ff(LAG,...,]Vk;cﬁ,...,(ﬁJ) ::(fVl,...,]Vk;LG,...,L@)
Claramente H es una funcién inyectiva, por lo cual

[Neyool < TU N x B[ < 3 [INx" x BF| = w - [Nx"| = nw(X).
keN keN

Usando lo que acabamos de demostrar y la proposicién A.1.12, tenemos que:
nw(X) < nw(Cp(Cy(X))) < nw(Cy(X)).
Por lo tanto nw(C,(X)) = nw(X). n

4.1.3 Definicién. Si (X,T) es un espacio 71 y A C X es no vacio, el pseu-
docardcter de A en X es el numero cardinal:

P(A,X)= min{|U: U T & NU = A}.

Cuando A = {z}, escribiremos ¢(x, X) en lugar de ¥ ({z}, X).

Si X es un espacio 17, entonces definimos el pseudocardcter de X como el
ntimero cardinal ¥(X) = sup{¢(z, X) :z € X}.

4.1.4 Nota.

1. Notemos que si A = X entonces la coleccion U = {X } es tal que U C 7
y A =NU. Por otro lado, si X es T1 y ) # A C X entonces la coleccién
U={X\{y}:ye X\ A} C 7 estal que A =nNU.

Todo lo anterior muestra que para cualquier espacio X T} y cualquier
subconjunto no vacio A de X, la coleccién {|U| : U C 7 & NU = A}
es no vacia, y por ello, el minimo de este conjunto siempre existe.
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2. Si X y Y son espacios T1 y f : X — Y es una condensacién, entonces
para todo ) # A C X, ¥(A, X) < ¢(f[A],Y).

Consecuentemente, 1(X) < ¢(Y).

En la siguiente definicién introducimos algunas otras funciones cardinales
que son dominadas por el peso de red.

4.1.5 Definicion.

1. El numero diagonal de un espacio T7; X es el nimero cardinal
A(X) =9Y(Ax, X x X),

donde Ay = {(z,x) : x € X}. Aqui, X x X tiene la topologia producto.

2. Definimos el i-peso de un espacio Tychonoff X como el nimero cardinal
iw(X) = min {k: existen Y Tychonoff con w(Y) < K

& f:X —Y condensacién }.

Si (X, 7) es un espacio Tychonoff cualquiera entonces la funcién idy : (X, 7) —
(X, 7) es una condensacién. Consecuentemente, para cualquier espacio Ty-
chonoff X siempre ocurre que 1w(X) < w(X). En el inciso (2) de la siguiente
proposicién se mejora esta desigualdad.

4.1.6 Lema.
(1) Si X es un espacio Ty entonces (X) < A(X).
(2) Para todo espacio Tychonoff X se tiene que

A(X) <iw(X) < nw(X).

Demostracién. (1) Sea W una colecciéon de abiertos de X x X tal que
Ax =MWy |[W| =¢(Ax, X x X). Considere un elemento cualquiera z € X.
Como (x,z) € Ax, tenemos que (z,x) € W para todo W € W. Por la
definicién de la topologia producto en X x X, podemos fijar un abierto U (W)
de X de modo que z € U(W) y ademdas U(W)xU(W) C W. Resulta entonces
que U = {UW) : W € W} es una coleccién de abiertos de X. Es facil
probar que NU = {z} y que |U| < |W| =9 (Ax, X x X). Consecuentemente,
P(z, X) < Y(Ax, X x X). Como z € X es arbitrario, ¥(X) = sup{¢(z, X) :
re X} <Y(Ax,X x X) =A(X).
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(2) Supongamos que X es un espacio Tychonoff. Primero demostraremos la
desigualdad
A(X) <iw(X).

Dividiremos esta prueba en los casos: cuando iw(X) es finito y cuando es
infinito.

Supongamos primero que iw(X) es finito. Fije un espacio Tychonoff Y y
una condensacién f : X — Y tales que w(Y) = iw(X). Dése cuenta que
como iw(X) es un nimero cardinal finito, w(Y’) es finito, entonces Y es
un espacio Tychonoff finito; y por ello es un espacio discreto finito. Como
f es una condensacion, esto implica que X también es un espacio discreto
finito de la misma cardinalidad que Y. Por esto, X y Y son homeomorfos y
| X| = w(X) =w(Y). Debido a que X es discreto, X x X también lo es. Ahora
observe que la coleccién U = {Ax} es una coleccién de abiertos de X x X tal
que NU = Ax. Luego, A(X) = (Ax, X xX) < |U| < |X]| =w(Y) = iw(X).

Consideremos ahora el caso en que iw(X) = & es infinito. Fije de nuevo un
espacio Tychonoff Y y una condensacién f : X — Y de modo que w(Y') =
iw(X) = k.

Es facil darse cuenta que w(Y x Y) < k- k = k. Consecuentemente,
LY xY\Ay) <nw(Y XY \Ay) <w(Y xY \ Ay) < k.

Para cada elemento z € Y x Y\ Ay, por la regularidad de Y x Y, podemos
fijar un abierto U, de Y x Y de modo que!

z€U, CU,CY xY\Ay.

Entonces la coleccion U = {U, : z € Y x Y \ Ay} es una cubierta abierta de
Y x Y\ Ay. Como L(Y x Y \ Ay) < &, existe una subcoleccién V de U de
cardinalidad a lo mas k tal que

Y xY\Ay C [V
Vev

Pero es claro que oy V € Uyep V €Y X Y\ Ay Asi que

Y xY\Ay =]V,
vev

'Recuerde que en todo espacio Hausdorff Y su diagonal Ay es un subespacio cerrado
deY xY.
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lo que implica a su vez que:

Ay = (Y xY\ V).

Vev

Como la cardinalidad de V es menor o igual que k, lo anterior implica que
1/}(Ay,Y X Y) < K.

Obsérvese ahora que como f es una condensacion también lo es la funcion
fxf:XxX—=Y xY definida por (f x f)(z,2) = (f(x), f(2)). Ademés
(f x f)(Ax) = Ay. Luego, por el inciso (2) de la nota 4.1.4,

AX) =1(Ax, X x X) <(Ay,Y xY) < k.

Por lo tanto, A(X) < iw(X).

Demostremos ahora la desigualdad iw(X) < nw(X). De nuevo distinguire-
mos los casos cuando nw(X) es un nimero cardinal finito y cuando no lo
es.

Supongamos primero que nw(X) < Ng. Entonces por el lema A.1.14 X es un
espacio Tychonoff finito, y por ello, es discreto. Motivo por el que nw(X) =
|X| = w(X). Ademés, ya observamos que iw(X) < w(X). Por lo tanto,
si nw(X) < RNy entonces iw(X) < nw(X) (de hecho, iw(X) = w(X) =
nw(X)?).

Consideremos ahora el caso cuando nw(X) = k es un ntimero cardinal infi-
nito. Fije una red N en X de modo que |[N| = nw(X) = k.

Afirmacion. Existe F C C(X,[0,1]) con |F| < k y que separa los puntos de
X (esto es, para todos x,y € X con x # y, existe f € F tal que f(z) # f(v)).

Demostracion de la afirmacion. Defina B = {(N, M) € N x N : (3 fivm) €
C(X,[0,1])) (fvanN1 € [0,3) & fivan[M] C (3,1])}. Veamos primero
que B # 0: Sean x,y € X con x # . Como X es Tychonoff, existe f : X —
[0, 1] continua tal que f(z) =0y f(y) = 1. En conseciencia z € f7[[0,3)] y
y € f7(3,1]]. Como f7H[0,5)] v f'[(3,1]] son abiertos en X y N es una
red, existen Ny M en N tales quez € N C f7[0,3)]yy € M C f![(3,1]].
Por ello f[N] C [0,3) y f[M] C (3,1]. Luego, (N, M) € B lo que muestra

que B es no vacio.

2Porque toda condensacién de un compacto a un espacio Hausdorff es un homeomor-
fismo.
3Debido a que nw(X) es infinito, X también lo es.
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Fijemos, para cada (NN, M) € B una tnica funcién fiy .y € C(X,[0,1]) tal
que fivan[N] C [0, %) y fovan[M] C (3, 1]. Definamos

3:: {f(N,M) . (N, M) & B}

Es claro que F C C(X,[0,1]) y que |F| < |B| <K NXN| =k Kk =K.

Verifiquemos que F separa los puntos de X: sean z,y € X con = # y.
Como X es Tychonoff, existe f : X — [0, 1] continua tal que f(z) = 0y
fly) = 1. Se sigue que z € f7'[[0,5)] y y € f~'[(5,1]]. Como f'[[0, 5)]
y f7!{(3,1]] son abiertos en X y N es una red, existen N y M en N tales

que v € N C f0,1] yy € M C f[2 1)) Por ello f[N] [0, 1)

y fIM] C (3, 1] Luego, (N, M) € B. Consideremos a la correspondiente
funcién fvar). Por definicion de JF, tenemos que fiy ) € F. Resulta que
f(NM()Ef w(N) €10,3) v fivan(y) € fivan(M) C (3,1], v por ello
Jfovan (@) # fovan(y). Por lo tanto, F separa los puntos de X. X

Para finalizar, consideremos a la familia F de la afirmacion anterior. Y to-
memos al producto diagonal AF de la familia F:

AT X —[0,1)7,

esto es, AF(z)(g) = g(x) para toda = € X y toda g € F. Como cada
elemento de F es una funcién continua, AF es una funcién continua. En
efecto, debido a que AF tiene como contradominio al producto topolégico
[0,1)7, para mostrar la continuidad de AJF es suficiente mostrar que cada
composicién m, o AF es continua, donde 7, : [0,1]7 — [0, 1] es la proyeccién
asociada a la coordenada g € J; pero dése cuenta que m,0 AF = g la cual es
una funcién continua.

Por otro lado, debido a que JF separa los puntos de X, la funciéon AF es
inyectiva. Efectivamente, considere un par de elementos de X diferentes, = y
y. Como F separa los puntos de X, podemos fijar una funciéon g € F de modo
que g(x) # g(y). Luego, por la definicién del producto diagonal, AF(z)(g) =
g(x) # g(y) = AF(y)(g). Consecuentemente, las funciones AF(z) y AF(y)

son diferentes; y esto permite concluir la inyectividad de AZF.

Por todo lo anterior, f = AF : X — AF[X] es una condensacién. Ademsés,
como el espacio AF[X] es un subespacio de [0, 1}%, él es Tychonoff y ademéds

w(AF[X]) < w([0,1)7) < k. Por lo tanto, iw(X) < w(AF[X]) < nw(X). =

4.1.7 Lema. La funcion cardinal 1w es mondotona en la clase de espacios

Tychonoff.
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Demostracion. Sean X un espacio de Tychonoff y Y un subespacio to-
poldgico de X. Supongamos que x = iw(X) y fijemos un espacio de Tycho-
noff Z y una condensaciéon f : X — Z de modo que w(Z) = k. Es facil
probar que g = f [ Y : Y — f[Y] es una condensacién, y tanto Y como
f1Y] son espacios Tychonoff. Asi iw(Y) < w(f[Y]) < w(Z). Por lo tanto,
iw(Y) < iw(X).

4.1.8 Proposicién. Para todo espacio de Tychonoff infinito X, se tiene que

d(X) = (Cp(X)) = A(C(X)) = iw(Cp(X)).

Demostracién. Suponga que X es un espacio Tychonoff. Aplicando el lema
4.1.6, tenemos que

P(Cp(X)) < A(G (X)) < iw(Cy(X)).

Asi que bastard demostrar que iw(C,(X)) < d(X). Para esto, suponga que
Y C X es un subespacio denso tal que |Y| = d(X) < Ry (como X es un
espacio Hausdorff infinito por el teorema de Péspisil —vea A.1.14— no puede
ocurrir que d(X) < Ng). En consecuencia 7y : Cp(X) — 7y (Cy(X)) es una
condensacién. Observe ahora que my (C,(X)) es un espacio Tychonoff y que
w(my (Cp(X))) S w(Cp(Y)) = |Y| = d(X). Por tanto, iw(C,(X)) < d(X). m

4.1.9 Proposicion. Para todo espacio de Tychonoff infinito X, se tiene que

Demostracién. Debido a que; X es homeomorfo a un subespacio de C,(C, (X)),
1w es mondtona, y a la proposicién anterior, se tiene que

w(X) < iw(Gy(CGy(X))) = d(Cp(X)).
De esta forma bastara demostrar que d(C,(X)) < iw(X).

Supongamos que k = tw(X ). Por lo que podemos fijar un espacio Tychonoff
Y y una condensacién f: X — Y de modo que w(Y) = k. Como f: X =Y
es suprayectiva, f*: Cp(Y) — f*(C,(Y)) es un homeomorfismo, y dado que
f es una condensacion, f*(C,(Y)) es un subespacio denso de C,(X). Se sigue
que,
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Por lo tanto, d(C,(X)) < iw(X). -

Algunos corolarios inmediatos son los siguientes:

4.1.10 Corolario. C,(X) es un espacio separable si y solo si X se condensa
sobre un espacio sequndo-numerable.

Cuando X tiene la topologia discreta toda funcién f : X — R es una funcién
continua, de esta manera R* = (,(X). En la demostracién del corolario
siguiente se hace uso de este hecho.

4.1.11 Corolario. R es separable si y sdlo si | X| < c.

Demostracién. [=] Es claro que si X es finito, entonces |X| < ¢y por ello
| X] <.

Supongamos entonces que X es infinito. Si dotamos a X con la topologia
discreta, C,(X) = R¥. Asf que aplicando la proposicién 4.1.9 tenemos que

iw(X) = d(C,(X)) = d(R¥) = N.

Entonces el espacio (X, P(X)) se condensa sobre un espacio Tychonoff segundo-
numerable; es decir, existen un espacio Tychonoff segundo numerable Y y una
condensacién f: X — Y. Dado que Y es segundo-numerable, nw(Y") < Ng.
Aplicando ahora A.1.14, |Y| < 2"(X) < 2% Como f una condensacién, f
es funcién biyectiva. Asi |X| = |Y|. Luego | X| < 2%.

[<] Sabemos, por el teorema de Hewitt-Mardeciz-Pondiczery (A.1.11), que
| X| < cimplica d(R¥Y) < Ry porque R¥ es un producto de espacios separable
de a lo més 2%-factores (todos homeomorfos a R). -

4.1.12 Corolario. 5i X y Y son espacios topologicos Tychonoff infinitos
tales que X ~'Y entonces

(1) nw(X) = nw(Y);
(2) d(X) =d(Y),
(3) iw(X) = iw(Y);
(4) | X =Y].

Aunque los siguientes resultados no son teoremas de dualidad, ellos propor-
cionan interesantes consecuencias relacionadas con dos funciones cardinales
del espacio dominio X.
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4.1.13 Proposicién. Si K C C,(X) es un subespacio compacto tal que
X(K,Cp(X)) < w, entonces | X| < w.

Demostracién. Sea K C C,(X) un subespacio compacto tal que
X(K, Cp(X)) S w.

Sea U una base local de K en C,(X) con la propiedad que |U| = x (K, Cp(X)),
asi U = {O,, : n € w} donde O,, es una vecindad de K en C,(X) para toda
n € w. Fijemos m € w. Para cada f € K, existe Uy = [f;21,...,%,; €] vecin-
dad abierta candnica de f en C,(X) tal que f € Uy C O,,. Por lo anterior
es claro que {Uy : f € K} es una cubierta abierta de K, luego como K es
compacto se tiene que hay {Uy,,..., U} C{Us: f € K} con k € w tal que
K C Ule Uy, € O,,. Ahora consideremos A,, = Ule supp(Uy,) v definamos
A = U, e, An, note que |A] < w por ello es suficiente demostrar que A = X.
Es claro por como se definio A que A C X, bastara demostrar que X C A.
Para ello supongamos lo contrario, por lo cual, existe x € X\A. Consi-
deremos la funcién evaluacién 2 [¢,(x): Cp(X) — R la cual es continua,
asi & [k es continua, mds atin & [x [K] es acotado en R, es decir, existe
r > 0 tal que = [ [K] C (—7r,7). Asi |f(z)| < r para toda f € K, en-
tonces [z;(—r,7)] es una vecindad abierta de K en C,(X). Por ello exis-
te n € wtal que K C O, C [z;(~7,7)], en consecuencia |Ji_, U C
[z; (—r,7)]. Todo esto implica que [z1,...,2,;01,...,0,] C [z;(—r,r)] aun-
que = ¢ supp([z1,...,2,;01,...,0,]), es decir, x ¢ {x1,...,2,}. Y como
X es Tychonoff, existe g € C,(X) tal que g(z) = r y g(z;) € O; pa-
ra toda i € {1,...,n}, por lo cual g € (UL, Up)\[z; (=r,7)], es decir,
UL, Us, € [x; (—r,7)], lo cual es una contradiccién. Es decir, X € A. Enton-
ces X = Ay porello | X| <w. n

4.1.14 Proposicién. Si K C C,(X) es un subespacio compacto tal que
Y(K,Cp(X)) < w, entonces d(X) < w.

Demostracién. Sea K C C,(X) un subespacio compacto tal que
V(I Cp(X)) S w.

Sea U una pseudobase de K en C,(X) con la propiedad que |U| = ¢(K, C,(X)),
asi U = {O,, : n € w} donde O,, es una vecindad de K en C,(X) para toda
n € w, como Cy(X) es un espacio homogéneo podemos suponer que dada
u € K es de la forma v = 0. Fijemos m € w. Para cada f € K, exis-
te Ur = [f;x1,...,2,; €] vecindad abierta canénica de f en C,(X) tal que
f € Us C Oy, Por lo anterior es claro que {Uy : f € K} es una cubierta
abierta de K, luego como K es compacto se tiene que hay {Uy,,..., Uy} C
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{Us: fe K}conk e wtal que K C Ule Uy, € O,,. Ahora consideremos
A = UL, supp(U},) y definamos A = J
es suficiente demostrar que clx(A) = X.

Es claro por como se definio A que clx(A) C X, bastara demostrar que X C
clx(A). Para ello supongamos lo contrario, por lo cual, existe z € X \clx(A).
Consideremos la funcién evaluaciéon & [¢,x): Cp(X) — R la cual es conti-
nua, asi & [ es continua, més atin & [x [K] es acotado en R, es decir, existe
r > 0 tal que & [g [K] C (—r,7). Asi |f(z)] < r para toda f € K. Como
X es Tychonoff, existe g € C,(X) tal que g(z) = r y glclx(A)] C {0} por
lo cual g ¢ K, sin embargo g [uy(a)= U lay(a) implica que g € (U, lo cual
es una contradiccién, ya que (YU = K, es decir, X C clx(A). Por lo tanto
CZX(A) =X y |A| < W. ]

A, note que |A| < w por ello

new

4.2. El teorema de Arhangel’skii-Pytkeev.

En esta seccién demostraremos el famoso teorema de Arhangel’skii-Pytkeev,
el cual establece la dualidad entre [*(X) (el grado de Lindeldf de las potencias
finitas de un espacio X) y la estrechez de C,(X).

Es natural preguntarse si hay alguna relacion de dualidad entre el grado de
Lindeldf de C,(X) y alguna funcién cardinal importante de X. Aunque son
conocidas algunas relaciones de esta indole, todavia el dia de hoy no existe
ningun teorema de dualidad que relacione al grado de Lindelof de C,(X) con
alguna funcion cardinal de X.

Recordemos que un espacio topoldgico X es Lindeldf si de cualquier cubierta
abierta es posible extraer una subcubierta numerable.

4.2.1 Definicion. Un espacio topoldgico es k-Lindelof si toda cubierta
abierta tiene una subcubierta de cardinalidad a lo més &

En este sentido un espacio topologico es Lindelof si y solo si es w-Lindeldf.

4.2.2 Definicion. Sea X un espacio topoldgico, el grado de lindelof es el
numero cardinal

[(X) =min{k > w: X es k-Lindelof }

4.2.3 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que una familia
U C P(X), es w-cubierta de X, si para todo A € P(X) finito, existe U € U
tal que A C U

Dada una cubierta U de un espacio X", diremos que una familia V C 7(X) es
U-pequernia, si para cualesquiera Vi, ..., V,, € V (no necesariamente distintos),
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existe U € U tal que V; x ... x V, CU.

4.2.4 Teorema. Las siguientes propiedades son equivalentes para todo espa-
cio Tychonoff X y todo cardinal inifnito k:

(1) Toda w-cubierta de X tiene una w-subcubierta de cardinalidad a lo mds
K

(2) (X™) < Kk para todo K.

Demostracién.

[(2) = (1)] Supongamos que para todo cardinal infinito x se tiene que
[(X") < k. Tomemos U una w-cubierta de X arbitraria. Ahora para cada
n € w\1 definamos U,, = {U™ : U € U},y notemos que U, es una cubierta de
X", Para ello es facil observar que Unew\1 U, € X, por otro lado, tomemos
(x1,...,29) € X"y como F = {x1,...,2,} C X es finito, entonces existe
UelUtal que F C U yast (z1,...,2,) € U Por lo tanto J,,c ; Un = X
Dado que {(X™) < K, podemos garantizar que existe una familia V,, C U tal
que | {U" : U € V,,} = X"y |V,| < k para toda n € w\1. Consideremos
V = U,ew Vs €s claro que [V] < k basta demostrar que V es una w-cubierta

de X. En efecto, si tomamos un conjunto finito A = {z1,...,2,} C X, en-
tonces © = (z1,...,2,) € X" y por ello existe U € V con z € U". Como
consecuencia x; € U para toda i € {1,...,n} y por lo tanto A C U lo cual

demuestra que V es una w-cubierta de X.

[(1) = (2)] Supongamos que toda w-cubierta de X tiene una w-subcubierta
de cardinalidad a lo més . Fijemos n € w\1 y demostremos que I(X") < k.
Para ello tomemos v una cubierta abierta de X™ y consideremos la familia

d ={Up : 1 es una familia y-pequena y finita}.

Afirmamos que § es una w-cubierta de X. En efecto, sea A € [X]s¥. Con-
sideremos A = {(x1,...,2,) : x; € A para todo i € {1,...,n}}, es claro
que A es finito; luego, dada (z1,...,z,) € A, para cada i € {1,...,n} ele-
gimos U; € 7(z;, X) de tal manera que U; X -+ x U, C G para alguna
Genrn.SeaV={U x--xU,:U; X xU, CG para alguna G € 7},
luego para cada v € A, sea U, = {U € 7(2,X) : U es factor de algin
Up x -+ x U, € V}; se sigue que U, es finito y ademds U, = (] U, € 7(X).
T€EA
Por lo tanto p = {U, : * € A} es una familia vy-pequena y finita, y ademés
como A C [Ju se deduce que 0 es una w-cubierta de X. Con ello, se sigue
que por hipdtesis existe ' C § una w-subcubierta tal que |§'| < k. Luego
por definicién de 0, para cada U € ¢’ existe un conjunto py y-pequeno tal
que U = |Jpw; por lo tanto, existe una familia finita vy C + tal que, para
cualesquiera Wy, ..., W,, € uy se tiene que Wy x --- x W,, C G para algin
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G € vy. Luego la familia v = (J{yv : U € &'} satisface las condiciones 7/ C «
v || < k; asi para cada i € {1,...,n} existe U; € uy tal que z; € U;. Por
ello existe G € vy que satisface Uy x -+ x U, € G de donde z € G C |J/;
por lo tanto [(X™) < k. n

4.2.5 Definicion.

1. La estrechez de un espacio topolégico X, denotada por t(X) es el niime-
ro cardinal ¢(X) := sup{t(z, X) : x € X}, donde
t(z,X) = min{k > w: (VC C XVz € clx(C)) (3B € [C]) (z €
2. Dada una funcién cardinal ®, definimos ®* como: ®*(X) =sup{P®(X") :
n € N}.

4.2.6 Teorema (Arhangel’skii-Pytkeev). Para todo espacio Tychonoff X, se
satisface que t(Cy(X)) = I*(X)

Demostracién. Primero demostraremos que ¢(C,(X)) < sup{l{(X™") : n €
N}.

Sean x = sup{l(X") : n € N} y A € P(C,(X)) tal que u € clg,(x)(A), donde
u=0e€ CyX).

Afirmacion 1. Para toda n € N, la familia v, := {g7'[(—2,1)] : g € A} es
una w-cubierta de X.

En efecto. Fijemos n € Ny consideremos un subconjunto finito {x1, ..., 23} C
X. Como u € cle,(x)(A), entonces existe h € [u;xq, ..., Ty; %] N F. Por ello
{xh"'axk}ghil[(_%a%)]' X

Como [(X™) < k para toda n € N, por la proposicién 4.2.4 existe una w-
cubierta pu C =, tal que |u| < k. Por ello existe B,, C A tal que |B,| < &
y la familia {f7![(—=%,2)] : f € B,} es una w-cubierta de X. Sea B =

n’n
U B,. Claramente |B| < &, solo falta mostrar que u € clg,(x)(B). Sean
neN
Z1,...,2 € X ye >0, por la propiedad Arquimediana de los nimeros reales

existe n € N tal que 1 < e. Como {f'[(—=%,2)]: f € B,,} es una w-cubierta
de X, entonces existe f € B, tal que {zy,...,z:} C f'[(—=2,1)]. Por ello
|f(z;)] < % < eparatodai € {1,...,k}. Porello f € [ujxy,...,2x;¢] N B.
Por lo tanto u € cl¢,(x)(B), con lo cual concluimos que ¢(C,) < k.

Ahora demostremos que sup{l/(X") : n € N} <#(C,(X)), para ello hagamos
t(Cp(X)) = X y consideremos vy una w-cubierta de X; asi por la proposicién
4.2.4 bastara hallar una w-subcubierta u C v que cumpla que |p| < A.
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Para ello consideremos el siguiente conjunto D = {f € C,(X) : f~'[R\{0}] C
U para alguna U € 7.

Notemos que D es denso en C,(X). En efecto, sean W = [xy,... 2, :
Uy,...,U,] un abierto candnico de C,(X) y fijemos h € W. Como 7 es una
w-cubierta de X, para el conjunto F' = {xy,...,z,} C X existe U € ~ tal que
F CU. Luego como X es Tychonoff, existe g € C,(X) tal que g(x;) = h(z;)
para cada i € {1,...,n}y g[X\{0}] C {0}. Se sigue que g € W N D. Por lo
tanto D es denso en Cp(X).

Dado que Cp(X) = clg,x)(D), se sigue que 1 € clg,x)(D) y como por
hipétesis ¢(Cp(X)) = A, se sigue que hay B € [D]s* tal que 1 € clg,(x)(B).
Ahora para cada f € B fijemos un elemento U; € v parael cual f~'[R\{0}] C
U;.

Entonces el conjunto p = {Uy : f € B} es una w-subcubierta u C v tal que
|| < A. Efectivamente, es claro que |p| < |B| < A. Asi que consideremos
F = A{zy,...,,} € X, como 1 € clg,x)(B), existe f € B tal que f €
[1;21,...,20; 3] Luego se tiene que F C f~'[R\{0}] C U;. Por lo tanto
sup{{(X™) :n € N} < A, n

4.2.7 Corolario. 5i X y Y son espacios topologicos Tychonoff infinitos tales
que X ~'Y | entonces I*(X) = I*(Y).

Aunque el siguiente resultado no es un teorema de dualidad, este nos pro-
porciona una interesante e importante relacion entre la estrechez del espacio
dominio X y el grado de Lindelof de C,(X). Como dijimos lineas atras, ain
hoy dia no se conoce ningun teorema de dualidad que relacione al grado de
Lindeléf de C,(X) con alguna funcién cardinal del espacio dominio X. En
este sentido, el siguiente teorema de Asanov es un clasico resultado que da
una relacion de desigualdad o dominancia.

4.2.8 Teorema (Asanov). Para todo espacio Tychonoff X, se satisface que
t(X") < UCH(X)) para toda n € N.

Demostracién. Fijemos n € Ny sea I(C,(X)) = k. Para demostrar que
t(X") < Kk, tomemos & = (z1,...,2,) € X"y A C X" tal que & € clxn(A).
Bastard demostrar que hay B € [A]S® que satisface Z € clx»(B). Con este
fin, elijamos O; € 7(z;, X) de tal manera que O;NO; =0siz; # x;y O; = O;
six; =xjconi,je{l,...,n};dadoque O =0 x---x0, € 7(Z,X") y
T € clxn(O N A), se puede suponer que A C O. Note que el conjunto U =
{f € Cp)(X) : f(x;) =1 para todo ¢ € {1,...,n}} es cerrado, asi [(U) < k.
Ahora dado ¥ = (y1,...,yn) € A, llamemos Uy = {g € C,(X) : g(y;) > 0
para todo ¢ € {1,...,n}}. S{ f € U, se tiene que U; = f~1[(0,00)] € 7(z;, X)
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para todo i € {1,...,n}, dado que T € clxn(A), existe 2’ = (z1,...,2,) €
AN(Uyx---xU,). Por lo tanto f(z;) > O paratodoi € {1,...,n}yasi f € Uz

Esto demuestra que U C |J Uy. Luego la desigualdad ! (U) x implica que
ygeEA

hay B € [A]s" tal que U C |J Uy. Para demostrar que T € clx»(B), tomemos
yeB
V=V x-xV, €r(&X"); puede suponerse sin pérdida de generalidad

que V; C O; paratodoi € {1,...,n} yque V; =V, siz; = x;. Dado que X es
Tychonoff, existe h € U tal que h[X\ U Vi] € {0}; por lo tanto h € Uy para

alguna § = (y1,...,yn) € B. Tenemos que h(y;) > 0 paratodoi € {1,...,n},
de lo cual se sigue que y; € V; C O, para alguna j € {1,...,n}. Como yeA
implica que y; € O;. tenemos que y; € O; N Oj; luego como O, NO; =0
cuando x; # x;, se sigue que x; = z; y asi V; = V; por lo que y; € V; para
cada i € {1,...,n}. Por tanto y € (V; x --- x V,,) N B; es decir & € clxn(B).
]

4.3. Teorema de dualidad para s*

En esta seccion demostraremos el teorema de dualidad que establece que para
todo espacio Tychonoff infinito s*(X) = s*(C,(X)).

4.3.1 Definicién. La amplitud (spread) de espacio topolégico X es el nime-
ro cardinal s(X) = sup{D C X : D es discreto}

4.3.2 Teorema. s(X x X) < s(C,(X)) < s*(X) para todo espacio Tychonoff
infinito X .

Demostracién. Sea s(C,(X)) = &; primero demostraremos que s(X) < k.
Para ello supongamos lo contrario, lo cual implica que existe D C X discreto
tal que |D| = k™. Ahora para cada d € D, fijemos un abierto Uy en X con
la propiedad que U; N D = {d}. Dado que d ¢ X\U; y X es Tychonoff,
existe fg € Cp(X,[0,1]) tal que fq(d) =1y fa[X\U4) C {0}. Sea el conjunto
Oq = {f € C\(X) : f(d) > 0}, claramente Oy = (d le,x)) (0, 00)] por lo
que Oy es abierto en C,(X). Mas ain f; € Oy para toda d € D. Definamos
F = {fd cd e D}

Afirmacion 1. F C C,(X) discreto.

En efecto. Sea d € D y sea a € D\{d}, entonces d & U, (si d € U,, entonces
d = aya que U, N D = {a}, pero d # a) por este motivo d € X\U,. Asi
fa(d) = 0, lo que implica que f, ¢ O, por lo que Oy N F = {f;} para todo
d € D. Por lo tanto F' C C,(X) discreto. X
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Ahora consideremos la funcién v : D — F' definida como v(d) = f4 para toda
d € D. Observemos que v es una funciéon sobreyectiva y por la afirmacion 1
inyectiva. En consecuencia |D| = |F| = k" siendo estd una contradiccién, ya
que s(Cp(X)) = k. Por lo tanto s(X) < s(Cp(X)).

Ahora demostraremos que s(X x X) < k. Para ello supongamos lo contrario,
por lo que existe £ C X x X discreto tal que |E| = k*. Sabemos que
A ={(z,z) :x € X} C X x X es homeomorfo a X, por lo que se mostro
anteriormente se tiene que s(A) < k. Asi |[EFNA| < &, por lo que |[E\A| = kT,
es decir, tenemos que D = E\A C (X x X)\A discreto tal que |D| = k™.
Para cada d = (z,y) € D, fijemos Uy € 7(z, X) y Vg € 7(y, X), asi Uy x V; €
7(d, X x X) con la propiedad que (Uy x V)N D = {d}. Como z # y y X es
Hausdorff, se tiene que Uy NV, = () para cada d € D, més ain ya que x ¢
X\Usyy ¢ X\Vyy X es Tychonoff existen g4, hqy € Cp(X,[0,1]) tales que
9a(x) = ha(y) = 1y {ga[X\Ud], ha[ X\Va]} € {{0}}. Sea f4 = ga — ha, note
que fq(x) =1, fa(y) = —1 y consideremos Oy = {f € Cp(X) : f(z) >0y
f(y) < 0}. Observemos que Oy = (2 [¢,(x)) " [(0,00)]N(F e, x)) " [(—00,0)],
motivo por el que Oy es un subconjunto abierto de C,(X), mas aun f; € Oy
para toda d € D, asf definimos F' = {f;: d € D}.

Afirmacion 2. F' C C,(X) discreto.

En efecto. Sea a € D\{d}, entonces d ¢ U, x V,, asi x ¢ U, vy y ¢ V.
Como z ¢ U,, fo(x) = gu(z) — ho(z) < 0, por otro lado como y ¢ V,,
fa(y) = 94(y) — ha(y) > 0. Por lo tanto f, ¢ Oy y por tanto OyN D = {d}. K

Ahora consideremos la funcién p : D — F’ definida como p(d) = f,; para toda
d € D. Observemos que i es una funcién sobreyectiva y por la afirmacion 2
inyectiva. En consecuencia |D| = |F’| = kT siendo estd una contradiccion,
ya que s(Cp(X)) = k. Por lo tanto s(X x X) < s(C,(X)).

Por dltimo, para demostrar que s(C,(X)) < s*(X).

Supongamos que s*(X) = £y s(Cp(X)) > k. Esto implica que existe F' C
Cp(X) discreto tal que |F| = k™, luego para cada f € F' fijemos un abierto
canénico Oy € 7(f, C,(X)) con la propiedad que Oy N F' = {f}. Dado que
Oy es una vecindad abierta canénica de f, podemos suponer sin pérdida

fL(f); ﬁ] donde

x{,...,xﬁ(f) eXconz; #xjsii#j(i,j€{l,...,n(f)}) y m(f) € w\{0}.
Luego para toda f € F, notemos que f‘l[Ulf(f)] X e X f‘l[Uf:(f)] e 7(X"),
asi consideremos x; = (x{(f), o ,xf;(f)) € X" para toda f € Fy definamos
D ={x;: feF}

de generalidad que este es de la forma Oy = [f ;x{ N
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Afirmacion 3. D C X™ discreto.

En efecto. Sea g € F\{f}, entonces f ¢ O,, asi f(zf) ¢ U/ para to-
do i € {1(g9),...,n(9)}, esto implica que x¢ ¢ f~'[U?] para todo i €
{1(g),---.n(9)} Astzy ¢ fHUY ,Ix---x fHUS ] v por lo tanto (f~HUY ]
X fHUR D) N D = {ay) R

Ahora consideremos la funcién ¢ : F' — D definida como ¢(f) = = para toda
f € F. Observemos que ¢ es una funcion sobreyectiva y por la afirmacion 3
inyectiva. En consecuencia |F| = |D| = k" siendo estd una contradiccién, ya
que s*(X) = k. Por lo tanto s(C,(X)) < s*(X). n

A continuacién introducimos un espacio topolégico importante que serd vital
en el siguiente teorema. Sea x un nimero cardinal infinito, para cada o < k

consideremos los conjuntos I, = (0,1] x {a} y J(k) = (U I») U{0}. Para
a<K

todo (¢, ), (s, 5) € J(k), defininimos

t—s| si a=p

p((t7a)7(575)) =
t+s st a#p

El espacio (J(k), p) es un espacio métrico completo, este espacio es conocido
con el nombre de erizo métrico de k-espinas de Kowalsky

También, dado un espacio topologico X, definimos el conjunto
AlL(X) = {(x1,...,zp) € X" 1z = )}
para cada i,j € {1,...,n} con i # j. El conjunto
A(X) = J{ap(x) :1<i<j<n}

es llamado la n-diagonal de X.

4.3.3 Teorema. Para todo espacio Tychonoff infinito X y todo n € w, se
satisface que s(X™) < s(Cp(X, J(n))) < s(Cp(X) x Cp(X))

Demostracién. Dividiremos la demostracién en varias afirmaciones.

Afirmacion 1. Sin > 2, entonces
s(Z2") = s(Z2"\An(2)),
para todo espacio Z
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En efecto. Es claro que Z"\A,(Z) C Z"™ y por la monotonia de la funcién
s se tiene que s(Z™\A,(Z)) < s(Z"), por ello bastd demostrar que s(Z") <

s(Z"\An(Z2)).

Procedemos por induccién sobre n. Si n = 2 consideremos el primer mapeo
proyeccién p; : Z? — Z, dado que dicho mapeo es continuo y suprayectivo
se sigue que py [z2\a,(2): Z°\A2(Z) — Z lo es también y por ello se tiene
que s(Z) < s(Z*\Ay(Z)). Ademas, sabemos que Ay(Z) = Z, asi s(Ay(Z)) =
s(Z) < s(Z*\Ay(Z)), mas atin Z% = (Z*\Ax(Z)) U Ay(Z). De esta manera,
si $(Z*\Ay(Z)) = k, entonces s(Ay(Z)) < K, en consecuencia se tiene que
s(Z%) = s((Z2\A2(2)) U Ax(2)) < s(Z2\A2(2)) + s(Ax(2)) € K+ K = k.
Por lo tanto s(Z?) < s(s(Z%\Ay(2)).

Ahora supongamos que s(Z") < s(Z™\A,(Z)) para todo n < m. Sea
S(Z" N\ A a(2)) = 5

y consideremos el mapeo p,, : 2™ — Z™ dado por p,(T1, ...\ T, Trng1) =
(T1,...,Zm) para todo (Ty,..., Tm, Tmy1) € 2™, claramente p,, es conti-
nuo y sobreyectivo, por ello py, [zm+\a, (20 27T \Apia(Z) = Z™ o es
también y por ello se tiene que s(Z™) < s(Z™™\A,.;+1(Z)) y por la hipétesis
de induccién s(Z™) < s(Z™\A(2)) < k.

Luego observe que A;’;H(Z) ~ Ny(Z) x Z™ ! para todo 1,5 € {1,...,m},
ademds A,(Z) = Z, entonces A" (Z) = Z™ para todo i,j € {1,...,m}
y como Apyi(Z) = UH{AIM(Z) : 1 < i < j < m+ 1}, se sigue que
s(Ams1(2)) < s(Z2™). Fmalmente como Z™ = A, (Z)U(Z™TN\ALL 1 (2)),
por ello
s(Z2™) = 5(Ama(2) U (2" N\AR i (2)))
< 5(Amir(2)) + (2" N\ A (2)
<K+ K=K

Por lo tanto s(Z™™) < s(Z™\A,,41(2)) X

Ahora demostremos que s(X™) < s(C,(X, J(n))). Para ello supongamos que
s(Cp(X,J(n))) = k y que s(X™) > k. Dado que s(X™) > &, entonces existe
D C X™ discreto tal que |D| = k™, por la afirmacién 1, sin pérdida de genera-
lidad supongamos que D C X"\ A, (X). Sea {d, : @ < k*} una enumeracién
de D, donde d,, = (xf,...,2%) para todo a« < k™. Ahora, para cada o < k™
elijamos los conjuntos U7, ..., Uy de tal manera que:

(1) U € 7(x¢, X) para todo i € {1,...,n}
(2) Sid,je€{l,...,n} coni# j, entonces cly(Uf)N clx (Us) = )
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(3) Wan D = {d.} donde W, = U x -+ x U2

Ahora llamemos V,, = |J U para toda a < k™. Por (1) sabemos que U® €

=1

7(z$, X) para cada i € {1,...,n}. Luego por ser X Tychonoff, para cada
ie{l,...,n} hay f©* € C,(X,[0,1]) tal que: f*(z) =1y fAX\US] C {0}.
Ahora definamos para cada a < k™ la funcién g, : X — J(n) como:

0 st xe X\V,

galz) =

(ff(x),0) si weVy

Afirmacion 2. g, € Cp(X, J(n)) para toda o < k™.

En efecto. Para todo k € {1,...,n}, consideremos & : [0,1] — I U {0}
definida como:

0 st t=0

&(t) =
(t,k) si te(0,1]
Es claro que &, es continua para toda k € {1,...,n}. Mds atn & o f{ es
continua para cada k € {1,...,n}.

Para demostrar la continuidad de g,, fijemos un elemento cualquiera x € X.
Por (2) la familia U, = {U7,..., U2} es discreta. En consecuencia existe un
abierto U de X con x € U tal que U intersecta a lo més a un elemento de U,,
digamos que a U. Resulta que g, [v= &k o fo [v. Por ello g, [v es continua.
Como U es abierto y x € U, podemos concluir que g, es continua en x. Por
lo tanto g, € C,(X, J(n)) para toda o < k™. X

Ahora consideremos F = {g, : @ < k"}. Definamos ¢ : D — F, como
((dy) = ga para toda o < k1. Se afirma que ¢ es biyectiva. Efectivamente,
es claro que ( es sobreyectiva, para ver la inyectividad tomemos «, 8 < k¥
con o # . Asi d, ¢ Wy, entonces existe r € {1,...,n} tal que 2% ¢ U™
Por ello g,(z2) = (1,r) € I., més ain gg(x®) ¢ I. porque gz~ '[I,] C UP.
Por lo tanto g, # gg, es decir ¢ es biyectiva y en consecuencia |D| = |F| =
k. Finalmente notemos que F' es discreto, para ello consideremos o < k™
cualquiera y tomemos el conjunto O, = {f € C,(X, J(n)) : f(z{) € I} para
todo k € {1,...,n}}, es claro que O, = (5% le,(x,0(m))) " k] por lo cual O,
es abierto en C,(X, J(n)) y ademés g, € O, para toda a < k*. Tomemos
a,B < kT con a # [3, entonces d, ¢ Wp, entonces existe j € {1,...,n} tal
que z§ ¢ Uf. Por ello gs(x$) ¢ I; porque gz~ [I;] C Ujﬁ, como consecuencia
gs ¢ O,. Esto muestra que O, N E = {g,} para toda a < s*. Por lo
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tanto hay F € [C,(X,J(n))]"" discreto, lo cual contradice el hecho de que
S(Cy(X, T(n)) = 5.
Por lo tanto s(X™) < s(C,(X, J(n))).

Ahora demostremos que s(C,(X, J(n))) < s(Cy(X) x Cp(X)), para ello ob-
servemos la siguiente propiedad del erizo métrico de n-espinas.

Afirmacion 8. J(n) se encaja en R? para todo n € w.
En efecto. Definamos v : J(n) — R? como:

(0,0) si zr € {0}
() =
(t,kt) si x=(t,k) €}

para todo k € {1,...,n}. Observe que si z,y € I, se tiene lo siguiente:

d(y(z),v(y)) < (n+1) - p(z,y).
En efecto. Se tienes dos casos:

CASO 1. x € I U{0}, y € I, U{0} con k # m.

Si z € I, U{0}, y € I, U{0} con k # m, entonces d(y(z),v(y)) <
d(v(z), (0,0)) +d((0,0),v(y)) = tv/1 + k2 + sv/1 + m2. Se sigue que si k < n
y m < neentonces V1+Ek2 <n+1yvV1i+m?<n+1, asidy(z)y(y) <
(n+1)(s+t)=(n+1)p(x,y).

CASO 2. xz,y € I, U{0}.

Siz,y € I,U{0}, se tiene que d(y(z),v(y)) = [t—s|vV1+ k* = (n+1)-|t—s| =
(n+1D)p(z,y).
En consecuencia se tiene que v : J(n) — R? es continua, mds atin es claro

que 7 es inyectiva y por lo tanto J(n) = v[J(n)]. X
Se sigue por la afirmacién 3 que C,(X, J(n)) C C,(X, R?). Luego

s(Cp(X, J(n))) < s(Cp(X,R?)),

dado que C,(X,R?) = C,(X)xC,(X), se tiene que s(C, (X, R?)) = s(C,(X) x
Cyp(X)). Por lo tanto s(Cy(X, J(n))) < s(Cp(X) x Cp(X)). n

4.3.4 Corolario. Para todo espacio Tychonoff infinito X,

s"(X) = s7(Cp(X)).

Demostracion. Sea X; una copia homeomorfa de X para toda ¢ € N. Por
ello Cp(X)™ es homeomorfo a Cp, (X1 @& --- @ X,,). Sea ¥, = X; & --- & X,
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para toda n € N. Por lo que Y* es una unién finita de espacios homeomorfos
a X* para toda k € N. Como s no se incrementa en uniones finitas, se tiene
que s(Y,F) < s(X*) < s*(X) para toda k € N. Se sigue que s*(V,,) < s*(X)
para toda n € N. Aplicando ahora el teorema anterior (4.3.2) tenemos que
s(Cp(X)™) = s(Cp(Yn)) < s*(Cp(Yn)) < s*(Y,) para toda n € N. Por lo
tanto, s*(Cp(X)) < s*(X).

Por otra parte, por 4.3.3, s(X™) < s(C,(X) x Cp(X)) < s*(C,(X)) para toda
n € N. Consecuentemente, s*(X) < s*(C,(X)).

Por lo tanto, s*(X) = s*(C,(X)). n

4.3.5 Corolario. 5i X y Y son espacios topolégicos Tychonoff infinitos tales
que X ~'Y | entonces s*(X) = s*(Y).
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Apéndice A

Funciones cardinales
topologicas

A.1. Definiciones y resultados basicos

En este apéndice introducimos las funciones cardinales. Las funciones car-
dinales tratan de extender varios conceptos bien conocidos de la Topologia
General tales como ser primero y segundo numerable o separable. En es-
te sentido, estds nos permiten formular, generalizar y demostrar resultados
de esta indole de una manera concisa y elegante. Por otro lado, estas nos
permiten realizar comparaciones cuantitativas entre algunas propiedades to-
poldgicas. Por ejemplo, un resultados bastante conocido es que todo espacio
segundo numerable es separable, sin embargo en teoria de funciones cardi-
nales el «reciproco» de dicho resultado establece que un espacio regular y
separable tiene una base de cardinalidad no mayor a 2%°. En resumen, la pre-
sencia de las funciones cardinales ha sido un factor que ha unificado varios
aspectos de la Topologia General y que ha motivado la creacién y desarrollo
de nuevas ramas de ésta.

A.1.1 Definicién. Una funcién cardinal es una funcién ! ® definida en la
clase de los espacios topoldgicos que toma valores en la clase de todos los
cardinales y asigna a todo espacio topolégico X un ntimero cardinal ®[X] tal
que ®[X] = ®[Y] para cualquier par de espacios X y Y homeomorfos.

El ejemplo més simple de una funcién cardinal es la cardinalidad misma de
un espacio X. Sin embargo, en el estudio de funciones cardinales estamos

IEsto es un abuso de lenguaje, pues una funcién no puede estar definida en la clase de
todos los espacios topoldgicos, ya que estos no forman un conjunto.
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interesados en espacios que son infinitos, motivo por el cual obligamos a
que las funciones cardinales s6lo tomen valores infinitos. Quiza las funciones
cardinales méas conocidas son el peso, la densidad y la celularidad de un
espacio X, cuyas definiciones se presentan a continuacion

A.1.2 Definicién.
1. El peso de un espacio topoldgico X es el nimero cardinal
w(X) =min{|B]| : B es una base de X'}
2. La densidad de un espacio topologico X es el nimero cardinal
d(X) =min{|D|: D C X =clx(D)}

La siguiente funcion cardinal proporciona informacién de las bases locales en
los espacios topoldgicos.

A.1.3 Definicién. Sea X un espacio topoldgico.

1. Dado x € X, el cardcter de X en el punto x es el nimero cardinal
infinito:

X(X, ) =min{|B(x)| : B(x) es base local para z} + w
2. El cardcter del espacio X es el nimero cardinal
V(X) =sup{x(X, ) : v € X}.

A continuacién mostraremos la relacion que hay entre las funciones cardinales
peso y caréacter, dicha relaciéon muestra que el peso domina al caracter.

A.1.4 Proposicién. Para todo espacio topologico se satisface: x(X) <w(X).

Demostracién. Sea B una base de X tal que |B| =w(X). Fijemos z € X
de manera arbitraria y definamos: B, = {U € B : z € U}. Claramente B, es
una base local para x en X. Asi por definicién de x (X, x), se tiene que:

V(X.2) < |B.] < w(X).

Por ello se sigue que w(X) es cota superior del conjunto {x(X,z):x € X}, vy
como x(X) es el supremo de dicho conjunto, se concluye que x(X) < w(X).
n

Recordemos que una familia V C 7(X)\{0} se llama familia celular si para
cualesquiera V,W € V con V # W se satisface que VNW = (), asi definimos
la siguiente funcién cardinal.
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A.1.5 Definicion. La celularidad de un espacio topolégico X es el ntimero
cardinal

c(X) =sup{|V| : V es una familia celular en X}

Sic(X) = Ny, decimos que X satisface la condicion de cadena contable (ccc)
o que tiene la propiedad de Souslin. Es inmediato que ¢(X) < d(X) < w(X).

La nocién de espacio de Lindelof se puede generalizar de la siguiente manera,
dado un cardinal k£ > w si de toda cubierta abierta de un espacio X es posible
extraer una subcubierta abierta de cardinalidad a lo méas x decimos que dicho
espacio es k-Lindeldf. Esta nocién da lugar a una nueva funcién cardinal, el
numero de Lindelof de un espacio X.

A.1.6 Definicién. El niimero de Lindelof de un espacio topolégico X es el
numero cardinal

1(X) =min{x > w : X es k-Lindel6f}

A continuacion describiremos varias funciones cardinales relativas a propie-
dades de bases y bases locales o similares.

A.1.7 Definicién. Una familia N C P(X) es una red para el espacio to-
polégico X, si para cada U C X abierto y x € U existe N € N tal que
reNCU.

Una red es casi lo mismo que una base; la diferencia consiste en que los
miembros de la red no son abiertos necesariamente. En particular, toda base
es una red. Un ejemplo de una red para un espacio X es {{z} : x € X}.
Es sencillo demostrar que un espacio con una red numerable es separable. El
reciproco es falso, para ello basta considerar la recta de Sorgenfrey.

A.1.8 Definicién. El peso red de un espacio topoldgico X es el nimero
cardinal

nw(X) := min{|N| : N es red para X} +w

A.1.9 Definicion. La densidad hereditaria de un espacio topoldgico X es
el niimero cardinal

hd(X) :=sup{d(Y) : Y C X}

A.1.10 Teorema. Sean {X, : a € C} una familia no vacia de espacios
topoldgicos no vacios y k > w, donde |C| < k.

Si nw(X,) < K para todo a € C, entonces nw( [[ Xa) < k.
acC
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Demostracién. Para cada o € C, sea N, C P(X,) una red para X, tal
que |N,|= nw(X,). Asi consideremos la familia

N:={N 7 '[P]: P €N, paracada i € {1,...,n}}
i=1

Afirmacion 1. N es una red para [[ X,.

acC
En efecto. Sea U C [] X, abierto no vacio y f € U. Por ello existe
acC
N7 U] € [I Xa tal que f € N a'[U;] € U, donde U; € X,, abier-
i=1 acC =1

to y ademds f(«;) € U; para cada i € {1,...,n}.

Como U; C X,, abierto y f(a;) € U; para cada i € {1,...,n}, existe
P, € N,, tal que f(o;) € P, C U; para cada i € {1,...,n}. Mds ain no-
te que 7 '[P;] C m '[U;], por ello

3

=1 )

1

Por lo tanto N es una red para [[ X,. X

acC
Ahora comprobemos que |N| < &, para ello sea T un conjunto de cardinali-
dad k. Como |N,| < |T| para cada a € C, existe una funcién i, : Ny — T
inyectiva para cada « € C'. Asi definamos la siguiente funcién

g:N—= |J(I"x T") dada por

neN

w;il[Pi]) = (01, iay (PL), o i, (B))

v () mol[P] € N g

=1 =1

s

Claramente g es una funcién inyectiva, més atin la cardinalidad de |J (I" x
neN
T™) no excede a k. Efectivamente

U@ xT) <Y 7" x T <w-[I"xT"<w-K-K=Kk.
neN neN

De ello podemos concluir que |N| < k.

Por lo tanto nw( [[ X,) < &. -
acC

Para el caso de la densidad enunciamos el siguiente resultado césico (remiti-
mos al lector al ariculo [8] para una demostracién).

A.1.11 Teorema (Hewitt-Mardeciz-Pondiczery). Sea k un cardinal infinito
y sea { X, : a € A} una familia no vacia de espacios topoldgicos. Si d(X,) <
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Ky |Al <2, entonces d(],c4 Xa) < 5.

A.1.12 Proposicion. Para todo espacio topologico X no vacio, las propie-
dades siguientes se satisfacen:

(1) Para todo Y C X, nw(Y) < nw(X).
(2) d(X) < nw(X)

Demostracién. (1) Sea N una red para X, con la propiedad |N| = nw(X).
Con ello consideremos a la siguiente familia de subconjuntos de Y

Ny ={NNnY:NeN}

Note que Ny es una red para Y.

Efectivamente. Sean U € 7(Y) y y € U. Como U € 7(Y) y Y tiene la
topologia de subespacio respecto a X, entonces existe V' € 7(X) tal que
U=VnNY. Luego como y € U, entonces y € V y y € Y, por ello existe
N eNtalqueye N CV.

Por lo tantoy € NNY CVNY =U, es decir Ny es red para Y.

Ahora definamos la siguiente funcién

® : Ny — N dada por
VINNY)eENy : &(NNY):=N

Observe que ® es una funcién inyectiva, para ello sean (N;NY'), (NoNY') € Ny
tales que ®(N; NY) = (N, NY), entonces Ny = No. Asi NyNY = NoNY,
es decir ® es inyectiva.

Por lo tanto [Ny | < |N| = nw(X).

Asi por definicién de peso red nw(Y) < |[Ny| < |N| = nw(X).

(2) Sea N una red para X, con la propiedad |N| = nw(X). Para cada N €
N\{0} fijemos zx € N, y denotemos al conjunto de estos por

D:={xy: N e N\{0}}.

Afirmamos que D es denso en X.

Efectivamente. Sea U € 7%(X) arbitrario, entonces existe x € U. Como N es
red para X, entonces existe N € N\{(} tal que z € N C U. Por ello z € D
yvasizx e DNU.

Por lo tanto D es denso en X.

Ahora de manera natural podemos definir la siguiente funcién

v : D — N dada por:
Vey € D:VU(xy) =N
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Es fécil observar que U es una funcién inyectiva. Para ello sean xy,, zy, € D
tales que ¥(zy,) = ¥(zy,), entonces N; = N,. Luego por definicién de D se
tiene que Ty, = zn,.

Por lo tanto ¥ es inyectiva, asi |D| < |N| = nw(X).

Por todo lo anterior y la definicién de densidad d(X) < |D| < nw(X).

Por ello queda completamente demostrada nuestra proposicion. =

A.1.13 Corolario. Para todo espacio topolégico X se satisface hd(X) <
nw(X)

Demostracion. Por la proposicion A.1.12 tenemos que para todo espacio
topoldgico X no vacio y todo subespacio ¥ de X

diY) < nw(Y) < nw(X)

Es decir, nw(X) es cota superior del conjunto {d(Y) : Y C X} y como hd(X)
es el supremo de este conjunto, tenemos que hd(X) < nw(X); con lo cual
queda demostrado el colorario. -

La siguiente proposiciéon proporciona dos interesantes cotas para la cardina-
lidad de espacios Ty y espacios Hausdorff.

A.1.14 Proposicién.

(1) Si X es un espacio Ty entonces | X| < 2m(X),

(2) (Péspisil) Si X es un espacio Ty entonces | X| < 227,
Demostracién. (1) Fijemos una red N de modo que |N| = nw(X). Para
cada z € X, definamos N, = {N € N : 2z € N}. Es claro que N, C N y por
ello N, € P(N) para cada x € X. De esta manera ¢ : X — P(N) definida
por ¢(z) =N, (z € X) es una funcién bien definida.

Verifiquemos que ¢ es inyectiva. Supongamos que x,y € X son elementos
diferentes. Como X es Ty, existe un abierto U de modo que |U N{z,y}| = 1.
Six € U entonces y ¢ U. Por ser N una red en X existe N € N tal que
x € N CU. Luego, N € N, y N € N,,. En consecuencia ¢(x) # ¢(y). Si
ocurre que y € U entonces x ¢ U. Y como N una red en X existe M € N tal
que y € M CU. Luego, M € N, y M ¢ N,. Asi, se sigue que ¢(z) # ¢(y).
Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Como ¢ es inyectiva, | X| < |P(N)| = 27X,
(2) Considere un subconjunto denso D C X de modo que d(X) = |D|.
Para cada © € X definimos D, = {F C D : z € clx(E)}. Resulta que
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¢: X — P(P(D)) definida por

es una funcion bien definida. Mas ain, como X es Hausdorff, ¢ es inyectiva
(la inyectividad de ¢ implica que | X| < 22"). Efectivamente, suponga que
x,y € X son elementos diferentes. Entonces existen abiertos ajenos U,V
tales que z € Uy y € V. Como D es denso en X, clx(U) =clx(DNU)y
clx(V)=clx(DNV). Por la forma en que fueron seleccionados los abiertos
UyV,zecdx(U)=cx(DNU) peroy € clx(U) = clx(DNU). Esto
implica que DNU € D, \ D,,. De esta manera, ¢(x) # ¢(y). n
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Apéndice B

El teorema de factorizacion de
Arhangel’skii

Ahora formularemos el teorema de factorizacién de espacios de funciones,
pero para la prueba de este utilizaremos un teorema de factorizacion debibo
al mateméatico ruso Alexander Vladimirovich Arhangel’skii publicado en el
ano 1982 en el articulo «Factorization theorems and function spaces: stability
and monolithicity».

Antes de enunciar y probar dicho teorema definamos que es una factorizacion
y una propiedad de esta.

B.0.1 Definicién. Dadas dos funciones f : X — Z y p: X — Y decimos
que f se factoriza a través de p si existe una funcién g : Y — Z tal que

f=gop.
B.0.2 Proposicion. f se factoriza a través de p si y solo si para cualesquiera

r1, 9 € X sip(xy) = p(x2), entonces f(x1) = f(x2).

Demostracién. [=] Sean z1,25 € X arbitrarios tales que p(z1) = p(x2).
Luego g(p(z1)) = g(p(x2)) ya que g es funcién. Por lo tanto f(x1) = f(x2).

[«<] Sea y € Y, se tienen dos casos.

CASO (1).y € Y\p[X]. Siy € Y\p[X], entonces fijemos z € Z. Y definamos
g:Y — Z por medio de g(y) = z para toda y € Y\p[X]. Luego es claro que

f=gop, pues f(x) =2z = g(y).

CASO (2). y € p[X]. Si y € p|X], entonces existe z € X tal que y = p(x) y
definamos g(y) = f(x). n
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B.0.3 Teorema (de factorizacion de Arhangel’skii). Sean {X, : a € A}
una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios, k un numero cardinal
infinito y X := ] cu Xa-

815 es un subespacio denso de X tal que hd([],cc Xo) < K para cada C' €
[A]S*, entonces para toda funcién continua f : S —Y con x(Y) < k, existen
B € [A]S* y una funcén continua g : pg(S) — Y con la propiedad de que
f(s) = g(pp(s)) para toda s € S, es decir f = gopp |s.

Demostracién. Para cada s € S, sea y = f(s). Como x(Y) < &, podemos
fijar una base local B, de y en Y tal que |B,| < k.

Como f : S — Y es continua, para cada W € B, fijemos U(W) abierto
candnico en X tal que s € UW) y fIUW)NS] C W. Con lo anterior
definamos v, = {U(W) : W € B,}, es claro que |ys| <  ya que para cada
U € ~, se tiene que s € U y exite W vecindad de y en Y tal que f[UNS] C W.

Ahora para cada s € S definamos Ly = (J{K(U) : U € s}, es claro que
Ly C Ay ademés por lo anterior |Lg| < k.

Por recursién matemética construiremos una sucesién {S; : i € w} de sub-
conjuntos de S y una sucesion {L; : i € w} de subconjuntos de A tales
que para cada 1 € w, |Lz| < kK, Ly C Li+17 ’Szl < KRY S; C Si+1‘ Sea
so € S fijo y arbitrario y consideremos Sy = {so} y Lo = (. Defina-
mos Ly = Lo U (U{Ls : s € So}), es claro que Ly = (J{Ls,} = Ls, ¥
Ly C A, ademds |Li| < K ya que |Lg,| < k, es decir L; € [A]S*. Por ello
hd([[ner, Xa) < K, dado que pg, es continua y sobreyectiva; mds atin S es

denso en X de lo cual se tiene que pr,[S] es denso en [] ., Xa-

Como hd(][,e, Xa) < &, entonces d(py, (S)) < &, por ello existe Z C pr, [S]
denso en pr, [S] tal que |Z| < k. Ahora para cada z € Z fijemos s, € S tal que
pr,(s.) = z y definamos S* = {s, : 2 € Z}, es claro que |S?| < k y ademés
pr,(S') = Z. Luego como pg, [S] es denso en [[ ., Xo v pr,[S'] es denso en
pr,[S], se tiene que pr,[S'] es denso [],c,, Xo. Sea S1 = Sy U S', es claro

por lo anterior que |S1| < &, esto termina el primer paso de construccion.

Supongamos que para k € w\1l los conjuntos Sy y Ly tales que |Sk| < &,
|Ly| < k, L; C Lix1 y S; € Siy1 para toda i € {1,...,k} han sido definidos.
Sea Ly = Ly U (U{Ls : s € Si}) por la suposicién hecha y dado que
|Ls| < k para toda s € S, se sigue que |Lyy1| < k£ y ademds Ly C A, es
decir Ly, 1 € [A]S". Por ello hd([1.er,,, Xa) < £, dado que py, ,, es continua
y sobreyectiva; més atin S es denso en X por lo que py,,,[S] es denso en

HO(ELk+1 XO‘ :
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Como hd([],er,,,
PLy.. [S] denso en py, ., [S] tal que |Z| < k. Ahora para cada z € Z fijemos

s. € S tal que pr,,,(s.) = z y definamos S*!' = {s, : z € Z}, es claro
que |S*| < k y ademés pr,,, [S"!] = Z. Luego como pr, ,,[S] es denso en
[Licr,,, Xo v pr, [S5+1] es denso en pg,.,[S], por ello pr,,,[S*] es denso

Xa) < K, entonces d(pyr,,,[S]) < k y por ello existe Z C

HaeLk+1 X Sea Spy1 = S, USH1 es claro por lo anterior que |Siy1| < A.
Ya construidas las sucesiones {S; : i € w} y {L; : i € w}, sean L = |J,o,, L
y 5% = Upew Sk- Note que |[L| < k y [S*| < K, ademds L C Ay S* C S, es
decir L € [A]SF y S* € [S]s".

La siguiente afirmacién es sencilla de demostrar.
Afirmacion 1. Si B C L finito, entonces B C L; para algin ¢ € w.

Afirmacion 2. Si s € S*y W es vecindad de f(s) en Y, entonces existe un
abierto canénico U de X tal que s € U, K(U) C Ly f[U] C W.

En efecto. Como s € S*, entonces existe k € w\1l tal que s € Si. Luego
como W es vecindad de f(s) en Y y S, C S, existe U(W) € ~, tal que
fIUW)] € W. Ademas K(UW)) C Ly C L. X

Ahora demostremos que pr[S*] es denso en pr[S]. Como S es denso en X,
entonces pr[S] es denso en p,[X] = X y S* C S, bastard demostrar que
pr[S*] es denso en X,

Para ello hay que mostrar que si U es un abierto canénico de X y K(U) C L,
entonces U N S* # (). Efectivamente, sea U abierto canénico no vacio de X
tal que K(U) C L. Como K (U) es finito, entonces por la Afirmacion 1 existe
k € w\1 tal que K(U) C L. Ya que pr,[S*] es denso en X, se tiene que
cualquier abierto no vacio de X, tiene interseccién no vacfa con py, [S*].
Luego existe s € S* C S* tal que pr(s) € pr[U]. Asi s € U y por ello
UnNS* #0. Por lo tanto pr[S*] es denso en pr[X] = X.

Afirmacion 3. Si U es un conjunto abierto en X y s € S son tales que
pL(s) € pr[U], entonces f(s) € cly (f[U N S]).

En efecto. Supongamos para crear una contradiccion que f(s) ¢ cly (f[UNS]).
Por ello existe una vecindad W de f(s) en Y tal que W € By, vy ademds
W N flUNS] =0, mds ain por la regularidad de ¥ podemos suponer sin
pérdida de generalidad que cly (W)N cly (f[U N S]) = 0.

Ahora dado que f es una funcién continua y W € By(,), entonces existe
U, € 7, abierto canénico en X con s € Uy y tal que f[U;NS] C W. Sabemos
ademds que py, es una funcién abierta, luego pr[U] NpL[U1] es abierto en X,
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ademds p, [U]Np.[U1] # 0 ya que pr(s) € pL[U]Npr[Us]. Dado que p[S*] €
X1 = clx, (pr[S*]), entonces existe sy € S* tal que pr(so) € pr[U] NpL[Uy].

Subafirmacion. f(sg) € cly (f[UNS]).

En efecto. Supongamos para crear una contradiccién que f(sg) ¢ cly (f[U N
S]), por ello existe Wy € By (s, tal que f[U N S| N Wy = (. Dado que W, €
Brso), entonces existe Uy € 7,5, abierto canénico no vacio de X tal que
flUo N S] € Wy. Por ello se tiene que

flunS|nflionS]C flUNSINWy =0

pero flUNU,NS]) C fIUNS]N f[UyNS] =0, luego fIUNU;NS]=0. En
consecuencia U NUyNS =0y como S C X = clx(5), entonces U N Uy = .
Observe que esto es imposible, ya que K(Uy) C Ly por ello Uy = [[,c4 UY.
Asi dada r € X, sea § € A y definamos

_fr(B) si B¢ K(Uo)
r(6) = { so(B) si B € K(Uy)

de este modo r € Uy, ademads es tal que pr(r) = pr(so). Luego como pr(sg) €
pr|U] N pr|Ui], entonces existe m € U tal que pr(m) = pr(so), lo cual es una
contradiccién pues U NUy = (). Esto demuestra que f(sg) € cly (f[UNS]), lo
cual termina la Subafirmacion 1. [

Subafirmacion 2. f(so) € cly (f[U; N S)]).

En efecto. Supongamos para crear una contradiccién que f(sg) ¢ cly (f[U N
S]), por ello existe Wi € By, tal que f[U3 NS] N W, = . Dado que
W1 € By(s,), entonces existe Uy € 7, abierto canénico no vacio de X tal que
flUs NS} C Wy. Por ello se tiene que

flUN SN flU,NS]C flUNS| N =10

pero flU1NU,NS]) C flULNS]| N f[Uz N S] =0, luego f[U; NU;NS] = 0.
Porello Uy NU; NS =0y como S C X = clx(S), entonces Uy N Uy = 0.
Observe que esto es imposible, ya que K (Us) C Ly por ello Uy =[] .., U2.
Asi dada r € X, sea f € Ay definamos

_ [ r(B) s B¢ K(Us)
r(8) = { so(B) si B e K(Us)

de este modo r € U,, ademas es tal que pr(r) = pr(so). Luego como py(so) €
pr|U]Npr[Ui], entonces existe m € Uy tal que pr(m) = pr(so), lo cual es una
contradiccién pues Uy N Uy = . Esto demuestra que f(sg) € cly (f[U1 N S)),
lo cual termina la Sub afirmacion 2. [

a€A
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Por 1ltimo es claro que cly (f[U; NS]) C cly (W), por ello
cly (f[U N SN ely (FIUNS]) C cly(W)N cly (fF[UNS]) =0

ast cly (f[UINS))N cly (f[UNS]) = 0, pero f(so) € cly (f[ULNS])N cly (f[UN
S]) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(s) € cly(f[U N S]), esto
termina finalmente la Afirmacion 3. X

Con todo lo anterior procedamos a demostrar que f se factoriza a través de
pr s, asi por la proposicion B.0.2 bastara demostrar que para cualesquiera
S1,52 € S si pr(s1) = pr(s2), entonces f(s1) = f(s2). Antes de ello hagamos
la siguiente observacion.

Observacion. Para cualquier vecindad W de s1 en S, f(s2) € cly (f[W]).

Efectivamente. Sea W vecindad de s; en S arbitraria, entonces existe U
abierto en X tal que s; e Uy UNS = W. Como sy € Sy pr(s1) = pr(sa) €
pr[U], entonces por la Afirmacion 3 se sigue que f(s2) € cly (f[UNS]). Pero
cly (flUNS] = cly (f[W]). Por lo tanto f(s2) € cly (f[W]). B

Con esto procedamos a demostrar lo anterior, para ello supongamos para
crear una contradicciéon que f(s1) # f(s2). Como Y es Hausdorff existen A
y B abiertos ajenos en Y tales que f(s1) € Ay f(s2) € B. Ya que f es
continua en s, entonces existe W abierto en S tal que s; € Wy f[W] C A,
asi fIW]NB C AN B =1 de lo cual se sigue que f[W]N B = (.

Esto tultimo implica que f(s2) ¢ cly (f[W]) lo cuél es una contradiccién a la
observacién hecha anteriormente. Por lo tanto f(s1) = f(s2), es decir f se
factoriza a través de pp [|s. Ahora definamos la funcién g : pr[S] — Y por
medio de la regla

g(s1) = f(s) donde s; = pL(9).

es claro que g esta bien definida por lo anterior, ademas g o p;, [s= f. Por
ultimo demostremos que g es continua. Sea s € S, definamos sy, = pr(s) y
y = f(s) = g(sp). Hay que demostrar que si W es una vecindad de y en Y,
entonces existe una vecindad V' de sy en X, tal que g[V Np[S]] C W. Sea
W una vecindad abierta arbitraria de y en Y, fijemos una vecindad abierta
Wi deyenY tal que y € Wy C cly (W) C W.

Como f es continua existe un abierto candénico U en X tal que s € U y
flUNS] € Wy, entonces V' = pp[U] es una vecindad de s en Xp. Sea
z € g[V Npr[S]] € W, entonces existe s € S tal que pr(s’) € V N pL[9]
y g(pL(s’) = z. Note que pr(s') € V, entonces por la Afirmacion 3 f(s') €
cly (f[UNS]). Pero f[UNS] C Wy, asi cly (f[UNS]) C cly(Wy) C W, por
ello f(s") € W. Por lo tanto z € W, ya que f(s') = z. n
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Apéndice C
Lema del A-sistema

Este apéndice tiene como funciéon mostrar un resultado muy importante de la
teoria de conjuntos, que parece no tener relacién con la topologia general. Sin
embargo, la relacion es mas que estrecha, ya que este surgié al momento que
Sanin demostré que la propiedad ser calibre, es una propiedad productiva. Los
alcances de este resultado son de gran escala tanto en la teoria de conjuntos
como en la topologia general.

C.0.1 Lema. Para cada n € N, la proposicion A,, es verdadera; donde

A,,: Para toda familia A de cardinalidad w, y formada por conjuntos de
cardinalidad n, existe una familia B C A de cardinalidad wy y un con-
Junto finito F' (posiblemente vacio) de modo que F = AN B para todos
A, B € B diferentes.

Demostraciéon. Haremos la prueba por inducciéon matematica.

Supdngase que n = 1 y que A es una familia de cardinalidad w; de conjuntos
de cardinalidad uno. Como cada elemento de A es de cardinalidad uno, si
dos elementos de A son diferentes entonces son ajenos. Esto sugiere definir
B=Ay F =(. Estos dos conjuntos muestra que A; es verdadera.

Supongamos ahora que la proposicion A, es verdadera y que A es una familia
de cardinalidad w; de conjuntos de cardinalidad n + 1.

Afirmacion. Existe una familia maximal 4 C A respecto de la contencion
y con la propiedad de que cualesquiera dos elementos diferentes de p son
ajenos.
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Demostracion de la afirmacion: Definamos
G={u CA: (VA,Be€ u)(A#B— ANB=10)}

Obsérvemos que como A es infinita, podemos fijar un elemento A € A. Por
ello p ={A} € G. Asi, G es no vacia. Es facil demostrar que si {u, : @ € J}
es una cadena en (G, C) entonces | J,; tta € Gy ademds es una cota superior
para {ji, : @ € J} en (G, C). De esta manera, por el principio de maximalidad
de Hausdorff, (G, C) tiene por lo menos un elemento maximal . Note que p
tiene las propiedades requeridas en la afirmacion. X

Fijemos una familia maximal x4 como en la afirmacién anterior. Si |u| = wy
definamos B = p y a F' = (J; es claro que estos dos conjuntos muestran que
A,y es verdadera. Si || # wy entonces || < wy. Obsérvese que como i es
maximal, para cada P € A existe Q € p tal que PNQ # (. De esta manera,
si definimos para cada @ € pu, a la familia Ag = {P € A: PNQ # 0, se

tiene que
A=|]Aq
Qep

Como |Ag| = w1 y |p| < wy, existe @ € p tal que |Ag| = wi. Supongamos
que @ = {q1,---,Gns1}- Definamos, para cadai =1,...,n+ 1, a la coleccién
A;={A e Ag : ¢ € A}. Por ello

n+1

Ag = A
=1

Como |Ag| = wy, existe i € {1,...,n+1} de modo que A; tiene cardinalidad
wy. En consecuencia la coleccién € = {P \ {¢;} : P € A;} tiene cardinalidad
wy y esta formada por conjuntos de cardinalidad n. Debido a que A, es
verdadera, existe Gy C € de cardinalidad n y un conjunto finito GG tales que
AN B = G para cualesquiera A, B € Gy con A # B. Defina B = {C' U {¢} :
C € G}ty F = GU{g} Claramente los conjuntos B y F muestran que
A, 1 es una proposicién verdadera.

Por el método de induccion matematica, A,, es verdadera para todo n € N.
[

C.0.2 Lema (Lema de la Raiz Comtin o lema de Sanin)). Si A es una familia
no numerable de conjuntos finitos entonces existen:

'De lo contrario, existiria P € A para el cual PN Q # @ para todo Q € u. Luego la
coleccién pg = pU{P} € Gy 1 C o, lo cual contradice que p es maximal.
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1. una subfamilia B de A de cardinalidad wy y
2. un congunto finito F' (posiblemente vacio)
tales que AN B = F para cada A, B € B distintos.

Demostraciéon. Observe primero que como A es no numerable, existe una
subcoleccion de A de cardinalidad w;. De esta manera, podemos suponer que
A tiene cardinalidad w;. Por otra parte, como A \ {0} = J,.y{4 € A :
|A| = n}. Debe existir n € N de modo que |[{A € A : |A| = n} = w;y. Por
esta razén podemos suponer que todos los elementos de A tienen la misma
cardinalidad finita n € N. Por el inciso (1), existe B C A de cardinalidad
wi y un conjunto finito F' tales que AN B = F siempre que A, B € B sean
elementos diferentes. Esto muestra que (2) es verdadera. n
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