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3.1.1. Las máquinas de Turing como una descripción formal de los
algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2. La clase P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3. Las clases NP, NP-completo y NP -duro . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.4. Teorema de Cook-Levine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Caṕıtulo 1

Introducción

Esta tesis aborda una clase de problemas que teóricamente se pueden resolver pe-
ro que prácticamente son muy dif́ıciles de resolver. Problemas que trazan los ĺımites
entre lo teóricamente posible y lo prácticamente imposible. Esta clase de problemas
han sido estudiados ampliamente desde la teoŕıa de la complejidad computacional y
han sido clasificados como problemas NP-duros. Nosotros centraremos nuestra aten-
ción en estudiar sólo uno de esos problemas: el problema de satisfacibilidad booleana
que está al centro del estudio de los problemas NP-duros. En la actualidad, la in-
vestigación de operaciones ha resuelto el problema de encontrar soluciones factibles
y buenas a problemas NP-duros. Los procedimientos para resolver problemas NP-
duros usando una cantidad factible de recursos son métodos no deterministas, que
en ocasiones sacrifican la optimalidad o la factibilidad de las soluciones, que se ba-
san en la exploración estocástica del espacio de soluciones, se les conoce de diversas
maneras: “heuŕısticas” o “meta-heuŕısticas”.

Un ejemplo muy común donde podemos apreciar la importancia y utilidad de los
métodos heuŕısticos en el contexto de un problema NP-duro, el problema del agen-
te viajero. Una instancia del problema del agente viajero es la siguiente: Suponga-
mos que una persona tiene que recorrer cuatro ubicaciones que vamos a enumerar
como A, B, C y D, de manera que su recorrido inicie y termine en la ubicación A y
que recorra todas las ubicaciones. Cada transición de una ubicación a otra, es decir
cada viaje, tiene un costo. ¿Cómo escogemos el recorrido que tenga el menor costo?
En la Figura 1.1 podemos ver una representación gráfica de esta instancia en la que
cada nodo es una de las ubicaciones y el número asignado a cada arista es el costo
de hacer ese viaje.

Figura 1.1: Instancia del problema del agente viajero [1].

Una manera de resolver este problema podŕıa ser trazar la ruta a partir de la primera
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ubicación y seleccionar la siguiente en función de dos criterios: escoger la arista (o
viaje) que tenga menor costo y no seleccionar ubicaciones que ya hayan sido visita-
das. A esta estrategia se le llama glotona.

Si seguimos esta estrategia podemos ver que la solución que obtendŕıamos seŕıa la
siguiente permutación de las letras A, B, C y D:

A→ B → D → C → A

que tendŕıa un costo de 1+1+5+2 = 9. Este recorrido está representado gráficamente
en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Solución glotona a una instancia del problema del agente viajero [1].

No obstante, es claro que ésta no es la mejor solución. Una solución menos costosa
seŕıa la siguiente permutación de las letras A, B, C y D:

A→ D → B → C → A

que tendŕıa un costo de 3 + 1 + 2 + 2 = 8. Esta solución está representada en la
Figura 1.3.

Figura 1.3: Solución óptima a una instancia del problema del agente viajero [1].

Aunque la diferencia entre la solución óptima (8) y la solución que se obtiene usando
un algoritmo glotón (9) en este caso no difieren mucho, podŕıan hacerlo. De aqúı
podemos concluir que un algoritmo glotón no siempre encuentra el valor óptimo.
En este ejemplo, también es muy sencillo encontrar la solución óptima por simple
inspección, sin embargo cuando consideramos instancias más grandes esto se vuelve
muy dif́ıcil. Por ejemplo, consideremos la instancia del problema del agente viajero
representada en la Figura 1.4.
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Figura 1.4: Otra instancia del problema del agente viajero [56].

La instancia de la Figura 1.4 luce mucho más compleja que la de la instancia en la
Figura 1.1 esto se debe a que el número de posibles conexiones depende del número
de ubicaciones según un polinomio de orden cuadrado. Aún aśı, esta instancia to-
dav́ıa es pequeña y se puede encontrar su solución óptima a mano.

Un algoritmo que nos permitiŕıa encontrar de manera determinista la ruta menos
costosa, es decir la ruta óptima, seŕıa listar todas las posibles rutas y de cada una
de ellas calcular su costo, para después escoger la de menor costo.

El número de posibles rutas a seguir en una instancia del problema del agente viajero
depende factorialmente del número de ubicaciones. Por ejemplo, consideremos los 32
estados de México como las ubicaciones y el costo entre cada estado es el costo
dado por alguna ĺınea de camiones que conecta a todos los estados de la República.
Supongamos que salimos y terminamos en la CDMX. En este caso, tendŕıamos 32!
posibles rutas a considerar. Es decir:

32! = 263, 130, 836, 933, 693, 530, 167, 218, 012, 160, 000, 000.

Si a una computadora le tomara 0.0004 segundos calcular el costo de una de esas
rutas, entonces le tomaŕıa aproximadamente

483, 412, 030, 000, 000, 000, 000, 000 años

evaluar todas las posibles rutas.

De la inmensidad del tamaño del espacio de búsqueda surge la imposibilidad de re-
solverlo por medio de fuerza bruta, es decir considerar todas las opciones y tomar la
mejor. Y estrategias como los algoritmos glotones no ofrecen la solución óptima ni
siquiera en instancias muy pequeñas.

Frente a este problema, usamos métodos heuŕısticos. Éste es sólo un ejemplo de
los problemas de optimización combinatoria. Gracias a la diversidad de problemas
combinatorios que existen y que d́ıa a d́ıa surgen a partir de problemas de la vida
real, los métodos heuŕısticos tienen una amplia aplicación en contextos de la vida
real. En este trabajo investigaremos los métodos heuŕısticos para resolver el problema
de satisfacibilidad booleana.
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Objetivos de la tesis

El objetivo de este trabajo es estudiar métodos no determinista que sean factibles y
que nos ayuden a encontrar soluciones buenas para problemas combinatorios dif́ıci-
les, en particular para problema de satisfacibilidad booleana. Desarrollamos la teoŕıa
necesaria para formular con precisión este objetivo, es decir la teoŕıa de compleji-
dad computacional. Investigamos las heuŕısticas clásicas para resolver problemas de
optimización combinatoria en general e investigamos las heuŕısticas particulares di-
señadas para el problema del satisfacción booleana de decisión y de optimización.
Implementamos estos métodos y estudiamos el estado del arte a un nivel hemerográfi-
co de los solucionadores del problemas del SAT actuales. Por último, analizamos la
información que obtuvimos de la experimentación, concluimos y establecemos las
posibles aplicaciones y el trabajo relacionado.

Estructura de la tesis

Problemas de optimización combinatoria: En este caṕıtulo desarrollamos
intuitiva y formalmente las caracteŕısticas de un problema de optimización
combinatoria. Aśı como la necesidad de reolverlos y la variedad de contextos
en los que aparecen. Se visita la lista de Karp de problemas NP-completos.

La complejidad del problema de satisfacibilidad booleana: En este
caṕıtulo se demuestra el teorema de Cook-Levine, es decir que el problema
del SAT es NP-completo. Para hacer esta demostración se desarrolla formal e
intuitivamente la teoŕıa de computación necesaria.

Heuŕısticas: En este caṕıtulo se hace un recuento bibliográfico de las heuŕısti-
cas clásicas: Escalar las colinas, Búsqueda Tabú, Recocido Simulado, GRASP
y Algoritmos Genéticos. Y de dos heuŕısticas más recientes: Búsqueda por Ve-
cindades Variables y Optimización por Colonias de Hormigas. Estas heuŕısticas
fueron implementadas y estudiadas. En este caṕıtulo se presentan algunos re-
sultados de calibrar los parámetros de dichas heuŕısticas.

Heuŕısticas espećıficas para el problema del SAT: En este caṕıtulo se
hace una revisión bibliográfica de publicaciones recientes que revolucionaron
los paradigmas de las heuŕısticas para resolver el problema del SAT.

Análisis de las heuŕısticas: En este caṕıtulo estudiamos el desempeño y limi-
taciones de las heuŕısticas que implementamos sobre un conjunto de instancias
homogéneas.
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Caṕıtulo 2

Problemas de optimización
combinatoria

Mathematics can instruct us on
how to optimize. But what to
optimize—that remains a question
for humans.

Ben Orlin

En este caṕıtulo vamos a describir informalmente qué es un problema de opti-
mización combinatoria y mostraremos ejemplos de instancias de problemas de op-
timización combinatoria. Después definiremos formalmente qué es un problema de
optimización combinatoria. Por último formulamos el problema de satisfacibilidad
booleana, primero de una manera intuitiva y luego de manera estándar.

2.1. Problemas de optimización

Uno de los conceptos fundamentales de las matemáticas es el de optimización, es decir
escoger algunas variables para obtener el mejor resultado de algún proceso. Desde
que estamos en el bachillerato nos hablan de optimización, por ejemplo de encontrar
la mejor manera de recortar un cartón para hacer una caja sin tapa. Este clásico
problema que podemos ver en la Figura 2.1 se resuelve modelando el problema a
través de una función diferenciable y usando herramientas de cálculo para encontrar
las posibles soluciones. Los problemas de optimización que nos encontramos en la
vida real no siempre se pueden modelar a través de funciones diferenciables.

Figura 2.1: Instancia de un problema de optimización [53].
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2.1. PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 2.1.1

2.1.1. Ejemplos de instancias de problemas de optimización
combinatoria

A continuación vamos a describir algunos problemas de optimización combinatoria
y mostraremos una aplicación concreta de estos problemas, a esta aplicaciones les
llamamos instancias.

Problema de la mochila

Un ejemplo muy claro en el que una función diferenciable no modela el problema es el
problema de la mochila. En este problema, tenemos un conjunto de objetos en el
que cada uno tiene un costo y un beneficio y también tenemos una cota del máximo
costo a invertir. Esto se representa como una mochila con una máxima capacidad
de carga y un conjunto de objetos cada uno con un peso y una ganancia económica.
El problema de la mochila es: ¿cuál es el conjunto de objetos que representan la
mejor ganancia y tiene un costo admisible de acuerdo con la cota? En la Figura 2.2
podemos ver una ilustración de una instancia del problema.

Figura 2.2: Ejemplo de instancia del problema de la mochila.[11]

En este caso los objetos son cinco cajas, cada una tiene una ganancia y un costo.
La ganancia es el valor económico en pesos que tiene cada caja escrita y el costo
es el peso en kilogramos que también tiene escrita cada caja. Queremos llevarnos
el conjunto de objetos con mayor valor económico pero tenemos una restricción: en
nuestra mochila sólo podemos cargar 15 kilogramos. ¿Cuál es el mejor conjunto de
objetos que nos podemos llevar?

Es claro que, con una simple inspección podemos encontrar el mejor conjunto de
objetos. No obstante, la complejidad de este problema se puede apreciar en instancias
más complejas. Por ejemplo, supongamos que tenemos tres objetos y una mochila
con capacidad de 4 unidades. Los objetos están descritos en la siguiente tabla.

Objeto Objeto 1 Objeto 2 Objeto 3
Peso 3 2 2
Ganancia 1.8 1 0.9

Esta instancia también se puede resolver por simple inspección. Sin embargo, pode-
mos ver que no se puede resolver por un algoritmo glóton. Siguiendo un algoritmo
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glotón que escoja al objeto según la máxima ganancia o incluso según la máxima
razón entre el peso y la ganancia, escogemos el Objeto 1. Sin embargo, la solución
óptima es el conjunto que tiene a los objetos 1 y 2.

¿Cuál es el algoritmo para resolver las instancias del problema de la mochila? Otra
opción seŕıa identificar a cada conjunto de objetos con una secuencia de ceros y
unos. Aśı, el conjunto de objetos que sólo tiene al Objeto 1 seŕıa la secuencia: 100.
Y la secuencia que tiene a los objetos 1 y 2 seŕıa: 011. El espacio de búsqueda seŕıa
el conjunto de sucesiones de longitud 3 de ceros y unos. Este conjunto tiene 23 = 8
elementos. Entre más elementos, el espacio de búsqueda es más grande. Un algoritmo
que podŕıa resolver eficazmente este tipo de problemas seŕıa explorar cada una de
las opciones, otra vez este algoritmo se le conoce como método de fuerza bruta.

El problema del clan

Otro ejemplo de problema de optimización combinatoria surge en un contexto de
gráficas. Una gráfica es una tupla (N,E) donde N es un conjunto de nodos y E ⊆
N ×N es un conjunto de aristas. Para una gráfica, decimos que C ⊆ N es un clan si
es un conjunto de nodos en el que todos son adyacentes, es decir que hay una arista
que los une. Un k-clan es un clan de cardinalidad k.
En la Figura 2.3 podemos ver que en (A) el subconjunto de vértices en rojo no es un
clan, en (B) el subconjunto de vértices rojo śı es un clan pero no es un clan maximal
(es decir hay un clan más grande que contiene a esos nodos), y en (C) y (D) śı son
clans maximales.

Figura 2.3: Ejemplo de gráfica y de posibles clans [39].

En la instancia anterior es bastante sencillo encontrar un clan. Sin embargo la com-
plejidad de este problema aumenta con respecto al número de vértices. Por ejemplo,
no es inmediato cómo encontrar un 10-clan en la gráfica de la Figura 2.4.

Figura 2.4: Ejemplo de gráfica que tiene un 10-clan [35]

9



2.1. PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 2.1.2

¿Cómo podemos encontrar un algoritmo que dada una gráfica decida si tiene o no un
k-clan? Podemos, de la misma manera que hicimos con la mochila a cada subconjunto
de vértices identificarlo como una secuencia de ceros y unos. Dada una secuencia,
evaluar que todos los vértices 1 de la secuencia sean adyacentes. De esta manera
también podemos resolver este problema por medio de fuerza bruta, en el que el
espacio de búsqueda también depende exponencialmente del número de vértices.

Programación 0-1

El último ejemplo de problema de optimización combinatoria que vamos a mostrar
es el de programación 0-1. Dada una matriz A de n× n cuyas entradas sean: 0, 1 ó
-1 y un vector B de n números enteros, existe un vector x de n ceros o unos tal que:

Ax ≤ B.

Donde ≤ entre vectores significa que cada entrada de uno es menor o igual que la
entrada del otro. Un ejemplo de instancia de este problema podŕıa ser la siguiente. 1 2 3

−1 −5 −8
3 −2 0

x1

x2

x3

 ≤
−32

0


¿Cómo podemos encontrar un algoritmo que determine si ese vector exista? Cada
vector es una secuencia de ceros y unos. Podemos evaluar cada posible secuencia si
es que satisface o no la desigualdad. De la misma manera que con los otros ejemplos,
por un método de fuerza bruta podemos resolver este problema.

2.1.2. Definición formal de problema de optimización com-
binatoria

Ahora vamos a desarrollar formalmente la teoŕıa de los problemas de optimización
combinatoria. En general, los problemas de optimización combinatoria buscan la
mejor configuración de variables para obtener algún objetivo. Estos problemas se
pueden clasificar de acuerdo a si las variables son continuas o discretas. De acuerdo
con Papadimitriou y Stegilgitz [46] podemos definir un problema de optimización
combinatoria como sigue.

Definición 2.1.1. Un problema de optimización combinatoria es una tupla (I, f,m, g)
donde:

I es un conjunto de instancias para el problema,

dada una instancia x ∈ I, f(x) es el conjunto de posibles soluciones para la
instancia x (también lo llamamos el espacio de búsqueda de la instancia),

dada una instancia x y una posible solución y ∈ f(x), m(x, y) es la medida
de la solución (que a veces podemos representar como el costo de la solución o
como la eficiencia de la solución), y

g ∈ {max,min}.
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2.1. PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 2.1.3

Aśı un problema de optimización combinatoria se traduce en que dada una instancia
x ∈ I encontrar la solución y ∈ f(x) tal que:

m(x, y) = g{m(x, y′) | y′ ∈ f(x)}.

Resolver un problema de optimización combinatoria significa encontrar s∗ ∈ E tal
que s∗ sea un mı́nimo (máximo) global de la función f . Es decir,

∀s ∈ S f(s) > f(s∗) (f(s) < f(s∗)) .

A la solución s∗ le llamamos óptimo global y denotamos por S∗ ⊆ S al conjunto de
soluciones que sean óptimos globales.

Dentro de los problemas de optimización combinatoria existe una clase que llamamos
problemas NP-duros. En el siguiente caṕıtulo de este trabajo desarrollamos la teoŕıa
formal de estos problemas, pero por ahora podemos decir que son la clase de pro-
blemas para los que “quizás no existe un algoritmo determinista y eficiente que los
resuelva”. Problemas como el del agente viajero y el de la mochila son NP-completos.
La lista de problemas de optimización combinatoria que resultan ser NP-completos
es inmensa y muchos problemas de optimización combinatoria que son necesarios en
la práctica son NP-completos.

2.1.3. Formulación del problema del SAT

En 1971 los matemáticos Stephen Cook y Leonid Levin sentaron las bases de la
teoŕıa de complejidad computacional al demostrar que el problema de satisfacibili-
dad booleana es un problema NP-completo [12]. En 1972 el matemático Richard Karp
publicó una lista [33] de problemas que también son NP-completos. El famoso libro
de Michael Garey y David S. Johnson de 1979 [24] tiene muchos más ejemplos de pro-
blemas NP-completos, pero la lista está en continua construcción y en páginas como
[60] se pueden encontrar más actualizaciones de la lista de problemas NP-completos,
aunque ésta lista tampoco está completa. En la práctica, los problemas de optimiza-
ción que son tes son problemas NP-duros que no están en P.

Un mismo problema de optimización combinatoria puede tener tres formulaciones
equivalentes: decisión, optimización o evaluación. El problema de la satisfaci-
bilidad booleana está enunciado originalmente como un problema de decisión. Para
escribirlo como problema de optimización necesitamos saber que las fórmulas en
lógica proposicional son sucesiones de śımbolos que abstraen proposiciones, es decir,
enunciados que pueden ser escritos en lenguaje natural y que pueden ser catalogados
como verdaderos o falsos, y se combinan por medio de conectivos lógicos: “no ...”,
“... y ...”, “... o ...”, “si ... entonces”, y “... si y sólo si... ”. Mientras que es necesario
establecer los detalles para definir las fórmulas en lógica proposicional, por ahora es
intuitivamente claro que un ejemplo de fórmula es:

(P → Q)→ P ∧ (¬R ∨Q),

que en español se lee “P implica Q si P y no R o Q ” donde P,Q y R son proposiciones.
En este contexto, a cada proposición le podemos asignar un 0 si es falsa o un 1 si
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es verdadera. También en este contexto interpretamos a cada uno de los conectivos
lógicos como operaciones entre ceros y unos. Con esto, dados valores de verdad para
las proposiciones podemos calcular el valor de verdad de la fórmula. Por ejemplo, la
siguiente tabla de verdad nos ilustra que la asignación es verdadera cuando P = 1,
Q = 1 y R = 0 pero es falsa cuando P = 0, Q = 0 y R = 1.

P Q R (P → Q) ¬R (¬R ∨Q) P∧(¬R∨Q) (P → Q)→ P ∧ (¬R ∨Q)

1 1 0 1 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 0 0

Tabla 2.1: Ejemplo de tabla de verdad para una fórmula proposicional en general.

Podemos enunciar este problema de decisión como un problema de optimización ya
que dada una fórmula en lógica proposicional existe otra fórmula equivalente en forma
normal conjuntiva. Una fórmula está en forma normal conjuntiva si es la conjunción
de fórmulas que son disyunciones de proposiciones o negaciones de proposiciones. A
continuación mostramos el procedimiento para escribir esta fórmula en forma normal
conjuntiva.

(P → Q)→ P ∧ (¬R ∨Q) La fórmula original

¬(P → Q) ∨ (P ∧ (¬R ∨Q)) Usando la definición de →.

¬(¬P ∨Q) ∨ (P ∧ (¬R ∨Q)) Usando la definición de →.

(P ∧ ¬Q) ∨ (P ∧ (¬R ∨Q)) Usando leyes de DeMorgan

(P ∨ (P ∧ (¬R ∨Q))) ∧ (¬Q ∨ (P ∧ (¬R ∨Q))) Distributividad de ∨ en ∧.
((P ∨ P )∧

(P ∨ (¬R ∨Q)))∧
(¬Q ∨ (P ∧ (¬R ∨Q))) Separamos en renglones las cláusulas,

quitamos paréntesis y distribuimos ∧.
sobre ∨.

(P∧
P ∨ ¬R ∨Q∧

(¬Q ∨ (P ∧ (¬R ∨Q))) Usamos la idempotencia y,

quitamos paréntesis.

(P )∧
(P ∨ ¬R ∨Q)∧

(¬Q ∨ P )∧
(¬Q ∨ ¬R ∨Q) Distribuimos ∨ sobre ∧.

La fórmula anterior es equivalente a la fórmula del ejemplo en el sentido en que ésta es
satisfacible si y sólo si la otra lo es. Se puede demostrar que cada fórmula en un lenguaje

12



2.2. FORMULACIÓN ESTÁNDAR DEL PROBLEMA DE SATISFACIBILIDAD
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de primer orden se puede escribir en su forma normal conjuntiva.

A cada una de las fórmulas en las conjunciones le llamamos cláusula. Es claro que esta
fórmula es satisfacible si y sólo si existe una asignación que satisfaga a cada una de las
cláusulas. Ahora, a cada asignación de valores de verdad le podemos asignar el número
de cláusulas que satisface. Por lo tanto podemos escribir el problema de satisfacibilidad
booleana en su versión de optimización como sigue:

Dada una fórmula en lógica proposicional en su forma normal conjuntiva en-
contrar la asignación que maximice el número de cláusulas verdaderas.

Si una asignación satisface a una fórmula entonces cada cláusula es satisfacible, es decir
que el máximo número de cláusulas son verdaderas. Por lo tanto, si se resuelve el problema
de decisión entonces se resuelve el problema de optimización. Por otro lado, si se satisface
el máximo número de cláusulas entonces todas las cláusulas son verdaderas, es decir que
la fórmula es satisfacible. Por lo tanto, resolver el problema de optimización resuelve el
problema de decisión.

Como para cualquier fórmula en lógica proposicional siempre se puede encontrar una fórmu-
la equivalente en forma normal conjuntiva entonces son equivalentes la versión de optimi-
zación y la versión de decisión del problema de satisfacibilidad booleana.

Mientras otros problemas NP-duros tienen una aplicación más inmediata a problemas de la
vida real, el problema de satisfacibilidad booleana tiene una importancia teórica, histórica y
práctica frente a los demás problemas. Por un lado, el problema de satisfacibilidad booleana
fue el primer problema que se demostró que es NP-duro, a este resultado se le conoce
como Teorema de Cook-Levine. La importancia teórica radica en la relación que guarda
este problema con los demás ya que para demostrar que algún problema es NP-duro se
demuestra que éste problema se puede reducir al problema de satisfacibilidad booleana.
En el siguiente caṕıtulo definiremos formalmente qué quiere decir que un problema se
reduzca a otro. El problema de satisfacibilidad booleana es un intermediario entre varios
problemas combinatorios y la definición formal de NP-duro. La importancia práctica del
problema de satisfacibilidad booleana radica en la gran variedad de estrategias que existen
para resolverlo aproximadamente y en la diversidad de aplicaciones que se la ha dado al
problema en el contexto de problemas combinatorios.

2.2. Formulación estándar del problema de satis-

facibilidad booleana

Desde 1995, se han establecido formatos gráficos para una variedad de problemas de op-
timización combinatoria. Actualmente, estas estandarizaciones se usan ampliamente y nos
permite estandarizar también a las heuŕısticas para recibir cualquier tipo de instancia en
dicho formato gráfico.

La estandarización de las instancias del problema de satisfacibilidad booleana se las de-
bemos al DIMACS (Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science)
[18] de la Universidad de Rutgers.

El formato gráfico del problema de satisfacibilidad booleana se llama formato CNF está
inspirado en las fórmulas en forma normal conjuntiva. Es decir, fórmulas que sólo utilizan
conjunciones, negaciones y disyunciones.
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2.2. FORMULACIÓN ESTÁNDAR DEL PROBLEMA DE SATISFACIBILIDAD
BOOLEANA 2.2.0

Definición 2.2.1. Una instancia del problema de satisfacibilidad booleana está en formato
CNF si es un archivo de texto descrito de la siguiente manera.

1. Comentarios: Una ĺınea de comentarios empieza con la letra c, son ignorados por el
programa y son humano-legibles.

c Este es un ejemplo de lı́nea de comentario.

2. Ĺınea de problema: La ĺınea de problema empieza con la letra p, sólo hay una ĺınea
de problema por código, la linea de problema tiene el siguiente formato

p cnf VARIABLES CLÁUSULAS

donde VARIABLES debe ser el número de variables en la instancia y CLÁUSULAS
debe ser el número de cláusulas en la instancia.

3. Cláusulas: Por cada cláusula hay una ĺınea en el código, cada ĺınea consiste de los
números de las variables que aparecen en la cláusula separados por un espacio y si
la variable tiene una negación se escribe un signo - antes del número.

Por ejemplo, la fórmula (x1 ∨ x2 ∨ x4) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x3) se escribe en formato CNF
como:

c Este es un ejemplo de instancia.

p cnf 4 3

1 -2 4

2 3

-1 -3

Nosotros en la ĺınea del problema siempre escribiremos cnf, el formato de DIMACS acepta
otros formatos para las instancias pero nosotros no los utilizaremos. Otros formatos admi-
sibles para las instancias según DIMACS son: sat (las fórmulas se escriben expĺıcitamente
usando *, +, y - como los conectivos lógicos), satx (que utiliza el conectivo lógico xor), sate
(que utiliza el conectivo lógico =) y satex (que utiliza ambos conectivos lógicos xor e =).

Ahora que hemos establecido la formulación de las instancias podemos establecer cuál es
el espacio de búsqueda del problema de satisfacibilidad booleana.

Definición 2.2.2. Para una instancia de n variables del problema de satisfacibilidad boo-
leana, el espacio de búsqueda es el conjunto de vectores de longitud n de ceros y unos. Es
decir, {0, 1}n.

Una solución para una instancia del problema de satisfacibilidad booleana es un vector de
n entradas, la n-ésima entrada representa el valor de verdad que se le asigna a esa variable.

La función objetivo cuenta cuántas cláusulas están satisfechas por la asignación. Cada
cláusula es una conjunción de variables o de negación de variables. Es suficiente para que
una cláusula esté satisfecha que una de sus variables, tal como aparece en la cláusula, apa-
rezca en la asignación. Evaluar la asignación es un proceso que se divide en tres partes:
comparar las entradas de la asignación y de la cláusula, registrar si la cláusula es verdadera
y contar el número de cláusulas verdaderas.
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En el siguiente pseudocódigo describimos la función objetivo a implementar en el proble-
ma de satisfacibilidad booleana. Las entradas de la función son la ĺınea del problema, la
instancia como matriz y la asignación de valores para las variables. Es decir que cada fila
sea una cláusula y que en cada fila de la columna aparezca el número entero que representa
a la variable. La asignación puede ser un vector de ceros (o menos unos) y unos donde
la i-ésima entrada representa que i-ésima variable sea verdadera o falsa; o la asignación
podŕıa ser un conjuto con los primeros n números naturales con signo negativo o no, si
el número i pertenece a este conjunto entonces la i-ésima variable es verdadera pero si el
número −i pertenece al conjunto entonces la variable es falsa. Esta función esencialmente
representa un proceso de búsqueda de las variables de cada cláusula en la asignación. Si
la variable que aparece en la cláusula aparece representada en la asignación entonces la
cláusula es verdadera.

Algoritmo 1 Función objetivo para el problema de satisfacibilidad booleana

Require: p = [n,m]← [Variables, Cláusulas]
Require: P ← Instancia como matriz
Require: s← Asignación
Require: L← zeros(n) ▷ Vector de ceros con longitud igual al número de
variables.
for i ≤ n , j ≤ m do

if signo(P[i,j]=s(i) then
L[j]← 1

end if
end for
return Sumar todos los elementos de L

Claramente, para el problema de decisión, la única modificación que se hace al algoritmo
es comparar si la suma de elementos de L es igual a n. Usar esta función nos permite cali-
ficar cuándo una asignación es mejor que otra en el sentido en el que satisface más cláusulas.

Si llamamos n al número de variables en la instancia, m al número de cláusulas y l a la
máxima longitud de una cláusula. Entonces en el peor escenario, la función objetivo hace
m× l×n comparaciones, m registros y una suma de m términos. En este sentido, la función
tiene un grado de complejidad cúbico.

2.3. Implementación del problema de satisfacibi-

lidad booleana

A lo largo del trabajo vamos a usar Python 3.6 en un ambiente f́ısico de Google Colab.
Utilizando la Función A.1 convertimos el formato gráfico de una instancia del problema de
satisfacibilidad booleana en un arreglo numérico de NumPy. En el que cada fila se corres-
ponde con una cláusula y cada entrada de la fila con una variable. Además, usando esta
función, la ĺınea de problema se convierte en un vector con dos entradas donde la primera
entrada es el número de variables y la segunda entrada es el número de cláusulas.

De acuerdo con el pseudocódigo 1, implementamos la Función A.2 que aparece en el apéndi-
ce A que toma las cláusulas, P, en el formato cargado por la Función A.1 y un vector, s, de
NumPy de ceros y unos con longitud el número de variables que representa la asignación
de valores de verdad para las variables.
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Caṕıtulo 3

Complejidad del problema de
satisfacibilidad booleana

The idea behind digital computers
may be explained by saying that
these machines are intended to
carry out any operations which
could be done by a human
computer. The human computer is
supposed to be following fixed
rules; has no authority to deviate
from them in any detail. We may
suppose that these rules are
supplied in a book, which is altered
whenever is put on to a new job.
Also, has an unlimited supply of
paper on which does calculations.

Alan Turing, 1950

El objetivo de este caṕıtulo es desarrollar la teoŕıa necesaria para definir el grado de
complejidad de un problema de optimización combinatoria. Es importante aclarar, de ini-
cio, que no se mide la complejidad de un problema per se. Más bien, se mide la complejidad
de los algoritmos que lo resuelven. La teoŕıa formal de los algoritmos surge en la teoŕıa de
máquinas de Turing. En este caṕıtulo vamos a definir formalmente lo que es una máqui-
na de Turing y desarrollaremos un ejemplo expĺıcito. Después estudiaremos el orden de
complejidad de las máquinas de Turing deterministas para definir la clase de complejidad
P. De manera análoga, describiremos el orden de complejidad de máquinas de Turing no
deterministas para introducir la clase de complejidad NP. Por último, vamos a definir la
clase de complejidad NP-completo y vamos a demostrar que el problema de satisfacibilidad
booleana pertenece a esta clase.

3.1. Máquinas de Turing

Después de leer la cita de Alan Turing sobre cómo concibe a las máquinas, lo primero
que me viene a la mente es la peĺıcula Hidden Figures dirigida por Theodore Melfi. Ésta
es la historia de las matemáticas afroamericanas Katherine Johnson, Dorothy Vaughan y
Mary Jackson cuyo trabajo permitió que John Glenn se convirtiera en el primer astronauta
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estadounidense en hacer una órbita completa de la Tierra. En esta peĺıcula podemos ver
a las calculadoras humanas de la NASA. Personas encargadas de hacer y revisar cálculos
aritméticos, en cierto sentido mecánicos. Las calculadoras humanas no teńıan las mismas
responsabilidades que los ingenieros espaciales, quienes utilizaban su creatividad y cono-
cimientos matemáticos para resolver los problemas que la administración presentaba. El
trabajo de las calculadoras humanas ya no existe, ha sido reemplazado por las moder-
nas computadoras que pueden hacer de una manera eficiente e infalible las operaciones
aritméticas.

Figura 3.1: Fotograf́ıa de calculadoras humanas en la NASA. [23]

Las máquinas de Turing son los modelos de la computación actual, las calculadoras hu-
manas son personas que hacen una operación, anotan el resultado, vuelven a hacer una
operación, y repiten esto de acuerdo a un conjunto de reglas y son un ejemplo muy claro
de cómo funciona una máquina de Turing, es decir son un ejemplo muy claro del modelo
de computación.

Podemos describir informalmente una máquina de Turing de la siguiente manera: Prime-
ro consideremos el conjunto de sucesiones finitas de ceros y unos, {0, 1}∗ y una función
f : {0, 1}∗ → {0, 1}. La máquina de Turing, o el algoritmo, que calcula a f es un conjunto
de reglas mecánicas tal que al seguir ese conjunto de reglas podemos calcular f(x) dado
x ∈ {0, 1}∗. Este conjunto de reglas es fijo, es decir que se usa el mismo conjunto de reglas
para todas los posibles valores en el dominio de la función, pero cada regla en el conjunto
se puede aplicar un número arbitrario de veces. Cada regla involucra una o más de las
operaciones elementales. Éstas son:

1. Leer un bit de x, formalmente calcular la proyección de x en el alguna de sus entradas.

2. Leer un bit o un śımbolo del bloc de notas, formalmente en proyectar alguna entrada
de la tira donde la máquina escribe.

Y basándose en los valores léıdos, la máquina también puede:

3. Escribir un śımbolo en el bloc de notas.

4. Parar y escribir el resultado, 0 ó 1.
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3.1. MÁQUINAS DE TURING 3.1.0

5. Escoger una nueva regla del conjunto para aplicar a continuación.

En el bloc de notas, la máquina de Turing puede anotar śımbolos diferentes a 0 ó 1. Estos
śımbolos son elementos de un alfabeto. El tiempo de corrida de una máquina de Turing
es una función T : N → N de manera que T (n) cuenta cuántas operaciones se tienen que
ejecutar para que la máquina calcule el valor de una entrada de longitud n.

Podemos enunciar de manera informal el siguiente hecho alrededor de este modelo: Es-
te modelo es robusto frente a algunos cambios en la definición. Por ejemplo, cambiar la
cardinalidad del alfabeto o aumentar el número de blocs de notas. La versión más sencilla
de este modelo puede simular a la versión más complicada con una ralentización polinomial.

Ahora, vamos a definir formalmente a una máquina de Turing de k-cintas. Primero vamos
a describir dos de sus elementos: el bloc de notas y el conjunto de reglas. Después daremos
la definición precisa y mostraremos un ejemplo. La siguiente Figura es una ilustración de
los elementos de una máquina de Turing de 3-cintas.

Figura 3.2: Imagen de una máquina de Turing de 3 cintas. [24]

Bloc de notas

El bloc de notas consiste en k-cintas. Una cinta es una ĺınea infinita y unidireccional de
celdas que pueden almacenar un śımbolo de un conjunto finito Γ, que llamamos alfabeto
de la máquina de Turing. Cada cinta está equipada con una cabeza que puede leer o escri-
bir śımbolos, uno a la vez, en la cinta. Los cálculos que puede hacer la máquina están en
tiempo discreto, es decir en pasos, la cabeza de la cinta se puede mover a la izquierda o a
la derecha en cada uno de esos pasos.

La primera cinta de la máquina es la cinta de entrada, en esta cinta la cabeza es de sólo
lectura, es decir que no puede modificar ni escribir sobre la cinta de entrada. En las siguien-
tes k − 1 cintas la cabeza de la cinta es de lectura y escritura. A estas cintas les vamos a
llamar espacio de trabajo. La última cinta es la cinta de salida, en ella la cabeza escribe la
respuesta final antes de que la máquina de Turing se detenga.
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Conjunto de operaciones

La máquina tiene un conjunto finito de estados Q y un registro que tiene a un único ele-
mento de Q, ese śımbolo es el estado de la máquina en ese instante. Ese śımbolo determina
la siguiente acción en el siguiente paso computacional que puede consistir en alguno de los
siguientes: (1) Leer un śımbolo en una de las k-cintas, (2) leer o escribir un śımbolo en el
espacio de trabajo, (3) cambiar el estado por otro en Q y (4) mover las cabezas de cada
cinta una celda a la izquierda, a la derecha o no moverlas.

3.1.1. Las máquinas de Turing como una descripción formal
de los algoritmos

Aunque a veces los algoritmos se puedan describir mejor en lenguaje natural y simple, esta
descripción de los algoritmos nos permite discutirlos a un nivel matemático y formal. De
la misma manera que uno describe un algoritmo en un lenguaje de programación para que
una computadora pueda ejecutarlo.

Definición 3.1.1. Una máquina de Turing M está descrita por una tupla (Γ,Q, δ) de
manera que:

1. Γ es un conjunto finito de śımbolos que se pueden escribir en las cintas de M . El
śımbolo vaćıo □, el cero 0, el 1 y un śımbolo de inicio ▷. A este conjunto le llamamos
alfabeto.

2. Q es un conjunto finito de śımbolos que representan los estados en los que M puede
estar. El estado de inicio qinicio y el estado de final qfin son elementos de Q.

3. δ : Q × Γk → Q × Γk−1 × {L, S,R}k es la función de transición y describe cómo
actúa la máquina en cada paso.

Figura 3.3: Ejemplo de función de transición de una máquina de Turing de dos cintas.
[24]

Si la máquina está en estado q ∈ Q y (σ0, ..., σk) son los śımbolos que se están leyen-
do actualmente en cada una de las k cintas y δ(q, (σ1, ..., σk)) = (q

′
, (σ

′
2, ..., σ

′
k), z) donde
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z ∈ {L,R, S}k, entonces en el siguiente paso los śımbolos en que se leyeron en las últimas
k− 1 cintas son reemplazados por los śımbolos (σ

′
2, ..., σ

′
k), cada una de las cintas se movió

una de acuerdo a z, donde L es moverse a la izquierda, R a la derecha y S no moverse y
el estado de la máquina es q

′

Todas las cintas del espacio de trabajo inician en el śımbolo de inicio ▷ y tienen el śımbolo
vaćıo □ en todas sus demás celdas. La celda de inicio empieza con el śımbolo de inicio ▷,
una cantidad finita de celdas consecutivas no vaćıas y en el resto de las celdas el śımbolo
vaćıo. Cuando todas las celdas están en el śımbolo de inicio y el estado de la máquina es
qinicio decimos que la máquina de Turing está en configuración de inicio. Cada paso de la
máquina de Turing resulta de aplicar la función δ como se describió anteriormente. Cuando
la función de transición selecciona el estado qfin la máquina de Turing se detiene. Para
la teoŕıa de complejidad sólo nos interesan las máquinas de Turing que se detienen en un
número finito de pasos.

Ejemplo

A continuación vamos a describir de manera precisa un ejemplo de máquina de Turing. La
máquina decidirá si una sucesión x ∈ {0, 1}∗ es un paĺındromo o no: PAL(x) = 0 si x no
es un paĺındromo y PAL(x) = 1 si x es un paĺındromo. Vamos a mostrar que el tiempo de
corrida para una sucesión de longitud n es de 3n.

Esta máquina de Turing usará tres cintas: entrada, trabajo y salida. El alfabeto será
Γ = {▷,□, 0, 1}. El conjunto de estados será Q = {qinicio, qcopiar, qizquierda, qprobar, qfin}.
La función de transición está definida de la siguiente manera: 1

1. Si la máquina de Turing tiene estado qinicio entonces en la cinta de inicio se mueve
a la izquierda y el estado se cambia a qcopiar.

2. Si la máquina de Turing tiene estado qcopiar entonces consideraremos dos casos. Que
el śımbolo léıdo en la cinta de entrada sea □ o no.

a) Si el śımbolo léıdo en la cinta de entrada no es □ entonces se mueven a la
derecha las cabezas de la cinta de entrada y de la cinta de trabajo. Se escribe
en la cinta de trabajo el śımbolo que se leyó en la cinta de entrada. El estado
de la máquina se queda como qcopiar

b) Si el śımbolo léıdo en la cinta de entrada es □ entonces cambia el estado a
qizquierda.

3. Si la máquina de Turing tiene estado qizquierda entonces consideraremos dos casos.
Que el śımbolo léıdo en la cinta de entrada sea ▷ o no.

a) Si el śımbolo léıdo en la cinta de entrada no es ▷ entonces mueve a la izquierda
la cinta de entrada. El estado de la máquina se queda como qizquierda

b) Si el śımbolo léıdo en la cinta de entrada es ▷ entonces se mueve la cabeza de la
cinta de entrada a la derecha y la cabeza de la cinta de trabajo a la izquierda.
El estado cambia a qprobar

4. Si la máquina de Turing tiene estado qprueba entonces consideraremos tres casos.

a) Si el śımbolo léıdo en la cabeza de la cinta de entrada es □ y el léıdo en la cabeza
de la cinta de trabajo es ▷ entonces la cabeza de la cinta de salida escribe uno
y cambia el estado a qfin.

1salvo que se indique lo contrario ninguna cabeza de cinta se mueve
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b) Si el śımbolo que lee la cabeza de trabajo y la cabeza de entrada son diferentes
entonces la cabeza de salida escribe 0 y el estado cambia a qfin

c) Si el śımbolo que lee la cabeza de entrada y la cabeza de trabajo son iguales
entonces la cabeza de la cinta de entrada se mueve a la derecha y la cabeza de
la cinta de salida se mueve a la izquierda y el estado se queda como qprueba.

Para ver que esta máquina de Turing tiene un tiempo de corrida es a lo más 3n donde n
es la longitud de la sucesión de entrada es suficiente notar que: a la máquina de Turing le
tomará n pasos copiar la cinta de entrada en la cinta de trabajo, luego le tomará n pasos en
los que estará en estado qizquierda es decir cuando la cabeza de la cinta de entrada recorre
toda la cinta hasta el inicio y por último a la cinta le toma a lo más n pasos en los que está
en estado qprueba es decir cuando las cabezas de las cintas de entrada y trabajo recorren
sobre lo que han escrito y comparan las lecturas de cada cinta.

3.2. La clase P

La complejidad de un algoritmo se pude medir de acuerdo al número de pasos que tarda
en detenerse en función de la longitud de la entrada.

Definición 3.2.1. Sea M una máquina de Turing determinista. El tiempo de corrida de
M es la función T : N→ N tal que T (n) es el máximo número de pasos para que M ejecute
una entrada de longitud n.
Si T (n) es el tiempo de corrida de una máquina Turing M , entonces decimos que M corre
con tiempo T (n).

Calcular con precisión la complejidad de una máquina de Turing suele ser muy compli-
cado por lo que sólo la aproximamos. Convencionalmente estimamos la complejidad de la
máquina de Turing a partir de su comportamiento en entradas muy grandes, a esto se le
llama análisis asintótico. Para definir esto con precisión necesitamos introducir la notación
de la O-grande.

Definición 3.2.2. Sea M una máquina de Turing con tiempo de corrida T (n) y sea g :
N → R. Decimos que T (n) = O(g(n)) si existen c, n0 ∈ N tal que para cada n ≥ n0 se
cumple que

T (n) ≤ cg(n).

Cuando T (n) = O(g(n)) decimos que g(n) es una cota superior asintótica para f(n).

Por ejemplo, si el tiempo de corrida de una Máquina Turing M es una función T (n) =
5n3 + 2n2 + 22n + 6, entonces podemos considerar el término de orden superior: 5n3 y
descartar los demás términos para encontrar una función que es cota superior asintótica
de T (n). En este caso tenemos que T (n) = O(n3), ya que también podemos descartar al
coeficiente del término de orden superior.

Definición 3.2.3. La clase DTIME(T (n)) son las máquinas de Turing para las que existe
una cuyo tiempo de complejidad es O(T (n)).

La D en DTIME es por máquina de Turing determinista. Ahora, podemos hablar de la
clase de complejidad P. Es la clase de máquinas de Turing que determinan un algoritmo
eficiente. Es decir, un algoritmo cuyo tiempo de corrida es polinomial.
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Definición 3.2.4. P es la clase de máquinas de Turing deterministas con un tiempo de
complejidad polinomial. Es decir,

P =
⋃
c∈N

DTIME(nc).

Las diferencias polinomiales entre algoritmos en la vida real son profundamente significati-
vas, un crecimiento de orden 1 es mucho menor que una de orden 3, sin embargo optamos
por no distinguir entre estas diferencias para concentrarnos con distinguir a los algoritmos
que corren en tiempo de complejidad polinomial y los que corren en tiempo exponencial.

La clase P juega un papel fundamental en la teoŕıa de complejidad por dos razones cen-
trales. La primera es que la definición es robusta con respecto al modelo de computación.
Como mencionamos, existe un teorema que establece que el tiempo de complejidad que
puede tener una máquina de Turing determinista en un modelo de computación cambia a
lo más en orden cuadrado al cambiar el modelo de computación. Es decir si un lenguaje
decidible tiene tiempo de complejidad polinomial de acuerdo a un modelo de computación
determinista, entonces ese mismo lenguaje también tiene un tiempo de complejidad poli-
nomial de acuerdo con cualquier otro modelo de computación determinista. Por otro lado,
la clase P representa a todos los problemas que śı se pueden resolver de manera realista
por una computadora.

Vamos a decir que un problema pertenece a P si existe un algoritmo (o máquina de Turing)
que lo resuelva tal que ésta pertenezca a P. Por ejemplo, el problema que desarrollamos
sobre si una sucesión finita de ceros y unos es o no un paĺındromo está en P porque la
máquina de Turing que calcula a la función PAL tiene tiempo de complejidad polinomial.
Algunos ejemplos de otros problemas que se puede demostrar que están en P son:

1. Dada una gráfica dirigida y dos nodos, ¿existe un camino que inicie en uno de los
nodos y termine en el otro? (PATH)

2. Dados dos números naturales, ¿los números son primos relativos? (REALPRIME)

3. Encontrar el máximo común divisor de dos números. (EUCLIDEAN)

Es importante notar que aunque siempre se puede resolver un problema a través de un al-
goritmo exhaustivo que corra a un tiempo de complejidad exponencial, para los problemas
en P podemos encontrar máquinas de Turing que los resuelvan en tiempo de complejidad
polinomial.

3.3. Las clases NP, NP-completo y NP -duro

Hasta ahora hemos establecido que un problema de optimización combinatoria pertenece a
P si hay una máquina de Turing en P que lo resuelva. Ahora, un problema de optimización
combinatoria pertenece a P si hay una máquina de Turing no determinista en NP que
lo resuelve. O, equivalentemente, si el problema se puede verificar en tiempo polinomial.
Vamos a describir los conceptos necesarios para formular precisamente esta equivalencia y
la vamos a probar.

Las máquinas de Turing no deterministas son herramientas teóricas que se usan en la teoŕıa
de computación. Mientras que una máquina de Turing determinista formaliza el concepto de
algoritmo, una máquina de Turing no determinista formaliza un árbol de posibles acciones
que puede seguir un algoritmo.
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Figura 3.4: Interpretación gráfica de una máquina de Turing determinista y una no
determinista. [24]

Formalmente, una máquina de Turing no determinista es una máquina de Turing determi-
nista con dos diferencias:

1. Existen dos funciones de transición δ0 y δ1, tales que en cada paso computacional, la
máquina de Turing escoge aleatoriamente usar a δ0 o a δ1 como función de transición.

2. Y tiene un estado adicional qaceptar ∈ Q. Decimos que una máquina de Turing no
determinista acepta a una entrada x ∈ {0, 1}∗ si para alguna corrida de la máquina
no determinista de Turing, la máquina tiene estado qaceptar. En otro caso, decimos
que la máquina de Turing rechaza a la entrada x ∈ {0, 1}∗.

Análogamente al tiempo de corrida de una máquina de Turing determinista, podemos
definir el tiempo de corrida de una máquina de Turing no determinista.

Definición 3.3.1. Sea N una máquina de Turing no determinista. El tiempo de compleji-
dad de N es la función T : N→ N tal que T (n) es el máximo número de pasos en cualquier
rama para que N ejecute una entrada de longitud n.

Podemos interpretar gráficamente a una máquina de Turing como una ĺınea recta, recor-
demos que una maquina de Turing es una formalización de un algoritmo. Por otro lado,
una máquina de Turing no determinista es como un árbol de posibilidades. En cada paso
computacional el árbol se bifurca porque existen dos funciones de transición que la máquina
de Turing podŕıa utilizar. Cada rama de ese árbol es una posible secuencia que la máquina
podŕıa seguir. Para la máquina de Turing determinista, el tiempo de complejidad es la
máxima longitud que la secuencia de pasos puede tener, o el largo de la ĺınea. Para una
máquina no determinista, el tiempo de complejidad es la altura de ese árbol de posibilida-
des, es decir la máxima longitud de una de las ramas en el árbol de posibilidades.

Ahora análogamente a como definimos DTIME podemos definir NDTIME y con esto
podemos definir a la clase NP.

Definición 3.3.2. Sea T : N→ N una función. La clase NDTIME(T (n)) son las máqui-
nas no deterministas de Turing cuyo tiempo de complejidad es O(T (n)).

Definición 3.3.3. NP es la clase de lenguajes que se pueden decidir por una máquina de
Turing no determinista en un tiempo de complejidad polinomial. Es decir,

NP =
⋃
c∈N

NDTIME(nc).
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Ahora vamos formular precisamente y probar que las máquinas de Turing no deterministas
que pertenecen a NP son aquellos para los que pueden ser verificados en tiempo polinomial.

Definición 3.3.4. Un verificador V para una máquina de Turing no determinista M es
una máquina de Turing determinista tal que M acepta a w ∈ {0, 1}∗ si y sólo si existe
c ∈ {0, 1}∗ tal que V acepta a (w, c).

Por ejemplo, supongamos que M es una máquina no determinista que resuelve el problema
de satisfacibilidad booleana. Es decir, es un máquina de Turing no determinista que acepta
o rechaza a la instancia w del problema si la instancia es satisfacible o no. Un verificador
para esta máquina seŕıa otra máquina determinista que acepte a (w, c) si c es una asigna-
ción de valores de verdad para las variables que ocurren en w de manera que c satisface
a w. Recordemos que w, c ∈ {0, 1}∗ por lo que es necesario precisar cómo se codifican las
instancias del problema y las asignaciones de valores de verdad en términos de elementos
de {0, 1}∗. Sin que todav́ıa tengamos esta codificación expĺıcita, es claro que podemos cons-
truir un algoritmo en el que dadas una instancia del problema y una asignación podamos
determinar si esa asignación satisface a la instancia.

El tiempo de complejidad de un verificador V es el correspondiente tiempo de complejidad
de V como una máquina de Turing determinista.

Teorema 3.3.1. Una máquina de Turing no determinista está en NP si y sólo existe un
verificador de ese máquina con tiempo de complejidad polinomial.

Demostración. Sea M una máquina de Turing no determinista que pertenece a NP. Vamos
a definir una máquina de Turing determinista V como sigue.

Para cada w ∈ {0, 1}∗ tal que M acepta a w. Sea n ∈ N la máxima cantidad de pasos
computacionales que le toma a M aceptar a w. Consideremos la secuencia de funciones
de transición que se usan en la máxima cantidad de pasos computacionales tal que M
acepta a w: (δji)i≤n, es decir ji ∈ {0, 1}. Para cada i ≤ n sea cw,i = j donde j es el ı́ndi-
ce de la función de transición que se usa en el paso computacional i. Sea cw = (cw,1, ..., cw,n).

Sea V la máquina de Turing tal que en cada entrada (w, cw) imita a la máquina M en cada
paso computacional y en el que en el i-ésimo paso sigue la función de transición δcw(i).

Dado que M está en NP y M acepta a w entonces el tiempo de corrida de M en w depende
polinomialmente de la longitud de (w, cw). Como la máquina V imita a M entonces V tiene
el mismo tiempo de corrida que depende de la longitud de (w, cw).

Por otro lado, sea V un verificador para una máquina de Turing M con un orden de
complejidad polinomial. Definimos una máquina de Turing no determinista M de manera
que las funciones de transición δ0, y δ1 determinan azarosamente un vector c. En w, M
imita a V con entrada (w, c) donde c es el vector que generan las funciones de transición
de M .

Para cerrar esta sección introduciremos la clase NP − completo, la complejidad de los pro-
blemas NP − completos está relacionada con la complejidad de toda la clase de problemas
en NP en el sentido en el que si existe un algoritmo que resuelve en tiempo polinomial a un
problema NP − completo entonces para cada problema en NP existirá un algoritmo que
corra en tiempo polinomial que resuelve el problema. Para describir con más detalle esta
clase de problemas necesitamos las siguientes definiciones.
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Definición 3.3.5. Una función f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ es computable en tiempo de comple-
jidad polinomial si existe un algoritmo en P que calcula a f .

Definición 3.3.6. Una máquina de Turing A se reduce en tiempo polinomial a una máqui-
na de Turing B si existe una función computable f tal que A acepta a w si y sólo si B
acepta a f(w).
??

Tenemos que la clase NP es cerrada bajo reducciones polinomiales. Formalmente:

Teorema 3.3.2. Si A,B son máquinas de Turing, A se reduce en tiempo polinomial a B
y B ∈ P entonces A ∈ P .

Ahora podemos definir con precisión el concepto de problema NP-duro.

Definición 3.3.7. Un problema B es NP-duro si se cumplen que cualquier problema A en
NP se reduce en tiempo polinomial a B.

A partir de esto, podemos definir NP-completo.

Definición 3.3.8. Un problema B es NP-completo si es NP y NP-duro.

Si encontramos un problema NP-completo que sea P entonces tendŕıamos que P = NP .
En la siguiente sección mostraremos que el problema de satisfacibilidad booleana es NP −
completo.

3.4. Teorema de Cook-Levine

Ahora, demostraremos que el problema de satisfacibilidad booleana es NP − completo. Es
claro que el problema pertenece a NP ya que al final del caṕıtulo anterior mostramos un
algoritmo en tiempo polinomial que verifica al problema.

Teorema 3.4.1. El problema de satisfacibilidad booleana es NP-completo.

Demostración. Sea A ∈ NP y N una máquina de Turing no determinista que decide a A
en un tiempo nk para alguna k, de hecho por conveniencia y sin pérdida de generalidad
supondremos que la máquina corre en un tiempo nk− 3. La siguiente noción nos permitirá
hacer una descripción más precisa para construir la reducción que buscamos.

Un cuadro para N es una tabla de nk × nk tal que las filas de la tabla son las configura-
ciones de una rama de N sobre un cálculo con entrada w. La siguiente Figura es el ejemplo
de un cuadro.

25



3.4. TEOREMA DE COOK-LEVINE 3.4.0

Figura 3.5: Ilustración de un cuadro. [51]

Por conveniencia, vamos a decir que cada configuración empieza y termina con el śımbolo
♯. La primera fila es la configuración inicial de N sobre w y cada fila precede a la siguiente
de acuerdo alguna función de transición de N .

Un cuadro es de aceptación si alguna de sus filas es una configuración N con estado
de aceptación. Con esta noción, el problema de que N acepte a w es equivalente a deter-
minar si existe un cuadro deN que empiece con la configuración de w que sea de aceptación.

Nuestro objetivo es construir una fórmula ϕ que sea satisfacible si y sólo si un cierto cuadro
de N es de aceptación para una entrada w.

Empezaremos describiendo sus variables. Sea Q el conjunto de estados y Γ el alfabeto de
la máquina de Turing N . Llamemos C = Q ∪ Γ ∪ {♯}. Dado un cuadro de la máquina de
Turing cada una de sus (nk)2 celdas tiene coordenadas i, j ≤ nk y tiene escrito un elemento
s ∈ C. Para cada i, j < nk y s ∈ C vamos a construir las variables xi,j,s donde xi,j,s = 1 si
y sólo si en la celda (i, j) está escrito el śımbolo s.

Ahora procedemos a construir la fórmula, ésta será la conjunción de cuatro subfórmulas:

ϕ = ϕcelda ∧ ϕinicio ∧ ϕmovimiento ∧ ϕaceptar.

La fórmula ϕcelda garantizará que todas las celdas del cuadro tengan un śımbolo escrito.

ϕcelda =
∨

i,j<nk

(∧
s∈C

xi,j,s

)
∧

∨
s ̸=t

(¬xi,j,s ∨ ¬xi,j,t)

 .

La conjunción establece que ninguna celda está vaćıa y la disyunción establece que no
puede haber más de un śımbolo escrito en la celda.

Las partes de la fórmula ϕinicio, ϕmovimiento, y ϕaceptar garantizarán que los śımbolos del
cuadro correspondan a las variables de la fórmula.

La fórmula ϕinicio garantiza que la primera fila del cuadro sea el estado de la máquina N
con la entrada w.

ϕinicio = x1,1,♯ ∧ x1,2,q0 ∧ · · · ∧ x1,n+2,wn ∧

 nk−1∧
j=n+3

x1,j,∪

 ∧ x1,nk,♯.
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La fórmula ϕaceptar garantiza que en alguno de las configuraciones la máquina tomó el
estado de aceptación qaceptar.

ϕaceptar =
∨

i,j<nk

xi,j,qaceptar .

La fórmula ϕmovimiento garantiza que las configuraciones estén escritas en el cuadro de
acuerdo a la función de transición de N . Para poder hacer esto necesitamos recurrir a
la noción de ventana de un cuadro. Una ventana de un cuadro es una subtabla de seis
celdas de 2 × 3. La noción de ventana nos ayuda a reducir la cantidad de verificaciones
que debemos de realizar para garantizar que las configuraciones que se escriben siguen la
función de transición de N porque si la primera fila del cuadro es la configuración inicial y
cada ventana de la tabla sigue la función de transición de N entonces cada fila de la tabla
es la configuración correspondiente que precede a la configuración anterior. Este hecho nos
permite escribir a la fórmula ϕmovimiento:

ϕmovimiento =
∧

i,j<nk

(la ventana (i, j) sigue la función de transición de N) ,

podemos reemplazar “la ventana (i,j) sigue la función de transición de N” con la siguiente
fórmula, donde a1, . . . , a6 son los arreglos que las ventanas legales podŕıan tener según la
función de transición. ∨

a1,...,a6

(xi,j,a1 ∧ . . . xi,j,a6) .

Para terminar es suficiente mostrar que el algoritmo de construcción de la fórmula ϕ tiene
orden de complejidad asintótico polinomial.

Primero observemos que el número de variables de ϕ es ℓn2k donde ℓ es la cardinalidad de
C. Ahora estimemos la longitud de cada una de las partes de la fórmula. La fórmula ϕcelda

tiene una variable por cada celda del cuadro, entonces tiene orden n2k, las fórmulas ϕinicio

y ϕaceptar tienen longitud nk y por último la fórmula ϕmovimiento tiene un orden n2k. Por
lo tanto el orden de complejidad asintótico es n2k.

Ahora que sabemos que el problema de satisfacibilidad booleana es NP-completo, para
ver que otro problema es NP-completo es suficiente verificar que éste se puede reducir al
problema de satisfacibilidad booleana.
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Caṕıtulo 4

Heuŕısticas

Figura 4.1: Alfiler en un pajar

Imaginemos el problema de encontrar un alfiler
en un pajar. Con una diferencia, puede ser que ha-
ya más de un alfiler o que no lo haya. Un método
determinista de encontrar la aguja en el pajar es ir
una por una de las pajas y verificar si es o no la
aguja. Además de requerir mucho tiempo requeriŕıa
dividir al pajar entre al menos dos mont́ıculos, lo re-
visado y lo no revisado. Resolver este problema por
fuerza bruta requiere de mucho tiempo y espacio.
Podemos llamar al pajar espacio de búsqueda, a ca-
da paja le podemos llamar solución y a cada alfiler
solución óptima. Una metodoloǵıa para encontrar el
alfiler seŕıa una metodoloǵıa para explorar el espacio
de búsqueda. Los métodos heuŕısticos pueden ser pensados como metodoloǵıas de búsque-
da. La metáfora se puede extender con sus limitaciones por ejemplo: una vecindad de una
solución es puñado de paja que está cerca de esa solución y una búsqueda local es buscar
al alfiler por puñados.

En este caṕıtulo vamos a introducir la teoŕıa general de metaheuŕısticas como metodo-
loǵıas de búsqueda para resolver problemas de optimización combinatoria. Primero vamos
a describir lo que significa un proceso de búsqueda local, que es un proceso subyacente en va-
rias de las metaheuŕısticas que estudiaremos. Después describiremos siete metaheuŕısticas:
Escalar colinas, Búsqueda Tabú, GRASP, Recocido Simulado, Búsqueda por vecindades
variables, algoritmos genéticos y Optimización por colonias de hormigas. En cada uno de
ellos describimos su contexto histórico, su pseudocódigo y su diagrama de flujo.

4.1. Búsqueda local

A las metodoloǵıas que usan las metaheuŕısticas las podemos distinguir entre: constructivas
o de búsqueda local.De acuerdo con Blum y Roli [6] los algoritmos para resolver proble-
mas combinatorios se pueden clasificar como: completos o aproximados. Dentro de los
métodos aproximados, distinguen los métodos constructivos y los métodos de búsqueda
local. Los métodos constructivos construyen una solución a partir del vaćıo en un proce-
so en el que le añaden componentes. Los métodos constructivos son más rápidos que los
métodos de búsqueda local, aunque los métodos de búsqueda local tienden a dar mejores
soluciones que los métodos constructivos. Los métodos de búsqueda local parten de una
solución que reemplazan iterativamente por una mejor solución dentro de una estructura
bien definida de soluciones llamada vecindad. Una vecindad de una solución s ∈ S es un
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conjunto N(s) ⊆ S tal que cada solución s′ ∈ N(S) se obtiene a partir de un movimiento
de s, es decir que algún o algunos elementos de s y s′ pueden ser diferentes. Las vecindades
de una solución pueden contener soluciones que no sean factibles.

En los últimos 20 años ha surgido una nueva clase de métodos de aproximación que com-
binan las estrategias básicas de búsqueda local y procesos constructivos con en rutinas
de trabajo que exploran de una manera eficiente y eficaz el espacio de búsqueda. A estos
métodos les llamamos metaheuŕısticas, el término lo acuñó Glover en [26]. También se
les han llamado metaheuŕısticas modernas, por ejemplo [47].

Algunos ejemplos de metahuŕısticas son: la optimización por colonias de hormigas, algo-
ritmos genéticos, búsqueda local iterativa, Recocido Simulado, búsqueda tabú, etc. Hasta
ahora no hay una única definición de metaheuŕıstica. De acuerdo con [45] [59] [54] las pro-
piedades fundamentales que caracterizan a las metaheuŕısticas son las siguientes.

1. Son estrategias que gúıan el proceso de búsqueda.

2. Exploran eficientemente el espacio de búsqueda para encontrar buenas soluciones.

3. Son estrategias que combinan desde una simple búsqueda local hasta un procedi-
miento complejo de aprendizaje.

4. No son deterministas.

5. Incorporan mecanismos para evitar que la búsqueda quede confinada a regiones del
espacio de búsqueda.

6. Sus elementos básicos se pueden describir de una manera abstracta.

7. No son espećıficas a una sola instancia de un problema.

8. Las metaheuŕısticas más avanzadas usan la experiencia de búsqueda para guiar la
búsqueda.

Las metaheuŕısticas las podemos clasificar de acuerdo a la filosof́ıa que siguen para realizar
su búsqueda. Por un lado tenemos las metaheuŕısticas de trayectoria y por el otro las me-
taheuŕısticas basadas en poblaciones. Las metaheuŕısticas de trayectoria son extensiones
inteligentes del algoritmo de búsqueda local, algunos ejemplos de estas metaheuŕısticas son:
búsqueda tabú, búsqueda por vecindades variables, GRASP y Recocido Simulado. Las me-
taheuŕısticas de poblaciones aprenden impĺıcita o expĺıcitamente cuáles son las variables
decisivas que identifican regiones de alta calidad en el espacio de búsqueda. Esto lo lo-
gran haciendo un muestreo sesgado del espacio de búsqueda, un ejemplo son los algoritmos
genéticos que recombinan soluciones o las colonias de hormigas que muestrean el espacio
de acuerdo con una distribución de probabilidad.

4.2. Metaheuŕısticas de trayectoria

El término trayectoria se usa porque el proceso de búsqueda en el espacio determina una
trayectoria en el espacio de búsqueda. Estos procesos inician en una solución inicial a partir
de la cual describen una trayectoria en el espacio de búsqueda. A continuación haremos un
bosquejo de las metaheuŕısticas de trayectoria que vamos a estudiar.
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En el problema de la satisfacibilidad booleana con n variables, el espacio de búsqueda es
el conjunto de vectores de ceros y unos de longitud n. El primer problema del trabajo es
determinar cuál es la estructura de vecindad más apropiada para cada heuŕıstica. En la
Función A.3 implementamos una estructura de vecindad a partir de cuatro parámetros: s
es la solución a la que se le construye su vecindad, n es el número de cambios que se le
hace a la solución c para construir a un vecino, n es el tamaño de la vecindad y seed es un
número entero que fija la semilla de los números aleatorios. Considerar como vecinos sólo
a las soluciones con un cambio es muy restrictivo y no acotar el tamaño de la vecindad de
c cambios es muy exhaustivo.

4.2.1. Escalar las colinas

Un proceso de búsqueda local termina cuando no se encuentra una mejor solución en la ve-
cindad. La efectividad de una búsqueda local depende de una variedad de aspectos como la
estructura de la vecindad, la estrategia de búsqueda en la vecindad o la solución inicial. Se
pueden seguir dos estrategias de búsqueda en la vecindad: mejor-mejora o primera-mejora.
La primera consiste en evaluar a todos los elementos de la vecindad y escoger la mejor, la
segunda consiste en evaluar a cada elemento de la vecindad y cuando una de ellas es mejor
que la actual escogerla.

En el siguiente pseudocódigo describimos cómo hacer un proceso de búsqueda local. La
entrada de este proceso es una solución inicial S y la salida una solución S′. Para llevar a
cabo este proceso requerimos tener definida una estructura de vecindad para una asignación
dada. Este proceso es exhaustivo, es decir que evalúa en la función objetivo a cada solución
de la vecindad.

Algoritmo 2 Búsqueda local

Require: V un conjunto de soluciones
for S ∈ V do

Evaluar f(S)
end for
Escoger S tal que f(S) sea el máximo

El proceso de búsqueda local es una heuŕıstica que puede ser descrita a través del siguiente
diagrama de flujo 4.2.

Figura 4.2: Algoritmo de búsqueda local básica.

La implementación de un proceso de búsqueda local está representada en la Función A.12
que aparece en el Apéndice A. Esta función tiene dos entradas, un conjunto de soluciones
y una instancia del problema. Dicho conjunto de soluciones puede ser una vecindad de
una solución espećıfica, la implementación de la construcción de una vecindad dada una
solución está representada en la Función A.3.

Una búsqueda local es un proceso que dada una solución en el espacio de búsqueda ob-
tiene un óptimo local para alguna estructura de vecindad de la solución dada. Al proceso
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iterativo de realizar búsquedas locales sobre los óptimos locales que resultan de búsquedas
locales le llamamos escalar las colinas como una traducción de Hill Climbing.

En el siguiente pseudocódigo representamos el proceso de escalar las colinas. La entrada
de este proceso es un solución inicial y la salida es una probablemente mejor solución. Para
llevar a cabo este proceso tenemos que tener definido un criterio de paro que determine
cuántas iteraciones de búsqueda local se van a realizar y una estructura de vecindad dada
una solución.

El método escalar colinas se enfrenta con un grave problema cuando el óptimo local de
una vecindad también es el óptimo local de su propia vecindad. En este caso decimos que
la búsqueda ha quedado atrapada en un atractor. Las metaheuŕısticas de búsqueda que
describimos más adelante se enfrentan con este problema utilizando una variedad de estra-
tegias.

La implementación de una proceso de escalar las colinas está representada en la Función
A.13 que aparece en el Apéndice A. Para hacer este proceso utilizamos la función de búsque-
da local A.12, la función que construye vecindades A.3 y como criterio de paro el tiempo
computacional que transcurre desde que inicia el proceso.

4.2.2. Búsqueda Tabú

La búsqueda tabú es una de las metaheuŕısticas más usadas y más citadas. Esta meta-
heuŕıstica fue propuesta por primera vez por [26]. La búsqueda tabú usa la historia de la
búsqueda para escapar de óptimos locales y para implementar una estrategia de explora-
ción.

El algoritmo más sencillo de la búsqueda tabú usa una estrategia de memoria a corto
plazo para escapar de mı́nimos locales y para evitar ciclos. La memoria a corto plazo se
implementa como una lista tabú que lleva un registro de las soluciones que se visitaron
recientemente y a las que se le proh́ıbe al algoritmo volver a visitar. Aśı, las vecindades
de las soluciones están restringidas a no intersectarse con la lista tabú. De la vecindad
restringida en cada iteración se selecciona al óptimo local y se le incluye en la lista tabú.
El algoritmo termina si se cumple la condición de paro o si la vecindad de una solución
resulta vaćıa tras eliminar todos los elementos de ésta que pertenezcan a lista tabú.

El plazo de la memoria de esta estrategia está controlado por la longitud de la lista tabú.
Si la longitud es pequeña, entonces la búsqueda se concentrará en regiones pequeñas del es-
pacio de soluciones porque permite volver a visitar soluciones después de pocas iteraciones.
En cambio, si la longitud es grande, entonces la búsqueda explorará regiones más amplias
porque no puede volver a visitar las mismas soluciones. La longitud de la lista tabú puede
ser dinámica, por ejemplo puede borrar elementos al azar o cambiar su longitud de acuerdo
a la repetición de soluciones visitadas o al rendimiento de la estrategia.

Una lista tabú de soluciones que tenga una gran longitud es muy impráctica. En vez de
soluciones una lista tabú puede ser de atributos de soluciones. Un atributo puede ser un
componente de una solución o una diferencia entre dos soluciones. Dado que más de un
atributo puede ser considerado, se introduce una lista tabú para cada uno. De esta manera
definimos los atributos tabú que se utilizan para filtrar las vecindades de las soluciones.
Mientras que utilizar atributos es mucho más eficiente conlleva perder información. Para
sobrellevar este problema, se puede implementar un criterio de aspiración que permite
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que una solución que cumple un criterio tabú no sea filtrada de las vecindades.

El principio básico de la búsqueda tabú es seguir con la búsqueda siempre que un óptimo
local se encuentre permitiendo movimientos sin mejora. Esto se logra previniendo que
se visiten ćıclicamente soluciones que ya se han visitado a través de una estructura de
memoria llamada lista tabú. Esta idea está inspirada en las metodoloǵıas de explotar la
información para guiar una búsqueda que surgen en un contexto de inteligencia artificial
[44]. Un comentario importante es que Glover no véıa a esta heuŕıstica propiamente como
una heuŕıstica, más bien como una estrategia para guiar y controlar otra metaheuŕısticas
internamente.

Listas tabú

Las listas tabú son los elementos distintivos de esta heuŕıstica. La lista tabú registra activi-
dades prohibidas para la metodoloǵıa de búsqueda, por ejemplo volver a visitar soluciones
que se hayan visitado recientemente. Las listas tabú se almacenan en estructuras de me-
moria de corto plazo de un tamaño fijo y adecuado.

Registrar soluciones completas en listas tabú puede ser muy costoso en términos de memo-
ria y tiempo, tanto para registrar las soluciones como para revisar si una cierta solución
es tabú o no. Dos posibles estrategias para resolver este problema pueden ser: solamente
registrar las últimas soluciones que se han evaluado o solamente registrar las caracteŕısticas
importantes de las soluciones tabú.

En la implementación estándar, la lista tabú tiene un tamaño fijo. No obstante, algunos
autores [52, 55] han sugerido que variar la longitud de la lista tabú durante el proceso de
búsqueda puede mejorar el desempeño de la heuŕıstica. Otra solución es borrar aleatoria-
mente intervalos de registros en la lista en vez de siempre borrar en los últimos registros [25].

Otros criterios de aspiración, más complicados, consisten en aceptar soluciones que hayan
sido visitadas si hay una garant́ıa de que al aceptarlas se evitan ciclos, esto criterios han
sido propuestos por [30].

El proceso básico de búsqueda tabú está descrito en el siguiente pseudocódigo. La entrada
para este proceso es una solución inicial y la salida es una solución probablemente me-
jor. El proceso utiliza una lista tabú T , al inicializar el proceso construimos esta lista en
blanco. Requerimos haber definido previamente un proceso para determinar cuáles son las
vecindades admisibles.
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Algoritmo 3 Búsqueda Tabú

Require: S solución inicial
T ← ∅
f ∗ ← f(S)
S∗ ← S
while Criterio de paro no se cumpla do

V (S)← Vecindad admisible de S
S ← BúsquedaLocal(S∗, V )
if f(S) < f ∗ then

f ∗ ← f(S)
S∗ ← S
Actualizar T

end if
end while
Regresar S

En cada iteración del proceso, para la mejor solución se construye una vecindad admisible,
es decir una vecindad de manera que ninguno de los elementos pertenezca a la lista tabú.
Después de construir esta vecindad admisible, se hace un proceso de búsqueda local básico.
El proceso de búsqueda tabú esté descrito en el siguiente diagrama de flujo.

Figura 4.3: Diagrama de búsqueda tabú.

En la implementación de esta heuŕıstica desarrollamos una función que limpia a las vecin-
dades que vamos a investigar usando búsqueda local. Es decir, que dada una vecindad y
la lista tabú obtengamos la vecindad sin elementos de la lista tabú. Nuestra implementa-
ción convierte a todos los elementos de la vecindad en números naturales, compara a los
números naturales obtenidos con la lista tabú, registra cada intersección en otra lista y en
función de esa lista borra a los elementos de la vecindad. Esta función está descrita en A.14
del Apéndice A..

4.2.3. Recocido Simulado

Para la f́ısica de la materia condensada, el recocido es un proceso térmico para obtener
estados de bajas enerǵıas de un sólido a través de un baño de calor, el proceso consiste en
dos pasos.

1. Incrementar la temperatura del baño de calor hasta el máximo valor en el que el
sólido se derrita.
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2. Disminuir cuidadosamente la temperatura del baño de calor hasta que las part́ıculas
se organicen en un arreglo que adquiere el cuerpo sólido.

En la etapa ĺıquida, todas las part́ıculas se organizan aleatoriamente y durante el enfria-
miento las part́ıculas se organizan una ret́ıcula muy bien estructurada. Este fenómeno
ocurre solamente si el valor máximo de la temperatura es suficientemente alto y el enfria-
miento se hace lo suficientemente despacio.

El algoritmo para simular la evolución de un sólido en un proceso de recocido fue intro-
ducido por Metropolis [40]. Su algoritmo se basa en técnicas del método de Monte-Carlo
y genera una secuencia de estados de un sólido de la siguiente manera: Dado el estado
actual i de un sólido con enerǵıa Ei el siguiente estado j del sólido se obtiene de perturbar
al estado actual del sólido en una pequeña distorsión, por ejemplo desplazar una de sus
part́ıculas. La enerǵıa del sólido en este estado es Ej . Si Ej − Ei ≤ 0 entonces se acepta
el estado j. Pero si la diferencia de enerǵıas es positiva entonces el estado j se acepta con
probabilidad

e
Ei−Ej
kBT ,

donde kB es la constante de Boltzmann. A esta regla para transicionar entre estados se le
conoce como criterio de Metropolis. Bajar la temperatura lo suficientemente lento permite
que el sólido alcance un equilibrio térmico en cada temperatura. El equilibrio térmico está
caracterizado por la distribución de Boltzmann que calcula la probabilidad de que el sólido
en estado i tenga enerǵıa Ei a temperatura T .

La analoǵıa entre un sistema f́ısico de muchas part́ıculas y un problema de optimización
combinatoria radica en dos puntos: Las soluciones de un problema de optimización com-
binatoria son análogas a los estados de un sistema f́ısico y el costo de una solución es
equivalente a la enerǵıa de un estado. En los problemas de optimización combinatoria po-
demos introducir un parámetro que juega el papel de la temperatura.

Se dice que Recocido Simulado es la más antigua de las metaheuŕısticas, es uno de los
primeros algoritmos que tiene una estrategia expĺıcita que escapa de los mı́nimos locales.
Este método proviene de un algoritmo estudiado en mecánica estad́ıstica, el algoritmo de
Metropolis-Hastings [40]. La primera vez que se presentó como un algoritmo para resolver
problemas de optimización combinatoria fue en [34].

El algoritmo empieza con una solución inicial s dada e inicializando un parámetro llamado
“temperatura” T . En cada iteración, se muestrea una solución s′ ∈ N(s) y es aceptada
como la nueva solución dependiendo de f(s), f(s′) y T . Hay dos casos, si f(s′) < f(s) (o
para un problema de maximización f(s′) > f(s)) entonces se cambia a s por s′. En el otro
caso f(s) < f(s′) (respectivamente f(s) > f(s′)) entonces se intercambia a s por s′ con
una probabilidad que esté en función de T y f(s′) − f(s). Durante el proceso, T decrece
de acuerdo con un esquema que se la llama “esquema de enfriamiento”. Este proceso es
análogo al de recocido de metales y vidrios que para tomar forma pasan de temperaturas
muy altas a temperaturas muy bajas de acuerdo con un esquema de enfriamiento que per-
mite que las moléculas se alineen.

Este proceso está dividido en dos etapas, una en la que se siguen trayectorias aleatorias y
otra en la que se mejora el rendimiento iterativamente. En la primer etapa la probabilidad
de mejora en el rendimiento es baja, pero permite la exploración en el espacio de búsqueda.
En la medida que la probabilidad de que este proceso errático ocurra el algoritmo converge
a un óptimo local. Dicha probabilidad está en función de dos variables, la temperatura y la
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diferencia en el rendimiento de la nueva solución. La temperatura disminuye a lo largo del
proceso de acuerdo con el esquema de enfriamiento y las diferencias en los rendimientos
disminuyen en la medida en la que el algoritmo se acerca a óptimos locales. El desem-
peño del algoritmo está ı́ntimamente ligado al esquema de enfriamiento. Se ha demostrado
que en ciertos esquemas de enfriamiento la metaheuŕıstica converge a un óptimo global,
no obstante estos esquemas no son prácticamente aplicables [2]. Uno de los esquemas de
enfriamiento más usados sigue una ley geométrica que se corresponde con el decaimiento
exponencial de la temperatura en un proceso de Recocido.

En los años 80 independientemente Kirckpatrick [34] y Černỳ [9] introdujeron el concep-
to de recocido en optimización combinatoria. Originalmente este concepto fue inspirado
por la analoǵıa entre el proceso f́ısico de recocido de los sólidos y el problema de resolver
grandes instancias de problemas combinatorios. Análogo al algoritmo de Metropolis, Reco-
cido Simulado consta de tres etapas. La primera es la inicialización en donde definimos el
parámetro de temperatura inicial, el factor del esquema de enfriamiento, la solución inicial
y calculamos el valor de la solución inicial en la función objetivo. En la siguiente etapa, de
acuerdo con un parámetro L se itera el proceso de búsqueda local en el que se acepta la
solución si mejora su valor en la función objetivo o de acuerdo a una probabilidad. En la
última etapa se actualiza el valor de la temperatura de acuerdo con el esquema de enfria-
miento.

El valor del parámetro T0 determina la temperatura inicial del baño de temperatura en
el que el sólido se debe de fundir en un ĺıquido. El parámetro α ∈ [0, 1) reduce el valor
de la temperatura con iteración del ciclo, este valor es el que corresponde a disminuir la
temperatura suficientemente lento. El parámetro L determina el tamaño de la búsqueda
a una misma temperatura, éste valor correspondeŕıa al tiempo durante el que el sólido se
encuentra a un equilibrio térmico. En general, los parámetros L y α pueden ser dinámicos.

Observemos que si reemplazamos e
f(S′)−f(S∗)

T por 0 entonces el proceso de Recocido Simula-
do seŕıa simplemente un procedimiento de escalar colinas usando vecindades más pequeñas,
o quizás del mismo tamaño, que las vecindades usuales. Si se escogen adecuadamente los
parámetros ser puede demostrar que el método de Recocido Simulado converge asintóti-
camente a un óptimo global. La formulación correspondiente aśı como la demostración de
dicho teorema exceden los ĺımites de este trabajo, pero se pueden ver en [41].

En el siguiente pseudocódigo representamos el proceso de Recocido Simulado. Para reali-
zar este proceso como entrada requerimos una temperatura inicial y una solución inicial.
Previamente tenemos que haber definido una estructura de vecindad y un valor α que re-
presenta al esquema de enfriamiento. Si tras hacer un proceso de búsqueda local, si es una

mejora entonces se admite y si no lo es entonces se calcula e
f(S′)−f(S∗)

T y se encuentra un
número aleatorio entre cero y uno. En caso de que el número sea mayor que el valor dado
entonces se admite a la solución que se generó en el proceso de búsqueda local. Después
de cada iteración, disminuimos el valor de la temperatura de acuerdo con el proceso de
enfriamiento.
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Algoritmo 4 Recocido Simulado

Require: S solución inicial, L longitud de búsqueda, T0 temperatura inicial, α tasa
de enfriamiento
T ← T0

f ∗ ← f(S)
S∗ ← S
while Criterio de paro no se cumpla do

for i = 1 : L do
Generar solución S ′ ∈ V (S)
if f(S ′) < f ∗ then

f ∗ ← f(S ′)
S∗ ← S ′

else
if e

f(S′)−f(S∗)
T <rand[0,1) then

f ∗ ← f(S ′)
S∗ ← S ′

end if
end if

end for
T ← αT

end while
Regresar S∗

Este proceso lo podemos representar a través de un diagrama de flujo.

Figura 4.4: Diagrama de Recocido Simulado.

En la Función A.16 que aparece en el Apéndice A implementamos el proceso de Recocido
Simulado.

4.2.4. GRASP

El acrónimo GRASP proviene de las siglas Greedy Randomized Adaptive Search Procedure
que podŕıa traducirse como: procedimiento de búsqueda glotón, aleatorizado y adaptativo.
Fue propuesto por primera vez en [22]. Esta metaheuŕıstica tiene dos fases: construcción
de una solución y mejora de la solución.

36
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La fase de construcción se caracteriza por ser dinámica y aleatoria. La construcción de una
solución se hace a través de un algoritmo que escoge aleatoriamente a un elemento de una
lista de los mejores candidatos. En cada iteración, la lista de candidatos cambia y pueden
cambiar los criterios para pertenecer a la lista de candidatos.

La longitud de la lista de candidatos tiene un papel fundamental en la naturaleza del pro-
ceso de búsqueda. Si la lista de candidatos permitiera sólo un elemento, entonces no habŕıa
una selección aleatoria y, por lo tanto, este proceso de búsqueda seŕıa similar al de una
búsqueda local básica. Por otro lado, si la lista de candidatos fuera muy grande, entonces
la selección seŕıa completamente aleatoria.

La segunda etapa es un proceso de búsqueda local. Esta etapa es una de las principales
áreas de oportunidad de esta metaheuŕıstica ya que este proceso podŕıa ser sustituido por
otra heuŕıstica diferente al proceso de búsqueda local.

En la primera etapa se construye una solución, si esta solución no es factible se aplica un
procedimiento de reparación hasta que ésta resulte factible. Por último, en la etapa de
búsqueda local se mejora la solución examinando una de sus vecindades.

La aleatoriedad juega un papel muy importante en el diseño de algoritmos. GRASP y al-
goritmos genéticos dependen de la aleatoriedad del espacio de búsqueda. La aleatoriedad
también se utiliza para romper empates, seguir diferentes trayectorias desde una misma
solución inicial en un método multiarranque o tomar muestras de diferentes partes de una
misma vecindad. Uno de los usos más importantes de algoritmos glotones aleatorios apa-
rece en el contexto de GRASP.

Los algoritmos glotones aleatorios se basan en el mismo principio de construcción de so-
luciones guiado por los algoritmos glotones, con una diferencia. Los algoritmos glotones
aleatorios construyen diferentes soluciones en diferentes corridas. Podemos describir un al-
goritmo glotón aleatorio de la siguiente manera. Los algoritmos glotones, en cada iteración,
el conjunto de candidatos es cada elemento de E tal que al incorporarlo a la solución ac-
tual el resultado es una solución factible. Cada uno de los candidatos es evaluado a través
de una función glotona que mida su costo incremental. A partir de la información que se
obtiene de las evaluaciones, se construye una lista restrictiva de candidatos (RCL) formada
por los mejores elementos de la lista de candidatos con respecto al aumento en el costo
incremental. Seleccionamos un elemento de la lista restrictiva de candidatos aleatoriamente
y actualizamos la lista de candidatos. Este algoritmo es glotón porque sólo toma en cuenta
las mejores soluciones en cada iteración, pero es aleatorio por escoger un elemento al azar
de los mejores candidatos.

El uso de listas restringidas de candidatos es esencial para reducir el número de soluciones
examinadas en cada iteración cuando las vecindades sean muy grandes o las soluciones sean
muy costosas de evaluar. El objetivo de estas listas es restringir las regiones de la vecindad
que contienen caracteŕısticas deseables para inspeccionarlas más de cerca. La eficiencia de
la lista de candidatos se puede garantizar a través de estructuras de memoria que se puedan
actualizar eficientemente. La eficiencia de la lista de candidatos se evalúa en términos de
la mejor solución encontrada.

Se puede construir una lista restringida de candidatos en función de la cardinalidad que
le permitamos tener a la lista. Consideramos cmin como el mı́nimo costo incremental de la
lista de candidatos, y a cmax como el máximo costo incremental de la lista de candidatos.
De acuerdo a un parámetro α ∈ [0, 1] podemos decidir cuántos elementos de la lista de
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candidatos escoger según el conjunto {e ∈ C | c(e) ≥ cmin + α(cmax − cmin)}. Si α = 0,
entonces este conjunto es igual a la lista de candidatos por lo que el procedimiento es com-
pletamente aleatorio si por otro lado α = 1 entonces este procedimiento es completamente
glotón en el sentido en el que la lista de restringida de candidatos es el conjunto de los
candidatos que alcanzan el máximo en el costo incremental.

En este último pseudocódigo representamos al proceso de GRASP. Para hacer esto nos
referimos a “Construcción glotona aleatoria”, ésta podŕıa ser la que representamos en el al-
goritmo anterior aunque las variantes de GRASP podŕıan utilizar otro proceso construcción
glotona aleatoria.

Algoritmo 5 GRASP

Require: MaxIteraciones, α, seed
f ∗ ←∞
for k = 1, ...,MaxIteraciones do

S ← ConstrucciónGlotonaAleatoria(α, seed)
if S no es factible then

S ← RepararSolución(S)
end if
S ←BúsquedaLocal(S)
if f(S) < f ∗ then

S∗ ← S
f ∗ ← f(S)

end if
end for

En el siguiente diagrama de flujo representamos el proceso de GRASP.

Figura 4.5: Diagrama de GRASP.

En la Función A.17 implementamos una función glotona para evaluar instancias del proble-
ma del SAT en soluciones parciales. Con la Función A.18 encontramos los candidatos para
construir soluciones parciales. Con la Función A.19 garantizamos que la solución construida
sea una solución factible. La Función A.20 nos permite hacer una construcción aleatoria.
La Función A.21 construye la lista restringida de candidatos. La Función A.22 nos permi-
te hacer un proceso de construción glotón aleatorio. Y por último, la implementación de
GRASP es la Función A.23.

4.2.5. Búsqueda por Vecindades Variables

Esta metaheuŕıstica fue propuesta en [29] y su filosof́ıa es cambiar dinámicamente la es-
tructura de las vecindades. Este algoritmo es muy general y tiene varios grados de libertad
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para diseñar muchas variantes para diferentes problemas e instancias.

En el paso de inicialización se define un conjunto de estructuras de vecindades. Estas se
pueden definir de cualquier manera, pero usualmente se define una sucesión de vecindades
de cardinalidad creciente. Luego, se genera una solución inicial y el algoritmo itera hasta
un cierto criterio de paro.

El ciclo del algoritmo está compuesto por tres etapas: sacudida, búsqueda local y movi-
miento. En la etapa de sacudida se escoge a una solución vecina en la k-ésima vecindad
de la solución actual. Esa solución es el punto de partida de una búsqueda local usando
cualquier estructura de vecindad y de acuerdo con algún criterio de paro. Si la solución
encontrada en la búsqueda local es mejor que la solución inicial, entonces es reemplazada.
Si no hubo mejora, entonces se repite el procedimiento con la solución inicial dada pero
cambiando el valor de k.

El objetivo de la etapa de sacudida es perturbar a la solución inicial de la búsqueda local,
con esto se busca escapar del mı́nimo local inicial. Sin embargo, no es un proceso multi-
arranque como vecindades variables, la perturbación no resulta en una solución tan lejana
a la inicial porque pertenecen a la misma vecindad, para alguna estructura de vecindad.
Si no hay mejora a través de este proceso, el cambiar el valor de k logra diversificar la
búsqueda. El hecho de que las vecindades estén organizadas de acuerdo a su cardinalidad
tiene como objetivo diversificar más la búsqueda. La filosof́ıa detrás de esta metaheuŕıstica
es que una misma solución puede tener una buena vecindad y una mala vecindad. Más aún,
una solución podŕıa ser un óptimo local en una vecindad y no serlo para otra vecindad de
una misma solución. A partir de este metaheuŕıstica, se propone un proceso de búsqueda
local de mayor mejora llamado: vecindades variables descendientes.

En el siguiente pseudocódigo representamos al proceso de búsqueda por vecindades varia-
bles. Para llevar a cabo este proceso debemos reconocer que hay tres funciones especiales
que tenemos que definir previamente. La primera es una función que defina estructuras
de vecindades, una que construya una solución inicial y una que realice el movimiento de
la solución en la k-ésima vecindad. Una iteración en este proceso recorre hasta kmax es-
tructuras de vecindades, con reinicios cada vez que se mejora el rendimiento de la solución
encontrada.
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Algoritmo 6 Búsqueda por Vecindades Variables

Require: Definir estructuras de vecindad N0, ..., Nkmax

S ← Solución inicial
f ∗ ←∞
while Criterio de paro no se cumpla do

k ← 1
while k ≤ kmax do

S ′ ←Movimiento(S, k)
S ′′ ←BúsquedaLocal(S ′)
if f(S ′′) > f(S) then

S ← S ′′

k ← 1
else

k ← k + 1
end if

end while
end while

En el siguiente diagrama de flujo representamos el proceso de búsqueda por vecindades
variables.

Figura 4.6: Diagrama de Búsqueda de Vecindad Variable.

Las siguientes funciones aparecen en el apéndice A: la Función A.24 provee a la heuŕısti-
ca de una solución inicial, la Función A.25 nos permite perturbar soluciones dentro de una
misma vecindad, y la Función A.26 es la implementación de la heuŕıstica de vecindades
variables.

4.3. Metaheuŕısticas basadas en poblaciones

La metaheuŕısticas basadas en poblaciones lidian en cada iteración con un conjunto de
soluciones en vez de con una sola solución. El desempeño de estas metodoloǵıas de búsqueda
está determinado por la forma en la que se manipula a la población. Vamos a hablar de dos
estrategias que engloban varias metaheuŕısticas y que son los métodos más estudiados en
el contexto de metaheuŕısticas basadas en poblaciones: algoritmos genéticos y optimización
por colonias de hormigas.
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4.3.1. Algoritmos Genéticos

La computación evolutiva está inspirada en la forma en la que los seres vivos naturalmen-
te evolucionan para adaptarse a su entorno. Los algoritmos en computación evolutiva se
pueden caracterizar como modelos de procesos evolutivos. La población en cada iteración
es una generación de la población, es decir en cada iteración se manipula a la población
para que el resultado sea la descendencia de la población anterior. En el cada iteración, la
población pasa por un ciclo de operaciones que pueden ser operaciones de recombinación,
mutación o selección. De manera que el resultado de la iteración es la población mejor
adaptada.

En cada iteración, la población se combina y muta para generar una descendencia. De esta
descendencia se escoge a los más aptos, con ellos y quizás con elementos de la población se
construye una nueva población. A continuación haremos un pequeño comentario de cada
una de estas etapas.

Descripción de los individuos Los individuos de la población en un algoritmo genético no
tienen que ser necesariamente soluciones del espacio de búsqueda, pueden ser soluciones
parciales o subconjuntos de soluciones. Comúnmente los individuos de las poblaciones se
representan como vectores de ceros y unos o permutaciones de números enteros. En el con-
texto de los algoritmos genéticos a los individuos se les llaman genotipos y las soluciones
que son codificadas por los individuos se les llaman fenotipos. Determinar la descripción
adecuada de los individuos es crucial para el éxito de esta heuŕıstica.

Tamaño de la población En cada iteración se reemplaza a la población, se puede escoger
entre mantener algunos individuos de la población anterior o que la nueva población sea
exclusivamente de nuevos individuos. El tamaño de la población puede ser fijo o dinámico
aunque en general el tamaño de las poblaciones es fijo. Si es dinámico, una opción podŕıa
ser que la población se fuera reduciendo su tamaño hasta que sólo sobreviva un individuo.

Fuentes de información La principal fuente de información para crear descendencia es la
combinación de dos individuos (o padres), sin embargo hay varias estrategias en las que se
pueden combinar a más elementos.

Intensificación y diversificación El hecho de usar conjuntos de soluciones o conjuntos de
componentes de soluciones garantiza ampliar las regiones de búsqueda de esta metaheuŕısti-
ca. Sin embargo, podemos intensificar esta búsqueda utilizando estrategias de búsqueda
local. El proceso de mutación en los algoritmos genéticos es esencial para diversificar la
búsqueda.

Los algortimos genéticos son metodoloǵıas de búsqueda basados en los principios de
selección natural. En esta heuŕıstica, como en las demás metaheuŕısticas de población hay
una terminoloǵıa asociada que permite hacer las analoǵıas con los principios de selección
natural más claras.

En algoritmos genéticos, las variables de decisión del problema se codifican como secuen-
cias de longitud finita de un cierto alfabeto. Las cadenas que se refieren a soluciones del
problema les llamamos cromosomas, a los elementos del alfabeto les llamamos genes y
a los valores de los genes les llamamos alelos. Por ejemplo, en el problema del SAT un
cromosoma es una solución del espacio de búsqueda y un gen es cada una de las coordena-
das de la solución. En general, los algoritmos genéticos codifican a los parámetros en vez
de usar a las mismas soluciones. Para evolucionar a mejores soluciones, es necesaria una
función objetivo que distinga a las buenas soluciones de las malas. Uno de los conceptos
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4.3. METAHEURÍSTICAS BASADAS EN POBLACIONES 4.3.1

clave de los algoritmos genéticos es el de población que consiste un conjunto de soluciones
candidatos. El tamaño de la población es uno de los parámetros que decide el usuario y es
decisivo en el desempeño de los algoritmos genéticos. Una población muy pequeña conduce
a una convergencia prematura y una población muy grande tiene un costo computacional
significativo.

Una vez que se ha codificado el problema de una manera adecuada, el proceso de evolución
de las soluciones sigue el siguiente procedimiento.

1. Inicialización: Se crea una población inicial aleatoriamente a lo largo de todo el
espacio de búsqueda.

2. Evaluación: Se evalúan los valores en la función objetivo de cada individuo en la
población.

3. Selección: Este paso implementa el mecanismo de la supervivencia del más apto. Hay
varias estrategias para escoger a los mejores individuos de la población de acuerdo
con su valor en la función objetivo. Algunas de estas estrategias son: selección por
medio de la ruleta, selección universal estocástica, selección por torneo o selección
por desempeño.

4. Recombinación: Este paso implementa la creación de descendencia para crear,
posiblemente, mejores soluciones. Hay muchas maneras de lograr esto. Esencialmente
es buscar estrategias para combinar los cromosomas de dos individuos en la población
para obtener nuevo individuo.

5. Mutación: Este paso implementa la mutación genética que ocurre aleatoriamente
en la descendencia. La mutación altera localmente y aleatoriamente a los cromoso-
mas que se generaron como descendencia de individuos de la población.La mutación
hace uno o varios cambios en los individuos que se obtuvieron por el proceso de
recombinación.

6. Reemplazo: Se modifica a la población del algoritmo. Este paso puede ser implemen-
tado de varias maneras. Se puede reemplazar a toda la población por la descendencia
o se puede sólo reemplazar a algunos. Algunas estrategias pueden ser: reemplazo eli-
tista, reemplazo por la sabiduŕıa de la generación o reemplazo por estados estables.

De acuerdo con Goldberg [27] individualmente cada una de las operaciones listadas ante-
riormente son ineficientes, pero al combinarlas tienen un buen desempeño. A continuación
vamos a describir algunos métodos en de las operaciones básicas de los algoritmos genéti-
cos. No hablaremos de los métodos de inicialización dados que estos de no ser aleatorios,
se obtendŕıan por otra heuŕıstica.

En el siguiente pseudocódigo representamos el proceso de algoritmos genéticos. La siguiente
representación es la versión más general de los algoritmos genéticos y como hemos discutido
anteriormente hay muchas variantes para cada etapa de este proceso.
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Algoritmo 7 Algoritmos genéticos

Require:
Inicializar población P
Evaluar a la población
while Criterio de paro no se cumpla do

Seleccionar a los individuos más aptos para ser cruzados
Cruzar a los individuos más aptos
Mutar a los descendientes
Actualizar a la población
Evaluar a la población

end while

La siguiente Figura representa el proceso de algoritmos genéticos en un diagrama de flujo.

Figura 4.7: Diagrama de Algoritmos Genéticos.

En nuestra implementación utilizamos el método de la ruleta para el proceso de selección,
el método de recombinación por un punto, para el método de mutación usamos una proba-
bilidad de mutar de 0.2 en un solo punto y para el método de reemplazo intercambiamos a
la peor mitad, con respecto a la función objetivo, de la población inicial por la descendencia.

Las siguientes funciones están representadas en el apéndice A: Para la inicializar a la po-
blación, usamos la Función A.27. Para seleccionar a los mejores individuos de la población,
usamos la Función A.28. Para combinar a los elementos de la población, usamos la Función
A.29. La función que nos permite mutar individuos es A.31. La función para reemplazar
a los individuos de la población es A.32. Por último, la implementación de algoritmos
genéticos es la Función A.33.

4.3.2. Optimización por Colonias de Hormigas

La metaheuŕıstica de optimización por colonias de hormigas fue propuesta por [17]. La
inspiración de esta metaheuŕıstica son las colonias de hormigas reales, su comportamiento
les permite encontrar un camino corto entre su fuente de alimento y su nido. Mientras
las hormigas caminan entre su nido y la fuente de comida depositan una sustancia en el
piso llamada feromona. Cuando una hormiga decide qué camino tomar escoge con mayor
probabilidad un camino que ha sido marcado con mayores concentraciones de feromonas.
Este fenómeno es la base de un comportamiento cooperativo que resulta en el surgimiento
de caminos más cortos.

Los algoritmos de optimización por colonias de hormigas se basan en modelos probabiĺısti-
cos parametrizados. Esta metaheuŕıstica es constructiva, las hormigas artificiales hacen
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recorridos aleatorios (random walks) por una gráfica conexa cuyos vértices son componen-
tes de soluciones y las aristas son las conexiones entre esas componentes, a esta gráfica se le
llama gráfica de construcción. Las restricciones del problema se traducen en restricciones
sobre los recorridos que las hormigas pueden hacer, es decir sólo pueden atravesar una
arista entre dos componentes de solución solamente si al juntar esos dos componentes la
solución es factible.

A cada componente de solución (vértice) y a cada arista se les puede asociar un parámetro
que le corresponde al rastro de feromonas, Ti para el i-ésimo vértice y Tij para la arista
que una al i-ésimo y al j-ésimo. Además cada vértice y cada arista tiene un valor prede-
terminado ηi y ηij respectivamente. Estos valores son usados por las hormigas para tomar
decisiones probabiĺısticas sobre cómo moverse a lo largo de la gráfica.

A la primera implementación de esta heuŕıstica se le conoce como Sistema de Hormigas. En
ésta, primero se inicializan los valores de feromonas y los valores heuŕısticos de la gráfica
de construcción. Cada hormiga hace un recorrido en la gráfica de construcción de manera
que la probabilidad que vaya de una componente a otro está dada por una probabilidad
proporcional a la concentración de feromonas y de valores heuŕısticos. Después de que to-
das las hormigas han hecho su recorrido, se actualizan los valores de feromonas de cada
componente y de cada arista, de manera proporcional al número de recorridos que las hor-
migas hicieron por esa componente o por esa arista, además es proporcional a un factor
de evaporación menor que uno que hace que la concentración disminuya en caso de haber
sido visitada.

Una implementación más general, a la que propiamente se le llama Optimización por Co-
lonias de Hormigas, consiste esencialmente en el mismo procedimiento que el anterior con
dos principales diferencias. La primera es que se implementa un esquema de actividades en
el que la actualización de los valores de las feromonas puede ser dinámico, en vez de esperar
a que todas las hormigas pasen y luego actualizar los valores. La otra diferencia consiste en
implementar actividades demonio en el esquema de actividades. Estas actividades realizan
acciones que no pueden ser ejecutadas por hormigas, por ejemplo búsquedas locales que
cambien el valor de las feromonas.

Algoritmo 8 Optimización por Colonias de Hormigas

Inicializar los valores de las feromonas.
while Criterio de paro no se cumpla do

for i = 1, ..., k do
La i-ésima hormiga construye una solución siguiendo el camino de las fero-

monas.
end for
Actualizar los valores de las feromonas.
Evaporar la traza de las feromonas.

end while

En la siguiente Figura representamos el proceso de optimización por colonias de hormigas.
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Figura 4.8: Diagrama de Sistemas de Hormigas.

Las funciones que implementamos aparecen representadas en el Apéndice A. Para iniciali-
zar la matriz de valores de feromonas usamos la Función A.34. Para inicializar la matriz de
valores de probabilidades de transiciones usamos la Función A.35. Para que las hormigas
escojan una siguiente solución usamos la Función A.36 Para intensificar la matriz de fero-
monas y para actualizar la matriz de probabilidades usamos A.37 y A.38 respectivamente.
Por último, la implementación de la heuŕıstica de optimización por colonias de hormigas
es la Función A.39.
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Caṕıtulo 5

Heuŕısticas espećıficas para el
problema del SAT

En las últimas décadas ha habido un enorme progreso en la eficiencia de las heuŕısticas que
resuelven al problema del SAT o también llamadas SAT-solvers. Desde el 2001 se celebra
anualmente la competencia del problema del SAT que han llevado al desarrollo e inovación
de docenas de implementaciones de SAT-solvers y han creado una extensa variedad de ins-
tancias del problema del SAT que provienen del mundo real. Actualmente estas heuŕısticas
pueden resolver instancias de millones de variables y millones de cláusulas. Representar un
problema combinatorio como un problema del SAT hace que aumente significativamente la
longitud de la representación del problema. Sin embargo esto no representa una dificultad
para las nuevas heuŕısticas. Recientemente se ha observado un fenómeno en el que es más
sencillo resolver problemas combinatorios a través de sus codificaciones como problemas del
SAT que como están instanciados originalmente. Los avances que se han logrado para las
heuŕısticas del SAT dependen fuertemente de la implementación de estructuras eficientes
que nos facilitan resolver el problema.

Figura 5.1: Sudoku a medio resolver [58]

En la Figura 5.1 se puede ver un ejemplo de un sudoku a medio resolver. En principio, en
cada una de las casillas vaćıas podemos anotar cualquier número del 1 al 9. Sin embargo,
al observar las restricciones que nos propone el juego y las restricciones que asumimos a
partir de las decisiones que hemos tomado, entonces podemos descartar algunos números
entre el 1 y el 9. La persona que estaba resolviendo este sudoku encontró útil escribir en
número más pequeño en la parte superior qué valores podŕıa anotar de acuerdo con las
restricciones del problema y las decisiones que ha asumido. Anotar en la parte superior de
las casillas vaćıas los posibles d́ıgitos es una metodoloǵıa eficiente que nos facilita resolver
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este problema.

De la misma manera, podemos pensar en estructuras eficientes que nos permitan resolver
instancias del problema de SAT. Esta estructuras surgieron a partir de dos algoritmos exac-
tos que se desarrollaron a mediados del s. XX: el algoritmo de Davis–Putnam–Logemann–
Loveland (1962) [13] y el algoritmo Conflict-driven clause-learning (1999) [38].

En este caṕıtulo vamos a hacer una revisión hemerográfica de las heuŕısticas que constituyen
el estado del arte de los solucionadores del problema de satisfacibilidad booleana.

5.1. Algoritmo Davis-Putnam-Loveland-Logeman

A finales de los años cincuenta, los matemáticos estadounidenses Martin Davis de la univer-
sidad de Princeton y Hilary Putnam del MIT diseñaron un algoritmo completo y correcto
que resuelve el problema de satisfacibilidad booleana. El algoritmo de Davis-Putnam se
basa en el teorema de Herbrand para lógica proposicional de primer orden. Un año más
tarde, los matemáticos George Logeman y Donald Loveland propusieron una mejora para
este algoritmo exacto.

La propuesta es un algoritmo constructivo que utiliza vuelta hacia atrás en español. En
cada iteración se deciden valores de verdad para las variables, cuando se encuentra una
contradicción el algoritmo regresa a la última decisión de asignación de valor de verdad
y la cambia. Si, sin importar el valor de verdad de una variable, la fórmula no puede ser
verdadera entonces la instancia no es satisfacible.

Además del proceso de asignación de valores de verdad a variables y de vuelta hacia atrás el
algoritmo DPLL se basa en una estrategia revolucionaria en el contexto de heuŕısticas para
el problema del SAT que resulta bastante natural: propagación unitaria de restricciones.

De la misma manera que cuando anotamos un número en el sudoku, ya no podemos anotar
ese mismo número en ninguna fila o columna de esa casilla; cuando asignamos un valor de
verdad a una variable eso tiene consecuencias sobre los valores de verdad, a este proceso le
llamamos propagación de restricciones. En algunos casos, la propagación de restricciones
puede implicar valores de verdad sobre otras variables. Sin embargo, el proceso de propa-
gación unitaria de restricciones no asigna valores de verdad a otras variables.

En el siguiente pseudocódigo representamos al algoritmo DPLL. Este algoritmo es recursi-
vo. Sus entradas son un conjunto de cláusulas C y una asignación ρ (parcial o no) de valores
para las variables. Para establecer este procedimiento necesitamos de la siguiente definición.

Definición 5.1.1. Para un conjunto de cláusulas C = {[x1, x2, x3], ..., [xn, xn+1, xn+2]} y
una asignación de valores ρ = {xi ← 1, ..., xj ← 0} definimos C|ρ como el conjunto de
cláusulas que se obtiene cuando se reemplazan a los valores de verdad de ρ en F .

Si la cláusula [xr, ..., xs] ∈ C es verdadera gracias a la asignación ρ, entonces en C|ρ
eliminamos dicha cláusula.

Si la cláusula [xr, ..., xs] ∈ C no es verdadera y la variable ¬xr ← T aparece en ρ
entonces se borra la variable xr de dicha cláusula.

El śımbolo C|ρ representa formalmente el resultado de evaluar a C en ρ. Si C|ρ es un
conjunto vaćıo entonces C es satisfacible bajo la asignación ρ. Si C|ρ contiene una cláusula
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vaćıa entonces la asignación no es satisfacible.

Algoritmo 9 DPLL recursivo

Require: (C, ρ)
(C, ρ)← PropagaciónUnitara(C, ρ)
if C contiene una cláusula vaćıa then

C es UNSAT
end if
if C = ∅ then

C es SAT bajo ρ
end if
ℓ← una variable que no aparezca en ρ
if DPLL(C|{ℓ}, ρ ∪ {ℓ}))=SAT then

C es SAT bajo ρ
else

Ejecutar DPLL(C|{¬ℓ}, ρ ∪ {¬ℓ}))
end if

Utilizar esta versión recursiva de DPLL es más eficiente que usar una versión iterativa
pues ésta implicaŕıa recorrer cada una de las ramas del árbol de posibilidades. El proceso
iterativo requiere que se hagan más operaciones y el proceso recursivo requiere más memo-
ria.

A continuación vamos a desarrollar un ejemplo de resolver una instancia del problema del
SAT usando el algoritmo de DPLL. Para ilustrar este algoritmo vamos a usar The SAT
Game [50]. Las primeras cláusulas de la instancia son las siguientes.

(¬x3∨ ¬x5∨ x2) ∧ (x7∨ x9∨ ¬x6) ∧ (¬x2∨ x3∨ ¬x4) ∧
(¬x6∨ x5∨ x8) ∧ (¬x9∨ ¬x5∨ x8) ∧ (x5∨ x4∨ x3) ∧
(¬x6∨ ¬x2∨ x7) ∧ (¬x7∨ ¬x6∨ x2) ∧ (¬x3∨ ¬x5∨ x2) ∧
(x7∨ ¬x5∨ x2) ∧ (¬x3∨ ¬x5∨ x2) ∧ (¬x2∨ ¬x4∨ x7)

En The SAT Game, estas cláusulas están representadas como en la Figura 5.2. En esta
representación cada cláusula es una fila de longitud 3 y cada variable está representada por
el entero que la enumera, los enteros son negativos si la variable está negada. La instancia
aqúı representada tiene 12 cláusulas.

Figura 5.2: [50]

La instancia del problema que vamos a usar está representada en la Figura 5.3.Tiene 60
cláusulas y 9 variables.
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Figura 5.3: Instancia del problema del SAT [50]

En el primer paso, como podemos ver en la en la Figura 5.4, escogemos que la primera
variable de la primera cláusula sea verdadera es decir ¬x3 → T y aplicamos la propagación
unitaria de restricciones. Es decir todas las cláusulas que en las que aparece ¬x3 han sido
satisfechas.
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Figura 5.4: Primera iteración del DPLL.

En la Figura 5.4 las celdas que corresponden a la variable x3 son rojas y las que corres-
ponden a la variable ¬x3 son verdes. Las cláusulas que tienen una celda verde ya no tienen
una manita del lado derecho, porque esas cláusulas ya están satisfechas.

En los siguientes dos pasos hacemos lo mismo con las primeras variables de las siguientes
dos cláusulas. Hasta ahora no hay ningún conflicto.

Figura 5.5: Primeras cuatro iteraciones del algoritmo DPLL.

En las siguientes tres iteraciones se hace lo mismo, es decir se asignan valores de verdad
a las siguientes tres variables que aparecen en cláusulas no satisfechas. En el penúltimo
paso de la Figura ??, al asignarle un valor a x4 encontramos que una de las cláusulas de la
fórmula ya no se puede satisfacer, es la primer cláusula de la tercera columna. Utilizando
el algoritmo de vuelta hacia atrás, recurrimos a la última asignación y cambiamos el valor
de dicha variable. En el último paso de esta Figura en vez de asignar x4 → T , asignamos
¬x4 → T . Tras hacer la propagación unitaria de restricciones podemos ver que aqúı también
hay un conflicto. Por lo tanto, tenemos que volver a hacer bakctracking pero ahora al paso
anterior al de asignarle valor a x4.
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Figura 5.6: Siguientes cuatro iteraciones del algoritmo DPLL.

El paso que tenemos que seguir de acuerdo con el algoritmo de vuelta hacia atrás es cambiar
el valor de verdad de la variable x9. Cuando hacemos propagación unitaria de restricciones
vemos que esto también conlleva un conflicto. Por lo tanto, el paso que tenemos que seguir
de acuerdo con el algoritmo de vuelta hacia atrás es cambiar el valor de verdad de la
variable x5. Si seguimos este algoritmo, eventualmente encontraremos la solución final a la
instancia, aśı como aparece en el último paso de la Figura 5.7. Como se puede ver en la
solución, el algoritmo tiene que hacer un backtracing hasta cambiar el valor de la variable
x6, que fue la segunda decisión que hicimos desde el principio.

Figura 5.7: Siguientes tres iteraciones del algoritmo DPLL.
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5.1.1. Aprendizaje de cláusulas

En el siguiente pseudocódigo representamos una de las estructuras de más alto nivel en el
que se apoyan las SAT-solvers modernos: el aprendizaje de cláusulas. La siguiente versión
del algoritmo DPLL es en su versión iterativa, que también es la versión más similar a la
que utilizan los SAT-solvers actuales.

Para llevar a cabo este proceso tenemos que tener definidos los siguientes sub-procesos.

Decidir la siguiente rama: En este proceso se decide la siguiente variable sobre la
que se va a ramificar el procedimiento. Es decir, se decide a qué variable se le va a
asignar un valor de verdad.

Deducción: En este proceso se aplica propagación unitaria de restricciones. Si alguna
cláusula queda vaćıa, se establece un estado de conflicto. Si el conjunto de cláusulas
es vaćıo entonces se declara que la fórmula es satisfacible.

Análisis de conflictos: Este procedimiento utiliza la estructura de implicaciones para
determinar cuáles son los conflictos para calcular una cláusula conflictiva. En es-
te proceso también se calcula el momento al que hay que regresar para aplicar el
algoritmo de vuelta hacia atrás.

Algoritmo 10 DPLL iterativo con aprendizaje de cláusulas

Require: Fórmula CNF
while TRUE do

Decidir la siguiente rama
estado← Deducción
if estado = CONFLICTO then

nivel← AnálisisDeConflicto
else

if estado = SAT then
SAT
break

end if
end if

end while

En términos de notación, las variables a las que se le asignan valores de verdad a través del
proceso de Decidir la siguiente rama se les llaman variables de decisión. Las variables
a las que se les asignan valores de verdad a través del proceso de Deducción se les llaman
variables de implicación. A lo largo del proceso de vuelta hacia atrás la última varia-
ble de decisión se convierte en una variable de implicación, su valor de verdad cambia de
acuerdo con las claúsulas aprendidas. El nivel de decisión de una variable de decisión
es el número de variables de decisión en la ramificación de dicha variable. El nivel de
implicación de una variable de implicación y es el máximo de los valores de los niveles de
decisión de las variables de decisión que implicaron a la y. Si la variable y fue implicada
sin usar alguna variable de decisión entonces su nivel de implicación es cero. Por último,
el nivel de decisión de un paso del proceso DPLL es el máximo nivel de decisión de
todas las variables de decisión de ese nivel.
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El aprendizaje de cláusulas se inspira en el trabajo de inteligencia artificial para encontrar
explicaciones a los retornos que tienen lugar en el proceso de vuelta hacia atrás, estas ex-
plicaciones se añaden como cláusulas (o más generalmente como restricciones) al problema
original. Utilizando estrategias de aprendizaje de cláusulas, el algoritmo DPLL sigue siendo
un método exacto cuya dificultad es el enorme número de cláusulas que se agregan a la
fórmula original. Este problema reduce la practicidad de este algoritmo. El éxito de las
heuŕısticas basadas en esta estrategia dependen de explotar estructuras eficientes que ma-
nejen las cláusulas aprendidas. A lo largo de una gran variedad de art́ıculos se ha mostrado
que existen problemas que no se pueden resolver sin usar la estrategia de aprendizaje de
cláusulas.

En general, el proceso de aprendizaje oculto detrás del análisis de conflicto se espera que
nos proteja de hacer el mismo cálculo más de una vez. Hay muchas variantes del proceso
de aprendizaje de cláusulas derivadas de conflictos, también llamados esquemas de apren-
dizaje, por ejemplo que se construyan varias cláusulas a partir de un mismo conflicto. A
continuación vamos a describir con más detalle este proceso usando unas estructuras muy
populares entre los SAT-solvers modernos llamadas gráficas de implicación y de conflicto.

Gráficas de implicación y de conflicto

La propagación unitaria de restricciones se puede asociar naturalmente con una gráfica de
implicación que captura todas las posibles manera de deducir las cláusulas de implicación
a partir de las cláusulas de decisión. En lo que sigue, nos referiremos como cláusulas
conocidas a las cláusulas que son entrada de este proceso de aprendizaje.

Definición 5.1.2. La gráfica de implicación G en un dado paso del proceso DPLL es una
gráfica dirigida y aćıclica cuyos vértices están rotulados según subconjuntos de cláusulas.
Esta gráfica se construye de la siguiente manera.

1. Paso 1: Crear un nodo para cada variable de decisión. Estos nodos tendrán grado
de entrada cero.

2. Paso 2: Mientras exista una cláusula C = ℓ1 ∨ ...ℓk ∨ ℓ tal que ¬ℓ1, ...,¬ℓk ∈ G,
entonces se sigue el siguiente procedimiento:

a) Si el nodo ℓ ̸∈ G entonces se añade.

b) Se añaden las siguientes aristas (ℓi, ℓ) para 1 ≤ i ≤ k.

c) Añadir un nodo cuyo nombre sea C a la gráfica.

d) Añadir un nodo Λ̄ a la gráfica. Este nodo se llama nodo de conflicto. Para
variable x que aparezca como nodo en la gráfica de manera que ¬x también
aparezca en la gráfica entonces agregamos las aristas: (x, Λ̄) y (¬x, Λ̄).

Mientras que la gráfica de implicación puede o no tener conflictos, la gráfica de conflicto
siempre tiene un conflicto. La decisión de qué es un conflicto también es parte de la estra-
tegia del SAT-solver. Un manera para definir la gráfica seŕıa tomar una subgráfica de la
gráfica de implicación que cumpla con las propiedades descritas en el paso 2 de la definición
anterior. A esta manera de definir la gráfica de conflicto se le llama subgráfica únicamente
de inferencia.
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Cláusulas de conflicto

Para un subconjunto U de vértices, el corte de U es el conjunto de aristas que salen de
vértices en U a vértices que no están en U .

Si consideramos la gráfica de implicación en un paso en el que tenga un conflicto y fijamos
la subgráfica de conflicto de esa gráfica de implicación, entonces podemos definir un corte
de manera que todas las variables de decisión estén de un lado y el nodo Λ̄ y al menos
un nodo conflictivo estén del otro lado. Para construir una cláusula de conflicto tomamos
la disyunción de las negaciones de los nodos iniciales de las aristas del corte y el nodo
conflictivo. A continuación vamos a desarrollar un ejemplo.

Ejemplo de DPLL con aprendizaje de cláusulas

Decidir la siguiente rama: Si no hay una variable de implicación para convertir en
una variable de decisión, entonces de la lista de cláusulas, vamos a tomar la primer
cláusula no satisfecha y hacer verdadera a alguna de las variables de esa cláusula.

Deducción: En cada iteración, agregamos todas las cláusulas de implicación a la
gráfica de implicación.

Análisis de conflictos: El corte de la gráfica de implicación es el más cercano al nodo
de conflicto y sólo se añade el último nodo de conflicto dentro del área conflictiva.
El vuelta hacia atrás se hace hasta el paso más antiguo de los nodos de decisión
involucrados en el corte.

En la Figura 5.8 vamos a representar los primeros tres pasos sobre una instancia del pro-
blema del SAT. En el primer paso, escogimos hacer falsa a la variable x7, en el segundo
hicimos falsa a la variable x3 y en el tercero falsa a la variable x5. Las primeras dos deci-
siones las hicimos porque no hab́ıa variables de implicación a las que asignarles un valor de
verdad y en la tercera decisión la hicimos porque x5 es una variable de decisión que surgió
en el paso anterior.

Figura 5.8: Primeras tres iteraciones del algoritmo DPLL con aprendizaje de cláusu-
las.

De sólo ver la instancia, podŕıa parecer que para este punto no tenemos un conflicto. Sin
embargo, si vemos la gráfica de implicación entonces podemos ver que śı tenemos un estado
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de conflicto. Esto ya es una diferencia enorme con el algoritmo DPLL sin aprendizaje de
cláusulas porque nos hemos ahorrado hacer varias iteraciones para llegar al conflicto.

En la primera iteración sólo aparece un nodo de variable de decisión, al igual que en la
segunda iteración. Estos nodos los represento en la figura 5.9 con color morado.

Figura 5.9: Primeras dos iteraciones de la construcción de la gráfica de implicación

En la tercera iteración obtenemos tres variables de implicación. Las flechas rojas son las
implicaciones que surgieron de esa iteración. Los nodos los represento con color verde por-
que son nodos de implicación.

Figura 5.10: Representación de la primera parte de la tercera iteración de la cons-
trucción de la gráfica.

En esta misma iteración se escoge una variable de decisión. La siguiente variable de decisión
que se toma es la primera variable de implicación que se dedujo, por eso en la iteración
tres la variable ¬x5 aparece en morado.
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Figura 5.11: Representación de la segunda parte de la tercera iteración de la cons-
trucción de la gráfica.

En la siguiente iteración, obtuvimos otras tres variables de implicación. Las aristas de im-
plicación de esta iteración las he colocado en color rojo.

Figura 5.12: Cuarta iteración de la construcción de la gráfica.

En esta iteración obtenemos dos conflictos ya que aparecen los nodos de las variables x2,
¬x2, x4 y ¬x4.

Figura 5.13: Gráfica de implicación para la cuarta iteración.

En la Figura 5.14 ejemplificamos un corte de conflicto. En esta Figura representamos de
color rojo las aristas que implicaron el conflicto para poder rastrear a la variable de decisión
involucrada más antigua. Como mı́nimo es esencial tener una variable de conflicto y el nodo
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de conflicto de un lado. Los nodos de conflicto son: x2, ¬x2, x4 y ¬x4. Para el caso particular
de la Figura 5.14 las aristas que llegan al nodo de conflicto seleccionado y que empiezan
en un nodo de una variable de decisión son dos: (¬x5, x2) y (¬x3, x2). La cláusula que
aprendeŕıamos a partir de este corte seŕıa:

x7 ∨ ¬x5 ∨ x3 ∨ x2.

El paso al que debeŕıamos de regresar de acuerdo con cómo definimos nuestro análisis de
conflicto debeŕıa ser la iteración 1.

Figura 5.14: Ejemplo de corte para la gráfica de implicación.

En la Figura 5.15, representamos otro posible corte de conflicto, pero con el mismo esquema
de aprendizaje. Es decir, la metodoloǵıa con la que se construye el corte es la misma. Este
esquema podŕıa ser diferente, podŕıa tener a todas las variables de conflicto, podŕıa sólo
tener a la última, podŕıa incluir variables que no sean de conflicto, etc. En este caso, la
cláusula que se aprendeŕıa seŕıa:

x5 ∨ x3 ∨ x2.

El paso al que debeŕıamos de regresar, seŕıa la iteración 2.

Figura 5.15: Otro ejemplo de corte para la gráfica de implicación.

5.2. Algunas heuŕısticas modernas basadas en el

DPLL

Aunque el algoritmo DPLL se demostró como un método exacto, para resolver el problema
del SAT las heuŕısticas que se basan en este algoritmo surgieron casi 40 años después. Cada
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año en cada competencia del SAT surgen nuevas heuŕısticas que resuelven a una velocidad
incréıble, instancias del problema del SAT. Por ejemplo, la heuŕıstica GLUCOSE puede
resolver una instancia de 15,000 cláusulas en un minuto. En esta última sección haremos
una revisión biblográfica de las caracteŕısticas de algunas de las heuŕısticas que se basan
en el algoritmo DPLL.

GRASP

La primera heuŕıstica que aprovecha al algoritmo DPLL se llama GRASP: Generic seaRch
Algorithm for the Satisfiability Problem [37] fue propuesta en 1996. El nombre es una coin-
cidencia con la otra heuŕıstica que investigamos que también se llama GRASP. Los autores
de esta heuŕıstica son João P. Marques Silva que trabajaba en Cadence, una institución
privada en Lisboa y Karem A. Sakallah de la Universidad de Michigan. A continuación en
listamos las caracteŕısticas principales de esta heuŕıstica.

Decidir la siguiente rama: Para decidir a qué variable asignarle un valor de verdad
se evalúa en cada una de las posibles variables cuántas cláusulas se satisfacen si se
le asigna un valor de verdad a dicha variable. Se escoge la variable que satisface más
cláusulas.

Gráfica de decisión: En el algoritmo de DPLL ordinario se usan dos estructuras, una
gráfica de implicación y una gráfica de conflicto donde la segunda es una subgráfica
de la primera. En esta heuŕıstica sólo implementamos la gráfica de implicación y una
estructura que lleva un registro del orden con el que se han ido asignando valores de
verdad para las variables de decisión. Esta estructura es un árbol dirigido contenido
en el árbol de decisión del problema, la cual nos permite hacer un vuelta hacia atrás
eficiente.

Corte de conflicto: Para cada variable conflictiva en la gráfica de implicación se hace
un corte que separe a esa variable de todas las variable que le apunten. A partir de
esas variables se construye una cláusula de conflicto.

Aseveraciones derivadas de conflictos: A cada variable de conflicto en la gráfica de
implicación se le asigna el valor de verdad opuesto.

vuelta hacia atrás dirigido por conflictos: El diseño de esta heuŕıstica defiende que
hacer un vuelta hacia atrás cronológico desperdicia mucho tiempo en regiones inútiles
del árbol de búsqueda. Un vuelta hacia atrás cronológico regresa al nivel inmediato
anterior en el árbol de decisión, Regresar a cualquier nivel anterior del árbol de
decisión es un vuelta hacia atrás no cronológico. En la implementación de GRASP
se decide regresar al nivel más antiguo de la primera variable de decisión que generó
un conflicto.

Mecanismo de diagnóstico: Agregar cláusulas con cada conflicto aumenta, en el peor
escenario, el número de cláusulas en la instancia exponencialmente. Una posible
solución para el número de cláusulas que se agregan es delimitar un número natural
k, de manera que si la cláusula de conflicto tiene más de k variables entonces no se
agrega. De esta manera, el posible número de cláusulas que se agregan aumenta, en
el peor escenario, de manera polinomial.

Chaff

Después del éxito de GRASP, una de las heuŕısticas que causó una revolución a los SAT-
solver fue Chaff [42]. Propuesto en 2001 por Matthew W. Moskewicz de UC Berkeley, Conor
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F. Madigan de MIT y Ying Zhao, Lintao Zhang, y Sharad Malik de Princeton. Chaff se
caracteriza por las siguientes cuatro caracteŕısticas que implementa.

Propagación de cláusulas optimizada: Del conjunto de cláusulas que aparecen en
la instancia distinguimos aquellas que están en riesgo de no ser verdaderas como
aquellas a las que se les han asignado valores de verdad a todas sus variables menos
dos y el valor de la cláusula no es verdadero. A partir de este reconocimiento de
cláusulas disminuimos el número de cláusulas a las que se les debe propagar las
restricciones. A esto se le llama esquema de dos variables vistas. Este esquema
disminuye significativamente el número de propagación de restricciones que se deben
hacer, ahorrando recursos computacionales básicos.

VSIDS, Variable State Independent Decaying Sum Decision Heuristic: Este proceso
heuŕıstico decide la siguiente rama y está inspirado la heuŕıstica DLIS (dynamic lar-
gest individual sum) en la que se escoge la variable que aparece con mayor frecuencia
en las cláusulas no resueltas. En VSIDS a cada variable se le asigna un contador del
número de cláusulas de conflicto en las que aparece, periódicamente los contadores
disminuyen. La variable con el mayor contador es la que se escoge, los empates se
rompen al azar.

Borrado de clausulas: Esta heuŕıstica propone borrar cláusulas de conflicto que han
sido agregadas para evitar la explosión de la memoria. Se establece una métrica de
relevancia de las cláusulas con la que se determina en cuántas iteraciones en el futuro
se eliminará la cláusula. Esta métrica cuenta cuántos valores de verdad no se han
asignado a las variables de la cláusula.

Reinicios: Esta heuŕıstica propone reinicios en el sentido en el que se borran todos
los valores de verdad decididos y se asumen aleatoriamente algunas decisiones para
explorar una nueva rama del árbol de decisiones. Lo que no se borra son las gráficas de
implicación ni las cláusulas aprendidas. Estos reinicios ocurren de acuerdo a esquemas
aleatorios.

GLUCOSE

Para cerrar esta sección y este caṕıtulo describiremos uno de los SAT-Solvers que perte-
nece (2022) y ha pertenecido desde hace una década al estado del arte. Esta heuŕıstica
fue propuesta por los matemáticos franceses Gilles Audemard y Laurent Simon en 2009,
el nombre GLUCOSE [4] viene del juego de palabras glue-clause o pegar cláusulas. Esta
heuŕıstica ha evolucionado y casi cada dos años ha presentado una nueva estrategia que
mejora significativamente su eficiencia.

Desde la publicación de Chaff, se realizaron investigaciones que señalaron como indispen-
sables tres de sus estrategias para resolver eficientemente problemas del SAT: Los reinicios,
el esquema de dos variables vistas, y la heuŕıstica VSIDS. La principal aportación de GLU-
COSE es una medida de calidad de las cláusulas que se aprenden llamada LBD o distancia
de bloques de literales. Se ha probado que para resolver la mayoŕıa de las instancias del pro-
blema del SAT que surgen en la industria es necesario eliminar agresivamente una cantidad
importante de las cláusulas aprendidas. Hay dos factores que son muy importantes para
que la heuŕıstica sea eficiente: mantener pequeña a la instancia para que la propagación de
restricciones sea eficiente y mantener las cláusulas de mejor calidad.

Los SAT-solvers basados en el aprendizaje de cláusulas aprenden entre 5,000 y 15,000
cláusulas en un segundo. La primera estrategia que surgió para manejar la base de datos

59
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de cláusulas aprendidas consist́ıa en periódicamente eliminar elementos de la base. Aqúı
hay dos extremos, por un lado borrar muchas cláusulas elimina la eficiencia que se gana
con el proceso de aprendizaje y, por otro lado, tener muchas cláusulas es muy poco efi-
ciente. Las primeras investigaciones de GLUCOSE consistieron en determinar que existen
cláusulas útiles y cláusulas inútiles. Es decir, cláusulas que aprenderlas o no, impacta en el
proceso de resolver una instancia. La pregunta crucial es: ¿cómo distinguir entre cláusulas
útiles y cláusulas inútiles durante el proceso de búsqueda?

GLUCOSE surge de una serie de investigaciones del desempeño de los SAT-solvers ba-
sados en aprendizaje de cláusulas. Una observación que fue crucial para el desarrollo de
GLUCOSE fue que antes de encontrar un conflicto, el número de decisiones disminuye
significativamente. Por lo tanto, para distinguir a las mejores cláusulas buscamos aquellas
que disminuyan el número de decisiones que se deben hacer. La métrica LBD determina en
el proceso de creación de la cláusula en cuántos niveles diferentes del árbol de decisión se
le ha asignado valor de verdad a las variables de decisión que aparecen en esa cláusula. La
métrica es estática y se mide en el momento en el que la cláusula surge. La implementación
de esta medida para las cláusulas construidas permite que la heuŕıstica borre agresivamente
a las cláusulas de baja calidad de acuerdo con la métrica.

Además de la métrica, una de las mejoras significativas del GLUCOSE fue un esquema
dinámico de reinicios. Los esquemas anteriores de reinicios eran estáticos, ya que no tomaba
en cuenta el desempeño de la heuŕıstica para hacer el reinicio. Gracias a la implementación
de la métrica podemos hacer análisis estad́ısticos más profundos durante el proceso del
SAT-solver. Por ejemplo, conocer el promedio global de los valores de la métrica y conocer
el promedio actual. Si la diferencia es muy grande, se hace un reinicio.

Uno de las primeras mejoras que implementó la heuŕıstica GLUCOSE se llama SYRUP.
Esta es una de las primeras heuŕısticas que satisfactoriamente resuelven el problema del
SAT usando procesos paralelos. La idea central de esta heuŕıstica es usar varios procesos
secuenciales de algoritmos de aprendizaje de cláusulas para que cooperativamente resuelvan
el problema. La dificultad principal de trabajar en paralelo es inundar procesos de cláusulas.
En cada proceso secuencial se generan las mejores cláusulas, si estas superan un criterio
entonces se exportan a otros procesos. Existe un registro para las cláusulas que se exportan.
Si estas se muestran eficientes en cada proceso entonces, su medida de acuerdo con la
métrica aumenta.
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Caṕıtulo 6

Análisis computacional de las
heuŕısticas

En este caṕıtulo vamos a analizar computacionalmente las heuŕısticas que hemos im-
plementado a través de un conjunto de instancias que se pueden encontrar en [31]. Primero
vamos a describir el conjunto de instancias. Después, vamos a presentar algunos resultados
que observamos al correr las heuŕısticas que implementamos en este conjunto de instancias.
En este análisis incluimos a la heuŕıstica GLUCOSE. Por último comparamos los resulta-
dos que obtuvimos en cada una de las heuŕısticas. Para realizar cada uno de los resultados
que aqúı se presentan, se corrió cada heuŕıstica en cada instancia con 30 semillas aleato-
rias diferentes. Para calibrar los parámetros que obtuvimos en los mejores resultados de
las heuŕısticas corrimos un conjunto de pruebas en los que los parámetros que utilizamos
tuvieron una diferencia significativa en el desempeño de la heuŕıstica.

6.1. Análisis usando instancias homogéneas

El Dr. Holger Hoose de la Universidad de Columbia Británica ha creado una biblioteca
de instancias para el problema de satisfacibilidad booleana [31]. En esta primera sección,
vamos a estudiar 5 instancias Uniform Random-3-SAT de esta biblioteca. Estas instancias
están descritas en la tabla 6.1.

Nombre de la instancia
Número de
variables

Número de
cláusulas

¿Satisfacible?

p20 20 91 Śı
p50 50 218 Śı
p75 75 325 Śı
p100 100 430 Śı
p125 125 538 Śı

Tabla 6.1: Descripción de un conjunto de cinco instancias de [31].

Una primera pregunta que podemos hacernos es cuánto tardaŕıamos en resolver estas ins-
tancias usando fuerza bruta. El espacio de búsqueda de cada una de las instancias es 2
elevado al número de variables de cada instancia. En cada elemento del espacio de búsque-
da se evalúa la función objetivo y se compara con el número de cláusulas, que es el valor
óptimo. En la tabla 6.2 registramos para cada instancia cuánto tiempo tarda en ser eva-
luada la función objetivo que implementamos y el tiempo que tardaŕıamos en hacer una
búsqueda por fuerza bruta.
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Nombre de la instancia
Duración de

una evaluación
Duración de búsqueda

por fuerza bruta
p20 0.002 seg 35 minutos

p50 0.009 seg 71404.1 años

p75 0.044 seg 1.75 veces la edad del universo

p100 0.045 seg 120,590,810.5 veces la edad del universo

p125 0.053 seg 4.7× 1013 veces la edad del universo

Tabla 6.2: Tiempo que tardaŕıa resolver cada instancia por fuerza bruta.

Como podemos ver en la tabla 6.2, cuatro de las cinco instancias que estudiamos no pueden
ser resueltas de manera práctica por fuerza bruta. Tenemos que resaltar que evaluar cada
instancia en una asignación toma tiempos distintos porque las instancias tienen diferentes
tamaños. Por tamaño nos referimos al número de cláusulas que tiene. Sin embargo ésta no
es la razón por la que el tiempo que tarda el proceso de fuerza bruta crece exponencial-
mente. La duración de la fuerza bruta depende exponencialmente del tamaño del espacio
de búsqueda y linealmente del tiempo que tarda en hacerse una evaluación.

Para cada heuŕıstica que estudiamos, vamos a describir el desempeño de le heuŕıstica sobre
este conjunto de instancias.

6.1.1. Detalles generales sobre las implementaciones

Para implementar estas heuŕısticas consideré como solución a para una instancia de n va-
riables a una sucesión de ceros y unos de longitud n. Constrúı la vecindad de una solución
como el conjunto con n + 1 soluciones tal que cada solución en el conjunto difiere por
exactamente una entrada de la solución original.

En el método de búsqueda local decid́ı buscar exhaustivamente en toda la vecindad para
escoger la mejor mejora.

Como criterio de paro en todas las heuŕısticas implementadas usé el tiempo computacional
de corrida de la heuŕıstica.

Todos los parámetros se calibraron tras hacer corridas de hasta 4 minutos.

Para cada corrida se fija una semilla aleatoria. Los resultados que se muestran en esta
sección se obtuvieron a partir de 30 semillas aleatorias distintas.

6.1.2. Escalar colinas

La heuŕıstica de escalar colinas no alcanza el valor óptimo en ninguna de las instancias. En
la tabla 6.3 mostramos para cada instancia el mejor valor obtenido por esta heuŕıstica.
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Instancia Mejor valor obtenido Valor óptimo
p20 89 91
p50 215 218
p75 321 325
p100 412 430
p125 522 538

Tabla 6.3: Mejores valores obtenidos en la heuŕıstica de escalar colinas.

Aunque no obtuvimos el valor óptimo, podemos ver que la solución que obtenemos es casi
10% peor que la solución óptima en los cinco casos.

El mal desempeño de esta heuŕıstica se debe al reducido espacio que ésta explora. Hicimos
un experimento para mostrar esto. Corrimos esta heuŕıstica en cada una de las instancias
y cada 6 segundos registramos cuántas soluciones diferentes se exploraron en ese intervalo
de tiempo.

Siguiendo esta metodoloǵıa encontramos que en menos de 20 segundos, el método de es-
calar colinas encuentra un óptimo local que es óptimo de su propia vecindad por lo que
después de 20 segundos la heuŕıstica sólo explora una misma solución.

En cada una de las instancias que exploramos, en 20 segundos la heuŕıstica de escalar coli-
nas encuentra un atractor del que no puede escapar. Aún aśı, la heuŕıstica ofrece soluciones
que son aproximadamente 90% tan buenas como el óptimo.

6.1.3. Búsqueda Tabú

La heuŕıstica de búsqueda local no alcanza el valor óptimo en ninguna de las instancias. De
hecho, los mejores valores que obtuvimos al correr esta heuŕıstica no son mucho mejores
que los que obtuvimos al correr la heuŕısticas de escalar colinas.

Ejecutamos la heuŕıstica y cada 0.20 segundos hicimos una copia de la lista tabú. Observa-
mos que después de un tiempo determinado la heuŕıstica encontraba una solución que era
óptimo local de su vecindad y de todas las vecindades de cada una de las soluciones en su
vecindad. En la tabla 6.4 mostramos para cada instancia el mejor valor obtenido por esta
heuŕıstica y el tiempo que tardó la heuŕıstica en encontrar una solución que ya no pudo
mejorar.
Implementamos una lista Tabú de longitud ilimitada, ya que después de un cierto número
de iteraciones la heuŕıstica no mejoraba no era importante acotar el tamaño de la lista.

Instancia Mejor valor obtenido Valor óptimo Tiempo que tarda en agotar las vecindades
p20 89 91 < 0.20 seg
p50 215 218 7 seg
p75 317 325 22 seg
p100 419 430 30 seg
p125 524 538 37 seg

Tabla 6.4: Mejores valores obtenidos en la heuŕıstica de búsqueda tabú.
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6.1.4. Recocido Simulado

Para esta heuŕıstica usamos una temperatura de 1000C y un esquema de enfriamiento de
α = 0.9.

La heuŕıstica de recocido simulado alcanzó el óptimo local en cada instancia usando el
mismo par de parámetros.

En la gráfica 6.1 representamos el tiempo que tardó esta heuŕıstica en llegar al óptimo.
Comparamos el tamaño de la instancia y el tiempo que la heuŕıstica tardó en llegar al
óptimo.

Figura 6.1: Tiempo que le tomó a recocido simulado alcanzar el óptimo.

En esta figura podemos ver cómo el tiempo crece exponencialmente con respecto al número
de variables en la instancia. Ejecutamos esta heuŕıstica en varias ocasiones en el mismo
conjunto de instancias. Hubo una semilla en la que recocido simulado encontró el óptimo
de la instancia más grande en 42 segundos y hubo otra semilla en la que recocido simulado
tardó más de veinte minutos.

A diferencia de las heuŕısticas de escalar colinas y de búsqueda tabú, en recocido simulado
aceptamos soluciones que disminuyen el desempeño en la función objetivo. En la gráfica
6.2 registramos los valores en la función objetivo en cada iteración de recocido simulado al
correrla sobre la instancia p75.
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Figura 6.2: Valor en la función objetivo a lo largo de recocido simulado.

Podemos ver en esta gráfica que la función crece a un ritmo acelerado en las primeras
iteraciones y en las siguientes el ritmo de crecimiento es mucho más lento. Se puede ver
que esta función no es monótona y que cerca del óptimo (325) la función es constante.

6.1.5. GRASP

Para la heuŕıstica GRASP decidimos hacer una lista restringida de candidatos tomando
al 20% de los mejores candidatos. De esta lista restringida de candidatos tomamos un
elemento al azar. Al tomar esta decisión, sólo tomamos en cuenta maximizar el número de
cláusulas satisfechas.

Con la heuŕıstica de GRASP, alcanzamos el óptimo en la instancia p20 y p50. Para las
instancias p75, p100 y p125 no alcanzamos el valor óptimo en menos tiempo que con la
heuŕıstica de recocido simulado.

Esta es una heuŕıstica constructiva multiarranque, es decir que en cada iteración de esta
heuŕıstica se construye una solución. Corrimos la etapa constructiva de esta heuŕıstica
sobre la instancia p75 por 23 segundos, que es el tiempo que tardó recocido simulado en
alanzar el óptimo. En la gráfica 6.3, mostramos los valores obtenidos en cada una de las
soluciones que se obtienen de la etapa constructiva de la heuŕıstica. Corrimos esta heuŕıstica
usando diferente valores para α, el parámetro que determina cuántas soluciones aceptamos
en nuestra lista restringida de candidatos. En cada columna está representado el conjunto
de valores que se obtuvieron en la función objetivo con respecto al valor de α.
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Figura 6.3: Valores en la función objetivo para las soluciones construidas en GRASP
en una misma instancia.

En una gráfica de caja y bigote se muestra el valor máximo obtenido (la ĺınea superior a la
caja), el valor mı́nimo (la ĺınea inferior), la mediana (la ĺınea punteada dentro de la caja)
y el primer y tercer cuartil que son los valores que limitan la caja. Con una ĺınea azul y
punteada representamos el valor óptimo de la función objetivo. Cuando sólo vemos una
ĺınea naranja es porque el conjunto de valores obtenidos sólo consta de un elemento.

Podemos ver que independientemente del valor que escojamos para α, las soluciones que
se construyen con GRASP están muy por debajo del valor óptimo. Es interesante observar
que sólo para tres valores de α los conjuntos tuvieron más de un elemento. Se puede ob-
servar que para valores de α cercanos a 0.2 GRASP tuvo el mejor rendimiento.

6.1.6. Búsqueda por vecindades variables

Nuestras estructuras de vecindad estuvieron definidas de la siguiente manera: La vecindad
V (n, c) de una solución s son n soluciones que difieran a lo más por c entradas de s. Si
permitimos c cambios para la solución s, entonces tenemos que considerar longitud(s)c

soluciones vecinas. Por eso acotamos el tamaño de la vecindad usando n. Para construir
estas vecindades, escogemos aleatoriamente dónde hacer el cambio a la solución inicial s.
Las estructuras de vecindad usuales que utilizamos son V (long(s), 1) donde realizamos to-
dos los posibles cambios.

Para los experimentos que realizamos, usamos la siguiente sucesión de vecindades:

V (100, 1), V (200, 2), V (225, 2), V (250, 2),

, V (275, 2), V (300, 2), V (300, 3), V (300, 4).

De la misma manera que con GRASP, la heuŕıstica de búsqueda por vecindades variables
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6.1. ANÁLISIS USANDO INSTANCIAS HOMOGÉNEAS 6.1.7

no encuentra el óptimo en las instancias de p75, p100 y p125 pero śı lo hace en p20 y p50.

Hicimos un análisis para las cinco instancias en el que registramos cuántas soluciones me-
jores fueron encontradas y cuántas veces se corrió la heuŕıstica sobre esa misma solución.
En la gráfica 6.4 mostramos el caso de la instancia p100.

Figura 6.4: Número de veces que se corrió la heuŕıstica sobre una misma solución
para la instancia p100.

En este experimento encontramos 29 soluciones que mejoraron el valor en la función obje-
tivo. Estas soluciones se enumeran en el orden en el que fueron apareciendo y en la gráfica
6.4 están representadas en el eje horizontal. En el eje vertical contamos cuántas veces se
corrieron la heuŕıstica de vecindades variables usando como solución inicial esa solución.
Para este experimento usamos ocho estructuras de vecindad en orden creciente con respec-
to a su tamaño.

Podemos observar que la mayor parte del tiempo sobre el que corrió la heuŕıstica se uti-
lizó para intentar escapar del óptimo local que se encontró. Se corrió más de cien veces la
heuŕıstica sobre esa solución mientras que para las demás soluciones no se corrió más de
30 veces.

Esto muestra que hay óptimos locales para los que se necesita diversificar mucho más de
lo que las estructuras de vecindad que utilizamos ofrece.

6.1.7. Algoritmos genéticos

Para esta heuŕıstica usamos el método de selección por ruleta, es decir escogemos alea-
toriamente a los individuos que vamos a reproducir distribuyendo la probabilidad de ser
escogido en función de su desempeño en la función objetivo. Escogemos a un 20% Para el
método de cruza escogemos al azar un punto de las dos soluciones en donde las recortamos
y las pegamos para obtener una nueva solución. Para el método de mutación, cambiamos
una entrada al azar de cada uno de los hijos con una probabilidad de 20%. Reemplazamos
al 20% de la población de acuerdo a su desempeño en la función objetivo. Es decir quita-
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mos a los peores y los reemplazamos por los hijos.

En la heuŕıstica de algoritmos genéticos sólo obtuvimos el valor óptimo en la instancia
más pequeña. Los valores que obtuvimos en las demás instancias están representados en la
tabla 6.5.

Instancia Mejor valor obtenido Valor óptimo
p20 91 91
p50 215 218
p75 321 325
p100 412 430
p125 513 538

Tabla 6.5: Mejores valores obtenidos en la heuŕıstica de algoritmos genéticos.

Los valores que obtuvimos son muy similares a los que obtuvimos en la heuŕıstica de es-
calar colinas. Sin embargo, para obtener estos valores dejamos correr la heuŕıstica por 240
segundos, mientras que la heuŕıstica de escalar colinas tardaba 20 segundos en obtener
estos valores.

Podemos ver que la heuŕıstica se comporta como es esperado en el sentido en el que el
rendimiento de la población aumenta a lo largo de las iteraciones de la heuŕıstica. Hicimos
un experimento en el que registramos los valores de la función objetivo en cada elemento
de la población para cada iteración. En cada iteración promediamos los valores obtenidos.
En la Figura 6.5 se muestran los resultados para la instancia p75.

Figura 6.5: Valor promedio del rendimiento de la población a lo largo de la heuŕıstica
de algoritmos genéticos.

En la Figura 6.5, el valor óptimo está representado por una ĺınea azul y punteada, es decir
325. Podemos ver cómo el desempeño promedio está muy por debajo del valor óptimo.
Sin embargo, la función crece a lo largo del número de iteraciones, este crecimiento no es
monótono aunque los decrementos son muy pequeños o la función se mantiene constante.
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6.1.8. Optimización por colonias de hormigas

Para esta heuŕıstica usamos como cada candidato a las 2n posibles asignaciones. En cada
recorrido de las hormigas, sólo pueden escoger variables que hagan que la solución sea fac-
tible. Es decir, no permitimos que una hormiga camine sobre x2 y sobre ¬x2. Los valores de
la matriz de probabilidades son todos iguales en la primera iteración y cambian de acuerdo
con los recorridos de las hormigas.

Al igual que con la heuŕıstica de algoritmos genéticos, en la heuŕıstica de optimización por
colonias de hormigas sólo obtuvimos el valor óptimo para la instancia de p20 en el mismo
tiempo que recocido simulado.

Instancia Mejor valor obtenido Valor óptimo
p20 91 91
p50 209 218
p75 306 325
p100 401 430
p125 500 538

Tabla 6.6: Mejores valores obtenidos en la heuŕıstica de optimización por colonias de
hormigas.

En la tabla 6.6 podemos ver que los valores que se obtuvieron estuvieron muy por debajo del
valor óptimo. Esto sugiere que las heuŕısticas constructivas no funcionan adecuadamente
como las hemos planteado para resolver el problema de satisfacibilidad booleana.

6.1.9. GLUCOSE

En esta última parte, vamos a mostrar cómo se desempeña la heuŕıstica de GLUCOSE en
este conjunto de instancias. Esta heuŕıstica no la implementamos nosotros. La implemen-
tación original se hizo en C, pero los investigadores Alexey Ignatiev, Joao Marques-Silva,
y Antonio Morgado desarrollaron en 2018 una biblioteca en Python en la que se pueden
correr una gran variedad de heuŕısticas espećıficas para el problema de satisfacibilidad boo-
leana. Más información sobre esta biblioteca se puede encontrar en [32].

En la tabla 6.7 registramos el tiempo que le tomó a GLUCOSE encontrar el óptimo global.

Instancia
Tiempo en alcanzar
el óptimo global

p20 0.003 s
p50 0.004 s
p75 0.008 s
p125 0.011 s

Tabla 6.7: Tiempo que tardó GLUCOSE en encontrar el óptimo global.

Es interesante observar que esta heuŕıstica tarda menos en encontrar el óptimo global
que hacer una sola evaluación de la función objetivo que hemos estado trabajando. Se
puede observar un crecimiento lineal en el tiempo que tarda la heuŕıstica con respecto al
tamaño de la instancia ya que las instancias que estamos usando son pequeñas para esta
heuŕıstica. Sin embargo, tenemos que recordar que esta heuŕıstica ha pertenecido al podio
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de ganadores de la competencia del SAT en varias de sus ediciones. Se ha observado que,
como es de esperarse, el tiempo que tarda esta heuŕıstica en resolver el problema crece
exponencialmente con respecto al número de variables [43].

6.2. Comparación de las heuŕısticas

En esta última sección vamos a comparar los resultados que obtuvimos a través del análi-
sis computacional. Corriendo cada heuŕıstica en 30 semillas diferentes para cada instancia,
consideramos la mejor solución que obtuvimos. Recordemos que como cada una de las
instancias que utilizamos es satisfacible, entonces la solución óptima debe satisfacer a la
totalidad de cláusulas.

Tomando en cuenta el mejor valor que obtuvimos de la heuŕıstica y el valor óptimo podemos
definir la desviación porcentual como sigue:

Desviación Porcentual =
Valor Óptimo−Mejor Valor

Valor Óptimo
× 100.

Es claro que la desviación porcentual es cero, cuando el mejor valor es el valor óptimo.
También es claro que valores cercanos a cero representan buenas soluciones.

En la tabla 6.8, calculamos la desviación porcentual de los mejores valores que obtuvimos
en cada una de las heuŕısticas para cada una de las instancias.

Heuŕıstica
Desviación porcentual
en la instancia p20

Desviación porcentual
en la instancia p50

Desviación porcentual
en la instancia p75

Desviación porcentual
en la instancia p100

Desviación porcentual
en la instancia p125

Escalar Colinas 2.19 1.39 1.23 4.18 2.97
Búsqueda Tabú 2.19 1.39 0.67 2.55 2.60

Recocido Simulado 0 0 0 0 0
GRASP 0 0 4.71 3.48 4.34

Búsqueda por
Vecindades Variables

0 0 0.56 1.56 2.03

Algoritmos Genéticos 0 1.39 1.84 4.18 4.64
Optimización por

Colonias de Hormigas
0 2.19 3.52 4.21 3.91

Tabla 6.8: Desviación porcentual de los mejores valores obtenidos usando todas las
heuŕısticas.

Podemos ver que la única heuŕıstica que encontró el óptimo en todas las instancias fue
recocido simulado, que escalar colinas y búsqueda tabú no encontraron el valor óptimo en
ninguna. Algoritmos genéticos y optimización por colonia de hormigas sólo encontraron el
óptimo en la instancia más pequeña, a diferencia de GRASP que encontró el óptimo en
la dos instancias más pequeñas. Podemos ordenar de acuerdo al promedio de desviación
porcentual a las heuŕısticas como: Recocido Simulado (0%),Búsqueda Tabú (1.88%), Es-
calar Colinas (2.39%), Búsqueda por Vecindades Variables (2.41%), GRASP (2.506%), y
Optimización por Colonias de Hormigas (2.766%).

6.3. Conclusiones

A lo largo del último caṕıtulo analizamos las limitaciones que tiene cada heuŕıstica que
implementamos y las complicaciones que presentan. La única heuŕıstica que con certeza
encontró los óptimos en cada instancia fue recocido simulado. En las demás heuŕısticas
encontramos un conjunto de dificultades que nos permitieron encontrar el valor óptimo.
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En esta última sección vamos a sugerir un conjunto de posibles soluciones.

Tuvimos un inesperado mal desempeño en las heuŕısticas constructivas: GRASP y Opti-
mización por Colonias de Hormigas. Esto puede deberse a que la función objetivo cuando
evalúa soluciones parciales tiene dos salidas. La función objetivo para soluciones parciales
S cuenta cuántas cláusulas se satisfacen con S en la instancia, pero hay otra cantidad a
tomar en cuenta: el número de cláusulas de conflicto inducidas por S, es decir cuántas
cláusulas son falsas dada la asignación S. Siguiendo una heuŕısitica constructiva debemos
buscar maximizar el número de cláusulas satisfechas y minimizar el número de cláusulas de
conflicto. En nuestra implementación sólo buscábamos maximizar el número de cláusulas
satisfechas. Esta modificación impactaŕıa en cómo definimos a la lista restringida de can-
didatos para GRASP y cómo definiŕıamos la matriz de probabilidades para optimización
por colonias de hormigas.

Para estas dos heuŕısticas constructivas podemos inspirarnos en las heuŕısticas espećıficas
para el problema de satisfacibilidad booleana. Por ejemplo, podŕıamos permitir reinicios
del proceso multiarranque de GRASP si es que el número de cláusulas de conflicto es muy
alto o si el número de cláusulas satisfechas es bajo. El objetivo de esto seŕıa seguir un
algoritmo de vuelta hacia atrás.

En este mismo sentido podemos implementar sobre las heuŕısticas espećıficas para el pro-
blema de satisfacibilidad booleana estrategias heuŕısticas como GRASP para escoger la
siguiente variable sobre la que se hace propagación unitaria o cuál cláusula de conflicto
borrar o en qué momento hacer un reinicio.

La heuŕıstica de búsqueda local se enfrentó con agotar vecindades de óptimos locales, lo que
le impidió mejorar el rendimiento de la función objetivo. Podemos diversificar la búsqueda
introduciendo sistemas de vecindades dinámicas como lo hacemos en vecindades variables.
O podemos inspirarnos en las listas tabú que en vez de enlistar soluciones enlistan movi-
mientos. Es decir, no permitir que en la vecindad a examinar haya soluciones que tengan
ciertas caracteŕısticas. Para identificar las caracteŕısticas podemos seleccionar segmentos
de la mejor solución y filtrar que en la vecindad no haya ninguna solución que comparta
ese segmento.

En la heuŕıstica de búsqueda por vecindades variables nos enfrentamos a búsquedas muy
profundas y muy poco diversas. Al igual que en búsqueda tabú, sin importar la estructura
de vecindad que utilicemos, la heuŕıstica no lograba escapar del atractor. Observamos ex-
perimentalmente que recocido simulado escoǵıa consecutivamente malas soluciones a esto
le atribuimos el lograr escapar de los atractores. En búsqueda por vecindades variables
hacemos una selección aleatoria y luego una búsqueda local. Sugerimos implementar un
contador que rastree cuántas veces se ha corrido la heuŕıstica sobre la misma solución ini-
cial y que con éste se determine hacer una secuencia de malas decisiones para diversificar
la búsqueda.

Es claro que las heuŕısticas diseñadas para resolver problema del SAT frente a las heuŕısticas
que implementamos tienen un mejor desempeño, sin embargo debemos tomar en cuenta que
nuestro enfoque fue el de resolver un problema de optimización. Mientras que las heuŕısticas
asociadas al problema del SAT están enfocadas en resolverlo como un problema de deci-
sión. Esta diferencia hubiera sido más evidente si hubiéramos trabajado con instancias no
satisfacibles. Ya que con las heuŕısticas espećıficas al problema del SAT sólo hubiéramos re-
cibido un resultado: no satisfacible. Pero con la heuŕısticas que implementamos hubiéramos
obtenido soluciones buenas aunque no óptimas.
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Conclusiones

En este trabajo estudiamos métodos no deterministas para resolver el problema de la sa-
tisfacibilidad booleana. Hicimos una introducción teórica y accesible a los problemas NP-
completos. En la que describimos de una manera intuitiva por qué son más complicados
usando una variedad de ejemplos. En particular, describimos el problema de la satisfacibi-
lidad booleana. Este problema es, a diferencia de los demás problemas NP completos, muy
dif́ıcil de enunciar y parece no tener aplicaciones a la vida real. No obstante, mostramos
que tiene una importancia teórica enorme. Además, describimos algunas metodoloǵıas mo-
dernas que han logrado resolver enormes instancias del problema del SAT en tiempos muy
pequeños. Lo que hace que los solucionadores del problema del SAT estén a la vanguardia
de la investigación de operaciones y que haya un gran interés por traducir otros problemas
NP completos en instancias del problema de la satisfacibilidad booleana de manera eficiente.

Hicimos una descripción formal de la teoŕıa de computación necesaria para entender y
describir qué son los problemas NP-completos. Definimos las máquinas de Turing deter-
ministas y no deterministas y mostramos que cualquier problema NP-completo se puede
reducir en un tiempo polinomial al problema de la satisfacibilidad booleana.

Hicimos un recorrido teórico por las heuŕısticas clásicas. Investigamos su origen, describi-
mos su pseudocódigo y realizamos su diagrama de flujo. Las clasificamos como heuŕısticas
de trayectoria y como heuŕısticas de poblaciones. Además implementamos desde cero cada
una de estas heuŕısticas.

En el recorrido teórico, estudiamos las heuŕısticas del estado del arte que resuelven el
problema de la satisfacibilidad booleana. Describimos dos de los principales componentes
que subyacen a estas metodoloǵıas: el agoritmo de Davis-Putman-Loveland-Logeman y el
aprendizaje de cláusulas por medios de una gráfica de implicación. Estas heuŕısticas del
estado del arte no las implementamos pero śı las corrimos.

Hicimos un estudio computacional de las heuŕısticas que implementamos usando un con-
junto de instancias que satisfacen ser homogéneas en el sentido que todas las variables
aparecen el mismo número de veces. En este estudio también corrimos una heuŕıstica del
estado del arte. Los resultados que obtuvimos con inequiparables con los del estado del
arte. Sin embargo, implementar estas heuŕısticas nos permitió entender cada una de sus
partes y elementos más importantes.

A partir de este trabajo podemos plantear implementar las estrategias que usan las heuŕısti-
cas del estado del arte junto las heuŕısticas clásicas. Es decir, implementar una nueva
heuŕıstica. También queda pendiente estudiar instancias de la vida real con las heuŕısticas
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que implementamos, tratando de rediseñar la heuŕıstica para que funcione de manera ópti-
ma según la instancia y no tratando de atacar a todas las posibles instancias del problema.
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Apéndice A

Implementaciones

A.1. Implementaciones elementales

1 def load(fn):

2 f = open(fn, ’r’)

3 data = f.read()

4 f.close ()

5 clauses = []

6 lines = data.split("\n")

7 p=[]

8

9 for line in lines:

10 if len(line) == 0 or line [0] in [’c’, ’ %’, ’0’]:

11 continue

12

13 if line [0]==’p’:

14 problemline=line.split ()

15 p.extend ([int(problemline [2]),int(problemline [3])])

16 else:

17 clause = [int(x) for x in line.split()[0: -1]]

18 clauses.append ([x for x in clause ])

19

20 P=np.array(clauses)

21

22 return (p,P)

Implementación A.1: Cargar instancias en formato cnf

1 def f(P,s):

2 (n,m)=P.shape

3 values=np.zeros(n)

4 Q=np.copy(P)

5 for i in range(n):

6 for j in range(m):

7 if s[np.abs(Q[i,j]) -1]==0:

8 Q[i,j]=Q[i,j]*(-1)

9 values[i]=np.sign(np.max(Q[i,:]))

10 values[values == -1]=0

11 return sum(values)

Implementación A.2: Función objetivo

1 def Neighborhood(p,s,n,c,seed):

2 m=p[0]
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3 V=np.zeros ((n+1,m))

4 V[0,:]=s

5 random.seed(seed)

6 for i in range(1,n+1):

7 V[i,:] = s

8 for j in range(c):

9 c1=random.randint(0,m)

10 V[i,c1]=1-V[i,c1]

11 return V

Implementación A.3: Estructura de vecindad

A.2. Codificaciones

*

Número cromático

1

2 def load(fn):

3 f = open(fn, ’r’)

4 data = f.read()

5 f.close ()

6 clauses = []

7 lines = data.split("\n")

8 p=[]

9

10 for line in lines:

11 if len(line) == 0:

12 continue

13

14 if line [0]==’p’:

15 problemline=line.split ()

16 p.extend ([int(problemline [2]),int(problemline [3])])

17 break

18

19 P = np.zeros ((p[0],p[0]))

20

21 for i in range(len(lines)):

22 line = lines[i].split ()

23 if len(line) == 0:

24 continue

25 if line [0] == ’e’:

26 if line [1] <= lines [2]:

27 P[int(line [1]) -1,int(line [2]) -1] = 1

28 else:

29 P[int(line [2]) -1,int(line [1]) -1] = 1

30

31 return (p,P)

Implementación A.4: Cargar instancias en el formato gráfico col y hal

1 def encode_graph_coloring(edges ,n,k):

2 m=len(edges)

3

4 n_clauses = 3*m+n

5 n_vars = 3*n

6 clauses = []
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7 for u, v in edges:

8 for i in range(k):

9 clauses.append ([-(i*n+u), -(i*n+v)])

10 for v in range(1, n+1):

11 clauses.append ([i*n+v for i in range(k)])

12 return clauses

Implementación A.5: Codificador del problema del número cromático

1 import seaborn as sns

2 import numpy as np

3 import networkx as nx

4

5 def ListOfColors(k):

6 palette = sns.color_palette(None , k)

7 color = list(palette.as_hex ())

8 return color

9

10 def get_colors(assignments ,n,k):

11 all_colors = np.array(list(range(k)))

12 colors = []

13 for v in range(n):

14 colors.append(all_colors [[ assignments[v]>0, assignments[n+v

]>0, assignments [2*n+v]>0]])

15 colors = [list(colors[i]) for i in range(len(colors))]

16 return colors

17

18 def feasable_coloring(colors):

19 return [color [0] for color in colors]

Implementación A.6: Funciones adicionales para obtener una paleta de colores

1 def GraphColoring(P,s,color):

2 s = list(s)

3 G = nx.Graph(P)

4 color_map = []

5 for node in G:

6 color_map.append(color[s[node -1]])

7 posCirc=nx.circular_layout(G)

8 nx.draw(G,node_color=color_map ,with_labels=True , pos=posCirc)

9 return

Implementación A.7: Decodificador del problema del número cromático

*

Camino Hamiltoniano

1 def reduce_Hamiltonian_Path_to_SAT(edges ,n):

2

3 def index(i, j):

4 return n*i + j + 1

5

6 m = len(edges)

7 n_clauses = 2*n + (2*n*n-n-m)*(n-1)

8 n_vars = n*n

9 clauses = []

10

11 for j in range(n):
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12 clause = []

13 for i in range(n):

14 clause.append(index(i,j))

15 clauses.append(tuple(clause))

16

17

18 for i in range(1,n+1):

19 clause = []

20 for j in range(n*(i-1), n*i):

21 clause.append(j+1)

22 clauses.append(tuple(clause))

23

24

25 for j in range(n):

26 for i in range(n):

27 for k in range(i+1, n):

28 clauses.append((-index(i,j), -index(k,j)))

29

30 for i in range(n):

31 for j in range(n):

32 for k in range(j+1, n):

33 clauses.append((-index(i,j), -index(i,k)))

34

35 for k in range(n-1):

36 for i in range(n):

37 for j in range(n):

38 if i == j: continue

39 if not [i+1, j+1] in edges:

40 clauses.append((-index(k,i), -index(k+1,j)))

41

42 clauses = [list(clause) for clause in clauses]

43 return clauses

Implementación A.8: Codificador del problema del ciclo Hamiltoniano

1

2 import networkx as nx

3

4 def get_hamiltonian_path(assignments ,n):

5 path = [None]*n

6 for i in range(n):

7 for j in range(n):

8 if assignments[i*n+j] > 0:

9 path[i] = j+1

10 return path

11

12

13

14 def GraphHamiltonian(P,path):

15

16 G = nx.Graph ()

17 for edge in P:

18 if edge in path or [edge[1],edge [0]] in path:

19 G.add_edge(edge[0],edge[1],color=’r’,weight =4)

20 else:

21 G.add_edge(edge[0],edge[1],color=’b’,weight =2)

22

23 pos = nx.circular_layout(G)

24
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25 edges = G.edges()

26 colors = [G[u][v][’color ’] for u,v in edges]

27 weights = [G[u][v][’weight ’] for u,v in edges]

28

29 nx.draw(G, pos , edge_color=colors , width=weights ,with_labels=True)

30

31 return

Implementación A.9: Decodificador del problema del ciclo Hamiltoniano

*

N-Reinas

1 def EncodeNQueens(n):

2

3 count=0

4 file1 = []

5 for i in range(0,n):

6 str0=’’;

7 for j in range(1,n+1):

8 number=str(j+n*i);

9 str0=str0+number+" "

10 str0=str0

11 file1.append(str0);

12 count +=1

13

14 for i in range(0,n):

15 for j in range(1,n):

16 number=j+n*i;

17 for l in range(1,n-j+1):

18 str0="-"+str(number)+" -"+str(number+l)

19 file1.append(str0);

20 count +=1

21

22 for j in range(1,n+1):

23 for i in range(0,n):

24 number=j+n*i;

25 for l in range(1,n-i):

26 str0="-"+str(number)+" -"+str(number+n*l)

27 file1.append(str0);

28 count +=1

29

30 for i in range(0,n-1):

31 for j in range(i,n-1):

32 number=j+1+n*i;

33 for l in range(1,n-j):

34 str0="-"+str(number)+" -"+str(number+l*(n+1))

35 file1.append(str0);

36 count +=1

37

38 for i in range(0,n-1):

39 for j in range(0,i):

40 number=j+1+n*i;

41 for l in range(1,n-i):

42 str0="-"+str(number)+" -"+str(number+l*(n+1))

43 file1.append(str0);

44 count +=1

45
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46 for i in range(0,n):

47 for j in range(0,n-i):

48 number=j+1+n*i;

49 for l in range(1,j+1):

50 str0="-"+str(number)+" -"+str(number+l*(n-1))

51 file1.append(str0);

52 count +=1

53

54 for i in range(0,n):

55 for j in range(n-i,n):

56 number=j+1+n*i;

57 if (number != n*n ):

58 for l in range(1,n-i):

59 str0="-"+str(number)+" -"+str(number+l*(n-1))

60 file1.append(str0);

61 count +=1

62

63 return [list(map(int ,file1[i]. split())) for i in range(len(file1

))]

Implementación A.10: Codificador del problema de las n-reinas

1

2 from mlxtend.plotting import checkerboard_plot

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import numpy as np

5

6

7 def get_chessboard(assignment ,n):

8 board = []

9 for i in range(n):

10 row = []

11 for j in range(n):

12 row.append(assignment[n*i +j])

13 board.append(row)

14

15 ary = np.array(board)

16 brd = checkerboard_plot(ary ,col_labels =[’ ’]*3, row_labels =[’ ’]*3,

cell_colors =[’saddlebrown ’, ’peachpuff ’],font_colors =[’black ’, ’

black ’],figsize =(5, 5))

17 plt.show()

18

19 return

Implementación A.11: Decodificador del problema de las n-reinas

A.3. Heuŕısticas

*

Escalar colinas

1

2 def LocalSearch(P,V):

3 v=[]

4 for i in range(V.shape [0]):

5 v.append(f(P,V[i,:]))

6 f_star=max(v)
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7 s_star=V[v.index(max(v))]

8 return (f_star ,s_star)

Implementación A.12: Búsqueda local

1

2 def HillClimbing(P,p,s,n,c,seed ,TIME):

3 start_time = time.time()

4 now_time = time.time()

5

6 s_star = np.copy(s)

7

8 while now_time - start_time < TIME:

9 (f_star ,s_star) = LocalSearch(P,Neighborhood(p,s_star ,n,c,seed))

10 s = np.copy(s_star)

11 now_time = time.time()

12

13 return (f_star ,s_star)

Implementación A.13: Escalar las colinas

Búsqueda Tabú

1 def CleanTheNeighborhood(V,TabuList):

2

3 CleanV = np.copy(V)

4

5 EraseList = []

6

7 for i in range(V.shape [0]):

8 for j in range(len(TabuList)):

9 if np.array_equal(V[i,:], TabuList[j]):

10 EraseList.append(i)

11

12

13 for i in range(len(EraseList)):

14 if CleanV.shape [0] != 0:

15 EraseList[i] = EraseList[i]-i

16 CleanV = np.delete(CleanV ,EraseList[i],0)

17 else:

18 break

19

20 return CleanV

Implementación A.14: Limpiar la vecindad

1 def TabuSearch(P,s,n,c,seed ,TIME ,l):

2 start_time=time.time()

3 now_time=time.time()

4

5 TabuList =[]

6 s_star = np.copy(s)

7 f_star = f(P,s)

8

9 while now_time - start_time < TIME:

10

11 V = Neighborhood(p,s_star ,n,c,seed)

12 V = CleanTheNeighborhood(V,TabuList)
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13

14 if V.shape [0]!=0:

15

16 (f_s ,s) = LocalSearch(P,V)

17 TabuList.append(s)

18 if len(TabuList) > l:

19 TabuList.pop(0)

20 if f_s > f_star:

21 s_star = np.copy(s)

22 f_star = f_s

23

24 now_time = time.time()

25

26 else:

27 now_time = time.time()

28

29 return (f_star ,s_star)

Implementación A.15: Búsqueda Tabú

Recocido Simulado

1 def SimulatedAnnealing(P,s,t,alpha ,n,c,seed ,TIME):

2

3 s_star = np.copy(s)

4 f_star = f(P,s_star)

5

6 start_time = time.time()

7 now_time = time.time()

8

9 while now_time - start_time < TIME:

10 V = Neighborhood(p,s_star ,n,c,seed)

11 (f_s ,s) = LocalSearch(P,V)

12 if f_s >= f_star:

13 f_star = f_s

14 s_star = np.copy(s)

15

16 elif np.exp(( f_star - f_star)/t) > random.uniform ():

17 f_star = f_s

18 s_star = np.copy(s)

19

20

21 t = t* alpha

22 now_time=time.time()

23

24

25 return (f_star ,s_star)

Implementación A.16: Recocido Simulado

GRASP

1 def greedy_f(P,S):

2 (n,m)=P.shape

3 v=np.zeros(n)

4 Q=np.copy(P)

5 for i in range(n):
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6 for j in range(m):

7 if Q[i,j] in S:

8 v[i]=1

9 break

10 values = sum(v)

11 return values

Implementación A.17: Función de evaluación glotona.

1 def Candidates(p,S):

2 id_plus = lambda x : x

3 id_minus = lambda x : -x

4

5 Range = list(range(1,p[0]+1))

6

7 for i in range(len(S)):

8 Range.remove(np.abs(S[i]))

9

10 L = [i(x) for x in Range for i in (id_plus , id_minus)]

11

12 return L

Implementación A.18: Lista de candidatos

1 def SolutionFormat(p,S):

2

3 s = np.array ([1 if i+1 in S else 0 for i in range(p[0])])

4

5 return s

Implementación A.19: Reparar la solución

1 def GreedyConstruction(P,p):

2 S = []

3 L = Candidates(p,S)

4 GreedyValue = [greedy_f(P,[L[i]]) for i in range(len(L))]

5

6 while len(L) != 0:

7 Choosen = L[np.argmax(GreedyValue)]

8 S.append(Choosen)

9 L = Candidates(p,S)

10 GreedyValue = [greedy_f(P,[L[i]]) for i in range(len(L))]

11

12 s_star = SolutionFormat(p,S)

13

14 return s_star

Implementación A.20: Construcción glotona

1 def RCL(P,L,S,alpha):

2

3 S_copy = np.copy(S)

4 GreedyValue = [greedy_f(P,[L[i]]) for i in range(len(L))]

5

6 Max = np.max(GreedyValue)

7 Min = np.min(GreedyValue)

8 value = Max - alpha * (Max - Min)

9

10 CandidatesRestrictedList = []

11 for i in range(len(L)):
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A.3. HEURÍSTICAS A.3.0

12 if GreedyValue[i] > value:

13 CandidatesRestrictedList.append(L[i])

14

15 return CandidatesRestrictedList

Implementación A.21: Lista restringida de candidatos

1 def GreedyRandomizedConstruction(P,p,alpha):

2 S = []

3 L = Candidates(p,S)

4 GreedyValue = [greedy_f(P,[L[i]]) for i in range(len(L))]

5

6 while len(L) != 0:

7

8 RCL_list = RCL(P,L,S,alpha)

9

10 if len(RCL_list) != 0:

11 index = random.randint(0,len(RCL_list))

12 Choosen = RCL_list[index]

13 S.append(Choosen)

14 L = Candidates(p,S)

15

16 else:

17 GreedyValue = [greedy_f(P,[L[i]]) for i in range(len(L))]

18 Choosen = L[np.argmax(GreedyValue)]

19 S.append(Choosen)

20 L = Candidates(p,S)

21

22 s_star = SolutionFormat(p,S)

23

24 return s_star

Implementación A.22: Construcción glotona aleatoreizada

1 def GRASP(P,p,alpha ,seed ,n,c,TIME):

2 start_time = time.time()

3 now_time = time.time()

4

5 f_star = 0

6

7 random.seed(seed)

8

9 while now_time - start_time < TIME:

10

11 s0 = GreedyRandomizedConstruction(P,p,alpha)

12

13 V = Neighborhood(p,s0,n,c,seed)

14 (f_s1 ,s1) = LocalSearch(P,V)

15

16 if f_s1 > f_star:

17 s_star = np.copy(s1)

18 f_star = f_s1

19

20 now_time = time.time()

21

22 return (f_star ,s_star)

Implementación A.23: GRASP
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Vecindades Variables

1 def InitialSolution(p):

2 s = random.randint(0,2,p[0])

3

4 return s

Implementación A.24: Solución inicial

1 def Shaking(P,p,s_star ,k,Sizes ,seed):

2

3 V = Neighborhood(p,s_star ,Sizes[k][0], Sizes[k][1], seed)

4 i = random.randint(0,V.shape [0])

5

6 s_0 = V[i,:]

7

8 return s_0

Implementación A.25: Perturbación

1 def VariableNeighborhoodSearch(P,p,Sizes ,seed ,TIME):

2 start_time = time.time()

3 now_time = time.time()

4

5

6 random.seed(seed)

7

8 s_star = InitialSolution(p)

9 f_star = f(P,s_star)

10

11 k_max = len(Sizes)

12 k = 0

13

14 while (k < k_max) and (now_time - start_time < TIME):

15 s_0 = Shaking(P,p,s_star ,k,Sizes ,seed)

16 (f_s1 ,s1) = LocalSearch(P,Neighborhood(p,s_star ,Sizes[k][0],

Sizes[k][1], seed))

17

18 if f_s1 > f_star:

19 s_star = np.copy(s1)

20 f_star = f_s1

21

22 k = 0

23 else:

24

25 k = k + 1

26

27

28 now_time = time.time()

29

30 return (f_star ,s_star)

Implementación A.26: Vecindades variables

Algoritmos genéticos

1 def Initialization(P,p,size):

2
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3 Population = []

4 for i in range(size):

5 Population.append(random.randint(0,2,p[0]))

6 Population=np.array(Population)

7

8 return Population

Implementación A.27: Inicialización

1 def Selection(P,p,Population ,size):

2

3 a=np.arange(Population.shape [0])

4 MatingPool =[]

5

6 Values = [f(P,Population[i,:]) for i in range(Population.shape [0])

]

7 sum = np.sum(Values)

8 P = [value/sum for value in Values]

9

10 for i in range(int(size /2)):

11 MatingPool.append(random.choice(a,2,p))

12

13 return MatingPool

Implementación A.28: Selección

1 def Recombination(P,p,MatingPool ,Population):

2 Offspring =[]

3

4 for pair in MatingPool:

5 n=random.randint(p[0])

6 son=np.append(Population[pair [0],0:n],Population[pair[1],n:p

[0]])

7 Offspring.append(son)

8

9 return Offspring

Implementación A.29: Recombinación 0

1 def Recombination(P,p,MatingPool ,Population):

2 Offspring =[]

3 for pair in MatingPool:

4 n=random.randint(p[0])

5 m=random.randint(n,p[0])

6 son=np.append(Population[pair [0],0:n],Population[pair[1],n:m])

7 son=np.append(son ,Population[pair[0],m:p[0]])

8 Offspring.append(son)

9 return Offspring

Implementación A.30: Recombinación 1

1 def Mutation(P,p,Offspring):

2

3 M=random.uniform(0,1,len(Offspring))

4 M[M > 0.2]=0

5 M[M != 0]=1

6

7 for i in range(len(Offspring)):

8 if M[i]==1:

9 l=Offspring[i].shape [0]
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10 n=random.randint(l)

11 Offspring[i][n]=1- Offspring[i][n]

12

13 return Offspring

Implementación A.31: Mutación

1 def Replacement(P,p,Population ,Offspring ,size):

2 new_population =[]

3 for i in range(size):

4 new_population.append(np.append(Population[i,:],f(P,Population[i

,:])))

5

6 new_population=np.array(new_population)

7 new_population = new_population[np.argsort(new_population [:, -1])]

8 new_population=np.delete(new_population ,-1,1)

9 new_population=np.delete(new_population ,range(int(size /2)) ,0)

10

11 for son in Offspring:

12 new_population=tuple(new_population)

13 new_population=np.vstack (( new_population ,son))

14

15 new_population=np.array(new_population)

16 return Population

Implementación A.32: Reemplazo

1 def GeneticAlgorithm(P,p,size ,seed ,TIME):

2

3 start_time = time.time()

4 now_time = time.time()

5

6 random.seed(seed)

7

8 Population = Initialization(P,p,size)

9

10

11 while now_time - start_time < TIME:

12

13

14 MatingPool = Selection(P,p,Population)

15

16 Offspring = Recombination(P,p,MatingPool ,Population)

17

18 Offspring = Mutation(P,p,Offspring)

19

20 Population = Replacement(P,p,Population ,Offspring)

21

22 now_time = time.time()

23

24 (f_star ,s_star) = LocalSearch(P,Population)

25

26 return (f_star ,s_star)

Implementación A.33: Algoritmos genéticos

Optimización por colonias de hormigas
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1 def PheromonesInitialization(p):

2

3 Pheromones = np.full ((2*p[0]+1 ,2*p[0]+1) ,0.5)

4

5 L = Candidates(p,[])

6

7 for i in range (2*p[0]+1):

8 for j in range (2*p[0]+1):

9

10 if j > 0:

11 Pheromones [0,j] = L[j-1]

12

13 if i == j:

14 Pheromones[i,j] = 0

15 elif (i %2) == 0 and j == i-1:

16 Pheromones[i,j] = 0

17 elif (i %2) != 0 and j == i+1:

18 Pheromones[i,j] = 0

19

20 if i > 0:

21 Pheromones[i,0] = L[i-1]

22

23

24 return Pheromones

Implementación A.34: Inicialización de la matriz de feromonas.

1 def ProbabilitiesInitialization(p):

2 Probabilities = np.full ((2*p[0]+1 ,2*p[0]+1) ,1 / (p[0]-2))

3

4 L = Candidates(p,[])

5

6 for i in range (2*p[0]+1):

7 for j in range (2*p[0]+1):

8

9 if j > 0:

10 Probabilities [0,j] = L[j-1]

11

12 if i == j:

13 Probabilities[i,j] = 0

14 elif (i %2) == 0 and j == i-1:

15 Probabilities[i,j] = 0

16 elif (i %2) != 0 and j == i+1:

17 Probabilities[i,j] = 0

18

19 if i > 0:

20 Probabilities[i,0] = L[i-1]

21 return Probabilities

Implementación A.35: Inicialización de la matriz de probabilidades

1 def Choose(p,S,L,Probabilities):

2

3 ALLCandidates = Probabilities [:,0]

4 ActualPosition = np.where(ALLCandidates == S[-1])[0]

5 RowOfProbabilities = Probabilities[ActualPosition ,:]

6

7 ProbabilitiesL = []

8
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9 for i in range(len(L)):

10 index = np.where(ALLCandidates == L[i]) [0][0]

11 ProbabilitiesL.append(RowOfProbabilities [0,index])

12

13 Sum = np.sum(ProbabilitiesL)

14

15 NormalizedProbabilities = [p/Sum for p in ProbabilitiesL]

16

17 Choosen = random.choice(L,p = NormalizedProbabilities , size = 1)

[0]

18

19 return Choosen

Implementación A.36: Selección de candidatos

1 def PheromonesIntensification(Pheromones ,BestWalk ,delta):

2 ALLCandidates = Pheromones [:,0]

3 for i in range(len(BestWalk) -1):

4 index0 = np.where(ALLCandidates == BestWalk[i]) [0][0]

5 index1 = np.where(ALLCandidates == BestWalk[i+1]) [0][0]

6

7 Pheromones[index0 ,index1] = Pheromones[index0 ,index1] + delta

8

9 return Pheromones

Implementación A.37: Intensificación de feromonas

1 def ProbabilitiesMatrix(Probabilities ,Pheromones):

2 for i in range(1, Probabilities.shape [0]):

3 Sum = np.sum(Pheromones[i ,1:])

4 for j in range(1, Probabilities.shape [1]):

5 Probabilities[i,j] = Pheromones[i,j] / Sum

6

7 return Probabilities

Implementación A.38: Actualizar matriz de feromonas

1 def AntColonyOptimization(P,p,k,rho ,delta ,seed ,TIME):

2

3 start_time = time.time()

4 now_time = time.time()

5

6 random.seed(seed)

7

8 Pheromones = PheromonesInitialization(p)

9

10 Probabilities = ProbabilitiesInitialization(p)

11

12 random.seed(seed)

13

14 while now_time - start_time < TIME:

15

16 Solutions = []

17 Walks = []

18 for i in range (5):

19 S = []

20 L = Candidates(p,S)

21

22 S.append(L[random.randint(len(L))])
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23

24 while len(L) != 0:

25 Choosen = Choose(p,S,L,Probabilities)

26 S.append(Choosen)

27 L = Candidates(p,S)

28

29 s = SolutionFormat(p,S)

30 Solutions.append(s)

31 Walks.append(S)

32

33 Values = [f(P,s) for s in Solutions]

34

35 BestWalk = Walks[Values.index(max(Values))]

36

37 s_star = Solutions[Values.index(max(Values))]

38 f_star = max(Values)

39

40 for i in range(1, Pheromones.shape [0]):

41 for j in range(1, Pheromones.shape [1]):

42 Pheromones[i,j] = Pheromones[i,j] * (1-rho)

43

44

45 Pheromones = PheromonesIntensification(Pheromones ,BestWalk ,delta

)

46

47 Probabilities = ProbabilitiesMatrix(Probabilities ,Pheromones)

48

49 now_time = time.time()

50

51

52 return (f_star ,s_star)

Implementación A.39: Optimización por colonias de hormigas
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5.10. Representación de la primera parte de la tercera iteración de la construcción
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6.1. Descripción de un conjunto de cinco instancias de [31]. . . . . . . . . . . . . 61
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[7] Erick Cantu Paz. Efficient and accurate parallel genetic algorithms. Vol. 1.
Springer Science & Business Media, 2000.

[8] James A Carlson, Arthur Jaffe y Andrew Wiles. The millennium prize pro-
blems. Citeseer, 2006.
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[53] Study.com. By cutting away identical squares from each corner of a rectangu-
lar piece of cardboard. 2020. url: https://study.com/academy/answer/by-
cutting-away-identical-squares-from-each-corner-of-a-rectangular-

piece-of-cardboard-and-folding-up-the-resulting-flaps-an-open-

box-may-be-made-if-the-cardboard-is-15-rm-in-long-and-6-rm-in-

wide-find-the-dimensions-of-the-box-that-will-yield-th.html.
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