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Resumen/Abstract

En la presente tesis se realiza el estudio de la dependencia geométrica de los estados
de arista en un semimetal topolégico de orden superior construido a partir del apilamiento de
capas bidimensionales cuya base es la red de Kagome. Como primer paso, se introducen los
conceptos basicos que permiten la comprensiéon de los materiales topologicos de orden superior,
particularmente de aquellos que poseen estados degenerados. Adicionalmente, se realiza una
introduccioén al formalismo de Landauer para el calculo de la conductancia. Como parte de los
resultados de este trabajo, se analizan las bandas energéticas asociadas al bulto del sistema como
funcién de los pardmetros de su hamiltoniano de amarre fuerte. Paralelamente se realiza el calculo
del invariante topologico del sistema el cual se identifica como la polarizacion. Se realiza el analisis
de la dependencia geométrica de los estados de arista a través del calculo de la estructura de bandas
para tres arreglos finitos distintos: base triangular, hexagonal y paralelogramo. Adicionalmente
se realiza un anélisis de la robustez de los estados conductores topolégicamente protegidos al
imponer un desorden en el valor de las energias de sitio. Finalmenre se analiza el comportamiento
de la conductancia para estos tres dispositivos electrénicos con dos terminales.

In this thesis, is done the study of the geometric dependence of the edge states in a
higher-order topological semimetal constructed from the stacking of two-dimensional layers whose
basis is the Kagome lattice. As a first step, are introduced the basic concepts that allow the
understanding of higher order topological materials, in particular those that have degenerate states.
Additionally, an introduction to the Landauer formalism for the calculation of conductance is
made. As part of the results of this work, the energy bands associated with the bulk of the system
are analyzed as a function of the parameters of its Hamiltonian. At the same time, the calculation
of the topological invariant of the system is carried out, which is identified as polarization. The
analysis of the geometric dependence of the edge states is carried out through the calculation
of the band structure for three different finite arrays: triangular, hexagonal, and parallelogram
basis. Further, an analysis of the robustness of the topologically protected conductive states
is performed by imposing a disorder in the value of the site energies. Finally, is analyzed the
behavior of the conductance for these three electronic devices with two terminals.
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Capitulo 1

Introduccion

Las primeras ideas acerca de los aislantes topoldgicos introducidos como una nueva fase de
la materia fueron planteadas por Kane y Mele en 2005 [1] y a partir de entonces el estudio
de las propiedades que subyacen en estos nuevos materiales se ha mantenido como un campo
realmente activo tanto en la fisica experimental como en la fisica tebrica. De hecho, la rama
de las fases topologicas fue condecorada con el Premio Nobel de Fisica en 2016, demostrando
su papel fundamental en la fisica actual. Al momento en que se escribe este trabajo se han
publicado ya decenas de miles de articulos en los cuales las fases topoldgicas han sido clave
fundamental de estudio y esto no es més que el reflejo de la gran importancia que han adquirido
estos materiales en la investigacion actual. Comprender los principios bésicos del cémo y el por
qué surgen los materiales topologicos ha sido la clave fundamental para su implementacion en
dispositivos electronicos reales.

Una de las primeras cuestiones a comprender al momento de sumergirnos en el mundo
de los materiales topolégicos, es precisamente entender a que nos referimos con la palabra
topologia. La topologia es una de las ramas mas profundas y de mayor importancia en el campo
de las matematicas dedicada al estudio de las propiedades de los cuerpos geométricos y sus
transformaciones en el espacio. La conexién de esta rama con la fisica ha permitido establecer
nuevas propiedades con aplicaciones tecnologicas y también ha permitido establecer nuevos puentes
entre la fisica de altas y bajas energias |2]. Dentro del campo de la topologia todos los objetos
geométricos existentes pueden asociarse a una cantidad denominada el invariante topoldgico. De
esta forma dos objetos que posean la misma clase topolégica comparten en comun el mismo valor
de su invariante topologico. Por ejemplo, se dice que una esfera es topoldgicamente equivalente
a cualquier otro objeto geométrico existente siempre y cuando la deformacion de la esfera para
conseguir dicho objeto no incluya la creaciéon de un agujero y en este sentido el nimero de agujeros
representa el invariante topologico. Esta misma analogia se utiliza cuando se dice que una taza de
café y una dona son topologicamente equivalentes y también puede ser aplicada a transformaciones
en los parametros de un hamiltoniano. Por otro lado, el desarrollo de la teoria de bandas ha
permitido describir de forma eficaz e intuitiva el comportamiento electréonico de los materiales
permitiendonos diferenciar si un material se comportara como aislante, como semimetal o como
metal a través del analisis del hamiltoniano que describe al sistema y de sus eigenenergias (bandas).
Desde la perspectiva pre-topologica en la teoria de bandas solamente importan los eigenvalores




del hamiltoniano del sistema, sin embargo, en la perspectiva topoldgica los eigenvectores también
cobraran relevancia ya que nos permitiran calcular el invariante topolégico.

Hasta el descubrimiento del efecto Hall cuantico en 1980 [3] se creia que todos los aislantes
eran equivalentes (es decir, que compartian la misma clase topologica), sin embargo, el avance
crucial que revelo el descubrimiento de este efecto fue la revelacién de una nueva clase de aislantes
cuyo hamiltoniano no estaba conectado a los hamiltonianos de los aislantes triviales. Al calcular
las eigenenergias de estos hamiltonianos cualquier proceso que imaginemos conectando a estos
dos distintos tipos de aislantes cerrard una brecha energética o gap [4]. En términos de las bandas
cerrar o abrir una brecha energética serd analogo a crear o eliminar un agujero: ambos procesos
modifican la clase topologica. En el modelo propuesto para el efecto Hall cuéntico los electrones se
encuentran confinados a moverse en un plano bidimensional y al aplicarles un campo magnético la
fisica dicta que la trayectoria de los electrones tendra forma de ciclotron [5]. Cuando consideramos
la existencia de bordes en un arreglo finito, en los extremos de un aislante comiin no ocurriré nada
impresionante, sin embargo, en los bordes de un material bidimensional topolégico sometido a un
campo magnético lo suficientemente fuerte hardn que las érbitas de ciclotréon de los electrones
deban rebotar y seguir su camino, formando un estado conductor en el extremo de la muestra.
Estos estados de borde de los electrones son extremadamente robustos ya que los electrones estan
forzados por los bordes de la muestra y por el campo magnético a seguir una sola direcciéon. Dado
que los electrones no pueden saltar de un extremo a otro debido a la anchura del material, la tinica
forma de transformar un aislante Hall cuantico a un aislante trivial seré consiguiendo que los
estados de ciclotron conduzcan, conectando ambos bordes. Como esto solo puede ocurrir cuando
el gap se cierra, entonces se dice que el efecto Hall cuantico es una fase topologicamente diferente
al aislante trivial [2]. Mas adelante se supo que las fases topologicas no se inducen tnicamente
por medio de campos magnéticos si no que éstos también pueden surgir naturalmente en metales
pesados en los cuales la interaccion espin-orbita de sus electrones es fuerte [1].

Conectando todas las ideas anteriores, definiremos como aislante topologico a un material
con estados de superficie conductores, los cuales nacen debido a la topologia del sistema y estan
topologicamente protegidos y pueden presentarse tanto en dos como en tres dimensiones [6]. A
cada una de las clases topologicas distintas de un aislante se les asociaré un valor especifico de
un invariante, lo que nos permitira distinguir eficazmente entre un aislante trivial y un aislante
topoldgico y atin mas sorprendente: jel invariante estara relacionado mateméticamente con una
cantidad fisicamente medible!. La existencia de los estados superficiales conductores en estos
materiales solo dependera del valor del invariante topologico y de que éste se mantenga lo que los
hace inmunes ante impurezas y otros defectos dentro del material. Esta es una de las razones por
las cuales se tiene la certeza de que los materiales topolégicos revolucionaran a los dispositivos
electréonicos del futuro. En afios posteriores al descubrimiento de los aislantes topoldgicos, se
descubri6 que el surgimiento de nuevas fases topoldgicas no estaba restringida tinicamente a los
aislantes y que podia extenderse también a los semimetales y esto abrié la puerta al estudio de
lo que hoy conocemos como semimetales de Weyl y de Dirac |7, 8]. Méas recientemente se ha
descubierto que los estados superficiales conductores pueden restringirse y localizarse s6lo en
las aristas o en las esquinas del material [9], lo que abri6 paso a una nueva rama: los materiales
topologicos de orden superior.

El objetivo de esta tesis es estudiar los efectos de la geometria en los estados de borde de
un semimetal topolégico de orden superior. En el primer capitulo de esta tesis se presenta una




introduccion sobre los conceptos basicos que permiten la comprension de las fases topologicas de
orden superior en semimetales como lo son: la fase de Berry, el Wilson Loop y la polarizacion
eléctrica, con el fin de poder dar pie a la caracterizacién de un invariante asociado a un semimetal
topologico cuya base cristalina seré la red de Kagome. Dado que el transporte electréonico actta
como la firma de cualquier nanodispositivo ya que su céalculo se encuentra dentro de los primeros
pasos para considerar una futura implementacion en dispositivos electronicos reales, en el capitulo
1 también se presentan los principios basicos para el célculo de la conductancia en sistemas
nanoestructurados utilizando la formulaciéon de Landauer. En el capitulo 2, se presentan los
resultados de esta tesis. A partir del hamiltoniano de amarre fuerte del sistema perioédico cuya
base es la red de Kagome tridimensional se caracteriza al valor de la polarizaciéon eléctrica como
el invariante topologico de nuestro sistema. Posterior a ello y como parte de los objetivos de este
trabajo, se estudia el comportamiento de las bandas de los estados de borde de tres sistemas finitos
con estructuras geometrias distintas y también se compara el comportamiento de la conductancia
para estos tres arreglos. Finalmente, en el capitulo 3 se exhiben las conclusiones de esta tesis.




Capitulo 2

Teoria

" But still try for who knows what is possible!” -Michael Faraday.

2.1. Aislantes topoldgicos de orden superior (HOTI’s)

La estructura de bandas de un aislante topologico convencional (TI, por sus siglas en inglés) esta
caracterizada por poseer estados asociados al bulto' con brechas energéticas y estados de borde
sin dichas brechas [10]. El surgimiento de estos estados de borde sin brechas estara determinado
y protegido por un invariante topoldgico® asociado al bulto y a la preservacion de las simetrias
presentes en el sistema. En los afios méas recientes se ha descubierto un nuevo tipo de T1I, el cual
alberga estados sin brechas energéticas asociados a las aristas (o hinges, por su nombre en inglés)
o a las esquinas del sistema [9]. Estos aislantes topologicos no convencionales se han denominado
aislantes topologicos de orden superior (HOTI’s por sus siglas en inglés).

Por ejemplo, un HOTI 3D de primer orden (o también llamado TI) tendréa estados de
borde asociados a su superficie (en 2D) sin brechas energéticas. Por otro lado, un HOTI 3D de
segundo orden presentara estados sin brechas energéticas asociados a sus aristas (en 1D) o a
tercer orden asociados a sus esquinas (en 0D)(véase Fig.2.1). La aparicion de estados de arista
y estados de esquina topologicamente protegidos es el reflejo de la interaccién entre la simetria
cristalina y la topologia de sus bandas. En los trabajos pioneros relacionados a estos sitemas [9,
11] el surgimiento de los aislantes topologicos de orden superior se dio al estudiar las transiciones
de fase del hamiltoniano asociado a los bordes de un cristal, es decir, al estudiar como los estados

!Todas aquellas partes del sistema que poseen periodicidad debido a la ausencia de bordes.
2Propiedad de un espacio topolégico que es invariante bajo transformaciones suaves.




2.1 Aislantes topologicos de orden superior (HOTI’s)

Fig. 2.1: Clasificacion de los aislantes topolégicos tridimensionales de orden superior.(a) aislante con
topologia trivial. (b) aislante topolégico convencional con estados de borde en 2D (capa exterior del sistema). (c)
aislante topologico 3D de segundo orden con estados topologicos asociados a sus aristas en 1D. (d) aislante topologico
3D de tercer orden con estados topologicos asociados a sus esquinas en 0D.

de borde sin gap pueden volver a separarse mediante la adicién de un término que rompa con
ciertas simetrias pertenecientes al sistema (por ejemplo, esto puede ocurrir al aplicar un campo
magnético). Como consecuencia, al estudiar la interfase entre dos areas topologicamente distintas,
emergen estados conductores asociados a dimensiones menores como a las aristas en 1D o a las
esquinas en 0D.

Como se mencion6é anteriormente, las fases topologicas de la materia se encuentran
caracterizadas mediante invariantes que estan asociados a cantidades fisicas cuantificables tales
como la polarizacién de carga, la conductancia Hall o la polarizabilidad magnetoeléctrica y éstas
pueden ser expresadas matematicamente como integrales de un potencial de Berry [10] y tienen
una forma similar a momentos dipolares para sistemas 1D, 2D y 3D respectivamente. Es posible
extender este concepto para los ordenes superiores en donde los momentos dipolares de orden
superior como los cuadrupolos u octopolos actuaran como las cantidades topolégicas observables
[9]. Este tipo de sistemas se denominan aislantes multipolares (QMI, por sus siglas en inglés) e
historicamente fueron los primeros sistemas en los cuales se descubrié que se podian albergar
fases topologicas con estados de borde de dimensiones menores, como los estados de esquina. A
pesar de que las realizaciones experimentales de estos sistemas son posibles [11, 12], en general
existiran dificultades ya que requieren de la creacién de sistemas que tengan simetrias de espejo
no conmutatitvas [10].

Actualmente ya se han reportado prototipos de HOTI’s cuyos invariantes no estén re-
presentados por medio de momentos cuadrupolares u octopolares, tal es el caso del modelo
SSH bidimensional en una red cuadrada |13] que exhibe estados de borde sin brechas asociados
a sus esquinas pero éstos surgen naturalmente al modular los valores de los acoplamientos (o
hoppings) intercelda e intracelda en el sistema. Las expresion matemética del invariante topologico
asociado a este tipo de HOTT’s tendré la forma de un momento dipolar el cual se puede escribir
mediante una integral del potencial de Berry. La primera realizacién experimental de este modelo
se realizo en cristales fotonicos dieléctricos en 2018 [13, 14] utilizando varillas de aluminio en
una configuracion similar a la del modelo SSH bidimensional (véase Fig.2.2). El ajuste de los




2.2 Fase de Berry y Conexiéon de Berry

parametros geométricos que modelaban los acoplamientos intercelda e intracelda condujeron a la
construccion del diagrama de sus fases topologicas, las cuales estaban caracterizadas mediante el
valor de la polarizacién del bulto. De forma similar se han construido sistemas experimentales
mas allad del modelo SSH bidimensional en los cuales las simetrias C, juegan un papel importante
[15], uno de estos modelos fue un HOTI creado a partir de la red de Kagome bidimensional en
cristales actsticos [16].

Fig. 2.2: Realizaciones experimentales de aislantes topolégicos de orden superior. (a) Fotograma experimental
de un aislante topologico bidimensional de segundo orden realizado para un cristal fotonico dieléctrico. Imagen recuperada
de [14]. (b) Fotograma experimental de un aislante topolégico bidimensional de segundo orden con simetria Cs en un
resonador acustico realizado para la red de Kagome. Imagen recuperada de [16].

Es importante mencionar que el surgimiento de estados de borde topolégicos de orden
superior no se restrige unicamente a los aislantes. Los sistemas con comportamientos semimetalicos,
los cuales poseen degeneraciones en su estructura de bandas también pueden tener estados de
borde conductores asociados a sus aristas o a sus esquinas. Recientemente se ha reportado en
[17] un modelo de un semimetal tridimensional de Weyl de segundo orden construido a partir del
apilamiento de capas bidimensionales cuya base es la red de Kagome. Este sistema es el principal
objeto de estudio de este trabajo.

En las secciones siguientes se presentan las nociones bésicas que nos permitiran comprender
el comportamiento de la topologia de las bandas para sistemas semimetélicos topolégicos de orden
superior.

2.2. Fase de Berry y Conexién de Berry

La fase geométrica o fase de Berry es un concepto de especial relevancia en el drea de materia
condensada que surge de la evolucion adiabética de un eigenestado cuando un parametro externo
al sistema varia lentamente y realiza un ciclo completo en lo que se denomina el espacio de
pardmetros. Esta fase surge de forma natural al calcular el eigenestado asociado a un sistema
cuéntico después de haber recorrido dicho ciclo en el régimen adiabético, donde el resultado que
se obtiene seréa la fase dinamica conocida debido a la evolucién temporal del sistema més otro
factor: la fase de Berry.
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El primer trabajo que se conoce relacionado con esta fase es el articulo escrito por el fisico
hinda Shivaramakrishnan Pancharatnam [18] aunque fue hasta 1983, con el trabajo realizado
por Sir Michael Berry [19] que el concepto cobr6 importancia como tema de investigacion. En
las ultimas tres décadas la comprension de la fase de Berry ha tenido un efecto profundo en
el entendimiento de las propiedades de los materiales y es el responsable de un conjunto de
fenémenos distintos, tales como el bombeo cuantico de carga, la polarizaciéon y el magnetismo
orbital. Como se sugiri6 al inicio de esta seccién, el célculo de la fase de Berry sera crucial para
comprender el comportamiento de los sistemas topolégicos de orden superior ya que nos permitiré
identificar el invariante topolégico asociado a estos sitemas.

A continuacion se presenta la derivacion de la fase de Berry siguiendo de cerca el formalismo
utilizado en el articulo original de Sir Michael Berry [19].

Consideremos un sistema que se describe por medio de un hamiltoniano H (R) que depende
del tiempo a través de un conjunto de parametros  denotados por R = (R1, Ra, R3,...) donde
R = R(¢). Nos interesa la evolucion adiabatica del sistema, es decir, la evoluciéon del sistema a
medida que los pardmetros R(t) varian lentamiente en el tiempo a lo largo de una trayectoria C.
En principio la trayectoria C' puede ser cerrada o abierta.

Resulta ttil definir una base ortonormal de eigenestados de H (R) en cada punto R del
espacio de parametros. Esta se obtiene de diagonalizar H (R) para cada R, lo que nos da como
resultado la siguiente ecuacion de eigenvalores:

H(R) |ur) = En(R) Jur) - (2.1)

Ahora supongamos que el sistema cuantico evoluciona a través del tiempo y que por lo
tanto un eigenestado del mismo también evolucionaré debido a la variaciéon de los pardmetros
R(t) a lo largo de la trayectoria C. De acuerdo con el teorema adiabdtico |[20, 21] un sistema
que se encuentra inicialmente en un eigenestado }uR(0)> que varia lentamente permanecera como
un eigenestado instantdneo del hamiltoniano H(R(t)) durante el proceso. De esta forma, la
unica libertad que existe durante la evolucion adiabatica es un posible cambio de fase del estado
cuantico, esto es, [1h(t)) = e~ ¥n(®) |UR(t)>o Es importante mencionar que, en un principio, esta
fase no puede ser cero ya que al menos contiene el factor de fase dindmico conocido que depende
de la energia del eigenestado. La evolucién temporal del estado del sistema estara gobernada por
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo:

AR() (1) = ih o [0(1) (2.2

Sustituyendo el estado |1)(t)) = e~ ¥n(®) ‘uR(t)>, de acuerdo al teorema adiabatico , se obtiene:

3Ejemplos de tales parametros pueden ser el campo magnético, el campo eléctrico o incluso el espacio reciproco
k.
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z’haat [ur()) + W0 (t) [ur()) = En(R()) [ure)) - (2.3)

Aplicando el bra <UR(t)’ v ya que los estados forman una base ortonormal, se obtiene:

0 () = %En(R(t)) i (urg| 8 Jurg) - (2.4)

La expresion final para esta fase sera el resultado de integrar desde ¢t = 0 hasta ¢’ = t,

Oy

On(t):% /0 B, (R())dt — i /O (e Jurqe) . (2.5)

En esta ultima ecuacion, el primer término puede identificarse como la fase dinamica
usual de un estado que evoluciona en el tiempo, mientras que el segundo término es al que
denominaremos la fase de Berry, la cual surgié de la evolucién adiabatica del eigenestado
|n(R(t))). Por lo tanto, podemos escribir el eigenestado del sistema evolucionado de la siguiente
forma:

i rt ’ /o
(1)) = e~ i Jo EnBNA idn |qyp Y (2.6)

de donde el factor correspondiente a la fase de Berry es:

Oy

UR(t/)>dtl. (27)

t
On = Z/O (ur()

Se puede apreciar que la fase de Berry surge del hecho de que los estados en t y en t + dt
no son idénticos. Es importante mencionar que la fase ¢, no depende de la forma en la que se
parametriza R(t), para ver esto con mayor claridad, podemos eliminar la dependencia temporal de
la ecuacion (2.7) en favor de los pardametros R, que sabemos que dependen del tiempo, aplicando
un cambio de variable:

5 ./R“) ( ) lungey) AR
n =1 u N == (U ’ B

:i/<uR]VR|uR> -dR.
C

Por otro lado, definiremos como potencial de Berry o conexién de Berry al siguiente factor:
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Ap(R) =i(ur| VR |ur) - (2.9)

Cabe mencionar que esta conexion no es una cantidad fisicamente medible ya que depende
de la norma o gauge correspondiente al sistema. Si aplicamos una transformacién de norma a los
eigenestados del sistema éstos se transforman de acuerdo a:

lur) — M ug), (2.10)

donde £(R) es una funcion suave y univaluada. De esta forma, la conexion de Berry de la ecuacion
(2.19) se transforma como:

A,(R) - A,(R)—-VR{R). (2.11)

El término adicional de esta tltima ecuacion hace que la fase de Berry tampoco sea
univaluada, de hecho esta puede calcularse como:

G —> b — / VRER) - dR = ¢, — [E(R(T)) — £(R(0))] (2.12)
C

donde T es el tiempo en el cual se completa la trayectoria C' en el espacio de parametros.

Esta situacion cambia si consideramos la evolucién adiabatica para una trayectoria cerrada
C en el espacio de parametros, es decir que R(0) = R(T) y, dado que hemos elegido los
estados del sistema como univaluados entonces al completar el circuito se debe cumplir que
e (R(0) ‘UR(O)> = ¢ (R(T)) }UR(T)> = ¢ (R(T)) "U,R(O)>. Por lo tanto:

§(R(T)) — €(R(0)) = 27m, (2.13)

donde m es un entero. En conclusion, el inico cambio en la fase de Berry debido a una trans-
formacién de norma sera por un miltiplo entero de 27, y éste no puede ser removido. Por lo
tanto, de este punto en adelante, consideraremos a ¢,, una cantidad invariante de norma y nuestra
definicién de la fase de Berry va a considerar tinicamente trayectorias cerradas, ya que son las
que tendran sentido fisico. De esta forma la ecuacion (2.8) finalmente se ecribe como:

On = i%(u;ﬂ VR |ur) - dR mod 2. (2.14)
C

Esta ultima ecuaciéon nos permite concluir que la fase de Berry depende unicamente del
aspecto geométrico de la trayectoria cerrada C' y es independiente del modo en el cual R(t) varie
en el tiempo por lo que la dependencia temporal no es esencial para la descripciéon de la fase de
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2.2 Fase de Berry y Conexiéon de Berry

Berry.

Como se menciond anteriormente, el espacio de parametros puede ser el descrito por el
espacio reciproco de una funcion de Bloch, es decir, k puede describir una trayectoria cerrada C
en el espacio reciproco. De acuerdo al teorema de Bloch, la funcién de onda electrénica puede
escribirse como [6]:

wnk = unk(r)eik'rv (215)

donde u,k(r) es la parte periodica de la funcion de Bloch y n denota el indice de banda. Esta
funcién periddica satisface la condicion de frontera:

Unk (T + &) = upk(r), (2.16)

siendo a un vector de traslaciéon. Esta condiciéon garantiza que todos los eigenestados del sistema
viven en el mismo espacio de Hilbert. Por otro lado, sabemos que u,k(r) satisface la ecuacion de
eigenvalores Hitni(r) = Epgtnk(r), v si k describe una trayectoria cerrada €' en el espacio de
momentos, entonces el estado de Bloch adquirird una fase de Berry que puede escribirse conforme
a la ecuacion (2.14) como:

On = f (tUnk| iV |unk) - dk. (2.17)
C

Fig. 2.3: Topologia de la 1BZ. Forma de representar esquematicamente a la primer zona de Brillouin de una red
bidimensional cuya topologia es la de un toro.

Dado que la primer zona de Brillouin para una red bidimensional (por ejemplo, una red
cuadrada) debido a su caracter periddico, tiene la topologia de un toro (véase Fig. 2.3) podemos
elegir como trayectoria cerrada al camino que recorre k en toda la primer zona de Brillouin
asegurandonos de que la norma de las funciones |u,k) es periodica; en tal caso a la fase de Berry
también se le denomina fase de Zak [22| y podemos reescribirla como:
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2.3 Formulacion discreta de la fase de Berry

bn = (w91 ) - i (2.18)
ZB

y la conexiéon de Berry se expresa como:

An(k) = i (unk| Oxtnk) - (2.19)

2.3. Formulacién discreta de la fase de Berry

Para los propositos de este trabajo utilizaremos la formulacién discreta de la fase de Berry.
Primero partiremos de la definicion de la fase relativa 71 2 entre dos estados no ortogonales |u1) y
|ug) dada como [6]:

$12 = —arg (u1| uz), (2.20)

donde arg(z) denota la fase de un nimero complejo z tal que arg(z) € (—m, 7). Por lo tanto, la
fase relativa también puede escribirse como [6]:

o—itna _ 1| u2)
ar )] (2.21)

Ahora, consideremos un camino cerrado o loop a lo largo del cual podemos considerar
N > 2 estados en el espacio de Hilbert y nos preguntamos por la fase relativa acumulada a lo
largo de este camino, la respuesta es, como se ha resuelto anteriormente: la fase de Berry y la
definiremos en su forma discreta como [6]:

¢>1,2+¢>2,3+...+¢N_1,N¢>N,1) — _ arg{wl’ u2> <u2| u3> <UN—1| UN> <UN’ U1>}

(2.22)

¢ = —arg e

Como se dedujo anteriormente, la fase de Berry es una cantidad que es invariante de norma,
esto es importante y ha sido la clave para comprender su estrecha relacién con los materiales
topolégicos. A pesar de que la fase de Berry analiticamente no representa el valor esperado de un
operador, por ser invariante de norma, tendré asociado un significado fisico, es decir, la fase de
Berry sera una cantidad medible.

Recordemos que para un namero complejo escrito en la forma z = |z| e %%, la expresion
—Im In z = ¢ nos proporcionara tnicamente la fase compleja (o el argumento) de dicho niimero
complejo. Tomando esto en cuenta podemos reescribir la fase de Berry como sigue:

11



2.4 Funciones de Wannier

¢ = —Im In{(u1| ua) (ua| uz) ... (uny—1| un) (un| u1)}. (2.23)

Esta tltima ecuacion representa la formulacion discreta de la fase de Berry y se encuentra
en concordancia con su versién continua representada en la ecuacion (2.17). En los calculos
computacionales realizados en este trabajo utilizaremos siempre la formulacién discreta.

2.4. Funciones de Wannier

Las funciones de Bloch, por estar definidas como el producto de una onda plana y una funciéon
periodica en la red, son funciones deslocalizadas por todo el cristal. Ya que estas funciones solo
dependen de k, son adecuadas para trabajar en el espacio reciproco, sin embargo, no permiten
tener una visién intuitiva de la localizacién de los electrones en un cristal.

Con el propésito de resolver esta problematica las funciones de Wannier fueron introducidas
en 1937 por el fisico Gregory Wannier 23] y constituyen un conjunto de funciones ortogonales
localizadas que permiten describir el mismo espacio que las funciones de Bloch [24]. A continuacion
se presentan las propiedades mas relevantes de éstas funciones que nos seran de utilidad para
comprender los resultados de esta tesis.

Sea |1nx) una funcion de Bloch periddica asociada a una tnica banda n, su funciéon de
Wannier asociada |w,r) se definird como la transformada de Fourier de la funcién de Bloch [24],
es decir,

Veelda —ik-
war) = (27;;13 /e KR i) dF. (2.24)

BZ

Al igual que las funciones de Bloch, las funciones de Wannier también forman una base
ortogonal y abarcan el mismo subespacio de Hilbert. Sin embargo, mientras que la funcion 1,k (r)
es una funcion suave a lo largo de todo el camino en k, la funcion de Wannier w,g(r) decaera
rapidamente con |R| para una r dada. En pocas palabras, la funcion de Wannier sera una funcion
localizada centrada cerca de R (véase Fig. 2.4).

Para los intereses de este trabajo definiremos los elementos de matriz del operador de
posicion entre funciones de Wannier como [6]:

<wn0| r |wnR> = AR (225)

Los coeficientes A, r corresponden a la transformada de Fourier de la conexién de Berry
A, (k) descrita en la ecuacion (2.19) de la seccion 2.2. Este resultado nos da un indicio de la
relacion entre el operador de posicién, las funciones de Wannier y la fase de Berry. Si nos fijamos
en el caso particular R = 0 obtenemos lo que se conoce como Centro de Wannier:

12



2.4 Funciones de Wannier

Fig. 2.4: Grafico de las funciones de Wannier. Izquierda: Funciones de Bloch asociadas a una sola banda
unidimensional para tres valores distintos de k. Derecha: funciones de Wannier (abreviadas como FW’s) correspondientes
a la misma banda. Los puntos azulen representan atomos y las lineas verdes esquematizan las envolventes e?**. Imagen
recuperada de [24].

En términos de la transformada de Fourier de la conexién de Berry, el centro de Wannier
puede expresarse como:

T, = (2‘7:)3 . A, (k) k. (2.27)

En esta dltima ecuacién se utilizé la propiedad de ortogonalidad de las funciones de
Wannier. Finalmente, podemos expresar la ecuacion (2.27) sustituyendo la expresion dada para
la conexion de Berry obtenida en la ecuacion (2.19), es decir,

T, = (2‘7:)3 / (unk] inunk> k. (2.28)
BZ

Este tltimo resultado muestra la relacion entre el centro de Wannier, el cual nos proporciona
el promedio de la posicién de los electrones y la fase de Berry, que es una cantidad invariante de
norma y medible que ademés esta relacionada con el célculo de los invariantes que se asociarén a
los materiales topologicos. Por ejemplo, en el caso unidimensional el factor de proporcionalidad
entre ambas cantidades serd igual a 5-, donde a es la constante de red. Esto quiere decir que
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2.5 Formulacion multibanda de la fase de Berry (Wilson Loop)

una evoluciéon de la fase de Berry de 0 a 27 correspondera a una evolucion del centro de Wannier
desde x = 0 hasta x = a. Esta conexion entre centros de Wannier y fase de Berry son de vital
importancia para comprender la teoria moderna de la polarizacion [25].

2.5. Formulacién multibanda de la fase de Berry (Wilson Loop)

En las secciones anteriores se hizo la suposicion de que las funciones de Wannier (y sus respectivas
funciones de Bloch) estaban asociadas a una tnica banda, la cual se consider6 como una funcion
suave en todo el espacio k, sin embargo, en muchos casos no puede hacerse esta suposiciéon
tan facilmente. En una inmensa cantidad de materiales (como en los metales o semimetales)
la estructura de bandas posee puntos en el espacio k en los cuales las bandas se encuentran
degeneradas, en otras palabras, las bandas se tocan y comparten el mismo valor en energia. Si
intentaramos calcular las funciones de Wannier asociadas a una banda que posee un punto de
degeneracion con alguna otra de sus bandas consecutivas utilizando simplemente la ecuacion
(2.24) nos encontrariamos en un serio problema ya que la funcién de Bloch [¢,k) tendria una
singularidad en k para el punto en el cual las bandas se tocan [26].

Para poder resolver este problema y calcular las funciones de Wannier asociadas al caso
multibanda la clave sera la siguiente: vamos a abandonar la idea de que una funciéon de Wannier
esta asociada unicamente a una banda y en su lugar, vamos a asociar una funcién de Wannier a un
conjunto de bandas n = 1,2, .., J, siendo J el nimero de bandas que se encuentran degeneradas.
Es decir, vamos a construir las funciones de Wannier de la forma [26]:

[wnR) =

)
BZ

donde el conjunto de funciones ‘@an> estan relacionadas a las funciones de Bloch originales |¢),x)

a través de una transformacion unitaria de la forma:

J
Gnac) = 3 Unnnl) [t} (2:30)

m=1

De forma anéloga las funciones periodicas |unk) asociadas a las funciones de Bloch |¢,k) se
transformaran como:

J
’ﬂnk> = Z Umn(k) ’umk> . (2.31)

m=1

Tanto en las ecuaciones (2.30) como en (2.31) Upy,(k) denota un conjunto de matrices de rotacion
unitarias de tamano J x J. Las ecuaciones (2.30) y (2.31) se conocen como transformaciones de
norma no-abelianas o multibanda por su conexiéon con las teorias de norma no abelianas [26].

14



2.5 Formulacion multibanda de la fase de Berry (Wilson Loop)

Finalmente, para resolver el problema de las degeneraciones bastaré con definir un conjunto de J
bandas consecutivas las cuales no tengan degeneracién con ninguna banda arriba o abajo de este
conjunto en la primer zona de Brillouin y calcular de una forma apropiada la matriz U,,, (k) para
hacer la transformacion de las funciones de Bloch (y por lo tanto de las funciones de Wannier)
o de las funciones periodicas |u;,x). La clave entonces es definir de forma correcta la matriz
unitaria Up,, (k) tal que permita cancelar los comportamientos no analiticos de las funciones que
presentan la degeneracion.

Tomando en cuenta estas ideas, es posible hacer una generalizaciéon del calculo de la fase
de Berry para el caso multibanda. Esta generalizacion es lo que se denomina Wilson Loop [6].
A continuacion se presenta la forma de calcularlo.

Partamos del mismo razonamiento que se hizo para calcular la fase de Berry discreta en la
seccion 2.3 y consideremos un camino o loop cerrado a lo largo del cual evolucionaran un conjunto
de J € N estados ortonormales tales que {|un(k))|n=1,2,...,J} con k=1,2,..., N .Y ya que
nos interesa obtener una expresion analoga a la ecuacion (2.22) para la fase de Berry, en este
caso los brakets entre las funciones periédicas conformaran una matriz, la cual denominamos
matriz de traslape o matriz overlap entre el conjunto k y el conjunto [ de funciones peridédicas y
se denota como:

M) = (un (k)| wm (1)) - (2.32)

La matriz M* sera de tamaifio J x J, siendo J el nimero de bandas que se encuentran
degeneradas. Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente y con el fin de eliminar los puntos
de singularidad, el siguiente paso es someter a la matriz M*:D g una descomposicion de la forma
M®) = VWt donde V y W son matrices unitarias de tamafio J X J v Spn = $n0mn €S una
matriz diagonal cuyos elementos s, son reales y positivos [26]. De esta forma obtendremos la
matriz unitaria M*! = VW1, y representa la forma més adecuada de una transformacion unitaria
que rotara los estados para cancelar las degeneraciones y los problemas analiticos subyacentes en
ellas |26]. Por lo tanto, definimos el operador Wilson Loop a lo largo de todo el camino como el
producto de las matrices overlap [6],

W = MEDMEIMED MV =LN) (VD) (2.33)

Finalmente, la fase de Berry total para el caso multibanda en términos del operador Wilson
Loop W cuya representacion conforma una matriz unitaria y por lo tanto sus eigenvalores A,
seran unimodulares de la forma \,, = e~ con ¢,, real, se definira como:

J J J
Ptot = —Im In H Am = — Z Im In A\, = Z Om.- (2.34)
m=1 m=1 m=1

Las fases individuales ¢y, son los eigenvalores del operador Wilson Loop [26], de forma
que podemos reescribir la ecuaciéon anterior como:
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2.6 Polarizacion eléctrica

Fase de Berry multibanda

1ot = —Im In det (M(L?)M@B), ...,M(N_l’N)M(N’l)). (2.35)

Esta tltima ecuacion representa la forma discreta de la fase de Berry para el caso multibanda.
En la practica y para los fines de esta tesis vamos a usar la aproximacion M®*) ~ M) va que
la ecuacion (2.35) nos proporcionara el mismo resultado en el limite en el cual aumentamos el
nimero de puntos k a lo largo del loop y su célculo sera mucho més practico.

2.6. Polarizacion eléctrica

La polarizacion para una molécula en su forma més convencional se calcula sencillamente a partir
de la diferencia en distancia entre sus cargas positivas y negativas. Sin emboargo, cuando se
intenta aplicar este mismo razonamiento para calcular la polarizacién de una red peridédica surgen
diferentes complicaciones. En primer lugar se puede demostrar que el valor de la polarizacion
de una red puede variar dependiendo de como se defina la celda unitaria [6]. Dicho problema
fue resuelto hace 30 anos con la introduccion de la Teoria moderna de la polarizacion [25]. A
continuacién se presenta una breve introduccién a los conceptos béasicos que engloban esta teoria,
particularmente con el propoésito de entender la forma de calcular la polarizaciéon para redes
cristalinas y su conexién con la fase de Berry y los centros de Wannier previamente descritos.

Fig. 2.5: Cadena unidimensional compuesta por aniones y cationes alternados. Los sitios se encuentran
separados por una distancia @ /2, siendo a la constante de la red. Las lineas punteadas ejemplifican dos formas distintas
de definir la celda unitaria.

Supongamos una cadena unidimensional (ver Fig. 2.5) la cual estd compuesta por cationes
y aniones alternados con sus respectivas cargas. La definicién convencional para el calculo de
la polarizacion es momento dipolar por unidad de volumen |[20] (o en este caso, por unidad de
longitud). Para obtener la polarizacion de todo el cristal, primero definamos como celda unitaria
la celda esquematizada del lado izquierdo de la figura 2.5, donde la carga negativa se encuentra a
la izquierda de la celda. Por lo tanto, la polarizacion utilizando la definicién convencional para
esta celda esta dada como:

jo 221195 - 2 (—1 (%) +1 (%“)) - % (2.36)
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en unidades de |e|. Por otro lado, supongamos que la celda unitaria la definimos como la que se
encuentra esquematizada a la derecha de la figura 2.5, en la cual la carga positiva se encuentra a
la izquierda de la celda. Para este caso, la polarizacion es:

p= é (+1 () -1 (‘1“)) ~ f%. (2.37)

De esta forma mostramos que para dos celdas unitarias completamente validas obtenemos
dos valores diferentes para la polarizacién. Sin embargo, se puede demostrar que estos diferentes
valores de polarizacion (y cualquier otro valor que pueda obtenerse de la definicion de otra
celda unitaria) difieren entre ellos por lo que se define como cuanto de polarizacion [27|. En
general, para el caso unidimensional tendremos que P = %l + ng = Py + ng con nq el cuanto de
polarizaciéon, donde g denota el valor de la carga y d la distancia entre las mismas. FEn el caso
caso tridimensional se tendra que:

neR

P =PF
0+ v

(2.38)

siendo R el vector de red y a la cantidad @ el cuanto de polarizacién.

Fig. 2.6: Cadena unidimensional compuesta por aniones y cationes alternados separados por una distancia */2, siendo
a la constante de la red. La segunda cadena representa el caso en el cual las cargas positivas se han movido una
distancia d

Ahora supongamos que para esta misma cadena unidimensional nos interesa calcular el
cambio de la polarizacion (de hecho, experimentalmente, ésto es lo que se mide) [27]. Basandonos
en la figura 2.6, moveremos las cargas positivas a la derecha una distancia d y calcularemos la
diferencia entre la polarizaciéon para ambos casos. Para las dos celdas de la izquierda se tiene que :

AP = <2+> —%:—. (2.39)

En las dos celdas de la derecha se tiene:
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2.6 Polarizacion eléctrica

spe (B ) ()=t o

En ambos casos, el cambio de la polarizacion es el mismo, independientemente de la forma
en la que se haya elegido la celda unitaria. Por lo tanto, aunque la polarizaciéon para un sistema
periddico es multivaluado, puede demostrarse que el cambio de la polarizacién tiene un valor
anico y bien definido [27].

Fig. 2.7: Esquematizacién de la cadena unidimensional considerando que la posicién de las cargas positivas esta
representada a través de los centros de Wanier (FW)

En el caso de una cadena unidimensional real, los sitios con carga positiva pueden seguir
tratandose como particulas puntuales, sin embargo, este no es el caso para los electrones con
carga negativa, ya que el promedio de sus posiciones dadas por el valor esperado de la posicion
entre funciones de Bloch (ver Fig. 2.7), no estan completamente localizadas en el espacio real.
Sin embargo, como se vio en las seccion 2.4 una estrategia para poder tratar las posiciones
de los electrones y que éstas representen posiciones localizadas, es a través del célculo de los
centros de Wannier utilizando la ecuacion (2.26). Tomando esto en cuenta, la expresion para la
polarizacién que usamos previamente para la cadena unidimensional se extiende como la suma
sobre la contribucién de los iones de carga puntual méas una suma sobre las cargas electronicas
centradas en el centro de Wannier de cada banda ocupada, esto es:

1 iones _ ’s
P=- D (@) "+ (o)™ (2.41)

i

Finalmente, para el calculo de la polarizacién de un sistema peridédico todo lo que se
requeriré son las posiciones de los iones (los sitios) y las posiciones de los centros de Wannier, los
cuales pueden obtenerse a través del cédlculo de la fase de Berry, tal y como se describi6 en la
ecuacion (2.28). Por lo tanto, para calcular la polarizacion eléctrica, es decir, la contribucion de
las cargas negativas (electrones) a la polarizacion, se usara la ecuacion [26]:

Polarizacion eléctrica
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2.7 Formulacion de Landauer para la conductancia

siendo ¢, la fase de Berry para la banda n. Para el caso bidimensional, la polarizacion tendra dos
contribuciones, que depederan del calculo de la fase de Berry en la direccion x y y respectivamente,
es decir P = (p;, py). Finalmente, es importante mencionar que, dado que la polarizacion puede
expresarse a través del calculo de la fase de Berry, y ésta representa una cantidad medible e
invariante de norma, entonces la polarizaciéon también heredara estas mismas cualidades. De
hecho, como se mencioné en la introduccién, la polarizacién representara el invariante topolégico
asociado a los materiales topologicos de orden superior.

2.7. Formulaciéon de Landauer para la conductancia

El transporte electréonico es uno de los més fundamentales e importantes conceptos en fisica
de la materia condensada y ciencia de los materiales y sienta las bases para su aplicaciéon en
dispositivos. El descubrimiento de estados de borde topologicamente protegidos en aislantes (o
semimetales) topologicos de orden superior abre una nueva via hacia la exploracion de nuevos
fenémenos de transporte. Como parte de los objetivos de este trabajo, buscamos analizar el
transporte electronico en estos sistemas que mas all4 de sus caracteristicas topologicas. Cuando
se estudian este tipo de estructuras (consideradas nanoscopicas), la conductancia descrita por la
ecuacion G = L deja de ser 1til, y es necesario otro camino que nos permita entender el transporte
cuantico en sistemas pequenos. Uno de éstos es el método de Landauer-Biittiker (LB) [28]. La
formulacion de transporte de Landauer nos permite interpretar la transmision del sistema a través
del calculo de la conductancia, y la formula de Biittiker finalmente nos dice como deben ser
tratadas las cantidades medibles como la corriente y los voltajes [29]. En esta seccién mostraremos
los aspectos generales de este formalismo.

Fig. 2.8: Esquema de una nanoconexién. Estructura general de una nanoconexién con sus componentes: electrodos
(izquierdo y derecho, leads) y region dispersora.

Las estructuras en las cuales vamos a analizar la conductancia esencialmente se componen
por una region de dispersion, dos electrodos y dos leads (ver Fig. 2.8) [30]. La region de dispersion
es aquella region de nuestro sistema en la cual se producen efectos de dispersion, debido a los
defectos dentro de esta misma region, los cuales naturalmente derivan en una variacion de la
conductancia. Esta region se caracteriza por ser finita y de dimensiones nanométricas por lo que
puede modelarse a través de diferentes métodos, uno de ellos es a través del calculo de la matriz de
dispersion [30]. Actualmente existen paquetes computaciones que facilitan las implementaciones
practicas en el calculo de la matriz de dispersiéon para nanosistemas, en este trabajo hicimos uso
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2.7 Formulacion de Landauer para la conductancia

de la paqueteria de Python llamada kwant [31]. El uso de esta paqueteria nos da la posibilidad
para empezar rapidamente a centrarnos en el comportamiento de los nanosistemas que queremos
estudiar, y una ventaja de este paquete es que es de uso gratuito y que puede ampliarse e
implementarse facilmente con cédigos propios para mejorar el analisis.

Los saturadores corresponden a las estructuras que conectan la regién de dispersiéon con
los electrodos. Su principal objetivo es servir como guias de onda para los electrones [30] y
presentaran una estructura periddica que permite definir funciones de onda entrantes o salientes
de la region de dispersiéon evitando reflexiones. Los electrodos son regiones donde la funciéon de
onda no preserva su informacion de fase (son incoherentes) [32].

Ahora, supongamos una nanoconexion la cual posee todos los componentes anteriores.
Todas las particulas que vamos a considerar llegardn desde el electrodo izquierdo cuyo potencial
quimico es u; y atravaseran la region de dispersion para llegar al electrodo derecho cuyo potencial
quimico es ug. Ya que unicamente estamos considerando las particulas que si logran atravesar la
regiéon dispersora, entonces la corriente que surge de este sistema va a depender de la velocidad de
grupo de la particula v(n, m, E) y de su probabilidad de transmisién cuyo coeficiente denotaremos
como T'(n,m, E'). Ya que ambos electrodos poseen multiples canales de conduccion, es conveniente
definir la funciéon de transmision como [32]:

T(E) =Y _ T(n,m,E), (2.43)

donde T'(n,m, E) denota la probabilidad de transmision del m-ésimo canal del electrodo derecho
para una particula que incide por el n-ésimo canal del electrodo izquierdo. En el caso particular en
el que las particulas que inciden en el sistema son electrones, estos van a distribuirse obedenciendo
la funcién de distribuciéon de Fermi-Dirac, dada por:

1

f(E,1,0) = W7

(2.44)

donde gy © denotan el potencial quimico y la temperatura respectivamente. Por otro lado,
podemos expresar a la velocidad de grupo como v(n, E) = %g—,i y tomando en cuenta lo anterior,

la corriente generada de izquierda a derecha desde el electrodo izquierdo adquiere la forma [30]:

2e [
Ii g = "’ Tisq(n, B) fi(E, u;)dE, (2.45)
Enl

Anélogamente, la corriente generada de derecha a izquierda desde el electrodo derecho es:

2¢ [
Iii= h/ Tasi(n, E) fa(E, pra)dE. (2.46)
En2

Tomando en cuenta la simetria de los coeficientes de transmisién ya que la transmitancia
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debe ser equivalente si la particula incide de derecha a izquierda, o si lo hace de izquierda a
derecha, es decir, debe cumplirse que T;4(F) = Ty—;(F) = T(E), entonces la corriente neta
entre ambos electrodos estara dada por [33]:

2 oo
i T

1
h

(E) [fi(E, pi, ©) = fa(E, pa, ©)] dE. (2.47)

—0o0

Finalmente, podemos discutir las posibilidades dentro de las expresiones para las funciones
de distribuciéon de Fermi-Dirac, ya que existen diferentes formas en las cuales se puede crear un
estado de no equilibrio en la nanoconexiéon. Particularmente, en el equilibrio el potencial quimico
de ambos electrodos debe ser el mismo y depende de la diferencia de potencial V| de forma que
=+ eV siendo p el potencial quimico interno que determina el llenado de las bandas de los
electrones [30].

Las funciones de distribucion en este caso, estardn dadas como:

1 1
) = — e fulB) = — (2.48)
exp( 3 ) +1 exp(ﬁ) +1

Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacion (2.47) y considerando p; = g = p, obtenemos:

I= Z/OO T(E) [fo(E — €V, 0) — fo(E, )] dE, (2.49)

—00

con fy la funcion de distribucion en p; = pug = p. A esta ecuacion se le conoce como la formula
de Landauer a temperatura finita [34].

Al considerar el caso a temperatura © — 0, la distribucién de Fermi toma la forma de
una funcion escalon [35] y el potencial quimico sera igual a la energia de Fermi Er, por lo que la
diferencia entre las funciones fy sera nula fuera del intervalo entre las energias Er + eV y Ef.
De forma que la ecuacion (2.49) se reduce a:

e Ep+eV 62
= S7(Ep) / dE = S T(ER)V, (2.50)
h o D

donde hemos considerado potenciales pequenios para V, por lo que la funcién de transmisiéon puede

aproximarse como constante dentro del intervalo de integraciéon, lo cual nos permite extraerlo de
la integral. Finalmente, sustituyendo esta expresion en la formula para la conductancia tenemos:

G

<| =

_I_
== =

62 62
<hT(EF)V> = —T(Ep). (2.51)

Utilizando la ecuacion (2.43), entonces la conductancia queda definida como:
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Conductancia de Landauer

G = % > T(n,m, Ep) (2.52)

n,m

la cual representa la conductancia de Landauer considerando temperatura cero y voltajes pequenos
[30].
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Capitulo 3

Resultados y discusion

En el capitulo anterior se desarrollé la teoria que engloba la comprensiéon del comportamiento y
el surgimiento de los materiales (aislantes o semimetales) topologicos de orden superior. En la
ecuacion (2.35) se presentd una expresion general que permite el célculo de la fase de Berry en su
forma discreta para el caso multibanda mientras que en la ecuacion (2.42) se present6 la expresion
para el célculo de la polarizacion eléctrica en términos de la fase de de Berry y en términos de los
centros de Wannier. Como se sefial6 anteriormente, la polarizacién actuara como el invariante
que caracterizara a los sistemas topoldgicos que se presentaran en esta tesis. En este capitulo
se presenta el calculo de la polarizaciéon para un sistema cristalino tridimensional construido a
partir del apilamiento de capas bidimensionales cuya base es la red de Kagome con la finalidad
de distinguir entre la fase trivial y la fase topoldgica del sistema periddico.

Los efectos de presentar una fase topoldgica en el sistema se ven reflejados al imponer
condiciones de borde. En este capitulo se estudian dichos efectos a través del anéilisis de la
dispersion electronica para tres tipos de geometrias distintas en los bordes: triangular, hexagonal
y paralelogramo. En todos los sistemas descritos se computé el hamiltoniano por medio de la
aproximacion de amarre fuerte. Finalmente, ya que el transporte es la firma del comportamiento
electréonico de un nanodispositivo, en este capitulo se muestra el calculo de la conductancia
utilizando la ecuacion (2.52) para todos los sitemas finitos descritos anteriormente .

3.1. Red de Kagome

Consideremos un arreglo cristalino conocido como red de Kagome, el cual debe su nombre a un
patron de bambi tejido japonés tradicional de esta region y se deriva de las palabras kago que
significa canasta y me que significa ojos refiriéndose al patréon de agujeros en una canasta tejida.
La red de Kagome fue utilizada por primera vez con fines teéricos y de investigacion por el fisico
japonés Kodi Usimi y el término aparecié por primera vez en un articulo de 1951 de su asistente
Ichiro Shoji [36].

La celda unitaria de una red de Kagome en su versiéon tridimensional esta compuesta por
tres sitios denotados por A, B y C (ver Fig. 3.1) que forman una estructura triangular en el plano
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3.1 Red de Kagome

zy. Los sitios dentro de la celda unitaria estaran unidos por medio de los hoppings t, y cada
celda unitaria estard unida a sus celdas vecinas por medio de los hoppings t;. A su vez, cada red
bidimensional estar4 unida a sus anélogas en el eje z por medio de los hoppings cruzados t, los
cuales van a dominar en la interaccion entre capas apiladas [17].

Fig. 3.1: Esquematizacion de la celda unitaria de la red de Kagome tridimensional. Los parametros a y h
corresponden a las constantes de red en el plano zy y en el eje z respectivamente.

Basandonos en la figura 3.1 los vectores que definen la estructura cristalina son:

a; =a(1,0,0) (3.1)
as=a (;, \ég, 0> (3.2)
az = N (0,0,1) (3.3)

Mientras que las posiciones de los sitios en la celda unitaria en términos de los vectores de red
son:

A: 0aj + Oag + Oag (34)
1
B: 0a; + 5&2 + Oag (3.5)
1
C: 58.1 + Oas + Oag (3.6)

Los vectores de la red en el espacio reciproco son:
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2 1
bi=—1{1—,0 3.7
Lo ( V3 ) &7
27 2
bo=—10,—&%,0 3.8
2 a \/g ( )
2

En la figura 3.2 se presenta la esquematizacion de la primer zona de Brillouin para esta red,
en donde se muestran tres puntos de alta simetria que cobraran mayor importancia posteriomente
K, K yT.

Fig. 3.2: 1BZ para la red de Kagome tridimensional. (a) Esquema de la primer zona de Brillouin asociada a los
vectores de red by y bz en el plano zy (b) Esquema de la 1BZ tridimensional.

3.2. Simetrias de la red y hamiltoniano del sistema

A continuacién analizaremos las simetrias asociadas al sistema que es el objeto de nuestro estudio:
la red de Kagome tridimensional. Esto puede realizarse a través de sus vectores de red y las
posiciones de sus sitios. Las simetrias de la red se encontrardm implicitas en el hamiltoniano que
describira al sistema, por lo tanto van a repercutir en el surgimiento y la caracterizaciéon de las
distintas fases topolégicas que puedan presentarse.

Las principales simetrias que seran de nuestro interés se encuentran esquematizadas en la
figura 3.3. La primera es la simetria C y la segunda es la simetria C3. Debido a que la simetria
C3 € (Cg entonces es posible romper la simetria Cg conservando la simetria C3. Esto puede
conseguirse en nuestro arreglo cristalino si se desaparecen los acoplamientos ¢, en la red. Como se
verd mas adelante, la ruptura de la simetria Cg seré la responsable del surgimiento de estados de
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borde con dimensiones menores.

Fig. 3.3: Simetrias de la red de Kagome.Esquematizacion de las simetrias que posee la red de Kagome bidimensional:
Cs3, Cy My, M— 'y My

Adicionalmente, existiran tres simetrias de espejo: M, respecto al eje x y las simetrias
(también de espejo) My respecto a los dos ejes que surgen de la rotacion de :i:%’r del eje .

Debido a las ecuaciones derivadas en la seccidén 2.6, para el caso con carga ¢ = 1 la
polarizacion adquiere exactamente el mismo valor que el centro de Wannier (que a su vez puede
escribirse como una fase de Berry); y este valor estara sujeto a las simetrias del sistema. Cuando
la simetria C3 y las simetrias de espejo se mantienen intactas, sera posible distinguir un valor
cuantizado para la polarizacion (los centros de Wannier) que corresponderé a una fase topologica
especifica. Sin embargo, si adicionalmente a estas simetrias también se conserva la simetria Cg
entonces el valor de la polarizacién, como se vera méas adelante, adquirird un valor cuantizado
diferente, lo que distinguira una fase diferente. Concretamente se demostrara en los resultados
posteriores que la polarizaciéon acttia como el invariante topoldgico asociado a nuestro sistema.

Todo lo anterior sugiere estudiar el efecto de la modulacién de las amplitudes de los
hoppings en la dispersién de las bandas electréonicas. Esta es la misma estrategia que se realiza,
por ejemplo, cuando se estudia el modelo Su-Schrieffer-Heeger para una cadena unidimensional [6]
(las caracteristicas generales de este modelo se encuentran en el apéndice B). Para construir el
hamiltoniano de este sistema periodico (que nombramos como el bulto del sistema) se haré uso
de la aproximacion de amarre fuerte, ya que ésta nos permitira describir la interaccién entre los
adtomos y tiene la ventaja de ser una aproximacién semiempirica, por lo que los pardmetros del
hamiltoniano se podran ajustar a experimentos o ser pardmetros libres que permitirdn explorar
las transiciones de fase del sistema. El hamiltoniano correspondiente al bulto se expresa en la
ecuacion (3.10) y su derivacion se encuentra en el apéndice A [17, 37].

0 tq + themikaz) to + tre~a)
H(k) = [ tq + the'lea) 0 tq + thei(c (eaman) (3.10)
to + the'®a) ¢, 4 il (a2mar) 0

donde t;, =t, +t, (e““a3 + e_ik'a3) con k = (ky, ky, kz).

Las diferentes fases que se podran identificar a través de las bandas energéticas del bulto
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.4: Estructura de bandas del bulto para la red de Kagome E(k,ky): con a = t%, para (a) a = —1.5,

(b) a =15, (c) a = —1.0, (d) « = 0.25 y (e¢) o« = 1.0. Los ejes horizontales representan kz y ky.

descrito en la ecuacion (3.10) (es decir al graficar los eigenvalores de la matriz 3.10) dependeran de
las amplitudes de los hoppings t,, tp y t,. Como primer paso, para tener una intuiciéon apropiada
de la identificaciéon de estas fases a continuacién se presentan las eigenenergias resultantes de la
diagonalizacion de H (k) [37]:

By = —(ta +1t) (3.11)

ottt e e st p 3.12

p = ot =9 (84 12) — 6taty + Stat, (3.12)
to + ¢

By=-1 b+\/9 (12 + 1,2) — 6tot), + 8tqt} P (3.13)

con P = cos(ky) + 2 cos (%‘) cos (@ky) Estas soluciones dependientes de k;, k, y k. geometri-

camente representan hipersuperficies en un espacio 4-dimensional. Una estrategia para poder
hacer un anélisis del comportamiento de estas bandas consistira en reducir estas eigenenergias a
funciones que dependan tnicamente de las variables k, y ky; es decir, vamos a considerar a t;
como una constante (sin olvidar que en realidad esta variable contendra informacion del valor de
k.). De esta forma, las ecuaciones descritas en (3.11), (3.12) y (3.13) representaran superficies
tridimensionales que podremos graficar como funciones de k; y k, imponiendo distintos casos
para los valores de t, y t'5. Algunos casos se encuentran desglosados en la figura 3.4.

A través de los casos presentados en la figura 3.4 vemos que para t, = t; (es decir, a = 1.0)
la estructura de bandas se cierra. Los puntos de degeneracion de estas bandas se pueden calcular
mediante las intersecciones entre las superficies descritas por las ecuaciones (3.12) y (3.13) e
imponiendo la condicién ¢, = t;. De esta forma se obtiene el punto de interseccion de las bandas
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en (kg ky) = (:I:%, 0) los cuales corresponden a los puntos de alta simetria de la primer zona
de Brillouin K y K’ (ver Fig.3.2). Para el caso t, = —t la banda también se cierra en el punto
I' = (0,0). En ambos casos se concluye que el bulto tendra un comportamiento semimetélico [37],
sin embargo, en esta tesis nos centraremos en el caso t, = tg.

Para recuperar los valores de los hoppings en el caso tridimensional ¢ y ¢, imponemos los
valores determinados previamente para (kg, k) = (:i:é—g, O). Los puntos de intersecciéon en el eje
ta—1tp

2L,

z se determinarén con la ecuaciéon k,, = arccos . A continuacién se presentan todos los

puntos de degeneracién del sistema tridimensional.

4w kw
Ki={|—,0,£t— 3.14
+ <3a7 9 h)? ( )

47 k
Ki=(-——,0+-" 3.15
+ ( 30,’ ) h>7 ( )

en donde K’ corresponden a las contrapartes de reversion temporal de K4 respectivamente [17].
En la figura 3.5 se muestra el grafico de bandas del bulto para un camino en la direcciéon de k,
con k; y ky fijos en donde quedan esquematizados los puntos de degeneracién denotados por k.

Fig. 3.5: Bandas energéticas del bulto como funcién de kz con (kz,ky) = (%,O). El punto k. representa
el punto de degeneracién en el eje z. Los parametros de los hoppings fueron definidos como t, = —1.0 , ¢, = —2.4y
t. = —1.0 en unidades arbitrarias (u.a).

3.3. Calculo del Wilson Loop y Polarizacién eléctrica

De los resultados obtenidos en la seccion 3.2 nos enfocaremos en el caso semimetalico para el cual
t, = t}, en donde las dos bandas inferiores de la figura 3.5 exhiben degeneraciones en dos puntos.
Para calcular el invariante topologico correspondiente a este sistema (es cual identificamos como
la polarizacion) sera necesario recurrir al calculo de la fase de Berry para bandas degeneradas
(consultar secciéon 2.5 y 2.6). Dicho valor se obtendra a través del calculo del operador Wilson
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Loop [17].
(a) (b)
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Fig. 3.6: Caminos a lo largo de k; y k, para el calculo del operador Wilson Loop. Los vectores b1 y b2
denotan los vectores de red en el espacio reciproco trasladados de tal forma que la celda unitaria se encuentra centrada
en el origen.

Para realizar el calculo del Wilson Loop, de lo planteado en la seccién 3.3 un primer paso
es definir los caminos que se recorreran en el espacio reciproco k = (kg, ky, k.). La estrategia
planteada en este trabajo es la siguiente: primero fijamos un valor para k, = k, y discretizamos
la celda unitaria que forman los vectores de la red reciproca by y by centrada en el origen (ver Fig.
3.6). Esta celda unitaria tendréa la misma area que la primer zona de Brillouin. La discretizacion
se realiza en 300 x 300 puntos en el espacio k;k,, de esta forma para una k, dada k, se dividira
en un arreglo de kg, kz2, ..., kzny con N = 301 y viceversa.

En el modelo de amarre fuerte, la parte periddica de la funcion de Bloch u,(k,r) es
idéntica a la funcion de Bloch, por lo que, una vez extraidas las eigenfunciones u,(k,r) del
sistema, el célculo del Wilson Loop puede realizarse directamente utilizando la ecuacion 2.33.
Primero consideramos el operador Wilson Loop para caminos a lo largo de la direccién x paralelos
a by para una k, dada (véase Fig. 3.6). Utilizamos la ecuacion (2.32) que nos permite computar
las matrices overlap [M]™" = (um k| Unk+ak) con m,n = 0,1 ya que éstos indices corresponden a
las dos bandas inferiores degeneradas de la figura 3.5 y al realizar la multiplicacién de las matrices
overlap a lo largo de todo un camino utilizando la ecuacién (2.33) obtenemos el operador Wilson
Loop dependiente de k, que denotamos como W (k).

Al diagonalizar la matriz que representa el operador W i ”i,k> = ¢i2mva(ky) vi,k> , donde
j = 0,1 denota el indice de banda y extraer la fase v%(kzy) de los eigenvalores obtenemos los
centros de Wannier (las fases de Berry) de las dos bandas que estan degeneradas utilizando la
ecuacion (2.35). De forma anéloga obtenemos las fases de Berry para caminos a lo largo del eje y
paralelos a by (ver Fig. 3.6) de donde extraemos Wy (k;) y las fases de sus eigenvalores vi,(k‘x) De

la seccion 2.6 sabemos que la fase de Berry y los centros de Wannier se encuentran relacionados a
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3.4 Sistema finito triangular

; j
la polarizacion por medio de la ecuacion (2.42). De esta forma obtenemos pzi (kz) v ps’ (ky) para
una k, fija. Eventualemente se procede a realizar el mismo procedimiento para distintos valores
de k.

Fig. 3.7: Calculo de la polarizacién del bulto. Valor de la polarizacion a lo largo de la direccién k.

Al calcular la polarizacién para distintos valores de k. se obtuvo la gréfica de la figura
3.7 de donde identificamos dos valores cuantizados de la polarizacién que estan relacionados
a dos fases distintas en el sistema. La primera que identificaremos como la fase topoldgica
en el intervalo —0.377 < k, < 0.37m = k, en el cual la polarizaciéon adquiere el valor de

1 1
P = (p,,py) = 2 2\/§> y la que identificamos como la fase trivial que mantiene un valor para

la polarizacion de P = (0,0) fuera del intervalo —0.377 < k, < 0.377. Es importante identificar
que estos valores de la polarizaciéon se encuentran protegidos por las simetrias del sistema y la
trancision de fase se llevaré a cabo justo en los puntos degenerados k.

3.4. Sistema finito triangular

Con el fin de identificar los efectos de la existencia de fases topologicas en el sistema periodico
seré necesario imponer condiciones de borde. Esto se consigue modelando un arreglo que sea finito
en alguna de las direcciones de nuestro sistema tridimensional. Anélogo a los trabajos realizados
previamente en [17] y [37] consideraremos un arreglo con bordes que continuara siendo periédico
en el eje z y tendra una seccién transversal triangular en el plano xy, la esquematizacion gréfica
de este sistema se exhibe en la figura 3.8. La estructura cristalina que conforma el arreglo seran
capas bidimensionales construidas a partir de la red de Kagome apiladas a lo largo del eje z.

La correspondencia entre el arreglo con bordes y el bulto puede visualizarse a través del
analisis de la dispersion de las bandas electrénicas del arreglo finito. Estas bandas se muestran en
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3.4 Sistema finito triangular

a)

b)
Fig. 3.8: Arreglo finito triangular. Esquematizaciéon del modelo tridimensional cuyo corte transversal en el plano
zy tiene la geometria de un tridngulo. La flecha indica periodicidad en el eje z.

la figura 3.9 en donde se consider6é un camino a lo largo de k, con (kg, ky) = (%, 0) considerando

que la base del triangulo contiene 40 celdas unitarias. En el grafico 3.9b) se observan 3 bandas
degeneradas (en color rojo) que poseen un comportamiento plano en el valor de energia E = 0
dentro del intervalo —0.377 < k, < 0.377 = k,,. Este intervalo corresponde al que identificamos
en la seccién 3.3 como aquel en el cual nos encontrabamos en una fase topoldgica del sistema
periodico cuyo invariante (la polarizacion) tenia el valor cuantizado P = (p,,py) = (%, ﬁ) El
surgimiento de estas tres bandas planas al imponer bordes en nuestro sistema puede interpretarse,
en primer instancia, como el surgimiento de tres estados con un comportamiento conductor (ya
que no existe un gap entre ellos). Por otro lado, las bandas planas también se interpretan como
valores energéticos del sistema que no dependen del momento y en los cuales la velocidad de
grupo de sus portadores de carga sera nula [6].

a)

b)
Fig. 3.9: Dispersion de las bandas energéticas para el arreglo finito triangular. El calculo se realiz6 a lo
largo de un camino en k.. En (a) la banda roja exhibe estados conductores dentro del intervalo en el cual el sistema
esta en una fase topolégica y en (b) se muestra que estos estados corresponden a tres bandas degeneradas cuyo valor en
energia es cero. Los parametros de los hoppings fueron definidos como t, = —1.0 , t, = —2.4 y t; = —1.0 en unidades
arbitrarias (u.a).

Una vez que hemos identificado el surgimiento de estados conductores en el arreglo finito,
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3.4 Sistema finito triangular

nos interesa visualizar de una forma intuitiva cuales seran los estados dentro de nuestra estructura
de bandas que se encontraran mayormente localizados. Es decir, cuantificar que estados tendran
una mayor probabilidad. Debido a esto en la figura 3.10a) se muestra la dispersion de las bandas
electronicas del arreglo finito dependiendo del valor del indice de participacion inversa (o IPR, por
sus siglas en inglés). En este gréfico es claro que los estados con mayor localizacion corresponden
a las tres bandas planas. Esto quiere decir que los portadores de carga dentro de este arreglo
tendran una mayor probabilidad de encontrarse en estos estados respecto a todos los demas. Ya
que también nos interesa saber a que zonas de nuestro arreglo finito corresponden estos estados,
en la figura 3.10b) se exhibe el célculo de la densidad de probabilidad |17ZJ|2 respecto a la posicién
de los sitios considerando una capa bidimensional del arreglo cristalino para el caso con energia
E =0 (ya que en este valor energético es en donde tenemos la mayor localizacion y la existencia
de bandas planas). A través de este grafico se concluye que estos estados corresponden a las
tres esquinas de la base triangular del arreglo. En la figura 3.11 se realiz6 el mismo calculo
considerando la estructura tridimensional, en donde vemos que la mayor densidad de probabilidad
se encuentra en las tres aristas del arreglo tridimensional.

a)

b)
Fig. 3.10: IPR y densidad de probabilidad. En (a) se muestra la estructura de bandas para el arreglo finito
triangular a lo largo de k. dependiendo del valor del indice de participacion inversa. En (b) se muestra la densidad de
probabilidad como funcién de la posiciéon de los sitios en el plano zy para la energia E = 0.

Del anélisis de estos resultados se concluye que al imponer condiciones de borde a nuestro
sistema periddico (el bulto) apareceran estados conductores localizados en las aristas del arreglo
finito, los cuales estaran protegidos por las simetrias subyacentes en el hamiltoniano del bulto.
Estas aristas de forma independiente pueden ser tratadas como cadenas unidimensionales (a
diferencia del sistema original que es tridimensional). De acuerdo con lo expuesto en la seccion
2.1 este sistema corresponde a un semimetal topoldgico tridimensional de sequndo orden.

Con el fin de complementar la correspondencia entre el bulto y los bordes se calculo la
dispersion de las bandas energéticas del arreglo finito como funcién del radio entre los hoppings
ta y tp (ver Fig. 3.12a)) en donde se observa que los estados con cero energia emergeran dentro
del intervalo —1 < i—: < % De acuerdo a los ejemplos expuestos en la figura 3.4 para las bandas
energéticas del bulto, dentro de este intervalo se cumple la condicion t, = t, + 2t, cos(k.h) = tf)
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3.4 Sistema finito triangular

a)

b)
Fig. 3.11: Densidad de probabilidad tridimensional. Densidad de probabilidad dependiendo de la posicién de los
sitios para los estados con energia FF = 0 para la estructura finita tridimensional. Se aprecia que la mayor densidad se
encuentra localizada en las aristas del sistema.

con t, = —1.0 para el cual el sistema periddico corresponde a un semimetal. De esta forma
recuperamos la correspondencia de los estados del bulto con los estados de borde.

2)

b)
Fig. 3.12: Correspondencia del bulto con los estados de borde. En (a) se muestra el espectro de energia para
el arreglo finito triangular dependiendo del valor de i—" para un sistema en el cual se tienen 40 celdas unitarias en la

base del tridngulo. Las unidades de t, y ¢ seran unidades arbitrarias (u.a). (b) Esquematizacion de la base triangular
del sistema finito para el caso en el cual t, = 0.

Una pregunta que surge naturalmente es ;Cudl es el origen de los estados topoldgicos en
las aristas? Una vez que estamos seguros de que los estados con cero energia corresponden a
estados topologicos del sistema como se mostré en las figuras 3.12a) y 3.9 y ademéas que estos
estados se encuentran localizados en las esquinas de la base triangular de cada capa del sistema
como se mostro en la figura 3.11 entonces fijémonos en el caso particular representado en la figura
3.12b) en donde el hopping t, = 0 (hay que notar que este caso se encuentra dentro del intervalo
en el cual nos encontramos en una fase topoldgica del sistema de acuerdo a la figura 3.12a)). En
este caso, se observa que los tres sitios localizados en las esquinas del arreglo triangular para
una de las capas se encuentran completamente separados del bulto. Ademas, los tres bordes del
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3.4 Sistema finito triangular

tridngulo conforman cadenas dimerizadas unidimensionales. Estas cadenas dimerizadas pueden
ser descritas a través del modelo Su-Schrieffer-Heager (modelo SSH) [6] (consultar apéndice B) el
cual exhibe transiciones de fase al imponer condiciones en el valor de sus hoppings, por lo que
podemos concluir que los tres bordes de nuestro sistema finito para el caso t, = 0 representan
semimetales topoldgicos unidimensionales en donde los estados correspondientes a sus esquinas
poseeran la mayor densidad de probabilidad. Dado que el espectro de energia en t, # 0 esta
conectado adiabaticamente con el caso t, = 0, entonces concluimos que nuestros estados con cero
energia también son topolégicos para t, # 0, particularmente para t, = 1 (que es la amplitud del
acoplamiento que impusimos en los graficos expuestos en la figura 3.9). Finalmente recordemos
que las esquinas en el arreglo bidimensional corresponden a las aristas en el arreglo tridimensional,
y de esta forma se justifica el origen de estos estados topologicos.

Para poner a prueba la robustez de los estados topoldgicos con energia cero, se realizo el
calculo de la estructura de bandas para el arreglo finito imponiendo un desorden tipo Anderson.
Este desorden consiste en imponer valores aletorios a las energias de cada uno de los sitios del
sistema dentro de un intervalo cuyo valor maximo denotamos como w. Este calculo se muestra en
la figura 3.13a) en donde se observa que los estados topologicos se conservan, sin embargo, el
desorden rompe con la degeneraciéon de las bandas. Esto significa que los estados correspondientes
a las aristas continuaran siendo conductores, sin embargo, cada uno tendré una energia diferente
asociada. Es importante mencionar que a pesar del desorden una de las bandas permanecera
siendo plana con energia E = 0 que finalmente corresponderia a una de las aristas del sistema. En
la figura 3.13b) se muestra la dispersion de las bandas como funcion del indice de participacion
inversa en donde se observa que los estados conductores continuaran siendo los estados con mayor
localizaciéon a pesar del desorden y esto se debe a la protecciéon topologica de los estados la cual
emana de las simetrias del hamiltoniano del bulto y no se ven afectadas por un cambio en las
energias de sitio; en otras palabras, la aplicaciéon del desorden no afectara en el valor cuantizado
del invariante topologico en cual se definié6 como la polarizacion eléctrica.

2)

b)
Fig. 3.13: Dispersion de las bandas energéticas con desorden. En (a) se muestra el espectro de energia para el
arreglo finito triangular imponiendo un desorden tipo Anderson en las energias de los sitios en donde se observa el
rompimiento de la degeneracion de las bandas planas. Se ha considerado w = 0.1 u.a. como parametro de desorden. En
(b) se muestra el espectro de energia como funcién del IPR en donde se observa la conservacién de la localizacion en las
bandas correspondientes a las aristas. Los parametros de los hoppings fueron definidos como to = —1.0 , t, = —24y
t. = —1.0 en unidades arbitrarias (u.a).
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3.5 Sistema finito hexagonal

3.5. Sistema finito hexagonal

Una vez que hemos caracterizado el comportamiento topoldgico del sistema finito triangular y
hemos comprobado la obtencién de estados conductores localizados en las aristas del sistema que
han emergido gracias a la imposiciéon de condiciones de borde protegidos por las simetrias del
sistema, nos podemos preguntar en qué medida cambiara la localizaciéon y el surgimiento de estos
estados debido a cambios en la geometria de los bordes mismos. Una estrategia para dar una
respuesta a esta pregunta es modificar la geometria del arreglo finito. En esta seccion estudiaremos
el comportamiento de la dispersion de las bandas para un sistema periddico en el eje z (analogo a
la seccion anterior) pero considerando una geometria hexagonal sobre el plano zy. El esquema
grafico de este sistema se exhibe en la figura 3.14. Es importante mencionar que la construccion
de este sistema continta realizandose a partir del apilamiento de capas bidimensionales cuya base
es la red de Kagome cuya celda unitaria se esquematizo en la figura 3.1.

a)

b)
Fig. 3.14: Arreglo finito hexagonal. Esquematizacion del modelo tridimensional cuyo corte transversal en el plano
zy tiene la geometria de un hexégono. La flecha indica periodicidad en el eje z.

Anélogo a los célculos realizados para el caso triangular, en la figura 3.15a) se muestra la
dispersion de las bandas energéticas considerando una base hexagonal. Nuevamente se consider6
un camino a lo largo de k, con (k;, k) = (%7 0) considerando que cada uno de los lados que
conforman el hexagono posee 30 celdas unitarias. El primer cambio notorio que se aprecia para
esta nueva dispersion respecto a lo que se obtuvo para el caso triangular, es el aumento de los
estados cerca de la energia cero lo que es contrastante con los tres estados que se observaron
para el caso triangular en la figura 3.9. Sin embargo, la degeneracién de los estados con energia
igual a cero se conservo igual a 3 (ver Fig. 3.15b)), analogo al caso triangular. Para visualizar
los estados con mayor localizacién se realizo el calculo de la estructura de bandas como funcion
del IPR, en donde se obtuvo que los tres estados con energia cero continiian poseyendo la mayor
localizacion en el sistema (ver Fig.3.15¢)), sin embargo, también se observa que para este caso
comienzan a tomar relevancia otros estados con energia diferente de cero. En la figura 3.15d)
se muestra el calculo de la densidad de probabilidad para estados con energia £ = 0 como
funcién de las posiciones de los sitios en el plano zy de donde resulté que la mayor densidad se
encuentra concentrada a lo largo de tres de los bordes que conforman la geometria hexagonal que
define al sistema. Este resultado difiere completamente del comportamiento obtenido para el caso
triangular.
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3.5 Sistema finito hexagonal

a) b)

<) d)

Fig. 3.15: Dispersion de las bandas energéticas para el arreglo finito hexagonal. El calculo se realiz6 a lo
largo de un camino en k.. En (a) se muestra la dispersion de las bandas energéticas en donde se aprecia el aumento de
los estados cerca de la energia cero, en (b) se observa la conservaciéon de la degeneracion de las bandas planas. En (c) se
exhibe la estructura de las bandas como funcién del IPR en donde se aprecia la localizacion de los estados en E = 0.
En (d) se muestra la densidad de probabilidad como funcién de las posiciones de los sitios. En este caso se observa que
lo estados correspondientes a las bandas planas se encuentran en tres de los seis bordes del arreglo finito bidimensional.
Los parametros de los hoppings fueron definidos como tq = —1.0 , t, = —2.4 y t, = —1.0 en unidades arbitrarias (u.a).

En la figura 3.16a) se muestra el célculo de la densidad de probabilidad como funcién
de las posiciones de los sitios en el sistema tridimensional con energia FF = 0. En este grafico
comprobamos que la densidad \w|2 ya no se encuentra mayormente localizada en las aristas del
arreglo, si no que se extiende a lo largo de tres de las seis caras transversales que conforman
el sistema. Para poder dar una explicacién intuitiva de éstos nuevos resultados remontémonos
nuevamente a los argumentos utilizados para justificar el origen de los estados topologicos en las
aristas en la seccion 3.4 y fijémonos en el sistema esquematizado en la figura 3.16b) en donde
se muestra el arreglo hexagonal en el plano zy para el caso t, = 0. En este caso se observa que
no todos los bordes que conforman la geometria hexagonal pueden modelarse como cadenas
unidimensionales dimerizadas. De hecho, solamente tres bordes pueden modelarse de esta forma
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3.5 Sistema finito hexagonal

mientras que los tres bordes restantes corresponden a cadenas unidimensionales compuestas de
sitios aislados. Las tres cadenas dimerizadas pueden modelarse utilizando el modelo SSH. De
cada cadena resultaran dos estados topologicos conductores. Las tres cadenas conformadas por
sitios aislados simplemente pueden tratarse como cadenas de sitios con energia igual a cero dado
que no tienen integrales de salto asociadas y por lo tanto, también tendran un comportamiento
conductor. De esta forma se justifican los resultados expuestos en la figura 3.15 y ademés queda
justificada la degeneracién que a su vez se mantiene en concordancia con los resultados obtenidos
para la geometria triangular. Es importante resaltar que en términos de las simetrias del sistema,
el caso t, = 0 rompe con la simetria Cg conservando la simetria Cs tanto para el caso triangular
como para el caso hexagonal (consultar seccion 3.2) ya que éstas simetrias provienen del bulto,
recordando que t, # 0 estard adiabaticamente conectado con el sistema con acomplamiento
t, = 0.

Finalmente, la modificacién de la geometria en los estados de borde para este caso no tuvo
ningin efecto que pudiera propiciar una transicién de fase, ya que las bandas planas con cero
energia contintian presentandose dentro del intervalo —0.377 < k, < 0.377 lo cual emana de la
conservacion de las simetrias en el arreglo periddico. Esto se debe a que las fases topoldgicas
surgen debido a las propiedades que definen al bulto, y solamente muestran sus efectos al imponer
condiciones de borde, pero mientras las propiedades que caracterizan el invariante topologico (las
simetrias) se mantengan entonces no existird un cambio de fase.

a)

b)
Fig. 3.16: Densidad de probabilidad tridimensional y arreglo finito hexagonal SSH. (a)Densidad de
probabilidad para E = 0 dependiendo de la posiciéon de los sitios en el caso tridimensional para una geometria hexagonal.
(b) Esquematizacion del arreglo finito en el plano zy para el caso to = 0.

Con la intencién de analizar la robuztez de los estados topolégicos nuevamente se realizo
el calculo de la dispersiéon de las bandas energéticas imponiendo un desorden tipo Anderson en
las energias de sitio asociadas al sistema. En la figura 3.17 se observa nuevamente el rompimiento
de la degeneracion, lo que contintia siendo analogo al caso triangular, aunque para este caso la
degeneraciéon es menos evidente.
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3.6 Sistema finito paralelogramo

Fig. 3.17: Dispersion de las bandas energéticas con desorden en el arreglo hexagonal. Grafico de bandas
para el arreglo finito hexagonal al imponer desorden tipo Anderson en las energias de sitio del sistema. Se observa el
rompimiento de la degeneracion. Se ha considerado w = 0.1 u.a. como pardmetro de desorden. Los parametros de los
hoppings fueron definidos como t, = —1.0 , t, = —2.4 y t, = —1.0 en unidades arbitrarias (u.a).

3.6. Sistema finito paralelogramo

En esta secciéon vamos a realizar el analisis del comportamiento de las bandas energéticas de los
estados de borde tal y como se ha realizado en las dos secciones anteriores suponiendo ahora una
geometria de paralelogramo en el plano zy con periodicidad en el eje z (ver Fig. 3.18).

a)

b)
Fig. 3.18: Arreglo finito de paralelogramo.Esquematizacién del modelo tridimensional cuyo corte transversal en
el plano zy tiene la geometria de un paralelogramo. La flecha indica periodicidad en el eje z.

Para este sistema primero partiremos del razonamiento propuesto en las dos secciones
anteriores que nos ha permitido justificar de una forma intuitiva si un arreglo podria presentar
estados conductores asociados a sus aristas. Fijémonos en la figura 3.19, en donde se muestra la
esquematizacion de la geometria del arreglo finito en el plano xy para el caso t, = 0 considerando
tnicamente dos capas apiladas (recordemos que el caso t, # 0 estara adiabaticamente conectado
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3.6 Sistema finito paralelogramo

con este caso). En dicha figura se puede apreciar que unicamente dos de los lados del paralelogramo
pueden modelarse como cadenas dimerizadas mediante el modelo SSH y dado que estos dos lados
estan encontrados solamente hay un sitio aislado resultado de las dos cadenas dimerizadas unidas
(esquina inferior izquierda de la figura 3.19). Del modelo SSH, este sitio aislado tendra asociada
una energia igual a cero y correspondera a un estado conductor del sistema finito. Los dos lados
restantes del pararelogramo estan compuestos por cadenas unidimensionales de sitios aislados que,
de acuerdo con lo obtenido en el caso hexagonal en la secciéon 3.5 también tendran una energia
igual a cero asociada. Sin embargo, en este caso particular hay que resaltar la existencia de dos
sitios aislados que estaran encontrados en la esquina superior derecha del arreglo. La distancia
entre estos dos sitios sera distinta a la distancia entre sitios de todos los demas sitios aislados en
la cadena unidimensional.

Fig. 3.19: Arreglo finito de capas bidimensionales con t, = 0. Esquematizacién del arreglo finito con geometria
de paralelogramo en el plano zy para el caso t, =0

En la figura 3.20 se muestra el calculo de las bandas de energia para este arreglo finito. Lo
primero que llama la atencién es la apariciéon de dos bandas aisladas que no se habian obtenido
con las dos geometrias propuestas anteriormente, dichas bandas se encuentran resaltadas de
color verde y azul en la figura 3.20a) respectivamente. Por otro lado, al hacer el céalculo de la
degeneracion para las bandas con energia igual a cero, se determiné que ésta es igual a 2, lo que
rompe con la degeneracion igual a 3 obtenida para las geometrias triangular y hexagonal (ver Fig.
3.20b)).

a)

b)
Fig. 3.20: Dispersion de las bandas de energia para el arreglo finito paralelogramo. Los valores de los
hoppings para este sistema fueron escogidos como tq = —1,t, = —2.4 y t, = —1 en unidades arbitrarias (u.a).
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3.6 Sistema finito paralelogramo

a) Bandas rojas b) Banda verde

c) Banda azul

Fig. 3.21: Densidad de probabilidad dependiendo de la posiciéon de los sitios para el arreglo de
paralelogramo. En (a) se muestra la densidad de probabilidad para las dos bandas degeneradas con energia igual
a cero, en b) para la banda aislada superior (banda verde) de la figura 3.15b) y en c) para la banda aislada inferior
(color azul) de la figura 3.15b). Para los tres graficos el arreglo finito en el plano xy posee 50 celdas unitarias en la
base del paralelogramo y los valores de los hoppings fueron escogidos como t, = —1,t, = —2.4 y t, = —1 en unidades
arbitrarias (u.a).

Para hacer un analisis de lo que subyace en las dos bandas degeneradas de la figura 3.20a)
asi como también de las bandas aisladas que han resultado para este sistema se calcul6 la densidad
de probabilidad ]1/1]2 dependiente de la posiciéon de los sitios para un corte en el plano zy del
sistema finito. Los resultados se muestran en la figura 3.21. La densidad de probabilidad para
las dos bandas degeneradas con energia igual a cero corresponde a la figura 3.21a), donde se
aprecia que para este caso la densidad se encuentra mayormente concentrada en la esquina inferior
izquierda del paralelogramo y en dos de los lados opuestos del mismo. Este resultado se encuentra
en concordancia con el razonamiento propuesto anteriormente que ha permitido explicar si un
sistema presentara o no estados de arista. Sin embargo, en las figuras 3.21b) y 3.21c) se muestra
la densidad de probabilidad para cada una de las bandas aislandas de la figura 3.20b). Ambos
graficos muestran que éstas bandas corresponden a la esquina superior derecha del paralelogramo,
particularmente en 3.21b) se puede apreciar que corresponde a los dos sitios encontrados en la
esquina superior para este arreglo y que, como se mencion6 anteriormente poseen la particularidad
de tener una distancia entre ellos distinta a la constante de separacién § de todos los demas sitios
en una misma cadena unidimensional. La existencia de estos estados aislados podria explicar el
rompimiento de la degeneracién.

Por otro lado, con finalidad de comprender a que estados les corresponde la mayor
localizacién se realizé el calculo del indice de participacién inversa para las bandas energéticas
asociadas a este sistema finito. Este resultado se muestra en la figura 3.22a) y puede observarse
que los estados con mayor localizaciéon corresponderan a las cuatro bandas que hemos analizado
anteriormente, es decir: a las dos bandas degeneradas con energia cero y a las dos bandas
aisladas con energfa diferente de cero. Este resultado nos permite intuir que el rompimiento de
la degeneracién posiblemente se encuentra asociado a los dos sitios encontrados de la esquina
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3.7 Célculo del transporte electrénico

superior derecha. Al graficar la densidad de probabilidad como funcién de las posiciones de los
sitios en el arreglo tridimensional como se muestra en la figura 3.22b) comprobamos que estas
bandas corresponden a una de las aristas y a las dos caras transversales opuestas del arreglo
tridimensional, el cual es un resultado distinto al caso triangular y al caso hexagonal.

a)

b)
Fig. 3.22: (a) Bandas de energia como funcién del indice de participacion inversa para el arreglo finito cuya base
tiene geometria de paralelogramo. El calculo se realizo considerando 50 celdas unitarias en la base del paralelogramo
(b) Densidad de probabilidad como funcion de la posicion de los sitios para el arreglo tridimensional propuesto. Se
considera periodicidad en el eje z. Los valores de los hoppings fueron escogidos como tq, = —1,t, = —2.4y t, = —1 en
unidades arbitrarias (u.a).

3.7. Calculo del transporte electréonico

El descubrimiento de estados de borde topolégicamente protegidos tanto en aislantes como en
semimetales topoldgicos ha abierto una nueva via hacia la exploraciéon de nuevos fené6menos de
transporte. Particularmente ha llamado la atencién el hecho de que los portadores de carga en
estos estados superficiales estaran protegidos de los fenémenos de retrodispersion incluso a pesar
de las impurezas en el material y esta caracteristica podria tener un gran potencial en aplicaciones
en dispositivos electrénicos.

Como se ha concluido de las secciones previas, el semimetal topologico de segundo or-
den cuya geometria en el plano zy es triangular albergara estados conductores en sus aristas.
Sin embargo, para el caso hexagonal y paralelogramo no obtuvimos exactamente los mismos
comportamientos, por lo que vale la pena analizar si también existirin cambios relevantes en el
transporte en estas tres estructuras, ya que en la préctica, el transporte actuara como la huella
de cada uno de los dispositivos.

A continuacion se muestran los resultados del calculo de la conductancia para los tres
dispositivos electronicos que se han presentado previamente (ver Fig. 3.23). Para realizar dichos
célculos se utilizo la paqueteria computacional kwant [31] y la ecuacion (2.52). En todos los
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3.7 Célculo del transporte electrénico

dispositivos los leads se conectaron a las caras transversales a lo largo del eje z. Los valores de los
hoppings fueron t, = —1, t;, = —2.4 y t, = —1 en unidades arbitrarias mientras que las constantes
de red se tomaron comoa =1y h = 1.

Fig. 3.23: Conductancia para los tres casos geométricos. Panel superior: geometria de paralelogramo considerando
30 celdas unitarias en la base, Panel medio: geometria hexagonal considerando 20 celdas unitarias en la base, Panel
inferior: geometria triangular considerando 40 celdas en la base.

A través del analisis de la figura 3.23 puede observarse que el comportamiento de la
conductancia para los 3 dispositivos propuestos se mantiene, sin embargo, como es de esperarse los
rangos en conductancia varian, ya que éstos dependen del nimero de canales para cada dispositivo,
mismos que dependen del niimero de sitios en cada estructura. Para poder tener mas claro que el
comportamiento de la conductancia es el mismo para los tres casos, se grafico la derivada de G
respecto de la energia, este resultado se muestra en la grafica de la figura 3.24.

Ya que el comportamiento de la conductancia y de su derivada es el mismo para los tres
dispositivos, puede concluirse que estos dispositivos dejarédn la misma huella de transporte a pesar
de no compartir de forma estricta los mismos estados de borde localizados en sus aristas (como
en el caso triangular).
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3.7 Célculo del transporte electrénico

Fig. 3.24: Derivada de la conductancia para los tres casos geomeétricos. Panel superior: geometria de
paralelogramo considerando 30 celdas unitarias en la base, Panel medio: geometria hexagonal considerando 20 celdas
unitarias en la base, Panel inferior: geometria triangular considerando 40 celdas en la base.
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Conclusiones

En esta tesis se analiz6 la dependencia de la geometria en los estados de arista para un semimetal
topoldgico tridimensional de orden superior construido a través del apilamiento de redes bidimen-
sionales usando como base la red Kagome. Este anélisis nos ha permitido comprender a través
de tres ejemplos distintos como la apariciéon de estados topolégicos conductores asociados a las
aristas de un sistema tridimensional dependera de la geometria que posea la base del arreglo
finito.

Como un paso previo, primero se realiz6 la caracterizacion de las bandas de energia y del
invariante topologico asociado al bulto. Se determiné que el comportamiento de las bandas del
bulto cambiaré respecto al valor que se le asigne al radio entre hoppings a = i—‘} Dado que se
eligi6 el radio a@ = 1.0 para el cual las bandas exhiben un comportamiento serbnimétalico que
posee degeneraciones, el invariante topologico (la polarizacién) se obtuvo a través del calculo del
Wilson Loop del sistema. Como consecuencia, se identificaron dos fases con clases topologicas
diferentes: la fase trivial cuyo valor de polarizacion es P = (0,0) y la fase topologica con valor de

polarizacion P = (%, ﬁ)
Los cambios correspondientes vistos al modificar la geometria de la base del sistema finito
a través de los ejemplos propuestos en esta tesis son:

= En el caso en el que el sistema finito tiene una base hexagonal se mantuvieron tres estados
degenerados conductores con energia ' = 0 los cuales se encuentran localizados. Estos
resultados coinciden con el caso de base triangular. Sin embargo, en el caso hexagonal la
mayor densidad de probabilidad de los estados conductores estaran asociados a tres de las
seis caras transversales del sistema tridimensional y no a las aristas del sistema como se
obtuvo en el caso triangular.

= En el caso en el cual el sistema finito tiene una base de paralelogramo, a diferencia del caso
triangular y hexagonal, se obtuvo una degeneraciéon de dos estados con energia £ =0y
ademés se obtuvieron dos bandas aisladas en E # 0 que no se presentaron en las estructuras
de bandas anteriores. LLa mayor densidad de probabilidad de estas bandas aisladas estan
asociadas a una de las aristas del sistema tridimensional. Por otro lado, la mayor densidad
de probabilidad de los dos estados con energia ¥ = 0 estard asociada a dos de las caras
transversales y a una de las aristas del sistema.

= A pesar de las diferencias geométricas de los tres sistemas propuestos, la conductancia y la
tasa de cambio de la misma en los tres casos mantuvo el mismo comportamiento. Por lo
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3.7 Célculo del transporte electrénico

que se concluye que la firma electronica de los tres dispositivos seréd la misma.

Adicionalmente, con fin de visualizar la robustez de los estados conductores topologicamente
protegidos, en los casos geométricos hexagonal y triangular se calcularon las bandas de energia
correspondientes a los bordes aplicando un desorden tipo Anderson. En ambos casos el desorden
rompio6 con la degeneracion del sistema, conservando solamente una banda con energia F = 0 sin
afectar en el comportamiento conductor de las bandas , por lo que se concluydé que un desorden
en las energias de sitio del sistema no provoca un cambio de fase.

En conclusién, los resultados obtenidos en esta tesis, nos proporcionan informacion relevante
sobre el comportamiento de los dispositivos electronicos basados en semimetales topologicos de
orden superior, cuyo modelado experimental esta jugando un papel importante hoy en dia. Existen
muchas posibilidades para continuar con la investigacion, por ejemplo, podrian probarse otros
tipos de desordenes en el sistema para poner a prueba la rigidez de los estados de borde; también
pueden implementarse otras geometrias en los bordes més complejas.
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Apéndice A

Hamiltoniano de amarre fuerte del
sistema

Basandonos en los vectores base que definen la red de Kagome descritos en las ecuaciones (3.3)
asi como las posiciones de los sitios dados por las ecuaciones (3.6) (véase Fig. 3.1) es posible
construir el hamiltoniano de amarre fuerte en el espacio real utilizando la notacién de Dirac, de
la forma:

H=t, Z (In,m,s, A) (n,m, s, Bl + h.c.)+ t, Z (In,m,s, A) (n,m,s,C| + h.c.)

n,m,s n,m,s
+ tq Z (In,m,s,B) (n,m,s,C|+ h.c.) + t Z (In,m +1,s, A) (n,m, s, B| + h.c.)
n,m,s n,m,s
+ Z (In+1,m,s, A) (n,m,s,C| + h.c.)+ t Z (jn+1,m—1,s,B) (n,m,s,C| + h.c.)
n,m,s n,m,s
+t: > (Inym+1,5+1,4) (n,m, s, B| + h.c.)
n,m,s
+ t. Y (lnm+1,5—1,4) (n,m,s,B| + h.c.)
n,m,s
+t. Y (In+1,m,s+1,A) (n,m,s,C| + h.c.)
n,m,s

+t. Yy (In+1,m,s—1,4) (n,m,s,C| + h.c.)

n,m,s
+ t. Z (In+1,m—1,s+1,B)(n,m,s,C|+ h.c.)
n,m,s
+t. > (In+1,m—1,5—1,B)(nm,sC|+hc),
n,m,s

(A1)
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donde |n,m, s, A), |n,m,s, B) y |n,m,s,C) denotan los estados de los sitios en la celda unitaria
cuya posicion es (n,m, s) tal que n,m,s € Z/{—o0 < n,m,s < oo}. Ademas t4,t, y t, denotan
los hoppings o integrales de salto del sistema.

Resulta mas conveniente escribir este hamiltoniano utilizando su forma equivalente en
segunda cuantizacion, relacionando los kets con los operadores de creacién y aniquilacion:

éit,m,s;A - |n? m, s, A) y én,m,s;A — <TL, m,s, A| R
éj—l:mz'S;B % |n,m,$7 B> y én,m,s;B % <n7m787B’ ) (A.2)
éiz,m,s;C’ - |TL, m,s, C> y é'rL,m,s;C — <’I’L, m,s, C| .

Por lo tanto, el hamiltoniano de amarre fuerte en el espacio real escrito en segunda
cuantizacion es:

H Z ( n m,s; Acn m,s;B + h. C) +ta ( Lm,S;Aénvma‘S;C + hC) tla <éL,m,s;Bén7m75;C + hC)

n,

+ n,m+1,s;Aé”7m75§B + hC) + ( IL+1 m,s; A n,m,s;C + hC) + 1 (éL+17m,173;Bén,m,s;C’ + hc)

(e
vt (¢
(
l

sS

m+1,54+1;ACnm,s;B T h'C> +1. ( jzm—l—l s—1:ACn,m,s;B + h. C) + . ( IL+1 m.s+1,ACn,m,s0 + D C)

)

Al
Tl
Tt ;fH-lms 1AcnmsC+hC)—|—t2<L+lm 1s+chnmsC+hC>
L+1,m_1,3_1;35n,m,5;c + h.c) .
(A.3)

Deseamos transformar este hamiltoniano al espacio reciproco, por lo que escribimos los
operados de creacién y aniquilacién de los estados de Bloch utilizando las siguientes transforma-
ciones:

AT — 1 —iK-Tn,m,s AT
Crnm,s;A = N Ze e, Cx.A>
k
A4
C = 71 Z KT om,s A ( )
n,m,s;A — \/N € Ck;A'

k

con k = (kg, ky,k.) y N = NNy N, el nimero de sitios en la direcciéon x, y y z respectivamente.
Las transformaciones al espacio reciproco para B y C son analogas. Sustituyendo estas ecuaciones
en el primer término del hamiltoniano de la ecuacion (A.3) se obtiene:
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AT o AT A o
2 : ta (Cn,m,s;AcnvmvS?B + Cn,m,s;BCnam75§A -

n,m,s

A5)
1 (k—K')- A i(k—K/)- 4 4 (
=Nl DI <€Z(k KD el sérop + 0K r"’m’SCL';BCksA>'
n,m,s k k’
Ahora, utilicemos la siguiente propiedad:
1 i(k—K) T s
N e = Gl (A.6)
n,m,s
y tomando k = k’, finalmente se obtiene:
ta (& : ol % =t, (¢l ¢ ol e A7
a Cn,m,s;AcnvmvS§B+cn,m,s;Bcnvm75§A a Ck;Ack§B+ck;Bck§A : ( : )

n,m,s
De forma analoga se transforman los primeros tres terminos del hamiltoniano de la

ecuacion (A.3). Ahora, fijémonos en el cuarto término del hamiltoniano y realicemos la misma
transformacion.

tb <éL7m+1,3;Aén,m,s;B + h.C> =

1 _ik k- . R
Ntb Z ZZ (e ik rn,m+1,selk I‘n,m,sCTk s'ACk/;B —|— hC)

nm,s k k’

Notemos que ry, ;41,5 = I'nm,s + a2 por lo tanto:

of . _
t (cn,m+1,s;Acn7m75§B +he) =

%tb Z ZZ (e—i(kfk’)'rn,m,sefik-a2élT(;Aék,;B + h.c).

n,m,s k k’

(A.9)

y utilizando la propiedad (A.6) finalmente se obtiene:

o (&) ms1salnmsi o) =ty (€7 yorcp + e panca) . (A.10)

De forma analoga se realiza la transformacién para el quinto y sexto término del hamilto-
niano A.3, utilizando que ry41m,.s = nm,s + a1 Y Tntim—1,s = Fnm,s + a1 — az. Los términos
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transformados se escriben como:

R ~ —ik- ~ N
ty (C;rz—l—l,m,s;ACn,m,s;C + h-C) =1y ( eaLe T Alkc + e’ CL'CCk;A)

( —ik-(a1— aQ)CT k-(a1— az)cT Cck B)

(A.11)

A .
ty (anrl,mfl,s;BcnvmvS%C + h.c Bck ct 6

Los ultimos seis términos del hamiltoniano (A.3) que se encuentran multiplicados por el
hopping t, se obtienen siguiendo el mismo procedimiento, finalmente el hamiltoniano transformado
al espacio reciproco se escribe como:

HK) =t, (cL Al + b c) +tq (éLAék;c + h.c.) + tq (éLBék;c + h.c.)

+tp e —ik-as TACkB-i-hC)-l-tb( —ikay TACkc—i—hC)—l-tb(e_ik(al az) ot BCkC+hC)

b (e e+ he )+t (e an + he)
(e‘ik'(aﬁaﬂéLAék;C + h.c.) +t, (e‘ik (a1—a3) aF ACk o+ h.c. )

b, (eTiematmgl oo b e ) 4 s (e oo+ he)

(A.12)
Reescribiendo este hamiltoniano en su forma matricial:
0 to + tlbe—i(k~a2)a ty + tlbe—i(k~a1)a ék'A
H(k) = (é; L éL.C) tq + theilcaz)a 0 to + tpeit@a—aa | | g b
ta + t/bei(k-al)a ta + t/bef’i(k-(agfal))a 0 ék;B
(A.13)

Con lo que recuperamos el resultado de la ecuacion (3.10) con &) = t, + ¢, (eik'a3 + e*ik'a3) con
k = (kg, ky, k2).
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Apéndice B

Modelo SSH unidimensional

En esta seccion mostraremos las caracteristicas generales del modelo Su-Schrieffer-Heager (SSH)
para el caso unidimensional.

Como punto de partida consideremos una cadena con N celdas unitarias, cada celda esta
compuesta por dos sitios (ver Fig.B.1) separadas por los acoplamientos v y w. Identifiquemos
a los dos sitios con las etiquetas A y B. En este modelo se desprecia la interaccion entre los
electrones y se considera unicamente un orbital por sitio. El hamiltoniano de amarre fuerte del
sistema se escribe como:

Fig. B.1: Esquematizacion del modelo SSH unidismensional. La linea punteada indica la celda unitaria para
este sistema.

-1

H = v n,BY(n, A n, A)(n, .

> (1n.B) .41+ . 4) 0. 5] (B.1)
N-2

+ wz<|n+1,A><n,B\+|n,B><n+1,A|>. (B.2)
n=0

|n,A) y In,B) (conn € {0,1,2,..., N —1}) denotan los estados de la cadena donde los electrones
estan en la celda unitaria n en la subred A y B, respectivamente. La degeneracion de espin estéa
ausente en el modelo SSH, ya que ningin término del Hamiltoniano acttia sobre el espin. Por
simplicidad, consideramos las amplitudes de los hoppings como reales y no negativas, esto es,
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Fig. B.2: Relacion de dispersiéon del modelo SSH unidimensional. El comportamiento de las bandas se modifica
dependiendo de la relacién entre los valores de los acoplamientos v y w.

v,w > 0.

La matriz Hamiltoniana del modelo de SSH, en la base del espacio real, para una cadena
de N = 3 celdas unitarias, es:

(0,A|H[0,A)  (0,A[H|0,B) (0, A|H[1,A) (0,A|H|1,B) (0,A|H[2,A) (0,A|H|2,B)
(0, B|H|0,A) (0, B|H[0,B) (0, B|H|1,A) (0,B|H[1,B) (0,B|H[2,A) (0,B|H2,B)
- | AIHIO A) (1, A|H|0,B) (1,A|H|1,A) (1, A|H|1,B) (1,A|H[2,A) (1,A|H|2,B) (B.3)
~ |, BlH[0,A) (1,B|H|0,B) (1,B|H|1,A) (1,B|H|1,B) (1,B[H|2,A) (1,B|H|2,B) '
(2,AlH[0,A)  (2,A[H|0,B) (2,A|H[1,A) (2,AlH|1,B) (2,A|H[2,A) (2,A|H|2,B)
(2, B|H|0,A) (2,B|H|0,B) (2,B|H[1,A) (2,B|H|1,B) (2,B|H[2,A) (2,B|H|2,B)
La matriz hamiltoniana asociada al bulto es:
Hk) 0 v+ we"tk (B.A)
T | v+ we 0 ‘
cuyas eigenenergias asociadas son:
E(k) = £|v + e *w| = £/v2 + w? + 2vwcos k (B.5)

En la figura B.2 se muestran diferentes graficos de la relacién de dispersion del bulto para
diferentes casos de los valores de v y w.

Analizaremos el caso particular en el cual se anula el acoplamiento v expuesto en la figura
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B.2b). En este caso el sistema del bulto exhibe un comportamiento aislante. Como cualquier
material, al hamiltoniano del modelo SSH también se le pueden imponer condiciones de borde, en
la figura B.3 se muestra una esquematizacion del modelo finito considerando v = 0 y considerando
N =5 celdas unitarias, este sistema se denomina modelo SSH dimerizado.

Fig. B.3: Limite dimerizado del modelo SSH finito. Se identifican dos sitios aislados en los dos bordes del
sistema completamente separados del bulto.

Las bandas energéticas del modelo finito como funcién del pardmetro de hopping v se
muestran en la figura B.4a), en donde se ha tomado w = 1.0. En primer lugar, se identifican dos
intervalos: uno en donde surgen dos estados conductores con energia E = (; particularmente para
el caso v = 0 todos los estados restantes tendran energias +1 respectivamente. A este intervalo se
le reconoceré como la fase topoldgica del sistema. En el segundo intervalo (al que identificaremos
como la fase trivial) el sistema continta teniendo un comportamiento aislante para todos los
valores de v. Al graficar la estructura de bandas como funcién de la densidad de probabilidad
(ver Fig.B.4b)) se observa que la mayor densidad para este caso se encuentra concentrada en
los dos estados con energia E = 0 dentro de la fase topologica que ademas representan estados
conductores del sistema, mientras que todos estados restantes del sistema tienen densidad nula.
Los estados conductores corresponden a los dos sitios de los bordes de la figura B.3 [6]. En
resumen, este modelo representa un aislante topoldgico unidimensional.

a) w=1.0 b) w=1.0

Fig. B.4: Relacion de dispersion del modelo SSH finito. En a) se muestra la relacion de dispersiéon como funcion
del parametro de hopping v. En b) se muestra la relacion de dispersiéon como funcién del indice de participacién inversa.
Las unidades de los hoppings se toman como unidades arbitrarias. Se han considerado 20 celdas unitarias.
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