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Capitulo 1

Teoria de continuos y el
pseudoarco

Antes de entrar al tema principal de esta tesis (los limites proyectivos)
trataremos de conocer un objeto que se puede estudiar a través de los mismos,
a saber, el pseudoarco.

En [7] viene la siguiente pregunta. ;Si un continuo del plano con més
de un punto es homogéneo sera entonces una curva cerrada simple? La res-
puesta es no. R. H. Bing mostr6 en su articulo [3] un ejemplo de que esto
no necesariamente es cierto. El objetivo de este capitulo es conocer dicho
ejemplo. Existe una definicién del pseudoarco mediante métodos de la cate-
goria de Baire, la cual tiene la ventaja de que es mas accesible, sin embargo
tiene la desventaja de que no pone en evidencia las propiedades cléasicas del
pseudoarco. Por esta razon utilizamos la definicién clésica de Bing.

1.1. Teoria de Continuos

En esta seccion nos familiarizaremos con los continuos. Para ello presen-
tamos a continuacion algunas definiciones, herramientas y resultados basicos
provistos por la teoria de continuos. La ruta seguida aqui es la misma que en

[9].

Definicién 1.1 Al espacio topologico X se le llama continuo si es Hausdorff,
compacto y conexo.
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Note que nuestra definicién no requiere de metrizabilidad, ademas los con-
tinuos tienen una caracterizacién para su metrizabilidad muy sencilla: Un
continuo es metrizable cuando y sélo cuando sea segundo numerable.

Teorema 1.2 Si un continuo tiene mas de un punto entonces tiene al menos
tantos puntos como el continuo, 2“.

Prueba: Al ser X compacto y Hausdorff, se obtiene que también es
completamente regular. Ahora, si p,q son dos puntos de X entonces existe
una funciéon f: X — [ continua que manda a pen 0 y a ¢ en 1. Al ser f
continua se obtiene que f[X] es conexo y por lo tanto es un intervalo que
contiene a 0y a 1, es decir f[X] = I. Por 1ltimo notamos que | f[X]| < |X|. B

Observacién: Si el continuo es segundo numerable, en particular es un
espacio polaco perfecto.

Como ejemplos de continuos tenemos al intervalo unitario / con su topo-
logia euclidea, cualquier esfera de dimension finita y el 2-toro. Para enriquecer
nuestros ejemplos probamos el siguiente lema y un teorema subsecuente.

Lema 1.3 El producto arbitrario de espacios conexos es a su vez CONELo.

Prueba: Probemos el caso sencillo de dos factores. Suponga que X y
Y son espacios conexos. Considere dos puntos en X x Y, digamos (z1,y1) vy
(22, y2). Luego considere el punto (z1,y2). Tenemos un homeomorfismo obvio

{1} xY)~Y,

el cual nos asegura que {x1} X Y es un subespacio conexo y tiene tanto a
(x1,71) como a (r1,y2). Andlogamente X X {y»} es un subespacio conexo
que tiene a (x1,%2) v a (xe,ys). Por lo tanto como X X {y2} y {x1} x Y
comparten un punto y son conexos, su unién es conexa. Tal unién tiene a
(x1,71) v a (z2,y2). Concluimos que X X Y es conexo. Inductivamente puede
comprobarse que cualquier producto finito de espacios conexos es de nuevo
conexo.

Probemos ahora el caso infinito. Sea k > N,. Suponga que (X, )a<x €S una
familia de espacios conexos. Denotemos

Y:HXa

a<k
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y tomemos cualquier punto en Y, digamos p. Veremos que su componente
conexa Cy (p) es densa en Y. Tome

B =g (Uo) N+ N pg, (Un)

un abierto bdsico no vacio. Seleccione u; € U; para cada ¢ € {0,...,n}.
Forme el punto ¢ € Y reemplazando las coordenadas «; de p por los u; (de
nuevo i € {0,...,n}). Claramente ¢ € B. Luego considere K el conjunto de
puntos de Y que tienen exactamente la misma coordenada que p en todos
los factores diferentes de ay, ..., «a,. Tendremos que

K~X, X xX,,

y por lo tanto, K es conexo. Ahora note que p, ¢ € K y que de esto se despren-
de que ¢ € Cy(p)N B. Asi Cy(p) es densa lo que implica que cly (Cy(p)) =Y
y como la cerradura de un conexo es conexa se tiene finalmente lo deseado.

[ |
Teorema 1.4 El producto Tychonoff de continuos es un continuo.

Prueba: Suponga que (X, ).<x €s una coleccién de continuos, abreviemos
por Y a su producto Tychonoff y denotemos p,: Y — X, a la proyeccién
al a-ésimo factor. El famoso Teorema de Tychonoff nos garantiza que Y es
compacto. Para comprobar la condicién de separacién Hausdorff, tome dos
puntos en Y, digamos = y y. Al ser diferentes, existe algin o < k tal que
To # Yo Como X, es un continuo, existen U,V abiertos en X, disjuntos
que separan a T, y a Y. Considere U’ := p 1 (U) y V' := p }(V). Es claro
que U', V' separan a = y a y. Note que la conexidad viene dada por el lema
anterior. ll

Ahora ya tenemos més variedad en los ejemplos. Un continuo famoso es el
cubo de Hilbert [0, 1] y en general los cubos de Tychonoff [0, 1]*. Siguiendo
con la idea de tener ejemplos méas variados, estudiamos algunas maneras de
obtener continuos a partir de otros. Para conseguir este objetivo necesitamos
un lema previo.

Lema 1.5 Si X es compacto, (F,)a<x €s una coleccion de subconjuntos ce-
rrados de X cuya interseccion estd contenida en cierto abierto A entonces

existe J C k finito tal que (e, Fo C A.
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Prueba: Tenemos que X — A C |J,_.(X — F,) y como A es abierto
entonces X — A es cerrado y por lo tanto compacto. Entonces existe una
subcubierta (X — F,, )", finita de X — A. Al tomar complementos se obtiene
el resultado. B

Corolario 1.6 (Sura-Bura) Si X es Hausdorff, (Cy)a<x €S una coleccion
de subespacios compactos y A es un abierto de X que contiene a C' =
Na<r Ca entonces hay J un subconjunto finito de k tal que (,c; Co C A.

Prueba: Tenemos que (CoNC, )<, son cerrados de Cp y ademds (), _,.(CoN
C,) € ANy entonces por el Lema 1.5 hay J C & finito tal que [, .,(Co N
Co) CCoNA Y asi CoN()e;Ca €A R

Es natural preguntarse ;como se comportan las intersecciones de familias
de continuos?. Se invita al lector a comprobar que la interseccién de dos con-
tinuos no necesariamente es un continuo. El siguiente Teorema nos da condi-
ciones suficientes sobre la familia como para asegurar que su interseccion sea
un continuo. Antes de enunciar dicho Teorema recordamos una definicion.

Definicién 1.7 Sea X un conjunto y (My)a<wx una familia de subconjuntos
de X . Decimos que la familia es dirigida si, dada una interseccion finita de
miembros de la familia, existe un miembro de la misma contenida en dicha
interseccion.

Teorema 1.8 Suponga que X es un espacio Hausdorff y que (My)a<r €s
una familia dirigida de continuos no vacios, cada uno con la topologia de

subespacio heredada por X. Entonces M = (. Ma es un continuo no vacio.

Prueba: Como M C X y la propiedad de separacion Hausdorff se hereda
a cualquier subespacio, tendremos que M es Hausdorff. Luego, como M es
una interseccion de subconjuntos cerrados de X, sera cerrado en X y por lo
tanto cerrado en M, y por ser este un continuo, tendremos que M C M; es
compacto. Ahora, como (MyN M), €s una familia de cerrados de My que
tiene la propiedad de interseccién finita (por ser dirigida) y My es compacto
se obtiene que () # MyNM,) y esta tltima interseccién es exactamente
M.
Por 1ultimo vamos a verificar la conexidad de M. Si M fuera disconexo,
entonces existen A, B cerrados de M no vacios, ajenos y de tal manera
que M = AU B. Al ser cerrados de M y como M es cerrado en X, A

CY<H<
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y B seran cerrados en X y en M,. Como M, es normal, podemos encon-
trar A’ y B’ abiertos de My, ajenos que separen a A y a B (ie. A C A
y B C B'). Luego como (My N M,)a<r son cerrados de M, y ademds
Nocr(MoNMy) =MyN M =M C AU B’ se obtiene por el Lema 1.4 que
hay J C & finito tal que (,_,;(Mo N M,) C A"U B'. Ahora, como la familia
es dirigida, hay 8 < s tal que Mg C (), ;(MoNM,) € A'UB’. Como Mg es
conexo, debe suceder que alguno de (MgNA’), (MgN B’) sea vacio, pero esto
es imposible por las siguientes dos relaciones: (i) ) # B C M NB' C MsnB'
y (i) #A#AC MnNA C Mgn A Concluimos que no puede ser que M sea
disconexo. H

Con el Teorema anterior probado podemos acceder a otra herramienta
de construccion de continuos: el limite inverso. El siguiente resultado nos da
condiciones suficientes sobre la estructura de una gréafica dirigida como para
que al tomar su limite inverso obtengamos un continuo no vacio.

Corolario 1.9 Sea C una grdfica cuyos vértices sean continuos no vacios,
cuyas aristas sean funciones continuas y que satisfaga que |aristas(X;, X;)| <
1, para todos los X;, X;. Suponga ademds que es dirigida, es decir que si
tenemos dos vértices dados, haya alguno en C' que saque aristas hacia los
otros dos. Entonces su limite inverso es un continuo no vacio.

Prueba: Tome C una grafica con las condiciones del enunciado.
Sabemos que:

Li=1imC = {z € MeoX; : V(X; L X)) e C [fopilx) = p;(a))]}.

En donde las p; son las proyecciones usuales del producto. Como primer paso,
definamos Z; C Il;ccX; como el conjunto de puntos que parcialmente hacen
conmutar al diagrama que caracteriza al limite inverso. Concisamente, seran
los z € Il;ccX; tales que para cualquier arista X; ER X de C se tenga que
el siguiente diagrama conmuta:

pz '—>fpz ))

14
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Claramente L = (),c¢ Z;- Si logramos mostrar que cada Z; es un continuo y
que la familia de los Z; es dirigida entonces podremos aplicar el Teorema 1.8
y habremos terminado.

Los Z; son dirigidos: En efecto si X;, X; son vértices entonces existe otro
vértice X}, con flechas hacia X; y Xj, digamos f: X; = X; y g: X — X;.
Mostremos que Z;, C Z;. El argumento para ver que Z;, C Z; es andlogo al
que se describe a continuacién. Tome z € 7, y una arista h: X; — X,,,. Hay
que verificar que p,,(z) = h(p;(z)). Consideramos ho f: X; — X,,. Se tiene

que py(z) = (ho f)(pr(z)). Luego note que f(px(z)) = pi(z) y listo.

Cada Z; es un continuo: Para mostrar esto denote por ¥; al conjunto que
indexa a los vértices que no reciben ninguna arista que inicie en X;, junto
con ¢ mismo. Note que Ilcx, X; es un continuo. Definimos ¢: Iljex, X; — Z;
de la siguiente manera:

Z;j si ] € Zz
o(x); =

fz](xz) SR
Aqui f;; denota la tnica arista que hay entre X; y X;.
Comprobemos que en efecto ¢(z) € Z; para todo x € Iljey, X;. Tome
g: X; = X,. Hay que ver que ¢(z),, = g(¢(x);) = g(z;), pero esto es
trivial por la definicién de ¢.
Ahora veamos que ¢ es suprayectiva. Sea y € Z; obtenga x € Il;cy, X; como
resultado de ignorar las coordenadas de y que no son parte de ;. Entonces
inmediatamente se tiene que ¢(z); = x; = y,; siempre que j € ¥;. Como
Yy € Z; se tiene que si j € %;, entonces hay una arista f: X; — X, y asi
o(x); = f(x;) = f(yi) = y;. Por lo tanto ¢(z) = y. Por tltimo veamos que
¢ es continua. Bastard mostrar que para cada X, € C la funcién pg o ¢ es
continua. Pero esto es obvio ya que p; o ¢ es simplemente la proyeccién al
k-ésimo factor my: Iljex, X; — X, en el caso de que k € ¥; y en el caso de
que k & 3; entonces esta composicion coincide con alguna f del sistema. En
ambos casos, es continua y podemos finalmente concluir. Observe que basta
garantizar que cada X; sea no vacio para obtener que cada Z; sea no vacio y
en consecuencia que L sea no vacio. B

Ya que tenemos estas herramientas disponibles, dedicamos el resto de es-
ta seccién a tratar de conocer un poco mejor a los continuos a través del



1.1. TEORIA DE CONTINUOS 9

Teorema de Sierpinski, que nos habla de la restriccién, en cuanto a cardinali-
dad, de las descomposiciones de continuos en subconjuntos cerrados ajenos.
Por ejemplo, el cuadrado unitario se puede descomponer en 2“ subcontinuos
propios, ajenos por pares, a saber

r=Jdt <.

tel

También se puede descomponer en w subcontinuos

2= | ([1/(n+1),1/n] x I) U ({0} x I),

n<w

Note que en ninguna de esas dos descomposiciones se satisface simultanea-
mente que la descomposicion tenga a lo mas w piezas y estas sean ajenas
mutuamente. Esto sucede en todos los continuos y es precisamente lo que
afirma el Teorema de Sierpinski. Antes de enunciarlo y probarlo necesitamos
una definicién y dos lemas previos.

Definicién 1.10 Sea X un espacio topologico yp € X. El siguiente conjunto
recibe el nombre de la quasicomponente conexa de p en X:

Qx(p) = ﬂ{A C X : A es abierto, cerrado y tiene a p}

Convencion: A los subconjuntos de un espacio topoldgico que sean cerrados
y abiertos los llamaremos cerrabiertos. Elegimos esta abreviacion ya que es
la menos fea entre las demas que son usualmente utilizadas, como ambiguos,
aberrados, clopens y emparejados.

El siguiente es un resultado visto en los cursos de topologia, por lo que nos
conformamos con enunciarlo sin su prueba.

Teorema 1.11 Si X es compacto y Hausdorff entonces las componentes co-
nexas coinciden con las quasicomponentes conexas.

Lema 1.12 Suponga que X es un continuo. Tome A un cerrado de X, no
vacio y propio. Sea Ca(x) una componente conexa de A para algin x € A.
Se afirma que tal componente interseca a OA.
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Prueba: Por el Teorema 1.11 sabemos que en espacios Hausdorff com-
pactos las componentes coinciden con las quasicomponentes conexas. Si con-
sideramos

F={BCA:x¢€ By B es cerrabierto en A}

entonces tendremos que Cy(z) = [ F. Ahora, suponga por el contrario que
C4(x) y OA no tienen ningtin punto en comun. Entonces necesariamente de-
be existir By € F de tal forma que By N dA = (). De lo contrario, la familia
F' = {0AN B : B € F} serfa una familia de cerrados con la propiedad de
interseccién finita en el compacto 0A (porque F' es cerrada bajo interseccio-
nes) y esto implicarfa que (| F” # (). Lo cual implicarfa que dA N[ F # 0,
contradiciendo nuestra hipdtesis. Sea U un abierto en X de tal suerte que
By = U N A. El hecho de que By N 0A es vacio implica que By C intA y
esto ultimo nos indica que By = U NintA; es decir, By es abierto en X. Pero
también es cerrado ya que A es cerrado. Por ltimo, como X es conexo debe
suceder que By = X y del hecho de que By N OA = () se desprende que 0A
es vacio. Lo cual es imposible porque A es cerrado y X es conexo. ll

Lema 1.13 Suponga que X es un continuo y que (F,)a<x €s una coleccion
de cerrados en X, al menos dos de ellos no vacios, ajenos dos a dos y que
cubren a X. Entonces para cada o < k existe C' un subcontinuo de X no
vacio de tal forma que C N Fy =0 y al menos dos de los (C'N Fg)gza son no
vacios.

Prueba: El caso donde F,, = () es trivial. Para el caso donde no es vacio:
Tome 7y # a de tal suerte que £, no sea vacio. Por la normalidad de X, hay
U,V abiertos de X ajenos tales que F,, C U y F, C V. Considere cl V. Es
claro que ¢l VNU = (. Si consideramos z € F, y Cyyy(x) como su componente
conexa. Tendremos que Cyy () es un continuo ajeno a F, y que ademds
interseca a F,. Luego, por el Lema 1.12, tenemos que Cy v (z) NI(cl V') no es
vacio. Ahora, como F., C int (clV), se sigue que F, no puede tener puntos
en comin con J(cl V). Asi que Cyy(z) interseca algin Fj con § # . Luego
el hecho de que Cyy(x) es ajeno a F,, implica que § # «. B

Teorema 1.14 (Sierpiniski) Un continuo no se puede ver como una union
ajena y numerable de cerrados propios (en particular, de subcontinuos).

Prueba: Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que X es
un continuo y que (F},),<, es una sucesién de cerrados, ajenos por pares, que
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cubren a X, y sin perder generalidad, ninguno de ellos siendo vacio. Para Fy,
existe Cy C X un continuo ajeno a él que interseca a al menos dos de los
(Fy)n>0- Luego Cj es un continuo y (CoNF,),~0 son ajenos por pares, cerrados
en Cy, cubren a Cy y ademas dos de ellos son no vacios, entonces aplicando de
nuevo el lema anterior tenemos que para (Cy N Fy) hay C; C Cj un continuo
que lo evade y que interseca a al menos dos de los (Cy N F,),>1. Luego
consideramos C que es un continuo y la familia de cerrados (Cy N F,)p>1-
Aplicando el Lema 1.13, para (C; N Fy) hay Co C Cy un continuo que lo
evade y que interseca a al menos dos de los (C] N F},),~2. Formalicemos esta
descripcion mediante un proceso de induccién. Supongamos que tenemos
definido C,,. Considere (C,, N F,11). Por el Lema 1.13, existe un subcontinuo
Chi1 C C, tal que Cpyy N (C, N Fyyq) = 0 y al menos dos de los (Cpi1 N
F;)jsnt1 son no vacios. Esta definicién nos da una sucesiéon decreciente de
continuos no vacios (C),)n<w, con la caracteristica de que para cada n se tiene
que C,, N F, = 0, esto implica que ((,., Cn) N (U,—, Fr) = 0, de aqui se
concluye que (), _, C,, = 0. Por otro lado, del Teorema 1.8 se obtiene que

n<w — N

My, Cn # 0, una contradiccién. M

1.2. Continuos Indescomponibles

En esta pequena seccion ofrecemos un breve estudio de lo que son los
continuos indescomponibles y los hereditariamente indescomponibles. Para
las personas familiarizadas con estos temas sugiero solamente tener presente
un par de teoremas de esta seccion, el 1.19 y el 1.21, ya que estos seran
necesarios en la justificacion de un resultado esencial.

Definicién 1.15 Un continuo es indescomponzible si no se puede ver como
la union de dos subcontinuos propios. Es hereditariamente indescompo-
nible st cada uno de sus subcontinuos es indescomponible.

No es muy facil proporcionar un ejemplo de un continuo indescomponible
y mucho menos lo es de uno hereditariamente indescomponible, por esto
mismo dedicamos esta seccion a su estudio abstracto. En la siguiente seccion
expondremos un ejemplo proporcionado por R. H. Bing, mismo que es el
objeto de estudio de este texto.

Como ejemplos de continuos descomponibles tenemos al intervalo unita-
rio, las esferas de dimensién finita, el 2-toro y el cuadrado unitario. Note que
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es imposible que exista una descomposicién ajena en dos subcontinuos pro-
pios de cualquier continuo, pues esto nos daria una desconexion del espacio
total.

Definicién 1.16 Sea X un continuo. Al conjunto H C X se le llama una
composante de X si existe un punto p € X de tal suerte que

H= U{M CX:peMyM esun subcontinuo propio de X}.

Note la omisiéon de la palabra coneza en la definicién anterior. Son con-
ceptos distintos.

El cuadrado unitario tiene una tnica composante, a saber, él mismo y
tal composante lo es de todos sus puntos. El intervalo unitario tiene tres
composantes, a saber [0,1) que es composante de 0, (0, 1] composante de 1
y [0, 1] que es composante de cualquier punto interior de [0, 1]. Observe que
las composantes no siempre son ajenas y que, al menos en estos ejemplos,
siempre son densas. Los siguientes resultados, ademas de utilizarlos en el
estudio del pseudoarco, nos muestran el interesante comportamiento de las
composantes en continuos indescomponibles.

Lema 1.17 Si X es un continuo y C' es un subcontinuo propio de tal suerte
que X — C' se puede desconectar como AU B (ambos cerrabiertos respecto a
X —C, ajenos y no vacios) entonces AUC y BUC' son subcontinuos propios
de X.

Prueba: Primero verifiquemos que AUC' y BUC son cerrados en X. Sea
p € clx(AUC). Observe que B es abierto en X y que A, By C son ajenos
por pares. Estas dos observaciones implican que no es posible que p € B, por
lo tanto, p € AUC. De forma andloga se comprueba que clx(BUC) C BUC.
Al ser cerrados en un compacto, son también compactos. Probemos ahora la
conexidad. Si AU C fuera disconexo entonces se puede separar como

AUC=UUV

con U,V cerrabiertos ajenos y no vacios. Por ser C' un continuo, necesaria-
mente se tiene que C' C U o C' C V, sin perder generalidad, digamos que
C C V, esto implica que U C A. Tomemos ahora a

Z=VUB
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y notamos que
X=X-C)uC=(AUB)UC=(AUC)UB=UUVUB=UUZ

O sea que X = U U Z es una desconexién de X, lo cual es imposible. Analo-
gamente se muestra que B U C' es conexo. B

Teorema 1.18 Un continuo X es indescomponible cuando y solo cuando
todos sus subcontinuos propios sean nunca densos.

Prueba: Vamos a probar solamente que si un subcontinuo propio tiene
interior no vacio entonces X es descomponible. La otra parte del resultado
queda para el lector. Sea C' € X un subcontinuo propio de X con interior no
vacio. Considere X — C'; este conjunto puede ser o no conexo. Si es conexo
entonces cl (X —C') es un subcontinuo y es propio ya que int C' no es vacio. Asi
las cosas podemos descomponer a X en dos subcontinuos propios, a saber,
cd(X —C)y C.Si X —C es disconexo aplique el Lema 1.17 para obtener
una descomposicién de X. B

Teorema 1.19 Las composantes son ajenas en continuos indescomponibles.

Prueba: Sea X un continuo indescomponible. Supongamos que H es
una composante asociada al punto h y que K es una componente asociada
al punto k. Si tienen al punto p en comun, entonces existe My C X un
subcontinuo propio que tiene tanto a p como a h y M; C X un subcontinuo
propio que tiene a p y a k. El Teorema de Categoria de Baire y el Teorema
1.18 nos garantizan que M = My U M; es un subcontinuo propio, y ademas
h,k € M. Ahora, si C' C X es un subcontinuo propio que tiene a h, tendremos
que C'U M es otro subcontinuo propio que tiene a h y a k, por lo tanto
C CCUM C K. Esto garantiza que H C K. Analogamente se prueba que
KCH. 1

Lema 1.20 St X es un continuo seqgundo numerable entonces cualquier com-

posante de X es la union de una coleccion numerable de subcontinuos propios
de X.

Prueba: Tomemos H una composante asociada al punto p. Considere
el espacio X — {p} v (U;)i<,, una base para este espacio de tal forma que
ningin U; sea denso en X. Definimos C; como la componente conexa de p
en (X — clU;). Observe que ¢l C; es un subcontinuo propio que tiene a p,
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por lo tanto ¢l C; € H. Se afirma que H = |J,_, ¢l C;. Tome x € H y tome
C' un subcontinuo propio de X que tenga a p y a x. Considere X — C' y ¢
en él. Tenemos que X — C C X — {p} y por lo tanto hay n < w tal que
qe U, CclU, CX —C. Asi que C,, contiene a p, por lo tanto, C,, D C'y
asize(C,CcC, 1

Teorema 1.21 Un continuo indescomponible y seqgundo numerable tiene mas
de w composantes.

Prueba: Si tuviera w composantes entonces por el Lema anterior, cada
composante se ve como la uniéon numerable de subcontinuos propios; por el
Teorema 1.18 se tiene que cada subcontinuo propio es nunca denso, entonces
tendriamos que X es una unién numerable de nunca densos, lo cual, por el
Teorema de Categoria de Baire, es imposible. Bl

1.3. El pseudoarco

Aqui estudiaremos lo que es el pseudoarco y su construccion clasica. Las
construcciones y pruebas aqui presentadas pueden ser encontradas con menor
detalle en [3]. A grandes rasgos, lo que se hace es lo siguiente:

1. Construir de manera clasica el pseudoarco.

2. Ver que es hereditariamente indescomponible.

3. Dar una caracterizacién topoldgica del pseudoarco (Teorema 1.34).
Comenzamos con una lista de definiciones.

Definicién 1.22 (Cadena) Dado un espacio topoldgico X no vacio, a una
coleccion finita de subconjuntos abiertos de X no vacios {Ay, ..., A,} se le
llama una cadena si A; interseca a A; cuando y sélo cuando |i — j| € {0,1}.
Ademds requerimos que la union de todos los eslabones de la cadena forme
un conjunto conexo. A los A;’s se les llama los eslabones de la cadena.

Definicién 1.23 (Contencién) Se dice que la cadena E estd contenida en
la cadena D (que denotaremos abusando de la notacion como E C D) cuando
cada eslabon de I esté contenido en al menos un eslabon de D.
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Definicién 1.24 (Sub-cadena) Una cadena E es subcadena de la cadena
D (denotado E < D) si cada eslabdn de E es a su vez un eslabon de D. A
la sub-cadena de E constituida por los eslabones entre v y j la denotaremos
como E(i, 7).

Definicién 1.25 (Torcedura) Diremos que una cadena E, contenida en
otra cadena D, estd torcida en D si siempre que una subcadena E(i, j) inter-
seque a un par de eslabones de D, digamos dy,, dy, los cuales estdn separados
por al menos 2 eslabones (i.e. |h — k| > 2) en sus eslabones inicial e; y final
e;, respectivamente, se tenga que E(i, ) se puede ver como la union de 3 sub-
cadenas E(i,r), E(r,s), E(s,j) con la peculiaridad de que (s—71)(j—1i) >0y
e, esté contenido en el eslabon adyacente a dy en D(h, k) y e, esté contenido
en el eslabon adyacente a dy, en D(h, k).

Torcedura

Imagen extraida de [3]

Ahora si procedemos a construir el pseudoarco y a mostrar que es here-
ditariamente indescomponible.

El pseudoarco: Sea (R? d) el plano euclideo con su métrica usual. To-
me dos puntos en él, digamos P y (). Formemos una coleccién de cadenas
{C;}i<w desde P hasta @ con las siguientes caracteristicas:

1. Todo eslabén de cada C; es un disco abierto.
2. Para todo indice i, la cadena C;; esta torcida en la cadena C.

3. Todo eslabén de C; tiene didmetro menor que 1/(: + 1).
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4. Cualquier eslabén en C 1 tiene su cerradura contenida en algin eslabén
de Cl

Si denotamos por C; al resultado de unir las cerraduras de los eslabones
de C; entonces cada C} es un continuo y por el Teorema 1.8 se sigue que
M = (,., C; es un continuo no vacio. Tal continuo recibe el nombre de
pseudoarco.

Observacion: Este continuo tiene al menos dos puntos, a saber, P y Q).
Teorema 1.26 FEl pseudoarco es hereditariamente indescomponible.

Prueba: Supongamos que esto no es asi, es decir, que existe M’ C M
un subcontinuo que es descomponible en subcontinuos propios, digamos que
M =HUK.Tomepe M'— Hyqe M — K. Existe algun i natural de tal
forma que 2/i sea més pequeno que d(p, H) y que d(q, K).

K @ o
Cik-1 Cik

C 1.h+1

Z
H

Cih

Sea C;, el ultimo eslabén de C; que tiene a p y C; ; el primero de C; que
tiene a ¢. Se afirma que C; j, 41 interseca a K perono a H y que C; ;_; interseca
a H pero no a K. Probemos que C; 41 no interseca a H. Si x € H N C; 41,
seleccione 2’ € C;j, N C; 41, tendremos que

d(z,p) < d(z,2')+d(a',p) <2/(i+1),
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lo cual es imposible. El hecho de que C; 41 interseca a K se puede ver de la
siguiente forma. Como M’ interseca a C;j, vy a C; ) entonces debe intersecar
a cualquier eslabén de C; entre estos dos, en particular a C; 41 pero M’ =
H U K y ya vimos que no puede tocar a H. Anédlogamente se muestra que
C; k-1 interseca a H pero no a K. Asi que hay al menos dos eslabones de
C; entre C;;, v Cji. Luego como la cadena C;1; estd torcida en C; de nuevo
podemos hallar el ultimo y primero eslabones de ella que tengan a p y a
q respectivamente, digamos que son Cji1, y Cit1, y los dos eslabones que
son testigos de la torcedura, digamos Ci11 s € Ci -1y Ciz14 C Cipyr; aqui
estamos pensando que s < t. Luego, K debe intersecar a C;1;,, pues como
Cit1: N M’ # () podemos seleccionar algin y en este conjunto y entonces y
tiene sélo dos opciones: y € H oy € K. Si y ¢ K entonces y € H, pero
entonces

ye HNCip1t CTHNC

lo cual es imposible; asi pues K debe intersecar a Cjiq 4.
Ahora, como K es un continuo y tiene puntos en comun con Cjij,

y con Cjy1,; también debe intersecar a Cji;i,, lo cual es absurdo ya que
Cit1,s CCip—1. N

El siguiente Teorema nos da condiciones sobre un par de subconjuntos
compactos de un espacio métrico como para que sean homeomorfos. El resul-
tado menciona la nocion de tipo de orden, si quien lee no esta familiarizado
con la teoria de ordinales y tipos de érdenes, puede sustituir la palabra ti-
po de orden por nimero natural (con su orden candnico). De hecho para el
desarrollo subsecuente del texto sélo necesitamos esta versiéon mas débil.

Teorema 1.27 Considere My y My C (X,d) un par de conjuntos compac-
tos. Suponga que (b;)i<,, es una sucesion de reales positivos cuya suma es
finita y que tenemos un par de colecciones numerables (Xo;)icw ¥ (X1.4)icw
de cubiertas abiertas de My y My, respectivamente, que satisfagan lo siguien-
te:

1. Para cada natural ¢, el conjunto que indexa Xy ; estd bien ordenado y su
tipo de orden es exactamente el mismo que el del conjunto que indexa
Xl 7

2. Cada abierto de Xy ; interseca a My y lo propio para las piezas de X, ;.
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3. Cada abierto de Xy, tiene didmetro menor o igual a b;. Lo mismo para
los abiertos de X ;.

4. Siel j—ésimo elemento de Xy ;41 interseca al k—ésimo elemento de X ;
entonces la distancia de los k—ésimos elementos de Xo; y de X1, a los
Jj—éstmos elementos de X 11 y X141 €s menor a b;, respectivamente.
Lo propio para X, ;.

Bajo estas condiciones, existe un homeomorfismo entre My y M.

Prueba: Tome un punto p € M. Denotamos por X,,;(k) al k—ésimo
elemento de X, ;. Defina Y}, ;(k) como el conjunto de puntos de X cuya dis-
tancia a X, ;(k) es mas chica que b; + 2(biy1 + ---) y defina Y,,; como la
coleccion de estos Y, ;(k)'s. En simbolos:

Yoik) ={r e X :d(z, X,i(k)) <b;+2(bis1+---)} y

Y, ={Y.i(a) : a € tipo de orden de X, ;}.

Supongamos que X, ;(r) interseca a X, ;11(s), entonces por la condicién
4 se tendrd que d(X,i11(8), Xim.i(1)) < b; (cualquiera que sea m € {0, 1}).

Luego, se afirma que ¢l (Y;,,;41(5)) C Y,,.:(r). En efecto tome x € ¢l (Y,,i+1(s)).
Hay z € X,,.i(r) y w € X, i41(s) tales que d(z, w) < b;—4 (para algin ¢ > 0).
Ahora dado € > 0, tome y € Y,,;4+1(s) de tal suerte que d(z,y) < €. Para
tal y hay w' € X,,41(8) que cumple con que d(y,w’) < b1+ 2(biya + -+ ).
Combinando estos hechos y por la desigualdad del triangulo se obtiene que:

Az, 2) < d(z,9) + d(y,w') + d(w',w) + d(w, 2) <
<e+bipr+2(biga+ )+ bigr +b; — 6.

Asi d(z,2) < b+ 2(bjs1 + ) — 6 < b; + 2(bix1 + --+) y esto implica que
d(z, Xpn,i(r)) < b; + 2(biy1 + -+ +) y en consecuencia la contencién deseada.

De manera andaloga, es facil ver que sii < j y X,,;(r) interseca a X,, ;(s)
entonces cl (Y, ;(s)) C Yi(r).

Procedemos a definir nuestro candidato a homeomorfismo

T MO — Ml-
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Definimos T'(p). Suponga que (X ;(a;))i<, €s una secuencia de piezas de las
cubiertas donde cada una de ellas tiene a p. Definimos

T(p) = el tinico punto en ﬂ Yii(a;).

<w

Claro que hay que cerciorarse de algunas cosas antes de proseguir: la primera
es que en efecto hay un tnico punto en la mencionada interseccion, la segun-
da que T'(p) no depende de la sucesion (Xo;(a;))i<w ¥ la tercer cosa que hay
que ver es que T(p) € M.

Veamos la primera. Como X ;11(a;11) interseca a X ;(a;) entonces
c (Yii+1(ais1)) CYii(ai) € el (Y(ay)).

Por lo tanto hay ¢ € ), ¢l (Y1,(a:)) = ;= Y1,i(@:). Luego, ¢ debe ser tinico
porque los diametros de esta sucesion tienden a cero, debido a la convergen-
cia de su serie.

Veamos la segunda. Si (X ;(a}))i<, es otra sucesién de piezas que tiene a
p entonces dado m < w tenemos que como p € Xo (ar,) N Xom+1(@mi1) se
sigue que Y1 ,,(al,) 2 el Yy my1(@my1). Esto es suficiente como para garanti-
zar que ambas sucesiones tienen exactamente la misma interseccion.

Por ultimo revisemos la tercera. Debido a la definicién de Y3 ;(k) se tiene
que

d(Y1,:(k), X14(k)) < bi + 2(biga + -+ ).

Como el didmetro de las piezas de X, tiende a cero y ademads todas las
piezas de cada cubierta intersecan a M, se tendrd que (),__ Y1.:(a;) € M;.

1<w
Asi queda definida una funcién

T: My — M.

Notemos que debido a la topologia de My y M;, es suficiente comprobar que
T es continua y biyectiva como para garantizar que sea un homeomorfismo.

T es continua: Si U es un abierto de M; que tiene a T'(p) entonces existe
cierto r > 0 de tal forma que la bola centrada en T'(p) de radio r esta
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contenida en U. Tome j suficientemente grande como para que Y; ;(a;) tenga
didmetro menor a r/2. Como T'(p) € ;. Y1.i(a;) € Y1,(a;), si x € Y1 ;(a;)
entonces

d(z, T(p)) <r/2<r.

Esto muestra que
Yi,(a,) N My € B(T(p) S U,

Luego si z € Xg;(a;) N My entonces T'(z) € Y ;(a;) y asi tenemos que
T Xo;(a;)NMy] € Uy como Xg j(a;) es abierto se tendra que 7" es continua.

Comprobemos la suprayectividad: Suponga que U es un abierto no vacio
de X que interseca a M, digamos que p € U N M;. Tome j < w suficiente-
mente grande como para que cualquier pieza de Y] ; que tenga a p se quede
contenida en U. Sea X ;(r) la pieza de la cubierta X ; que tenga a p. Note
que

T[Xo’j(r) N M()] g }/17j(7’) N M1 Q U.

Por la condicién 2, tenemos que Xo; N My # 0 y asi U NT[M] # 0, es decir
T'[My] es denso en M; y al ser My compacto, se tiene que T[M;] es compacto
y en particular cerrado, es decir T[My| = M;.

Finalmente veamos que T' es inyectiva: Tome x, 2’ dos puntos distintos en
M, y suponga que van al mismo punto, es decir T'(x) = T'(2'). Tome k < w
suficientemente grande como para que ninguna pieza de Yj; tenga tanto a
x como a x’. Sea X x(r) la pieza de X, que tiene a T'(x). Se puede hallar
j > k de tal forma que cualquier pieza de Y;; que tenga a T'(z) se quede
contenida en Xj (7). Considere ahora X ;(u) vy Xo;(v) las piezas de X ;
que tengan a x y a 2, respectivamente. Como Y7 j(u) y Y3 ;(v) tienen a T'(z)
y ademas X ;(u) C Y7 (u) y Xq;(v) C Y (v) se sigue que X ;(u) y Xi,;(v)
son subconjuntos de X ;(r). Entonces Yy j(u), Yy ;(v) C Yo ,(r) y de aqui se
desprende que z, 2" € Yy, (r), lo cual es imposible. B

Introducimos ahora dos nuevas definiciones de conceptos relacionados al
estudio de las cadenas que utilizaremos en un Teorema subsecuente.

Definicién 1.28 (Consolidacién:) Una cadena D O E es consolidacion
de la cadena E si todo eslabon de D se puede ver como la union de una
sub-coleccion de E.
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Definicién 1.29 (Patrén) Si A = {(z;,v;) :i=0,...,n} es una coleccion
de pares de niumeros naturales, diremos que la cadena E sigue el patron A
dentro de la cadena D si el x;—ésimo eslabon de E estd contenido en el
yi—ésimo eslabon de D.

Teorema 1.30 Tome dos puntos p y q en el espacio métrico (X,d) y una
coleccion de pares ordenados de niumeros naturales

A={(1,21),(2,22),...,(n,3,)}

de tal manera que las x; estén en orden no decreciente, separadas por a lo
mas una unidad y x1 = h,x, = k. Suponga también que (D;);<, €s una su-
cesion de cadenas desde p hasta q con las siguientes caracteristicas:

a. D;.q estd torcida en D;.

b. Bl diametro de cada eslabon de D; es a lo mds z%l
c. La cerradura de cada eslabon de D;1 es un compacto contenido en algin
eslabon de D;.

Entonces podemos encontrar un j suficientemente grande como para que exis-

ta una consolidacion E de D; que siga el patron A en D;.

Prueba: Probemos primero que existe € > 0 de tal suerte que si un
conjunto Y interseca a algiun eslabén de D, y Y tiene didmetro menor a ¢
entonces Y se queda contenido en algtin eslabén de D;. Considere el eslabén
Dsy1 € Dyy. Podemos cubrir ¢l (Do) con bolas que se queden contenidas
en D, ,; entonces al extraer una subcubierta finita podemos hallar el minimo
radio 7 de las bolas en esa subcubierta. Considere la nube N de radio r/2
centrada en cl (Dq):

N= |J Bpl@).

zEcl (Dz’l)

Si x € N entonces d(z,y) < r/2, para algin y € cl(D2,), tal y pertenece
a alguna bola de la subcubierta finita, entonces dicha bola deberd incluir a
xy asi N C Dy,. Asi, para cada eslabéon de Dy podemos hallar una nube
de cierto radio que lo contenga y se quede contenida en algtiin eslabon de D,
que contenga al mencionado eslabéon de Dy. Tome € como el minimo de los
radios de tales nubes, ese es como el deseado.

Ahora, si los eslabones de cierta cadena tienen didmetro a lo més r, en-
tonces el diametro de la uniéon de una subcadena de longitud j sera de j - r.
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Usando esto junto con lo anterior y nuestras hipdtesis podemos afirmar que
existe un natural m suficientemente grande como para que cualquier sub-
cadena de D,, de longitud 5 que interseque a algin eslabén de Ds(u,v) se
quede contenida en un eslabén de D;(h, k), y en consecuencia obtendremos
que cualquier subcadena de longitud 5 de D,, que interseque a D, se quede
contenida en Dy p, y cualquiera de longitud 5 que interseque a D, se quede
contenida en Dy j.

Observemos que el minimo valor que podria tomar n es k—h—+1, esto en el
caso de que el patron fuera el més simple posible, es decir, avanzar sin nunca
estacionarse en un eslabén. Si este fuera el caso, tome j > m cualquiera. Defi-
na a e; como la unién de todos los eslabones de D; contenidos en la unién de
la cadena Ds(u,v) (que denotaremos Dj(u,v)) y en Dy, , €2 serd la unién de
los eslabones de D; contenidos en D; ;41 y en Dj(u,v) perono en Dy, ... ,
e, serd la unién de los eslabones de D; contenidos en Dy ;, y en D3(u,v) pero
no en D, ;_;. Esta cadena E satisface lo deseado. Ahora analicemos el patrén
que consiste en estacionarse dos veces en Dy ; y después seguir avanzando.
Por el caso simple anterior, podemos encontrar un nimero j suficientemente
grande como para que una consolidacion de D, siga el patréon (1,h),(2,h)
en Dy vy que ademds siga el patrén (3,h +1),...,(n + 1,k) en Dy(h, k),
esto ultimo de nuevo por el caso especial. Consolidando adecuadamente esta
ultima cadena se obtiene el resultado para este patrén. Observe que cual-
quier otro patrén es de este estilo, pues las x; estan ordenadas de manera no
decreciente y entonces podremos aplicar argumentos similares. l

Teorema 1.31 Suponga que My y My son continuos contenidos en un es-
pacio métrico (X,d), que po y qo son puntos distintos en My y p1 y q1 son
puntos distintos en My; sea (b;)i<., una sucesion de reales positivos cuyo limi-
te es cero; suponga que (Do ;)ic, €S una sucesion de cadenas que van de py a
qo con las siguientes caracteristicas:

1. Dy y1 estd torcida en Dy ;, esto para todo i < w.

2. La cerradura de cada eslabon de D, ;11 es un compacto contenido en
algun eslabon de D, ;.

3. Todo eslabon de D, ; tiene didmetro menor o igual a b;.
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4. My = (N;,, Dsis donde Dyj; denota la union de los eslabones de la
cadena Dy ;.

Y suponga que (D1 ;)< €S una sucesion de cadenas que van de py a gy con las
caracteristicas de la lista anterior pero respecto a My. Bajo estas condiciones
se puede hallar un homeomorfismo T': My — My que lleva a pg en p1 y a qo
en qi.

Prueba: La idea es usar el Teorema 1.27 para dar el homeomorfismo.
Tomemos alguna cadena Dy, cuyos eslabones tengan didmetro més chico
que 1/2. Definimos Xy = Dg,. Definimos X como la consolidacién de
alguna cadena D, ; de tal suerte que tal consolidacion tenga el mismo nimero
de eslabones que X . Podemos encontrar alguna cadena D, ; contenida en
X1, cuyos eslabones tengan un didmetro mas pequeno que 1/2. Definimos
Xi1 = D ;. Considere el patrén A que X ; sigue en X . Por el Teorema
1.30 podemos encontrar una cadena Dy, contenida en X y una consolida-
cién de ella que siga el patrén A en X o, a tal consolidacion la llamamos X ;.
Notemos que Xy y X tienen el mismo tipo de orden por seguir ambas el
mismo patrén A. Luego podemos encontrar X, otra cadena cuyos eslabo-
nes tengan un didmetro menor a 1/4 que este contenida en Xg;. Considere
ahora el patrén A’ que sigue Xg2 en Xp;. Podemos encontrar una consoli-
dacién de alguna D,y que siga el patrén A" en X ;. A tal consolidacién la
llamamos X 5. Tome X 3 una cadena D, j con eslabones de didmetro menor
a 1/4 y considere el patrén A” que sigue en X 5. Encuentre una consoli-
dacién de alguna Dy tal que siga el patron A” que sigue X3 en Xio, a
tal consolidacién la llamamos X 3. Siguiendo este proceso infinitamente po-
dremos hallar una coleccién de cubiertas (Xo;)i<w de Moy (X1,i)icw de M
veamos que cumplen las caracterisiticas descritas en el Teorema 1.27. Aqui
b; = max{esl(Xo;),esl(X1,)}. Donde esl(Xy;) denota el didmetro maximo
que alcanzan las piezas de Xj;. Es claro que las caracteristicas 1,2,3 del
Teorema 1.27 son satisfechas por esta familia. Veamos solo la 4. Supongamos
que Xo11(j) interseca a X ;(k), entonces X ,4+1(j) s6lo puede estar conteni-
do en alguno de estos tres links: Xo;(k—1), Xo,(k), Xo:(k+1) (posiblemente
en dos a la vez). Como nuestra construccién preserva los patrones tendre-
mos que Xi,.1(j) sélo puede estar contenido en alguno de estos tres links:
Xi,i(k—1), X1,:(k), X1,(k+1) (posiblemente en dos a la vez). En cualquier ca-
so se tendra que la distancia de X ;41(j) a X; (k) es menor a esl(X;;) < b;.
El homeomorfismo descrito en el Teorema 1.27 cumple lo deseado. B
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Definicién 1.32 Considere (X, d) un continuo metrizable. Decimos que X
puede ser encadenado o que es encadenable si dado cualquier r > 0 existe
una cadena C' que cubre a X cuyos eslabones tienen un didmetro menor que
T.

Lema 1.33 Suponga que M es un continuo hereditariamente indescompo-
nible y encadenable con mds de un punto. Al ser encadenable existe una
secuencia de cadenas decreciente (C;)i<,, de tal forma que todos los eslabones
de C; tienen didmetro menor a 1/(i+ 1). Bajo estas condiciones, eziste una
cadena C,, que esta torcida en Cy.

Prueba: Supongamos que esto no sucede. Tome cualquier natural m,
como (), no esta torcida en Cj, deben de existir eslabones de C,,, digamos
Chn,i ¥ Cp; junto con eslabones Cyp, y Coi con k — h > 2 de tal forma que
Cm,i € Copny Cn,j € Coy y satisfaciendo ademds que si C,, es un eslabén
entre C,, ; y Cp, j que se encuentre en (' ;1 entonces no existe ningtn eslabén
de C,, en (' 41 que también se encuentre entre C,, . y Cy, ;. Al eslabén C,,, ,
se le puede tomar minimo, en el sentido de que ningin eslabén entre Cy, ; y
Cr esté contenido en C ;. Como Cj tiene un ntmero finito de eslabones,
algin par de eslabones de Cy debe satisfacer lo anterior para una subsucesién
infinita de cadenas (Cy,)m<o (principio del palomar). Llamémosles de nuevo
Cony Cop. Defina Wy, = Cp, ;U---UCy,, v Vi, = Cyp U - - U, 5. Observe
que tanto los W,,, como los V,,, forman un sistema dirigido de continuos y por
lo tanto W = (,,., Wi ¥ V = (1<, Vin s0n un par de subcontinuos propios
de M. Ahora, por construccién tenemos que VNel(Ch i) # 0y VNel(Cyp) =0
y lo propio para W: WNecl(Cy ) # 0y WNel(Cy ) = 0. Asi, hemos obtenido
un subcontinuo W U V' que es descomponible en dos subcontinuos propios.
Lo cual es absurdo, pues M es hereditariamente indescomponible. B

Teorema 1.34 Si M y M’ son continuos con mds de un punto, encadenables
y hereditariamente indescomponibles entonces son homeomorfos.

Prueba: Tome una secuencia decreciente de cadenas (Cy,),<, en donde
la n-ésima cadena tenga todos sus eslabones de didmetro menor a 1/(n + 1).
Aplicando el Lema anterior podemos encontrar una subsecuencia de cadenas
(Ch, )k<w con la caracteristica adicional de que cada una estd torcida en la
anterior. Tomemos ahora dos puntos p, ¢ en diferentes composantes de M.
Dada una cadena C),, vamos a llamar al conjunto de eslabones que van desde
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el primero de C,, que tiene a p hasta el dltimo que tiene a ¢ como la subcade-
na de C, que va de p a ¢. Se afirma que para cualquier j < w la subcadena de
Cn, que va de p a q cubre a M. Llamemos W; a la unién de los eslabones de
la cadena recién mencionada. Los W; son una familia dirigida de continuos,
por lo tanto su interseccion es un subcontinuo de M que contiene a p y a g,
es decir, debe ser M. Por lo tanto, podemos suponer sin perder generalidad
que la sucesién original (C,,), <, es de cadenas que van de p a ¢q. En resumen
obtuvimos una secuencia (Cy,),<, de cadenas que satisface ser decreciente,
cada una esta torcida en la anterior, el diametro de cualquier eslabon de C),
es menor a 1/(n+1), la cerradura de cualquier eslabén de C), es subconjunto
de algin eslabén de C,,_; y M es la interseccién de la familia que resulta
de pegar todos los eslabones de cada cadena. Similarmente podemos obtener
(C!)n<w una familia que satisfaga lo mismo para p’, ¢’ puntos en distintas
composantes de M’. Por el Teorema 1.31, el resultado queda establecido. I
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Capitulo 2

Limites proyectivos de Fraissé

En este capitulo estudiamos los limites proyectivos de Fraissé, un obje-
to relativamente nuevo (vea [6]) que combina las técnicas presentadas por
Roland Fraissé en su construccién de los nimeros racionales (vistos con su
estructura de orden) con las ideas de dualidad, pues segin uno de los auto-
res de [6], las ideas bésicas se obtienen a partir de wvoltear todas las flechas
presentadas en la construccién original de Fraissé, con la excepcion de que
la topologia juega aqui un papel fundamental. Debido a esta dualidad y al
hecho de que los racionales se obtienen como un limite directo, estos limites
fueron llamados proyectivos, pues en los espacios topoldgicos, los limites in-
versos se pueden construir como un subespacio de un producto topoldgico
y asi las proyecciones actiian como un conjunto de flechas que comunican al
limite con las estructuras a partir de las cuales se obtuvo. Lo relevante de los
limites es que pueden ser usados para estudiar muchas otras cosas aparte del
pseudoarco ademas de que tienen la propiedad de intercambiar problemas
topoldgicos con problemas de combinatoria finita.

2.1. Definicién y algunas propiedades

Definicion 2.1 Partimos de un lenguaje de primer orden L. Por una L-
estructura nos referimos a una estructura para el lenguaje L, en el sentido
usual de la teoria de modelos

(Aa fA> RA CA)Z'EI:

AR E)

con ciertos datos adicionales de naturaleza topologica. Requerimos una topo-
logia para A que sea compacta, cero-dimensional, sequndo numerable y Haus-

27
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dorff. Y que ademdas las relaciones se interpreten como conjuntos cerrados y
las funciones como funciones continuas.
Formalmente, para cada simbolo de funcion n—ario, f € L, su interpretacion

fAAT = A

debe ser una funcion continua, obviamente equipando al producto A™ con su
topologia de Tychonoff. Asi mismo, para cada simbolo de relacion n—ario,
R € L, su interpretacion

RA g AP

debe ser un subconjunto cerrado.

Estas estructuras recién definidas serdan los bloques de construccion para
un pre-pseudoarco, cuando el lenguaje conste de una unica letra de relacion
binaria.

Definicién 2.2 Por un epimorfismo entre dos L-estructuras A y B en-
tenderemos una funcion continua y suprayectiva

f:A—B

que abra los simbolos de funcion y que respete las relaciones. Formalizando,
para todo simbolo de funcion n-ario, F' € L y toda tupla (ay,...,a,) € A" se
debe satisfacer que

f(FA(ala e aa'n)) = FB(f(al)v B ,f(an))

Y para cualquier simbolo de relacion n-ario, R € L se deben de cumplir las
siguientes dos condiciones:

1. Si(ay,...,a,) € R* entonces (f(a1), ..., f(a,)) € RE.

2. Si (by,...,b,) € R® entonces existe (ay,...,a,) € R® con sus coorde-
nadas tales que f(a;) = b;, para i € {1,...,n}. Parafraseando, si una
tupla esta relacionada en el contradominio entonces existe una tupla
hecha de preimdgenes que también estd relacionada.

Por un isomorfismo entendemos un epimorfismo inyectivo.



2.1. DEFINICION Y ALGUNAS PROPIEDADES 29

Observacién: Note que debido a la topologia de nuestras estructuras los
epimorfismos son, en particular, identificaciones cerradas. De hecho, como se
puede ver en el siguiente lema, los epimorfismos tienen una caracterizacion
muy similar a las identificaciones.

Lema 2.3 Sean A, B,C L-estructuras y f: A—-C,9: B—C,h: A— B
tales que f = go h y sea h un epimorfismo; entonces g es epimorfismo si y
solo si f lo es.

En un diagrama:

AL, c

. /;(
h—epzl p 4

B

Prueba: Por la observacion anterior, basta solamente verificar las condi-
ciones del lenguaje. Suponga que g es epimorfismo y que R, F' son simbolos
de relacién y de funcién respectivamente. Tome (@) € A". Veamos que f
respeta los simbolos de funcién:

F(FA(@) = g(M(F*(@))) = g(F" (M(@))) = F (g 0 h(@)) = F(f(a))

Ahora, sia € A" y @ € R” entonces h(a) € RP, entonces g o h(a) € R,
es decir f(a@) € RY. Ahora si j € R, hay 7 € B tal que g(T) = § y ademés
7 € RP, entonces hay @ € A tal que h(a) = T y @ € R Por lo tanto
g(h(@)) =7, es decir f(a) =y ya € R Esto comprueba que la composicién
de epimorfismos es un epimorfismo.

Suponga ahora que f, es decir la composicion, es un epimorfismo, veamos
que la segunda flecha que es parte de la composicién debe ser un epimorfis-
mo. De nuevo iniciamos viendo que preserva las operaciones;

g(FP(®)) = g(FF(h(a))) = g(h(F4(a))) = f(F(a@)) = F(f(a)) = F(g(b))

Similarmente comprobamos para letras de relacion. ll

Pasemos ahora a las definiciones principales. Para comodidad de quién lee,
presentamos un diagrama con cada definicién, pues considero que es mas facil
de digerir cualquier cosa mediante un dibujo.
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Definicién 2.4 (Familia Proyectiva) Una coleccion A de L—estructuras
es una familia proyectiva de Fraissé si:

(F1) Para cualquier par de estructuras B,C en /A existe una tercera A en

Ay epimorfismos desde A hacia B y C. Si vemos a la familia como
categoria, esto seria la condicion de techo.

(F2) Si C,D,E € Ay fer, fo.e son epimorfismos desde C' y D (resp.)
hacia E entonces hay F' € A y epimorfismos frc, frp desde F hacia
C, D respectivamente tales que fpgo frp = foro frc. Note que esta
propiedad es la dual a la propiedad de extension en los limites cldsicos.

Definicién 2.5 (Limite Proyectivo) Dada una familia A de L-estructuras,

decimos que 1L es un limite proyectivo para /\ si es una L-estructura y
ademas:

(L1) Universalidad Proyectiva Cualquier objeto en A\ se ve como ima-
gen de 1L bajo algun epimorfismo.

(L2) Para cualquier A espacio topoldgico discreto y finito y cualquier fun-
cion continua f: L — A existe D € A\, un epimorfismo g: L — D y
una funcion (solamente funcion) f': D — A tal que f = f o g. Pa-
rafraseando: Las funciones continuas a discretos finitos se factorizan a
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través de un epimorfismo y una funcion.

4
L— A
|
Hepi' e
\:, .7 3 func.

D

(L3) Ultrahomogeneidad Proyectiva Para cualquier D € A y cualquier
par de epimorfismos f,q: L. — D existe un isomorfismo h: L — L tal
que goh = f
L J~ L

v% /epi

D

Las personas familiarizadas con los limites de Fraissé podran notar que las
propiedades (L1) y (L3) de un limite proyectivo son las duales a los limites
normales. La propiedad (L2) puede parecer extrana pero conforme avance-
mos en el texto nos daremos cuenta de que esta propiedad es una especie de
diccionario que nos permite traducir problemas topologicos a problemas de
combinatoria finita.

A partir de este momento estaremos con un lenguaje arbitrario pero fijo,
a menos que se especifique lo contrario, asi, cuando se encuentre con morfis-
mo o estructura deberd leerse como L—morfismo y L—estructura y andlogo
para todo lo demés.

Definimos ahora el 1til concepto de refinar una cubierta mediante un
morfismo y vemos que los limites proyectivos satisfacen una propiedad de
refinamiento muy poderosa.

Definicién 2.6 (Refinamiento) Decimos que un epimorfismo f: A — B
refina una cubiertad de A si cada fibra de f estd contenida en al menos una
pieza de U.

Lema 2.7 Dada una familia /\ de estructuras, si una estructura D satisface
(L2) entonces para cualquier cubierta abierta U de D existe un epimorfismo
¢: D — D hacia alguna estructura D € /A que refina a U.
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Prueba: Sea U una cubierta abierta de D, como DD es cero-dimensional,
cada pieza de nuestra cubierta puede ser a su vez, cubierta por cerrabiertos,
entonces tenemos una cubierta de cerrabiertos de nuestro espacio D con la
peculiaridad de que cada pieza de esta nueva cubierta estd contenida en
alguna pieza de la cubierta U (la refina). Al ser I compacto, existe una
subcubierta (de esta nueva cubierta) finita, digamos {Cy, ..., C},}. Defina

Ch = C
y
c,=C,—JC
<n

La nueva coleccion {C{, ..., C!} es una cubierta ajena por pares, que refina a
U y ademds cada pieza de ella es aberrada. Equipamos a {C{, ..., C!,} con la
topologia discreta y definimos

[:D—={Cl:i=0,..,n}

dada por

x — el tnico C que lo tiene.

Claramente f es continua, luego por (L2), hay en A alguna estructura D, un
epimorfismo ¢: D — D y una funcién f': D — {C;}7, tales que f = f o¢.
Se afirma que ¢ refina . En efecto; Sid € D y si 2 € ¢1(d) entonces
f(z) = Cy,, es decir x € C;, (para algtin iy que sélo depende de d). B

Lema 2.8 Suponga que /N es una familia proyectiva de Fraissé y suponga
que D es un limite proyectivo de Fraissé para esta familia, entonces para
cualesquiera D, E € /A y epimorfismos ¢: E — D, p: D — D existe un
eptmorfismo £: D — E tal que p o & = .

Prueba: Por la universalidad proyectiva existe f: D — F un epimor-
fismo, al componer con ¢ obtenemos ¢ o f un epimorfismo hacia D. Por
la ultrahomogeneidad proyectiva existe i: D — D un isomorfismo tal que
pofoi=p. Tome& = foi. M
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2.2. Existencia de los Limites para un caso
especial

Claro que hasta ahora nada nos garantiza que existan los limites proyec-
tivos de Fraissé. El siguiente teorema, nos da condiciones suficientes sobre /A
como para que exista un ¥nico limite proyectivo para A\. Usaremos esto para
dar una construccién alternativa del pseudoarco. La prueba de dicho resul-
tado es un poco larga y por eso hemos reservado una seccion exclusivamente
para ella.

Teorema 2.9 (Existencia y Unicidad) Si una familia N proyectiva de
Fraissé es numerable y con cualquier estructura en ella siendo finita entonces
se puede encontrar un unico limite de Fraissé para ella.

Prueba: Enumeramos A = {Ag, Ay, ... }. Veamos primero que podemos
encontrar una secuencia genérica de estructuras (D, )n<, en A junto con
epimorfismos 7, : D, — D, que satisfaga el siguiente par de condiciones:

1. Cualquier estructura en A es imagen bajo epimorfismo de algin D,,.

2. Si f: D, — Byg:A— B son epimorfismos (con A, B € /) entonces
existe D, ( m > n) y un epimorfismo h: D,, — A que satisface goh =
fomm™. Donde 7" es la composicién de los 7’s que hay entre D,,, y D,.

En efecto, la siguiente construccion es una simple dualizacion del caso origi-
nal estudiado por Fraissé, la cual puede ser leida en [5]. Primero considere
cualquier biyeccién 7: w X w — w que satisfaga que 7(x,y) > x. Definimos
de manera recursiva nuestra secuencia. Defina Dy como cualquier estructura
en A. Si se tiene definida D; para i < k hacemos lo siguiente para obtener
Djy1;

A cada diagrama de la siguiente forma (donde los objetos pertenecen a A y
las flechas son epimorfismos)

Dy

|

X —Y

se le puede asignar un tnico par (k,j) de nimeros naturales de tal suerte
que este par ordenado recupere la situacién descrita en el diagrama, es decir,
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el diagrama anterior es exactamente el siguiente:

Dy,
lfk,j
Ik

,J
Xij — Y

Tome (i, j) de tal forma que 7(i, j) = k. Como i < 7(i,j) = k entonces si
tenemos definido quién es D; y consideramos el siguiente diagrama codificado

por (i, j):

que por (F2) se puede completar a

e

9i.j
Xij —— Yij
Luego, considere el diagrama:

A

S

Dy — 5 D;

De nuevo por (F2) se puede completar a:

Para algun B y b. Al elegir un B y b de este estilo y llamarles Dy y 7 se
completa nuestra definicién recursiva. Esta construccion satisface lo desea-
do pues si nos encontramos con el diagrama codificado por (r,m) entonces
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tendremos el siguiente diagrama conmutativo:

Dﬂ(r,m)-‘,—l — Dr

l lfr,m

gr,m
er —_— Y;‘m

) )

Ahora defina D = lim(D,,, ,) C II,,,,D,,. Denotamos por p,, la proyec-
.F

cién de D hacia el n-ésimo factor. Comprobemos que D es cero-dimensional,
segundo numerable, compacto y Hausdorff. Lo Hausdorff es obvio. La compa-
cidad viene dada del hecho de que D es cerrado en I1,,., D,, (que es compacto
debido al Teorema de Tychonoff y porque cada D,, 1o es). Al ser un producto
numerable de espacios segundo numerables, se tiene que II,.,D,, es segundo
numerable y en consecuencia también lo es D. Y como las proyecciones son
continuas se puede obtener una base de cerrabiertos para Il,,.,D,, a partir de
la coleccion de bases de cerrabiertos para cada D,, y asi D es cero-dimensional.

Ahora, como queremos que D sea una L—estructura y ya tenemos la parte
topoldgica, solo debemos encargarnos de dotarla de estructura para el len-
guaje.

Letras de relacién: Tome R € L una letra relacional de m entradas. Para
(1, ..., Tp) € D™ imponemos la siguiente condicion:

(21, ...,2m) € R® & Vn < w, (pa(z1), ..., pulzy)) € RP"

Hay que comprobar que esta es una relacién cerrada en D™. Si 27 = (x]l, co T )
es una sucesién contenida en RP que tiende hacia z = (z1,...,7,,) enton-
ces a:f — x;, para cada ¢ € {1,...,m}, lo cual implica que pn(xf) tiende
hacia p,(z;) cuando j — oo, para todo natural n. Y esto tltimo indica que
(pn(x]), .. pu(22)) = (pu(x1),...,pu(Ty)) ¥y como sabemos que RP» si es
cerrada, se tendrd que (pn(21),...,pp(2m)) € RP» y asf (xq,...,2,) € RP.
Basto usar sucesiones por la 2-numerabilidad de la topologia.

Letras de funcién: Tome ahora f una letra funcional de m entradas. Para
cada natural n se puede formar la siguiente funcion

h,: D™ — D,
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con regla de correspondencia

(X1, ..y T) fD"(pn(a;l), ey Pa(Tm)).

Claramente h,, es continua para todo n < w y entonces la funcién indu-
cida que hace conmutar al siguiente diagrama (algunas personas la llaman
producto diagonal) también serd continua:

Hn<an
A
y : m
Dy R Dy,
‘k %
]Dm
Esta serd nuestra interpretacién para f”. Observe que el contradominio
no es el adecuado a simple vista, pero unas pocas lineas de cémputos mues-
tran que el rango de f? estd contenido en D.

Ahora si, ya podemos decir que D es una L-estructura con todas las de la ley.

Resta encargarnos de ver que en efecto D cumple las caracteristicas descritas
en L1-L3.

L1: Se afirma que p,: D — D, es un epimorfismo. La continuidad es ob-
via y la suprayectividad viene del hecho de que cada 7, es suprayectiva.

Ahora tome R una letra de relacién con m entradas. Vamos a probar la

parte de las preimdgenes, la otra deberfa ser clara. Tome (yy, ..., Y,) € RP.
Como m,: D,y1 — D, si es un epimorfismo, existen z! = (z},...,z}) €
RPr+1 tales que m,(x1) = y1, ma(2d) = o, etc. Como m,11: Dpyo — Dyt
también es un epimorfismo, existe 2% = (22, ..., 22) € RP+2 tal que m, 41 (2?) =
71 y etcétera. Luego defina 71 = (m,_1(v1), ..., Tn_1(ym)) etcétera. Luego

forme z; como la funcién de eleccién que toma las coordenadas 1 de las
2", 7" y la y;. Claramente p,(z1) = y;. Forme 29, ..., 2z, de manera simi-
lar. Claramente p,(22) = yo, pn(z3) = y3 y etcétera. Y por construccién
(21,...,2m) € RP.

Para los simbolos de funciones es obvio por la definicién de fP y el diagrama
anterior.
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Concluimos que p,: D — D,, es un epimorfismo, para cada natural n.
Observe ahora que se obtiene facilmente L1, pues si A € A entonces por
nuestra construccion arriba, hay un epimorfismo g : D,, — A y entonces
gopn: D — A esun epimorfismo.

L2: Afirmacién: Suponga que A, B C DD son cerrados ajenos no vacios. En-
tonces existe un D,, que los separa, es decir, hay n < w tal que p,[A] v p,[B]
son ajenos. Si esto no sucediera entonces existen unas sucesiones (Y )n<w C A
V (Zn)n<w € B tales que p,(yn) = pn(z,). Al darle la métrica discreta a cada
D,, podemos metrizar D con una métrica d que mida qué tan diferentes son
los puntos en D respecto a sus entradas. Con esta métrica encontramos que
d(Yn, zn) — 0 cuando n — oco. Como A es cerrado, entonces es compacto y
existe y € A un punto de acumulacién para (y,)n<,. Tal punto de acumu-
lacién lo es también de (z,),<,, lo cual es imposible, pues esto implicaria
que A y B no son ajenos. Observe que esto tiene una generalizacién para un
numero finito de cerrados ajenos; si Aq,..., Ay C D son cerrados ajenos no
vacios entonces existe Ny < w tal que py,(A;) Npn,(A;) = 0 sii # j. Para
ver esto, considere el conjunto de indices {n;; : pn, , separa a A;, A;} y tome
My cualquier nimero natural mas grande a su maximo. Tal p;z, cumplira lo
deseado.

Como consecuencia de esta afirmacion se puede probar facilmente L2 (cosa
que hacemos enseguida) y ademds obtenemos que si f: D — F' es continua
con F' € A entonces existe un natural n y una funciéon ¢g: D,, — F' tal que

J =gopn.

Prueba de (L2): Sea A = {aj,...,a,} un espacio discreto, finito y
f: D — A una funcién continua. La siguiente es una coleccion finita de
cerrados ajenos por pares (quizas algunos de ellos vacios)

{A; = fHa;) : 1 <i<n}

Entonces hay N < w tal que pn(A;) Npy(A4;) = 0 sii # j. Con esta condi-
cién podemos definir g: Dy — A de la siguiente manera: para x € Dy, tome
y € py'(7) v apliquele f, lo obtenido serd g(z). Esta es una buena definicién
ya que py' () estd contenido en un tnico A;, pues si y; € py'(z) N A; y
Y2 € py(r) N A; entonces x € py(A;) N pn(A;), lo cual implica que i = j.
Note que por su definicién, ¢ satisface que f = g o Py.
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L3: Para verificar que D cumple L3 necesitamos un resultado preliminar: S%
X: D, — Dy, conn >k, es un epimorfismo entonces existe ¥: D — D un
isomorfismo de tal forma que x o p, = pr o .

Para probar esto construya una secuencia usando las propiedades de (D,,, 7, ) n<w
que se vea de la siguiente forma:

a1

N X1 Qo X0 |
Dkz 7 Dn1 7 Dkl 7 Dn() 7 Dk()

\_)W

ﬂ:f 7"2(1) W:é
Es decir, tal que
Vi<w W,ljz“ =X 0
Yy
Vi <w Tl ™ = @ 0 Xiy1.
En donde ng = n, kg = k, xo = x y las n’s y ks satisfagan que k;. 1 > n; > k;.

La sucesion (x;)i<, induce una funcién ¢ de D en D mediante la siguiente
coleccién de funciones f;: D — D; (representadas por el diagrama cuyos
triangulos son conmutativos):

Xi+19Pn; 1 =Fk; l XioPn; = fk;
fk’z+17

e R S Dy,

7

g

i+1 7Tk i+1— 1 z+1 -2 Tk

i+1"

Es decir, ¥: D — D tiene la siguiente propiedad:

Vi<w pjov = fj.

Anélogamente utilizando a las «; se obtiene una coleccién (g;)j<,: D =Dy
esta induce otra funcion ¢': D — D. Ademds, se tiene la propiedad andloga
a 1, a saber:

Vi <w pjo = g;.
Hay que ver que ? es un isomorfismo, esto lo hacemos comprobando v’ o
1 = 1p. En efecto, por las propiedades de arriba se obtienen las siguientes
igualdades:

o, (V' (0 (%)) = g, (Y () = i © proy (V(2)) = i © fioy, (2) =
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ai(Xi+l<pni+1 (.17))) = WZZJA (pm+1 (x)) = pm‘ (l’)
Y de esto se puede concluir que 9’ o ¢ = 1p. Similarmente se prueba que

1 o)’ = 1p. Verificar que 1 es un epimorfismo es facil tomando en cuenta
que todas las flechas aqui presentadas son epimorfismos.

Ahora si podemos probar L3. Suponga que ¢1: D — Dy ¢o: D — D son
epimorfismos hacia alguna estructura en A. En la parte correspondiente a
la afirmacion para L2 podemos encontrar que existen dos naturales ny y no
(sin pérdida de generalidad podemos suponer que ny > ng) y dos funciones
g1: Dny = Dy ga: Dy, — D tales que ¢1 = g1 0py, ¥ $2 = g2 © pp,. Por el
Lema 2.3, se obtiene que g; y g2 deben ser epimorfismos. Entonces tenemos
el siguiente diagrama:

D”Q

g2
g1
D, -2+ D

Por la propiedad 2 de nuestra familia (D,,) lo podemos completar al siguiente
diagrama (donde m > ny):

m

Dy, —25 D,
X Y:

D, -2~ D

Y por el resultado preliminar para L3 se puede completar a:

m

Pm Tngy
D -2 p,, 2y D,

v X %
p"/l

D s D,, —2—= D

Donde 9 es un isomorfismo. Combinando todo lo anterior se obtiene lo de-
seado.

Finalmente probemos que DD es Unica respecto a isomorfismos. Suponga-
mos que Dy y Dy se comportan como limites para /A. Tomemos una base de
cerrabiertos (U?),<, en Dy y otra de la misma naturaleza en D, digamos
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(Un)n<e:

Realizamos la siguiente construcciéon: Tome Dy € A. Existen ¢f: Dy —
Dy y ¢: Dy — Dy epimorfismos. Considere la cubierta abierta {(¢g)~*(d) :
d € Do} de Dy. Podemos encontrar una estructura D; € A y un epimor-
fismo ¢1: Dy — D; que refine a dicha cubierta. Luego, podemos construir
una funcién vy: D; — Dy de tal forma que ¢} = g o ¢}. Luego podemos
encontrar ¢9: Dy — D; tal que ¢3 = 1) o ¢J. Considere ahora la cubierta
{( @) H)NUY, (¢?) 1 (d)N(TU?)¢ : d € Dy}. Podemos encontrar ¢ : Dy — Do
un epimorfismo que refine a tal cubierta y por lo tanto se puede definir un
epimorfismo 1 : Dy — Dy tal que ¢ = 9, o 3. Luego, se puede encontrar
¢y Dy — D; tal que ¢f = 1y o ¢y

Continuando con este proceso indefinidamente se obtienen unas estruc-
turas (Dp)pn<w C A y unos epimorfismos (¢2: Dy — Dy)new, (¢F: Dy —
Dy)n<w ¥ (Un: Dpi1 — Dy)ne, que satisfacen las siguientes tres propieda-
des:

1. ng - wn © ¢2+1 y ngz - % © ¢71L+1‘
2. @9 refina la cubierta {U?, (U?)“}.

n

3. @3, refina la cubierta {U}, (Ur)}.

Bajo estas condiciones podemos definir ¢: Dy — D; (que resultara ser un
isomorfismo) de la siguiente forma:

Dado = € Dy. Veamos que existe algin y € Dy tal que ¢} (y) = ¢°(z) pata
todo n < w. En efecto, para n < w definimos

Cr = (0) " (0 (2)).

Cada uno de estos C), es cerrado y no vacio y ademas esta secuencia es de-
creciente respecto a la contencién. Entonces existe y € [ __ Ch, es decir y
satisface lo deseado.

nw

Veamos ahora que y es unico. En efecto, si y,y’ satisfacen lo anterior y
son distintos entonces hay algiin ¢ < w tal que U} tiene a y pero no a y’.
Luego por el punto 3. sobre las ¢! y el hecho de que y € U} tendremos que
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(¢341) H(¢3,41(y)) C U} y esto implica que y' € U} lo cual es absurdo. Asf
las cosas, podemos definir para x € Dy:

¢(x) = el tnico y recién descrito.

Procedemos ahora a explorar las caracteristicas de esta funcion ¢.

¢ es suprayectiva. Para ver esto, realice el proceso andlogo en la definicion
de ¢(x) pero para y € Dy.

¢ es inyectiva. Suponga que x # x’ € Dy. Existe algtin i < w tal que U}
tiene a z pero no a z’. Esto implica que (¢9,)7'¢5,(z) C U y por lo tanto que
#9:(z) # ¢9;(x'). Ahora recuerde que ¢(x) satisface que ¢k (d(z)) = ¢3;()
y también tenemos que ¢(z') satisface que ¢, (¢(z')) = ¢9,(z’). Combinando

estas cosas se obtiene que ¢;(d(x)) # @3 (d(x')). Esto es suficiente para ga-
rantizar que ¢(z) # ¢(z').

Veamos ahora que ¢ es continua. Tome F' C Dy un cerrado. Observe que

¢~ (F) C [)(6n)  (en(F)).
nw

Se afirma que tal contencién es en realidad una igualdad. En efecto, tome
x € Dy que satisfaga la siguiente relacién para cada natural n: ¢0(z) € ¢L(F).
Esto implica que hay z, € F tal que ¢¥(z) = ¢} (2,). Si ¢(z) € F entonces
podemos encontrar un U} ajeno a F que tenga a ¢(x). Luego tendriamos que
la fibra correspondiente a ¢3;,(¢(x)) estd contenida en U}, pero recuerde
que hay 211 € F' tal que ¢9,.1(2) = dy;1(22i41) = 63;.1(¢(2)) ¥ entonces
tendriamos que zy,1 € F N U}, lo cual es imposible. Asf tenemos la conten-
cién deseada y la igualdad mencionada. De ella se desprende que ¢! (F) es
cerrado. Por la topologia de Dy y D; se obtiene automaticamente que es un
homeomorfismo.

Lo unico que resta es confirmar que ¢ respeta la estructura del lenguaje
pero esto es sencillo. B

2.3. Algunas propiedades extra

Las siguientes afirmaciones serdn de vital importancia para probar los
Teoremas de Mioduszewski, de hecho estos teoremas seran la interpretacion
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de estas afirmaciones en un contexto adecuado.

Lema 2.10 Sea /A una familia de L—estructuras topoldgicas con cada es-
tructura en ella de tamano finito. Suponga que D es una L—estructura to-
pologica que ademas tiene la caracteristica de que cualquier cubierta abierta
de ella se puede refinar mediante un epimorfismo hacia una estructura en A\,
entonces existe una sucesion (Dn)n<w de estructuras en /\ y unos epimorfis-
mos ¢n: D — Dy, ¥, Dy — D, de tal forma que para cualquier i < w se
satisface que Yy, © o1 = ¢, Yy que ademds cualquier cubierta abierta de D
es refinada mediante un ¢,.

Prueba: Fije una base B para D hecha de cerrabiertos y de tamano w.

Notemos que dada una cubierta abierta (U;);<y, (k un cardinal) de D, esta se
puede refinar mediante una cubierta finita hecha de cerrabiertos, los cuales
serdn ajenos por pares (esto debido a que las estructuras en A\ son discretas).
Sin perder generalidad podemos suponer que tales cerrabiertos pertenecen a
la base B. Mediante este proceso, a cada cubierta abierta se le asigna otra,
finita y més fina, ajena por pares y hecha de cerrabiertos de la base. Notemos
que solo puede haber una cantidad numerable de cubiertas de este tipo, asi
que podemos enumerarlas: (Uy,),<,. A continuacién describimos un proceso
inductivo el cual terminard la prueba.
Para la cubierta U, existe un epimorfismo ¢o: D — Dy que la refina. Luego,
considere la cubierta {UN@, ' () : U € Uy, x € Dy}, podemos hallar ¢;: D —
Dy un epimorfismo que refine esta cubierta. Luego, si y € Dy, existe un tinico
x € Dy y un tnico U € U, tales que

o7 (y) CUN @y ().

Si definimos 1y(y) = x tendremos que 1y 0 ¢1 = ¢ y por el Lema 2.3 se
obtendrd que v es un epimorfismo. Considere ahora la cubierta {UN¢;*(z) :
U € U,z € Dy}, encontramos ¢o: D — Dy que la refine, etcétera. Reali-
zamos un proceso analogo en cada natural y asi, terminaremos encontrando
On: D — D,, para cualquier n < w y también las v,, correspondientes. Ob-
serve que cada ¢, refina a U, y por la construccion de (U, ), la familia
de las ¢, refinard a cualquier cubierta abierta de D. B

Teorema 2.11 St D se comporta como en el lema anterior respecto a la

familia N y D es el limite proyectivo de /\ entonces hay un epimorfismo de
D en D.
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Prueba: Fijemos (Dy,)n<w, {n: D — Dyptncw ¥ {¥n: Dus1 — Dinlnew
como en el lema anterior. En virtud del Lema 2.8, se puede conseguir

{¢): D — Dy }bnew

una familia de epimorfismos tales que

@Z)n © gbfn—&-l = gb;
Si x € D, defina C,, = ¢, '(¢/,(x)). Cada C,, es cerrado y no vacio y ademds
Cny1 € Cy, por lo tanto hay y € (), Cn vy ademas este debe ser tinico por la
propiedad de las ¢,, de refinar cubiertas y lo Hausdorff de D. Mediante este
proceso queda definida f: D — D. La prueba de que f es un epimorfismo es
una copia de la dada maés arriba cuando probamos que los limites son tinicos
salvo isomorfismo. W
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Capitulo 3

El pseudoarco y los limites
proyectivos

En este capitulo combinamos lo que se ha trabajado en los dos anteriores,
a grandes rasgos lo que se hace es lo siguiente:

1. Definir una familia de graficas lineales finitas.
2. Verificar que dicha familia es proyectiva.

3. Obtener el limite proyectivo de esta familia, al cual llamamos un pre-
pseudoarco y denotamos por P.

4. Verificar que P tiene una relacién de equivalencia natural RF.
5. Probar que P/ RF es el pseudoarco utilizando la caracterizaciéon de Bing.

6. Obtener los teoremas de Mioduszewski utilizando esta caracterizacion
del pseudoarco.

3.1. Graficas lineales finitas como familia pro-
yectiva

En esta seccién presentamos los bloques de construccion de un pre-pseudoarco.
Este pre-pseudoarco sera el limite proyectivo de la familia de graficas linea-
les finitas. Note usted que al hablar del limite de estas graficas tenemos
que asegurarnos primero que tales graficas forman una familia proyectiva de

45
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Fraissé; este es el objetivo de esta seccion. Aunque parece sencillo, este obje-
tivo presenta algunas dificultades técnicas, las cuales son abordadas aqui. Las
técnicas para probar (F1) y (F2) respecto a esta familia no son relevantes
en el desarrollo posterior del texto, por lo que recomiendo omitir la lectura
de esta seccion a menos que le interese asegurarse que en efecto las graficas
lineales finitas son una familia proyectiva.

Definicién 3.1 (GLF) Por una grdfica lineal finita nos referiremos a
un conjunto A con al menos dos elementos equipado con una relacion binaria
R que satisfaga las siguientes condiciones:

1. R es reflexiva.
2. R es simétrica.

3. Clualquier elemento en A estd relacionado con, a lo mucho, 3 elementos.
(Incluido €l mismo).

4. Hay en A exactamente dos elementos que estdn relacionados con menos
de 3 elementos.

5. Para cualesquiera a,b € A existe una lista finita ag, . . . , a, de elementos
en A tal que agp = a, a, =b y a;Ra; 1, con 0 <1< n—1.

A los puntos de la grdfica que satisfagan el punto 4 les llamaremos los extre-
mos de la grdfica.

Definamos por recursién una relaciéon en cada natural n = {0,...,n—1} ma-
yor o igual a 2. Sobre {0, 1} defina Ry = {(0,0), (1,1),(0,1), (1,0)}. Es claro
que (2, Rs) es una gréfica lineal finita. Ahora si se tiene definida R,, definimos
R,,+1 sobre n, de la siguiente forma: R, .1 = R,U{(n,n), (n—1,n),(n,n—1)}.
Asi conseguimos el objetivo planteado y es facil mostrar que (n, R,) es una
GLF. En lo siguiente, por grafica nos referiremos a una grafica lineal finita.

El siguiente resultado es facil de probar y se deja al lector:

Proposicién 3.2 Toda grifica lineal finita es isomorfa (isomorfismo de grdfi-
cas) a un inico (n, R,).

Con el resultado anterior, dada cualquier grafica (G, R) podemos pensarla
enumerada:

GZ{QOa--'vgn}
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de forma tal que g; esté R-relacionado con g; si y solamente si [i — j| < 1.
Observe que hay dos posibles enumeraciones que satisfacen esto, las cuales
dependen de los extremos de la grafica.

Fijemos ahora £y = {R} un lenguaje con un tunico simbolo de relacién
binaria. Si (G, R¢) es una grafica lineal finita, podemos darle la topologia dis-
creta, que en este caso resultara ser compacta, Hausdorff, cero-dimensional y
segundo numerable; ademas observe que R seréd cerrada y asi, naturalmen-
te, (G, Rg) es una Ly—estructura. Denotemos por Ay al conjunto de todas
las graficas lineales finitas de la forma (n, R,,) con la Lo—estructura recién
definida para ellas.

Teorema 3.3 Aq es una familia proyectiva de Fraissé.

Prueba: Vamos a probar aqui unicamente F1. Para probar F2 necesi-
taremos un poco de trabajo extra y lo obtendremos como consecuencia de
algunos otros resultados que desarrollaremos méas abajo. Sean A y B dos
graficas lineales finitas. Si son del mismo tamano entonces son isomorfas por
la Proposicion 3.2 y el resultado es obvio. Si A es mas grande que B entonces
por la Proposicién 3.2 podemos escribir A = {ag,...,a,} vy B ={bo,...,bn}
con m < n. Defina f: A — B como:

f(ai):{

Veamos que f es un epimorfismo. Claramente por la topologia en A y B es
continua. Si a; estd relacionado con a; entonces |i — j| < 1. Si tanto 7 como
J son menores o iguales que m entonces f(a;) = b; y f(a;) = b; y como
li — 7] < 1 se tendrd que b; estd relacionado con b;. Si alguno de ambos es
mayor que m entonces el otro indice es a lo menos m. Es decir j,i > m y asi
f(a;) = by, = f(a;). Ahora si b; esta relacionado con b; entonces |i — j| < 1.
Ademss ¢, 7 < m, entonces note que a; esta relacionado con a; y se tiene que
f(a;) =b; y f(a;) =b;. Asi f es un epimorfismo y podemos concluir que A
cumple F1. B

b, sii<m
by sii>m.

Para probar F2 es suficiente trabajar iinicamente con graficas de la forma
(n, R,), esto gracias a la Proposicion 3.2.

Definicién 3.4 Dada una grdfica (n, R,,), a I C n lo llamamos intervalo
cuando sea un conjunto mo vacio distinto de n y ademds este sea conexo,
como en el punto 5 de la definicion de grdfica lineal finita.
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Definicién 3.5 Dada una grdfica (n,R,) e I C n un intervalo, definimos
una funcion for: (n',Ry) — (n, Ry,) ((en donde n’ =n+2(|1| —1) ) de la
siguiente manera:

? st 1 < max [
Jna(i) = 2max] —i  si méx] <i<2max] —min/
i—2(I|-1) st 2max ] —minl <73

A (n/, fu1) lo llamamos el doblamiento de n sobre 1.

A un ojo quisquilloso puede ocurrirsele preguntar si en efecto las tres
opciones dadas en la regla de f,, ; son suficientes para cubrir todos los casos
de algin = € n’. Y en efecto asi es; para probarlo puede uno darse cuen-
ta de que |I| = maxI —min] + 1 y que se tiene la siguiente desigualdad:
miax/ < 2méx/ —minl < n+ 2(]I| — 1) = n/, y se da la igualdad tnica-
mente cuando [ consista de un solo punto. Note ademas que cuando I tiene
un unico punto f, ; se vuelve la identidad.

Ejemplo gréafico de cémo se ve un doblamiento.

Doblamiento de n sobre el intervalo I

Procedemos ahora a probar algunas propiedades basicas de los doblamientos.
Teorema 3.6 Los doblamientos son epimorfismos.

Prueba: Por lo dicho respecto a los intervalos unipuntuales, podemos
asumir que |I| > 2. La parte de la continuidad es obvia, probemos la su-
prayectividad y que respetan la estructura de la grafica. Para cualquier
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1 < max [ es clara la suprayectividad. Si méax/ < ¢ < n entonces obser-
veque j =i+ 2(|I| —1) <n+2(|I| —1) =n', es decir j € n’ y ademds
j=14+2(]1]—1) > max [ + max ] —min [ = 2méax [ —min [, lo cual implica
que for(j) =j —2(1) 1) = .

Ahora, si i estd relacionado con j entonces ya sabemos que |i — j| < 1, el
caso donde ¢ = j es obvio que f, ; preserva la relacién, asi que asumamos
que |i — j| = 1, con esto en mente entonces es suficiente tratar con i e i + 1
unicamente. Tenemos los siguientes subcasos:

l.i<i4+1<méx]/

2.i=max] <1+ 1

3. max] <1 <i+1<2max] —min/
4. 1<i+1=2max] —min/

5. 2max] —minl =i <i+1

En cualquiera de ellos, siguiendo la regla de correspondencia de f,; y ha-
ciendo unas pocas cuentas se verifica facilmente que |f,, (7)) — fnr(i+1)| < 1.
Asi que f, 1 si preserva de ida la estructura relacional. Supongamos ahora
que ¢ esta relacionado con j en n. De nuevo, para no trivializar las cosas,
suponga que j # i. Si 4,7 < max [ el resultado es obvio. Si ¢ > méax [ en-
tonces i + 1 > méax [ y asi f,;(j) =i+ 1con j=(i+1)+2(|/|] — 1), luego
j—1=1+2(]I|-1) =max [ +2(méx [ —min /) = max ] —min / +2max [ —
min/ > 2méax ] — min [; por lo tanto f,;(j —1) = (7 —1) = 2(|I| — 1) =
(t+1)+2(I| —1)—1) —2(|I| = 1) = i, en resumen f,;(j) =i+ 1y
fn1(j —1) =i. Esto completa la prueba. B

Lema 3.7 Si (f,n') es el doblamiento de n sobre I entonces f es inyectiva
fuera de f~Y(I). Ademds se tienen las siguientes contenciones:

f([0,méx I]) C [0, max I]
f((méx I,2max ] —min/)) C (min [, max )
C

f(2méxI —minI,n’ —1]) C [minI,n — 1]

Prueba: Las contenciones son cuestion de cuentas y lo de la inyectividad
se desprende de tales contenciones. B
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Lema 3.8 Si (f,n) es el doblamiento de n sobre I entonces existen 3 subin-
tervalos contenidos en f~Y(I) mazimales H, J, K en cada uno de los cuales
f se comporta de manera inyectiva.

Prueba: Tome a tales intervalos como
1. H = [min f~Y(I),min f~(I) + |I| — 1] = [min I, max I

2. J = [min f~Y(I) 4+ |I| — 1,min f~1(I) + 2(]I] — 1)] = [max I,2max [ —
min /]

3. K =[min f~(I)+2(|I] — 1),max f~'(I)] = 2méx [ — min I, max I +
2(11 = 1)]

Claramente tienen las caracteristicas requeridas. B

Proposicién 3.9 Si J C n es un intervalo ajeno al intervalo I y (f,n’) es
el doblamiento de n sobre I entonces f~(J) es un intervalo en n'.

Prueba: El hecho de que f sea epimorfismo y que ademés sea inyectiva
fuera de I, como afirma el Lema 3.7, es suficiente como para concluir. B

Introducimos ahora el concepto de doblar sobre varios intervalos disjun-
tos:

Definicién 3.10 Suponga que I, ..., I, son subintervalos de m, ajenos en-
tre si. Decimos que (M, f) es el doblamiento de m sobre I,..., I, si f se
puede factorizar como

f=fioofi

Donde f;: n; — n;_1 es el doblamiento de n;_1 sobre el intervalo (fyo---o
fic) ML), =M, ng=m y fi: ny — ng es el doblamiento de ny sobre el
intervalo 1.

Teorema 3.11 Si (M, f) es el doblamiento de m sobre Iy, ..., I, y se reeti-
quetan los intervalos entonces el doblamiento obtenido con ese nuevo orden

es exactamente (M, f).

Prueba: Se deja al lector. B
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Lema 3.12 Sean A, B € Ay y ¢: B — A un epimorfismo. Suponga que
J C A es un subintervalo propio y (A, f4) el doblamiento de A sobre J.

Entonces existe B € Ay junto con epimorfismos : B = By ¢: B — A
tales que pom = fa0 .

Prueba: Esto es obvio si |J| = 1, asi que supongamos que |.J| > 2. Con-
sidere ¢~*(J); tal subconjunto de B se puede partir en intervalos maximales
ajenos no adyacentes I, ..., I,. Podemos ahora formar (é , ) el doblamiento
de B sobre I4,...,1I,. Luego, por el Lema 3.8 existen tres subintervalos ma-
ximales contenidos en f;l(J ) en donde f4 es inyectiva, llamemos J,,;, al que
contiene a min f;'(J), Jmaz al que contiene a max f;'(J) y Jmi al que no
contiene a ninguno de estos puntos mencionados. Definimos I; min, Limit, Limazx
para cada i € {1,...,n} de manera similar usando el doblamiento (B, ) y
alos I, ..., 1I,. Procedemos ahora a definir ggz B — A, esto lo hacemos por
varios casos y subcasos.

Sib e B — (¢ o fz)"1(J) entonces ¢(b) = a, donde a es el tnico punto
de A tal que fa(a) = ¢ o fg(b), es tnico por el Lema 3.7.

Sibe fz'(¢~1(J)) entonces fp(b) pertenece a un tnico I;,. Dividimos ahora
esta situacion en tres posibles subcasos.

1. Ningin extremo de [;, va a dar a max J bajo ¢ : Consideramos ¢(fp(b)) €
J, sabemos que existe un unico a € Jy;;, tal que fa(a) = ¢(fp(b)) definimos

o(b) = a.

2. Ningtin extremo de I;, va a dar a min J bajo ¢: Consideramos ¢(f5 (b)) € J,
sabemos que existe un Unico a € Jy, tal que fa(a) = ¢(fp(b)) definimos

o(b) = a.

3. Los extremos de [;, van a dar a los extremos de .J. Supongamos primero
que min J;, va a dar a min J bajo ¢. Definimos

A el inico a en Jy,;, tal que fa(a) = ¢(fp(b)), cuando b € I;y min
o(b) = el inico a en Jy,;; tal que fa(a) = ¢(fp(b)), cuando b € I;) i
el inico a en Jq, tal que fa(a) = ¢(fp(b)), cuando b € I max
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Si min [;, va a dar a méx J bajo ¢. Definimos

A el inico a en Jy,;,, tal que fa(a) = ¢(fp(b)), cuando b € L max
o(b) = el dnico a en Jy,;; tal que fa(a) = ¢(fp(b)), cuando b € I;; i
el dnico a en Jy,q, tal que fa(a) = ¢(fp(b)), cuando b € L min

Probemos que gg es un epimorfismo que satisface lo deseado. Por su definicién,
es obvio que ¢ o = f4 0 ¢. Verifiquemos que respeta el lenguaje.
Dados i e © + 1 € B existen estos subcasos:

1. ii+1eB—(¢ofg)1(J).

2. i€ B—(¢pofp) ' (J)ei+1e fz'(1).
3. i,i+1€ fz' (L)

4. i€ fgl(I,) ei+1€B—(¢po fa)'(J)

Note que el caso donde i € fg'(I;,) ei+1 € fz'(l;) con iy # i; no puede
darse.

Caso 1: Sabemos que ¢ o fg(i) estd relacionado con ¢ o fg(i 4+ 1), entonces
existen a,a’ € A que estdn relacionados entre s{ y que ademas satisfacen
que fa(a) = ¢o fp(i) y fald') = ¢ o fg(i + 1). Por definicién ¢(i) = a y
oli+1)=d.

Caso 2: Aqui necesariamente se tiene que fp(i + 1) es un extremo de I;,.
Dividimos de nuevo en los posibles subcasos:

SC1: Ningtin extremo de I;, va a dar a max.J bajo ¢. En este caso se
tendra que ¢ o fg(i + 1) = min J, por lo tanto q@(z + 1) = min J y entonces
¢(i) = min J — 1.

SC2: Ningun extremo de I;, va a dar a min J bajo ¢. Este caso es analogo a
SC1.

SC3: Los extremos de I;, van a dar a los extremos de J de manera sobreyecti-
va. Sabemos que fp(i+1) es un extremo de [;,. Note que fp(i+1) # méax [;,,
pues de lo contrario, se tendria que i+ 1 = max(/;, min) y €0 consecuencia se
obtendria que i € I jin. Entonces fp(i+1) = min I;,. Ahora, si ¢(min [;,) =
min J entonces ¢(i + 1) = minJ y entonces como ¢ o fz(i) = minJ — 1 se
tendré que ¢(i) = min.J — 1. El caso donde ¢(min I;,) = méx J es andlogo.
El caso 3 y 4 deberian ser claros a partir de los dos anteriores. Ya vimos que
ngS respeta la relacién de ida; dejamos para el lector comprobar que la respeta
de regreso. B
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Finalmente probamos un Teorema del cual seré consecuencia (F2).

Teorema 3.13 Suponga que D,C € Ay y ademds que |D| > |C|. Si ¢: D —
C' es un epimorfismo entonces existe D' € Ag de tamano menor a D, junto
con epimorfismos @' : D — D" y ¢': D' — C que satisfacen el siguiente par
de condiciones:

1. p=¢ o7’

2. Para cualquier epimorfismo ¢': F' — D' se puede encontrar F' € A
gunto con un par de epimorfismos ¥: F — D yn: F — F’ tales que

oy =1 om.

Condensamos esta informacién en el siguiente diagrama conmutativo:

dF ----- y D —2 C
| | /7[
P

Prueba: Si a: X — Y es un epimorfismo, lo llamaremos simple cuando
satisfaga que si dos puntos en X estan relacionados y tienen la misma imagen
bajo a entonces son en realidad el mismo punto; un epimorfismo simple no
permite degenerar aristas. Probemos primero el Teorema para el caso donde
¢ es simple. Afirmamos que existe una estructura D’, de tamano menor a D
junto con un subintervalo J C D’ y epimorfismos ay: D' — D, ap: D — D,
¢’ D' — C de tal forma que as oy = fpr y ¢ = ¢ o ay. Claro que aqui
fpr es el doblamiento de D’ sobre J. Resumimos en el siguiente diagrama
conmutativo:

Si se logra probar esto, se tendria probado el Teorema en el caso de que ¢ fue-
ra simple (jpor qué?). Procedemos a probar esta afirmacién. Consideramos
la coleccion de todos los subintervalos propios I C D que sean maximales
respecto a hacer inyectiva a ¢. De todos ellos, existe alguno (varios quizas)
que tiene longitud minima, digamos J;. Tenemos dos posibles casos para .J;.



54 CAPITULO 3. EL PSEUDOARCO Y LOS LIMITES PROYECTIVOS

Caso 1: Ningin extremo de .J; coincide con algin extremo de D. En
este caso, podemos hallar dos intervalos adyacentes a Ji, ajenos entre si, de
tamano |J;| — 1 en los cuales ¢ sea inyectiva, llamamos a estos Jy y Jo. Tome
D' = D—2(]J1|—1) con la estructura Rp/. Definimos g: D — D’ como sigue:

1, 0<i<minJ;
g(i) = 2minJ; —4, minJ; <i < maxJ;
i—2(1] —1), maxJ; <i<mixD

Observe que (D, g) es el doblamiento de D’ sobre J := g(J;) y que D' < D.
Entonces podemos tomar as = fpr, @ como la identidad en D y ¢’ definida
por la siguiente regla: Dado i € D', considere su preimagen fg/l(z'), tome
cualquier j en dicha preimagen y aplique ¢. Definimos ¢'(i) = ¢(j). Claro
que hay que verificar que esta sea una buena definicion; esto lo logramos
constatando que ¢ es constante en fibras de fp,. En efecto, sii € D' — J
entonces g~ 1(7) N g~ (J) = 0, luego como g es el doblamiento sobre J, se
tendra que g~!(i) tiene un tunico punto. Ahora si i € J, entonces |g71(i) N
Ji] <1, con k =0,1,2. Entonces, si 4o, 41, y2 € g~ (i), cada yp € J;, se deben
satisfacer las siguientes igualdades:

yo = 2minJy — g1 = yo — 20| — 1) =i.
Y asi

yozia
1 =2minJ; —1 y

Y el hecho de que ¢ sea simple garantiza que si M = max.J; y m = min J;
entonces para cualquier natural k se tiene que: ¢(M + k) = ¢(M — k) y
o(m — k) = ¢(m + k), siempre y cuando M + k,m — k € Jy, Jy, respectiva-
mente. Esto es suficiente para probar lo deseado. Dejamos al lector probar
que ¢’ es un epimorfismo. Y obviamente por su definicién se tiene la conmu-
tatividad deseada.

Caso 2: Algtn extremo de J; coincide con algin extremo de D. Note que
debido al tamano de Ji, no pueden coincidir sus dos extremos con los dos
extremos de D. Sin perder generalidad, supongamos que min J; = min D = 0.
De nuevo, podemos encontrar un subintervalo J, C D de tamano |J;| — 1
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adyacente a J; en el cual ¢ sea inyectiva. Tome D' = D—(]J;|—1), claramente
D' < D. Definimos ag: D — D’ de la siguiente manera:
(i) = max J; — i, 0 <i<méixJ;
27 i —méx J;, méxJ, <i < méxD.

Defina J := ay(J1). Note que J es un subintervalo propio de D'. Luego, tome
D'= D+ |J;| — 1y defina oy : D’ — D de la siguiente forma:

(i) max J; — i, 0 <i<méixJ;
aq\l) = . , . . A
! t —max.J;, maxJ; <t <maxD'.

Claramente «ay y «g factorizan el doblamiento de D sobre J. Por ltimo,
defina ¢’ de manera anédloga al caso anterior. Comprobar que ¢’ es un epi-
morfismo bien definido es similar al caso anterior. Esto finaliza la prueba
para cuando ¢ es simple. Ahora si ¢ no es simple, digamos que x,x + 1 son
dos puntos distintos, relacionados que van al mismo punto bajo ¢. Defina
D'=D —1, tome w: D — D' como

(i) = 1, 1<z
Sl i—1, i>x+1.

Luego, definimos ¢': D’ — C como antes: Dado x € D', tome cualquier y €
7~ (z) y aplique ¢, definimos ¢'(z) = ¢(y). Claramente es un epimorfismo y
m, ¢’ factorizan ¢. Comprobar lo restante es facil con esta 7w particular. H

Corolario 3.14 A satisface F2.
Prueba: Procedemos por induccién sobre el cardinal de |D]|. Suponga

que |D| =1y se tiene el siguiente diagrama en Ay, en donde las flechas son
epimorfismos.

C

E

~
A

D
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En este caso, es trivial encontrar F' junto con epimorfismos k,h tales que
conmute el siguiente diagrama:

F%CXE
N A

Suponga ahora que para cualquier diagrama:

En donde |D| < n se puede completar a:

F%CXE
N A

Mostremos que cualquier diagrama del estilo anterior que tenga a |D| = n+1
se puede completar como dice (F2). En efecto, tome D € Ay tal que |D| =
n + 1 y suponga que se tiene el siguiente diagrama:

~
A

C

E

D
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Por el Teorema 3.13 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

D/

Como |D'| < |D| entonces, por hipétesis de induccién, existen h: F' — C'y
k: F — D’ epimorfismos tales que foh = bok, por el Teorema 3.13 aplicado
a k se obtiene que existen r: ' — Dy s: ' — I tales que kos =aor.
En un diagrama:

Finalmente, tome por completacion de f, g a gor, fo(hos), respectivamente.

3.2. El pseudoarco como limite proyectivo

El Teorema 2.9, junto con la extensa seccién 3.1 nos garantiza que Ag
tiene un unico limite proyectivo al cual denotaremos por P. En lo que sigue,
a pesar de que P esta caracterizado por su propiedad universal, utilizaremos
la construccion particular para un limite de Fraissé que hicimos en el capitulo
2. A este objeto P se le llama un pre-pseudoarco, la razén de esto viene dada
por los siguientes teoremas.
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Teorema 3.15 R" es una relacion de equivalencia con a lo mds dos puntos
en cada clase de equivalencia.

Prueba:
Reflexividad: Fije € P. Como RF es cerrada en P x P, si logramos mostrar
que (x,7) es un punto de acumulacién de RF, tendremos que (z,z) € RF.
Tome U x V un aberrado béasico que tenga a (x,z). Podemos considerar
A =UnNYV y obtener que (z,2) € Ax A C U x V. Luego, considere la
cubierta abierta {A,P — A}. Por el Lema 2.7, podemos encontrar ¢: P — P
un epimorfsimo que refina a {A,P — A}. Ahora, como R tiene estructu-
ra de grafica lineal finita, se tendrd que (¢(z),¢(x)) € R, por lo tanto
existen g,y € P preimagenes de ¢(z) que estan RF—relacionadas y ademds
{y,y'} C A. Asi que (y,9') € (Ax A)NRY C (U x V)N R¥. Concluimos que
(z,7) € RE.

Simetria: Suponga que (z,y) € RY. De nuevo mostraremos que (y, z) € cl RF.
Dados U, V' cerrabiertos bésicos, ajenos entre si, que contengan a y y a = res-
pectivamente, consideramos la cubierta abierta {U, V,P— (UUV)}. De nuevo
podemos encontrar ¢: P — P un epimorfismo que refine a esta cubierta. Co-
mo (z,y) € RY entonces (¢(),d(y)) € R” y en consecuencia (é(y), d(x)) €
RP asi que se pueden encontrar z € ¢~ (d(y)) y w € ¢~ (¢(x)) tales que
(z,w) € RY. Finalmente note que (z,w) € (U x V)N RE.

La transitividad sera consecuencia de la restriccién para la cardinalidad de
las clases. Si una clase [z] tiene mas de 2 elementos, digamos z, vy, z, donde
rRYy v R¥z entonces de nuevo tome U, V,W cerrabiertos ajenos entre sf
que tengan a cada uno de estos puntos, respectivamente. Tome ¢: P — P un
epimorfismo que refine {U, V,W,P— (UUV UW)}. Note que ¢(x), ¢(y), ¢(z)
deben ser distintos entre si y que ademés ¢(y), ¢(z) son los RF —vecinos de
¢(z). Tome ahora una estructura P’ junto con un epimorfismo ¢: P’ — P
tal que haya en P’ algunos puntos Y, X, X', Z relacionados de la siguiente
manera:

YRY X, XRY'X' X'RY' 7
que ademds satisfagan ¢(X) = o(X') = ¢(z), (Y) = é(y) y ¢(Z) = ¢(2) ¥
sean los tnicos que satisfacen esto. Luego, por el Lema 2.5 habrd v: P — P’
tal que p oy = ¢. Notemos ahora que ¢(v(x)) = ¢(x), por lo tanto y(x) = X
o v(x) = X’. También tendremos que v(y) =Y y que y(z) = Z. Luego como
7 conserva la relacién, tendremos que y(x)R”'Y y ~v(x)R"' Z. Pero ni X ni
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X' pueden satisfacer esto, lo cual es absurdo, pues y(z) sélo puede tomar
estos dos valores. ll

Ya empieza a ser observable la comodidad y poder que nos otorga lo ma-
nejable que es la familia de epimorfismos entre graficas lineales finitas.

El Teorema anterior nos da derecho a considerar el espacio cociente P/ RF.
Deseamos mostrar que este espacio es el pseudoarco, para lograr esto utiliza-
remos el Teorema 1.34. Pero antes necesitamos algunos resultados de topo-
logia general que a veces no son cubiertos en los cursos de topologia bésica o
que son olvidados por estudiantes distraidos, este es el caso de quien escribi
esto, asi que seria altanero de mi parte no incluirlo. Un tratamiento mucho
mejor escrito de los siguientes temas puede ser encontrado en [4].

Teorema 3.16 (Caracterizacién de Kuratowski para los compactos)
Un espacio K es compacto si y solo si para cualquier espacio X, la proyeccion
mx: X X K — X es cerrada.

Prueba: Supongamos que K es compacto y X es un espacio topoldgico
arbitrario. Tomemos un cerrado F' C X x K. Supongamos que x ¢ mx(F).
Entonces para cualquier £ € K se tendrd que (z,k) ¢ F. Como F es ce-
rrado, podemos encontrar para cada punto (z,k) un abierto Ay = Oy x Uy
que lo aisle de F. Asi (Ap)rer es una cubierta abierta de {z} x K, por
lo tanto podremos encontrar una subcubierta finita (Ag,)7, de {z} x K.
Luego considere el siguiente abierto: O = (;_, mx(Ag,). Note que z € O y
ademds ON7y(F) = (). Esto muestra que cualquier punto en la cerradura de
7x (F) necesariamente pertenece a mx (F'). Se concluye que 7mx (F) es cerrado.

Supongamos ahora que, para cualquier espacio topolégico X, las proyec-
ciones mx: X X K — X resultan cerradas. Mostremos que K es compacto.
Tome una familia (F,)a<x € K de cerrados con la propiedad de la intersec-
ci6n finita. Tome a 0o un punto que no pertenezca a K. Sobre Y = K U{oo}
definimos una topologia de la siguiente forma: Por sub-bdsicos tomaremos
a cualquier subconjunto de K (hacemos discreto a K dentro de Y) y a los
de la forma F, U {oo}. Abreviamos K’ = clyyx {(z,z) : * € K}. Tenemos
que 7y (K’) es un cerrado de Y que contiene a K. Ahora observe que oo
es un punto de acumulaciéon de K en Y y que por lo tanto oo € my (K’),
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lo cual implica que existe un punto de la forma (oo, u) perteneciente a K.
Considere ahora cualquier U abierto de K que tenga a u y cualquier F,
de la familia; tendremos que (oco,u) € (F, U{oo}) x U y entonces existe
(y,y) € (F,U{oo}) x U, con y € K. Es decir, cualquier vecindad U de u y

cualquier F,, tienen intersecciéon no vacia. Esto implica que u € (., Fn. B

Teorema 3.17 St R es una relacion de equivalencia sobre el espacio X en-
tonces son equivalentes las siquientes afirmaciones:

i. La proyeccion estandar p: X — X/R es cerrada.

it. Para cualquier abierto A de X la union de las clases de equivalencia con-
tenidas en A es abierta.

Prueba:

1. = i1. Tome A un abierto no vacio. Tenemos que A€ es cerrado y entonces
también lo es p(A°), pero esto sucede solamente cuando p~'p(A°) sea cerrado.
Ahora sélo note que p~tp(A°) = U{[x]r : [z]r € A} y esto es justamente el
complemento de la unién de las clases de equivalencia contenidas en A.

1. = 1. Tome F' C X un cerrado. Tenemos que F° es abierto y entonces
la unién de todas las clases de equivalencia contenidas en él es abierta, por
lo tanto la unién de las clases que intersecan a F' es cerrada, pero esto es
simplemente p~'p(F). Concluimos que P(F) es cerrado. B

Recordamos ahora un par de definiciones y una proposicién relacionada
a ellas que, para procurar la brevedad del texto, enunciaremos sin demostra-
cién.

Definicién 3.18 Dado un espacio topologico X definimos su peso como
w(X) =min{|B| : B es base de X}.
Definimos el peso de sus redes como
nw(X) =min{|N|: N es una red en X}.

Aqui por red nos referimos a cualquier coleccion N de subconjuntos de X
que cumpla que para cualquier punto x y cualquier vecindad U de x, exista
M e N tal quex € M CU.

Proposicion 3.19 Si X es compacto y Hausdorff entonces su peso y el peso
de sus redes coincide.
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Prueba: Vea [4] Teorema 3.1.19. B

Proposicion 3.20 Si X, Y son espacios compactos Hausdorff y f: X — Y
es continua y sobreyectiva entonces w(Y) < w(X).

Prueba: Por ser Y compacto y Hausdorft tenemos que w(Y') = nw(Y),
donde nw(Y') denota el peso de las redes sobre Y. Luego si B es una base de
X tal que |B| = w(X) se tendrd que {f(U) : U € B} es una red en Y. Asi
nw(Y) <w(X). A

Ahora si podemos continuar con las ideas principales del texto.

Lema 3.21 Suponga que D es una Lo—estructura en la cual RP es una
relacion de equivalencia y de tal manera que cada cubierta abierta de D
pueda ser refinada mediante un epimorfismo hacia alguna grdfica, entonces
D/RP es un continuo encadenable.

Prueba: Probemos primero que D/RP es un continuo metrizable y des-
pués que es encadenable. Aqui y en el resto de esta secciéon p denotard la
proyeccion al cociente cuando no haya posibilidad de confusion.

D/RP es Hausdorff: Note que p: D — D/RP es cerrada debido a la si-
guiente igualdad y el Teorema de Kuratowski para compactos: p~'p(F) =
m((D x F)N R). Dadas dos clases distintas tendremos que son compactas
debido a que RP es cerrada. Podemos hallar dos abiertos ajenos que las
separen, en virtud del Teorema 3.17, la unién de las clases de equivalencia
contenidas en esos abiertos nos dar un par de abiertos R” —saturados ajenos.

Es compacto: Por ser una imagen continua de un compacto.

Es metrizable: Como ya es compacto y Hausdorff, bastarda mostrar que es
segundo numerable, lo cual es inmediato debido a la Proposicion 3.20.

Es conexo: Si no fuera asi, habrfa C C D/RP un aberrado no vacio
y distinto a D/RP entonces p~!(C'),p~!(C¢) serfan un par de cerrabiertos
no vacios que cubren D, por lo tanto, existiria un epimorfismo ¢: D — n
hacia alguna grafica que refinarfa dicha cubierta. Luego, como ¢(p~1(C)) U
d(p~1(C)) cubre n, debe de haber un par de puntos x,y € ¢(p~*(C)), p(p~1(C*)),
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respectivamente, que estén relacionados. Entonces existen preimagenes bajo
¢ de dichos puntos las cuales estan relacionadas, digamos x’,1’, respectiva-
mente. Tendremos que 2/ € p~}(C) y ¢y € p~1(C°) y asi p(z') = p(y) €
C' N C* lo cual seria imposible.

Es encadenable: Tomemos d una métrica compatible con la topologia en
D/RP. Dado r > 0 se puede encontrar una cubierta con bolas de radio r de
D/RP | digamos {B;}",. Considere la cubierta abierta de D, {p~(B;)}"y;
hay un epimorfismo hacia alguna grafica ¢: D — m que refine nuestra
cubierta. Note que para cualquier 7,7 € m se tiene que ¢Rj si y sélo si
p(o71(1)) Np(¢~1(j)) # 0. Al tomar un € > 0 suficientemente pequetio po-
dremos asegurarnos de que la nube de radio ¢ alrededor de cada p(¢~'(7))
esté contenida en alguna bola de radio r. La condicion sobre los indices en m
nos asegura que estas nubes tienen la propiedad de interseccién que define a
las cadenas y el hecho de que estén contenidas en las bolas de radio r nos da
que su didmetro es més chico que . Concluimos que D/RP es encadenable. B

Nos encontramos ya en condiciones de probar que obtuvimos al pseudo-
arco a partir del cociente del pre-pseudoarco.

Definicién 3.22 Sea D una Lg-estructura. Decimos que X C D es R-
conectado si no se puede separar en dos cerrados ajenos no vacios A, B tales
que para cualquier a € A y cualquier b € B no se tenga que aRPb ni bR a.

Teorema 3.23 P/RY es un continuo con mds de un punto, encadenable y
hereditariamente indescomponible.

Prueba: Tiene mas de un punto porque |P| > w y las clases de equivalen-
cia de RF tienen a lo mucho dos puntos. Como consecuencia del Lema 3.21,
tenemos que es un continuo encadenable. Solo restara mostrar que es heredi-
tariamente indescomponible. Supongamos que X es un subcontinuo de P/RF
que es descomponible en dos subcontinuos propios, digamos X = X; U X5.
Abreviamos

Fi=p'(Xy), R=p'(Xs) vy F=p '(X),

donde p: P — P/R® es la proyeccién esténdar. Si CUD es una R—separacién
de F entonces p(F') = p(C) U p(D) = X seria una separacién de X, pero
esto no puede ser ya que X es conexo. Andlogamente podemos mostrar que
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I} y F5 son R—conectados. Note también que son R—saturados y que tie-
nen algiin punto en comun, ya que X; y X, tienen algin punto en comun.
Se afirma que F; C I3 o al revés. Si esto no fuera asi, podemos encontrar
r1 € Fy — Fy y 9 € F5 — F;. Ahora, podemos encontrar unos cerrabiertos
ajenos A, B tales que x; € A, F» C B, luego la unién de todas las clases de
equivalencia contenidas en B es un abierto O que ademas es R-saturado y
contiene a Fy, luego para cualquier punto y € Fy, se puede hallar un aberrado
V, que se quede contenido en O y al ser F, compacto hay un ntimero finito
de Vs que lo cubren, asi F, C U, Vi € O.

Resumiendo: se pudo hallar un par de cerrabiertos Uy, Us tales que x; € Uy,
F5 C U,, son ajenos y ademéas son R-ajenos, i.e. para todo punto y; € Uy y
todo punto y» € U, no se cumple que RY(y, ). De una manera similar se
encuentran otros cerrabiertos Vi, V5 que satisfagan que Fy C Vi, x5 € Vo ¥
que ademds sean R-ajenos. Ahora, considere el algebra sobre P generada por
{U1, Uz, V1, Va}, el conjunto de dtomos de esta algebra forma una particién
sobre P a la cual podemos refinar mediante un epimorfismo hacia alguna
grafica, digamos ¢: P — m. Afirmamos que ¢(F;) es R-conectado. De lo
contrario se puede separar en dos cerrabiertos S, T R-ajenos no vacios. Y asi
la restriccién de ¢~ 1(S), ¢~ (T) a F; mostrarfa que Fy no es R-conectado.
Similarmente se prueba que ¢(F), ¢(Fy) son R-conectados. Luego, es fécil
ver que ¢(z1) no es un R-vecino de nadie en ¢(F3) y lo mismo para ¢(z3) y
o(F1). Entonces ¢(Fy) — ¢(Fy) v ¢(Fy) — ¢(F) son no vacios. Note también
que su interseccion es no vacia. El hecho de que F, F} y F5 sean R-conectados
nos asegura que ¢(F), ¢(Fy) y ¢(F») son intervalos y entonces podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad (al componer, si es necesario, con algin otro
epimorfismo adecuado) que ¢(F') = {i,i+1,i+2}. Esto junto con lo dicho res-
pecto a las diferencias de las imdgenes de las F; implica que ¢(Fy) = {i,i+1}
y ¢(Fy) = {i+ 1,7+ 2}. Ya por tltimo tome una grafica m’ junto con un
epimorfismo f: m’ — m que sea vea de la siguiente manera:
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k+6

“he

m'

sse
k k+I.. f
oo o o ¢ -

m
i i+l i+2

Por el Lema 2.8 existe un epimorfismo ¢ : P — m’ tal que ¢ = f o). Observe
ahora que k+4, k € 1(F}) pero esto es imposible ya que entonces as € ¢(F})
por la R-conexidad de ¢(F;). B

3.3. Resultados sobre este punto de vista

En esta secciéon nos encargamos de sacarle jugo a nuestra construccion
del pseudoarco probando dos Teoremas importantes debidos a Mioduszewski
y poniendo en evidencia que problemas topoldgicos pueden ser traducidos a
problemas combinatorios via nuestra construccion.

Definicién 3.24 Una Ly—estructura se llama especial si refina cualquiera
de sus cubiertas abiertas mediante un epimorfismo hacia alguna estructura
en Ny y si ademds RP es una relacion de equivalencia con a lo mucho dos
puntos en cada clase de equivalencia.

Teorema 3.25 Si Dy, D1 son estructuras especiales, ¢: Dy — Dy es un
epimorfismo, p;: D; — D;/RP¢ (i = 0,1) denotan las proyecciones candnicas
a los cocientes entonces la funcion ¢* que hace conmutar al diagrama de abajo
esta bien definida y es continua, mds aun, si ¢ es un isomorfismo, entonces
¢* es un homeomorfismo.

DQL)Dl

| |»

Dy/RP> —~ D,/RP:
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Prueba: Es facil definir ¢* y ver que la definiciéon que se le ocurra es una
buena definicién. Para ver que ¢* es continua tome un abierto U en D;/RP!,
como el diagrama conmuta bastard ver que (p; o ¢)~1(U) es abierto pero
esto es obvio. Si ¢ es isomorfismo y ¢! denota su inversa entonces bastara
verificar que (¢~1)* es inversa de ¢* y esto es obvio. B

Definicion 3.26 Sea 6 > 0. En un espacio métrico compacto y encadenable
(X,d) decimos que la cadena E = {ey,...,e,} es 0—fina si:

C1. d(e;,ej) >0 sili—j| > 1.
C2. En cada e; hay algun x tal que d(x,Uj# ej) > 0.

C3. Cualquier A C X con didmetro menor a 0 estd contenido en algun
eslabon de E.

Una cadena se llamard fina si es d—fina para algun §.

Observacién: La condicién 3 indica que cada cadena fina es, en parti-
cular, una cubierta.

Lema 3.27 Si (X, d) es un continuo encadenable entonces cualquiera de sus
cubiertas puede ser refinada mediante una cadena fina, mds aun, la cerradura
de cualquier eslabon de dicha cadena se queda contenida en alguna pieza de
la cubierta.

Prueba: Es una sencilla aplicacién del niimero de Lebesgue. B

Lema 3.28 Si X es un continuo encadenable entonces existe una Lo— estructura
especial C' tal que C'/RC es homeomorfo a X.

Prueba: Vamos a construir inductivamente una sucesion (C,,), <., de ca-
denas con las siguientes caracteristicas:

1. La cerradura de cualquier eslabén de C),,; estd contenida en algin
eslabén de C),.

2. esl(Cy) < 1/n.
3. C,, es fina.

4. Si Cpi1i € Coky, Crg1; € Chyy |k —1] > 1 entonces |i — j| > 2.
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5. Para cada eslabén C, i, existe otro en C,41 que se queda contenido en
Ch.k ¥ que no interseca a ningin otro eslabén de C,.

Tome Cj como cualquier cadena fina. Si tenemos construida la cadena C),
podemos construir la C),;; de la siguiente forma: Digamos que la cadena C),
es 0—fina. Tomamos

0<r<min{l/2(n+1),§/6}.

Cubrimos X con un nimero finito de bolas de radio r, digamos By, ..., By,.
Por el Lema 3.27 podemos encontrar cierta cadena fina que refine a esta cu-
bierta, a esta cadena la llamamos C), ;. Veamos que satisface las condiciones
necesarias.

1. Considere la cerradura cl C,,1;,; de cualquier eslabén de C),. Como C,
refina en cerradura a la cubierta By, ..., B,,, entonces hay cierto mg de
tal forma que ¢l C,11,; C B,,,. Debido a que diam (cl By,,) < /3, se
obtiene que ¢l B,,, C C, 1, para algin ky y entonces cl Cp,11,; C C, k.

2. Por construccion se tiene que cualquier eslabén C4q; de C), tiene
didmetro menor a 2r y 2r es menor que 1/(n+ 1) y que 6/3.

3. Este punto es claro.

4. Si |l =kl > 1, Cpoy1i € Crp y Cryrj C Cyy entonces observe que
ninguno de los tres siguientes casos puede tener lugar: i = j,i+1 = j,i+
2 = j. Los primeros dos no son posibles ya que C,, j, y C,,; son ajenos. Si
se diera el tercer caso entonces podemos encontrar x € Cy41,;,NCpy1it1
Yy € Chi1; N Chirip1. Se tendrd que d(z,y) < §/3 y en consecuencia

que d(Cx, Cpny) < 0/3 < 0, lo cual es imposible ya que C,, es d—fina.

5. Tome algin =z € C, que satisfaga C2. en la definicién de cadena
0—fina, es decir

d(z,| JChy) > 6
I£k
Habra cierto C,4+1, que tenga a x. Este (41, satisface lo deseado.
Recursivamente queda definida nuestra sucesion de cadenas (C),)n<.
deseada.



3.3. RESULTADOS SOBRE ESTE PUNTO DE VISTA 67

Ahora a cada C,, le asociamos una Ly-estructura: si C,, = {Cp1,...,Cphi}
tomamos por conjunto subyacente a X, = {1,...,k} y decimos que iR*"j
si y sélo si |i — j| < 1. Ademads le ponemos la topologia discreta a cada X,.
Definimos una sucesiéon de funciones:

¢n: Xn+1 — Xn,

i— min{k:clChi1; C Chrl.

Claramente esta funcién esta bien definida y ademas es suprayectiva debido
a las caracteristicas de (C),),<,. Veamos que es un epimorfismo.

Si iR%+1j entonces |i — j| < 1. Tenemos ademés que Cpi1; C Chyp.() ¥ que
Cri1 € Crgniy vy como Cryq ;NChir; # 0 se sigue que Cy g, iy NCron () 7 0,
es decir |0, (i) — ¢n(j)| < 1. Ahorasi k, k' € X,, y ademds |k — k| < 1 enton-
ces por la condicién 5 existe i € X4 tal que Cy41,; € Cy ¥ DO interseca a
ningtn otro eslabén de C,,, también existe ¢ € X, 41 tal que Chp10 C Chpr
y no interseca a ningun otro eslabén de C,,. Tome el maximo eslabon que se
quede contenido en C), ; y el minimo contenido en C), 4/, los indices de estos
eslabones satisfacen que ¢ evaluada en ellos da por resultado k, k" y es obvio

que estan R*»+1 —relacionados.

Formamos ahora el limite inverso de las ¢,,:

C = lim(¢,, X,,)
—

Equipamos a C' con una relacién R®. Decimos que z,y € C estan R® —relacionados
si para cada natural n sus proyecciones z,, y ¥, estdn R*"—relacionadas.

Se afirma que C' es una Ly—estructura especial. El argumento para revisar la
parte de la topologia es idéntico al usado en el Teorema 2.9. Para cerciorarnos

de la parte del lenguaje, basta revisar que R es de equivalencia con cada,
clase de ella sin mas de dos puntos, que es lo que hacemos a continuacion. Es
facil notar, que R® es reflexiva y simétrica, debido a su sencilla definicién.

La transitividad sera consecuencia de la restriccion para la cardinalidad de

las clases. Supongamos que hay x,y, z distinitos entre si tales que:

tR% vy yRCz

Para hacer un poco simple la notaciéon denotaremos por ¥, a la proyeccién
del limite inverso evaluada en y. Se afirma que hay un natural m tal que
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si m > m entonces ¢, 1(y,) contiene a y,,; junto con un R¥ ! —vecino de
Yns1 distinto de él mismo. En efecto, supongamos sin perder generalidad que
ZTn < yp < z,, entonces hay Z,Y, Y’ X € X, tales que

ZRXm Y y Y'R¥ 1 X

Y ademas cumplen las siguientes ecuaciones:

¢n(Z) = Zn
¢n(y) = an(y/) = Yn
¢n(X) = Tnp

Por la condicién 4. de nuestras cadenas, tendremos que Y # Y’ y esto junto
con la restriccién de los didmetros de los eslabones de C,, 1 respecto a la finura
de C), indica que el unico dibujo genérico de esta situacién es el siguiente:

Y — 7
X —Y
‘Tn yn Z?’L

Sabemos que y,,.1 debe pertenecer a la parte punteada, asi que analizaremos
lo que no puede suceder en esta parte para un nimero infinito de n's.
Para ningin n se puede dar el siguiente diagrama

Yn+1 Zn+1

Tnt1

Tn Yn Zn

Pues esto implicaria que d(Cyi1,4,,,, Cnt1,20,,1) < 0, con d siendo el tesigo de
la finura de la cadena C),4;.
Por otro lado, sélo para un numero finito de n's se puede dar el siguiente
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diagrama:
Zn—i—l
\ i
I
i
Tn+1 Yn+1
I
I
|

Pues si esto fuera cierto para un nimero infinito de n’s, se tendria que x = z.
Asi pues, existe cierto m < w tal que si n > m entonces se satisface que ¥,41
tiene un R¥n+1 —vecino distinto de ¢l mismo que estd en ¢ 1(y,). Ahora, co-
mo x # z entonces hay cierto m’ < w tal que si n > m’ entonces x, # z,.
Si tomamos M = max{m,m’} se obtendréa que siempre que n > M entonces
Tn # 2z, v ademds ¥, tiene un R*"—vecino que bajo ¢,_; va a dar a y,_;.
Combinando estos hechos se obtiene que z = y o z = y, lo cual contradice
nuestra suposicion de que z,y, 2z eran distintos entre si.

Ahora se afirma que C'/R® es homeomorfo a X. Como primer paso, defi-
nimos una regla de correspondencia f: C' — X, haciendo

f(z) = el tnico punto en m cdCha, -

n<w

Esta es una buena definicién debido a que esl(C),) tiende a cero cuando n es
grande y a que (cl Cy, 4, )n<w €s decreciente. Para ver que es continua, tome
r > 0, podemos encontrar un n suficientemente grande como para que la
siguiente relacion sea satisfecha

f(z) € d Cpa, € By(f(x))

Luego, como p,: C' — X,, es continua, hay cierto abierto U C C' tal que

pn(U) C {}

Observe que si y € U entonces y, = x, y asi f(y) € clC,,,, es decir
f(U) € B.(f(x)). Observemos que f es suprayectiva, pues si y € X entonces
uno puede considerar el conjunto de todas las secuencias finitas (de cualquier
longitud)

(ag,...,an)
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Con a; € X; que cumplan que y € Ci,, v que ¢;(a;41) = a;. Al darle es-
tructura de orden parcial mediante la relacion de extension de secuencias, se
obtiene un arbol que es de ramificacion finita y de altura w, entonces por el
Lema de Konig (hijo), habrd una rama de longitud w de tal arbol, digamos
x, tal z cumplird con f(z) =y.

Por tltimo verifiquemos que las clases de equivalencia de R® coinciden con
las fibras de f. De no ser asi, habrfa ¥ Ry tales que f(z) # f(y) y entonces
se podria encontrar un n tal que C,, ,, NC,,,,. = 0 lo cual se traduce a que x,
no estd R¥»—relacionado a ¥, pero esto contradice el hecho de que xR%y.
Reciprocamente, si f(x) = f(y) entonces

ﬂ cd Chy, = ﬂ cl Cpy,,.

n<w n<w

Y de aqui se sigue que para cada n se tiene que f(z) € Cyyp N Chy,, lo
cual implica que z,, estd RX"—relacionado con y,. Concluimos que zRy.
Finalmente, consideramos el siguiente diagrama conmutativo, en donde h es
la funcién obvia

C%X

e
p e
l ~h

C/RC

Como p y f son identificaciones (f por ser cerrada), necesariamente h es una
identificacién y ademads es biyectiva, entonces es un homeomorfismo. H

Solo necesitamos un ultimo lema para probar los Teoremas de Miodus-
zewski.

Lema 3.29 Supongamos que (X, d) es un continuo encadenable y que f,g: P/RF —
X son funciones continuas y suprayectivas, entonces, dado r > 0, podemos
hallar un isomorfismo ¢: P — P tal que d(f(x),g(¢*(x))) < r. Pictdrica-
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mente, el cuadrado inferior conmuta salvo r.

ool

X —!1 +x

Prueba: Para la prueba de este resultado iremos dibujando las flechas
mencionadas para que sea facil de seguir el argumento. Cubrimos X con
bolas de radio menor a r/2, digamos By, ..., B,. Esta cubierta puede ser
refinada, en virtud del Lema 3.27, por una cadena d—fina, llamémosle C' =
{C1,...,Cy}. Observemos que el didmetro de cada eslabén C; de C' es menor
a r. Ahora, como f op y g o p son uniformemente continuas entonces por el
Lema 2.7 podemos encontrar un par de epimorfismos hacia un par de g.L.f.
digamos

A p_t, B

tales que cualquier fibra de a, bajo f op va a dar a un conjunto de didmetro
menor a 0 y cualquier fibra de b bajo gop va a dar a un conjunto de didmetro
también menor a ¢. Péngale ahora estructura de grafica a C' (en realidad a
sus indices) de la manera usual, es decir al conjunto

C'={1,...,m}

dele la relacion candnica descrita en la Seccion 3.1 y defina un par de funciones

FG

A2 P P—>" 3B
| 2

F P/RF P/R* G
lf Js

C’ X X c’

mediante las siguientes reglas de correspondencia:

F(z) =min{k : fop(a(z)) C Cy}
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G(z) = min{k : gop(b~'(z)) C Cy}.

Estas son buenas definiciones debido a que C' es —fina y ademas es supra-
yectiva ya que, por ejemplo si k € {1,...,m} entonces hay ) € C}, tal que
dx (wx, U;zp, Ci) > 6; para cualquier y € (g o p)~'(x) se va a satisfacer que
G(b(y)) = k.

Afirmamos que F' y G son epimorfismos. Para ver esto, notemos que debido
a nuestra favorable situacion de la suprayectividad y la simpleza de nuestras
estructuras, bastard mostrar que G preserva de ida la relacion (para F es
analogo). Tome pues zRPy. Como b es epimorfismo, hay 2 RFw preimdgenes
bajo b de = y de y respectivamente. De aqui se sigue que g o p(z) = g o p(w)
y entonces g o p(b~1(x)) Ngop(b~*(y)) # 0, como este par de conjuntos tie-
nen didmetro menor a 0 se tendra que G(z) dista de G(y) en a lo sumo una
unidad, comprobando asi lo afirmado.

Asi las cosas, por la propiedad (L3) para P, hay un isomorfismo ¢ que com-
pleta el diagrama y en consecuencia podemos considerar el homeomorfismo
¢* inducido:

A+———P * P B

lp |

F P/R® —* P/RP G
| J!
c’ X X c’

Verifiquemos que satisface lo deseado. Si [z] € P/R" entonces tome un repre-
sentante de esa clase, diagmos z, sabemos que ¢*([z]) = p(é(x)), nos interesa
estimar la siguiente distancia:

dx(f op(x),gop(e(r))).

Con este propésito, note que Foa(x) = Gobog(x) = k, entonces C}, contiene
a los siguientes conjuntos

fop(a(a(z)))

gop(b~'(bog(x))).
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Ahora observe que z € a~!(a(x)) y que ¢(z) € b~ (bog(z)). Entonces fop(x)
y gop(o(z)) pertenecen a Cy. B

Finalmente, probamos los teoremas de Mioduszewski.

Teorema 3.30 (Mioduszewski 1) Cualquier continuo encadenable es una
imagen continua del Pseudoarco.

Prueba: Por el Lema 3.28, todo continuo encadenable es homeomorfo a
un cociente C'/RC, con C siendo una Ly-estructura especial. Por el Teorema
2.11, existe un epimorfismo

¢p:P—C

el cual induce una funcién suprayectiva y continua
¢*: P/RY — C/R®
|

Teorema 3.31 (Mioduszewski 2) Cualquier par de funciones continuas
suprayectivas del pseudoarco hacia un continuo encadenable se pueden acercar
arbitrariamente mediante un homeomorfismo del pseudoarco.

Prueba: Esto es simplemente el Lema 3.29. B

3.4. Comentarios finales

Las aplicaciones de este método no terminan aqui, la teoria de Fraissé ha
demostrado ser un campo fructifero de las matematicas, pues puede ser ade-
cuada para estudiar la dindmica de ciertos grupos polacos (vea [1]) y producir
nuevos espacios compactos a partir de familias de estructuras finitas (vea [2]).
Conservando la 1til técnica de cambiar problemas topolégicos por problemas
de combinatoria finita. También justifica el hecho de que varias construccio-
nes que en principio parecen ser diferentes, produzcan el mismo objeto; por
ejemplo las descripciones de Bing, Knaster y Moise de lo que mas tarde fue
probado ser el mismo objeto, el pseudoarco. O las diferentes construcciones
del cubo de Menger. Estas producen los mismos objetos porque pueden ser
vistas simplemente como los limites de la secuencia genérica de la familia
de graficas lineales finitas y de las graficas finitas conexas, respectivamente
(vea esta tesis y [8]).
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