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“El miedo es producto de la imaginacion, es un castigo, es el precio

de la imaginacién.”

Thomas Harris.
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RESUMEN

En este trabajo se estudian las propiedades de Fréchet y secuencialidad a lo largo de
cuatro capitulos. En el primero se establecen las nociones y resultados basicos de topologia
general, asi como la notacién a emplearse en el resto de los capitulos. Haciendo uso de esta
teoria, en el capitulo 2, aparecen los conceptos de espacio secuencial y espacio de Fréchet,
seguidos de diversas propiedades que satisfacen éstos. Ademads, para concluir el capitulo se
muestran un par de caracterizaciones de las propiedades de Fréchet y secuencialidad; entre
estas, probablemente la mas relevante, se define en términos del orden secuencial.

Resulta que algunas implicaciones inversas de las propiedades presentadas en el capitulo
2 no son ciertas y, para constatar esto, a lo largo del capitulo 3 se presentan diversas con-
strucciones de espacios topoldgicos que funcionan como contraejemplos a tales afirmaciones.
Por otra parte, haciendo uso de la relacién de contencion es posible argumentar que la fa-
milia de topologias de un conjunto es una reticula y, con esto en mente, se dedica el final
del capitulo al estudio de los infimos y supremos de topologias secuenciales y Fréchet.

Un tema interesante y relativamente reciente en topologia es el de hiperespacios. El
dltimo capitulo estd dedicado a las propiedades de Fréchet y secuencialidad enfocadas en
hiperespacios, especificamente al comportamiento de estas propiedades cuando se equipa al

hiperespacio con algunas topologias diferentes a la de Vietoris.



INDICE

CAPITULO 1: PRELIMINARES
1.1 Topologia
1.2 Sucesiones
1.3 Espacios linealmente ordenados

1.4 Cocientes topoldgicos

CAPITULO2: PRIMER ENCUENTRO CON LOS ESPACIOS SECUENCIALES

2.1 Espacios secuenciales
2.2 Espacios de Fréchet

2.3 Caracterizaciones de la secuencialidad y la propiedad de Fréchet-Urysohn

CAPITULO 3: EJEMPLOS

3.1 Infimos y supremos

CAPITULO 4: HIPERESPACIOS
4.1 Estrechez numerable

4.2 Orden secuencial

BIBLIOGRAFIA

10

12

13

21

37

48

54

61

64

76



CAPITULO 1: PRELIMINARES

Este capitulo estd dedicado a la notacién que se usara a lo largo de todo el texto,
asi como a las definiciones y resultados basicos que se emplearan en el trabajo. Todas las
notaciones y conceptos topoldgicos que no se presenten explicitamente aqui, deberan ser
entendidos como en [1]. El mismo comentario aplica a la teorfa de conjuntos y al texto [5].

El simbolo N denotara al conjunto de todos los enteros positivos, mientras que w serd
empleado para representar los enteros no negativos, es decir, w := NU{0}. En lo que sigue
consideraremos a w como el primer ordinal infinito y, por ende, las expresiones n € w y
n < w seran equivalentes.

Ademads nos resultard conveniente pensar a los niimeros naturales como ordinales; en
otras palabras, si n € w, entonces n sera igual al conjunto de todos sus predecesores, esto
es, n ={m € w:m < n}. Por ejemplo, 0 =(,1 ={0},2 = {0, 1}, etcétera. De este modo,
para cualquier n € w la diferencia w \ n es el conjunto {i € w:i > n}.

Tomando en cuenta lo anterior, si A es un conjunto, utilizaremos el simbolo “ A para
denotar a la coleccién de todas las funciones de w en A, dicho de otra forma: si s € “A,
entonces s : w — A es una funcién tal que para cadan € w, s(n) € A. Asi, “A es el conjunto
de todas las sucesiones en A.

Como es costumbre, dada una sucesién s € YA y n € w, emplearemos el simbolo s,
para representar al valor s(n) (esto es, el n-ésimo término de la sucesién s).

Si f: X — Y es una funcién y A es un subconjunto de X, usaremos el simbolo f [ A
para denotar la restriccién de f al conjunto A. Ademds, si B C Y, f[A] representard la
imagen directa de A bajo f y f~!'[B] serd la imagen inversa de B bajo f. En el caso
particular en que B = {b}, usaremos la expresién f~1{b} en lugar de f~![{b}]. Por otra
parte, img f, representard la imagen de X bajo f, es decir, img f = f[X].

Ademsds, si A es un conjunto y k es un cardinal, utilizaremos el simbolo [A]<" para

denotar al conjunto que tiene como elementos a todas las subcolecciones de A con cardinal-



idad menor a k, dicho de otra manera, J € [A]<" siy solosi J C Ay |J| < k. En el caso

particular en que k = w, [A]<

“ es la coleccion de todos los subconjuntos finitos de A.

Cabe mencionar que el simbolo R representara al conjunto de todos los nimeros reales.
Miés aun, a menos que se indique lo contrario, siempre que pensemos a R como espacio
topoldgico entenderemos que esté equipado con la topologia usual, la cual denotaremos por
R-

1.1 Topologia

Si X es un espacio topoldgico, utilizaremos el simbolo 7x para denotar la topologia de

X.
Definicién 1.1. Si X es un espacio topolégico y = € X, definimos 7x(z) como
x(z):={U €rx :x € U}.

Es inmediato que 7x (x) es una base local para X en z.

Por otra parte, si X es un espacio topoldgico y A es un subconjunto de X, denotaremos
la cerradura de A en X como clx A o, si no hay riesgo de confusién con respecto al espacio
en el que se estd realizando el célculo de la cerradura, A. Por tltimo, utilizaremos inty A
para expresar el conjunto de puntos interiores de A en X y, si es claro en qué espacio se
estd calculando el interior, prescindiremos del subindice y simplemente escribiremos int A.

El siguiente resultado es importante porque sera usado un par de veces en el ultimo

capitulo.

Lema 1.2. Sean X un espacio topolégico y A C X. Six € A yU € 7x(x), entonces

ze ANU.

Demostracion. Observemos que, para cualquier V' € 7x(z), UNV € 7x(z) y por ende,

VNANU)=AN{UNV) # 0. O

El lema siguiente se deduce inmediatamente de [3, padg. 124, Corolario 3.1.5].

Lema 1.3. Sean X compacto y {F; : i € N} wuna familia decreciente de subconjuntos

cerrados de X. Si U € Tx es tal que ;e Fs € U, entonces existe j € N tal que F; C U.

Teorema 1.4. Si X es compacto Ty y | X| < w, entonces X es metrizable.



Demostracion. Si X es finito, se tiene que X es un espacio discreto. Entonces vamos a
suponer que X es infinito. Queremos probar que X es primero numerable. Con esto en
mente, sea p € X. Tenemos que |X \ {p}| =w, asi X \ {p} = {z,, : n € w}, donde z,, = x,,
si y solo si n = m.

Por otra parte, dado n € w existen U, € 7x(p) y V,, € 7x tales que U, NV, =0y
{z; :i < n} C V,. Ahora, para toda n € w definamos Fy, :== X \ ;,, Vi, el cual es un

subconjunto cerrado de X que satisface las siguientes propiedades para cada n € w.
1. Fhy1 C F,.
2. p€Nic, Ui C Fhu.
3. ﬂiew F; = {p}

Mostraremos a continuacién que B(p) := {int(F},) : n € w} es una base para X en p.
Es claro que B(p) C 7x(p). Ademads, si U € 7x(p), se tiene que ., Frn = {p} € U y por
el lema 1.3 existe n € w tal que F,, C U, de lo cual deducimos que p € int(F,) C U.

Entonces, para cada p € X existe B(p), una base numerable para X en p, asi | J{B(p) :
p € X} es una base numerable para Tx, es decir, X es segundo numerable.

En resumen, X es compacto 75 y segundo numerable, lo cual implica que es metrizable

(esto ultimo puede verificarse en [3, pag. 260, Teorema 4.2.8]). O

Uno de los propédsitos de este texto es determinar bajo qué operaciones topoldgicas se
preservan las propiedades de secuencialidad (ver seccién 2.1) y Fréchet (ver definicién 2.17),

para lo cual se requerirdn las definiciones presentadas a continuacién.

Definicién 1.5. Sea {X; : ¢ € I} una familia de espacios topoldgicos. Definimos la suma

topolégica @@, Xi, como el conjunto X := J;c;(X; x {i}) equipado con la topologia

{UCX:UN(X; x{i}) € 7x,x1i} }»

donde Ty, ;) es la topologfa producto en X; x {i} para cada i € I.



Con la notacién de la definicién previa: notemos que si U C X y, para cada i € I,
denotamos por ¢; a la funcién proyeccién en la primera coordenada de X; x {i} en Xj,
entonces U es abierto en la suma topolégica si y solo si, para cualquier i € I, ¢;[U] € 7x;,.

Considerando la definicion 1.5 tenemos lo siguiente.

Definicién 1.6. Una propiedad P sera llamada sumable si para cualquier familia {X; : i €

I'} de espacios topoldgicos que satisfacen la propiedad P se tiene que @, ; X; satisface P.

1.2 Swucesiones

A lo largo de esta seccion pensaremos a X como un espacio topoldgico.

Si s € “X, definimos el conjunto de puntos limite de la sucesion s en X, lim xs, como
limxs:={r € X:VU € 7x(z) In € w (sjw\n] CU)}.

En los casos en los que no haya riesgo de confusiéon con respecto al espacio, prescindi-
remos del subindice y escribiremos simplemente lim s.

Es importante observar que el conjunto de puntos limite de una sucesiéon puede ser vacio.
También puede pasar que dicho conjunto consista de més de un elemento (por ejemplo, en
un espacio indiscreto con mds de un punto). En el caso en que haya exactamente un punto
limite adoptaremos una notacion particular: si s es una sucesién en el espacio X, el simbolo
x = lim s serd una abreviatura de la igualdad lim s = {z}.

Los resultados que siguen son, en su mayoria, de indole técnica y serdn empleados en

los capitulos subsecuentes.

Lema 1.7. SiY es subespacio de X y s € Y, entonces limys =Y Nlim xs.

Demostracion. Seanz € limysy U € 7x(x). Entonces UNY € 1y (x) y, consecuentemente,
existe m € w con sjw\m] CUNY C U, es decir, x € lim xs. Ademds, por definicién,
zeY.

Por otro lado, sea x € Y Nlim xs. Dado U € 7y (x), existe V € 7x con U =V NY.
Luego, V € 7x(z) y, por ende, hay m < w de tal modo que sjw \ m| C V. Finalmente, la

pertenencia s € “Y nos da sjw\m| CVNY =U, con lo cual z € limys. O



Lema 1.8. Sean s € “X, x € X y {B; :i € w} una base local para X en x. Si sucede que

slw\ n] C By, para cada n € w, entonces x € lims.

Demostracion. Dado U € 7x(x) existe n € w tal que B,, C U, lo cual implica que

slw\ n] CU; por lo tanto = € lim s. O

Lema 1.9. Sea X un espacio topoldgico tal que para toda s € “X se tiene que |lims| < 1.

Entonces X es un espacio T1.

Demostracion. Sean x € X y y € {z}. Definamos s € “X como s(n) := z para toda
n € w. Es claro que x € lims. Ahora probemos que y € lims. Si U € 7x(y), entonces se
tiene que U N {z} # 0, lo cual implica que sjw] = {z} CU y asi, y € lims.

En vista de la hipétesis [lim s| < 1, deducimos que z = y, es decir, {z} = {z} para

todo z € X. O

Teorema 1.10. Si X es un espacio primero numerable, entonces X es de Hausdorff si y

solo si para cada s € “X se tiene que |lims| < 1.

Demostracion. Comencemos con la implicacién directa: sean s € “X y {z,y} C lims.
Entonces, para cualesquiera U € 7x(z) y V € 7x(y) existen m,n € w con sjw '\ m] C U
y slw\ n] € V. De este modo, $y+n € UNV y como X es de Hausdorff, se concluye que
T =1y.

Para la implicacién restante supongamos que X es primero numerable y no es de
Hausdorff. Entonces existen {z,y} C X con = # y tales que para todo U € 7x(z) y
V € 7x(y) se tiene que U NV # ). Por otra parte, por ser X primero numerable existen
{Ui i ew}y{Vi:iecw} bases locales de x y y, respectivamente.

Para cada n € w definimos W,, := (,.,,(U; N V;). Observemos que {W,, : n € w} es

<n
una sucesién de abiertos no vacios con W1 C W, para cada n € w, por lo que para cada
n € w existe s, € W,. Denotemos por s al inico elemento de “X que satisface s(n) = s,,

para toda n € w. Asi, por el lema 1.8, {z,y} C lims. O

Observe que en la demostracién anterior no se usé que X es primero numerable en la
prueba de la implicacién directa, es decir, para cualquier sucesién en un espacio de Hausdorff

se tiene que su conjunto de puntos limite posee, a lo sumo, un elemento.



Definicién 1.11. Si s € “X, definimos el rango de s como
ran s := sjw] Ulim s.

A continuacién se presentan diversos resultados relacionados con el rango de una

sucesion.

Lema 1.12. Sea X un espacio topologico Ty. Si s € “X es tal que |s|w]| < w, entonces

sjw] =rans.

Demostracion. Naturalmente, inicamente debemos comprobar que lim s C s[w]. Con esto
en mente, sean € X \ sjw|] y U € 7x(z). Entonces V := U \ s[w] es tal que V € 7x(z) y

V N slw] = 0. Por lo tanto z ¢ lim s. O

Proposicién 1.13. Sea s € “X. Si A C sjw| yx € lims, entonces AU{x} es un subconjunto

compacto de X. En particular, si |lims| =1, el rango de s es un subconjunto compacto de

X.

Demostracion. Comencemos por fijar U C 7x, una cubierta para AU {z}. Entonces hay
U € Utal que U € 7x(x). Asi podemos tomar m € w que satisface ANsfw\m] C sjw\m| C
U. Por otra parte, para cada i < m con s; € A existe U; € UN 7x(s;). De esto podemos

deducir que {U}U{U; : i < m A s; € A} es una subcubierta finita de U para AU {z}. O

Corolario 1.14. Si s es una sucesion convergente en el espacio de Hausdorff X, entonces

slw] = rans.

Demostracion. En vista de la proposicién previa, rans es un subconjunto compacto de
X vy, en consecuencia, ran s es un subconjunto cerrado de X que contiene a s|w]. De este

modo, sw] C rans. Directamente de nuestra definicién se deduce que todo elemento de

lim s es un punto de adherencia de sjw| y esto nos da la contencién restante. O

En los capitulos posteriores se requerird el concepto de subsucesién, el cual se describe

a continuacién.

Definicion 1.15. Sean s € “X y t € “X. Decimos que t es subsucesion de s si existe una

funcién inyectiva £ : w — w tal que so ¥l =t.



En vista de la definicién previa, es inmediato que ser subsucesién es una propiedad
transitiva, es decir, si s es una subsucesién de ¢t y ¢ es una subsucesién de u, entonces s es
una subsucesién de wu.

Cabe mencionar que, tradicionalmente, una subsucesién de la sucesién s es una com-
posicién de la forma s o g, donde g es una funcién estrictamente creciente de w en w. Sin
embargo, nuestra nocién de subsucesién incluye a la tradicional porque toda funcién estric-
tamente creciente g : w — w es inyectiva, aunque naturalmente hay funciones inyectivas que

no son estrictamente crecientes. No obstante, podemos demostrar lo siguiente.

Lema 1.16. Sean X, un espacio topoldgico, y s € “X. Sit es una subsucesion de s,
entonces existe una funcion estrictamente creciente g : w — w de modo que So g es una

subsucesion de t.

Demostracion. Empecemos por fijar una funcién inyectiva f : w — w con t = so f. Para
cada ¢ < w, el hecho de que f[¢] sea un subconjunto finito de w, aunado a la inyectividad def,
garantiza que hay k < w de tal suerte que f(k) es una cota superior de f[{] y f(k) ¢ f[{].

Lo anterior nos permite definir e : w — w de manera recursiva como sigue: e(0) :==0y

e(n+1):=min{k <w:Vi<eln) (f(i) < f(k))}, siempre que n < w.

Es inmediato que, para cada n < w, e(n) <e(n+1)y f(e(n)) < f(e(n+ 1)), esto es, tanto

e como ¢ := f o e son estrictamente crecientes. El resto es notar que sog=toe. O

Miés adelante (ver definicién 2.10) hablaremos de espacios secuencialemente compactos
y el resultado previo muestra que la definicién que emplearemos en el presente trabajo

coincide con la que aparece mayoritariamente en la literatura especializada.

Lema 1.17. Sean A C X y s € “A tales que s|w] es finito. Entonces s tiene una subsucesion

convergente en A.

Demostracion. Por ser s[w] finito, existe x € A tal que H := {n < w : s, = x} es infinito
y en consecuencia hay una biyeccion £ : w — H. Entonces t := s o £ es tal que x € lim 4t.

O]



Lema 1.18. Sit € “X es una subsucesion de s € “X, entonces lims C limt.

Demostracion. Sea £ : w — w una funcién inyectiva de tal modo que ¢t = sof. Consideremos
x €limsy U € 7x(x). Asi existe m € w tal que s[w \ m] C U. Por otra parte, por ser ¢
inyectiva se tiene que £~[m] = {i € w : £(i) € m} es finito; en consecuencia, hay un k € w

que satisface £71[m] C k. De aqui se deduce que (so f)w\ k] C s[w\m] C U. O

Dicho de otra forma, este lema prueba que si s es una sucesiéon que converge a x,
entonces todas las subsucesiones de s también convergen a x.
El siguiente resultado es importante, ya que se empleard en multiples ocasiones en el

capitulo 2.

Lema 1.19. Si s, t € “X satisfacen t{w] C sjw] y |tjw]| = w, entonces existe u € “X de tal

modo que u es subsucesion de s y t.

Demostracion. Bastara con hallar funciones inyectivas £, h : w — w para las que soh = to/.

Dado que [t{w]| = w, existe una biyeccién f : w — tlw]. Sea ¢ : w — w tal que
{(n) € t71{f(n)} para todo n < w. Entonces, si n < m < w, se tiene que f(n) # f(m)
y en consecuencia, t~'{f(n)} es ajeno con t~1{f(m)}; asf £(n) # £(m). En resumen, £ es
inyectiva.

Por otra parte, como t[w] C s[w], existe h : w — w tal que h(n) € s~1{t(¢(n))} para
cada n < w. Ademds, si n < m < w, sabemos que £(n) # £(m), més aun, t(¢(n)) = f(n) #
f(m) = t(l(m)) y asi, s~ H{t(l(n))} Ns~{t(¢(m))} = 0, de lo cual podemos concluir que h
es inyectiva.

Por tltimo, para todo n € w sabemos que h(n) € s~1{t({(n)}, es decir, (s o h)(n) =

s(h(n)) = t(E(n)) = (t o £)(n). =

1.3 Espacios linealmente ordenados

Suponga que < es un orden lineal (o total) para el conjunto X. Entonces, la topologia

del orden para X dada por < es la que tiene por subbase a la coleccién

{X}U{(+,a):ae X} U{(a,—) :a € X},



en donde (+—,a):={be X :b<a}y (a,—):={be X :b>a}. Deeste modo, cuando nos
refiramos a X como espacio linealmente ordenado entenderemos que hay un orden lineal <
para el conjunto X y que 7x coincide con la topologia del orden.

Consideremos un ordinal o y equipemos a ae + 1 con la topologia del orden. Entonces,

por definicién,

{[0,8) : € <apU{(§a]: & <a}
es una subbase para o + 1. Mds aun, tenemos el resultado siguiente.

Lema 1.20. Si « es un ordinal y B es un punto arbitrario del espacio linealmente ordenado

a+ 1, entonces:

1. cuando B es un sucesor ¢ =0, {8} es un abierto en o+ 1; y

2. en el caso que [ es limite se tiene que {(&, 5] : £ < B} es una base local para o+ 1 en
B.
Demostracion. Empecemos por suponer que f = & + 1. Si f = «, se sigue que {8} =
(&, a] € Ta41. Por otro lado, la hipdtesis f < « produce f+ 1 < « y asi, tanto [0,5 + 1)
como (&, a] son abiertosen a+ 1y {8} =1[0,8+1)N (&, a].
Conrespectoa § = 0, el que @ = 0 nos da a+1 > 0y, naturalmente, {0} = [0,1) € To41.
Para el resto del argumento supondremos que 3 es limite.
Argumentemos ahora que si £ < 3, entonces (£, 3] es un abierto en « + 1. Si sucediese
que 8 = «, entonces (£, 8] = (§,—) € Ta+1. Por otro lado, la condicién § < « nos lleva a

que B+ 1 < a y, consecuentemente,

(576] = (576"1' 1) = (<_76+ 1) a (57%) € Ta+1-

Sean m,n € w con m+n > 0y fijemos {& : i < m+n} C o+ 1. Mdas ain, dado
i < m + n, hagamos U; := [0,&;), siempre que i < m, y U; := (§,a] cuando i > m.
Definamos U = ﬂ;fg"_l U; vy supongamos que 3 € U.

Sim =0y ¢ :=méx{{ : ¢ < n}, entonces B € (§,6] € U. En cambio, si n = 0,
B € (0,5] CU. Finalmente, las hip6tesis m > 0y n > 0 implican la existencia de n < a+ 1

con



0,80 CNicn Ui vy Bl SN U3

luego, g € (n,8] € U. O

Note que para cada n < w, tenemos las igualdades (n,w] = [n+1,w] = (w+1)\ (n+1)
y asi, la coleccién {(w + 1) \ m : m < w} es una base local para el espacio linealmente
ordenado w + 1 en el punto w. Una consecuencia de este hecho y el lema de arriba es que

w + 1 es un espacio compacto T5.

Lema 1.21. Sea f una funcion de w4+ 1 en X. Entonces, f es continua si y solo si la

sucesion f | w converge a f(w).

Demostracidn. Supongamos que f es continua. Si U € 7x(f(w)), tenemos que f~[U] €
Twt1(w), y por el parrafo previo a este lema existe m € w tal que (m,w] C f~1[U]; en
consecuencia, flw\m] CU.

Por otra parte supongamos que f | w converge a f(w). Consideremos x € w. Resulta
que {z} € 7,41 y por lo tanto f es continua en z. Ahora sea U € 7x(f(w)). Por hipdtesis
existe n € w tal que flw\n] CU yasi (w+ 1)\ n C f~1[U]. Entonces f es continua en w.

O

1.4 Cocientes topolégicos

Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto y ¢ : X — Y una funcién suprayectiva.

Definimos la topologia cociente en Y dada por g como
7 ={UCY :q U] € 7x}.

Es inmediato que 7, hace continua a la funcién ¢; més ain, esta es la topologia mas
grande en Y con esta propiedad.

Ademsds, si X y Y son espacios topoldgicos, diremos que ¢ : X — Y es una funcién
cociente si es suprayectiva y 7y = 74.

Por otra parte, diremos que una propiedad es divisible si se preserva bajo funciones

cociente.

Definicion 1.22. Si D es una particién del espacio topolégico X, a la funcién ¢ : X — D

que satisface x € ¢(z) € D, para cada x € X, le llamaremos la proyeccion natural.
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Observe que, en las circunstancias de la definicién de arriba, para cualquier A C D
se verifica la igualdad ¢ '[A] = |JA y, en consecuencia, al equipar a D con la topologia
cociente dada por ¢ se sigue que un conjunto U C D es abierto en D si y solo si [JU € 7x.

Finalizamos el presente capitulo con un resultado auxiliar cuya demostracién se en-

cuentra en [1, pdg. 129, Proposicién 4.27].

Proposicion 1.23. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y sea q : X — Y wuna funcion

continua y suprayectiva. Si q es una funcion abierta o cerrada, entonces q es una funcion

cociente.
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CAPITULO 2: PRIMER ENCUENTRO CON LOS ESPACIOS SECUENCIALES

Como era de esperarse, el primer paso en la historia de la topologia fue el hallar la
definicién correcta de espacio topoldgico. La lista de nombres involucrados en esta busqueda
es impresionante (le recomendamos al interesado la lectura de las péginas 3 a 25 de [10]),
pero nuestros intereses nos hacen resaltar al matematico francés Maurice René Fréchet.
De modo especifico, él propuso y estudié una clase de espacios basada en la convergencia
de sucesiones, los L-espacios (actualmente esta terminologia es empleada en el estudio de
otro tipo de espacios). Grosso modo, dado un conjunto X, se selecciona una familia 8§ de
sucesiones en X y, més ain, para cada s € 8, fijamos un punto x5 € X (intuitivamente, el
limite de la sucesién s) de forma que ciertos axiomas sean satisfechos. Asi, si (X,8) es un
L-espacio y A C X, se define la cerradura de A como la coleccién de todos los puntos de la
forma x4, donde s € 8 y todos los términos de s son elementos de A.

Lo anterior senté las bases del estudio de los espacios que ocupan al presente trabajo.

Sea X un espacio topoldgico y consideremos A C X. Entonces A serd llamado secuen-
cialmente cerrado si para cada s € “ A se tiene que lims C A.

A continuacién se muestran un par de propiedades que satisfacen los conjuntos secuen-

clalmente cerrados.

Proposicion 2.1. Sea A un subconjunto secuencialmente cerrado del espacio topoldgico X .

Si s € “X satisface lims\ A # 0, entonces existe m < w con slw\ m|] C X \ A.

Demostracion. Verifiquemos la implicacién por contrapuesta. Sea s € “X de tal modo
que para cada m € w, slw\ m] € X \ A. Note que esto tltimo es equivalente a que
s7HA] \ m # 0, para cualquier m < w. Por este motivo, existe £ : w — w de tal modo que
{(n) € s71[A]\ £]n], siempre que n < w. Claramente, ¢ es inyectiva y so/f:w — A. Luego,

por el lema 1.18, lims C lim (s o /) C A. O

Lema 2.2. Todo subconjunto cerrado de un espacio topoldgico es secuencialmente cerrado.



Demostracion. Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto cerrado de X y s € YA.
Ahora consideremos = € lim s. Entonces para cada U € Tx existe n € w tal que s[w\n] C U
y, en consecuencia, sfw \ n] € ANU. En particular AN U # () para todo U € 7x. Por

consiguiente x € A = A. O

Surge naturalmente la pregunta de si el reciproco del resultado previo es verdadero,
es decir, ;jes cierto que los subconjuntos secuencialmente cerrados de un espacio topolégico
son cerrados? La respuesta a esta pregunta es negativa, tal y como lo demuestra el lema
3.1 (ver capitulo 3). Por lo tanto les asignaremos nombre a los espacios topolégicos en los

que el reciproco del lema 2.2 es cierto. Estos son el tema central de este trabajo.

2.1 Espacios secuenciales

Si todos los subconjuntos secuencialmente cerrados de un espacio topolégico son ce-
rrados, diremos que dicho espacio es secuencial.

De acuerdo a la definicién previa, si X es un espacio secuencial y A un subconjunto
secuencialmente cerrado de X, resulta que A es secuencial con la topologia relativa a X,
en otras palabras, todo subespacio secuencialmente cerrado de un espacio secuencial es
secuencial. Lo cual nos lleva a la pregunta jes “ser secuencial” una propiedad hereditaria?
La respuesta es negativa, tal y como se vera en la proposicion 3.3, sin embargo, tenemos el

siguiente resultado.

Lema 2.3. Todo subconjunto abierto o cerrado de un espacio secuencial es un espacio

secuencial.

Demostracion. Sean X un espacio secuencial, U € 7x y A C U secuencialmente cerrado
en U. Notemos que A = ((X \U)UA)NU, por lo que basta demostrar que (X \ U)U A es
cerrado en X. Haremos esto empleando que X es secuencial.

Consideremos s : w — (X \U)U A y x € X, un punto limite de s en X. Siz € X \U
ya se tiene que z € (X \ U) U A; de lo contrario x € U. En esta situacién U € 7x(z),
por lo que existe m € w tal que sjw \ m| C U. Definiendo t € “A como t,, := Sp4m para
toda n € w, se tiene que = € lim yt y por ser A secuencialmente cerrado en U, x € A. Asi

lim xs C (X \U) U A y en consecuencia, (X \ U) U A es secuencialmente cerrado en X.
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Por otra parte, sean F' un subconjunto cerrado de X y E C I secuencialmente cerrado
en F. Es inmediato que para toda s € “E se tiene que s € “F. Luego, por el lema
2.2, lim xs C F, y en consecuencia (ver lema 1.7), lim ps = lim xs. Ahora empleemos
que E es secuencialmente cerrado en F' para deducir que lim x € FE. Por lo tanto FE es

secuencialmente cerrado en X. O

Hasta este momento solo hemos hablado de la propiedad de secuencialidad en espacios

topolégicos, sin embargo, es posible extraer esta idea y conceptualizarla en funciones.

Definicion 2.4. Si X y Y son espacios topoldgicos y f : X — Y, diremos que f es

secuencialmente continua si para cualquier s € “X se tiene que f[lims] C lim (f o s).

Una pregunta natural es json equivalentes las propiedades de continuidad secuencial
y continuidad de funciones? La respuesta a dicha pregunta es negativa, ya que no toda
funcién secuencialmente continua es continua tal y como se muestra en la proposicién 3.4;

en cambio, el reciproco es verdadero.

Lema 2.5. Toda funcion continua es secuencialmente continua.

Demostracion. Sean X y Y espacios topolégicos y consideremos f : X — Y continua.
Fijemos s € “X y tomemos = € lims. Entonces, para cada U € 7y (f(x)) se tiene que
f7YU] € 7x(x) y, en consecuencia, existe n € w tal que s[w \ n] C f~U]. Luego, (f o

s)w\ n] CU y por lo tanto f(x) € lim (f o s). O

Para que el reciproco del resultado previo sea verdadero es necesaria una hipdtesis

adicional.

Teorema 2.6. Sean X y Y espacios topologicos. Si X es secuencial, toda funcion secuen-

cialmente continua f : X — 'Y es continua.

Demostracién.  Tomemos B, un subconjunto cerrado de Y. Para probar que f~![B]
es secuencialmente cerrado (y por ende, cerrado en X), sea s : w — f~![B], arbitraria.
Entonces fos € “By, por el lema 2.2, f[lims] C lim (f os) C B, es decir, lims C f~![B].

O]
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Otra cuestién interesante del tema de funciones es si la secuencialidad se preserva bajo
funciones continuas. La respuesta es negativa, como lo muestra la proposicién 3.2. En

cambio, las funciones cociente (ver seccién 1.4) preservan la secuencialidad.

Lema 2.7. Ser secuencial es una propiedad divisible.

Demostracion. Sean X un espacio secuencial, ¢ : X — Y una funcién cociente y A un
subconjunto de Y secuencialmente cerrado. Con la idea en mente de probar que ¢~ '[A] es
secuencialmente cerrado en X, fijemos s : w — ¢ 1[A]. Asf gos € “A y en consecuencia,
lim (g 0 s) € A; més atin, usando el lema 2.5 concluimos que lim s C ¢~ 1[A].

El que X sea secuencial nos garantiza que ¢ '[A] es cerrado en X y dado que g es

cociente, deducimos que A es cerrado. ]

Utilizando este lema y la proposicién 1.23 tenemos los siguientes corolarios (recuerde
que las proyecciones de un producto topoldgico no vacio a cada uno de sus factores son

funciones abiertas y suprayectivas).

Corolario 2.8. La imagen continua y abierta, o bien, continua y cerrada de un espacio

secuencial es secuencial.

Corolario 2.9. Si un producto topolégico no vacio es secuencial, entonces todos sus factores

son secuenciales.

Observemos que los resultados mostrados previamente garantizan que ser un espacio
secuencial es una propiedad topoldgica.

A continuacién, mostraremos una equivalencia en espacios secuenciales de la unicidad
de los puntos limites (en caso de existir) de una sucesién. Para esto se requerird teoria

previa.

Definicion 2.10. Un espacio topoldgico X sera llamado numerablemente compacto si toda
cubierta numerable de X posee una subcubierta finita. Por otro lado, diremos que X es

secuencialmente compacto si toda sucesién en X tiene una subsucesion convergente.

En virtud de la definiciéon 1.15, nuestro concepto de compacidad secuencial podria

diferir, en principio, del concepto que generalmente se usa en la literatura. No obstante,
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una combinacién de los lemas 1.16 y 1.18 asegura que nuestra definiciéon de compacidad
secuencial es equivalente a la definicién que habitualmente se presenta.

La definicién de subsucesién mostrada en este trabajo puede diferir con el concepto que
generalmente se usa en la literatura especializada, sin embargo, aplicando los lemas 1.16
y 1.18 es facil notar que la definiciéon previa de compacidad secuencial es equivalente a la
definicién que habitualmente se presenta.

La prueba del teorema siguiente se encuentra en [1, pag. 227, Proposicién 7.32].
Teorema 2.11. Sea X un espacio Ty. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. X es numerablemente compacto.
2. Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.
3. Todo subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de acumulacion.

Es conveniente mencionar que, en general, los espacios secuencialmente compactos son
numerablemente compactos. En efecto, si X no es numerablemente compacto, {U,, : n < w}

Unm,

es una cubierta de X sin subcubiertas finitas, y para cada n < w fijamos z, € X \U,,,<,,
entonces un argumento rutinario muestra que {x, : n < w} no tiene subsucesiones conver-
gentes; en especial, X no es secuencialmente compacto. No obstante, en [3, pag. 210,
Ejemplo 3.10.38] se puede hallar un espacio compacto de Hausdorff no secuencialmente
compacto; en consecuencia, el reciproco de la implicacién anterior no se verifica siempre.

No obstante, bajo ciertas hipdtesis las propiedades de compacidad secuencial y com-

pacidad numerable son equivalentes.

Lema 2.12. Sea X un espacio Ty. Si A C X es secuencial, cerrado y numerablemente
compacto, entonces A es secuencialmente compacto. En particular, si X es secuencial y

numerablemente compacto, entonces X es secuencialmente compacto.

Demostracion. Sea s € “A. Cuando s|w] es finito, basta aplicar el lema 1.17. Entonces
supongamos que s|w| es infinito. En esta situacién el teorema previo nos garantiza que
(recuerde que A es cerrado) existe x € A, punto de acumulacién de s[w]. Con esto en mente

definamos F':={n € w: s, = x}.
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Si F' es infinito, hay una biyeccién f : w — F' y en consecuencia s o f es una sucesion
convergente. En caso contrario, F' es finito y por lo tanto existe k < w tal que F C k.
Considerando esto, mostremos que sw \ k| no es secuencialmente cerrado en A. Por ser A
secuencial, basta probar que s[w \ k] no es cerrado en A.

Sea U € 74(z). Entonces V := U\ (s[k]\{z}) € Ta(x) y por ser x punto de acumulacién

de s[w], tenemos que

0 # (VA\{z}) Nsfw] € (U \s[k]) Nsfw] CUN (sfw] \ s[k]) S U N sfw\ k]

y en consecuencia z € sjw \ k]. Ademads la eleccién de k garantiza que = ¢ sjw\ k|, por ende
slw \ k] no es cerrado en A.

De este modo, existe ¢ : w — s[w \ k] tal que lim¢ ¢ s[w \ k] y por el lema 1.12,
|t{w]] = w. En vista de la inclusién tjw] C s[w], el lema 1.19 nos da u, una subsucesién tanto

de s como t. Finalmente, u es convergente porque ¢ lo es. O

Teorema 2.13. Sea X un espacio secuencial. Para toda s € “X se tiene que |lims| < 2 si

y solo si todo subconjunto numerablemente compacto de X es cerrado.

Demostracion.  Supongamos que todo subconjunto numerablemente compacto de X es
cerrado. En busca de una contradiccién, supongamos que existe s € “X tal que |lims| > 1.
Entonces hay z,y € lims con z # y. Por la proposicién 1.13, A := (s[w] \ {y}) U {x} es
numerablemente compacto y por ende cerrado, lo cual contradice el hecho de que y € A\ A.
Para la implicacién reciproca supongamos que toda sucesién en X posee, a lo sumo, un
limite. Empezaremos por demostrar un par de propiedades de las sucesiones convergentes
en X.
Afirmacién 1: El rango de toda sucesién convergente en X es secuencialmente cerrado (y
por ende cerrado).
Comencemos por observar que por el lema 1.10, X es 7;. Con esto en mente, sean
s €“X,y=1limsyt:w — rans. Si tlw] es finito, por el lema 1.12, se tiene que
lim¢ C tjw]. Entonces supongamos que [tjw]| = w y definamos H := {n € w : t, # y}.

Resulta que H es infinito y en consecuencia existe una biyeccién £ : w — H. Consideremos
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u=tolynotemos que ulw| = tlw] \ {y}. A partir de esta igualdad deducimos la infinitud
de ufw] y la inclusién ufw] C slw]. Asi, por el lema 1.19, existe v, subsucesién de s y wu.
Finalmente, el lema 1.15 nos da lim¢ C limu C limv = {y} C rans.
Afirmacién 2: El Unico punto de acumulacién de una sucesién convergente es su punto
limite.

Sean s € “X y y = lims. Tomemos x € X \ {y}. Por ser X Ti, existen U € 7x(x) y
V erx(y) talesque y ¢ U y x ¢ V. Por otra parte, hay m < w que satisface sjw\m] C V.
Con esto en mente definamos t € “X como t, := Sp+m. Claramente ¢ es una subsucesion

de sy, por ende lim¢ # (), asf la afirmacién 1 nos da que

rant = tjw] U {y} = sjw \ m] U {y}

es cerrado. Por otro lado, la igualdad s[w] = rant U s[m| implica que W := V' \ (rant U
(s[m] \ {z})) es un abierto en X tal que x € Wy W N s[w] C {z}.

Sea K C X numerablemente compacto. A continuacién probaremos que K es secuen-
cialmente cerrado y, en consecuencia, cerrado. Sea s € “K. Si s[w] es finito, por el lema
1.12, lims C ran s = sjw] € K. En caso contrario, el teorema 2.11 nos da z € K de modo
que z es un punto de acumulacién del conjunto s[w]. Ahora, si y € lim s, la afirmacién 2

garantiza que y = z y asi, y € K, tal y como se deseaba. O

Corolario 2.14. Sea X secuencial. Para toda s € “X se tiene que |lims| < 2 si y solo si

todo subconjunto secuencialmente compacto de X es cerrado.

Demostracion. Supongamos que X es secuencial y que toda sucesién en X tiene a lo mas
un punto limite. Mostremos que todo subconjunto secuencialmente compacto es cerrado.
Si K C X es secuencialmente compacto, entonces K es numerablemente compacto y por el
teorema 2.13, K es cerrado.

Ahora consideremos X tal que todo subconjunto secuencialmente compacto de X es
cerrado y probemos que para toda s € “X se tiene que |lims| < 2. En busca de una
contradiccién supongamos que existe s € “X con |lims| > 2, entonces hay z,y € lims

tales que x # y, Definamos F := (s[w] \ {y}) U {z} y verifiquemos que es secuencialmente
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compacto.

Sit € “F, tenemos dos posibilidades. Cuando t[w] es finito, ¢ tiene una subsucesién
convergente por el lema 1.17. La otra posibilidad es que [t[w]| = w. En esta situacién
H:={n<w:t, €tlw]N(F\{z})} es infinito, por ende existe una biyeccién ¢ : w — H.
Entonces tjw] \ {z} C (t o £)[w], lo cual implica que |(t o {)[w]| = w y ademds (t o ¢£)[w] C
F\ {z} C s[w], en consecuencia, por el lema 1.19 existe u subsucesién simultanea de to ¢y
s, més aun, u es sucesion de t y x € lim pu. Por lo tanto F' es secuencialmente compacto

pero no es cerrado. ]

A diferencia de la compacidad, la compacidad numerable no es una propiedad finito-
productiva tal y como se observa en [3, pdg. 205, Ejemplo 3.10.19], en donde se muestran
dos espacios de Hausdorff numerablemente compactos cuyo producto no es numerablemente

compacto. Por esta razoém, el resultado siguiente es relevante.

Teorema 2.15. El producto de dos espacios T1 numerablemente compactos, donde al menos

uno es secuencial, es numerablemente compacto.

Demostracion. Sean X y Y numerablemente compactos y supongamos que X es secuencial.
Por el teorema 2.11 basta probar que todo subconjunto infinito numerable de X x Y tiene
un punto de acumulacion.

Sea F' un subconjunto infinito numerable de X x Y y fijemos {(x,,yn) : n < w}, una
enumeracién sin repeticiones de F. Ahora, sea s € “X dada por s, := x,. Por el lema
2.12, X es secuencialmente compacto y en consecuencia, existen r € X y £ : w — w, funcién
inyectiva, tales que x € lim (s o ¢).

Considerando lo anterior definamos Fy := {y(,) : » < w}. Analizaremos dos posibili-

dades: Fy es finito o no lo es. En el primer caso, existe y € Y tal que

{n <w:yym) =y} = w.

Verifiquemos que (x,y) es un punto de acumulacién de F.
Comencemos por mostrar que H := {n < w : xyy) = =} es finito. Como ¢ es inyectiva
y la enumeracién de F' no tiene repeticiones, |{(z¢n), Yen)) : 7 € H}| = [H|; ademds

{(@om)s Yemy) € HY € {x} x F'y por lo tanto |[H| < w.
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Ahora, sean U € Txxy((z,9)) v ¢x : X x Y — X, la funcién proyeccién en la primera
coordenada. Tenemos que ¢x[U] € 7x(z) y por la finitud de H, existe k < w tal que
(sol)[w\ k] € qx[U]\{x}. Ademds hay m € w\k que satisface yy,) = y y en consecuencia,
(Ze(m)> Yem)) € UNA{(2,9) }-

Por otra parte, si Fy es infinito, por ser Y numerablemente compacto existe y € Y,
punto de acumulacién de Fy. Probemos que (z,y) es punto de acumulacién de F'.

Sean U € 7xxyv((z,y)) vy ¢v : X xY — Y, la funcién proyeccién en la segunda
coordenada. Como ¢x[U] € T7x(x), existe k € w tal que (so {)[w \ k] C ¢qx[U]. Por otro
lado, gy [U]\ {yem) : 7 < kY Yom) # Yy} € Ty (y), ast hay m € w\ k tal que yyn) € gy [U].
Por lo tanto ((m), Yem)) € U \ {(7, )} O

Una pregunta natural es si la secuencialidad es una propiedad productiva, es decir, ;es
cierto que el producto topoldgico de una familia de espacios secuenciales es secuencial? La
respuesta a dicha pregunta es negativa, como se prueba en el teorema 3.9, sin embargo,

resulta que la secuencialidad si se preserva bajo la suma topolégica.

Proposicién 2.16. Sean F = {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos y X la
suma topoldgica de F. Entonces X es secuencial si y solo si X; es secuencial para toda

i € I. En particular, ser secuencial es una propiedad sumable (ver definicion 1.6).

Demostracion. Supongamos que X es secuencial y sea ¢ € I. Sabemos que X; x {i} es
cerrado en X y que ¢ : X; x {i} — X, la funcién proyeccién en la primera coordenada, es
un homeomorfismo. Asi por el lema 2.3 y el corolario 2.8 tenemos que X; es secuencial.

Demos ahora por hecho que cada X; es secuencial y sea A un subconjuto secuen-
cialmente cerrado de X. En vista que cada X; x {i} es secuencial, basta verificar que
(X; x {i}) N A es secuencialmente cerrado en X; x {i} para todo ¢ € I.

Consideremos 7 € I, s : w — (X; x {i}) N Ay x € X; x {i}, punto limite de s en
X; x {i}. Es inmediato que s € “A y por el lema 1.7, x € lim xs, de lo cual se deduce que

x € (X; x {i})NA. O

20



2.2 Espacios de Fréchet

Ahora nos concentraremos en el estudio de una subclase muy importante de la clase

de espacios secuenciales.

Definicion 2.17. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un espacio de Fréchet
(estos espacios también suelen ser llamados de Fréchet-Urysohn) si para todo A C X y para

cada x € A existe s € “A tal que x € lim s.

Observe que si X es un espacio topoldgico de tal modo que, para cualesquiera A C X
yx €A\ A, existe s € “A con x € lim s, entonces X es de Fréchet.

En la proposicién 3.3 se exhibe un espacio secuencial que contiene un subespacio que
no es lo es, lo cual no ocurre para los espacios de Fréchet, en otras palabras, en un espacio

de Fréchet todo subespacio es de Fréchet.

Proposicion 2.18. Ser Fréchet es una propiedad hereditaria y aditiva. En particular, si

una suma topologica es de Fréchet cada sumando es de Fréchet.

Demostracion. Primero probemos que es una propiedad hereditaria. Sean X de Fréchet
yY CX. SiACY ya € cly(A), resulta que = € clx(A) y asi existe s € “A tal que
x € lim x s; en consecuencia, z € limys. Por lo tanto Y es de Fréchet.

Por otra parte, sean {X, : @ < k} una familia de espacios Fréchet y T la suma
topologica de ésta. Tomemos A C T'y z € clp(A). Entonces existe a < k con z € X, x {a}
y asi, hay z € X, de modo que = = (z,a).

Definamos B := {p € X, : (p,a) € A} y mostremos que z € clx, (B). Sea U € 7x,(2).
Notemos que U x {a} € 7p(x) y asi (U x {a})NA # 0, por lo que hay p € U con (p,«) € A.
En consecuencia, U N B # 0.

Por ser X,, Fréchet, existe s € “B tal que z € lim x_s. Entonces, si definimos ¢t € “T
como t, := (Sp, ), se tiene que t es una sucesién en A y x € limpt. Por ende, T es de
Fréchet.

Por 1ltimo observemos que si T' es de Fréchet, todos sus subespacios son de Fréchet,

en particular X, x {a} es de Fréchet y éste es homeomorfo a X,. O

Al inicio de la seccién se comentd que los espacios de Fréchet pertenecen a la clase de
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los espacios secuenciales, esto es porque todo espacio de Fréchet es secuencial, lo cual se

verifica a continuacion.

Proposicion 2.19. Todo espacio de Fréchet es secuencial.

Demostracion. Sean X un espacio de Fréchet y A C X secuencialmente cerrado. Probemos
que A = A. Para esto tomemos z € A y fijemos s € “A tal que € lims; por ser A

secuencialmente cerrado se tiene que = € lims C A. O

Es natural preguntarse si, de hecho, ser de Fréchet y ser secuencial son equivalentes.

La respuesta es negativa, tal y como se puede ver en la proposicién 3.7.

Proposiciéon 2.20. Todo espacio topoldgico primero numerable es de Fréchet.

Demostracion. Suponga que X es un espacio topolégico primero numerable, fije A C X y
x € A. Por ser X primero numerable existe {B; : i € w}, base local para X en x. Con esto

en mente, sea n € w. En vista de que W, := (.., B; es un abierto que contiene a x, existe

<n
un punto z,, € W,, N A. Ahora, definamos s € “ A mediante s(n) := x,, para cadan € w, y
observemos que {W,, : n € w} es una base local para X en z con sjw \ n] C W,, para cada

n € w. Finalmente, usemos el lema 1.8 para obtener la pertenencia x € lim s. O

El reciproco de este resultado es falso, como se prueba en la proposicién 3.8.
Es importante notar que una modificaciéon rutinaria del argumento dado en la prueba

previa muestra que el corolario de abajo es cierto.

Corolario 2.21. Si X es un espacio topoldgico que es primero numerable en el punto
x € X, entonces, para cualquier A C X se tiene que x € A si y solo si existe s € “A con

T € lims.
De las proposiciones 2.19 y 2.20 se deduce inmediatamente el siguiente lema.
Lema 2.22. Todo espacio primero numerable es secuencial.

Anteriormente probamos que ser secuencial es una propiedad divisible (ver lema 2.7),
sin embargo, ser Fréchet no lo es (ver proposicién 3.3). No obstante, podemos trabajar con

otro tipo de funciones para garantizar que la imagen de un espacio Fréchet es Fréchet.
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Definicion 2.23. Sean X y Y dos espacios topolégicos. Decimos que una funcién suprayec-
tiva y continua f : X — Y es pseudo-abierta si para cualesquiera y € Y y U € 7x tales que

f~Hy} C U se tiene que y € int f[U].

FEn vista de la definién previa, toda funcién continua, suprayectiva y abierta f : X — Y
es pseudo-abierta, ya que para todo U € Tx se tiene que f[U] € 1y, dicho de otra forma,
flU] = int f[U]. Ademés, si f: X — Y es pseudo-abiertay V C Y es tal que f~[V] € 7x,
para todo y € V se tiene que y € int f[f~![V]] € V vy, en consecuencia, V € 1y. Por lo
tanto toda funcién pseudo-abierta es una funcién cociente.

En la proposicién 3.3 se muestra que la propiedad de Fréchet no es divisible, asi que,
de acuerdo al inciso (2) del lema siguiente, la funcién cociente que se exhibe en la prueba
de la proposicion 3.3 no es pseudo-abierta. Es interesante contrastar esta observacién con

el inciso (1) del mismo lema.
Lema 2.24. Sea f una funcidn del espacio topologico X en el espacio topoldgico Y .
1. Cuando f es cociente y'Y es de Fréchet y Ts, se tiene que f es pseudo-abierta.

2. Las funciones pseudo-abiertas preservan la propiedad de Fréchet.

Demostracién. Comencemos por probar (1). Sean y € Y y U € 7x con la propiedad
de que f~1{y} C U. En busca de una contradiccién supongamos que y ¢ int f[U]. En
esta situacién, y € Y\ f[U] y asf existe s : w — Y\ f[U] tal que y = lim s, mds atn, las
condiciones f~Hy} C Uy f[X] =Y implican que y ¢ s[w].

Con esto en mente, definamos F := f~1[s[w]]. Notemos que la continuidad de f nos
da F = f~1[s[w]] € f'[s[w]] y de acuerdo al corolario 1.14, slw] = rans. Entonces
F C FU f~Y{y}. Por otra parte, sjw] C Y \ f[U] implica que F C f~[Y \ f[U]] € X \ U
yasf, FC X \U = X \ U; por lo tanto F N f~'{y} C (X \U)NU = ). En consecuencia,
F C F, esto es, F es un subconjunto cerrado de X y por ser f una funcién cociente se tiene

que s[w] es cerrado en Y, lo cual contradice el hecho y € sjw] \ sw].

Ahora mostremos (2). Sean A C Y y x € A. Afirmamos que f~{z} N f~1[A] #0. E

caso contrario f~1{x} C X \ f~1[A] y por ser f pseudo-abierta, x € int(f[X \ f~1[A]])

=

N

FIX\ f7YA]] CY \ 4; en consecuencia, x ¢ A.
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Del parrafo anterior inferimos que existe y € f~'{z} N f~1[A] y consecuentemente hay
s:w — f7YA] tal que y € lim s. Finalmente, definiendo ¢ € “Y como t, := f(s,) se tiene

que t es una sucesion en A y x € lim¢. O

2.3 Caracterizaciones de la secuencialidad y la propiedad de Fréchet-

Urysohn

Comencemos esta seccién con un resultado que caracteriza a los espacios secuenciales
de Hausdorff X en términos de la familia de funciones continuas del espacio linealmente

ordenado w + 1 en X. Para esto serd necesario un concepto nuevo.
Definicion 2.25. Sean X y Y espacios topolégicos.
1. Denotaremos por C(X,Y’) a la coleccién de todas las funciones continuas de X en Y.

2. Diremos que Y divide a X si
{UCY:VfeCX,Y) (fTHU]etx)} C1y.

Teorema 2.26. Si X un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes.
1. Bl espacio X divide al espacio linealmente ordenado w + 1.
2. X es un espacio secuencial.

3. Si A es un subconjunto de X con la propiedad de que para toda s € “X con lims # ()

se tiene que A Nran(s) es cerrado en X, entonces A es cerrado.

Demostracion. Empecemos por la prueba de que (2) es consecuencia de (1). Sea A C X
secuencialmente cerrado y tomemos f € C(w + 1,X). Por (1), solo debemos probar que
U := f~1X \ A] es abierto en w + 1.

En primer lugar, si n € w N U, por el lema 1.20, n es un punto interior de U. Si
sucediese que w € U, entonces (ver lema 1.21) f | w seria una sucesién en X que converge
a f(w) ¢ A. Por la proposicién 2.1, existiria m < w tal que flw\ m] C X \ A, es decir,

(w+1)\m CU y asi, w también serfa un punto interior de U.
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Supongamos que X es un espacio secuencial y consideremos A C X como en (3). A
continuacién probaremos que A es secuencialmente cerrado (y por ende, cerrado). Sea
s € YA, Silims = 0, es inmediato que lims C A. Demos por hecho, entonces, que
lim s # (). Luego, ANran(s) es un subconjunto cerrado de X. Por otra parte, es inmediato
que s : w — ANran(s), asi que por el lema 2.2, lims C ANran(s) C A.

Finalmente, mostremos que la condicién (3) implica (1). Fijemos U C X tal que para
toda f € C(w + 1,X) se tiene que f~1[U] € 7y41. Vamos a probar que A := X \ U es
cerrado. Para esto emplearemos (3): sea s € “ X tal que lim s # (). Como X es de Hausdorff,
lim s consiste de, exactamente, un punto (ver teorema 1.10). Por el lema 1.21, la funcién
fiw+1l— X dadapor f|w=sy f(w) € lims es una funcién continua; en consecuencia,
f_l[U] € Tw+1-

Definamos G := ANran(s). Si G es finito, ya tendriamos que es un subconjunto cerrado
de X, asi que vamos a suponer que G es infinito. En busca de una contradiccién, supongamos
que f(w) ¢ G. Como f(w) € ran(s), deducimos que f(w) € U y, en consecuencia, f1[U] €

Twt1(w). Por el lema 1.20 existe n < w tal que (w+ 1)\ n C f~1[U] y, de esta manera,

FHAI =X\ Ul = (w+ D\ fU] Sy

lo cual, aunado a la condicién G C A, nos da G C f[n], una contradiccion a la infinitud de
G. Entonces, f(w) € G.

En aras de concluir la prueba de que G es cerrado en X tomemos x € X \ G. Sabemos
que x # f(w) por lo que existen V, W € 7x, ajenos, tales que z € V' y f(w) € W. Luego, la
continuidad de f nos garantiza la existencia de k € w que satisface f[(w+1)\k] C W. Delo
anterior se deduce que O := V'\ (f[k]\{x}) es un abierto en X con z € O y ONran(s) C {x}.
Consecuentemente, O \ {z} C X \ {z} C X \ G, es decir, O C X \ G. En resumen, todos
los puntos de X \ G son interiores y por consiguiente G es cerrado.

El resto es aplicar (3) para obtener que A es cerrado. O

A continuacién presentamos otro par de caracterizaciones de la secuencialidad, ahora

en términos de sumas topoldgicas (ver definicién 1.5) y cocientes (seccién 1.4).
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Teorema 2.27. Si X es un espacio topoldgico, los enunciados siguientes son equivalentes.
1. X es secuencial.

2. Existen k, un numero cardinal, y {Lq : a < K}, una familia de espacios topoldgicos,
de tal modo que cada Lo es homeomorfo al rango de una sucesion convergente en la

recta real y X es un cociente de la suma @, .. La.

Demostracion. Comprobaremos, en primer término, que (2) es consecuencia de (1). De-

notemos por x a la cardinalidad del conjunto de parejas
{(s,2) :s€“X y x € lims}

y fijemos {(Sa,Za) : @ < K}, una enumeracién sin repeticiones de esta coleccién. Para cada
a < Kk sea L, el espacio topoldgico que resulta de darle a so[w]U{z} la topologia que tiene

por base
{{sa(n)} :n e wlU{sa[w\n]U{zs}:n € w}.

Es inmediato que L, es de Hausdorff y s, es una sucesién en L, que converge a Z.

Denotemos por 7' a la suma topoldgica de {L, : @ < k} (ver definicién 1.5) y sea
q : T — X la funcién proyeccién en la primera coordenada. A continuacién probaremos
que ¢ es continua.

Sea x € T. Por definicién existe o < k tal que z € L, x {a}. Si z es un punto
aislado de L, x {a}, tenemos que {z} resulta abierto en Ty asi ¢ es continua en z. De
otra forma, x = (x4, @) y entonces, para todo U € 7x(x,) hay n € w tal que s,[w \n| C U;
consecuentemente, (Solw \ n] U {za}) X {a} es un abierto de T que contiene a x y es un
subconjunto de ¢~ ![U]. En resumen, ¢ es continua.

Lo anterior prueba que 7x C 7,4, donde 7 es la topologia cociente dada por ¢ en X, asi
que solo resta verificar la contencién inversa.

Sea F C X tal que ¢ ![F] es cerrado en T. En vista de que X es secuencial, para ver
que F' es cerrado en X basta con verificar que es secuencialmente cerrado

Sean s € “F y x € lims. Entonces hay a < k tal que (s,z) = (Sq,%q). Ahora

definamos ¢t € “T como t,, := (sq(n), ) y observemos que de la igualdad g ot = s se sigue
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que t es una sucesién en el cerrado ¢ ![F]. En vista de las definiciones de L, y de T,
deducimos que (z4,) € limpt y por el lema 2.2, (24, @) € ¢ '[F]; lo cual implica que
z=q((za,a)) € F.

Ahora probaremos la implicacién restante. En vista de que R es secuencial y el rango de
cualquier sucesién convergente en la recta real es un subconjunto cerrado de ésta, obtenemos

que cada L, es secuencial. Asi, por el lema 2.7 y la proposicién 2.16, X es secuencial. O

El resultado previo se puede resumir diciendo que un espacio es secuencial si y solo si
es el cociente de una suma de sucesiones convergentes. Haciendo uso de esta idea, tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 2.28. Sea X un espacio topolégico. Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. X es secuencial.
2. X es un cociente de un espacio métrico.

3. X es un cociente de un espacio primero numerable.

Demostracion. Comencemos suponiendo (1) y probemos (2). Por el teorema 2.27, X es un

cociente de una suma topoldgica de la forma @ L., donde L, es homeomorfo al rango

a<k
de una sucesion convergente en la recta real. Consecuentemente, L, es metrizable para
todo @ < Kk y, dado que la metrizabilidad se preserva bajo sumas topolégicas (ver [3, pag.

258, Teorema 4.2.1]), resulta que que €, _, Lq es metrizable.

a<k
Es inmediato que (2) implica (3), asi que solo resta verificar que (1) es consecuencia de

(3). Lo cual se deduce de los lemas 2.7 y 2.22. O

El teorema presentado a continuacién muestra una caracterizacién de los espacios de

Fréchet en términos de la propiedad de secuencialidad.

Teorema 2.29. Un espacio topologico X es de Fréchet st y solo si X es hereditariamente

secuencial

Demostracion. FEn primera instancia, si X es de Fréchet, las proposiciones 2.18 y 2.19

implican que X es hereditariamente secuencial.
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Para constatar la implicacién restante consideremos X hereditariamente secuencial y
verifiquemos que es de Fréchet. Sean A C X y x € A. Cuando = € A, la sucesién constante
x es un elemento de “A que tiene a x como limite. Por otra parte, si x & A, entonces
consideramos al subespacio Y := AU {z} y observamos que, como X es hereditariamente
secuencial, Y es un espacio secuencial. Ahora, en vista de que A no es cerrado en Y, la
secuencialidad de Y asegura que A no es secuencialmente cerrado en Y'; en consecuencia,
existen y € Y\ Ay s € “Acony € limyA. En estas circunstancias, la pertenencias

anteriores y el lema 1.7 nos permiten concluir que x € lim x A. ]

Ahora veamos una caracterizaciéon de los espacios Fréchet de Hausdorff basada en

funciones pseudo-abiertas (ver definicién 2.23).

Teorema 2.30. Los enunciados siguientes son equivalentes para cualquier espacio de Haus-

dorff X.
1. X es de Fréchet

2. X es imagen pseudo-abierta de una suma topoldgica de sucesiones convergentes en R.

Demostracion. Veamos que (2) es consecuencia de (1). Si X es de Fréchet, el lema 2.19 y el
teorema 2.27 garantizan la existencia de T', una suma topoldgica de sucesiones convergentes
en R,y ¢ : T — X, una funcién cociente, tales que ¢[T] = X. El resto es aplicar el lema
2.24 para concluir que q es pseudo-abierta.

Ahora supongamos (2) y probemos (1). Para esto, demos por hecho que T es una
suma topoldgica de sucesiones convergentes en R y que existe una funciéon pseudo-abierta
q:T — X. Por la proposicién 2.18, T' es de Fréchet y asi el lema 2.24 implica que X es de
Fréchet. O

Finalicemos esta seccién con una caracterizaciéon de los espacios secuenciales y de
Fréchet dada en términos de un nuevo concepto. Esta caracterizacién resultard de suma
importancia, pues sera empleada abundantemente en el capitulo 4.

En aras de simplificar la escritura emplearemos la expresion o« € ON para abreviar la

frase v es un numero ordinal.
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Definicion 2.31. Sean X un espacio topolégico, A un subconjunto de X y a € ON.

Definimos Ag?), el a-ésimo derivado secuencial de A en X, de manera recursiva como sigue:
1. AD = 4,
2. si @ := 4 1 para algtn ordinal /3, Ag?) =U {h’ms RS “’(Ag?))} y
3. si a es un ordinal limite, Ag?) = Us<a Ag?).

Si es claro en qué espacio se estd calculando el a-ésimo derivado secuencial de A,

prescindiremos del subindice y simplemente escribiremos A(®).
Veamos algunas propiedades de los derivados secuenciales.
Lema 2.32. Sean X un espacio topolégico, A C X y o, € ON.
1. Si B < «, entonces AP) C A
2. Para cualquier B C A, B(®) C A®),
3. AB+a) — (A(B))(a),

Demostracion. Argumentaremos los tres incisos por induccion transfinita sobre a. Con
el inciso (1) en mente, supongamos que para cada v < a y para todo & < + se tiene que

A® C AW Argumentemos a continuacién, que
para cualquier 8 < «, AWB) C Al (2.1)

Si @ = 0, el enunciado (2.1) es cierto por vacuidad.
Caso 1: o = v + 1 para algtn 7.

Empecemos por notar que nuestra definicién de A1 implica que A C A(@), De este
modo, cuando 5 = v, (2.1) se deduce inmediatamente. Por otro lado, si § < -, empleamos
la hipétesis inductiva para obtener las inclusiones A¥) C A C A,

Caso 2: « es un ordinal limite.
Aqui, (2.1) es corolario del inciso (3) de la definicién 2.31.
Ahora, mostremos (2). Sean A, B C X tales que B C A y supongamos que para todo

B < a se tiene que B®) C AP Si o = 0 es evidente que B® C A, Ahora, si « es
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un ordinal limite, B(®) = Uﬁ<a BW) C U6<a AB) = Al@) Por tltimo, si @ = 8 + 1, sea
z € B®. Entonces existe s : w — B®) tal que z € lims; por hipétesis de induccién,
BB € AB) y asi s € “(AP)). En resumen z € A,

Finalmente probemos (3). Supongamos que para todo 7 < « se tiene que AP+ =

( A(B))(v)'
En primer lugar, si a = 0, es inmediato que AP0 = (A(B))(O). Mientras que si « es

un ordinal limite, resulta que S + o también es un ordinal limite y por ende,

ABta) _ U A0 — U A UU{A(W) :B<y < B+al;
y<B+a y<pB

ademds, por el inciso (1) se tiene que U7<5 A C AB) v asi

AB+a) _ U{A(v) B<y<B+a}= U AB+)

<o

Por tltimo, empleando la hipétesis de induccién, AP+ = U7<a(A(5))(V) = (AB))(@),
Ahora, supongamos que « es el sucesor de algin ordinal v. Entonces tenemos dos

propiedades inmediatas: (A®)) = AP+ y (3 +~) +1 =+ a. Luego,

(AD)@) = (AD)o+D | {h’ms sc w((A(B))(w))}

= U {h’ms 15 € w(A(ﬂ+7))} = ABFNHY) — p(B+a),

O]

Haciendo uso de las propiedades presentadas previamente tenemos el siguiente resul-

tado.

Corolario 2.33. Sean A y B subconjuntos del espacio topolégico X. Si existe § € ON tal

que AB) = BB entonces, para cualquier ordinal o > (3, A = Bl@)

Demostracion. Hagamos induccién transfinita sobre a. Supongamos que o € ON es tal

que 8 < oy para toda v € ON con 3 < v < a se cumple la igualdad A = B0, Cuando
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a = 8, se sigue que A = AB) = B() = B(®)  Mientras que si a es un ordinal limite,

Al — U A0 — U A(V)UU{A(’Y) B <y <al.

<o <8

Ademas, por el inciso (2) del lema previo, U“/<B A C APy Uv<ﬁ B™ C B® . Por ende,

A(a):U{A(v);5<7<Q}ZU{B(7);5<7<Q}: UBW):B(Q)'

<«

Finalmente, si &« = v + 1 para algin v € ON, por el inciso (3) del lema previo,

AOHD = (A1) = (BONH(M) = BOr+1), 0

Recuerde que el simbolo w; representa al primer ordinal no numerable.

De acuerdo a la definicién 2.31 podemos calcular el a-ésimo derivado secuencial de un
conjunto para cualquier nimero ordinal «; sin embargo, basta con concentrarnos en los
ordinales menores o iguales a wi, ya que los siguientes derivados secuenciales no aportan

nada, tal y como se muestra a continuacion.

Proposicion 2.34. Sean o € ON y A un subconjunto del espacio topoldgico X. Si a > wi,

entonces Al®) = Aw1)

Demostracion. Nuestro argumento serd por induccién transfinita sobre a. Supongamos
que para todo 3 € ON, con w; < 8 < a, se tiene que AP) = A@1) Naturalmente, cuando
a = w1, se tiene la conclusién trivialmente.

Si & es un ordinal limite, nuestra hipdtesis inductiva nos da la cadena de igualdades:

Ale) — U AB) — U AB) U{A(B) cwp < B <al =A@ UA@) = Al
B<e B<wi
Ahora, demos por hecho que existe 3 € ON tal que &« = 3+ 1 y tomemos z € A,
Sabemos que existe s : w — A®) con z € lims. Por otra parte, el que w; < « nos da la
desigualdad wy; < 8 y en consecuencia, A = A1) Por lo tanto para cada n < w existe
Yo < wi de forma que s, € AO"). Finalmente, al definir v := sup{y, : n < w} se tiene

que v < w1 y slw] C A en especial, z € AOTD C A1), En virtud de que el argumento
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anterior demuestra la inclusién A(® C A1) dnicamente resta invocar el inciso (1) del lema

2.32 para obtener la igualdad A(® = A1) O

El inciso (2) del lema 2.32 muestra que, para cualquier & € ON, el a-ésimo derivado
secuencial se preserva bajo la contencion de conjuntos; algo similar ocurre para subespacios

y funciones continuas como se prueba a continuacién.

Lema 2.35. Sean X un espacio topoldgico y A CY C X. Si «a es un ordinal, entonces

A A, (2.2)

Demostracion. Con la intencion de usar induccién transfinita, fijemos o € ON tal que
para cada 8 < « se satisface que Ag,ﬁ) C Ag?).

En primer lugar, si @ = 0, (2.2) es inmediata. Por otro lado, si @ es un ordinal limite,
Agfy) = U6<a Ag,ﬂ) C U5<a Ag?) = Ag?). Finalmente supongamos que o = § + 1 para algin
B8 € ON. Sea z € A(a); en consecuencia existe s : w — Ag}B ) con la propiedad de que

x € limys. Luego, el hecho de que limys C lim xs (ver lema 1.7) aunado a la contencién

Agf) - Ag?) nos dan x € Ag?). O

Lema 2.36. Sean X y Y espacios topologicos. Si f: X — 'Y es secuencialmente continua,

entonces para cualesquiera A C X y a € ON se tiene que f[A®)] C (f[A])(),

Demostracion. Sea A C X y hagamos induccién transfinita sobre «. Supongamos que

para todo § < a se satisface f[AP)] C (f[A])P).

FIA] = flUpca AP = Upeq FIAY] C Uga(FIADY) = (F[AD .
Por tltimo, demos por sentado que o = 3 + 1 para algin 8 € ON. Siy € f[A®)],

Si a = 0, es inmediato que f[A®] C (f[A])©®. Ahora, si @ es un ordinal limite,

entonces existe z € A tal que f(x) = y. Por otra parte, hay s : w — A®) con la propiedad
de que x € lfm 5. Nuestra hipétesis inductiva nos da f[A®)] C (f[A])®) y, en consecuencia,
f os es una sucesién en (f[A])®) de modo que y = f(x) € lim (f o s). En otras palabras,

y € (flAD). O

El siguiente resultado establece la relacién que existe entre la cerradura de un conjunto

y la cerradura del a-ésimo derivado secuencial de dicho conjunto.
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Lema 2.37. Sea X un espacio topolégico, A C X y a € ON. Los siguientes enunciados

son equivalentes.
1. A es cerrado en X.
2. Al®) =4,

Demostracion. Es evidente que (1) es consecuencia de (2), asi que solo resta probar que
(1) implica (2). Probemos, empleando induccién transfinita, que para cualquier ordinal S,
AB) C A, en particular A®) C A. Fijemos, pues, 8 € ON de modo que A®) C A, siempre
que & < S.

Si B =0 A®) = A C A Ahora, si 3 es un ordinal limite, por el inciso (3) de
la definicién 2.31 ya se tiene lo deseado. Por ultimo, supongamos que 8 = v+ 1 y sea
z € AP Fijemos s : w — AD) con z € lim s. La desigualdad v < « y la hipétesis inductiva
implican que s[w] C A C A. De este modo, argumentos rutinarios muestran que = es un
punto de adherencia de A, esto es, z € A. Finalmente el inciso (1) del lema 2.32 nos da la

contencién A C A 1o cual concluye la prueba. O

Dentro de la prueba del lema anterior se demostré que para cualquier a € ON el a-
ésimo derivado secuencial de un conjunto esta contenido en la cerradura de dicho conjunto,
es decir, la cerradura de un conjunto contiene a todos los derivados secuenciales del conjunto
en cuestiéon. Ademds por el inciso (1) de la definicién 2.31, todo conjunto esta contenido en

sus derivados secuenciales, por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.38. Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico X y o € ON, entonces los

stguientes son enunciados son ciertos.
1. Cuando A es cerrado, A es cerrado.
2. La inclusion A C A implica que A es cerrado.

Para el resto de la tesis, adoptaremos la costumbre usada en el analisis matematico y
emplearemos el simbolo co para denotar un objeto que satisface oo ¢ ON vy, para cualquier

a < wi, se tiene que a« < 00y 00 + o = 0.
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Definicion 2.39. Sean X un espacio topoldgico. Definimos el orden secuencial de X,
0s(X), como

0s(X) := min ({oo} U {a < w : YA C X (A = A)}).

Observe que si a < wy, entonces, gracias al lema 2.37, se tiene que os(X) < « siy
solo si, para cualquier A C X, A(® es un subconjunto cerrado de X. De esto se deduce

inmediatamente que 0s(X) = 0 es equivalente a que X sea un espacio discreto.

Teorema 2.40. Si X es un espacio topoldgico, entonces X es secuencial si y solo sios(X) <

w1i.

Demostracion. Comencemos suponiendo que X es secuencial. Sea A un subconjunto de
X y verifiquemos que A“V) es cerrado. Por el lema 2.37 y la secuencialidad de X basta
probar que A“1) es secuencialmente cerrado.

Sean s: w — A1) y 2 € lim s. De acuerdo a la definicién 2.31, para cada n < w existe
B, € wi tal que s, € AP Asi, definamos o := sup{3, : n < w} para obtener a < wy. Por
el inciso (1) del lema 2.32, s[w] € A y en consecuencia x € A+ C A1),

Ahora supongamos que 0s(X) < wj y mostremos que X es secuencial. Sea A C X
secuencialmente cerrado. Mostremos, usando induccién transfinita, que para todo a < wy,
A = A. Fijemos a < wy tal que AP = A para cada 8 < «.

Si aw = 0, por el inciso (1) de la definicién 2.31, ya se tiene lo deseado. Ahora, si a es un
ordinal limite, A(® = U5<a AB) = U5<a A = A. Por dltimo, supongamos que o = [ + 1
para algin 3 € ON y sea z € A(®. Entonces existe s : w — A® tal que = € lims. De la
hipétesis de induccién se deduce que s € “A y, en consecuencia, x € lims C A.

Finalmente, el hacer o := 0s(X) nos da a < wy y, por ende, A = Al =74, O

La proposicién 3.3 otorga un espacio X que es secuencial y tiene un subespacio Y que
no es secuencial. Entonces el teorema 2.40 implica que 0s(X) < w; < oo = os(Y). Sin
embargo, anadir una restriccién al conjunto Y C X garantiza la desigualdad os(Y") < os(X)

tal y como se prueba a continuacién.

Teorema 2.41. Si F' y G son, respectivamente, un subconjunto cerrado y un subconjunto

abierto del espacio topolégico X, entonces el subespacio Y := FNG satisface las propiedades
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siguientes.
1. Para todo ACY ya e ON, Agf‘) = YﬁAg?).
2. os(Y) < os(X).

Demostracion. Para probar (1), hagamos induccién transfinita sobre «. Supongamos que
para todo 8 < a, Ag}g) =YnNn Ag?). Si a = 0, por el inciso (1) de la definicién 2.31 es

inmediato que A§9) =Yn Ag?). Ahora, si « es un ordinal limite,

A=AV =Jauna)=vn AP =vnaQ.
B<a B<a B<a

Finalmente, demos por hecho que o = 3 + 1 para algin 8 € ON. Hagamos L := Ag?)
y M = Ag/ﬁ). Por la hipétesis de induccién, Y N L = M. Por otro lado L Ccly AC F'y
entonces resulta que M =Y NL=(FNG)NL=GN(FNL)=GnNL.

Con lo anterior en mente, mostremos que
Y| fliimxs:se“M} =Y n| J{limxs:se“L}. (2.3)

La contencién de izquierda a derecha se deduce de la inclusién M C L. Ahora, sean
s€¥LyxzeYNnlimxs. En particular, x € G y asi G € 7x(z); por ende existe m < w tal
que sfw\ m] C G, més atn, sjw\ m| C GNL = M. Definiendo t € “M como t,, := Sptm
para cada n < w, se tiene que z € lim xt, lo cual concluye la prueba de (2.3).

Finalicemos nuestra prueba de (1) haciendo uso del lema 1.7,

Agf):U{limys:szM}:U{YﬂlimezsewM}
:YOU{limXS:sE“M}zYﬂU{h’me:sewL}

=y naAlY,

Ahora mostremos (2). Si os(X) = oo, no hay nada que hacer. Entonces supongamos
que existe § < wy tal que 0 = o0s(X)y fijemos B C Y. Por el inciso (1), B}(ﬁs) =YnN Bg?) =

Y Nclx B = cly By en consecuencia, os(Y) < 6. O

35



El inciso (1) del resultado previo muestra que, bajo ciertas restricciones sobre el sub-
espacio Y C X, el a-ésimo derivado secuencial calculado en Y coincide con la interseccion
de Y con el a-ésimo derivado secuencial calculado en X; sin embargo, cuando Y es un
subespacio cerrado de X es indiferente calcular el a-ésimo derivado secuencial en X o en

Y, tal y como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 2.42. Sean X un espacio topologico y Y C X. Si 'Y es cerrado en X, entonces
para cualesquiera A CY y o € ON se satisface que Agﬁl) = Ag?).
Demostracion. Por el inciso (2) del lema 2.32, A()?) - Y)(Ca) Ccx(Y) =Y y esto, aunado

al teorema 2.41, nos da Ag,a) = Ag?) ny = Ag?). O

Concluimos la seccion con una caracterizaciéon de los espacios de Fréchet dada en

términos del orden secuencial.

Teorema 2.43. X es de Fréchet si y solo si os(X) < 1.

Demostracion. Si X es de Fréchet y A C X, paratodo z € A existe s € “Atal que z € lim s
y por ende z € A Ahora, si 0s(X) <1y AC X, entonces A = AWM consecuentemente,

X es de Fréchet. O
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CAPITULO 3: EJEMPLOS

En este capitulo presentaremos propiedades que no necesariamente satisfacen los es-
pacios secuenciales. Antes de comenzar, conviene establecer mediante un ejemplo que no

cualquier espacio topoldgico es secuencial.

Lema 3.1. El espacio linealmente ordenado wy + 1 (ver seccion 1.3) posee subconjuntos

secuencialmente cerrados que no son cerrados.

Demostracion. Nuestro objetivo es demostrar que A := [0,w;) es un subconjunto secuen-
cialmente cerrado de w1 + 1 que no es cerrado. Por un lado, A es secuencialmente cerrado
porque, si s € “A, es inmediato que sfw] C [A]S¥ y en consecuencia, existe o < w tal que
slw] C€ [0, a]. De esta manera, el lema 2.2 implica las relaciones lim s C [0, o] C [0,w;) = A.
Por otro lado, A no es cerrado pues si U € 7<(w1), el lema 1.20 produce 8 < w; tal que

(B,w1] C U; por consiguiente, 3 +1€ UNAy asi, w; € A\ A. O

El corolario 2.8 garantiza que la imagen continua y abierta, o bien, continua y cerrada,
de un espacio secuencial también lo es. El siguiente resultado muestra que la restriccién de

que la funcion sea abierta o cerrada es imposible de remover.

Proposiciéon 3.2. La imagen continua de un espacio secuencial no mecesariamente es se-

cuencial.

Demostracion. Consideremos a los espacios topologicos X := wy + 1, con 7x la topologia
discreta, y Y := w; + 1 con su topologia del orden. Asi X es primero numerable, mas aun,
utilizando el lema 2.22 tenemos que X es un espacio secuencial. Ahora, si f: X — Y es
la funcién identidad, entonces f claramente es continua y, por el lema 3.1, su imagen no es

secuencial. O

La proposicién 2.18 prueba que la propiedad de Fréchet es hereditaria, algo que no

ocurre para la secuencialidad. Mads atin, en el teorema 2.29 vimos que la secuencialidad



hereditaria es equivalente a la propiedad de Fréchet. Para verificar que la secuencialidad no
es una propiedad hereditaria, construiremos un espacio secuencial que admite un subespacio
sin esta propiedad por medio de un subespacio de R? y una funcién cociente (ver seccién

1.4).

Proposiciéon 3.3. Existen espacios topologicos X yY de modo que Y es primero numerable
y X es un cociente de Y que posee un subespacio que no es secuencial. En particular, ser

secuencial no es una propiedad hereditaria y ser Fréchet no es una propiedad divisible.

Demostracion. Primero definamos ¢ : w — R como t(n) := 27" para cada n < w. Con esto
en mente, consideremos Y7 := (R\ {0}) x {0} y Y3 := ran(¢) x {1}. Ahora, si consideramos a
Y := Y, UY; como subespacio del espacio euclidiano R?, entonces la primero numerabilidad
de este dltimo garantiza que Y también tiene esta propiedad.

Por otra parte, tomemos X como el conjunto de nimeros reales y ¢ : ¥ — X como la
funcién proyeccién en la primera coordenada. Como ¢ es suprayectiva, podemos definir 7y
como la topologia cociente en X dada por ¢g. A continuaciéon mostraremos que el subespacio
Z = X \ t{w] de X no es secuencial. Queremos probar que A := Z\ {0} es secuencialmente
cerrado en Z pero no es cerrado en Z.

Empecemos por argumentar que si s € “A, entonces 0 ¢ lim zs. Dado n < w, definamos
E, :={i <w:tyy1 < s; < ty}. Supongamos, primeramente, que F,, es infinito para algin
m < w.

El empleo de argumentos rutinarios muestra que U; := (0,¢,41) X (—00, %) y Uy :=

En otras palabras, [0,¢,+1) € 7x(0). Sin embargo la infinitud de E,, implica que, para
cualquier k£ < w, existe i € Ey, \ ky asi, s; ¢ [0,%,,41). De este modo, 0 ¢ lim zs.

Ahora, en caso de que cada E,, sea finito, se sigue que existen a,, b, € R con
thal < ap < by < tp y s[Eyn] C [an, by].

Por ende, los conjuntos V := (5" (bn1,an), Vi :=V x (—00,3) vy Va 1= (—1,a0) x (3,00)

cumplen que ViUV, € T2 v ¢ H{0}UV] = (V1UV,)NY. En consecuencia, {0}UV € 7x(0).
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Ademas, las inclusiones sjw|] € A C X \ ran(¢) implican que s[w] y {0} UV son ajenos.
Nuevamente, 0 ¢ lim zs.

Lo anterior nos permite concluir que lim zs C A. Asi A es secuencialmente cerrado en

Con la intencién de argumentar que A no es cerrado en Z, mostraremos que 0 € A.
Para esto, sea V € 77(0) y fijemos U € 7x(0) con V = U N Z. Entonces Us := ¢ 1 [U] N Y3
es un abierto en Y3 que contiene al punto (0,1) y en consecuencia, existe m < w tal que
tlw \ m] x {1} C Us; luego, (tm,1) € Us y asi, t,, = q(tm, 1) € U.

De este modo, Uy := ¢~ ![U]NY7, es un abierto en Y7, que tiene a (t,,,0) como elemento.
Por ende, existe a € R\ {0} con (a,0) € U; \ (tjw] x {0}). Se sigue que a ¢ ran(t) y
a=q(a,0) € U, es decir, a € U\ran(t) = (UNZ)NA=VnNA. O

En R” la continuidad de funciones puede ser definida a través de sucesiones. Haciendo
uso de esta idea surge el concepto de continuidad secuencial (ver definicién 2.4), sin em-
bargo, para espacios arbitrarios es falso que la continuidad secuencial sea equivalente a la

continuidad tal y como se verifica a continuacion.

Proposicion 3.4. Ezisten funciones secuencialmente continuas que no son continuas.

Demostracion.  Consideremos al espacio linealmente ordenado w; + 1 y definamos f :

w1+ 1— R como

0 siz<w
f(z) =

1 siz=uw.

Probemos que f es secuencialmente continua. Sean s € “X y x € lims. Se tienen las
siguientes posibilidades.
Caso 1: z < w;. Como [0,w;) es un abierto que contiene a z, existe n € w tal que
slw\ n] € [0,w1); en consecuencia, (f o s)w\n| = {0}y asi, f(z) =0 € lim(fos).
Caso 2: z = w;. Hagamos « := sup(sfw] N [0,w;)). Como o < wi, hay m € w de tal
forma que s[w \ m] C (a,w1]. Consecuentemente, sw \ m] = {w1} y esto, a su vez, nos da
(fos)w\m]={1}. En conclusién, f(z) =1 € lim(f o s).

Por tltimo observemos que el conjunto f~1{0} = [0,w1) no es un subconjunto cerrado

de wy + 1 (ver la prueba del lema 3.1). Por lo tanto f : X — R es secuencialmente continua
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y no es continua. O

Para los resultados subsecuentes se requerird notacién previa, la cual se muestra a

continuacién.

Definicion 3.5. Para cualesquiera n,m € w, definamos el siguiente subconjunto del pro-

ducto cartesiano w x (w + 1) (ver figura 1)

V= {n} x (w+1)\m).

Figura 1. V™ es el conjunto de puntos sombreado de amarillo.

A continuacion, haciendo uso de esta definicién, construiremos un espacio topolégico

que resultard importante para los resultados subsecuentes.

Lema 3.6. Sean X := (w x (w+ 1)) U{p} y p el par ordenado (w,w). Para cualesquiera

ne€wyfe“w, definamos (ver figura 2)

B(n, f) = {p}u [ J v/

1=n

(@M P

(n, f(n))

Figura 2. B(n, f) es el conjunto de puntos sombreado de amarillo.
Entonces, la coleccion
B:={{z}:zecwxwuU{V":n,mecwlU{B(n,f):ncwyfec“w}
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es base para alguna topologia en X. Al espacio resultante le llamaremos (en consonancia
con el ejemplo 26, p. 54, de [9]) la modificacién de Arens-Fort y los elementos de B

recibirdn por nombre bdsicos candnicos.

Demostracién. Es claro que X = B(0,0) € B, donde 0 es la funcién constante cero de w
en w. Por lo tanto X = JB.

Ahora sean By, By € By x € B1 N By. Se tienen las siguientes posibilidades.
Caso 1: 2 € w X w. Entonces {z} € By {z} C B; N Bs.
Caso 2: z € w x {w}. En esta situacién existe n € w tal que x = (n,w). Esto implica que
hay m € w con x € V" C By N Bs.
Caso 3: = = p. En consecuencia existen ni,ne < wy fi, fo € “w tales que By = B(ny, f1)
y By = B(na, fa).

Por otro lado, observemos que si n,m € wy f,g € “w son tales que n < my f(k) <
g(k), para cada k < w, por definicién se tiene que B(m,g) C B(n, f). De este modo,

ZL’EB(’I’L1+TL2,f1+f2)gBlﬂBQ. O

El espacio presentado previamente es secuencial pero no Fréchet, lo cual se verifica a

continuacién. Asi, las propiedades de secuencialidad y Fréchet no son equivalentes.

Proposicién 3.7. Si X es la modificacion de Arens-Fort (ver lema 3.6), entonces los

stguientes enunciados son verdaderos.
1. 0s(X) =2 (asi, por los teoremas 2.40 y 2.43, X es secuencial pero no de Fréchet).

2. SiA:=wxwyY = AU{p}, entonces Ag?) Ny # Ag) (compdrese con el lema 2.835).

Demostracion. En aras de simplificar nuestra notacién, para cualesquiera £ C X y i €
{0, 1} usaremos los simbolos E y E® para denotar a cly E v a E(i), respectivamente.
Afirmacién 1: p e A\ AW,

La pertenencia p € A es consecuencia inmediata de que, para cualesquiera n € w y
f € “w, tenemos la relacién (n, f(n)) € B(n, f) N A.

Ahora probemos que ninguna sucesién en A converge a p. Sea s € YA vy, para toda

k € w, definamos C}, := {k} x w. Tenemos dos casos.
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Caso 1: Existe k € w tal que {n € w: s, € C}}| = w. En esta circunstancia, B(k+1,0) €
7x(p) v, para cada m € w, hay n € w \ m con s, € Cy, esto es, s, ¢ B(k + 1,0).
Caso 2: Para todo k € w, [{n € w: s, € Ci}| < w. Sea k < w, arbitrario. Observe que
nuestra hipétesis aqui implica que s~![C%], la imagen inversa de C}, bajo la funcién s, es un
conjunto finito. Ahora definamos Ay := {n < w : (k,n) € s[w|} y tomemos n € Aj. Se sigue
que hay £(n) € w con sy,) = (k,n) y, por ende, tenemos dos cosas: primero, £(n) € s~1[C}]
y, segundo, si m € Ay \ {n}, entonces £(m) # ¢(n).

Naturalmente, lo anterior se resume diciendo que, para cada k < w, hay una funcién

inyectiva de Ay en s~[C}] y, por ende, Ay también es un conjunto finito. Empleemos esta

informacién para definir f : w — w mediante f(k) := sup(Ag) + 1, siempre que k € w.
Observe que si k € w y n € Ay, entonces n < f(k) y, consecuentemente, (k,n) ¢ ka(k); en
particular, (k,n) ¢ B(0, f).

Verifiquemos que B(0, f) N s[w] = 0. Para esto, sea ¢ € w, arbitrario. En vista de

que s € A = UpeyCh, existe k < w con s; € Cy, esto es, hay n € w con sp = (k,n).
Naturalmente, n € Ay y, por lo dicho en el parrafo previo, s, ¢ B(0, f).

Notemos que la afirmacién 1 implica que os(X) > 2 (ver la definicién 2.39)
Afirmacién 2: os(X) < 2.

Sea E C X. A continuacién argumentemos que E C E(?) (esto aunado al lema 2.37 y
al inciso (2) del lema 2.38 nos darian la desigualdad os(X) < 2).

Dado z € E, tenemos tres posibilidades.
Caso 1: = € w X w. En esta situacién resulta que {z} € 7x. Entonces el hecho de que
z € E implica que = € E y por el inciso (1) del lema 2.32, z € E(?).

Antes de analizar los casos restantes definamos, para cualesquiera j € {0,1} y ¢ < w,

los conjuntos
Ij:={n<w:(nw) € BV} y Ey:={i<w: (i) € E}.

Afirmacién 2.1: Si |Ey| = w, entonces ¢ € ;.
Por la infinitud de Fy existe una funcién f : w — Ey estrictamente creciente y suprayec-
tiva. Ahora, definamos s € “E como s, := (¢, f(n)) para cada n < w y argumentemos que

(f,w) € lims.
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Sea U un bésico canénico de X con ({,w) € U y fijemos m < w con V;* C U. Por ser
f estrictamente creciente, f(m) > m y en consecuencia, sw \ f(m)] C V;” CU.

Emplearemos la afirmacién 2.1 para los casos restantes de nuestra prueba.
Caso 2: Existe k < w tal que z = (k,w). En primer lugar, si x € E, por el inciso (1) del
lema 2.32, z € E®). Para el resto del argumento demos por hecho que ¢ E.

Ahora, mostremos que Ej no estd acotado (y en consecuencia, |Ex| = w). En efecto, si
n < w, la condicién V"™ € 7x () implica que an+1 NE #(, es decir, hay i € w\ (n+ 1)
que satisface (k,i) € E.

Luego, la afirmacién 2.1 nos da z € EV C E®).
Caso 3: z = p. Dada la inclusién E C E®) (lema 2.32), daremos por hecho que p ¢ E.

En primera instancia, supongamos que |Iy| = w. Asi, existe una funcién f : w — Iy
estrictamente creciente y suprayectiva. Consideremos s € “FE dada por s, := (f(n),w)
(recuerde que, por definicién, E(¥) = E) y argumentemos que p € lims. Dados m < w y
g € “w, el hecho de que f es estrictamente creciente nos da f(m) > m y en consecuencia,
slw\ f(m)] € B(m, g).

Para finalizar el presente caso, demos por hecho que |Iy| < w y fijemos k < w con Iy C k.
En busca de una contradiccién supongamos que |[;| < w y definamos m := sup(l1) + 1.
Para cada ¢ € w \ m, la afirmacién 2.1 nos da |Ey| < w y en consecuencia, existe f : w — w
tal que Ey C f(¢), siempre que £ € w \ m. Mostremos que B(k, f)NE = 0 (y, por ende, que
p ¢ E, la contradiccién buscada).

Sea y € B(k, f). Siy = p, es inmediato que y ¢ E. Por otra parte, si existe n € w \ k
con y = (n,w), tenemos que n ¢ Ip; equivalentemente, y ¢ E. Finalmente, si hay n € w\ k
yi€w)\ f(n) tales que y = (n,1i), se sigue que ¢ ¢ E,, es decir, y ¢ E.

Asi, |I;| = w y consecuentemente existe una funcién f : w — I estrictamente creciente
y suprayectiva. Definamos s : w — E() como s, := (f(n),w) para toda n < w y argu-
mentemos que p € lims. Sean m < w y g € “w arbitrarios. Nuestra eleccién de f nos da
f(m) = m y en consecuencia, sjw\ f(m)] € U. Lo anterior concluye la prueba del inciso
(1). A continuacién mostraremos (2).

Segun la afirmacién 1, para toda s € “A se tiene que p ¢ lim xs, lo cual, aunado al

lema 1.7, implica que Ag) = A. Ahora invoquemos el inciso (3) del lema 2.32 para obtener
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las igualdades, A§f) = (Ag,l))g,l) = Agfl) — A.
Por otra parte, el inciso (1) de la presente proposicién garantiza que Ag?) =clxy Ayen

la afirmacién 1 se mostré que p € clxy A = Ag?). Por lo tanto p € (Ag?) ny) \Ag,z). O

Supongamos que X es un subespacio denso de R con Z C X (aqui, Z es el conjunto de
los ntiimeros enteros). Entonces, D := {{x} : z € X \ Z} U {Z} es una particién de X, asi
que podemos equipar a esta colecciéon con la topologia generada por la proyeccién natural
q: X — D (ver seccién 1.4). En lo que sigue usaremos el simbolo X/Z para referirnos al
espacio topoldgico resultante. Ademads, emplearemos en varias ocasiones que, si A es un

subconjunto de X/Z, entonces ¢ [A] = JA.

Proposicion 3.8. Hay espacios de Fréchet que mo son primero numerables.

Demostracion. Mostraremos que X/Z no es primero numerable. Especificamente, verifi-
caremos que ninguna coleccién {A, : n € N} C 7x/7(Z) es base local para X/Z en Z. Con
esto en mente, fijemos n € N y observemos que Z = ¢~ '{Z} C ¢ '[A,] = U A, y ademés,
como X/Z tiene la topologia cociente dada por g resulta que ¢~ '[A,] = [JA, € Tx; luego,
podemos elegir z,, € X con z,, € (n,n+ 1) N|JAp. Claramente, U := R\ {z,, : n € N}
es un subconjunto abierto de R que satisface Z C U = ¢ 1[q[U]] y, en consecuencia,
q[U] € Tx/z(Z). Sin embargo, dado n € N, se tiene que q(z,) € A, \ q[U].

Ahora argumentemos que X/Z es de Fréchet. Para esto, sean A C X/Z y v € A\ A
arbitrarios. Analizaremos dos casos.

Primero, supongamos que x # Z. En vista del corolario 2.21, solo debemos probar que
hay una base local numerable para X/Z en x. Con este objetivo en mente, nuestra hipétesis
garantiza que hay ¢ € R\ Z con = = {t}. Entonces, fijemos B, una base numerable para R
en t, de tal modo que |JB C R\ Z. Esto tiene como consecuencia que, para cada B € B,
¢ '[q[B]] = B; en consecuencia, {q[B] : B € B} es un subconjunto numerable de 7x,7(z).
Para finalizar este caso, sea U € 7x/z(z) arbitrario. Como JU € g (t), existe B € B con
B C U= ¢ U]y, por ende, ¢[B] C U.

Unicamente resta mostrar que si Z € A\ A, entonces hay una sucesién en A que

converge a Z.
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Empecemos por demostrar que Zﬂm # (). Nuestro argumento serd por contradiccion:
hagamos U := R\ [JA y supongamos que Z C U. Entonces, Z € q[U] y ¢ '[q[U]] = U, asi
que q[U] € 7x/z(Z). Por ende, debe existir a € AN q[U]. Como Z ¢ A, hay t € R\ Z con
a = {t} y, en particular, ¢t € [JA. Luego, t ¢ U y en vista de que ¢t ¢ Z, deducimos que
a ¢ q[U]; el absurdo deseado.

Fijemos m € Z N U7 El que R sea primero numerable implica que hay s : w — (JA
con m € lim s. Por otro lado, la igualdad | JA = ¢ ![A] garantiza que ¢ o s es una sucesién

en A. Finalmente, el lema 2.5 nos da Z = ¢(m) € lim (g o s). O

Resulta que las propiedades de Fréchet y secuencialidad no se preservan bajo la topologia

producto tal y como se muestra a continuacion.

Teorema 3.9. FExisten dos espacios Fréchet cuyo producto no es secuencial. En particular,

ni la secuencialidad ni la propiedad de Fréchet son productivas.

Demostracion. Convengamos en usar paréntesis angulados para representar parejas or-
denadas, esto es, (x,y) denotard al par cuya primera entrada es x y que tiene a y como
segunda coordenada. Ademds, cuando a y b sean ntimeros reales con a < b, el simbolo (a, b)
sera el intervalo con extremos a y b.

Equipemos a Q con la topologia que hereda de R y establezcamos notaciéon que em-
plearemos en nuestro argumento: Y := Q/Z, ¢ : Q — Y serd la proyeccién natural,
X =QxY ylafuncién f : Q x Q — X estard dada por f(z,y) := (x,q(y)). Dado
que Q es un subconjunto denso de R con Z C Q, del teorema 3.8 se deduce que Y es de
Fréchet.

Con la idea en mente de hallar un subconjunto de X que sea secuencialmente cerrado,
V2
n?+1
de la figura 3. Ademaés U, denotard el interior euclideano de F,. Entonces, el hacer

pero no cerrado, definamos, para cadan € Z, v, := y F}, como el cerrado euclideano

U :=(Q x Q) NU,ez Un nos da un abierto en Q x Q.
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(—1,n — %) (0,n — %) (I,n — %)

Figura 3.

Observe que la funcién de w en R dada por n — v, es una sucesiéon de nimeros
irracionales que converge a 0 en el espacio euclideano R.

Finalmente, sean A := f[U] y B := X \ A. Dado que X es el producto de dos espacios
de Fréchet, iinicamente tenemos que comprobar que B es un subconjunto secuencialmente
cerrado de X que no es cerrado.

Como (0,0) € Uy, deducimos que f(0,0) = (0,Z) € A.

Afrimacién 1. (0,Z) ¢ intx A.

Sean V € 19(0) y W € 7y (Z), arbitrarios. Argumentemos que V x W ¢ A.

Primeramente, fijemos V', W+ € 7z de modo que V =V+NQy ¢ !W]=WTnQ.
La condicién 0 € V* nos da k € w con v, € V. En vista de que Z € W, obtenemos las
relaciones k € Z C ¢~ '[W] y en consecuencia, V' x W7 es un abierto en R x R que tiene
como elemento a (vg, k).

Observemos a continuacién que el hacer G := ((0,1) x (k,k + 1)) \ Fy nos garantiza
que GN (VT x WT) es un abierto no vacio en R x R. Fijemos, entonces, (a,b) € Q x Q,
un punto en esta interseccién. De la pertenencia (a,b) € V x ¢ ![W] se desprende que
f(a,b) € V x W. Para terminar, verifiquemos que f(a,b) ¢ A.

Nuestra eleccién de G produce (a,b) ¢ U y b ¢ Z. Por otro lado, si (¢, d) es un elemento
de QxQcon f(c,d) = f(a,b), entonces, por definicién de f, se sigue que ¢ = a 'y q(d) = q(b);
de esta ultima igualdad deducimos que d € ¢(d) = {b}, es decir, d = b. En resumen, f(a,b)
no es un elemento de f[U], tal y como se requeria.

Lo anterior prueba que A no es abierto en X y en consecuencia, B no es cerrado.

Con la intencién de mostrar que B es secuencialmente cerrado, fijemos t € ¥ B. Existen
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' € “Qy t! € @Y tales que t, = (t9,tl) para todo n < w. En busca de una contradiccién
supongamos que existe z = (z,y) € limt N A. Note que la continuidad de las proyecciones
correspondientes nos da z = limt° y y € lim ¢!

Consideremos dos posibilidades.

Caso 1: y # Z.

En esta situacién, hay b € Q \ Z que satisface y = {b}. Con la idea en mente de
corroborar que (z,b) € U, usemos la hipdtesis z € A para hallar (¢,d) € U con f(c,d) = z.
Luego, c =z y d € q(d) = {b}, es decir, (z,b) = (¢,d) € U.

Como U es abierto en Q x Q, existen VW € 7g tales que (x,b) € V. x W C U
y WNZ = (. Consecuentemente, ¢[W] € 7y y asi, f[V x W] =V x q[W] € 7x(2).
Naturalmente, esto nos lleva a que hay n < w tal que tfw \n| C f[V x W] C f[U] = A, una
evidente contradiccién a la igualdad AN B = ().

Caso 2: y =Z.

Definamos H := {n < w : t. = Z} y comencemos por suponer que |H| = w.

Como (z,Z) = z € A, existe b € Z tal que (x,b) € U y por ende es posible hallar
V,W € mgcon (z,b) € VxW C U. Ademas, como z = lim t%, la infinitud de H nos garantiza
que existe n € w tal que t2 € V y tL = Z; luego, (t2,b) € V x W y consecuentemente
th = (12 tL) = (10 Z) = f(t°,b) € f[V x W] C f[U] = A, lo cual es imposible.

Entonces, supongamos que |H| < w.

Afirmacién 2. Existe una sucesion u en QQ que converge a un nimero entero y de tal modo
que ¢ o u es una subsucesién de ¢!

Por la finitud de H hay m < w tal que t'[w \ m] N {Z} = 0. Entonces definamos
t:w — Y\ {Z} como t, = t'(n + m) para todo n < w. Observemos dos cosas: primero,
que la condicién Z € lim ¢! implica que  converge a Z y, segundo, que existe a : w — Q \ Z
con t, = {a,} para cada n < w.

Con esto en mente, para cada k € Z definamos E := {n € w : k < a, < k + 1}.
Argumentemos que hay k € Z tal que Ej es infinito.

En busca de una contradiccién, supongamos que |Ey| < w para todo k € Z. Entonces,

para cada k € Z existen b, ¢ € Q con la propiedad de que k < ¢ < a, < by < k + 1,

siempre que n € Ej. Asi, definamos V' := [,y (bk, cr1) N Q. Resulta que ¢[V] es un
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abierto en Y que tiene a Z como elemento y es ajeno con t|w], una contradiccién al hecho
de que Z es un limite de ¢. .

Por lo anterior, hay k € Z tal que Ej es infinito y en consecuencia existe una funcién
inyectiva g : w — Ej. Asi, a oy es una sucesién en el compacto [k, k + 1] y por ende
podemos fijar una funcién inyectiva f1 : w — w de modo que a o £y o £1 sea una sucesion
convergente en [k, k + 1].

Hagamos u := a o {y o £1. En vista de la igualdad g o a = t, deducimos que g o u es una
subsucesién de t'. Denotemos por r al limite de u y, en busca de un absurdo, supongamos
que r ¢ {k,k+1}. Fijemos r1,r3 € Q tales que k < r; <r <re < k+1. De esta manera, el
poner F := [r1,72] N Q, nos da ¢ ![Y \ q[F]] = ((—00,71) U (r2,00)) NQ y en consecuencia,
q[F] es cerrado en Y. Por otra parte, existe n < w que satisface ujw \ n] C (r1,72) y por
ende (qou)w\ n|] C ¢q[F]. A partir de lo expuesto en la seccién 1.4 se deduce que ¢ es
continua y de este modo, Z € lim (¢ o u) C ¢[F], lo que es imposible. Por lo tanto r € Z.

Segun la afirmacion 2, existen v € “Q y ¢ : w — w de manera que u converge a algin
entero 7, £ es inyectiva y g ou = t!' o £. Entonces, (t° o £, u) es una sucesién en Q x Q que
converge a (x,r). A partir de la hipdtesis z € A deducimos la existencia de un punto (c,d) €
U con f(c,d) = z, es decir, c =z y q(d) = Z; asi, d € Z 'y (z,d) € U. Luego, un vistazo a
nuestra definicién de U, en conjuncién con la relaciéon x ¢ {(—1)'v,, : i <2 A m < w}, nos
revela que, de hecho, {z} x Z C U y, en especial, (z,r) € U.

De los dos pérrafos anteriores se desprende que existe n < w con {(tY 0 ¢)(n),u(n)) € U

y, consecuentemente, f((t° o £)(n),u(n)) € A, lo que contradice el hecho de que

F(#7 0 O)(n),u(n)) = (" 0 O)(n), (' 0 )(n)) = (t o £)(n) € B.

3.1 Infimos y supremos

Para los resultados presentados en esta seccion serd necesaria teoria relacionada con
reticulas. Hagamos un repaso.

Dado un conjunto X, definimos 3(X) como la coleccién conformada por todas las
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topologias en X. Por otra parte, si 7,0 € ¥(X) decimos que 7 es mds fina que o si o C T,
y esta relacién serd denotada por o < 7. Naturalmente, esto hace de 3(X) un conjunto
parcialmente ordenado. M4és aun, argumentos rutinarios pueden ser usados para verificar
que si 0,7 € X(X), entonces 0 N 7 es una topologia en X que resulta ser mas fina que
cualquier cota inferior de {0, 7} en X(X), esto es, o0 N7 es el infimo de {o, 7} (ver [7, §2.1]).

Por otro lado, si denotamos por ¢ V 7 a la topologia que tiene por base a la coleccién

{UNV:Ue€o NV erT},

entonces o V 7T es el supremo de {o,7}. En resumen, 3(X) es una reticula (ver [7, §2.3]).

Para lo que sigue, convengamos en decir que una topologia o es Fréchet (respecti-
vamente, secuencial) si el espacio topolégico correspondiente es Fréchet (respectivamente,
secuencial).

A continuacién verifiquemos que la propiedad de Fréchet no se preserva bajo infimos.

Teorema 3.10. El infimo de dos topologias de Fréchet no necesariamente es de Fréchet.

Demostracion. Sea X := (w X (w+ 1)) U{p}, con p = (w,w). Para todo n < w, definamos

H, = ((w\n) x {w}) U{p}. La figura 4 ilustra cémo se ve el subconjunto H,, de X.

(n,w)

Figura 4.

En base a lo anterior y a la definiciéon 3.5, consideremos las colecciones

C={{z}: 2 e X\ {p}}U{Hy :n<w}y
Di={{z}:ze X\ (wx{whH}U{V)":n,m € w}.

Observemos que € y D son colecciones numerables que resultan ser bases para topologias
en X, a las cuales llamaremos o y 7, respectivamente. Asi, (X,0) y (X,n) son primero

numerables y por la proposicién 2.20, son de Fréchet.
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Por otra parte, sea (X, 7) la modificacién de Arens-Fort (ver lema 3.6) y verifiquemos
que 7 = oNn (observe que, en vista de la proposicién 3.7, esta igualdad finaliza la prueba de
nuestro teorema). Con la intencién de mostrar que 7 < o N7 fijemos B, un bésico canénico
de 7. Tenemos tres posibilidades.

Caso 1: Existe x € w X w que satisface B = {z}. Es inmediato que B € €N D y en
consecuencia, B € o Nn.

Caso 2: Hay n,m € w tales que B = V.. Por definicién p ¢ V", lo cual implica que
Vit eo.

Caso 3: B = B(n, f) para ciertos n € wy f € “w. En vista de que {p} y Vif(i) son
elementos de D para cada i € w \ n, deducimos que B € 1. Ademas, si z € B\ {p}, resulta
que {z} es un elemento de o con = € {x} C B. Por tltimo observemos que p € H,, C By,
en consecuencia, B € o.

Ahora, mostremos que c N7 < 7. Sean U € o Ny x € U. En primera instancia,
siz € wXw, es claro que {z} € 7y z € {x} C U; entonces, para el resto de la prueba
supongamos que x ¢ w X w. Tenemos dos casos.

Caso 1: = = (n,w) para algin n < w. Como U € 7, existe m < w tal que x € V* C U.

Caso 2: z = p. El hecho de que U € ¢ implica que hay m < w con la propiedad de que
H,, C U. Luego, para cada k € w \ m, las relaciones (k,w) € H,, C U € n implican que
existe f(k) € w con (k,w) € ka(k) C U. Definamos f(k) = 0, siempre que k < m, para

obtener f € “w de modo que p € B(m, f) CU. O

A continuacién argumentaremos que la propidedad de Fréchet tampoco se preserva
bajo supremos, en otras palabras, el supremo de dos topologias Fréchet no es necesariamente
Fréchet. Esto también ocurre para la secuencialidad, es decir, en general el supremo de dos

topologias secuenciales no es secuencial. Para esto requeriremos de un concepto nuevo.
Definicién 3.11. Si 7 € ¥(X), definimos la modificacién secuencial de T como
T = : uencialmen T n T)}.
# X\ A: A es secuencialmente cerrado en (X,

Es una prueba rutinaria (y por ende la omitiremos) mostrar que #7 € ¥(X). Note

que, por definicién, (X,7) es secuencial si y solo si 7 = #7. Ademads, como todo cerrado
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en (X, 7) es secuencialmente cerrado (ver lema 2.2), se sigue que que 7 < #7. Por todo lo

anterior, (X, 7) es secuencial si y solo si #7 < 7.

Teorema 3.12. En general, el supremo de dos topologias de Fréchet (secuenciales) no es

de Fréchet (secuencial).

Demostracion. Sea X = (w x w) U {p}, con p = (w,w). Lo que haremos a continuacién
serd definir dos topologias en X que sean de Fréchet (asi, aplicando el lema 2.19 resultaran
ser secuenciales) y cuyo supremo no sea secuencial.

Empecemos por definir, para cualesquiera n < wy f € “w,

My = ((w\n)xw)U{p} v  Np:=Up ,({k} x (w\ f(k))) U {p}.

Luego, argumentos rutinarios muestran que las colecciones

A={{z}:ze X\ {p}}U{M,:n<w}y

B:={{z} 2 e X\ {p}} U{Ns: fe“w}.

son bases para topologias en X, a las que denotaremos por 7y o, respectivamente. Ademads,
el hecho de que A sea numerable nos garantiza que (X, 7) es primero numerable y, conse-
cuentemente (ver la proposicién 2.20), (X, 7) es de Fréchet.

Afirmacién: (X, o) es de Fréchet.

En primera instancia, para todo A C X denotemos por A a la cerradura de A en (X, o).
Sean AC X yze A\ A.

En vista de que {y} € o para todo y € X \ {p}, deducimos que la condicién = € A\ A
implica que x = p. Con esto en mente, para cada ¢ < w definamos Ey := {n < w : ({,n) € A}
y verifiquemos que existe k < w con la propiedad de que |Ey| = w.

En busca de una contradiccién, supongamos que para toda £ < w se satisface que
|E¢| < w. Asi, existe f € “w tal que Ey C f(£) para cada { < w; en consecuencia, Ny es una
vecindad de p en (X, o) que es ajena con A, un absurdo.

Por lo tanto, hay k < w con la propiedad de que |Ex| = w y en consecuencia, existe una
funcién estrictamente creciente g : w — Fj. Definamos s € YA como s, := (k, g(n)), para

todo n < w. Mostremos, para finalizar la prueba de nuestra afirmacién, que p € lim,s.
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Sea h € “w. Como h(k) < w y g es estrictamente creciente, existe m < w de modo
que h(k) < g(m). Con la idea en mente de probar la inclusién sfw \ m] C Np, fijemos
i € w\m. Yaque m < i, al ser g estrictamente creciente, se tienen las desigualdades
h(k) < g(m) < g(i) y por ende, s; € {k} x (w\ h(k)) C Np.

Argumentemos ahora que 7 := 7V ¢ no es secuencial. Empecemos por notar que para
cualesquiera n < w y f € “w, (n, f(n)) es un elemento de M,, N Ny distinto de p, es decir,
M, N N¢ # {p}. En vista de que la coleccién {M, "Ny :n <wy f € “w} es una base para
(X,n) en p, esto nos garantiza que p no es un punto aislado de (X, n).

Finalmente verifiquemos que p es un punto aislado de (X, #n) para concluir que 1 # 71,
es decir, que (X, 7n) no es secuencial. Comprobaremos que, en (X,7), ninguna sucesién en
w X w converge a p y consecuentemente, X \ {p} es secuencialmente cerrado.

En la afirmacién 1 de la proposicién 3.7 se probé que ninguna sucesién en w X w converge
a p en la modificacién de Arens-Fort; en otras palabras, para cualquier s : w — w X w existen
n<wy f €“w con la propiedad de que para cada m < w se tiene que sjw \ m] € B(n, f)
(ver lema 3.6). Esto, aunado a la igualdad B(n, f) N X = M,, N Ny, nos garantiza que s no

converge a p en (X,n), tal y como queriamos. O

Finalizamos esta secciéon mostrando que a diferencia de la propiedad de Fréchet (ver
teorema 3.10) la secuencialidad si se preserva bajo infimos, es decir, el infimo de una familia
arbitraria de topologias secuenciales es secuencial. Este resultado requerird de un lema

previo.

Lema 3.13. Si 7,0 € %(X) son tales que o < T, entonces o < 77.

Demostracion. Sea U € #o. A continuacién argumentaremos que X \ U es secuencialmente
cerrado en (X,7) y en consecuencia, U € #7.
Fijemos s : w — X \ U y z € lim ;s. Dado que 7 es més fina que o, = € lim,s y por

ser X \ U secuencialmente cerrado en (X, o), deducimos que x € X \ U. O

Antes del presentar el ultimo resultado de este capitulo observemos que si F es una
familia no vacia de topologias en X, entonces argumentos rutinarios muestran que (| JF es

una topologia en X que resulta ser el infimo de F en 3(X). Por otro lado, el infimo de ()
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en X(X) es la topologia discreta en X.

Teorema 3.14. El infimo de una familia arbitraria de topologias secuenciales es secuencial.

Demostracion. Sea F C 3(X) una familia de topologias secuenciales y denotemos por o al
infimo de esta colecciéon. Entonces, para cada 7 € F se satisface 0 < 7 y por el lema 3.13,
#o < #7; por otra parte, al ser (X, 7) secuencial, resulta que 7 = #7. En resumen, #o es

una cota inferior de F en ¥(X) y, consecuentemente, 7o < 0. O
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CAPITULO 4: HIPERESPACIOS

En 1905 Dimitrie Pompeiu introdujo en su tesis doctoral la nocién de distancia entre
subconjuntos compactos del plano euclidiano (ver [8]). Posteriormente, en 1914, siguiendo
esta idea Felix Hausdorff define una métrica sobre la coleccion de los subconjuntos compactos
no vacios de un espacio métrico arbitrario. Actualmente esta métrica es conocida como la
métrica de Hausdorff. Esta definicién dio origen al estudio de espacios cuyos elementos son
conjuntos, los llamados hiperespacios.

Existen diversas topologias que pueden ser definidas sobre un hiperespacio, una de
estas topologias que serd empleada a lo largo de este capitulo es la topologia de Fell, que
fue definida por James Michael Gardner Fell en el ano de 1962 (ver [4]) para el desarrollo
de diversos resultados en C*-algebras.

En este capitulo se desarrollaran diversos resultados referentes a las propiedades de
secuencialidad y Fréchet en hiperespacios, para lo cual se requerira teoria previa.

En primer lugar, X siempre serd pensando como un espacio topolégico. Con esto en
mente, K(X) serd la familia conformada por todos los subconjuntos compactos de X y

CL*(X) serd la coleccién de todos los subconjutos cerrados de X, es decir,

CL*(X)={CCX:X\Cerx}

Mientras que C'L(X) representara la coleccién de todos los subconjuntos cerrados no vacios
de X; dicho de otro forma,

CL(X) := CL*(X)\ {0}.

En las ocasiones en que sea claro quién es el espacio X, simplemente escribiremos C'L* y
CL, dando por entendido que nos referimos a CL*(X) y CL(X), respectivamente.

Por otra parte, si A es un subconjunto de X, definimos a los conjuntos A~ y A" como

A= ={CeCL*X):CNA#0} y AT={CeCL*X):CC A}



Observemos que para todo A C X se tiene que () ¢ A~, es decir, A~ C CL(X).
La prueba del resultado siguiente es un céalculo rutinario y por este motivo la omitire-

mos.

Lema 4.1. Si A es una familia no vacia de subconjuntos del espacio X, entonces

<ﬂﬂ>+ — A" : A A}

Dicho esto, CL* (X) es el espacio topoldgico que resulta de dotar a CL*(X) con la

topologia que tiene por subbase a
{U7:U erx}U{CL*(X)}.

Ademsds, emplearemos el simbolo C'L_(X) para referirnos al espacio que se obtiene de
equipar a CL(X) con la topologia que hereda de C'L* (X). De este modo, la coleccién
{U™ : U € 7x} resulta ser una subbase para CL_(X).

Observemos que C'L*(X) es la tinica vecindad abierta de ) en CL* (X). De este hecho

se deduce el siguiente resultado.

Lema 4.2. Si A C CL*(X)\ {0}, entonces 0 € A(Clz (x)-

Demostracion. Fijemos A € A y notemos que, al definir s € “A como la sucesiéon constante

A, se satisface que () € lim ¢+ s, lo cual concluye la prueba. O

Enseguida definiremos otra topologia en el conjunto CL*(X) y para esto se requerira

de un nuevo concepto.

Definicion 4.3. Sea C un subconjunto de X. Decimos que C' es co-compacto si tiene
complemento compacto, es decir, X \C € K(X). Con esto en mente, CK(X) es la coleccién

de todos los subconjuntos co-compactos de X.

Con estos antecedentes, C'L% (X) representara al espacio topolégico que resulta de dotar
a CL*(X) con la topologfa que tiene por subbase a {CT : C € CK(X)}. Mientras que el

simbolo C' L4 (X) serd usado para representar al espacio que consiste de equipar a C'L(X)
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con la topologfa heredada de C'L* (X) y asi, la coleccién {W*\ {0} : W € CK(X)} es una
subbase para C'L, (X). La topologia 7¢ 1 (x) seréd llamada la topologfa de los co-compactos
en CL(X).

Con el propésito de de construir una base para C'L7 (X), argumentemos a continuacién

que la propiedad de co-compacidad es cerrada bajo intersecciones.

Lema 4.4. Sean Cy y C1 subconjuntos co-compactos de X y U € 7x. Entonces los sigui-

entes enunciados son verdaderos.
1. CoNCy es co-compacto.

2. CoUU es co-compacto.

Demostracion. La prueba de (1) se reduce a emplear las Leyes de De Morgan y recordar
que la unién finita de subconjuntos compactos es, nuevamente, un subconjunto compacto.
Con respecto a (2), observemos que X \ (CoUU) = (X \ Cp) N (X \ U), es decir,

X\ (CouU) es cerrado en X \ Cy y por ende compacto. O

Una consecuencia inmediata del primer inciso del resultado previo y del lema 4.1 es que
la coleccién {C* : C'€ CK(X)} es, de hecho, una base para CL% (X). Ademds, observemos

que para todo C € CK(X) resulta que ) € CT. De esto se deduce el siguiente resultado.
Lema 4.5. Sis:w — CL% (X) es la sucesion constante ), entonces lims = CL*(X).

Por otra parte, definimos CL}(X) como el espacio topolégico generado al darle a
CL*(X) la topologia que tiene por subbase a (note que X+ = CL*(X) y X € CK(X))

{U-:Uerx}u{CT:CeCK(X)}).

Esta topologia es conocida como la topologia de Fell en CL},(X). Es costumbre pedir que
X sea Hausdorff para definir dicha topologia (véase, por ejemplo, [6]), pero nosotros no lo
haremos. Ademés, CLp(X) representara al espacio que resulta de equipar a CL(X) con la

topologia que hereda de C'L%,(X).
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Con la idea en mente de producir una base para la topologia de Fell, tomemos U €

[Tx]<% y C € CK(X). Entonces definimos
U:C):={A€CLy(X): ACCAVU e WU NAZ#D)}.

Lema 4.6. La coleccion {{U: C]: U € [7x]<Y AC € CK(X)} es una base para CL%(X).

Demostracién. Veamos, en primer término, que si U € [7x]<¥ y C' € CK(X), entonces
[U : C] es un subconjunto abierto de C'L%. Si resulta que U = (), entonces [U : C] = CT.
En caso contrario, U # @) y en esta situacién [U: C]=CTN({U~ : U € U}.

Tomemos Ug, Uy € [rx]<¥ y Cy,C; € CK(X), arbitrarios. De acuerdo al lema 4.4,

CoNCy € CK(X). Por otro lado, argumentos rutinarios muestran que
[uO : C()] N [u1 : Cl] = [uO UlUp:CoN Cl]

Entonces, el paso final de nuestro argumento es notar que, para cualesquiera U € 7x vy

C € CK(X), se tienen las igualdades U~ = [{U}: X] y CT = [0 : C]. O

Observemos que de acuerdo a la definicién del supremo de dos topologias (ver seccién
3.1), el resultado anterior muestra que C'L},(X) es el supremo de CL* y CL%.

El siguiente resultado serd empleado ampliamente en la seccién 4.1.
Lema 4.7. Sea 7 € {CL* (X),CLu(X)}. Los siguientes enunciados son verdaderos.
1. La coleccion B := {Ct : C € CK(X)} es una base local para  en (.

2. Si A CCL*(X), entonces clp(A)\ {0} C clyz(A\{0})

Demostracion. Mostremos (1). En primera instancia, si B = Tory y por ende, 7 = CL",
es inmediato que B es una base local para . en (). Para el resto de la prueba supongamos
que S = CL%.

Sean U € [tx]<¥ y C € CK(X) tales que ) € [U : C]. Entonces U = () pues, en caso
contrario, existiria U € U de modo que U N # ), lo cual es imposible. En consecuencia,

U:Cl=[0:Cl=Ct.
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Ahora verifiquemos (2). Fijemos A € clz(A)\ {0} y U € 7,(A). Como A # (), resulta
queAeX etpyvas,0AUNX)NA=UNUNXT)=UN(A\ {0}). O

Lema 4.8. Si ¢ € {CL}(X),CL: (X))} y f : HOxH — H estd definida como f(A, B) =

AU B, entonces f es continua.

Demostracion. Notemos que si A, B y U son subconjuntos de X, entonces el enunciado
(AUB)NU # 0 equivale a la disyuncién ANU # 0 o BNU # (). Luego, para cualesquiera
A BeCL*yU € 7y,

U= (U xCL*)U(CL* xU™).

Similarmente, el que la condicién A U B C C sea equivalente a la conjuncion A C C'y

B C C implica que, para cualquier C' € CK(X),

et =ctxct

y esto finaliza nuestra prueba. O

La funcién presentada en el resultado previo habla de la unién de dos subconjuntos
cerrados arbitrarios de X. Para el propédsito de este capitulo resultard importante fijar un
subconjunto unipuntual de X y unirlo con subconjuntos cerrados de X. Con esto en mente

se tienen los siguientes conceptos.

Definicion 4.9. Sea X un espacio T7. Para cualquier punto x € X, denotaremos por ¢, a
la funcién de CL*(X) en CL(X) dada por ¢,(A4) := AU {x}. Se deduce del lema 4.8 que
si A € {CLy(X),CL% (X)}, entonces 9, : S — A\ {0} es continua.

Definicién 4.10. Siz € X, U € 7x y & C CL*(X), definimos
L Cp=(X\U)t={AeCL*X): ANU =0}y

2. Ay ={AU{z}: Ac A}.

98



Notemos que, cuando X es 71, resulta que Ay = ¢ [A] y Ay € CL(X). Ademsds,
como un argumento rutinario muestra que Cy = C'L * \U ™, el conjunto Cy es cerrado en

Haciendo uso de las definiciones anteriores se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.11. Si X es un espacio Th, x € X y U € 7x(x), entonces la funcion p, =

Yy | Cu es un encaje de Cy en CL3(X) con imagen cerrada.

Demostracion. Claramente, , es continua y nuestra definiciéon de Cy nos garantiza que
también es inyectiva. Asi que solo resta probar que es una funcién abierta sobre su imagen
para concluir que ¢, es, en verdad, un encaje.
Tomemos #/, un abierto de CL}, y sea A € #'NCy. Verifiquemos que existe ¥ € 7orx
tal que
wz(A) € ¥ Nimg g, C @ [# NCul. (4.1)

Sabemos que hay n < w, {W;:i <n} C 7y y C € CK(X) que satisfacen

Ac{Wiri<n}:C]CW.

Para cada i < n definamos V; := W; \ {z}. En vitud de que CUU € CK(X) (véase
lema 4.4), la coleccién ¥ := [{V; : i <n} : CUU] es un bésico de CL},. Afirmamos que ¥
satisface (4.1).

Es claro que ¢, (A) € imgp,; ademds A C C' y x € U, lo cual implica que ¢, (A) C
CUU. Por otra parte, la condicién A € Cy y nuestra eleccién de {W; : i <n}nosdax ¢ A
y ANW; # 0, siempre que i < n. Luego, para cada i < n, ¢, (A) NV; # 0.

Ahora, tomemos B € ¥ Nimgy,. Sea D € Cy con B = ¢,(D). Dado i < n, la
pertenencia B € ¥ nos da ) # BNV, = BN (W; \ {z}) y as{, DN W; # 0. Ademas, las
relaciones BC CUU y DNU = () implican que D C C'y, en consecuencia, D € # N Cy.

Finalmente, probemos que img ¢, = (CL*\ (U \ {z})”")N(CL*\ (X \ {z})"). Observe
que esto concluye la prueba porque el conjunto de la derecha es cerrado en CL7..

Sea B € Cy. Como BNU = (b, deducimos que ¢, (B) N (U \ {z}) = 0, es decir,
vz(B) ¢ (U \ {z})~. Por otro lado, = € ¢;(B) implica que ¢,(B) € X \ {z}, o sea,
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palB) ¢ (X \ {z])*.

Por dltimo, si A € (CL*\ (U \ {=})7) N (CL*\ (X \ {z})"), la condicién A ¢ (U \
{z})"U(X\{z})" produce ANU C {2}y AL X \{z}, esto es, ANU = {z}. Asi, x es un
punto aislado del conjunto cerrado A y, de esta forma, A\ {x} es un subconjunto cerrado de
X que es ajeno con U. De todo lo anterior se deduce que A\ {z} € Cy y . (A\ {z}) = A.

O

A partir de este momento supondremos que el lector estd familiarizado con el material

que inicia en la definicién 2.31 y finaliza en el teorema 2.43.

Lema 4.12. Sean X un espacio T, x € X, U € 7x(x) y &/ C Cy. Entonces, para cada

a<w1,

(ﬂ(a))x — (ﬂx)(a)’

donde los derivados secuenciales se calculan en CL%,(X).

Demostracion. Por el teorema 4.11, img ¢, es un subconjunto cerrado de CL}, y ademas
Ay = pu[f] C imge,. En consecuencia, el corolario 2.42 nos permite deducir que el a-
ésimo derivado de &7, en img ¢, coincide con el a-ésimo derivado de <7, en C'L%. Por otra

parte, el lema 2.36 nos garantiza la inclusién
(@), = 0a[ ] C (gul])@) = ().
Similarmente, por el teorema 4.11, ¢t : img @, — CL% es continua y, por el lema 2.36,
03 ()] C (07 ' []) @) = (.

Finalmente, el tomar imagenes directas bajo ¢, en sendos lados nos da la inclusién restante.

O
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4.1 Estrechez numerable

Decimos que el espacio topolégico X tiene estrechez numerable si para todo A C X y

r € A existe B € [A]S¥ tal que = € B, es decir,
A=|J{B:Be[A]*}.

Lema 4.13. Todo espacio secuencial tiene estrechez numerable.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio secuencial y fijemos A C X. Hagamos
H = J{B : B € [A]S*} y notemos que H C A. Entonces solo resta probar que A C H.
Para esto mostremos que H es secuencialmente cerrado.

Fijemos s € “H arbitraria. Sabemos que para toda n < w hay B, € [A]S¥ con la

propiedad que s, € B,. Con esto en mente definamos B := | B,. Es inmediato que

nw

B € [A]S¥ y s, € B, C B para cada n < w. Asfi, aplicando el lema 2.2, lims C B C H.
Por tltimo, en vista de que A estd claramente contenido en H se satisface la inclusién

A C H. De esta manera, como H es secuencialmente cerrado en el espacio secuencial X,

la contencion previa se transforma en A C H y, en consecuencia, obtenemos la igualdad

A=H. U

Por otra parte, diremos que X es de Lindeldf si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta numerable.

El propésito de la presente seccién es probar que si CL(X) con la topologia de Fell o la
de los co-compactos es secuencial, entonces X es de Lindel6f. Comenzaremos por desarrollar

resultados previos que nos permitiran llegar a dicha conclusion.

Lema 4.14. Suponga que X es un espacio de Hausdorff no compacto y que
H € {CLp(X),CLy(X),CLRp(X),CLL(X)}.

Si A tiene estrechez numerable, entonces existe Y € [ X|S¥ tal que Y ¢ K(X).

Demostracion. Como X es no compacto, X resulta ser infinito; en particular hay xg,z; €

X tales que xg # x1. Ahora, fijemos Uy € 7x(x¢) y Uy € 7x(21) con la propiedad de que
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UpNU;y =0, y definamos Fy := Uy y Fy := X \ Up. Observemos que, para cada i € {0,1},
F; es cerradoen X y x1_; ¢ F;.

Por otra parte, como X no es compacto y X = Fy U F}, existe ¢ € {0, 1} tal que F; no
es compacto. Probemos que {z;_;} es punto de adherencia de Z := {{x1_;,y} : y € F;} en
el espacio .7Z. Tenemos cuatro posibilidades.

Caso 1: 27 =CLp.

Sean U € [rx]<¥ y C € CK(X) tales que {z1_;} € [U: C]. Como F; es un cerrado no
compacto, F; € X \ C, es decir, hay y € F; N C. Luego, {z1—;,y} C C' y en consecuencia,
{1yt eU:CINZ.

Caso 2: /' =CL,.

Ya que la topologia de C L es més fina que la de C' L., el caso 1 implica que {z;_;} €

clep, Z Cclep, Z.
Caso 3: /7 =CL3.

Por ser C Ly subespacio de CL},, del caso 1 se deduce que {x1_;} € clors Z.
Caso 4: = CLY,.

Como CL4 es subespacio de C'LY, el caso 2 implica que {z1-;} € clers Z.

S¥ con la propiedad que

Entonces, por la estrechez numerable de 7, existe Y € [Fj]
{z1-;} es punto de adherencia de {{z1_;,y}:y € Y}.

En busca de una contradicién, supongamos que Y es compacto. En esta situacién,
(X\Y)"N# € 70({x1-i}) vy en consecuencia, existe y € Y que satisface {z1_;,y} €

(X\Y)", estoes, y € X \Y, lo cual es imposible. En conclusién, Y no es compacto y esto

concluye la prueba. O

Enseguida, argumentemos que si X es Th y C'L(X) con la topologia de los co-compactos
(respectivamente, de Fell) tiene estrechez numerable entonces C'L*(X) con la topologia de

los co-compactos (respectivamente, de Fell) también tiene estrechez numerable.
Lema 4.15. Dado X, un espacio de Hausdorff, hagamos
My = CLp(X), 74 := CLy(X), % :=CLp(X) y % = CL} (X).

Si A, coni € {0,1}, tiene estrechez numerable, entonces ¥; también tiene estrechez nume-

rable.
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Demostracién.  Fijemos i € {0,1}. Tomemos A C CL* y A € clg,(A) \ {0}. En esta
situacién, el inciso (2) del lema 4.7 implica la pertenencia A € cl,z A y en consecuencia,
existe B € [A]S¥ tal que A € clyz B C clg, B.

Para el resto de la prueba consideraremos que () € cly, A. Si X es compacto, () es co-
compacto y como @t = {0}, se sigue que {0} es abierto en %; y por ende, ) € A. Definiendo
B = {0}, resulta que B € [A]S¥ y 0 € cly, B.

<w

Ahora supongamos que X no es compacto. Por el lema 4.14, hay Y € [X]S* con la

propiedad de que Y ¢ K(X). Fijemos y € Y y definamos
AV :={AcA:y¢ A}

Afirmamos que ) € cly, AY.

Con el inciso (1) del lema 4.7 en mente, tomemos C € CK(X). Como X \ {y} €
CK(X), el inciso (1) del lema 4.4 nos da C' \ {y} = CN (X \ {y}) € CK(X) y por ende,
(C\ {y})*t € 74(0). Entonces, existe A € A tal que A C C\ {y} y en consecuencia,
A € AYNCT, lo cual prueba nuestra afirmacion.

Empleemos la continuidad de v, (ver definicién 4.9) para obtener (recuerde la definicién

4.10)

{y} = by (0) € Pylcly, AY] C el (hy[AY]) = el (AY),.

Ahora, la estrechez numerable de % nos da BY € [AY]S¥ con la propiedad de que {y} €
L (BY)y.

En resumen, para cada y € Y existe BY, un subconjunto numerable de AY, de forma
que {y} € cly (BY),

Finalmente, hagamos B := [J{BY : y € Y} (notemos que B € [A]S¥) y verifiquemos
que () € cly, B.

Nuevamente, con el inciso (1) del lema 4.7 presente, sea C € CK(X). En vista de que
Y es un cerrado no compacto, se tiene que C NY # (. Por ser X de Hausdorff resulta que
C € 7x v en consecuencia, C NY # (). Fijemos, pues, y € C NY para obtener que CT es
una vecindad abierta de {y} en J%; luego, C* N (BY), # 0, es decir, hay A € BY tal que
AU{y} € C*. En conclusién, A € Ct NBY C C* N B. O
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El siguiente resultado establece una condicién suficiente sobre C'L*(X) con la topologia

de los co-compactos o de Fell para poder deducir que X es de Lindelof.

Lema 4.16. Sea ¢ € {CL%(X),CLy(X)}. Si A tiene estrechez numerable, entonces X
es de Lindelof.

Demostracion. Tomemos U, una cubierta abierta de X. Definamos A := {X \|JV:V €
[U]<“} v mostremos que 0 € cl,» A.

Sea C € CK(X). Como X \C € K(X)y X\ C CJU, obtenemos V € [U]<“ tal que
X\C C V. Asi, X \JV es un elemento de AN C*. Luego, el inciso (1) del lema 4.7 nos
da lo deseado.

Por la estrechez numerable de J# existe {V,, : n < w} C [U]<¥ de modo que ) es punto
de adherencia de {X \ UV, : n <w} en J. Solo nos resta verificar que X C {J,,,(LU V).

Consideremos x € X. Tenemos que X \ {z} € CK(X) y por ende, (X \{z})T € 7(0).

De esta manera, hay m < w tal que X \ UV, € (X \ {z})" y en consecuencia, z € | JV,, C

Un<w(UVn). O

Con toda la teoria desarrollada previamente resulta sencillo mostrar el resultado prin-

cipal de esta seccién.

Teorema 4.17. Sean X, un espacio de Hausdorff, y # € {CL(X),CLy(X)}. Si #\{0}

es secuencial, entonces X es de Lindeldf.

Demostracién. Por lema 4.13, 7 \ {0} tiene estrechez numerable, asi que el lema 4.15
implica que 7 también posee esta propiedad. Finalmente, por el lema 4.16, X es de

Lindelof. O

4.2 Orden secuencial

Para esta seccién es necesario familiarizarse con la definicién 2.39.
Teorema 4.18. Si X es un espacio topoldgico T1, los siguientes enunciados son verdaderos.
1. Cuando | X| > 1, os(CL* (X)) = 0s(CL_(X)).
2. La condicion | X| =1 implica que os(CL_(X)) =0 y os(CL* (X)) = 1.
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Demostracion. Comecemos por suponer | X| > 1y verifiquemos la desigualdad
os(CL* (X)) < os(CL_(X)). (4.2)

En primer lugar, si 0s(CL_) = oo, la desigualdad (4.2) es inmediata. Para el resto de la
prueba supongamos que existe a < w; tal que v = os(C'L_) y verifiquemos que para todo
ACCL*,

clops AC A, . (4.3)

Antes de iniciar nuestro argumento, note que de (4.3) y el inciso (2) del lema 2.38 se
deduce que A(C(‘lfz*, es cerrado en C'L* y como A fue arbitrario, ya tendriamos os(CL* ) < a.

Regresando a (4.3), analicemos dos casos.

Caso 1: A € {0,{0}}.

Si A = 0, es inmediato que A es cerrado. Ahora supongamos que A = {0} y argu-
mentemos que CL*\ A = X~. En efecto, si A € X, entonces ANX # () y en consecuencia,
A # (), lo cual implica que A ¢ A. Por otro lado, si A € CL*\ A, resulta que A es un
cerrado no vacio de X y por ende A € X ™.

Finalmente, por el inciso (1) del lema 2.32 y la desigualdad « > 0, tenemos (4.3).
Caso 2: A ¢ {0,{0}}.

Para cualesquiera B C CL*, € C CL y 8 € ON, hagamos

BB .= B(C/?L)i y bl .= e(CﬁL)_'

Mostremos enseguida que (A \ {#})1) =AM,

Por el inciso (2) del lema 2.32, basta verificar que A1 C (A \ {#})D). Sea 4 € AD,
Comencemos por suponer que A # (). En esta situacién, X~ € 7o+ (A). Ademds, sabemos
que existe s € YA que satisface que A € lims y en consecuencia, hay m < w tal que
slw\ m] € X~. Definiendo t : w — A\ {0} como t,, := s,4m para cada n < w, resulta que
A € limt.

Por otro lado, si A = ), la hipdtesis del caso que estamos analizando nos da A\ {0} # (
y por el lema 4.2, § € (A\ {#})D).

En vista de lo anterior, el corolario 2.33 produce la igualdad (A \ {#})(®) = A,
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Ademas, por el caso 1, {(} es cerrado en C'L* vy, por ende, C'L es un abierto en C'L* ; asf,

aplicando el inciso (1) del teorema 2.41,
(AN {0 = (AN {0H @ nCL =A@ nCL; (4.4)
ademads, nuestra elecciéon de « garantiza que

(AN{ID™ = clor_ (AN {0}) = clor- (AN {0}) N COL. (4.5)

Entonces, de (4.4) y (4.5) se obtiene la igualdad A N CL = clgps (A\ {#}) N CL.

A continuacién argumentemos que clor+ (A)NCL C A@NCL. Sean A € cleps (A)NCL
y U € 1or (A). Como A # (), resulta que V := U\ {0} € 7¢r+ (A) y por ende, ) #VNA C
UN(A\ {0}); en otras palabras, A es un punto de adherencia de A \ {0} en CL*. Luego,
solo nos resta invocar la igualdad presentada al final del parrafo previo.

Con la idea en mente de probar que a > 1, mostremos que C'L_ no es un espacio
discreto. Para esto notemos que, si z € X, n < wy {U; : i < n} C 7x son tales que
{z} € Mic, U;, entonces para cada i < n se satisface la pertenencia z € X N Uj;, lo cual

implica que X € U, y, en consecuencia, garantiza que {X}N(,_,, U, # 0. Esto demuestra

<n
que todo z € X cumple que {z} es un punto de adherencia de {X}. De esta forma, la

condicién |X| > 1 garantiza que {X} no es cerrado en C'L_; en especial, CL_ no es un

espacio discreto.

Ademas, aplicando el lema 4.2 y el inciso (1) del lema 2.32 obtenemos la inclusién
peAd) c A y en consecuencia, clorx A C A

Finalmente, observemos que C'L(X) es un abierto de CL* (X) y asi, el inciso (2) del
teorema 2.41 aunado a la desigualdad (4.2) implican la igualdad buscada.

Ahora probemos (2). Observemos que, como CL = {X}, CL_ es un espacio discreto;
en especial, o0s(CL_) = 0. Por otra parte, sea A C CL*. Si A € {CL*,{0},0}, A= Ag)l)li es
cerrado en CL*. Cuando A = {X}, el lema 4.2 nos da ) € A(Clz*_ y por ende, A(Clz*_ =CL*.

En conclusién, os(CL* ) = 1. O

Lema 4.19. Sean X un espacio Ty y # € {CL(X),CL,(X)}. Si D es un subconjunto
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infinito numerable de X sin puntos de acumulacion, entonces cualquier funcion biyectiva

1

s:w — [D]' es una sucesion en A que converge a ().

I una funcién biyectiva y argumentemos que () € lim ys.

Demostracion. Sea s : w — [D]
Con el inciso (1) del lema 4.7 en mente supongamos, en busca de una contradiccién, que
C € CK(X) es tal que para toda k < w existe ny € w\k con la propiedad de que s(ny) ¢ C™,
es decir, s(ng) C X \ C.

Definamos E := (J{s(nk) : £ < w} y observemos que £ C D. Por ende, F no tiene
puntos de acumulacién en X, en otras palabras, F es un subespacio discreto y cerrado de

X. Por otra parte, notemos que E C X \ C' y en consecuencia, E es compacto en X. Lo

anterior implica que |F| < w, que contradice la inyectividad de s. O

El siguiente resultado (haciendo uso del lema anterior) establece cual es la relacién que

existe entre el orden secuencial de C'L4 (X) y el orden secuencial de C'L% (X).

Teorema 4.20. S5 X un espacio de Hausdorff, entonces

0s(CL% (X) < os(CL4 (X)) + 1. (4.6)

Demostracion. En primer lugar, si 0s(CL4) = 00, (4.6) es inmediata. Para el resto de la
prueba supongamos que hay a < wj con la propiedad de que o = os(CLy) y mostremos
que para todo A C CL*, clery A € A(C?L?). Esto nos permitird aplicar el inciso (2) del
lema 2.38 para obtener que el (a4 1)-ésimo derivado secuencial de cualquier subconjunto
de CL* es cerrado en CLY y en consecuencia, os(CL%) < a + 1.
Sea A C CL*. Observemos que si ) € A, el lema 4.5 y el inciso (1) del lema 2.32
(a+1)

implican que CL* = Agzi - ACLi . Para el resto del argumento demos por hecho que

() ¢ Ay, con la intencién de simplificar nuestra notacién, para cada € ON definamos
— 1B — 1)
AP = A,y AP=AL

Observemos que la eleccién de o garantiza la igualdad AlY = clgp, LA =cle I (A)NCL.

Ademis, por el lema 2.35 tenemos que Al C A@) y en consecuencia,

clers (A) NCL CA®, (4.7)
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En caso de que ) ¢ clers Ao B e A se sigue de (4.7) que clery A C A v més ain,

a+l) " Entonces, para el

el inciso (1) del lema 2.32 nos llevarfa a la inclusién clezs A C Al
resto de la prueba supongamos que ) € clg L (A) \ A, Mostraremos a continuacién que
A = CL.

La inclusién de izquierda a derecha es corolario de nuestra hipétesis () ¢ A@ - Solo
resta verificar que CL C A, Sean A € CLy V € CK(X) tales que A € V*t. Como
0 € clers A (véase lema 4.2), la pertenencia V¥ € 7ors () nos da 0 # VN A. Por otro
lado, las relaciones () ¢ Ay A = A0 C A nos garantizan que A = ANCL. Con todos
estos antecedentes, () # (V™ N CL) NA. En consecuencia, A € clor, A = Aled € Al

Probemos ahora que X no es compacto. En busca de una contradiccién supongamos
que X € K(X). En esta situacién, § € CK(X) y por ende 0" = {0} € 7¢r+ (). Por lo
tanto el hecho de que () € clg 51 A implica que @ € A, lo cual es absurdo.

Por otra parte, como os(CL4) # oo, de la definicién 2.39 y el teorema 2.40 se deduce
que C'Ly es secuencial. Asi, aplicando el teorema 4.17 obtenemos que X es de Lindeldf y
por ende, X no es numerablemente compacto (en caso contrario, X seria compacto). De
esta manera, existe D C X infinito numerable y sin puntos de acumulacién en X (véase
teorema 2.11).

Finalmente, la infinitud de D nos da una funcién biyectiva s : w — [D]!, y por el lema
4.19 resulta que () € lim s s; ast la igualdad A@ = CL implica que § € A+ y en
consecuencia, CL* = At 1o cual, naturalmente, nos permite concluir que ClCLi A C

A(ggil), tal y como se afirmo. O

A continuacién, argumentemos que en espacios de Hausdorff la secuencialidad de C L (X)

implica la secuencialidad de C'L},(X).

Teorema 4.21. Si X es un espacio de Hausdorff y os(CLp(X)) < w1, entonces os(CL}(X)) <

Wwi.

Demostracion. Con la intencion de simplificar la notacién, para cualesquiera A C CL*,

B C CLy a € ON definamos
A= aG)y =38

68



Este es buen momento para hacer una observacion que emplearemos un par de veces
en el transcurso de la prueba: la hipé6tesis 0os(C'Lp) < w1, en conjuncién con el lema 2.37 y

el inciso (1) del lema 2.32, nos garantiza que
para cualquier B C CL, clgr, B C Blenl, (4.8)

A continuacién verifiquemos que para todo A C C'L* se satisface clg LA C A1) v en
concecuencia, aplicando el inciso (2) del lema 2.38, ya tendrfamos que os(CL},) < w.

Sea A C C'L*, aplicando (4.8) obtenemos que
clopy (A\{0}) NCOL = clop, (A\ {0}) C (A\ {0}, (4.9)

Ademis, el lema 2.35 y el inciso (2) del lema 2.32 nos dan (A\{0})«1] C (A\{0})wD) C AW,
Esto aunado al inciso (2) del lema 4.7 y (4.9) implica que clors (A) \ {0} C A1) Por lo
tanto solo nos resta comprobar que si ) € clor; A, entonces () € Alwn),

En primer lugar, observemos que si ) € A, el inciso (1) del lema 2.32 nos da () € A®).
Entonces, para el resto de la argumentacién demos por hecho que @) € clg L (A)\ A.

Verifiquemos ahora que X no es compacto. En efecto, si X fuese compacto, se tendria
que 07 = {0} € 7¢r: y en vista de que ) es un punto de adherencia de A en CL7,,
deduciriamos que () € A, lo cual es absurdo.

Ahora, el teorema 2.40 implica que C'Lp es secuencial y asi, aplicando el teorema 4.17,
obtenemos que X es de Lindelof. Luego, el que X no sea compacto nos permite concluir
que X no es numerablemente compacto.

Por lo anterior, existe D C X infinito numerable y sin puntos de acumulaciéon en X
(véase teorema 2.11). Naturalmente, podemos fijar una funcién biyectiva s : w — [D]! y
asegurar, por el lema 4.19 que () € lim crxs. Tenemos dos posibilidades.

Caso 1: s[w] Cclor, A.

De (4.8) se deduce que s[w] C A1), Entonces, para cada n < w hay a, < w; que

satisface s, € Al Definiendo o := sup{a,, : n < w}, resulta que a < w; y slw] C Al

mas atn, por el lema 2.35 se tiene sjw] € A y por ende, § € (A@)D), Por tltimo,
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aplicando los incisos (1) y (3) del lema 2.32, deducimos que () € (A(®)1) = Ale+) C glwn),
Caso 2: Hay n < w con la propiedad que s, ¢ clor, A.

En esta situacién existen U € [7x]<¥ y C € CK(X) tales que s, € (U : C]y [U :
C]NA =0, es decir, para cada A € A hay U € U que satisface ANU =00 AZC.

Definamos B := {A € A: A C C}, observemos que B := CtTNA y ya que C es abierto
en CL%, el lema 1.2 nos da () € clors, B. Esta tltima pertenencia implica que U # 0, ya
que en caso contrario, B =) y asi, § € clors B = 0.

Por otra parte, sabemos que hay d € D con la propiedad que s, = {d}. Dicho esto,
hagamos V := [|U. La pertenencia s,, € [U : C] implica que V' € 7x(d). Ademas, si B € B,
tenemos que B C C'y como B € A, concluimos que BNV = (). En consecuencia, B C Cy
(ver definicién 4.10) y asf el lema 4.12 nos da (Bg)@) = (B«1)),,

Ahora, (4.8) implica que clor,(Bg) € (Bg)¥. En virtud de que § € clez; B, la
continuidad de ¢4 (ver teorema 4.11) nos da s, = ¢4(0) € cler,(Bg). En resumen, de

acuerdo al lema 2.35,

sn € (Bg)t) C (By) @) = (BEV),.

De este modo existe B € B“1) tal que s, = BU{d}, lo cual garantiza que B € {(}, {d}}. Por
otro lado, las inclusiones B C Cy C CL*\ V'~ producen las relaciones Blw1) C chL; B C
CL*\ V~. Esto y el hecho de que {d} € V™ nos permite deducir que B = ).

Por tltimo, el inciso (2) del lema 2.32 nos da () € B1) C AW, O

Enseguida, mostremos que bajo ciertas restricciones del espacio X se tiene que H €
{CL* (X),CL%(X),CL%} es secuencial si y solo si 3\ {0} es secuencial, es decir, el anadir

o remover el subconjunto vacio no altera la secuencialidad del hiperespacio.
Teorema 4.22. Los enunciados siguientes son ciertos para cualquier espacio X.

1. Si X es Ty, la secuencialidad de CL_(X) equivale a la de CL* (X).

2. Cuando X es de Hausdorffy # € {CL*(X),CLy,(X)}, se tiene que A es secuencial

siy solo si 0\ {0} es secuencial.

Demostracion. Antes de comenzar la prueba cabe mencionar que utilizaremos la equiva-

lencia a la secuencialidad presentada en el teorema 2.40.
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Sea X un espacio T}. Verifiquemos (1). Si os(CL_) < wy , del teorema 4.18 se deduce
que os(CL*) # co. Mientras que si CL* es secuencial, la igualdad CL = X~ junto con el
lema 2.3 nos da la secuencialidad de C'L_.

Ahora, demos por hecho que X es de Hausdorff y mostremos (2). En vista de los
teoremas 4.20 y 4.21, la condicién os( \ {0}) < wy implica que os(#) < w1 + 1 y esta
desigualdad, a su vez, nos garantiza (ver definicién 2.39) que J# es secuencial.

Para el resto de la prueba demos por hecho que 47 es secuencial y argumentemos que
2\ {0} también lo es. Tenemos dos posibilidades.

Caso 1: 7 = CL3.

En esta situacién, 2 \ {0} = X~ y en consecuencia, por el lema 2.3, 7 \ {0} es

secuencial.

Caso 2: = CLY.
)

Mostraremos que para todo A € CL, clgr, A C A((if)LlJr. Asi, utilizando el inciso (2) del
lema 2.38 obtendriamos que C'L es secuencial.

Para cualesquiera B C CL y @ € ON definamos

Q) . q(@) o] . mla)
B =B y  Bll=85 .
Comencemos por verificar que
para cualesquiera A C CL y o € ON, si ) ¢ A, entonces A®) = Al (4.10)

Emplearemos induccién transfinita sobre «, es decir, demos por hecho que « es un ordinal de
modo que para cualesquiera A CCLy < «, si () ¢ A®) | se tiene la igualdad AB) = Al8],
Sea A C CL con § ¢ A, El inciso (1) del lema 2.32 nos da que ¢ ¢ A®) para todo
B < a. Cuando a = 0, (4.10) es inmediata. Si o es un ordinal limite, A(®) = U5<a‘A(B) =
U6<a AlBl = Alel - Por Gltimo, asumamos que o = B+1, para algin 8 < «. Por el lema 2.35
basta probar que A C Al Sea A € A®. Por definicién, existe s : w — AP de forma
que A € lim CL% S Dado que §) ¢ A, se sigue que A € lim cr, 5. Ademads, la hipdtesis
inductiva nos garantiza que s es una sucesién en AlB] y, consecuentemente, A € Aled
Ahora, fijemos A C CL. Notemos que si § ¢ A1), 1a desigualdad os(CL%) < wy (re-

cuerde que, por hipétesis, CL* es secuencial) aunada a (4.10) nos da clgr, A C clg Ly A C
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A1l Entonces, para el resto de la prueba supongamos que ) € A®1).

Hagamos a := min {f < w; : § € AP} y observemos que la relacién A C CL nos da
a > 0. Si « fuese un ordinal limite, la condicién 0 € A implicaria la existencia de 8 < wy
con 0 € AP una contradiccién directa a la minimalidad de a. Por ende, existe v < « tal
que a = v+ 1.

Asi, hay s : w — A®) con la propiedad de que § € lim CLx: Sy por nuestra definicién
de a, ¢ A, Luego, de (4.10) obtenemos que s es una sucesién en AD). Dicho esto,
verifiquemos que CL C Alel.

Sea A € C'L. En vista de que s : w — AN, tinicamente debemos convencernos de que
A €limgr, s. Para esto, sea U € CK(X) con A € UT. Naturalmente, ) € U™ y, por ende,
hay n < w de modo que sjw\n] CUT nAM cutncCL.

Finalmente, arribamos a las relaciones clgr, A € CL C Alel - .A[“ﬂ, tal y como se

anuncié al principio del caso 2. O

Para finalizar esta seccién, demostraremos un par de resultados referentes a la propiedad

de Fréchet en hiperespacios.

Teorema 4.23. Sean X un espacio topoldgico Ty y € € {CLi(X),CL,(X)}. Si X
posee un subconjunto compacto con interior no vacio y A\ {0} es de Fréchet, entonces A

también es de Fréchet.

Demostracion. De acuerdo al teorema 2.43, basta mostrar que os(.#’) < 1. Para esto

argumentemos que para todo A C C'L* se tiene que cl A C A(l) y en consecuencia por el
inciso (2) del lema 2.38 y el lema 2.37, ya tendriamos que .7 es de Fréchet.

Para cualesquiera A C CL* y B C C'L definamos

AW = .A_(];,) y B .= B%\{@}.

Dicho esto, sean A C CL* y A € cly A. En primera instancia supongamos que A # (.
Tenemos dos posibilidades.
Caso 1: /= CL.

Si ) € A, del lema 4.5 se deduce que CL* = AN, Ahora, si § ¢ A, el hecho de

que A # () implica que A € clgr, A y por ser CLy de Fréchet, existe s € “A tal que
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A€limer, s Climeps s. Por lo tanto A € AW,
Caso 2: 7 = CL7.

Como A # 0, el inciso (2) del lema 4.7 implica que A € clor, (A \ {0}) y al ser CLp
de Fréchet, clop,. (A\{0}) = (A\ {0}, Finalmente, aplicando el lema 2.35 y el inciso (2)
del lema 2.32 obtenemos que A € (A\ {#}H)1 C (A \ {p})D c AW,

Para el resto de la prueba demos por hecho que A = (.

Por hipétesis existen K € K(X) y # € X tales que € int(K). Definamos B :=
AN (X \ K)t y observemos que, por ser (X \ K)* abierto en J#, el lema 1.2 implica que

A € clyy B. Ademds, como 1, es continua (ver definicién 4.9),

{z} = 1¥2(0) € clp ¢2[B] C clir By

y por ser 7\ {@} de Fréchet, hay s : w — B, que satisface {z} € lim y (g} 5.

Por otra parte, para toda B € B se tiene que B C X \ K. En particular, z ¢ B.
Entonces, el definir ¢, := s, \ {} para toda n < w nos produce ¢t € “B.

Por ultimo, argumentaremos que () € lim ,-t. Con la idea de usar el inciso (1) del lema
4.7, sea C € CK(X) y definamos D := C'Uint(K). Es inmediato que € D y por el inciso
(2) del lema 4.4, D € CK(X); en consecuencia, D™ N CL € Ty gy ({x}).

Por lo tanto existe m < w tal que para toda n € w \ m se tiene que s, C D; lo cual,
aunado al hecho de que t,, C s,, para cada n < w, implica que tw\m] C DT. Ademaés, para
cada n € w\ m se tiene que t, C X \ K y por ende t, Nint(K) = 0. Asi, tfw\ m] C CT.

O

El corolario subsecuente es un andlogo al teorema 4.22, pero con la propiedad de

Fréchet.
Corolario 4.24. Los enunciados siguientes son verdaderos para cualquier espacio X .
1. Si X es Ty, CL_(X) es de Fréchet si y solo si CL* (X) es de Fréchet.

2. Si H € {CLY(X),CLR(X)} y X tiene un subconjunto compacto con interior no

vacio, entonces H \ {0} es de Fréchet si y solo si & es de Fréchet.
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Demostracion. Cabe mencionar que a lo largo de la prueba se usara la equivalencia de la
propiedad de Fréchet presentada en el lema 2.43.

Comencemos por suponer que X es 77 y argumentemos (1). Si CL* es de Fréchet, el
lema 2.18 nos da que C'L_ es de Fréchet. Ahora, si C'L_ es de Fréchet, aplicando el teorema
4.18 obtenemos que os(C'L* ) < 1, es decir, CL* es de Fréchet.

Por 1ltimo, verifiquemos (2). Demos por hecho que 5\ {0} es de Fréchet. De acuerdo
al teorema 4.23, resulta que 7 es de Fréchet. Mientras que si 7 es de Fréchet, por el lema

2.18, 2\ {0} también es de Fréchet. O

Como se mencioné al inicio del capitulo, la topologia de C'L},(X) es el supremo de
las topologias de CL* (X) y CL* (X), por lo que es natural preguntarse si existe alguna
implicacién sobre CL* (X) y CL% (X) cuando CL},(X) es de Fréchet. La respuesta a esta

pregunta se muestra a continuacion.

Teorema 4.25. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Si CL}(X) es de Fréchet,
entonces CL% (X) y CL* (X) son de Fréchet.

Demostracién. A continuacién argumentemos que CL% es Fréchet. Sean A C CL* y
A € clepy A. Definamos B := {B € CL* : 3D € A(D C B)} y mostremos que A € clor;, B.

Con lo anterior en mente, fijemos U € [7x]<“ y C' € CK(X) tales que A € [U: C]. En
particular CT € yein (A), lo cual implica que existe D € A tal que D € CT. Ahora, sea
B =AUD. Observemos que B € B y el hecho que A C C, aunado a que D C C implican
que B € C*. Adem4s para toda U € U se tiene que A € U™, es decir, ) # ANU C BNU
y por ende, B € [U: C] N B.

Por ser CL}, de Fréchet, existe t € “B tal que A € lim crt, y por la seleccion de B,
para cada n < w hay s, € A con la propiedad de que s, C t,, asi s € “A. Finalmente,
verifiquemos que A € lim ¢y, s.

Sea C € CK(X) tal que A € CT, observemos que C" es un abierto de CL}. y por
ende, existe m < w que satisface s[w \ m] C CT, es decir, para cada n € w \ m se satisface
sn C C; lo cual, sumado al hecho de que t,, C s, para toda n < w, nos da t{w\ m] C C™.

Ahora, verifiquemos que C'L* es de Fréchet. Sean A C CL* y A € clgr+ A. Conside-

remos B := {B € CL*: 3D € A(B C D)} y argumentemos que A € clors B. Para esto,
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tomemos U € [rx]|<* y C € CK(X) tales que 4 € [U: C].

SiUl = 0, por ser X de Hausdorff, resulta que C' € Tx y en consecuencia, C~ € 7o+ (A).
Asi, hay D € A que satisface D N C # (), es decir, existe z € D N C. Es claro que
{z} € BNCT =BnN[U: C]. Para el resto de la argumentacién supongamos que U # ().

Como A C C, para cada U € U se satisface que AN (UNC)=ANU # () y por ende,
W:=({UNC)” : U €U} € 7¢r (A). En consecuencia, existe D € A tal que D € W.
Luego, para cada U € U hay ziy € DN(UNC). De esta forma, {zy : U € U} es un elemento
de BnU:C].

Asi, por ser C L} de Fréchet, hay t € “B que satisface A € lim ¢px ¢ y por la definicién
de B, para toda n < w existe s, € A con t, C s,. En consecuencia, s € “A. Verifiquemos
que A € lim ¢+ s.

Sea U € 7x tal que A € U~. Naturalmente, U~ € TCL}(A) y por la convergencia de t,
hay m < w tal que t[w \ m] C U, es decir, para todo n € w \ m se tiene que t, NU £ 0 y

por ende, s, NU # ). Finalmente, sjw\m] CU". O

El teorema previo también es cierto cuando se sustituye la propiedad de Fréchet por
la secuencialidad, sin embargo, la prueba de tal resultado estd fuera del alcance de este
trabajo por lo le sugerimos al lector interesado en esta demostracién consultar [2, pag. 269,

Proposicién 3.5].
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