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Resumen

En este trabajo se estudia el efecto de términos con derivadas superiores
en el potencial efectivo de una teorfa con un campo escalar del tipo ¢.
Para ello, se calculd el potencial efectivo a 1-lazo de la teoria sin el término
con derivadas superiores y, posteriormente, se calculé el mismo potencial
tomando en cuenta el término con derivadas superiores. Esto se hizo para
comparar ambos resultados. De esta comparacion puede notarse que el efecto
del término con derivadas altas es de “bajar” el minimo del potencial con
respecto al caso sin éste. Una vez obtenidos estos resultados, se incorpora un
bano térmico a la teoria, encontrando asi que, a medida que el valor de la
temperatura crece, la simetria rota en el potencial se ve restaurada.
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Introduccion

Durante anos el ser humano ha intentado explicar, con cierta satisfaccion,
el inicio y la estructura del Universo como lo conocemos. Entre los diferentes
modelos que se han propuesto, el mas aceptado actualmente es el del Big
Bang, pues encaja adecuadamente con las evidencias observables. Sin em-
bargo, existen caracteristicas que no pueden obtenerse inicamente con dicho
modelo como la homogeneidad y la planicidad del Universo [1].

A estas dificultades se les conoce como el problema de condiciones iniciales
ya que, para obtener las caracteristicas antes mencionadas, la densidad de
energia existente y el campo inicial de velocidades debieron cumplir con cier-
tos valores. Dichos valores no eran obtenidos iinicamente mediante el modelo
del Big Bang (que contaba con una expansién desacelerada) [2], por ello,
era necesario extender el modelo para solucionar este problema. Fue en 1980
que se propuso un periodo de expansion acelerada llamada inflacion cosmica,
con el cual se satisfacian las condiciones necesarias para un universo plano y
homogéneo [3].

La inflacién debe ser un periodo en el que la gravedad acttie de forma repul-
siva, de tal manera que si se toma la ecuacion de Friedmann

. AnG
a= —T(5+3p)a (1)
es facil notar que esta expansion acelerada se logra si
(e +3p) < 0. (2)

Un buen candidato es un campo escalar, ya que la relacién entre su densidad
de energia

= P V() 3
y presion .
p= 56 - V(o). @)
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2 INDICE GENERAL

cumple con la Ec. cuando el campo es espacialmente homogéneo (sus de-
rivadas espaciales no contribuyen) y tiene una energia cinética muy pequena
en comparacion con su energia potencial. El campo que cumple con las ca-
racteristicas aqui mencionadas, es uno de los mejores candidatos para dotar
al Universo de una etapa de expansion acelerada. A este campo escalar se le
ha dado el nombre de inflatén [1].

El problema que se abordara en el presente trabajo de tesis puede ser rele-
vante en el estudio de la fisica de universo temprano, en particular durante
dicho periodo inflacionario [4] en donde, debido a la gran cantidad de energia,
campos escalares tienen acceso a escalas muy pequenas del espacio (~ 1073
m, escala de Planck) donde los efectos de gravedad cudntica se vuelven im-
portantes [5]. Estos campos, al sondear estas regiones, recolectan informacién
sobre la estructura del espacio, la cual podria tener un efecto importante en
la evolucién posterior del universo |6] y haber dejado una huella en la radia-
cién cosmica de fondo muy bien definida.

El modelo inflacionario sobre el que se trabaja es el de la inflacion tibia, en
el cual no es necesario que exista una etapa super fria entre la inflacién y el
periodo de recalentamiento [7]. De manera que, contrario a lo que proponen
los primeros modelos de inflacion, existe interaccién del campo inflaténico
con otros campos durante todo el proceso de expansion. Se propone que el
campo inflaténico pasa por una transiciéon de fase durante la cual va decayen-
do siendo una fuente de radiacién que ayuda a mantener el equilibrio térmico
durante el periodo inflacionario. En este modelo, el campo inflaténico tiene
como ecuacion de movimiento la siguiente

G+ (BH+T)d+ Vi =0,

en donde H es el pardmetro de Hubble, V1, es la derivada con respecto de
¢ del potencial efectivo y I" es el término de friccion asociado a la radiacién
durante el periodo inflacionario. Para que el modelo de inflacién tibia sea
valido, es necesario que I' > 3H.

Este trabajo de tesis se centra especificamente en el potencial efectivo del
campo inflaténico ya que al estudiar los efectos de gravedad cuantica a través
de modelos efectivos con derivadas altas, tipo Lee-Wick [8], y ver su efecto en
el estado base de la teoria, se busca obtener una observable que nos permita
verificar estas teorias.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se abordaran conceptos basicos y herramientas que seran
utiles para abordar el problema de céomo surge la idea de utilizar derivadas
altas en teoria cuantica de campos.

1.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Como sabemos, el mundo cuéntico se crey6 bien descrito durante mucho tiem-
po por la ecuacién de Schrodinger. Esto cambié cuando el mismo Schrodinger
intenté unir a la mecénica cudntica con la relatividad especial [9], es decir,
describir a particulas cuanticas que viajan con velocidades cercanas a las de
la luz. Para ilustrar un poco, veamos brevemente céomo es la transicion del
Hamiltoniano clasico a la ecuacién de Schrodinger.

Partiendo del Hamiltoniano de una particula libre en mecanica clasica

=2 (1.1)

donde H es el Hamiltoniano, p es el momento y m la masa de la particula.
Ahora, H y p se promueven a operadores, esto es ]

N 0

p—p=—iV.

ILa notacién estard dada en unidades naturales G =h=c=1
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De esta manera, al sustituir estas expresiones en el Hamiltoniano de la Ec.
(1.1]) se obtiene la ecuacién de Schrodinger para una particula libre

i—p(x,t) = —imv%zs(x, t), (1.3)

donde ¢(x,t) es la funcién de onda de la particula sobre la cual actuan los
operadores H y p. Esta ecuacion sirve para describir particulas a bajas ve-
locidades, pero no puede hacer lo mismo con particulas relativistas, ya que
no es invariante de Lorentz y esto puede notarse debido a que las derivadas
espaciales y temporales son de diferente orden.

Para el caso relativista debemos tomar la relaciéon de dispersién de una
particula relativista libre con momento p y masa m, esto es

E =+/p?+m?, (1.4)

de modo que al usar la Ec. ((1.2) en la Ec. (1.4]), obtenemos
0
iy = V—=V2Z+m?2¢. (1.5)

Pero, de nuevo, esto no es covariante y por si fuera poco, se tiene un operador
diferencial dentro de una raiz, algo que no parece muy practico ya que esa
operacién no esta bien definida [9).

Para evitar estos problemas, se elevan al cuadrado ambos lados de la relacién
de dispersion en , obteniendo asi

E?* = p* +m?, (1.6)
y de nuevo sustituyendo (|1.2)) en la expresién anterior se obtiene

2
—% = (-=V*+m?)¢. (1.7)

Esta ecuacién puede ser escrita de forma compacta de la siguiente maneraﬂ

(9,0" +m*)¢ = 0, (1.8)

2Donde se ha empleado la notacién relativista 9*= (%, —6)7 Ou= (%, 6) y la con-
vencién de suma de Einstein 00, = 90y + 001 + 9%09 + 0°0s.
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La Ec. (1.8) es conocida como la ecuacién de Klein-Gordon. Dicha ecuacién
tiene como solucion mas simple una onda plana

P(x,t) = Ne 7, (1.9)

la cual describe a una particula libre relativista con masa m y cuadrimomen-
to pt = (:i: D2 —I—mQ,ﬁ).
Esta ecuacion fue descartada por un tiempo para describir particulas re-

lativistas debido a que, al momento de incorporar la Ec. ([1.6) también se
incorporan soluciones con energia negativa

P’ =E = —\/p?+m?, (1.10)

las cuales no tienen sentido fisico para particulas libres. Asimismo se observo
que la Ec. daba origen a una densidad de probabilidad que no es positiva
definida, por lo que la interpretacién probabilistica de la funcién de onda ya
no podia aplicarse. Para observar esto tultimo, tomemos la ecuacion y
su conjugado, esto es

(0,0" +m?)p = 0

(80" + m2)g* = 0. (L.11)

Si cada una de estas ecuaciones las multiplicamos por la izquierda por su
campo conjugado, las restamos entre si e integramos por partes, obtenemos

Oy (6706 — $0¢") = 0. (1.12)

Si al objeto dentro del paréntesis lo identificamos como la cuadricorriente J#,
esto es

= ¢ — 600"
= (5% 9) = (p,J),

con p la densidad de probabilidad y J la corriente de probabilidad, tenemos
que

(1.13)

0,.J" = 0, (1.14)

la cual es la ecuacion de continuidad.
Una vez obtenida la cuadricorriente J#*, veamos con detalle la componente

49, asociada a la densidad de probabilidad, dada por

jozp:i(gb*%_ ‘%’*), (1.15)

ot ot
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de modo que al sustituir la solucién (|1.9)), obtenemos
p=2|NE. (1.16)

De aqui, podemos observar que la energia, al tener valores tanto positivos
como negativos, provoca que p no sea positiva definida y, como sabemos,
no existen probabilidades negativas y por tanto p, o no podia interpretarse
como una densidad de probabilidad o habia que resolver el problema de las
energias negativas [9).

Estos problemas fueron retomados un par anos mas tarde por Dirac, quien
resolvié el problema de que la densidad de probabilidad fuera positiva defini-
da. Sin embargo, el problema de la existencia de estados con energia negativa
seguia presente. Para resolver esto Dirac debid darle una interpretacion dife-
rente a la que se tenia, proponiendo un mar repleto de particulas con energia
negativa al cual, por principio de exclusiéon de Pauli, mas particulas con
energias negativas no pueden acceder. Dicha interpretacion, a pesar de haber
resuelto los problemas antes mencionados, no era del todo vélida, pues estas
ideas no podian ser aplicadas a bosones. Sin embargo, estas ideas son las
precursoras de la teoria cuantica de campos que se abordara en la siguiente
seccién [10].

1.2. Teoria Cuantica de Campos

Como ya se menciond, el mar de Dirac no resolvié del todo los problemas
que se tenian hasta el momento al querer unificar la mecédnica cuantica con la
relatividad especial, esto debido a que atn tenia ciertas inconsitencias fisicas
al querer integrar las ideas de la relatividad general a la teoria cuantica (para
més detalles ver capitulo 1 de la ref. [11]). A partir de estos problemas fue
posible entender que, tanto la Ec. como la de Dirac no podian describir
a una sola particula relativista ya que se tenian resultados que violaban la
causalidad. Con esta premisa nacié la teoria cuantica de campos, de la cual
se hara un breve resumen a continuacién, enfécandonos al caso particular de
una teorfia de campo escalar.
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1.2.1. Campo escalar

Hoy se sabe que la Ec. es una ecuacion de movimiento de una teoria
que describe a un campo escalar. Sin embargo, para llegar a esa conclusion
debi6 darse un salto conceptual fuerte en el cudl se pasa de considerar a ¢
como la funciéon de onda de una sola particula a considerarlo como un ope-
rador cudntico [12].

Ahora recordemos que para una teoria de campos clasica la accién es

S:i/d%ﬁwxh@, (1.17)

en donde L es la densidad Lagrangiana de la teoriaﬂ
La dinamica de una teoria de campo esta definida por las ecuaciones de
Euler-Lagrange

0.L oL
-0 = 0. 1.18
96 %300 (1.18)

Para el caso especifico que estamos estudiando, se tiene que la accion es

S— / B2 L(6,0,0) = / diz B (am)?—%m%? o (119)

cuya ecuaciéon de movimiento es la Ec. (L.8§)).

A partir de este formalismo puede estudiarse la teoria profundamente. Sin
embargo, para dar el salto al mundo cuantico es necesario trabajar en el
formalismo Hamiltoniano [13]. Esto se obtiene facilmente a partir del La-
grangiano mediante una transformada de Legendre de la forma

H:/ﬁﬂw—qz/fﬂa (1.20)

con H es la densidad hamiltoniana y 7 el momento candénico conjugado a la
coordenada generalizada ¢, cuya definicién es

oL
T (1.21)

3Para fines practicos a partir de aqui se le llamaré Lagrangiano. También nétese que
el Lagrangiano depende unicamente de la primera derivada de la variable ¢ ya que este
punto cobrard relevancia en futuras secciones.




8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Para cuantizar la teoria, el siguiente paso es promover a 7y ¢ como opera-
dores

TR (1.22)

b — . (1.23)

Al haber promovido el campo a un operador, los coeficientes asociados a la
superposicion de sus soluciones también seran operadores y estaran asociados
a los operadores de creacién y aniquilacién de la misma manera en la que
se hace en mecanica cuantica al cuantizar el oscilador armonico, pero con la
funcién de crear o aniquilar particulas.

En el caso especifico del campo de Klein-Gordon la solucién general a esa
ecuacion es una superposicén de soluciones tal que el campo cuantizado esta
dado por

7 d’p 1 o ip T ,—ip
_ ipx | ot p-ipx 1.24
gb(x) / (27T>3 2wp (a’Pe + ape ) ( )

y para el caso del momento conjugado se tiene

~ . d3p W A _IPpX ~t _—ipx
W(x):—z/W’/f(pep —aLe Py, (1.25)

donde wp no es més que la relaciéon de dispersiéon de una particula libre

relativista (1.4)).

Una vez que se tienen estos dos elementos, siguiendo las ideas de la mecanica
cuantica, se postula la relaciéon de conmutacion entre ambos como sigue

020 = [ BT ([ i) - it

=i6® (x — X)),

(1.26)
en donde se ha reescrito

afe P> — al e, (1.27)

y de analizar la ecuacién (1.26)) se desprende que [13]

[ap, aL] = (27)%® (p — p'). (1.28)
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Asimismo se postula que
[6u(@). )] = [#@). 7 @) = 0. (1.20)

De esta manera, la teoria de Klein-Gordon queda cuantizada.

Hasta este punto, se sabe que las excitaciones del campo ¢ en el vacio dan
lugar a la creacion y aniquilacion de particulas y antiparticulas. Ahora, hay
que definir un objeto que nos de informacion acerca de dichas excitaciones
del sistema. Estos objetos son los propagadores. Para hablar de éstos, debe
definirse el estado base de la teoria en turno, |2), de tal manera que

Q] o(2) 1), (1.30)

es el valor esperado del campo ¢ en el estado base de la teoria.

Debe notarse que para el caso de una teoria libre se tiene que el estado base
es el vacio y es denotado como |0).

Un aspecto importante que se debe conocer en una teoria de campo son los
procesos de dispersién, los cuales, se pueden estudiar por medio de la matriz
S. Los coeficientes de dicha matriz estan relacionados con las funciones de
correlacién de n-puntos [12]. Asi, toda la informacién de una teorfa estd
codificada en un conjunto de correladores con ordenamiento temporal [11]

Gy (21, 2,) = (Q| T [é(xl)...é(xn) ), (1.31)

que no son mas que la amplitud de probabilidad de que una particula sea
creada en el estado base de la teoria en el punto z,,, interactiie con el sistema
y sea absorbido por el mismo en el punto x; y ver si el sistema permanece
en su estado base.

En la Ec. (1.31)), T [¢(21)...¢(z,)] se refiere al producto temporalmente orde-
nado, el cudl nos permite tomar en cuenta el momento en el que cada evento
ocurre. Es decir, toma en cuenta todas las permutaciones entre los campos de
tal forma que ningun proceso viole la causalidad, esto es, siguiendo el orden
en el que ocurren. Matematicamente, el producto temporalmente ordenado
de dos campos escalares se define de la siguiente manera

~

2 (0 A (0| — Qg(xoﬁﬁ(o) 2% > ¢
) ={ ety wlyp o 0

tal que se asegura que los primeros campos estén a la derecha y los tltimos
a la izquierda.
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Asi, el propagador esta dado por

G(z,y) = (QTo(x)o(y) [2)

— 0 (2 — 4") (2] H)Bl) [2) + 6 (4" — 2°) (2 Hw)(x) |-
(1.33)
Esto tltimo en el caso de una teoria con interacciones, pues recordemos que
en el caso de una teoria libre se escribe |0) en lugar de |€2) en ambos costados.
El primer término de la ultima igualdad en la Ec. se refiere al caso en
que 3° es anterior a 2°, es decir, se crea una particula en 3° y se propaga hasta

2%, en donde se aniquila. El segundo término se refiere al caso contrario.

Asi, se tiene que, en general

G(z,y) = <0 ]T [¢3 () & (y)} ‘ o> — iAp(y — 7). (1.34)

Existe otro formalismo para llevar a cabo la segunda cuantizacién de una
teoria, el formalismo de integral de trayectoria, en el cual se constituye la
funcional generatriz Z[.J] como la amplitud de transicién para que el sistema
pase del vacio a vacio, es decir, que, en presencia de una fuente, el sistema
comience con cero particulas y termine con cero particulas. Por otro lado,
J es la fuente auxiliar que nos ayuda a excitar al sistema. Dicha funcional
generatriz se define de la siguiente manera [9]

_ [ Dgexp {i(S[¢] +i [ d'zTo(x))}
[ Do exp {iS[¢)) ’

Z1J] (1.35)

donde S[¢] es la accién dada por la Ec. y J es una fuente del campo ¢.
Cabe destacar que esta funcional generatriz es fundamental, ya que, al tener
el significado que se mencioné arriba, a partir de ella puede calcularse el
propagador completo (incluyendo diagramas conectados y disconexos) de la
teoria estudiada. Antes de escribir la expresién para el propagador hay que
evidenciar algunos artilugios matematicos que nos ayudaran también mas
adelante [14].

Primero, hay que notar que

1.9
i6J(x)

[z' [ dtoato00)+i [ d4y¢<y>J<y>} — o). (136)
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Asi, podemos afirmar que

Lo {i [ dtao.00)+i [ dvota) ) -

¢(x) exp {i/d4y£0(¢’ a¢)+i/d4y¢(y)J(y)}_ (1.37)

De esta manera, podemos escribir una expresion para el propagador en térmi-
nos de Z(J), como

1 AN

i" 0J(x1)...0J (xy,)

G (zy...x,) = (1.38)

J=0
Entonces, para el caso de una teoria libre se tiene que

1 0"ZlJ]
in 8.J(x1)...0J (2)

= (OIT [dr).d)] 0}, (1.39)

J=0
en donde

ZolJ] = exp {—% / J(2)Ap(z — y)J(y)d:):dy] | (1.40)

La teoria para un campo escalar libre nos es 1til como introduccién a la teoria
cuantica de campos, sin embargo, muy pocos de estos casos -o ninguno- se
presenta en el mundo real [9]. Lo que nos interesa es estudiar cémo inter-
actian los campos entre si. Esto a su vez puede complicarse tanto como uno
desee pero puede elegirse la manera mas sencilla de abordar el problema: la
teoria de perturbaciones.
En teoria de perturbaciones el primer paso para describir teorias con inter-
acciones consiste en separar el Lagrangiano (o Hamiltoniano) en dos partes:
una describiendo a la teoria libre y otra que contiene a los términos de in-
teraccién, de tal manera que la evolucion temporal de los estados esta dada
mayormente por la parte que describe las interacciones, mientras que la de
los operadores se debe a Hy [9]. También hay que tener en cuenta que al
agregar estas interacciones, no solo se modifica la forma en la que se trate
la teoria, sino que también la masa de las particulas creadas -y aniquiladas-
sera diferente [9] y, como se menciond en la seccién anterior, el estado base
de la teoria deja de ser el mismo que aquel para la teoria libre.
Para mostrar cémo funciona la teoria de perturbaciones, trabajaremos con
el Lagrangiano

L=Ly+ L. (1.41)
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En este punto es importante recordar la definicion de S que se dio en la Ec.
, que en este caso no cambia a pesar del término con interacciones. Por
otro lado, si uno utiliza esa definicién en la Ec. , en el caso de una
teoria libre (£; = 0) se tiene

I Doexp{—i [ [16 (0 +m —ie) ¢ ¢J] du

A = Doy i [ 10 @+ e — i) oda]

(1.42)

que es equivalente a la Ec. y de las cudles ya vimos como calcular
su propagadores. A partir de aqui, la meta en esta seccién es saber como
expresar a Z[J] en términos de Z,[J] para poder utilizar los procedimientos
vistos anteriormente para calcular propagadores.

Como vimos en la Ec. , para hacer este tipo de cédlculos es necesario
derivar con respecto de J, lo cual es mas facil hacer con la Ec. por lo
que debemos buscar una expresion parecida a esa pero para el caso de una
teoria con interacciones. Para ello, habra que hacer algunas adecuaciones a
la notacion. De esta manera, reescribimos la ecuacion de la siguiente
manera

Z[J]

(1.43)
escrita de esta forma, podemos trabajar inicamente con el numerador, que es
la parte que depende de la fuente J, ya que es facil notar que el denominador

es la misma funcional Z[J] cuando J = 0.
Ahora, utilizando la definicién en la Ec. (1.17]) en Z, se obtiene que

ZlJ] = / D¢ exp [z / d'z (Lo(p) + L1(d)) + i / d%Jqﬁ}

_ / Db exp {@ / d4x£1(¢)} exp [z / d4x(£0(¢)+J¢)} | e

Debe notarse que en la dltima linea de la Ec. (1.44)) se ha separado Z[J] en
dos partes. La segunda de ellas es idéntica a la funcional generatriz (sin nor-
malizar) de una teoria libre Z,[J], la cual puede observarse en el numerador

de la Ec. (1.42).

Para continuar es necesario observar que la primera exponencial en la Ec.
(1.44) nada tiene que ver con J, por lo que hay que utilizar la Ec. ([1.37]) para
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calcular los propagadores como se muestra en la Ec. (1.38]). De esta manera
/ng exp [i/d4x£1 (gzﬁ)} exp {i/d4x(£0(¢) + qu)]

= exp [z / d*zL; G%)} / D¢ exp [z / d*z(Lo(o) +J¢)} (1.45)
exp [2 / d'rL; G%” Zo[J].

La tinica manera de tratar con el término de interaccion es mediante una serie
de potencias en la constante de acoplamiento A. A esto se le llama teoria de
perturbaciones.

Asi, podemos escribir a Z[J] de la siguiente manera

Z[J]

1 (. [, 16 \"
Z[J] = ;ﬁ {z/d zL; (;ﬁ” Zo[J]. (1.46)
Como ejemplo, podemos tomar a una teoria con L; = —%gzﬁ“. Sustituyendo
este Ly en (1.45)), se tiene
=1 [ A A
ZUJ =) =< —= [da|-— Z
] ;n! { 4!/ x(i&]) } olJ]

- 1-%/(%%)%%0@2)

Usando esta expansién perturbativa para la teorfa ¢*, las reglas de Feynman
en el espacio de momentos son las siguientes [12]

exp [—%J(@AF@; ) y)dedy| Zo[0]

(1.47)

1. Por cada propagador _, = m;
p

2. Por cada vértice __y o ¢ « « = —1i)\;

3. Por cada puto externo x . = e P7;
p

4. Imponer la conservacion del momento en cada uno de los vértices;
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5. Integrar entre cada momento indeterminado: [ (g%’)ﬁ;
6. Dividir por el factor de simetria.

De tal forma que la primera correccion al propagador de la teoria se puede
representar diagramaticamente y, haciendo uso de las reglas de Feynman,
asociarle una expresion analitica

k

. d*k i
= —i\ / ( (1.48)

2m)4 k2 — m? 4 ie

Haciendo un conteo de potencias de k en la expresion anterior, puede obser-
varse que ésta diverge en la region en donde k tiende a infinito. Por lo tanto,
la integral en la Ec. es divergente. A estas divergencias se les conoce
como divergencias ultravioleta y son usuales cuando se trabaja con teorias
de campos que describen objetos puntales que llevan caracteristicas fisicas
como masa, momento y energia, e interactiian en un punto. En el espacio de
posiciones, dichas divergencias provienen del limite de distancias pequenas,
es decir, cuando dos o més vértices coinciden en el espacio-tiempo [14]. Como
se vera mas adelante, estas divergencias pueden ser eliminadas reinterpretan-
do y ajustando algunos parametros en el Lagrangiano. A este 1ltimo proceso
se le llama renormalizacién.

Especificamente, en este trabajo se abordara una correcciéon a un lazo, en
el cual las integrales sobre k no convergen para k’s muy grandes, por lo que
serd necesario regularizarlas y posteriormente renormalizarlas para poder es-
tudiar esta region.

La divergencia ultravioleta en la Ec. se controla introduciendo un
corte de energia A. También pueden controlarse con la prescripcion de Pauli-
Villars, la cual consiste en hacer el siguiente reemplazo

P2 —m? —>p2—m2_p2—]\/[2’ (1‘49)

donde M? es una escala de energia muy grande comparada con m [12]. Esta
forma de regularizar la teoria rompe con la hermiticidad de las interacciones,
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no conserva la probabilidad y por lo tanto viola la unitariedad.

Lee y Wick en 1969 propusieron una camino para lidiar con este comporta-
miento ultravioleta, la idea fue simplemente promover el término 102+M2, de
la propuesta de Pauli-Villars, a un grado de libertad de la teoria. Esta idea
modifica radicalmente el propagador de la teoria que ahora sera de la forma

T —, por lo tanto, el comportamiento ultravioleta ahora es z% y no
P —m—m €
L como se tenfa antes.

La forma del nuevo propagador sugiere que la teoria fundamental ahora de-
pende de érdenes superiores de derivadas del campo, tal como se ilustra en

la siguiente seccion.

2+

1.2.2. Teoria con derivadas de orden superior

Hasta este punto, se han mencionado teorias que, a lo més, tienen deri-
vadas de primer orden, para las cuales sabemos calcular sus ecuaciones de
Euler-Lagrange. Sin embargo, en este trabajo nos interesa estudiar una teoria
que cuenta con términos de derivadas de segundo orden, por lo que debemos
definir cudles son las ecuaciones de E-L para teorias de este tipo. Para esto,
debe notarse que una teoria tal tendra una acciéon

S = / d*zL (¢,0,0,0,9) . (1.50)
Ahora, minimizando la acciéon 6.5 = 0, de tal manera que

S:/[Z—/:]:o (1.51)

Ccon
L=L($+60,0,(d+60),0° (¢ +59)), (1.52)

se procede a hacer una expansion de Taylor sobre la variacion y se obtiene

. foc oL or B
5S = /d x [a—¢5¢ + 50,9109+ 5g (5¢)} 5¢=0.  (1.53)

Por 1ltimo, si integramos por partes tres veces y, con ayuda del teorema de
la divergencia, se obtiene la siguiente ecuacion

e ol i) )]0
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De esta manera, hemos obtenido que las ecuaciones de E-L para una teoria
con términos de derivadas de segundo orden son

Una teoria con derivadas de orden superior seria, por ejemplo, una con den-
sidad Lagrangiana de la forma

1
2M?

@) + g~ Tor. (150)

L= 1 PO —
2
la cual es conocida como una teorfa de Lee-Wick (L-W).
En esta teoria el comportamiento en el sector ultravioleta encuentra solucion
ya que el propagador modificado (|1.57) por los términos extras ahora, en
lugar de tener un solo polo como en la teorias anteriores, tiene dos, los cuales
pueden observarse en la e. (6) de la ref. [15]; uno de ellos estd asociado al
campo de estudio y el otro a un campo de L-W masivo [§]. Es decir, el término
cinético extra es el regulador de la teoria, ahora promovido como un grado
libertad extra de la misma
7
Gp)=——F—5 (1.57)
—az TP~ Meyry

de donde observamos que si M — oo, esta expresion se reduce al propagador
del campo escalar ya conocido.

Sin embargo, uno puede darse cuenta de que el propagador del campo L-
W tiene un signo erréneo, el cual lleva a normas negativas en el espacio
de Hilbert, y esto a su vez tiene como resultados energias y probabilidades
negativas [15]. Esto quiere decir que el campo de L-W no vive en el mismo
espacio de Hilbert que el campo original, es decir, son modos fantasmas. Lee y
Wick dieron la interpretacién de que estos campos poseen una masa pesada y
tienen que decaer en particulas en la capa de masa. También puede verse que
el propagador modificado en el limite en el que se tienen altas energias tiene
términos que van como p*, lo que ayuda “mejorar” el comportamiento de la
teoria en este rango, reduciendo el grado de divergencia en las correcciones
radiativas [16].



Capitulo 2

Potencial Efectivo

El potencial efectivo juega un papel importante en la teoria cuantica de
campos ya que este, al incorporar correcciones radiativas, nos ayuda a conocer
el estado base de la teoria asi como a estudiar sus repercusiones sobre posibles
observables, como la masa de las particulas. En este capitulo, en el marco
del mecanismo de Higgs, estudiamos el potencial de Higgs a nivel arbol, asi
como su correccion a un lazo dentro de la teoria estandar (sin derivadas de
orden superior).

2.1. Rompimiento Espontdneo de la Simetrid]

Consideremos un campo escalar complejo con densidad Lagrangiana

£= 0,00 — m*6'o — *(slo)
= 36100~V ([6)

con |¢| = ¢Tp, A > 0y m?> > 0. En este andlisis el término de masa lo
trabajamos como un término de interacciéon dentro del potencial, al cual
podemos asociarle el diagrama de Feynman [12]

—X— (2.2)

(2.1)

Ahora, escribimos .
P(z) = 7 (o(z) +ix(x)), (2.3)

'Esta seccién sigue de cerca las notas mostradas en [17].

17
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en donde o(x) y x(x) son campos reales.

Sustituyendo ([2.3)) en (2.1]), obtenemos

L= % (Opodto + 0,x0"x) — %mQ (% +x%) — 1_>;3 (o® + X2)2 , (2.4)
en donde podemos observar que esta densidad Lagrangiana describe dos cam-
pos escalares reales de Klein-Gordon que interactiian entre ellos y consigo
mismos. Esto ultimo surge de analizar el ultimo término de , conocido
como el término de interaccién.

Los Lagrangianos en las ecs. y (2.4), ademds de ser equivalentes, tam-
bién son invariantes ante las transformaciones globales del tipo

0 —d=c,
o ot =,

en donde 6 es un parametro real. A este tipo de transformaciones se les cono-
ce como transformaciones de simetria interna. Para verificar dicha simetria,
basta con insertar las trasformaciones de la Ec. (??) en cualquiera de los dos
Lagrangianos de las ecs. y . Por comodidad, las insertaremos en la

Ec. (2.1)
£1= 0, (1) 0 (¢0) — m? (¢61) (¢0) — 5§ [(¢6") (e 9)]"

\ (2.5)

= 0,006 — m*olo — (910)%
en donde las derivadas no actian sobre las exponenciales debido a que 6 es un
parametro constante independiente de las coordenadas espaciotemporales.
Una vez mostrada esta propiedad del Lagrangiano, observemos que el Ha-
miltoniano de esta teoria es de la forma

H= /d?’x [WTW + Vol - Vo+m’slo+ 2 CONE (2.6)

del cual podemos observar que, para configuraciones con campo constante.
Dado que el minimo de energia del sistema coincide con el minimo del po-
tencial, la localizacion de este punto la encontramos usando que

oV oV
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es decir,
ov A
90 {mQ T3 (‘M))} #=0,
ov A
ot {mg 3 (M)} 7=

o en términos de los campos ¢ y Yy, tenemos

ov oV
=)= — 2.8
de donde se desprenden
ov A
Frie {m2+1(02+x2)1 o=0,
v, A, 9 B

De lo anterior podemos observar que al ser una suma de dos términos posi-
tivos, pues A > 0 y m? > 0, las condiciones en la Ec. (2.7)) y la Ec. (2.8)) solo
se cumplen cuando

O = gbi =0, o equivalentemente o.,= yx. =0, (2.9)

donde el subindice ¢ denota un campo clasico.

Ahora, de mecénica clasica sabemos que una perturbacién alrededor del mini-
mo de un potencial es estable si la cavidad del potencial es positiva, lo cual
se cumple para este caso, pues ‘227‘5 >0y ?;T‘Q/ > 0.

De la mecanica cudntica sabemos que el estado base de la teoria se define de
tal manera que

¢e = (0l0(2)[0) =0, ol = (0l¢'(x)0) =0, (2.10)
o, 0.=(0lc(x)[0) =0, x.=(0[x(z)|0)=0. (2.11)

y una teoria de perturbaciones desarrollada alrededor de un estado tal es
estable.
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Existen otras elecciones de pardmetros A y m? en las cuales el vacio no
es tan simple, por ejemplo, consideremos una Lagrangiana parecida a (2.1
pero con un signo cambiado en el término de masa, esto es

£= 0,610 + mP66 — 2 (¢10)" (2.12)

la cual, en términos de los campos o y ¥, tiene la forma

1 1 A
L=3 (0,00"0 + 0, x0"x) + §m2 (% +x%) — G (> +x3)°.  (213)
Estas dos densidades Lagrangianas son, al igual que las ecs. (2.1) y (2.4)), in-
variantes bajo transformaciones de fase globales de la Ec. (?7?). Este cambio
de signo no afecta la simetria de la teoria.

Para analizar con detalle el efecto del cambio de signo en el término de masa
del Lagrangiano, empecemos notando que de la teoria descrita por la Ec.
(2.12), si se hace A = 0 y se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange, se
obtiene

oL
aTw = m2¢7
oL
aioro
oL oL
- 87“ O (8 (3”@)) =m'¢ - 9u0"¢ =0,

de modo que la ecuacion de movimiento para esta teoria es
(O—m?) ¢(x) = 0. (2.14)

Si ahora reemplazamos [ = (ik*)?, con k* = i0", es facil notar que la relacién
de dispersion para esta teoria es

= k*+m*=0
= m? = -k,

de modo que para una particula con energia ky y momento k = 0 le co-
rresponde a una masa imaginaria. Ademas, para una particula con momento
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k # 0 tendré como consecuencia inmediata que el grupo de velocidades para
el movimiento de dicha particula excederd la velocidad de la luz (¢ = 1)

o K
k| VK> +m?

lo cual nos llevaria a una reformulaciéncompleta de la fisica.

Debido a todos estos problemas, el término en el Lagrangiano con el signo
cambiado en m? no puede identificarse como un término de masa, sin em-
bargo, este termino podemos tratarlo como un término del potencial de la
teoria en la Ec. , tal como lo hicimos antes, esto es

(2.15)

V= —m2ie + 2 (67¢)”. (2.16)

Los puntos extremos de este potencial los encontramos analizando el punto
en el cual la derivada se anula, de donde obtenemos, en términos de o y ¥,

a_V__ 2 é 2 2 o 02 i 2 2 —
5 ma+4(0 —|—X)o—a{m+4(a +x)}—0, (2.17)
ov

a — _m2X+é (02+X2)X:X [_m2+é (0-2—{—X2):| = 0. (2.18)

4 4

De las ecs. (2.17) y (2.18]) observamos que ahora hay dos conjuntos de solu-
ciones para estas ecuaciones, uno de ellos

o, =0= Yo, (2.19)

que seria la misma que en el caso en que no se cambia de signo al término
de masa. El segundo conjunto que obtenemos es

A
—m? + 1 (> +x*) =0, (2.20)
4 2
N % (2.21)

En esta tltima ecuacion, si fijamos a y. = 0, obtenemos

2
go=+1 (2.22)

VA
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Para determinar si los valores extremos que encontramos del potencial co-
rresponden con un maximo o minimo verdadero, analicemos las segundas

derivadas de (2.16)) . Primero, utilizando la solucién (2.19)), obtenemos

227‘2 — (2.23)
227‘; ) (2.24)
;jg(b = 0. (2.25)
Y para la solucion , se tiene

OV _ ey 32 (2—m)2:—m2+3m2:m2

Jo? 4 \ V)

?;T‘;z—m%r% (2\/—”;)22—m2+m2:0 (2.26)

2

aaagx =0

Asi nos damos cuenta que, de las dos soluciones, la dada por la Ec. (2.19)
corresponde a un méximo local, mientras que la dada por la Ec. (2.22) es
minimo verdadero de este potencial, es decir, el minimo esta en

4 2
20l = 0"+ X* = =~ (2.27)

Para conocer el valor del potencial en los puntos extremos, insertamos las

soluciones de las ecs. (2.19) y (2.21)) en la Ec. (2.16)), obteniendo

4m? m2 [ 4m? M /4m2\?
2 g _ HNy T R A E
Viem+x" = =) 2(A>+16<)\)

om*  m?t m*

A AN
y, efectivamente, la segunda solucién nos lleva a una menor energia.
Todo este comportamiento puede verse de manera mas sencilla en la fig.
, en donde podemos notar, tanto por la grafica como por la Ec. (2.21)), el
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Figura 2.1: Gréfica del potencial de la ecuacién (2.16)). (Imagen extraida

de |17].)

verdadero minimo es un circulo de radio 2m/ VA, del cual cada punto es un
minimo verdadero del potencial, es decir, hay una infinidad de minimos sobre
este circulo y todos ellos estan relacionados por una transformaciéon como la
de la Ec. (77). Como la teorfa tiende a localizarse en el punto de menor
energia potencial, al elegir un punto de entre todos estos para describir a la
teoria alrededor de dicho punto mediante teoria de perturbaciones, se esta
rompiendo la simetria espontaneamente. Es importante notar que la accién
de la teoria es invariante ante estas transformaciones pero el estado base
de ésta no. Esto puede ser contrastado con el caso en donde un término de
interaccién en el Hamiltoniano rompe la simetria explicitamente [17]. En una
teoria cuantica de campos, dicho rompimiento puede ser introducido de la
siguiente manera.

Como hemos dicho antes, cualquier eleccion del minimo en el potencial se
traduce en las propiedades del vacio de dicha teoria. Por ejemplo, si se elige
el minimo de la Ec. de tal forma que corresponda al punto

2m _0
\/X? XC b

entonces, en una teoria cuantica de campos esto correspondera a

(Olo(a)]0) =

O, =

2m
\/X7

Para analizar con detalle la simetria del estado base de la teoria, recordemos

(0[x(z)|0) = 0. (2.28)
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que segun el teorema de Noether, una carga conservada () es generadora de
transformaciones de simetria infinitesimales, las cuales pueden ser expresadas
por medio de conmutadores, en este caso

—ie[Q,0(x)] = do(x) = ex(z), (2.29)
—ie[Q, x(z)] = dx(x) = —eo(x). (2.30)

Entonces al tomar el valor de expectacion del vacio de cada uno de los campos
transformados infinitesimalmente por la carga @) , tenemos

(0[6x(x)]0) = —ie(0] [Q, x(x)] [0) = —€(0]o(2)[0) = —2\/—";6, (2.31)

lo cual implica que
Q10) # 0. (2.32)

Esto muestra de forma explicita que en este caso el vacio de la teoria no
es invariante bajo las transformaciones de simetria dadas, a pesar de que el
Hamiltoniano de la teoria lo es, es decir

@, H] = 0. (2.33)
Como () no aniquila al vacio de esta teoria, denotamos esto como sigue

Q10) = |x). (2.34)

Con esto, junto con la Ec. (2.33]), podemos ver cuédl es la energia del estado
base

(@ H|0) = (QH — HQ)|0) = QH|0) — HQ0) (2.35)
= QEo|0) — H|x) = Eo|x) — H|x) =0

= Hlx) = Eo|x), (2.36)

en donde Ej es la energia del vacio |0> Esta ultima ecuacién nos muestra que
el estado | X> esta degenerado ya que éste y el vacio tienen la misma energia,
lo que podria hacernos pensar que este también podria ser un vacio de la
teoria, pero si se interpreta de esa manera hay un problema: dicho estado no
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es normalizable
(xIx) = (0]QQ|0)
- <0|/_ &2 (x, 1)Q0)

= (0] / d*ze’ P J0(0)e= T PQI0)

= <O| /OO dgxez‘P.sz0<O)Q€—iP-pm|0> (2.37)

— (0l [~ #wroan)
= (0|J°(0)Q0) /_OO d*r — o0,

en donde se utilizé el hecho de que Q, al no depender de las coordenadas,
cumple que
[P*,Q] =0, (2.38)

junto con la propiedad del vacio de la teoria en la cual
P*|0) = 0. (2.39)

Entonces, como | X> no es normalizable, no puede ser interpretado como otro
vacio de la teoria. Este analisis también nos sirve para mostrar que el operador

U(f) = e 9 (2.40)

no actia unitariamente en el espacio de Hilbert, ya que, como vimos, la carga
() no existe cuando hay un rompimiento espontaneo de la simetria. Cuando
esto pasa, el operador conduce a un estado fuera del espacio de Hil-
bert [17].

Un campo tal que una transformacién infinitesimal conduce a un valor de
expectacién del vacio diferente de 0 es llamado campo de Goldstone [17] y en
nuestro caso, este campo es el campo y el cual, como podemos ver en ,
su variacién tiene un valor de expectaciéon en el vacio diferente de cero.

De todo este analisis también podemos notar que las segundas derivadas del
potencial con respecto a las variables del campo nos dan los parametros de
masa para las particulas de la teoria, y de la Ec. , podemos ver que en
el caso en que exista un rompimiento espontaneo dela simetria, uno de los
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campos adquiere una masa de v/2m mientras que el otro permanece sin masa.
Esto iltimo en contraste con la teoria libre (sin el término de interaccién) en
la cual nos arrojaba la existencia de taquiones.

También notamos en la fig. que las oscilaciones alrededor del circulo del
minimo corresponden a la creacién de particulas sin masa, mientras que la
particula masiva se crea al tener oscilaciones ortogonales al circulo en cual-
quiera de sus puntos. Cuantitativamente, esto puede observarse si elegimos

las soluciones
(7) = Olota)0) = 2%, () = (O@)lo) =0, (241
y cambiamos las variables
o(x) — o(z) + (o) = o(z) + 7 (2.42)
X(x) — x(2) + (x) = x(2)

de tal forma que los nuevos campos tienen valores de expectacién

(0]o(2)|0) = 0 = (0lx(x)|0) (2.43)
Con el cambio dado en (2.42)), la densidad Lagrangiana toma la forma

1 1 2m\°
- ’ M 2 zm 2
L 5 (Opodto + 0,x0"x) + 5 <(a+ \/X) +x )

% <(“ ) X2>2 (241

4

1 A
=3 (0,000 + 0, x0"x) — m*a + mT — m;/_O' (0% + %)
A

2 2\2
E ( + X ) .
De esta iltima ecuacién podemor ver que con la perturbacion alrededor del
minimo verdadero, el campo o adquiere una masa de v/2m, mientras que el
campo Y no adquiere masa. Esto es conocido como el teorema de Goldstone,
el cual dice

Teorema 1. El rompimiento espontdneo de la simetria en una teoria inva-
riante de Lorentz con un espacio métrico de Hilbert positivo definido, da
origen a particulas sin masa llamadas bosones de Goldstone.
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2.2. Potencial Efectivo

Como se vio en la secciéon anterior, el estudio del minimo del potencial es de
gran ayuda para estudiar el estado base de un campo y el rompimiento de la
simetria del mismo, en el cual ¢y # 0. Pero para estudiar mas a fondo dicho
minimo existe una herramienta con la que pueden incorporarse correcciones
cuanticas para observar qué tan estable es este minimo. Dicha herramienta,
es el potencial efectivo. Una simetria que esta rota espontaneamente a nivel
clasico puede ser restaurada o una simetria que no esta rota al mismo nivel
puede ser espontdneamente rota debido a efectos cudnticos [1§].

En la seccién anterior se utilizé una teoria de prueba con L; = %¢4 para
ilustrar de una manera grafica el rompimiento espontanea de la simetria,
pero a partir de aqui, nos enfocaremos en teorias con términos de interaccién
de la forma

g
L= —5& (2.45)

Ahora, considerando una teoria de este tipo en presencia de una fuente te-
nemos, que la accion que la describe es

§7 — / 'z Bamaw n %ngbQ . %qs?’ + qu} — 5+ / dizJe,  (2.46)
de donde podemos identificar al potencial nivel arbol]
Vo= —%m%? + %gﬁ (2.47)
La ecuacion de Euler-Lagrange de este campo es
(8,0" — m2)é + gqb? —J=0, (2.48)
y su funcional generadora es
ZJ) = ex"H = / Deers (2.49)

donde W[J] es la funcional generadora de las funciones de Green conectadas.
Al definirla como en la Ec. (2.49)), se estd haciendo a un lado la contribucién

2Nétese que hemos cambiado el signo del primer término como lo hicimos en la seccién
anterior, de modo que este término no puede ser identificado como un término de masa.



28 CAPITULO 2. POTENCIAL EFECTIVO

de los diagramas disconexos que existen en la teorfa, de tal forma que [18§]

oW

ST 0T |, — O (@) () 10, (2.50)

donde el superindice ¢ denota que hablamos de las funciones de Green co-
nectadas.
Para el caso de un solo punto, tenemos que

W (01 6(x) 0), = be(a), (2.51)

0J(z)
donde ¢.. es el valor esperado del campo ¢ en el vacio.
De esta tultima ecuacién, podemos observar que si se apaga la fuente, este
valor seria constante, pero en general es una funcional de J.
Lo que nos interesa en este caso es una funcional con la que podamos trabajar
en términos de ¢. que contenga toda la informacion sobre el estado base
de la teoria. Esto se logra trabajando conla accion efectiva, la cudl es una
transformada de Legendre de W[J] definida de la siguiente forma

o) = W) - [ deo. (2.52)

donde I'[¢.] es la accién efectiva, la cudl es el equivalente cudntico de la accién
clasica [D. Gross|. De la Ec. (2.52) podemos observar facilmente que

oT
0

Con la accién efectiva, la condicion de rompimiento de la simetria se expresa
de forma simple como

—J(x). (2.53)

;F =0. (2.54)
Pe Gc=v#0

Existen varias formas de expandir y trabajar con la accién efectiva, sin em-
bargo, la que se utilizara para nuestro proposito es la expansion en potencias
del momento que se ve de la siguiente manera [1§]

Lo = /d4SL‘ {_Veff((bC) + %Qﬁ“(ﬁc + ..., (2.55)

donde el primer término, al ser parte de la expansién de la accién efectiva,
se le llama potencial efectivo, el cual contiene correcciones cuanticas a todos
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los 6rdenes en teoria de perturbaciones al potencial clasico y los puntos sus-
pensivos denotan las derivadas de orden superior, las cuales trataremos mas
adelante.

Como vimos anteriormente, cuando la fuente J se apaga, ¢.(r) = ¢, que
en el caso de una simetria rota, es una constante diferente de 0 y todas las
derivadas de ese objeto son nulas. Asi, resolviendo nos quedamos con
Verr(@) para trabajar, reduciéndose a

L[] = QVersldl, (2.56)

donde €2 es una constante relacionada con el volumen de espacio tiempo.
En este formalismo es claro que el minimo de la accién efectiva coincidird
con el minimo del potencial, es decir

OVerp ()
—— =0 2.57

a¢ b ( )
el cual contiene la informacién del estado base de la teoria en la cual estamos
interesados.

2.3. Potencial Efectivo a 1 Lazo

En la seccién anterior, se menciond que el potencial efectivo contiene las
correcciones cuanticas al potencial clasico, al cual, de ahora en adelante le
llamaremos potencial a nivel 4rbol, V°. Sin embargo, el estudio del potencial
efectivo no es tan trivial como en el caso del potencial a nivel arbol, pues este
contiene correcciones cuanticas a todos los 6rdenes. El estudio del potencial
efectivo puede hacerse por medio de teoria de perturbaciones a diferentes
ordenes de aproximacion. La expansion perturbativa es conveniente, entre
otras cosas, porque relaciona los lazos de los diferentes diagramas de Feynman
de la teorfa con una expansion en potencias de A [18], de esta manera, basta
con hacer esta ultima expansion para obtener nuestro potencial. Para los
efectos de nuestro trabajo, nos limitamos al caso del potencial a un lazo, V.
En este caso, nuestro potencial se veria de la siguiente manera

V=V+hav (2.58)

En la siguiente seccién, siguiendo de cerca la referencia [18], mostramos las
ideas centrales alrededor del calculo del potencial a 1-lazo en el vacio.



30 CAPITULO 2. POTENCIAL EFECTIVO

2.3.1. En el Vacio

Para el caso en el vacio, tomamos la ecuacion de Euler-Lagrange para la
accién en ([2.40))

357 (¢)
06(x) | 4o

donde ¢y representa una solucién a dicha ecuacién. Ahora expandimos el
campo alrededor de su solucién clasica como sigue

=0, (2.59)

¢(z) = ¢y + Vi, (2.60)

y lo sustituimos en la accién clasica, obteniendo

S7(¢) = 87 (¢o + Vhx)
= 5200 + VA [ () o9
#57(9)
56(x10()

oo (2.61)

+ g /d4:vd4yx(:v) x(y) + ...

$=¢0

Observemos que el término lineal en x se cancela ya que la derivada en él es
justamente la ecuacién de E-L , y los tres puntos al final representan
los términos con potencias superiores de h que por ahora no nos interesan.
Con esta observacién en mente, la accién se reduce a

5(6) = 8'(on) - 5 [ A (@G wunly)  (262)

donde hemos definido

I )
0¢(x)0e(y)

0?5(¢)

Gl (x,y) = o 00(@)30(y) |,

(2.63)

La tultima igualdad de esta ecuacion se da debido a que si observamos la
accion en la Ec. , podemos notar que el término de la fuente es lineal
en ¢, por lo tanto al momento de aplicarle una segunda derivada en esta
variable, simplemente se cancela y no contribuye.
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Ahora, si se sustituye la Ec. (2.60) en la Ec. (2.49)), tenemos que

Z[J] = en"VV]

— ¢#57(d0) / Dye 3/ d'ed'yx(@G @y)x(®)
_ e%SJ(QﬁO)[det(G_l)}_%- (2.64)

Teniendo en cuenta la igualdad entre la primer y la ultima linea, podemos
conocer W[J], esto es

N[

W] = 57 () + ’;m[det(c:—l)]—

= S7(¢o) + %Tr In(G™).

(2.65)

Ahora, si observamos la ultima expresion de la accién en la Ec. (2.46)), po-

demos observar que la ecuacion de Euler-Lagrange para ésta es la siguiente
557 oS
op(x)  oo(x)

+ J(x) =0, (2.66)

de donde tenemos que

08
5@ =—J(x). (2.67)

Asi, si queremos pasar a la accion efectiva, podemos escribir

S(ch) ~ S((b() + (bl)

op(x) $o
— S5(go) / 2o (2)J(z),

(2.68)

en donde se hizo una expansion en el campo ¢, alrededor de su valor clésico
en potencias de h, con ¢; la correccion al campo a primer orden en A. Los
términos de orden superior los hemos despreciado.
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Una vez hecho todo lo anterior, ya contamos con todo los elementos para
calcular la accién efectiva a orden h, esto es

Plé = W] — / d'e6.] ()

= S(¢o) + /d4x¢oJ+ %iln (G - /d4x(¢0 +¢1)J  (2.69)
= S(pe) + %iln (G™).

Ahora, recordando que

T[] = —QVerr(9e), (2.70)

tenemos la siguiente igualdad

ih
—QVff(6) = —08(60) + 5 (G7)
i (2.71)
=-QV°+ 5} In (G_l) ,
de donde se sigue
ih

Veps(de) = V0 = Q7 I (G7). (2.72)

En esta tdltima ecuaciéon podemos identificar al segundo término como la
primera correccion cuantica al potencial a nivel arbol. Dicha correccién recibe
el nombre de potencial a un lazo y lo denotaremos como

v = —ngl In (G™) (2.73)
Ahora, para calcular debidamente estas correcciones, debemos notar algunas
cosas: si suponemos que ¢. ~ ¢g entonces podemos usar la Ec. (2.63]) para
calcular G™'; también podemos ver que la forma de G~! obtenida mediante
esta ecuacion, debido a las derivadas en la expresiéon, no es diagonal en el
espacio en el que se encuentra, que es el de posiciones; y por ultimo, podemos
prever que si es diagonal en el espacio de momentos, asi que se debe pasar
de un espacio a otro. Esto dltimo puede hacerse de la siguiente manera

Tr[n (G7)] = /d4x (z|In (G7") |z|z|In (G7) |2)

= /d4xd4kd4k' (z|k|z|k) (k|In (G1) |k k| In (G71) |K') (K| |K'|)

i Ak -1\ _ d4_kn -1
:/dx(27r)4 n (G )_Q/(%)41 (G (2.74)
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Sustituyendo la Ec. (2.74) en la Ec. (2.73) obtenemos la siguiente expresién
para el potencial a 1-lazo

VW (pe) = —% / %ma-% (2.75)

Como ejemplo, calcularemos el potencial a 1-lazo para la accién en la Ec.
(2.46)), pero antes, calcularemos el valor esperado v de nuestro campo con el
potencial dado por

1
Vtree — __Iu2¢2 4 2(253 (276)
2 3!
Para encontrar a v, seguimos las ideas desarrolladas previamente, esto es

dV
do
reacomodando términos tenemos

(=12 +50) 6 =0,

g
0= _M2¢ + §¢27

de donde tenemos dos puntos criticos
¢p=0 y —M2+g¢0:0 (2.77)
Tomando la ecuacién de la derecha, despejamos a ¢y, obteniendo

2 2
do = % = 2. (2.78)

Una vez que sabemos el valor de ¢y, realizamos el calculo de G™! como sigue

N -
¢ @) == e,

_ 425—21 2VOPo(z 1222—£ Z3
= [t |30t + ot - So)

= — /d4z {=6*(2 — 9)0,0"6"(z — x) + p*0* (2 — 2)6*(z — y) — gdod*(z — 2)6* (2 — y) }

= [0,0" — > + g¢o] 6" (z — y)
= [8,0" — 1 + gv] §*(z — ),

(2.79)
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donde en la segunda linea se ha integrado por partes y se ha eliminado el
término de superficie por condiciones de frontera.
Ahora, si identificamos al término de masa como

mZp; = —p? + gu, (2.80)

tenemos que

Gz, y) = (0,0" + misp) 6 (x —y). (2.81)

De esta manera, y gracias al teorema de Parceval, nuestro propagador en el
espacio de momentos es

G Uk, K) = (=k* +m2;) 6 (k — k). (2.82)

Ya que conocemos a G~1, sustituimos la Ec. (2.82)) en la Ec. (2.75)) de modo
que el potencial efectivo a 1-1azo de esta teoria se reduce a calcular la siguiente
expresion.

v = —3/ d'k In(—k* + mZ;;) (2.83)
- (2m)4 eff): ’
Notemos que el propagador para esta teoria es similar al propagador de la
teoria libre, la diferencia entre estos dos es tnicamente que en el caso de
una teoria con interaccién, obtenemos un término de masa compuesto por
dos términos tal como se muestra en la Ec. (2.80)) . Este término de masa se
denomina masa efectiva.

El célculo de la integral en la Ec. puede realizarse por diferente meto-
dos, uno de ellos lo mostramos a continuacion.

Partiendo de la Ec. , hacemos una rotacién de Wick , k° = iky, de tal

manera que la métrica se vuelve Euclidiana, esto es

ot d*k 9 9
V( ) ——§/Wln(—k —I—meff)

L[ d%p .
:g/wln(kE‘i_meff),

(2.84)

donde k2 = k2 + k2.
Dado que el integrando no depende de los angulos, usando coordenadas hiper-
esféricas la integracion angular es directa, de modo que la integral se reduce

a
272 °
1 3 2 2
v = 2(2m)4 /0 kpdkpIn (kg +megpp) . (2.85)
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Como esta integral es divergente, la regularizamos mediante la introduccién
de un corte ultavioleta A como sigue

(1) 2 A 3 2 2
= m/0 kipdkgIn (kg +m2 )
1 A
= Tog3 [—k;4 + 2k2msz 4+ 92 (k4 _ miff) n (k2 n mgff)} 0
= —12;7r2 [A4 — 2A2m§ff +2 (miff — A4) In (A2 + meffZ) — Qm‘elff In (mgff)} .

(2.86)

Ahora, para extraer la parte finita del resultado anterior, expandimos en
serie alrededor de A — oo a segundo orden, obteniendo

1 [1 mi m? 1
1 _ SA2,.2 eff eff \ _ =
V 62 2A mgpp + 1 (ln < A2 ) 2)} ) (2.87)

donde hemos ignorado los términos en A que no van acompanados por la
masa efectiva, pues son constantes que solo suben o bajan el potencial pero
no modifican su forma.

Podemos observar que este resultado contiene términos divergentes. Para re-
solver este problema, buscamos aislar estas divergencias, de tal forma que no
haya términos del tipo Am.ys, ya que, si observamos la ecuacién , la
masa efectiva estd asociada al campo, el cudl queremos aislar de las diver-
gencias. Para lograr esto, debemos renormalizar agregando contra términos
que se encarguen de estas divergencias.

2.3.2. Renormalizacion

Como vimos, la Ec. tiene términos divergentes asociados al campo,
lo que imposibilita que nuestro resultado sea una cantidad medible. La renor-
malizacion nos ayuda a expresar estos resultados en términos de cantidades
medibles. Como ejemplo, volvemos a una teoria descrita por el lagrangiano

1 1 g
Lo = 50up00" 00 + 505 — 5108, (2:88)

en donde a las variables con el subindice 0 se les llama variables desnudas.
Para continuar con este tratamiento, debemos notar que las divergencias en
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la Ec. son generadas desde la teoria libre, es decir, aun si quitamos
el término de interaccién en la Ec. , dichas divergencias seguirian ahi.
Esto se debe a que en la teoria cuantica de campos, al describir objetos con
caracteristicas fisicas como masa o carga, se piensa que son puntuales, y como
estas caracteristicas estan relacionadas con energia, entonces es de esperar
que estas cantidades sean divergentes para objetos puntuales.

Las ideas detras de la renormalizacion consisten en pensar que las observa-
bles fisicas se obtienen al comparar, de modo que los valores divergentes se
cancelan en la comparacion.

Volviendo a la renormalizacién, escribimos a nuestro campo renormalizado
como [19]

%o
Y =— 2.89

VZ (2.89)
donde v/Z también es una cantidad divergente, de tal forma que el cociente
es finito. Reescribiendo en términos del campo renormalizado, el Lagrangiano
de nuestra teoria se ve de la siguiente manera

1 1
E() = Z§0ug00”<p + Z§mgg02 — Z3/2%g03. (290)

Ahora si le sumamos un cero como el siguiente

1 1 g 1 1 g
L= 000"+ om*e" — 51" = SOupdp — om’e + 5, (2.91)

donde m? y A son cantidades finitas, entonces podemos reescribir la ecuacién

(2.90) de la siguiente manera

1 1
Lo = =0,p0 0+ —m*p* — 2903
2 2 3! 5 09
1 m 1 2 2y 2 1 3/2 3 (2.92)
+ 5(2 — 1)0,p0"p + §(Zmo —m”)p” — 5(2 9o — 9)¢°.

De aqui, podemos observar que el segundo renglén de la Ec. es casi
igual que el primero, salvo por los términos entre paréntesis, que tiene que ver
con el factor de renormalizacién Z y las variables desnudas. Dichos términos
al renombrarlos de la siguiente manera

67 = 7 1,
dm?* = Zmd — m?, (2.93)
09 =290 — g,
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nos permiten reescribir la Ec. (2.92)) como sigue

1 1
Lo = =0,p0 0 + ~m*p* — ggog
2 2 3!
A om* 5 09 4 (2.94)
+ 7@@8"@ o g

A las cantidades 67, ém? y d¢g se les denomina contratérminos, los cuales
contienen todas las divergencias.

Los primeros tres términos de la Ec. se dice que son el Lagrangiano
renormalizado L., basico y a los ultimos tres se les conoce como el Lagran-
giano de contratérminos L |19], de forma que el Lagrangiano desnudo puede
escribirse como

Lo=Lren + Lo (2.95)

Esta ecuacion nos indica que la parte finita se puede obtener de comparar

dos cantidades infinitas
Loen = Lo — L. (2.96)

De igual forma que el Lagrangiano, el potencial también puede escribirse

‘/O:V;en—i_‘/ct

(2.97)
V;en = ‘/E) - ‘/ct

Como puede observarse, este proceso de renormalizacion es equivalente a
agregar a mano un contratérmino por cada término con cantidades desnudas
presente en el potencial al mismo orden en teoria de perturbaciones.
Asi, tomando en cuenta la forma del potencial efectivo, tenemos que

Vepfoen = VO 4+ VI =V, (2.98)

Para el caso que estamos estudiando tenemos que el potencial con con-
tratérminos es, de acuerdo a la Ec. (2.87))

2 o T o
Vetfren = Y Bl + 29 + e + L
3! 2 3! 2 1!
1 Lo o m2ff m2ff 1 (299)
ZA e/ e _Z
e |27 e Ty n(A? ) 2}’

donde se ha introducido el contratérmino da para eliminar la divergencia
con el término lineal en el campo y asi llevar a cabo el proceso completo
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de renormalizacién del potencial efectivo. Esto es un hecho conocido para la
teorfa ¢ [20].

Si bien en la Ec. los contratérminos se restan, en la Ec. los
hemos sumado. El signo no tiene mayor relevancia pues los términos dg, du?
y da pueden contener un signo. El punto central es que la combinacién con
los contratérminos da origen a una cantidad finita.

Como los contratérminos contienen informacion que desconocemos de la re-
gién ultravioleta, para determinar su comportamiento en esa region debemos
establecer un conjunto de condiciones que satisface el potencial en algin pun-
to relevante. Un punto interesante es el minimo del potencial, donde podemos

exigir lo siguiente
242

2 2
5 (2) = (2.101)

9

2 2
off (%) =9, (2.102)

donde la primera ecuacion fija la localizacién del minimo del potencial, la
segunda fija la concavidad y la iltima fija el valor de la constante de inter-
accién en este punto.

Sustituyendo el valor de mesy de la Ec. (2.80) en la Ec. (2.99), resolvemos el
sistema de ecuaciones de las ecs. (2.100)-(2.102)) para dg, du* y da, obteniendo

6g= ——2 2.1
9= "o (2.103)
1
2 _ 2 27 (2 2
o' =25 [2¢> In(A) — ¢*In(1?) + ¢°] (2.104)
= T [—gA? — g In(A?) + gp® In(p?)] (2.105)

Finalmente estos valores junto con el valor de m.ss lo sustituimos en (2.99)),
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obteniendo
Vveff ren — 9—37)3 - g21)2 h’l(uz) + LQQUZ ln(gU _ MZ) + 9_2,02
’ 192722 6472 6472 12872
9.3 1 2 1 2 2 1 2 2
+ 6! + ea2 " v+ 39.29H vin(p?) — 35,291 vin(gv — p?)
4 2
4 2 W L))
| — — _ =
gt v = 17) ~ hem
(2.106)

En este resultado, podemos observar que nuestro campo v ha sido aislado
de todas las divergencias, que estan asociadas al valor A. De esta manera,
podemos eliminar los términos divergentes, pues ya no afectan a nuestro
resultado asociado al campo v. Reacomodando este resultado sin los términos
divergentes, tenemos

1 g’ 1w g’ gv — pi?
Vip=—-gv® (1 — — 0?1 - 1+21
1= 69" ( 327@2) 2" iz O\ T

1 2 gv — p? 1 4 2
+647T29/Lv<1—21n( 2 +1+1287r2u (21n(gv—u)—1),
(2.107)
siendo éste ultimo el potencial efectivo a 1-lazo de la teoria
1 L oo g3
L = 50.00"6 + %6 — 5.6, (2.108)

que es el que nos interesa.

En el siguiente capitulo extenderemos todas las ideas presentadas hasta aqui
para explorar el efecto de las derivadas altas y un bano térmico en el potencial
efectivo a 1-lazo.






Capitulo 3

Efectos de Derivadas Altas en
el Potencial Efectivo

En este capitulo se calulan los propagadores de una teoria que incorpora
términos con derivadas de orden superior en una teoria escalar en el vacio
para estudiar sus efectos en el comportamiento del potencial efectivo. Al final
del capitulo, usando el formalismo de tiempo imaginario, se extienden estas
ideas incorporando los efectos de temperatura en el potencial efectivo.

3.1. Teoria escalar con derivadas de orden su-
perior en el vacio

Consideremos una extension simple de la teoria descrita por la Ec. (2.45))
dada por [§]

1
2M?

1 2 1 g
L= B L POF P — (82¢> + §M2¢2 - gﬁbs’ (3.1)
de donde podemos identificar el potencial
1 g
Vtree — 242 J 3 3.9

cuyo minimo se localiza en

b= ——=n0. (3.3)
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Ahora, para calcular el potencial efectivo a un 1-lazo es necesario que conte-

mos con la forma explicita del propagador de esta teoria, el cual calculamos
facilmente usando la ecuacién (2.65)), esto es

_1 - _ 52—5
G l(r,y) = 5¢(x)5¢(y) |4,

kel
- [as {‘54(2 )00 —2) - 5¢<x§2¢<y> (2M2 (9%(=)) )

—&@—ym%ﬂmﬂw—&@—ymwa&@—xﬂ.
(3.4)

El segundo término de la expresién anterior es la contribucién del término
con derivada alta. Dado que este término no lo hemos calculado antes, lo
calculamos con detalle a continuaciéon

- [ (- mimmaim @00
- i [ P55 (@00 0.0 6()
-5 [ o5 | (455 ) @0

1 4 0 14 42_ Yoz
_ /d o (008 (2 1)) (0.0°9(2))]

Zi%/ﬂzumw#@—mﬂayﬁw—wﬂ-

De esta ultima expresion, integramos por partes, obteniendo

4 1 62 26( 2
- [ (~am s @)
A;Q / 04 [5(= — y) (099,006 (z — )]

= Waﬂa 8,0"5%(z — y)

(3.5)
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Esta tltima ecuacién es la modificacién al propagador proveniente del término
con derivadas de orden superior, el cudl agregamos a (2.82)), de modo que el
propagador de esta teoria es de la forma

G1l=-— /d4z (—554(2 — ) — %5254(2 —x) + (26 (2 — 2) — 9ot (2 — x)) 5z —y)

= (D—2+D—u2+g¢) 5z —y).

M2
(3.6)
Esta funcién de Green en el espacio de momentos es
1 k! 2 2 4

Una vez que conocemos la funcion de Green en el espacio de momentos, lo
sustituimos en el potencial efectivo a 1-lazo de la Ec. (2.75]), obteniendo

1 ) d*k E* 9 9
V( ) = —5 / Wln (W —k —f-meff s (38)
donde
mgff =2+ g (3.9)

Para trabajar con una expresion con la que estemos familiarizados, factori-
zamos el polinomio dentro del logaritmo en (3.8) como sigue

kA 2 2 1 2 1 2 /
W_k +meff_—2l(k —§(M - M 1\42—4mgff)>
1
2 2
®<k —§(M +M,/M2—4m§ff>)]

Ya que obtuvimos esto, podemos reescribir la Ec. (3.8)) de la siguiente manera

V(l):_f/(d‘lk n <k2_%<M2_M\/]\42——4m§ff)> <k2_%<M2+M\/]\42——4m§ff>>

2 2m)4 M?

(3.10)
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Esta manera de escribir el potencial nos permite separarlo en dos términos,
esto es

. 4
w_ [ dk 2 Ly 2 _ A2
v : / ol </<; 5 (M2 =M\ a2 — a2, )
i [ d% 1 i [ d'k
—— [ ——In(k*— = (M*+ M/ M? — 4m? —/ In(M?).
2 / (27m)* "( 2 < * meff)) T2 ) o)

(3.11)

Haciendo una rotacion de Wick en cada una de las integrales, obtenemos

1 [ d*k 1 [ d*%k 1 [ d*%
W _- [ 22 2Ny - [ SME g2 2y [ BRE 2
% /(27?)4ln( k% ma)+2/(27r)4ln( k% mb) 2/(27T)4ln(M ),
(3.12)

1
2 _ 2 / 2
Mo =3 <M - M M2—4meff>
1 9 2
5 (M —|—M@/M2—4m6ff>.

De aqui, podemos desechar el tltimo término ya que, por un lado, tenemos el
logaritmo de una constante, y por otro lado, tenemos una integral divergente
que no esta asociada a nuestro campo v.

Volviendo a la ecuacion (3.12)), notemos que las integrales sobre kg son muy
parecidas a las que se hicieron en las secciones anteriores salvo las masas asi
que ya sabemos como calcularlas. De esta manera, el resultado final es

3 2 2
VO =g [1+92 e (m (M+m“> _ MMt 8y ))}

mb:

16m?,m2 M—-m, 6 M pi?
_ ”_2v2 1-g? M — 16077 In M+ my, + 2Amup”
2 32m? w2 i M —m, M3 — 16 M p?
o MM =St (MP 4+ 2%) | In (G (M — M)
93072 mt 2
+M(mi — 4m?p? + 24p°) n M +m,
2mz M — mu
N (1 —41n(2) + 2In(m?2))m? + (1 — 41n(2) + 2In(m?))m}
12872 ’

(3.13)
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donde ya hemos llevado a cabo el proceso de regularizacion y renormalizacion
con las condiciones mostradas en las ecs. —. Ademas, hemos
introducido la notacién

my, = M? — 4%, (3.14)
Con la Ec. concluimos el calculo que incorpora los efectos de derivadas
de orden superior en el potencial efectivo a 1-lazo en el vacio. En la siguiente
seccion extenderemos todas las ideas hasta aqui presentadas al calculo del
potencial efectivo a 1-lazo a temperatura finita, el cudl es relevante en el
escenario de inflacion tibia, tal como se menciona en la introduccion, y es la
parte medular de este trabajo de tesis.

3.2. Temperatura Finita

Para estudiar como se comporta el potencial cuando se encuentra
dentro de un bafo térmico debemos considerar una teorfa de campos a T # 0.
Existen dos formulaciones de la teoria térmica de campos ampliamente usadas
en la comunidad: la formulacién de tiempo real y la formulacion de tiempo
imaginario [18]. Dado que la teoria de tiempo imaginario es muy parecida a
la teoria cuantica de campos en el vacio adoptaremos esa formulacion para
incorporar los efectos de la temperatura en el potencial. En este formalismo
de tiempo imaginario (también conocido como formalismo de Matsubara) es
posible establecer una serie de reglas que permiten transitar de las expresiones
obtenidas en el vacio a expresiones que contemplan el bano térmico (para
mayores detalles véase el capitulo 3 de [21]), por ejemplo

K"K, — w2 + k2 +m?

/ " Z / &k _/ (3.15)

donde w,, = 27T'n, la frecuencia de Matsubara y T es la temperatura. Apli-
cando estas reglas a la Ec. (2.85]) podemos obtener la expresién del potencial
efectivo a 1-lazo a temperatura finita, esto es

Z/ p lnw +w?), (3.16)
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con w2 = p* 4+ m?.
Para hacer la suma sobre las frecuencias de Matsubara, derivamos la ecuacién
anterior con respecto a w, y usamos la identidad

Ty L _ 1 nlw) (3.17)

2 2
W, Tw, 2w wp

n

con n(w,) la distribucién de Bose-Einstein.
Una vez hecha la suma, integramos con respecto a w,, obteniendo
dBp [w, 1
v =/— 2y Z (1 - e 3.18
T (27_(_)3 2 + B H( € 7) ( )

donde 5 = % El primer término en esta expresion corresponde a la contribu-
ci6én del vacio (pues no hay T'), mientras que el segundo término corresponde
a la conttribucion del bano térmico.

Una vez que sabemos cémo incorporar la temperatura al potencial, ahora
debemos incorporar las derivadas altas a este mismo, lo cual es una tarea
simple si se toma en cuenta que las derivadas que estamos considerando per-
miten una descomposicion del potencial en dos términos de vacio como se
muestra en la ecuacién . Por lo tanto, el potencial efectivo a 1-lazo con
derivadas de orden superior a temperatura finita tendra la forma

Pk [w 1 w 1
v / ko Zin (1 — e~ B@ka Ry Zin (1 — e Ber
T 2n) 2—|—ﬁn( e )—|—2+5n( e Pm) |,
(3.19)

de esta ecuacién podemos identificar a los términos con wy como los términos
del potencial efectivo en el vacio, ya que éstos no dependen de la temperatura.
En lo siguiente, nos vamos a centrar en los términos logaritmicos ya que estos
contienen la contribucién del bano térmico al potencial.

3.3. Resumacion de Poisson

La Ec. muestra explicitamente todas las contribuciones al potencial
efectivo a 1-lazo, sin embargo, no es posible llevar a cabo de forma analitica
la integral que resta por hacer, por lo que debemos recurrir a alguna apro-
ximacién que nos permita conocer el efecto de la temperatura. El tipo de
aproximacion que se emplea estd determinado por las distintas escalas fisi-
cas involucradas, en nuestro caso mg,, my y 1. Ahora dentro del escenario
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de la inflacién tibia, se asume que el bano térmico tiene una temperatura
T >> Mmyigera , de modo que la aproximacion que debemos hacer es de alta
temperatura.

Para extraer de forma simple la contribucion de alta temperatura del poten-
cial, usualmente se recurre al método llamado resumacion de Poisson, el cual
describimos a continuacién para una masa genérica m.

Partiendo de la ecuacion , tenemos

1 dw?
yo 1 / In (2 _ / / Wi 3.20
5 s n (wn + wk 5 (,UQ + W’% de ( )

Ahora, como w? = k* + m?, la expresién anterior se reduce a

21
= s [ dm /2+ oy (3.21)
27TT

donde hemos usado que w,, = 27Tn. Al usar la identidad

1 o0
= / dse™*, (3.22)
0

a

en la Ec. (3.21)), la reescribimos como sigue

2
1 o 2 S\ 51
V(l) _ /d 2// d —sn <27TT>
—87T2T2 m s ) S |e e
=[]
= — m
8277 0

Usando la resumacion de Poisson [22]

NP

n=—0oo n=—oo

en la expresién obtenida para nuestro potencial en la Ec. (3.23)), tenemos

v = Py /// 2d3l<;— Y e e, (3.24)
7T
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Observemos que cuando n = 0, tenemos

v = Py G /// dm2d3k;—e s(azp)?
7T
27r2T
Y

_/ @h_wy
) @r)p3 27

el cual, al no depender de la temperatura, podemos identificarla como la
contribucion del potencial a un lazo en el vacio.

Para resolver esta integral escribimos explicitamente a wj, e introducimos un
corte ultravioleta A, obteniendo

3 2 2 4
V<1>:/(dk VIS +m? _dr /kwmdk

2m)3 2 2(2m)3
S N A?m? N m* mb m*In(A)  m*log(2) N m*log (m?)
© 16w 1672 12872 12872A2 3272 3272 ( 647)T2 ’
3.26

el cual coincide con la ecuacion si identificamos a la masa genérica m
COI Mefy-

Ahora, para n # 0, volvemos a la ecuacién e integramos sobre la masa
m, obteniendo

1 2
o _ B ///dzdsk_ 2
T 87‘(’% 27T3 0 mn Ze o
22
_ /8 471' T / / 678(2:7}67‘)2} .
87r2

Ahora, dado que las integrales sobre los momentos son del tipo gaussiano,
las integrales son inmediatas, resultando

(3.27)

2. 2

T 1/2 n-m m2
V7(11) _ ™ 27T — Z/ 471'3T2 3/2 [ — e—s4ﬂ2T2] 7 (3_28)

el cual, una vez simplificado, se reduce a

2_2

1 — Z/ dSS e Sum2TZ T s . (329)

n#0
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Esta ultima expresion puede simplificarse si utilizamos la siguiente identidad
23]

/ dss ™ le 8 = 9 (é) 'K, (2@) , (3.30)
0 Y

en donde K, son las funciones de Bessel, de modo que, utilizando y sustitu-
yendo valores de (3.29)) en (3.30)), obtenemos

24 2 a2\ —1 2
v T dn T m
n#0
T?m? <~ 1 nm
S SR
472 ;M *\'r

Esta ultima ecuaciéon nos permite conocer facilmente el comportamiento del
potencial en la regién de alta temperatura (7" >> m), pues el comportamien-
to de la funcion Bessel en esa regién es

2 1

(3.31)

Por lo tanto, el potencial en la region de alta temperatura es

T*m* N (1 21 1
V(l) _ il B
r 272 ; n?) | (nm)? 2

72T n m2T?
90 24
donde debemos recordar que m es pequena en comparacion con 7'.
Si la masa y la temperatura tuvieran una jerarquia distinta, por ejemplo
T << meysy, entonces la aproximacion debe ser de baja temperatura pero, al

igual que el caso de alta temperatura, el comportamiento en esta region se
obtiene del comportamiento de la funcion Bessel en esa misma regién, esto

es
[
Ky (x) =u oo Ze_”. (3.34)

Por lo tanto, el potencial efectivo en esta regién es

o m?T?\ [T Lis (e 7)
Vil = — 3.35
T /3278 (3.35)

(3.33)
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Una vez que tenemos claro el comportamiento del potencial en estas dos
regiones de interés, lo que sigue es incorporar las derivadas de orden superior.
Esto ultimo es muy simple si tomamos en cuenta la Ec. en donde
hay dos términos que difieren entre ellos solo por las masas. Este punto es
importante pues, si analizamos con detalle a cada una de las masas, tenemos
que m? >> m?2. Dado que m? ~ M?, con M la escala que regula el término
con derivadas altas, la cual esperamos que sea muy grande en comparacion
con cualquier otra escala, entonces el potencial efectivo a 1-lazo con efectos
térmicos que contempla esta masa debe ser aproximado con (3.35]), mientras
que el potencial que involucra a la masa m,, debe ser aproximado con (3.33]).
Por lo tanto

mp

o EYELE) op e
- V3273 90 24

Con esto, damos por concluido el estudio de la temperatura en el poten-
cial efectivo en una teoria con derivadas de orden superior. En el siguiente
capitulo analizamos con detalle el efecto de las derivadas de orden superior
y la temperatura en el potencial efectivo a 1-lazo.

(3.36)



Capitulo 4

Resultados y Discusion

Como uno de los principales resultados de esta tesis es el cédlculo del
potencial a 1-lazo en una teoria escalar con derivadas de orden superior a
temperatura finita, comenzamos con escribir a detalle este potencial, el cual
esta dado por

1 1
Vs = Viree + Viitp + Vatips (4.1)

donde

, 3M? On<A4+nm)__mANV+8u5)]

1
Viree + ‘/E)(})ID :_|9U3 |:1 +9g

3 16m, > M —m, 6 M p?
u? o, 1 o M? — 16 M3 12 | M +m, . 24m,,p1?
— — — n
2 32mim2u? M—-m, M3 — 16 M p?
. UMQ (M2_8M2)(M2_|_2M2)+ln(é(M4—M2mi))
9302 mt 2
~|_M’(mi — 4m? p? +—24y?)ln M +m,
lep M — mu
L (1= 4In(2) + 2In(m))mg + (1 = 41n(2) + 2In(m}))m}
1282 ’
y
S _miTQ\/mlbLig(e_Tb) T N m2T?
T /3273 90 24

o1
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con
1 2
m2 5( — M /M2 — 42, )
1
m = §<M2+M,/M2 1m2;;)
mZ:J\/l2

Para analizar el comportamiento del potencial asi como el comportamien-
to de cada uno de los términos que intervienen en su céalculo, usaremos la
siguiente cantidad

Va(v) — V2 (0)
V;‘,ree<0> - ‘/tree(gﬁ)

g

+1, (4.2)

r =

donde z indica a qué tipo de potencial nos referimos.

1.2 e
1.0 bemee
08f .

06 N

A Vtree (V)

0.4 . ’

0.2 . -

ook enedeas ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
vivg

Figura 4.1: Gréfica de la Ec. (4.2) como funcién de v/vy para el caso del
potencial a nivel arbol(tree).

En la figura se grafica la Ec. (4.2) como funcién de v/vy para el caso
x = tree, cuyo potencial estd dado por la Ec. (3.2]). En ella podemos ob-
servar que la distancia del maximo al origen es 1, mismo valor que tiene
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la distancia horizontal del minimo al origen. Como este es el potencial sin
ningtn tipo de correcciéon o agente nuevo, nos servira de referencia para estu-
diar el efecto de los diversos términos incluidos en el potencial de la ecuacién

).
En la fig. se grafica AV v AVLss, con el potencial de la Ec. (2.107)),

12—
1.0 -
08

06

Aveff(v)

0.4

—— Tree level

0.2 —— One loop

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

vivg

Figura 4.2: Comparacion del potencial a nivel arbol y el potencial efectivo a

1-lazo dado por la Ec. (2.107)) como funcién de v/vg tomando pu = % yg= %).

como funcién de v/vy tomando pu = % yg= %. En esta gréafica se muestra el
efecto de la correccién cudntica a un lazo en el potencial efectivo , sin embar-
go, el efecto es muy pequeno para observarse simplemente superponiendo las
graficas. Para apreciar mejor el efecto, en la fig. graficamos la diferencia
AV,sr — AVyee, y observamos que la curva, al encontrarse por encima del eje
horizontal, nos indica que la correcciéon cuantica a 1-lazo tiende a “subir” el
minimo del potencial.

Es importante puntualizar que, hasta este punto, el potencial aiin no incluye
efectos de derivadas altas.
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Al observar que en la fig. las correcciones cudnticas a 1-lazo son pe-
quenas, es de esperar que el efecto de las derivadas de orden superior también
sean pequenas. Tomando en cuenta lo anterior, en la fig. se muestra el
comportamiento del potencial de la Ec. a " = 0 con respecto del po-
tencial a nivel arbol para distintos valores de la escala de energia .

Como esta curva estda por encima del eje horizontal, podemos decir que la
correccién cuantica a 1-lazo con derivada de orden superior tiende a “subir”
el potencial. También se observa que al aumentar la escala de energia M,
que regula al término con derivada alta, el potencial tiende asintéticamente
al valor del potencial sin la contribucién de derivada alta, lo cudl se deduce
de comparar las fig. v A4
Esta ultima observacién nos permite concluir que el efecto de las derivadas de
orden superior en el potencial efectivo a 1-lazo es de “bajar” el potencial con
respecto al caso en el que no se consideran las derivadas de orden superior
en el mismo, tal como se muestra en la figura [4.5

0.00012 -

0.00010 | 3

T
~

0.00008 | ;
0.00006 ’

0.00004 |

T
~

AVei(V) = AViree(V)

0.00002 - g

0.00000 |-===*

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

vivg

Figura 4.3: Diferencia AV,s¢r v AVypee
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0.00010F T e e
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1 0.00006 - ]
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2% 0.00004 - — M/v=20 -
2 : —- M/vo=12
0.00002 - M/ vo=0.6 ]
0.00000 |- :
L T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14

v/vg

Figura 4.4: Diferencia del potencial con derivadas altas y el potencial a nivel
arbol, para distintos valores de M /vy.

0000000 e ]
b croel n N 1
=J.X I Y -
E E “\ \ —— e — i N — _E
> -0.000010F % ]
< i * 1
’l\ r “ — M / Vo = 20 1
= -0.000015 - M/v=12 ]
B i * oo M/v=06 ]
< _0.000020 - ]
-0.000025 - DT PR N N S

1 1 1 1 L 1 1 1 1

vivg

Figura 4.5: Diferencia del potencial con derivadas de orden superior de la Ec.

(4.1) a T'= 0 y el potencial efectivo a 1-lazo de la Ec. (2.107)). A medida que
aumenta M /vy, el efecto de la derivada de orden superior disminuye.



56 CAPITULO 4. RESULTADOS 'Y DISCUSION

En la figura se muestra el comportamiento del potencial a 1-lazo
de la Ec. para distintos valores de la temperatura. La incorporacion
de la temperatura en este potencial se realiza agregando la Ec. a la
Ec. , pues el formalismo de tiempo imaginario asi lo permite (véase
la secciéon Resumacién de Poisson). El efecto de la temperatura en el
potencial es el de “subir” el minimo de este, tendiendo a restaurar la simetria.

Finalmente, en la figura [4.7] se muestra el comportamiento del potencial

- T/v=06

AVE(v)

vivy

Figura 4.6: Potencal efectivo a 1-lazo de la Ec. (2.107) en un bano térmico
para diferentes valores de T'.

efectivo de la Ec. (4.1]) para distintos valores de la temperatura. Se observa
que al aumentar el valor de la temperatura, el minimo de la teoria disminuye
su profundidad, lo cual es un indicador una restauracion de la simetria.
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Figura 4.7: Comparacién del potencial efectivo con términos de derivadas de
orden superior en un bano térmico para diferentes valores de temperatura.

Al igual que en el caso de T" = 0, el efecto de las derivadas de orden
superior es muy pequeno para apreciarse superponiendo las graficas. Para
hacer visible el efecto, en la figura se grafica la diferencia del potencial
con derivadas de orden superior y el potencial sin estas derivadas para un
valor fijo de la temperatura (7'/vy = 0.8) y un valor fijo de p/vy = 2. Debido
a que esta curva esta por debajo de la horizontal, podemos concluir que el
efecto de las derivadas altas en el potencial efectivo a temperatura finita es
bajar el minimo del potencial.



0.000

-0.005

-0.010

AVEFP(v)-AVE(v)

-0.015

v/vy

Figura 4.8: Diferencia del potencial efectivo a 1-lazo a temperatura finita con
y sin derivadas de orden superior.



Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudio el efecto de derivadas de orden superior
en el potencial efectivo de un campo escalar a temperatura finita. Para ello
se calcularon el potencial efectivo de una teorfa del tipo ¢?, las correcciones
radiativas derivadas de su expansién a un lazo y se agregaron términos con
derivadas superiores para regularizar la teoria. De tal manera que nos fue
posible comparar el efecto que tienen estas modificaciones en dicho potencial,
en particular, de los términos con derivadas altas. Lo que se observo fue que
los términos de derivadas altas tienen a bajar el minimo del potencial efectivo
con respecto al caso en el que no se incluyen estos términos adicionales. Se
encontré que al aumentar la temperatura, el minimo del potencial efectivo
con derivadas altas tiende a subir con la temperatura, lo cual indica que los
efectos de temperatura en el potencial es el de restaurar la simetria, de tal
manera que la evolucién térmica del universo temprano esta directamente
relacionada con la simetria del potencial efectivo. Esto ultimo también nos
indica que la inclusién de los términos con derivadas de orden superior no
modifica este comportamiento que se observa en la teoria escalar sin estos
términos.

Se observo que el efecto de las derivadas de orden superior en el potencial
depende del cociente M /vy, donde M es una escala de energia y vy es el
minimo de potencial. Entre mas grande es este cociente, la contribucién de
las derivadas es menor.
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