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Acerca de esta tesis

El presente trabajo aborda el estudio de la teoŕıa de la prueba para las lógicas
multimodales con inversas. Perseguimos este estudio desde dos perspecti-
vas: primero, presentando sistemas axiomáticos para dichas lógicas, y sub-
secuentemente estudiando la novedosa técnica de árboles de hipersecuentes
para generar un sistema tipo Gentzen.
Los sistemas axiomáticos son una herramienta bien establecida dentro del estu-
dio de la lógica, pues permiten caracterizar una lógica de forma compacta —si
bien no suelen ser herramientas muy efectivas para buscar pruebas. Aunque
los sistemas axiomáticos no le son para nada ajenos a las lógicas multimoda-
les —incluso algunas con modalidades inversas, como la lógica temporal o la
dinámica [23, 18]— la literatura que dé énfasis a las modalidades inversas no
es abundante.
Por su parte los sistemas de secuentes, también conocidos como sistemas de
Gentzen, son herramientas de carácter mayormente sintáctico que tienen como
fin determinar la validez de una fórmula de un sistema lógico en particular.
Contar con estos sistemas tiene una serie de beneficios, desde facilitar el des-
cubrimiento de ciertas propiedades en la lógica correspondiente hasta poder
derivar algoritmos de inferencia para fórmulas dentro de dicha lógica. Nuestro
estudio de los sistemas de árboles de hipersecuentes tiene antecedentes en el
trabajo de Kashima [13] y Brünnler [5], entre otros, pero está inspirado princi-
palmente por el trabajo de Francesca Poggiolesi [20]. Mientras que los sistemas
de secuentes han sido ampliamente estudiados para lógicas proposicionales y
de primer orden, no es el caso para las lógicas modales, cuyo estudio bajo
el lente de la teoŕıa de la prueba es comparativamente más reciente y menos
desarrollado.
Las lógicas modales, y en particular las multimodales, tienen una multitud de
aplicaciones en diversos dominios matemáticos y computacionales. La contri-
bución del presente trabajo es un sistema de secuentes aplicable a todas estas
lógicas, y particularmente relevante a las que cuentan con modalidades inver-
sas, una construcción que agrega expresividad al lenguaje. Utilizando la técnica
de árboles de hipersecuentes, desarrollamos un sistema correcto para la lógica
multimodal con inversas que además cuenta con la propiedad de eliminación
de corte.
Esta tesis está organizada como sigue: el primer caṕıtulo se dedica a introducir
conceptos básicos de lógica multimodal como sintaxis y semántica, aśı como
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algunas de las aplicaciones de éstas. El segundo caṕıtulo introduce la lógica de
nuestro interés utilizando un sistema axiomático tipo Hilbert, y demuestra la
corrección de éste. El tercer caṕıtulo presenta los árboles de hipersecuentes y
el sistema para la lógica multimodal con inversas, y demuestra su corrección.
El cuarto caṕıtulo concierne a la eliminación de corte en el sistema de árboles
de hipersecuentes. Finalmente, el quinto caṕıtulo presenta las conclusiones y
discute el trabajo futuro.



1 Introducción

El objetivo del presente trabajo es estudiar la teoŕıa de la prueba para lógicas
multimodales con inversas, por medio de presentar tanto un sistema axiomático
como un sistema de árboles de hipersecuentes para dichas lógicas. En este
caṕıtulo cubriremos de manera informal los conceptos detrás de dicho objetivo,
de tal forma que las justificaciones que presentamos al final del caṕıtulo estén
apropiadamente contextualizadas. Naturalmente, comenzaremos revisando las
lógicas multimodales.

1.1. La lógica multimodal

Si la lógica proposicional es un lenguaje que a partir de un conjunto de afir-
maciones nos permite construir nuevas y más complejas afirmaciones con sus
operadores, la lógica modal añade una nueva dimensión sobre la proposicional
al agregar operadores que califican dichas afirmaciones. Los operadores � y ♦,
léıdos como “necesariamente” y “posiblemente”, respectivamente, cuentan con
una multitud de interpretaciones en los distintos ámbitos para los que se ha
empleado la lógica modal. Algunos ejemplos de las lógicas que proveen dife-
rentes interpretaciones para estos operadores son la lógica temporal, la lógica
epistémica, la lógica de demostrabilidad, la lógica deóntica, la lógica descriptiva
y la lógica dinámica, entre muchas otras.
Como ejemplo de partida podemos considerar la lógica temporal básica, co-
nocida en inglés como tense logic1. En esta lógica existen cuatro operadores
modales: P , que significa “en algún momento fue el caso”; F , que significa “en
algún momento será el caso”; H, que significa “siempre ha sido el caso”; y G,
que significa “siempre será el caso”. Es común que en distintos tipos de lógica
se cambie la notación de los operadores lógicos, como es el caso aqúı; una vez
que tomamos en cuenta la forma en la que estos operadores se interpretan res-
pecto a la semántica, es fácil ver que los operadores P y F corresponden con
operadores de tipo ♦, denotando algo que ocurre en algún caso; los operadores
H y G por su parte corresponden con operadores de tipo �, denotando algo
que ocurre en todos los casos.
Notemos que en este caso en particular, la lógica temporal extiende a la propo-
sicional no con dos sino con cuatro operadores modales adicionales; sin embargo

1Por los tiempos gramaticales past tense y future tense.
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Figura 1.1: Una estructura de Kripke con múltiples relaciones de accesibilidad.

esto se puede interpretar de otra forma, dibujando a F y P como operadores
del tipo �, pero correspondientes con dos modalidades distintas, futuro y pa-
sado respectivamente. De la misma forma podemos interpretar G y H como
operadores tipo ♦. Afortunadamente, estas dos perspectivas son equivalentes.
Si bien el salto sintáctico de la lógica proposicional a la modal consiste en la
adición de dos operadores modales, desde el punto de vista semántico la dife-
rencia es considerablemente mayor. Mientras que la lógica proposicional clásica
se interpreta comúnmente con valuaciones que asignan un valor de verdad a
cada variable, a partir de las cuales se puede derivar el valor de verdad de una
fórmula, en la lógica modal generalmente las fórmulas se interpretan sobre las
llamadas estructuras de Kripke. Éstas las trataremos de manera formal más
adelante, pero por ahora nos bastará describir las estructuras de Kripke como
estructuras relacionales que podŕıamos ilustrar como gráficas dirigidas, donde
los vértices se conocen como mundos y las flechas como relaciones de accesibi-
lidad ; además de estos dos elementos, cada mundo asigna un valor de verdad a
cada variable proposicional. Sobre estas estructuras, las interpretaciones de las
fórmulas se vuelven los mundos donde la fórmula se satisface, y las fórmulas
modales de la forma �φ son válidas en aquellos mundos cuyos sucesores (donde
un mundo v es sucesor de w si existe una flecha que va de w a v) satisfacen la
fórmula φ sin excepción, mientras las de la forma ♦φ son válidas en aquellos
mundos donde algún sucesor satisface φ.

1.2. Modalidades inversas

En una lógica multimodal, como lo es la temporal, puede existir más de una
relación de accesibilidad (es decir que las flechas de las estructuras de Kripke
tienen todas una etiqueta de un conjunto bien definido de posibles etiquetas).
Cada relación está asociada con una de las modalidades establecidas del lado
de la sintaxis: las fórmulas de la forma �αφ se evalúan sobre la relación de
accesibilidad Rα. La Figura 1.1 presenta un ejemplo de una estructura con
múltiples relaciones de accesibilidad.
Volviendo al ejemplo de la lógica temporal, pensemos en dos mundos, digamos
v y w, tal que uno es el futuro del otro, expresado como v ≺ w. Resulta
intuitivo, quizás incluso obvio, que si w es el futuro de v, entonces v es el
pasado de w, i.e. w � v. Sin embargo, la forma de las estructuras de Kripke
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en general no obliga a que este sea el caso. Para evitar la posibilidad de que
v ≺ w sin que w � v, enfocamos nuestro estudio a las estructuras de Kripke que
llamamos bidireccionales: una estructura es bidireccional si para cada relación
de accesibilidad R existe otra relación R tal que R es la relación inversa de R,
es decir que vRw si y sólo si wRv. Una vez aplicada esta restricción, la relación
entre futuro y pasado se vuelve como la intuimos.
Si bien en la lógica temporal surge de manera natural el concepto de modalida-
des inversas, no es un buen ejemplo para observar los beneficios de contar con
este tipo de modalidades sobre no tenerlos. Para este efecto, nos fijaremos aho-
ra en el ejemplo de las lógicas descriptivas (DLs). En estas lógicas el operador
modal � se escribe como ∀, el operador ♦ como ∃, el operador de conjunción
como u, a las modalidades se les conoce como roles, las fórmulas corresponden
con conceptos (y que un individuo pertenezca a un concepto corresponde con
que un mundo satisfaga una fórmula). Entonces, en vez de una fórmula de la
forma �αφ, tendŕıamos una de la forma ∀α.C en notación de DL.
Las lógicas descriptivas modelan objetos, categoŕıas de estos objetos y las rela-
ciones entre ellos (individuos, conceptos y roles respectivamente). Algunas de
estas lógicas cuentan con varios constructores de roles, operadores que compo-
nen roles para formar roles más complejos, incluyendo el constructor de roles
inversos; estos roles enriquecen el lenguaje, mejorando su expresividad.
Para ilustrar, imaginemos una estructura de Kripke concreta donde se estable-
cen relaciones entre personas y peĺıculas, siendo P el concepto que representa
a las personas y M el que representa a las peĺıculas; además incluyamos los
conceptos A y C para representar objetos de nacionalidad estadounidense y ca-
nadiense respectivamente. En tal estructura podŕıamos encontrar un rol como
dirige, señalando que una cierta persona dirigió una peĺıcula dada. Entonces,
la fórmula

P uA u ∃dirige.M

representa al concepto de todas las personas estadounidenses que han dirigido
alguna peĺıcula, esto es, el concepto de los directores estadounidenses.
Supongamos que queremos un concepto que represente a las peĺıculas dirigidas
por canadienses. Si nuestra lógica no contase con roles (modalidades) inversos,
esto necesitaŕıa la definición de un rol dirigidaPor, el cual seŕıa justamente el
rol dirige pero invertido. Sin embargo, contando con roles inversos, podemos
evitar definir dicho redundante rol:

M u ∀dirige.(P u C)

obteniendo aśı un concepto que representa lo que buscamos.
Cabe mencionar que, aunque anteriormente mencionamos que enfocaremos
nuestro estudio a estructuras bidireccionales, lo cual implicaŕıa que existe tanto
el rol dirige como el rol dirigidaPor, esto es sólo un detalle técnico necesario
para simplificar las definiciones que abordaremos en los caṕıtulos siguientes;
basta notar que siempre se puede obtener la relación (o rol) inversa a cualquier
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relación de accesibilidad simplemente intercambiando el orden en cada uno de
sus elementos correspondientes.

1.3. Sistemas axiomáticos

Los sistemas axiomáticos son una herramienta que permite caracterizar un
sistema lógico de forma compacta. Estos sistemas tienen dos componentes:
primero, una colección de esquemas axiomáticos, que son patrones de fórmulas
parametrizados que son siempre válidas sin importar qué fórmula concreta
sustituya a los parámetros. Aśı por ejemplo, el axioma de la lógica clásica
¬¬φ → φ, también conocido como la eliminación de la doble negación, es
válido siempre sin importar qué fórmula sea φ. El segundo componente es una
cantidad usualmente pequeña de reglas de inferencia a partir de las cuales se
pueden derivar fórmulas válidas usando otras fórmulas para las que exista una
derivación (instancias de axiomas o resultado de reglas).
Cuando decimos que un sistema axiomático ‘caracteriza’ una lógica entende-
mos que el conjunto de todas las fórmulas derivables en ese sistema capturan
exactamente las fórmulas válidas para alguna semántica. Por ejemplo, un sis-
tema axiomático para la lógica proposicional clásica debe derivar exactamen-
te aquellas fórmulas que son verdaderas para cualquier asignación de verdad
de las variables proposicionales. Por su parte, un sistema axiomático para la
semántica de estructuras de Kripke en general (sin restricciones como la bidi-
reccionalidad mencionada anteriormente) debe poder derivar exactamente las
fórmulas que sean válidas en cualquier estructura de Kripke.
Los sistemas axiomáticos tienen su lugar en el estudio de la lógica modal, e
incluso aparecen en varios contextos sobre lógicas multimodales [23, 18], pero
estos abordajes raramente enfocan la atención en las modalidades inversas,
además de que usualmente (como en los ejemplos mencionados) se estudian
desde un dominio particular como la lógica dinámica o la temporal, no desde
la perspectiva de la lógica en general.
La naturaleza de las derivaciones en sistemas axiomáticos los hace una herra-
mienta poco apropiada para la búsqueda de pruebas ya que, a diferencia de
otros sistemas como los de secuentes o los de deducción natural, las deriva-
ciones axiomáticas se llevan a cabo “hacia adelante”, esto es, empezando a
partir de los axiomas, lo cual puede involucrar adivinar qué axiomas podrán
instanciarse para usar las reglas de derivación y llegar a la fórmula deseada.
En contraste, tanto los sistemas de secuentes como los de deducción natural
utilizan razonamiento hacia atrás, donde el método comienza desde la fórmula
que se quiere derivar y se descompone por medio de reglas en fórmulas más
simples por derivar.

1.4. Secuentes e hipersecuentes

Los sistemas de cálculos de secuentes son formalismos lógicos que, en términos
simples, se pueden utilizar para generar derivaciones para fórmulas válidas
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dentro de una cierta lógica. Estos sistemas fueron introducidos originalmente
por Gerhard Gentzen en 1935 [10]. Gentzen, en su búsqueda por probar la
consistencia de la aritmética, formuló primero su sistema de deducción natural
para la lógica clásica. Sin embargo, no pudo demostrar la normalización de
derivaciones dentro de este sistema, la cual tendŕıa como consecuencia directa
la consistencia del sistema. Fue entonces que formuló su sistema de cálculo de
secuentes LK, para el que pudo demostrar su afamado Hauptsatz (resultado
principal), que ahora se conoce comúnmente como el teorema de eliminación
de corte. Una propiedad notoria de este sistema es que se pueden obtener
derivaciones anaĺıticas: todas las fórmulas que aparecen en la derivación son
subfórmulas de la fórmula derivada. Un relato más detallado de esta historia
se puede consultar en [19].
En la actualidad los sistemas de cálculo de secuentes son una parte de funda-
mental importancia en el contexto de la teoŕıa de la prueba. En [20], Francesca
Poggiolesi argumenta respecto a la importancia filosófica de este tipo de siste-
mas. Una de las propiedades que se recalcan respecto a los cálculos de secuentes
es aquella de la analiticidad, es decir que los únicos elementos involucrados en
la prueba de una fórmula son esenciales, y ninguno es superfluo. Esta propiedad
está relacionada con la llamada propiedad de la subfórmula, que discutiremos
más adelante; baste decir que esta propiedad conecta parte de la importancia
filosófica de los secuentes con su importancia computacional: la propiedad de la
subfórmula puede implicar la existencia de un algoritmo para decidir la validez
de una fórmula.
Dejando al lado las implicaciones filosóficas del estudio de cálculos de secuentes,
también existen beneficios teóricos de contar con un sistema de secuentes para
una lógica dada: ya mencionamos la posibilidad de probar la decidibilidad
del sistema, pero el cálculo de secuentes puede también ayudar a probar, por
ejemplo, la propiedad de interpolación de Craig, como se puede observar por
ejemplo en [3, 9, 2], la cual tiene aplicaciones dentro de las ciencias de la
computación en dominios como la verificación formal, pruebas de consistencia
y representación del conocimiento.
De particular interés y funcionando como punto de partida de este trabajo es
la definición del marco de árboles de hipersecuentes (o secuentes anidados),
descritos por Poggiolesi [21] y con antecedentes en Bull [6], Kashima [13] y
Brünnler [5]. Este marco generaliza los sistemas de secuentes clásicos añadiendo
–literalmente– una dimensión adicional, que facilita el manejo de las fórmulas
modales.
La búsqueda de esta clase de sistemas ha sido dirigida expĺıcitamente por una
colección de propiedades deseables para los sistemas de inferencia lógica. Algu-
nas de estas propiedades son por ejemplo, como se resume brevemente en [21],
la propiedad de la subfórmula: que las premisas de una inferencia estén con-
formadas solamente por subfórmulas de la conclusión; la pureza semántica:
que el sistema de inferencia no haga uso de elementos semánticos expĺıcitos;
la simetŕıa: que cada conectivo lógico cuente, por lo menos, con una regla que
introduzca el conectivo y una regla que lo elimine; y la invertibilidad: que para
cada regla del sistema, la regla inversa (intercambiando la premisa y la conclu-
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T 〈φ ` φ〉 T 〈φ, ψ ` ψ〉
→ L

�α(φ→ ψ),�αφ ` [α : φ→ ψ, φ ` ψ]
�mL

�α(φ→ ψ),�αφ ` [α : φ→ ψ ` ψ]
�mL

�α(φ→ ψ),�αφ ` [α : ` ψ]
�mR

�α(φ→ ψ),�αφ ` �αψ → R
�α(φ→ ψ) ` �αφ→ �αψ → R
` �α(φ→ ψ)→ �αφ→ �αψ

Figura 1.2: Derivación del axioma K multimodal.

sión) sea admisible.
Como señala Negri [17], hasta hace poco2 la teoŕıa de la prueba para lógica
modal se hab́ıa mostrado un tanto deficiente; los sistemas de árboles de hi-
persecuentes —aunados a otros sistemas de prueba, que no discutimos aqúı—,
se presentan como una contribución para aliviar este problema, y su exitosa
aplicación a lógicas de diversos dominios sugiere que forman un fundamento
sólido para la teoŕıa de la prueba en lógicas modales.
En el caṕıtulo 3 lidiaremos a detalle con los sistemas de árboles de hipersecuen-
tes, pero a manera de ilustración, la Figura 1.2 presenta una derivación en el
sistema que presentaremos para el axioma K multimodal. El ejemplo muestra
algunas de las caracteŕısticas notorias del sistema, tales como las reglas para
manejar el operador modal �mL y �mR; la notación de anidamiento de se-
cuentes Γ ` ∆[α : Γ′ ` ∆′], y la notación de ocurrencia de un secuente dentro
de un árbol T 〈Γ ` ∆〉.

1.5. Eliminación de corte

Como ya mencionamos, el resultado principal de Gentzen al formular el cálculo
de secuentes para lógica clásica fue demostrar que la regla de corte, ilustrada
en la Figura 1.3, es eliminable. Esto quiere decir que cualquier derivación de un
secuente que utilice esta regla tiene también una derivación que no la utiliza.
Al comparar las derivaciones con secuentes con las demostraciones en papel,
la regla de corte corresponde por analoǵıa a utilizar un lema para demostrar
un teorema. La regla dice (omitiendo a ∆, en nombre de la simplicidad): “Si
sabiendo Γ puedes deducir φ, y sabiendo Γ′ y φ puedes deducir ∆′, entonces de
Γ y Γ′ puedes deducir ∆′”. Desde el punto de vista filosófico, esto representa
un problema en la búsqueda de la analiticidad, puesto que el contenido de φ
podŕıa ser arbitrario y perfectamente ajeno a la fórmula que buscamos derivar.

2Relativamente a la publicación de su art́ıculo, aunque la investigación sobre teoŕıa de la
prueba en lógica modal sigue siendo reciente en comparación con muchas otras áreas de las
matemáticas.
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Γ ` ∆, φ φ,Γ′ ` ∆′
cutφ

Γ,Γ′ ` ∆,∆′

Figura 1.3: La regla de corte del cálculo de secuentes.

Análogamente, desde el punto de vista computacional (desde el cual es conve-
niente leer las reglas de abajo hacia arriba), φ representa un problema para la
búsqueda automatizada de pruebas, puesto que, reiteramos, φ es arbitraria, lo
cual significa que un algoritmo que tratara de utilizar la regla de corte tendŕıa
que ‘adivinar’ una φ adecuada para poder generar una derivación correcta. Es
quizás a causa de esto que Jean-Yves Girard manifestó una vez, en una nota
al pie [11]: “Un cálculo de secuentes sin eliminación del corte es como un auto
sin motor”.
Además de las propiedades deseables que mencionamos anteriormente, la eli-
minabilidad del corte es quizás la principal propiedad por las que se gúıa la
búsqueda de sistemas de secuentes alternativos como lo son los árboles de hi-
persecuentes. En [1], Avron formula un ejemplo dando un cálculo de secuentes
regular para la conocida lógica S5 que es correcto, y sin embargo, no es libre
de corte. A continuación de este ejemplo presenta un cálculo de hipersecuen-
tes —relacionados conceptualmente, mas no idénticos a nuestros árboles de
hipersecuentes— para dicha lógica, que śı disfruta de la propiedad de elimina-
ción de corte.

1.6. Resumen y justificación

El enfoque primario de este trabajo es la presentación de un sistema de cálculo
de árboles de hipersecuentes libre de corte para lógicas multimodales con inver-
sas. En particular, tomamos los conceptos presentados en [20], generalizamos
sus reglas para lidiar con múltiples modalidades, y añadimos una regla para
manejar las modalidades inversas, de forma similar a como se manejan en [6]
—o como [20] maneja marcos simétricos—, pero en contraste a la prueba de
eliminación de corte de Bull, seguimos una técnica de naturaleza sintáctica y
directa al estilo de Poggiolesi.
Como contribución adicional, este trabajo presenta una caracterización axio-
mática de las lógicas multimodales con inversas, demostrando su corrección res-
pecto a la semántica de mundos de Kripke. A pesar de que en ciertos dominios
de la lógica modal (particularmente la lógica temporal [23] y la dinámica [12])
las presentaciones axiomáticas no son inusuales, no existe, hasta donde nuestra
revisión de la literatura pudo encontrar, una formulación axiomática de mo-
dalidades inversas desde el punto de vista de la lógica multimodal “pura” (i.e.
no aplicada a un dominio, como las lógicas descriptivas o dinámicas). Nuestra
presentación axiomática emplea la correspondiente traducción notacional del
axioma de interacción encontrado usualmente, y la prueba de corrección utili-
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za la bien conocida técnica de modelos canónicos para demostrar completitud.
Esta axiomatización de la lógica multimodal con inversas a su vez facilita la
demostración de completitud del sistema de árboles de hipersecuentes.
Ya hemos mencionado la importancia de los sistemas de cálculo de secuentes,
particularmente los que son libres de corte, y por qué es deseable obtener sis-
temas de este tipo para enriquecer la teoŕıa de la prueba, particularmente para
la lógica modal. Además, como hemos discutido también, las modalidades in-
versas juegan un papel importante en varios dominios de aplicación de la lógica
modal gracias a la expresividad que proveen; han sido parte del estudio de la
lógica dinámica desde su inicio [22, 8], son una caracteŕıstica intŕınseca de las
lógicas temporales [23], y resultan útiles en extensiones de las lógicas descripti-
vas [7], por citar algunos ejemplos. Es con estos argumentos que consideramos
justificado e importante el esfuerzo y los resultados que representan el presente
trabajo.



2 Lógica modal y sistemas
axiomáticos

En este caṕıtulo damos una introducción formal a las lógicas multimodales con
inversas, presentando la sintaxis y semántica de éstas. Después de las introduc-
ciones formales, presentamos un sistema axiomático tipo Hilbert para la lógica
multimodal básica con inversas y algunas de sus extensiones, y nos valemos de
la bien conocida técnica de modelos canónicos para demostrar su corrección.

2.1. Sintaxis y semántica de la lógica multimodal

Como mencionamos en el caṕıtulo anterior, sintácticamente la lógica modal
extiende a la lógica proposicional agregando los operadores modales � (caja,
necesidad) y ♦ (diamante, posibilidad). En este trabajo discutiremos única-
mente la lógica modal clásica, que extiende a la proposicional clásica, donde ♦
es definible a partir de � y viceversa. Esto nos permite formular el lenguaje de
las lógicas que estudiaremos utilizando únicamente tres operadores lógicos.
Siendo que nos concierne la lógica multimodal, el operador modal � está para-
metrizado por una de un conjunto de posibles modalidades. Viéndolo de otra
forma, tenemos una familia de operadores modales �α, uno para cada moda-
lidad α.

Definición 2.1 (Sintaxis de la lógica multimodal). Sea P un conjunto nume-
rable de proposiciones y M un conjunto finito no vaćıo de modalidades. Las
fórmulas de la lógica multimodal con inversas, que en su conjunto denomina-
remos L, son aquellas generadas por la siguiente gramática:

φ := p | ¬φ | φ ∧ φ | �αφ p ∈ P
α := m | α m ∈M

Los operadores lógicos restantes se pueden definir de la manera usual:

φ ∨ ψ ≡ ¬(¬φ ∧ ¬ψ) φ→ ψ ≡ ¬(φ ∧ ¬ψ)

♦αφ ≡ ¬�α¬φ

11
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Figura 2.1: Una pequeña estructura de Kripke.

Utilizamos la notación de la lógica modal ‘general’ para el operador de nece-
sidad, recordando que esta notación podŕıa variar de dominio a dominio, e.g.
en lógica descriptiva una fórmula modal podŕıa escribirse como ∀r.A o ∃r.A, o
en lógica dinámica podŕıa escribirse como [α]φ o 〈α〉φ. Vale la pena notar que
el descubrimiento de la correspondencia entre estas lógicas fue de considerable
importancia en el estudio de la lógica [24].
La semántica de nuestra lógica será la bien conocida semántica de estructuras
de Kripke. En esta semántica se tiene un conjunto de mundos, donde cada
mundo asigna un valor de verdad a cada proposición de P , y una serie de
relaciones entre mundos Rα, una por cada modalidad. Una fórmula �αφ es
verdadera en todo mundo w tal que todos los α−sucesores de w (es decir,
los mundos w′ tal que (w,w′) ∈ Rα, también escrito como wRαw

′) satisfacen
a φ. Estas estructuras pueden entenderse como gráficas dirigidas con flechas
etiquetadas, como se ilustra en la Figura 2.1, donde las etiquetas dentro de los
mundos representan las proposiciones que son verdaderas en ese mundo.
Antes de definir formalmente las estructuras de Kripke, definimos el concepto
más general de marco1, que nos permiten hablar de clases de estructuras que
comparten ciertas propiedades.

Definición 2.2 (Marco). Un marco es una pareja F = (W,R) donde W es
un conjunto no vaćıo de mundos y R es una familia de relaciones binarias Rα
sobre W .
Podemos agrupar clases de marcos caracterizadas por propiedades que cumplan
las relaciones en R. Por ejemplo, un marco es reflexivo si todas las relaciones
en R son reflexivas; es transitivo si se cumple lo análogo, e ı́dem para marcos
simétricos. En general decimos que un marco tiene la propiedad P cuando las
relaciones de accesibilidad del marco cumplen con la propiedad P . Nos es de
particular importancia definir los marcos bidireccionales.

Definición 2.3 (Marco bidireccional). Decimos que un marco F = (W,R) es

1En inglés frame.
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bidireccional si para cada relación Rα ∈ R existe otra relación, que denotamos
Rα tal que ambas relaciones son mutuamente inversas, es decir:

wRαw
′ si y sólo si w′Rαw

Como veremos, las lógicas que discuten las modalidades inversas son justamen-
te aquellas que se interpretan sobre marcos bidireccionales y vice versa. Hemos
de notar que dado un marco cualquiera se puede obtener una extensión bidi-
reccional de ese marco, simplemente agregando una relación inversa para cada
relación del marco.

Definición 2.4 (Estructura de Kripke). Una estructura o modelo de Kripke
K = (W,R, V ) es una terna donde W es un conjunto no vaćıo de mundos,
R es una familia de relaciones binarias Rα sobre W , y V : P → 2W es una
función de valuación que a cada mundo le asigna un conjunto de proposiciones
que son verdaderas en ese mundo. Una estructura se puede ver como un marco
aumentado con una función de valuación.
Podemos hablar de clases de estructuras de manera análoga a las clases de
marcos definidas anteriormente. Entonces, por ejemplo, la clase de estructuras
bidireccionales es la clase que incluye a todas las estructuras de Kripke tal
que para toda relación Rα existe otra relación Rα tal que las relaciones son
mutuamente inversas.

Contando con la definición de estructuras de Kripke podemos definir la forma
en la que se interpretan fórmulas de la lógica multimodal sobre una estructura
dada.

Definición 2.5 (Interpretación de fórmulas). Sea φ una fórmula del lenguaje
de la lógica multimodal con inversas y K = (W,R, V ) una estructura de Kripke.
La función de interpretación de la fórmula respecto a la estructura, denotada
por JφKK : L →W representa los mundos en W que satisfacen a φ, y se define
inductivamente de la siguiente forma:

JpKK = V (p)

J¬φKK = W \ JφKK

Jφ ∧ ψKK = JφKK ∩ JψKK

J�αφKK = {w ∈W | wRαu⇒ u ∈ JφKK}

J�αφKK = {w ∈W | uRαw ⇒ u ∈ JφKK}

Es fácil ver que las siguientes igualdades para los conectivos definidos se cum-
plen:

Jφ ∨ ψKK = JφKK ∪ JψKK

Jφ→ ψKK = J¬φKK ∪ JψKK
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J♦αφKK = {w ∈W | existe un u tal que wRαu y u ∈ JφKK}

Si ocurre que w ∈ JφKK podemos escribir K, w |= φ (o solamente w |= φ si está
claro por el contexto). En el caso contrario (i.e. w 6∈ JφKK) escribimos K, w 6|= φ
(o w 6|= φ).

Definición 2.6 (Satisfactibilidad y validez). Una fórmula φ es satisfactible2

si existe una estructura de Kripke K y un mundo w de K tal que K, w |= φ.
Un conjunto de fórmulas Γ es satisfactible en una estructura K si para cada
fórmula φ de Γ existe un mundo w de K tal que K, w |= φ.
Si para toda estructura K y todo mundo w se cumple que K, w |= φ decimos
que φ es válida y escribimos |= φ.

Con fines ilustrativos, presentamos la interpretación de la fórmula �ap ∧ ♦aq
sobre la estructura presentada en la Figura 2.13:

J�ap ∧ ♦aqKK = J�apKK ∩ J♦aqKK

= {w | wRau⇒ u ∈ JpKK} ∩ {w | existe u tal que wRau y u ∈ JqKK}
= {w2, w4} ∩ {w2, w3, w4}
= {w2, w4}

Habiendo establecido la sintaxis y semántica con la que trabajaremos, definimos
una forma normal para fórmulas modales, que denominamos forma normal
de inversas o FNI, con el fin de simplificar el sistema que definiremos en el
Caṕıtulo 3.

Definición 2.7 (Forma normal de inversas). Una fórmula φ está en forma
normal de inversas (FNI) si, en cada instancia del operador en una subfórmula
de φ, digamos �αψ, α es o bien m o m con m ∈ M . Esto es: en una fórmula
en forma normal de inversas, todas las modalidades son o una de las básicas
del conjunto M , o sus respectivas inversas.

Proposición 2.8 (Transformación a FNI). Dada una fórmula arbitraria φ, se
puede obtener una fórmula equivalente en FNI φ′ utilizando la siguiente función
de transformación fni:

fni(p) = p

fni(¬φ) = ¬(fni(φ))

fni(φ ∧ ψ) = fni(φ) ∧ fni(ψ)

fni(�mφ) = �m(fni(φ))

2Del inglés satisfiability/satisfiable, muy comúnmente nombrada satisfacibili-
dad/satisfacible en español.

3Extendida impĺıcitamente con las inversas de cada relación.
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fni(�mφ) = �m(fni(φ))

fni(�αφ) = fni(�αφ)

Por ejemplo, si tenemos la fórmula φ = �mp → q ∧ �
n
t, tendŕıamos que

fni(φ) = �mp→ q ∧�nt.
Para ver que el resultado de la transformación fni es semánticamente equiva-
lente a la fórmula de entrada basta observar que, de acuerdo a la Definición 2.5,
las interpretacións de �αφ y de �αφ dada una estructura K son iguales.

2.2. El sistema axiomático Km

Los sistemas axiomáticos, también conocidos como sistemas tipo Hilbert, son
una manera de caracterizar sistemas lógicos. Los sistemas axiomáticos tienen
dos componentes: los esquemas axiomáticos, que son patrones de fórmulas que
son válidas sin importar las fórmulas que sustituyan a sus parámetros; y reglas
de derivación, que permiten generar nuevas fórmulas válidas a partir de otras
fórmulas válidas.
Cuando decimos que un sistema axiomático ‘caracteriza un sistema lógico’, nos
referimos a que, para una semántica dada, el sistema axiomático permite inferir
una fórmula si y sólo si esa fórmula es válida. En esta sección presentamos el
sistema axiomático Km, que caracteriza la lógica de las estructuras de Kripke
bidireccionales. Además veremos que este sistema se puede extender fácilmente
con las versiones multimodales de los conocidos axiomas modales T y 4, resul-
tando en sistemas que caracterizan las lógicas para estructuras bidireccionales
reflexivas y transitivas, respectivamente.
La relevancia de estudiar el sistema axiomático Km en este trabajo proviene
de dos factores: por un lado, contar con un sistema axiomático simplifica consi-
derablemente la prueba de corrección del sistema de árboles de hipersecuentes
que estudiaremos en el caṕıtulo 3; por el otro lado, en nuestra revisión de la li-
teratura no encontramos mucha discusión de sistemas axiomáticos para lógicas
con modalidades inversas utilizando el lenguaje y notación de la lógica modal
en general (al contrario de, por ejemplo, la temporal [23] o la dinámica [18],
donde los tratamientos axiomáticos son más comunes). Siendo que los resulta-
dos aqúı presentes son de naturaleza general y pueden sin demasiado problema
traducirse a dominios particulares variando la notación, consideramos que es
valioso en śı mismo estudiar estos sistemas desde la perspectiva abstracta de
la lógica.
Empezamos definiendo en general los conceptos de sistema axiomático y deri-
vabilidad.

Definición 2.9 (Sistema axiomático). Un sistema axiomático tipo Hilbert está
compuesto por un número finito de esquemas axiomáticos y un número finito
de reglas de derivación, cada una de las cuales tiene un número de fórmulas
como premisas y una fórmula como conclusión.
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Definición 2.10 (Derivabilidad). Sea A un sistema axiomático tipo Hilbert.
Decimos que una fórmula φ es derivable en el sistema axiomático A, o que es
A-derivable, escrito `A φ si existe una secuencia de fórmulas φ1, φ2, . . . , φk tal
que φk = φ y para cada i con 1 ≤ i ≤ k se cumple:

φi es una instancia de un esquema axiomático de A; o

existe una regla de derivación de n premisas en A y n fórmulas φj con
1 ≤ j < i tal que φi es el resultado de aplicar la regla con las fórmulas
φj como premisas.

En otras palabras, φ es A-derivable si podemos llegar a ella utilizando solamente
los axiomas y las reglas de A.

Definición 2.11 (Sistema axiomático Km). El sistema axiomático Km está
compuesto por los siguientes esquemas axiomáticos:

A1) φ→ (ψ → φ)

A2) (φ→ ψ → χ)→ (φ→ ψ)→ (φ→ χ)

A3) (¬φ→ ¬ψ)→ (ψ → φ)

A4) �α(φ→ ψ)→ �αφ→ �αψ

A5) φ→ �α♦αφ

A6) φ→ �α♦αφ

y las siguientes reglas de derivación:

φ→ ψ φ
MP

ψ

φ
Nec

�αφ

La intuición detrás de los axiomas A5 y A6, a veces conocidos como los axio-
mas de interacción, es sencilla de entender si se mira desde el punto de vista
semántico. Si suponemos que un mundo w de una estructura K satisface a la
fórmula φ, entonces para toda modalidad α cualquier α-sucesor de w tiene un
α-sucesor que satisface a φ.
Consideremos como ejemplo la derivación de la fórmula �m(φ ∧ ψ)→ �mφ:

1. (φ ∧ ψ)→ φ por A1, recordando que (φ ∧ ψ)→ φ ≡ ¬φ ∨ ¬ψ ∨ φ

2. �m((φ ∧ ψ)→ φ) por Nec sobre (1)

3. �m((φ ∧ ψ)→ φ)→ �m(φ ∧ ψ)→ �mφ por A4

4. �m(φ ∧ ψ)→ �mφ por MP sobre (2) y (3).
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Aunque los sistemas axiomáticos son buenos para caracterizar sistemas lógicos
de manera compacta, no son tan aptos para buscar derivaciones de teoremas,
ya que esta búsqueda implica cierta cantidad de conjetura e intuición.
Demostrar la corrección de un sistema axiomático significa probar que, en efec-
to, el sistema caracteriza la lógica de una cierta clase de marcos de Kripke, es
decir que si una fórmula es derivable entonces es válida y viceversa. A la pri-
mera implicación le llamamos solidez 4y a la segunda completitud. Comenzamos
probando la solidez de Km.

Teorema 2.12 (Solidez de Km). Sea φ una fórmula. Si φ es Km-derivable,
entonces φ es válida en cualquier estructura bidireccional K.

Demostración. Sea φ una fórmula. Hay que probar que si `Km
φ entonces

para toda estructura bidireccional K y mundo w de K se cumple que
K, w |= φ.
Como φ es derivable, debe ser o una instancia de un axioma bajo susti-
tución, o resultado de aplicar alguna de las dos reglas de inferencia sobre
otras fórmulas derivables. Para el primer caso, supongamos que φ es una
instancia de A1 e.g. φ = ψ → χ → ψ. Dado un mundo w en K, para
probar que w |= ψ → χ → ψ, basta suponer que w |= ψ y demostrar
que w |= χ → ψ, y a su vez para demostrar esto suponemos que w |= χ
y demostramos que w |= ψ, lo cual es trivial, pues fue nuestra primera
suposición.
El resto de los casos para los axiomas es parecido, aśı que no los revisa-
remos a detalle, con la excepción de A5 y A6, los axiomas de interacción
para modalidades inversas. Queremos probar que w |= φ → �α♦αφ. Pa-
ra esto suponemos que w |= φ para demostrar w |= �α♦αφ. Sea u un
mundo tal que wRαu (de no existir, la fórmula se satisface por vacuidad);
queremos ver que u |= ♦αφ lo cual, hay que recordar, se cumple si existe
un α-sucesor de u que satisfaga a φ. En efecto w es un α-sucesor de u y
además w |= φ, por lo que la fórmula es válida. El caso para A6 es análogo.
Si φ es resultado de alguna de las reglas de derivación se sigue un proceso
parecido. Probar la validez de MP no es demasiado interesante, aśı que
mostraremos la validez de Nec. Para esto, suponemos que para cualquier
mundo w, w |= φ, y queremos probar que w |= �αφ. Sea u un mundo tal
que wRαu. Demostrar que u |= φ es trivial, pues por hipótesis φ se satisface
en cualquier mundo. Por lo tanto la regla Nec preserva la validez.

Ahora procedemos a probar la completitud del sistema Km por la bien cono-
cida técnica de modelos canónicos [15]. Ya que esta técnica es estándar dentro
del estudio de la semántica y por consecuencia es de carácter eminentemente
semántico, no profundizaremos en las demostraciones de los resultados rele-
vantes a los modelos canónicos. Un buen recurso introductorio para el uso de

4En inglés soundness, a veces también llamada corrección, robustez o coherencia.
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modelos canónicos en resultados de completitud para lógica modal se puede
encontrar en [4], y de ah́ı adoptamos nuestra terminoloǵıa y definiciones.

Definición 2.13 (Lógica). Dado un sistema axiomático Λ, diremos que la
lógica Λ5 es el conjunto de fórmulas Λ-derivables; esto es:

Λ := {φ | `Λ φ}

Definición 2.14 (Lógica modal). Una lógica modal es una lógica inducida
por un sistema axiomático definido sobre el lenguaje L, es decir el lenguaje
generado por la gramática de la Definición 2.1.
Por ejemplo, Km es una lógica modal constituida por todas las fórmulas Km-
derivables.

Definición 2.15 (Lógica modal normal). Una lógica modal Λ es normal si
contiene todas las tautoloǵıas de la lógica proposicional, todas las instancias
del esquema �α(φ→ ψ)→ �αφ→ �αψ y es cerrada bajo modus ponens —si
φ→ ψ ∈ Λ y φ ∈ Λ entonces ψ ∈ Λ— y bajo necesitacion —si φ ∈ Λ entonces
�αφ ∈ Λ. Debe quedar claro que Km es una lógica modal normal.

Definición 2.16 (Consistencia). Una fórmula φ es Λ-consistente si ¬φ no
es Λ-derivable (en otras palabras ¬φ 6∈ Λ). Un conjunto de fórmulas Γ es Λ-
consistente si la conjunción de todas las fórmulas en Γ es Λ-consistente. Un
conjunto de fórmulas es Λ-inconsistente si no es Λ-consistente.

Definición 2.17 (Conjunto maximal consistente (CMC)). Un conjunto de
fórmulas Γ es un conjunto maximal Λ-consistente (o Λ-CMC en nombre de la
brevedad) si es Λ-consistente y para cualquier fórmula φ que no pertenezca a Γ,
Γ∪{φ} es inconsistente. En otras palabras, Γ es un Λ-CMC si no hay fórmula
que podamos agregar a Γ sin perder la consistencia.

Proposición 2.18 (Propiedades de los CMC). Si Γ es un Λ-CMC, entonces:

Γ es cerrado bajo modus ponens i.e. φ→ ψ ∈ Γ y φ ∈ Γ implican ψ ∈ Γ;

Λ ⊆ Γ;

para toda fórmula φ, o bien φ ∈ Γ o ¬φ ∈ Γ;

para todo par de fórmulas φ y ψ, φ ∨ ψ ∈ Γ si y sólo si φ ∈ Γ o ψ ∈ Γ.

Lema 2.19 (Lema de Lindenbaum6). Si Γ es un conjunto Λ-consistente en-
tonces existe un Λ-CMC Γ+ tal que Γ ⊆ Γ+.

5Abusando de la nomenclatura, nombraremos a la lógica de la misma manera que al
sistema axiomático.

6Atribuido en la literatura a Tarski [25]. Siendo que el autor no sabe leer alemán, no se
encuentra en posición de dudar esta atribución.
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Definición 2.20 (Consecuencia semántica y sintáctica). Sea S una clase de
estructuras, Γ un conjunto de fórmulas y φ una fórmula.
Decimos que φ es una consecuencia semántica de Γ sobre S si para cualquier
modelo K ∈ S y cualquier mundo w ∈ WK, w |= Γ (i.e. w |= ψ para cada
ψ ∈ Γ) implica que w |= φ.
Decimos que φ es una consecuencia sintáctica de Γ en Λ si existe un subcon-
junto finito Σ ⊆ Γ tal que la fórmula ∧

ψ∈Σ

ψ

→ φ

es Λ-derivable.

Definición 2.21 (Completitud débil y fuerte). Decimos que una lógica Λ
es fuertemente completa respecto a una clase de estructuras S si para toda
fórmula φ y conjunto de fórmulas Γ, si φ es una consecuencia semántica de Γ
sobre S entonces Γ es una consecuencia sintáctica de Γ en Λ. Decimos que Λ es
débilmente completa respecto a S si toda fórmula φ válida en S es Λ-derivable,
que es el caso particular de la completitud fuerte en donde Γ es vaćıo. Además,
decimos que Λ es fuerte o débilmente completa respecto a una estructura S si
es fuerte o débilmente completa respecto a {S}, la clase de estructuras formada
únicamente por S.

Proposición 2.22. Una lógica Λ es fuertemente completa respecto a una cla-
se de estructuras S si y sólo si todo conjunto de fórmulas Λ-consistente es
satisfactible en alguna estructura S ∈ S.

Definición 2.23 (Modelo canónico). El modelo canónico de una lógica modal
normal Λ, denotado MΛ, es una terna (WΛ, RΛ, V Λ) donde:

WΛ es el conjunto de todos los Λ-CMC;

RΛ es la familia de relaciones binarias RΛ
α sobre WΛ, una por cada mo-

dalidad α, donde wRΛ
αu si y sólo si φ ∈ u implica que ♦αφ ∈ w;

V Λ es la función de valuación definida como V Λ(p) = {w ∈WΛ | p ∈ w}.

Teorema 2.24 (Teorema del modelo canónico). Cualquier lógica modal nor-
mal es fuertemente completa respecto a su modelo canónico.

Combinando la Proposición 2.22 y el Teorema 2.24 obtenemos que para probar
que una lógica Λ es completa respecto a una clase de estructuras S, basta
mostrar que su modelo canónico pertenece a esa clase. Esto inmediatamente
permite dar el siguiente resultado.

Proposición 2.25 (Completitud de Km). La lógica Km, inducida por el sis-
tema axiomático que incluye los axiomas A1 a A4 y las reglas de derivación
MP y Nec mostrados en la Definición 2.11, es completa respecto a la clase de
todas las estructuras de Kripke.
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Para cumplir nuestro objetivo de mostrar la completitud de Km respecto a las
estructuras bidireccionales habŕıa que mostrar que el modelo canónico de Km es
bidireccional. Sin embargo, utilizaremos una técnica diferente más general que
nos permitirá mostrar que cualquier lógica modal normal que incluya axiomas
como A5 y A6 es completa respecto a los marcos bidireccionales.

Definición 2.26 (Canonicidad de una fórmula). Una fórmula φ es canónica
para la propiedad P si el modelo canónico de toda lógica modal normal Λ que
contenga a φ tiene la propiedad P y φ es válida en cualquier clase de marcos
con la propiedad P .

Para exhibir la prueba de que la combinación de A5 y A6 es canónica para la
bidireccionalidad, utilizamos el siguiente lema.

Lema 2.27. Para toda lógica modal normal Λ y modalidad α, wRΛ
αu si y sólo

si para toda fórmula φ, �αφ ∈ w implica que φ ∈ u

Demostración. De manera sencilla por las definiciones de modelo canónico
y recordando que ♦αφ ≡ ¬�α¬φ.

Teorema 2.28 (Canonicidad de A5 y A6 para bidireccionalidad). Sea Λ una
lógica modal normal que contiene los esquemas axiomáticos φ → �α♦αφ y
φ → �α♦αφ. Sea MΛ = (WΛ, RΛ, V Λ) el modelo canónico para Λ. Entonces
MΛ es un modelo bidireccional, esto es:

wRΛ
αu si y sólo si uRΛ

αw

Demostración. Sean w, u dos mundos del modelo canónico tal que wRΛ
αu.

Supongamos que φ ∈ w. Por ser un Λ-CMC, esto significa que φ →
�α♦αφ ∈ w. Por modus ponens esto implica que �α♦αφ ∈ w, lo cual por
el Lema 2.27 implica que ♦α ∈ u. Hemos establecido entonces que siempre
que φ ∈ w ocurre que ♦α ∈ u, por lo que por definición uRΛ

αw. La otra
implicación es análoga, sustituyendo el uso de A5 por el de A6.

Corolario 2.29 (Completitud). Para cualquier fórmula φ, si φ es válida en
toda estructura bidireccional, entonces φ es Km-derivable.

Demostración. Por la Proposición 2.22, el Teorema 2.24 y el Teorema 2.28.

Habiendo probado la solidez y completitud del sistema axiomático Km pode-
mos ver entonces que este sistema captura exactamente aquellas fórmulas que
son válidas en modelos bidireccionales.
Podamos incluso darnos el lujo de extender Km con las versiones multimo-
dales de algunos axiomas comunes en la lógica modal, utilizando la técnica
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de canonicidad de fórmulas para ver que los sistemas resultantes son comple-
tos para sus correspondientes clases de modelos. A continuación presentamos
los resultados relevantes omitiendo las demostraciones, que son sencillas y de
naturaleza similar a la demostración del Corolario 2.29.

Definición 2.30 (Lógica modal Tm). La lógica Tm es la lógica resultante de
añadir el esquema axiomático T : φ→ ♦αφ a la lógica Km.

Definición 2.31 (Lógica modal K4m). La lógica K4m es la lógica resultante
de añadir el esquema axiomático 4 : ♦α♦αφ→ ♦αφ a la lógica Km.

Definición 2.32 (Lógica modal S4m). La lógica S4m es la lógica resultante
de añadir los esquemas axiomáticos T y 4 a la lógica Km.

Teorema 2.33 (Canonicidad del axioma T para la reflexividad). El modelo
canónico de cualquier lógica modal normal Λ que contenga el esquema axiomáti-
co T :

φ→ ♦αφ
es reflexivo; es decir, para todo w ∈ WΛ y toda modalidad α tenemos que
wRΛ

αw.

Teorema 2.34 (Canonicidad del axioma 4 para la transitividad). El modelo
canónico de cualquier lógica modal normal Λ que contenga el esquema axiomáti-
co 4:

♦α♦αφ→ ♦αφ
es transitivo; es decir, para todo w,w′, w′′ ∈WΛ y toda modalidad α tenemos
que si wRΛ

αw
′ y w′RΛ

αw
′′ entonces wRΛ

αw
′′.

Corolario 2.35. Tm es completa para la clase de estructuras bidireccionales
y reflexivas; K4m es completa para la clase de estructuras bidireccionales y
transitivas, y S4m es completa para la clase de estructuras bidireccionales,
reflexivas y transitivas.

Teorema 2.36. El sistema axiomático S4m (Tm,K4m) es correcto para la
clase de estructuras bidireccionales, reflexivas y transitivas (respectivamente:
bidireccionales y reflexivas, bidireccionales y transitivas).

Demostración. La prueba de completitud está dada por el corolario 2.35.
La prueba de solidez puede realizarse de manera sencilla análoga a la
prueba del Teorema 2.12

Establecer el sistema axiomático para lógicas multimodales con inversas nos es
de utilidad no solamente como herramienta en las demostraciones de corrección
que presentaremos en el siguiente caṕıtulo, sino que además también son un
buen punto de partida para formular las reglas del sistema de secuentes que
introduciremos a continuación.





3 Árboles de hipersecuentes para
lógica multimodal con inversas

3.1. Sobre sistemas de secuentes

Como mencionamos en la introducción de este trabajo, el origen de los siste-
mas de secuentes se remonta a 1935, cuando el matemático alemán Gerhard
Gentzen, al no poder formular la normalización de su sistema de deducción
natural para la lógica clásica, inventó el sistema de secuentes para la misma y
demostró en su Hauptsatz [10] que la regla de corte era eliminable. Desde en-
tonces, los sistemas de secuentes han formado una parte importante del estudio
de la teoŕıa de la prueba.
Sin embargo, tratar de aplicar los principios de sistemas de secuentes puede
conducir a dificultades que resultan en un sistema falto de muchas propiedades
deseables. Antes de ejemplificar uno de estos sistemas, procedemos a definir
algunos conceptos básicos.

Definición 3.1 (Secuente). Un secuente es una pareja (Γ,∆) de colecciones
finitas de fórmulas, que aqúı escribiremos como Γ ` ∆ —aunque también se
escriben comúnmente como Γ→ ∆ o Γ⇒ ∆—, léıdo como “de Γ se infiere ∆”.
Dependiendo de cómo se quiera manejar el sistema de secuentes, la elección de
qué ‘colección’ se representa por Γ y ∆ vaŕıa. Las posibilidades son:

Γ y ∆ son conjuntos: no importa ni el orden ni las repeticiones de ele-
mentos;

Γ y ∆ son multiconjuntos: el orden no importa, pero las repeticiones se
consideran;

Γ y ∆ son listas —en el sentido computacional—: el orden y las repeti-
ciones de elementos importan.

En este trabajo consideraremos a Γ y ∆ como multiconjuntos.

Definición 3.2 (Sistema de secuentes). Un sistema de secuentes está com-
puesto por reglas que toman la forma

Γ1 ` ∆1 . . . Γn ` ∆n R
Γ ` ∆

23
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MULTIMODAL CON INVERSAS

Secuentes iniciales
p ` p

Reglas proposicionales

Γ ` ∆, φ
¬L

¬φ,Γ ` ∆

φ,Γ ` ∆
¬R

Γ ` ∆,¬φ

φ, ψ,Γ ` ∆
∧L

φ ∧ ψ,Γ ` ∆

Γ ` ∆, φ Γ ` ∆, ψ
∧R

Γ ` ∆, φ ∧ ψ
Reglas estructurales

φ,Γ ` ∆
WL

φ,ψ,Γ ` ∆

Γ ` ∆, φ
WR

Γ ` ∆, φ, ψ

φ, φ,Γ ` ∆
CL

φ,Γ ` ∆

Γ ` ∆, φ, φ
CR

Γ ` ∆, φ

Figura 3.1: Un sistema de secuentes para la lógica proposicional clásica.

que se lee “a partir de las premisas Γ1 ` ∆1, . . . ,Γn ` ∆n se puede derivar
la conclusión Γ ` ∆” o alternativamente “para derivar Γ ` ∆ basta derivar
Γ1 ` ∆1, . . . ,Γn ` ∆n”. En estos sistemas se suele llamar secuente inicial a
una regla sin premisas (en la que se suele omitir la linea horizontal) donde el
secuente conclusión se considera siempre verdadero. Usualmente en un secuente
inicial se encuentra presente la misma fórmula de ambos lados del śımbolo `.

Definición 3.3 (Derivación en sistema de secuentes). En el contexto de sis-
temas de secuentes, una derivación es un árbol donde la ráız es un secuente;
en este árbol para que un secuente A sea padre de otros secuentes B,C, . . .
debe existir una regla R en el sistema tal que B,C, . . . forman las premisas de
la regla y A es la conclusión, y las hojas del árbol deben ser todas secuentes
iniciales.
Decimos que un secuente Γ ` ∆ es derivable en el sistema de secuentes si existe
una derivación cuya ráız es Γ ` ∆, y decimos que una fórmula φ es derivable
si el secuente ` φ es derivable.

Definición 3.4 (Altura de una derivación). Dada una derivación d de un
secuente, la altura de d se define como la mayor distancia desde la ráız hasta
una de sus hojas, es decir, la mayor cantidad de reglas aplicadas para llegar de
la conclusión a alguno de sus secuentes iniciales.

Para ejemplificar, la Figura 3.1 presenta un sistema de secuentes bastante com-
pacto para la lógica proposicional clásica. Este sistema es correcto —una fórmu-
la φ es válida en lógica clásica si y sólo si el secuente ` φ (Γ = ∅,∆ = φ) es
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derivable. Además este sistema es libre de corte, que dado que el sistema en śı
no incorpora ninguna regla de corte en su definición, significa que la regla

Γ ` ∆, φ φ,Γ′ ` ∆′
cutφ

Γ,Γ′ ` ∆,∆′

es admisible, lo cual esencialmente significa que si bien incorporar la regla al
sistema preserva la corrección —no ganamos ni perdemos poder deductivo—,
no se necesita usar esta regla para derivar ninguna fórmula válida. Cuando la
regla es parte de la definición de nuestro sistema entonces la propiedad de no
necesitarla para ninguna derivación se denomina eliminabilidad.
Como señala Avron [1], podŕıamos extender este sistema con el siguiente par
de reglas para manejar los casos modales y obtener un sistema libre de corte
para la lógica S4, la lógica de las estructuras reflexivas y transitivas:

Γ, φ ` ∆
�L

Γ,�φ ` ∆

�Γ ` φ
�R

�Γ ` �φ
(donde �Γ representa una colección de fórmulas todas de la forma �ψ). Sin
embargo, no se conoce ningún sistema de secuentes convencional libre de corte
para la lógica S5, la lógica de las estructuras reflexivas, transitivas y simétricas.
Se puede modificar la regla �R para obtener un cálculo correcto respecto a la
semántica de S5:

�Γ ` φ,�∆
�R

�Γ ` �φ,�∆

sin embargo, por ejemplo, la fórmula p → �♦p, válida en S5, no tiene una
derivación libre de corte. Consecuentemente, Avron muestra su sistema de hi-
persecuentes para S5, y demuestra su corrección y que la regla de corte es
eliminable. En este sistema, en vez de utilizar reglas que lidian con un único
secuente, usa reglas que transforman múltiples secuentes simultáneamente. Es
justamente a esta estructura de múltiples secuentes, que en la práctica resulta
ser o bien un multiconjunto o una lista de secuentes, a la que se le nombra
hipersecuente.
Dichos hipersecuentes, manejados por Avron en [1], son sin duda alguna pa-
rientes de los árboles de hipersecuentes que estudiaremos aqúı, pero los árboles
tienen antecedentes en otros sistemas de secuentes que no sólo manejan más
de un secuente, sino que añaden estructura entre distintos secuentes —espećıfi-
camente, una estructura arborescente.1 En [13], Kashima desarrolla un cálculo
de secuentes anidados libre de corte para la lógica temporal, y en [6] Bull desa-
rrolla uno para la lógica dinámica proposicional sin el operador de iteración ∗,
que resulta ser estructural y notacionalmente bastante parecido a como luego

1Hácemos énfasis en que un árbol de hipersecuentes no es un árbol compuesto de hiperse-
cuentes como los de Avron, sino un hipersecuente en forma de árbol, esto es, una estructura
de árbol compuesta por secuentes. Esta pequeña dificultad en la nomenclatura desciende de
la necesidad de un término que traduzca la noción de tree-hypersequent de la manera menos
estorbosa posible.
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Poggiolesi [21] estableceŕıa el marco de trabajo de los árboles de hipersecuentes,
trabajo que sirve directamente como punto de partida al presente escrito.
Poggiolesi describe varias propiedades que han sido históricamente considera-
das deseables de los sistemas de secuentes. Además de la eliminabilidad del
corte, algunas de ellas son:

Propiedad de la subfórmula: todas las fórmulas que aparezcan en una de-
rivación deben ser subfórmulas de las fórmulas que ocurren en el secuente
derivado.

Pureza de elementos semánticos: el cálculo debe evitar utilizar elementos
semánticos de manera expĺıcita, como valores de verdad o mundos de una
estructura.

Separación: las reglas del cálculo no deben exhibir ningún conectivo lógico
salvo el que introducen.

Explicitud: las reglas del cálculo deben exhibir el conectivo que introducen
solamente en la conclusión.

Simetŕıa: cada conectivo debe contar con al menos dos reglas, una que
lo introduzca del lado izquierdo del secuente y una que lo introduzca del
lado derecho.

Invertibilidad: para cada regla del cálculo no sólo debe poder derivarse
la conclusión a partir de las premisas, sino también las premisas a partir
de la conclusión —esto es, al permutar la conclusión y alguna premisa de
una regla, la regla resultante debe ser admisible.

Es valioso leer la discusión de las ramificaciones matemáticas y filosóficas de
estas reglas presentada en [20], pues en este trabajo no discutiremos mucho de
dónde surge la deseabilidad de estas propiedades. Baste decir que la búsqueda
de sistemas que cumplan con dichas propiedades es la gúıa para el desarrollo
de los cálculos de árboles de hipersecuentes para la lógica modal. Para comen-
zar nuestro estudio de éstos, haremos primero una presentación intuitiva del
concepto de árbol de hipersecuentes.

3.2. Árboles de hipersecuentes y el sistema GKm

La intuición detrás de expandir los sistemas de secuentes hacia el uso de árbo-
les de hipersecuentes es fácil de comprender si consideramos el razonamiento
semántico en lógica modal. Para manejar cualquier caso de la lógica clásica
(es decir, solo variables, conjunción y negación), necesitamos únicamente la
información que reside en un mundo (espećıficamente, la valuación de las pro-
posiciones lógicas) y por lo tanto basta un secuente para derivar una fórmula.
Al introducir fórmulas modales, un solo mundo no basta para observar la va-
lidez de la fórmula; para ver que w |= �αφ necesitamos ver que un hipotético
u tal que wRαu cumple u |= φ. Por lo tanto, para derivar �αφ en el sistema
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p ` q =⇒ p ` q

p ` �αq [β : r ` s] =⇒

p ` �αq

r ` s

β

r ` s [α : ` p; β : ` q; α : ( ` r [γ : t ` u])] =⇒

r ` s

` p ` q ` r

t ` u

α β α

γ

Figura 3.2: Correspondencia entre árboles de hipersecuentes y estructuras ar-
borescentes.

de secuentes, creamos un nuevo secuente, conectado al secuente original y eti-
quetado con la modalidad α representando la conexión entre los dos mundos
en la semántica. En este nuevo secuente, si es posible derivar φ, consideramos
completa la derivación. Como estamos lidiando con secuentes clásicos y lógica
multimodal, un secuente dado puede tener múltiples ramas simultáneamente,
etiquetadas con modalidades distintas. La Figura 3.2 ilustra esta correspon-
dencia.
Antes de comenzar de lleno formalmente con los árboles de hipersecuentes,
establecemos algunas convenciones de notación.
Como hemos venido haciendo, las letras griegas minúsculas como φ, ψ, χ, γ, δ
representarán fórmulas, reservando α y β para las modalidades. Las letras
Γ,∆,Σ representarán multiconjuntos de fórmulas. Utilizaremos la letra S para
representar secuentes, es decir S ≡ Γ ` ∆. Además utilizaremos la coma para
denotar uniones en secuentes, entonces:

φ, S, ψ ≡ φ,Γ ` ∆, ψ ≡ ({φ} ∪ Γ) ` (∆ ∪ {ψ})

(φ, S ≡ φ,Γ ` ∆ y S, φ ≡ Γ ` ∆, φ). Usaremos T,G,H, J para representar
árboles de hipersecuentes y X,Y , Z para representar multiconjuntos de árboles
de hipersecuentes, incluyendo posiblemente el vaćıo. Además, el producto de
dos secuentes se escribe S · S′ ≡ Γ,Γ′ ` ∆,∆′ i.e. es la unión por componentes
de ambos secuentes.
Procedemos a formalizar la noción de árbol de hipersecuentes.

Definición 3.5 (Árbol de hipersecuentes). Sea S := Γ ` ∆ un secuente y
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sean α1, . . . , αn modalidades. Definimos los árboles de hipersecuentes (AHS)
inductivamente de la siguiente manera:

S es un AHS

Si T1, . . . , Tn son AHS, entonces S [α1 : T1; . . . ;αn : Tn] es un AHS

En términos más intuitivos dentro del área de computación, un árbol de hiper-
secuentes es un árbol n-ario donde los vértices son secuentes y las ramas están
etiquetadas con modalidases.
Para presentar las reglas del cálculo de árboles de hipersecuentes introducire-
mos la notación de zoom de árbol de hipersecuentes (ZAHS)2. En esta notación,
T 〈S〉 denota que T es un árbol de hipersecuentes tal que dentro de él en alguna
posición existe el secuente S, y análogamente con T 〈G〉 si T y G son árboles
de hipersecuentes.

Definición 3.6 (Zoom de árboles de hipersecuentes). Los ZAHS se definen
inductivamente como sigue:

〈∗〉 es un ZAHS.

Si α1, . . . , αn son modalidades y T1, . . . , Tn son AHS, entonces 〈∗〉[α1 :
T1; . . . ;αn : Tn] es un ZAHS.

Si S es un secuente, α, α1, . . . , αn son modalidades, T 〈∗〉 es un ZAHS y
T1, . . . , Tn son AHS, entonces S [α : T 〈∗〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn] es un
ZAHS.

Si α, α1, . . . αn son modalidades, T 〈∗〉 es un ZAHS y T1, . . . , Tn son AHS,
entonces 〈∗〉[α : T 〈∗〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn] es un ZAHS. Nótese la pre-
sencia de dos agujeros en esta instancia.

Si S es un secuente, T 〈∗〉〈∗〉 un ZAHS, α, α1, . . . , αn modalidades y
T1, . . . , Tn son AHS, entonces S [α : T 〈∗〉〈∗〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn] es
un ZAHS.

Definición 3.7 (Sustitución en ZAHS). Para un ZAHS T 〈∗〉 y un AHS G,
aśı como para un ZAHS T 〈∗〉〈∗〉 y dos AHS G,H, definimos T 〈G〉, la susti-
tución de G en T 〈∗〉, aśı como T 〈G〉〈H〉, la sustitución de G y H en T 〈∗〉〈∗〉,
inductivamente de la siguiente forma:

Si T 〈∗〉 = 〈∗〉 entonces T 〈G〉 = G

Si

T 〈∗〉 = 〈∗〉[α1 : T1; . . . ;αn : Tn] y

G = S [β1 : T ′1; . . . ;βj : T ′j ]

2Del inglés, Zoom Tree-Hypersequent.
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entonces

T 〈G〉 = S [α1 : T1; . . . ;αn : Tn;β1 : T ′1; . . . ;βj : T ′j ]

Si
T 〈∗〉 = S[α : T ′〈∗〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn]

entonces
T 〈G〉 = S[α : T ′〈G〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn]

Si

T 〈∗〉〈∗〉 = 〈∗〉[α : T ′〈∗〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn] y

G = S [β1 : T ′1; . . . ;βj : T ′j ]

entonces

T 〈G〉〈H〉 = S [α : T ′〈H〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn;β1 : T ′1; . . . ;βj : T ′j ]

Si
T 〈∗〉〈∗〉 = S[α : T ′〈∗〉〈∗〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn]

entonces

T 〈G〉〈H〉 = S[α : T ′〈G〉〈H〉;α1 : T1; . . . ;αn : Tn]

Aunque un ZAHS con sustitución es, estrictamente hablando, un árbol de hi-
persecuentes y no un ZAHS como tal, trataremos ambos conceptos intercam-
biablemente cuando esto no presente ninguna confusión.

Definición 3.8 (Secuente distinguido). Al escribir un zoom de árbol de hiper-
secuentes con una sustitución T 〈S〉 , le diremos secuente distinguido al secuente
S. Análogamente, si tenemos un zoom de árbol de hipersecuentes con sustitu-
ción T 〈G〉 con G un árbol de hipersecuentes, le diremos árbol de hipersecuentes
distinguido a G.

Con la notación de ZAHS definida, podemos presentar el cálculo de árboles de
hipersecuentes para la lógica multimodal con inversas Km, al cual llamaremos
GKm

Definición 3.9 (Cálculo de árboles de hipersecuentes GKm). El cálculo GKm

está conformado por las reglas presentadas en la Figura 3.3 y por a la regla de
corte, que presentaremos posteriormente.

Es pertinente notar un par de cosas respecto al cálculo GKm. La primera nota
es que el cálculo actúa únicamente sobre fórmulas en forma normal de inversas
(ver Definición 2.7), con el fin de evitar definir ciertas reglas que seŕıan nece-
sarias para manejar fórmulas del lenguaje L arbitrarias. Como consecuencia,
en lo que resta de este trabajo, toda modalidad α es o bien m o m con m una
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AHS iniciales
T 〈p, S, p〉

Reglas proposicionales

T 〈S, φ〉
¬L

T 〈¬φ, S〉
T 〈φ, S〉

¬R
T 〈S,¬φ〉

T 〈φ, ψ, S〉
∧L

T 〈φ ∧ ψ, S〉
T 〈S, φ〉 T 〈S, ψ〉

∧R
T 〈S, φ ∧ ψ〉

Reglas modales

T 〈�αφ, S [α : φ, S′;X]〉
�αL

T 〈�αφ, S [α : S′;X]〉
T 〈S [α : ` φ;X]〉

�αR
T 〈S,�αφ [X]〉

T 〈φ, S [α : �αφ, S′;X]〉
�αL

T 〈S [α : �αφ, S′;X]〉

Figura 3.3: Las reglas del cálculo GKm.

modalidad básica del conjunto M ; además esto implica que si α = m entonces
α = m. Es pertinente notar que la regla �αL representa en realidad dos reglas:
el caso para [α : �αφ, S] y el caso para [α : �αφ, S]. Siendo que las dos reglas
se manejan análogamente en todos los resultados que siguen, discutir ambas
reglas por separado se veŕıa bastante redundante, aśı que por conveniencia
aglomeramos los dos casos en una sola regla.
Este sistema está basado en los sistemas de árboles de hipersecuentes que pre-
senta Poggiolesi [21, 20], aumentados con la regla para manejar las modalidades
inversas de manera similar a como lo hace Bull [6].
A continuación se muestra a manera de ejemplo la derivación de una instancia
del axioma φ→ �m♦mφ del sistema Km.

p ` p [m : �m¬p `]
¬L

p,¬p ` [m : �m¬p `]
�αL

p ` [m : �m¬p `]
¬R

p ` [m : ` ¬�m¬p]
�αR

p ` �m¬�m¬p ¬L
p, ¬�m¬�m¬p ` ∧L
p ∧ ¬�m¬�m¬p ` ¬R
` ¬(p ∧ ¬�m¬�m¬p)

Para poder demostrar la corrección del sistema necesitamos introducir la regla
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de corte, para lo cual hace falta definir una relación de posición equivalente
entre árboles de hipersecuentes y una operación de producto de árboles.

Definición 3.10 (Posición equivalente). Dados dos árboles de hipersecuen-
tes con secuentes distinguidos T 〈S〉 y T ′〈S′〉 (o análogamente, dos ZAHS
T 〈∗〉, T ′〈∗〉) , la relación de posición equivalente de los secuentes en sus res-
pectivos árboles, denotada por T 〈S〉 ∼ T ′〈S′〉, se define inductivamente de la
siguiente forma:

S ∼ S′ – esto es, cuando los secuentes distinguidos con el único secuente
en sus respectivos árboles, están en posición equivalente.

S[X] ∼ S′[X ′]

Si T 〈S〉 ∼ T ′〈S′〉 entonces S0[α : T 〈S〉;X] ∼ S1[α : T ′〈S′〉;X ′] (notar
que ambas modalidades coinciden).

Para mejorar la intuición de esta relación, podŕıamos decir que si T 〈S〉 y T ′〈S′〉
están en posición equivalente, entonces el camino desde la ráız de T hasta S
pasa por la misma cantidad de flechas con las mismas modalidades en el mismo
orden que el camino desde la ráız de T ′ hasta S′. Esto es, los secuentes o árboles
distinguidos están anidados a la misma profundidad y bajo la misma secuencia
de modalidades.

Definición 3.11 (Producto de AHS). Dados dos árboles de hipersecuentes con
dos secuentes en posición equivalente T 〈S〉 ∼ T ′〈S′〉, el producto de árboles,
denotado T 〈S〉 ⊗ T ′〈S′〉, se define inductivamente de la siguiente forma:

S ⊗ S′ := S · S′ — recordar que si S = Γ ` ∆ y S′ = Γ′ ` ∆′ entonces
S · S′ = Γ ∪ Γ′ ` ∆ ∪∆′

S[X]⊗ S′[X ′] := S · S′[X;X ′]

S0 [α : T 〈S〉;X]⊗S1[α : T ′〈S′〉;X ′] := S0 ·S1[α : T 〈S〉 ⊗ T ′〈S′〉;X;X ′]

Definición 3.12 (Regla de corte). Sean T 〈S, φ〉 ∼ T ′〈φ, S′〉 dos árboles de
hipersecuentes con secuentes en posición equivalente. La regla de corte entre
estos dos árboles se define de la siguiente forma:

T 〈S, φ〉 T ′〈φ, S′〉
cutφ

T ⊗ T ′〈S · S′〉

Esto es, se sigue la definición del producto para combinar los árboles, pero en
la posición en la que el producto de árboles tendŕıa al secuente φ, S · S′, φ, se
eliminan las dos instancias de la fórmula φ.

Ahora hacemos camino para probar la corrección del sistema GKm.
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Definición 3.13 (Secuente auxiliar). Llamaremos secuentes auxiliares a aque-
llos que se muestran expĺıcitamente en las premisas de las reglas del cálculo
de árboles de hipersecuentes. Por ejemplo, en el árbol T 〈S〉, el secuente S es
auxiliar.

En las pruebas de admisibilidad que siguen nos enfocaremos en mostrar los
casos que se aplican sobre los secuentes auxiliares; gracias a los lemas 3.25
y 3.26 que presentaremos después, los casos en los que la regla aplica sobre un
secuente distinto son fáciles de manejar.

Definición 3.14 (Derivabilidad de una regla). Una regla R es derivable si,
suponiendo las premisas de R, se puede construir una derivación de la conclu-
sión. Es importante no confundir la derivabilidad de una regla con el concepto
de derivabilidad de un secuente o de una fórmula dado por la Definición 3.3.

A manera de ejemplo, las reglas → R y → L son derivables, recordando que
φ→ ψ ≡ ¬(φ ∧ ¬ψ). La demostración de su derivabilidad no es complicada, y
se deja como ejercicio.

T 〈Γ ` φ〉 T 〈ψ,Γ ` ∆〉
→ L

T 〈φ→ ψ,Γ ` ∆〉
T 〈φ,Γ ` ∆, ψ〉

→ R
T 〈Γ ` ∆, φ→ ψ〉

Definición 3.15 (Admisibilidad y eliminabilidad de una regla). Una regla R
que no es parte de las reglas primitivas de un sistema de secuentes es admisible
si, suponiendo que las premisas de R se pueden derivar, se puede demostrar
que la conclusión también se puede derivar. Si una regla es admisible entonces
para cualquier derivación que utilice esa regla debe existir otra derivación que
no la utiliza. Además, una regla es admisible con preservación de altura si,
suponiendo que la derivación de la conclusión utilizando la regla tiene altura
n, entonces la derivación que no la utiliza tiene altura a lo más n.
Análogamente, una regla es eliminable si forma parte de las reglas primitivas
del sistema de secuentes y además es admisible.

Definición 3.16 (Invertibilidad de una regla). Una regla R es invertible res-
pecto a alguna de sus premisas P si la regla cuya premisa es la conclusión de
R y cuya conclusión es la premisa P de R es admisible. Si además la regla
invertida es admisible con preservación de altura, entonces decimos que R es
invertible con preservación de altura.

Definición 3.17 (Fórmula principal). Sea R una regla de un cálculo de se-
cuentes. Decimos que la fórmula φ es principal en R cuando φ es la fórmula
de la conclusión de R que fue afectada por la regla, es decir, la que tiene el
conectivo correspondiente a R.

Lema 3.18. Los árboles de hipersecuentes de la forma T 〈φ, S, φ〉 para una
fórmula φ arbitraria son derivables en GKm.
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Demostración. Por inducción sobre φ. Si φ es atómica, el árbol de hi-
persecuentes es inicial por definición. Nos limitamos a mostrar los casos
interesantes para los demás conectivos.
Cuando la fórmula es φ ∧ ψ tenemos:

H.I.
T 〈φ, ψ,Γ, φ〉

∧L
T 〈φ ∧ ψ,Γ, φ〉

H.I.
T 〈φ, ψ,Γ, ψ〉

∧L
T 〈φ ∧ ψ,Γ, ψ〉

∧R
T 〈φ ∧ ψ,Γ, φ ∧ ψ〉

Cuando la fórmula es �αφ tenemos:

H.I
T 〈�αφ, S[α : φ ` φ]〉

�αL
T 〈�αφ, S [α : ` φ]〉

�αR
T 〈�αφ, S,�αφ〉

Lema 3.19. La regla nec

T
nec

` [α : T ]

es admisible con preservación de altura en GKm.

En lo que sigue, utilizaremos la notación 〈n〉T para denotar que el AHS T es
derivable con altura n, es decir que hacen falta a lo más n aplicaciones de reglas
para derivar T .

Demostración. Por inducción sobre la derivación de la premisa T . Si T es
un árbol de hipersecuentes inicial, entonces también lo es ` [α : T ]. Si la
conclusión se deriva usando una regla lógica, la inferencia claramente se
preserva. Por ejemplo, si se deriva utilizando la regla ¬L:

〈n−1〉T 〈S, φ〉
¬L

〈n〉T 〈¬φ, S〉
entonces aplicando la hipótesis de inducción a la premisa y luego la misma
regla obtenemos que:

〈n−1〉 ` [α : T 〈S, φ〉]
¬L

〈n〉 ` [α : T 〈¬φ, S〉]
Las demás reglas lógicas resultan análogas.
Si la premisa se deriva con la regla modal �αL tenemos:
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〈n−1〉T 〈S[α : ` φ]〉
�αL

〈n〉T 〈S,�αφ〉
 H.I.

〈n−1〉 ` [α′ : T 〈S[α : ` φ]〉]
�αL

〈n〉 ` [α′ : T 〈S,�αφ〉]

Si la premisa se deriva con la regla modal �αL tenemos:

〈n−1〉T 〈φ, S[α : �αφ, S′]〉
�αL

〈n〉T 〈S[α : �αφ, S′〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈` [α′ : φ, S [α : �αφ, S′]]〉
�αL

〈n〉T 〈` [α′ : S [α : �αφ, S′]〉
El caso para la regla �αR no presenta ningún problema.

Lema 3.20. Las reglas de debilitamiento internas y externa son admisibles
con preservación de altura.

T 〈S〉
WL

T 〈φ, S〉
T 〈S〉

WR
T 〈S, φ〉

T 〈S〉
WE

T 〈S[α : S′]〉

Demostración. De manera sencilla por inducción sobre la derivación de
la premisa. Consúltese el lema anterior para conocer la estructura de la
demostración.

Lema 3.21. La regla de merge es admisible con preservación de altura.

T 〈S0 [α : (S[X]);α : (S′[Y ])]〉
merge

T 〈S0 [α : S · S′ [X;Y ]]〉

Intuitivamente, la regla merge (léıda de arriba para abajo) nos permite com-
binar dos ramas del árbol, siempre y cuando ambas ramas estén etiquetadas
por la misma modalidad. Las ráıces de los respectivos subárboles se combinan
directamente, y las subramas de éstos simplemente se juntan como subramas
del secuente resultante.

Demostración. Por inducción sobre la derivación de la premisa. La regla
tiene tres secuentes auxiliares, S0, S y S′, aśı que para cada posible regla
en la inducción mostramos el caso que afecta al secuente más relevante,
ya que los demás casos se pueden resolver de manera similar.
Si la premisa es un árbol inicial claramente también lo es la conclusión. Si
la premisa se infiere por una regla proposicional, tal como ¬L, la inferencia
se preserva:
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〈n−1〉T 〈S0 [α : (S, φ [X]);α : (S′[Y ])]〉
¬L

〈n〉T 〈S0 [α : (¬φ, S [X]);α : (S′[Y ])]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈S0 [α : S · S′, φ [X;Y ]]〉
¬L

〈n〉T 〈S0 [α : ¬φ, S · S′[X;Y ]]〉
El resto de las reglas proposicionales se pueden resolver de forma similar.
Si la premisa se deriva por una regla modal, la inferencia se preserva.
Veamos el caso para �αR:

〈n−1〉T 〈S0 [α : (S [β : ` φ;X]); α : (S′[Y ])]〉
�αR

〈n〉T 〈S0 [α : (S,�βφ [X]); α : (S′[Y ])]〉
 H.I

〈n−1〉T 〈S0 [α : S · S′[β : ` φ;X;Y ])]〉
�αR

〈n〉T 〈S0 [α : S · S′,�βφ [X;Y ]]〉
Ahora el caso para �αL:

〈n−1〉T 〈�αφ, S0 [α : (φ, S [X]);α : (S′[Y ])]〉
�αL

〈n〉T 〈�αφ, S0 [α : (S [X]);α : (S′[Y ])]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈�αφ, S0 [α : φ, S · S′[X;Y ]]〉
�αL

〈n〉T 〈�αφ, S0 [α : S · S′[X;Y ]]〉
Finalmente, el caso para �αL:

〈n−1〉T 〈φ, S0 [α : (�αφ, S [X]), α : (S′[Y ])]〉
�αL

〈n〉T 〈S0 [α : (�αφ, S [X]), α : (S′[Y ])]〉
 H.I

〈n−1〉T 〈φ, S0 [α : �αφ, S · S′[X;Y ]]〉
�αL

〈n〉T 〈S0 [α : �αφ, S · S′[X;Y ]]〉

Lema 3.22. La regla swap es admisible con preservación de altura.

T 〈S0 [α : (S1 [α : (S2 [X]);X ′])]〉
swap

T 〈S0 · S2 [α : (S1 [X ′]);X]〉
Esta regla nos permite “doblar” una rama hija desde un secuente S1 hacia el
secuente padre S0, siempre y cuando la flecha hacia la hija tenga la modalidad
inversa a la flecha que va de S0 a S1.

Demostración. Por inducción sobre la derivación de la premisa. Como en
el caso de la regla merge tenemos tres secuentes auxiliares, aśı que nos
limitamos a mostrar el caso en donde la regla afecta al secuente más rele-
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vante, siendo que los demás casos se pueden resolver análogamente.
Si la premisa es un AHS inicial claramente también lo es la conclusión. Si
la premisa se infiere por una regla proposicional, la inferencia se preserva.
Por ejemplo, si la regla en cuestión es ¬R tenemos:

〈n−1〉T 〈S0 [α : (S1 [α : (φ, S2 [X]);X ′])]〉
¬R

〈n〉T 〈S0 [α : (S1 [α : (S2,¬φ [X]);X ′])]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈φ, S0 · S2 [α : (S1 [X ′]);X]〉
¬R

〈n〉T 〈S0 · S2,¬φ [α : (S1 [X ′]);X]〉
Si la premisa se deriva por la regla modal �αR, tenemos:

〈n−1〉T 〈S0 [α : (S1 [α : (S2 [β : ` φ;X]);X ′])]〉
�αR

〈n〉T 〈S0 [α : (S1 [α : (S2,�βφ [X]);X ′])]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈S0 · S2 [β : ` φ;α : (S1 [X ′]);X]〉
�αR

〈n〉T 〈S0 · S2,�βφ [α : (S1 [X ′]);X]〉
Si la premisa se deriva por la regla �αL, la transformación utiliza �αL:

〈n−1〉T 〈S0 [α : (�αφ, S1 [α : (φ, S2 [X]);X ′])]〉
�αL

〈n〉T 〈S0 [α : (�αφ, S1 [α : (S2 [X]);X ′])]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈φ, S0 · S2 [α : (�αφ, S1 [X ′]);X]〉
�αL

〈n〉T 〈S0 · S2 [α : (�αφ, S1 [X ′]);X]〉
Finalmente, si la premisa se deriva por �αL, tenemos:

〈n−1〉T 〈S0 [α : (φ, S1 [α : (�αφ, S2 [X]);X ′])]〉
�αL

〈n〉T 〈S0 [α : (S1 [α : (�αφ, S2 [X]);X ′])]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈�αφ, S0 · S2 [α : (φ, S1 [X ′]);X]〉
�αL

〈n〉T 〈�αφ, S0 · S2 [α : (S1 [X ′]);X]〉

Lema 3.23. Las reglas lógicas y modales del cálculo GKm son invertibles con
preservación de altura.

Demostración. Por inducción sobre la derivación de la premisa de la regla
considerada. Los casos para las reglas lógicas son directos. Los casos para
las reglas �αL y �αL son fáciles, ya que las premisas de esas reglas se
obtienen por debilitamiento de la conclusión, y el debilitamiento, como ya
vimos, es admisible con preservación de altura.
El caso interesante es para la regla �αR. Si T 〈S,�αφ〉 es inicial entonces
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también lo es T 〈S [α : ` φ]〉. Si T 〈S,�αφ〉 se obtiene por una regla
proposicional, por ejemplo ¬L, la inferencia se preserva:

〈n−1〉T 〈S′, ψ,�αφ〉 ¬L
〈n〉T 〈¬ψ, S′,�αφ〉

 H.I.

〈n−1〉T 〈S′, ψ [α : ` φ]〉
¬L

〈n〉T 〈¬ψ, S′ [α : ` φ]〉
Si T 〈S,�αφ〉 es de la forma T 〈�αψ, S′,�αφ[α : S0[X]]〉 y se obtuvo por
la regla �αL entonces la inferencia se preserva:

〈n−1〉T 〈�βψ, S′,�αφ [β : ψ, S0 [X]]〉
�αL

〈n〉T 〈�βψ, S′,�αφ [β : S0 [X]]〉
 H.I.

〈n−1〉T 〈�βψ, S′ [α : ` φ; β : ψ, S0 [X]]〉
�αL

〈n〉T 〈�βψ, S′ [α : ` φ; β : S0 [X]]〉

El caso en el que T 〈S,�αφ〉 se obtiene por la regla �αL o por la regla �αR
en la que �αφ no es la fórmula principal se pueden manejar de manera
análoga a �αL. Finalmente en el caso en el que T 〈S,�αφ〉 se deriva por
la regla �αR tal que �αφ es la fórmula principal, la premisa de la regla
debe ser T 〈Γ [α : ` φ]〉, que es la conclusión que buscamos.

Lema 3.24. Las reglas de contracción son admisibles con preservación de
altura.

T 〈φ, φ, S〉
CL

T 〈φ, S〉
T 〈S, φ, φ〉

CR
T 〈S, φ〉

Demostración. Por inducción sobre la derivación de las premisas. Anali-
zamos el caso para CR, el caso para CL se resuelve de forma similar.
Si T 〈S, φ, φ〉 es inicial entonces también lo es T 〈S, φ〉. Si se obtiene de
una regla R en la que ninguna de las dos ocurrencias de φ es principal,
entonces simplemente aplicamos la hipótesis de inducción a las premisas
de la regla y a continuación aplicamos R, obteniendo como resultado a
T 〈S, φ〉. Si T 〈S, φ, φ〉 se obtiene como resultado de una regla donde una
de las dos ocurrencias de φ es principal, debe ser de alguna regla derecha.
Los casos posibles son ¬R, ∧R y �αR.
Para el caso ¬R:
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〈n−1〉T 〈ψ, S,¬ψ〉
¬R

〈n〉T 〈S,¬ψ,¬ψ〉
 

〈n−1〉T 〈ψ, S,¬ψ〉
(¬R)−

〈n−1〉T 〈ψ,ψ, S〉
H.I.

〈n−1〉T 〈ψ, S〉
¬R

〈n〉T 〈S,¬ψ〉
Para ∧R:

〈n−1〉T 〈S, ψ, ψ ∧ γ〉 〈n−1〉T 〈S, γ, ψ ∧ γ〉
∧R

〈n〉T 〈S, ψ ∧ γ, ψ ∧ γ〉
 

〈n−1〉T 〈S, ψ, ψ ∧ γ〉
(∧R)−

〈n−1〉T 〈S, ψ, ψ〉
H.I.

〈n−1〉T 〈S, ψ〉

〈n−1〉T 〈S, γ, ψ ∧ γ〉
(∧R)−

〈n−1〉T 〈S, γ, γ〉
H.I.

〈n−1〉T 〈S, γ〉
∧R

〈n〉T 〈S, ψ ∧ γ〉
Para �αR:

〈n−1〉T 〈S,�αψ [α : ` ψ]〉
�αR

〈n〉T 〈S,�αψ,�αψ〉
 

〈n−1〉T 〈S,�αψ [α : ` ψ]〉
(�αR)−

〈n−1〉T 〈S [α : ` ψ;α : ` ψ]〉
merge

〈n−1〉T 〈S [α : ` ψ,ψ]〉
H.I.

〈n−1〉T 〈S [α : ` ψ]〉
�αR

〈n〉T 〈S,�αψ〉

Lema 3.25. Sea T 〈G〉 un árbol de hipersecuentes y T ∗〈G〉 el resultado de apli-
car una de las reglas admisibles nec,WL,WR,WE,merge, CL o CR, llamando
R′ a esta regla. Es decir:

T 〈G〉
R′

T ∗〈G〉
Si para una regla R tenemos que:

T 〈G′〉
R

T 〈G〉
entonces se cumple que:

T ∗〈G′〉
R

T ∗〈G〉
En otras palabras, las reglas admisibles mencionadas afectan únicamente a su
secuente principal, dejando al resto del árbol intacto.
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Demostración. De manera directa por inducción sobre la forma del árbol
T 〈G〉. Los casos donde T 〈G〉 = S y T 〈G〉 = G′[X] son directos.
Cuando T 〈G〉 = S [α : T ′〈G〉;X] basta ver que por hipótesis de inducción
T ∗〈G′〉 = S∗ [α : T ′〈G′〉;X∗] y por lo tanto al aplicar R obtenemos
T ∗〈G〉 = S∗ [α : T ′〈G〉;X∗].

Lema 3.26. Sea T 〈G〉 un árbol de hipersecuentes y T 〈G′〉 el resultado de
aplicar una de las reglas proposicionales o la regla �αR a T 〈G〉. Entonces, si
para una regla R tenemos que:

T ∗〈G′〉
R

T 〈G′〉
(esto es, R opera sobre T ∗ tal que no afecta a G′) entonces se cumple que:

T ∗〈G〉
R

T 〈G〉

Demostración. De manera directa por inducción sobre la forma del árbol
T 〈G〉.

Considerando todas las reglas admisibles que hemos presentado hasta ahora
podemos construir una extensión para el sistema GKm que las incluya sin
afectar el poder de derivación del sistema.

Definición 3.27 (Cálculo de árboles de hipersecuentes GK′m). El cálculo de
árboles de hipersecuentes GK′m está compuesto por todas las reglas del sistema
GKm (incluyendo la regla de corte), junto con las reglas nec, merge, swap,
CL, CR, WL, WR, WE, y las versiones invertidas de ¬L, ¬R, ∧L, ∧R, �αL,
�αR y �αL.

Proposición 3.28. Los cálculos de árboles de hipersecuentes GKm y GK′m
son equivalentes; un árbol de hipersecuentes es derivable en GKm si y sólo si
es derivable en GK′m.

Con el material presentado en este caṕıtulo estamos preparados para probar
tanto la corrección (esto es, solidez y completitud) del sistema GKm, aśı como
el teorema de eliminación de corte para este sistema.





4 Corrección y eliminación de
corte en GKm

4.1. Corrección del cálculo GKm

Ahora que tenemos el sistema completo, incluyendo la regla de corte, demos-
traremos la corrección del cálculo GKm.

Definición 4.1 (Interpretación de AHS). La interpretación de un secuente
(Γ ` ∆)τ es una fórmula de la lógica modal que captura el significado del
secuente. Espećıficamente:

(Γ ` ∆)τ =

∧
φ∈Γ

φ

→
 ∨
ψ∈∆

ψ


Por conveniencia, definimos:

γ :=
∧
φ∈Γ

φ

δ :=
∨
ψ∈∆

ψ

tal que (Γ ` ∆)τ = γ → δ.
Abusando de la notación, diremos que φ ∈ γ si φ ∈ Γ (es decir, si φ es uno de
los conyuntos de γ) y lo análogo para ψ ∈ δ.
La interpretación de un árbol de hipersecuentes es como sigue:

(S [α1 : T1 . . . αn : Tn])τ = (S)τ ∨�α1(T1)τ ∨ · · · ∨�αn(Tn)τ

4.1.1. Solidez

Lema 4.2 (Solidez local). Las reglas del sistema de árboles de hipersecuentes
para Km preservan la validez: si las interpretaciones de las premisas de una
regla son validas, también lo es la interpretación de la conclusión.

41
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Demostración. Por casos sobre las reglas. Hacemos notar que basta probar
que se preserva la validez entre los hipersecuentes principales en cada regla,
pues la validez se preserva bajo disyunciones y bajo aplicaciones arbitrarias
del operador de necesidad; esto es, si |= φ entonces |= φ ∨ ψ y |= �αφ.
Además, hacemos uso liberal del hecho de que K, w |= γ → δ si y sólo si
o existe un φ ∈ γ tal que K, w 6|= φ, o de lo contrario existe un ψ ∈ δ tal
que K, w |= ψ.

1. ¬L. Suponemos que γ → (δ ∨φ) es válido. Queremos demostrar que
(¬φ ∧ γ)→ δ es válido.

Si γ → (δ ∨ φ) es válido entonces para cualquier K, w se cumple que
K, w |= γ → (δ ∨ φ). Dividimos en dos casos:

Caso 1: K, w |= φ. Entonces K, w 6|= ¬φ por lo que K, w |=
(¬φ ∧ γ)→ δ

Caso 2: K, w 6|= φ. Entonces o bien hay un ψ ∈ γ tal que
K, w 6|= ψ o de lo contrario hay un ψ ∈ δ tal que K, w |= ψ. En
cualquiera de los dos casos se cumple que K, w |= (¬φ∧γ)→ δ.

2. ¬R. Análogo a ¬L.

3. ∧L. Trivial puesto que las interpretaciones de la premisa y la con-
clusión son idénticas.

4. ∧R. Suponemos que γ → (δ∨φ) y γ → (δ∨ψ) son válidas. Queremos
demostrar que γ → (δ∨(φ∧ψ)) es válida. Sean K, w un modelo y un
mundo en dicho modelo. Si existe un α ∈ γ tal que K, w 6|= α entonces
el resultado es trivial. Igualmente si existe un α ∈ δ tal que K, w |= α.
Si este no es el caso, entonces debe ocurrir que K, w |= φ y K, w |= ψ,
y por lo tanto K, w |= φ∧ψ. Por lo tanto, K, w |= γ → (δ ∨ (φ∧ψ)).

5. �αL. Suponemos que ((�αφ∧γ)→ δ)∨�α((φ∧γ′)→ δ′) es válida.
Queremos demostrar que ((�αφ ∧ γ)→ δ) ∨�α(γ′ → δ′) es válida.

Sean K, w un modelo y un mundo respectivamente. Evidentemente
si el primer disyunto se satisface entonces la conclusión trivialmente
también se satisface.

Supongamos entonces que K, w |= �α((φ∧ γ′)→ δ′). Entonces para
todo w′ tal que wRαw

′, K, w′ |= (φ∧ γ′)→ δ. Si K, w′ 6|= φ entonces
K, w 6|= �αφ, por lo que K, w |= (�αφ∧γ)→ δ. En otro caso, o bien
existe un α ∈ γ′ tal que K, w 6|= α, en cuyo caso K, w′ |= γ′ → δ′

y por lo tanto K, w |= �α(γ′ → δ′), o bien existe un α ∈ δ′ tal
que K, w′ |= α y por lo tanto K, w′ |= γ′ → δ′, por lo que K, w |=
�α(γ′ → δ′)
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6. �αR. Suponemos que (γ → δ)∨�αφ es válida. Queremos demostrar
que γ → (δ ∨�αφ) es válida.

Usando equivalencias y utilizando asociatividad: (γ → δ) ∨ �αφ ≡
(¬γ ∨ δ) ∨�αφ ≡ ¬γ ∨ (δ ∨�αφ) ≡ γ → (δ ∨�αφ).

7. �αL. Suponemos que ((φ∧γ)→ δ)∨�α((�αφ∧γ′)→ δ′) es válida.
Queremos demostrar que (γ → δ) ∨�α((�αφ ∧ γ′)→ δ′) es válida.

Si el segundo disyunto de la premisa es válido entonces la conclusión
trivialmente lo es.

Sean K, w un modelo y un mundo respectivamente. Supongamos que
K, w |= (φ ∧ γ)→ δ

Si K, w 6|= φ, entonces para todo w′ tal que wRαw
′, K, w′ 6|=

�αφ, por lo que K, w′ |= (�αφ∧ γ′)→ δ y por lo tanto K, w |=
�α((�αφ ∧ γ′)→ δ)

Si K, w |= φ entonces o bien existe un ψ ∈ γ tal que K, w 6|= ψ,
en cuyo caso M, w |= γ → δ, o bien existe un ψ ∈ δ tal que
K, w |= ψ, en cuyo caso K, w |= γ → δ.

8. Cut. Suponemos que γ → (δ∨φ) y (φ∧γ′)→ δ′ son válidas. Quere-
mos demostrar que (γ∧γ′)→ (δ∨δ′) es válida. Sean K y w un modelo
y un mundo. Si existe un ψ en γ o γ′ tal que K, w 6|= ψ entonces el re-
sultado es trivial. De lo contrario, notemos que debe haber un ψ en δ′

tal que K, w |= ψ, o de lo contrario (φ∧γ′)→ δ′ no podŕıa ser válida.
Por lo tanto en este caso se cumple que K, w |= (γ ∧ γ′)→ (δ ∨ δ′).

Corolario 4.3 (Solidez). Si ` φ es derivable entonces φ es válida.

Demostración. La definición de derivabilidad en el sistema de árboles de
hipersecuentes dice que una fórmula es derivable si y sólo si tiene una
derivación usando las reglas del cálculo tal que cada rama de la derivación
termina en un AHS inicial. Es fácil ver que los AHS iniciales son válidos, y
como acabamos de demostrar las reglas del cálculo preservan la validez de
la interpretación de los AHS. Por lo tanto, si ` φ es derivable en el cálculo
de árboles de hipersecuentes, φ es válida.

4.1.2. Completitud

Para probar la completitud de GKm podemos hacer uso del sistema axiomático
Km. Como sabemos, Km es completo —cualquier fórmula válida es derivable
en Km—, por lo que basta probar que todos los axiomas y las reglas del sistema
axiomático son derivables en el sistema GKm para probar que el segundo es
completo.
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Teorema 4.4 (Completitud). Si φ es derivable en el sistema axiomático Km

(Definición 2.11), entonces ` φ es derivable en el cálculo de árboles de hiperse-
cuentes.

Demostración. Por inducción sobre el sistema Km. Mostramos sólo los
casos interesantes.

A4) �α(φ→ ψ)→ �αφ→ �αψ

T 〈φ ` φ〉 T 〈φ, ψ ` ψ〉
→ L

�α(φ→ ψ),�αφ ` [α : φ→ ψ, φ ` ψ]
�αL

�α(φ→ ψ),�αφ ` [α : φ→ ψ ` ψ]
�αL

�α(φ→ ψ),�αφ ` [α :` ψ]
�αR

�α(φ→ ψ),�αφ ` �αψ → R
�α(φ→ ψ) ` �αφ→ �αψ → R
` �α(φ→ ψ)→ �αφ→ �αψ

A5) φ→ �α♦αφ
φ ` φ[α : �α¬φ `]

¬L
φ,¬φ ` [α : �α¬φ `]

�αL
φ ` [α : �α¬φ `]

¬R
φ ` [α : ` ♦αφ]

�αR
φ ` �α♦αφ → R
` φ→ �α♦αφ

A6) Análogo a A5.

R1) Directamente por hipótesis de inducción y utilizando la regla de cor-
te.

R2) Directamente por hipótesis de inducción y aplicación de la regla nec,

` φ
nec

` [α :` φ]
�αR` �αφ

4.2. Eliminación de corte

Como paso final para tener un sistema de árboles de hipersecuentes adecuado
para la lógica Km, debemos probar que la regla de corte es eliminable.
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El siguiente lema permite aislar los efectos de aplicar una regla sobre cierta
parte de un árbol tal que los efectos permanecen aislados aún al aplicar la regla
de corte, facilitando aśı el trabajo de eliminar los cortes cuando se aplican a
un secuente distinto del auxiliar.

Lema 4.5. Dados tres ZAHS I〈∗〉, J〈∗〉, H〈∗〉, tal que I〈∗〉 ∼ J〈∗〉 ∼ H〈∗〉 si
existe una regla R de GKm y un secuente S1 tal que

I〈S1〉 R
J〈S1〉

entonces para cualquier secuente S2 se cumple que

I ⊗H〈S2〉 R
J ⊗H〈S2〉

Demostración. Por inducción sobre la forma de los ZAHS I〈∗〉, J〈∗〉, H〈∗〉.
Distinguimos los tres posibles casos.

(a) I〈∗〉, J〈∗〉, H〈∗〉 son todos 〈∗〉— No hay nada que demostrar, pues
la hipótesis no se aplica.

(b) I〈∗〉, J〈∗〉, H〈∗〉 ≡ 〈∗〉[X], 〈∗〉[Y ], 〈∗〉[Z] respectivamente — En
este caso la hipótesis es

S1 [X]
R

S1 [Y ]

y queremos probar que
S2 [X;Z]

R
S2 [Y ;Z]

Como los AHS afectados por R se mantienen separados (i.e. Y y Z no se
combinan en el producto de árboles), es fácil ver que S2 y Z no se ven
afectados por R.

(c)

I〈∗〉 ≡ SI [α : I ′〈∗〉;X]

J〈∗〉 ≡ SJ [α : J ′〈∗〉;Y ]

H〈∗〉 ≡ SH [α : H ′〈∗〉;Z]

Supongamos que
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SI [α : I ′〈S1〉;X]
R

SJ [α : J ′〈S1〉;Y ]

El objetivo es probar que

SI · SH [α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X;Z]
R

SJ · SH [α : J ′ ⊗H ′〈S2〉;Y ;Z]

Distinguimos los casos según los secuentes y/o árboles a los que se aplica
la regla R.
- R actúa sobre SI . Ejemplifiquemos con la regla ¬R. En ese caso tene-
mos

φ, SI [α : I ′〈S1〉;X]
¬R

SI ,¬φ [α : I ′〈S1〉;X]

Entonces si tenemos como premisa φ, SI · SH [α : I ′ ⊗ H ′〈S2〉;X;Z],
obtenemos la conclusión deseada aplicando ¬R.

φ, SI · SH [α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X;Z]
¬R

SI · SH ,¬φ [α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X;Z]

El procedimiento para las demás reglas que actúan sobre un secuente es
análogo.
- R actúa sobre SI y [α : I ′〈S1〉;X]. En este caso R debe ser alguna de
las tres reglas modales �αL,�αR y �αL.
Empezando con �αR, supongamos que tenemos

SI [β : ` φ;α : I ′〈S1〉;X ′]
�αR

SI ,�βφ [α : I ′〈S1〉;X ′]
Similarmente al caso anterior, aplicamos la regla a la premisa relevante y
obtenemos la conclusión deseada

SI · SH [β : ` φ;α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X ′;Z]
�αR

SI · SH ,�βφ [α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X ′;Z]

En el caso para �αL tenemos dos subcasos: o bien la regla actúa entre SI
y un árbol en X, o actúa entre SI e I〈S1〉. Afortunadamente ambos casos
son análogos, aśı que mostramos la resolución del primero únicamente.
Supongamos que tenemos

�βφ, SI [β : (S [X ′′]);α : I ′〈S1〉;X ′]
�αL

�βφ, SI [β : (φ, S [X ′′]);α : I ′〈S1〉;X ′]
Una vez más obtenemos la conclusión deseada al aplicar la misma regla
sobre la premisa relevante
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�βφ, SI · SH [β : (S [X ′′]);α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X ′;Z]
�αL

�βφ, SI · SH [β : (φ, S [X ′′]);α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X ′;Z]

Para el caso de la regla �αL tenemos la misma distinción en dos subcasos
que en el caso anterior; siguen siendo análogos, aśı que mostramos sólo
uno de ellos. Supongamos que tenemos

φ, SI [β : (�βφ, S [X ′′]);α : I ′〈S1〉;X ′]
�αL

SI [β : (�βφ, S [X ′′]);α : I ′〈S1〉;X ′]

Reiterando una vez más, aplicamos la regla a la premisa relevante obte-
niendo la conclusión que buscamos.

φ, SI · SH [β : (�βφ, S [X ′′]);α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X ′;Z]
�αL

SI · SH [β : (�βφ, S [X ′′]);α : I ′ ⊗H ′〈S2〉;X ′;Z]

- R actúa sobre X. Este caso se puede manejar de manera análoga al
caso (b) de la inducción.
- R actúa sobre I ′. Tenemos que volver a analizar la forma de I ′〈∗〉, J ′〈∗〉
y H ′〈∗〉. Si los tres son 〈∗〉 entonces el caso es trivial. Si son, respectiva-
mente, 〈∗〉[X ′], 〈∗〉[Y ′], 〈∗〉[Z ′] entonces tenemos que

SI [α : (S1 [X ′]);X]
R

SI [α : (S1 [Y ′]);X]

Entonces, por hipótesis de inducción sobre I ′〈∗〉, J ′〈∗〉, H ′〈∗〉, tenemos que

SI [α : (S2 [X ′;Z ′]);X]
R

SI [α : (S2 [Y ′;Z ′]);X]

y aplicando varias veces las reglas de debilitamiento externo e interno
obtenemos SI · SH [α : (S2 [Y ′;Z ′]);X;Z].
Finalmente, el caso en el que I ′〈∗〉, J ′〈∗〉, H ′〈∗〉 ≡ S′I [β : I ′′〈∗〉;X ′], S′J [β :
J ′′〈∗〉;Y ′], S′H [β : H ′′〈∗〉;Z ′] se puede resolver de manera similar al caso
anterior empleando la hipótesis de inducción y las reglas de debilitamiento
interno y externo.

Lema 4.6. Sean T 〈S1, φ〉 y T ′〈φ, S2〉 tal que T 〈S1, φ〉 ∼ T ′〈φ, S2〉.
Si tenemos que

.....
d1

T 〈S1, φ〉

.....
d2

T ′〈φ, S2〉
cutφ

T ⊗ T ′〈S1 · S2〉
donde d1 y d2 son las derivaciones que concluyen en los respectivos árboles
de hipersecuentes, y ninguna de las cuales emplea la regla de corte, entonces
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existe una derivación de T ⊗T ′〈S1 ·S2〉 que no contiene ningún uso de la regla
de corte.

Demostración. Por inducción sobre la suma de las alturas de las deriva-
ciones d1 y d2 con inducción auxiliar sobre la fórmula φ. En efecto esta
inducción nos permite eliminar cortes utilizando la hipótesis de inducción
cuandoquiera que la fórmula del corte sea más sencilla que φ, o que la
suma de las alturas de las premisas del corte sea menor a la suma de las
alturas de d1 y d2. Procedemos por casos, agrupando por la última regla
aplicada a la premisa izquierda.

(1) T 〈S1, φ〉 es inicial. En este caso, o bien la conclusión también es un
AHS inicial, o el corte se puede sustituir por repetidas aplicaciones de las
reglas de debilitamiento interno y externo sobre T ′〈φ, S2〉. En particular,
si φ = p y S1 = p ` p tenemos:

T 〈p ` p〉 T ′〈p, S2〉
cutp

T ⊗ T ′〈p, S2〉
No es dif́ıcil ver que este corte puede omitirse, agregando fórmulas y ramas
sobre T ′ desde la ráız hasta p, S2 para llegar a la conclusión deseada:

T ′〈p, S2〉
.....
{WL,WR,WE}∗

T ⊗ T ′〈p, S2〉

(2) T 〈S1, φ〉 se deriva por una regla R en la que φ no es principal.
Este caso se resuelve utilizando la inducción sobre las alturas de las deri-
vaciones de las premisas. Como ninguna regla puede cambiar la posición
del secuente sobre el que se aplica el corte, y como el producto no cambia
la estructura del árbol de hipersecuentes, no hay dificultades. Ejemplifi-
camos con algunos casos en los que la regla actúa sobre el secuente S1, φ.
Los casos en los que la regla R se aplica sobre otro secuente del árbol se
pueden resolver de manera análoga, gracias al Lema 4.5.
Supongamos que la regla R es �αR.

T 〈S1, φ [α : ` ψ]〉
�αR

T 〈S1, φ,�αψ〉 T ′〈φ, S2〉
cutφ

T ⊗ T ′〈S1 · S2,�αψ〉
Permutamos el corte hacia arriba y lo eliminamos por inducción sobre las
alturas de las premisas.
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T 〈S1, φ [α : ` ψ]〉 T ′〈φ, S2〉
cutφ

T ⊗ T ′〈S1 · S2 [α : ` ψ]〉
�αR

T ⊗ T ′〈S1 · S2,�αψ〉
Supongamos que la regla R es �αL.

T 〈ψ, S1, φ [α : �αψ, S0]〉
�αL

T 〈S1, φ [α : �αψ, S0]〉 T ′〈φ, S2〉
cutφ

T ⊗ T ′〈S1 · S2 [α : �αψ, S0]〉
Como en el caso anterior, permutamos el corte hacia arriba para poder
eliminarlo.

T 〈ψ, S1, φ [α : �αψ, S0]〉 T ′〈φ, S2〉
cutφ

T ⊗ T ′〈ψ, S1 · S2 [α : �αψ, S0]〉
�αL

T ⊗ T ′〈S1 · S2 [α : �αψ, S0]〉
El caso para �αR es análogo a este, y los casos para las demás reglas
proposicionales no es dif́ıcil de revisar, si bien es laborioso escribir las
permutaciones.

(3) T 〈S1, φ〉 se deriva por una regla R en la que φ es principal.
Separamos los casos para reglas proposicionales y reglas modales.
Si la regla proposicional es ¬R y φ ≡ ¬ψ tenemos

T 〈ψ, S1〉 ¬R
T 〈S1,¬ψ〉 T ′〈¬ψ, S2〉

cut¬ψ
T ⊗ T ′〈S1 · S2〉

Aplicando la regla (¬L)− (esto es, la regla ¬L invertida, la cual recorda-
remos que es invertible con preservación de altura) a la premisa derecha
podemos obtener T ′〈S2, ψ〉. Entonces podemos sustituir el corte con es-
te otro, que podemos eliminar por inducción sobre la complejidad de la
fórmula.

T ′〈S2, ψ〉 T 〈ψ, S1〉
cutψ

T ′ ⊗ T 〈S1 · S2〉
La otra posible regla proposicional, ∧R, se maneja de forma similar. El
corte inicialmente se ve de la siguiente manera:

T 〈S1, ψ1〉 T 〈S1, ψ2〉 ∧R
T 〈S1, ψ1 ∧ ψ2〉 T ′〈ψ1 ∧ ψ2, S2〉

cutψ1∧ψ2
T ⊗ T ′〈S1, S2〉
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Utilizando la versión invertida de ∧L, junto con una cantidad finita de
aplicaciones de las reglas de contracción y merge, podemos reemplazar
el corte por dos cortes eliminables por hipótesis de inducción sobre la
complejidad de la fórmula, obteniendo la misma conclusión:

T 〈S1, ψ2〉
T 〈S1, ψ1〉 T ′〈ψ1, ψ2, S2〉

cutψ1
T ⊗ T ′〈ψ2, S1, S2〉

cutψ2
T ⊗ T ⊗ T ′〈S1, S1, S2〉

.....
{CL,CR,merge}∗

T ⊗ T ′〈S1, S2〉
Si la regla R es la regla modal �αR y φ ≡ �αψ, tenemos

T 〈S1 [α : ` ψ]〉
�αR

T 〈S1,�αψ〉 T ′〈�αψ, S2〉
cut�αψ

T ⊗ T ′〈S1 · S2〉
Para manejar este caso necesitamos considerar la última regla R′ por la
que se derivó T ′〈�αφ, S2〉. Si el árbol es inicial, se puede resolver como en
el caso (1). Si se deriva por una regla en la que �αφ no es principal, se
puede resolver como en el caso (2). Quedan por analizar los casos donde
R′ es �αL o �αL.
Cuando R′ es �αL tenemos

T 〈S1 [α : ` ψ]〉
�αR

T 〈S1,�αψ〉
T ′〈�αψ, S2 [α : ψ, S3]〉

�αL
T ′〈�αψ, S2 [α : S3]〉

cut�αψ
T ⊗ T ′〈S1 · S2 [α : S3]〉

Reemplazamos el corte con dos cortes: el superior eliminable por inducción
sobre la altura de las derivaciones de las premisas y el inferior eliminable
por la complejidad de la fórmula. Aplicando repetidamente contracción y
merge podemos eliminar las repeticiones producidas por el segundo pro-
ducto, aśı obteniendo el árbol derivado originalmente.

T 〈S1 [α : ` ψ]〉
T 〈S1,�αψ〉 T ′〈�αψ, S2 [α : ψ, S3]〉

cut�αψ
T ⊗ T ′〈S1 · S2 [α : ψ, S3]〉

cutψ
T ⊗ T ⊗ T ′〈S1 · S1 · S2 [α : S3]〉

.....
{CL,CR,merge}∗

T ⊗ T ′〈S1 · S2 [α : S3]〉

Finalmente, cuando R′ es �α —poniendo cuidadosa atención al hecho de
que S1,�αψ y �αψ, S2 deben estar en posición equivalente— tenemos:
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T 〈S0 [α : S1 [α : ` ψ]]〉
�αR

T 〈S0 [α : S1,�αψ]〉
T ′〈ψ, S′0 [α : �αψ, S2]〉

�αL
T ′〈S′0 [α : �αψ, S2]〉

cut�αψ
T ⊗ T ′〈S0 · S′0 [α : S1 · S2]〉

Transformamos este corte en dos cortes, el superior eliminable por induc-
ción por la altura de las derivaciones de sus premisas, el inferior eliminable
por inducción por la complejidad de la fórmula. Nótese que utilizamos la
regla admisible con preservación de altura swap para obtener la premi-
sa del segundo corte. Una vez más utilizamos las reglas de contracción
y merge para eliminar las fórmulas redundantes generadas por el segun-
do producto de árboles, obteniendo la conclusión deseada. Presentamos la
derivación en dos partes, pues de otra forma rebasaŕıa los márgenes de la
página.

T 〈S0 [α : S1,�αψ]〉 T ′〈ψ, S′0 [α : �αψ, S2]〉
cut�αψ

T ⊗ T ′〈ψ, S0 · S′0 [α : S1 · S2]〉

T 〈S0 [α : S1 [α : ` ψ]]〉
swap

T 〈S0, ψ [α : S1]〉

...
T ⊗ T ′〈ψ, S0 · S′0 [α : S1 · S2]〉

cutψ
T ⊗ T ⊗ T ′〈S0 · S0 · S′0 [α : S1 · S2; α : S1]〉

.....
{CL,CR,merge}∗

T ⊗ T ′〈S0 · S′0 [α : S1 · S2]〉

Finalmente podemos asegurar la eliminabilidad del corte para GKm.

Teorema 4.7 (Eliminación del corte en GKm). Toda derivación d en el siste-
ma de árboles de hipersecuentes GKm se puede transformar en una derivación
d′ que no haga uso de la regla de corte.

Demostración. Se sigue del Lema 4.6 por inducción sobre el número de
cortes en d.

Esto concluye nuestra labor de mostrar que el cálculo de árboles de hiperse-
cuentes GKm es un sistema de inferencia adecuado para la lógica multimodal
con inversas.





5 Conclusiones

El presente trabajo estudió la teoŕıa de la prueba de las lógicas multimodales
con inversas desde dos perspectivas importantes: los sistemas axiomáticos tipo
Hilbert y los sistemas de árboles de hipersecuentes. Estas dos perspectivas
complementarias ayudan a enriquecer el panorama de la teoŕıa de la prueba
sobre estas lógicas, cuyo alcance en la lógica matemática y computacional es
considerable y cuyas aplicaciones son numerosas y variadas.
Desde la perspectiva axiomática, se introdujo un sistema axiomático para lógi-
cas multimodales con inversas, luego agregando sobre este axiomas adicionales
para manejar estructuras semánticas con relaciones reflexivas y transitivas.
Denominamos a estos sistemas Km,Tm,K4m y S4m por analoǵıa a las corres-
pondientes y bien conocidas lógicas modales. Utilizando la técnica de modelos
canónicos [15, 4], mostrar la completitud de estos sistemas para las respectivas
clases de estructuras fue de forma directa.
A continuación presentamos un sistema de árboles de hipersecuentes para la
lógica multimodal con inversas. Estos sistemas son una evolución de los bien
conocidos sistemas de Gentzen [10] y han sido estudiados en múltiples ocasio-
nes [6, 13, 21] con particular interés en su aplicación a las lógicas modales para
proveer un sistema de derivación al estilo de Gentzen que cuente con un número
de propiedades deseables. Demostramos la corrección de nuestro sistema, aśı
como la eliminabilidad de la regla de corte, propiedad esencial para este tipo
de sistemas.
Existen un número de caminos razonables que se pueden derivar del sistema
de árboles de hipersecuentes aqúı presentado como prospectos para trabajo a
futuro. El primero de ellos es buscar extensiones del sistema, que corresponde
con el sistema axiomático Km, con reglas que permitan tratar con estructuras
reflexivas y transitivas, y por lo tanto puedan manejar las lógicas correspon-
dientes a Tm, K4m y S4m. El segundo es la elaboración de un algoritmo que
aproveche este sistema para generar automáticamente derivaciones de fórmulas
válidas.
La construcción de este sistema también puede facilitar la demostración de
otros resultados. Como se ve en [9, 2], sistemas de esta naturaleza pueden dar
lugar a demostrar propiedades tales como la interpolación de Craig, la definibi-
lidad de Beth y la consistencia conjunta de Robinson, que tienen aplicaciones
en verificación de modelos, representación del conocimiento, entre otras [16,
14].
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