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Acerca de esta tesis

El presente trabajo aborda el estudio de la teoria de la prueba para las légicas
multimodales con inversas. Perseguimos este estudio desde dos perspecti-
vas: primero, presentando sistemas axiomaticos para dichas légicas, y sub-
secuentemente estudiando la novedosa técnica de arboles de hipersecuentes
para generar un sistema tipo Gentzen.

Los sistemas axiomdéticos son una herramienta bien establecida dentro del estu-
dio de la légica, pues permiten caracterizar una logica de forma compacta —si
bien no suelen ser herramientas muy efectivas para buscar pruebas. Aunque
los sistemas axiomaticos no le son para nada ajenos a las logicas multimoda-
les —incluso algunas con modalidades inversas, como la logica temporal o la
dindmica [23, 18]— la literatura que dé énfasis a las modalidades inversas no
es abundante.

Por su parte los sistemas de secuentes, también conocidos como sistemas de
Gentzen, son herramientas de caracter mayormente sintactico que tienen como
fin determinar la validez de una férmula de un sistema légico en particular.
Contar con estos sistemas tiene una serie de beneficios, desde facilitar el des-
cubrimiento de ciertas propiedades en la légica correspondiente hasta poder
derivar algoritmos de inferencia para férmulas dentro de dicha légica. Nuestro
estudio de los sistemas de arboles de hipersecuentes tiene antecedentes en el
trabajo de Kashima [13] y Briinnler [5], entre otros, pero estd inspirado princi-
palmente por el trabajo de Francesca Poggiolesi [20]. Mientras que los sistemas
de secuentes han sido ampliamente estudiados para logicas proposicionales y
de primer orden, no es el caso para las légicas modales, cuyo estudio bajo
el lente de la teoria de la prueba es comparativamente mas reciente y menos
desarrollado.

Las légicas modales, y en particular las multimodales, tienen una multitud de
aplicaciones en diversos dominios matematicos y computacionales. La contri-
bucién del presente trabajo es un sistema de secuentes aplicable a todas estas
légicas, y particularmente relevante a las que cuentan con modalidades inver-
sas, una construccién que agrega expresividad al lenguaje. Utilizando la técnica
de arboles de hipersecuentes, desarrollamos un sistema correcto para la logica
multimodal con inversas que ademads cuenta con la propiedad de eliminacién
de corte.

Esta tesis esta organizada como sigue: el primer capitulo se dedica a introducir
conceptos bésicos de légica multimodal como sintaxis y seméntica, asi como
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algunas de las aplicaciones de éstas. El segundo capitulo introduce la 1égica de
nuestro interés utilizando un sistema axiomatico tipo Hilbert, y demuestra la
correccion de éste. El tercer capitulo presenta los drboles de hipersecuentes y
el sistema para la 16gica multimodal con inversas, y demuestra su correccion.
El cuarto capitulo concierne a la eliminacién de corte en el sistema de arboles
de hipersecuentes. Finalmente, el quinto capitulo presenta las conclusiones y
discute el trabajo futuro.



Introduccion

El objetivo del presente trabajo es estudiar la teoria de la prueba para légicas
multimodales con inversas, por medio de presentar tanto un sistema axiomatico
como un sistema de arboles de hipersecuentes para dichas légicas. En este
capitulo cubriremos de manera informal los conceptos detras de dicho objetivo,
de tal forma que las justificaciones que presentamos al final del capitulo estén
apropiadamente contextualizadas. Naturalmente, comenzaremos revisando las
l6gicas multimodales.

1.1. La légica multimodal

Si la légica proposicional es un lenguaje que a partir de un conjunto de afir-
maciones nos permite construir nuevas y mas complejas afirmaciones con sus
operadores, la 16gica modal anade una nueva dimensién sobre la proposicional
al agregar operadores que califican dichas afirmaciones. Los operadores 'y ¢,
leidos como “necesariamente” y “posiblemente”, respectivamente, cuentan con
una multitud de interpretaciones en los distintos ambitos para los que se ha
empleado la légica modal. Algunos ejemplos de las légicas que proveen dife-
rentes interpretaciones para estos operadores son la légica temporal, la logica
epistémica, la l6gica de demostrabilidad, la 16gica dedntica, la l6gica descriptiva
y la légica dindmica, entre muchas otras.

Como ejemplo de partida podemos considerar la légica temporal béasica, co-
nocida en inglés como tense logic'. En esta lgica existen cuatro operadores
modales: P, que significa “en algiin momento fue el caso”; F', que significa “en
algin momento serd el caso”; H, que significa “siempre ha sido el caso”; y G,
que significa “siempre serd el caso”. Es comin que en distintos tipos de légica
se cambie la notacién de los operadores 16gicos, como es el caso aqui; una vez
que tomamos en cuenta la forma en la que estos operadores se interpretan res-
pecto a la semdntica, es facil ver que los operadores P y F corresponden con
operadores de tipo ¢, denotando algo que ocurre en algin caso; los operadores
H y G por su parte corresponden con operadores de tipo [, denotando algo
que ocurre en todos los casos.

Notemos que en este caso en particular, la légica temporal extiende a la propo-
sicional no con dos sino con cuatro operadores modales adicionales; sin embargo

1Por los tiempos gramaticales past tense y future tense.
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Figura 1.1: Una estructura de Kripke con multiples relaciones de accesibilidad.

esto se puede interpretar de otra forma, dibujando a F'y P como operadores
del tipo [, pero correspondientes con dos modalidades distintas, futuro y pa-
sado respectivamente. De la misma forma podemos interpretar G y H como
operadores tipo ¢. Afortunadamente, estas dos perspectivas son equivalentes.
Si bien el salto sintactico de la 16gica proposicional a la modal consiste en la
adicién de dos operadores modales, desde el punto de vista seméantico la dife-
rencia es considerablemente mayor. Mientras que la légica proposicional clasica
se interpreta comunmente con valuaciones que asignan un valor de verdad a
cada variable, a partir de las cuales se puede derivar el valor de verdad de una
férmula, en la 16gica modal generalmente las férmulas se interpretan sobre las
llamadas estructuras de Kripke. Estas las trataremos de manera formal més
adelante, pero por ahora nos bastard describir las estructuras de Kripke como
estructuras relacionales que podriamos ilustrar como graficas dirigidas, donde
los vértices se conocen como mundos y las flechas como relaciones de accesibi-
lidad; ademas de estos dos elementos, cada mundo asigna un valor de verdad a
cada variable proposicional. Sobre estas estructuras, las interpretaciones de las
férmulas se vuelven los mundos donde la férmula se satisface, y las féormulas
modales de la forma (¢ son vélidas en aquellos mundos cuyos sucesores (donde
un mundo v es sucesor de w si existe una flecha que va de w a v) satisfacen la
férmula ¢ sin excepcién, mientras las de la forma (¢ son vélidas en aquellos
mundos donde algin sucesor satisface ¢.

1.2. Modalidades inversas

En una légica multimodal, como lo es la temporal, puede existir méds de una
relacién de accesibilidad (es decir que las flechas de las estructuras de Kripke
tienen todas una etiqueta de un conjunto bien definido de posibles etiquetas).
Cada relacién esta asociada con una de las modalidades establecidas del lado
de la sintaxis: las férmulas de la forma [J,¢ se evalian sobre la relacién de
accesibilidad R,. La Figura 1.1 presenta un ejemplo de una estructura con
miultiples relaciones de accesibilidad.

Volviendo al ejemplo de la légica temporal, pensemos en dos mundos, digamos
vy w, tal que uno es el futuro del otro, expresado como v < w. Resulta
intuitivo, quizds incluso obvio, que si w es el futuro de v, entonces v es el
pasado de w, i.e. w > v. Sin embargo, la forma de las estructuras de Kripke
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en general no obliga a que este sea el caso. Para evitar la posibilidad de que
v < w sin que w > v, enfocamos nuestro estudio a las estructuras de Kripke que
llamamos bidireccionales: una estructura es bidireccional si para cada relacién
de accesibilidad R existe otra relacién R tal que R es la relacién inversa de R,
es decir que vRw si y sélo si wRv. Una vez aplicada esta restriccion, la relacion
entre futuro y pasado se vuelve como la intuimos.

Si bien en la logica temporal surge de manera natural el concepto de modalida-
des inversas, no es un buen ejemplo para observar los beneficios de contar con
este tipo de modalidades sobre no tenerlos. Para este efecto, nos fijaremos aho-
ra en el ejemplo de las légicas descriptivas (DLs). En estas légicas el operador
modal O se escribe como V, el operador { como 3, el operador de conjuncion
como I, a las modalidades se les conoce como roles, las férmulas corresponden
con conceptos (y que un individuo pertenezca a un concepto corresponde con
que un mundo satisfaga una férmula). Entonces, en vez de una férmula de la
forma [, ¢, tendriamos una de la forma Va.C' en notacién de DL.

Las logicas descriptivas modelan objetos, categorias de estos objetos y las rela-
ciones entre ellos (individuos, conceptos y roles respectivamente). Algunas de
estas logicas cuentan con varios constructores de roles, operadores que compo-
nen roles para formar roles mas complejos, incluyendo el constructor de roles
inversos; estos roles enriquecen el lenguaje, mejorando su expresividad.

Para ilustrar, imaginemos una estructura de Kripke concreta donde se estable-
cen relaciones entre personas y peliculas, siendo P el concepto que representa
a las personas y M el que representa a las peliculas; ademés incluyamos los
conceptos A y C para representar objetos de nacionalidad estadounidense y ca-
nadiense respectivamente. En tal estructura podriamos encontrar un rol como
dirige, senalando que una cierta persona dirigié una pelicula dada. Entonces,
la férmula

P AN 3dirige. M

representa al concepto de todas las personas estadounidenses que han dirigido
alguna pelicula, esto es, el concepto de los directores estadounidenses.
Supongamos que queremos un concepto que represente a las peliculas dirigidas
por canadienses. Si nuestra lgica no contase con roles (modalidades) inversos,
esto necesitarfa la definicién de un rol dirigidaPor, el cual serfa justamente el
rol dirige pero invertido. Sin embargo, contando con roles inversos, podemos
evitar definir dicho redundante rol:

M nVdirige. (PN C)

obteniendo asi un concepto que representa lo que buscamos.

Cabe mencionar que, aunque anteriormente mencionamos que enfocaremos
nuestro estudio a estructuras bidireccionales, lo cual implicaria que existe tanto
el rol dirige como el rol dirigidaPor, esto es sélo un detalle técnico necesario
para simplificar las definiciones que abordaremos en los capitulos siguientes;
basta notar que siempre se puede obtener la relacién (o rol) inversa a cualquier
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relacion de accesibilidad simplemente intercambiando el orden en cada uno de
sus elementos correspondientes.

1.3. Sistemas axiomaticos

Los sistemas axiométicos son una herramienta que permite caracterizar un
sistema l6gico de forma compacta. Estos sistemas tienen dos componentes:
primero, una coleccién de esquemas axiomaticos, que son patrones de férmulas
parametrizados que son siempre validas sin importar qué férmula concreta
sustituya a los pardmetros. Asi por ejemplo, el axioma de la légica clasica
-—¢ — ¢, también conocido como la eliminaciéon de la doble negacién, es
valido siempre sin importar qué formula sea ¢. El segundo componente es una
cantidad usualmente pequena de reglas de inferencia a partir de las cuales se
pueden derivar férmulas validas usando otras formulas para las que exista una
derivacién (instancias de axiomas o resultado de reglas).

Cuando decimos que un sistema axiomatico ‘caracteriza’ una légica entende-
mos que el conjunto de todas las féormulas derivables en ese sistema capturan
exactamente las férmulas validas para alguna seméantica. Por ejemplo, un sis-
tema axiomdtico para la légica proposicional clasica debe derivar exactamen-
te aquellas férmulas que son verdaderas para cualquier asignacién de verdad
de las variables proposicionales. Por su parte, un sistema axiomatico para la
semdantica de estructuras de Kripke en general (sin restricciones como la bidi-
reccionalidad mencionada anteriormente) debe poder derivar exactamente las
férmulas que sean vélidas en cualquier estructura de Kripke.

Los sistemas axiomaticos tienen su lugar en el estudio de la logica modal, e
incluso aparecen en varios contextos sobre logicas multimodales [23, 18], pero
estos abordajes raramente enfocan la atencién en las modalidades inversas,
ademds de que usualmente (como en los ejemplos mencionados) se estudian
desde un dominio particular como la légica dindmica o la temporal, no desde
la perspectiva de la légica en general.

La naturaleza de las derivaciones en sistemas axiomaticos los hace una herra-
mienta poco apropiada para la busqueda de pruebas ya que, a diferencia de
otros sistemas como los de secuentes o los de deduccién natural, las deriva-
ciones axiomaticas se llevan a cabo “hacia adelante”, esto es, empezando a
partir de los axiomas, lo cual puede involucrar adivinar qué axiomas podrin
instanciarse para usar las reglas de derivacion y llegar a la férmula deseada.
En contraste, tanto los sistemas de secuentes como los de deduccién natural
utilizan razonamiento hacia atrds, donde el método comienza desde la férmula
que se quiere derivar y se descompone por medio de reglas en féormulas mas
simples por derivar.

1.4. Secuentes e hipersecuentes

Los sistemas de calculos de secuentes son formalismos l6gicos que, en términos
simples, se pueden utilizar para generar derivaciones para férmulas vélidas
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dentro de una cierta légica. Estos sistemas fueron introducidos originalmente
por Gerhard Gentzen en 1935 [10]. Gentzen, en su busqueda por probar la
consistencia de la aritmética, formul6 primero su sistema de deduccién natural
para la logica cldsica. Sin embargo, no pudo demostrar la normalizaciéon de
derivaciones dentro de este sistema, la cual tendria como consecuencia directa
la consistencia del sistema. Fue entonces que formulé su sistema de cédlculo de
secuentes LK, para el que pudo demostrar su afamado Hauptsatz (resultado
principal), que ahora se conoce comtinmente como el teorema de eliminacion
de corte. Una propiedad notoria de este sistema es que se pueden obtener
derivaciones analiticas: todas las féormulas que aparecen en la derivacién son
subférmulas de la férmula derivada. Un relato més detallado de esta historia
se puede consultar en [19].

En la actualidad los sistemas de cdlculo de secuentes son una parte de funda-
mental importancia en el contexto de la teorfa de la prueba. En [20], Francesca
Poggiolesi argumenta respecto a la importancia filoséfica de este tipo de siste-
mas. Una de las propiedades que se recalcan respecto a los célculos de secuentes
es aquella de la analiticidad, es decir que los tinicos elementos involucrados en
la prueba de una férmula son esenciales, y ninguno es superfluo. Esta propiedad
estd relacionada con la llamada propiedad de la subférmula, que discutiremos
mas adelante; baste decir que esta propiedad conecta parte de la importancia
filosofica de los secuentes con su importancia computacional: la propiedad de la
subférmula puede implicar la existencia de un algoritmo para decidir la validez
de una férmula.

Dejando al lado las implicaciones filoséficas del estudio de calculos de secuentes,
también existen beneficios tedricos de contar con un sistema de secuentes para
una légica dada: ya mencionamos la posibilidad de probar la decidibilidad
del sistema, pero el calculo de secuentes puede también ayudar a probar, por
ejemplo, la propiedad de interpolacién de Craig, como se puede observar por
ejemplo en [3, 9, 2], la cual tiene aplicaciones dentro de las ciencias de la
computaciéon en dominios como la verificacién formal, pruebas de consistencia
y representacion del conocimiento.

De particular interés y funcionando como punto de partida de este trabajo es
la definicién del marco de drboles de hipersecuentes (o secuentes anidados),
descritos por Poggiolesi [21] y con antecedentes en Bull [6], Kashima [13] y
Briinnler [5]. Este marco generaliza los sistemas de secuentes clasicos afiadiendo
—literalmente— una dimensién adicional, que facilita el manejo de las férmulas
modales.

La bisqueda de esta clase de sistemas ha sido dirigida explicitamente por una
coleccién de propiedades deseables para los sistemas de inferencia légica. Algu-
nas de estas propiedades son por ejemplo, como se resume brevemente en [21],
la propiedad de la subférmula: que las premisas de una inferencia estén con-
formadas solamente por subférmulas de la conclusién; la pureza seméntica:
que el sistema de inferencia no haga uso de elementos seménticos explicitos;
la simetria: que cada conectivo légico cuente, por lo menos, con una regla que
introduzca el conectivo y una regla que lo elimine; y la invertibilidad: que para
cada regla del sistema, la regla inversa (intercambiando la premisa y la conclu-
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Figura 1.2: Derivacion del axioma K multimodal.

sién) sea admisible.

Como sefala Negri [17], hasta hace poco? la teorfa de la prueba para légica
modal se habia mostrado un tanto deficiente; los sistemas de arboles de hi-
persecuentes —aunados a otros sistemas de prueba, que no discutimos aqui—,
se presentan como una contribucién para aliviar este problema, y su exitosa
aplicacién a légicas de diversos dominios sugiere que forman un fundamento
sélido para la teoria de la prueba en légicas modales.

En el capitulo 3 lidiaremos a detalle con los sistemas de arboles de hipersecuen-
tes, pero a manera de ilustracion, la Figura 1.2 presenta una derivacién en el
sistema que presentaremos para el axioma K multimodal. El ejemplo muestra
algunas de las caracteristicas notorias del sistema, tales como las reglas para
manejar el operador modal O, L y U,, R; la notacién de anidamiento de se-
cuentes I' H Ala : TV + A’], y la notacién de ocurrencia de un secuente dentro
de un arbol T(T' - A).

1.5. Eliminacion de corte

Como ya mencionamos, el resultado principal de Gentzen al formular el célculo
de secuentes para légica clasica fue demostrar que la regla de corte, ilustrada
en la Figura 1.3, es eliminable. Esto quiere decir que cualquier derivaciéon de un
secuente que utilice esta regla tiene también una derivacién que no la utiliza.

Al comparar las derivaciones con secuentes con las demostraciones en papel,
la regla de corte corresponde por analogia a utilizar un lema para demostrar
un teorema. La regla dice (omitiendo a A, en nombre de la simplicidad): “Si
sabiendo I" puedes deducir ¢, y sabiendo I’ y ¢ puedes deducir A’, entonces de
I' y TV puedes deducir A””. Desde el punto de vista filos6fico, esto representa
un problema en la bisqueda de la analiticidad, puesto que el contenido de ¢
podria ser arbitrario y perfectamente ajeno a la férmula que buscamos derivar.

2Relativamente a la publicacién de su articulo, aunque la investigacién sobre teoria de la
prueba en légica modal sigue siendo reciente en comparacién con muchas otras areas de las
matematicas.
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Figura 1.3: La regla de corte del calculo de secuentes.

Anéglogamente, desde el punto de vista computacional (desde el cual es conve-
niente leer las reglas de abajo hacia arriba), ¢ representa un problema para la
busqueda automatizada de pruebas, puesto que, reiteramos, ¢ es arbitraria, lo
cual significa que un algoritmo que tratara de utilizar la regla de corte tendria
que ‘adivinar’ una ¢ adecuada para poder generar una derivacion correcta. Es
quizas a causa de esto que Jean-Yves Girard manifesté una vez, en una nota
al pie [11]: “Un célculo de secuentes sin eliminacién del corte es como un auto
sin motor”.

Ademass de las propiedades deseables que mencionamos anteriormente, la eli-
minabilidad del corte es quizas la principal propiedad por las que se guia la
busqueda de sistemas de secuentes alternativos como lo son los arboles de hi-
persecuentes. En [1], Avron formula un ejemplo dando un célculo de secuentes
reqular para la conocida légica S5 que es correcto, y sin embargo, no es libre
de corte. A continuacién de este ejemplo presenta un calculo de hipersecuen-
tes —relacionados conceptualmente, mas no idénticos a nuestros arboles de
hipersecuentes— para dicha légica, que si disfruta de la propiedad de elimina-
cién de corte.

1.6. Resumen y justificacion

El enfoque primario de este trabajo es la presentacién de un sistema de calculo
de arboles de hipersecuentes libre de corte para légicas multimodales con inver-
sas. En particular, tomamos los conceptos presentados en [20], generalizamos
sus reglas para lidiar con multiples modalidades, y anadimos una regla para
manejar las modalidades inversas, de forma similar a como se manejan en [6]
—o0 como [20] maneja marcos simétricos—, pero en contraste a la prueba de
eliminacion de corte de Bull, seguimos una técnica de naturaleza sintactica y
directa al estilo de Poggiolesi.

Como contribucién adicional, este trabajo presenta una caracterizacion axio-
matica de las l6gicas multimodales con inversas, demostrando su correccién res-
pecto a la seméantica de mundos de Kripke. A pesar de que en ciertos dominios
de la 16gica modal (particularmente la 1égica temporal [23] y la dindmica [12])
las presentaciones axiomaéticas no son inusuales, no existe, hasta donde nuestra
revisién de la literatura pudo encontrar, una formulaciéon axiomatica de mo-
dalidades inversas desde el punto de vista de la légica multimodal “pura” (i.e.
no aplicada a un dominio, como las légicas descriptivas o dindmicas). Nuestra
presentacién axiomatica emplea la correspondiente traduccién notacional del
axioma de interaccion encontrado usualmente, y la prueba de correcciéon utili-
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za la bien conocida técnica de modelos candnicos para demostrar completitud.
Esta axiomatizacion de la légica multimodal con inversas a su vez facilita la
demostracion de completitud del sistema de arboles de hipersecuentes.

Ya hemos mencionado la importancia de los sistemas de calculo de secuentes,
particularmente los que son libres de corte, y por qué es deseable obtener sis-
temas de este tipo para enriquecer la teoria de la prueba, particularmente para
la 16gica modal. Ademds, como hemos discutido también, las modalidades in-
versas juegan un papel importante en varios dominios de aplicacién de la légica
modal gracias a la expresividad que proveen; han sido parte del estudio de la
légica dindmica desde su inicio [22, 8], son una caracteristica intrinseca de las
légicas temporales [23], y resultan utiles en extensiones de las 1égicas descripti-
vas [7], por citar algunos ejemplos. Es con estos argumentos que consideramos
justificado e importante el esfuerzo y los resultados que representan el presente
trabajo.



Légica modal y sistemas
axiomaticos

En este capitulo damos una introduccion formal a las 16gicas multimodales con
inversas, presentando la sintaxis y seméantica de éstas. Después de las introduc-
ciones formales, presentamos un sistema axiomatico tipo Hilbert para la logica
multimodal béasica con inversas y algunas de sus extensiones, y nos valemos de
la bien conocida técnica de modelos candnicos para demostrar su correccién.

2.1. Sintaxis y semantica de la l6gica multimodal

Como mencionamos en el capitulo anterior, sintacticamente la légica modal
extiende a la 16gica proposicional agregando los operadores modales O (caja,
necesidad) y ¢ (diamante, posibilidad). En este trabajo discutiremos tnica-
mente la l6gica modal clésica, que extiende a la proposicional clasica, donde ¢
es definible a partir de (J y viceversa. Esto nos permite formular el lenguaje de
las logicas que estudiaremos utilizando inicamente tres operadores logicos.
Siendo que nos concierne la 1égica multimodal, el operador modal [J esta para-
metrizado por una de un conjunto de posibles modalidades. Viéndolo de otra
forma, tenemos una familia de operadores modales [J,, uno para cada moda-
lidad a.

Definicién 2.1 (Sintaxis de la l6gica multimodal). Sea P un conjunto nume-
rable de proposiciones y M un conjunto finito no vacio de modalidades. Las
férmulas de la légica multimodal con inversas, que en su conjunto denomina-
remos L, son aquellas generadas por la siguiente gramética:

p:=p|-¢|dNg|Dad peP
a:=m|a me M
Los operadores légicos restantes se pueden definir de la manera usual:
VY =a(mg A ) oY =(pN )
<>a¢ = _‘Da_‘¢

11
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Figura 2.1: Una pequena estructura de Kripke.

Utilizamos la notacién de la légica modal ‘general’ para el operador de nece-
sidad, recordando que esta notacién podria variar de dominio a dominio, e.g.
en légica descriptiva una férmula modal podria escribirse como Vr.A o Ir.A; o
en l6gica dindmica podria escribirse como [a]¢ o (a) ¢. Vale la pena notar que
el descubrimiento de la correspondencia entre estas logicas fue de considerable
importancia en el estudio de la légica [24].

La semantica de nuestra légica sera la bien conocida seméantica de estructuras
de Kripke. En esta seméantica se tiene un conjunto de mundos, donde cada
mundo asigna un valor de verdad a cada proposicién de P, y una serie de
relaciones entre mundos R, una por cada modalidad. Una férmula [, ¢ es
verdadera en todo mundo w tal que todos los a—sucesores de w (es decir,
los mundos w’ tal que (w,w') € Ry, también escrito como wR,w’) satisfacen
a ¢. Estas estructuras pueden entenderse como gréficas dirigidas con flechas
etiquetadas, como se ilustra en la Figura 2.1, donde las etiquetas dentro de los
mundos representan las proposiciones que son verdaderas en ese mundo.
Antes de definir formalmente las estructuras de Kripke, definimos el concepto
més general de marco', que nos permiten hablar de clases de estructuras que
comparten ciertas propiedades.

Definicién 2.2 (Marco). Un marco es una pareja F = (W, R) donde W es
un conjunto no vacio de mundos y R es una familia de relaciones binarias R,
sobre W.

Podemos agrupar clases de marcos caracterizadas por propiedades que cumplan
las relaciones en R. Por ejemplo, un marco es reflexivo si todas las relaciones
en R son reflexivas; es transitivo si se cumple lo andlogo, e i{dem para marcos
simétricos. En general decimos que un marco tiene la propiedad P cuando las
relaciones de accesibilidad del marco cumplen con la propiedad P. Nos es de
particular importancia definir los marcos bidireccionales.

Definicién 2.3 (Marco bidireccional). Decimos que un marco F = (W, R) es

IEn inglés frame.
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bidireccional si para cada relacién R, € R existe otra relacién, que denotamos
Rz tal que ambas relaciones son mutuamente inversas, es decir:

wRyw' siy sélo si w' Rgw

Como veremos, las logicas que discuten las modalidades inversas son justamen-
te aquellas que se interpretan sobre marcos bidireccionales y vice versa. Hemos
de notar que dado un marco cualquiera se puede obtener una extensién bidi-
reccional de ese marco, simplemente agregando una relacién inversa para cada
relacién del marco.

Definicién 2.4 (Estructura de Kripke). Una estructura o modelo de Kripke
K = (W,R,V) es una terna donde W es un conjunto no vacio de mundos,
R es una familia de relaciones binarias R, sobre W,y V : P — 2V es una
funcion de valuacion que a cada mundo le asigna un conjunto de proposiciones
que son verdaderas en ese mundo. Una estructura se puede ver como un marco
aumentado con una funcién de valuacion.

Podemos hablar de clases de estructuras de manera analoga a las clases de
marcos definidas anteriormente. Entonces, por ejemplo, la clase de estructuras
bidireccionales es la clase que incluye a todas las estructuras de Kripke tal
que para toda relacién R, existe otra relacion Rg tal que las relaciones son
mutuamente inversas.

Contando con la definicién de estructuras de Kripke podemos definir la forma
en la que se interpretan férmulas de la 16gica multimodal sobre una estructura
dada.

Definicién 2.5 (Interpretacién de férmulas). Sea ¢ una férmula del lenguaje
de la l6gica multimodal con inversas y KK = (W, R, V') una estructura de Kripke.
La funcién de interpretacion de la féormula respecto a la estructura, denotada
por [¢]* : £L — W representa los mundos en W que satisfacen a ¢, y se define
inductivamente de la siguiente forma:

= [pI* =V (p)

[-¢]* = W\ [¢]*

[¢ A 9] = [o]* N [¥]*

[Cagl* = {w e W | wRau = u € [¢]*}

[Oa¢]* = {w € W | uRzw = u € [¢]*}

Es facil ver que las siguientes igualdades para los conectivos definidos se cum-
plen:

= [ovel® =[el* uyl*
= [¢ = ¥1* = [~el* U [y]*
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v [0a0]* = {w e W | existe un u tal que wRou y u € [¢]*}

Si ocurre que w € [¢]* podemos escribir K, w |= ¢ (o solamente w |= ¢ si estd
claro por el contexto). En el caso contrario (i.e. w ¢ [¢]*) escribimos K, w [~ ¢

(0w = ¢).

Definicién 2.6 (Satisfactibilidad y validez). Una férmula ¢ es satisfactible?
si existe una estructura de Kripke £ y un mundo w de K tal que K,w [ ¢.
Un conjunto de férmulas I' es satisfactible en una estructura KC si para cada
férmula ¢ de T" existe un mundo w de K tal que K, w |= ¢.

Si para toda estructura K y todo mundo w se cumple que K, w | ¢ decimos
que ¢ es vdlida y escribimos = ¢.

Con fines ilustrativos, presentamos la interpretacion de la férmula Cap A Ozq
sobre la estructura presentada en la Figura 2.13:

[[Dap A O&QH)C = [[[lap]]’C N [[O&Q]]]C
= {w | wReu = u € [p]*} N {w | existe u tal que wRzu y u € [q]*}
= {wa2, wa} N {wz, w3, wa}

= {wa, wa}

Habiendo establecido la sintaxis y seméntica con la que trabajaremos, definimos
una forma normal para férmulas modales, que denominamos forma normal
de inversas o FNI, con el fin de simplificar el sistema que definiremos en el
Capitulo 3.

Definicién 2.7 (Forma normal de inversas). Una férmula ¢ estd en forma
normal de inversas (FNI) si, en cada instancia del operador en una subférmula
de ¢, digamos 0,1, a es o bien m o m con m € M. Esto es: en una férmula
en forma normal de inversas, todas las modalidades son o una de las béasicas
del conjunto M, o sus respectivas inversas.

Proposicién 2.8 (Transformacién a FNI). Dada una férmula arbitraria ¢, se
puede obtener una férmula equivalente en FNI ¢ utilizando la siguiente funcién
de transformacion fni:

= fri(p) =p

v fni(=¢) = =(fni(¢))

v fri(¢ AY) = fri(o) A fri(i))

v fni(0me) = On(fri(4))

2Del inglés satisfiability/satisfiable, muy comtnmente nombrada satisfacibili-

dad/satisfacible en espafol.
3Extendida implicitamente con las inversas de cada relacién.
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v fni(0me) = Om(fni(e))
» fni(05¢) = fni(Ua9)

Por ejemplo, si tenemos la férmula ¢ = O=p — g A D%t, tendriamos que
fni(¢) =0np — g A Dzt

Para ver que el resultado de la transformacién fni es semanticamente equiva-
lente a la férmula de entrada basta observar que, de acuerdo a la Definicién 2.5,
las interpretaciéns de ,¢ y de Uz ¢ dada una estructura K son iguales.

2.2. El sistema axiomatico K5

Los sistemas axiomaticos, también conocidos como sistemas tipo Hilbert, son
una manera de caracterizar sistemas l6gicos. Los sistemas axiomdticos tienen
dos componentes: los esquemas axiomaticos, que son patrones de férmulas que
son validas sin importar las férmulas que sustituyan a sus parametros; y reglas
de derivacion, que permiten generar nuevas férmulas validas a partir de otras
férmulas validas.

Cuando decimos que un sistema axiomatico ‘caracteriza un sistema légico’, nos
referimos a que, para una seméantica dada, el sistema axioméatico permite inferir
una férmula si y sélo si esa formula es valida. En esta seccién presentamos el
sistema axiomatico K, que caracteriza la logica de las estructuras de Kripke
bidireccionales. Ademads veremos que este sistema se puede extender facilmente
con las versiones multimodales de los conocidos axiomas modales T y 4, resul-
tando en sistemas que caracterizan las logicas para estructuras bidireccionales
reflexivas y transitivas, respectivamente.

La relevancia de estudiar el sistema axiomatico K7 en este trabajo proviene
de dos factores: por un lado, contar con un sistema axiomatico simplifica consi-
derablemente la prueba de correccién del sistema de arboles de hipersecuentes
que estudiaremos en el capitulo 3; por el otro lado, en nuestra revisién de la li-
teratura no encontramos mucha discusién de sistemas axiomaticos para logicas
con modalidades inversas utilizando el lenguaje y notacion de la logica modal
en general (al contrario de, por ejemplo, la temporal [23] o la dindmica [18],
donde los tratamientos axiomaticos son mds comunes). Siendo que los resulta-
dos aqui presentes son de naturaleza general y pueden sin demasiado problema
traducirse a dominios particulares variando la notacién, consideramos que es
valioso en si mismo estudiar estos sistemas desde la perspectiva abstracta de
la légica.

Empezamos definiendo en general los conceptos de sistema axiomatico y deri-
vabilidad.

Definicién 2.9 (Sistema axiomadtico). Un sistema aziomdtico tipo Hilbert esta
compuesto por un numero finito de esquemas axiomaéaticos y un nimero finito
de reglas de derivacién, cada una de las cuales tiene un numero de férmulas
como premisas y una férmula como conclusién.
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Definicién 2.10 (Derivabilidad). Sea A un sistema axiomaético tipo Hilbert.
Decimos que una férmula ¢ es derivable en el sistema aziomdtico A, o que es
A-derivable, escrito 4 ¢ si existe una secuencia de formulas ¢1, ¢o, .. ., @ tal
que ¢ = ¢ y para cada ¢ con 1 <1 < k se cumple:

= ¢; es una instancia de un esquema axiomético de A; o

= existe una regla de derivacién de n premisas en A y n férmulas ¢; con
1 < j < i tal que ¢; es el resultado de aplicar la regla con las férmulas
¢; como premisas.

En otras palabras, ¢ es A-derivable si podemos llegar a ella utilizando solamente
los axiomas y las reglas de A.

Definicién 2.11 (Sistema axiomético Kz). El sistema axiomético K esta
compuesto por los siguientes esquemas axiométicos:

Al) ¢ = (¥ —9)
A2) (=Y —=x) = (@ —=9) = (0= X)
A3) (¢ = =) = (= ¢)

Ad) Ou(¢ = ) = O — Dot
¢ — Da0&¢

)
)
)
)
Ab)
)

A6

y las siguientes reglas de derivacién:

b= 9 MP
Y Oa¢

La intuicién detras de los axiomas A5 y A6, a veces conocidos como los azio-
mas de interaccion, es sencilla de entender si se mira desde el punto de vista
semantico. Si suponemos que un mundo w de una estructura K satisface a la
férmula ¢, entonces para toda modalidad a cualquier a-sucesor de w tiene un
@-sucesor que satisface a ¢.

Consideremos como ejemplo la derivacién de la férmula O, (¢ A ) — O, ¢

Nec

1. (¢ A1) — ¢ por Al, recordando que (¢ A ) = ¢ =V V@
2. O ((¢p Ap) — ¢) por Nec sobre (1)

3. On((6 A ) = @) = Oon(6 A %) = Db por A4

4. O (e Ap) = Oy por M P sobre (2) y (3).
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Aunque los sistemas axiométicos son buenos para caracterizar sistemas logicos
de manera compacta, no son tan aptos para buscar derivaciones de teoremas,
ya que esta busqueda implica cierta cantidad de conjetura e intuicién.
Demostrar la correccion de un sistema axiomatico significa probar que, en efec-
to, el sistema caracteriza la légica de una cierta clase de marcos de Kripke, es
decir que si una férmula es derivable entonces es vélida y viceversa. A la pri-
mera implicacién le llamamos solidez*y a la segunda completitud. Comenzamos
probando la solidez de K.

Teorema 2.12 (Solidez de K). Sea ¢ una férmula. Si ¢ es Kgm-derivable,
entonces ¢ es valida en cualquier estructura bidireccional K.

Demostracion. Sea ¢ una férmula. Hay que probar que si Fk_. ¢ entonces
para toda estructura bidireccional £ y mundo w de K se cumple que
K,w k= ¢.
Como ¢ es derivable, debe ser o una instancia de un axioma bajo susti-
tucion, o resultado de aplicar alguna de las dos reglas de inferencia sobre
otras férmulas derivables. Para el primer caso, supongamos que ¢ es una
instancia de Al e.g. ¢ = ¥ — x — . Dado un mundo w en K, para
probar que w = ¥ — x — 1, basta suponer que w = ¢ y demostrar
que w = x — ¥, y a su vez para demostrar esto suponemos que w = x
y demostramos que w |= v, lo cual es trivial, pues fue nuestra primera
suposicion.
El resto de los casos para los axiomas es parecido, asi que no los revisa-
remos a detalle, con la excepcién de A5 y A6, los axiomas de interaccién
para modalidades inversas. Queremos probar que w | ¢ — 0,05¢. Pa-
ra esto suponemos que w | ¢ para demostrar w | 0,0z¢. Sea u un
mundo tal que wR,u (de no existir, la férmula se satisface por vacuidad);
queremos ver que u = Qz¢ lo cual, hay que recordar, se cumple si existe
un a-sucesor de u que satisfaga a ¢. En efecto w es un @-sucesor de u y
ademds w [ ¢, por lo que la férmula es vélida. El caso para A6 es andlogo.
Si ¢ es resultado de alguna de las reglas de derivacién se sigue un proceso
parecido. Probar la validez de M P no es demasiado interesante, asi que
mostraremos la validez de Nec. Para esto, suponemos que para cualquier
mundo w, w = ¢, y queremos probar que w = [y,¢. Sea v un mundo tal
que wR,u. Demostrar que u |= ¢ es trivial, pues por hipétesis ¢ se satisface
en cualquier mundo. Por lo tanto la regla Nec preserva la validez.

O

Ahora procedemos a probar la completitud del sistema K por la bien cono-
cida técnica de modelos canénicos [15]. Ya que esta técnica es estdndar dentro
del estudio de la seméantica y por consecuencia es de caricter eminentemente
semantico, no profundizaremos en las demostraciones de los resultados rele-
vantes a los modelos canénicos. Un buen recurso introductorio para el uso de

4En inglés soundness, a veces también llamada correccién, robustez o coherencia.
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modelos candnicos en resultados de completitud para légica modal se puede
encontrar en [4], y de ahf adoptamos nuestra terminologia y definiciones.

Definicién 2.13 (Ldgica). Dado un sistema axiomédtico A, diremos que la
Iégica A® es el conjunto de férmulas A-derivables; esto es:

A:={g| Fa ¢}

Definicién 2.14 (Légica modal). Una l6gica modal es una légica inducida
por un sistema axiomatico definido sobre el lenguaje L, es decir el lenguaje
generado por la gramatica de la Definicién 2.1.

Por ejemplo, K es una légica modal constituida por todas las féormulas K-
derivables.

Definicién 2.15 (Ldgica modal normal). Una légica modal A es normal si
contiene todas las tautologias de la légica proposicional, todas las instancias
del esquema O, (¢ — ¢) — 0,0 — Out0 y es cerrada bajo modus ponens —si
o —> 1Y e Ny ¢ e A entonces p € A— y bajo necesitacion —si ¢ € A entonces
O.¢ € A. Debe quedar claro que K es una légica modal normal.

Definicién 2.16 (Consistencia). Una férmula ¢ es A-consistente si —¢ no
es A-derivable (en otras palabras —¢ ¢ A). Un conjunto de férmulas ' es A-
consistente si la conjuncién de todas las férmulas en I" es A-consistente. Un
conjunto de férmulas es A-inconsistente si no es A-consistente.

Definicién 2.17 (Conjunto maximal consistente (CMC)). Un conjunto de
férmulas T' es un conjunto mazimal A-consistente (o0 A-CMC en nombre de la
brevedad) si es A-consistente y para cualquier férmula ¢ que no pertenezca a T,
I'U{¢} es inconsistente. En otras palabras, I' es un A-CMC si no hay férmula
que podamos agregar a I' sin perder la consistencia.

Proposicién 2.18 (Propiedades de los CMC). Si T es un A-CMC, entonces:
= " es cerrado bajo modus ponens i.e. ¢ - € 'y ¢ € I' implican ¢ € T';
s ACT,
= para toda formula ¢, o bien ¢ € I' 0 =¢ € T}
= para todo par de formulas ¢ y ¢, oV € I'siysélosip e "oy €T

Lema 2.19 (Lema de Lindenbaum®). Si I' es un conjunto A-consistente en-
tonces existe un A-CMC I'" tal que I C 't

5Abusando de la nomenclatura, nombraremos a la légica de la misma manera que al
sistema axiomatico.

6 Atribuido en la literatura a Tarski [25]. Siendo que el autor no sabe leer aleman, no se
encuentra en posicién de dudar esta atribucion.
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Definicién 2.20 (Consecuencia seméntica y sintdctica). Sea S una clase de
estructuras, I" un conjunto de férmulas y ¢ una férmula.

Decimos que ¢ es una consecuencia semdntica de I' sobre S si para cualquier
modelo K € S y cualquier mundo w € WX, w = T (i.e. w | 9 para cada
¥ € T') implica que w = ¢.

Decimos que ¢ es una consecuencia sintdctica de I' en A si existe un subcon-
junto finito ¥ C I tal que la férmula

Nv|—o

Yey
es A-derivable.

Definicién 2.21 (Completitud débil y fuerte). Decimos que una légica A
es fuertemente completa respecto a una clase de estructuras S si para toda
féormula ¢ y conjunto de férmulas I, si ¢ es una consecuencia semantica de I'
sobre S entonces I' es una consecuencia sintactica de I en A. Decimos que A es
débilmente completa respecto a S si toda férmula ¢ vilida en S es A-derivable,
que es el caso particular de la completitud fuerte en donde I' es vacio. Ademas,
decimos que A es fuerte o débilmente completa respecto a una estructura & si
es fuerte o débilmente completa respecto a {G}, la clase de estructuras formada
Unicamente por &.

Proposicién 2.22. Una légica A es fuertemente completa respecto a una cla-
se de estructuras S si y sélo si todo conjunto de férmulas A-consistente es
satisfactible en alguna estructura & € S.

Definicién 2.23 (Modelo canénico). El modelo candnico de una légica modal
normal A, denotado MA, es una terna (WA, R*, V) donde:

= WA es el conjunto de todos los A-CMC;

= R" es la familia de relaciones binarias R2 sobre W, una por cada mo-
dalidad «, donde wRAw si y sélo si ¢ € u implica que Ond € w;

= VA es la funcién de valuacién definida como VA(p) = {w € WA | p € w}.

Teorema 2.24 (Teorema del modelo canénico). Cualquier légica modal nor-
mal es fuertemente completa respecto a su modelo canénico.

Combinando la Proposicién 2.22 y el Teorema 2.24 obtenemos que para probar
que una logica A es completa respecto a una clase de estructuras S, basta
mostrar que su modelo candnico pertenece a esa clase. Esto inmediatamente
permite dar el siguiente resultado.

Proposicién 2.25 (Completitud de K,,,). La légica K,,,, inducida por el sis-
tema axiomaético que incluye los axiomas Al a A4 y las reglas de derivacion
MP y Nec mostrados en la Definicién 2.11, es completa respecto a la clase de
todas las estructuras de Kripke.
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Para cumplir nuestro objetivo de mostrar la completitud de K respecto a las
estructuras bidireccionales habria que mostrar que el modelo canénico de Kz es
bidireccional. Sin embargo, utilizaremos una técnica diferente mas general que
nos permitird mostrar que cualquier légica modal normal que incluya axiomas
como A5 y A6 es completa respecto a los marcos bidireccionales.

Definicién 2.26 (Canonicidad de una férmula). Una férmula ¢ es candnica
para la propiedad P si el modelo candnico de toda légica modal normal A que
contenga a ¢ tiene la propiedad P y ¢ es valida en cualquier clase de marcos
con la propiedad P.

Para exhibir la prueba de que la combinacién de A5 y A6 es candnica para la
bidireccionalidad, utilizamos el siguiente lema.

Lema 2.27. Para toda légica modal normal A y modalidad o, wR2u si y s6lo
si para toda férmula ¢, [,¢ € w implica que ¢ € u

Demostracion. De manera sencilla por las definiciones de modelo canénico
y recordando que $n¢ = —[,¢. O

Teorema 2.28 (Canonicidad de A5 y A6 para bidireccionalidad). Sea A una
l6gica modal normal que contiene los esquemas axiométicos ¢ — 0,050 ¥
¢ — O50q¢. Sea M™ = (WA R VA) el modelo canénico para A. Entonces
M" es un modelo bidireccional, esto es:

wRAu si y sélo si uRAw

Demostracion. Sean w,u dos mundos del modelo canénico tal que wRQu.
Supongamos que ¢ € w. Por ser un A-CMC, esto significa que ¢ —
O0,0z¢ € w. Por modus ponens esto implica que 0,0z¢ € w, lo cual por
el Lema 2.27 implica que {3 € u. Hemos establecido entonces que siempre
que ¢ € w ocurre que {0z € u, por lo que por definicién uRéw. La otra
implicacién es andloga, sustituyendo el uso de A5 por el de A6. O

Corolario 2.29 (Completitud). Para cualquier férmula ¢, si ¢ es vdlida en
toda estructura bidireccional, entonces ¢ es K -derivable.

Demostracion. Por la Proposicion 2.22, el Teorema 2.24 y el Teorema 2.28.
O

Habiendo probado la solidez y completitud del sistema axiomético K7 pode-
mos ver entonces que este sistema captura exactamente aquellas formulas que
son vélidas en modelos bidireccionales.

Podamos incluso darnos el lujo de extender K7 con las versiones multimo-
dales de algunos axiomas comunes en la légica modal, utilizando la técnica
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de canonicidad de férmulas para ver que los sistemas resultantes son comple-
tos para sus correspondientes clases de modelos. A continuacién presentamos
los resultados relevantes omitiendo las demostraciones, que son sencillas y de
naturaleza similar a la demostracién del Corolario 2.29.

Definicién 2.30 (Légica modal Tr). La légica Ty es la logica resultante de
anadir el esquema axiomatico T : ¢ — Qn¢ a la légica K.

Definicién 2.31 (Légica modal K4). La logica K47 es la légica resultante
de anadir el esquema axioméatico 4 : 0o 0a® — On¢ a la légica K.

Definicién 2.32 (Légica modal S47). La 16gica S47 es la 16gica resultante
de anadir los esquemas axiométicos T' y 4 a la légica K.

Teorema 2.33 (Canonicidad del axioma T para la reflexividad). El modelo
canoénico de cualquier 16gica modal normal A que contenga el esquema axiomati-
co T

¢ = O

es reflexivo; es decir, para todo w € W2 y toda modalidad a tenemos que
wRQw.

Teorema 2.34 (Canonicidad del axioma 4 para la transitividad). El modelo
canonico de cualquier 16gica modal normal A que contenga el esquema axiométi-
co 4:

0aQad = Qad

es transitivo; es decir, para todo w,w’,w” € W y toda modalidad o tenemos
que si wRAw y w'RAw" entonces wRAw".

Corolario 2.35. T es completa para la clase de estructuras bidireccionales
y reflexivas; K47 es completa para la clase de estructuras bidireccionales y
transitivas, y S4s es completa para la clase de estructuras bidireccionales,
reflexivas y transitivas.

Teorema 2.36. El sistema axiomatico S47 (T, K4m) es correcto para la
clase de estructuras bidireccionales, reflexivas y transitivas (respectivamente:
bidireccionales y reflexivas, bidireccionales y transitivas).

Demostracion. La prueba de completitud estd dada por el corolario 2.35.
La prueba de solidez puede realizarse de manera sencilla andloga a la
prueba del Teorema 2.12 O

Establecer el sistema axioméatico para légicas multimodales con inversas nos es
de utilidad no solamente como herramienta en las demostraciones de correccién
que presentaremos en el siguiente capitulo, sino que ademéas también son un
buen punto de partida para formular las reglas del sistema de secuentes que
introduciremos a continuacién.






Arboles de hipersecuentes para
l6gica multimodal con inversas

3.1. Sobre sistemas de secuentes

Como mencionamos en la introduccién de este trabajo, el origen de los siste-
mas de secuentes se remonta a 1935, cuando el matemético aleman Gerhard
Gentzen, al no poder formular la normalizacién de su sistema de deduccién
natural para la légica clédsica, inventé el sistema de secuentes para la misma y
demostré en su Hauptsatz [10] que la regla de corte era eliminable. Desde en-
tonces, los sistemas de secuentes han formado una parte importante del estudio
de la teoria de la prueba.

Sin embargo, tratar de aplicar los principios de sistemas de secuentes puede
conducir a dificultades que resultan en un sistema falto de muchas propiedades
deseables. Antes de ejemplificar uno de estos sistemas, procedemos a definir
algunos conceptos basicos.

Definicién 3.1 (Secuente). Un secuente es una pareja (I', A) de colecciones
finitas de férmulas, que aqui escribiremos como I' - A —aunque también se
escriben comunmente como I' = A o I' = A— leido como “de I" se infiere A”.
Dependiendo de cémo se quiera manejar el sistema de secuentes, la eleccién de
qué ‘coleccion’ se representa por I' y A varia. Las posibilidades son:

= " y A son conjuntos: no importa ni el orden ni las repeticiones de ele-
mentos;

= ' y A son multiconjuntos: el orden no importa, pero las repeticiones se
consideran;

= I v A son listas —en el sentido computacional—: el orden y las repeti-
ciones de elementos importan.

En este trabajo consideraremos a I' y A como multiconjuntos.

Definicién 3.2 (Sistema de secuentes). Un sistema de secuentes estd com-
puesto por reglas que toman la forma

TiFA ... T,FA,
TFA

R

23
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Secuentes iniciales
pkp
Reglas proposicionales
T'FA I o, ' A
-, ' A I'tA -¢
A kA 'k A,
ovTEA 6 v
oA, TFA TEFAONAY
Reglas estructurales
o, ' A Ao
—— WL —— WR
o, 9, ' A A ¢
T'FA 'eA
poTEA .
o, T'FA A

Figura 3.1: Un sistema de secuentes para la logica proposicional clasica.

que se lee “a partir de las premisas I'y - Aq,..., I, F A, se puede derivar
la conclusién I' B A” o alternativamente “para derivar I' = A basta derivar
' - Aq,..., T, H A,”. En estos sistemas se suele llamar secuente inicial a

una regla sin premisas (en la que se suele omitir la linea horizontal) donde el
secuente conclusién se considera siempre verdadero. Usualmente en un secuente
inicial se encuentra presente la misma férmula de ambos lados del simbolo .

Definicién 3.3 (Derivacién en sistema de secuentes). En el contexto de sis-
temas de secuentes, una derivacion es un arbol donde la raiz es un secuente;
en este arbol para que un secuente A sea padre de otros secuentes B, C, ...
debe existir una regla R en el sistema tal que B,C,... forman las premisas de
la regla y A es la conclusién, y las hojas del drbol deben ser todas secuentes
iniciales.

Decimos que un secuente I' = A es derivable en el sistema de secuentes si existe
una derivacion cuya raiz es I' F A, y decimos que una férmula ¢ es derivable
si el secuente - ¢ es derivable.

Definicién 3.4 (Altura de una derivacién). Dada una derivacién d de un
secuente, la altura de d se define como la mayor distancia desde la raiz hasta
una de sus hojas, es decir, la mayor cantidad de reglas aplicadas para llegar de
la conclusién a alguno de sus secuentes iniciales.

Para ejemplificar, la Figura 3.1 presenta un sistema de secuentes bastante com-
pacto para la logica proposicional clasica. Este sistema es correcto —una férmu-
la ¢ es valida en légica clésica si y sélo si el secuente - ¢ (I' = 0,A = @) es
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derivable. Ademads este sistema es libre de corte, que dado que el sistema en si
no incorpora ninguna regla de corte en su definicién, significa que la regla

THA ¢ o T FA
I,T'F A A

es admisible, lo cual esencialmente significa que si bien incorporar la regla al
sistema preserva la correccién —mno ganamos ni perdemos poder deductivo—,
no se necesita usar esta regla para derivar ninguna férmula valida. Cuando la
regla es parte de la definicién de nuestro sistema entonces la propiedad de no
necesitarla para ninguna derivacién se denomina eliminabilidad.

Como senala Avron [1], podrfamos extender este sistema con el siguiente par
de reglas para manejar los casos modales y obtener un sistema libre de corte
para la légica S4, la légica de las estructuras reflexivas y transitivas:

cuty

LoFA Ork ¢
I,06F A Or + Og

(donde O representa una coleccién de férmulas todas de la forma ). Sin
embargo, no se conoce ningun sistema de secuentes convencional libre de corte
para la logica S5, la logica de las estructuras reflexivas, transitivas y simétricas.
Se puede modificar la regla CJR para obtener un cédlculo correcto respecto a la
semantica de S5:

Or - ¢,0A
Or - Og, OA

sin embargo, por ejemplo, la férmula p — OOp, valida en S5, no tiene una
derivacién libre de corte. Consecuentemente, Avron muestra su sistema de hi-
persecuentes para S5, y demuestra su correccion y que la regla de corte es
eliminable. En este sistema, en vez de utilizar reglas que lidian con un tnico
secuente, usa reglas que transforman multiples secuentes simultdneamente. Es
justamente a esta estructura de multiples secuentes, que en la practica resulta
ser o bien un multiconjunto o una lista de secuentes, a la que se le nombra
hipersecuente.

Dichos hipersecuentes, manejados por Avron en [1], son sin duda alguna pa-
rientes de los arboles de hipersecuentes que estudiaremos aqui, pero los arboles
tienen antecedentes en otros sistemas de secuentes que no sélo manejan més
de un secuente, sino que anaden estructura entre distintos secuentes —especifi-
camente, una estructura arborescente.! En [13], Kashima desarrolla un célculo
de secuentes anidados libre de corte para la 16gica temporal, y en [6] Bull desa-
rrolla uno para la logica dinamica proposicional sin el operador de iteracion *,
que resulta ser estructural y notacionalmente bastante parecido a como luego

1H4cemos énfasis en que un drbol de hipersecuentes no es un arbol compuesto de hiperse-
cuentes como los de Avron, sino un hipersecuente en forma de arbol, esto es, una estructura
de 4rbol compuesta por secuentes. Esta pequena dificultad en la nomenclatura desciende de
la necesidad de un término que traduzca la nocién de tree-hypersequent de la manera menos
estorbosa posible.
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Poggiolesi [21] establecerfa el marco de trabajo de los drboles de hipersecuentes,
trabajo que sirve directamente como punto de partida al presente escrito.
Poggiolesi describe varias propiedades que han sido histéricamente considera-
das deseables de los sistemas de secuentes. Ademds de la eliminabilidad del
corte, algunas de ellas son:

s Propiedad de la subformula: todas las formulas que aparezcan en una de-
rivaciéon deben ser subférmulas de las férmulas que ocurren en el secuente
derivado.

= Pureza de elementos semdnticos: el cédlculo debe evitar utilizar elementos
semanticos de manera explicita, como valores de verdad o mundos de una
estructura.

» Separacidon: las reglas del cdlculo no deben exhibir ningtin conectivo 16gico
salvo el que introducen.

= Fxplicitud: las reglas del cdlculo deben exhibir el conectivo que introducen
solamente en la conclusion.

s Simetria: cada conectivo debe contar con al menos dos reglas, una que
lo introduzca del lado izquierdo del secuente y una que lo introduzca del
lado derecho.

= [nvertibilidad: para cada regla del calculo no sélo debe poder derivarse
la conclusién a partir de las premisas, sino también las premisas a partir
de la conclusién —esto es, al permutar la conclusién y alguna premisa de
una regla, la regla resultante debe ser admisible.

Es valioso leer la discusion de las ramificaciones mateméticas y filosoficas de
estas reglas presentada en [20], pues en este trabajo no discutiremos mucho de
dénde surge la deseabilidad de estas propiedades. Baste decir que la bisqueda
de sistemas que cumplan con dichas propiedades es la guia para el desarrollo
de los célculos de arboles de hipersecuentes para la légica modal. Para comen-
zar nuestro estudio de éstos, haremos primero una presentacion intuitiva del
concepto de arbol de hipersecuentes.

3.2. Arboles de hipersecuentes y el sistema GKj;

La intuicién detras de expandir los sistemas de secuentes hacia el uso de arbo-
les de hipersecuentes es facil de comprender si consideramos el razonamiento
semantico en logica modal. Para manejar cualquier caso de la légica clasica
(es decir, solo variables, conjuncién y negacién), necesitamos unicamente la
informacién que reside en un mundo (especificamente, la valuacién de las pro-
posiciones légicas) y por lo tanto basta un secuente para derivar una férmula.
Al introducir férmulas modales, un solo mundo no basta para observar la va-
lidez de la férmula; para ver que w = 0, ¢ necesitamos ver que un hipotético
u tal que wR,u cumple u = ¢. Por lo tanto, para derivar [, ¢ en el sistema
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rFq = phygq

pFUag

pbOag [B: THs] = ﬁl

rks

rks

/N
rbsla:bp B:bqg a: (Fr[y:ittu))] = +Fp Fq Fr
|

tku

Figura 3.2: Correspondencia entre arboles de hipersecuentes y estructuras ar-
borescentes.

de secuentes, creamos un nuevo secuente, conectado al secuente original y eti-
quetado con la modalidad a representando la conexién entre los dos mundos
en la seméntica. En este nuevo secuente, si es posible derivar ¢, consideramos
completa la derivacién. Como estamos lidiando con secuentes clédsicos y logica
multimodal, un secuente dado puede tener miiltiples ramas simultdneamente,
etiquetadas con modalidades distintas. La Figura 3.2 ilustra esta correspon-
dencia.

Antes de comenzar de lleno formalmente con los arboles de hipersecuentes,
establecemos algunas convenciones de notacion.

Como hemos venido haciendo, las letras griegas minusculas como ¢, ¥, x, ", d
representaran férmulas, reservando o y [ para las modalidades. Las letras
I', A, ¥ representaran multiconjuntos de férmulas. Utilizaremos la letra S para
representar secuentes, es decir S = I' = A. Ademaés utilizaremos la coma para
denotar uniones en secuentes, entonces:

¢, S, =¢, A= ({o}Ul)F (AU{Y})

(0,S =, ' Ay S,¢6 =T F A ¢). Usaremos T,G, H,J para representar
arboles de hipersecuentes y X, Y, Z para representar multiconjuntos de arboles
de hipersecuentes, incluyendo posiblemente el vacio. Ademas, el producto de
dos secuentes se escribe S-S’ =T, IV - A, A’ i.e. es la unién por componentes
de ambos secuentes.

Procedemos a formalizar la nocién de arbol de hipersecuentes.

Definicién 3.5 (Arbol de hipersecuentes). Sea S := I' - A un secuente y
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sean g, ..., oy modalidades. Definimos los drboles de hipersecuentes (AHS)
inductivamente de la siguiente manera:

= S esun AHS
» SiTy,...,T, son AHS, entonces S [a1 : T1;...;ap @ Ty] es un AHS

En términos mas intuitivos dentro del drea de computacién, un arbol de hiper-
secuentes es un arbol n-ario donde los vértices son secuentes y las ramas estan
etiquetadas con modalidases.

Para presentar las reglas del calculo de arboles de hipersecuentes introducire-
mos la notacién de zoom de drbol de hipersecuentes (ZAHS)?. En esta notacién,
T(S) denota que T es un arbol de hipersecuentes tal que dentro de él en alguna
posicién existe el secuente S, y andlogamente con T(G) si Ty G son arboles
de hipersecuentes.

Definicién 3.6 (Zoom de arboles de hipersecuentes). Los ZAHS se definen
inductivamente como sigue:

s (%) es un ZAHS.

= Si ai,...,q, son modalidades y T1,...,T,, son AHS, entonces (x)[a; :
Ty;... 500 : T,] es un ZAHS.

= Si S es un secuente, a, ayq, ..., q, son modalidades, T'(x) es un ZAHS y
Ty,...,T, son AHS, entonces S [a : T{(x);aq : Th;...;0, : Ty] es un
ZAHS.

» Sia,aq,...q, son modalidades, T'(x) es un ZAHS y T3, ..., T, son AHS,
entonces (x)[av: T(x);1 : Th;... 50 : Tp] es un ZAHS. Nétese la pre-
sencia de dos agujeros en esta instancia.

= Si S es un secuente, T'(x)(x) un ZAHS, «,ay,...,a, modalidades y
Ty,...,T, son AHS, entonces S [a : T(x){x);c1 : Ty;...;0 @ Ty] es
un ZAHS.

Definicién 3.7 (Sustitucién en ZAHS). Para un ZAHS T(x) y un AHS G,
asi como para un ZAHS T'(x)(x) y dos AHS G, H, definimos T(G), la susti-
tucién de G en T'(x), asi como T(G)(H), la sustituciéon de G y H en T'(x)(x),
inductivamente de la siguiente forma:

» Si T{x) = (x) entonces T(G) = G
= Si

T(x) = (%) : Ty 500 : Th] y
S [Bi:Ti;.. 58 : Tj

2Del inglés, Zoom Tree-Hypersequent.
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entonces
T(G) =S [ : Ths. 500 Tns By 2 1755 B 2 T
= Si
T(x)=Sla: T'(x);a1 : Th;...;a : Ty
entonces
T(G) = S[a: T{GY; a1 : Th;. .. ;0 : Ty
= Si
T{)(x) = ()]a: T'(x);a1 Ty c50n Ty y
G=S51[p1:Ty;...; 0 :TJ{]
entonces

T(GY(H) =S [a: T'(H);1 :Ths. 500 Ty; Br 155 85 2 T

= Si
T{)(x) = Slac: T (x)(x);0a1 : Ty; .. 50 = T

entonces
T{(GY(H) = S[a: T{GY(H);aq : Th;...;a : Ty

Aunque un ZAHS con sustitucién es, estrictamente hablando, un drbol de hi-
persecuentes y no un ZAHS como tal, trataremos ambos conceptos intercam-
biablemente cuando esto no presente ninguna confusién.

Definicién 3.8 (Secuente distinguido). Al escribir un zoom de arbol de hiper-
secuentes con una sustitucién T(S) , le diremos secuente distinguido al secuente
S. Analogamente, si tenemos un zoom de arbol de hipersecuentes con sustitu-
cién T{G) con G un arbol de hipersecuentes, le diremos drbol de hipersecuentes
distinguido a G.

Con la notacién de ZAHS definida, podemos presentar el calculo de arboles de
hipersecuentes para la logica multimodal con inversas Kz, al cual llamaremos
GK

Definicién 3.9 (Célculo de drboles de hipersecuentes GKr;). El célculo GK
estd conformado por las reglas presentadas en la Figura 3.3 y por a la regla de
corte, que presentaremos posteriormente.

Es pertinente notar un par de cosas respecto al calculo GKy. La primera nota
es que el calculo actiia inicamente sobre formulas en forma normal de inversas
(ver Definicién 2.7), con el fin de evitar definir ciertas reglas que serfan nece-
sarias para manejar formulas del lenguaje £ arbitrarias. Como consecuencia,
en lo que resta de este trabajo, toda modalidad « es o bien m o m con m una
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AHS iniciales
T(p,S,p)

Reglas proposicionales

s o TS)

[ — -

T(~¢,5) T(S,~¢)

Tiow,s) TS TS
T(oN0.5) 7(8,6 /0]

Reglas modales

T(Oag, S [a: ¢,8"; X]) T(S [a: F ¢; X])

T(Oad, S [a: 55 X]) 7(S, 0.0 [X])

T(¢,S [o: Oag,S"; X])
T(S [a: Oz, 5"; X))

Figura 3.3: Las reglas del cdlculo GKg;.

modalidad basica del conjunto M; ademds esto implica que si & = m entonces
@ = m. Es pertinente notar que la regla [z L representa en realidad dos reglas:
el caso para [a : Oz, S] y el caso para [@ : Ou¢, S]. Siendo que las dos reglas
se manejan analogamente en todos los resultados que siguen, discutir ambas
reglas por separado se veria bastante redundante, asi que por conveniencia
aglomeramos los dos casos en una sola regla.

Este sistema estd basado en los sistemas de arboles de hipersecuentes que pre-
senta Poggiolesi [21, 20], aumentados con la regla para manejar las modalidades
inversas de manera similar a como lo hace Bull [6].

A continuacién se muestra a manera de ejemplo la derivacién de una instancia
del axioma ¢ — O,,0m¢@ del sistema K.

pkp[m: Oz—pt]

-

—pk[m: Om—phk
p,—p k| p}DaL

pk[m: Om—-pt]
pk [m:F=Oz-p)

-

OoR

OO
p7/\_‘|jm_||:|m_‘p [ N
p m m P R

F _'(p/\ _‘Dm_‘Dm_‘p)

p = Oy =Om—p

Para poder demostrar la correccién del sistema necesitamos introducir la regla
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de corte, para lo cual hace falta definir una relacién de posicidn equivalente
entre arboles de hipersecuentes y una operacion de producto de drboles.

Definicién 3.10 (Posicién equivalente). Dados dos drboles de hipersecuen-
tes con secuentes distinguidos T(S) y T'(S’) (o andlogamente, dos ZAHS
T(x), T'(x)) , la relacién de posicidn equivalente de los secuentes en sus res-
pectivos drboles, denotada por T(S) ~ T7(S’), se define inductivamente de la
siguiente forma:

= S~ 5" —esto es, cuando los secuentes distinguidos con el tnico secuente
en sus respectivos darboles, estan en posicion equivalente.

= S[X]~ 51X

» Si T(S) ~ T'(S’) entonces Syl : T(S); X] ~ Si[a : T'(S"); X'] (notar
que ambas modalidades coinciden).

Para mejorar la intuicién de esta relacién, podriamos decir que si T(S) y 77(S")
estdn en posicién equivalente, entonces el camino desde la raiz de T hasta S
pasa por la misma cantidad de flechas con las mismas modalidades en el mismo
orden que el camino desde la raiz de 7" hasta S’. Esto es, los secuentes o arboles
distinguidos estan anidados a la misma profundidad y bajo la misma secuencia
de modalidades.

Definicién 3.11 (Producto de AHS). Dados dos drboles de hipersecuentes con
dos secuentes en posicién equivalente T(S) ~ T'(S’), el producto de &rboles,
denotado T(S) @ T'(S’), se define inductivamente de la siguiente forma:

m S®S =585 —recordar quesi S=T'F Ay S =T+ A’ entonces
S-S=TUl'FAUA’

. SIX]® X7 = 5 - §'[X; X
s Spfa: T(S); X]® Si[a: T'(S"); X'] :=So-Si]la: T(S)@T'(S"); X; X']

Definicién 3.12 (Regla de corte). Sean T(S,¢) ~ T'{¢,S’) dos arboles de
hipersecuentes con secuentes en posicion equivalente. La regla de corte entre
estos dos arboles se define de la siguiente forma:
T(S,¢) T'(¢,5")
TRT'(S-5")

cutgy

Esto es, se sigue la definicién del producto para combinar los arboles, pero en
la posicién en la que el producto de drboles tendria al secuente ¢, S - S’, ¢, se
eliminan las dos instancias de la férmula ¢.

Ahora hacemos camino para probar la correccién del sistema GKi;.
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Definicién 3.13 (Secuente auxiliar). Llamaremos secuentes auziliares a aque-
llos que se muestran explicitamente en las premisas de las reglas del cédlculo
de drboles de hipersecuentes. Por ejemplo, en el drbol T(S), el secuente S es
auxiliar.

En las pruebas de admisibilidad que siguen nos enfocaremos en mostrar los
casos que se aplican sobre los secuentes auxiliares; gracias a los lemas 3.25
v 3.26 que presentaremos después, los casos en los que la regla aplica sobre un
secuente distinto son féciles de manejar.

Definicién 3.14 (Derivabilidad de una regla). Una regla R es derivable si,
suponiendo las premisas de R, se puede construir una derivacién de la conclu-
sion. Es importante no confundir la derivabilidad de una regla con el concepto
de derivabilidad de un secuente o de una férmula dado por la Definicién 3.3.

A manera de ejemplo, las reglas — R y — L son derivables, recordando que
¢ — 1 =-(p A —). La demostracién de su derivabilidad no es complicada, y
se deja como ejercicio.

rrre TW.THA) 0 TOTEAY
T{¢p = ¢, TFA) T A ¢— 1)

Definicién 3.15 (Admisibilidad y eliminabilidad de una regla). Una regla R
que no es parte de las reglas primitivas de un sistema de secuentes es admisible
si, suponiendo que las premisas de R se pueden derivar, se puede demostrar
que la conclusion también se puede derivar. Si una regla es admisible entonces
para cualquier derivacién que utilice esa regla debe existir otra derivacién que
no la utiliza. Ademds, una regla es admisible con preservacion de altura si,
suponiendo que la derivacion de la conclusién utilizando la regla tiene altura
n, entonces la derivacién que no la utiliza tiene altura a lo mas n.
Andlogamente, una regla es eliminable si forma parte de las reglas primitivas
del sistema de secuentes y ademas es admisible.

Definicién 3.16 (Invertibilidad de una regla). Una regla R es invertible res-
pecto a alguna de sus premisas P si la regla cuya premisa es la conclusion de
R y cuya conclusién es la premisa P de R es admisible. Si ademds la regla
invertida es admisible con preservacién de altura, entonces decimos que R es
invertible con preservacion de altura.

Definicién 3.17 (Férmula principal). Sea R una regla de un cédlculo de se-
cuentes. Decimos que la férmula ¢ es principal en R cuando ¢ es la férmula
de la conclusién de R que fue afectada por la regla, es decir, la que tiene el
conectivo correspondiente a R.

Lema 3.18. Los drboles de hipersecuentes de la forma T(¢, S, ¢) para una
férmula ¢ arbitraria son derivables en GKz.
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Demostracion. Por inducciéon sobre ¢. Si ¢ es atomica, el arbol de hi-
persecuentes es inicial por definicién. Nos limitamos a mostrar los casos
interesantes para los demés conectivos.

Cuando la férmula es ¢ A 9 tenemos:

- HIL ——— _HL
T<¢7w7r7 ¢> /\L T<¢7¢7F7 ¢>

A
T{o AN, T,9) T(p N, T, 1) A
T{¢pNh, T, AY)

Cuando la férmula es [J,¢ tenemos:

R

T(Oag, Sla: ¢+ g])
T{0ad, S |z - ¢))
T{Ha¢, S, 0ad)

[e3%

(03

Lema 3.19. La regla nec

_T
Fla:T)

es admisible con preservacién de altura en GKz.

nec

En lo que sigue, utilizaremos la notacién (™7 para denotar que el AHS T es
derivable con altura n, es decir que hacen falta a lo méas n aplicaciones de reglas
para derivar T'.

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de la premisa T. Si T es
un arbol de hipersecuentes inicial, entonces también lo es F [a : T]. Si la
conclusién se deriva usando una regla légica, la inferencia claramente se
preserva. Por ejemplo, si se deriva utilizando la regla —L:

TS, 6)
T (=, S)

entonces aplicando la hipétesis de induccién a la premisa y luego la misma
regla obtenemos que:

-

0 b o: T(S,6)
(n) [a: T{=¢,S5)]

Las demas reglas logicas resultan andlogas.
Si la premisa se deriva con la regla modal [, L tenemos:

-L
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(=17 (S[a: F ) O L LHL =1 o . T(S[a: F ¢])] Oz

TS, Oad) M) o : T(S,040)]

Si la premisa se deriva con la regla modal Oz L tenemos:

D7 (g, Sl Oag, S))
<n>T<S[O{ Da¢, SI>

DaL WH.I‘

BT o 2 6,8 o Ox, 7))
<n>T<F [@: S [a: Oz0,5)

El caso para la regla [J, R no presenta ningin problema. O

OnL

Lema 3.20. Las reglas de debilitamiento internas y externa son admisibles
con preservacion de altura.

7(S) 7(S) 7(S)
T(¢,S) T(S, ) T(Sla: 5')

Demostracion. De manera sencilla por induccién sobre la derivacion de
la premisa. Consultese el lema anterior para conocer la estructura de la
demostracion. O

Lema 3.21. La regla de merge es admisible con preservacion de altura.

T(So [a: (S[X]);a: (SIY]))

T(So [a: S- 8 [X;Y]))

merge

Intuitivamente, la regla merge (leida de arriba para abajo) nos permite com-
binar dos ramas del arbol, siempre y cuando ambas ramas estén etiquetadas
por la misma modalidad. Las raices de los respectivos subarboles se combinan
directamente, y las subramas de éstos simplemente se juntan como subramas
del secuente resultante.

Demostracion. Por induccién sobre la derivacion de la premisa. La regla
tiene tres secuentes auxiliares, Sg, S y ', asi que para cada posible regla
en la inducciéon mostramos el caso que afecta al secuente mas relevante,
yva que los demaés casos se pueden resolver de manera similar.

Si la premisa es un arbol inicial claramente también lo es la conclusién. Si
la premisa se infiere por una regla proposicional, tal como —L, la inferencia
se preserva:
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*1>T<SO [a: (S0 [X]);a: (S'Y]]) LHI

=L
T(So [a: (=¢,S [X]);: (S'[Y])])
“UT(Sy [e: S5, [X;Y]) .
IT(So [ov: =g, S+ S'[X;Y]])

El resto de las reglas proposicionales se pueden resolver de forma similar.
Si la premisa se deriva por una regla modal, la inferencia se preserva.
Veamos el caso para O, R:

PTITSo [a: (S[B:F XD a: (S L
MT(Sp [a: (8,09 [X]); a: (S'IY]))
(n=D7(Sy [a: S-8'[B:F ¢; X;Y])])

U R
MT(So [a: S-S, Opg [X;Y]])
Ahora el caso para O, L:
SO0, S o (6,8 Kpac (SID) -y
MT(Oad, So [ (S [X]);e: (S[Y])])
"I So o 6,5 SIGY]) o
(O, So [o: S-SXGYN)
Finalmente, el caso para (g L:
=DT(¢,So [a: (Oz6, S [X]),e: (S'[Y])]) O T

MT(Sy [a: (Dae, S [X]),a: (S[Y])])
=D, Sy [a: Oag,S-S'[X;Y]))
MT(Sy [a: Oz, S - S'[X;Y]])

Lema 3.22. La regla swap es admisible con preservacién de altura.

T(So [z (S1[a: (S2 [X]); X))
T(So - Sz s (51 [X']); X])
Esta regla nos permite “doblar” una rama hija desde un secuente S; hacia el

secuente padre Sy, siempre y cuando la flecha hacia la hija tenga la modalidad
inversa a la flecha que va de Sy a 7.

wap

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de la premisa. Como en
el caso de la regla merge tenemos tres secuentes auxiliares, asi que nos
limitamos a mostrar el caso en donde la regla afecta al secuente mas rele-
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vante, siendo que los demds casos se pueden resolver andlogamente.

Si la premisa es un AHS inicial claramente también lo es la conclusién. Si
la premisa se infiere por una regla proposicional, la inferencia se preserva.
Por ejemplo, si la regla en cuestién es —R tenemos:

0TSy [a: (S1 [ (¢, [X]); X))

MT(So [a: (Si[@: (Sa,—¢ [X]); X))
=0T (¢, 8o - Sp [ (81 [X]); X])
T(So - S2, =0 [z (S1 [X]); X))

Si la premisa se deriva por la regla modal [0, R, tenemos:

-R WH.I.

-R

= DT(Sp [a: (Si [@: (S [8:F ¢ X]); X))
MT(So [ (S1[a@: (S2, 09 [X]): X))
(=D (Sy- 8y [B:F ¢ra: (S [X]); X)) Ok
T (Sy - 82,080 [a: (51 [X']); X])

Si la premisa se deriva por la regla [0, L, la transformacion utiliza Oz L:

Q

DaR M_)H.I.

=TS [a: (Oag, S1 [@: (4,5 [X]); X))
TSy [a: (Tag, S [a: (S2 [X]): X))
=0T (p, 80 - S [z (Dag, 1 [X]); X]) 0.1
TSy S [o: (Dag, 81 [X]); X])

Finalmente, si la premisa se deriva por [z L, tenemos:

OuL

DTS [a: (9,51 [@: (Dad, S2 [X]); X))
TS la: (S1 [@: (Cag, Sz [X]); X))
DT (00, So - Sa o (4,51 [X]); X])
MT(Oag, So - Sa [a: (81 [X]); X])

DaL M_)H.I.

0oL

O

Lema 3.23. Las reglas 1égicas y modales del calculo GKp son invertibles con
preservacion de altura.

Demostracion. Por induccién sobre la derivacion de la premisa de la regla
considerada. Los casos para las reglas logicas son directos. Los casos para
las reglas O, L y OgL son faciles, ya que las premisas de esas reglas se
obtienen por debilitamiento de la conclusion, y el debilitamiento, como ya
vimos, es admisible con preservacién de altura.

El caso interesante es para la regla O, R. Si T(S,0,¢) es inicial entonces
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también lo es T(S [a : F ¢]). Si T(S,0,¢) se obtiene por una regla
proposicional, por ejemplo =L, la inferencia se preserva:

=TS, Oad)

T (=, 5, 0ad)
DTS Y [+ @))
T (=p, 8" [o: + ¢))

Si T(S,0,¢) es de la forma T{(O,v, S",Oy0[a : So[X]]) ¥ se obtuvo por
la regla [, L entonces la inferencia se preserva:

HI.

—

-L

(=D T(Ope, 8", 0 [B: 9, S0 [X]])
MT(Ogep, 87,00 [B: So [X]])

DT (Op, 8 [k ¢; B2 9,5 [X]]) 0L
MO, 8" [a: +¢; B: So [X]])

El caso en el que T(S, 0, ¢) se obtiene por la regla Uz L o por la regla O, R
en la que 0J,¢ no es la férmula principal se pueden manejar de manera
andloga a [, L. Finalmente en el caso en el que T(S,0,¢) se deriva por
la regla O, R tal que O, ¢ es la féormula principal, la premisa de la regla
debe ser T(T [ : F ¢]), que es la conclusién que buscamos.

OuL T

O

Lema 3.24. Las reglas de contracciéon son admisibles con preservacion de
altura.

T($,¢,5) oL T(S,9,9) CR
T(¢,5) (S, )

Demostracion. Por induccion sobre la derivacién de las premisas. Anali-
zamos el caso para C'R, el caso para C'L se resuelve de forma similar.

Si T(S, ¢, ®) es inicial entonces también lo es T(S, ). Si se obtiene de
una regla R en la que ninguna de las dos ocurrencias de ¢ es principal,
entonces simplemente aplicamos la hipdtesis de induccion a las premisas
de la regla y a continuacién aplicamos R, obteniendo como resultado a
T(S,¢). Si T(S, ¢, ) se obtiene como resultado de una regla donde una
de las dos ocurrencias de ¢ es principal, debe ser de alguna regla derecha.
Los casos posibles son =R, AR y U, R.

Para el caso - R:
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<’I’L*1>T<17[}’ S’ —|w> ( R)—
(=17, S, - (=T ()4, S
@S- . CVTwws) o
<n>T<S, —), —p) (n—1>T<1/J7S> R
<”>T<S, —a))
Para AR:

DTS b Ay) DTS,y A ) N
TS, Ay, A7)

R ~

(DTS, 4, A ) (AR)- =DT(S, v, A ) (AR)-
PTUT(S YY) Ly OIS gy
(=173, 1)) PITS b
MT(S, 9 Ay)
Para O, R:

(=78, Opth [ : 1))

(=DT(S [a: b by s - ]) e
o Qe
(n—1) : ,
: >T<s, Dl W G TS [ ) H Imerge
T(S, Oath, Oath) (=DT(S o s - 2)) O é
M 7(S, O00) )
O

Lema 3.25. Sea T'(G) un arbol de hipersecuentes y 7% (G) el resultado de apli-
car una de las reglas admisibles nec, W L, W R, W E, merge, CL o CR, llamando
R’ a esta regla. Es decir:

Si para una regla R tenemos que:

-~

R

(G
T{G)

entonces se cumple que:
T* <G/>
T(G)

En otras palabras, las reglas admisibles mencionadas afectan tnicamente a su
secuente principal, dejando al resto del arbol intacto.
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Demostracion. De manera directa por induccién sobre la forma del arbol
T(G). Los casos donde T(G) = S y T(G) = G'[X] son directos.

Cuando T(G) = S [a: T'{G); X] basta ver que por hip6tesis de induccién
T*(G") = S* [a : T'{G'); X*] y por lo tanto al aplicar R obtenemos
T(G) = 5" [a: T'(G): X" .

Lema 3.26. Sea T(G) un drbol de hipersecuentes y T(G’) el resultado de
aplicar una de las reglas proposicionales o la regla (0, R a T(G). Entonces, si
para una regla R tenemos que:

T* <G/>

T(G")

(esto es, R opera sobre T™* tal que no afecta a G’) entonces se cumple que:

()
T(G)

Demostracion. De manera directa por induccién sobre la forma del arbol
T(G). O

Considerando todas las reglas admisibles que hemos presentado hasta ahora
podemos construir una extension para el sistema GKgF; que las incluya sin
afectar el poder de derivacién del sistema.

Definicién 3.27 (Célculo de drboles de hipersecuentes GK.). El célculo de
arboles de hipersecuentes GKL. estd compuesto por todas las reglas del sistema
GKg7 (incluyendo la regla de corte), junto con las reglas nec, merge, swap,
CL,CR, WL, WR, WE, y las versiones invertidas de =L, =R, AL, AR, O, L,
O.R y OzL.

Proposicién 3.28. Los calculos de drboles de hipersecuentes GKrm; v GK
son equivalentes; un arbol de hipersecuentes es derivable en GKp; si y sdélo si
es derivable en GKL..

Con el material presentado en este capitulo estamos preparados para probar
tanto la correccién (esto es, solidez y completitud) del sistema GKp;, asi como
el teorema de eliminacién de corte para este sistema.






Correccién y eliminacién de
corte en GK+

4.1. Correccién del calculo GK5

Ahora que tenemos el sistema completo, incluyendo la regla de corte, demos-
traremos la correccién del calculo GKi.

Definicién 4.1 (Interpretacién de AHS). La interpretaciéon de un secuente
(' F A)™ es una férmula de la 16gica modal que captura el significado del
secuente. Especificamente:

Cra = Ao| =V v

per PEA

Por conveniencia, definimos:

vi= ¢

per
0:= \/ )
PeEA

tal que (T'HA)” =~ — 4.

Abusando de la notacién, diremos que ¢ € v si ¢ € T' (es decir, si ¢ es uno de
los conyuntos de ) y lo andlogo para ¢ € 4.

La interpretacion de un arbol de hipersecuentes es como sigue:

(Slor:Thoocan:T,]) =(8) VU0, (Th)" V- VO, (Th)”

4.1.1. Solidez

Lema 4.2 (Solidez local). Las reglas del sistema de drboles de hipersecuentes
para Kz preservan la validez: si las interpretaciones de las premisas de una
regla son validas, también lo es la interpretacién de la conclusién.

41
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Demostracion. Por casos sobre las reglas. Hacemos notar que basta probar
que se preserva la validez entre los hipersecuentes principales en cada regla,
pues la validez se preserva bajo disyunciones y bajo aplicaciones arbitrarias
del operador de necesidad; esto es, si |= ¢ entonces = ¢ V¢ y = Ouo.
Ademds, hacemos uso liberal del hecho de que K, w = v — § si y sélo si
o0 existe un ¢ € v tal que K, w [~ ¢, o de lo contrario existe un 1 € § tal

que K, w = 1.

1. =L. Suponemos que v — (J V ¢) es valido. Queremos demostrar que
(m¢ Ay) — 0 es valido.

Siy — (0V @) es valido entonces para cualquier K, w se cumple que
K,wkE=~v— (0 V¢). Dividimos en dos casos:

= Caso 1: K,w | ¢. Entonces K,w [~ —¢ por lo que K,w |
(mpAv) =0

= Caso 2: K,w [~ ¢. Entonces o bien hay un ¢ € v tal que
K, w [~ 1 o de lo contrario hay un ¥ € ¢ tal que K, w = 9. En
cualquiera de los dos casos se cumple que K, w | (m¢Avy) — 4.

2. =R. Anélogo a —L.

3. AL. Trivial puesto que las interpretaciones de la premisa y la con-
clusién son idénticas.

4. AR. Suponemos que v — (6V ) y v — (6V1)) son vélidas. Queremos
demostrar que v — (§V (¢ A1) es vélida. Sean K, w un modelo y un
mundo en dicho modelo. Si existe un « € « tal que K, w & « entonces
el resultado es trivial. Igualmente si existe un o € 6 tal que K, w = a.
Si este no es el caso, entonces debe ocurrir que K, w = ¢y K, w = 9,
y por lo tanto K, w = ¢ A . Por lo tanto, K, w E~v = (§V (6 A ).

5. O L. Suponemos que ((HapAy) = §) VO ((¢ A7) — &) es vélida.
Queremos demostrar que ((Hap Ay) — ) Vo (7 — §') es vilida.

Sean K, w un modelo y un mundo respectivamente. Evidentemente
si el primer disyunto se satisface entonces la conclusion trivialmente
también se satisface.

Supongamos entonces que K, w = O, ((¢ Av') — ¢’). Entonces para
todo w’ tal que wR w', K, w' |E (pAY') — 6. Si K, w' [~ ¢ entonces
K, w = Oq¢, por lo que K, w E (O,¢ Ay) — §. En otro caso, o bien
existe un « € 4/ tal que K,w £ «, en cuyo caso K,w' =+ — §
y por lo tanto K,w = O,(7" — ¢’), o bien existe un o € §' tal
que K, w' E a y por lo tanto K,w’ =+ — §, por lo que K,w &
Oa(v — 4"
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6. O, R. Suponemos que (y — 0) VO, ¢ es valida. Queremos demostrar
que v — (6 VOu0) es valida.

Usando equivalencias y utilizando asociatividad: (y — 6) V Qu¢ =
(y Vo) VOup =y V(O V) =7 — (6 VOu0).

7. OgL. Suponemos que (¢ Ay) — §) VO, ((OzpAvy') — &) es vélida.
Queremos demostrar que (7 — 6) VO, ((Had Av') — &) es vilida.

Si el segundo disyunto de la premisa es valido entonces la conclusién
trivialmente lo es.

Sean I, w un modelo y un mundo respectivamente. Supongamos que

K,awk (¢Ay) =0

» Si K,w £ ¢, entonces para todo w’ tal que wR w', IC,w’ [~
Oa¢, por lo que K,w' = (Oz¢ Av') — & y por lo tanto K, w =
Oa((Oad AY') = 6)

» Si KC,w |= ¢ entonces o bien existe un ¢ € 7y tal que K, w = v,
en cuyo caso M,w |= v — 4, o bien existe un ¥ € § tal que
K,w =1, en cuyo caso K,w = v — 4.

8. Cut. Suponemos que v — (V@) y (p A7') — &' son vélidas. Quere-
mos demostrar que (yAy') = (§V§’) es vélida. Sean K y w un modelo
y un mundo. Si existe un ¢ en y o v’ tal que K, w }= ) entonces el re-
sultado es trivial. De lo contrario, notemos que debe haber un ) en §’
tal que K, w |= 9, o de lo contrario (¢ Ay') — ¢’ no podria ser vélida.
Por lo tanto en este caso se cumple que K, w = (y Av') = (§ Vv &').

O

Corolario 4.3 (Solidez). SiF ¢ es derivable entonces ¢ es vélida.

Demostracion. La definicién de derivabilidad en el sistema de arboles de
hipersecuentes dice que una férmula es derivable si y sélo si tiene una
derivacién usando las reglas del cédlculo tal que cada rama de la derivacién
termina en un AHS inicial. Es fécil ver que los AHS iniciales son validos, y
como acabamos de demostrar las reglas del célculo preservan la validez de
la interpretacion de los AHS. Por lo tanto, si - ¢ es derivable en el calculo
de arboles de hipersecuentes, ¢ es vélida. O

4.1.2. Completitud

Para probar la completitud de GK podemos hacer uso del sistema axiomatico
K. Como sabemos, K es completo —cualquier férmula vélida es derivable
en K7—, por lo que basta probar que todos los axiomas y las reglas del sistema
axiomatico son derivables en el sistema GKj para probar que el segundo es
completo.
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Teorema 4.4 (Completitud). Si ¢ es derivable en el sistema axiomético K
(Definicién 2.11), entonces F ¢ es derivable en el calculo de drboles de hiperse-
cuentes.

Demostracion. Por induccion sobre el sistema Kg. Mostramos sélo los
casos interesantes.

A4) Oa(¢ = ¢) = Ua¢ = Ot

T@re) T@ure)
Oa(¢p = ¢),0ad Fa: ¢ = 4o F Y] 0.1
0.(6 = 9).0a0F a0 = 01 4]
Ou(6 = 9) Dad 0 9] [
Oa(¢ = ¢),0ad F Oy
0a(¢ = 9) F g = Dt

— R
FOa(¢ = ¥) = Oap — Oatp
A5) ¢ — DaQaCb
¢ F ¢la: Oz-¢ I
¢, ~¢ - Ja: Oa=e H 0.1

oF Ja: Oz¢ H

ook Oz O.R

¢ }_ DQOEQS
I_ ¢ — Daoa(b

A6) Anédlogo a A5.

R1) Directamente por hip6tesis de induccién y utilizando la regla de cor-
te.

R2) Directamente por hipétesis de induccién y aplicacién de la regla nec,

_Fe .
F o+ @] O
FOud

4.2. Eliminacién de corte

Como paso final para tener un sistema de arboles de hipersecuentes adecuado
para la légica K, debemos probar que la regla de corte es eliminable.
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El siguiente lema permite aislar los efectos de aplicar una regla sobre cierta
parte de un arbol tal que los efectos permanecen aislados atin al aplicar la regla
de corte, facilitando asi el trabajo de eliminar los cortes cuando se aplican a
un secuente distinto del auxiliar.

Lema 4.5. Dados tres ZAHS I(x), J(x), H(x), tal que I{x) ~ J(x) ~ H{x) si
existe una regla R de GKs y un secuente S tal que

I(51)

J(51)

R

entonces para cualquier secuente S5 se cumple que

I ® H(S3) R
J @ H(Ss)

Demostracion. Por induccion sobre la forma de los ZAHS I(x), J (%), H (x).
Distinguimos los tres posibles casos.

(a) I{x),J(x), H({x) son todos (x) — No hay nada que demostrar, pues
la hipotesis no se aplica.

(b) I{x),J(x),H(x) = (x)[X], (x)[Y], (*x)[Z] respectivamente — En
este caso la hipotesis es
S [X
1 [X] R
S1 Y]
y queremos probar que
Sy [X; Z]
R
Sy [Y; Z]

Como los AHS afectados por R se mantienen separados (i.e. Y y Z no se
combinan en el producto de arboles), es facil ver que Sy y Z no se ven
afectados por R.

(©)
o I(x) = S) [a: I'{x); X]
< J() =S o Y]
- H(x)= Sy [0 H'(x):Z]

Supongamos que
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St lo: I'(S1); X]
Sy o J(S1);Y]

El objetivo es probar que
Sr Sy [a: I'® H(S:); X; Z]
Sy-Syla: JJQH(S);Y; Z]

Distinguimos los casos segin los secuentes y/o arboles a los que se aplica
la regla R.

- R actia sobre S;. Ejemplifiquemos con la regla =R. En ese caso tene-
mos

¢, St [ac: I'(S1); X] _
Sp,=¢ la: I'(Sh); X]

Entonces si tenemos como premisa ¢,S; - Sy [a : I' ® H'(S2); X; Z],
obtenemos la conclusién deseada aplicando —R.

¢, S1-Su [a: I'® H'(S2); X; Z]
S]'SH,—\gb [a: I/®H/<Sg>;i;g}

El procedimiento para las demaés reglas que actian sobre un secuente es
analogo.

- R actda sobre S; y [« : I'(S1); X]. En este caso R debe ser alguna de
las tres reglas modales O, L, 0, R y Oz L.

Empezando con O, R, supongamos que tenemos

Sp(B:t o I'(S1); X
S1,0p¢ [or: I'(S1); X']

Similarmente al caso anterior, aplicamos la regla a la premisa relevante y
obtenemos la conclusién deseada

(03

Sp-Su [B:F¢ja: I'® H'(Sq); X'; Z]

Sr-Su,0pd [a: I'® H'(S2); X'; Z]
En el caso para [, L tenemos dos subcasos: o bien la regla actiia entre Sy
y un arbol en X, o actiia entre Sy e I{S7). Afortunadamente ambos casos

son analogos, asi que mostramos la resolucién del primero tnicamente.
Supongamos que tenemos

[

Ope, St [B: (S [XT]);a: I'(S1); X]
Op, St [8: (6,5 [XI);a: T'(S1); X

Una vez més obtenemos la conclusion deseada al aplicar la misma regla
sobre la premisa relevante

[0}
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O, Sr-Su [B: (S [X]);: I'® H'(S2); X/ Z]
D,5¢a SI SH [5 (QS,S [X//Dva I/®HI<S2>7£,Z]

Para el caso de la regla [z L tenemos la misma distincién en dos subcasos
que en el caso anterior; siguen siendo andlogos, asi que mostramos sélo
uno de ellos. Supongamos que tenemos

e

¢, 51 [ (O, S [X]); e I'(S1); X
Sr (B (B¢, 5 (X ]);a: I'(S1); X']

Reiterando una vez mads, aplicamos la regla a la premisa relevante obte-
niendo la conclusién que buscamos.

6,51 S [B: (D56, [X"N)ia: I'© H'(S5); X' Z]
Sr-Su [B: (O56.5 (X");a: I'@ H'(S2); X' Z]

- R actia sobre X. Este caso se puede manejar de manera analoga al
caso (b) de la induccién.

- R actta sobre I’. Tenemos que volver a analizar la forma de I' (x), J' (x)
y H’{x). Si los tres son (x) entonces el caso es trivial. Si son, respectiva-
mente, (x)[X'], (x)[Y], (*)[Z’] entonces tenemos que

Si la: (51 [XT))
St e (51 [Y))

Entonces, por hipdtesis de induccién sobre I’ (x), J'(x), H' (x), tenemos que

; X
R
; X

Srla: (82 [X52')); X]
Sp oz (52 Y5 27]); X]

y aplicando varias veces las reglas de debilitamiento externo e interno
obtenemos Sr - Sy [a: (S2 Y5 2'); X Z).

Finalmente, el caso en el que I'(x), J'(x), H'(x) = S7[8 : I"(x); X'], S5[B :
J"(x); Y], S8 : H"(x); Z'] se puede resolver de manera similar al caso
anterior empleando la hipétesis de induccion y las reglas de debilitamiento
interno y externo.

O

Lema 4.6. Sean T(S1,¢) y T'(¢$,S2) tal que T(S1,¢) ~ T"{¢, Sa).
Si tenemos que

dy s
T(S1,¢) T'(¢,S2)
TRT'(S;-5Ss)

donde dy y ds son las derivaciones que concluyen en los respectivos arboles
de hipersecuentes, y ninguna de las cuales emplea la regla de corte, entonces

cuty
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existe una derivacién de T ® T"(S; - S3) que no contiene ningin uso de la regla
de corte.

Demostracion. Por induccion sobre la suma de las alturas de las deriva-
ciones d; y do con induccién auxiliar sobre la formula ¢. En efecto esta
induccién nos permite eliminar cortes utilizando la hipétesis de induccién
cuandoquiera que la férmula del corte sea mas sencilla que ¢, o que la
suma de las alturas de las premisas del corte sea menor a la suma de las
alturas de d; y ds. Procedemos por casos, agrupando por la ultima regla
aplicada a la premisa izquierda.

(1) T(S1, ¢) es inicial. En este caso, o bien la conclusién también es un
AHS inicial, o el corte se puede sustituir por repetidas aplicaciones de las
reglas de debilitamiento interno y externo sobre T"{¢, So). En particular,
sig=py Sy =pk p tenemos:
Tolp TS
T®T(p,S2)

No es dificil ver que este corte puede omitirse, agregando férmulas y ramas
sobre T" desde la raiz hasta p, S, para llegar a la conclusién deseada:

Tl<p7 SQ>
 {(WL,WR,WE}*
T ®T(p,S2)

p

(2) T(S1, ¢) se deriva por una regla R en la que ¢ no es principal.
Este caso se resuelve utilizando la induccién sobre las alturas de las deri-
vaciones de las premisas. Como ninguna regla puede cambiar la posicién
del secuente sobre el que se aplica el corte, y como el producto no cambia
la estructura del arbol de hipersecuentes, no hay dificultades. Ejemplifi-
camos con algunos casos en los que la regla actia sobre el secuente S, ¢.
Los casos en los que la regla R se aplica sobre otro secuente del arbol se
pueden resolver de manera analoga, gracias al Lema 4.5.

Supongamos que la regla R es [0, R.

T<Slv¢ [a: '_wD 0 R
T<Slv d)a Da'l/)> : T/<¢7 S2>
T ® T/<Sl : S27 Da¢>

Permutamos el corte hacia arriba y lo eliminamos por induccién sobre las
alturas de las premisas.
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T(S1,¢ [a: b)) T, S52)
TRT'(S1-Ss [a: F4])
T®T'(S1 - S2,0at)
Supongamos que la regla R es Oz L.

T<w7517¢ [a : Dad}a SO]> I
T(Si,¢ [a: Oaty,Sol) — T'{$,Ss)
T ®T'(S1- 52 [a: Oz, Sol)

Como en el caso anterior, permutamos el corte hacia arriba para poder
eliminarlo.

cuty

T, 51,6 [a: Oa,Sol)  T'(¢,S2)
T T (1,51 -2 [a: Oath, Sol)
T QT (S-S [a: Og, Sol)

El caso para [J,R es andlogo a este, y los casos para las demads reglas
)

proposicionales no es dificil de revisar, si bien es laborioso escribir las

permutaciones.

cuty
UaL

(3) T(S1,¢) se deriva por una regla R en la que ¢ es principal.
Separamos los casos para reglas proposicionales y reglas modales.
Si la regla proposicional es =R y ¢ = —1) tenemos

TWJ» Sl>
T(S1, ) T (=), Sa)
T® T/<S1 . SQ>
Aplicando la regla (—L)~ (esto es, la regla =L invertida, la cual recorda-
remos que es invertible con preservacién de altura) a la premisa derecha
podemos obtener T”(S5,). Entonces podemos sustituir el corte con es-

te otro, que podemos eliminar por induccién sobre la complejidad de la
férmula.

cut—y,

T/<5271/’> T<1/)781>
T ® T(S; - Ss)

La otra posible regla proposicional, AR, se maneja de forma similar. El
corte inicialmente se ve de la siguiente manera:

T(S1,¢1)  T(S1,92) AR
T(S1,91 A o) T (1 A g, S2)
T® T (S, %)

cuty,

Cutyp; Ay




50 CAPITULO 4. CORRECCION Y ELIMINACION DE CORTE EN GK;;

Utilizando la versién invertida de AL, junto con una cantidad finita de
aplicaciones de las reglas de contracciéon y merge, podemos reemplazar
el corte por dos cortes eliminables por hipétesis de induccién sobre la
complejidad de la férmula, obteniendo la misma conclusién:

T(S1,¢1)  T'(Y1,¢2,5%)
T(S1,v2) T ®T' (2,51, 52)
TRT®T(S,S1,5)
{CL,CR,merge}*
T®T'(S1,Ss)
Si la regla R es la regla modal O, R y ¢ = 0,1, tenemos

cuty,

cuty,

T(S1,0a%)  T{0at,S2)
T® T/<Sl . SQ>

Para manejar este caso necesitamos considerar la tltima regla R’ por la
que se derivé T (0, ¢, So). Si el drbol es inicial, se puede resolver como en
el caso (1). Si se deriva por una regla en la que [J,¢ no es principal, se
puede resolver como en el caso (2). Quedan por analizar los casos donde
R es OyL o OzL.

Cuando R’ es O, L tenemos

[ i) p DevnSelos 05
T(S,Oat) T"{0ath, So [a: S3))
TRT'(Sy- S [a: Ss])

Reemplazamos el corte con dos cortes: el superior eliminable por induccién
sobre la altura de las derivaciones de las premisas y el inferior eliminable
por la complejidad de la férmula. Aplicando repetidamente contraccién y
merge podemos eliminar las repeticiones producidas por el segundo pro-
ducto, asi obteniendo el arbol derivado originalmente.

CutDaw

(e

cutn, o

T(S1,0a¢)  T'(Hath, S2 [a: 4, Ss])
T(S1 [o: F4)) T®T(S1-S2 [a: 1, Ss])
T@T®T (S-S -5 [a:Ss))
{CL,CR, merge}*
T&T'(S - S [o: Sa))

cut,

cuty,

Finalmente, cuando R’ es [z —poniendo cuidadosa atencién al hecho de
que S1,0,% y Outp, So deben estar en posicién equivalente— tenemos:
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T(So [@: Sy [a: ) 0 T' (1, S, [a: Oath, Sa))
T(So [@: S, 0at]) T(Sh [a: Oath, Sa])
ToT (S-S [a: S-Sl

Transformamos este corte en dos cortes, el superior eliminable por induc-
cion por la altura de las derivaciones de sus premisas, el inferior eliminable
por induccién por la complejidad de la férmula. Notese que utilizamos la
regla admisible con preservacién de altura swap para obtener la premi-
sa del segundo corte. Una vez més utilizamos las reglas de contraccién
y merge para eliminar las férmulas redundantes generadas por el segun-
do producto de arboles, obteniendo la conclusiéon deseada. Presentamos la
derivacién en dos partes, pues de otra forma rebasaria los margenes de la
pagina.

e

cutn,

T<SO [5&2 Slvmawb T/<waS(l) [54: Da¢752]>
T®T/<1/),So . S(l) [5& : Sp- SQD

cutn,

T(So [@: S [o: F]))

swap :
T(So, 9 [a: Si]) T T (1, S-Sy [a: Si-S52]) cut
TOT@T (So-S0-S) [a: Si-Sa a: S1) v
{CL,CR,merge}*
T® TI<SO . S(/] [a 2 S - SQ]>
O

Finalmente podemos asegurar la eliminabilidad del corte para GKz.

Teorema 4.7 (Eliminacién del corte en GKz). Toda derivacién d en el siste-
ma de arboles de hipersecuentes GK se puede transformar en una derivacién
d’' que no haga uso de la regla de corte.

Demostracion. Se sigue del Lema 4.6 por induccién sobre el nimero de
cortes en d. O

Esto concluye nuestra labor de mostrar que el cdlculo de arboles de hiperse-
cuentes GK7 es un sistema de inferencia adecuado para la 16gica multimodal
con inversas.






Conclusiones

El presente trabajo estudié la teoria de la prueba de las l6gicas multimodales
con inversas desde dos perspectivas importantes: los sistemas axioméaticos tipo
Hilbert y los sistemas de arboles de hipersecuentes. Estas dos perspectivas
complementarias ayudan a enriquecer el panorama de la teoria de la prueba
sobre estas logicas, cuyo alcance en la légica matematica y computacional es
considerable y cuyas aplicaciones son numerosas y variadas.

Desde la perspectiva axiomética, se introdujo un sistema axiomético para 16gi-
cas multimodales con inversas, luego agregando sobre este axiomas adicionales
para manejar estructuras semaénticas con relaciones reflexivas y transitivas.
Denominamos a estos sistemas K, T, K47 v S47 por analogia a las corres-
pondientes y bien conocidas légicas modales. Utilizando la técnica de modelos
canénicos [15, 4], mostrar la completitud de estos sistemas para las respectivas
clases de estructuras fue de forma directa.

A continuacién presentamos un sistema de arboles de hipersecuentes para la
l6gica multimodal con inversas. Estos sistemas son una evolucién de los bien
conocidos sistemas de Gentzen [10] y han sido estudiados en multiples ocasio-
nes [6, 13, 21] con particular interés en su aplicacién a las 16gicas modales para
proveer un sistema de derivacién al estilo de Gentzen que cuente con un ntimero
de propiedades deseables. Demostramos la correccién de nuestro sistema, asi
como la eliminabilidad de la regla de corte, propiedad esencial para este tipo
de sistemas.

Existen un nimero de caminos razonables que se pueden derivar del sistema
de arboles de hipersecuentes aqui presentado como prospectos para trabajo a
futuro. El primero de ellos es buscar extensiones del sistema, que corresponde
con el sistema axiomético Kz, con reglas que permitan tratar con estructuras
reflexivas y transitivas, y por lo tanto puedan manejar las légicas correspon-
dientes a T, K47 v S47. El segundo es la elaboracion de un algoritmo que
aproveche este sistema para generar automaticamente derivaciones de férmulas
véalidas.

La construccién de este sistema también puede facilitar la demostracion de
otros resultados. Como se ve en [9, 2], sistemas de esta naturaleza pueden dar
lugar a demostrar propiedades tales como la interpolaciéon de Craig, la definibi-
lidad de Beth y la consistencia conjunta de Robinson, que tienen aplicaciones
en verificacién de modelos, representacién del conocimiento, entre otras [16,
14].
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