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Resumen

En esta tesis se exponen los avances en la clasificación de superficies de tipo general
con K2 = 6 y pg = 4. Posteriormente se explica el enfoque de secciones hiperplanares y
anillos graduados para el estudio de las mismas; este enfoque ha permitido probar el que
hasta el momento es el último resultado obtenido en la clasificación antes mencionada.
Por último, se propone una línea de trabajo en este sentido (secciones hiperplanares y
anillos graduados) para abordar el principal problema pendiente en la clasificación. Aquí
una breve descripción de cada capítulo:

Presentación. Se introducen la notación y el tipo de problemas que abordamos en
la tesis. Se citan además los resultados que se utilizarán con mayor frecuencia.

Superficies con K2 ≤ 6 y pg = 4. Se hace un resumen de los avances actuales en
la clasificación de superficies canónicas con género geométrico 4 y volumen canónico
menor o igual a 6. Dichas superficies son necesariamente regulares. Se presenta el
principal problema abierto en el caso K2 = 6: ¿Es conexo o no el espacio móduli
correspondiente,M6,4?

El Programa de Anillos Graduados. Se exponen las generalidades del programa
de Reid para el estudio de la geometría birracional de variedades vía álgebra con-
mutativa. Se hace énfasis en los casos relevantes al problema principal concerniente
a superficies con K2 = 6 y pg = 4.

Anillos hiperplanares de superficies de tipo V1. Se calcula el anillo de sección
hiperplanar de una superficie S minimal de tipo general con K2 = 6 y pg = 4 y tal
que ∣KS ∣ tiene dos puntos base simples y define una cubierta doble de S a un cono
en P3. Se conjetura que dichas superficies son degeneraciones de superficies que se
obtienen como intersecciones completas de bigrado (3,4) en el espacio proyectivo
torcido P(1,1,1,1,2). En particular, conjeturamos que el espacio móduli M6,4 es
conexo.

Para la lectura de este trabajo, suponemos de parte del lector o lectora haber cubierto
el material estándar de un curso básico de Geometría Algebraica y un curso de Curvas y
Superficies Algebraicas.
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Capítulo 1

Presentación

Todas las superficies consideradas en este trabajo serán proyectivas y sobre C. La
clasificación de Enriques y Kodaira divide a dichas superficies en cuatro clases según su
dimensión de Kodaira κ = −∞,0,1,2. Las superficies correspondientes a las primeras tres
clases son bastante bien entendidas actualmente, mientras que para las superficies de
tipo general correspondientes a la cuarta clase (κ = 2) aún existe una enorme cantidad de
preguntas abiertas. En la siguiente sección introducimos algunos símbolos y convenciones
que nos permitirán abordar una de estas preguntas.

1.1. Notación y convenciones
El campo base será siempre el campo de los números complejos C, que casi siempre

denotaremos simplemente como k.

Una variedad es un esquema entero, separado y de tipo finito sobre k. Una curva es
una variedad de dimensión 1, una superficie es una variedad de dimensión 2, etc.

Escribiremos Pn y An para denotar a los espacios proyectivo y afín n−dimensionales so-
bre k. Más adelante veremos que es más conveniente considerar encajes en espacios proyec-
tivos con pesos (también llamados en algunas fuentes torcidos); la notación Pn(wi1

1 , . . . ,w
is
s ),

donde ∑sj=1 ij = n + 1 representa al espacio proyectivo con pesos (e.p.p.) dado por el Proj
del anillo k[x0, . . . , xn], con la graduación inducida por la k×−acción en kn+1 ∖ {0} dada
por

λ ⋅ (a0, . . . , an)↦ (λw1a0, . . . , λ
w1ai1 , . . . , λ

wsan+1−is , . . . , λ
wsan).

Sean X una variedad no singular, Y ⊂ X una hipersuperficie no singular, D,D1,D2

divisores en X y denotemos con OX(⋅) a la correspondiente gavilla invertible. Se utilizará
la siguiente notación:

D1 ∼D2 para equivalencia lineal de divisores.

H0(n1D1 + n2D2) donde n1, n2 ∈ Z, para escribir de forma abreviada:

H0(X,OX(D1)⊗n1 ⊗OX(D2)⊗n2),
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siempre que X esté clara por el contexto.

D∣Y o simplemente DY para la restricción del divisor D a Y .

Si X = S es una superficie, D1D2 denota el número de intersección.

Si X = C es una curva, deg(D) denota el grado del divisor D.

hi(D) es la dimensión de H i(X,OX(D)) como k−espacio vectorial.

χ(D) es la característica de Euler de la gavilla OX(D), es decir, ∑ni=0(−1)ihi(D).

∣D∣ es el sistema lineal en el que se mueve el divisor D.

r(D) o simplemente r si D está claro por el contexto, es la dimensión geométrica de
∣D∣, es decir, h0(D) − 1.

φD es el mapeo racional X
φD
999K Pr, en caso de que r ≥ 1.

grd es un sistema lineal de grado d y dimensión geométrica r en una curva.

KX es un divisor canónico de X.

Si X = S es una superficie, escribiremos pg = pg(S) = h0(KS) para denotar su género
geométrico y q = q(S) = h1(KS) para su irregularidad. Si X = C es una curva,
usualmente g = g(C) = h0(KC) denotará su género. Por dualidad de Serre podemos
definir de forma equivalente pg = h2(OS), q = h1(OS) y de manera similar para el
caso de curvas.

El símbolo Sa(x1, . . . , xn) denota a la a-ésima potencia tensorial simétrica en las
variables xi.

Definición 1. Una superficie no singular S es minimal (también la llamaremos modelo
minimal) si no contiene curvas E ⊂ S tales que E ≅ P1 y E2 = −1 (estas curvas son
llamadas curvas excepcionales de primera clase, o bien (−1)-curvas).

Toda superficie puede obtenerse a partir de un modelo minimal S, después de una canti-
dad finita de blowups de puntos no singulares. Más aún, dicho modelo es único si κ(S) ≥ 0.

En adelante, cuando nos refiramos a una superficie de tipo general X, supondremos
que se trata de su modelo minimal. En tal caso, el volumen canónico K2

X es un invariante
birracional, al igual que su género proyectivo pg = h0(OX(KX)) = h2(OX) y su irregularidad
q = h1(OX). Estos invariantes determinan a los otros invariantes clásicos, por ejemplo, la
característica de Euler de la gavilla estructural: χ = 1− q + pg o la característica topológica
de Euler: e(X) = 12χ −K2

X .
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1.2. Resultados básicos
Aquí recopilamos los resultados que se usarán más adelante con frecuencia. Cuando se

trata de resultados estándar, se omite dar referencias específicas para sus pruebas.

Teorema 1. (Riemann-Roch para curvas) Sea C una curva proyectiva no singular y D
un divisor sobre ella. Entonces

χ(D) = 1 − g + deg(D).

Observación 1. Utilizando dualidad de Serre, la igualdad del teorema anterior puede
escribirse como sigue:

h0(D) − h0(KC −D) = 1 − g + deg(D).

Teorema 2. (Fórmula de adjunción) Sea X ⊂ Y una hipersuperficie no singular de una
variedad no singular. Entonces:

KX = (KY +X)∣X .

Corolario 2.1. Si C ⊂ S es una curva no singular en una superficie no singular, entonces

2g − 2 = (KS +C)C.

Teorema 3. (Riemann-Roch para superficies) Para un divisor D en una superficie X:

χ(OX(D)) = χ(OX) +
1

2
D(D −KX)

Escribiremos simplemente R-R para referirnos al Teorema de Riemann Roch, siendo
claro por el contexto si nos referimos a curvas o superficies.

Teorema 4. (de desvanecimiento de Kawamata–Viehweg) Para un haz lineal grande y
nef (en particular para un haz amplio) L en una variedad compleja proyectiva X. con haz
canónico K:

H i(X,L⊗K) ≅ 0
para i ≥ 0.

Corolario 4.1. Sean S una superficie regular de tipo general y Pn(S) su n-ésimo plu-
rigénero, es decir, Pn(S) = h0(nKS). Entonces:

Pn(S) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 si n = 0
pg si n = 1
1 + pg + (n2)K2

S si n ≥ 2

Teorema 5. (Desigualdad de Debarre) Una superficie minimal compleja irregular satisface
la desigualdad K2

X ≥ 2pg.

Demostración. Véase [Debarre 82], Théorème 6.1.
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Corolario 5.1. Una superficie minimal compleja X con K2
X = 6 y pg = 4 es regular.

Teorema 6. (El truco del haz libre de Castelnuovo) Sean D,D′ divisores en una curva
X. Sean x1, x2 ∈H0(D) secciones linealmente independientes y supongamos que el sistema
lineal que generan, V , no tiene puntos base. Entonces el kernel del mapeo

V ⊗H0(X,D′)→H0(X,D +D′)

es isomorfo a H0(X,D′ −D).

1.3. Problemas de móduli
En su célebre artículo [Bombieri], Bombieri probó que toda superficie minimal de tipo

general S con invariantes K2
S, pg, q fijos es birracional a una superficie normal X ⊂ PP5(S)−1.

Tal superficie X está unívocamente determinada y es llamada el modelo canónico de S.
Geométricamente, X se obtiene contrayendo a puntos a todas las (−2)-curvas de S (esto
es, todas las curvas E ⊂ S tales que E ≅ P1 y E2 = −2).

En el contexto de modelos canónicos, tenemos el siguiente resultado de David Gieseker
(para una prueba, véase [Gieseker]):

Teorema 7. Existe un esquema móduli casi proyectivo y grueso para modelos canónicos
de superficies de tipo general con volumen canónico y característica topológica de Euler
fijos.

En particular, existe un subesquema que suele denotarse como MK2
S ,pg ,q

que parame-
triza las superficies minimales de tipo general con los invariantes numéricos indicados. Por
el teorema anterior,MK2

S ,pg ,q
es un esquema casi proyectivo, en particular, tiene una can-

tidad finita de componentes irreducibles.

Actualmente, se considera como meta final en la clasificación de superficies de tipo
general el describir completamente a MK2

S ,pg ,q
para una elección plausible de invariantes.

En este sentido, la clasificación dista mucho de estar completa.

Definición 2. La tripleta de invariantes birracionales de un modelo minimal S, (K2
S, pg, q)

es llamada tipo numérico de S.

Si los modelos minimales que estamos estudiando son regulares, omitiremos q = 0 al
referirnos al espacio móduli. En el caso que nos interesa, por ejemplo, escribiremos M6,4

en lugar deM6,4,0.

Como se discutirá en el siguiente capítulo, el principal problema abierto acerca deM6,4

consiste en determinar si tiene dos o una única componente conexa.
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Capítulo 2

Superficies con K2 ≤ 6 y pg = 4

En su libro [Enriques], Enriques aborda el problema de construir superficies cuyo ma-
peo canónico φKS

∶ S → Ppg−1 es birracional. En particular dedica un gran esfuerzo al
caso en que pg = 4. Aquí es importante señalar que, por la desiguladad de Max Noether
(K2

S ≥ 2pg − 4), tenemos K2
S ≥ 4. También, por la desigualdad de Debarre, tenemos q = 0

incluso para K2
S = 7.

A partir de este trabajo y hasta la actualidad, muchos autores han buscado no sólo
construir las superficies consideradas por Enriques con volúmenes canónicos tan grandes
como sea posible, sino completar su clasificación y más aún, describir con detalleMK2

S ,pg ,q
.

2.1. Los casos K2 = 4 y K2 = 5
Enriques comenzó a estudiar estos casos (véase [Enriques], § 2, Capítulo VIII, pp.268-

271), peroM4,4 yM5,4 fueron entendidos en los años 70s. A continuación recopilamos los
resultados relevantes.

2.1.1. K2 = 4
En este caso, el mapeo canónico φKS

→ X ⊂ P3 es un morfismo de grado dos y X es
una superficie cuadrática irreducible, es decir, una cuadrática no singular o bien un cono
cuadrático. Denotemos con los símbolos I y II respectivamente, cada uno de estos casos.
Es sabido que I es el caso general y φ es una cubierta doble ramificada sobre una curva C
que es una intersección completa de X con una superficie séxtica.

El resultado principal, debido a Eiji Horikawa (véase [Horikawa 76]), es el siguiente:

Teorema 8. M4,4 es irreducible, uniracional y de dimensión 42. Su lugar singular es
irreducible, de codimensión 1 y corresponde exactamente a las superficies cuya imagen
canónica es un cono cuadrático.
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En correspondencia con los casos I y II, tenemos una estratificación deM4,4 como una
unión de dos estratos localmente cerrados, ambos irreducibles, que también denotaremos
con I y II. Las dimensiones de estos estratos son 42 y 41, respectivamente. Es común
dibujar diagramas resumiendo esta y otra información acerca de los espacios de móduli.
Para ello introducimos la siguiente notación:

Sean A y B dos estratos localmente cerrados e irreducibles de un espacio móduli
MK2

S ,pg ,q
. Una flecha. A → B significa que existe un morfismo plano f ∶ X → ∆ tal que

f−1(p0) es una variedad de tipo B y f−1(p) es una variedad de tipo A para p ≠ p0. Casi
siempre ∆ ⊂ k es un pequeño disco alrededor de 0 y p0 = 0. En otras palabras, la flecha
A → B significa que la cerradura del estrato A intersecta al estrato B. También se dice
que las variedades de tipo B son una degeneración de las de tipo A o bien que
las variedades de tipo A son pequeñas deformaciones de las de tipo B.

Con la notación anterior, el dibujo deM4,4 es el siguiente:

42 I

41 II

Los números de la izquierda corresponden a la dimensión de cada estrato irreducible.

2.1.2. K2 = 5
Este caso es ligeramente más complicado que el anterior, sin embargo es el último en

el que se tiene una clasificación completa (completada en el artículo [Reid D-E] de Miles
Reid).

El espacio móduliM5,4 esta vez tiene tres estratos descritos a continuación:

I correspondiente a superficies S tales que φKS
∶ S → X ⊂ P3 es birracional y X es

una quíntica.

IIa correspondiente a superficies S tales que φKS
∶ S →X ⊂ P3 es un mapeo racional

2 a 1 y X es una cuadrática no singular.

IIb correspondiente a superficies S tales que φKS
∶ S →X ⊂ P3 es un mapeo racional

2 a 1 y X es un cono cuadrático.

Se tiene además el siguiente teorema:

Teorema 9. M5,4 tiene dos componentes irreducibles, ambos uniracionales de dimensión
40, que se intersectan en una subvariedad de codimensión 1.

Y el siguiente dibujo paraM5,4:
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40 I IIa

39 IIb

2.2. Superficies con K2 = 6
En este caso existen varios problemas abiertos, sin embargo se tiene una estratificación

de M6,4 en 11 estratos, obtenida por Horikawa en su artículo [Horikawa 78]. Para más
detalles sobre las descripciones de cada estrato sugerimos revisar el artículo mencionado,
nosotros solamente enunciaremos propiedades que caracterizan unívocamente a los estratos
que consideraremos en esta tesis:

Ia este estrato está formado por superficies cuyo sistema canónico no tiene puntos
base y cuyo mapeo canónico φKS

tiene grado 1.

II lo mismo que en el primer estrato pero con φKS
de grado 3.

IIIa estas superficies S tienen mapeo canónico de grado 2, no admiten un haz de
género 2 (esto es, no existen morfismos suprayectivos f ∶ S → ∆ donde ∆ ⊂ k es
un disco alrededor de 0, con fibras conexas cuya fibra genérica f−1(p), p ≠ 0, es una
curva no singular de género 2). Además, ∣KS ∣ tiene dos puntos base no singulares y
la imagen canónica φKS(S) ⊂ P3 es una cuadrática no singular.

IIIb lo mismo que en el estrato anterior, pero con ∣KS ∣ con un solo punto base singular
y φKS(S) ⊂ P3 un cono cuadrático.

V1 estas superficies admiten un haz de género 2, su imagen canónica es un cono
cuadrático y ∣KS ∣ tiene dos puntos base no singulares.

V2 lo mismo que en el estrato anterior, pero ∣KS ∣ tiene un solo punto base singular.

Se sabe además queM6,4 tiene 4 componentes irreducibles uniracionales cuyas dimen-
siones (junto con la información conocida hasta la fecha sobre las posibles deformaciones)
se muestra en el siguiente diagrama:

39 IIIa

38 IVa1 Ia V1 IIIb II

37 IVa2 IVb1 V2

36 IVb2 Ib

(2.1)
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2.2.1. Problemas abiertos

No se sabe si en el diagrama (4.5.1) aparecen todas las posibles flechas de deformación.
Tampoco se conocen construcciones explícitas para las superficies en cada uno de los
estratos (por ejemplo, presentaciones de sus anillos canónicos). Finalmente, no se sabe
si M6,4 tiene una o dos componentes conexas; se conjetura que existe la degeneración
correspondiente a la flecha Ia → V1, lo cual implicaría que hay sólo una componente.



9

Capítulo 3

El Programa de Anillos Graduados

Este capítulo explica las ideas con las que abordamos los problemas abiertos planteados
en la sección §2.2.1.

3.1. Introducción
En general, muchos problemas sobre la existencia y clasificación de variedades alge-

braicas pueden estudiarse mediante encajes en espacios proyectivos, preferiblemente si
dichos encajes están definidos en términos de un haz lineal amplio determinado de forma
intrínseca. El Programa de Anillos Graduados estudia anillos de la forma

R(X,L) =⊕
n≥0

H0(X,L⊗n),

donde X es una variedad propuesta de antemano y L es un haz lineal amplio sobre ella.
Bajo condiciones bastante permisivas (sobre el tipo de singularidades de X y ciertas re-
laciones entre L y KX) el anillo R(X,L) es de Gorenstein, lo cual hace posible utilizar
poderosas herramientas teóricas y computacionales de álgebra conmutativa. Por el lado de
la geometría, muchos resultados clásicos de Enriques, Fano, del Pezzo, entre otros, suelen
servir de guía e inspiración para el estudio de los anillos graduados que proponemos.

La escuela europea de geometría algebraica ha trabajado intensamente con el enfoque
anterior en tiempos recientes, obteniendo numerosos resultados importantes en la cons-
trucción y clasificación de curvas, superficies y 3-variedades en el marco de la Teoría de
Mori. En particular, el último avance en el problema de clasificación de superficies de tipo
general con K2 = 6 y pg = 4, obtenido por Ingrid Bauer, Fabrizio Catanese y Roberto
Pignatelli en [BCP], fue gracias al programa de anillos graduados.

3.2. Anillos de Gorenstein
Haremos las siguientes convenciones sobre los anillos R con los que trabajaremos en

esta tesis:
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1. Serán N−graduados, es decir, R =⊕
n≥0

Rn.

2. La base del anillo será k, es decir, R0 = C.

3. No requeriremos que R sea generado sobre k por R1. Geométricamente, esto implica
que en general nuestras variedades estarán encajadas en un espacio proyectivo con
pesos, algebraicamente esto implica que la codimensión (y por lo tanto el número de
ecuaciones que definen la variedad) será más pequeño.

Para nuestros propósitos, podemos tomar la siguiente como definición de anillo de
Gorenstein:

Sea I ⊂ O un ideal graduado en un anillo graduado regular. Sea R = O/I. Consideremos
una resolución libre minimal de O−modulos:

R ← R0 ← R1 ← ⋯← Rc−1 ← Rc ← 0 (3.1)

Entonces R es un anillo de Cohen-Macaulay si c = codimOI. Si R es Cohen-Macaulay
y Rc ≅ O(−ℓ) para algún ℓ ∈ Z, entonces R es un anillo de Gorenstein.

Observación 2. Si R es Gorenstein, por dualidad de Serre tenemos un emparejamiento
en la resolución (3.1): R∨c−i(−ℓ) ≅ Ri.

En nuestro contexto, R es de la forma R(X,L) con X una variedad proyectiva y
L un divisor de Cartier amplio. En estas circunstancias el siguiente resultado nos da una
caracterización sencilla para ser de Cohen-Macaulay y de Gorenstein que puede ser tomada
como definición alternativa (para una prueba, véase [Hartshorne DT], Proposición 8.6).

Proposición 1. Consideremos el anillo graduado R(X,L) =⊕
n≥0

H0(X,nL), con X varie-

dad proyectiva y L un divisor de Cartier amplio. Entonces:

1. R es Cohen-Macaulay si y sólo si :

a) hi(X,nL) = 0 para todo n y todo i con 0 < i < dimX,

b) h0(X,nL) = 0 para todo n < 0,
c) hdimX(X,nL) = 0 para n≫ 0.

2. R es Gorenstein si y sólo si es Cohen-Macaulay y KX = ℓL para algún ℓ ∈ Z.

Dada la regularidad de las superficies que nos interesan y por el Teorema de desvane-
cimiento de Kawamata, se tiene lo siguiente:

Corolario 9.1. Sea S una superficie minimal de tipo general con K2
S = 6 y pg = 4. Entonces

el anillo canónico R(S,KS) es un anillo de Gorenstein.
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3.2.1. Teoremas estructurales

Existen teoremas generales de estructura para anillos de Gorenstein en codimensiones
2, 3 y 4 (debidos a Serre, a Buchsbaum y Eisenbud y a Miles Reid, respectivamente) que
mencionamos brevemente a continuación:

En codimensión 2, Serre probó que todo anillo de Gorenstein es una intersección
completa (véase [Serre]).

En codimension 3 el teorema estructural de Buchsbaum y Eisenbud que puede con-
sultarse en [Buchsbaum-Eisenbud] establece que R = O/I es un anillo de Gorenstein
de codimensión 3 si y sólo si tiene una resolución libre minimal de la forma:

R ← O ← O2m+1 ϕ←Ð O2m+1 ← O ← 0, (3.2)

con ϕ dada por una matriz antisimétrica de (2m + 1) × (2m + 1) cuyos pfaffianos de
2m × 2m generan a I. En la inmensa mayoría de casos encontrados hasta la fecha
resulta que m = 2. En este punto es conveniente introducir cierta notación para pfaf-
fianos de 4 × 4 y matrices antisimétricas:

Siempre omitiremos la diagonal de ceros y el bloque triangular inferior de una matriz
antisimétrica, así que, por ejemplo, una matriz antisimétrica de 5 × 5 entradas se
escribirá como sigue:

ϕ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

a12 a13 a14 a15
a23 a24 a25

a34 a35
a45

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(3.3)

Y escribiremos Pfi(ϕ) para denotar al pfaffiano de la submatriz de 4×4 obtenida luego
de omitir el i-ésimo renglón y columna de ϕ. Entonces, el resultado de Buchsbaum
y Eisenbud dice que, para el caso m = 2, los generadores del ideal I (módulo signos
±) son los siguientes:

Pf1(ϕ) = a23a45 − a24a35 + a25a34,
Pf2(ϕ) = a13a45 − a14a35 + a15a34,
Pf3(ϕ) = a12a45 − a14a25 + a15a24,
Pf4(ϕ) = a12a35 − a13a25 + a15a23,
Pf5(ϕ) = a12a34 − a13a24 + a14a23.

(3.4)

Más en general, si tomamos una matriz antisimétrica M de m ×m entradas Mr,s,
denotaremos simplemente con ij.kℓ, donde i < j < k < ℓ, al pfaffiano de la matriz de
4 × 4 obtenida seleccionando los 4 renglones y las correspondientes columnas según
la elección de índices indicada. Precisamente:

ij.kℓ =MijMkℓ −MikMjℓ +MiℓMjk. (3.5)
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El teorema de estructura en codimensión 4 de Reid, probado en [Reid 4], §2.5, es un
resultado análogo al de Buchsbaum y Eisenbud, sin embargo, tal cual está enuncia-
do, (en términos de ciertas variedades molde llamadas variedades Spin-Hom), está
todavía lejos de ser aplicable en situaciones prácticas.

Para codimensiones superiores (e incluso para codimensión 4), uno depende básicamen-
te de su entendimiento del caso particular que esté estudiando para poder dar una pre-
sentación del anillo. Como veremos más adelante, esto ha impuesto una dificultad natural
para poder abordar exitosamente los problemas pendientes en clasificación de superficies
y variedades de dimensión superior.

3.2.2. Factores rodantes

El anillo principal que calcularemos en esta tesis, admite una presentación que diremos
que está en formato de factores rodantes. Incluimos aquí algunas definiciones como
referencia y para conveniencia de la lectora o lector.

Sea I un ideal en un anillo polinomial O. Supongamos que existe una matriz A ∈
Mat2,n(O),

A = ( f11 f12 . . . f1n
f21 f22 . . . f2n

)

tal que sus (n2) menores de dos por dos están en I. Decimos que un elemento r(n
2
)+1 ∈ I

puede rodar respecto a A si está en el ideal generado por los elementos de su primer
renglón. Luego, r(n

2
)+1 es de la forma

r(n
2
)+1 =

n

∑
i=1

aif1i para algún ai ∈ O.

Llamamos a
r(n

2
)+2 ∶=

n

∑
i=1

aif2i

un rodamiento de r(n
2
)+1 respecto a A. Si r(n

2
)+2 ∈ I y puede ser rodado nuevamente res-

pecto a A, diremos que r(n
2
)+1 puede rodarse dos veces, etc. Finalmente, si I es finitamente

generado y el resto de sus generadores r(n
2
)+2, . . . , r(n

2
)+m son rodamientos sucesivos de r(n

2
)+1

respecto a A, decimos que O/I está en formato de factores rodantes.

3.3. Series de Hilbert
Para los anillos graduados que consideraremos, R = ⊕n≥0Rn, tenemos que Rn es un

k-espacio vectorial de dimensión finita para n ≥ 1 (y en particular R0 = k). Escribamos:

Pn(R) = dimkRn y PR(t) =∑
n≥0

Pn(R)tn.
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La serie de potencias PR(t) se llama serie de Hilbert de R. Bajo nuestros supuestos,
esta serie es una función racional de t; es decir, si

R ≅ k[x0, . . . , xn]/IR con wt(xi) = ai
entonces ∏n

i=1(1 − tai)PR(t) es un polinomio en t, llamado el numerador de Hilbert de
R. Este numerador contiene información y pistas sobre el álgebra homológica de R.

Ejemplos básicos

Si R = k[x0, . . . , xn] donde cada xi tiene peso wt(xi) = ai, entonces:

PR(t) =
1

∏n
i=1(1 − tai)

.

Si R = k[x0, . . . , xn]/(fd) es el anillo de una hipersuperficie de grado d en el espacio
proyectivo torcido P(a0, . . . , an), entonces:

PR(t) =
1 − td

∏n
i=1(1 − tai)

.

Si R = k[x0, . . . , xn]/(fd1 , fd2) es el anillo de una intersección completa de bigrado
(d1, d2) en el espacio proyectivo torcido P(a0, . . . , an), entonces:

PR(t) =
(1 − td1)(1 − td2)
∏n
i=1(1 − tai)

.

3.4. El principio de sección hiperplanar
Parte central del programa de anillos graduados es el principio de que las propiedades

algebraico geométricas de un anillo/variedad están fuertemente relacionadas con la de
sus secciones hiperplanares. El ingrediente central formalizando esta idea es el siguiente
resultado:

Teorema 10. (El principio de sección hiperplanar) Sea R un anillo graduado. Sean Rd

su componente de grado d (d ≥ 1) y x0 ∈ Rd un elemento que no sea divisor de cero. Existe
una sucesión exacta

0→ R(−d) x0Ð→ R
πÐ→ R ∶= R/(x0)→ 0. (3.6)

Y tenemos que:

1. Si x1, . . . , xn ∈ R generan R y x1, . . . , xn ∈ R son tales que π(xi) = xi para 1 ≤ i ≤ n.
Entonces x0, x1, . . . , xn generan R.

2. Supongamos que
R ≅ k[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fm). (3.7)

Entonces existen relaciones F1, . . . , Fm entre los x0, x1, . . . , xn, tales que π(Fi) = fi y
Fi generan al ideal ker ev, donde

ev ∶ k[x0, . . . , xn]→ R. (3.8)
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3. Similarmente para las sizigias, es decir, si tenemos una sizigia σi ∶ ∑mj=1 ljfj ≡ 0 ∈
k[x1, . . . , xn]. Entonces existen Lj ∈ k[x0, . . . , xn] tales que tenemos la siguiente sizi-
gia:

Σi ∶
m

∑
j=1

LjFj ≡ 0 ∈ k[x0, . . . , xn], (3.9)

y Lj se reduce a lj módulo x0.

Demostración. Consideremos el diagrama

0 0

J I

0 (x0) k[x0, . . . , xn] k[x1, . . . , xn] 0

0 R(−d) R R 0

0

x0 π

donde las dos sucesiones horizontales son exactas y la flecha punteada es el único morfismo
que hace que el diagrama conmute. Sea fx0 ∈ (x0). Bajo el morfismo punteado, fx0 es
mapeado a f ∈ Rdeg(f) = R(−d)deg(fx0). Este morfismo está bien definido porque x0 no es
un divisor de cero (es decir, (x0) ⊂ R es un R−módulo libre). Más aún, es un isomorfismo.
Se sigue entonces del lema de la serpiente que

k[x0, . . . , xn]→ R (3.10)

es suprayectivo. En otras palabras, R es generado por x0 y las preimágenes de x1, . . . , xn ba-
jo π. Se sigue también que I ≅ J como k[x0, . . . , xn]-módulos. Supongamos que f1, . . . , fm
generan a I sobre k[x1, . . . , xn], entonces f1, . . . , fm son generadores de I sobre k[x0, . . . , xn].
Por lo tanto existen F1, . . . , Fm que generan a J sobre k[x0, . . . , xn]. Ahora, notemos que
el isomorfismo J ≅Ð→ I es simplemente la restricción de k[x0, . . . , xn] → k[x1, . . . , xn], que
está unívocamente determinada por xi ↦ xi para 1 ≤ i ≤ n, y x0 ↦ 0.

Por último, sea Fj = fj + x0gj para algún gj ∈ k[x0, . . . , xn]. Supongamos que σi ∶
∑mj=1 ljfj ≡ 0. Entonces

m

∑
j=1

ljFj ≡ x0

m

∑
j=1

ljgj. (3.11)

x0∑mj=1 ljgj ∈ (x0) que, como x0 no divide a cero, implica ∑mj=1 ljgj ∈ J , podemos escribir
∑mj=1 ljgj = ∑mj=1 hjFj. Luego Σi ∶ ∑mj=1LjFj ≡ 0, donde Lj ∶= lj − x0hj.
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3.5. Ejemplos
En esta sección estudiaremos un par de ejemplos para mostrar la filosofía general del

programa de anillos graduados.

3.5.1. Una curva semicanónica de género 7

Sea C una curva no singular, proyectiva de género 7 y D un divisor en C tal que
KC = 2D y h0(D) = 3 (en la Sección §3.6 explicaremos la relevancia de este caso). Por
R-R, tenemos deg(KC) = 12, por lo tanto degD = 6.

Supongamos que el sistema lineal ∣D∣ no tiene puntos base. Este sistema define un
morfismo φD ∶ C → C ⊂ P2 que por razones de grado, a priori, tiene 3 posibilidades:

1. φD es birracional y C es una séxtica plana (que por razones de género debe tener 3
puntos dobles simples).

2. φD es una cubierta doble y C es una curva elíptica (no puede tratarse de una cúbica
singular, pues estas no son proyectivamente normales y C sí lo es, a menos que fuera
una curva hiperelíptica, pero esto no es posible pues C debería ser una cónica no
singular). Por la fórmula de Riemann-Hurwitz, el divisor de ramificación de φD tiene
grado 12.

3. φD es una cubierta triple y C es una cónica (necesariamente no singular, pues de
lo contrario sería reducible). En este caso, cuando C admite un morfismo 3 a 1 a
P1 ≅ C, se le llama curva trigonal.

Puede probarse que los tres casos anteriores en efecto ocurren, pero consideraremos sólo
el primero de ellos.

Nuestro objetivo es calcular el anillo semicanónico R(C,D) =⊕n≥0H0(C,OC(nD)).
El primer paso es conocer las dimensiones h0(nD). Por definición tenemos h0(0) = 1,
h0(D) = 3 y h0(2D) = 7. A partir de n = 3 el divisor nD es no especial, esto es, h0(KC −
nD) = 0 y por R-R tenemos:

h0(nD) = 1 − 7 + deg(nD) = 6(n − 1).

Resumimos lo anterior en la siguiente igualdad:

h0(nD) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 si n = 0,
3 si n = 1,
7 si n = 2,
6(n − 1) si n ≥ 3.

(3.12)

Sea {x1, x2, x3} una base de H0(D). Los seis monomios que forman S2(x1, x2, x3) ⊂H0(2D)
deben ser linealmente independientes sobre k, pues de lo contrario C = φD(C) sería una
cónica y estríamos en el caso 3. Dado que h0(2D) = 7, necesitamos una sección adicional
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y para formar una base de H0(2D).

Para grado 3 tenemos h0(3D) = 12 y conocemos de antemano a 13 elementos en
H0(3D): S3(x1, x2, x3) y {x1y, x2y, x3y}. Por lo tanto, deben existir a1, . . . , a13 ∈ k tales
que:

a1x
3
1 +⋯ + a10x3

3 + a11x1y + a12x2y + a13x3y = 0. (3.13)

Más aún, al menos uno de los coeficientes a11, a12, a13 debe ser distinto de cero, pues de lo
contrario estaríamos en el caso 2. Supongamos que a11 ≠ 0.

En grado 4, tenemos h0(4D) = 18. Contamos ya con los 15 elementos base de S4(x1, x2, x3).
Entre los 6 elementos base de S1(y)⊗ S2(x1, x2, x3), podemos descartar a cualquiera que
tenga como factor a x1 por la relación de dependencia lineal del párrafo anterior, quedando
a lo mucho 3 elementos linealmente independientes: x2

2y, x2x3y, x2
2y. Finalmente tenemos

y2 ∈ H0(4D). Debe existir entonces una nueva relación de dependencia lineal. Afirmamos
que en dicha relación, el coeficiente de y2 debe ser no nulo; de no ser así, podríamos escribir
una ecuación de la forma:

b1x
4
1 +⋯ + b15x4

3 = ax2
2y + bx2x3y + cx2

3y. (3.14)

Dado que C no es hiperelíptica, KC es muy amplio. Claramente D no es muy amplio
(recordemos que φD(C) es una séxtica singular). Esto implica que las secciones de H0(KC)
(y en particular y) separan puntos, mientras que las de H0(D) (y por lo tanto las de
Sd(x1, x2, x3), para d ≥ 1) no. Pero esto contradice (3.14). Por lo tanto tenemos una relación
de la forma:

y2 = b1x4
1 +⋯ + b15x4

3 + b16x2
2y + b17x2x3y + b18x2

3y. (3.15)

De aquí se sigue que {x4
1, . . . , x

4
3, x

2
2y + x2x3y + x2

3y} es una base de H0(4D).

Ahora afirmamos que hemos concluido el cálculo. Para probarlo, veamos primero que
no requerimos más generadores para R(C,D): sea n ≥ 4. Como ∣D∣ es libre de puntos base,
el Teorema 6 (el truco de Castelnuovo) implica que el kernel del mapeo

η ∶ S1(x1, x2)⊗H0(nD)→H0((n + 1)D)

es isomorfo a H0((n − 1)D). Por R-R tenemos h0((n − 1)D) = 1 − g(C) + deg((n − 1)D) +
h0(2D−(n−1)D). Como n ≥ 4, h0(2D−(n−1)D) = 0. Luego h0((n−1)D) = 1−7+6(n−1) =
6(n−2). Por otro lado, también por R-R tenemos dimC (S1(x1, x2)⊗H0(nD)) = 12(n−1).
Por lo tanto el rango de η es igual a 12(n − 1) − 6(n − 2) = 6n, que es la dimensión de
H0((n + 1)D) (véase la ecuación (3.12)). De aquí concluimos que η es suprayectiva y por
lo tanto, no necesitamos más secciones para generar a R(C,D).

Por lo anterior, R(C,D) es Gorenstein de codimensión 2. Se sigue del teorema estruc-
tural de Serre que R(C,D) es una intersección completa. Concluimos que:

R(C,D) ≅ k[x1, x2, x3, y]/(f3, f4),
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donde f3 y f4 son las formas homogéneas del grado que indica el índice definidas por las
ecuaciones (3.13) y (3.15) respectivamente. Puede verificarse fácilmente que:

PR(t) =
(1 − t3)(1 − t4)
(1 − t)3(1 − t2)

3.5.2. La degeneración II → IIIb

Comencemos por recordar y dar más detalles sobre el significado de estos estratos
(recordemos que estamos considerando superficies minimales S de tipo general con K2

S = 6
y pg = 4).

II: ∣KS ∣ es libre de puntos base y define un morfismo 3 a 1 φKS
∶ S → S ⊂ P3, donde

Q es el cono cuadrático dado por una ecuación de la forma x1x3 = x2
2. En este caso,

el pullback del haz de S genera un haz ∣A∣ en S con 2A = KS. En general, S tiene
un punto de orbidad de tipo 1

2(1,1) sobre el vértice de S. La restricción de A a una
curva general C ∈ ∣A∣ da lugar a un divisor Q-Cartier D = 1

2P +Q tal que 2D = P +2Q
es un g13.

IIIb: En este estrato, ∣KS ∣ tiene un punto base singular y S = φKS
(S) es nuevamente

un cono cuadrático. φKS
es una cubierta doble. Nuevamente KS = 2A donde A es

el pullback del haz de líneas de S. Tenemos A2 = 3
2 . La curva general C ∈ ∣A∣ es

hiperelíptica y no singular de género 3 y el divisor D = A∣C es 3
2P , donde P es un

punto de Weierstrass (esto es, un punto de ramificación del morfismo 2 a 1 de C a
P1). Se sigue que ∣2D∣ = P + g12, es decir, ∣2D∣ es un g13 con un punto base.

La estrategia seguida por Bauer, Catanese y Pignatelli en ambos casos, es construir
R(C,D). La construcción a partir de estos anillos de R(S,KS) es hasta cierto punto,
automática.

El anillo en el caso II

Tenemos g(C) = 3, D = 1
2P +Q y 2D es un g13. Se sigue por adjunción que KC = P +3Q.

Mostraremos los pasos básicos en el cálculo de R(C,D). (para los detalles, sugerimos
consultar [BCP]). Aplicando R-R y usando los supuestos, tenemos:

h0(nD) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 n = 0;
1 n = 1;
2 n = 2 pues P + 2Q =KC −Q es un g13;
3 n = 3 pues 3D =KC + 1

2P y g(C) = 3;
3n
2 − 2 si n ≥ 4 para n par;

3n−1
2 − 2 si n ≥ 4 para n impar.

De aquí se sigue que:

PR(t) =1 + t + 2t2 + 3t3 + 4t4 + 5t5 + 7t6 +⋯
(1 − t2)PR(t) =1 + t + t2 + 2t3 + 2t4 + 2t5 + 3t6 +∑

n≥7
3tn

(1 − t)(1 − t2)PR(t) =1 + t3 + t6.
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Por lo tanto
PR(t) =

(1 − t9)
(1 − t)(1 − t2)(1 − t3) .

Esto sugiere que R(C,D) ≅ k[x, y, z]/(f9), con wt(x) = 1, wt(y) = 2, wt(z) = 3. Puede
probarse que tal es el caso; C tiene una singularidad de orbidad de tipo 1

2(1) en el punto
(0 ∶ 1 ∶ 0). El sistema lineal ∣2D∣ = ∣P + 2Q∣ es un g13.

El anillo en el caso IIIb

En este caso, nuevamente C es una curva de género 3 (hiperelíptica), y nos interesa
calcular R(C,D), donde D = 3

2P con P un punto de Weierstrass. La estrategia consiste
en calcular el anillo R = R (C, 12P ) para luego obtener su subanillo R(C,D) tomando la
tercer truncación de Veronese de R (C, 12P ). Esto es, si Rd es la pieza de grado d de
R, entonces la pieza de grado d de R(C,D) es R3d.

Es fácil probar que

R(C, 1
2
P) ≅ k[a, b, c]/(c2 − f7(a4, b)),

donde wt(a) = 1, wt(b) = 4, wt(c) = 14. Es decir, C es una curva de grado 28 en el plano
proyectivo torcido P(1,4,14).

Tomando la tercer truncación de Veronese, tenemos que R(C,D) requiere 6 generado-
res:

x = a3, y = a2b, z = ab2, t = b3, u = ac, v = bc
de grados 1,2,3,4,5,6 respectivamente. Tenemos 6 relaciones tautológicas que son los me-
nores 2 × 2 de la siguiente matriz:

A = ( x y z u
y z t v

) .

Escribiremos dichos menores de manera compacta de la siguiente forma:

2

⋀A (3.16)

y tres relaciones que se deducen a partir de c2 = f7(a4, b). Estas relaciones definen ecua-
ciones de la forma:

u2 = [a2f7], uv = [abf7], v2 = [b2f7],
los corchetes en la expresión [a2f7] significan que escribimos a los monomios a30, a26b, . . . , a2b7
en términos de x, y, z, t y similarmente para las otras expresiones. Esta operación suele lla-
marse rendering en inglés. Podemos agrupar los términos en f7 como sigue:

f7 = a28 + a24b +⋯ + a4b6 + b7 = aA + b4B
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donde A = A9,B = B4 ∈ k[x, y, z, t], lo cual permite escribir las últimas tres ecuaciones así:

r7 = 0, r8 = 0, r9 = 0 (3.17)

donde
r7 = −u2 + xA + z2B, r8 = −uv + yA + ztB, r9 = −v2 + zA + t2B. (3.18)

Como primer conclusión, tenemos:

R(C,D) ≅ k[x, y, z, t, u, v]/ (
2

⋀A, r7, r8, r9) . (3.19)

Es claro que R(C,D) es Gorenstein de codimensión 4. Obsérvese además que (3.19) está
en formato de factores rodantes. Esta clase de anillos ha sido ampliamente estudiada por
Reid y su escuela. Puede verificarse que R(C,D) también admite una presentación de la
forma:

k[x, y, z, t, u, v]/ (Pf4M) , (3.20)

donde Pf4M denota a los pfaffianos de 4 × 4 de la siguiente matriz antisimétrica:

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 z x y u
t y z v

u v A
0 Bz

Bt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

de pesos wt(M) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 3 1 2 5
4 2 3 6

5 6 9
4 7

8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(3.21)

El bloque superior derecho de 3 × 3 de M es simétrico respecto a su diagonal principal.
Además el bloque de 3× 3 de la esquina inferior derecha es B por el bloque de las mismas
dimensiones pero de la esquina superior izquierda. Estas propiedades de simetría hacen
que de las 15 entradas de M , sólo 9 sean independientes. Esto a la vez implica que el ideal
generado por los 15 pfaffianos de 4× 4 en realidad es generado sólo por 9 de ellos (que son
las 9 relaciones que aparecen en la presentación de factores rodantes (3.19).

Las principales ventajas de esta presentación sobre la de factores rodantes, son las
siguientes:

1. Esta última es flexible; esto significa que al deformar las entradas de la matriz M y
por lo tanto los generadores del ideal de relaciones, uno también deforma sus sizigias,
lo cual a la vez implica que uno obtiene en automático una familia plana de anillos.

2. Aunque esto no siempre ocurre, en este caso tenemos una entrada (M1,2) de grado
0. Esto permite escribir la siguiente familia de anillos:

Rλ = k[x, y, z, t, u, v]/(Pf4Mλ), (3.22)

con λ ∈∆ ⊂ k donde ∆ es un disco alrededor de 0 y

Mλ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ z x y u
t y z v

u v A
Bλ Bz

Bt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (3.23)
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Por construcción, R0 (el anillo de la fibra singular de la familia) corresponde a una sección
hiperplanar de una superficie del estrato IIIb. Más adelante mostraremos que en la fibra
general (cuando λ ∈ k×) 3 de los 9 pfaffianos no redundantes de Mλ eliminan a las variables
t, u, v, obteniéndose un anillo de una sección hiperplanar de una superficie del estrato II.

La estrategia utilizada en este ejemplo ha sido empleada con éxito para resolver pro-
blemas similares en muy diversos contextos (por ejemplo para el estudio de ciertas 3-
variedades de Fano, o para superficies de tipo general con otros tipos numéricos).

A continuación mostraremos con más detalle el cálculo del ideal (Pf4Mλ) de la pre-
sentación (3.22).

Dada una matriz antisimétrica M con 2k × 2k entradas mij, su pfaffiano es:

PfM =
′
∑
σ∈S2k

k

∏
i=1

mσ(2i−1)σ(2i)

S2k es el grupo simétrico y el símbolo ∑′ significa que sólo estamos tomando una aparición
de cada factor repetido. La antisimetría hace que cada término aparezca 2k ⋅ k! veces, de
manera que el pfaffiano tiene

2k!

2kk!
= 1 ⋅ 3⋯(2k − 1)

términos. Así, un pfaffiano 4 × 4 es de la forma

Pf12.34 =m12m34 −m13m24 +m14m23.

Es común utilizar la notación ij.kl para denotar (salvo cambio de signo1.) el pfaffiano Pfij.kl.

Así las cosas, los 15 pfaffianos que generan el ideal (Pf4Mλ) se muestran a continuación
(divididos en 3 grupos):

I ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

12.34 ∶ λu − zy + tx
12.35 ∶ λv − z2 + ty
12.45 ∶ λ2B − xz + y2
12.36 ∶ λA − zv + tu

II ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

13.45 ∶ λBz − yv + zu = 12.46
14.56 ∶ xBt − yBz +Bλu = B ⋅ 12.34
23.45 ∶ tBλ − yv + uz = 12.56
23.46 ∶ tBz − yA + uv = 13.56
24.56 ∶ yBt −Bz2 +Bλv = B ⋅ 12.35
34.56 ∶ uBt − vBz +BλA = B ⋅ 12.46

1En nuestro contexto no nos interesa el signo de ningún pfaffiano, pues no afecta al generar el ideal del
anillo graduado. Veáse también §3.2.1
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III ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

12.46 ∶ λBz − xv + yu
12.56 ∶ λBt − yv + zu
13.46 ∶ Bz2 − xA + u2

13.56 ∶ Btz − yA + uv
23.56 ∶ Bt2 − zA + v2

Como se vio anteriormente, el caso λ = 0 corresponde a una sección hiperplanar del anillo
canónico de una superficie del estrato IIIb. Si λ ≠ 0, los primeros dos pfaffianos del grupo
I claramente permiten eliminar u y v en términos de x, y, z, t. Para una elección general
de coeficientes del polinomio de grado 4 B, el término t debe aparecer acompañado de
algún coeficiente no nulo, por lo que el pfaffiano 12.45 permite eliminar t también. El
anillo de la fibra general, Rt, es generado entonces por sólo 3 generadores. Finalmente en
lo referente al grupo I, el pfaffiano 12.36 define a la ecuación de grado 9 que define a la
curva plana correspondiente a la fibra general de la familia de anillos Rλ.
Como ejercicio, puede verificarse que todos los pfaffianos del grupo III están en el ideal
(I) (esto es, el ideal generado por los pfaffianos del grupo I). Por ejemplo,
λ ⋅ 12.46 = z ⋅ 12.45 − x ⋅ 12.35 + y ⋅ 12.34, lo cual implica 12.46 ∈ (I).
Finalmente, es claro que (II) está contenido en el ideal generado por I y III. Por lo
tanto, Rλ≠0 define un anillo de codimensión 1 (una curva de grado nueve en el plano
proyectivo torcido P(1,2,3), que corresponde a una superficie del estrato II).

3.6. Nuestro punto de partida
El principal obstáculo para avanzar en el problema de clasificación es la falta de ejemplos
concretos (debido a la complejidad de los cálculos involucrados) que impliquen trabajar
con anillos de codimensión mayor que 4. La experiencia ha mostrado que no es necesario
prestar mucha atención a la dimensión de la variedad que estamos considerando
(insistimos en que el lector o lectora puede verificar que el cálculo para mostrar la
existencia de la degeneración II → IIIb de superficies es el mismo que en el que
describimos en la sección anterior para curvas). Teniendo en cuenta lo anterior
propondremos una estrategia para atacar el problema de buscar la degeneración

Ia → V1.

3.6.1. Secciones hiperplanares de tipo Ia

Sea S una superficie minimal con K2
S = 6, pg = 4 y correspondiente al estrato Ia.

Consideremos una curva canónica general C ∈ ∣KS ∣. Dado que ∣KS ∣ no tiene puntos base,
por el Teorema de Bertini podemos suponer que C es no singular. Por adjunción, tenemos

KC = (2KS)∣C .

Esto implica que D =KS ∣C es un divisor semicanónico en C (es decir 2D =KC). Además
de que:

2g(C) − 2 = 2K2
S.
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Por lo tanto g(C) = 7.
Más aún, de la regularidad de S se sigue que h0(D) = h0(KS) − 1 = 3.
Finalmente, como S está en el estrato Ia, φD(C) debe ser una séxtica plana. Se sigue
entonces que R(C,D) es precisamente el anillo que calculamos en §3.5.1:

R(C,D) ≅ k[x1, x2, x3, y]/(f3, f4)

3.6.2. Secciones hiperplanares de tipo V1

Sea ahora S una superficie minimal con K2
S = 6, pg = 4 y correspondiente al estrato V1. Si

bien esta vez ∣KS ∣ tiene un par de puntos base, estos son simples, por lo que nuevamente
podemos usar el Teorema de Bertini para suponer que C es no singular. Nuevamente
tenemos:

g(C) = 7.

KS ∣C =D es un divisor semicanónico.

h0(D) = 3.

La diferencia respecto al caso anterior es que esta vez el hecho de que ∣KS ∣ tenga un par
de puntos base y la imagen canónica de S sea una superficie cuadrática implica que
∣D∣ = P1 + P2 + 2g12, donde P1, P2 son puntos base y φD ∶ C → P2 mapea a C (2 a 1) a una
cónica no singular. En particular, C es una curva hiperelíptica.
En el siguiente capítulo calcularemos R(C,D) para este caso. Mostraremos que R(C,D)
es un anillo de Gorenstein de codimensión 6.
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Capítulo 4

Anillos hiperplanares de superficies de
tipo V1

En este capítulo, C es una curva proyectiva no singular de género 7 y D es un divisor en
C tal que D = P1 + P2 +D′, donde P1, P2 son los puntos base del sistema lineal ∣D∣ que es
un g26. En particular ∣D′∣ es un g24 libre de puntos base. Más aún, ∣D′∣ = 2g12. Nuestro
propósito es calcular R(C,D).

4.1. Cubiertas dobles
En esta sección reunimos algunos resultados bien conocidos acerca de cubiertas dobles
finitas. En general, dado un esquema X, una cubierta doble finita es un X-esquema

Y
πÐ→X

tal que el OX-álgebra π∗OY es un OX-módulo localmente libre de rango 2.

Proposición 2. Supongamos que 1 + 1 ∈ OX es invertible. Sea Y
πÐ→X una cubierta doble

finita. Entonces
π∗OY ≅ OX ⊕L−1,

donde L−1 es el cokernel del mapeo estructural OX → π∗OY .

Demostración. Sean U ⊂X un abierto y y ∈ OY (π−1(U)). Multiplicar por y define un
morfismo

π∗OY (U)
yÐ→ π∗OY (U),

que, después de elegir una base para π∗OY (U), está representado por una matriz

My ∈Mat2×2(OX(U)).

Como 1 + 1 = 2 ∈ OX es invertible, tenemos un mapeo bien definido

π∗OY (U)
ψÐ→ OX(U), y ↦ 1

2
Traza(My).



24

Este mapeo da, por construcción, una escisión para la sucesión exacta

0→ OX → π∗OY → L−1 → 0.

El resultado anterior es cierto para cualquier d-cubierta finita siempre que d sea
invertible en OX . En particular es cierto para C-variedades. El caso de nuestro interés
(cubiertas dobles de curvas complejas no singulares) permite interpretaciones adicionales.
Tenemos una involución natural

ι ∶ Y Ð→ Y,

(un automorfismo de grado 2) tal que π ○ ι = π. Entonces

π∗OY ≅ OX ⊕L−1

viene de la descomposición de los eigenespacios de ι. La estructura de álgebra en
OX ⊕L−1 está dada por un mapeo de multiplicación

L−1 ⊗L−1 Ð→ OX ,

es decir, una sección del haz lineal L⊗2. Un divisor B ⊂X tal que OX(B) ≅ L⊗2 debe ser
entonces la imagen bajo π del lugar invariante de ι, esto es, el divisor de ramificación de
la cubierta. En particular, OX(B) es un cuadrado perfecto en Pic(X).

4.2. Geometría de curvas hiperelípticas
En esta sección discutimos los resultados acerca de curvas hiperelípticas que
necesitaremos para calcular el anillo semicanónico R(C,D) (para un tratamiento más
general, recomendamos [Reid D-E], §4).
Consideremos una cubierta doble π ∶ C Ð→ P1. Escribiremos B y R para denotar a los
divisores de ramas y ramificación respectivamente y ι ∶ C Ð→ C para la involución
hiperelíptica. Como h0(KC) = 7, la fórmula de Riemann-Hurwitz nos da

2 ⋅ 7 − 2 = deg(R) − 2 ⋅ 2,

es decir, π está ramificada en 16 puntos Q1, . . . ,Q16 ∈ P1 (necesariamente distintos, pues
C es no singular). Estos puntos se levantan a 16 puntos de ramificación P1, . . . , P16 ∈ C
que son precisamente los puntos Pi tales que h0(2Pi) = 2, esto es, ∣2Pi∣ = g12 (estos son los
llamados puntos de Weierstrass de la curva hiperelíptica C).

Proposición 3. 1. El divisor de ramificación de π, R ∶= ∑16
i=1Pi, satisface ∣R∣ = 8g12.

2. El sistema lineal canónico ∣KC ∣ es (g(C) − 1)g12 = 6g12.

Demostración. Una ecuación afín de C es de la forma y2 = f 16(t), donde f 16 es un
polinomio de grado 16 con igual número de raíces distintas. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que este polinomio no tiene término constante. En tal parche afín, la
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función racional t8/y tiene un divisor de ceros igual a 8 veces un punto de Weierstrass
contado dos veces y divisor de polos igual a los 16 puntos de Weierstrass juntos. De aquí
se sigue la primer parte del resultado.
Utilizando el mismo modelo plano afín, es claro que cualquier 1-forma en C puede
escribirse como p(t)dt/y, donde p(t) es un polinomio de grado a lo más 6. De aquí se
sigue la segunda parte. Más aún, una base del espacio de 1-formas está dada por
{dt/y, tdt/y, . . . , t6dt/y}. Se sigue que el mapeo canónico φKC

∶ C Ð→ P6 no es un encaje,
sino el mapeo hiperelíptico π seguido del sexto encaje de Veronese de P1 en P6.

Proposición 4. Sea P ∈ C un punto de Weierstrass. Entonces

R(C,2P ) ≅ k[t1, t2, y]/(y2 − f16(t1, t2)),

donde deg(t1) = deg(t2) = 1, deg(y) = 8 y f16 es una forma homogénea de grado 16 que
define el lugar de ramas Qj ∈ P1 = P(H0(C,2P )); 1 ≤ j ≤ 16.

Demostración. Se sigue de la Proposición 3 y de la teoría general de cubiertas dobles
(véase la Proposición 2), que la descomposición de π∗OC en las ±1−eigengavillas de ι es:

OP1 ⊕OP1(−8);

la estructura de álgebra está dada por el polinomio f16. Este define un mapeo de
multiplicación

f16 ∶ OP1(−16)Ð→ OP1 .

El cálculo se sigue inmediatamente; tenemos, para cualquier n ≥ 1:

H0(C,2nP ) ≅H0(P1,O(n))⊕H0(P1,O(n − 8)).

Por lo tanto, todos los generadores de R en grado n para 1 ≤ n ≤ 7, vienen de Sn(t1, t2),
donde {t1, t2} es una base de H0(C, g12) ≅H0(P1,O(1)) y el último generador necesario es
de grado 8: y, que está en la −1 eigengavilla de la involución y satisface
y2 = f16(t1, t2).

4.3. Pergaminos normales racionales
Toda curva hiperelíptica está contenida de forma natural en un pergamino normal
racional de dimensión 2. Este tipo de variedades aparece en prácticamente todas las
áreas de estudio en geometría algebraica y permite experimentar e ilustrar
geométricamente muchos conceptos interesantes. Es por ello que dedicaremos una breve
sección a discutirlos en términos elementales.

4.3.1. El conjunto subyacente

Sea a ∈ N. Denotamos al grupo multiplicativo k× como Gm. Definimos el pergamino Fa
como el cociente (A2 ∖ {0}) × (A2 ∖ {0}) módulo una acción de Gm ×Gm. Tomemos
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coordenadas (t1, t2;x1, x2) para (A2 ∖ {0}) × (A2 ∖ {0}) y (λ,µ) para Gm ×Gm. La acción
está definida como sigue:

(λ,1) ⋅ (t1, t2;x1, x2)↦ (λt1, λt2;x1, λ
−ax2);

(1, µ) ⋅ (t1, t2;x1, x2)↦ (t1, t2;µx1, µx2)
Observemos que la razón (t1 ∶ t2) es invariante bajo la acción de Gm ×Gm, por lo que la
proyección al primer factor define un morfismo π ∶ Fa → P1:

(A2 ∖ {0}) × (A2 ∖ {0}) Fa

(A2 ∖ {0}) P1

p1 π

Es útil almacenar la información anterior en la siguiente matriz de acción de Fa:

(

t1 t2 x1 x2

λ 1 1 0 −a
µ 0 0 1 1

)

Usaremos la notación (t1 ∶ t2;x1 ∶ x2) para referirnos a la órbita de (t1, t2;x1, x2) bajo la
acción, es decir, al punto en Fa. Por ejemplo, en F2 tenemos
(1 ∶ 2; 3 ∶ 4) = (2 ∶ 4; 3 ∶ 1) = (1 ∶ 2;−6 ∶ −8), etc.

Observación 3. Por definición F0 = P1 × P1, que es una superficie bien conocida, por lo
que en lo subsecuente supondremos que a ≥ 1.

4.3.2. Polinomios bihomogéneos

Las funciones racionales en Fa son cocientes de polinomios bihomogéneos, que son
eigenfunciones de la acción de Gm ×Gm. Por ejemplo, el espacio S1(t1, t2) de polinomios
homogéneos de grado 1 en t1, t2 y grado 0 en x1, x2 es bidimensional, con base {t1, t2} y el
radio t1 ∶ t2 define el morfismo de proyección π ∶ Fa → P1.
En general, para cualquier bigrado (d, e) con d ∈ Z, e ∈ N tenemos:

Si e = 0, entonces d ≥ 0 y el espacio de polinomios bihomogéneos de bigrado (d,0) es
k si d = 0 y Sd(t1, t2) si d ≥ 1.

Si e ≥ 1, el espacio de polinomios bihomogéneos de bigrado (d, e) es

Sd(t1, t2)xe1 ⊕ Sd+a(t1, t2)xe−11 x2 ⊕⋯⊕ Sd+ea(t1, t2)xe2

Observación 4. Puede encajarse Fa ↪ PN mediante razones de polinomios
bihomogéneos de bigrado (0, e) con e suficientemente grande. La construcción es análoga
a la del encaje de Segre Pl−1 × Pm−1 ↪ Plm−1.
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Ejemplo

El ejemplo básico es F1. La matriz de acción es:

(

t1 t2 x1 x2

λ 1 1 0 −1
µ 0 0 1 1

)

Una base para el espacio de polinomios bihomogéneos de bigrado (0,1) es:

{t1x2, t2x2, x1}.

La razón de estos monomios define un morfismo f ∶ F1 → P2;
(t1 ∶ t2;x1 ∶ x2)↦ (t1x2 ∶ t2x2 ∶ x1). Es fácil ver que esto es el blowup de (0 ∶ 0 ∶ 1) ∈ P2.

4.3.3. Grupo de Picard y Teoría de Intersección

Notemos que cualesquiera dos fibras de la proyección π ∶ Fa → P1 son linealmente
equivalentes como divisores en Fa. En efecto, cada una de estas fibras L1, L2 es el
conjunto de ceros en Fa de un par de formas lineales ℓ1, ℓ2 ∈ S1(t1, t2); como es usual,
denotaremos esto escribiendo Li = (ℓi). Claramente ℓ1/ℓ2 es una función con un cero y un
polo simples en L1 y L2 respectivamente, lo cual prueba nuestra afirmación: L1 ∼ L2.
Denotaremos con L ∈Pic(Fa) a la clase de las fibras de π.
Ahora consideremos B = (x1). Llamaremos a B la sección negativa de Fa y abusando
de la notación, usaremos el mismo símbolo para referirnos a su clase en Pic(Fa).

Proposición 5. Con la notación previa, tenemos:

Pic(Fa) ≅ ZL⊕ZB.

Demostración. Notemos primero que L y B son linealmente independientes: en efecto,
un polinomio bihomogéneo con divisor de ceros αL tiene bigrado (α,0), mientras que un
polinomio bihomogéneo con divisor de ceros βB tiene bigrado (−aβ, β), por lo cual no
puede existir una función racional en k(Fa) con divisor αL − βM a menos que α = β = 0.
Consideremos ahora una subvariedad de codimensión 1, X ⊂ Fa. X debe ser el conjunto
de ceros de un polinomio bihomogéneo en (t1, t2;x1, x2) de bigrado (d, e), digamos fd,e.
Entonces fd,e/(td+ae1 xe2) es una función racional bien definida, con divisor de ceros X y
divisor de polos (d + ae)L + eB. De aquí se sigue el resultado.

Observación 5. Con la notación anterior, tenemos:

KFa ∼ (−2 − a)L − 2B.

Calculemos ahora la teoría de intersección de Fa. Por la proposición anterior, basta
calcular L2, LB y B2:

Si (t1 ∶ t2) ≠ (t′1 ∶ t′2), es claro que {(t1 ∶ t2;x1 ∶ x2)} ∩ {(t′1 ∶ t′2;x1 ∶ x2)} = ∅. Por lo
tanto L2 = 0.
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Sean (t1 ∶ t2) ∈ P1 un punto fijo y L0 la fibra correspondiente. Es claro que
L0 ∩B = {(t1 ∶ t2; 1 ∶ 0)}. Por lo tanto LB = 1.

Por último, consideremos la curva C = (x1). Es claro que, como divisores,
C ∼ aL +B y es claro también que (x1) ∩ (x2) = ∅. Es decir B(aL +B) = 0. Por los
incisos anteriores, se sigue que: B2 = −a.

4.3.4. Construcción geométrica de nuestra curva

Consideremos el pergamino F8 y el sistema lineal ∣8L +B∣. Tenemos:

H0(F8,OF8(8L +B)) = S8(t1, t2)x2 ⊕ S0(t1, t2)x1

y por lo tanto un morfismo φ8L+B ∶ F8 → F8 ⊂ P9 dado por

(t1 ∶ t2;x1 ∶ x ∶ 2)↦ (t81x2 ∶ t71t2x2 ∶ ⋯ ∶ t82x2 ∶ x1).

De aquí es claro que F8 es isomorfo al encaje del plano proyectivo torcido P(1,1,8) en P9.
Podemos construir nuestra curva C como un divisor en F8 de manera que el sistema
lineal ∣L∣ de F8 se restrinja al g12 que hace de C una curva hiperelíptica. Necesitamos
entonces LC = 2, lo que implica que C ∼ αL + 2B para algún α ∈ N. Tenemos
KF8 ∼ −10L − 2B. Entonces, por adjunción:

KC ∼ ((α − 10)L)∣C .

Como g(C) = 7, deg(KC) = 12. Por lo tanto:

(α − 10)L(αL + 2B) = 12.

Se sigue que C ∼ 16L + 2B. En particular KC = (6L)∣C .
Obsérvese que lo discutido en esta subsección da una prueba (un tanto más geométrica)
de la segunda parte de la Proposición 3 y de la Proposición 4.

4.4. El anillo semicanónico
El resultado principal de esta sección es la obtención de una presentación del anillo
semicanónico R(C,D) en el Teorema 11. Es bien sabido (véase [ACGH], p.288) que un
divisor efectivo como el de nuestra situación: D = P1 +P2 +D′ donde los Pi son los puntos
base del sistema lineal ∣D∣ y ∣D′∣ = 2g12, está formado por puntos de Weierstrass de la
curva hiperelíptica C. Recordemos la notación R = ∑16

i=1Pi para el divisor de ramificación
de la cubierta doble π ∶ C → P1 y sean

u ∶ OC ↪ OC(P1 + P2), v ∶ OC ↪ OC (
16

∑
i=3

Pi)

las secciones constantes.
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Como cualesquiera dos puntos en P1 pueden mapearse con una proyectividad a
cualesquiera otros dos puntos, no hay pérdida de generalidad si elegimos una base {t1, t2}
para H0(P1,O(1)) ≅H0(C, 12D′) tal que la forma de grado 2 que define a los puntos
rama π(P1) y π(P2) esté dada por:

u2 = t1t2.
Es decir, estamos suponiendo que:

φD(P1) = (1 ∶ 0), φD(P2) = (0 ∶ 1)

y como todos los puntos rama deben ser distintos entre sí, la forma de grado 14 que
define al resto del lugar de ramificación, v2 = g14(t1, t2), debe tener coeficientes no nulos
en los términos t141 y t142 (para garantizar que no se anule en (1 ∶ 0) ni en (0 ∶ 1)). Luego,
en general podemos escribir:

g14 = t141 +
14

∑
i=1

ait
14−i
1 ti2,

donde a14 ≠ 0. Por supuesto, debemos requerir que g14 tenga raíces distintas. Esto sin
embargo, no jugará un papel importante cuando demos una presentación del anillo
R(C,D).
Como h0(D) = 3, requerimos de 3 generadores en grado 1. Tenemos

H0(C,D) ≅ uH0(P1,O(2)),

así que escogeremos la siguiente base:

x1 ∶= ut21, x2 ∶= ut1t2, x3 ∶= ut22.

En grado 2, tenemos 2D =KC y, por la Proposición 3, ∣KC ∣ ∼ 6g12. Por lo tanto podemos
construir una base para H0(C,2D) a partir de cualquier base de H0(P1,O(6)).
Elegiremos S6(t1, t2), pues esto tendrá la ventaja de simplificar la manera en que
escribiremos las relaciones tautológicas que satisfacen los generadores de R(C,D). Sean

w1 ∶= t61,
w2 ∶= t51t2,
w3 ∶= t41t

2
2,

w4 ∶= t31t
3
2,

w5 ∶= t21t
4
2,

w6 ∶= t1t52,
w7 ∶= t62,

Obsérvese que:

x2
1 = t51t2 x1x2 = t41t22 x2

2 = t31t32
x1x3 = t31t32 x2x3 = t21t42

x2
3 = t1t52
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Por lo tanto, basta elegir como nuevos generadores en grado 2: y1 = t61, y2 = t62. Por lo
tanto:

w1 = y1,
w2 = x2

1,
w3 = x1x2,

w4 = x1x3 = x2
2, (esta es la ecuación de la cónica C = φD(C))

w5 = x2x3,
w6 = x2

3,
w7 = y2.

Ahora elijamos generadores para H0(C,3D). Consideremos el divisor D̃ ∶= ∑16
i=3Pi − 2D′.

Tenemos O(D) ≅ O(D̃), pues ambos divisores están formados por la misma cantidad de
puntos de Weierstrass. Más aún, utilizando la notación de la Proposición 4, tenemos que
el producto por la función racional y/t81 induce un isomorfismo:

OC(D) ≅ OC(D′).

Ahora, π∗OC(D) tiene una (Z/2Z)-acción unívocamente determinada por la
compatibilidad con la inclusión OC ↪ OC(P1 +⋯+P16). Es claro que la +1-eigengavilla es
isomorfa a OP1(2)u y que y/t81 está en el −1-eigenespacio (y por lo tanto multiplicar por
ella intercambia las ±-eigengavillas). De aquí se sigue que:

π∗(OC(D)) ≅ uOP1(2)⊕ vOP1(−4).

Tensando con OP1(6) ≅ π∗(OC(KC)) y tomando cohomología, tenemos:

H0(C,OC(3D)) ≅ uS8(t1, t2)⊕ vS2(t1, t2). (4.1)

Ya tenemos generadores para el primer sumando directo de (4.1). Por lo tanto sólo
requerimos 3 nuevos generadores en grado 3 para obtener una base de H0(C,3D). Los
elegiremos de la siguiente manera:

z1 ∶= vt21, z2 ∶= vt1t2, z3 ∶= vt22.

Es claro que tenemos las siguientes relaciones tautológicas (que podemos interpretar
diciendo que la razón (t1 ∶ t2) se preserva):

2

⋀( x1 x2 y1 x2
1 x1x2 x1x3 x2x3 x2

3 z1 z2
x2 x3 x2

1 x1x2 x1x3 x2x3 x2
3 y2 z2 z3

)

sin embargo, es fácil ver que el ideal generado por estos (102 ) = 45 menores es exactamente
igual al generado por los siguientes (62) = 15 menores:

2

⋀( x1 x2 y1 x2
3 z1 z2

x2 x3 x2
1 y2 z2 z3

) .

Es fácil también verificar que S4(x1, x2, x3)⊕ S2(y1, y2)⊕ S1(x1, x2, x3)⊗ S1(z1, z2, z3)
basta para generar a H0(C,4D). Luego, utilizando el mismo argumento que aplicamos en
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§3.5.1 concluimos que no se requieren generadores extra. En particular, R(C,D) es
Gorenstein de codimensión 6.
Podemos hacer un rendering de la ecuación:

v2 = t141 +
14

∑
i=1

ait
14−i
1 ti2

para obtener el siguiente generador del ideal de relaciones de R(C,D):

−z21 + y21 (y1 +
6

∑
i=1

aiwi+1) + x4
2 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + x2
2x

2
3(a13w6 + a14w7).

Finalmente, podemos rodar factores respecto a la matriz de relaciones tautológicas para
obtener las últimas 4 relaciones:

−z1z2 + y1x2
1 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x3
2x3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + x2x
3
3(a13w6 + a14w7),

−z22 + x4
1 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x2
2x

2
3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + x4
3(a13w6 + a14w7),

−z2z3 + x3
1x2 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x2x
3
3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + y2x2
3(a13w6 + a14w7),

−z23 + x2
1x

2
2 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x4
3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + y22(a13w6 + a14w7).

Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema:

Teorema 11. Sea C una curva no singular de género 7 que admite un sistema lineal ∣D∣
con dos puntos base distintos, P1, P2 y tal que:

1. ∣D∣ = P1 + P2 + P3 + 2g12.

2. 2D =KC.

Entonces el anillo semicanónico R ∶= R(C,D) =⊕
n≥0

H0(C,nD) admite una presentación

de factores rodantes. Tenemos:

R(C,D) ≅ k[x1, x2, x3, y1, y2, z1, z2, z3]/I,

con generadores de grados 1,1,1,2,2,3,3,3 respectivamente, y el ideal I está generado
minimalmente por:

Los 15 menores de 2 × 2 de la matriz A, donde

A = ( x1 x2 y1 x2
3 z1 z2

x2 x3 x2
1 y2 z2 z3

) .
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Las siguientes 5 relaciones de factores rodantes respecto a A:

−z21 + y21 (y1 +
6

∑
i=1

aiwi+1) + x4
2 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + x2
2x

2
3(a13w6 + a14w7).

−z1z2 + y1x2
1 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x3
2x3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + x2x
3
3(a13w6 + a14w7),

−z22 + x4
1 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x2
2x

2
3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + x4
3(a13w6 + a14w7),

−z2z3 + x3
1x2 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x2x
3
3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + y2x2
3(a13w6 + a14w7),

−z23 + x2
1x

2
2 (y1 +

6

∑
i=1

aiwi+1) + x4
3 (

6

∑
j=1

aj+6wi+1) + y22(a13w6 + a14w7);

donde:
w1 = y1,
w2 = x2

1,
w3 = x1x2,
w4 = x1x3 = x2

2,
w5 = x2x3,
w6 = x2

3,
w7 = y2;

sujetas a las condiciones:

1. a14 ≠ 0.

2. El polinomio 1 +∑14
i=1 ait

i tiene 14 raíces distintas.

Y recíprocamente, cualquier curva de la forma Proj R(C,D) para un anillo como el
descrito anteriormente, es una curva con las condiciones establecidas en este teorema.

4.5. Comentarios finales y trabajo a futuro
Sea O = k[x1, x,x3, y1, y2, z1, z2, z3]. Actualmente sabemos que R(C,D) = O/I tiene una
resolución libre minimal de la forma:

R ← O ← O20 ← O64 ← O90 ← O64 ← O20 ← O ← 0.

Pensamos que los números de Betti de esta resolución son tan ubicuos en codimensión 6
como (1,5,5,1) y (1,9,16,9,1) lo son en codimensión 3 y 4 respectivamente.
Se conocen además un par de ejemplos de familias planas de anillos de Gorenstein de
codimensión 6 que admiten pequeñas deformaciones a anillos de codimensión menor. Es
probable que a partir de dichos ejemplos podamos construir una variedad molde que
permita resolver nuestro problema. La degeneración II → IIIb, al igual que muchas otras



33

degeneraciones a anillos de Gorenstein en codimensión 4, han sido obtenidas utilizando
como variedad molde el encaje de Segre de P2 × P2 como una sección lineal (no genérica)
de la grassmanniana Grass(2,6).
Conjeturamos que la degeneración Ia → V1 en efecto, ocurre. Por supuesto hace falta
imponer ciertas condiciones sobre los coeficientes que definen el anillo R(C,D); por
razones de dimensión, una superficie general del estrato V1 no puede deformarse a una
del estrato Ia.
Es posible tomar una cantidad relativamente pequeña de coeficientes no nulos en el
polinomio

1 +
14

∑
i=1

ait
i

del Teorema 11 para garantizar que existen 14 raíces no nulas. Consideremos el siguiente
ejemplo concreto:

R = k[x1, x2, x3, y1, y2, z1, z2, z3]/I,
con wt(x1, x2, x3, y1.y2, z1, z2, z3) = (1,1,1,2,2,3,3,3) e I generado por

2

⋀( x1 x2 y1 x2
3 z1 z2

x2 x3 x2
1 y2 z2 z3

)

más las 5 relaciones de factor rodante:

z21 − y31 − x1x2y
2
2,

z1z2 − y21x2
1 − x2

2y
2
2,

z22 − y1x4
1 − x2x3y

2
2,

z2z3 − x6
1 − x2

3y
2
2,

z23 − x5
1x2 + −y32.

El siguiente código de Magma (véase [BCP-Magma]) comprueba que R satisface las
condiciones del Teorema 11:
RRgr<x1,x2,x3,y1,y2,z1,z2,z3> :=
PolynomialRing(Rationals(),[1,1,1,2,2,3,3,3]);
A:= Matrix(RRgr,2,6, [x1,x2,y1,x3ˆ2,z1,z2,x2,x3,x1ˆ2,y2,z2,z3]);
A0:= Minors(A,2);
I0:=Ideal(A0);
I1:=Ideal([
y1ˆ3+x1*x2*y2ˆ2-z1ˆ2,
y1ˆ2*x1ˆ2+x2ˆ2*y2ˆ2-z1*z2,
y1*x1ˆ4+x2*x3*y2ˆ2-z2ˆ2,
x1ˆ6+x3ˆ2*y2ˆ2-z2*z3,
x1ˆ5*x2+y2ˆ3-z3ˆ2
]);
I:=I1+I0;
X:=Scheme(Proj(RRgr), I);
Dimension(X);
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IsReduced(X);
IsIrreducible(X);
C:=Curve(X);
Genus(C);
R tiene la ventaja de que todas sus relaciones son binomios o trinomios. Es posible que
exista un formato pfaffiano para presentar este tipo de anillo. Más aún, podemos
deformar algunas de las relaciones binomiales de R utilizando un parámetro afín
t ∈∆ ⊂ k, donde ∆ es un disco alrededor de 0, como sigue:

−x2
2 + x1x3 + ty2,

−x3
3 + x2y2 + tz3,

−x2x
2
3 + x1y2 + tz1,

x2
1x2 − x3y1 + tz2,
x3
1 − x2y1 + tx3

2,

−x2
1x

2
3 + y1y2 + t(y21 + x4

3).

El lector o lectora puede verificar que, cuando t es invertible, las relaciones anteriores
eliminan a las variables y2, z1, z2, z3 y deforman a las relaciones x3

1 − x2y1, −x2
1x

2
3 + y1y2 ∈ I

a un par de formas homogéneas de grados 3 y 4 respectivamente que definen un ideal de
intersección completa correspondiente a una curva canónica de una superficie del estrato
Ia. Es muy probable que el formato pfaffiano al que hicimos referencia exista, y permita
deformar fácilmente las otras 14 relaciones de I.

4.5.1. ¿Qué pasa con el resto de estratos?

Hemos emprendido el cálculo del anillo semicanónico correspondiente al estrato V1 por su
relación con el principal problema abierto en el caso K2

S = 6, pg = 4, pero como
mencionamos anteriormente, incluso considerando la flecha que conjeturamos (marcada
con rojo en la siguiente figura), no se sabe si existen flechas de degeneración adicionales a
las que mostramos enseguida:

39 IIIa

38 IVa1 Ia V1 IIIb II

37 IVa2 IVb1 V2

36 IVb2 Ib

Es por ello que sugerimos emprender el estudio del resto de estratos utilizando las
técnicas del Programa de Anillos Graduados.
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4.5.2. Extensiones

De comprobarse nuestras conjeturas, no sólo la extensión al caso de superficies sería
prácticamente automática, sino que podríamos construir también familias planas de
3-variedades de Calabi-Yau (por adjunción, dichas 3-variedades están polarizadas por un
divisor amplio dado por las superficies regulares de tipo general que estamos
considerando). Proponemos por supuesto, estudiar dichas extensiones en el corto plazo;
buena parte del interés de Juan Garza y Miles Reid por el estudio de superficies
canónicas regulares, es precisamente motivado por el estudio de 3-variedades de
Calabi-Yau. La célebre conjetura de Reid acerca de la existencia de una infinidad de
familias de deformación de 3-variedades complejas de Calabi-Yau se debe a su
experiencia construyendo superficies regulares de tipo general.
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