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Resumen

En esta tesis se exponen los avances en la clasificacion de superficies de tipo general
con K? =6y p, = 4. Posteriormente se explica el enfoque de secciones hiperplanares y
anillos graduados para el estudio de las mismas; este enfoque ha permitido probar el que
hasta el momento es el dltimo resultado obtenido en la clasificacion antes mencionada.
Por ultimo, se propone una linea de trabajo en este sentido (secciones hiperplanares y
anillos graduados) para abordar el principal problema pendiente en la clasificacion. Aqui
una breve descripcion de cada capitulo:

= Presentacion. Se introducen la notaciéon y el tipo de problemas que abordamos en
la tesis. Se citan ademaés los resultados que se utilizaran con mayor frecuencia.

» Superficies con K2 <6 y p, = 4. Se hace un resumen de los avances actuales en
la clasificacion de superficies candnicas con género geométrico 4 y volumen canénico
menor o igual a 6. Dichas superficies son necesariamente regulares. Se presenta el
principal problema abierto en el caso K? = 6: jEs conexo o no el espacio moduli
correspondiente, Mg 47

» El Programa de Anillos Graduados. Se exponen las generalidades del programa
de Reid para el estudio de la geometria birracional de variedades via algebra con-
mutativa. Se hace énfasis en los casos relevantes al problema principal concerniente
a superficies con K2 =6y p, = 4.

= Anillos hiperplanares de superficies de tipo V;. Se calcula el anillo de seccion
hiperplanar de una superficie S minimal de tipo general con K2 =6y p, = 4 y tal
que |Kg| tiene dos puntos base simples y define una cubierta doble de S a un cono
en P3. Se conjetura que dichas superficies son degeneraciones de superficies que se
obtienen como intersecciones completas de bigrado (3,4) en el espacio proyectivo
torcido P(1,1,1,1,2). En particular, conjeturamos que el espacio moduli Mg, es
CONexo.

Para la lectura de este trabajo, suponemos de parte del lector o lectora haber cubierto
el material estandar de un curso basico de Geometria Algebraica y un curso de Curvas y
Superficies Algebraicas.



Capitulo 1

Presentacion

Todas las superficies consideradas en este trabajo seran proyectivas y sobre C. La
clasificacion de Enriques y Kodaira divide a dichas superficies en cuatro clases segin su
dimension de Kodaira k = —00,0, 1,2. Las superficies correspondientes a las primeras tres
clases son bastante bien entendidas actualmente, mientras que para las superficies de
tipo general correspondientes a la cuarta clase (k = 2) atn existe una enorme cantidad de
preguntas abiertas. En la siguiente secciéon introducimos algunos simbolos y convenciones
que nos permitiran abordar una de estas preguntas.

1.1. Notacién y convenciones

El campo base sera siempre el campo de los nimeros complejos C, que casi siempre
denotaremos simplemente como k.

Una variedad es un esquema entero, separado y de tipo finito sobre k. Una curva es
una variedad de dimension 1, una superficie es una variedad de dimensiéon 2, etc.

Escribiremos P* y A" para denotar a los espacios proyectivo y afin n—dimensionales so-
bre k. Mas adelante veremos que es mas conveniente considerar encajes en espacios proyec-
tivos con pesos (también llamados en algunas fuentes torcidos); la notacion Pm(wi ... wk),
donde }>%_;4; = n + 1 representa al espacio proyectivo con pesos (e.p.p.) dado por el Proj
del anillo k[xq,...,x,], con la graduaciéon inducida por la k*—accién en k"1~ {0} dada
por

A(ag, - an) = (A ag, ..., A @y, A g1y - A

Sean X una variedad no singular, Y ¢ X una hipersuperficie no singular, D, Dy, D,
divisores en X y denotemos con Ox(+) a la correspondiente gavilla invertible. Se utilizara
la siguiente notacion:

= D ~ Dy para equivalencia lineal de divisores.

s H%(ny D1 +nyDy) donde ny, ny € Z, para escribir de forma abreviada:

HO(X, OX(D1)®n1 ® OX(D2)®TL2)’



siempre que X esté clara por el contexto.
» Dl|y o simplemente Dy para la restriccion del divisor D a Y.
= Si X =5 es una superficie, D1 Dy denota el niimero de interseccion.
» Si X =C es una curva, deg(D) denota el grado del divisor D.
» hi(D) es la dimension de H(X,Ox (D)) como k—espacio vectorial.
» x(D) es la caracteristica de Euler de la gavilla Ox (D), es decir, Y1 o(-1)'hi (D).
» |D| es el sistema lineal en el que se mueve el divisor D.

» (D) o simplemente r si D esta claro por el contexto, es la dimension geométrica de
|D|, es decir, h°(D) - 1.

. ©D
= ¢p es el mapeo racional X ---» P en caso de que r > 1.

= g}, es un sistema lineal de grado d y dimension geométrica r en una curva.
s Ky es un divisor candénico de X.

= Si X =S es una superficie, escribiremos p, = p,(S) = h%(Kg) para denotar su género
geométrico y ¢ = q(5) = h'(Ks) para su irregularidad. Si X = C es una curva,
usualmente g = g(C') = h°(K¢) denotara su género. Por dualidad de Serre podemos
definir de forma equivalente p, = h?(Og), ¢ = h*(Og) y de manera similar para el
caso de curvas.

» El simbolo S%(zy,...,x,) denota a la a-ésima potencia tensorial simétrica en las
variables ;.

Definicién 1. Una superficie no singular S es minimal (también la llamaremos modelo
minimal) si no contiene curvas E c S tales que E 2 P! y E? = -1 (estas curvas son
llamadas curvas excepcionales de primera clase, o bien (-1)-curvas).

Toda superficie puede obtenerse a partir de un modelo minimal .S, después de una canti-
dad finita de blowups de puntos no singulares. Més atin, dicho modelo es tnico si £(.S) > 0.

En adelante, cuando nos refiramos a una superficie de tipo general X, supondremos
que se trata de su modelo minimal. En tal caso, el volumen canénico K% es un invariante
birracional, al igual que su género proyectivo p, = h®(Ox(Kx)) = h?(Ox) y su irregularidad
q = h'(Ox). Estos invariantes determinan a los otros invariantes clasicos, por ejemplo, la
caracteristica de Euler de la gavilla estructural: x = 1-¢+p, o la caracteristica topologica
de Euler: e(X) =12y - K%.



1.2. Resultados basicos

Aqui recopilamos los resultados que se usaran mas adelante con frecuencia. Cuando se
trata de resultados estidndar, se omite dar referencias especificas para sus pruebas.

Teorema 1. (Riemann-Roch para curvas) Sea C una curva proyectiva no singular y D
un divisor sobre ella. Entonces

x(D) =1-g+deg(D).

Observacion 1. Utilizando dualidad de Serre, la igualdad del teorema anterior puede
escribirse como sigue:

(D) -h’ (Ko - D) =1-g+deg(D).

Teorema 2. (Formula de adjuncion) Sea X c Y una hipersuperficie no singular de una
variedad no singular. Entonces:

KX = (Ky+X)|X.
Corolario 2.1. Si C c S es una curva no singular en una superficie no singular, entonces
2g—2 = (Ks-FC)C

Teorema 3. (Riemann-Roch para superficies) Para un divisor D en una superficie X :

X(Ox(D)) = X(0x) + 5D(D - Kx)

Escribiremos simplemente R-R para referirnos al Teorema de Riemann Roch, siendo
claro por el contexto si nos referimos a curvas o superficies.

Teorema 4. (de desvanecimiento de Kawamata—Viehweg) Para un haz lineal grande y
nef (en particular para un haz amplio) L en una variedad compleja proyectiva X. con haz

canonico K:
H(X,Le® K)=0

para 1 > 0.

Corolario 4.1. Sean S una superficie reqular de tipo general y P,(S) su n-ésimo plu-
rigénero, es decir, P,(S) =h°(nKg). Entonces:

1 sin=0
P.(S) =1 pg sin=1
1+pg+(;)K§ sin>2

Teorema 5. (Desigualdad de Debarre) Una superficie minimal compleja irreqular satisface
la desigualdad K% > 2p,.

Demostracion. Véase [Debarre 82|, Théoréme 6.1. O



Corolario 5.1. Una superficie minimal compleja X con K3 =6 y p, =4 es reqular.

Teorema 6. (El truco del haz libre de Castelnuovo) Sean D, D' divisores en una curva
X. Sean x1, x5 € H°(D) secciones linealmente independientes y supongamos que el sistema
lineal que generan, V', no tiene puntos base. Entonces el kernel del mapeo

Ve H(X,D') > H(X,D+D")

es isomorfo a H°(X, D' - D).

1.3. Problemas de méduli

En su célebre articulo [Bombieri|, Bombieri prob6 que toda superficie minimal de tipo
general S con invariantes K2, py, ¢ fijos es birracional a una superficie normal X c PF5(5)-1,
Tal superficie X estd univocamente determinada y es llamada el modelo canénico de S.
Geométricamente, X se obtiene contrayendo a puntos a todas las (-2)-curvas de S (esto
es, todas las curvas E c S tales que F =Pl y E? = -2).

En el contexto de modelos canénicos, tenemos el siguiente resultado de David Gieseker
(para una prueba, véase |Gieseker]):

Teorema 7. FExiste un esquema moduli casi proyectivo y grueso para modelos canonicos
de superficies de tipo general con volumen candnico y caracteristica topoldgica de FEuler

fijos.

En particular, existe un subesquema que suele denotarse como M g que parame-
, K3g.pg,q
triza las superficies minimales de tipo general con los invariantes numéricos indicados. Por
el teorema anterior, M2 , . es un esquema casi proyectivo, en particular, tiene una can-
S qu
tidad finita de componentes irreducibles.

Actualmente, se considera como meta final en la clasificacion de superficies de tipo
general el describir completamente a M K2.py.q PAIa UNA eleccion plausible de invariantes.
En este sentido, la clasificacion dista mucho de estar completa.

Definicion 2. La tripleta de invariantes birracionales de un modelo minimal S, (K2, py,q)
es llamada tipo numérico de S.

Si los modelos minimales que estamos estudiando son regulares, omitiremos ¢ = 0 al
referirnos al espacio moduli. En el caso que nos interesa, por ejemplo, escribiremos Mg 4
en lugar de Mg 4.

Como se discutira en el siguiente capitulo, el principal problema abierto acerca de Mg 4
consiste en determinar si tiene dos o una tnica componente conexa.



Capitulo 2

Superficies con K2<6y pg=4

En su libro [Enriques|, Enriques aborda el problema de construir superficies cuyo ma-
peo canonico @, : S — PPs~! es birracional. En particular dedica un gran esfuerzo al
caso en que p, = 4. Aqui es importante senialar que, por la desiguladad de Max Noether
(K2 > 2p, —4), tenemos Kz > 4. También, por la desigualdad de Debarre, tenemos ¢ = 0
incluso para K2 ="7.

A partir de este trabajo y hasta la actualidad, muchos autores han buscado no soélo
construir las superficies consideradas por Enriques con voliimenes canoénicos tan grandes
como sea posible, sino completar su clasificaciéon y mas atin, describir con detalle M K2.pg.q-

2.1. Los casos K2=4y K?2=5

Enriques comenz6 a estudiar estos casos (véase |Enriques|, § 2, Capitulo VIII, pp.268-
271), pero My, y M; 4 fueron entendidos en los anos 70s. A continuacién recopilamos los
resultados relevantes.

2.1.1. K?=4

En este caso, el mapeo canénico pr, - X c P3 es un morfismo de grado dos y X es
una superficie cuadratica irreducible, es decir, una cuadratica no singular o bien un cono
cuadratico. Denotemos con los simbolos I y 1 respectivamente, cada uno de estos casos.
Es sabido que I es el caso general y ¢ es una cubierta doble ramificada sobre una curva C
que es una interseccién completa de X con una superficie séxtica.

El resultado principal, debido a Eiji Horikawa (véase [Horikawa 76]), es el siguiente:

Teorema 8. My, es irreducible, uniracional y de dimension 42. Su lugar singular es
wrreducible, de codimension 1 y corresponde exactamente a las superficies cuya imagen
canonica es un cono cuadrdtico.



En correspondencia con los casos I y I, tenemos una estratificaciéon de My 4 como una
union de dos estratos localmente cerrados, ambos irreducibles, que también denotaremos
con [ y II. Las dimensiones de estos estratos son 42 y 41, respectivamente. Es comiin
dibujar diagramas resumiendo esta y otra informacién acerca de los espacios de moduli.
Para ello introducimos la siguiente notacion:

Sean A y B dos estratos localmente cerrados e irreducibles de un espacio moduli
M K2.pg.q- Una flecha. A — B significa que existe un morfismo plano f : X - A tal que
f~1(po) es una variedad de tipo B y f~'(p) es una variedad de tipo A para p # py. Casi
siempre A c k es un pequeno disco alrededor de 0 y py = 0. En otras palabras, la flecha
A — B significa que la cerradura del estrato A intersecta al estrato B. También se dice
que las variedades de tipo B son una degeneraciéon de las de tipo A o bien que
las variedades de tipo A son pequenas deformaciones de las de tipo B.

Con la notacion anterior, el dibujo de My 4 es el siguiente:

42 1
|
41 I7

Los ntimeros de la izquierda corresponden a la dimensién de cada estrato irreducible.

2.1.2. K?=5

Este caso es ligeramente méas complicado que el anterior, sin embargo es el ultimo en
el que se tiene una clasificacion completa (completada en el articulo [Reid D-E| de Miles
Reid).

El espacio moéduli M 4 esta vez tiene tres estratos descritos a continuacion:

= [ correspondiente a superficies S tales que pg, : S - X c P3 es birracional y X es
una quintica.

= /], correspondiente a superficies S tales que g : S - X c P? es un mapeo racional
2 aly X es una cuadratica no singular.

» [], correspondiente a superficies S tales que ¢k : S = X c P? es un mapeo racional
2 a1y X esun cono cuadratico.

Se tiene ademés el siguiente teorema:

Teorema 9. M5, tiene dos componentes irreducibles, ambos uniracionales de dimension
40, que se intersectan en una subvariedad de codimension 1.

Y el siguiente dibujo para Mj 4:



40

1 11,
11,

2.2. Superficies con K? =6

39

En este caso existen varios problemas abiertos, sin embargo se tiene una estratificacion
de Mg4 en 11 estratos, obtenida por Horikawa en su articulo [Horikawa 78|. Para més
detalles sobre las descripciones de cada estrato sugerimos revisar el articulo mencionado,
nosotros solamente enunciaremos propiedades que caracterizan univocamente a los estratos
que consideraremos en esta tesis:

= [, este estrato estd formado por superficies cuyo sistema canénico no tiene puntos
base y cuyo mapeo candnico pg, tiene grado 1.

» /] lo mismo que en el primer estrato pero con ¢g, de grado 3.

» []], estas superficies S tienen mapeo candnico de grado 2, no admiten un haz de
género 2 (esto es, no existen morfismos suprayectivos f : S - A donde A c k es
un disco alrededor de 0, con fibras conexas cuya fibra genérica f~!(p), p # 0, es una
curva no singular de género 2). Ademas, |Kg| tiene dos puntos base no singulares y
la imagen canonica @g(s) € P? es una cuadratica no singular.

» []1, lo mismo que en el estrato anterior, pero con |Kg| con un solo punto base singular
Y YKg(s) € P2 un cono cuadratico.

= V] estas superficies admiten un haz de género 2, su imagen candnica es un cono
cuadrético y |Kg| tiene dos puntos base no singulares.

» V5 lo mismo que en el estrato anterior, pero |Kg| tiene un solo punto base singular.

Se sabe ademas que Mg 4 tiene 4 componentes irreducibles uniracionales cuyas dimen-
siones (junto con la informaciéon conocida hasta la fecha sobre las posibles deformaciones)
se muestra en el siguiente diagrama:

39 1711,
38 1V, 1, i I, «—— 11

/ l / l / (2.1)
37 v, v, Vs

|

36 IV, I



2.2.1. Problemas abiertos

No se sabe si en el diagrama (4.5.1) aparecen todas las posibles flechas de deformacion.
Tampoco se conocen construcciones explicitas para las superficies en cada uno de los
estratos (por ejemplo, presentaciones de sus anillos canoénicos). Finalmente, no se sabe
si Mg tiene una o dos componentes conexas; se conjetura que existe la degeneracion
correspondiente a la flecha I, — Vi, lo cual implicaria que hay s6lo una componente.



Capitulo 3

El Programa de Anillos Graduados

Este capitulo explica las ideas con las que abordamos los problemas abiertos planteados
en la seccion §2.2.1.

3.1. Introducciéon

En general, muchos problemas sobre la existencia y clasificacion de variedades alge-
braicas pueden estudiarse mediante encajes en espacios proyectivos, preferiblemente si
dichos encajes estan definidos en términos de un haz lineal amplio determinado de forma
intrinseca. El Programa de Anillos Graduados estudia anillos de la forma

R(X,L) = H(X,L®"),

n>0

donde X es una variedad propuesta de antemano y L es un haz lineal amplio sobre ella.
Bajo condiciones bastante permisivas (sobre el tipo de singularidades de X y ciertas re-
laciones entre L y Kx) el anillo R(X, L) es de Gorenstein, lo cual hace posible utilizar
poderosas herramientas teéricas y computacionales de algebra conmutativa. Por el lado de
la geometria, muchos resultados clasicos de Enriques, Fano, del Pezzo, entre otros, suelen
servir de guia e inspiraciéon para el estudio de los anillos graduados que proponemos.

La escuela europea de geometria algebraica ha trabajado intensamente con el enfoque
anterior en tiempos recientes, obteniendo numerosos resultados importantes en la cons-
truccion y clasificacion de curvas, superficies y 3-variedades en el marco de la Teoria de
Mori. En particular, el altimo avance en el problema de clasificacion de superficies de tipo
general con K? = 6 y p, = 4, obtenido por Ingrid Bauer, Fabrizio Catanese y Roberto
Pignatelli en |[BCP], fue gracias al programa de anillos graduados.

3.2. Anillos de Gorenstein

Haremos las siguientes convenciones sobre los anillos R con los que trabajaremos en
esta tesis:
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1. Seran N—graduados, es decir, R = @ R,,.

n>0
2. La base del anillo sera k, es decir, Ry = C.
3. No requeriremos que R sea generado sobre k por R;. Geométricamente, esto implica
que en general nuestras variedades estaran encajadas en un espacio proyectivo con

pesos, algebraicamente esto implica que la codimension (y por lo tanto el nimero de
ecuaciones que definen la variedad) ser4 mas pequeno.

Para nuestros propositos, podemos tomar la siguiente como definicion de anillo de
Gorenstein:

Sea I c O un ideal graduado en un anillo graduado regular. Sea R = O/I. Consideremos
una resoluciéon libre minimal de O-modulos:

R+ Ry« R« <« R._1«< R.«<0 (3.1)

Entonces R es un anillo de Cohen-Macaulay si ¢ = codimp/. Si R es Cohen-Macaulay
y R. 2 O(-¢) para algtn ¢ € Z, entonces R es un anillo de Gorenstein.

Observacion 2. St R es Gorenstein, por dualidad de Serre tenemos un emparejamiento
en la resolucion (3.1): RY ,(-0) = R;.

En nuestro contexto, R es de la forma R(X,L) con X una variedad proyectiva y
L un divisor de Cartier amplio. En estas circunstancias el siguiente resultado nos da una
caracterizacion sencilla para ser de Cohen-Macaulay y de Gorenstein que puede ser tomada
como definicion alternativa (para una prueba, véase [Hartshorne DT, Proposicion 8.6).

Proposicién 1. Consideremos el anillo graduado R(X,L) =@ H°(X,nL), con X varie-

n>0
dad proyectiva y L un divisor de Cartier amplio. Entonces:

1. R es Cohen-Macaulay si y solo si :
a) h'(X,nL) =0 para todo n y todo i con 0<i<dimX,
b) h9(X,nL) =0 para todo n <0,
c) hAimX (X nL) =0 para n > 0.
2. R es Gorenstein si y solo si es Cohen-Macaulay y Kx = (L para algin { € Z.

Dada la regularidad de las superficies que nos interesan y por el Teorema de desvane-
cimiento de Kawamata, se tiene lo siguiente:

Corolario 9.1. Sea S una superficie minimal de tipo general con K2 =6 y p, = 4. Entonces
el anillo canonico R(S,Kg) es un anillo de Gorenstein.
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3.2.1. Teoremas estructurales

Existen teoremas generales de estructura para anillos de Gorenstein en codimensiones
2, 3y 4 (debidos a Serre, a Buchsbaum y Eisenbud y a Miles Reid, respectivamente) que
mencionamos brevemente a continuacion:

= En codimension 2, Serre prob6 que todo anillo de Gorenstein es una interseccion
completa (véase [Serre]).

= En codimension 3 el teorema estructural de Buchsbaum y Eisenbud que puede con-
sultarse en [Buchsbaum-Eisenbud| establece que R = O/ es un anillo de Gorenstein
de codimension 3 si y solo si tiene una resoluciéon libre minimal de la forma:

Re O« @1 & om0 ), (3.2)

con ¢ dada por una matriz antisimétrica de (2m +1) x (2m + 1) cuyos pfaffianos de
2m x 2m generan a I. En la inmensa mayoria de casos encontrados hasta la fecha
resulta que m = 2. En este punto es conveniente introducir cierta notaciéon para pfaf-
fianos de 4 x 4 y matrices antisimétricas:

Siempre omitiremos la diagonal de ceros y el bloque triangular inferior de una matriz
antisimétrica, asi que, por ejemplo, una matriz antisimétrica de 5 x 5 entradas se
escribiréd como sigue:

a2 13 Q14 Qis

¢ = Q23 Q24 25 (3.3)

a34 Agzs

Y escribiremos Pf;(¢) para denotar al pfaffiano de la submatriz de 4x4 obtenida luego
de omitir el i-ésimo rengléon y columna de ¢. Entonces, el resultado de Buchsbaum
y Eisenbud dice que, para el caso m = 2, los generadores del ideal I (mddulo signos
+) son los siguientes:

¢) = (23045 — Q240435 + A25034,
}) = (13045 — Q14035 + A15034,
¢) = Q12045 — A14Q25 + A15024, (3-4)
}) = G12G35 — A13095 + A15023,
}) = a12a34 — 13024 + A14G23.

e
&°
NN AN AN A

Pf;

Maés en general, si tomamos una matriz antisimétrica M de m x m entradas M, q,
denotaremos simplemente con j.k¢, donde i < j < k < £, al pfaffiano de la matriz de
4 x 4 obtenida seleccionando los 4 renglones y las correspondientes columnas segiin
la eleccion de indices indicada. Precisamente:

Z]k?f = Miijg - Miijg + MiﬁMjk~ (35)
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» El teorema de estructura en codimension 4 de Reid, probado en [Reid 4], §2.5, es un
resultado analogo al de Buchsbaum y Eisenbud, sin embargo, tal cual esta enuncia-
do, (en términos de ciertas variedades molde llamadas variedades Spin-Hom), esté
todavia lejos de ser aplicable en situaciones practicas.

Para codimensiones superiores (e incluso para codimension 4), uno depende basicamen-
te de su entendimiento del caso particular que esté estudiando para poder dar una pre-
sentacion del anillo. Como veremos méas adelante, esto ha impuesto una dificultad natural
para poder abordar exitosamente los problemas pendientes en clasificacion de superficies
y variedades de dimension superior.

3.2.2. Factores rodantes

El anillo principal que calcularemos en esta tesis, admite una presentacion que diremos
que esta en formato de factores rodantes. Incluimos aqui algunas definiciones como
referencia y para conveniencia de la lectora o lector.

Sea I un ideal en un anillo polinomial O. Supongamos que existe una matriz A €

Matgm(O),
A= fll f12 fln
f21 f22 f2n

tal que sus (g) menores de dos por dos estan en /. Decimos que un elemento T(n)e1 € 1
puede rodar respecto a A si estda en el ideal generado por los elementos de su primer
renglon. Luego, Ty €8 de la forma

()1 = Zaifli para algtun a; € O.
i=1

Llamamos a .
T(m)42 = Zaifzi
i=1

un rodamiento de T(r)+1 Tespecto a A. Si T(my+2 € Iy puede ser rodado nuevamente res-
pecto a A, diremos que Ty puede rodarse dos veces, etc. Finalmente, si I es finitamente
generado y el resto de sus generadores T(m)s2s - T (7)em SON rodamientos sucesivos de T(m)+1
respecto a A, decimos que O/I esta en formato de factores rodantes.

3.3. Series de Hilbert

Para los anillos graduados que consideraremos, R = @,,5 R,, tenemos que R, es un
k-espacio vectorial de dimensién finita para n > 1 (y en particular Ry = k). Escribamos:

P.(R)=dimy R, y Pa(t)=Y P.(R)"

n>0
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La serie de potencias Pg(t) se llama serie de Hilbert de R. Bajo nuestros supuestos,
esta serie es una funcion racional de t; es decir, si

Rz k[xg,...,2,]/[Ir con wt(z;)=aq;

entonces []-,(1 - t%)Pg(t) es un polinomio en ¢, llamado el numerador de Hilbert de
R. Este numerador contiene informacion y pistas sobre el algebra homoldgica de R.

Ejemplos basicos

» Si R =Ek[xy,...,x,] donde cada x; tiene peso wt(z;) = a;, entonces:
1
Pr(t) = =
) [T, (1 - )
» Si R=k[zo,...,2,]/(fa) es el anillo de una hipersuperficie de grado d en el espacio
proyectivo torcido P(ay, ..., a,), entonces:
1-1td
Pr(t) = =
) [T (1 -t%)
» Si R =k[xo,...,2,]/(fa,, fa,) es el anillo de una interseccion completa de bigrado
(di,ds) en el espacio proyectivo torcido P(aq, ..., a,), entonces:

(1 1)
[T, (1 —te)

Pr(t) = (1

3.4. El principio de seccién hiperplanar

Parte central del programa de anillos graduados es el principio de que las propiedades
algebraico geométricas de un anillo/variedad estan fuertemente relacionadas con la de
sus secciones hiperplanares. El ingrediente central formalizando esta idea es el siguiente
resultado:

Teorema 10. (El principio de seccion hiperplanar) Sea R un anillo graduado. Sean Ry
su componente de grado d (d>1) y xg € Ry un elemento que no sea divisor de cero. Eriste
una sucesion exacta

0- R(-d) = R5 R:= R/(x) — 0. (3.6)
Y tenemos que:
1. Si7,...,Tn € R generan R Y x1,...,T, € R son tales que m(x;) =T; para 1 <i<n.
Entonces xg,x1,...,x, generan R.
2. Supongamos que B
Rxk[z1,....,7.)/(f1,- s fm)- (3.7)
Entonces existen relaciones Fi, ..., F,, entre los xg,x1,...,%,, tales que 7(F;) = fi y

F; generan al ideal ker ev, donde

ev: k[zo,...,xn] > R. (3.8)
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3. Similarmente para las sizigias, es decir, si tenemos una sizigia 0; : Y511 f; = 0 €

k[z1,...,@n]. Entonces existen L; € k[xo,...,x,] tales que tenemos la siguiente sizi-
qgia:
Ei:ZLijEOEk:[xO,...,xn], (39)
j=1

y L; se reduce a l; modulo xy.

Demostracion. Consideremos el diagrama

0 0
J z

0 —— (0) — k[z0,. .., 20] — K[TT,...,77] — 0

|
I
I
~ ~

0 — R(-d) = R i > R > 0

v

donde las dos sucesiones horizontales son exactas y la flecha punteada es el inico morfismo
que hace que el diagrama conmute. Sea fxy € (zo). Bajo el morfismo punteado, fzq es
mapeado a f € Ryeg(s) = R(=d)deg(fz,)- Este morfismo esté bien definido porque x no es
un divisor de cero (es decir, (z9) ¢ R es un R—modulo libre). Més atin, es un isomorfismo.
Se sigue entonces del lema de la serpiente que

kElxo,...,zn] > R (3.10)

es suprayectivo. En otras palabras, R es generado por x y las preimégenes de 77, ..., T, ba-
jo 7. Se sigue también que Z = J como k[z, ..., x,]-modulos. Supongamos que fi,..., fm
generan a Z sobre k[T, ..., T, ], entonces fi, ..., f,, son generadores de Z sobre k[xy, ..., z,].
Por lo tanto existen Fi, ..., F,, que generan a J sobre k[xo,...,z,]. Ahora, notemos que
el isomorfismo J = T es simplemente la restriccion de klxo,...,x,] = k[Z1,...,Tn], que
esta univocamente determinada por x; » T; para 1 <7< n, y 2o+~ 0.

Por tltimo, sea Fj = f; + 2og; para algin g; € k[xo,...,2,]. Supongamos que o; :
>kl f = 0. Entonces

YL =30 ) Lig;. (3.11)
j=1 j=1

wo Xty g5 € (w0) que, como x no divide a cero, implica Y7, [;g; € J, podemos escribir
Yt ligy = X5k hiFy. Luego ¥, : Y78y LiFj =0, donde Lj = I; — 2oh,. n
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3.5. Ejemplos

En esta seccion estudiaremos un par de ejemplos para mostrar la filosofia general del
programa de anillos graduados.

3.5.1. Una curva semicanénica de género 7

Sea C' una curva no singular, proyectiva de género 7 y D un divisor en C tal que
Ko =2D y h°(D) = 3 (en la Seccion §3.6 explicaremos la relevancia de este caso). Por
R-R, tenemos deg(K¢) =12, por lo tanto deg D = 6.

Supongamos que el sistema lineal |D| no tiene puntos base. Este sistema define un
morfismo pp : C' - C' c P? que por razones de grado, a priori, tiene 3 posibilidades:

1. ¢p es birracional y C es una séxtica plana (que por razones de género debe tener 3
puntos dobles simples).

2. ¢p es una cubierta doble y C' es una curva eliptica (no puede tratarse de una cubica
singular, pues estas no son proyectivamente normales y C'si lo es, a menos que fuera
una curva hipereliptica, pero esto no es posible pues C' deberia ser una conica no
singular). Por la formula de Riemann-Hurwitz, el divisor de ramificacion de ¢p tiene
grado 12.

3. ¢p es una cubierta triple y C' es una conica (necesariamente no singular, pues de
lo contrario seria reducible). En este caso, cuando C' admite un morfismo 3 a 1 a
P! ~ (' se le llama curva trigonal.

Puede probarse que los tres casos anteriores en efecto ocurren, pero consideraremos sélo
el primero de ellos.

Nuestro objetivo es calcular el anillo semicanénico R(C, D) = @,50 H°(C,Oc(nD)).
El primer paso es conocer las dimensiones h°(nD). Por definicion tenemos h°(0) = 1,
h°(D) =3y h°(2D) =7. A partir de n = 3 el divisor nD es no especial, esto es, h?( K¢ -
nD) =0y por R-R tenemos:

h°(nD) =1-7+deg(nD) =6(n-1).

Resumimos lo anterior en la siguiente igualdad:

1 sin=0,
3 sin=1,

h°(nD) = . G (3.12)
6(n—-1) sin>3.

Sea {1, 72,73} una base de H(D). Los seis monomios que forman S?(z1, 9, 73) ¢ H°(2D)
deben ser linealmente independientes sobre k, pues de lo contrario C' = ¢p(C) seria una
conica y estriamos en el caso 3. Dado que h%(2D) = 7, necesitamos una secciéon adicional
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y para formar una base de H°(2D).

Para grado 3 tenemos h°(3D) = 12 y conocemos de antemano a 13 elementos en
HO(3D): S3(x1,x9,23) v {1y, 22y, x3y}. Por lo tanto, deben existir ay,...,a13 € k tales
que:

a1 T3 + -+ + agpT3 + a1 1Y + a1y + a13x3y = 0. (3.13)

Mas atin, al menos uno de los coeficientes a1, a1z, a3 debe ser distinto de cero, pues de lo
contrario estarfamos en el caso 2. Supongamos que a1 # 0.

En grado 4, tenemos h%(4D) = 18. Contamos ya con los 15 elementos base de S*(z1, 22, x3).
Entre los 6 elementos base de S'(y) ® S%(x1, 22, 23), podemos descartar a cualquiera que
tenga como factor a x; por la relaciéon de dependencia lineal del parrafo anterior, quedando
a lo mucho 3 elementos linealmente independientes: z3y, xo23y, x3y. Finalmente tenemos
y? € HO(4D). Debe existir entonces una nueva relacion de dependencia lineal. Afirmamos
que en dicha relacion, el coeficiente de y? debe ser no nulo; de no ser asi, podriamos escribir
una ecuacion de la forma:

blxil 4o+ b15aj§ = (Lxgy + bIQIgy + CI’%y (314)

Dado que C' no es hipereliptica, Ko es muy amplio. Claramente D no es muy amplio
(recordemos que ¢p(C') es una séxtica singular). Esto implica que las secciones de H(K¢)
(y en particular y) separan puntos, mientras que las de H°(D) (y por lo tanto las de
S(x1, 9, 23), para d > 1) no. Pero esto contradice (3.14). Por lo tanto tenemos una relacion
de la forma:

Y% = bia] + o + bisas + bigway + birwawsy + bigriy. (3.15)

De aqui se sigue que {zf{,..., 23, 22y + xox3y + 23y} es una base de H(4D).

Ahora afirmamos que hemos concluido el calculo. Para probarlo, veamos primero que
no requerimos mas generadores para R(C, D): sea n > 4. Como |D]| es libre de puntos base,
el Teorema 6 (el truco de Castelnuovo) implica que el kernel del mapeo

n:SY(xy,29) ® H'(nD) - H((n+1)D)

es isomorfo a H°((n - 1)D). Por R-R tenemos h%((n-1)D) =1-¢(C) +deg((n—-1)D) +
h%(2D—-(n-1)D). Comon >4, h%(2D—-(n-1)D) = 0. Luego h°((n-1)D) =1-7+6(n-1) =
6(n—2). Por otro lado, también por R-R tenemos dim¢ (S*(z1,22) ® H(nD)) = 12(n-1).
Por lo tanto el rango de 7 es igual a 12(n - 1) — 6(n - 2) = 6n, que es la dimension de
HO((n+1)D) (véase la ecuacion (3.12)). De aqui concluimos que 7 es suprayectiva y por
lo tanto, no necesitamos méas secciones para generar a R(C, D).

Por lo anterior, R(C, D) es Gorenstein de codimension 2. Se sigue del teorema estruc-
tural de Serre que R(C, D) es una interseccion completa. Concluimos que:

R(C,D) = k[x1,x2,23,y]/(f3, f1),
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donde f3 y f4 son las formas homogéneas del grado que indica el indice definidas por las
ecuaciones (3.13) y (3.15) respectivamente. Puede verificarse facilmente que:

(1-8)(1-t)

= i)

3.5.2. La degeneracion II - II1,

Comencemos por recordar y dar mas detalles sobre el significado de estos estratos
(recordemos que estamos considerando superficies minimales .S de tipo general con Kg =6
y pg=4).

= [I:|Kg| es libre de puntos base y define un morfismo 3 a 1 g, : S - S c P?, donde

Q es el cono cuadratico dado por una ecuacion de la forma zy23 = 22. En este caso,
el pullback del haz de S genera un haz |A| en S con 24 = Kg. En general, S tiene
un punto de orbidad de tipo $(1,1) sobre el vértice de S. La restriccion de A a una
curva general C € |A| da lugar a un divisor Q-Cartier D = 1 P+(Q tal que 2D = P+20Q
es un gi.

= []],: En este estrato, || tiene un punto base singular y S = ¢ (S) es nuevamente
un cono cuadratico. ¢, es una cubierta doble. Nuevamente Kg = 2A donde A es
el pullback del haz de lineas de S. Tenemos A2 = 3. La curva general C € |A| es
hipereliptica y no singular de género 3 y el divisor D = Al¢ es %P, donde P es un
punto de Weierstrass (esto es, un punto de ramificacion del morfismo 2 a 1 de C' a
P1). Se sigue que [2D| = P + g3, es decir, |2D| es un g3 con un punto base.

La estrategia seguida por Bauer, Catanese y Pignatelli en ambos casos, es construir
R(C, D). La construcciéon a partir de estos anillos de R(S, Kg) es hasta cierto punto,
automatica.

El anillo en el caso 11

Tenemos g(C) =3, D = 5P+Qy 2D es un g}. Se sigue por adjuncion que K¢ = P+3Q.
Mostraremos los pasos bésicos en el célculo de R(C,D). (para los detalles, sugerimos
consultar [BCP]). Aplicando R-R y usando los supuestos, tenemos:

1 n =0;
1 n=1;
B (nD) = 2 n=2 pues P+20Q = K¢ - Q es un gs;
3 n=3 pues 3D = K¢+ 3Py g(C) = 3;
37"—2 si n >4 para n par;
3n-l 2 sin>4 para n impar.

2

De aqui se sigue que:

Pr(t) =1+t +2t% + 3% + 4t* + 5t° + Tt0 + -
(1-t*)Pr(t) =1+t +t>+2¢% + 2t + 2t° + 3¢t° + ) 3t"

n>7

(1-t)(1-t*)Pr(t) =1 +13 +1°.
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Por lo tanto

(1-t9)
(1-t)(1-2)(1-¢3)
Esto sugiere que R(C,D) = k[x,y,z]/(fo), con wt(z) = 1, wt(y) = 2, wt(z) = 3. Puede

probarse que tal es el caso; C' tiene una singularidad de orbidad de tipo %(1) en el punto
(0:1:0). El sistema lineal [2D| = |P +2Q)] es un g..

Pr(t) =

El anillo en el caso 111,

En este caso, nuevamente C' es una curva de género 3 (hipereliptica), y nos interesa
calcular R(C,D), donde D = %P con P un punto de Weierstrass. La estrategia consiste
en calcular el anillo R = R(C’, %P) para luego obtener su subanillo R(C, D) tomando la

tercer truncacién de Veronese de R (C’, %P) Esto es, si Ry es la pieza de grado d de
R, entonces la pieza de grado d de R(C, D) es Rsy.

Es facil probar que

R (c, %p) = k[a,b,c]/( - fo(a*,b)),

donde wt(a) =1, wt(b) = 4, wt(c) = 14. Es decir, C' es una curva de grado 28 en el plano
proyectivo torcido P(1,4,14).

Tomando la tercer truncacion de Veronese, tenemos que R(C, D) requiere 6 generado-

res:

r=a®, y=a®b, z=ab’, t=0%, wu=ac, v=bhc

de grados 1,2,3,4,5,6 respectivamente. Tenemos 6 relaciones tautolégicas que son los me-
nores 2 x 2 de la siguiente matriz:
x Z u
A:( Y ).
y z t v

Escribiremos dichos menores de manera compacta de la siguiente forma:

AA (3.16)

y tres relaciones que se deducen a partir de ¢? = f;(a*,b). Estas relaciones definen ecua-
ciones de la forma:

u?=[a*f7], wv=[abf7], v*=[b*f7],

los corchetes en la expresion [a? f7] significan que escribimos a los monomios a3°, a?%b, . . ., a?b”
en términos de x,y, z,t y similarmente para las otras expresiones. Esta operacion suele lla-
marse rendering en inglés. Podemos agrupar los términos en f; como sigue:

fr=a®+a®b++atS+b7 = aA+b'B
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donde A = Ay, B = By € k[x,y, z,t], lo cual permite escribir las tltimas tres ecuaciones as:
r7=0, 13=0, 719=0 (3.17)

donde
rr=—ul+2A+2°B, rg=-uv+yA+z2tB, r9=-0?+2A+1?B. (3.18)

Como primer conclusion, tenemos:
2
R(C,D) = k[x,y, z,t,u,v]/ (/\ A, 7“7,7“8,’/‘9) ) (3.19)

Es claro que R(C, D) es Gorenstein de codimension 4. Obsérvese ademés que (3.19) esta
en formato de factores rodantes. Esta clase de anillos ha sido ampliamente estudiada por
Reid y su escuela. Puede verificarse que R(C, D) también admite una presentacion de la
forma:

klz,y,z,t,u,v]/ (Pf4M), (3.20)
donde Pf,M denota a los pfaffianos de 4 x 4 de la siguiente matriz antisimétrica:
0 z 2z ¥y wu 03 125
t y z v 4 2 3 6
M = u v A de pesos wt(M) = 5 6 9 (3.21)
0 Bz 4 7
Bt 8

El bloque superior derecho de 3 x 3 de M es simétrico respecto a su diagonal principal.
Ademas el bloque de 3 x 3 de la esquina inferior derecha es B por el bloque de las mismas
dimensiones pero de la esquina superior izquierda. Estas propiedades de simetria hacen
que de las 15 entradas de M, s6lo 9 sean independientes. Esto a la vez implica que el ideal
generado por los 15 pfaffianos de 4 x 4 en realidad es generado solo por 9 de ellos (que son
las 9 relaciones que aparecen en la presentacion de factores rodantes (3.19).

Las principales ventajas de esta presentacion sobre la de factores rodantes, son las
siguientes:

1. Esta ultima es flexible; esto significa que al deformar las entradas de la matriz M y
por lo tanto los generadores del ideal de relaciones, uno también deforma sus sizigias,
lo cual a la vez implica que uno obtiene en automético una familia plana de anillos.

2. Aunque esto no siempre ocurre, en este caso tenemos una entrada (M; o) de grado
0. Esto permite escribir la siguiente familia de anillos:

Ry = k[x,y, z, t,u,v]/(Pf,M)), (3.22)
con A € A c k donde A es un disco alrededor de 0 y
Az oy u
t y =z v
M, = u v A |. (3.23)
B\ Bz
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Por construccion, Ry (el anillo de la fibra singular de la familia) corresponde a una secciéon
hiperplanar de una superficie del estrato I11,. Més adelante mostraremos que en la fibra
general (cuando A € k*) 3 de los 9 pfaffianos no redundantes de M, eliminan a las variables
t,u,v, obteniéndose un anillo de una secciéon hiperplanar de una superficie del estrato I1.

La estrategia utilizada en este ejemplo ha sido empleada con éxito para resolver pro-
blemas similares en muy diversos contextos (por ejemplo para el estudio de ciertas 3-
variedades de Fano, o para superficies de tipo general con otros tipos numéricos).

A continuacion mostraremos con méas detalle el calculo del ideal (Pf4M)) de la pre-
sentacion (3.22).

Dada una matriz antisimétrica M con 2k x 2k entradas m,;, su pfaffiano es:

/ k
PIM = Z Hmo'(Qi—l)O'(Qi)

UESQk =1

Sa, es el grupo simétrico y el simbolo Y’ significa que s6lo estamos tomando una aparicion
de cada factor repetido. La antisimetria hace que cada término aparezca 2% - k! veces, de

manera que el pfaffiano tiene

2k!

términos. Asi, un pfaffiano 4 x 4 es de la forma
Pfi2.34 = miamsg — mi3may + migmos.
Es comun utilizar la notacion 5.kl para denotar (salvo cambio de signo'.) el pfaffiano Pf;; ;.

Asi las cosas, los 15 pfaffianos que generan el ideal (Pf, M) se muestran a continuacion
(divididos en 3 grupos):

12.34: Au-zy+tx
12.35: Aw-z22+ty
12.45: XN2B -1z +y?
12.36: ANA-2zv +tu

13.45: ABz-yv+ zu=12.46

14.56: xBt-yBz+ BAu=B-12.34
23.45: tBA-yv+uz=12.56

23.46: tBz-yA+uv=13.56
24.56: yBt- Bz?>+ BMv=B-12.35
34.56: uBt-vBz+ BAA=DB-12.46

II:

'En nuestro contexto no nos interesa el signo de ningtn pfaffiano, pues no afecta al generar el ideal del
anillo graduado. Vease también §3.2.1
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12.46: ABz-xv+yu
12.56: ABt-yv+zu
IIT:{ 13.46: Bz?>-xA+u?
13.56: Btz-yA+uv
23.56: Bt? - zA +v?

Como se vio anteriormente, el caso A = 0 corresponde a una secciéon hiperplanar del anillo
canoénico de una superficie del estrato I11,. Si A # 0, los primeros dos pfaffianos del grupo
I claramente permiten eliminar u y v en términos de x,y, z,t. Para una elecciéon general
de coeficientes del polinomio de grado 4 B, el término t debe aparecer acompanado de
algin coeficiente no nulo, por lo que el pfaffiano 12.45 permite eliminar ¢ también. El
anillo de la fibra general, R;, es generado entonces por sélo 3 generadores. Finalmente en
lo referente al grupo I, el pfaffiano 12.36 define a la ecuaciéon de grado 9 que define a la
curva plana correspondiente a la fibra general de la familia de anillos R).

Como ejercicio, puede verificarse que todos los pfaffianos del grupo I11 estén en el ideal
(I) (esto es, el ideal generado por los pfaffianos del grupo I). Por ejemplo,

A-1246 = 2-12.45-x-12.35+y - 12.34, lo cual implica 12.46 € (I).

Finalmente, es claro que (I7) esta contenido en el ideal generado por I y I11. Por lo
tanto, Ry.o define un anillo de codimension 1 (una curva de grado nueve en el plano
proyectivo torcido P(1,2,3), que corresponde a una superficie del estrato I7).

3.6. Nuestro punto de partida

El principal obstaculo para avanzar en el problema de clasificacion es la falta de ejemplos
concretos (debido a la complejidad de los calculos involucrados) que impliquen trabajar
con anillos de codimensiéon mayor que 4. La experiencia ha mostrado que no es necesario
prestar mucha atencién a la dimensiéon de la variedad que estamos considerando
(insistimos en que el lector o lectora puede verificar que el calculo para mostrar la
existencia de la degeneracion Il — I11, de superficies es el mismo que en el que
describimos en la seccion anterior para curvas). Teniendo en cuenta lo anterior
propondremos una estrategia para atacar el problema de buscar la degeneracion

1, - V.

3.6.1. Secciones hiperplanares de tipo I,

Sea S una superficie minimal con KZ =6, p, =4 y correspondiente al estrato I,.
Consideremos una curva canoénica general C' € |Kg|. Dado que |Kg| no tiene puntos base,
por el Teorema de Bertini podemos suponer que C' es no singular. Por adjunciéon, tenemos

Ke = (2Ks)|c.

Esto implica que D = Kg|¢ es un divisor semicanoénico en C' (es decir 2D = K¢). Ademés
de que:
2¢(C) - 2 = 2K2.
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Por lo tanto g(C) = 7.

Mas atn, de la regularidad de S se sigue que h%(D) = h%(Kg) - 1=3.

Finalmente, como S esté en el estrato I,, ¢p(C') debe ser una séxtica plana. Se sigue
entonces que R(C, D) es precisamente el anillo que calculamos en §3.5.1:

R(C,D) = kw1, 2, 23,y]/(f3, f1)

3.6.2. Secciones hiperplanares de tipo V;

Sea ahora S una superficie minimal con K2 =6, p, =4 y correspondiente al estrato V;. Si
bien esta vez |Kg| tiene un par de puntos base, estos son simples, por lo que nuevamente
podemos usar el Teorema de Bertini para suponer que C' es no singular. Nuevamente
tenemos:

= g(C)=T.
» Kg|lc =D es un divisor semicanénico.
= KO(D) =3.

La diferencia respecto al caso anterior es que esta vez el hecho de que |Kg| tenga un par
de puntos base y la imagen candnica de S sea una superficie cuadratica implica que

|D| = Py + P, +2g3, donde Py, P, son puntos base y ¢p: C' - P? mapea a C (2 a 1) a una
conica no singular. En particular, C' es una curva hipereliptica.

En el siguiente capitulo calcularemos R(C, D) para este caso. Mostraremos que R(C, D)
es un anillo de Gorenstein de codimension 6.
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Capitulo 4

Anillos hiperplanares de superficies de
tipo V]

En este capitulo, C es una curva proyectiva no singular de género 7 y D es un divisor en
C tal que D = P, + P+ D', donde P;, P, son los puntos base del sistema lineal |D| que es
un ¢g2. En particular [D’| es un g7 libre de puntos base. Mas atn, |D'[ = 2¢3. Nuestro
proposito es calcular R(C, D).

4.1. Cubiertas dobles

En esta seccion reunimos algunos resultados bien conocidos acerca de cubiertas dobles
finitas. En general, dado un esquema X, una cubierta doble finita es un X-esquema

V5 X
tal que el Ox-algebra 7,0y es un Ox-modulo localmente libre de rango 2.

Proposicion 2. Supongamos que 1+1 € Ox es invertible. Sea Y = X una cubierta doble
finita. Entonces

7.0y =2 Ox @E_l,

donde L1 es el cokernel del mapeo estructural Ox — w,Oy .

Demostracion. Sean U ¢ X un abierto y y € Oy (7~1(U)). Multiplicar por y define un
morfismo

7.0y (U) 5 7,0y (U),

que, después de elegir una base para 7,0y (U), esta representado por una matriz
My € Matgxg(OX(U)).

Como 1+ 1=2¢€Ox es invertible, tenemos un mapeo bien definido

.0y (U) Y, Ox(U), y+~ %Traza(My).
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Este mapeo da, por construcciéon, una escision para la sucesion exacta

0-0x - 10y - L0

El resultado anterior es cierto para cualquier d-cubierta finita siempre que d sea
invertible en Ox. En particular es cierto para C-variedades. El caso de nuestro interés
(cubiertas dobles de curvas complejas no singulares) permite interpretaciones adicionales.
Tenemos una involuciéon natural

LY —Y,

(un automorfismo de grado 2) tal que 7ot = 7. Entonces
Tx Oy = OX (&) ,C_l

viene de la descomposicion de los eigenespacios de ¢. La estructura de algebra en
Ox ® L7! esta dada por un mapeo de multiplicacion

L1'e L — Ok,

es decir, una seccion del haz lineal £®2. Un divisor B c X tal que Ox(B) = £®2 debe ser
entonces la imagen bajo 7 del lugar invariante de ¢, esto es, el divisor de ramificacién de
la cubierta. En particular, Ox(B) es un cuadrado perfecto en Pic(X).

4.2. Geometria de curvas hiperelipticas

En esta seccion discutimos los resultados acerca de curvas hiperelipticas que
necesitaremos para calcular el anillo semicanénico R(C, D) (para un tratamiento mas
general, recomendamos [Reid D-E|, §4).

Consideremos una cubierta doble 7 : C'— P!. Escribiremos B y R para denotar a los
divisores de ramas y ramificacion respectivamente y ¢ : C' — (' para la involuciéon
hipereliptica. Como h°(K¢) = 7, la formula de Riemann-Hurwitz nos da

2-7-2=deg(R)-2-2,

es decir, m esta ramificada en 16 puntos Q1,. .., Q16 € P! (necesariamente distintos, pues
C' es no singular). Estos puntos se levantan a 16 puntos de ramificacion P, ..., Pige C
que son precisamente los puntos P; tales que h9(2P;) = 2, esto es, [2P| = g3 (estos son los
llamados puntos de Weierstrass de la curva hipereliptica C').

Proposicién 3. 1. El divisor de ramificacion de 7, R:= ¥.,°, P;, satisface |R| = 8g3.
2. El sistema lineal candnico |K¢| es (g(C)-1)gs = 6g4.

Demostracion. Una ecuacion afin de C es de la forma 32 = f,4(t), donde f,5 es un
polinomio de grado 16 con igual nimero de raices distintas. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que este polinomio no tiene término constante. En tal parche afin, la
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funcion racional t8/y tiene un divisor de ceros igual a 8 veces un punto de Weierstrass
contado dos veces y divisor de polos igual a los 16 puntos de Weierstrass juntos. De aqui
se sigue la primer parte del resultado.

Utilizando el mismo modelo plano afin, es claro que cualquier 1-forma en C' puede
escribirse como p(t)dt/y, donde p(t) es un polinomio de grado a lo mas 6. De aqui se
sigue la segunda parte. Més atin, una base del espacio de 1-formas esta dada por
{dt/y,tdt]y,... t°dt]y}. Se sigue que el mapeo canoénico g, : C' —> P® no es un encaje,
sino el mapeo hipereliptico m seguido del sexto encaje de Veronese de P! en IPS. O

Proposicion 4. Sea P € C' un punto de Weierstrass. Entonces

R(C,2P) 2 k[t1,t,y]/(y° - fr6(t1,12)),

donde deg(ty) = deg(ty) = 1, deg(y) =8 y fis es una forma homogénea de grado 16 que
define el lugar de ramas Q; e Pt =PP(H°(C,2P)); 1< j < 16.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3 y de la teoria general de cubiertas dobles
(véase la Proposicion 2), que la descomposicion de 7,O¢ en las +1-eigengavillas de ¢ es:

O]}Dl @ O]Pvl (—8),

la estructura de algebra esta dada por el polinomio fi5. Este define un mapeo de
multiplicacion

f16 : Opl(—16) — Opl.

El célculo se sigue inmediatamente; tenemos, para cualquier n > 1:
HY(C,2nP) =~ H'(P', O(n)) ® H°(P',O(n - 8)).

Por lo tanto, todos los generadores de R en grado n para 1 <n <7, vienen de S™(ty,t3),
donde {t1,t} es una base de H°(C,g3) = HO(P',O(1)) y el altimo generador necesario es
de grado 8: y, que esté en la -1 eigengavilla de la involucién y satisface

y? = fi6(t1,t2). [

4.3. Pergaminos normales racionales

Toda curva hipereliptica esta contenida de forma natural en un pergamino normal
racional de dimensiéon 2. Este tipo de variedades aparece en practicamente todas las
areas de estudio en geometria algebraica y permite experimentar e ilustrar
geométricamente muchos conceptos interesantes. Es por ello que dedicaremos una breve
seccion a discutirlos en términos elementales.

4.3.1. El conjunto subyacente

Sea a € N. Denotamos al grupo multiplicativo £* como G,,. Definimos el pergamino F,,
como el cociente (A% \ {0}) x (A2 {0}) modulo una accion de G,, x G,,. Tomemos
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coordenadas (t1,t9; 11, 72) para (A2~ {0}) x (A2~ {0}) vy (A, p) para G,, x G,,. La accion
esta definida como sigue:

(A1) - (1, to; 1, x9) = (Aty, Atg; 21, A%0);

(L, ) - (tr, to; w1, w2) = (t1, to; pvy, pa)
Observemos que la razon (¢ : t2) es invariante bajo la accion de G, x G,,, por lo que la

proyeccion al primer factor define un morfismo = : F, - P':

(A2~ {0}) x (A2~ {0}) —— F,

Im lﬂ

(A2~ {0}) —— P!
Es 1util almacenar la informacion anterior en la siguiente matriz de accién de F,:
t1 ta 1 X2
A1 1 0 -a
p\0 0 1 1
Usaremos la notacion (1 : to; 21 : w9) para referirnos a la 6rbita de (¢1,t2; 21, x2) bajo la

accion, es decir, al punto en F,. Por ejemplo, en Fy tenemos
(1:2;3:4)=(2:4;3:1)=(1:2;-6:-8), etc.

Observacion 3. Por definicion Fo =Pt x P, que es una superficie bien conocida, por lo
que en lo subsecuente supondremos que a > 1.

4.3.2. Polinomios bihomogéneos

Las funciones racionales en [F, son cocientes de polinomios bihomogéneos, que son
eigenfunciones de la accion de G,, x G,,. Por ejemplo, el espacio S'(;,t2) de polinomios
homogéneos de grado 1 en t1,t5 y grado 0 en x1, x5 es bidimensional, con base {t1,t5} vy el
radio t; : ty define el morfismo de proyeccion 7 : F, — P

En general, para cualquier bigrado (d,e) con d € Z, e € N tenemos:

= Sie=0, entonces d >0y el espacio de polinomios bihomogéneos de bigrado (d,0) es
ksid=0y S%ty,t) sid>1.

= Sie>1, el espacio de polinomios bihomogéneos de bigrado (d,e) es

Sd(tl, tg)l’i ® Sd+a(t17 tg)ZET_l[EQ (CRERNS) Sd+ea(t1,t2)l’§

Observacion 4. Puede encajarse F, - PN mediante razones de polinomios
bihomogéneos de bigrado (0,e) con e suficientemente grande. La construccion es andloga
a la del encaje de Segre P=1 x Pm-1 o Pim=1,
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Ejemplo
El ejemplo béasico es F;. La matriz de accion es:
tl t2 1 X9
A1 1 0 -1
pu\0 0 1 1
Una base para el espacio de polinomios bihomogéneos de bigrado (0,1) es:

{t1xq, tox0, 21 }.

La razon de estos monomios define un morfismo f:F; - P?;
(ty :to;x1 i w) V> (t1x9 : taxs : w1). Es facil ver que esto es el blowup de (0:0:1) € P2,

4.3.3. Grupo de Picard y Teoria de Interseccion

Notemos que cualesquiera dos fibras de la proyeccion 7 : F, - P! son linealmente
equivalentes como divisores en IF,. En efecto, cada una de estas fibras Lq, Lo es el
conjunto de ceros en F, de un par de formas lineales (1,5 € S'(t1,2); como es usual,
denotaremos esto escribiendo L; = (¢;). Claramente ¢;/¢5 es una funciéon con un cero y un
polo simples en L; y Lo respectivamente, lo cual prueba nuestra afirmacion: Ly ~ Lo.
Denotaremos con L €Pic(F,) a la clase de las fibras de 7.

Ahora consideremos B = (x1). Llamaremos a B la secciéon negativa de F, y abusando
de la notacion, usaremos el mismo simbolo para referirnos a su clase en Pic(FF,).

Proposicion 5. Con la notacion previa, tenemos:
Pic(F,) 2 ZL & ZB.

Demostracion. Notemos primero que L y B son linealmente independientes: en efecto,
un polinomio bihomogéneo con divisor de ceros «L tiene bigrado («,0), mientras que un
polinomio bihomogéneo con divisor de ceros 8B tiene bigrado (-a/3,3), por lo cual no
puede existir una funciéon racional en k(F,) con divisor L — SM a menos que o = (3 = 0.
Consideremos ahora una subvariedad de codimensiéon 1, X c F,. X debe ser el conjunto
de ceros de un polinomio bihomogéneo en (ti,t2;x1,x2) de bigrado (d,e), digamos f.
Entonces f;./(t{*%x$) es una funcion racional bien definida, con divisor de ceros X y
divisor de polos (d + ae)L + eB. De aqui se sigue el resultado. O

Observacion 5. Con la notacion anterior, tenemos:
Kg, ~(-2-a)L-2B.

Calculemos ahora la teoria de intersecciéon de F,. Por la proposiciéon anterior, basta
calcular L?, LB y B?:

w Si(ty:te) # () : 1)), es claro que {(t1 : to; 21t @)y N {(] : th;x1 1 x9)} = @. Por lo
tanto L? = 0.



28
s Sean (; : tp) € P! un punto fijo y Ly la fibra correspondiente. Es claro que
Lon B ={(t1:t3;1:0)}. Por lo tanto LB = 1.

» Por tltimo, consideremos la curva C = (7). Es claro que, como divisores,
C ~aL + B y es claro también que (1) n (z2) = @. Es decir B(aL + B) = 0. Por los
incisos anteriores, se sigue que: B? = —a.

4.3.4. Construcciéon geométrica de nuestra curva

Consideremos el pergamino Fg y el sistema lineal |8L + B|. Tenemos:
H°(Fg, Op, (8L + B)) = S®(t1,ta)xo ® S°(t1,t2) 7,
y por lo tanto un morfismo sy, 5 : Fs = Fs ¢ P? dado por
(ty i to;wy 1w :2) > (g ttowg t - i t5ay 1 21).

De aqui es claro que Fg es isomorfo al encaje del plano proyectivo torcido P(1,1,8) en P9,
Podemos construir nuestra curva C' como un divisor en Fg de manera que el sistema
lineal |L| de Fg se restrinja al g que hace de C una curva hipereliptica. Necesitamos
entonces LC' =2, lo que implica que C' ~ aL + 2B para algin « € N. Tenemos

Kp, ~-10L - 2B. Entonces, por adjuncion:

Ko~ ((a=10)L)lc.
Como ¢(C') =7, deg(K¢) = 12. Por lo tanto:
(a-10)L(aL +2B) = 12.

Se sigue que C' ~ 16L + 2B. En particular K¢ = (6L)|c.
Obsérvese que lo discutido en esta subseccién da una prueba (un tanto més geométrica)
de la segunda parte de la Proposicion 3 y de la Proposicion 4.

4.4. El anillo semicanénico

El resultado principal de esta secciéon es la obtencion de una presentacion del anillo
semicanonico R(C, D) en el Teorema 11. Es bien sabido (véase [ACGH], p.288) que un
divisor efectivo como el de nuestra situacion: D = P, + P, + D' donde los P; son los puntos
base del sistema lineal |D| y |D’| = 2g3, esta formado por puntos de Weierstrass de la
curva hipereliptica C'. Recordemos la notacion R = 22151 P; para el divisor de ramificacion
de la cubierta doble 7 : C' - P! y sean

16
UIOC —> Oc(Pl +P2), v Oc > OC(ZR)
1=3

las secciones constantes.
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Como cualesquiera dos puntos en P! pueden mapearse con una proyectividad a
cualesquiera otros dos puntos, no hay pérdida de generalidad si elegimos una base {t,ts}
para HO(P',0(1)) = H°(C, 5D") tal que la forma de grado 2 que define a los puntos
rama w(Py) y w(FPs) esté dada por:

u2 = tth.

Es decir, estamos suponiendo que:

¢wp(P1)=(1:0), ¢p(P)=(0:1)

y como todos los puntos rama deben ser distintos entre si, la forma de grado 14 que
define al resto del lugar de ramificacion, v? = gi4(t1,%2), debe tener coeficientes no nulos
en los términos t11 y 3 (para garantizar que no se anule en (1:0) ni en (0:1)). Luego,
en general podemos escribir:

14

g14 = ti4 + Z aiti‘l_ztg,

i=1
donde ay4 # 0. Por supuesto, debemos requerir que g4 tenga raices distintas. Esto sin
embargo, no jugara un papel importante cuando demos una presentacion del anillo
R(C,D).
Como h°(D) = 3, requerimos de 3 generadores en grado 1. Tenemos

H'(C, D) 2 uH"(P',0(2)),
asi que escogeremos la siguiente base:
42 . 42
Ty =uty, x:i=utity, x3:=uts.

En grado 2, tenemos 2D = K¢ v, por la Proposicion 3, |[K¢| ~ 6g2. Por lo tanto podemos
construir una base para H°(C,2D) a partir de cualquier base de H°(P*, O(6)).
Elegiremos S%(t1,t5), pues esto tendra la ventaja de simplificar la manera en que
escribiremos las relaciones tautologicas que satisfacen los generadores de R(C, D). Sean

wy = 19,

Wy = t?tg,
w3 = tlllt%,
Wy = t?t%,
Wy = t%t%,
we = tit3,
wy = 5,

Obsérvese que:
z? = 13ty T1xq = t]t3 x3 = t3t3
T1T3 = t‘fts o3 = t%t%

2 _ 5
X3 = t1t2
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Por lo tanto, basta elegir como nuevos generadores en grado 2: y; =%, yo = ¢5. Por lo
tanto:

wy = Y,

wy = a3,

Wz = T1d2,

wy = xi73=1%, (esta es la ecuacion de la conica C = pp(C))
Ws = T3,

we = a3,

wr = Y.

Ahora elijamos generadores para H°(C,3D). Consideremos el divisor D := Y15 P, - 2D".
Tenemos O(D) = O(D), pues ambos divisores estan formados por la misma cantidad de
puntos de Weierstrass. Mas atn, utilizando la notacién de la Proposicion 4, tenemos que
el producto por la funcién racional y/t$ induce un isomorfismo:

Ou(D) = Oc(D').

Ahora, 7,0¢(D) tiene una (Z/2Z)-accién univocamente determinada por la
compatibilidad con la inclusion O¢ < O¢(Py + -+ + Pig). Es claro que la +1-eigengavilla es
isomorfa a Op1(2)u y que y/t} esta en el —1-eigenespacio (y por lo tanto multiplicar por
ella intercambia las +-eigengavillas). De aqui se sigue que:

7T.(Oc(D)) 2 uOp1(2) ® vOp1(—4).
Tensando con Op1(6) = 7. (Oc(K¢)) vy tomando cohomologia, tenemos:
HO(C, Oc(SD)) ;US8(t1,t2)@USQ(t1,t2). (41)

Ya tenemos generadores para el primer sumando directo de (4.1). Por lo tanto s6lo
requerimos 3 nuevos generadores en grado 3 para obtener una base de H°(C,3D). Los
elegiremos de la siguiente manera:

21 = Ut%, 2o = Vl1te, 23:= wf%.

Es claro que tenemos las siguientes relaciones tautologicas (que podemos interpretar
diciendo que la razon (¢ : t2) se preserva):

2 2 2
/\ ry T2 Y Xy T1Tg X1X3 T3 Ty 21 <2
2 2
Lo T3 Ty XT1T2 T1T3 T2X3 X3 Ya 2o Z3

sin embargo, es facil ver que el ideal generado por estos (120) = 45 menores es exactamente
igual al generado por los siguientes (g) = 15 menores:

2 2
/\( Ty T2 Y1 T3 21 22 )
9 .

T2 Tz X1 Y2 <2 <3

Es facil también verificar que S*(z1, 22, 23) ® S?(y1,92) ® S (21, 22, 23) ® S1(21, 22, 23)
basta para generar a H°(C,4D). Luego, utilizando el mismo argumento que aplicamos en
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§3.5.1 concluimos que no se requieren generadores extra. En particular, R(C, D) es
Gorenstein de codimension 6.
Podemos hacer un rendering de la ecuacion:

14
v? =t + Y a4t
i=1
para obtener el siguiente generador del ideal de relaciones de R(C, D):
6 6
2., .2 4 2.2
i+ Yyt |+ D @i | + 25| D ajewin | + 2325 (ai3we + arqwy).

i=1 J=1

Finalmente, podemos rodar factores respecto a la matriz de relaciones tautologicas para
obtener las ultimas 4 relaciones:

6 6
2 3 3
—Z122 TN |\Yr Tt Z AjWi1 | + XT3 Z Aj6Wis1 | + ToT3(a13We + A14wW7),
i=1 j=1
6 6
2, .4 2.2 4
—Z5+xy|y1 + Z A;Wiy1 | + XT3 Z Aj+6Wiv1 | + ZL‘3(CL13U}6 + CL14U}7),
i=1 J=1
6 6
3 3 2
—Z9Z3 T X T2\ Y1 t Z AjWis1 | + Loy Z Ajr6Wiv1 | + y2x3(a13wa + a14w7),
i=1 i=1
6

6
2 2,..2 4 2
—z5 +atrs |y + ) amwin |+ 25| D ajrewin | + Y3 (a13we + arawr).
i =1

Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema:

Teorema 11. Sea C' una curva no singular de género 7 que admite un sistema lineal |D|
con dos puntos base distintos, Py, Py y tal que:

1. |D|:P1+P2+P3+2.g%.
2. 2D =Kec.

Entonces el anillo semicandnico R:= R(C,D) =@ H°(C,nD) admite una presentacion
n>0
de factores rodantes. Tenemos:

R(C,D) = k’[[L‘l,ZEQ,Igj’yl,y2721,2’272’3]/],

con generadores de grados 1,1,1,2,2,3,3,3 respectivamente, y el ideal I estd generado
minimalmente por:

s Los 15 menores de 2 x 2 de la matriz A, donde

2
Ty T2 Y1 Ty 21 22

A: 2
To X3 Xy Y2 22 %3
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» Las siguientes 5 relaciones de factores rodantes respecto a A:

6 6

2 2 4 2,.2
=21ty + Z a;Wip1 | + Ty Z Aj+6Wiv1 | + 1721'3(@1311}6 + CL14U}7).
i=1 j=1

M@

2 3
—zz0 + 1@t (Y1 + Y aiwin | + 2325 | Y ajrewin | + 2ori(a13we + arawr),

i=1 1

6
2 4 2,..2
-z +at |y + ) qwin | + 2373
i j

4
Aj+6Wiv1 | + 9173(6113106 + 611411)7),

||'Mcn &

—_

6 6
3
—Z9Z3 T X T2 Y1 t Z QWi | + $2$ Z Ajr6Wiv1 | + y2I3(a13w6 + a14w7)

=1 7=1
6 6
—23 + x?m% Y1+ Z Wiy Z AjeWis1 | + y%(amwﬁ +ajwr);
i=1 j=1
donde:

wy = Y,
wy = .’L'%,
w3z = IT172,
Wy = T1T3 = Ty,
Ws = TaX3,
we = a3,
wy = Y2

sujetas a las condiciones:
1. a1y #0.
2. El polinomio 1+ Y12, a;tt tiene 14 raices distintas.

Y reciprocamente, cualquier curva de la forma Proj R(C, D) para un anillo como el
descrito anteriormente, es una curva con las condiciones establecidas en este teorema.

4.5. Comentarios finales y trabajo a futuro

Sea O = k[z1,x x3,y1, Y2, 21, 22, 23]. Actualmente sabemos que R(C, D) = O/I tiene una
resolucion libre minimal de la forma:

R<—O<—020<—064<—090<—(964<—020<—O<—0.

Pensamos que los niimeros de Betti de esta resoluciéon son tan ubicuos en codimension 6
como (1,5,5,1) y (1,9,16,9,1) lo son en codimension 3 y 4 respectivamente.

Se conocen ademas un par de ejemplos de familias planas de anillos de Gorenstein de
codimensiéon 6 que admiten pequenas deformaciones a anillos de codimensiéon menor. Es
probable que a partir de dichos ejemplos podamos construir una variedad molde que
permita resolver nuestro problema. La degeneraciéon I1 — [11,, al igual que muchas otras
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degeneraciones a anillos de Gorenstein en codimension 4, han sido obtenidas utilizando
como variedad molde el encaje de Segre de P? x P2 como una seccion lineal (no genérica)
de la grassmanniana Grass(2,6).

Conjeturamos que la degeneracion I, — V; en efecto, ocurre. Por supuesto hace falta
imponer ciertas condiciones sobre los coeficientes que definen el anillo R(C, D); por
razones de dimension, una superficie general del estrato V; no puede deformarse a una
del estrato 1.

Es posible tomar una cantidad relativamente pequena de coeficientes no nulos en el
polinomio

4
1+ Z ait’
i=1

del Teorema 11 para garantizar que existen 14 raices no nulas. Consideremos el siguiente
ejemplo concreto:
R = k[xy, 72,3, Y1,Y2, 21, 22, 23]/ 1,

con wt(xy, X2, T3,Y1.Y2, 21, 22, 23) = (1,1,1,2,2,3,3,3) e I generado por

2 2
/\( Ty T2 W T3 21 Z2)
2

Tz Ty 7 Y2 22 Z3
mas las 5 relaciones de factor rodante:

Z% - Z/:f - x1x2y§7
2122 = Y1t - 23y,
Z% - ylxi1 - xﬂ?ﬂ%,

2223 — SE? - x§y§7

2_ .5 3
25 — X\To + —Y5.

El siguiente codigo de Magma (véase [BCP-Magmal) comprueba que R satisface las
condiciones del Teorema 11:

RRgr<x1,x2,x3,y1,y2,21,2z2,z3> :=
PolynomialRing(Rationals(),[1,1,1,2,2,3,3,3]);

A:= Matrix(RRgr,2,6, [x1,x2,y1,x372,z1,22,x2,x3,x172,y2,22,23]);
AO:= Minors(A,2);

I10:=Ideal(AO);

I1:=Ideal([

y173+x1xx2%y272-21"2,

y172%x172+x272%y2"2-21%2z2,

y1xx1"4+x2%x3%y2°2-22"2,

x176+x372%y2"2-22%23,

x175%x2+y2"3-23"2

IDN

I:=I1+I0;

X:=Scheme(Proj(RRgr), I);

Dimension(X) ;
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IsReduced(X) ;

IsIrreducible(X);

C:=Curve(X);

Genus(C) ;

R tiene la ventaja de que todas sus relaciones son binomios o trinomios. Es posible que
exista un formato pfaffiano para presentar este tipo de anillo. Mas atin, podemos
deformar algunas de las relaciones binomiales de R utilizando un pardmetro afin

te A ck, donde A es un disco alrededor de 0, como sigue:

—22 + 2123 + tyo,
—x% + Zoys + 23,
~ToT3 + 1Yo + 121,
2
T1To — x3Y1 + 122,

3 3
] — Ty + txy,

—x%x% + Y2 + t(y% + mg)

El lector o lectora puede verificar que, cuando ¢ es invertible, las relaciones anteriores

. . . . 3 2 2
eliminan a las variables ys, 21, 22, 23 y deforman a las relaciones x3 — zoy1, —z725 + y1y2 € 1
a un par de formas homogéneas de grados 3 y 4 respectivamente que definen un ideal de
interseccion completa correspondiente a una curva canénica de una superficie del estrato
1,. Es muy probable que el formato pfaffiano al que hicimos referencia exista, y permita

deformar facilmente las otras 14 relaciones de I.

4.5.1. ;Qué pasa con el resto de estratos?

Hemos emprendido el célculo del anillo semicanénico correspondiente al estrato V; por su
relacion con el principal problema abierto en el caso K2 =6, p, = 4, pero como
mencionamos anteriormente, incluso considerando la flecha que conjeturamos (marcada
con rojo en la siguiente figura), no se sabe si existen flechas de degeneracion adicionales a
las que mostramos enseguida:

39 11,
38 1V, I, —— Vi [T+ II
37 1V, 1Vj, Vs

|

36 1V, I

Es por ello que sugerimos emprender el estudio del resto de estratos utilizando las
técnicas del Programa de Anillos Graduados.
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4.5.2. Extensiones

De comprobarse nuestras conjeturas, no solo la extension al caso de superficies seria
practicamente automética, sino que podriamos construir también familias planas de
3-variedades de Calabi-Yau (por adjuncion, dichas 3-variedades estan polarizadas por un
divisor amplio dado por las superficies regulares de tipo general que estamos
considerando). Proponemos por supuesto, estudiar dichas extensiones en el corto plazo;
buena parte del interés de Juan Garza y Miles Reid por el estudio de superficies
canonicas regulares, es precisamente motivado por el estudio de 3-variedades de
Calabi-Yau. La célebre conjetura de Reid acerca de la existencia de una infinidad de
familias de deformacion de 3-variedades complejas de Calabi-Yau se debe a su
experiencia construyendo superficies regulares de tipo general.
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