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Resumen

Estudiamos el transporte electrónico en varias capas de Fosforeno utilizando un Hamil-

toniano de amarre fuerte para la descripción energética. Este estudio se realizó con el

método de las funciones de Green fuera de equilibrio. A partir de ellas, se obtuvieron

los resultados de transmisión y corriente local.

De acuerdo con los resultados que obtuvimos de la transmisión o bien la conductancia,

calculamos la brecha de banda de un sistema de múltiples capas de Fosforeno. Obser-

vamos que existe una relación entre la brecha de energía donde no se tiene transmisión

y el band gap de un sistema de varias capas de Fosforeno. Cuando el número de capas

aumenta el band gap del sistema disminuye de acuerdo a un modelo analítico previa-

mente propuesto. Se observó la alta anisotropía en la estructura de bandas respecto a

la dirección de transporte.

Con los contactos de entrada y salida de electrones en diferentes configuraciones, obtu-

vimos las gráficas de densidad y del campo vectorial de corriente local de un sistema de

varias capas. En estas gráficas de densidad de corriente, observamos transporte regular

del contacto de entrada al contacto de salida. Tanto en la dirección x como en y el flujo

entre capas depende de la configuración de contactos.

Además de esto, se agregó un potencial electrostático para desplazar la estructura de

bandas con el objetivo de crear una unión pn en las cintas de Fosforeno. Se observó, que

cuando se tiene los contactos en el borde zigzag existe transmisión de electrones. Sin
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embargo, cuando los contactos de entrada y salida se encuentran en el borde armchair,

se mantiene presente el efecto de túnel Anti-Super-Klein, ya observado en el sistema de

una capa de Fosforeno. Este efecto consiste en la reflexión total de los electrones en la

interfaz de la unión pn.

Adicional a lo anterior, se doparon las cintas de Fosforeno a partir de un potencial

variable, debido a que en un caso más realista un campo eléctrico constante proviene

de gradiente de potencial eléctrico. Se observó, que sigue existiendo transporte cuando

se tienen los contactos conectados en el borde zigzag, mientras que cuando se tienen los

contactos conectados en el borde armchair el efecto de túnel Anti-Super-Klein persiste

con excepción de pequeñas perdidas observadas en una escala logarítmica.



Abstract

We study the electronic transport in many layers of Phosphorene using a tight binding

Hamiltonian for the energetic description. This study was carried out using the method

of Non-Equilibrium Green´s Functions (NEGF). Starting from them, we obtained the

results of transmission and local current.

According to the results we obtained from transmission or conductance, we calculated

the band gap of a multilayer system of Phosphorene. We observe that there is a rela-

tionship between the energy gap where there is no transmission and the band gap of a

multilayer system of Phosphorene. When the number of layers increases, the band gap

of the system decreases according to a previously proposed analytical model. We ob-

served a high anisotropy in the band structure with respect to the transport direction.

With the electron input and output contacts in different configurations, we obtained

the local current vector field and density plots of a multilayer system. In these current

density plots, we observe regular transport from the input contact to the output con-

tact. In both directions, x and y, the flow between the layers depends on the contact

configuration.

In addition to this, an electrostatic potential was added to displace the band structure

in order to create a pn junction in the Phosphorene nanoribbons. We observed an

electron transmission when the contacts are on the zigzag boundary. However, when

the input and output contacts are on the armchair edge, the Anti-Super-Klein tunneling
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effect, that was already observed in the one-layer Phosphorene system, remains strongly

present. This effect consists of the total reflection of the electrons at the pn junction

interface.

In addition to the above, we doped the Phosphorene nanoribbons with a variable po-

tential, because in a more realistic case a constant electric field comes from an electric

potential gradient. It was observed that transport continues to exist when the contacts

are connected at the zigzag edge, while when the contacts are connected at the arm-

chair border, the Anti-Super-Klein tunneling effect persists with the exception of small

losses observed on a logarithmic scale.
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Introducción

En el año de 1956 John Bardeen, Walter H. Brattain y William B. Shockley ganan

conjuntamente el premio Nobel de Física por sus investigaciones en semiconductores

y el descubrimiento del efecto transistor. Desde entonces el crecimiento en dispositivos

como micro-procesadores han avanzado de forma progresiva. Asimismo, el 19 de abril

de 1965 Gordon Earl Moore, cofundador de la compañía Intel, publicó en la revista

Electronics el artículo Cramming more components onto integrated circuits [1], en donde

predecía que aproximadamente cada dos años se duplicaría el número de transistores

en un micro-procesador. Esta predicción la conocemos como la Ley de Moore, sobre la

cual hemos constatado su cumplimiento hasta la actualidad, ver Figura 1.

Por consiguiente, el crecimiento exponencial de los transistores no puede continuar

indefinidamente. Se calcula, que aproximadamente para el año 2030 se tendrán que

introducir nuevos conceptos para lograr aumentar el poder computacional. Esto, debido

a que estos dispositivos comienzan a llegar a los límites de tamaño atómicos, las leyes

de la física cuántica comienzan a ser relevantes en las propiedades de los dispositivos

electrónicos.

Décadas después, en el año 2010 el premio Nobel de Física fue otorgado a Andre Geim

y a Konstantin Novoselov por sus experimentos innovadores con respecto del material

bidimensional Grafeno1. A partir de ese momento se intensificó la carrera en el estudio

y desarrollo de materiales bidimensionales, ya que estos presentan propiedades pro-

1Información adicional en www.nobelprize.org
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metedoras para desarrollar dispositivos electrónicos más pequeños y más económicos,

además de ser de gran interés para su investigación científica.

Figura 1: Ley de Moore. Se tiene el año y el número de transistores que ha tenido
un micro-procesador individual a través de la historia. En esta gráfica, a cada año le
pueden corresponden múltiples datos del número de transistores debido a que, en ese
año se desarrollaron varios procesadores de distintas compañías. Datos obtenidos de
[2].

Desde el año 2020 a la actualidad (2022) a causa de la pandemia generada por COVID

19 hemos visto una escasez de micro-procesadores, cuyos componentes principales están

hechos a base de Silicio, esto ha resultado en la escasez y encarecimiento de múltiples

dispositivos electrónicos, desde teléfonos celulares hasta automóviles. Es por ello, que la

motivación de este trabajo es contribuir en el desarrollo de materiales bidimensionales,

con el objetivo de migrar de dispositivos hechos a base de semiconductores clásicos a

nuevos materiales, o bien, de crear nuevos dispositivos que no son posibles desarrollar

con materiales semiconductores comunes.

En esta tesis, se estudian las propiedades electrónicas del Fosforeno, en particular se

estudia el transporte electrónico a través de múltiples capas de este. Esto debido a

que, con las técnicas actuales resulta complicado sintetizar el Fosforeno monocapa y en
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muchos de los casos se obtienen varias capas de este material. Además de esto, es de

gran interés científico investigar las propiedades electrónicas de este material, es decir,

como se comportan los electrones cuando estos atraviesan múltiples capas de Fosforeno.



Capítulo 1

El Fosforeno, múltiples capas de

Fosforeno y sus modelos de amarre

fuerte

1.1. ¿Qué es el Fosforeno?

El Fósforo negro, un alótropo del Fósforo, es un material compuesto de múltiples y del-

gadas capas apiladas de Fosforeno. El Fosforeno se considera un material bidimensional,

el cual consiste de una red de átomos de Fósforo acomodados en forma hexagonal, o

bien, como en forma de un panal de abejas. A diferencia del Grafeno, el Fosforeno

presenta una red hexagonal altamente deformada y un buckling o pandeo entre algunos

de sus átomos, muy parecido al corrugamiento del cartón de una caja.

Desde la vista axial superior de una capa de Fosforeno, ver Figura 1.1(a), se puede

observar su estructura hexagonal altamente deformada. Y desde una vista lateral, ver

Figura 1.1(c) se puede notar la característica principal del Fosforeno, el pandeo entre

algunos de sus átomos, creando una especie de subcapas, una subcapa superior (átomos

rojos) y una inferior (átomos azules), Figura 1.1(c).

4
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Figura 1.1: Estructura del Fosforeno. En la capa de abajo se encuentran los átomos de
color azul y los de color rojo se encuentran en la capa superior. En (a) se tiene una vista
superior de una cinta de Fosforeno y se aprecia el arreglo hexagonal de los átomos. En
(b) la vista inclinada y en (c) una vista lateral donde se distingue el pandeo (buckling)
o bien la deformación característica que tiene el Fosforeno.

Una red de Grafeno se construye a partir de una base de vectores triagonal con 2

átomos en la celda unitaria, sin embargo, en el Fosforeno esta base no reproduce el

pandeo (buckling) entre átomos, por ello que se opta por usar una base rectangular con

4 átomos en la celda unitaria. En otras palabras, las posiciones de los átomos están

determinadas por los 4 átomos de la base atómica y la combinación lineal del conjunto

de vectores base a, b y δ ilustrados en la Figura 1.2, y cuyas magnitudes son 4.42Å,

3.27Å y 0.8Å, respectivamente [3]. Los vectores a y b forman la base de la celda unitaria

del Fosforeno. A partir de estos vectores y los 4 átomos de la base atómica se puede

localizar las posiciones de todos los átomos en la red.

Para simplificar la descripción energética de la red del Fosforeno podemos despreciar

el pandeo y proyectar las posiciones de los átomos de Fósforo al plano xy. En este caso

el sistema se describe por la base triagonal con dos átomos en la celda unitaria.

Para este modelo se han considerado únicamente enlaces entre primeros y segundos
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vecinos, con energías de enlace t1 = −1.22 eV y t2 = 3.665 eV respectivamente. La

clara diferencia entre los parámetros de enlace es lo que le da al Fosforeno propiedades

electrónicas muy distintas del Grafeno [4, 5]. Notar que (t2 ≈ −3t1).

Figura 1.2: Red de Fosforeno proyectada en el plano xy. Los vectores a(4.42Å) y
b(3.27Å) forman la base rectangular para localizar los átomos de Fósforo en toda la red.
La base atómica de los 4 átomos se encuentra indicada en las elipses de color naranja.
El vector δ(0.8Å) conecta los átomos de la capa inferior (átomos azules) con la capa
superior (átomos rojos). Los valores t1 = −1.22 eV y t2 = 3.665 eV son los parámetros
de enlace de primeros y segundos vecinos respectivamente.

De forma análoga al Grafeno, los bordes a lo largo de la dirección x se les conoce como

bordes armchair por su forma de sillón y los bordes en la dirección y se les conoce

como bordes zigzag por su forma ondulada, ver Figura 1.2.

1.2. Modelando el Fosforeno: Hamiltoniano de ama-

rre fuerte

Para modelar la estructura electrónica del Fosforeno, utilizamos un Hamiltoniano de

amarre fuerte, el cual consiste en la superposición de los estados atómicos de áto-

mos individuales de Fósforo. El Hamiltoniano de amarre fuerte para una sola capa
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(ml =mono-layer) de Fosforeno es

Hml =
∑
〈i,j〉

(tij|i〉〈j|+ H.c.) , (1.1)

donde |i〉 indica el estado de los átomos que se encuentran localizados en la posición

Ri. El valor tij es el término de acoplamiento entre el estado con posición Ri y Rj con

posición ij en la matriz del Hamiltoniano y H.c es el término Hermitiano conjugado.

El término 〈i, j〉 indica que la suma en la ecuación (1.1) es distinta de cero únicamente

cuando los átomos son primeros o segundo vecinos, en cualquier otro caso el término

tij es igual a cero.

En síntesis, el Hamiltoniano se puede visualizar como una estructura de puntos loca-

lizados en Ri ligados entre sí con una energía de enlace tij, dependiendo si son o no

primeros o segundos vecinos. Sin embargo, el Hamiltoniano no da información acerca

de las posiciones atómicas sólo nos da información acerca de la interacción energética.

1.3. Hamiltoniano de amarre fuerte para varias capas

de Fosforeno

Por otro lado, como el objetivo principal es estudiar el transporte de los electrones a

través de múltiples capas de Fosforeno, definimos a N como el número de capas a estu-

diar. Para modelar múltiples capas de Fosforeno se considera una aproximación usando

la suma de N Hamiltonianos de una sola capa (ml = mono-layer) Hml más un término

de interacción entre capas vecinas H int (int = interaction). Así, el Hamiltoniano para

N capas de Fosforeno se puede expresar como

HN =
N∑
m=1

Hml
m +

N−1∑
m=1

H int
m , (1.2)
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donde

H int
m = til

∑
〈i,j〉

(|im〉〈jm+1|+ H.c.) , (1.3)

siendo til = 0.295 eV ≈ 0.24|t1| el término de acoplamiento entre capas (il = intra-

layer) [6] y H.c. el término Hermitiano conjugado. La interacción entre capas sólo se da

con la capa más cercana, es decir, la primera capa vecina. Para este modelo de varias

capas se ha considerado un apilamiento-AB o stacking-AB, el cual es la configuración

enérgicamente más estable [7].

Para ejemplificar el modelo de amarre fuerte de varias capas, en el caso particular

cuando N = 2, se tienen 2 Hamiltonianos de amarre fuerte mono-layer Hml
1 y Hml

2

y un sólo Hamiltoniano de interacción para estas 2 capas H int
1 . En la Figura 1.3 se

esquematizan dos capas de Fosforeno y a que sección corresponde cada Hamiltoniano.

Figura 1.3: Diagrama de representación de los Hamiltonianos para N = 2. Las líneas
negras entre capas representan los enlaces entre los átomos. Hml

1 es el Hamiltoniano de
amarre fuerte monocapa que corresponde a la capa de Fosforeno superior. Hml

2 repre-
senta el modelo de la capa de Fosforeno inferior. H int

1 es el Hamiltoniano de interacción
entre la capa superior y la inferior.

Otra situación similar es cuando se tienen N = 3 capas de Fosforeno, de forma analóga

se tiene 3 Hamiltonianos (mono-layer) de amare fuerte Hml
1 , Hml

2 y Hml
3 , y además se

tienen 2 Hamiltonianos de acoplamiento entre capas (intra-layer) que son H il
1 y H il

2 .

En la Figura (1.4) se representa esquemáticamente a donde corresponde cada término
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del Hamiltoniano H3.

Figura 1.4: Diagrama de representación de los Hamiltonianos para N = 3. Hml
1 , Hml

2

y Hml
3 son los modelos energéticos (Hamiltonianos de amarre fuerte mono-layer) indi-

viduales para las capas de Fosforeno. H int
1 y H int

2 son los modelos de interacción entre
capas.

1.4. Unidades

Para términos prácticos, todas las longitudes mencionadas en esta tesis están medidas

en múltiplos de la magnitud del vector a, |a| = 4.42 Å. Por otra parte, todas las unidades

de energía están medidas en términos del parámetro de acoplamiento |t1| = 1.22 eV.

1.5. Solución del Hamiltoniano de amare fuerte: es-

tructura de bandas

Bajo el teorema de Bloch, en un sistema de un sólido periódico podemos hallar solución

de la ecuación de Schrödinger con un ansatz de onda plana [8]:

|ψ〉 =
∑
j

(a|jA〉+ b|jB〉)eik·Rj , (1.4)
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donde i es la unidad imaginaria y k el vector de onda. Con esto el Hamiltoniano de

amarre fuerte se puede reescribir como 1

Hml(k) =

 0 g∗(k)

g(k) 0

 , (1.5)

donde

g(k) = e−ikδ
[
t2 + 2t1e

ika/2 cos

(
kb
2

)]
, (1.6)

con kδ = k ·δ, ka = k ·a y kb = k ·b. A partir de esto, usando la ecuación de Schrödinger

se puede resolver el problema de eigenvalores

det(Hml − E) = 0, (1.7)

y las eigenenergías, que en este caso corresponden a la estructura de bandas, están

dadas por

E(k) = ±|g(k)|, (1.8)

o bien, sustituyendo ecuación (1.6) en la ecuación (1.8)

E(k) = ±

√
t22 + 4t1t2 cos

(
ka
2

)
cos

(
kb
2

)
+ 4t21 cos2

(
kb
2

)
, (1.9)

con el indicador "+" para la banda de conducción y "−" para la banda de valencia.

En la Figura 1.5 se grafica la energía o bien la estructura de bandas, ecuación (1.9) en

función del vector k.

1Para una deducción más detallada acerca de la ecuación (1.5) revisar el Apéndice A.
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Figura 1.5: Estructura de bandas de una capa de Fosforeno. Del lado izquierdo se tiene
la estructura de bandas en la dirección kx. En el lado derecho se tiene la estructura de
bandas en la dirección ky. Comparando ambas gráficas se puede notar la alta anisotropía
que existe en ambas direcciones del Fosforeno.

En la Figura 1.5 se grafica la estructura de bandas de una capa de Fosforeno donde se

muestra alta anisotropía que presenta el Fosforeno en ambas direcciones. En la dirección

kx los electrones se comportan como fermiones de Dirac masivos ya que tiene una

relación de dispersión cuadrática seguida de un régimen lineal (ver la curva azul en

Fig. 1.5). Por otro lado, en la dirección ky los electrones se comportan como electrones

de Schrödinger ya que tienen una relación de dispersión totalmente cuadrática.

En contraste al Grafeno, las bandas de energía del Fosforeno se encuentran virtualmente

centradas justo en el punto Γ de la zona de Brioullin, mientras que en el Grafeno, las

bandas de energía (conos de Dirac) se encuentran virtualmente localizadas justo en el

centro de los seis puntos K.

1.6. Estructura de bandas de múltiples capas de Fos-

foreno

Para calcular la estructura de bandas de N capas de Fosforeno, nos basamos en el

Hamiltoniano de amarre fuerte derivado de [6], de igual forma, la energía calculada a
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continuación se obtuvo a partir del mismo Hamiltoniano restringiendo este resultado

a los valores t1, t2 y til. Tomamos en cuenta la interacción entre primeros y segundos

vecinos (t1 y t2) para la interacción dentro de las capas individuales y únicamente

interacción entre primeros vecinos (til) para la interacción entre las distintas capas de

Fosforeno.

Así, la estructura de bandas En(k) para N capas de Fosforeno es [6]

En(k) = ±
∣∣∣∣t2 + 2t1e

ika/2 cos

(
kb
2

)
+ 2til cos

(
nπ

N + 1

)
cos (kb)

∣∣∣∣ , (1.10)

con n el índice del número de capa y N el número total de capas el cual es un valor

fijo. Además, recordemos que ka = k · a y kb = k · b.

Para cada valor de n, obtenemos 2 bandas, la banda de conducción (+) y la banda

de valencia (−). Es decir, para n = 1 se tienen 2 bandas, para n = 2 se tienen otras

2 bandas, o sea se tienen 4 bandas, dos de valencia y dos de conducción. Creciendo

sucesivamente con el número de capas.

Es importante resaltar que cuando el número total de capas es N = 1 se recupera la

expresión dada en la ecuación (1.9). La estructura de bandas es más precisa a bajas

energías debido a que utilizamos pocos parámetros de enlace.

Figura 1.6: Estructura de bandas de N = 2 capas de Fosforeno. En ambas imágenes las
líneas sólidas representan la estructura de bandas del Fosforeno de N = 2 capas E2(k),
mientras que la línea punteada representa la estructura de bandas de la monocapa.
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Figura 1.7: Estructura de bandas del Fosforeno de N = 3 capas E3(k). En esta Figura
resaltamos con una línea sólida más intensa la estructura monocapa. Observamos que
el resultado de aumentar el número de capas es la disminución del band gap de energía.

En el lado izquierdo de la Figura 1.7 se muestra la función E3(kx) y del lado derecho

E3(ky). En ambas gráficas la línea más gruesa representa las bandas de la estructu-

ra monocapa. Es fácil notar que a mayor número de capas, el band gap comienza a

disminuir.



Capítulo 2

Sobre el transporte cuántico: funciones

de Green fuera de equilibrio

La siguiente sección esta basada en las referencias [8, 9].

2.1. ¿Por qué fluyen los electrones? Sistema fuera de

equilibrio

Para estudiar el transporte cuántico en el Fosforeno debe existir un flujo de electrones,

es decir, una corriente eléctrica a través del nanosistema. Podemos lograr un flujo de

electrones si el nanosistema está conectado a una batería, de tal forma que en un

extremo del nanosistema se encuentre un polo de la batería y en el extremo opuesto el

otro polo. Al contacto de entrada se le llama fuente y al contacto de salida drenaje en

referencia a su significado en inglés source y drain respectivamente. De esta forma se

tiene una entrada y salida de electrones al nanosistema. En esta tesis ocasionalmente

se mencionará a fuente como S y a drenaje como D indistintamente por sus nombres

en inglés Source y Drain.

14
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Para explicar el por qué los electrones fluyen a través del nanosistema, debemos con-

siderar que cuando la energía de estos se encuentra cerca del valor llamado potencial

químico µ, los electrones tienen la capacidad de ser conducidos [8, 9]. Cuando conecta-

mos la batería al contacto drenaje esta baja los niveles de energía respecto a la fuente

y los potenciales químicos de cada contacto µS/D se separan por un valor qV , es decir

µS − µD = qV, (2.1)

con q la carga del electrón y V el voltaje de Bias [8], dando lugar a dos diferentes

funciones de Fermi

fS/D(E) ≡ 1

1 + exp[(E − µS/D)/kBT ]
= f(E − µS/D). (2.2)

Cada reservorio fuente y drenaje, busca individualmente mantener el equilibrio, es de-

cir el sistema busca mantener el equilibrio de su potencial químico consigo mismo. Sin

embargo, el nanosistema actúa como un canal entre los reservorios, y como consecuen-

cia la fuente y el drenaje nunca logran el equilibrio. La fuente se mantiene inyectando

electrones al nanosistema, mientras que el drenaje se mantiene extrayéndolos. De es-

ta manera, se crea un flujo de electrones, o bien una corriente eléctrica a través del

nanosistema, ver Figura 2.1.
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Figura 2.1: Sistema fuente-drenaje. Los reservorios S y D se encuentran fuera de equi-
librio. La batería mantiene una entrada y salida de electrones constante creando una
corriente a través del nanosistema. La diferencia entre los potenciales químicos µs y µs
es el voltaje de Bias qV .

2.2. Fuente y drenaje en el Fosforeno

Como ya se mencionó anteriormente, podemos encontrar dos tipos de bordes en una

cinta de Fosforeno. El borde zigzag y el borde armchair. Ambos contactos S y D se

pueden colocar en ambos bordes, es decir se puede colocar fuente y drenaje en el

borde zigzag, ver Figura 2.2 o bien en el borde armchair, ver Figura 2.3. Esto, con el

objetivo de estudiar el comportamiento de los electrones a través de ambas direcciones

del Fosforeno.
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Figura 2.2: Una cinta de Fosforeno y sus diferentes vistas laterales. En (a) los átomos
de color verde representan los contactos fuente en la izquierda y drenaje a la derecha
sobre el borde zigzag.

Figura 2.3: Una cinta de Fosforeno y sus diferentes vistas laterales. En (a) los átomos
de color verde representan los contactos fuente en la parte de abajo y drenaje en la
parte de arriba sobre el borde armchair.

2.3. La función espectral A

Se define a la función espectral como

A(E) ≡ 2πδ(E −H), (2.3)
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con E la energía1 de los electrones inyectados y H el Hamiltoniano de amarre fuerte.

En el espacio de configuraciones, la expansión en términos de las eigenfunciones ψk(r)

y las eigenenergías εk del Hamiltoniano H, la función espectral se escribe como

A (r, r′, E) = 2π
∑
k

ψk(r)δ (E − εk)ψ∗k (r′) , (2.4)

donde muestra que los elementos de la diagonal de la función espectral (es decir, los

elementos con r = r′) dan la densidad local de los estados D(r, E) . La densidad total

de los estados se obtiene integrando en todo el espacio, o de manera más general por

la traza de la función espectral

D(E) =
1

2π
Tr(A(E)) =

∑
k

δ (E − εk) . (2.5)

2.4. Funciones de Green G y G†

La distribución Delta de Dirac δ en una de sus múltiples representaciones se puede

escribir como

2πδ (E − εk) =
2ν

(E − εk)2 + ν2
= i

[
1

E − εk + iν
− 1

E − εk − iν

]
, (2.6)

donde ν > 0 es un número infinitesimalmente pequeño y εk son eigenvalores del Ha-

miltoniano del sistema. Usando esta representación de la distribución delta δ, se puede

definir la función espectral como

A(E) = 2πδ(E −H) = i

 (E −H + iν)−1︸ ︷︷ ︸
Función de Green retardada G

− (E −H − iν)−1︸ ︷︷ ︸
Función de Green avanzada G†

 , (2.7)

1Cabe recordar que la energía E y el valor de ν están multiplicados por una matriz unitaria de las
mismas dimensiones del Hamiltoniano. En este caso se omitió por simplicidad.
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donde introducimos la función de Green retardada G y la función de Green avanzada

G† [9]. Como la densidad de estados es positiva, también podemos ver de la ecuación

(2.7), que los elementos de la diagonal de la función de Green cumplen que Im(Gii) < 0.

2.5. La función de correlación Gn

Definimos la función de correlación como

Gn ≡ 2π|ψ〉〈ψ|, (2.8)

que tiene como elementos de la matriz en el espacio de configuraciones

Gn (r, r′) = 2πψ(r)ψ∗ (r′) , (2.9)

da la correlación del estado |ψ〉 entre las posiciones r y r′. En particular, los elementos

de la diagonal (r = r′) dan la densidad de electrones. En equilibrio, la densidad de los

electrones está determinada por la ocupación de la densidad de estados, de acuerdo a la

distribución de Fermi f(E−µ) ya mencionada, ecuación (2.2). Por lo tanto, concluimos

que en equilibrio la función de correlación está relacionada con la función espectral por

Gn
eq(E) = A(E)f(E − µ). (2.10)

2.6. Función de Green para el nanosistema

Como se mencionó anteriormente, para poder hacer un análisis del transporte de elec-

trones, debe existir una corriente eléctrica entre los contactos. El nanosistema se conecta

a los reservorios fuente y drenaje, ver Figura 2.1.

Podemos escribir la ecuación de Schrödinger de los reservorios S y D con los corres-
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pondientes Hamiltonianos HS/D [9],

(E −HS) |ΦS〉 = 0, (2.11a)

(E −HD) |ΦD〉 = 0, (2.11b)

Defininimos la extracción y la inyección de electrones al nanosistema como

iν
∣∣ΦS/D

〉
=
∣∣QS/D

〉
, (2.12)

donde el término iν
∣∣ΦS/D

〉
lo identificamos como la extracción de electrones y a

∣∣QS/D

〉
como la inyección, de tal forma que no se altere la estructura matemática de la ecuación

de Schrödinger. Así, a partir de esta definición se puede reescribir de forma equivalente

la ecuación de Schrödinger para S y D como

(E −HS + iν) |ΦS〉 = |QS〉 , (2.13a)

(E −HD + iν) |ΦD〉 = |QD〉 . (2.13b)

Por otro lado, si representamos el acoplamiento del nanosistema a los reservorios S

y D con las matrices τS/D, los estados |ΦS/D〉 se desbordan y exitan los estados del

nanosistema |ψ〉, los cuales pueden regresar al los reservorios S y D como |χS/D〉. La

ecuación de Schrödinger con el sistema acoplado resulta


E −HS + iν −τ+S 0

−τS E −H −τD

0 −τ+D E −HD + iν




ΦS + χS

ψ

ΦD + χD

 =


QS

0

QD

 . (2.14)

Es necesario hacer notar que la inyección
∣∣QS/D

〉
no se ve alterada por el acoplamiento.
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Del primer y último renglón de la ecuación (2.14) junto con (2.13) podemos obtener

|χS〉 = GSτ
†
S|ψ〉, (2.15a)

|χD〉 = GDτ
†
D|ψ〉, (2.15b)

donde

GS ≡ (E −HS + iν)−1 , (2.16a)

GD ≡ (E −HD + iν)−1 , (2.16b)

son las funciones de Green de los reservorios S yD. Sustituyendo las ecuaciones (2.15a)

y (2.15b) en (2.14), se tiene

(E −H − ΣS − ΣD) |ψ〉 = |Q〉, (2.17)

donde definimos las llamadas auto-energías

ΣS ≡ τSGSτ
†
S, (2.18a)

ΣD ≡ τDGDτ
†
D, (2.18b)

y la excitación total del sistema

|Q〉 ≡ τS |ΦS〉+ τD |ΦD〉 . (2.19)

Se define la función de Green para el nanosistema

G(E) ≡ (E −H − ΣS − ΣD)−1, (2.20)
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donde E es la energía de los electrones inyectados. Con esta función de Green, los

estados del sistema quedan definidos del siguiente modo

|ψ〉 = G|Q〉. (2.21)

De esta forma, la ecuación de Schrödinger del sistema acoplado ha sido transformada en

una ecuación para el nanosistema, el cual está abierto al ambiente por las auto-energías

ΣS/D. Estas auto-energías representan una modificación no-hermitiana al Hamiltoniano

y simplifican el problema debido a que la dimensión del Hamiltoniano es mucho menor.

Sin embargo, estas auto-energías, ecuaciones (2.18a) y (2.18b), dependen de la función

de Green de los contactos. Para simplificar esto se ha hecho una aproximación con un

modelo de acoplamiento al nanosistema, en este caso, se utilizó el llamado: modelo

de banda ancha, dado por

ΣS/D = −i
∑
α∈S/D

|α〉〈α|, (2.22)

donde |α〉 son los estados de los átomos de los contactos fuente y drenaje, que se

encuentran sobre el borde de la cinta de Fosforeno.

Por último, definimos la matriz de ensanchamiento como

Γ ≡ i(Σ− Σ†), (2.23)

para poder obtener la función espectral del nanosistema

A ≡ i
(
G−G†

)
= G (ΓS + ΓD)G† = A1 + A2. (2.24)
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2.7. Ecuaciones de corriente y transmisión del nano-

sistema

Por medio de la ecuación de Schrödinger, obtenemos para la evolución temporal del

proyector
d

dt
|ψ〉〈ψ|+ i

h̄
[H, |ψ〉〈ψ|] = 0. (2.25)

Esta ecuación, en analogía a la ecuación de continuidad en la mecánica cuántica, nos

indica la conservación de la densidad de probabilidad. Sin embargo, cuando conectamos

el sistema a los reservorios, esta densidad de probabilidad no se conserva. Para el

caso independiente del tiempo, el primer término de la ecuación (2.25) desaparece. Y

entonces el segundo término también debe ser igual a cero. Sin embargo, el sistema está

abierto hacia los contactos, lo cual implica que el segundo término puede ser distinto

de cero y por ende, ser identificado como el flujo de corriente por el sistema. Utilizando

la ecuación (2.8) podemos definir el operador de corriente como

Iop ≡ ie

h
[H,Gn], (2.26)

donde e es la carga del electrón y h la constante de Planck. Los elementos de la diagonal

Iopii =
ie

h

∑
j

(tijG
n
ji − tjiGn

ij), (2.27)

nos indican la corriente total fluyendo al i-ésimo sitio. De esta forma, los términos

individuales en esta suma pueden ser identificados como la corriente local2 fluyendo

del i-ésimo al j-ésimo elemento

Iij(E) =
ie

h

(
tijG

n
ji − tjiGn

ij

)
=

2e

h
Im
(
t∗ijG

n
ij

)
. (2.28)

2Las unidades de Iij se miden en términos de 2e
h ≈ 78mA

eV
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Integrando sobre todos los valores de energía, llegamos a la conocida Fórmula de

Landauer [10], la corriente total a través del nanosistema

ID =
e

h

∫ ∞
−∞

dETDS(E) (f (E − µS)− f (E − µD)) , (2.29)

donde definimos la función de transmisión como

TDS(E) ≡ Tr
(
ΓDGΓSG

†) . (2.30)

La interpretación de la función de transmisión para sistemas de 1D es probabilística, es

decir, transmisión perfecta (TSD = 1) en un sistema de una cadena de átomos significa

que la probabilidad de que un electrón sea transmitido de la fuente al drenaje es del

100 %. Si el sistema tiene una anchura M (2D o 3D) como en el caso de una cinta de

Fosforeno, el número máximo de estos canales es M . Por lo tanto, la cota superior para

el valor de TSD depende del número de canales que tenga el sistema.

En lo siguiente, principalmente estudiamos el transporte de electrones en el límite

infinitesimalmente pequeño del voltaje de Bias (µS −→ µD = µ) a temperatura cero.

En este caso, la función de transmisión en la energía de Fermi da directamente la

conductancia cero-bias3

G =
e2

h
TDS(E = µ). (2.31)

En complemento, la resistencia cero-bias, definida como el inverso de la conductancia

en la energía de Fermi es

R =
h

e2
1

TDS(E = µ)
. (2.32)

3El prefactor e2

h se conoce como la conductancia cuántica.



Capítulo 3

Las distintas configuraciones de fuente

y drenaje

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de este estudio es el transporte de

electrones en múltiples de capas de Fosforeno. Debido a esto, se tienen diferentes formas

de conectar fuente y drenaje, es decir, los contactos pueden estar colocados en todas

las capas o bien, en algunas determinadas que son de interés particular. El objetivo

de colocar los contactos en distintas configuraciones surge del interés de estudiar la

alta anisotropía del Fosforeno. Colocando los contactos en diferentes configuraciones,

se espera observar el comportamiento de los electrones en las distintas capas, además

de que se desea observar las interacciones intercapa.

3.1. Fuente y drenaje en todas las capas

En este primer caso, se tienen los contactos fuente y drenaje colocados en todas capas.

En la Figura 3.1(a) se tienen los contactos colocados sobre el borde zigzag, mientras

que en la Figura 3.1(b) se tienen los contactos colocados sobre el borde armchair. Este

caso, es el de mayor importancia, ya que en el laboratorio resultaría muy desafiante

25
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colocar algún contacto en una sola línea de átomos. Resulta más factible colocar los

contactos en todas las capas del material.

(a) Contactos en zigzag (b) Contactos en armchair

Figura 3.1: Contactos S y D en todas las capas. En (a) se tiene una cinta triple de
Fosforeno con los contactos S y D colocados en todas las capas en el borde zigzag,
mientras que en (b) los contactos se encuentran sobre el borde armchair.

3.2. Fuente en la capa inferior y drenaje en la capa

superior

Un caso particular, de bastante interés es cuando se tienen los contactos fuente en la

capa más inferior y drenaje en la capa más superior. Esto con el objetivo de estudiar

como se comporta la corriente a través de todo el sistema.

(a) Contactos en zigzag (b) Contactos en armchair

Figura 3.2: Contactos S en la capa más inferior y D en la capa más superior. En (a),
se tiene una cinta triple de Fosforeno con el contacto S en la capa más inferior y el
contacto D en la capa más superior del borde zigzag, mientras que en (b), los contactos
se encuentran de la misma forma a diferencia que estos se localizan en el borde armchair.
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3.3. Fuente y drenaje en la capa media

Otro caso de interés, es cuando tenemos un número de capas impares (N = 3, 5, 7, ...)

y colocamos los contactos fuente y drenaje en la capa de en medio.

(a) Contactos en zigzag (b) Contactos en armchair

Figura 3.3: Contactos S y D en la capa de en medio. Se tienen 3 capas de Fosforeno
con los contactos colocados en la capa media. En (a) los contactos se encuentran sobre
el borde zigzag, mientras que en (b) se encuentran sobre el borde armchair.

3.4. Fuente y drenaje en configuración ceiling

Cuando tenemos un número de capas par (N = 4, 6, 8, ...), construimos el caso cuando

la configuración de ambos contactos se encuentra en la capa media pero en un nivel

hacia arriba, como si fuera el techo (ceiling) de una construcción.

Como ejemplo de un sistema de número de capas par, se considera el caso particular

N = 4. En la Figura 3.4 se observa como es que se desplaza un nivel hacia arriba los

contactos de entrada y salida. Es decir, en este caso los contactos se desplazan hacia el

techo de la capa media.
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(a) Contactos en zigzag (b) Contactos en armchair

Figura 3.4: Contactos S y D en la capa de en medio desplazada un nivel hacia arriba
(ceiling). En (a) los contactos se encuentran sobre el borde zigzag y en (b) se encuentran
sobre el borde armchair.

3.5. Fuente y drenaje en configuración cruzado

Para este último caso, cuando también se tiene un número de capas par (N = 4, 6, 8, ...)

se colocan los contactos fuente y drenaje de forma cruzada en las capas de en medio, es

decir, fuente se coloca en una capa intermedia y drenaje se coloca en la capa inmediata

inferior; es por eso que se le nombra el caso cruzado, ver Figura 3.5. En este caso

particular con N = 4, el contacto fuente se encuentra en la capa N = 3, mientras que

drenaje se encuentra en la capa N = 2.

(a) Contactos en zigzag (b) Contactos en armchair

Figura 3.5: Contactos S y D en las capas de en medio superior e inferior (cruzado). La
fuente se encuentra en la capa N = 3, mientras que drenaje en la capa N = 2. En (a)
los contactos se encuentran sobre el borde zigzag y en (b) se encuentran sobre el borde
armchair.



Capítulo 4

La brecha de banda del Fosforeno

4.1. Transmisión en una capa de Fosforeno

Los cálculos presentados a continuación, se hicieron con un código propio hecho en el

software Wolfram Mathematica 12.0.

Con la ecuación (2.30) podemos realizar el cálculo de la transmisión1 para una cinta

de Fosforeno. Para este caso los contactos fuente y drenaje se encuentran sobre todo el

borde zigzag. Realizamos un barrido de energías desde −1.2|t1| ≤ E ≤ 1.2|t1|.

En la Figura 4.1, se ilustra la gráfica de transmisión de una capa de Fosforeno. En esta

imagen se observa que la transmisión es nula en una determinada brecha de energía

alrededor del origen. A partir de cierto valor de energía, la transmisión comienza a

tomar valores distintos de cero (T > 0). En general, mientras más alto el valor de la

energía, más grande es el valor de la transmisión. Aunque, debemos recordar que como

trabajamos con un modelo de amare fuerte y pocos parámetros de enlace, los valores

de T (E) a bajas energías son más precisos.

Para el estudio que realizamos, nos enfocamos en el valor de la energía donde la trans-

1El tiempo de cómputo de la transmisión de una capa de Fosforeno fue de aproximadamente
20s. Sin embargo, el tiempo escala de forma de leyes de potencia cuando se agregan múltiples capas
apiladas, llegando a ser de hasta 5hr para sistemas más grandes.

29
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misión comienza a tomar valores positivos.

Recordemos que la transmisión en un sistema como este la interpretamos como la

conductancia G para electrones a energía E.

Es importante notar, que la transmisión es simétrica con respecto al eje de la energía,

esto es, T es igual tanto en E > 0 como para E < 0.

El resultado más importante que obtenemos de esta gráfica es que, el valor de la brecha

de banda (band gap) del Fosforeno corresponde precisamente a la brecha de energía

que hay entre el origen y el punto en donde la transmisión toma valores positivos. En

la Figura 4.1, está representada la brecha de energía con una flecha horizontal de color

negro. Esta brecha corresponde al band gap ∆ de una capa de Fosforeno, que ya se ha

obtenido en cálculos previos [11].

Figura 4.1: Transmisión en una capa de Fosforeno. La transmisión se interpreta como
la conductancia de los electrones a energía E. Los contactos S y D se encuentran sobre
todo el borde zigzag. Los valores de la transmisión son simétricos tanto para E > 0 como
para E < 0. Se consideró el rango de energía −1.2|t1| ≤ E ≤ 1.2|t1|. La transmisión
se da a partir de un cierto valor de energía representado con una flecha horizontal de
color negro, el cual corresponde al band gap de una capa de Fosforeno ∆ = 1.0041|t1|
[11].
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4.2. Transmisión en múltiples capas de Fosforeno

Considerando el resultado anterior de una capa de Fosforeno, realizamos el mismo

procedimiento para N = 1, 2, 3, ..., 14 capas de Fosforeno apiladas. Consideramos todas

las distintas configuraciones de S yD presentadas en el Capítulo 3. Sin embargo, debido

al tiempo de cómputo requerido para varias capas, sólo se hizo el cálculo de valores de la

transmisión para bajas energías y además sólo se calculó la transmisión para valores de

E > 0 ya que como mencionamos anteriormente los valores para E < 0 son simétricos.

En la Figura 4.2, se aprecian los resultados calculados para la transmisión de múltiples

capas de Fosforeno con las configuraciones de los contactos mencionadas anteriormente.

En la Figura 4.2(a) se tiene el caso cuando la fuente y el drenaje se encuentran en todas

las capas. Consecuentemente, en la Figura 4.2(b) se tiene el caso cuando la fuente se

encuentra en la capa más superior y el drenaje en la capa más inferior. Para cuando

los contactos se encuentran en la capa media (ceiling), los resultados se muestran en

la Figura 4.2(c), por último, en la Figura 4.2(d) se grafican los resultados cuando la

fuente y el drenaje se encuentran en la capa media de forma (cruzada). En todas las

gráficas se omitió la etiqueta para N > 5 ya que las líneas son indistinguibles entre sí.

Observamos, que en todos los casos sin importar la configuración de los contactos, el

valor del band gap para muchas capas de Fosforeno disminuye hasta llegar a un valor

límite, este es considerado el valor del band gap del Fosforeno en bulto.
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Figura 4.2: Gráficas de transmisión para distintas configuraciones de S y D. En (a) se
tiene el caso donde los contactos se encuentran en todas las capas. En (b) el caso donde
los contactos se encuentran en los extremos, es decir S en la capa más superior y D
en la más inferior. En (c) se tiene el caso con los contactos en las capas intermedias
(cruzado). Por último, en (d) se tiene el caso con los contactos cruzados (ceiling). En
todos los casos se observa como la brecha de energía disminuye cuando se agregan más
capas de Fosforeno. Esta disminución en la brecha de energía tiende a un límite cuando
el número de capas es grande. Debido al tipo de análisis que realizamos y al tiempo de
cómputo, sólo se muestra la transmisión con valores de E > 0.

4.3. La brecha de banda de múltiples capas de Fosfo-

reno

El resultado más importante que hemos obtenido a partir de los datos calculados de

transmisión, es que se muestra una relación entre el valor de la energía en donde la

transmisión comienza a tener valores positivos (T > 0) y la brecha de banda (band
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gap) del número de capas correspondiente.

Para ejemplificar esta observación, en la Figura 4.3 se muestra la gráfica de transmisión

para N = 1, 2, 3 capas de Fosforeno apiladas. En esta gráfica, podemos ver la transmi-

sión en función de la energía. Además se puede apreciar gráficamente como la región en

donde no se tiene transmisión corresponde al band gap ∆1, ∆2 y ∆3 respectivamente

para los casos N = 1, 2, 3.

Figura 4.3: Transmisión para N = 1, 2, 3 capas de Fosforeno apiladas. Consideramos
sólo valores de E > 0. Las brechas de energía correspondiente al band gap (∆1, ∆2, ∆3)
están indicadas por las flechas horizontales.

A continuación, se hizo el cálculo y análisis de la transmisión para N = 1, 2, 3, ..., 14 ca-

pas de Fosforeno con las distintas configuraciones de los contactos ya mencionadas en el

Capítulo 3. Posteriormente, en la Figura 4.4 se ilustran los datos de la transmisión cal-

culados por la función de transmisión en función del número de capas N = 1, 2, 3, ..., 14.

En el caso cuando los contactos se encuentran en todas las capas los valores de trans-

misión se encuentran ligeramente debajo del modelo analítico presentado, mientras que

cuando los contactos fuente en la capa más superior y drenaje en la capa más inferior

los valores de transmisión comienzan a ser ligeramente superiores del modelo analítico.
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Cuando se tienen los casos de contactos ceiling y cruzado el valor de la transmisión

no tiene una gran diferencia ya que los sistemas son muy parecidos y en algunos casos

coinciden entre sí.

Como observación, para un número de capas suficientemente grande, se llega a un

límite en el band gap conocido como la brecha de banda del Fósforo en bulto (bulk)

∆bulk ≈ 0.52|t1| [12].

Figura 4.4: Brecha de banda de varias múltiples capas de Fosforeno. En el cuadro
de referencia podemos ver a que color corresponde cada caso de configuración de los
contactos. Podemos ver, que para pocas capas de Fosforeno, N < 6 el valor del band gap
es muy distinto entre sí. Cuando se tienen varias capas de Fosforeno (N > 6) el valor
del band gap tiende a ser muy parecido entre los distintos casos. Para N > 14 el valor
del bad gap tiende ser el de la brecha de banda del Fosforeno de bulto ∆bulk ≈ 0.52|t1|.
Todos los datos obtenidos se encuentran dentro de un intervalo muy cercano del modelo
analítico presentado en la ecuación (4.1).

Por otra parte, el modelo analítico es resultado de considerar los eigenvalores para el

caso general de múltiples capas del Hamiltoniano presentado en [5, 6]. Representamos

el modelo analítico de la brecha de banda como ∆nl que depende de N el número de
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capas (nl = number of layers):

∆nl(N) =

∣∣∣∣∆ + 2 cos

(
πN

N + 1

)
til

∣∣∣∣ . (4.1)

En particular, para el caso monocapa (N = 1), se tiene que ∆nl(1) = ∆ = 1.0041|t1| y

se recupera el band gap ya conocido para una capa de Fosforeno [12].

Además, cuando el número de capas es muy grande (N → ∞), el modelo tiende al

valor del Fósforo en bulto ∆nl(N)→ |∆− 2til| ≈ ∆bulk.



Capítulo 5

Transporte electrónico en múltiples

capas de Fosforeno

5.1. Transporte electrónico en una capa de Fosforeno

Para hacer un estudio cualitativo del transporte electrónico, calculamos la corriente

local con la ecuación (2.28) en una cinta cuadrada de Fosforeno de aproximadamente

110|a| ≈ 50 nm de longitud y alrededor de 6.6 × 104 átomos de Fósforo. Graficamos

la densidad de corriente con electrones inyectados a una energía E = ∆ + 0.15|t1| =

1.1541|t1|, este resultado se muestra en la Figura 5.1.

36
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Figura 5.1: Densidad de corriente en una capa de Fosforeno. En color rojo se re-
presenta la densidad de corriente. Los electrones inyectados tienen una energía de
E = ∆ + 0.15|t1| = 1.1541|t1|. En la imagen del lado izquierdo los contactos se en-
cuentran colocados el borde zigzag y en la imagen del lado derecho la cinta tiene los
contactos sobre el borde armchair.

Ambos contactos fuente y drenaje se encuentran resaltados en ambas imágenes con

una línea verde sobre el borde de la cinta, estos contactos se encuentran de tal forma

que se pueda observar un haz principal dentro de la cinta. El color rojo en ambas

gráficas indica la densidad de corriente calculada con la ecuación (2.28). Además, las

líneas amarillas representan la resultante del campo vectorial de la corriente, las cuales

llamaremos líneas de corriente.

En ambos casos, podemos observar como la densidad de corriente se concentra en su

mayoría en un haz principal del ancho de los contactos y las líneas de corriente se

mueven primordialmente dentro de este haz. Sin embargo, fuera de los contactos se

tiene un efecto de punta en los extremos de los contactos, creando unos vórtices donde

podemos ver como la corriente va en sentido contrario de donde es inyectada.

Recordemos, que los electrones que se mueven a lo largo del eje y se comportan de

forma similar a electrones de Schrödinger, mientras que los que se mueven a lo largo

de la dirección x se comportan como electrones de Dirac. Para más detalles del estudio
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de una capa de Fosforeno se recomienda revisar [11].

5.2. Transporte con fuente y drenaje en el borde zig-

zag

Para todos los resultados de la corriente presentados en esta sección, la energía de los

electrones inyectados es de E = ∆nl(3) + 0.12|t1| = 0.7821|t1|.

5.2.1. Fuente y drenaje en todas las capas

En la Figura 5.2, se tiene la gráfica de densidad de corriente para 3 capas de Fosforeno,

los contactos representados con una línea verde, fuente (borde izquierdo) y drenaje

(borde derecho) sobre el borde zigzag. Al igual que para una capa, los contactos fueron

adelgazados para tener una mejor perspectiva del comportamiento de la corriente. Las

líneas amarillas representan el campo vectorial de la corriente.

Figura 5.2: Densidad de corriente de 3 capas de Fosforeno con los contactos S y D en
todas las capas. Cualitativamente las 3 capas de Fosforeno tienen el mismo comporta-
miento de la densidad de corriente. La corriente primordialmente se conduce en un haz
principal del ancho de los contactos.

En las 3 cintas se observa un haz principal de la fuente al drenaje, este haz tiene cua-

litativamente la misma forma en las 3 capas. La corriente se distribuye uniformemente
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en todas las capas. Además de esto podemos notar que en los bordes del drenaje las

líneas de corriente se desvían hacia los lados y toman la dirección contraria de donde

fueron inyectados (fuente), tal y como se observó en la gráfica de la monocapa aunque

con menor intensidad.

Figura 5.3: Gráfica intercapa. En estas gráficas observamos la densidad de corriente que
pasa de una capa a otra. En color rojo se tienen los puntos en donde los electrones suben
mientras que en azul los electrones que bajan de una capa a otra. Observamos subidas y
bajadas regulares en el haz principal por donde se conduce la corriente. Esta densidad
de corriente intercapa es aproximadamente un orden de magnitud menor (∼ 30 veces)
a la densidad de corriente sobre las capas.

En la Figura 5.3, se tienen las gráficas intercapa de la densidad de corriente. Como

su nombre lo indica, estas gráficas se encuentran virtualmente entre las gráficas de

densidad de corriente y representan la subida y bajada de los electrones entre las

distintas capas de Fosforeno de la Figura 5.2. Es decir, la Figura 5.3(a) se encuentra

virtualmente entre la capa N = 1 y la capa N = 2 de la Figura 5.2 y la Figura 5.3(b) se

encuentra virtualmente entre la capa N = 2 y N = 3 de la Figura 5.2. No representan

una capa física de átomos, únicamente representan la densidad de corriente de los

electrones que atraviesan de una capa a otra. Los puntos en color rojo indican cuando un

electrón sube (Up) de una capa a otra, y los puntos en color azul en donde los electrones

bajan (Down). Esta densidad de corriente que fluye entre capas es aproximadamente

un orden de magnitud menor al de la densidad de corriente que fluye sobre las capas
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(∼ 30 veces menor).

Esta figura en particular parece tener un color violeta homogéneo, sin embargo, esto

sólo es un efecto visual, en realidad se tienen muchos puntos rojos y azules distribuidos

homogéneamente. Este efecto se debe a que la entrada y salida de corriente, es decir,

los contactos fuente y drenaje se encuentran en todas las capas y los electrones son

libres de moverse entre las 3 capas de manera uniforme. En otras palabras, las gráficas

intercapa nos ayudan a ver que los electrones del sistema representado en la Figura 5.2,

se mueven de forma regular y se distribuyen de manera homogénea a través de todo el

sistema.

Figura 5.4: Densidad de corriente en 3D con los contactos S y D en todas las capas.
El en eje z se encuentran ubicadas las capas de Fosforeno. La escala de colores indica
en color rojo el máximo de la densidad de corriente, mientras que el violeta indica el
mínimo en la densidad de corriente.

Por otro lado, en la Figura 5.4 se muestra la gráfica de la densidad de corriente en el

espacio 3D. Los colores descritos en la barra indican la escala de corriente, donde el

color rojo representa el máximo Imax y en color violeta el mínimo Imin de la intensidad

de corriente. En esta gráfica no están representados los contactos fuente y drenaje. Sin

embargo, se observa que existe una especie de canal donde la mayoría de los electrones

son conducidos justo donde se encuentran los contactos. Se puede observar que la

distribución de corriente es uniforme en todo el canal y la mayor cantidad de electrones

se encuentran en el centro del flujo donde predomina el color rojo que indica una
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mayor intensidad de densidad de corriente. Por otra parte, en color azul y fuera del

canal principal se tiene una intensidad de corriente muy baja.

5.2.2. Fuente en la capa superior y drenaje en la capa inferior

Otro caso a considerar es cuando se tienen los contactos fuente en la capa más inferior y

drenaje en la capa más superior. En este sistema de N = 3 capas se tienen los contactos

fuente en la capa N = 1 y drenaje en la capa N = 3. En la Figura 5.5 es claro notar

que en la capa N = 1 la densidad de corriente es muy intensa cerca del contacto de

entrada. Posteriormente, la mayor parte de la corriente fluye a través de la capa N = 2.

Por último, la densidad de corriente vuelve a ser más intensa en la capa N = 3 cerca

de donde se encuentra el contacto de salida.

Figura 5.5: Densidad de corriente de N = 3 capas de Fosforeno con los contactos S en
la capa más inferior y D en la más superior. En la capa N = 1 se observa el contacto
fuente y en la capa N = 3 se puede apreciar el contacto de salida drenaje, ambos
representados con una línea de color verde. La corriente que sale de la fuente en la capa
N = 1 sube abruptamente a la capa N = 2 muy cerca del contacto de entrada, luego,
la mayor parte de la corriente se mueve sobre la capa N = 2 y posteriormente cerca
del contacto de salida vuelve a subir abruptamente de la capa N = 2 a N = 3.

En la Figura 5.6 se tiene las gráficas intercorriente, las cuales nos ayudan a confirmar lo

anteriormente mencionado. De la capa N = 1 a N = 2 la densidad de corriente asciende

en los puntos cercanos al contacto de entrada, ver Figura 5.6(a). Posteriormente, cerca

de los puntos de salida volvemos a ver un ascenso de electrones muy cerca del contacto
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de salida, ver Figura 5.6(b).

Podríamos imaginar que la densidad de corriente, por la configuración de los contactos,

se distribuye de manera gradual de la capa inferior a la capa superior. Sin embargo, esto

no ocurre, se tiene un ascenso abrupto cerca de los contactos y un mayor transporte en

la capa intermedia (N = 2).

Figura 5.6: Gráfica intercapa. En (a) observamos una alta densidad de corriente cerca
del contacto de entrada fuente, es decir se tiene una subida abrupta de la capa N = 1
a N = 2. En (b) observamos otra subida de la corriente cerca del contacto de salida
drenaje, donde los la corriente pasa de la capa N = 2 a N = 3.

Figura 5.7: Densidad de corriente en 3D. S en la capa más inferior y D en la más
superior. En la capa intermedia es donde se tiene el mayor flujo de corriente. Es claro
ver que el mayor porcentaje de la corriente fluye sobre la capa intermedia. Además,
observamos la subida abrupta hacia capas superiores cerca de los contactos de entrada
y salida.

El la gráfica 3D, ver Figura 5.7, es más claro observar como el flujo de corriente es
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forzado a subir de la capa inferior a la capa superior, y la mayor subida se electrones

se ve cerca de los contactos fuente y drenaje. Además, la mayor parte del flujo se ve en

la capa media.

5.2.3. Fuente y drenaje en la capa intermedia

El último caso a considerar es cuando los contactos se encuentran en la capa intermedia.

En la Figura 5.8 se puede apreciar como la mayoría de la densidad de corriente fluye

a lo largo del haz principal en la capa intermedia. Sin embargo, un porcentaje de

la corriente se desborda por las capas superior (N = 3) e inferior (N = 1). Se podría

esperar que la densidad de corriente se distribuyera de manera uniforme hacia las capas

laterales. Por el contrario, lo que observamos es que la densidad de corriente sube y

baja abruptamente hacia las capas superior e inferior cerca de los contactos.

Figura 5.8: Densidad de corriente de N = 3 capas de Fosforeno con los contactos S y D
en la capa media. En esta gráfica observamos como el mayor porcentaje de la corriente
fluye por la capa N = 2. Sólo una pequeña parte de la densidad de corriente tiende a
desbordarse por las capas externas, las cuales son las capas N = 1 y N = 3.

En la Figura 5.9 tenemos las gráficas intercapa. En estas gráficas es fácil observar el

hecho de que la densidad de corriente se desborda hacia las capas superior e inferior.

En la Figura 5.9(a), cerca del contacto fuente vemos un descenso de electrones hacia

la capa N = 1. Al mismo tiempo, en la Figura 5.9(b), cerca del contacto fuente vemos

un ascenso de electrones hacia la capa N = 3.



CAPÍTULO 5. TRANSPORTE EN MÚLTIPLES CAPAS DE FOSFORENO 44

Por otro lado, en la Figura 5.9(a), cerca del contacto drenaje vemos un descenso de

electrones hacia la capa N = 2, y al mismo tiempo, en la gráfica 5.9(b), cerca de

contacto drenaje, tenemos un ascenso de electrones de la capa N = 1 a N = 2.

Una vez más, se esperaría que la densidad de corriente se distribuya de forma gradual

hacia las capas superior e inferior. Sin embargo, esto no sucede. La subida y baja de

electrones se da de forma abrupta cerca de los contactos de entrada y salida. Mante-

niendo la mayor parte del transporte en la capa intermedia.

Figura 5.9: Gráfica intercapa. En (a), cerca del contacto de entrada fuente, en color
azul vemos como la densidad de corriente baja de la capa N = 2 hacia la capa N = 1,
y en rojo, cerca del contacto de salida drenaje vemos que la corriente vuelve a subir
hacia la capa N = 2. Luego en (b), observamos algo similar, sólo que los colores se
encuentran invertidos. Es decir, cerca del contacto de entrada los electrones suben de
N = 2 hacia N = 3, luego cerca del contacto de salida, la corriente desciende de la capa
N = 3 a N = 2. La mayor parte del transporte se da sobre la capa intermedia N = 2.

En la Figura 5.10 se muestra la gráfica en 3D de la densidad de corriente para el caso

de los contactos en la capa intermedia. En esta gráfica se puede ver claramente que

el flujo principal de electrones se da en la capa media y en una escala menor se tiene

transporte en las capas laterales.
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Figura 5.10: Densidad de corriente en 3D con los contactos S y D en la capa media.
En esta imagen observamos que la mayor concentración de la densidad de corriente se
encuentra sobre la capa media. Además, un porcentaje menor se transmite sobre las
capas exteriores (N = 1 y N = 3).

5.3. Transporte con fuente y drenaje en el borde

armchair

Todos los casos considerados a continuación fueron calculados con energía a E =

∆nl(3) + 0.1|t1| = 0.7621|t1|.

5.3.1. Fuente y drenaje en todas las capas

Ahora analizaremos los casos cuando se tienen los contactos en el borde armchair. En

la Figura 5.11 se tiene la densidad de corriente para 3 capas de Fosforeno apiladas

con los contactos en el borde armchair. Cualitativamente, la corriente se distribuye

uniformemente en todas las capas. Para estos casos, es fácil notar que la corriente

también es dirigida por un haz principal, sin embargo, existe más vorticidad fuera del

canal principal. Recordemos que en esta dirección los electrones tienen la relación de

dispersión como la de electrones de Schrödinger. La alta anisotropía en la estructura

de bandas del Fosforeno esta presente en estas gráficas de la densidad electrónica.
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Figura 5.11: Densidad de corriente en N = 3 capas de Fosforeno con los contactos en
todas las capas sobre el borde armchair. En este caso se observa como la densidad de
corriente se distribuye de igual forma en las 3 capas. Aquí podemos observar la alta
anisotropía que presenta el Fosforeno; se tiene un flujo homogéneo aunque no igual que
cuando se tienen los contactos en el borde zigzag. También observamos un patrón de
difracción y vórtices fuera del canal principal del flujo de corriente.

Figura 5.12: Gráficas intercapa. En estás imágenes observamos la densidad de corriente
que atraviesa entre las capas. Logramos ver subidas y bajadas regulares en el canal
principal. Aunque se observa un color violeta uniforme, en realidad se tienen muchos
puntos rojos y azules. Es decir, se tiene una subida y bajada de corriente uniforme en
todas las capas.

Asimismo, en la Figura 5.13 se tiene la gráfica de densidad electrónica en 3D. La

corriente está distribuida uniformemente entre las 3 capas. Sin embargo, no se crea un

canal uniforme como en los casos de los contactos en el borde zigzag ver Figuras 5.2,

5.5 y 5.8.
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Figura 5.13: Densidad de corriente en 3D con los contactos S y D en todas las capas
sobre el borde armchair. Observamos el canal principal de transmisión. Logramos ver
con más claridad la anisotropía del Fosforeno, comparar con la Figura 5.4.

5.3.2. Fuente en la capa inferior y drenaje en la capa superior

De igual forma que para los casos de los contactos en el borde zigzag, los contactos sobre

el borde armchair se pueden colocar en distintas configuraciones. En este caso se tienen

los contactos fuente en la capa más inferior y drenaje en la capa más superior sobre

el borde armchair. De forma análoga al caso de los contactos en zigzag, la corriente

es forzada a atravesar el sistema y la mayor parte de la corriente es conducida en la

capa media. Como en la capa media no existe el contacto de salida drenaje la corriente

choca con el borde de la cinta y regresa a lo largo de la dirección zigzag y a través de

la dirección z. Sin embargo, la mayoría de la corriente es conducida en dirección de S

a D sobre la capa media.
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Figura 5.14: Densidad de corriente con N = 3. En este caso tenemos los contactos S en
la capa más inferior y D en la capa más superior. Observamos que el mayor porcentaje
de la corriente tiende a viajar por la capa media (N = 2), aunque los contactos se
encuentren en las capas. Cualitativamente parecido al caso visto en la Figura 5.5, sin
embargo totalmente distinto en la distribución de la densidad de corriente.

Figura 5.15: Gráficas intercapa. En (a) en la parte inferior, cerca del contacto de entrada
(fuente), observamos una subida de la corriente de la capa N = 1 a N = 2. Posterior-
mente en (b), en la parte superior, cerca del contacto de salida (drenaje), observamos
una subida de electrones de la capa N = 2 hacia N = 3.

En la Figura 5.16, se tiene la gráfica en 3D de la densidad de corriente para el caso

mencionado. Podemos observar como del lado izquierdo de la Figura 5.16 sobre el borde

armchair, el contacto fuente se encuentra en la capa más baja, mientras que en el lado

derecho de la Figura 5.16 se encuentra el contacto drenaje, sobre la capa más alta del

borde armchair. Podemos apreciar como el canal principal donde se conduce la corriente

una vez más se encuentra en la capa media.
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Figura 5.16: Densidad de corriente en 3D con los contactos S en la capa más inferior y
D en la más superior. Observamos con más claridad que cerca del contacto de entrada
(fuente) y de salida (drenaje) se tiene una alta concentración de la densidad de corriente,
sin embargo, la corriente se transmite en mayor porcentaje sobre la capa media (N = 2).

5.3.3. Fuente y drenaje en la capa intermedia

Por último, tenemos el caso cuando ambos contactos se encuentran en la capa media. En

la Figura 5.17 se tiene la gráfica de la densidad de corriente, en ella podemos observar

que la corriente utiliza principalmente el camino directo entre los dos contactos pero se

extiende parcialmente a las capas de arriba (N = 1) y abajo (N = 2).

Por otra parte, las líneas de corriente tienden a formar vórtices fuera de la línea principal

de conducción. La causa principal de esto es debido a reflexiones en los bordes.
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Figura 5.17: Densidad de corriente en N = 3 capas de Fosforeno con los contactos S y D
en la capa media. Así como en la Figura 5.8, en este caso observamos como la densidad
de corriente principalmente se mueve sobre la capa media (N = 2). Cualitativamente
se tiene un comportamiento similar, sin embargo, se tiene una distribución distinta en
la densidad de corriente.

Figura 5.18: Gráfica intercapa. En (a) podemos observar una bajada (azul) y subida
(rojo) de la densidad de la corriente cerca de los contactos de entrada y salida. En
(b) podemos observar algo similar. Es decir, de las gráficas de densidad de corriente
sabemos que el mayor porcentaje de corriente fluye por la capa media N = 2, pero un
porcentaje mayor se transmite sobre las capas N = 1 y N = 3. En ambas imágenes la
corriente sube y baja abruptamente cerca de los contactos de entrada y salida.

De igual forma, la densidad de corriente en 3D se puede ver en la Figura 5.19. En

contraste con la Figura 5.10 en donde se tiene los contactos sobre el borde zigzag, se

puede notar la gran diferencia en el transporte. Cuando los contactos se encuentran en

el borde zigzag, se tiene un transporte más dirigido sobre el canal formado, mientras

que en este caso, cuando tenemos los contactos posicionados en el borde armchair, el
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transporte es más disperso.

Figura 5.19: Densidad de corriente en 3D con los contactos S y D en la capa media.
En esta imagen se observa con mayor claridad como se forma un canal principal en
el centro de las 3 capas de Fosforeno. Sin embargo, se tiene un porcentaje menor de
transmisión en las capas externas.



Capítulo 6

Efecto túnel Anti-Super-Klein en

múltiples capas de Fosforeno

6.1. Unión pn en el Fosforeno

Existen distintas formas de dopar un material, la más común es cuando se agregan

impurezas a un material para que este obtenga propiedades distintas [13]. Sin embargo,

para dopar el Fosforeno haremos uso de un potencial electrostático generado por unas

compuertas metálicas que están colocadas arriba y abajo del Fosforeno y separadas por

un aislante. Dicho potencial provoca el desplazamiento de la estructura de bandas a una

energía determinada, ver Figura 6.1. Para los siguientes casos, se consideró un dopaje

del doble de la magnitud de la energía de los electrones inyectados, o sea Vdop = 2E, de

esta forma la energía de los electrones de la banda de conducción entra en la banda de

valencia y viceversa, ver Figura 6.1. Desplazando las bandas de energía podemos crear

una unión pn.

52
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Figura 6.1: Estructura de bandas desplazada. En la región I se tiene la estructura de
bandas de una capa de Fosforeno. En la región II se tiene la estructura de bandas des-
plazada debido a la interacción con un potencial eléctrico de magnitud Vdop = 2E. Es
decir, los electrones sienten la barrera de potencial y cambian de la banda de conduc-
ción a la banda de valencia. La línea horizontal roja, indica el nivel de energía de los
electrones inyectados.

En la Figura 6.2 se tienen 2 cintas de Fosforeno dopadas, la imagen de la izquierda

tiene el dopaje paralelo al borde zigzag, mientras que la imagen de la derecha tiene el

dopaje paralelo al borde armchair. El salto de potencial es abrupto, esto es, el salto de

potencial entre la interfaz de las 2 regiones está dado por una función escalón.

Ambas cintas se encuentran divididas en 2 regiones. La región I se encuentra sombreada

con color gris oscuro y representa la cinta con Vdop = 0, mientras que la región II mar-

cada en color amarillo representa la parte de la cinta con Vdop = 2E. Los electrones que

cruzan la región I se encuentran energéticamente en la banda de conducción, mientras

que cuando se encuentran en la región II estos se encuentran en la banda de valencia.
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Figura 6.2: Unión pn. En ambas imágenes se tiene la región I en color gris oscuro, la
cual representa la parte de la cinta de Fosforeno que no interactúa con ningún potencial.
La región II, en color amarillo representa la región de la cinta que siente un potencial
eléctrico Vdop = 2E. La imagen de la izquierda tiene el dopaje paralelo al borde zigzag,
mientras que la imagen de la derecha tiene el dopaje paralelo al borde armchair.

6.2. El efecto túnel Anti-Super-Klein en una capa de

Fosforeno

A partir del sistema descrito el la sección anterior, se calculó la corriente local en

una cinta de Fosforeno con los contactos adelgazados sobre el borde zigzag y el borde

armchair.
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Figura 6.3: Densidad de corriente en una capa de Fosforeno con una unión pn. La imagen
del lado izquierdo tiene los contactos sobre el borde zigzag y la imagen a la derecha
tiene los contactos sobre el borde armchair, ambos contactos remarcados con una línea
verde. La línea punteada indica la separación entre la región I y II. En la imagen del lado
izquierdo, los electrones de Dirac masivos atraviesan la barrera de potencial. Mientras
que, en la imagen del lado derecho los electrones de Schrödinger se reflejan totalmente
cuando sienten la barrera de potencial (efecto túnel Anti-Super-Klein).

Los contactos S y D están remarcados con las líneas de color verde y la línea punteada

indica el salto de potencial entre regiones I y II. La energía de los electrones inyectados

en ambas figuras es de E = ∆ + 0.15|t1| = 1.1541|t1|.

Cuando se tienen los contactos paralelos al borde zigzag, los electrones, los cuales se

comportan como electrones de Dirac, atraviesan la barrera de potencial. A primera

vista, parecería que hay una transmisión total de los electrones, sin embargo, cuando

se encuentran con la barrera de potencial algunos de estos electrones se reflejan, no

obstante la mayor parte de los electrones son transmitidos, lo cual es el resultado que

vemos en la imagen de la izquierda de la Figura 6.3. Dicho de otro modo, existe trans-

misión, pero esta no es transmisión total de electrones. En contraste, en un sistema

similar de Grafeno, es decir una unión pn de Grafeno, los electrones atraviesan com-

pletamente la barrera de potencial, o sea, existe transmisión total. A este efecto en el

Grafeno, se le conoce como efecto de túnel Klein [14]. No obstante, en el Fosforeno no
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existe transmisión total, es por eso que no se le puede llamar efecto de túnel Klein a

la transmisión en la dirección x del Fosforeno, solamente se puede afirmar que existe

transmisión distinta de cero (T > 0) [11].

Por otro lado, cuando colocamos la interfaz de la unión paralela al borde armchair,

ver Figura 6.3 derecha, se tiene el contacto fuente en la parte inferior y el contacto

drenaje en la parte superior, ambos marcados con una línea verde. En esta dirección,

los electrones inyectados, ahora se comportan como electrones de Schrödinger. La unión

pn se encuentra paralela a los contactos y está delimitada por la línea punteada negra.

Existe una clara diferencia con el caso anterior, en este caso no existe una transmisión

de la corriente a través de las 2 regiones. En este caso, se observa como la corriente es

completamente reflejada cuando choca con el borde de la unión. Existe una reflexión

total (Rtotal = 1) de los electrones en todas las direcciones sobre la interfaz de la unión

pn. A este efecto de reflexión total se le conoce como efecto de túnel Anti-Super-Klein

[11]. Al contrario del efecto Klein, el prefijo Anti se refiere a que en lugar de transmisión

total hay una reflexión total, y el prefijo Super se refiere a que la reflexión se da en

todas las direcciones de incidencia. La causa de este efecto no es por la ausencia de

estados en la región II (ver Figura 6.1) sino por pseudo-espínes opuestos en las dos

regiones. La razón de este efecto es discutido a más detalle en [11].

En síntesis, la anisotropía de la estructura de bandas del Fosforeno en cada dirección

da lugar a comportamientos distintos de los electrones. En la dirección x se tiene un

comportamiento de los electrones como fermiones de Dirac masivos, mientras que en

la dirección y se tiene un comportamiento como electrones de Schrödinger. Cuando

se agrega una barrera de potencial perpendicular a la dirección de movimiento de los

electrones se obtiene transmisión o bien reflexión total. El motivo de este efecto se debe

a que, aunque se tienen estados en la región II, estos no son accesibles ya que se tienen

pseudo-espines opuestos [11].
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En lo siguiente vamos a investigar si este efecto de reflexión total persiste no sólo en

una capa de Fosforeno, sino en varias capas de este material.

6.3. Transporte en uniones pn de varias capas de Fos-

foreno con fuente y drenaje sobre el borde zig-

zag

El objetivo principal es estudiar el transporte en múltiples capas de Fosforeno, en

contraste, esta ocasión a través de una unión pn. En este primer caso, se tienen 3 cintas

de Fosforeno con los contactos fuente y drenaje en todas las capas. Si comparamos con

el caso base, ver Figura 6.3 izquierda, cualitativamente el comportamiento es similar,

observamos que en el canal principal de transmisión las líneas de corriente chocan y

atraviesan la interfaz de la unión pn. A primera impresión, la densidad de corriente

atraviesa la interfaz sin pérdida alguna, sin embargo, lo que se aprecia en la Figura 6.4

es la densidad de corriente total. Existe una corriente reflejada en la interfaz la cual

entra a la cinta desde fuente se refleja en la interfaz de las regiones I y II y regresa al

mismo contacto fuente.

Fuera del canal principal, las líneas de corriente tienden a dispersarse sobre la interfaz,

estas chocan y se reflejan formando pequeños vórtices.
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Figura 6.4: Densidad de corriente de N = 3 capas con unión pn. Para este caso los
contactos S y D se encuentran sobre todas las capas del borde zigzag. Este caso es muy
similar a donde no se tiene una barrera de potencial. Podemos observar como se tiene
un transporte uniforme sobre las 3 capas. Aunque a primera vista parece que se tiene
el 100 % de transmisión, lo que se observa es la resultante de la corriente, en realidad
se tiene un pequeño porcentaje de reflexión en la interfaz de las regiones.

En la Figura 6.5 se muestra la densidad de corriente en 3D, donde podemos observar

como fluye la corriente con mayor intensidad cerca de los contactos de entrada y salida;

en el centro donde se encuentra la interfaz pn la densidad de corriente es más débil, no

obstante, claramente existe transporte de S a D.

Figura 6.5: Densidad de corriente en 3D en unión pn con los contactos S y D en
todas las capas sobre el borde zigzag. Podemos observar que la densidad de corriente se
concentra cerca de los contactos fuente y drenaje, en la interfaz de las regiones se tiene
una baja concentración de la corriente. No obstante, observamos un flujo continuo y
homogéneo sobre el canal principal.
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El otro caso a considerar es cuando se tienen los contactos S en la capa más inferior

y D en la capa más superior. En la Figura 6.6, se señala la posición de los contactos

con las líneas de color verde. Las líneas de corriente son más intensas en la capa más

baja debido a que la inyección de electrones se da en esta capa. Estas líneas continúan

con mayor intensidad en la capa media y terminan con menor intensidad en la capa

más superior. En todos los casos, las líneas de corriente en la interfaz se desbordan en

dirección del borde armchair.

Figura 6.6: Densidad de corriente de N = 3 capas con unión pn. Los los contactos
se encuentran en las capas externas, es decir fuente en la capa más inferior y drenaje
en la más superior del borde zigzag. En este caso observamos como la corriente sube
abruptamente de la capa N = 1 a N = 2, luego la mayor parte del transporte se da
sobre esa capa, posteriormente la corriente vuelve a subir abruptamente de la capa
N = 2 a N = 3, cerca del contacto de salida drenaje. Muy parecido al caso en donde
no se tiene la barrera de potencial.

Por último, mostramos el caso cuando los contactos S y D se encuentran en la capa

media. En la Figura 6.7 se tiene la densidad de corriente de 3 capas con los contactos

resaltados en verde. Es claro que las líneas de corriente más intensas se encuentran en

la capa media donde está colocado el contacto fuente. La mayor parte del transporte

se da en el canal principal sobre la capa media, sin embargo, parte del transporte se

dirige hacia las capas superior e inferior. En todas las capas la corriente siente la unión

pn. Una parte de la corriente es reflejada y la mayor parte es transmitida y aunque

las líneas de corriente son continuas de fuente a drenaje, existe pequeño porcentaje
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reflejado hacia fuente.

Figura 6.7: Densidad de corriente de N = 3 capas con unión pn. En este caso los
contactos S y D se encuentran colocados en la capa media. Observamos que en la capa
N = 2 se tiene una mayor densidad de la corriente. Un porcentaje muy bajo de la
corriente se desborda hacia las capas externas.

En la gráfica 3D de la Figura 6.8, es más fácil distinguir como cerca de la interfaz, la

densidad de corriente es más débil debido a que una parte es reflejada. A diferencia del

primer caso, cuando los contactos están en todas las capas, la intensidad se concentra

en la capa media en vez de distribuirse por todas las capas ver Figura 6.4.

Figura 6.8: Densidad de corriente en 3D con unión pn. Los contactos S y D se encuen-
tran colocados en la capa media. En esta imagen se aprecia que el mayor porcentaje de
la corriente se transmite por la capa media. Sin embargo, logramos observar que en la
interfaz de las regiones existe un bajo porcentaje de la densidad de corriente.
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6.4. Transporte en uniones pn de varias capas de Fos-

foreno con fuente y drenaje sobre el borde arm-

chair

Al igual que la sección anterior, se tienen 3 cintas de Fosforeno apiladas. Para el primer

caso se consideraron los contactos en todas las capas. Sin embargo, en esta ocasión los

contactos fuente y drenaje se encuentran sobre el borde armchair. En la Figura 6.9,

se puede observar los contactos marcados con líneas de color verde. En las 3 cintas

el contacto fuente se encuentra en la parte inferior y el contacto drenaje en la parte

superior. Las regiones I y II se encuentran separadas por la línea punteada de color

negro.

Figura 6.9: Densidad de corriente. El dopaje se encuentra paralelo al borde armchair,
la interfaz se representa con la línea punteada negra. Los contactos S y D presentes
en todas las capas, se ilustran en cada imagen con líneas de color verde. El efecto
túnel Anti-Super-Klein esta presente en las cintas de Fosforeno apiladas. Se observa la
reflexión total de los electrones en todas las direcciones.

Es claro observar que el efecto de túnel Anti-Super-Klein sigue fuertemente presente

cuando se tienen varias capas de Fosforeno apiladas. La densidad de corriente, es decir

los electrones que intentan fluir de S a D, sienten la barrera de potencial creada por el

dopaje pn y se reflejan. Esta reflexión es total y omnidireccional. Como los contactos se

encuentran en todas las capas la corriente se distribuye uniformemente por las 3 capas
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de la región I.

Es importante destacar, que con el simple hecho de cambiar la posición de los contactos,

los electrones tienen un comportamiento totalmente distinto. En este caso, cuando

se tienen los contactos sobre el borde armchair, los electrones se comportan como

electrones de Schrödinger, estos sienten la barrera de potencial y se reflejan totalmente

debido a que se tienen pseudo-espínes opuestos [11]. En contraste, cuando no se tiene

ningún potencial, ver Figura 5.11, los electrones fluyen de S a D sin ninguna dificultad.

Además de esto, para un análisis que se hará posteriormente, graficamos la densidad de

corriente de la Figura 6.9 con una escala logarítmica, de tal forma que la intensidad de la

densidad de corriente se ve amplificada en 3 órdenes de magnitud (103). En esta imagen,

ver Figura 6.10, observamos el mismo sistema físico que se describe anteriormente, es

decir un sistema de 3 capas de Fosforeno con los contactos en todas las capas sobre

el borde armchair. Aquí, observamos que el efecto de túnel Anti-Super-Klein sigue

fuertemente presente. Aún en la región II, aunque se tiene la corriente amplificada, no

podemos observar transmisión alguna en ese orden de magnitud.

Figura 6.10: Densidad de corriente amplificada. Se replica el sistema descrito en la Fi-
gura 6.9 con la diferencia de que en esta imagen, cada punto de la densidad de corriente
esta amplificado en una escala logarítmica en 3 órdenes de magnitud (103). Observamos
que, aún con esta amplificación de la intensidad de la densidad de corriente el efecto
de túnel Anti-Super-Klein sigue fuertemente presente, en otras palabras, seguimos ob-
servando una reflexión total en la interfaz de la unión pn.

Por otro lado, también se tiene la gráfica de densidad de corriente en 3D, ver Figura
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6.11. Igualmente los contactos se encuentran en todas las capas sobre el borde armchair.

En color rojo se tiene la densidad de corriente más intensa, la cual se encuentra cerca

del contacto fuente. La corriente se distribuye por la región I, no obstante, como ya

se mencionó anteriormente, la densidad de corriente se refleja totalmente en todas

direcciones cuando siente la barrera de potencial.

Figura 6.11: Densidad de corriente en 3D. La densidad de corriente es más intensa
cerca del contacto de entrada fuente, en color rojo observamos los puntos en donde
la corriente entra al nanosistema. La densidad de corriente siente la unión pn y los
electrones no pueden pasar de la región I a la región II.

En las Figuras 6.12 y 6.13 se indican los casos cuando los contactos se encuentran en

las otras configuraciones de interés. No obstante, el comportamiento cualitativo es muy

similar al descrito anteriormente en la Figura 6.9. Dicho de otro modo, en estos casos, la

densidad de corriente es reflejada totalmente en todas las direcciones de incidencia en la

interfaz de la unión pn. El efecto de túnel Anti-Super-Klein está presente sin importar

la posición de los contactos. La diferencia entre estos casos, radica en la distribución

de la corriente entre las capas de la región I.
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Figura 6.12: Densidad de corriente con S en la capa más inferior y D en la más superior.
En la imagen de la izquierda, líneas de corriente en color amarillo son más intensas
debido a que en esa capa se encuentra el contacto S marcado con una línea verde.
La corriente se distribuye en las otras 2 capas superiores. La corriente es totalmente
reflejada en el borde de la unión pn.

Figura 6.13: Densidad de corriente con S y D en la capa intermedia. En la imagen de
en medio, líneas de corriente en color amarillo son más intensas debido a que en esa
capa se encuentra el contacto S marcado con una línea verde. La corriente se distribuye
en las otras 2 capas inferior y superior. La corriente es totalmente reflejada en el borde
de la unión pn.



Capítulo 7

Dopaje a través de un potencial

variable

7.1. Un modelo más realista: potencial variable

El estudio realizado en el capítulo anterior considera un potencial eléctrico constante

para todas las capas de Fosforeno, es decir, si se tiene un sistema de 3 capas todas ellas

experimentan el mismo potencial electrostático Vdop.

Sin embargo, esto sólo es una aproximación, ya que para que exista un campo eléctrico

debe existir un gradiente de potencial eléctrico (E = −∇φ), [15]. Para simular este

hecho, consideremos un sistema de varias capas de Fosforeno sumergido en un conden-

sador de placas paralelas. Aplicando una diferencia de potencial o bien, un gradiente

de potencial, el condensador genera un campo eléctrico constante. Para este potencial

eléctrico se consideró un modelo lineal φdop:

φdop(z) = |E|z, (7.1)
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de tal forma que, como E = −∇φdop, entonces

E = −∂φdop(z)

∂z
ẑ, (7.2)

es decir,

E = ξẑ, (7.3)

con ξ = |E| = −∂φdop
∂z

la magnitud del campo eléctrico dentro de las placas paralelas

del condensador, la cual es constante. Además, ẑ es un vector unitario, esto es |ẑ| = 1.

De esta forma, cada capa de Fosforeno, siente un potencial eléctrico distinto, el cual

corresponde a alguna de las líneas equipotenciales que se generan del campo eléctrico

dentro del condensador.

Figura 7.1: Campo eléctrico generado por un potencial variable. Las cintas de Fosforeno
están sumergidas en el campo eléctrico generado por un condensador de placas paralelas.
Las flechas azules representan el campo eléctrico el cual va de arriba hacia abajo. Las
líneas punteadas de color naranja son las superficies equipotenciales. Cada capa de
Fosforeno individual siente un potencial diferente igual a la magnitud de la superficie
equipotencial.

En la Figura 7.1, se muestra un diagrama el cual representa la sección transversal del

condensador de placas paralelas mencionado anteriormente, o sea la región II. Podemos
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observar las líneas de campo eléctrico generadas por la diferencia de potencial, además

podemos ver las líneas equipotenciales, las cuales son ortogonales a la dirección del

campo eléctrico. A cada capa de Fosforeno le corresponde una línea equipotencial dis-

tinta, es decir, cada capa de Fosforeno experimenta un potencial eléctrico distinto. En

este caso particular, donde se consideraron 3 capas de Fosforeno, el cero del potencial

se considera en la capa de en medio.

7.2. Transporte en uniones pn de varias capas de Fos-

foreno con potencial variable y los contactos so-

bre el borde zigzag

Para el caso de potencial variable sólo consideramos los caso donde los contactos se

encuentran sobre todas las capas. Además, consideramos que la energía de los electrones

inyectados es de E = ∆nl(3) + 0.12|t1| = 0.7821|t1|.

En la Figura 7.2, tenemos 3 cintas de Fosforeno, en donde la región I no percibe potencial

alguno. La región II, o bien la región dopada, percibe un potencial distinto para cada

capa. La capa de en medio, en este caso la capaN = 2, siente un potencial de φdop = 2E,

mientras que la capa N = 1 siente un potencial 15 % menor que la capa N = 2 y la

capa N = 3 experimenta un potencial 15 % mayor al de la capa N = 2.
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Figura 7.2: Cintas dopadas con potencial variable. En esta imagen, observamos un
transporte regular en las 3 capas de la región I o sea la región que no siente un potencial.
Por otra parte, en la región dopada, la región II, observamos como la densidad de
corriente va de menor a mayor intensidad de la capa más inferior (N = 1) a la más
superior (N = 3).

Para este caso, en la región I, observamos que la densidad y las líneas de corriente

tienen un comportamiento similar entre sí, muy parecido a lo que se ve en la Figura

6.4, este resultado es de esperarse ya que en esta región no se experimenta ningún

potencial eléctrico. Sin embargo, en la región II podemos ver como el comportamiento

de la densidad y las líneas de corriente son distintas entre sí. En la capa N = 1 se

tiene transporte pero a una baja intensidad, en la capa N = 2 la densidad de corriente

aumenta de forma significativa, mientras que en la capa N = 3 se observa un color rojo

más intenso, en referencia a que existe un máximo de densidad de corriente atravesando

en esa capa. Es claro ver, que el potencial eléctrico es distinto en cada capa ya que se

tiene distinta intensidad de la densidad de corriente. Aunque, como en casos anteriores

la mayor parte del transporte se da en un haz principal que conecta los contactos fuente

y drenaje. Existe una marcada diferencia entre el caso en donde se tiene un potencial

fijo y este, ver Figura 6.4.
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Figura 7.3: Densidad de corriente 3D. En esta imagen observamos las 2 regiones I y
II. Se observa como en una región se tiene una densidad de corriente más uniforme,
mientras que en otra observamos que la densidad de corriente se acumula en la capa
superior.

En la gráfica 3D, ver Figura 7.3, es más fácil observar el comportamiento irregular de

la densidad de corriente. En este caso especial, se agregó la vista lateral de la gráfica

en 3D, ver Figura 7.4. En esta imagen se observan las 2 regiones de la cinta separadas

por una línea punteada. En la región I observamos un comportamiento regular donde

el transporte se concentra en el centro de la cinta, tal y como se observó en las figuras

6.4 y 6.5. En la región II, observamos como la diferencia de potencial aplicada crea

un gradiente en la densidad de corriente. Observamos como en la parte inferior, que

corresponde a la capa N = 1 se tiene un color azul, el cual indica una baja intensidad

en la densidad de corriente, en la parte de en medio, en donde se encuentra la capa

N = 2 se tienen colores amarillo y verde, los cuales indican una intensidad media,

mientras que en la parte superior, donde se encuentra la capa N = 3 se tiene un color

rojo, el cual corresponde a una alta intensidad en la densidad de corriente.
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Figura 7.4: Densidad de corriente 3D vista lateral. En esta imagen tenemos la densidad
de corriente en 3D para N = 3 capas de Fosforeno con una unión pn, en la región II se
tiene la sección dopada por un potencial variable. Se puede observar que en la región I
se tiene un comportamiento regular, muy similar al de la Figura 6.4, mientras que en
la región II se observa un gradiente en la densidad de corriente, es decir la corriente se
desplaza hacia la capa que experimenta un mayor potencial eléctrico.

En síntesis, en la región I, donde no existe un potencial eléctrico, la densidad de corriente

se comporta como en el caso visto en la Figura 6.4. Mientras que, en la región II, el

efecto de colocar una diferencia de potencial, resulta en la creación de un gradiente en

la densidad de corriente entre las capas N = 1 y N = 3.

Podemos hacer una comparación semi-clásica con el caso en donde se tiene una carga

clásica dentro de un condensador de placas paralelas. En la Figura 7.5 se puede ver el

efecto que tiene un campo eléctrico generado por un par de placas paralelas cargadas.

La carga que atraviesa el condensador se desvía hacía la placa cargada positivamente.

En la Figura 7.4, en la región II, podemos ver un efecto similar, la mayor parte de

la intensidad de corriente, denotada en color rojo, se desplaza hacia la parte superior

justo como lo hacen los electrones de forma clásica dentro de un condensador de placas

paralelas.
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Figura 7.5: Condensador de placas paralelas clásico. Se tiene un par de placas paralelas
cargadas donde se genera un campo eléctrico constante ~E. Si se lanza una carga negativa
(electrón e−) a velocidad ~v, esta carga se desvía hacia la placa cargada positivamente.

7.3. Transporte en uniones pn de varias capas de Fos-

foreno con potencial variable y los contactos so-

bre el borde armchair

Por otra parte, tenemos el caso cuando los contactos se encuentran colocados sobre el

borde armchair y se tiene un campo eléctrico generado por un potencial variable. La

energía de los electrones inyectados es de E = ∆nl(3) + 0.175|t1| = 0.8371|t1|. De igual

forma, sólo consideramos el caso en que los contactos se encuentran en todas las capas,

ver Figura 7.6.

En este sistema de 3 capas de Fosforeno, a primera vista, la densidad de corriente

se distribuye de forma idéntica que el caso en donde no se tiene una diferencia de

potencial, ver Figura 6.9. No obstante, haciendo un análisis más profundo, realizamos

una amplificación de la intensidad de la corriente en 3 órdenes de magnitud. Como

resultado, cada punto rojo en la Figura 7.7 es ∼ 103 veces más intenso que los puntos

en la Figura 7.6. Sin embargo, ambas imágenes representan el mismo sistema de N = 3

capas de Fosforeno con electrones inyectados a la misma energía.
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Figura 7.6: Densidad de corriente. A primera vista observamos lo que ya se había
visto previamente, existe una reflexión total de la corriente en la interfaz de la unión.
Sin embargo, esto no es lo que ocurre en realidad. Se tiene un porcentaje mínimo de
transmisión en la región con el potencial variable.

En la Figura 7.7 se observa la densidad de corriente amplificada y las líneas de corriente.

En el caso donde se tiene un potencial fijo, ver Figura 6.9, se observa el efecto de túnel

Anti-Super-Klein, en otras palabras, la densidad de corriente se refleja en su totalidad en

la frontera de la interfaz. En este caso, cuando tenemos un campo eléctrico generado por

un potencial variable, en la región II, observamos un pequeño porcentaje de transmisión

de la densidad de corriente en esta región. Esta transmisión es gradual en cada capa,

en la capa N = 1 vemos esta transmisión pero con un tono menos intenso que en la

capa N = 3. Esto, como resultado de que cada a capa de Fosforeno le corresponde una

superficie equipotencial distinta, es decir, cada capa experimenta un valor diferente en

el potencial eléctrico.
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Figura 7.7: Densidad de corriente amplificada. En este caso los contactos se encuentran
en todas las capas sobre el borde armchair. La intensidad de corriente se encuentra
amplificada por 3 órdenes de magnitud (103). Se observa como en una escala logarítmica
el efecto de túnel Anti-Super-Klein persiste fuertemente, sin embargo, tiene pequeñas
perdidas de aproximadamente una parte por millar. Es decir, existe un porcentaje
mínimo de transmisión en la región II, pero en general el efecto de túnel Anti-Super-
Klein se conserva fuertemente.

Comparando con la Figura 6.10, que es el caso en donde se tiene un potencial fijo y la

densidad de corriente aumentada en escala logarítmica, observamos el efecto de túnel

Anti-Super-Klein en múltiples capas, en este caso, donde se tiene un potencial variable,

observamos que el efecto de reflexión total también persiste fuertemente, a excepción

de que se tienen pequeñas perdidas en la reflexión, en otras palabras, hay un pequeño

porcentaje de transmisión, sin embargo este es de un orden de 103 veces más pequeño.

En la Figura 7.8, se tiene la gráfica de la densidad de corriente en 3D. En esta imagen

es mucho más claro observar como en la región II, donde se encuentra la región dopada

por una diferencia de potencial se tiene un porcentaje mínimo de transmisión.
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Figura 7.8: Densidad de corriente en 3D. En esta imagen observamos transmisión en la
región dopada por el potencial variable (región II). Se tiene un transmisión del orden
de ∼ 103 veces más pequeña. En general, el efecto de túnel Anti-Super-Klein persiste
fuertemente a excepción de pequeñas perdidas en escala logarítmica.

En general, cuando se tiene un sistema de varias capas de Fosforeno con los contactos

de entrada y salida sobre el borde armchair, el mayor porcentaje de electrones se re-

fleja cuando experimenta la diferencia de potencial en la región dopada. Sin embargo,

observamos un porcentaje insignificante de transmisión en la región II. Dicho de otra

manera, la consecuencia de agregar una diferencia de potencial en la región dopada

resulta en la pérdida de un pequeño porcentaje del efecto de túnel Anti-Super-Klein

observado anteriormente. No obstante, en lo general este efecto persiste fuertemente

cuando se tienen las cintas dopadas con un potencial variable.



Capítulo 8

Conclusiones

En el presente texto estudiamos el transporte electrónico de múltiples capas de Fosfo-

reno a raíz de las interesantes propiedades electrónicas en una sola capa.

A partir del modelo de amarre fuerte propuesto, obtuvimos la estructura de bandas

de N = 1, 2, 3 capas de Fosforeno, en las cuales observamos la alta anisotropía que

presenta este material, además, logramos ver que a mayor número de capas el band gap

del Fosforeno disminuye. En consecuencia de esta observación, con ayuda del método de

las funciones de Green fuera de equilibrio calculamos la transmisión o bien conductancia

eléctrica para N = 1, 2, 3, ..., 14 capas de Fosforeno. Relacionamos el punto en donde se

comienza a tener transmisión, o bien donde comienzan a existir estados de ocupación

con el band gap correspondiente, en otras palabras, encontramos una relación entre el

gap en la transmisión y el band gap en la estructura de bandas. Posteriormente, de

todos los casos de configuraciones de los contactos vistos en el capítulo 3, graficamos

el band gap en función del número de capas utilizado. Como resultado, replicamos el

modelo obtenido por métodos analíticos dado en la ecuación 4.1. Este resultado es

sobresaliente, ya que nuestro modelo únicamente considera 3 parámetros de enlace (t1,

t2 y til), mientras que el modelo analítico considera al menos 10 parámetros.
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Por otro lado, usando el mismo marco teórico de las funciones de Green fuera de

equilibrio, obtuvimos la corriente local y con eso la densidad de corriente dentro de

distintos sistemas de 3 capas de Fosforeno. En general, en ausencia de un potencial

eléctrico observamos un comportamiento uniforme en cada dirección de desplazamiento

dentro de las capas de Fosforeno. En los casos en donde los contactos se colocan en

todas las capas observamos un transporte regular sobre las cintas, la corriente viaja de

la fuente al drenaje en un canal principal del ancho de los contactos, aunque observamos

vorticidad fuera del haz principal. En el caso en donde se tienen los contactos en la

capas más inferior y en la más superior observamos una subida y bajada abrupta cerca

de los contactos de entrada y salida, además la mayor parte de la corriente tiende

a concentrarse en la capa media. Por último, cuando los contactos se colocan en la

capa de en medio, la corriente viaja primordialmente sobre esa misma capa, aunque un

porcentaje considerable también se desborda por las capas externas.

Además de esto, a partir de un potencial eléctrico, desplazamos la estructura de bandas

para crear una unión pn en las múltiples cintas de Fosforeno. De nuevo, calculamos la

corriente local a través de estos sistemas y obtuvimos como resultado que en la dirección

x, cuando se tienen los contactos sobre el borde zigzag, en general existe transporte, no

importando la presencia del potencial eléctrico un gran porcentaje de electrones viaja

de fuente a drenaje atravesando la unión pn. Sin embargo, cuando los electrones viajan

sobre la dirección y, es decir cuando se tienen los contactos sobre el borde armchair,

los electrones no logran atravesar la barrera de potencial y se reflejan completamente,

sin importar la dirección de incidencia o la energía de inyección se presenta el ya

conocido efecto de túnel Anti-Super-Klein, observado anteriormente en una sola capa

de Fosforeno. Uno de los objetivos de estudiar el transporte en múltiples capas de

Fosforeno fue justamente observar si el efecto de túnel Anti-Super-Klein se preserva.

Observamos que para un potencial eléctrico constante, la reflexión de los electrones es

total y omnidireccional y por lo tanto, este efecto continua presente.
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En adición, se consideró un caso más realista donde se tiene un potencial eléctrico va-

riable para generar la unión pn, observamos que en la dirección x existe transporte a

través de la barrera de potencial, justo como en el caso del potencial fijo. En la región

dopada observamos un efecto que no se había presentado en casos anteriores, notamos

que la densidad electrónica tiende a acumularse en la parte superior del sistema, a este

efecto le dimos una explicación semi-clásica comparando el sistema con el de una carga

viajando a través de un campo eléctrico generado por un condensador de placas para-

lelas. Con esta referencia podemos explicar la causa de la acumulación de la densidad

de corriente.

Por otro lado, cuando el transporte se da a lo largo de la dirección y, observamos que el

efecto de túnel Anti-Super-Klein persiste fuertemente. En una escala logarítmica, logra-

mos observar que una parte de la densidad de corriente logra atravesar la interfaz entre

regiones. No obstante, el porcentaje y la intensidad de corriente que atraviesan la ba-

rrera de potencial es despreciable, alrededor de 103 veces más pequeño. La importancia

de que cualitativamente el efecto de anti-túnel se preserva es muy importante.

En síntesis, nuestros datos de sistemas de múltiples capas de Fosforeno con pocos

parámetros de enlace replican exitosamente el modelo analítico con múltiples energías

de enlace. Calculamos la densidad de energía de sistemas de 3 capas de Fosforeno para

compararlas con sistemas con dopajes pn producidos por un potencial fijo y un potencial

variable. En ambas situaciones se tienen diferentes comportamientos dependiendo de

la dirección de transporte de la corriente. Con un potencial fijo, en una dirección, la

corriente atraviesa la barrera de potencial, mientras que con un potencial variable en

la segunda región tiende a acumularse en la región superior. En la otra dirección, con

un potencial fijo, la corriente se refleja totalmente, y con un potencial variable el efecto

persiste cualitativamente ya que la corriente que atraviesa la unión pn es alrededor de

3 órdenes de magnitud menor que la corriente inyectada.



Apéndice A

Hamiltoniano mono-layer

El presente apéndice da los pasos intermedios que se tienen para llegar de las ecuaciones

(1.1) y (1.4) al Hamiltoniano mono-layer en forma matricial, ecuación (1.5).

El Hamiltoniano de amarre fuerte mencionado en el texto se escribe de la siguiente

forma

H =
∑
〈n,m〉

(tnm
∣∣nA〉 〈mB

∣∣+ H.c.), (A.1)

donde 〈n,m〉 indica que la suma sólo se hace sobre primeros y segundos vecinos, H.c.

es el término Hermitiano conjugado. Añadimos aquí los súper índices A y B para

distinguir las dos diferentes sub-redes donde se encuentran los átomos de Fósforo, ver

Figura A.1.

Consideramos el ansatz de onda plana, descrito en la ecuación (1.4) como

|ψ〉 =
∑
j

(a|jA〉+ b|jB〉)eik·Rj , (A.2)

con el cual podemos resolver la ecuación de Schrödinger

H|ψ〉 = E|ψ〉, (A.3)
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para poder determinar las variables a, b y E.

Calculamos los elementos de matriz con un estado auxiliar fijo y arbitrario 〈lA|, entonces

〈
lA|H|ψ

〉
=
∑
〈n,m〉

∑
j

eik·Rj tnm 〈lA
∣∣nA〉︸ ︷︷ ︸
δln

〈mB
∣∣jB〉︸ ︷︷ ︸

δmj

b, (A.4)

donde todos los otros elementos del producto son nulos ya que

〈
iα | jβ

〉
= δijδαβ, (A.5)

entonces 〈
lA|H|ψ

〉
=
∑
〈l,m〉

eik·Rmtlmb, (A.6)

y como el estado 〈lA| es fijo, la suma sólo corre por el índice m.

(a) Base rectangular (b) Base triagonal

Figura A.1: Base rectangular y triagonal. En (a) en color verde se tienen los vectores
a y b de la base rectangular con la que se puede reproducir el buckling en el Fosforeno.
Mientras que en (b), se tienen los vectores de la base triagonal c1 y c2 los cuales,
aunque no reproducen el buckling si reproducen la estructura electrónica del Fosforeno.
En (b) también podemos ver que el átomo central de la red triagonal tiene interacción
de primeros y segundos vecinos con 3 átomos cercanos con parámetros de interacción t1
y t2. En la figura (a) el color de los átomos nos ayuda a ver el buclinkg en el Fosforeno,
mientras que en (b) el color de los átomos nos ayuda a diferenciar las dos sub-redes A
y B.
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Por otro lado, podemos reescribir los vectores base a y b en términos de una base

triagonal, denotada por los vectores c1 y c2. Entonces definimos

c1 =
1

2
(a+ b) , c2 =

1

2
(a− b). (A.7)

Como únicamente consideramos la interacción entre primeros y segundos vecinos, el

átomo con estado fijo 〈lA| interactúa con tres átomos vecinos, dos de ellos mediante el

parámetro t1 y el otro mediante t2, el alcance de esta interacción está representada de

la siguiente forma:

a1 = c1 − δ , a2 = c2 − δ , a3 = −δ, (A.8)

donde a1 y a2 son la interacción para t1 y a3 la interacción para t2. Con esto, podemos

reescribir la ecuación (A.6) como

〈
lA|H|ψ

〉
=
(
t1e

ik·a1 + t1e
ik·a2 + t2e

ik·a3
)
beik·Rl

= be−ikδ(t2 + t1e
ika/2 (eikb/2 + e−ikb/2)︸ ︷︷ ︸

2 cos(kb/2)

)eik·Rl

= b e−ikδ
(
t2 + 2t1e

ika/2 cos(kb/2)
)︸ ︷︷ ︸

g(k)

eik·Rl

= bg(k)eik·Rl

(A.9)

con ka = k · a, kb = k · b y kδ = k · δ. Además, del otro lado de la ecuación, se tiene

que 〈
lA|E|ψ

〉
= E

∑
j

eik·Rja
〈
lA | jA

〉︸ ︷︷ ︸
δlj

= Eeik·Rla. (A.10)

Análogamente, para un estado fijo 〈lB|, tenemos que

〈
lB|H|ψ

〉
= ag∗(k)eik·Rl (A.11)
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y 〈
lB|E|ψ

〉
= Eeik·Rlb. (A.12)

Así, con estas 2 ecuaciones (una para el estado 〈lA| y otra para el estado 〈lB|) obtenemos

el siguiente sistema de ecuaciones:

g∗(k)a = Eb

g(k)b = Ea

→

 0 g∗(k)

g(k) 0


 b

a

 = E

 b

a

 , (A.13)

finalmente, de esta forma identificamos a

Hml(k) =

 0 g∗(k)

g(k) 0

 , (A.14)

como la ecuación (1.5).
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