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1. Introduccion.

Si bien la transicion energética hacia el uso de energias limpias es un hecho
instituciones tales como la Agencia Internacional de Energia (AIE) o la consultora
McKinsey estiman que al menos 38 MMb/d de petroleo extraido seran necesarios
para satisfacer la demanda hasta 2040'. De igual forma la politica energética actual
del pais sugiere que la fuente de energia principal en los préximos afios seran los
combustibles fosiles, siendo el petrdleo una pieza clave. Debido a lo anterior es
necesario garantizar la extraccion de este combustible en el futuro de una manera
que reduzca al minimo el impacto ambiental y al menor costo posible de manera
que la inversion sea redituable.

La ecuacion de Buckley-Leverett es por excelencia la ecuacion a la que se recurre
para el transporte de fluidos a través de medios porosos. En su concepcion?
(Buckley, S. E., Leverett, M. C., “Mechanism of fluid displacement in sands”) fue
planteada para fluidos de viscosidad constante, inmiscibles, incompresibles y
despreciando las fuerzas capilares. Si bien desde entonces el desplazamiento a
través de medio poroso ha sido objeto de estudio, es en épocas relativamente
recientes que se ha comenzado a investigar como influirian las caracteristicas de
un fluido no newtoniano al fenémeno. En 1991 Wu, Pruess y Witherspoon?
plantearon la solucion al problema de Buckley-Leverett implementando un modelo
reologico de ley de potencia el cual introdujeron en la Ley de Darcy para calcular
diferentes velocidades de inyeccion del fluido desplazante; resolviendo las gréaficas
de fraccion de flujo e implementando choques para después compararlos con la
solucién de un método numérico, demostrando que las diferencias son minimas. Sin
embargo, no introduce formalmente la geometria fractal, la influencia del esfuerzo
de corte, las ecuaciones constitutivas aun son dimensionales y no se consideran
fuerzas capilares.

En 2006 Zhang, Yu, Wang y Yun* plantean la introduccién de la geometria fractal,
propuesta por Chang y Yortsos ®, para describir el yacimiento como un medio poroso
e implementando nuevamente como modelo reoldgico para el fluido desplazante,
ley de potencia, encontrando una ecuacién de permeabilidad efectiva dependiente
de las caracteristicas geométricas del medio y del valor de la potencia del fluido
desplazante en el modelo reologico. Su enfoque es observar como varia la
permeabilidad a diferentes valores de porosidad respecto a la dimension tortuosa y

1 Di Fiori, L., Kustal, E., y Wilczynski, P. (26 de febrero de 2021). Global oil supply-and-demand outlook to 2040.
https://www.mckinsey.com/industries/oil-and-gas/our-insights/global-oil-supply-and-demand-outlook-to-
2040

2 Buckley, S. E., Leverett, M. C., “Mechanism of fluid displacement in sands”, Petrol. Trans. AIME; (1942).

3 Wu, Y., Pruess, K., Witherspoon, P. A., “Displacement of a Newtonian fluid by a Non-Newtonian Fluid in a
Porous Medium”, Transport in Porous Media. 6; (1991) 115-142.

4Zhang, B., Yu, B., Wang, H., “A fractal analysis of permeability for Power-law fluids in porous media”, Fractals.
14; (2006) 171-177.

5(26) ). Chang, Y.C. Yortsos, “Pressure transient analysis of fractal reservoirs”, SPE, U. of Southern
California, (1990).
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la potencia del fluido en el modelo reoldgico, encontrando diferencias méas notables
en estas ultimas.

En 2008 Li, Yu, Chen y Wang® hicieron el mismo ejercicio, pero ahora
implementando el modelo reologico de Ellis, obteniendo una ecuacion de
permeabilidad dependiente de las caracteristicas geométricas del medio y las
caracteristicas fisicas del fluido, igual que en el caso anterior, asi como del gradiente
de presion. En este caso el enfoque es la variacién de la permeabilidad con el
gradiente de presion y como se aleja del fluido newtoniano para diferentes fluidos
de Ellis.

En un articulo publicado en 2013 Turcio’ buscan, como en los casos anteriores,
encontrar una ecuacion de la permeabilidad efectiva en un medio poroso, pero esta
vez utilizando el modelo reolégico Bautista-Manero-Puig? (BMP). Dicho modelo es
capaz de predecir los comportamientos de los fluidos de los estudios mencionados
anteriormente, entre otros como Bingham, Carreau, etcétera, por lo que la ecuacién
de permeabilidad efectiva encontrada se puede considerar como un modelo
general. Lo anterior se comprueba debido a que implementando las caracteristicas
del tipo de fluido se llega a las ecuaciones publicadas en los articulos mencionados
previamente.

La ecuacion general de permeabilidad obtenida expresada en términos de fluidez
en funcién del esfuerzo y de la geometria del medio fractal es ideal para
implementarla en la investigacién de transporte a través de medios porosos. En
2010 Carter® presenta su tesis para un modelo de Buckley-Leverett estocastico, sin
embargo, los capitulos consultados fueron los primeros cuatro ya que presentan las
consideraciones que se realizan para resolver la ecuacion de Buckley-Leverett. Este
trabajo aborda el origen de las ecuaciones que describen el fenédmeno de transporte
de fluidos a través de medio poroso; presenta el concepto de relacién de
movilidades que es la relacién de la movilidad del fluido no newtoniano vy el fluido
newtoniano, que facilita la introduccion de las permeabilidades efectivas y las
viscosidades en la ecuacion de fraccion de flujo. Introduce la consideraciéon de la
extension multifasica ley de Darcy que permite relacionar la permeabilidad efectiva
con la saturacion; describe el procedimiento para convertir un sistema de
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) a una sola EDP, que es un problema de
Riemann, por lo que la solucion sera a través de la implementacion de un choque

Li,Y., Yu, B., Chen, J.,, Wang, C., “Analysis of permeability for Ellis fluid flow in fractal porous media”,
Chemical Engineering Communications. 195; (2008) 1240-1256.

7 M. Turcio, J.M. Reyes, R. Camacho, C. Lira-Galeana, R. O. Vargas, O. Manero, “Calculation of
effective permeability for the BMP model in fractal porous media”. Journal of Petroleum Science and
Engineering 103 (2013) 51-60.

& F. Bautista, J.M. de Santos, J.E. Puig, O. Manero, “Understanding thixotropic and anti-thixotropic
behavior of viscoelastic micellar solutions and liquid crystalline dispersions. I. The model”. Journal
of non-Newtonian Fluid Mechanics, 80 (1999) 93.

9S. ., Carter, “A stochastic Buckley — Leverett Model” The University of Adelaide, Australia (2010), 1-31.
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como ya se habia mencionado para el trabajo de Wu, Pruess y Witherspoon. Sin
embargo, este trabajo desprecia la contribucion de las fuerzas capilares y no
contempla la influencia de las caracteristicas reologicas de los fluidos en el flujo a
través del medio poroso, debido a que su enfoque es la solucion matematica. En
este documento se aprecia que la ecuacion de fraccidn de flujo sera primordial para
obtener la solucion del problema, y ésta sera la que indique los efectos del esfuerzo
de corte, la geometria del medio y el gradiente de presion capilar al flujo en el medio
pOroso.

En 2007 Van Dujin, Peletier y Pop?? investigaron sobre la solucién de la ecuacion
de Buckley-Leverett considerando la contribucion de las fuerzas capilares.
Partiendo de la ecuacion de conservacion original se adopta una expresion para la
presion capilar propuesta por Hassanizadeh y Gray*! que ademas de depender de
la saturacion, también toma en cuenta efectos dindmicos e histeréticos. Esto hace
que la ecuacion que describe el fenbmeno sea del tipo pseudo-parabdlica. La
diferencia con la ecuacion cuando no se considera capilaridad es la aparicion de
dos términos de “regularizacion”, uno de ajuste relacionado con el cambio de
variable asociado a un término difusivo y otro constante de tiempo de relajacion
asociado a un término mas complejo. Al final los autores logran demostrar que
dichos términos son esenciales para que los choques puedan ser descritos entre
sus limites a la izquierda y la derecha de la curva de flujo. Sin embargo, el objeto de
interés del presente trabajo no es verificar como influyen estos valores en la
solucion.

En el mismo articulo se plantean distintos limites a la izquierda y la derecha del
choque, y se observa que, dependiendo de los valores de los limites, asi como de
los términos mencionados anteriormente, los choques suceden de manera diferente
y por ende pueden seguir o no la curva de fraccion de flujo. Es decir, que ademas
de la condicién de Rankine-Hugoniot necesaria cuando no se consideran fuerzas
capilares, surgen condiciones de entropia fundamentales para que el choque pueda
suceder. Los choques que se obtienen en el articulo muestran siempre la
comparativa de su comportamiento sobre la curva de fraccion de flujo en los limites
de saturacion, lo que aporta un panorama de como sucede cada tipo de choque.
Este articulo, sin embargo, unicamente plantea choques en dénde el limite por la
derecha tiene un valor de cero en la saturacion, y por ende el limite por la izquierda
es mas grande. Igualmente, el trabajo no considera la influencia de las propiedades
reoldgicas de los fluidos sobre el comportamiento del choque resultante.

10.C.J. Van Duijn, L.A. Peletier, J.S. Pop, “A new class of entropy solutions of the Buckley-Leverett equation”.
SIAM J. Math. Anal. 39 (2007) 507-533.

11 S.M. Hassanizadeh, W.G. Gray, “Thermodynamic basis of capillary pressure in porous media”,
Water Resour. Res.29 (1993) 3389-3405.

10
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En 2010 Spayd y Shearer!? realizaron un estudio similar al anterior considerando
fuerzas capilares llegando a resultados parecidos, sin embargo en este caso los
autores definen de una manera explicita los tipos de choque que pueden ocurrir
(Lax, subcompresivo y de onda de rarefaccion), sus caracteristicas y logran obtener
un diagrama que predice segun los limites de saturacion a la izquierda y la derecha
del choque, el tipo de choque que sucedera fijando los términos de regularizacion
asi como la relacion de movilidades. Al final plantea una serie de choques, sin
embargo, esta vez el valor de saturacion a la derecha del choque es mayor que cero
y el valor de saturacién por lo izquierda ya no siempre es mayor que el de la derecha.
Los choques son resueltos mediante la implementacion de un método numérico de
diferencias finitas. Si bien esta vez se varia el término de regularizacion asociado a
la difusividad, una vez mas se fija el valor de relacion de movilidades, omitiendo la
influencia de las caracteristicas reoldgicas del fluido en su movimiento a través del
medio poroso.

El presente trabajo de investigacion pretende ser una sintesis de las publicaciones
mencionadas previamente, desde el planteamiento y desarrollo del modelo
reologico, hasta la solucion de la ecuacién de Buckley-Leverett considerando las
fuerzas capilares con la implementacion de choques a diferentes valores de
saturaciones limite. Sin embargo, a diferencia de los trabajos previos, se
considerara que el fluido desplazarte es un fluido micelar no newtoniano por lo que
la fluidez, la permeabilidad efectiva y la relacion de movilidades, siendo esta Ultima
la variable clave, dependera del esfuerzo de corte aplicado en la inyeccion de la
mezcla al medio poroso. Los choques resultantes variaran considerablemente tanto
en tipo como en los valores que pueden alcanzar y existird la posibilidad de
manipular la presion de inyeccion del fluido dependiendo de si se quiere extraer mas
rapido o en mayor cantidad el fluido de yacimiento. El considerar la relacién de
movilidades variable utilizando una ecuaciébn general de la viscosidad para
transporte de fluidos en medio poroso es algo que no se habia estudiado
previamente y permite obtener diferentes soluciones para un mismo fluido.

12 K. Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary pressure”. SIAM Journal of
Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.

11
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2. Resumen.

La primera ecuacion empleada en la descripcion del flujo bifasico en medio poroso
con aplicaciones en la extraccion petrolera es la ecuacion de Buckley-Leverett.
dicha ecuacion desarrollada®® en 1942 por M. C. Leverett y S. E. Buckley, considera
el flujo de dos fluidos inmiscibles, incompresibles y con viscosidades constantes,
ademas de que se desprecian las fuerzas capilares. Desde entonces en los ultimos
80 afos se han realizado diversos estudios con diferentes tipos de fluidos y diversas
consideraciones.

Una de las caracteristicas que mas atencion acapara para este tipo de fenomenos
es la viscosidad. Hay numerosos trabajos de investigacion que utilizan fluidos no
newtonianos, por mencionar algunos los fluidos de Ellis'* o de Ley de potencia®.
De igual manera existen publicaciones que toman en consideracion los efectos
capilares'®, sin embargo, no se encontré un trabajo integral de lo mencionado
anteriormente por lo que este sera el propdsito del presente trabajo.

En primera instancia se aborda el modelo reoldgico que se utilizara para determinar
la fluidez, el inverso de la viscosidad, a partir de las cuales se calculara la
permeabilidad de cada fluido en el medio poroso. Dicho modelo deberé ser capaz
de modelar los comportamientos de fluidos que se hayan usado en trabajos previos,
tal como el de Ley de potencia. El modelo por el que se opta es el Bautista-Manero-
Puig!’ (BMP) debido a que bajo corte simple es capaz de predecir la primera
viscosidad Newtoniana a baja rapidez de corte; una segunda viscosidad
Newtoniana a rapidez de corte mas alta; una regién de ley de potencia a rapidez de
corte intermedia; un esfuerzo de cedencia cuando la fluidez tiende a cero y muestra
comportamiento elastico; y en ciclos de esfuerzo variables. También es capaz de
simular comportamientos tixotrépicos y reopécticos. Las ecuaciones constitutivas
del modelo son la ecuacion de Maxwell convectiva combinada con una ecuacion
“cinética” que representa la modificacion de la estructura del liquido mientras fluye
por el medio poroso. La combinacién de las ecuaciones mencionadas anteriormente
explica la capacidad de dicho modelo de simular diferentes tipos de comportamiento
reologico.

13 Buckley, S. E., Leverett, M. C., “Mechanism of fluid displacement in sands”, Petrol. Trans. AIME; (1942).
141i,Y., Yu, B., Chen, J., Wang, C., “Analysis of permeability for Ellis fluid flow in fractal porous media”, Chemical
Engineering Communications. 195; (2008) 1240-1256.

15 Zhang, B., Yu, B., Wang, H., “A fractal analysis of permeability for Power-law fluids in porous media”,
Fractals. 14; (2006) 171-177 y Wu, Y., Pruess, K., Witherspoon, P. A., “Displacement of a Newtonian fluid by a
Non-Newtonian Fluid in a Porous Medium”, Transport in Porous Media. 6; (1991) 115-142.

16 C.J. Van Duijn, L.A. Peletier, J.S. Pop, “A new class of entropy solutions of the Buckley-Leverett equation”.
SIAM J. Math. Anal. 39 (2007) 507-533 y K. Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic
capillary pressure”. SIAM Journal of Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.

17°F. Bautista, J.M. de Santos, J.E. Puig, O. Manero, “Understanding thixotropic and anti-thixotropic behavior
of viscoelastic micellar solutions and liquid crystalline dispersions. I. The model”. Journal of non-Newtonian
Fluid Mechanics, 80 (1999) 93.
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Considerando flujo cortante simple, el modelo BMP se simplifica y pasa de ser un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tensores de esfuerzo y
deformacion a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de escalares de
esfuerzo y velocidad de corte. Sin embargo, el sistema es aun complejo por lo que
se procede aresolver el caso en el que se tiene una respuesta elastica muy pequeia
y un cambio de la estructura respecto al tiempo despreciable obteniendo la solucion
de la fluidez en estado estacionario, que puede resolver los casos de
adelgazamiento de corte, engrosamiento de corte, Newtoniano y demas
comportamientos mencionados previamente. El esfuerzo de cedencia mencionado
implica un comportamiento similar al de un sélido en el limite cuando la velocidad
de corte tiende a cero, como en el modelo viscoplastico de Bingham.

Es notable que el esfuerzo de cedencia es una caracteristica fundamental en la
descripcién de los modelos reolégicos que puede describir el modelo BMP, por lo
que se procede a su calculo, y se construye una funcién algebraica en la que la
relacion de fluidez es dependiente Unicamente de la relacion del esfuerzo aplicado
entre el esfuerzo de cedencia y de las dimensiones del medio fractal. En palabras
mas simples el esfuerzo es clave para pasar de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales a una ecuacion algebraica cuadratica con tres parametros
independientes (fluidez del fluido Newtoniano, fluidez maxima y esfuerzo de
cedencia) que pueden ser facilmente tomados de la curva de flujo en su forma de
viscosidad respecto a la velocidad de corte.

A partir de esta funcion, que engloba distintos tipos de modelos reolégicos, y con la
formulacion de la geometria fractal se procedera a calcular las permeabilidades de
los fluidos como lo indica el articulo “Calculation of effective permeability for the BMP
model in fractal porous media™®. La geometria fractal propuesta por Mandelbrot en
199719 es una rama de la geometria que estudia los fractales que son objetos
complejos que no pueden ser descritos por la geometria euclidiana, debido a que
es irregular y se repite a diferentes escalas, es decir es auto simil. Un medio poroso
entra en la definicién de fractal, por lo que se usara este tipo de geometria para
describir sus caracteristicas, de entre las cuales dos seran de gran importancia. La
primera es la dimension de tortuosidad fractal que representa los cambios de
direccién que tendran los capilares que componen al medio poroso, por ejemplo,
para capilares rectos la dimensién de tortuosidad fractal es 1. La segunda
caracteristica de interés es la dimension fractal del capilar o poro que “...sirve para
cuantificar el grado de irregularidad y fragmentacién de un conjunto geométrico o

18 M. Turcio, J.M. Reyes, R. Camacho, C. Lira-Galeana, R. O. Vargas, 0. Manero, “Calculation of effective
permeability for the BMP model in fractal porous media”. Journal of Petroleum Science and Engineering 103
(2013) 51-60.

19B. Mandelbrot, “La geometria fractal de la naturaleza”. Metatemas, 1° edicidn (1997).

13



Transporte en Medios Porosos Fractales
Alumno: Rafael Ramirez Casco

de un objeto natural...?%“ y tiene un valor mayor a su dimension topoldgica o
euclidiana.

Se plantea la ecuacion del esfuerzo sobre las paredes de los capilares que depende
del gradiente de presion a través de la longitud tortuosa en un medio fractal, donde
al final se obtendra un esfuerzo sobre las paredes de los capilares dependientes de
las dimensiones de tortuosidad y del poro, del radio y la longitud aparente de los
capilares y del gradiente de presion a través de la longitud aparente del poro. Sin
embargo, lo que realmente se necesita es el esfuerzo del total de capilares y no el
esfuerzo sobre la pared de uno solo, de manera que se integra sobre el nimero total
de poros.

Una vez obtenido el valor de esfuerzo se procede a calcular el flujo volumétrico a
través del capilar, que sera funcién del radio del poro y la fluidez, que a su vez
también ser& funcion del radio. Se propone una funcién general que relacione la
fluidez dependiente del radio con la ecuacion de fluidez newtoniana, de manera que
se encuentre una expresion de fluidez explicitamente dependiente del radio para
este caso especifico. Sin embargo, se dejara indicada como funcién del radio ya
gue de esta manera permitira mantener el caracter general de la ecuacién hasta
encontrar la expresion de permeabilidad.

Se procede a calcular el flujo total a través de todos los poros, integrando el flujo
obtenido anteriormente respecto al nUmero total de poros en un rango que abarque
desde poro con el radio mas grande hasta el poro con el radio mas pequefio. Una
vez obtenida la ecuacién de flujo es posible calcular la velocidad superficial
dividiendo entre el area transversal normal a la direccion del flujo, no sin antes
realizar el ajuste por la porosidad del medio.

Al final se obtendra una ecuacién de velocidad superficial, dependiente del radio del
poro y de la fluidez en funcion del radio del capilar, a partir de la cual se podra
calcular la permeabilidad de cada fluido en el medio con ayuda de la Ley de Darcy
que indica que la velocidad es igual a el valor negativo del producto de la
permeabilidad efectiva, la fluidez dependiente del esfuerzo y el gradiente de presion.
De esta ley se despeja la permeabilidad efectiva.

Con la expresion de la permeabilidad efectiva general, se nota que es funcion de la
integral de la fluidez respecto al radio del poro a través de todos los valores de radio,
ecuacién general mencionada previamente, y de la fluidez dependiente del esfuerzo
de corte. Debido a que previamente se resolvio el caso newtoniano de la ecuacién
de fluidez dependiente del radio se encuentra la expresién de la permeabilidad para
los fluidos newtonianos, llegando a un resultado idéntico al reportado de la literatura
por lo que la ecuacién general es valida.

20 E, Henao, R. Lépez, “Geometria fractal y transformada de Fourier” Scientia ET Technica vol XVI num 48
(2011), 269.
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Para poder encontrar la ecuacion de permeabilidad efectiva del fluido no newtoniano
(desplazante) se propone una relacion entre la fluidez dependiente del radio y la
fluidez dependiente del esfuerzo de corte, evidentemente debera poder expresar el
caso newtoniano, de ley de potencia, Bingham, etcétera, para que sea valida. Con
esta expresion general de la fluidez dependiente del radio se obtiene la ecuacion de
la permeabilidad efectiva para el caso no newtoniano.

Debido a la gran cantidad de poros que pueden existir en un yacimiento, la relacion
entre tamafo de radios simplifica las ecuaciones de permeabilidad para ambos
fluidos. Una vez que se tienen las expresiones de permeabilidad pueden calcularse
las movilidades de los fluidos. La movilidad es el producto de la permeabilidad por
la fluidez, en ambos casos la ecuacion es similar, siendo la diferencia que en la del
fluido no Newtoniano existe una expresion en la que hay una diferencia de la fluidez
dependiente del esfuerzo y la fluidez cuando el esfuerzo de corte es igual al esfuerzo
de cedencia, que es una desviacion del comportamiento Newtoniano.

Una vez que se han obtenido las movilidades de cada fluido se procede a calcular
la relacion de la movilidad del fluido desplazado (newtoniano), entre la del fluido
desplazante (no newtoniano). Al obtener la ecuacién de relacion de movilidades se
observa que es dependiente de la dimension de tortuosidad, dimensién fractal, de
la relacion del fluido newtoniano entre el fluido no newtoniano evaluado en el
esfuerzo de cedencia y de la relacion de fluidez, dependiente del esfuerzo de corte,
entre el fluido no newtoniano evaluado en el esfuerzo de cedencia. De las cuatro
variables mencionadas anteriormente, dos se obtienen de la definicién del medio y
una de las caracteristicas de los fluidos a condiciones especificas, es decir seran
constantes; mientras que para la ultima se encontrd previamente una expresion.

Al tener una expresion general de permeabilidad se pueden definir las
caracteristicas del fluido, aunque se debe establecer que los resultados para
cualquier tipo de fluido seran similares. Con esta consideracion es posible obtener
la curva en forma de “S” de la relacién de fluidez contra relacién de esfuerzos.

Con la solucion para la relacion de fluidez ahora Unicamente falta definir las
caracteristicas del medio poroso para resolver la ecuacion de movilidad. Se elige un
valor de dimensién fractal de poro de 3 para simular una geometria altamente
fraccionada y de gran irregularidad, un objeto con una dimension similar seria una
esponja de Menger con un valor de 2.72682%!. Se resuelve la ecuacién de movilidad
para los casos de dimension de tortuosidad iguala 1, 1.5y 2, donde 1 es un capilar
recto y conforme aumenta va llenando el volumen, es decir hay mas cambios de
direccion. Se obtiene la curva de la relacion de movilidades dependiente de la
relacion de esfuerzos, encontrando que tiene un comportamiento inversamente
proporcional a la curva de relacién de fluideces o directamente proporcional a la
curva de relacion de viscosidades, es decir tiene un maximo a bajos esfuerzos de

21p A, Vazquez, “Introduccidon a la Geometria fractal” Universidad del Bio Bio, Chile (2016), 27.
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corte, después tiene una disminucion en valores préximos al esfuerzo de cedencia
y presenta un minimo en valores altos de esfuerzo de corte. La variacion es minima
a distintos valores de dimension tortuosa, por lo que se opta por capilares rectos.
No obstante, los resultados obtenidos en este trabajo seran similares para cualquier
tipo de medio poroso.

Antes de poder resolver el flujo a través del medio poroso, se debe encontrar una
relacion entre la permeabilidad y la concentracion, o saturacion, de los fluidos. Lo
anterior se lograra mediante la implementacién de la extension multifasica de la Ley
de Darcy??. Primero se explica el procedimiento de obtencién de la Ley de Darcy
que indica que el flujo volumétrico es directamente proporcional al area transversal
al flujo, a la relacién de permeabilidad-viscosidad, y al gradiente de presion. El flux
volumétrico (o la velocidad de desplazamiento en el medio poroso) se obtiene
dividiendo el flujo entre el area. Muskat y Meres?® propusieron en su trabajo Flow
Through Porous Media otorgar ecuaciones de flujo individuales a cada fluido de
manera que cada uno dependiera de su propia permeabilidad, fluidez y su propio
gradiente de presion.

Como se revisé anteriormente, la permeabilidad efectiva tiene un alto grado de
complejidad de calculo, debido a esto se propone la existencia de la permeabilidad
relativa, que es la relacion de la permeabilidad efectiva de un fluido entre su
permeabilidad critica bajo ciertas condiciones. Estudios demuestran®* que la
permeabilidad relativa es directamente proporcional al cuadrado de la saturacion
del fluido, y debido a que la saturacién para flujos bifasicos es interdependiente, la
permeabilidad relativa puede expresarse en términos de la saturacion del fluido
desplazante.

Las velocidades de desplazamiento a través del medio poroso pasan de expresarse
en funcion de la permeabilidad efectiva a expresarse en funcién de la permeabilidad
critica, que es constante, y de la permeabilidad relativa, que es funcion de la
saturacion. Se define también que la permeabilidad capilar es la resta de la presion
ejercida por el fluido desplazado menos la ejercida por el fluido desplazante y es
funcion de la saturacion.

Se procede a realizar el balance de masa diferencial del fluido desplazante, en el
que no existe generacion de masa ni transferencia por difusién. Se obtiene como
resultado un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. No obstante, las
ecuaciones parciales que se encuentran son la de la velocidad a través del medio
poroso respecto al espacio y la de la saturacion, las cuales son interdependientes.
Debido a que las velocidades provienen del flujo a través de la misma area, se
dividen entre el flux total obteniendo funciones de fraccion de flujo. La fraccion de

225, )., Carter, “A stochastic Buckley — Leverett Model” The University of Adelaide, Australia (2010), 1-31.

B M., Muskat, M. W., Meres, “The flow of heterogeneous fluids through porous media” Physics 7 (1936), 346.
247., Ahmed, “Relative Permeability Concepts” Reservoir Engineering Handbook (2019), Cap 5 y R., Wheaton,
“Basic Rock and Fluid Properties” Fundamentals of Applied Reservoir Engineering (2016), Num 2.6.2.
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flujo puede tomar valores mayores a cero, ya que siempre existira flujo a través del
medio, hasta 1 y la suma de las fracciones de flujo de los fluidos desplazante y
desplazado es 1. Con la consideracion anterior se sustituyen las ecuaciones de las
velocidades a través del medio poroso para cada fluido y se despejan los gradientes
de presion de manera que sean dependientes de la fraccion de flujo del fluido
desplazante.

Tomando la consideracion de que la presion capilar es la resta de la presion de cada
fluido en el medio y derivando parcialmente respecto al espacio, se sustituyen las
ecuaciones anteriores obteniendo una funcion de la presion capilar. De esta funcion
se despeja la fraccion de flujo obteniendo una ecuacion compuesta de dos partes,
una independiente de la fuerza capilar y otra dependiente de él. Estas dos partes
también dependen de las permeabilidades relativas, permeabilidades criticas y
fluideces de los fluidos newtonianos y no newtonianos. Sin embargo, aun no se tiene
una funcion explicita de la fraccion de flujo en la saturacion y ademas no se tiene
ecuaciones de permeabilidades relativas o criticas con las que se pueda trabajar,
por lo que aqui se recurre a la extension multifasica de la Ley de Darcy y a la
ecuacion de relacion de movilidades para simplificar la expresion de fraccién de flujo
en variables conocidas.

Ahora los dos términos que componen a la fraccion de flujo dependen Unicamente
de la relacion de movilidades y de la saturacion. Aparecera para la parte relacionada
con la fuerza capilar un término extra, pero se abordara en la Gltima parte. Ahora la
ecuacion de conservacién de masa puede expresarse en términos de fraccion de
flujo, debido a que se expresa en términos de la saturacién, logrando pasar de un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales a una sola ecuacion diferencial
parcial, que describe al sistema.

Primero se busca resolver el caso de Buckley—Leverett, Gnicamente conservando la
consideracion fuerzas capilares nulas. De esta manera la fraccion de flujo solo tiene
un término, el cual se grafica para cada valor de relacion de movilidades en donde
se observa una gran diferencia para cada uno de estos. Primero se expresa en
términos adimensionales la ecuacion que describe al sistema. ElI término
relacionado con la fuerza capilar es del tipo difusivo respecto a la saturacion,
multiplicado por la segunda parte de la fracciébn de flujo, que para este caso
particular es cero. De esta manera se obtiene una EDP que se conoce como
problema de Riemann?®, que en palabras simples tiene la caracteristica de tener
soluciones de ondas de choque, es decir cambios abruptos entre sus limites de
manera que se evite la discontinuidad de la funcion y sea diferenciable.

Aplicando la derivada material de la saturacion e igualando con la ecuaciéon general
se encuentra que la velocidad en el medio poroso sera igual a la derivada parcial

% F. D., Lora-Clavijo, J. P. Cruz-Pérez, F. Siddhartha Guzman, and J. A. Gonzélez, “Exact solution of the 1D
Riemann problem in Newtonian and relativistic hydrodynamics” Revista Mexicana de Fisica, 59 (2013), 1-2.
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del primer término de la fraccibn de flujo, en adelante fraccion de flujo
indistintamente, respecto a la saturacion. Sin embargo, al graficar la saturacion
contra esta parcial es evidente que no puede ser una funcion ya que esta
doblemente valuada en S para el mismo valor de velocidad. Aqui se hace evidente
la necesidad de aplicar un choque para resolver el problema de Riemann.

Para saber en que valor de saturacion debe aplicarse el choque primero se aplica
la condicion de tangencia, igualdndola con la parcial de fraccion de flujo. De esta
manera se encontrara una raiz Unica de la saturacién dependiente de la relacién de
movilidades, que se denominar alfa. Se calcula la pendiente de una recta desde el
punto de la condicién de tangencia hasta el origen. Con la ecuacion de la recta, se
calcula el valor de saturacion cuando la fraccion de flujo es 1 (su valor maximo), y
se le denomina la saturaciébn promedio. Graficando, para distintos valores de
relacion de movilidad, la fraccion de flujo, su parcial respecto a la saturacién
multiplicada por alfa y la recta del punto tangente y el origen, se nota que existe una
interseccion de estas curvas en alfa.

Graficando alfa contra distintos valores de relacion de movilidades se observa que
comienza desde una ordenada al origen en el minimo valor posible de relacién de
movilidades y aumenta asintéticamente a valores menores a 1. Graficando la
pendiente de la recta tangente se observa que disminuye asintoticamente a 1
cuando alfa tiende a 1. Es decir, a mayor relacion de movilidades, mayores valores
de alfa serén alcanzados, la pendiente ira reduciéndose y la cercania con la
saturacion promedio sera cada vez menor.

Para encontrar el punto del choque se implementa el criterio de areas iguales a la
parcial de la fraccién de flujo respecto a la saturacion, buscando que la informacion
del area bajo la curva se conserve, encontrando que el punto de choque es alfa. De
esta manera se grafica la saturacion contra la rapidez antes y después de aplicar el
choque, en dénde se observa que ya no se encuentra doblemente valuada.
Finalmente se comprueba que este procedimiento es compatible con los criterios?®
de Rankine Hugoniot y de entropia de Oleinik, utilizados ampliamente para este tipo
de problemas. Se encuentra también que se resolvié el problema con el limite de
saturacion a la izquierda del choque igual a alfa y el limite de saturacién a la derecha
del choque igual a cero.

Una vez resuelto el caso en el que no existe fuerza capilar, se considera el caso en
el que si existe. Para esto se implementa el modelo de Hassanizadeh y Gray?’ para
una nueva expresion de la presion capilar que depende tanto de la presion capilar
estatica, como en el desarrollo previo, pero ademas del cambio de saturacion
respecto al tiempo multiplicado por un factor de tiempo de relajacion adimensional.

26 C.). Van Duijn, L.A. Peletier, J.S. Pop, “A new class of entropy solutions of the Buckley-Leverett equation”.
SIAM J. Math. Anal. 39 (2007) 507-533.

275.M. Hassanizadeh, W.G. Gray, “Thermodynamic basis of capillary pressure in porous media”, Water Resour.
Res.29 (1993) 3389-3405.
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Debido a esto se debe resolver nuevamente la ecuacion general adimensional,
realizando un reajuste al segundo término de la fraccidén de flujo que tiene relacion
con la fuerza capilar.

Nuevamente se obtiene una ecuacion general del fendmeno, similar al problema de
Riemann, pero con dos términos extra que involucran a la segunda parte de la
fraccion de flujo, a un término épsilon relacionado a la difusion y el tiempo de
relajacion adimensional de Hassanizadeh y Gray. Debido al aumento de
complejidad de la ecuacion se realiza un cambio de variable conveniente obteniendo
una ecuacion diferencial ordinaria. Se plantean los limites de saturacion a la
izquierda y a la derecha del choque, sin embargo, esta vez el limite de la derecha
sera mayor a cero.

Aplicando los limites previos se aplica el criterio de areas iguales de manera que se
encuentren los valores maximos que se pueden establecer para el limite de
saturacion a la izquierda del choque. Una vez obtenidos se plantean los distintos
tipos de choque?® que son el de rarefacciéon en donde practicamente se sigue la
curva de la parcial del primer término de fraccion de flujo respecto a la saturacion;
el choque de Lax u ordinario, que presenta una transicion suave tanto por la
izquierda como por la derecha del choque; y el choque subcompresivo, que es
similar al de Lax excepto que solo es diferenciable por la izquierda del choque por
lo que es abrupto. Se proporciona una breve descripcion del método numérico que
se usara para el modelado de los choques, basado en el propuesto por Spayd y
Shearer?® en su articulo The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary
pressure.

Finalmente se presentan cuatro casos de tipo de choque con diferentes limites,
tiempos de relajacién adimensionales y términos relacionados con a la difusién. Se
expone un analisis semicuantitativo en el que se discutira el tipo de choque o
choques que presenta, si es que son posibles, y la razén de su comportamiento, asi
como un analisis de su aplicacion practica en un yacimiento. También se analizara
de manera breve la influencia del valor del tiempo de relajacion adimensional, sin
ser un andlisis detallado ya que no es el fin del presente trabajo.

La novedad del presente trabajo de investigacion es la implementacién de un
modelo reoldgico para la fluidez que incluye diversos tipos de comportamientos
(Bingham, Ley de potencia, Newtoniano, Fluido de Ellis) que se implementa para
calcular, en conjunto con la geometria fractal, la relacion de movilidades de un fluido
no newtoniano, que desplaza a un fluido newtoniano, y que sera pieza clave en la
implementacion y comportamiento de los choques que resolveran la ecuacion de

B K. Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary pressure”. SIAM Journal of
Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.
K. Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary pressure”. SIAM Journal of
Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.
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conservacion de la saturacion a través de un medio poroso, obteniendo asi la
velocidad de desplazamiento.
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3. Nomenclatura

Simbolo Definicion

A, Area transversal normal a la direccion del flujo
a, Raiz de saturacion

D, Parte simétrica del tensor de deformacién
Dy, Dimension fractal de los capilares

Dr, Dimensién de la tortuosidad fractal

&, Término de viscosidad

o, Porosidad

f, Fraccion de flujo

F, Primer componente de la fraccion de flujo
v, Velocidad de corte

g, Constante de aceleracién de gravedad

Go, Maédulo de corte

H, Segundo componente de la fraccion de flujo
n W, Viscosidad

0, Fluidez

©o, Fluidez a velocidades de corte muy bajas
e, Fluidez a velocidades de corte muy altas

K, Constante de conductividad hidraulica

ko, Constante cinética de modificacion estructural
ke, Permeabilidad caracteristica

ke, Permeabilidad efectiva

kn, Permeabilidad del fluido desplazado

kr, Permeabilidad relativa

A, Tiempo caracteristico de fomracion estructural

L, Tensor del gradiente de velocidades

L, Escala de longitud caracteristica

Lo, Longitud representativa en la direccién del flujo
Ly, Longitud tortuosa en la direccion del flujo

Relacion de movilidades / Relaciéon de movilidad

M, (movilidad del fluido desplazante entre el desplazado)
m, Pendiente de la recta tangente a la raiz de saturacion
My, Movilidad del fluido desplazado
Mn, Movilidad del fluido desplazante (no newtoniano)
N, Relacion de ajuste del nimero de poros

N:, NuUmero total de capilares

p, Presion del fluido en el capilar
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Simbolo Definicion
[ Presion capilar
q, Flujo volumétrico a través de un capilar
Q, Flujo volumétrico total a través del medio poroso
r, Radio del capilar
P, Densidad
r, Velocidad a través del medio poroso
Fmax, Radio maximo de los capilares
Imin, Radio minimo de los capilares
PN, Fluidez del fluido desplazado (hewtoniano)
G, Tensor de esfuerzos
S, Saturaciéon
Sprom Saturacion Promedio
Ow, Esfuerzo de corte en la pared en capilares tortuosos
Gy, Esfuerzo de cedencia
t, Tiempo
T, Tiempo de relajacion
u, Velocidad del fluido en el capilar
v, Velocidad superficial
v, Velocidad promedio del fluido
Vo, Volumen total de poros
Vi, Volumen total del medio
X, Concentracion actual
X, Espacio
Xo, Concentracion inicial
Xeo, Concentracion final
i Radio adimensional

Subindice Definicién

1

1

2

2

Fluido i
Fluido desplazante
Fluido desplazado
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Hipotesis.

Para el desplazamiento de un fluido Newtoniano por un fluido no Newtoniano
a través de un medio poroso, que puede describirse mediante la geometria
fractal, el valor de relacion de movilidades tendréa una variacion considerable

respecto al esfuerzo de corte aplicado y una variacidn minima respecto a las
dimensiones del espacio fractal.

Para la solucién del problema de Riemann de la ecuacion de conservacion
de la saturacion en donde no se consideran las fuerzas capilares, asi como
para su extension en donde se consideran, la relacion de movilidades tendra
una influencia determinante en el punto en el que se aplicara el choque, asi
como el tipo de choque que ocurrird.

Existe un valor de relacién de movilidades ideal en el cual en la mayoria de
los casos se obtiene la mayor velocidad de frente de desplazamiento y un
rendimiento de recuperacién éptimo.

Fundamentos y Desarrollo de la Ecuaciéon de Movilidad.

En el presente trabajo de investigacion se utilizara el modelo Bautista-Manero-Puig,
en adelante BMP, para calcular la permeabilidad efectiva en medios porosos
fractales. Las ecuaciones constitutivas del modelo son la ecuacion de Maxwell (1)
convectiva combinada con una ecuacion cinética de Fredrickson (2), representando
la modificacion de la estructura del fluido complejo conforme se mueve a través del
medio poroso fractal.

El modelo BMP es descrito por las siguientes ecuaciones:

1v_2
g—I_Golpg (Pg (1)
d

2 = >(po = 9) + ko(¢eo — @) D )
Donde:

e ¢ es el tensor de esfuerzos

o es la derivada convectiva superior del tensor de esfuerzos

la <

e (G, es el modulo de corte
e ¢ eslafluidez, el inverso de la viscosidad n
e D parte simétrica del tensor de deformacion

e 1 es el tiempo caracteristico de formacion estructural

e k, es una constante cinética relacionada a la modificacion estructural
e ¢, es lafluidez a velocidades de corte pequefias

* ¢, es lafluidez a velocidades de corte muy altas
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La derivada convectiva superior de la ecuacion (1) es:

dg

=u (Lot n)®

la <

Donde:
e L es el tensor del gradiente de velocidades

do
. d—? es la derivada material del tensor de esfuerzos

Para la velocidad de corte simple unidimensional el tensor gradiente de velocidades,
su tensor transpuesto y el tensor de esfuerzos tienen la siguiente estructura:

0y 0
L=<000>
- \o 0 o0
0
0
0

0
0
0

Donde:

e v eslavelocidad de corte, proporcional a la disipacién del fluido

Desarrollando:

|le~
IS

to-

i

= L;ijoj + Oji Lk

Lo+

IS
IS
17

=\ Lyjoj1  Lyjoj, Lyjojs OakLlik  Oaxlok  OoxLsk

Lijoj Lijoj,  Lyjojs Oyxly  Oulox  OrkLlsk
+
O3kl Osklax  O3rlsk

Lyjoj,  Lsjoj,  Lijojs

Yaque para Ly LT solo Ly, y L,;son diferentes respectivamente se tiene que:

L2051 L1305, 0 012k, 0 0
g-g+g-£=< 0 0 O>+<022L12 0 0)
- T 0 0 0 0 0 0

Y021 V022, O gy 0 0
L-g+g-£=( 0 0 0>+<022]7 0 0>
- T 0 0 0 0 0 0

Considerando que los esfuerzos son simétricos:
012 =021 =0
2y0y, y0y, O
Lot+o-L'= Y022 0 0
- T 0 0 0
Para el caso de velocidad de corte simple el tensor deformacion es:
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,/0 1 0
D =g<1 0 0)
- 0 0 0
Sustituyendo en la ecuacion (1):

0, 0, O 1 |d /P11 912 0 2y0,1 Y02, O
o o 0 |+—|—|o o 0 |—|( v
(2)1 (2)2 Goo |dt 21 022 V05, 0 0

033 0 0 033 0 0 0

Q2

Obteniendo para cada componente las ecuaciones:

1 [doyq

011 Goo L at - 2]/0—] =0

1 [do . 14
o+—|-—Vo ]=—
Goo Lat Y022 p

1 do
O+ ——2 =
Gop dt

Se demostrara méas adelante que:

1 do v

Gop dt ¢

/0 1 0

2
=—Z<1 0 0)
0 0 O

(3.1)
(3.2)

(3.3)

(4)

Las ecuaciones (1) y (2) se reducen al modelo de Maxwell convectivo cuando ¢ =
¢@,. Estas ecuaciones expresan que los procesos viscoelasticos no lineales
contenidos en la ecuacién de Maxwell estan relacionados con una ecuacién de tipo
cinética escrita en términos de la fluidez, que tienen un tiempo caracteristico
relacionado a la formacion de la estructura (1) y un término relacionado a la

modificacion de la estructura (k,) proporcional a la disipacion (g: D).

A continuacion, se presenta la deduccién a partir de la cual se llega a la ecuacion

de Friederickson (2), esta se realizaran algunas simplificaciones.

Considerar la siguiente reaccién reversible, que representa el cambio estructural del

fluido de la forma A a la forma B:

Dénde:

e A es el reactivo o la estructura inicial
e B es el producto o la estructura final

e k' es la constante cinética de la reaccién de reactivos a productos, igual a

1/4
e kes la constante cinética de la reaccion reversible, igual a k,
La ecuacion cinética que representa la reaccion anterior es la siguiente:

da _ k'A—kB
dt
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Para dejar todo en términos del “avance de reacciéon”:
A=xy—x

B =x—x,

Dénde:

e X, es la configuracion inicial del reactivo
e x es la configuracion actual del reactivo
* X, €s laconfiguracion final del reactivo

Sustituyendo:
dlxg—x) 1
— g = 7 (o = %) — ko —xc,)
dx _ 1

dt I(xo —x) — ko(x—x)
O 2 (o =) + Kot — )
prin) Xo — X 0(Xe — X
Considerando que la reaccidn puede ser favorecida hacia los productos por la

disipacion del fluido, y que en el caso estructural la fluidez es el equivalente de la
concentracion practicamente se llega a la ecuacion (2):

do _1 +k D
2t = 71 @0 = 9+ ko(9 — 9)a: D

Desarrollando la doble contraccion:

g:g = JijDij

1S

:D = 011D11 + 013D15 + 013013 + 021071 + 02202 + 023053 + 031 D31 + 032055 + 033035
1 14
Q:Q = 0110 + 0-12 E + 0-130 + 0-215 + 0-220 + 0-230 + 0-310 + 0-320 + 0-330

Q:Q:fﬁzz"’f"mZ

2 2
Entonces:
2:D = oy
Sustituyendo en (2) se obtiene:
% = 2 (9o = @) + k(oo — PV (5)

Para un material con una respuesta elastica muy pequeiia, es decir si su tiempo de
relajacion es pequefio, la parte asociada al modelo de Hooke de la ecuacion de

Maxwell es muy pequeia y puede despreciarse (ﬁ ~ 0). Por lo tanto, se obtiene
0
de la ecuacion (3.2):
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El cambio de estructura es independiente del tiempo ya que se encuentra en
régimen permanente obteniendo:

1 .
1(% — @)+ ko(@os — @)oy =0

Expresando la velocidad de corte en funcién del esfuerzo y sustituyendo en la
ecuacion cinética de la estructura se obtiene:

(@0 — @) + koA(pe, — @)% =0 (6)

La ecuacion (6) predice comportamiento de adelgazamiento de corte cuando ¢, >
@, engrosamiento de corte cuando ¢, < @, y comportamiento Newtoniano cuando
P = @o. Unaregion de meseta se predice en los limites de esfuerzos de corte muy
altos o bajos, con un comportamiento de ley de potencia en las regiones intermedias
de velocidad de corte. Adicionalmente, un esfuerzo de cedencia real se predice
cuando ¢, = 0. El esfuerzo de cedencia implica un comportamiento similar a un
sélido en el limite en el que el esfuerzo de corte se acerca a cero, como en el modelo
de Bingham viscoplastico. Una cedencia aparente se predice para valores de ¢,
cercanos a cero. De este modo, con un solo modelo se pueden producir
comportamientos de Bingham y ley de potencia.

Sustituyendo ¢ para los esfuerzos normales para el esfuerzo cortante simple en flujo
estacionario en (3.1) y (3.3):
1 _y?
=—2—
TG0
0-22 = O
Sustituyendo el resultado para el esfuerzo normal a,, en la ecuacién (3.2) se llega
a la ecuacion (4) bajo las condiciones mencionadas.

De la ecuacion (6), se calcula el esfuerzo cuando ¢, =0, en la regién de
velocidades de corte muy pequeias, resultando en:

(0 = @) + koM@ — @)% = 0
koA(@o — @)o?@ = ¢
koA(@o — @)o? =1
0% = 1

koA(@o — @)

Como se mencion6 anteriormente el esfuerzo de cedencia implica que ¢, =0, y
ademas, también implicard que la fluidez a la velocidad de corte aplicada sea
practicamente nula, es decir ¢ — 0, obteniendo:
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5 1
oy =———=
Y koA(@e — 0)

1
ay = (kodge) 2 (7)
Donde:
e 0, es el esfuerzo de cedencia.

Resolviendo la ecuacién (6) para la fluidez en términos del esfuerzo de cedencia
resulta en:

(Po = @) + koA(po — P)o? = 0
Vo — @ + kode,o?p — koda?p? =0
—@o + @ — kodeo?@ + koda?p? =0
koda?@p? + (1 — kgAdpod?)p — @y =0

De la ecuacioén (7) se obtiene:

kol = (pooo_)%
koA@e o7

1 .

Sustituyendo en la ecuacion cuadréatica y multiplicando por p

O.2 2 0.2
_2<P_2+<1__)£_&=0
gy P&

Aplicando la solucién para la ecuacién cuadratica se obtiene:

1
2 2
oG- ) @) ®
Ty
Los tres parametros independientes (¢, ¢, ¥ 0y) de la ecuacion (8) pueden ser
evaluados de la curva de flujo misma en la forma de viscosidad contra esfuerzo de
corte. La fluidez en la rapidez de deformacién cero se extrae de la primera meseta
Newtoniana cuando las velocidades de corte son pequefias y la fluidez a velocidad
de corte infinita corresponde a la meseta a altas velocidades de corte.
Alternativamente, ambos valores de fluidez pueden ser evaluados de la curva de
arrastre de contra tiempo. Cuando el esfuerzo de cedencia se alcanza, la viscosidad
tiende a una pendiente de -1 en una grafica logaritmica. La forma usual con la cual
se evalla el esfuerzo de cedencia considera la meseta exhibida cuando la velocidad
de corte tiende a cero en una gréfica del logaritmo de esfuerzo contra logaritmo de
velocidad de corte. En este contexto el modelo no contiene parametros ajustables.
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Los poros son considerados capilares con diferentes diametros. EI cambio en el
radio del capilar es tomado en cuenta por la modificacion de la tortuosidad a lo largo
de las trayectorias del flujo. Aunque existe flujo transitorio en un medio poroso real
(trayectorias complejas de expansion-contraccion) en este modelo el cambio en la
geometria que modifica la trayectoria es considerado como un cambio en la
tortuosidad y en las dimensiones fractales. En otras palabras, siguiendo los
procedimientos promediados en el presente modelo, el flujo general se considerara
estacionario, pero de manera local es intrinsicamente inestable; este estado
transitorio es tomado en cuenta localmente por la variacion de la tortuosidad o las
dimensiones fractales del medio poroso, en una escala de tiempo mas corta que la
del flujo macroscopico global promediado.

El esfuerzo de corte en la pared en capilares tortuosos es dado por:

6 =18 ©)

2dL;

Donde:

e 1 es el radio del capilar
e p es lapresion del fluido en el capilar
e L, eslalongitud tortuosa en la direccion del flujo

La ley de ajuste fractal para la tortuosidad es:
L, = (2r)'=PrLoT (9.1)
Donde:

e L, es lalongitud representativa a través de la direccién de flujo

e D; esladimension de la tortuosidad fractal (1 < Dy < 2) en dos dimensiones,
representando los multiples cambios de direccién de los capilares para el flujo
del fluido a través del medio poroso.

Diferenciando la ecuacion (9.1) respecto a Ly:
dL, = Dy (2r)"PTL2T 1 dL, (9.2)
Sustituyendo (9.2) en (9):

B T dp
2D (2r)1-2r 27 dLg

Ow

__ T 1 dp
O_W - 22-DT DTLgT—l dLg (10)
Se asume que el medio poroso consiste en un conjunto de capilares, cuyas
distribuciones de tamarfio y tortuosidad siguen las leyes fractales. La relacion de
ajuste del nimero de poros/capilares acumulativa (N), cada uno de radio r es dado
por:
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N(L =) = (Tme)” (10.1)
Donde:

e L es una escala de longitud caracteristica
® T4 €S el radio maximo de los poros o capilares
e Dy es la dimension fractal del poro o capilar

El nUmero de capilares con tamafios dentro del intervalo r a r + dr es entonces:
—dN(r) = Dfr r=@rtgy (10.2)

El signo negativo implica que el nimero de capilares disminuye con el incremento
del tamafio de los capilares, tal que —dN > 0; Una propiedad de los objetos fractales
es que el niumero de capilares tiende a infinito cuando r tiende a cero. El nimero
total de capilares (N;), del mas pequefio (1) al mayor (r,.,) S€ puede obtener de
la siguiente manera:
N, = (jﬁ)l’f (10.3)

Dy puede tomar valores de 1 a 3 y representa la irregularidad y fragmentacion del
medio poroso.

Si se define una celda unitaria, el esfuerzo total puede ser calculado tomando en
cuenta todos los esfuerzos en la pared de cada capilar existente, expresandose de
la siguiente manera:

Tmax
o=- J owdN (1)

Tmin

T Dt
= _f max 1 ; dp Dor _(Df+1)d‘r'
_— 22— DTD LDT 1dL rh max
Dr—2 1-pr Dy
o dp 22D Ly g, f T D=0 p41) gy
dLO Dr

Tmin

D

0g=- dLO DT(DT — Df) max  ~ Tmin

1-D_ DT

o= _dp [ZDT 2DfL Tmax] [1 _ (rm_in)DT_Df] (11)

dLO DT(DT Df) Tmax

El flujo volumétrico en capilares tortuosos de radio r puede ser expresado de la
siguiente forma:

q(r) = ——<p( )[ DT LrPT- 1] (12)
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Es entonces necesario encontrar una ecuacion que exprese la fluidez como funcion
del radio. Partiendo de la definicion del fluido no newtoniano generalizado en
coordenadas cilindricas:

_APr 1 dv,
orz =7 2 () dr

AP
dv, = <p(r)ﬁrdr

Integrando para v, en el area de flujo transversal, haciendo el cambio de variable
de manera conveniente r — ¢:

3 APfT' y
=50 ) P(§)Eds
Es conocido que la estructura de la ecuacion de Poiselle de flujo volumétrico es:

= 7T——

8 L
Que puede definirse de manera general como:
AP
Q=me(r) -
Despejando la fluidez en funcion del radio:
() = %
()
De la definicion del flujo volumétrico Q = 2r fo'" v,rdr”:

2 fr v,r'dr’
o) =—"Fp—
(7))

Sustituyendo v,:

2 for é_IL) forl ‘P(f)fdfz r'dr’

G

o) =

Entonces, la fluidez en funcién de r (¢(r)) se puede expresar como:
o) = [y |17 co()dg|rar (13)

La ecuacion (12) indica que el flux volumétrico decrece debido al camino tortuoso
de los capilares. En el caso particular de capilares rectos (D = 1) y si el fluido es
Newtoniano (¢(¢) = @y) las ecuaciones (12) y (13) se reducen a la ecuacion de
Poiseuille:
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o(r) = f ' [ f r'mdf] rdr
0() = o f ' H rdr

r4—
o) =
dp gnr 217
1) = =318 [1Lg—1
q(r) = d”ﬂww (14)

8

El flujo volumétrico total a través de una celda unitaria puede calcularse haciendo Q
la suma de cada capilar individual:

Q=—[""q(r)dN(r) (15)

Sustituyendo las ecuaciones (10.2) y (12) en (15):

Tmax dp 2DT 1 D
— - f —(Df+1
Q=- r dLO (r )[D LDT i’ rfr 1] Dfrmaxr ©Crtdr
P 2br- 1T[Df max Tmax Dr—Df—2
0 =~ 2| e | [ gy rPrr (16)

Para calcular la velocidad promedio del flujo en el medio poroso, a la cual se
nombrara velocidad superficial, el flujo total debe ser dividido entre el area
transversal normal a la direccién de flujo:

v:%:%: VQp (17)

Donde:

e A es el area transversal normal a la direccion del flujo
e V, es el volumen total de poros

e V; es el volumen total del sistema
. v
e ¢ eslaporosidad ¢ = 7”
t

El volumen total de poros puede determinarse de la siguiente manera:

Tmax
v, = —f wr? L,dN

Tmin

Tmax D
V, = nr? (2r)'~PTLT D, r o ~(or+1) gy

Tmin

D Tmax
V, = m2'"PTL T Der, maxJ r2 ()= Pry=@rtgy

Tmin
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Tmax

V, = w2122 Dr f 721D g

Tmin
21—DTLDT
V _n'Df Df 7"3 Dr— Df_r3—DT—Df]
max i
max (3 DT _ Df) min
Dt
3-Dr 21—DTL _ (rmin)S_DT_Df
Yo = mDstmax” Goproay |1~ (02 (18)
f

Por lo tanto, la velocidad superficial es dada por:

_ Q¢ly

[/

D 1
2 r T[Df max

$Lo dLO DT 1DT

Tmax
f @) rPTPr24dr

v=—
21- DTLDT 7. \3=Dr=Df1Jy .
wDsT 3-Dr [1 _ min ] min
fTmax (3D — ;) (rmax)
® [ZDT 1T[Df max
0 Dr-1 -1
v =— dP LOT DT 1-— (rmin>3_DT_Df frmax(p(r) T'DT_Df_ZdT'
dL, 3-Dr 21 DTLDT Tmax Tmi
D.1 min
f max (3 _ DT _ Df)
__dp 22Pr- 2¢(3 Dr— Df) Tmm 3-Dr=Dr1" Tmax Dp—D =2
- dLO Dr LZDT_2 - DT Dy 1= Tmax frmm (T)T T (19)

La ley de Darcy puede ser escrita en términos de la fluidez no-Newtoniana como
sigue:

v=—kep(0) 5" (20)
Donde:

e k, esla permeabilidad efectiva
e k.p(0o) esla movilidad no newtoniana

Igualando las ecuaciones (19) y (20) se puede despejar la permeabilidad efectiva:

d d ZZDT 2 3—D.—D r. . \3-Dr—Df 1 rmax
ko) = — - il = Df) 1- (mm> f YT
dL, dLO Dy LZDT 2,27 TR Tmax Trmi
max min
22PT-2¢(3-Dp-Dy) N i 7 I, Dr-Ds-2
o= 1 - (Emer) | o gy rorerzar (21)

La permeabilidad Newtoniana puede ser obtenida como un caso particular cuando

p(r) =22

= @nN-
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ky =

Do -1
22D7— 2¢(3 - Dy — Df) [ (rmin)3 Dt Df] LJ-Tmax (PNT4 Dbz

2D 23DTD
DL T P Jr

7"‘n’l ax

2DT—-2 —D1— -1 max
ky = 22P172¢(3 — Dy — Dy) [1 _ (Tmin)3 br Df] fr PDPT=Df+2 g

2Dpp—-2_ 3-Dr-D
8D LT A T Tmax Tmin
k ZZDT 2¢(3 Dr — Df) (rmin>3_DT_Df]_1 T”[Z;Dfﬂ _ rriiTn_DfJr3
N
8D LZDT 2 3-Dr— Df Tmax (DT - Df + 3)

max

Se espera que los medios porosos tengan una distribucion heterogénea entre el
tamafo de los capilares por lo que se espera que la diferencia entre el radio maximo

y minimo de cada poro sea suficiente para poder reducir la ecuacién anterior a:
_ 23 -Dr—Dp) [ (_rmin_>3_DT_Df T e
8DTL2DT 2,3-Pr=Df (Dr — D¢ +3)

max

rmax

_DT
Multiplicando por g "‘“" =1:

rm ax

o P93 Dr =D [ (rmm 3 DT‘Df] o o ,,?gx
= _ _
8D, L2072y 2T Tmasx (DT — D + 3)r 0T
22P1=2¢(3-Dr-Dy) Tmm 3-Dr—-Df1 L r2DT

b =S - ()] e (22)

Para capilares rectos (D = 1) se obtiene:
_¢(2_Df) _ (Tmin 2-by i Tr%lax
kN B 8 [1 r‘max) (4-Dy) (23)

La cual coincide con las reportadas en la literatura para fluidos Newtonianos.

De la ecuacién (21) es posible obtener un resultado analitico para la permeabilidad
si ¢(r) en la ecuacion (13) se pudiera calcular. Esto puede lograrse proponiendo
expresiones para ¢(¢) con sentido fisico.

Pueden proponerse muchas expresiones basadas en que la fluidez en los
poros/capilares alcanzan un minimo en el centro de su geometria y un maximo en
las paredes. La expresion analitica no lineal que cumple con estos limites asume
gue la fluidez es una funcién cuadratica respecto a ¢ dentro del capilar como sigue:

P = 9o+ (9(0) — Po)? (24)
Siendo ¢ una variable adimensional definida como:

T

{ =

rmax

Segun la ecuacion (24) el minimo en el centro se alcanza con el valor ¢,.
Similarmente, la fluidez alcanza un maximo en las paredes con el valor ¢ (o). La
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fluidez en la pared requiere el calculo del esfuerzo en la pared segun la ecuacion
(10). Sustituyendo la ecuacion (24) en la ecuacion (13) se obtiene ¢(r):

<p(r)=f U €(<po+(<p(0)—<po)52)df]r'dr'

or) =2 f U £(p(0) - <po>ch5]rdr

o) =2 (= ]r’dr’

o) =2 » f [ (5)] e
o(r) = “’8 (rmax)z

p(r) = r4<<po+(<p(a) cvo)(mrax))

Sustituyendo la ecuacion resultante en (21):

_ 22 2¢(3 — Dy — Dy) [

2Dp—2_3-Dr-D
DTL T— f

max

B (rmin>3_DT_Df]_1 =l [%4 (% +(9(9) = ¢o) (

Tmax @ (U) Tmin

r 2
) )] T'DT—Df—ZdT‘
rmax

22P172¢9(3 — Dy — Df) (rmin)3‘DT‘Df]_l 1 fr’"a" @orPTDr*2
(@)

2Dp—-2_3—Dr-Df 8
DrLy Tax

k, =

rmax

yDT-Dp+4
—9y)———|d
+ (¢ (0) — 9o) 817 ] r
Se espera que los medios porosos tengan una distribucion heterogénea entre el
tamafio de los capilares por lo que se espera que la diferencia entre el radio maximo
y minimo de cada poro sea suficiente para poder reducir la ecuacion anterior a:

ZZDT 2¢(3 Dr— Df) 1-— rmm 3-Dr=Df _1; ¢OTZZ;Df+3 + ZZxD)H—S
- Dy LZDT 2 3~ DT Dy rmax @(0) | 8(Dr—Df+3) (¢(0) — ¥0) 812ax(DT—Df+5)
_ g D
ZZDT 2¢(3 - DT Df) Tmm 3-Dr Df (Po max 13161;
ke = et + (9(0) — pp)
8DrL, Tmax (0') (DT — Dy + 3) ( — Dy + 5)
_ 2PT2e(-Dr-np) [ & SN L ol ((0) — ) (25)
e 8Dy LZDT z Tmax v | (Dr- Df+3) PLa) = %o (Dr-Dj+5)

Cuando ¢(o) — ¢,, cerca del centro del capilar, la permeabilidad tiende al
comportamiento Newtoniano de la ecuacion (22). Cerca de la pared, ¢ (o) tiende a
un valor maximo y la permeabilidad disminuye asintoticamente a otro valor
constante como una funcion de la fluidez maxima.
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Utilizando la ecuacion (22) de la permeabilidad del fluido newtoniano se calcula la
movilidad newtoniana:

My = knoo
Mo = o Z20T2eG-Dr=Dp) [ (Tmin)3_DT_Df T ek (26)
N= Py 8DT LZDT -2 Tmax (DT-Df+3)

Utilizando la ecuacion (25) de la permeabilidad del fluido no newtoniano se calcula
la movilidad no newtoniana:

My = ke (0)
22129 (3 - Dr = Dy) [, rmm 300 1 [ @oTmar
MNN = (p(a) ZDT 2
8DrL, rmax @(o) (DT —Df + 3)
T'ZDT
+ o) — L]
22DT_2¢(3 —Dr-— Df) rmm 3-Dr=Dy ‘pOTmax mlz)1§
MNN - 8DTLZDT—Z [1 Tmax ] [(DT Df+3) + ((p(O') (pO) (D D +5) (27)

Obteniendo la relaciéon de la movilidad newtoniana entre la no newtoniana:

M
M N
MNN
22DT_2¢(3 - DT - Df) 1 rmm 3= DT_Df 7312’)1;
PN 8D, LZDT—Z [ - Tmax ] m
= _ 2D 2D
22DT 2¢(3 — DT — Df) [1 Tmm 3-Dr— Df] Qor, ma; + (q)(o‘) _g ) rma;
8D, LT rmax (Dr — Dy +3) *(Dr — Dy +5)
2D
__ Tmgr
N =D; +3)
M = 20 2Dr -2DT
max + _ max
[7(% pE (00— 90 (e 5)]
Pn
(Dr —D; +3)
(9(@) — ¥o)
(Dr — Df +3) (Dr—D;+5)
M=r = (Dy — D; + 3)
r — Uy
+ — —_—
»¢0 (9(0) — ®o) Oy =D, +5)
PN 1
M ==X 28
%0 [|14+(222 1\ PT=Lr*3) (28)
$o }(DT_Df+5) i

Para la solucién de la ecuacion de la fluidez normalizada en el caso de que el
esfuerzo de corte sea igual al esfuerzo de cedencia se tiene que:
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L= la-1% ((1 —1)% + 4(1) (;f—:)y

2L -4 (ﬂ)z
Poo Peo

0 = (Popo)? (29)

Multiplicando la ecuacion (8) por el factor ‘(’;—°° se obtiene:

(Z—; - 1) + ((1 - Z—E)Z +4 (Z—;) (;f’-;))i (30)

Se estudiara el caso en el que un fluido newtoniano con una viscosidad 10 veces
menor que la de un fluido no newtoniano a esfuerzos nulos (o = g,,):

S
8

Sle
|
N
sJaje

on _
Po

10

El anterior es un fluido micelar de reologia compleja, que el modelo BMP tiene la
capacidad de modelar. Dividiendo la ecuacion (29) entre ¢,, tomando en cuenta
Unicamente la raiz con sentido fisico de interés:

1

$n = ((p_“’)i =10
Po Po

Despejando se obtiene el valor de la relacion £=:

Po

P> _ 100

Po

Con la informacién anterior se puede solucionar para este caso la ecuacion de la
fluidez normalizada (30). A continuacion, en la Figura 1 se grafican los valores de
fluidez normalizada contra el esfuerzo normalizado:
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100 P _ 100
Po
so T
R S % =10
§ 0
1@
0.01

Figura 1. Dependencia de larelacion de fluideces respecto a la relacién de
esfuerzos.

Gréficade larelacion de la fluidez dependiente del esfuerzo entre la fluidez a velocidades de
corte muy bajas contra larelacion del esfuerzo de corte aplicado entre el esfuerzo de
cedencia del fluido no newtoniano. En este caso cuando el esfuerzo aplicado es igual al
esfuerzo de cedencia la fluidez del fluido no newtoniano y el fluido newtoniano son iguales y
tienen un valor de diez veces la fluidez de cedencia a bajas velocidades de corte.

Para el caso en el que el esfuerzo de corte sea mayor al esfuerzo de cedencia (o >
a,) entonces la ecuacion (30) queda de la siguiente manera:

Poo

|52 ' o2 2
e e R

o’ o} oy 05 ) \ Qs

P _P=
Do Do

El resultado previo concuerda con la informacion provista en la Figura 1, a grandes
esfuerzos, y por ende a valores muy altos de velocidad de corte, la fluidez aumenta
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hasta 100 veces en comparacién con esfuerzos pequefios. Cuando el esfuerzo es
mucho mas pequefio que el esfuerzo de cedencia (o < ay) la fluidez es igual a la
fluidez cuando las velocidades de corte son cercanas a cero (¢ = ¢,) por lo que la
ecuacion (30) queda como:

% _q

Po
Lo anterior es coincidente con la asintota que se forma en el valor de 1 para la
relacion de fluidez en la Figura 1.

@®DT=1
DT=1.5

DT=2

> oy(Dr —3+3)

2 25 9=(Dp —3+3)

Figura 2. Dependencia de la relacién de movilidades respecto a la relacion de

esfuerzos.

Gréafica de larelacién de movilidad del fluido newtoniano (desplazado) entre el fluido no
newtoniano (desplazante, micelar) contra la relacion del esfuerzo de corte aplicado entre el
esfuerzo de cedencia del fluido no newtoniano a diferentes valores de dimensién de
tortuosidad fractal.

Una vez que se obtiene la solucién para la relacion de fluidez respecto a la relacion
de esfuerzos es posible calcular con la ecuacién (28) la relacion de movilidad. En la
Figura 2 se grafica la relacion de movilidad contra la relacién de esfuerzos. Para
esto fueron consideradas una dimension fractal del poro de 3 (Dy = 3) y 3 escenarios

de dimension de la tortuosidad fractal (Dr = (1, 1.5, 2)). Se fija Dy = 3 debido a que

se busca simular una geometria altamente fraccionada y de gran irregularidad; el
objeto geométrico fractal que mas se asimila a este valor es la esponja de Menger
o Tapete de Sierpinski en 3D con Dy = 2.7268, que en pocas palabras es un cubo

con multiples “perforaciones” o poros.

Del razonamiento previo para la Figura 1 se sabe que en el caso en el que la
relacion de esfuerzos tienda a 0 (o < o)) la relacion de fluidez tiende a 1, por lo que

la ecuacion (28) se reduce a:
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M=¢—N=10

Po

Para el caso en el que la relacion de esfuerzos es 1 (o = o0y la relacion de fluidez

toma un valor de 10 (Z—”z?z 10), por lo que la ecuacion (28) expresa lo
0 0

siguiente:

mo2n !
®o [1+(ﬂ_ )(DT—3+3)
Po (Dr—3+5)

10

SiDr=1;M===25

SiD, =15 M=2%~205

17

20

SiDp=2M=%

~ 1.818

Para el caso en el que la relacion de esfuerzos tiende a valores considerables (¢ >

g,) la relacion de fluidez toma valores de 100 (Z—‘” =? = 100), por lo que la
0 0

ecuacion (28) toma el siguiente valor:

_ on(Dr —3 +5)
$oo(Dr —3 +3)

SiDr =1; M == ~ 0.2941

Si Dy = 1.5; M = = ~ 0.2303

SiDp=2: M =§z 0.1980

El razonamiento previo concuerda con lo que describe la Figura 2. Cuando la
relacion de esfuerzos tiende a cero existe una asintota en el valor de permeabilidad
M = 10, que es el valor de la relacién de fluidez del fluido newtoniano y el no
newtoniano lo que quiere decir que a bajos esfuerzos lo que se estara desplazando
a través de los poros sera el fluido no newtoniano en su mayoria.

Después de dicha asintota se observa la disminucion abrupta de la relacion de
movilidad, donde se puede observar que cuando el esfuerzo de corte se iguala al
esfuerzo de cedencia dicha relacion toma valores de 1.818 y 2.5, dependiendo del
valor de dimension de tortuosidad fractal (D;), es decir la movilidad del fluido
newtoniano pasa de ser 10 veces mayor a ser solo el doble de la movilidad del fluido
no newtoniano. En pocas palabras se aprecia que el fluido no newtoniano comienza
a tener un mayor desplazamiento a través del medio poroso.

Cuando la relacion de esfuerzos crece considerablemente se presenta una nueva
asintota, cuyos valores dependeran del valor de dimension de tortuosidad fractal
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(D7), que varia entre 0.3 y 0.2 aproximadamente. En este caso el fluido no
newtoniano tiene una mayor movilidad en el medio poroso que el Newtoniano.

Si bien se sabe que D = 1 describe a una linea recta, debido a que los resultados
de relacién de movilidad M no varian significativamente en el rango Dy = (1, 1.5, 2)
en adelante los proximos calculos se haréan fijando D; = 1.
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6. Extension Multifasica de la Ley de Darcy

El flujo de dos o mas fluidos inmiscibles que fluyen a través de un medio poroso
esta gobernado por la permeabilidad de cada uno. La permeabilidad dependera de
la saturacion, o lo que es lo mismo la concentraciéon, de los fluidos. Numerosos
estudios dan soporte a la propuesta de que, dentro de ciertos limites, la
permeabilidad relativa es independiente de la viscosidad y el flujo, por lo que la
saturacion es la Gnica variable independiente de la permeabilidad.

La ley de Darcy es una correlacion experimental que describe el flujo homogéneo
de agua a través de un medio poroso en una sola dimension, que se expresa como:

Q=K=4 (31)
Donde:

e (Q es el flujo volumétrico del agua a través del medio poroso

e L es la longitud del medio poroso perpendicular a la direccion del flujo del
agua

e A es el area del medio poroso transversal a la direcciéon del flujo

e h; — h, es la diferencia de la cabeza hidrostatica

e K es una constante de proporcionalidad denominada conductividad
hidraulica

La Figura 3 representa graficamente el experimento realizado por Henry Darcy en
1856 para deducir la ley que lleva su nombre:

S ,_1 .
pE—— @409 |
L Arena
A h3
e '
|
v |
Q d ——
h4
A
Plano de
Referencia

Figura 3. Diagrama del experimento de la Ley de Darcy.

Diagrama que ejemplifica el experimento que se llevo a cabo para obtener la Ley de Darcy.
Tomado de Myrianjack, “Ley de Darcy”, Escuela superior politécnica de Chimborazo; (2020).
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(https://www.studocu.com/ec/document/escuela-superior-politecnica-de-chimborazo/genesis-y-
morfologia-de-suelos/ley-de-darsy-ley-de-darcy/8557007)

El término se denomina gradiente hidraulico. Se puede observar la direccion

del flujo es de mayor a menor altura hidrostatica, es decir es contraria al gradiente
de altura respecto a la longitud del cilindro:

(h3—h4)
L

(h3—hs) _  0h
L - 0z

Sustituyendo en la ecuacion (31):
Q=-KaZ (32)

En un medio poroso, para un fluido normal a la superficie, tiene sentido que el flujo
sea directamente proporcional a la permeabilidad del medio, su densidad y la fuerza
de la gravedad, y sea inversamente proporcional a la viscosidad del fluido. Basado
en lo anteriormente mencionado se propone la siguiente expresion para la
conductividad hidraulica (K):

k
K(k,p,g,1) = =%

e [ es la permeabilidad efectiva del medio poroso
e p esladensidad del fluido

e g es la constante de aceleracion gravitacional

e u eslaviscosidad del fluido

Sustituyendo en ecuacion (32):

0= -(2)a3

u

Arreglando términos:

k , dpgh
Ly} PYg
u 0z

Q=-
0=—aker (33)

uoz
donde p es la presion del fluido. Se observa que aparece el gradiente de presion en
la direccidn z, pero se puede extender a las tres dimensiones (Vp) para el flujo
volumétrico en medio poroso. Para obtener el flux volumétrico se debe dividir el flujo
volumétrico entre el area transversal. A partir de la ecuaciéon (33) se obtiene la
siguiente ecuacion:

u=-"Vp (34)

Una correlacion sencilla para la ley de Darcy, como la mostrada en la ecuacion (34)
fue propuesta en la publicacién de Muskat y Meres Flow Through Porous Media, la
cual otorga ecuaciones de flujo individuales a cada fluido como se puede apreciar
en las siguientes ecuaciones:
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U = —%Vpl (35)
U = _%VPZ (36)

e u; es el flux volumétrico

e k; esla permeabilidad efectiva

e u; eslaviscosidad

e Vp; es el gradiente de presion en el capilar de cada fluido

Los subindices serviran en adelante para distinguir al fluido desplazante (subindice
1, fluido no newtoniano) del fluido desplazado (subindice 2, fluido newtoniano).

Para que la ecuacién (34) coincida con la ecuacion de Bernoulli es necesario restar
la energia potencial del fluido en todas las direcciones (pg;). Afiadiendo dicho
término se obtiene:

u=- E (Vp — pg:) (37)

Se observa en la ecuacion (37) que los causantes del desplazamiento a través del
medio poroso son la diferencia de presién en el medio y la fuerza debida a la masa
de los fluidos. Sin embargo, para este caso en particular el gradiente de presién
sera el término de mayor magnitud y por lo tanto el que dictara la expresion de u,

siendo pg; despreciable.

Los flux volumétricos de cada fluido son dependientes de su permeabilidad efectiva,
de su viscosidad o fluidez y de su densidad; para este caso de estudio la
permeabilidad efectiva es dependiente de la fluidez y ambas son variables. No es
dificil notar que tanto u; como u, son las velocidades de desplazamiento de cada
fluido a través del medio poroso. La velocidad de desplazamiento en medio poroso
debe estar relacionada con la porosidad del medio, la concentracion o saturacién
del fluido y la velocidad promedio del fluido, y debe ser menor que esta tltima debido
a la naturaleza del medio. Las relaciones que se proponen para las velocidades de
desplazamiento a través de un medio poroso son:

w (@, S, v1) = PSS (38)
Uy (@, Sy, v5) = PS,1, (39)

e ¢ es la porosidad del medio
e §; es la saturacion o concentracion del fluido
e 1, es lavelocidad promedio del fluido

La extension de la ley de Darcy para el caso multifasico es aceptable, siempre y
cuando las permeabilidades efectivas a una saturacion dada sean independientes
del gradiente de presion. Sin embargo, el calculo de las permeabilidades efectivas
es complicado ya que dependeran de la viscosidad del fluido, su saturacion, las
caracteristicas del medio y la relacion del fluido con el medio.
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La variable independiente de la permeabilidad efectiva mas importante
experimentalmente es la saturacion. Debido a lo anterior es mas sencillo trabajar
con permeabilidades relativas, que se expresan de la siguiente manera:

krl = k_l (40)

kc1

er = k_z (41)

kc2

e k. eslapermeabilidad relativa del fluido i
e [k, eslapermeabilidad caracteristica del fluido i

Las gréficas de permeabilidad relativa contra saturacion para fluidos multifasicos
tienen la forma tipica de la Figura 4.

1 1
08 } :
1 \ 1

1
0.6 1 4 :
r I \.\\krz krlo 1
04 1 -—
: .. s
02 . - :
I \\.‘:\“ i
0 S':A::¢v¢¢.:¢:*“’."‘ 200004

0 %02 0.4 06 08 151
S1

Figura 4. Gréafica de referencia de la permeabilidad relativa de un fluido

respecto a la saturacion.

Gréfica de referencia para el comportamiento semi - cuadratico de la permeabilidad relativa
de un fluido respecto a la saturacion de sus componentes. Obtenida de Kantzas, A., Bryan,
J., Taheri, S., “Fundamentals of Fluid Flow in Porous Media”, Perminc; (2015) Chapter 2

(https://perminc.com/resources/fundamentals-of-fluid-flow-in-porous-media/ )

Se observa que existen limites de saturacion. S, es el limite de saturacién minima
del fluido 1, considerando que esta mojando; 1 — S, es la saturacion maxima que
el fluido 1 puede alcanzar siendo S,. la saturacion minima del fluido 2. La
permeabilidad solo es posible entre los limites mencionados, por lo que el flujo de
fluidos multifasicos solo sera posible dentro de estos intervalos. De la Figura 4 se
nota que la dependencia de la permeabilidad relativa es cuadratica respecto a la
saturacion, por lo que se propone la siguiente ecuacién para representarla:

Ky = aSf (42)
kyp = a(l—5;)? (43)
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El balance de materia de la mezcla es descrito por la siguiente ecuacion, debido a
gue solo habra dos fluidos dentro del pozo:

S;+S,=1 (44)

Sustituyendo las ecuaciones (40) y (41) en las (35) y (36) y considerando una sola
dimension se obtienen las siguientes expresiones para las velocidades de
desplazamiento en medio poroso:

Uy = _M(aﬂ) (45)

H1 0x

u, = — kst (702) (46)

7% 0x

En adelante se asumird que las densidades y las viscosidades de los fluidos son
constantes. Se considerara que la presion capilar es dependiente Unicamente de la
saturacion:

Pz —P1 = Pc(S1) (47)
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7. Balance de Masa

Considerando el balance de masa diferencial general del sistema del fluido
desplazante, tomando en cuenta que no existe transferencia de masa por difusion
ni generacion:

%9 4 4, VS, =0 (48)

at

Despejando S; de (38) y sustituyendo en (48) se obtiene:

Dt V(¢_1)—0 (49)
Para una sola dimensién la expresion se reduce a:

as. a

6_1:1+—16x(¢4/)_0 (50)

Siendo ¢ y v, constantes la expresion se reduce a:

951 10u; _
By lom_y (51)

¢ 0x
Obteniendo la ecuacién diferencial parcial:
6u1 ¢6ait1 — (52)
Bajo el mismo razonamiento para el fluido desplazado se llega a la misma ecuacion:
6u2 ¢6ait2 — (53)

Las ecuaciones (52) y (53) forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.
Es necesario reducir este sistema a una sola ecuacion diferencial parcial, por lo que
se define la siguiente variable:

uU=1u; +u, (54)

donde u es la suma de los flujos de los fluidos a través del medio poroso
considerando que el area por la que pasan es la misma Au = Au; + Au,.

Considerando que el fluido siempre estara en movimiento entonces u no puede ser
cero, lo que permite definir fracciones de flujo de la siguiente manera:

fi= (55)
fr="=1-f (56)
Sustituyendo (55) y (56) en (45) y (46):
fou = kr;llcm aapxl
(1 - fu= -2

Desarrollando para el gradiente de presion:
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Op1 _ _ Mifiu

ax krikea (57)
9p2 _ _ H2(1-fu

ox kra2kca (58)

Derivando parcialmente respecto a x la presion capilar descrita en la ecuacion (47)
se obtiene:

aﬂ _ aﬂ _ 9pc(S1)
0x ax  ox (59)

Restando la ecuacién (58) de la ecuacién (57) se obtiene la expresion de la derivada
parcial de la presion capilar:

9pc(S1) _ M fru _ p2(1 = fiu
ox krlkcl kTZkCZ

Desarrollando para despejar la fraccion del flujo 1:

9pc(S1) _ _.uz(l —fu  mfiv
ox krzkcz krlkcl

mu Hau

9pc(51) Hau
— + —
fl fl krz kcz

ox Bl krzkcz krlkcl

9p(S1) Hau Hau mu
k fl

= +
ox krzkcz rzkcz krlkcl
Hau
1 ap(](sl) + kTZkCZ _ f
(qu_l_lhu) 0x (u2u+u1u)_1
krzkcz krlkcl krzkcz krlkcl
Uz
l 1 apC(Sl) kTZkCZ _f
u(_H2 M ox Ha Hq -
(krzkcz krlkcl) (krzkcz krlkcl)
Expresando la ecuacion en términos de fluidez:
1
Kook 02 1 1 9pc(S1)
) = - o
+ +
<kr2kc2(p2 krlkcl(pl) (krzkc2§02 kr1kc1§01)
f1(51) — 1 + l krzkcz‘Pz apc(sl)

k. koo u k.o kop Ox
1+ M) (1 + M)
( krike1 1 krike1pq

Al final se obtiene para la fraccion de flujo 1, dependiente de la saturacién del fluido
1, la siguiente expresion:

1 1 kyp(1-S1)k¢ 0pc(S1)
fl(sl) — ( + = 2 1)Kc2P2 Dclo1 (60)

+kr2(1—51)k¢:2¢2) u (1+kr2(1—51)k02¢2) ax
kr1(S1kc101 kr1(S1kc191

La siguiente relacion que aparece en el denominador se puede definir, utilizando las
ecuaciones (42) y (43) y la relacién de movilidad m = ’;ﬂ como sigue:

c1¥1

48



Transporte en Medios Porosos Fractales
Alumno: Rafael Ramirez Casco

kc2¢2 kra(1-S1) (1-5)*
=M 61
kcip1 kr1(S1) s? ( )

Sustituyendo (61) en (60):

£(5) = ( 1 + ake;  (1-S1)%@z  9pc(S1)

- 2 - 2
14y =51 :21) ) u (1+M—(1 5521) > ox

1 1

Considerando ak,, = k:

1 k (1-s)%p; apc(sy)
S ) = + X 62
fi(5) (1+M—(1_:21)2) u <1+M_(1_5521)2> ox (62)

1 1

La expresion de f;(S;) puede separarse en dos partes como sigue:

f1(81) = F(S;) + H(S) 2 (63)
donde:

F(S) = (HTl—Sl)z) (64)

H(Sl) _ E (1-51)%¢, 9pc(S1) (65)

”(1+M%> 051
Ahora la dependencia del flujo fraccional respecto de la saturacion del fluido 1 es
explicita; a su vez la saturacion es claramente dependiente del tiempo y del espacio
(S; = S1(x, 1)). Existen para los componentes de la ecuacién de flujo fraccional F(S,)
y H(S;) un término variable ademas de la saturacion, el cudl es la relacion de
movilidad, sin embargo, se pueden utilizar valores para M en los distintos casos
abordados al final de la primera parte.

Despejando la velocidad de desplazamiento en medio poroso del fluido 1 de la
ecuacion (55) y sustituyéndola en la ecuacion (51) se obtiene:

951 L udh L fou _
at +¢6x +¢6x 0 (66)

Sumando las ecuaciones (53) y (53):  ¢2- (S, +5,) + o= (uy +1,) = 0

s | du

ax

Tomando en cuenta que la saturacion total es constante e igual a la unidad como lo
establece la ecuacién (44) se obtiene:

u
g (68)

Sustituyendo (68) en (66):
o5, uon (69)

at ¢ 0x
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Sustituyendo (63) en (69): i+ %%(F(Sl) +H(S)5E) =0

ot ox
as; . w[dF(S))ds; . 0 0s51\] _
a_tl+$[ d511 a_x1+5(H(Sl)a_xl)] =0 (70)

La ecuacion (70) es una ecuacion diferencial parcial que Unicamente depende de S;
y sus derivadas parciales respecto al espacio y el tiempo.
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8. La Ecuacion de Buckley-Leverett

Una solucion de la ecuacion (70) fue propuesta por Buckley y Leverett, quienes
consideraron el flujo horizontal y unidimensional de dos fluidos inmiscibles,
incompresibles y con valores de fluidez constantes, en donde ademas la fuerza
capilar era despreciable. Aplicando este ultimo criterio en la ecuacion (70) es facil
notar que el término H(S;) es nulo, obteniendo:

951 4 wdF(S) 0 _
at ¢ ds; oIx 0 (71)

Graficando la fraccion de flujo para la solucién de Buckley-Leverett, F(S;) ecuacion
(64), contra la saturacion del fluido 1 tomando en cuenta los tres valores de M
obtenidos en previamente, con relaciones de esfuerzo caracteristicas y
considerando D = 1, se obtiene la Figura 5.

1.2
1
0.8
W 06 o M=0.3
<9
M=2.5
0.4
M=10
0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
S1

Figura 5. Gréfica de fraccion de flujo contra saturacion a diferentes valores

de relacion de movilidades.

Gréfica de la fraccion de flujo del fluido desplazante, a través del medio poroso, contra la
saturacion del fluido desplazante a diferentes valores de relacion de movilidades.

Se observa que la dependencia de la fraccion de flujo respecto a la saturacion varia
de manera considerable respecto al valor de M y por ende respecto a la relacion de
esfuerzos. En la solucion original propuesta por Buckley-Leverett considera que las
fluideces son constantes asi entonces lo sera la relacion de esfuerzos y finalmente
M, por lo que en ese escenario solo se obtendria una curva en la Figura 5.

Para hacer la ecuacion (70) adimensional, se proponen las siguientes variables de
espacio y tiempo adimensionales:

(72)

_x
Xdim -1
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tdim = e (73)

oL
o Xqim Y Xaim SON €l espacio y el tiempo adimensionales.

Sustituyendo en (71):

05, +E oF(S,) N 0 <H(S) 0S; )] 0
a(w%) ¢ a(Lxdim) a(Lxdim) ! a(L dlm)

w95, w[OF(S) 3 as,
= (HGD5—)| =0
L¢ a tdim L¢ axdlm xdim d (L dlm)

El andlisis dimensional de H(S;) involucra unidades de longitud dividido entre una
longitud caracteristica. En adelante se representaran las variables dimensionales
sin el subindice “dim”; y la saturacion del fluido 1 simplemente con la letra S como
sigue:

5,00 9 (32~ g (73.1)

at ox dx

Desarrollando el tGltimo término:

S OF(Sy) FEXY L0 0SOH

at ox 0x2 ' Ox 0x
s OF(S,) REXY <as>2 OH
at dx axz ' \ox) as —

Considerando que:

1. Los cambios de concentracion respecto a la distancia seran
considerablemente pequefios, y el ultimo término tiene este factor elevado al
cuadrado.

2. Que los cambios de la presion capilar respecto a la saturacion seran
considerablemente pequefios, y el dltimo término los considera.

Se omite el Ultimo término obteniendo:

as | 9F(s) _ 62_5

at + ax H 9x2 (74)

as | aF(sy _ _a>s

at ax € dx? (75)
o ¢ se denomina generalmente término de viscosidad

La ecuacion (75) es una ecuacion conservativa que representa el fenomeno de
transporte de masa a través de medio poroso, con un término difusivo. Aplicando la
regla de la cadena al segundo término de la ecuacién (75) se obtiene:

95y 2008 _ 28 (76)

at  9Sdx 0x2
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Representando con un subindice el término respecto al que se esta realizando la
derivada parcial la representacion de la ecuacion (75) se obtiene:

Se + F(S)y = €S,y (77)

Realizando el tratamiento mencionado en el parrafo anterior en la ecuacion (76) se
obtiene:

Si 4 FgSy = €S,y (78)

La ecuacion que describia el problema planteado por Buckley y Leverett no
consideraba la presion capilar (¢ = 0). Aplicando este criterio a la ecuacion (78) se
obtiene:

S;+FgS, =0 (79)

La ecuacion de conservacion (79) involucra un problema de Riemann. Una de las
particularidades de estas ecuaciones diferenciales parciales, en adelante EDP, es
que sus soluciones son aproximadas debido a que es una funcién que presenta una
discontinuidad en el dominio de interés. Para resolver esta ecuacién de manera que
describa lo que ocurre en la naturaleza se plantearan “ondas de choque”, es decir
la solucién en algun punto presentard un cambio abrupto de manera que se evite la
discontinuidad de la funcién y sea diferenciable.

Desarrollando la derivada material de S en una sola dimension del espacio se
obtiene:
as _ 95 ax9s (80)

dt ~ at | dt dx

Igualando (79) y (80):
& _ 0D _, (81)

dt as

La ecuacion (81) establece que la velocidad del fluido a través del medio poroso es
igual al cambio de flujo respecto a la concentracion de sus componentes. A esta
velocidad en adelante se le identificara como r. Integrando la ecuacién (81) en un
intervalo entre O y t:

OF
X = gt (82)
Realizando la derivada parcial de la fraccién de flujo respecto a la saturacion:
oF 5-52
25 = M (S2+M(1-5)2)2 (83)

La grafica de la ecuacién (83) para los distintos valores de movilidad se presenta en
la Figura 6:
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®M=10
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Figura 6. Gréfica de la derivada parcial de la fraccion de flujo contra la

saturacion a diferentes valores de relacién de movilidades.

Grafica de la derivada parcial de la fraccion de flujo respecto a la saturacion contra la
saturacion del fluido desplazante a diferentes valores de relacion de movilidades.

La Figura 6 muestra que para la velocidad a través del medio poroso existe un
maximo en una saturacion determinada del fluido desplazante para diferentes
valores de relacion de movilidad. Sin embargo, la realidad muestra que el fenébmeno
gue ocurre es diferente. Sustituyendo (83) en (82):

5-52
X = ZMmt (84)

Graficando saturacion contra r se obtiene la Figura 7:

0.9
0.8
0.7
0.6
v 0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

® M=0.3
® M=2.5
® M=10

3.5
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Figura 7. Gréafica de saturacion contra velocidad del fluido a través del medio

poroso a diferentes valores de relacion de movilidades.

Gréfica de la saturacién del fluido desplazante contra la velocidad del fluido a través del
medio poroso a diferentes valores de relacion de movilidades. Es notable que la saturacién
estad doblemente valuada para un mismo valor de velocidad, por lo que no cumple con uno d

ellos criterios para ser funcion.

La Figura 7 hace evidente que S(x,t) no es una funcion diferenciable y antes de
que la ecuacién (82) pueda ser aplicada se debera plantear el choque. Se debe
definir una discontinuidad de la saturacion en un punto x;, pero de tal manera que
con esta modificacion el area bajo la curva no se vea afectada, ya que es la
caracteristica que permitira llegar a la solucion del problema.

Aplicando la condicion de tangente se obtiene:

dF _ F(S)
== (85)
Sustituyendo las ecuaciones (64) y (83) en (85) se obtiene su raiz Gnica a la que se
denominard a, que es la abscisa del punto de interseccion entre la recta tangente y

F(S) siendo:

oM a—a? 1
2 — 322 — 2
(@a?+MA —a)?) a(1+M(1a2a))
oM a—a? 3 1
2 — 2
a4(1+MM) a(1+MM)
x a
a?—ad 1
— 2\ oM
a* (1 + M—(1 za) ) M
a
1—a 1
— 2\ owm
042(1+1v17(1 2“)> M
a
1—a 1

a2+ M(1—-a)? 2M
2M — 2Ma = a? + M(1 — a)?
2M —2Ma = a? + M — 2Ma + Ma?

1+ Ma?=M

«- (86)

Para el trazo de la recta tangente es necesario calcular su pendiente, desde el
origen:
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m = F@-FO _ Fl@) (87)
a—0 a
Obteniendo:
F(a) =ma
. 1
- a+ aM—(1 ;20()2

Sabiendo que ﬂz =M+ 1
a

1
M= 2t aM + D - a)?

Multiplicando el denominador y el numerador por a + 1:

a+1
M v at+ M+ DA —a)? +aM + (1 — a)?

Aplicando a?(M + 1) = M:

_ a+1
M v a+ M1 —a)? +aM(l—a)? + a(l — a)?

Desarrollando polinomios del denominador:

a+1
m =
a?+a+M-2Ma+ Ma?+aM —2Ma? + Ma3 + a — 2a? + a3

a+1
T M+ D2+ M+ Dad—2M+1Da2+a+M—2aM +aM +«a

m

Aplicando nuevamente a?(M + 1) = M:

_ a+1
M M +Ma—2M+a+M—2aM +aM + a
_ a+1
M= oM —2M+2aM —2aM + a + «
Resultando:
m =22 (88)

2a

Para la recta del punto tangente a la concentraciébn que se alcanza cuando la
fraccion de flujo es 1 se llamara saturacion promedio (S,,m). Calculando este valor

con la ecuacion de la recta:
1
Sprom = m (89)

Colocando en una misma gréfica para los diferentes valores de movilidad la fraccion
de flujo, la derivada parcial de la fraccion de flujo respecto a la saturacion y la recta
del punto tangente, teniendo como abscisa la saturacion y colocando la derivada de
la fraccion de flujo en el eje secundario, se obtienen las Figuras 8a, 8b y 8c:
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M=0.3 y = 1.5488x
1.2
1
)
Los &
wn  ------ = it
g =0k
3:5 .OF(oc) axdF(a)/dS
= 0.6 ..
o3 @
;; 0.4 ..
.‘ I
0.2 .‘ :
[ 1
1
0 S=a :
0 0.2 0.4 0.6s Sprom 0.8 1
S

Tangente ® F ® alpha*dF/ds

Figura 8a. Fraccion de flujo y derivada parcial de fraccién de flujo con M=0.3.

Grafica de lafraccion de flujo y su derivada parcial respecto a la saturacion, multiplicada por
su raiz Unica, contra la saturacion cuando la relacién de movilidades es 0.3. La interseccion
evidentemente serd laraiz Unica, y también se ubica el valor de saturacion promedio.

M=2.5 y = 1.0916x - 3E-16
2
(%)
L 15
)
S F(o)=axdF(a)/dS
O N S P _SEN o el A
S
o3
“ 05
R,
0
0 0.2 0.4 0.6 0.85%0 5=, 4m1

Tangente ® F ® alpha*dF/ds

Figura 8b. Fraccién de flujo y derivada parcial de fraccion de flujo con M=2.5.

Grafica de la fraccion de flujo y su derivada parcial respecto a la saturacién, multiplicada por
su raiz Unica, contra la saturacidon cuando la relacién de movilidades es 2.5. La interseccion
evidentemente seréd laraiz Gnica, y también se ubica el valor de saturacion promedio.
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M=10 y =1.0244x
3
% 2.5
SN
@ 2
g
«©
*8 1.5
& F(a)=oxdF(a)/dS
;; """""""""""""""""""""""" 1
& 0.5 :
!
0 S=a, :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 11
1
S S=Sprom

Tangente ® F alpha*dF/dS

Figura 8c. Fraccién de flujo y derivada parcial de fraccién de flujo con M=10.

Gréfica de lafraccion de flujo y su derivada parcial respecto a la saturacién, multiplicada por
su raiz Unica, contra la saturacién cuando la relacion de movilidades es 10. La interseccion
evidentemente serd laraiz Gnica, y también se ubica el valor de saturacion promedio.

De las Figuras 8a, 8b y 8c se aprecia que mientras mayor sea la movilidad el punto
de tangencia se acerca mas al punto de saturacién promedio; de igual forma se
aprecia que la abscisa del punto de tangencia disminuye su pendiente cuando la
relacion de movilidad aumenta, como se aprecia en las ecuaciones de las rectas
tangentes en las esquinas superiores de las figuras.

A continuacion, se presentan las graficas que ejemplifican a detalle dichos
fendmenos, en la Figura 9 se presenta la variacion de a respecto a M, mientras que
en la Figura 10 se presenta la variacion de la pendiente respecto a a.

Tangente vs. M

1.2

1 —= ———0
0.8
3 0.6
0.4
0.2
0

0 2 4 6 8 10 12 14
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Figura 9. Grafica de la raiz de saturacion unica a diferentes valores de M.

Gréafica de laraiz de saturacion Unica a diferentes valores de relacion de movilidades. Se
observa que incrementa hasta llegar a una asintota cuyo valor no alcanza la unidad, es decir
la mezcla nunca esté totalmente compuesta por el fluido desplazante. Se observan valores
de M mayores a 10 para ejemplificar, sin embargo, de la Figura 2 se sabe que esta variable
tiene limites.

Pendiente vs. Tangente

m (8F()/5$)

Figura 10. Gréafica de la pendiente de la tangente a diferentes valores de raiz

de saturacién Unica.

Gréfica de la pendiente de la recta tangente al punto de interseccion de la fraccion de flujo y
su derivada parcial respecto a la saturacion, multiplicada por su raiz Gnica, trazada desde el
origen a diferentes valores de raiz de saturacion Gnica. Se observa que tiende a ser una
linea recta conforme la raiz se acerca a 1.

Con base en la Figura 2 se sabe que la relacién de movilidades disminuye mientras
la relacion de esfuerzos y la de fluidez aumentan. Esto quiere decir que entre mas
viscoso sea el fluido desplazante tendra una mayor capacidad de empuje sobre el
fluido desplazado implicando que existan esfuerzos pequefos. En la Figura 9 se
aprecia en que valores de saturacion del fluido desplazante se aplicara el choque a
diferentes valores de M, mientras menor sea M se requerira una mayor “dilucion”
de fluido desplazante para que el choque pueda ocurrir, esto implica pequefios
valores de viscosidad por lo que serdn necesarios altos valores de esfuerzo de
corte. A valores altos de M se llega a una asintota en a« menor a 1, en el que existe
Gnicamente el liquido desplazante con altos valores de viscosidad.

En la Figura 10 se observa el efecto del aumento de la relacion de movilidad: la
pendiente del punto tangente en el que se realiza el choque tiende a 1 (45°).

En el presente caso de estudio al final de la seccion 1 se definieron 3 valores de M
con condiciones de esfuerzos y fluideces especificas para cada uno. A continuacion,
en la Tabla 1 se presenta la relacion de dichos valores de M, el valor de «a, las
saturaciones promedio y su pendiente correspondiente:
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—-_—

0.476 0.645 155
2.5 0.845 0.916 1.09
10 0.953 0.976 1.02

Tabla 1. Movilidad y pendientes de la recta tangente.
Como se menciond previamente se debera definir un punto a partir de cual se

modifique ‘;—Z de manera que no presente el problema de no diferenciabilidad de la

Figura 7, pero sin que haya una modificacion en el area bajo la curva ya que es la
informacion de utilidad para resolver la ecuacion de conservacion. Aplicando a la

ecuacion de derivada parcial de la fraccion de flujo respecto a la saturaci()n el criterio
de areas iguales, definiendo un rectangulo de base Sy y altura ( 2 , € igualando a

la integral de la derivada parcial en la misma zona de la base del rectangulo.

& — fo aF(S) (90)

3(*)

Si S, = a y sabiendo que ——= = m se puede sustituir la ecuacion (87) en (90)

obteniendo:

F(a) _ F(Sf)

o =5 1)
Por lo tanto:

Es en este valor de concentracion en el que se sucedera el choque y se obtendran
las soluciones de S(x,t). A continuacién, en las Figuras 11a, 11b y 11c se
presentan los choques de saturacion contra la velocidad para cada valor de M y su
comparacion con su comportamiento segun la ecuacion (81) (Figura 7).
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M=0.3

® S(x)

@ S(x) con choque

Figura 11a. Gréfica de la saturaciéon contra la velocidad antes y después de
la implementaciéon del choque con M=0.3.

Gréfica del comportamiento de la saturacion, antes y después de la implementacion del
choque, contra la velocidad de desplazamiento a través del medio poroso con un valor de
relacién de movilidades de 0.3. Se aprecia que para este caso el choque ocurre en laraiz de
saturacion Unica.

M=2.5

® S(x)

@ S(x) con choque

Figura 11b. Gréafica de la saturacion contra la velocidad antes y después de
laimplementacion del choque con M=2.5.

Gréfica del comportamiento de la saturacion, antes y después de la implementacion del
choque, contra la velocidad de desplazamiento a través del medio poroso con un valor de
relacién de movilidades de 2.5. Se aprecia que para este caso el choque ocurre en la raiz de
saturacion Unica.
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Figura 11c. Gréfica de la saturaciéon contra la velocidad antes y después de
la implementacién del choque con M=10.

Gréfica del comportamiento de la saturacion, antes y después de la implementacion del
choque, contra la velocidad de desplazamiento a través del medio poroso con un valor de
relacion de movilidades de 10. Se aprecia que para este caso el choque ocurre en laraiz de

saturacion Unica.

Ubicando todas las distribuciones de saturacién con el choque aplicado en un
mismo gréafico a diferentes valores de M se obtiene la Figura 12.
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Saturacion vs Velocidad

1.2

0.8
w 0.6 000 ® M=0.3
noo... V=25
0.4 '
M=10
0.2
0
0 0.5 1 1.5 2

Figura 12. Grafica de los choques de saturacion contra la velocidad a
diferentes valoresdeM (5, =1, S5, =0,y € =0).

Gréfica de los choques implementados para describir el cambio de la saturacion respecto a
la velocidad de desplazamiento a través del medio poroso a diferentes valores de relacion
de movilidades. Poseen las siguientes caracteristicas: S; =1y S, = 0.

De las Figuras 11a, 11b y 11c se aprecia que mientras M aumenta, el valor de «
se acerca al valor de S,.,n,, teniendo un comportamiento asintotico en 1 en grandes
magnitudes de M tal como se aprecia en la Figura 9. Sin embargo, es necesario
destacar que tal como se aprecia en la Figura 2 M tiene limites fijos, es decir no
tiende a infinito y tampoco a cero, por lo tanto, el escenario en donde a = Sp,.o, = 1
es aquel en el que el fluido desplazante “no tendria movimiento” en el medio.

De las mismas figuras también se aprecia que el valor maximo de velocidad al que
se tiende mientras M incrementa es 1, tal como se aprecia en la Figura 10, sin
embargo, se llegaria al caso mencionado en el parrafo anterior en el que el fluido
desplazante no podria fluir en el medio.

Cuando se comparan los tres perfiles de choque en la Figura 12 se observa
claramente que el aumento de la relacion de movilidades disminuye el valor maximo
de la velocidad que se puede alcanzar en el medio poroso, es decir que mientras
mayor sea el esfuerzo de corte aplicado aumentara la fluidez, reduciendo asi la
relacion de movilidad y permitiendo que el fluido se desplace a mayor velocidad a
traves del medio poroso. Debido a esto si se desea obtener un perfil Svs.r
determinado para un fluido desplazante no newtoniano especifico deberan
controlarse los esfuerzos de corte.

En términos practicos la manera en la que se controlaran los esfuerzos de corte del
fluido desplazante sera a través de la presion de las bombas de inyecciéon al medio
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poroso, mientras mas grande sea la relacion de movilidades requerida menor
debera ser el diferencial de la presion de inyeccion.

Se denominara en adelante S; al valor de la saturacion a la izquierda del choque y
S, al valor de la saturacién a la derecha del choque, siendo las condiciones de
frontera:

S(x,t) =8 =S5;x<rt (93)
SC,t)=S,=0; x>t (94)

Calculando el valor del pendiente justo antes y después de que el choque ocurra se
obtiene la condicion de Rankine Hugoniot:

_ dx _ F(S)—F(Sy) (95)
dt S1-Sr

Sustituyendo en (95) las condiciones (93) y (94)

F(SD=F(Sy) _ F(Sf) (96)
S1=Sr S¢
Es decir, el criterio de tangencia implementado en la ecuacion (87) coincide con la
condicion de Rankine-Hugoniot cuando Sy = a. Para conocer los valores que puede
tomar S, y de manera que la ecuacion de conservacion (78) tenga una solucion que
refleje la realidad del problema se necesita aplicar la condicién de entropia de
Oleinik que establece:

F(SP—F(S) > F(SP—F(Sr) (97)
S-S - S1—Sr

Sustituyendo, considerando que S = a:

F(Sf)-F(a) > F(sf) (98)

Sf—a - Sf
Esto conlleva a que:

Por lo tanto, la condicion de Rankine-Hugoniot confirma que el criterio del punto
tangente que fue adoptado es correcto, mientras que la condicién de entropia de
Oleinik garantiza que se cumpla el criterio de areas en la definicién del choque.
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9. Contribucion de las Fuerzas Capilares

Hassanizadeh y Gray proponen que la presion capilar puede describirse de la
siguiente manera:

P.(8) = pc(8) — 72 (100)
o p.(S) es la presion capilar estética.
o T es un tiempo de relajacion adimensional.

Definiendo h(S), sustituyendo en ecuacion (71) y resolviendo para obtener la forma
adimensional de la ecuacion de conservacion se obtiene:

k (1-51)%¢,
SR ey (101)
st

as + 6F(S) (h(S) 6PC(S)) 0

at ox

242012 (h(e) D) =0 (102)
Sustituyendo (100) en (102):

2+ 2O 12 = (pe(s) —tZ)| = 0 (103)

Desarrollando (103):

as aF(s) apc(S)
LI [h(S) — h(S)t

i LOF h(s)r L5 (104)

oxot

aat]_o

Ot

La ecuacion es consistente dado que cuando T = 0 se obtiene la ecuacion (73.1),
considerando el cambio de la definicion de H(S). La presion capilar en equilibrio
generalmente es una funcién decreciente y suave de la saturacién, por simplicidad
se establecera que:

pe(S) = =S (105)
Sustituyendo (105) en (104) se obtiene:

as BF(S)
at

HOEE h(s)r 25 (1086)

dxot

Es importante definir como influira T en las nuevas soluciones para la ecuacion
(106). Se enfocara el analisis en la relacion del valor por la izquierda de la saturacion
antes del choque S; y 7. Uno de los parametros de regularizacion que ha sido objeto
de estudio para este tipo de fendbmenos es el siguiente:

Ac(S) = e 22 +e25 22 (107)

Realizando una analogia entre (106) y (107), se propone la siguiente ecuacion como
el problema a resolver de Buckley-Leverett considerando capilaridad:
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+ =-|h(S ea—+e‘rL
as | 9F(S) a[h()( aj 2 as)] (108)

E ax  x dxadt

Se establece la existencia de una funcion:

T =1(5) (109)
Definida en:
a<$<p (110)

De manera que (110) pueda tener una solucién de onda de choque, donde:
(S)~>1.>0; S —>a (111)
7(§) > 0>0;5->p (112)

Se observa que T es un parametro de bifurcacién, cuando 0 < 7 < 7, se adopta

condicion (111), y en el caso en que S, = 0y T = 0 se reduce a la solucion discutida

la

en previamente; para el caso en el que t > t, la situacion cambia debido que tanto
la condicion de Rankine-Hugoniot como la condicién de entropia cambian sus

valores de S, y S,., dando paso a nuevos tipos de ondas de choque. Se propone
siguiente variable para encontrar una solucion de onda:

S =5(% (113)
e (114)

&

Sustituyendo (113) y (114) en (108) y desarrollando se obtiene:

950x A OF 0% _ 9% 0 ax 8s 2 0% 0% a3s)]
axat+afax_axf[h(€axaf+s Tox ot ox° (115)

Las derivadas parciales de x de respecto at y x son:

ox r
x__r (116)
Z=: (117)

Sustituyendo de (116) y (117) en (115):
S X |- 2] (118)
Aplicando las siguientes condiciones de frontera:
S(—) =S, (119)
S(e0) =S, (120)
Integrando (118) en (x, «):
3%s

—r(S—S,) +[F(S) —F(S,)] = h|ZE - r‘[—] (121)

0x %2

la
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La definicién de las condiciones de frontera (119) y (120), asi como los valores de ¢
y T daran forma a la solucion, es decir, la onda de choque. Se analiza caso previo:

5>0 (122)

S, =0 (123)
Estableciendo que:

S <pB (124)
Ahora se implementa el criterio de areas iguales que establece que:

IMEOE %5] ds =0 (125)

La ecuacion (125) describe una linea recta que va del origen (F(B), 8) que tenga la

misma area bajo la curva que fOﬁF(S) dS. Resolviendo dicha integral mediante
Wolfram-Alpha® se obtiene que:

Mlog[M(1-B)2+B2]|+MB+(M-1VM tan‘l[%hﬁ M log[M]+(M-1)YM tan™?! [%]

B
fo F($)dS = (M+1)? (M+1)2 (126)
Sustituyendo (125) en (126):
Mlog[M(1—ﬁ)2+ﬁZ]+Mﬁ+(M—1)Wtan‘1[%]+ﬁ _ Mlog[M]+(M—1)\/ﬁtan_1[%] _ P _0 (127)

(M+1)? (M+1)2 2(1+M1-B)2)

Existen multiples raices de 8 (a se encuentra dentro de la integral en donde 8 > «.
A continuacion, se presenta la Tabla 2, con los distintos valores de g para cada
movilidad:

M . |

0.3 1.328
2.5 0.971
10 1.043

Tabla 2. Movilidad y puntos en donde se cumple el criterio de areas iguales

(B).

Sustituyendo (123) en (121) se obtiene:
—rS+F(S)=nh [% -rT %] (128)

Aplicando la condicion de Rankine-Hugoniot en (128):

PO =50 =[5 - 00 (129)

S1 S, 9x?

Multiplicando (129) por %:
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[F(s) - 25] 28 = 4 [(£) - K025 2] (130)

9% S, 0%2 0%

Integrando sobre R se obtiene la siguiente desigualdad:

IREOE %l)s] dS = [ h (Z—i)z dx <0 (131)
Comparando (125) y (131) se determina que para las condiciones especificas (122)
y (123):

B>S (132)

Es evidente que en el escenario practico los valores de saturacién a la izquierda y
a la derecha del choque no siempre seran como se establece en los limites (93) y
(94), por lo que sera necesario el analisis de diferentes casos. Se definiran los
diversos tipos de ondas de choques que seran de utilidad. No obstante, primero hay
gue dejar claro que un choque de S; a S, con velocidad r solo es admisible si existe
una solucion tal que:

S(=0) = 5;; S(+00) = S, 5 T (£00) =0 (133)

La ecuaciéon (133) enuncia que existira un valor de saturacion inicial S; y uno final
S,, que no tendran variaciéon una vez sean alcanzados. Entre estos dos valores de
saturacion se presentaran los choques de interés que definiran la velocidad a la que
el fluido podra desplazarse a través del medio.

Un chogque de Lax es una onda de choque que satisface la condicion de entropia de
Lax siguiente:

o cr<f® (134)

La condicion de entropia de Lax (134) establece que la velocidad converge desde
ambos lados del choque en forma no abrupta. Cuando el choque es abrupto entre
los valores limite se denomina subcompresivo. Por altimo, una onda de rarefaccion
es una transicion suave entre S; y S, con las caracteristicas:

SGt) = S;; Six <2 (St (135)
S(,t) = S(x,0); i (St < x < 2 (St (136)
S@,t) =S, ; Six > 2 (St (137)

En otras palabras, la onda de rarefaccion sigue en la transicion entre las
saturaciones limite a la funcién de la solucion original F(S).

A continuacién, se analizaran de manera semicuantitativa 4 casos en donde se
plantean distintos tipos de choque modificando las definiciones de S, S,, VY ¢,
considerando siempre 7 = 1, pero a diferentes valores de relacion de movilidad M.
El codigo de solucion numérica de los choques fue programado con apoyo del Dr.
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René Vargas en Fortran implementando un el esquema de diferencias finitas
basado en el propuesto por Spayd y Shearer®. El cédigo se usé para resolver la
ecuacion (108) que describe este modelo. Los calculos se hicieron en el intervalo
de —2<x<4, con Ax=h=0.002 para las ondas de rarefaccion y los
subcompresivos, y h = 0.005 para el resto. Todas las soluciones se muestran en
t =1, con At = k = 0.1(Ax)>2.

Los resultados de los choques mostrados en las Figuras 13ay 14a, para M = 2.5
son similares a los presentados por Spayd y Shearer3! en las Figuras 5.1 ay b para
M = 2, validando asi cualitativamente el cédigo.

1.0
— M=0.3
— M=2.5

0.8+ — M=10

0.6+

u

0.4+

0.2

0.0+ T 1 . - -

—2 -1 0 1 2 3 4

X

Figura 13a. Gréfica de choques de saturacion contra distancia a diferentes valores de M
($,=0.2,5,=0.4,y £=0.01).

Graficade los choques de saturacion contra la distancia en el medio poroso a diferentes
valores de relacion de movilidades. A diferencia del primer caso aqui la saturacién por la
derecha no es cero y se toman en cuenta las fuerzas capilares. El perfil de velocidades se
puede apreciar en la transicién de la saturaciéon por la derechay laizquierda del choque. En
general poseen las siguientes caracteristicas: §, =0.2, S, =0.4,y € = 0.01.

30 K. Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary pressure”. SIAM Journal of
Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.

31K, Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary pressure”. SIAM Journal of
Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.
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M=0.3

F(S) con choque

0 0.5 1 1.5

Figura 13b. Representacion del choque de la Figura 13a sobre la grafica de

fraccion de flujo contra saturacion para M=0.3.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 13a con unarelacion de
movilidades de 0.3 sobre la gréfica de fraccion de flujo contra saturacion.

M=2.5
1 S
,/
0.8 pis
’
/
& 06 ,,’
® 04 // ————— F(S)
0.2 L7 F(S) con choque
0 bmmmm-
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
S

Figura 13c. Representaciéon del choque de la Figura 13a sobre la gréfica de

fraccién de flujo contra saturacion para M=2.5.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 13a con una relacion de
movilidades de 2.5 sobre la gréfica de fraccidn de flujo contra saturacion.
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M=10
1 ,om s
/
0.8 /.
/
5 06 /
= A — F(S)
0.4 /l
02 S F(S) con choque
. -
0 —=mm-- o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
S

Figura 13d. Representacion del choque de la Figura 13a sobre la grafica de

fracciéon de flujo contra saturacion para M=10.

Representacién grafica de como ocurre el choque de la Figura 13a con unarelacién de
movilidades de 10 sobre la gréafica de fraccion de flujo contra saturacion.

La Figura 13a presenta un conjunto de choques, endonde S; = 0.2, S, = 0.4,y ¢ =
0.01, para distintos valores de relacion de movilidad (M = 0.3,M = 2.5 y M = 10).
Para todos los casos S, > 0.

e Paraelcasoenelque M = 0.3 se presenta un choque subcompresivo.

e Para los casos en los que M =25y M =10 se presentan ondas de
rarefaccion.

e Paraelcasoen el que M = 10 se presenta onda de rarefaccion.

En las Figuras 13c y 13d se observa que la transicion de S; a S, ocurre siguiendo
la funcién F(S), lo cual es caracteristico de una onda de rarefaccién, cumpliendo
con los criterios (135), (136) y (137). Para el caso en el que M = 0.3 la transicién a
través del espacio es abrupta mediante una pendiente infinita, Figura 13b, lo cual
es caracteristico de un choque subcompresivo. Pare este conjunto de choques
cuando disminuye M existe una transicion en la naturaleza de las ondas de
rarefaccion a choques subcompresivos.

Mientras menor es la relacion de movilidad (muy altos valores de fluidez y esfuerzo
de corte), la velocidad del frente que puede alcanzarse (cuando sucede el choque)
aumentara notablemente, ya que cuando M = 10 el choque es practicamente
inmediato fijando una velocidad de frente menor que cuando M = 0.3, es decir si se
desea alcanzar la mayor velocidad de desplazamiento dentro del medio se
necesitara una gran potencia en la inyeccion del fluido desplazante de manera que
se alcancen grandes esfuerzos de corte.

Basandose en la maxima velocidad que se puede alcanzar dentro del medio poroso
se podria suponer que tener una relacion de esfuerzos M = 0.3 seria ideal para la
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extraccion del aceite, sin embargo, se debe tener en cuenta que a bajos valores de
M la viscosidad del fluido desplazante puede ser menor a la viscosidad del fluido
desplazado (u; <u, 0 @1 > ¢@,) lo que propicia el fenbmeno conocido como
“fingering” que es una inestabilidad en la mecanica de los fluidos que ocurre cuando
las viscosidades de los fluidos desplazante y desplazado cumplen con dicha
caracteristica.

Otro aspecto importante que tomar en cuenta es la naturaleza del choque (S, > ;)
gue indica el aumento de concentracion del fluido desplazante lo cual implica que
no existe una recuperacion del fluido desplazado. Esto es mas evidente cuando se
analizan los valores de F(S) y su direccion en las Figuras 13b, 13c y 13d.

Mientras menor es el valor de relaciéon de movilidad M el rango de valores de F(S)
es mayor, es decir el fluido desplazante tiene mayor presencia en el flujo por lo que
se recupera menos fluido del yacimiento. Bajo este criterio el caso en el que M = 10
sera en el que el fluido desplazado tenga mayor participacion en el flujo.

Por dltimo, para todos los casos F(S) va en aumento lo que implica que cada vez
se recupera menos fluido desplazado. Debido a lo anterior no resultaria practico en
ningun caso en el que se busque extraer fluido desplazado implementar este tipo
de choques, sin embargo, silo que se busca es almacenar el fluido desplazado este
tipo de choques seria de utilidad siendo el caso ideal en el que M = 2.5, ya que se
obtiene la mayor velocidad de frente de desplazamiento a través del medio poroso
y es en el que hay mayor presencia del fluido desplazante en el flujo (lo que implica
que el fluido desplazado se queda en el medio poroso); Ademas no corre riesgo de
que ocurra el fenédmeno de “fingering”.
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1.0
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Figura 14a. Grafica de choques de saturacion contra distancia a diferentes
valoresde M (5;=0.6,5,=0.4,y € = 0.01).

Gréafica de los choques de saturacion contra la distancia en el medio poroso a diferentes
valores de relacion de movilidades. La saturacion por la derecha no es cero y se toman en
cuenta las fuerzas capilares. El perfil de velocidades se puede apreciar en la transicion de la
saturacion por laderechay laizquierda del choque. En general poseen las siguientes
caracteristicas: §;,=0.6,S5, =0.4,y £ =0.01.

M=0.3
1 e m————e
0.8
5 0.6 /
= 2 F(S)
0.4 ’
/ F(S) con choque
0.2 v
U4
’I
0 ==
0 0.5 1 1.5

Figura 14b. Representacion del choque de la Figura 14a sobre la grafica de
fraccion de flujo contra saturacion para M=0.3.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 14a con una relacion de
movilidades de 0.3 sobre la gréfica de fraccién de flujo contra saturacién.
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Figura 14c. Representacion del choque de la Figura 14a sobre la grafica de

fracciéon de flujo contra saturacion para M=2.5.

Representacién grafica de como ocurre el choque de la Figura 14a con unarelacién de
movilidades de 2.5 sobre la gréafica de fracciéon de flujo contra saturacién.
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Figura 14d. Representacion del choque de la Figura 14a sobre la grafica de

fraccion de flujo contra saturacion para M=10.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 14a con una relacion de
movilidades de 10 sobre la gréafica de fraccion de flujo contra saturacion.

La Figura 14a presenta un conjunto de choques, endonde S; = 0.6, S, = 0.4,y ¢ =
0.01, para distintos valores de relacion de movilidad (M = 0.2,M =2 y M = 10. Para
todos los casos S, > 0.
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e Parael caso en el que M = 0.3 se presenta una onda de rarefaccion.
e Paraloscasosenelque M =25y M =10 se presentan choques de Lax.

Lo que diferenciara graficamente a un choque de Lax de uno subcompresivo, es
que los de Lax presentan en los limites S; y S, pequefas “oscilaciones” que indican
que la transicion no es abrupta sino convergente, cumpliendo con el criterio (134).

En la Figura 14b se observa que la onda de rarefaccidén sigue, como en el caso
anterior, la forma de la ecuacion de fraccion de flujo entre los limites S; y S, sin
embargo, en las Figuras 14c y 14d el choque ya no sigue la forma de F(S) sino que
es una recta de pendiente r. Para valores cercanos a M = 0.3 los choques seran
suaves mientras que a valores mayores la suavidad ir4 siendo cada vez menor, sin
llegar a ser un cambio abrupto (choque subcompresivo).

Mientras menor sea el valor de relacion de movilidad (valores muy altos de fluidez
y esfuerzo de corte aplicados sobre el fluido desplazante) mayor sera la velocidad
de frente que puede alcanzarse, sin embargo, comparando los casos M = 0.3y M =
2.5 la diferencia es minima.

Respecto al rendimiento de extraccion del fluido desplazado los casos M = 2.5y
M =10 son en los que el fluido desplazante disminuye considerablemente su
fraccion de flujo F(S), siendo M = 10 el mejor en este aspecto.

Para M = 10 se requerird de un menor gradiente de presion para lograr el esfuerzo
requerido. En M =25 y M = 0.3 se alcanzan las velocidades méaximas de
desplazamiento, sin embargo, puede descartarse el choque de M = 0.3 debido a
que existe la posibilidad de que ocurra el “fingering”.

La decisién del valor de M dependera de si se quiere extraer el fluido de yacimiento
a una velocidad muy alta o con un gran rendimiento; asi como de la tecnologia
disponible para la inyeccién del fluido desplazante.
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Figura 15a. Grafica de choques de saturacion contra distancia a diferentes
valoresde M (§;=0.8,5,=0.2,y € = 0.05).

Gréafica de los choques de saturacion contra la distancia en el medio poroso a diferentes
valores de relacion de movilidades. La saturacién por la derecha no es cero y se toman en
cuenta las fuerzas capilares. El perfil de velocidades se puede apreciar en la transicién de la
saturacion por laderechay laizquierda del choque. En general poseen las siguientes
caracteristicas: §;,=0.8,5,=0.2,y £ = 0.05.

M=0.3
1 gemee—caaad
0.8
----- F(S)
5 0.6
= F(S) con choque (0.8 a
0.4 0.3)
e [(S) con choque (0.3 a
0.2 0.2)
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U4
0 -’
0.5 1 1.5

Figura 15b. Representacion del choque de la Figura 15a sobre la grafica de

fraccién de flujo contra saturacion para M=0.3.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 15a con una relacion de
movilidades de 0.3 sobre la gréfica de fraccion de flujo contra saturacion.
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Figura 15c. Representaciéon del choque de la Figura 15a sobre la gréafica de
fracciéon de flujo contra saturacion para M=2.5.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 15a con una relacion de
movilidades de 2.5 sobre la gréafica de fracciéon de flujo contra saturacién.
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Figura 15d. Representacion del choque de la Figura 15a sobre la grafica de
fraccion de flujo contra saturacion para M=10.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 15a con una relacion de
movilidades de 10 sobre la gréfica de fraccion de flujo contra saturacion.
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La Figura 15a presenta un conjunto de choques, endonde S; = 0.8, S, = 0.2,y ¢ =
0.05, para distintos valores de relacion de movilidad (M = 0.2,M =2 y M = 10).
Para todos los casos S, > 0.

e Paraelcasoenelque M = 0.35 se presenta una onda de rarefaccion seguido
de un choque en cierto punto.

e Para el caso en el que M = 2.5 se presenta un pequefio subcompresivo de
aumento de saturacion; seguido de un choque de Lax de reduccion de
saturacion.

e Paraelcasoenelque M =10 se presenta un choque de Lax.

En la Figural5b la velocidad sera definida por la pendiente de la curva de fraccion
de flujo en el tramo (F(S;),S;) a (F(S),5~0.35), para que posteriormente en el tramo
(F(S),5~0.35) a (F(S,),S,) ocurra un choque subcompresivo. Este fenédmeno es

- : . OF .
similar a los resultados de la Figura 11. Lo que sucede es que la funcion - liene la

capacidad de representar el comportamiento de la velocidad en el intervalo
{(F(S),S), (F(S),$~0.35)}, cumpliendo las condiciones de Rankine-Hugoniot, las
de entropia y sin llegar a la parte donde tiene dos valores en S, sin embargo,
posterior a (F(S),5~0.35) esta capacidad se pierde y es el punto ideal para la
implementacion del choque.

Para la Figural5c existe una recta de aumento en la saturacion de (F(S;),S;) a
(F(S),5~0.82) que representa un choque subcompresivo, seguido de una
disminucién mediante una recta en la saturacion de (F(S),5~0.82) a (F(S,),S,)
representando un choque de Lax. El aumento inicial de (F(S;),S;) a (F(S),5~0.82)
es necesario para cumplir con las condiciones bajo las que el choque puede ocurrir.

Para la Figuralbd existe Unicamente una recta entre (F(S;),S) y (F(S,),S,),
cumpliendo con los criterios de un choque de Lax.

En este caso mientras menor sea la relacion de movilidad M (gran fluidez y esfuerzo
de corte) mayor sera la velocidad de frente que se puede alcanzar en el medio
poroso, sin embargo, se debe resaltar que la curva de rarefaccion favorece el
“fingering” debido a que M = 0.35 implica que la viscosidad del fluido desplazante
es menor a la del desplazado.

A medida que M aumenta se obtienen cada vez menores valores de F(S) cuando
S =3S,, como en los casos anteriores, lo que implica que a mayor M mayor
extraccion de fluido de yacimiento, sin embargo, en este caso la diferencia de F(S,)
cuando M = 2.5y M = 10 es minima.

El aumento en la saturacion del fluido desplazante de S; = 0.8 a S~0.82 en el caso
en el que M = 2.5 implica que durante este tramo habra una retencién en el medio
del fluido desplazado, por lo que se deberd garantizar que la longitud sea
suficientemente larga para que el choque no termine aqui.
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En este caso el choque ideal serd en el M = 2.5 debido a que se alcanza la mayor
velocidad de frente de extraccion y la diferencia del rendimiento de la extraccion es
minima con respecto a la de M = 10, sin embargo, se debera garantizar que la
longitud del medio sea lo suficientemente grande para que no se quede en el choque
subcompresivo comprendido en (F(S;),S;) a (F(S),5~0.35).
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Figura 16a. Grafica de choques de saturacion contra distancia a diferentes
valoresde M (§;=0.9,5,=0.4,y € = 0.01).

Gréfica de los choques de saturacion contra la distancia en el medio poroso a diferentes
valores de relacion de movilidades. La saturacién por la derecha no es cero y se toman en
cuenta las fuerzas capilares. El perfil de velocidades se puede apreciar en la transicion de la
saturacion por laderechay laizquierda del choque. En general poseen las siguientes
caracteristicas: §;,=0.9,5, =0.4,y £ = 0.01.

04 ! F(S) con choque

0 0.5 1 1.5

Figura 16b. Representacion del choque de la Figura 16a sobre la grafica de
fraccién de flujo contra saturacion para M=0.3.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 16a con una relacion de
movilidades de 0.3 sobre la gréfica de fraccion de flujo contra saturacion.
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0 0.5

M=2.5
----- F(S)
e [-(S) con choque 0.9 a
0.7
F(S) con choque 0.7 a
0.4
1 1.5

Figura 16c. Representacion del choque de la Figura 16a sobre la grafica de

fracciéon de flujo contra saturacion para M=2.5.

Representacién grafica de como ocurre el choque de la Figura 16a con unarelacién de
movilidades de 2.5 sobre la gréafica de fracciéon de flujo contra saturacién.

0.8

E(S)

0.4

0.2

’ F(S) con choque

0.8 1 1.2

Figura 16d. Representacion del choque de la Figura 16a sobre la grafica de

fraccién de flujo contra saturacion para M=10.

Representacion grafica de como ocurre el choque de la Figura 16a con una relacion de
movilidades de 10 sobre la gréfica de fraccion de flujo contra saturacion.
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La Figura 16a presenta un conjunto de choques, endonde S; = 0.9, S, = 0.4,y ¢ =
0.01, para distintos valores de relacion de movilidad (M = 0.2,M =2 y M = 10).
Para todos los casos S, > 0.

e Parael caso en el que M = 0.3 el choque no puede ocurrir.

e Paraelcasoenelque M = 2.5 se presenta una onda de rarefaccién, seguido
de un choque subcompresivo.

e Parael casoenelque M = 10 se presenta un choque de Lax.

Para este conjunto el comportamiento de la velocidad de frente que puede
alcanzarse para M = 0.3 es practicamente nula, es decir aqui no existira
desplazamiento. Lo anterior es debido a que incumple el criterio de entropia y no
entra en ninguna de las categorias de choque existentes, es decir el choque no es
fisicamente posible. Esto es mas entendible graficamente mediante el criterio de
areas iguales (125) ya que es facil apreciar que la recta propuesta en la Figura 16b
no tendra la capacidad de abarcar el &rea bajo la curva de la fraccién de flujo.

Podria suponerse que un choque como el que se representa en la Figura 15c
ayudaria a que el choque sucediera en estas condiciones, sin embargo, si se
observa en la Figura 16b se podra notar que iniciar de cualquier valor F(S) > F(S;)
dara un resultado similar. También podria proponerse la implementacion de un
choque como los propuestos en las Figuras 11 o 15b, pero de cualquier forma se
incumplen los criterios necesarios para la ocurrencia del choque.

En el caso en el que M = 2.5 en la Figura 16a se observa que el comportamiento
es el mismo que el de las Figuras 11 o 15b, y es el caso en el que se alcanza la
mayor velocidad de frente. Para M = 10 se presenta un choque de Lax, si bien la
velocidad de frente que puede alcanzar es menor que la de M = 2.5, habra una
mayor recuperacion al final de fluido desplazado tal como se aprecia en la fraccion
de flujo en la Figura 16d.

En conclusion, para este caso el choque no sera posible para M = 0.3, y la relacién
de movilidades dependera si se requiere mayor velocidad de produccion (M = 2.5)
o mayor cantidad de produccion (M = 10).

Para todos los conjuntos de choque analizados en las Figuras 11, 13a, 14a, 15ay
16a el choque ideal sucede cuando la relacion de movilidades es M = 2.5 para este
caso particular de estudio que cumple con las caracteristicas fisicas y del medio
descritas en un inicio (el fluido desplazante es un fluido micelar tal que ¢; = 10¢,
cuando ¢ = 0,1, con un medio poroso de caracteristicas Dr =1 y Dy = 3). Sin
embargo, para el caso general el choque ideal sucedera cuando la fluidez del fluido
desplazante sea mayor que la del fluido desplazado cumpliendo que el esfuerzo
aplicado sea igual al esfuerzo de cedencia del fluido desplazante,
independientemente de las caracteristicas del medio poroso:
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{M (% (i)) 191> 92,0 = Uy,1} (138)
La gréafica de S vs.r representada en la Figura 7 puede dar un indicio de como se
daré el choque respecto a su direccion y tipo. Como se mencion6 S(r) no puede ser
considerada una funcién, y debido a ello es necesaria la implementacién del choque,
sin embrago, en cuestion de direccion del cambio de concentracion existen 2 casos
S, <S8, yS,>S;, de disminucion y aumento respectivamente. La parte de la curva
de saturacion que va de S; a S antes de llegar al maximo en la velocidad sera la que
puede implementarse para explicar el fenomeno S, < S;. La parte de la curva de
saturacion que va de S en el valor maximo de r hasta S, se podra implementar para
los casos en los que S, > ;.

Lo anterior es mas claro en el ejemplo del caso de la Figura 13a en la que S, > S;:

1

0.9
0.8
0.7
0.6
w 0.5 ® M=0.3
0.4 M=2.5
M=10

0.3

0.2

0.1

Figura 17. Gréficas de saturacion contra velocidad, sin choques
implementados, a diferentes valores de M, representando los limites de

saturacion de Figura 13a.

Graficas de saturacion contra velocidad de desplazamiento a través del medio poroso a
diferentes valores de relacion de movilidades, representando los limites de saturacién de la
Figura 13a.

La Figura 17 explica porque los choques de la Figura 13a toman esa direccion y
que parte de la gréafica es la que siguen como curvas de rarefaccion para los casos
en los que M = 2.5y M = 10; también se observa que para el caso en el que M =
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0.3 el intervalo de saturaciones no interseca el lado correcto de la funcion S(r) y de
ahi surge el choque subcompresivo.

Como se verd mas adelante el hecho de que la curva S(r) exista en cierto intervalo
no sera suficiente para que el choque sea de rarefaccién u ocurra siquiera, es
necesario aplicar los criterios de definicion de choque.

Otro ejemplo en el que es posible implementar la Figura 7 de manera que se
determine si en la transicion de S; a S, se puede hacer uso de la funcion S(r) es en
los choques representados en la Figura 14a. Para los casos M = 0.3, M =25y
M = 10 los choques resultaron ser de rarefaccion para el primero y de Lax para los
dos ultimos:

0.9
0.8
0.7
0.6
v 0.5 ® M=0.3
0.4 M=2.5
M=10

0.3

0.2

0.1

Figura 18. Graficas de saturaciéon contra velocidad, sin choques
implementados, a diferentes valores de M, representando los limites de

saturacion de Figura 14a.

Graficas de saturacién contra velocidad de desplazamiento a través del medio poroso a
diferentes valores de relacion de movilidades, representando los limites de saturacion de la
Figura 14a.

La Figura 18 deja en claro que para el caso en el que S, < S; el inico choque en el
gue se puede hacer uso de la parte correcta de la funcién S(r) es aquel en el que
M = 0.3 y debido a esto es de rarefaccion, mientras que enlos casos M = 2.5y M =
10 deben implementarse choques de Lax debido a que en el intervalo S, a S; no se
interseca la parte de disminucién de concentracion de la funcion S(r).
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El conjunto de choques de la Figura 15a tiene una tendencia a alejarse de la
rarefaccion conforme aumenta el valor de M, y esto es debido a que la parte correcta
de S(r) de la transicion de S; a S, cada vez va saliendo de este intervalo:

1

0.9
0.8
0.7
0.6
w 0.5 ® V=0.3
0.4 M=2.5
M=10

0.3

0.2

0.1

Figura 19. Gréficas de saturacion contra velocidad, sin choques
implementados, a diferentes valores de M, representando los limites de
saturacién de Figura 15a.

Gréficas de saturaciéon contra velocidad de desplazamiento a través del medio poroso a
diferentes valores de relacion de movilidades, representando los limites de saturacién de la
Figura 15a.

En la Figura 18 demuestra que para este intervalo de saturaciones cuando M = 0.3
es posible implementar una onda de rarefaccién hasta S~0.35, pero posteriormente
habria que implementar un choque subcompresivo, tal como se realiz6 en la Figura
11. Elcaso de M = 2.5 es especial ya que aparentemente la gréafica indica que seria
muy similar al de M = 0.3, sin embargo, los criterios de indican que lo ideal es un
aumento de saturacion mediante un choque subcompresivo para que después
exista otro choque de Lax tal como lo indica la Figura 15a, lo cual demuestra que
la aplicacion de los criterios es primordial. Por altimo, para M = 10 se observa que
no se interseca el lado ideal de la funcién S(r) por lo que sucede un choque de Lax.

El conjunto de choques de la Figura 16a para los casos M = 2.5y M = 10 no es
muy diferente a los vistos anteriormente, sin embargo, para M = 0.3 el choque no
ocurre:
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® V=0.3
M=2.5
M=10

Figura 20. Gréficas de saturacion contra velocidad, sin choques
implementados, a diferentes valores de M, representando los limites de
saturacién de Figura 16a.

Gréficas de saturaciéon contra velocidad de desplazamiento a través del medio poroso a
diferentes valores de relacion de movilidades, representando los limites de saturacién de la
Figura 16a.

La Figura 20 expone que para M = 10 solo una parte de la region adecuada de S(r)
entra en el intervalo de saturaciones y los criterios demuestran que el choque a
ocurrid es de Lax. Para M = 2.5 nuevamente ocurre un choque mixto de rarefaccion
y subcompresivo como se ha visto anteriormente y lo demuestra esta misma figura.
Sin embargo, para el caso M = 0.3 de la Figura 20 podria suponerse que el choque
seria de rarefaccién, pero los criterios demuestran que realmente bajo las
condiciones descritas el choque no ocurrira, lo que una vez mas alerta sobre la
importancia de los criterios que se han descrito para definicién de choques.
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Figura 21. Grafica de saturaciéon contra distancia para diferentes valores de

Grafica de saturaciéon contra distancia para diferentes valores de t con las siguientes

1 (5,=0.9,5,=0.2,y £=0.05).

caracteristicas §;,=0.9, 5, =0.2,y € = 0.05.

Por ultimo, se hizo una revision cualitativa con ayuda de la simulacién numérica de
la influencia de 7 para la solucion de la ecuacién (108) para el choque presentado
por Spayd y Shearer3? en la Figura 5.2 a de caracteristicas S; = 0.8, Sintermedia =
0.9, S, =0.2, y € =0.05. Los resultados se pueden ver en la Figura 21, que

evidencia que el efecto del valor de t es pequefio e influenciara tanto en la
saturacion intermedia del choque como en la velocidad de frente que se podra

alcanzar en el medio poroso; ademas las diferencias de resultados para valores T >
0 es practicamente nula. Se debe tomar en cuenta Unicamente para la Figura 21
U = S en el eje de las ordenadas.

32 K. Spayd, M. Shearer, “The Buckley-Leverett equation with dynamic capillary pressure”. SIAM Journal of

Applied Maths, 71 (2011) 1088-1108.
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10.Conclusion.

a) Se comprueba la hipotesis a) para el desplazamiento de un fluido Newtoniano
por un fluido no Newtoniano (micelar) a través de un medio poroso, que
puede describirse mediante la geometria fractal, el valor de relacion de
movilidades tendra una variacion considerable respecto al esfuerzo de corte
aplicado. Si bien existen modelos fractales mas complejos®? el planteado en
el presente trabajo provee una descripcion mas simple. El uso del modelo
BMP permite la introduccion al modelo de un fluido micelar de reologia
compleja como el fluido desplazante, que permite mejorar la cantidad de
fluido desplazado obtenido mientras se incrementa el esfuerzo de corte
aplicado.

b) Se comprueba la hipétesis b) para la solucién del problema de Riemann de
la ecuacion de conservacion de la saturacién en donde no se consideran las
fuerzas capilares, asi como para su extension en donde se consideran, la
relacion de movilidades tendra una influencia determinante en donde se
aplicara el choque, asi como el tipo de choque que ocurrira. Es decir, a
diferentes relaciones de movilidades los choques que ocurran y en dinde
ocurran seran distintos.

c) Se comprueba la hipdtesis c) existe un valor de relacion de movilidades
“‘ideal” en el cual en la mayoria de los casos se obtiene la mayor velocidad
de frente de desplazamiento y un rendimiento de recuperacion éptimo. Este
valor es para el caso particular del presente caso de estudio M = 2.5 y para
el caso general {M <ﬂ (L)) i 01> @y, 0 = Uy,l}-

P2 \Oy,1

33 M.C. Worther, and D.K. Sunada “Exact Integral Solutions for Two Phase Flow”, Water Res. Res., Vol. 26,
No. 3, 399-413, March (1990) y Andersen, P.O., Nesvik, E.K., and D.C.S. Standnes “Analytical Solutions for
Forced and Spontaneous Imbibition Accounting for Viscous Coupling”, J. Pet. Sci & Eng. 186 (2020), 106717
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