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Resumen

Los sistemas cuasiperiódicos han cambiado la percepción que se tiene de los ma-
teriales cristalinos, al presentar simetŕıas rotacionales que se pensaban prohibidas,
como la simetŕıa rotacional de orden cinco. Desde su descubrimiento se han investi-
gado ampliamente sus propiedades, tanto electrónicas como fonónicas, siempre en la
búsqueda de alguna aplicación de igual importancia e inusual como su simetŕıa. Sin
embargo hasta ahora su mayor interés ha sido fundamentalmente en la propiedad
de superficie antiadherente. En 2018 se reportó la existencia de superconductividad
convencional en muestras de Al-Zn-Mg, lo cual abre un panorama de posibilidades
para el estudio de sistemas correlacionados. En esta tesis, se hace un estudio de la
estructura electrónica resolviendo el problema de uno y dos cuerpos desde distintos
enfoques. Iniciamos con la aproximación de amarre fuerte a dos cadenas acopladas,
utilizando estos resultados, se hace un estudio de correlación electrónica utilizando
el modelo de Hubbard en dos cadenas periódicas y cuasiperiódicas acopladas. Para
resolver el Hamiltoniano de Hubbard, se utiliza un método de proyección mediante la
representación del número de ocupación para obtener un sistema efectivo. Después
de lo anterior, se procede a encontrar los eigenvalores del sistema efectivo mediante
cálculos numéricos y anaĺıticos.
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Abstract

Quasiperiodic systems changed the view that crystalline materials have, presen-
ting orientational symmetries that were considered forbidden, like five fold sym-
metry. Since the discovery of these materials, their properties have been in constant
research, like the phononic and electronic ones, always with the goal to find an appli-
cation equal in importance and strangeness as their symmetry. However, until now
the interest on these materials is the non-stick surface property. In 2018 the existence
of conventional superconductivity in quasicrystals was reported, in Al-Zn-Mg alloy,
which broadens the possibilities for the study of correlated systems. In this thesis
the electronic structure is approached solving the one and two body problem using
tight-binding methodology for two coupled chains, periodic and quasyperiodic. For
the two electron problem, we solve the Hubbard Hamiltonian and obtain the Density
of States of the correlated and non correlated systems. To solve the Hubbard model,
a projection method is used via the occupation number representation to obtain an
effective system. Afterwards, the eigenvalues of the effective system are found, using
numerical and analytical methods.
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el caso cuando t′ = tS y f = 1,3 (negro) y para el caso cuando la
solución es exacta (azul). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.4. Representación del espacio de estados. . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

Dentro de la ciencia de materiales, la década de 1980 representa un periodo de
importantes descubrimientos. Entre ellos se destaca el descubrimiento de los cuasi-
cristales, por Dan Schechtman y colaboradores [1], y el descubrimiento de los su-
perconductores de alta temperatura de transición por Bednorz y Müller [2]. Ambos
representan un cambio de paradigma en diversas áreas de la ciencia de materiales.
El reciente descubrimiento de superconductividad en un cuasicristal de Al-Zn-Mg
abre un panorama de posibilidades debido a que presenta una longitud de coherencia
electrónica del tipo superconductor convencional [3].

El descubrimiento de los cuasicristales fue acompañado de distintas interpreta-
ciones de los patrones de difracción electrónica. Dan Schechtman y colaboradores
propusieron que la simetŕıa rotacional prohibida proviene de icosaedros con dis-
tintas orientaciones y la posibilidad de estar distorsionados en una celda unitaria,
dejando al cristal en general consistente con los grupos puntuales y espaciales de la
cristalograf́ıa [1]. Linus Pauling menciona que el resultado del patrón de difracción
resulta de encontrarse 5 planos cúbicos, formando una macla [4, 5]. La explicación
actualmente aceptada se debe a Levine y Steihardt [6, 7]; el arreglo atómico presenta
orientación de enlace con simetŕıa icosaedral de largo alcance y simetŕıa traslacio-
nal de corto alcance. La teselación de Penrose es un arreglo en dos dimensiones
que presenta estas caracteŕısticas. Después del descubrimiento de Schechtman, se
reportaron muchas aleaciones cuasicristalinas con mayor estabilidad [8]. Debido a
lo anterior, la Unión Internacional de Cristalograf́ıa (IUCr) cambió la definición de
cristal [9]. Esta definición establece que un cuasicristal, al igual que los cristales con-
vencionales, presentan un patrón de difracción bien definido compuesto por picos de
Bragg. Sin embargo, el indexado de los picos necesita un número mayor de vectores
en la red rećıproca comparado a la dimensión espacial. Lo anterior es el distintivo
entre cristales y cuasicristales [10].

Dentro de los materiales cuasicristalinos, se ha encontrado que hay una clase
especial en donde se presenta apilamiento periódico de capas cuasicristalinas [11],
denominados cuasicristales decagonales (Decagonal QuasiCrystal - DQC). La di-
rección normal en los DQC puede tener varios periodos. Visto desde este punto,
un DQC es un ejemplo de un material heteroestructurado [8, 12]. Los DQC pue-
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den tener baja dimensionalidad, es decir, puede componerse de un cuasicristal en
una dimensión y apilamiento periódico en la dirección normal. A principios de este
milenio, se ha reportado la existencia de esta fase en un cuasicristal de Al-Co-Ni [13].

Se ha mencionado la existencia de materiales cuasicristalinos en la naturaleza, en
muestras cuya formación data del triásico [14]. Se ha encontrado que el cuasicristal
natural es una aleación Al-Cu-Fe, que se presenta en granos de escala micrométrica
y los cuasicristales formados en la naturaleza bajo condiciones geológicas presentan
estructura perfecta. Se ha encontrado la existencia de cuasicristales en meteoritos,
lo cual nos puede dar información sobre los oŕıgenes del sistema solar [15, 16, 17, 18,
19]. Los materiales cuasicristalinos no sólo se han encontrado en aleaciones metálicas;
hay reportes de materiales organometálicos en donde se presenta simetŕıa cuasicris-
talina [20], en reacciones fuera del equilibrio.

Las aplicaciones de los cuasicristales no han sido tan popularizadas como otros
materiales [21]. Aún aśı, se ha encontrado aplicaciones para superficies antiadhe-
rentes [22]. También se han usado para la śıntesis de carbono tipo cebolla (Onion
Like Carbon - OLC), en molinos de alta enerǵıa [23], y śıntesis de nano alambre de
aluminio utilizando un cuasicristal de Al-Cu-Co [24], por mencionar algunos.

En 2018 se reportó la existencia de superconductividad en un cuasicristal de Al-
Zn-Mg a 0.05 K [3]. La superconductividad reportada en esta muestra se cree es del
tipo convencional, lo cual se puede deber a la longitud de coherencia cuasicristalina.
Se hicieron cálculos teóricos utilizando el Hamiltoniano de Hubbard mediante una
aproximación de campo medio [25, 26].

La historia de los los superconductores inicia con su descubrimiento por Kamer-
lingh Onnes en 1911, y surgió debido al interés de los f́ısicos de aquel entonces por
licuar los gases [27]. Después de licuar por primera vez el Helio, debajo de los 4.22
K, Onnes pudo empezar a estudiar las propiedades de la materia bajo condiciones
criogénicas [27]. El objetivo de sus investigaciones era determinar el comportamien-
to de la resistividad eléctrica. Unos de sus estudiantes de doctorado, Gilles Holst,
experimentando con mercurio en un tubo capilar y sumergiéndolo en un baño térmi-
co de He ĺıquido, observó que la resistividad eléctrica de este cáıa abruptamente al
pasar una temperatura cŕıtica TC . De lo anterior, Onnes se dio cuenta que teńıa en
frente un nuevo estado, que denominó superconductor. Onnes también encontró que
el plomo y el estaño pueden pasar al estado superconductor.

A partir de los descubrimientos hechos por Onnes, surgió una carrera por deter-
minar qué otras propiedades existen en el estado superconductor. Fue en 1933 cuando
Meissner y Oschenfeld descubireron que, en el estaño, para campos magnéticos bajos
aplicados al material, el campo magnético en el interior de un material en el estado
superconductor es siempre cero. De aqúı surge el efecto Meissner-Oschenfeld. Fue a
partir de este momento en que quedó establecido que la superconductividad es un
estado de equilibrio termodinámico [28].

En 1948, Fritz London publicó un art́ıculo donde se explica el mecanismo termo-
dinámico de la superconductividad [29]. La descripción que hizo London fue desde un
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punto de vista macroscópico de la electrodinámica y la termodinámica [28]. London
menciona que el estado superconductor no se debe a un ordenamiento electrónico
de la red, sino a un estado condensado en el espacio de momentos.

En 1950 se publicaron dos art́ıculos en donde se reportan experimentos en donde
se encontraban variaciones de la temperatura cŕıtica en distintos isótopos del mercu-
rio [30, 31]. La temperatura cŕıtica varia aproximadamente un 0,9% en los isótopos
Hg199 y Hg203, en donde el primer isótopo presentaba una temperatura cŕıtica ma-
yor. Esto causó gran interés en la comunidad cient́ıfica debido a que la estructura
electrónica en los isótopos es la misma. Como los iones más ligeros pueden oscilar
mejor, esto puede dar lugar a una mejor conductividad. Una primera aproximación
para explicar microscópicamente el estado superconductor fue dado por J. Bardeen
[32] y H. Frölich [33]. En esta aproximación, se estudió la interacción electrón-fonón
en los metales, responsable de la interacción atractiva entre los electrones [28]. La
distancia de correlación entre los electrones superconductores fue medida por Pip-
pard, quien encontró que es del orden de 10−4 cm [34]. Después de lo anterior, Leon
N. Cooper mostró que dos electrones colocados por encima del nivel de Fermi con
una interacción atractiva entre ellos forman un estado enlazado con enerǵıa menor
a la de los electrones libres [35]. Al estado enlazado se le llama Par de Cooper. A
partir del trabajo anterior, con la colaboración de John Robert Schrieffer, y bajo
la dirección de John Bardeen, se investigó la posibilidad de que el estado supercon-
ductor fuera uno formado por pares de Cooper [36]. De lo anterior surgió la teoŕıa
BCS (Bardeen, Cooper y Schrieffer), primera teoŕıa capaz de explicar la transición
superconductora en algunos metales [28].

El mecanismo de la superconductividad en BCS surge a partir de la interacción
electrón fonón. Dentro de la red cristalina, los átomos tienen la posibilidad de oscilar
alrededor de su posición de equilibrio. Debido a esto, el conjunto de todos los átomos
de la red cristalina oscilan en conjunto, formando estados vibracionales que tienen
momento y frecuencia. La red cristalina puede estar en distintos modos vibracio-
nales. Para pasar de un estado vibracional a otro, se inyecta o absorve un fonón.
Cuando un electrón de conducción pasá cerca de los iones del cristal, este puede
deformar la red creando un centro de polarización positiva; un segundo electrón se
siente atraido por esta deformación, creando aśı un par ligado [36] y superando la
repulsión de Coulomb.

Para poder obtener información del estado superconductor, Bardeen, Cooper
y Schrieffer propusieron que la f́ısica esencial del estado superconductor se debe al
apareamiento electrónico. Este apareamiento se da entre electrones de esṕın opuesto.
El Hamiltoniano BCS que describe la esencia del estado superconductor tiene la
forma:

HBCS =
∑
k

ϵk(c
†
k↑ck↑ + c†−k↓c−k↓)−

∑
k,k′

Vk,k′c
†
k′↑c

†
−k′↓c−k↓ck↑, (1.1)

ckσ es un operador que aniquila una part́ıcula con esṕın σ y momento k, y es creada
mediante c†kσ con momento k y esṕın σ. ϵk es el término de enerǵıa cinética de los
electrones libres dependiente del momento, el término Vk,k′ incluye la interacción
entre iones y electrones aśı como la repulsión de Coulomb entre los electrones apa-
reados.
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Hubo varios intentos por calcular la temperatura cŕıtica de los elementos usando
la teoŕıa BCS. En 1958, David Pines publicó un art́ıculo en el que calcula la in-
teracción electrón fonón por métodos aproximados, obteniendo un criterio para la
superconductividad que depende de un parámetro Z∗ y rs, que representa la valen-
cia del ion y la densidad de electrones, respectivamente [37]. A partir de lo anterior,
obtiene que los elementos Sc, Y, Ba y Sr debeŕıan de presentar superconductividad.
Elementos como el Al, Be, Zn, Hg y Ru no debeŕıan presentar superconductividad
pero si la tienen. Al intentar calcular la Tc, concluye que los valores para la interac-
ción electrón fonón no son suficientes para hacer estimaciones que coincidan con los
resultados experimentales [37].

El trabajo de Pines es uno de los primeros trabajos que anticipan las dificulta-
des que tiene BCS para poder predecir superconductividad u obtener valores de la
temperatura cŕıtica. Con el avance de los años, los métodos de cálculo se hicieron
cada vez más sofisticados, al grado de que las aproximaciones que hacen los autores
se hacen dif́ıciles de entender. Un ejemplo de esto es un art́ıculo publicado por Car-
botte y Dynes [38], en donde calcularon la temperatura cŕıtica del Al y encontraron
que esta es de 1.17 K, muy cercana al valor obtenido experimentalmente de 1.18 K.
El art́ıculo es de dos páginas y no dan muchos detalles. Otros ejemplos en donde
se intenta predecir temperaturas cŕıticas se pueden ver en las referencias [39, 40]
entre otros. Como la interacción toma en cuenta los modos vibracionales de la red,
se consideraba que la temperatura de transición superconductora teńıa un máximo
de 25 K [41].

En 1986 Bednorz y Müller reportaron un compuesto La1−xBaxCuO4 tipo perovs-
kita [2] con una temperatura de transición superconductora de 30 K. Esto dió un
impulso más al estudio de los superconductores, ya que se empezó a reportar su-
perconductividad en compuestos similares como el YBa2Cu3O7 [42], que tiene una
estructura tipo perovskita. La ventaja de este tipo de compuestos es que ahora se
encuentra superconductividad a temperaturas mayores al punto de ebullición del
nitrógeno ĺıquido. Se cree que la superconductividad en estos compuestos se debe a
la presencia de planos de CuO2, lo cual ha estimulado el estudio de los sistemas de
baja dimensionalidad. Años mas tarde, se reportó la presencia de superconductivi-
dad por encima de 130 K [43].

Una distinción importante entre los superconductores de alta TC (tipo II) y los
superconductores convencionales (tipo I) es la longitud de coherencia. En el com-
puesto superconductor YBa2Cu3O7 se tienen longitudes de coherencia de 15 a 40 Å
[28], lo cual es varios órdenes de magnitud menor a las distancias de coherencia en
los superconductores tipo I.

Además de los superconductores basados en CuO2 (cupratos), [44] también exis-
ten los superconductores basados en hierro [45] y superconductores basados en ni-
quelatos [46]. En los casos anteriores, se conjetura que la superconductividad se debe
a la bidimensionalidad del sistema y su apilamiento, lo cual da origen a un material
heteroestructurado.
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A partir de la śıntesis de grafeno monoatómico por defoliación mecánica [47],
se ha impulsado la investigación y śıntesis de materiales de baja dimensión. Fue en
2018 que se encontró superconductividad en estos sistemas a 1,7 K, con la particu-
laridad de que se tienen dos capas de grafeno rotadas una respecto a otra [48]. Hay
indicios de que existe superconductividad en 3 capas de grafeno rotado [49]. Los
sistemas de grafeno rotado no son los únicos que presentan superconductividad bajo
esta configuración de patrón de Moiré; también se ha reportado la existencia de su-
perconductividad en bicapas rotadas de dicalcogenuros de metales de transición [50].

Existen diversas aproximaciones para estudiar la estructura electrónica en los
materiales. Una aproximación simple pero poderosa es el modelo de amarre fuerte.
Este modelo considera la simetŕıa de la red y el tunelamiento electrónico de un sitio
de la red a otro [51]. El modelo de amarre fuerte ha permitido explicar el compor-
tamiento electrónico del grafeno y otros materiales [52]. En lenguaje de segunda
cuantización, el Hamiltoniano de amarre fuerte tiene la forma:

Ĥ =
∑
ij

tij ĉ
†
i ĉj, (1.2)

cada término de esta suma consiste en un proceso en el cual, ĉj aniquila una part́ıcu-

la en el sitio j y es creada mediante ĉ†i en el sitio i con enerǵıa tij [53]; i, j son los
ı́ndices de los sitios atómicos y la suma se realiza sobre los vecinos más cercanos.
Aśı, conociendo la forma de la red, es posible obtener la relación de dispersión de
los electrones.

El estudio de los materiales superconductores ha impulsado la investigación del
fenómeno de correlación electrónica en sólidos [28]. Aśı, el estudio de correlación
electrónica es relevante para explicar una variedad de propiedades en los materiales
como la superconductividad en cerámicos, la conductividad en poĺımeros, por men-
cionar algunos casos [28].

El modelo de Hubbard nos permite estudiar la correlación electrónica incluyendo
los efectos de todo tipo de interacciones electrónicas mediante diversos parámetros
[54]. Su importancia en la f́ısica del estado sólido se debe a que captura la f́ısica
esencial de la competición entre la enerǵıa cinética y la potencial. La primera enerǵıa
deslocaliza los electrones y la segunda las localiza [54, 53]. A pesar de la simplicidad
del modelo, no es fácil de resolver [55, 56]. El modelo de Hubbard está basado en el
modelo de amarre fuerte (que modela la enerǵıa cinética) mas un potencial energético
de dos cuerpos (modela la correlación electrónica). La forma del Hamiltoniano de
Hubbard es

Ĥ =
∑
ij

(−tij) ĉ†i,σ ĉj,σ + U
∑
i

n̂i,↑n̂i,↓, (1.3)

ĉ†i (ĉj) es el operador de creación (aniquilación) y n̂i,σ = ĉ†i,σ ĉj,σ es el operador de
número [53]. El Hamiltoniano de Hubbard no sólo ha sido utilizado para el estudio
de correlación electrónica en materiales. Winkler y colaboradores utilizaron el mo-
delo de Hubbard para explicar los resultados obtenidos al liberar átomos de Rubidio
en una red óptica [57]. Las predicciones hechas mediante el modelo de Hubbard se
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cumplieron en sus resultados experimentales.

1.2. Planteamiento del problema

El cálculo de la relación de dispersión nos permite conocer la estructura de las
bandas electrónicas en los materiales. Para el caso periódico se aprovecha la simetŕıa
del sistema para simplificar los cálculos. Al introducir la correlación electrónica, au-
menta el número de parámetros de los cuales depende el sistema, ya que ahora el
objetivo es resolver un problema de dos cuerpos. Para el caso de los sistemas cuasi-
periódicos esto se complica, debido a la ausencia de periodicidad. Aśı, el problema
a resolver consiste en encontrar una manera de calcular la enerǵıa de correlación
electrónica en dos sistemas cuasiperiódicos acoplados. El sistema cuasiperiódico a
estudiar es la cadena de Fibonacci.

1.3. Hipótesis

El espectro debido a la correlación electrónica en dos cadenas de Fibonacci aco-
pladas y su respectiva función de onda será autosimilar debido a las propiedades de
cuasiperiodicidad en las cadenas. La función de correlación conservará la simetŕıa
del sistema.

1.4. Objetivos

Modelar un sistema cuasiperiódico compuesto por dos cadenas de Fibonacci
en una dimensión, paralelas y separadas por un parámetro de red fijo, a partir
del Hamiltoniano de amarre fuerte.

Modelar un sistema cuasiperiódico compuesto por dos cadenas de Fibonacci
en una dimensión, paralelas y separadas por un parámetro de red fijo a partir
del Hamiltoniano de Hubbard.

Comparar los resultados obtenidos con un sistema periódico análogo bajo los
mismo modelos, amarre fuerte y Hubbard.

Obtener expresiones anaĺıticas para las enerǵıas de correlación electrónica en
los sistemas periódicos.

En esta tesis nos centraremos en explicar la estructura electrónica de dos cadenas
de Fibonacci acopladas. Debido a lo anterior, desarrollamos primero el caso ĺımite
de dos cadenas periódicas acopladas. El estudio de sólidos de baja dimensión se ha
estudiado históricamente por su simplicidad matemática [58]. El hecho de que estén
acopladas, nos permite un primer estudio de materiales heteroestructurados en sis-
temas cuasiperiódicos.

El caṕıtulo 2 se inicia haciendo una breve descripción de los sistemas cuasipe-
riódicos, lo necesario para entender su naturaleza y obtener las herramientas me-
todológicas necesarias para su modelado. Continúa una descripción del modelo de
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amarre fuerte, que será la base escencial para los temas siguientes. Seguimos con
el modelo de Hubbard, que se puede ver como un Hamiltoniano de amarre fuerte
en donde se introduce la correlación electrónica. Finalizamos el caṕıtulo describien-
do el espacio de estados, en donde se pueden representar los distintos estados que
presentan dos electrones en una misma red. En el caṕıtulo 3, utilizamos la teoŕıa
desarrollada en el marco teórico a nuestro caso de estudio, que son dos cadenas aco-
pladas, en el ĺımite periódico y cuasiperiódico. Empezamos por el caso sencillo, en
donde describimos la estructura electrónica de las cadenas sin correlación electróni-
ca para cada uno de los ĺımites mencionados. Teniendo los resultados anteriores,
podemos continuar describiendo la correlación electrónica en los sistemas descritos.
En el caṕıtulo 4, conclúımos las ideas descritas en los caṕıtulos 2 y 3.
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Caṕıtulo 2

Metodoloǵıa

2.1. Breve introducción a los sistemas cuasipe-

riódicos

Los sistemas cuasiperiódicos o cuasicristales son sistemas ordenados pero que no
tienen una periodicidad definida [11]. Su descripción matemática puede hacerse si-
milar a la de los cristales convencionales, considerando un conjunto de vectores base,
y una red [59], sin embargo, hay que hacer ciertas consideraciones. Los cuasicristales
tienen propiedades que los distinguen de los cristales convencionales [7], estas son:

Orden rotacional: Los ángulos de enlace entre átomos vecinos o clusters tienen
correlaciones de largo alcance y están orientados (en promedio) a lo largo de
una estrella de ejes que define el orden rotacional. La estrella de ejes es un
conjunto de vectores que define la simetŕıa rotacional del cuasicristal [7].

Separación mı́nima entre sitios atómicos: Existen distancias r, R > 0 tal que
la separación l entre cualesquiera dos primeros vecinos satisface r < l < R [7].

Orden traslacional cuasiperiódico: La función de densidad de un cuasicristal es
cuasiperiódica. Una función es cuasiperiódica si puede ser expresada como una
suma de funciones periódicas en donde el cociente entre las dos es irracional.
Un ejemplo de una función cuasiperiódica es [7]:

f(x) = cos(x) + cos(πx). (2.1)

La cuasiperiodicidad es caracterizada por conjuntos especiales de números irracio-
nales. El conjunto de números irracionales está restringido por la simetŕıa rotacional
siempre y cuando esa simetŕıa sea no cristalográfica. De lo anterior, es útil describir
un cuasicristal a partir de su orden rotacional y cuasiperiodicidad [7]. Las defini-
ciones previas nos ayudan a construir una multitud de sistemas cuasiperiódicos,
tomando en cuenta la función cuasiperiódica y la simetŕıa rotacional. El método
dual generalizado (Generalized Dual Method - GDM ) toma en cuenta estos paráme-
tros y permite construir sistemas cuasiperiódicos [60].

A partir de lo anterior, consideremos un cuasicristal que tiene simetŕıa unitaria
cuya función cuasiperiódica es [7]:

xN = N + A+
1

τ

⌊
N

τ
+B

⌋
. (2.2)
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xN es la posición del N -ésimo punto de la función cuasiperiódica, τ = 1+
√
5

2
es la

razón dorada, A,B ∈ R son dos números arbitrarios, y ⌊⌋ representa la función
piso. El término N corresponde a un espaciamiento periódico de longitud unitaria.
De lo anterior, vemos que xN es una función cuasiperiódica ya que el cociente de sus
términos es irracional.

El espaciamiento de cualesquiera dos puntos consecutivos (xN − xN−1) será L o
S, donde L/S = 1 + 1/τ , y la secuencia en la que aparecen las distancias L y S es
la secuencia de Fibonacci [7]. Esta secuencia se puede formar mediante el algoritmo
que genera los números de Fibonacci [61], es decir:

F (n) = F (n− 1)⊕ F (n− 2). (2.3)

pero en vez de generar números, obtenemos distancias, en donde el śımbolo ⊕ sig-
nifica concatenación. Si definimos F (0) = S y F (1) = L podemos ver cómo esta
cadena de distancias crece

F (2) = F (1)⊕ F (0) = LS,

F (3) = F (2)⊕ F (1) = LSL,

F (4) = F (3)⊕ F (2) = LSLLS,

F (5) = F (4)⊕ F (3) = LSLLSLSL,

F (6) = F (5)⊕ F (4) = LSLLSLSLLSLLS,

...

Sea NL(n) el número de veces que aparece la distancia L y NS(n) el número de
veces que aparece la distancia S, el número total de distancias en cierta sucesión de
Fibonacci de generación n será:

N(n) = NL(n) +NS(n). (2.4)

Se puede definir NL(n) = N(n− 1) y NS(n) = N(n− 2), por lo que NL(n) y NS(n)
representan la sucesión numérica de Fibonacci [61]. A partir de lo anterior, se cumple
el siguiente cociente

ĺım
n→∞

NL(n)

NS(n)
= τ. (2.5)

2.2. Modelo de amarre fuerte

El modelo de amarre fuerte es una herramienta que nos permite estudiar la es-
tructura de bandas de un material desde un punto de vista cualitativo y cuantitativo.
Un ejemplo que ilustra la utilidad y sencillez de este modelo es la molécula diatómica
de hidrógeno. Resolviendo la ecuación de Schrödinger para la molécula mediante el
modelo de amarre fuerte, se obtiene la enerǵıa de enlace de esta, que es menor a la
enerǵıa que tiene el átomo libre. Este mismo ejercicio se puede aplicar para distintas
moléculas diatómicas, obteniendo resultados fiables. La parte clave del modelo de
amarre fuerte consiste en construir un eigenestado que es combinación lineal de los
orbitales atómicos de los átomos que conforman a la molécula. También se considera
la aproximación de Born-Oppenheimer, en donde la posición de los núcleos es fija
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respecto a la posición de los electrones.

Para moléculas de mayor tamaño y materiales en el ĺımite termodinámico se uti-
lizan las ideas presentadas en la molécula diatómica de hidrógeno, pero con algunos
cambios. Por lo anterior, presentaremos a continuación el modelo de amarre fuerte
a una cadena periódica infinita.

2.2.1. Cadena periódica infinita

Consideramos una cadena periódica de átomos, que es el equivalente a considerar
una cadena periódica de orbitales, con la particularidad de que modelaremos un
sólido en una dimensión. Para lo anterior, decimos que hay un orbital en un átomo
n que llamaremos |n⟩. Para resolver el caso macroscópico, consideramos que tenemos
condiciones de frontera periódicas (o condiciones de frontera de Born-von Karman).
Asumimos que los orbitales no se traslapan, por lo que son ortonormales uno respecto
a otro, simbólicamente esto se representa como ⟨n|m⟩ = δn,m. Ahora consideramos
un eigenvector de la forma

|Ψ⟩ =
∑
n

ϕn |n⟩ . (2.6)

Introducimos este eigenvector a la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo
H |Ψ⟩ = E |Ψ⟩, utilizamos también el operador identidad

∑
m |m⟩ ⟨m| entre |Ψ⟩ y

H, por lo que obtenemos:∑
n,m

H |m⟩ϕn ⟨m|n⟩ = E
∑
n

ϕn |n⟩ , (2.7)∑
m

H |m⟩ϕm = E
∑
n

ϕn |n⟩ . (2.8)

Proyectando la ecuación anterior sobre un estado |n⟩ se tiene∑
m

⟨n|H |m⟩ϕm = E
∑
n

ϕn ⟨n|n⟩ . (2.9)

De la expresión anterior, tenemos los elementos de la matriz hamiltoniana ⟨n|H |m⟩ =
Hmn. Hasta ahora obtuvimos la ecuación de Schrödinger efectiva∑

m

Hmnϕm = Eϕn, (2.10)

considerando interacción sólo a primeros vecinos Hmn puede tener los siguientes
valores

Hmn =

{
α, si m = n,

t, si m = n± 1.

α representa la enerǵıa de sitio, que es la enerǵıa que tiene el átomo individualmente.
t se conoce como el parámetro de salto [62] y tiene como unidad el electron-Volt.
También se puede encontrar en la literatura como elemento de matriz de transferen-
cia que permite al electrón saltar de un sitio dado a su vecino [63]. Para el caso de
una cadena periódica, se propone una solución de la forma

ϕn =
e−ikna

√
N

, (2.11)
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donde el denominador funciona como una constante de normalización indicando el
número de sitios en el sistema. a es el parámetro de red de la cadena, k es el vector
de onda. Introduciendo (2.11) en (2.10) nos da∑

m

Hmnϕm = α
e−ikna

√
N

+ t

(
e−ik(n+1)a

√
N

+
e−ik(n−1)a

√
N

)
= E

e−ikna

√
N

= Eϕn, (2.12)

por lo que obtenemos la relación de dispersión o espectro del sistema

E = α + 2t cos(ka) (2.13)

2.3. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard se puede ver como un modelo que introduce correlación
electrónica en un modelo de amarre fuerte para un arreglo atómico. El modelo de
Hubbard tiene la particularidad de que se escribe en lenguaje de segunda cuantiza-
ción.

El modelo de Hubbard contiene la información sobre la competencia de la enerǵıa
cinética (favoreciendo a los electrones a deslocalizarse) y la enerǵıa potencial (favo-
reciendo a los electrones a localizarse). El modelo de Hubbard está basado en un
Hamiltoniano de amarre fuerte (que modela la enerǵıa cinética) más un término de
enerǵıa de dos cuerpos (que modela la interacción electrón-electrón). Tomando en
cuenta que los electrones tienen esṕın σ que puede apuntar hacia arriba |↑⟩ o esṕın
hacia abajo |↓⟩, por lo tanto tenemos:

H =
∑
ijσ

tij ĉ
†
iσ ĉjσ +

1

2

∑
ijklσσ′

ĉ†iσ ĉ
†
jσ′Vijklĉkσ′ ĉlσ. (2.14)

La interacción entre los electrones es de tipo Columbiano, por lo que los electrones de
esṕın opuestos interectuarán tanto como los que tienen esṕın igual. Sin embargo, en
el modelo de Hubbard se considera sólo la interacción entre dos electrones que estén
en el mismo sitio. Estos electrones interactúan mediante una constante de enerǵıa
potencial U = Viiii, sin embargo, el principio de exclusión de Pauli nos garantiza
que dos electrones que estén en el mismo sitio tendrán esṕın opuesto, por lo tanto,
el Hamiltoniano de Hubbard toma la forma

H =
∑
ijσ

tij ĉ
†
iσ ĉjσ + U

∑
i

n̂i↑n̂i↓. (2.15)

2.4. Espacio de estados

El espacio de estados es un conjunto de elementos donde están contenidos todos
los estados posibles de un sistema dado. El modelo de amarre fuerte considera un
espacio de estados de una sola part́ıcula; resolviendo el Hamiltoniano de amarre
fuerte podemos conocer la dinámica de la part́ıcula. El caso resuelto en la cadena
periódica infinita nos permite generalizar este resultado a mas de una dimensión y
considerar distintos grados de libertad.
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Para el caso de una part́ıcula en una red cúbica simple (SC), el espacio de estados
es ESC , que se puede ver como el producto tensorial de tres espacios de estados, cada
uno en las direcciónes de un sistema coordenado [64], es decir:

ESC = Ex ⊗ Ey ⊗ Ez. (2.16)

Usando el producto tensorial, podemos obtener más información de la red SC a
partir de la cadena lineal. La función de onda de la red SC con parámetro de red a
tendrá la forma:

|ΨSC⟩ = |Ψx⟩ ⊗ |Ψy⟩ ⊗ |Ψz⟩ =
∑
m,n,l

ei(kxm+kyn+kzl)a |m,n, l⟩ (2.17)

Podemos omitir el śımbolo de producto tensorial y escribir el producto de funciones
de onda siguiendo la notación |i⟩ ⊗ |j⟩ = |i, j⟩. La relación de dispersión se obtiene
resolviendo la ecuación de Schrödinger:

H |ΨSC⟩ = H |Ψx,Ψy,Ψz⟩ = ESC |Ψx,Ψy,Ψz⟩ , (2.18)

= (Ex + Ey + Ex) |Ψx,Ψy,Ψz⟩ , (2.19)

= (α + 2t [cos(kxa) + cos(kya) + cos(kza)]) |Ψx,Ψy,Ψz⟩ (2.20)

Usando el producto tensorial del espacio de estados, podemos aprovechar la simetŕıa
del sistema para obtener relaciones de dispersión de manera simple. Este formalismo
se puede aprovechar para el estudio de múltiples part́ıculas que interactúan, como
el Hamiltoniano de Hubbard.

2.5. Densidad de estados

La densidad de estados (Density Of States - DOS ) describe la cantidad de estados
presentes en un intervalo de enerǵıa. La DOS nos permite estudiar la estructura
electrónica de un sistema dado conociendo los eigenvalores Ek del sistema. La DOS
se representa mediante:

D(E) =
∑
Ek

δ(E − Ek), (2.21)

donde δ(E −Ek) es la función delta de Dirac centrada en Ek. Mediante la ecuación
(2.21) podemos visualizar la densidad de estados a partir de un espectro dado. En la
Figura 2.1 se muestra la densidad de estados de una cadena periódica infinita y una
red cuadrada. En la Figura 2.2 se observa la densidad de estados para una cadena
de Fibonacci.
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Figura 2.1: Densidad de estados de una cadena lineal (azul) y una red cuadrada
(negro).

Figura 2.2: Densidad de estados de una cadena de Fibonacci en 1D, con tL = 1,3tS.
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Caṕıtulo 3

Resultados y discusión

3.1. Cadenas acopladas sin correlación

3.1.1. Ĺımite periódico

Empecemos por calcular la relación de dispersión de un electrón en una cadena
periódica acoplada, ilustrada en la Figura 3.1. La función de onda de este sistema será
el producto tensorial de la función de onda de la molécula diatómica de Hidrógeno
y la cadena periódica infinita, por lo tanto:

|Ψ⟩ = |ΨH2⟩ ⊗ |Ψk⟩ , (3.1)

= (c1 |1⟩+ c2 |2⟩)⊗
∞∑

m=−∞

eikma |m⟩ , (3.2)

=
∞∑

m=−∞

eikma (c1 |m, 1⟩+ c2 |m, 2⟩) , (3.3)

m es la base de la cadena periódica |Ψk⟩, 1, 2 es la base de la molécula diatómica de
Hidrógeno |ΨH2⟩, k es el vector de onda y cn son los pesos de la función de onda de
la molécula de Hidrógeno, que cumple |c1|2 + |c2|2 = 1.

2
t

t′

m− 1

t

t′

m

t′

m + 1
1

Figura 3.1: Dos cadenas periódicas acopladas con parámetro de tunelamiento t y t′.
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Introducimos el eigenvector anterior en la ecuación de Schrödinger obteniendo:

∞∑
m=−∞

eikma (c1H |m, 1⟩+ c2H |m, 2⟩) =

E

∞∑
m=−∞

eikma (c1 |m, 1⟩+ c2 |m, 2⟩)
(3.4)

Proyectando (3.4) sobre |0, 1⟩ se tiene

∞∑
m=−∞

eikma
(
c
(1)
1 ⟨0, 1|H |m, 1⟩+ c

(1)
2 ⟨0, 1|H |m, 2⟩

)
=

E

∞∑
m=−∞

eikma
(
c
(1)
1 ⟨0, 1|m, 1⟩+ c

(1)
2 ⟨0, 1|m, 2⟩

)
.

(3.5)

de lo anterior obtenemos la primer ecuación

(α + e−ikat+ eikat)c
(1)
1 + t′c

(1)
2 = E

(1)
k c

(1)
1 . (3.6)

Proyectando ahora la ecuación (3.4) sobre |0, 2⟩ se obtiene:

t′c
(2)
1 + (α + e−ikat+ eikat)c

(2)
2 = E

(2)
k c

(2)
2 , (3.7)

de las dos ecuaciones anteriores obtenemos el siguiente determinante:∣∣∣∣ α + 2t cos(ka)− E t′

t′ α + 2t cos(ka)− E

∣∣∣∣ = 0 (3.8)

En donde obtenemos la ecuación (α + 2t cos(ka) − E)2 − t′2 = 0, finalmente las
soluciones son del tipo:

Eb = α + 2t cos(ka)− |t′|, Ea = α + 2t cos(ka) + |t′|. (3.9)

3.1.2. Ĺımite cuasiperiódico

En el ĺımite cuasiperiódico, los parámetros de tunelamiento se sustituyen por
tL y tS siguiendo una secuencia de Fibonacci. En forma matricial, el Hamiltoniano
tiene la forma:

HFib =



α tL 0 0 . . . tL
tL α tS 0 . . . 0
0 tS α tL . . . 0
0 0 tL α . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
tL 0 0 0 . . . α


(3.10)

La matŕız (3.10) se resuelve numéricamente dándonos el espectro de la una cadena
de Fibonacci en aproximante periódico, en donde los términos tL en las posiciones
(1, n) y (n, 1) son las condiciones a la frontera, el caso de una dimensión se ilustra
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Figura 3.2: Densidad de estados de dos cadenas periódicas, en el caso cuando t′ = t.

en la Figura 2.2. Utilizando el resultado de la ecuación (3.9), obtenemos la densidad
de estados coloreada en azul en la Figura 3.3.

Podemos hacer una aproximación para el resultado cuasiperiódico pero sin obte-
ner las brechas distintivas de la cadena de Fibonacci; esta aproximación nos permite
calcular los bordes de la banda de una cadena cuasiperiódica infinita, pero mediante
un único parámetro de salto. Introduciendo un parámetro f podemos relacionar los
valores de los parámetros de tunelamiento de Fibonacci, aśı tL = ftS. Si f = 1, se
tiene un sistema periódico. A partir de lo anterior, podemos hacer una aproxima-
ción para obtener un parámetro de salto efectivo que considere la cuasiperiodicidad
de la red [65]. Iniciamos con el Hamiltoniano de amarre fuerte para una cadena
cuasiperiódica, que se puede expresar mediante:

H =
∑
i,j

ti,j |i⟩ ⟨j| . (3.11)

Considerando a t̄ como un parámetro de hopping promedio, podemos escribir:

t̄ = ⟨Ψ|H |Ψ⟩ = 1

N

∑
i,j

ti,j =
1

N
(NL(n)tL +NS(n)tS) (3.12)

donde |Ψ⟩ = 1√
N

∑
n |n⟩. Cuando n → ∞, usamos el hecho de que N = NL + NS,
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Figura 3.3: Densidad de estados de dos cadenas cuasiperiódicas acopladas; para el
caso cuando t′ = tS y f = 1,3 (negro) y para el caso cuando la solución es exacta
(azul).

obteniedo aśı:

t̄ =
1

N
(NLftS +NStS) =

tS
N
(NLf +NS), (3.13)

=
tS

N(n)
(N(n− 1)f +N(n− 2)), (3.14)

= tS
N(n− 1)f +N(n− 2)

N(n− 1) +N(n− 2)
, (3.15)

= tS

N(n−1)
N(n−2)

f + 1

N(n−1)
N(n−2)

+ 1
= tS

τf + 1

τ + 1
. (3.16)

La ecuación (3.16) nos permite obtener un parámetro efectivo t̄ que podemos insertar
en alguna cadena periódica y aśı calcular los bordes de la banda. Recordando el
resultado anaĺıtico obtenido, el espectro de dos cadenas cuasiperiódicas acopladas
es similar, recordando la ecuación (3.9), la relación de dispersión para dos cadenas
periódicas acopladas con t̄ será:

E = α + 2tT cos(ka)± |t′|. (3.17)

En la Figura 3.3, se muestra la densidad de estados para dos cadenas cuasiperiódicas
acopladas, cuya solución es exacta, comparada con la relación de dispersión para una
cadena periódica utilizando el parámetro t̄, descrito en la ecuación (3.16).
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3.2. Correlación electrónica en cadenas acopladas

3.2.1. Sistema periódico

Para el estudio de dos cuerpos, resolveremos primero el problema de dos elec-
trones sin interacción, es decir, con U = 0; durante los cálculos siguientes conside-
raremos que α = 0, ya que esto simplemente funciona como un centro de gravedad.
Procedemos a encontrar los estados que pueden ocupar los dos electrones en dos
cadenas lineales acopladas, por lo que en este caso, multiplicaremos la función de
onda dada por la ecuación (3.3) por śı misma, esto es:

|Ψ↑⟩ ⊗ |Ψ↓⟩ =
∞∑

m=−∞

eikma (c1 |m, 1⟩+ c2 |m, 2⟩)

⊗
∞∑

m′=−∞

eik
′m′a (c1′ |m′, 1⟩+ c2′ |m′, 2⟩) .

Si contraemos la suma de los términos de acoplamiento entre las cadenas, se obtiene

|Ψ↑⟩ ⊗ |Ψ↓⟩ =
∑
m,m′

∑
n,n′

eikmaeik
′m′acncn′ |m,m′, n, n′⟩ , (3.18)

en donde |Ψ↑⟩ (|Ψ↓⟩) es la función de onda del electrón con esṕın σ hacia arriba
(abajo), los coeficientes no primados (primados) en (3.18) son los pertenecientes a
la función de onda del electrón con esṕın ↑ (↓). Lo primero que notamos de este
sistema, es que las bases |n, n′⟩ forman un anillo de 4 sitios, por lo que podemos
hacer un cambio de base y nuestro eigenestado queda de la forma

|Ψ↑⟩ ⊗ |Ψ↓⟩ = |Ψ↑,Ψ↓⟩ =
∑
m,m′

∑
j

eikmaeik
′m′aeijθ |m,m′, j⟩ , (3.19)

donde θ = 2πl
4
, con l = 0, 1, 2, 3. En el paso anterior, también hicimos un cambio

de notación, en donde el producto tensorial de las funciones de onda de los dos
electrones las expresamos como |Ψ↑,Ψ↓⟩. Introduciendo el eigenestado anterior en
la ecuación de Schrödinger se tiene:

H |Ψ↑,Ψ↓⟩ =
∑
m,m′

∑
j

eikmaeik
′m′aeijθH |m,m′, j⟩ , (3.20)

proyectamos sobre |0, 0, p⟩,

⟨0, 0, p|H |Ψ↑,Ψ↓⟩ = te−ika + teika + te−ik′a + teik
′a + t′e−iθ + t′eiθ,

= t
[
(e−ika + eika) + (e−ik′a + eik

′a)
]
+ t′(e−iθ + e−iθ),

por lo que la relación de dispersión queda:

2t(cos(ka) + cos(k′a)) + 2t′ cos(θ) = E(k, k′, θ). (3.21)

Hasta ahora hemos calculado la enerǵıa cinética de los electrones no aparea-
dos (U = 0), de esta manera podemos conocer la simetŕıa de la red de estados.
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Sin embargo, bajo esta representación, es dif́ıcil resolver el problema de correlación
electrónica, por lo que prodeceremos a disminuir la dimensionalidad del sistema me-
diante una proyección a un espacio de menor dimensión aprovechando la simetŕıa
traslacional de la red [55, 56].

3.2.2. Método de proyección

El método de proyección consiste en proyectar un espacio de dos dimensiones a
un espacio de una dimensión. En este nuevo espacio, se tiene un parámetro de salto
efectivo β. Los parámetros de salto t′ de acoplamiento entre las cadenas no partici-
parán, ya que el espacio de estados del acoplamiento se puede ver como un anillo de
4 miembros. La proyección se puede hacer considerando un vector de posición en el
espacio real |i, j⟩; aplicando el operador Hamiltoniano a este vector tenemos

H |i, j⟩ = Uδij |i, j⟩+ t (|i± 1, j⟩+ |i, j ± 1⟩) . (3.22)

Consideremos un cambio de base que aproveche la simetŕıa traslacional de la red.
Podemos visualizar la red del espacio de estados como un conjunto de diagonales
paralelas

|k; l⟩ = c0

N∑
p=1

eik(p+
l
2
) |p+ l, p⟩ , (3.23)

donde N nos indica el número de sitios a lo largo de la diagonal, l nos indica en
qué diagonal de la red nos encontramos, k es el momento y c0 es una constante de
normalización que se obtiene mediante:

1 = ⟨k; l|k; l⟩ = c20
∑
q,p

e−ik(q−p) ⟨q + l, q|p+ l, p⟩ = c20N. (3.24)

Diagonalizamos obteniendo los elementos de la matriz Hamiltoniana con ⟨k; l|H |k;m⟩.
Resolvamos por casos:

Si l = m:

⟨k;m|H |k;m⟩ = c20
∑
q,p

e−ik(q−p) ⟨q +m, q|H |p+m, p⟩ ,

= c20
∑
q,p

e−ik(q−p) ⟨q +m, q|

((α + Uδp+m,p) |p+m, p⟩+ t [|p+m± 1, p⟩+ |p+m, p± 1⟩]) ,

el único término que permanece es α + Uδq+m,q, por lo que tenemos:

⟨k;m|H |k;m⟩ = c20
∑
q

Uδq+m,q = c20NUδm,0 = Uδm,0. (3.25)

La relación anterior nos dice que cada una de las diagonales tiene una enerǵıa
de sitio α = 0 y la única diagonal que nos indica correlación es cuando m = 0,
la cual tendrá enerǵıa de sitio U .
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Figura 3.4: Representación del espacio de estados.

Si l = m+ 1:

⟨k;m+ 1|H |k;m⟩ = c20
∑
q,p

e−ik(q+m+1
2

−p−m
2
) ⟨q +m+ 1, q|H |p+m, p⟩ ,

= c20
∑
q,p

e−ik(q−p+ 1
2
) ⟨q +m+ 1, q|H |p+m, p⟩ ,

= c20e
−i k

2

∑
q,p

e−ik(q−p) ⟨q +m+ 1, q|

((α + Uδp+m,p) |p+m, p⟩+ t |p+m± 1, p⟩+ t |p+m, p± 1⟩) ,

= c20e
−i k

2

∑
q,p

e−ik(q−p) (tδq,p + tδq+1,p) ,

= e−i k
2 t(1 + e−ik(q−q−1)) = t(e−i k

2 + ei
k
2 ),

= 2t cos
k

2
= β.

β es el parámetro de salto proyectado. Del procedimiento anterior, obtuvimos un
sistema de menor dimensión que consiste en una recta con una impureza. En caso
de que no exista correlación en el sistema U = 0. La Figura 3.4 que tiene forma de
ortoedro, es una representación del espacio de estados de las dos cadenas acopladas
después de haber hecho la proyección. Las dos esferas rojas representan los sitios
con correlación, t′ es el parámetro de salto que acopla las dos cadenas.

3.2.3. Solución de impurezas

La relación de dispersión del nuevo sistema ortoédrico se puede obtener aprove-
chando la simetŕıa del sistema. Esta consiste de una función de onda de un anillo de
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4 miembros (4R) y la función de onda de una cadena en una dimensión. Tomando
esto en cuenta, los elementos matriciales ⟨n, p|H |m, j⟩ donde m es la base de la
cadena lineal y j ∈ [1, 4] la base del anillo de cuatro sitios . De manera general:

⟨n, p|H |m, j⟩ = [Uδn,0(δ1,j + δ3,j)δn,m + β(δn+1,m + δn−1,m)] δp,j + t′(δp+1,j + δp−1,j).
(3.26)

Para un anillo de 4 miembros, este Hamiltoniano tiene la forma:

H =


α1 t′ 0 t′

t′ α2 t′ 0
0 t′ α1 t′

t′ 0 t′ α2

 , (3.27)

α1 es la enerǵıa de sitio con correlación electrónica U . Los eigenvalores de la matŕız
(3.27) son:

E1 = α1, (3.28)

E2 = α2, (3.29)

E3,4 =
1

2

[
(α1 + α2)±

√
(α1 − α2)2 + 16t′2

]
. (3.30)

E3,4 surge de resolver la ecuación de segundo orden (α1 − E) (α2 − E) − 4t′2 = 0.
Procedemos a resolver el Hamiltoniano en los sitios 1 y 3. Este Hamiltoniano tiene
la forma

Hn,m = Uδn,0δn,m + β(δn+1,m + δn−1,m). (3.31)

Notemos que cuando no hay correlación, α1 = α2. El eigenvalor de α1 se obtiene
utilizando el ansatz ϕn = Ae−qa|n| [51]; podemos ver esta solución como una onda
evanescente que tiene su mayor amplitud en el sitio de la impureza, al alejarse de
ella, la onda disminuye exponencialmente su amplitud. Resolvamos primero el caso
en que U = 0, por lo tanto

Ee−qa|n| =
∑
m

Hn,me
−qa|n|, (3.32)

= β
(
e−qa|n+1| + e−qa|n−1|) , (3.33)

dividiendo entre e−qa|n| se obtiene una relación de dispersión en forma de funciones
hiperbólicas:

E = 2β cosh(qa). (3.34)

Continuamos ajustando esta onda evanescente a la impureza. Examinando la ecua-
ción de Schrödinger independiente del tiempo en la posición n = 0 se tiene:

E = U + β
(
e−qa + e−qa

)
, (3.35)

E − U = 2βe−qa, (3.36)

2β cosh(qa)− U = 2βe−qa, (3.37)

2β
(
cosh(qa)− e−qa

)
= U, (3.38)

−2β sinh(qa) = U. (3.39)
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Para U < 0, tenemos qa = sinh−1
(∣∣∣ U

−2β

∣∣∣). Insertamos este resultado en (3.34)

podemos obtener el eigenvalor debido a la presencia de la impureza, el cual es:

Eimp = 2β cosh

[
sinh−1

(∣∣∣∣ U2β
∣∣∣∣)] , (3.40)

= 2β

√(
U

2β

)2

+ 1. (3.41)

El resultado obtenido en (3.40), se puede también obtener mediante una función de
onda de la forma [66]:

ϕn = a0K
|n|, (3.42)

de lo anterior, resolviendo la ecuación de Schrödinger con el Hamiltoniano (3.31) se
obtienen las siguientes ecuaciones:

−E + U = 2βK, (3.43)

−E = β(
1

K
+K), (3.44)

de lo anterior, se obtiene que K tiene la forma:

K± =
U

2β
±

√(
U

2β

)2

+ 1. (3.45)

Introduciendo este resultado en (3.43) la enerǵıa queda como:

E = ±2β

√(
U

2β

)2

+ 1, (3.46)

estos resultados son iguales a los obtenidos mediante funciones de Green [28, 55]. A
partir de la ecuación (3.27), consideramos a α1 como el sitio que tiene correlación,
a α2 como el sitio sin correlación y se obtiene lo siguiente:

E1 = 2β

√(
U

2β

)2

+ 1, (3.47)

E2 = 0, (3.48)

E3 = β

√(
U

2β

)2

+ 1 + β

√(
U

2β

)2

+ 1 +

(
2t′

β

)2

, (3.49)

E4 = β

√(
U

2β

)2

+ 1− β

√(
U

2β

)2

+ 1 +

(
2t′

β

)2

. (3.50)

También podemos resolver (3.26) utilizando sólamente el método de potencias [66].
Proponemos una solución de la forma:

|Ψ⟩ = (a1 |1⟩+ a2 |2⟩+ a3 |3⟩+ a4 |4⟩)⊗ |ψ⟩ (3.51)

en donde |j⟩ son las posiciones del anillo de cuatro sitios y aj ∈ C con j = 1, 2, 3, 4.
|ψ⟩ es la función de onda de la cadena lineal que tendrá la forma:

|ψ⟩ =
∑
i

λ|i| |i⟩ , (3.52)

donde i ∈ Z es la etiqueta del sitio de la cadena lineal. Debido a la simetŕıa del
problema, las soluciones pueden separarse en simétrica y antisimétrica.
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0

Bψ

U

−Aψ
0

−Bψ
U

Aψ

Antisimétrico

0

Bψ

U

Aψ
0

Bψ
U

Aψ

Simétrico

Figura 3.5: Representación esquemática los dos tipos de soluciones.

3.2.3.1. Solución antisimétrica

En el caso de la solución antisimétrica tenemos que a1 = −a3 = A y a2 = −a4 =
B, como se muestra en la Figura 3.5. Para los sitios centrales, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones:

(−E + U − 2βλ)A+ (t′ − t′)B = 0, (3.53)

(t′ − t′)A+ (−E + 2βλ)B = 0. (3.54)

Desarrollando el determinante de las ecuaciones anteriores, se obtiene:

(−E + U − 2βλ)(−E − 2βλ) = 0 (3.55)

análogamente, para los sitios no centrales se tiene

(−E + β(λ+
1

λ
))A+ (t′ − t′)B = 0, (3.56)

(t′ − t′)A+ (−E + β(λ+
1

λ
))B = 0, (3.57)

cuyo determinante queda de la forma:

−E + β

(
λ+

1

λ

)
= 0. (3.58)

Vemos que las ecuaciones (3.58) y (3.55) son análogas a (3.43) y (3.44). Si sustitúımos
(3.58) en −E + U − 2βλ = 0, obtenemos que λ será expresado como:

λ1,2 = − U

2β
±

√(
U

2β

)2

+ 1 (3.59)

lo cual nos da una enerǵıa que se escribe como

E = ±2β

√(
U

2β

)2

+ 1. (3.60)

Aśı, recuperamos la solución de una cadena con una impureza en el centro. Siguiendo
el mismo camino con −E − 2βλ = 0, obtenemos que E = 2β, que concuerda con
la enerǵıa de una cadena lineal periódica sin impureza. Es decir, obtuvimos las
soluciones de los sistemas desacoplados.
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β β β β

β β β β

2t′ 2t′ 2t′ 2t′ 2t′

Figura 3.6: Estructura equivalente para encontrar la solución simétrica.

3.2.3.2. Solución simétrica

Ahora consideramos que a1 = a3 = A y a2 = a4 = B, como se muestra en la
Figura 3.5.En este caso podemos pensar que la cadena A |ψ⟩ está conectada dos
veces a la cadena B |ψ⟩ dos veces, debido a que las dos cadenas opuestas son iguales,
esto se puede ver más claramente en la Figura 3.6.

Para los sitios centrales tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(−E + U + 2βλ)A+ 2t′B = 0, (3.61)

2t′A+ (−E + 2βλ)B = 0. (3.62)

cuyo determinante queda de la forma:

(−E + U + 2βλ)(−E + 2βλ)− 4t′ = 0. (3.63)

Para los sitios no centrales tenemos:

(−E + β(λ+
1

λ
))A+ 2t′B = 0, (3.64)

2t′A+ (−E + β(λ+
1

λ
))B = 0, (3.65)

y su determinante queda de la forma:

(−E + β(λ+
1

λ
)− 2t′)(−E + β(λ+

1

λ
) + 2t′) = 0 (3.66)

Primero obtenemos el valor de λ a partir de (3.63). Es una ecuación de segundo
grado respecto a λ, por lo que las ráıces tendrán la forma:

λ1,2 = −2(−E) + U

4β
∓

√(
U

4β

)2

+

(
t′

β

)2

(3.67)

considerando que b = −U
4β

y a =

√(
U
4β

)2

+
(

t′

β

)2

, se puede trabajar con una expre-

sión más fácil de manipular que tiene la forma:

λ1,2 =
E

2β
+ b∓ a. (3.68)

24 Caṕıtulo 3



Estructura electrónica en sistemas cuasiperiódicos

Sustituyendo esta solución en (3.66), se obtiene la siguiente expresión:

E1 = 2
(
t′ ±

√
t′2 − 2at′β − 2bt′β + β2 + (aβ)2 − 2abβ2 + (bβ)2

)
(3.69)

E2 = 2
(
t′ ±

√
t′2 + 2at′β − 2bt′β + β2 + (aβ)2 + 2abβ2 + (bβ)2

)
(3.70)

Mediante los procedimientos algebraicos anteriores, obtuvimos la enerǵıa para
los electrones correlacionados por métodos anaĺıticos. Los eigenvalores obtenidos
por medio de estos métodos representan dispersión de electrones correlacionados en
dos cadenas periódicas acopladas. Estas soluciones son análogas a las obtenidas en
(3.9), excepto que aqúı se incluye la correlación electrónica.

3.2.4. Sistema cuasiperiódico

Podemos resolver el sistema cuasiperiódico de manera anaĺıtica utilizando nues-
tros resultados previos. Usando las ecuaciones (3.47−3.50), podemos obtener la re-
lación de dispersión para la correlación electrónica en un sistema cuasiperiódico. No
podemos hacer uso del método de mapeo, ya que no existe simetŕıa traslacional. Sin
embargo, utilizando la aproximación descrita por la ecuación 3.16 para t̄, obtenemos
que

β̄ = 2t̄ cos

(
k

2

)
(3.71)

en donde k ∈ [−π
a
, π
a
]. En la Figura 3.7 se muestra en rojo la densidad de estados

de electrones correlacionados en dos cadenas de Fibonacci acopladas con U = 7.
En negro está la enerǵıa cinética de dos electrones en un sistema de Fibonacci y la
densidad azul representa el resultado exacto.

Caṕıtulo 3 25



Estructura electrónica en sistemas cuasiperiódicos

Figura 3.7: Solución exacta de la densidad de estados de dos electrones correla-
cionados en dos cadenas de Fibonacci acopladas (azul), los parámetros usados son
tL = −1,3, tS = t = −1 y U = −7,0|t| . Solución anaĺıtica aproximada (3.16) para la
densidad de estados de dos electrones correlacionados en un sistema de dos cadenas
periódicas acopladas (negro), con el parámetro de acoplamiento t′ = tS = t.Densidad
de estado de dos electrones correlacionados en dos cadenas de Fibonacci acopladas
(rojo), densidad de estados de los dos electrones correlacionados en dos cadenas
acopladas de Fibonacci y periódica usando la aproximación descrita por la ecuación
(3.16) (azul y negro, respectivamente). Los parámetros de acoplamiento utilizados
son t′ = tS.
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Conclusiones

El estudio de correlación electrónica en sistemas cuasiperiódicos abre un pano-
rama de posibilidades en el estudio de la superconductividad en estos sistemas. En
esta tesis se obtuvo la expresión anaĺıtica para la enerǵıa de electrones correlaciona-
dos en dos cadenas de Fibonacci acopladas. Comparando con el sistema periódico,
vemos que el espectro de los electrones apareados es una relación de dispersión que
sigue la geometŕıa del sistema, en este caso, el de dos cadenas acopladas.

La aparición de superconductividad convencional en sistemas cuasiperiódicos se
puede deber a que la cuasiperiodicidad del sistema obliga a los electrones a correla-
cionarse a largo alcance, ya que la cuasiperiodicidad localiza a los electrones. Esto lo
podemos interpretar mediante la aparición de brechas energéticas en las densidades
de estados de la cadena de Fibonacci.

El acoplamiento de los sistemas permite a los electrones obtener nuevos grados
de libertad, afecta la dinámica de los electrones. El fenómeno de correlación en sis-
temas acoplados tiene un comportamiento similar al de los electrones libres en el
mismo. La disminución de tamaño de las dispersión del par correlacionado impli-
ca que hay menor tunelamiento entre un sitio a otro de la red para el par electrónico.

Los métodos expuestos en esta tesis están basados principalmente en geometŕıa y
utilizando diversas representaciones del sistema estudiado. Lo anterior nos permite
conocer el sistema con mayor detalle y resolver el problema de correlación electrónica
de manera exacta.
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[14] L. Bindi y col. ((Natural Quasicrystals)). En: Science 324 (2009), págs. 1306-1309.

[15] L. Bindi y col. ((Natural quasicrystal with decagonal symmetry)). En: Scientific
Reports 5.9111 (2015).

[16] L. Bindi y col. ((Evidence for the extraterrestrial origin of a natural qua-
sicrystal)). En: Proceedings of the National Academy of Sciences 109.5 (2012),
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[45] H. Hosono y K. Kuroki. ((Iron-based superconductors: Current status of ma-
terials and pairing mechanism)). En: Physica C 514 (2015), págs. 399-422.
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[56] E. Vallejo, O. Navarro y J. E. Espinosa. ((Two-particle correlations in the one-
dimensional Hubbard model: a ground-state analitycal solution)). En: Revista
Mexicana de F́ısica 49.3 (2003), págs. 207-211.
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