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Resumen

En la presente tesis se investigd la estabilidad lineal de dos capas de fluidos newtonianos
acoplados térmicamente mediante una pared gruesa perpendicular a la gravedad que posee
grosor y conductividad térmica finitas. Se permitio la deformacion de las superficies libres de
ambas capas de fluido y ademaés se supuso que las condiciones de temperatura y presion a la
que se encuentran las atmoésferas en contacto con las superficies libres son diferentes. Como
punto novedoso en éste tabajo se permitié tedricamente el deslizamiento del fluido que se en-
cuentra en contacto con la pared. Este deslizamiento se modelé haciendo uso de la condicion de
deslizamiento de Navier para fronteras del tipo sélido-liquido. Las ecuaciones gobernantes del
sistema asi como las condiciones de frontera se adimensionalizan utilizando la aproximacion de
lubricacion y las variables se expanden de forma asintética para poder obtener las ecuaciones
no lineales de evolucién de la perturbacion de la deformacion superficial. Las mismas ecuaciones
se linealizan y posteriormente se resuelven aplicando modos normales.

Se encuentra que la estabilidad del sistema puede describirse inicamente con las ecuaciones
correspondientes a un ntimero de Bond positivo, ademas de obtener una serie de inecuaciones
con las que se explica el comportamiento del sistema en funcién del nimero de Marangoni
escalado. El deslizamiento de las dos capas de liquido sobre la superficie puede promover o
amortiguar el crecimiento de la perturbacién segin los valores que tomen A, y d que son el
nimero de Marangoni escalado y el espesor relativo de las capas de liquido respectivamente.
También se encuentra que en algunos casos las curvas de razén de crecimiento invierten su
orden cuando cambia el valor del parametro de deslizamiento y dichas inversiones pueden darse
por separado o en conjunto en los modos estacionario y oscilatorio. Estas inversiones hacen que
para ciertos nimeros de onda se tenga una mayor razén de crecimiento de la perturbacién con
un mayor deslizamiento y que para otros valores del niimero de onda se tenga una mayor razén
de crecimiento con un deslizamiento menor.
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Nomenclatura

Tkqcor,2
Tkqco=Facoa
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A
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1
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Capitulo 1

Introduccion

En el estudio de sistemas dindmicos la estabilidad se refiere a la capacidad del sistema para
amortiguar las perturbaciones. Una perturbacién es una exitaciéon en las entradas del siste-
ma tal que las salidas del mismo presenten una variacién. En el enfoque clasico de la fisica
la estabilidad y la permanencia en el tiempo estan implicitas, pero no siempre se da el caso.
Entonces, si la solucion a un sistema fisico no varia significativamente al modificar ligeramente
las condiciones iniciales o algiin parametro, se dice que la soluciéon es estable. De otro modo se
dice que la solucién es inestable.

Las ecuaciones de conservacion de la mecénica de fluidos, para ciertos sistemas y ciertos
valores de los parametros, aceptan soluciones estacionarias que se presentan en forma de pa-
trones de flujo [1]. Mds en especifico, son de interés aquellos sistemas hidrodindmicos en los
que, ante cierta perturbacién, se obtienen flujos convectivos en forma de patrones celulares.
En Chandrasekhar [1] (1961) y Charru [2] (2011) pueden verse ejemplos tedricos desarrollados
de lo antes mencionado. A los patrones celulares se les conoce como celdas convectivas. Aho-
ra, la conveccién trata con fluidos en movimiento en los cuales hay variaciones espaciales de
temperatura o de concentracién quimica. Cuando el sistema se encuentra fuera del equilibrio
térmodindmico se dice que surge una inestabilidad térmica [3]. El primer caso estudiado de
forma tedrica fue la inestabilidad de Rayleigh-Bénard, que consiste en la formaciéon de rollos
convectivos debidos a las variaciones de la densidad con la temperatura. Cabe mencionar que
el estudio tedrico de dicha inestabilidad se hace considerando una capa de liquido confinada
entre dos placas sélidas. Asi, Lord Rayleigh seria quien dejarfa el antecedente tedrico sobre el
desarrollo de este tipo de inestabilidades.

Cuando una capa delgada de un liquido con superficie libre y en reposo es calentada desde
el sustrato en que reside, surge una inestabilidad en la forma de celdas convectivas. A dicho
fenomeno se le conoce como la inestabilidad termocapilar de Bénard-Marangoni, aunque tam-
bién se le conoce solamente como inestabilidad de Marangoni o termocapilar. Este fenomeno
fue descubierto por H. Bénard en 1900 [2] en sus experimentos, en los que observé la aparicién
de celdas hexagonales. Muchos anos después se encontré que el mecanismo que indujo esa con-
veccién no se debia a los efectos de flotacion como supuso Rayleigh, donde las celdas son rollos
convectivos. Més adelante, Pearson [4], demostré que, en ausencia de gravedad, la conveccién
de Bénard se debe a gradientes de tension superficial por la inhomogeneidad del campo de
temperatura en la superficie libre provocado por un gradiente de temperatura perpendicular a
la capa de liquido. La termocapilaridad es vinculada también con el nombre del Fisico italiano
nacido en el siglo diecinueve Carlo Marangoni, quien encontré que gradientes de tension su-
perficial inducidos por gradientes de concentracion superficiales en una solucién acuosa tienen



la posibilidad de crear desplazamiento del liquido por esfuerzos superficiales, lo que se conoce
como efecto Marangoni [5].

Hay diversas situaciones en las que se pueden presentar capas delgadas de liquido con super-
ficies libres sujetas a gradientes de temperatura. Desde las situaciones méas interesantes a nivel
practico, como en la industria, hasta en entornos cotidianos, como el hogar. Lo mencionado
anteriormente nos hace reflexionar sobre la importancia de su estudio y, por ende, del estudio
de su estabilidad estando sujetas a diversas condiciones de frontera. Ademas, se anade la vasta
lista de propiedades que pueda poseer el liquido y el sustrato en cuestion. Es de nuestro interés,
en particular, el estudio de la inestabilidad termocapilar en sistemas que poseen una pared
interactuando con capas de liquidos en los cuales se tienen una o hasta dos superficies libres.
En este tipo de sistemas se puede dar el fenémeno convectivo y poseen muchas aplicaciones de
interés cientifico e ingenieril, como puede ser el crecimiento de cristales en un experimento de
fundiciéon en microgravedad. Por ejemplo, en fundiciones con impurezas la convecciéon puede
promover la formacién de patrones regulares de impurezas, Haméldinen [6] (1968). Algunos
arreglos de las impurezas pueden mantenerse hasta que el fundido se enfria consiguiendo asf se-
gregar las impurezas y conservar el patrén convectivo independiente de la estructura cristalina.
Ademas, la conveccién termocapilar puede encontrarse en la ingenieria quimica de pinturas, en
procesos de recubrimiento e incluso como consecuencia de un proceso de condensacion en una
pared, por mencionar algunos casos.

Como se mencioné anteriormente, Pearson [4] (1958) fue el primero en estudiar formalmente
el fenémeno termocapilar. Cabe aclarar que para demostrar que el fenémeno convectivo puede
ser inducido por gradientes de tension superficial consideré plana la entrecara que forma la
superficie libre. Ademas de que no incluy? los efectos debidos a la gravedad. Pearson encontré
que la estabilidad del sistema propuesto se encuentra condicionada al gradiente de temperatura
perpendicular a la capa de liquido. Si la temperatura del sustrato es mayor a la de la atmésfera
se tiene que el sistema es inestable, mientras que en el caso contrario el sistema es estable. Por su
parte, en extension al trabajo de Pearson, Berg y Acrivos [7] (1965) realizaron un anélisis tedrico
del mismo fenémeno pero tomando en cuenta la presencia de agentes surfactates. Encontraron
que el valor critico del nimero de Marangoni aumenta. Hay que mencionar que Pearson [4],
y Berg y Acrivos [7] utilizaron el principio de intercambio de estabilidades, con lo cual el
estado bésico se supone estacionario y se excluyd la posibilidad de que la inestabilidad se
diera a partir de un modo oscilatorio. Anios mas tarde, Vidal y Acrivos [8] (1966) demostraron
analitica y numéricamente que la naturaleza de éste estado bésico es estacionaria. McTaggart
[9] (1983) generalizé el andlisis de Pearson para el caso en que la tensién superficial depende
no solamente de la temperatura sino que también depende de la composicién. Consideré un
ambiente ingravido y una superficie libre plana para su estudio. Encontré que cuando los
numeros de Marangoni térmicos y difusivos son positivos la temperatura y la concentracién
tienen efecto desestabilizador sobre el sistema. Getachew y Rosenblat [10] (1985) fueron los
primeros en considerar una capa de fluido con propiedades viscoelasticas. Demostraron que para
valores de elasticidad pequenos la inestabilidad se presenta de forma estacionaria, mientras que
cuando la elasticidad incrementa el primer modo de inestabilidad en aparecer es el oscilatorio.
Encuentran que no siempre se da una transiciéon hacia la inestabilidad oscilatoria pasando
antes por la estabilidad estacionaria. Entonces puede presentarse cualquiera de los modos de la
inestabilidad convectiva y depende fuertemente del tiempo de relajacién.



Scriven y Sternling [11] (1964) estudiaron los efectos de la tensién superficial promedio y la
viscosidad en la superficie para el fenémeno convectivo que Pearson introdujo. Ellos anadieron
un nuevo grado de libertad al problema planteado por Pearson [4], pues en este caso se permitié
que la superficie libre de la capa de liquido se deforme con el fin de obtener un modelo mas
realista. Encontraron que cuando el numero de onda es nulo (superficie libre plana) el siste-
ma es siempre inestable. Ademas, al incrementar la tension superficial promedio se tiene una
tendencia estabilizadora ante las longitudes de onda largas que aparecen cuando la superficie
libre se deforma eldasticamente. Adicionalmente, encontraron que la viscosidad de la superficie
inhibe la inestabilidad estacionaria. Smith [12] (1966) extendié el andlisis hecho por Scriven
y Sternling [11] incluyendo esta vez el efecto de ondas de gravedad. Obtuvo que el resulta-
do presentado en [11] no cambia con la inclusiéon de dichas ondas. Ademés, remarca que las
ondas superficiales son sélo importantes en niimeros de onda muy pequenos y que en el caso
de liquidos muy viscosos estas son dominantes. Sus resultados indican que los efectos de la
superficie deformable en la estabilidad del sistema se confina a perturbaciones de longitud de
onda muy grande. Takashima [13] (1981) incluy6 por primera vez los efectos de la gravedad.
Demostré que cuando la superficie libre se encuentra por encima del sustrato la deformaciéon
de la superficie libre sélo es importante para liquidos muy viscosos. En el caso en que no hay
gradiente de temperatura el sistema es inestable siempre. Por su parte, la gravedad tiene un
efecto estabilizador cuando la superficie libre se encuentra por encima del sustrato y en el caso
contrario el efecto es desestabilizador. Takashima [14] (1981) también estudié el caso en que la
inestabilidad puede darse con puros movimientos oscilatorios. Encontré que el sistema se des-
estabiliza si la temperatura del sustrato es menor a la de la atmosfera, sin importar en que lado
esté la superficie libre. Kalitzova-Kurteva et al. [15] (1996) estudiaron el efecto de la variacién
de viscosidad debida a cambios en la temperatura. En su publicacién muestran resultados para
dos casos: pared conductora y pared aislante. Para la pared aislante encontraron que existen
dos modos en que la inestabilidad se hace presente. El primero es a corto alcance y se da por
gradientes de tensién superficial ligados a la variacién térmica de la viscosidad. El segundo es
de largo alcance y es debido a las fuerzas resultantes de la deformacién superficial. Encontraron
que para liquidos con una viscosidad moderada la variacion de ésta con la temperatura tiene
un efecto estabilizador, mientras que la deformacion superficial tiene el efecto contario. Para
liquidos altamente viscosos, tanto la variacion de la viscosidad como la deformacion superficial
tienen efecto desestabilizador. Para la pared aislante s6lo aparece un modo de inestabilidad
cuando la superficie superior es térmicamente aislante. Tang et al. [16] (2008), investigaron la
influencia que tiene la curvatura de la superficie libre en la conveccién de Marangoni. Obtienen
el efecto de la relacién de volumen de la capa liquida sobre la conveccién critica de Marangoni
y la variacion espacial de la estructura de conveccién en condiciones de gravedad cero en un
modelo bidimensional.

Como se ha visto, los modelos desarrollados se han intentado llevar siempre al siguiente
nivel de complejidad con el fin de que sean lo més realistas posible. Por ejemplo, en muchas de
las publicaciones antes descritas las fronteras se consideran como perfectamente conductoras
o perfectamente aislantes, aunque la realidad es otra. Tal y como menciona Davalos-Orozco
en algunas de sus publicaciones [17, 18, 19, 20], pese a que muchos de los estudios tedricos no
incluyen los efectos de las propiedades térmicas del sustrato en que reside la capa de liquido
éstas estan siempre presentes en experimentos reales. Por lo dicho anteriormente muchos inves-
tigadores han publicado resultados tedricos en los que se toman en cuenta dichas propiedades.
Takashima [21] (1970) realiz6 la consideracién del espesor y la conductividad de la pared para
el caso en que la superficie libre del fluido es plana. Yang [22] (1992) se concentré en el efecto



del espesor y la conductividad de la pared, mostrando que esta ultima tiene un gran impacto
en la estabilidad del sistema. El encontré que una pared con mayor conductividad tiende a
estabilizar el sistema. Cabe mencionar que éste ultimo considerd una superficie libre plana,
ademas de incluir los efectos de la gravedad.

Cuando se tienen peliculas de fluido se entiende que existen dos superficies libres. En este
caso también se ha econtrado la posibilidad de presentar conveccién termocapilar. Oron et al.
[23] (1995) estudiaron la conveccién puramente termocapilar de una pelicula de liquido con
superficies libres deformables y térmicamente aislantes en un entorno ingravido. Asi, demos-
traron que la inestabilidad estacionaria se da dependiendo de la tension superficial que haya
en cada lado. En paticular si el lado expuesto a una menor temperatura posee una tension su-
perficial menor que aquella del lado més caliente, se da la inestabilidad estacionaria. Ademas,
encontraron que al aumentar el valor del nimero de Prandtl y disminuir el valor de la tensién
superficial en el lado mas frio la inestabilidad oscilatoria tiende al estado estacionario. Fu et
al. [24] (2013) estudiaron la inestabilidad con cambios temporales y espaciales considerando
que las deformaciones superficiales podian ser sinuosas (ondas de las superficies libres en fase)
o varicosas (ondas de las superficies desfazadas). Encontraron que el nimero de Marangoni
no juega un papel relevante en ninguno de los modos y que un incremento en la viscosidad
del liquido promueve la inestabilidad absoluta del sistema. Como menciona Fu et al. [24] este
tipo de peliculas liquidas puede encontrarse en procesos de recubrimiento por pulverizacion,
impresion por inyeccién de tinta, motores diésel, motores de turbina de gas, motores de cohetes
liquidos, quemadores de aceite, entre otros.

Continuando con los estudios realizados en sistemas con dos superficies libres, Catton y
Lienhard [25] (1984) estudiaron la conveccién natural de dos capas de fluidos separados por
una pared gruesa con conductividad térmica finita que es perpendicular a la gravedad. Esto
lo hacen para el caso en que la capa inferior estd siendo calentada y la superior enfriada. Asi,
encontraron que los limites de estabilidad dependen de los espesores relativos y la conductividad
relativa. Anios después, Lienhard y Catton [26] (1986) publicaron un articulo estudiando la
transferencia de calor a través de una regién con dos capas de liquido. En este caso se calienta
la capa inferior y se enfria la superior. Aqui reportaron que existen casos en los que sélo una de
las capas de liquido es inestable y otros en los que ambas capas de liquido son inestables. En
el afio 2017, Davalos-Orozco [17] estudi6 la estabilidad estacionaria de dos capas de fluido con
superficies libres planas con una aproximacion para numeros de Biot pequenos. Mas adelante,
en el 2018 y 2019, publicaria estudios tedricos del mismo sistema, pero con un mayor apego a lo
que serfa la realidad fisica. En ambas publicaciones [18, 19], se permitié que las superficies libres
presenten deformacion. Dichos articulos corresponden al caso ingravido y al caso con gravedad,
respectivamente. Es de nuestro interés en particular la publicacion realizada en 2019 [19]. En
ésta se obtienen las ecuaciones de evolucion de la perturbacion en las superficies libres utilizando
la aproximaciéon de numero de onda pequeno. Esta referencia muestra que los fenémenos que
ocurren en la estabilidad lineal del sistema pueden ser descritos con inecuaciones para un
parametro escalado que contiene los efectos del nimero de Marangoni y el espesor relativo de
las capas de liquido. Mds recientemente, Davalos-Orozco [20] (2021), estudié el efecto de una
pared vertical, por lo que en este caso se tiene un estado basico con una velocidad distinta de
cero. En el andlisis lineal encuentra que la razén de crecimiento es independiente de los términos
asociados al efecto termocapilar cuando el espesor de ambas capas de liquido es el mismo. Cabe
destacar que en estos estudios [18, 19, 20] se desarrollaron los casos lineal y no lineal, pero en
el presente trabajo es de particular interés el caso lineal.



1.1. Fronteras con deslizamiento

El comportamiento de una frontera del tipo sélido-liquido ha sido tema de discusion desde
hace muchos anos, pues no se ha dado un modelo general que pueda explicar el comportamiento
en dicho tipo de frontera. De manera genérica la condicion que suele asociarse a este tipo de
fronteras es la condiciéon de no deslizamiento. Si bien la condicién de no deslizamiento ha sido
demostrada experimentalmente a nivel macroscopico, ésta no puede demostrarse tedricamen-
te con consideraciones hidrodindmicas [27]. En realidad lo que puede suceder en una frontera
sélido-liquido es mas complejo. La frontera sélida (a nivel microscépico) debe estar llena de
imperfecciones superficiales, la forma, tamano y quimica de dichas imperfecciones podria o no
favorecer el deslizamiento del fluido sobre la superficie. La idea de que una superficie pueda
generar una mayor resistencia debida a las asperesas es intuitiva, por otro lado, la idea de
que dichas imperfecciones promuevan un grado de deslizamiento no lo es. Por ejemplo, si la
superficie posee imperfecciones en forma de cavidades distribuidas de forma periédica (también
conocidas como poros [28], los cuales se encuentran a nivel microscépico o nanoscopico), dichas
cavidades pueden atrapar o contener una cierta cantidad de fluido y, por ende, disminuir la
friccién. Esto ocurre porque el drea de contacto entre el fluido fuera de la cavidad y la pared se
reduce, pues hay partes que, al nivel de la pared, estan en contacto con este fluido atrapado en
las cavidades. Cuando un liquido viaja sobre una pared las cavidades pueden estar llenas con
el mismo liquido. Dentro de la cavidad este liquido rotara de forma que funcione como rodillo
para el fluido que viaja fuera de la cavidad. Lo anterior provoca un efecto de deslizamiento del
fluido sobre la superficie. También puede suceder que el fluido atrapado en las cavidades sea
distinto a aquel que viaja sobre la superficie y por tanto promover o impedir el deslizamiento
sobre la superficie. Asi, si el fluido atrapado en los poros es un gas y un liquido viaja sobre
éste podemos decir de forma intuitiva que habra una reduccién de la friccion. De esta manera
los poros funcionan de tal forma que la superficie repele liquidos o sélidos externos a la misma
(hay una menor adherencia de estas particulas a la superficie) [28].

Neto et al. [27] (2005) discuten detalladamente los métodos de estudio experimental para
las condiciones de frontera, asi como los principales factores que pueden afectar el deslizamiento
sobre una superficie. Para poder estudiar el deslizamiento los experimentos deben de desarro-
llarse en una escala de longitud similar a la longitud de deslizamiento que se tiene, para liquidos
newtonianos esto varia entre el orden de los nanémetros y los micrémetros. De otra manera, la
frontera aparenta no presentar deslizamiento. La condicion de deslizamiento de Navier es actual-
mente la que se asocia de manera comun con situaciones en las que se considera deslizamiento
en la frontera solido-liquido. En dicha condicion, Navier introduce el concepto de longitud de
deslizamiento como una constante de proporcionalidad entre la velocidad y los esfuerzos tan-
gentes en la pared. La condicion planteada por Navier no es un modelo que pueda describir en
su totalidad el fendmeno de deslizamiento de un liquido sobre un sélido, pero ha sido de gran
ayuda en el entendimiento del como es que afecta en un flujo el que el fluido se deslice sobre un
sustrato. Ademas, la condicion de deslizamiento suele suponerse en muchos casos con el fin de
evitar un comportamiento irreal, pues la inclusién de este efecto en la superficie elimina singu-
laridades que pueden aparecer si se utiliza la condicién de no deslizamiento [27]. En la literatura
es posible encontrar estudios relativamente nuevos en los que dicha condicién se utiliza para
describir el deslizamiento de fluidos en sistemas que son muy conocidos. Por ejemplo, Kaoullas
y Georgiou [29] (2013) estudian el deslizamiento de un flujo de Poiseuille. Mientras que Ven-
katesan y Ganesan [30] (2015) estudian el deslizamiento de gotas que impactan en una pared.
Ejemplos de aplicaciones en microfluidos son mostrados por Lauga, Brenner y Stone [31] (2007).



La naturaleza siempre ha sido centro inagotable de maravillas ingenieriles. En particular
en la ingenieria de superficies, pues vemos, por ejemplo, que hay peces méas veloces que otros
(piel con menor arrastre) o que hay plantas con hojas que no se mojan por mas que se les
eche agua (superficie superhidrofébica). En particular nos son de interés las superficies en las
que se puede dar el fenémeno del deslizamiento y que se utilizan para reducir la adherencia
de distintas sustancias al sustrato. Los recubrimientos que resultan en superficies con mayor
deslizamiento que el ser humano ha llegado a manufacturar pueden clasificarse en tres tipos:
superhidrofébicos, superoleofébicos y omnifébicos [28]. Los primeros se utilizan con liquidos de
bajo peso molecular como pueden ser los fluidos newtonianos, los segundos son para liquidos
con baja tension superficial y los iltimos, como su nombre indica, actiian como un repelente
a otras sustancias complejas como la sangre o el petréleo. Samaha y Gad-el-Hak [28] (2021)
muestran ejemplos de estos tipos de recubrimiento presentes en la naturaleza, ademés de las
metodologias de fabricacién que se han desarrollado en torno a este tipo de superficies. En la
flora es posible encontrar las hojas de loto con su caracteristico efecto superhidrofébico y los
recubrimientos que presentan algunas especies de plantas carnivoras los cuales brindan pro-
piedades omnifébicas. Por otro lado, en la fauna se observa que las patas de ciertos insectos
o reptiles, como los zancudos o los geckos, les brindan la capacidad de desplazarse sobre una
superficie de liquido. Entre las técnicas de fabricacion encontramos que para obtener superficies
superhidrofébicas se buscan maneras de controlar las texturas para asi incrementar el angulo de
contacto hasta aquel que define la superhidrofobicidad (150° [28]). En el caso de las superficies
superoleofébicas se busca, ademas del angulo de contacto, generar sustratos con baja energia
superficial y una cierta curvatura en la microestructura de la superficie. Para las superficies
omnifdobicas se busca obtener una superficie con poros los cuales poseen infusiones de liquidos
lubricantes que funcionan como repelentes de diferentes tipos de fluidos.

Burmasheva y Prosviryakov [32] (2019) muestran una solucién exacta para conveccién de
Marangoni en una capa de fluido con una superficie libre plana anadiendo el efecto del desli-
zamiento en la frontera con la pared. Su solucién es determinada haciendo uso de polinomios
de orden superior. Afios més tarde, junto con Privalova [33] (2021), publicaron una nueva so-
lucion para el caso estacionario utilizando campos de presién y temperatura tridimensionales
y un campo de velocidades dependiente de la coordenada transversal. Definieron tres tipos de
fronteras para la interaccién sélido-liquido, entre ellas dos corresponden a condiciones de desli-
zamiento. Ademads, presentan las soluciones para flujos inducidos por una caida de presion, por
efectos termogravitatorios y el efecto termocapilar. Demuestran que para ciertas relaciones de
los parametros del sistema se presentan puntos de estancamiento, que representan la presencia
de dreas de recirculacién. En anos més recientes, Sanchez-Barrera [34] (2022) estudi6 el efecto
que tiene el deslizamiento en la pared para una sola capa de liquido con superficie libre de-
formable sobre una pared con espesor y conductividad finitas. Encuentra que el deslizamiento
puede o no favorecer a que se desarrolle la inestabilidad, por lo cual es un parametro importante
en el control de la estabilidad del sistema.

En el presente trabajo se tiene como objetivo desarrollar el andlisis tedrico y numérico de
la estabilidad lineal de dos capas de fluidos newtonianos con superficies deformables acopladas
térmicamente mediante una pared de espesor y conductividad térmica finitos. Se extienden los
trabajos de Dédvalos-Orozco [19] y Sanchéz-Barrera [34]. El sistema que se estudia es como aquel
dado en [19] con una frontera sélido-liquido con deslizamiento, como la que se considera en [34].
Esta tultima se modela con la condicién de deslizamiento de Navier. Se espera que el desliza-
miento promueva u obstaculice la aparicién de inestabilidades dependiendo de las condiciones
en que se encuentre el sistema.



Capitulo 2

Desarrollo teorico

Un sistema fisico puede ser descrito a partir de las ecuaciones que gobiernan los fenémenos
fisicos que ocurren en el sistema y de sus condiciones de frontera, las cuales dictan el com-
portamiento del mismo. Estas ecuaciones gobernantes son ecuaciones diferenciales parciales y
pueden ser perturbadas en la ecuacion de campo, las condiciones de frontera y la posicién de
las mismas. Esto puede realizarse mediante la inclusion de un parametro adimensional que sea
pequeno. Aqui se inicia a partir de un estado hidrostatico. Después, se perturba para buscar si
éste es estable o inestable.

A través de este capitulo se da lugar al planteamiento y desarrollo del problema. Se dan las
ecuaciones gobernantes y las respectivas condiciones de frontera. Se realiza la adimensionaliza-
cion de dichas ecuaciones y condiciones de frontera. Finaliza con el desarrollo de las expansiones
asintéticas de las variables dependientes.

2.1. Planteamiento del problema

Se investigara analitica y numéricamente la inestabilidad termocapilar lineal de dos fluidos
newtonianos acoplados térmicamente mediante una pared rigida e impermeable perpendicular a
la gravedad. Ambos fluidos presentan superficies libres deformables que forman una interfaz con
su respectiva atmosfera. Las temperaturas y presiones de las atmosferas son diferentes. Ademas,
se supone que en las entrecaras sélido-liquido se tiene deslizamiento de las particulas de fluido
sobre la pared. En la Fig. 2.1 se muestra un diagrama del sistema fisico a estudiar. Dicho sistema
serd descrito en coordenadas cartesianas. Observamos que al liquido de la parte superior se le
nombra como fluido 2 y asi el espesor de esta capa en el estado basico (hidrostético) se nombra
como dy. Ademas, la superficie libre de esta capa esta en contacto con una atmoésfera que se
encuentra a una temperatura Ty y una presién F;,. La pared posee un perfil de temperatura
T! y tiene espesor d,. En el caso del liquido inferior se le identifica como fluido 1, posee un
espesor d; en el estado basico y la atmédsfera en contacto con esta capa de fluido esta a una
temperatura 77, y una presién P; .
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Figura 2.1: Esquema de dos capas de fluido que interaccionan térmicamente mediante una pared
rigida.

A lo largo del presente trabajo se utilizaran las “primas” para identificar a las variables
dimensionales. Asi, las variables independientes dimensionales del problema se representan como
'y, 2y t'. Las derivadas parciales respecto a éstas variables independientes seran indicadas
con subindices.

2.2. Ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones gobernantes para el comportamiento del sistema de interés son también
conocidas como ecuaciones de conservacién o de balance. En el caso de los fluidos, estos han de
cumplir las ecuaciones de balance de masa, momento y energia en su forma diferencial. Para la
pared so6lo debe cumplirse la ecuacion de conservacion de energia.

2.2.1. Conservacion de masa

La ecuacién de balance de masa en su forma diferencial es
Py + V' - (pV) =0, (2.1)

donde p' es la densidad del fluido, v’ es el vector de velocidad y V' = (0,, 9,/ ./) es el operador
nabla dimensional. Suponiendo un fluido incompresible, es decir, la densidad no varia ni espacial
ni temporalmente. Entonces, la ecuacién de conservacién de masa queda como

Vv =0. (2.2)

Asi, podemos escribir la conservacién de masa para el fluido 2 y el fluido 1 como se muestra
a continuacion, respectivamente
V' vy =0, (2.3)
V' v =0, (2.4)
donde v}, = (uh, vy, wh) y vi = (u},v],w]) son, en este orden, los vectores de velocidad del
fluido 2 y 1.



2.2.2. Conservacion de momento

En este caso la ecuacion de balance de momento lineal esta dada por la primera ley del
movimiento de Cauchy con la gravedad como tnico término en las fuerzas de cuerpo. Ademas,
con el balance de momento angular, que estd dado por la segunda ley del movimiento de
Cauchy, se establece la simetria del tensor de esfuerzos. Para un fluido el tensor de esfuerzos
se descompone en una parte esférica y una parte deviatorica que a su vez son simétricas. En el
caso de un fluido newtoniano, la componente deviatorica es dada por la ecuacion constitutiva
newtoniana para un fluido incompresible 7/ = p/ (V'v/ + (V'v/)T); donde 7/ es el tensor de
esfuerzos viscosos y ' la viscosidad del fluido. Entonces, la conservaciéon de momentum se
enuncia como

p/ (Vlt’ + V/ . V/V/) _ _V/P/ + IUIV/QV/ _ p’gl;, (25)
donde P’ es la presién, g es la magnitud de la aceleracién gravitatoria, k = (0,0,1) es el vector
unitario en direccién 2’ y V2 = 9% + 83/ + 0% es el operador laplaciano dimensional. Hay que
observar que la ecuacion anterior, escrita en su forma tensorial, representa un sistema de tres
ecuaciones no lineales en derivadas parciales. Esta forma de las ecuaciones de conservacion de
momento es también conocida como las ecuaciones de Navier-Stokes.

Esta ecuacién se expresa para los fluidos 2 y 1 respectivamente como
po (Vo + V- V'Vh) = =V'Py+ 15V — pagk, (2.6)

p1 (Vi + Vi - V'V, = =V'Pl + 1, V'V, — prgk, (2.7)

donde py, po y Py son respectivamente la densidad, la viscosidad y la presién del fluido 2. Por
su parte, p1, 1 y Py son la densidad, la viscosidad y la presién del fluido 1.

2.2.3. Conservacién de la energia

La ecuacién de conservacion de la energia térmica suele representarse en términos de la
temperatura para la resolucion de problemas de transferencia de calor. Esta se enuncia como

PpC, (T +v' -V'T") = K'V?T + T (P'y +V' - V'P') + @, (2.8)

donde Cp es la capacidad térmica del fluido a presién constante, T” es el perfil de temperatura
del fluido, K’ es la conductividad térmica del fluido, 87 es el coeficiente de expansion térmica
y ® = 7' : V'V es la funcién de disipacién.

El fluido de trabajo es incompresible (8r = 0) y, si ademés, se desprecian los efectos de la
disipacion viscosa se tiene que

pC, (T y +V' - V'T) = K'V*?T'. (2.9)

Es decir, solo tomamos los cambios temporales, por convecciéon y por conduccién del fluido.
Esta ecuacién puede expresarse para los fluidos 2 y 1 respectivamente como

p2Cp, (T + Vo - V'Ty) = K, VT, (2.10)

p1Cyy (T1, + Vi - V'T]) = K1 V”T], (2.11)

donde T3, C,, y K, son respectivamente la temperatura, la capacidad térmica a presién constan-
te y la conductividad del fluido 2. Por otro lado, 17, Cy,, y K son la temperatura, la capacidad



térmica a presion constante y la conductividad del fluido 1.

Por su parte, para la pared sélida se debe cumplir la ecuacién de conservacién de energia
tomando en cuenta que en ésta solo existen los cambios temporales de temperatura y de con-
duccion de calor. Entonces

puCy, T!, = K VT, (2.12)

Pw ™ wt!

donde T}, py, Cp,, ¥ K. son respectivamente la temperatura, la densidad, la capacidad térmica
a presion constante y la conductividad de la pared.

2.3. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera han de incluir las interacciones mecanicas y térmicas que tiene el
fluido con la pared y con la atmésfera. Estas se presentan mediante las condiciones de esfuerzos
y la condiciéon de radiaciéon para el caso de la superficie libre. Para el caso del liquido en
contacto con el sustrato estas se presentan mediante la condicién de deslizamiento, la condicién
de impenetrabilidad y las condiciones de acoplamiento térmico. También se deben de cumplir
las condiciones cinematicas de cada superficie libre. De estas ttilmas se obtienen las ecuaciones
de evolucién de la perturbacion.

2.3.1. Condicién cinematica de una superficie libre

El drea de contacto entre dos fluidos inmisibles puede modelarse como una superficie suave
arbitraria, expresada en forma implicita como F'(2’,vy/,2',t") = 0 [5]. Las particulas de fluido
en la superficie libre se conservan en la misma superficie, es decir, que un tiempo At después
la ecuacion de la superficie se debe seguir cumpliendo. Esto es, F\(z/,y/, 2/, t' + At') = 0. Asi, se
puede restar la ecuacién original de la superficie a ésta ecuacién que ocurre para un intervalo
de tiempo posterior, dividir entre At’ y tomar el limite cuando At — 0. De esto se encuentra
que la derivada temporal de la superficie F' debe ser igual a cero. Hay que notar que las
variables espaciales que determinan la posicién de las particulas en la superficie libre son a su
vez dependientes del tiempo, por lo que al tomar la derivada temporal se debe recurrir a la
regla de la cadena. De esto, se encuentra que

Fy+v -V'F=0. (2.13)

Esto concuerda con la definiciéon de superficie material. En nuestro caso la superficie libre
puede describirse como F(x',y', 2/, t') = 2/ — W(a',y/,t') = 0, donde K’ indica la posicién de
la superficie libre. Si h' = cte la superficie libre descrita por F es un plano paralelo al plano
cartesiano z'y’. Es asi que haciendo a h/'(z/,y',t') = cte + H'(2',y',t'), donde H' representa
la deformacion de la superficie libre, se permite que la superficie se deforme a partir de este
plano horizontal. Entonces, la condicién cinematica de una superficie libre, tomando al vector
velocidad como v/ = (v, v, w'), es

p+u'hl, +0'h, —w =0 enz =Ny, 1) (2.14)

De esta forma, para los fluidos 2 y 1 respectivamente se tiene que las condiciones cinematicas
de cada fluido son

oy + Ushyy + ohy, —wh =0 en 2" = hy(a',y/, 1), (2.15)
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Lo F U ViR, =00 en 2 = —dy, — (2l Y t), (2.16)
donde hi(2',y/',t') v hi(2', ¢, ') son funciones que indican la variacién en 2/, ¢’ y ¢’ de la forma
de las superficies de los fluido 2 y 1 respectivamente.

2.3.2. 'Triedro asociado a la superficie libre

Es posible construir una base mévil de vectores en una superficie arbitraria. Este triedro es
formado por un vector normal a la superficie y dos vectores tangentes a la misma. Esto tltimo
se bosqueja en la Fig. 2.2 para una superficie libre que se encuentra en la parte superior de una
pared. El gradiente de la funcién implicita de una superficie resulta en un vector normal a la
misma. El vector normal unitario a una superficie libre arbitraria se calcula como el gradiente
de la funcién que define a la superficie entre el médulo de dicho gradiente.

Figura 2.2: Bosquejo de los vectores en una superficie libre de la forma 2’ = h'(2/, ¢/, t')

De forma general una superficie horizontal puede describirse en forma implicita como 2’ —
R (x',y',t') = 0, donde A’ indica la posicién vertical en la que se encuentra la superficie libre
en un tiempo t. Calculando el gradiente y dividiendo entre la norma del vector resultante se
obtiene el vector normal unitario a la superficie. En el caso de estudio, la forma matematica
de cada superficie libre se define de tal manera que el vector normal tenga direccién hacia
la atmosfera de cada capa de fluido. La ecuacién que describe a la superficie libre del fluido 2
puede escribirse como 2z’ — hl (2, y',t') = 0 y para la superficie libre del fuido 1 puede describirse
con —2' —d,, — hi(2',y',t') = 0. Entonces, los vectores normales a las superficies del fluido 2 y
el fluido 1 son respectivamente

. 1
\/ hy2, -+ 2+ 1

(_ IQIH - /2y/71)7 (217)

(=W, —Hl s —1). (2.18)

N 1
nl —
\/h’li, +h2 1

El primer vector tangente unitario puede construirse de forma sencilla, pues una componente
del vector se propone unitaria, otra nula y otra variable. La tnica condicion que este debe
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cumplir es que sea ortogonal al vector normal. Por lo tanto, los primeros vectores tangentes a
la superficies libres de los fluidos 2 y 1 respectivamente, son

1
\/ e+ 1

i 1
™= = (1,0,-1,). (2.20)

2
\/ iy +1
Para el segundo vector tangente resta tinicamente realizar el producto vectorial entre los

vectores normal y el primer tangente. Entonces, los segundos vectores tangentes a las superficies
de los fluidos 2 y 1 respectivamente, son

T;(l) _

(1,0,h5,,), (2.19)

- 1
Ty - (~h by B+ 1, 1), (2.21)

h2, + 1\/ nh2, -+ 2+ 1

~ /(2
1

) 1 o . |
- —— (M, bl (hlm, + 1) ). (2.22)
hlxl + 1 hlz/ ‘I— hly/ + ]_

2.3.3. Condiciones de esfuerzo en la entrecara de una superficie libre

Se supone una interfaz que se deforma a partir de la horizontal de forma arbitaria como
2 = h'(2',y,t') que posee un espesor infinitesimal, es decir, que no tiene masa. Entonces, en la
entrecara siempre ha de existir un balance de fuerzas en equilibrio. En la Fig. 2.3 se muestra
de forma esquematica al balance de fuerzas y los elementos diferenciales que se utilizan en el
mismo.

T <— dA —T

Liquido

Figura 2.3: Bosquejos del balance de fuerzas y elemento diferencial de drea, donde o7 y o7, son

los tensores de esfuerzos totales del liquido y del gas respectivamente, i’ es un vector normal
~/

unitario y T es un vector tangente unitario.

Realizando una suma de fuerzas superficiales en un segmento diferencial de area dA de una
entrecara entre un liquido a una presion P, y un gas inviscido a una presion Py, se llega a la
suma de dos integrales igualadas a cero [5]. Una integral es de drea e incluye las fuerzas dadas
por la proyeccién del tensor de esfuerzos en la direccién normal (vector de esfuerzos) y la otra
es una integral de linea que incluye las fuerzas de tension superficial a lo largo de una curva
cerrada con diferencial de linea ds. Como se requiere una condicion de frontera que sea valida
para todo diferencial de area se utiliza el teorema de Stokes y se engloban las integrales en una
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sola integral de superficie. Se llega a la conclusion de que el integrando ha de ser nulo. Entonces,
el balance de fuerzas en la entrecara de un liquido y un gas queda

(Py—P)0' +71)-0' = —(V'-2')y'2" + V|y' en 2 =n(2,y,t), (2.23)

donde 7 es el tensor de esfuerzos viscosos del liquido, 7 es la tension superficial entre el liquido
y el gas, y V"| = V' —1'(a" - V') es la proyeccién tangencial del operador nabla. Notamos que
en el primer término del lado derecho se relaciona con la curvatura media de la superficie H,
como 2H, = —(V'- 7). Adem4s, cabe mencionar que debido a que hay una tensién superficial

se da un salto en los esfuerzos.

De la ultima ecuacién se pueden extraer las condiciones de esfuerzos en la entrecara. Esto
se realiza proyectando la ecuacion en las direcciones de los vectores que forman el triedro en la
superficie. Entonces, la condicion de esfuerzos normales en la entrecara de un liquido y un gas

€S
(Pg o Pl) + fl/ X 7_2 . fl/ — —(V/ X ﬁ/)fyl en Z/ — h/(.CE,, y’,t’). (2'24)

Por su parte, la condicién de esfuerzos tangenciales queda como

T/(j) ] 7_2 R = T/(j) ) V/,y/ en 2 = h’(x’,y/,t/), (2.25)

~/(J) . . . ..
donde T ™ representa un vector tangente. En tres dimensiones se necesitan dos condiciones
tangenciales, entonces los primeros esfuerzos tangenciales son con j7 = 1 y para los segundos
esfuerzos tangenciales j = 2.

En el fenémeno de conveccién estudiado el movimiento convectivo se da por cambios de
tension superficial debidos a gradientes de temperatura en la superficie libre. Entonces, 4" =
7' (T"). Se puede aplicar la regla de la cadena en el lado derecho de la Ec. (2.25), quedando asi

G, ) dY
™" . .2 =177 . =L
’Tl n dT’

VT enz =W, y,t). (2.26)

Escribiendo la Ec. (2.24), junto con los vectores normales de las Ecs. (2.17) y (2.18), tenemos
que las condiciones de esfuerzos normales en las entrecaras para el fluido 2 y el fluido 1 son
respectivamente

(Pl = Py iy ity = (V' iy)ys en /= (' o/, 1), (2.27)

(P~ Pl) 878 = (VB en ¥ =~y — By 0), (229
con 75 = po (V'vh + (V'V)T) vy 71 = iy (Vv + (V'V)T).
Ahora, escribiendo la Ec. (2.26) junto con los vectores tangentes de las Ecs. (2.19) y (2.20),

se obtienen las condiciones de primeros esfuerzos tangenciales para el fluido 2 y el fluido 1
respectivamente como

~ ~ d Y 9
/2(1) T hl = T;(l) : —2/V'22’ en 2/ = hh(2/,y', '), (2.29)

~ d 2
;(1) /1 Ai Tll(l) . '71 V/Tll Z/ d hll (x/7 y/7 t/> ( 30)
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La Ec. (2.26) se vuelve a usar, pero esta vez utilizando los segundos vectores tangentes de
las Ecs. (2.21) y (2.22), para obtener la condicién de los segundos esfuerzos tangenciales en la
entrecara de los fluidos 2 y 1 respectivamente como

< /(2) R ~/(2)  dys
T2 . T/2 : nl2 - T2 N dT/

N d -
) . d;:l,V/Tll en Z/ = _dw - hll(x/7y/7t/)' (232)

V'T, en 2/ = hiy(z', v/, t'), (2.31)

~ 1(2) )~
T, -7-n =T,

2.3.4. Entre el fluido y la pared

En la frontera que corresponde a la superficie de contacto entre la pared y el fluido se aplicara
la condicién de frontera referida como la condicién de deslizamiento de Navier [30, 31, 35]. En
esta condicion el deslizamiento se considera tangencial a la superficie en la que ocurre. Es
decir, se define el comportamiento que tienen las dos componentes tangenciales del vector de
velocidad en la pared. Por lo tanto, es necesaria una condicién para la componente de velocidad
que va en direccion normal a la pared. La condicién que dictara el comportamiento de dicha
componente de la velocidad es la condicién de impenetrabilidad que define una frontera sélida
e impermeable. Asi, en la frontera debe de cumplirse que

v-nl =0, (2.33)
donde 10!, es el vector normal a la superficie sobre la cual se da el deslizamiento.

Aqui suponemos que las particulas de fluido que estan en contacto con la pared no tienen
la misma velocidad que la pared, por lo que existe un deslizamiento del fluido a lo largo de la
frontera. Este movimiento relativo entre el fluido y la pared hace que la velocidad tangencial en
la pared sea distinta de cero. Ademas, dicha velocidad tangencial es directamente proporcional
a la componente tangencial de los esfuerzos viscosos. Es asi que en la frontera ha de cumplirse
la siguiente igualdad [31, 36]

V/ . T/(])

/() A
T, -7 -n w s

O, = (2.34)
donde T;(jj) representa a un vector tangente a la pared con 7 = 1: primer vector tangente y con
j = 2: segundo vector tangente. Ademas, € es la constante de proporcionalidad. Esta constante
es conocida como coeficiente de deslizamento.

. Loa/(1) = (2) . .

Hay que mencionar que n,,, T, "y T, ' son un conjunto de vectores que forman un sistema
derecho. Estos vectores pueden ser obtenidos de forma muy sencilla a partir de las triadas
calculadas en la Subsec. 2.3.2. Los vectores de dicha subseccién se calcularon para una superficie
que se deforma de manera arbitraria, Ecs. (2.17)-(2.22). Es asi que haciendo a las deformaciones
hl, = ds y b, = d; (en el estado basico las superficies libres, como las superficies de la pared, son
planas) se obtienen los vectores normal y tangentes a ambos lados de la pared. Los términos de
deformacién superficial desaparecen de los vectores normal y tangentes porque las deformaciones
aparecen con derivadas parciales. Asi, para la superficie de la pared en contacto con el fluido 2

los vectores son

i, = (0,0,1), (2.35)
T} = (1,0,0), (2.36)
%~ (0,1,0). (2.37)
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Por su parte, los vectores para la superficie en contacto con el fluido 1 quedan como

ﬂiul = (07 07 _1)7 (238)
1 = (1,0,0), (2.39)
% = (0, -1,0). (2.40)

En ocasiones es comtn encontrar en la literatura a la Ec. (2.34) expresada con un signo
negativo en el miembro derecho de la igualdad [30, 37]. Esto se debe a la direccién en la que se
considera al vector normal. En nuestro caso el signo es positivo pues el vector normal va desde
la superficie mojada de la pared hacia la atmédsfera correspondiente, mientras que en el caso en
que el signo es negativo el vector normal va en la direcciéon contraria, es decir, de la superficie
mojada de la pared hacia adentro de la pared.

Con todo lo anterior, se tiene que las condiciones de impenetrabilidad expresadas para los
fluidos 2 y 1 son respectivamente
wy=0 enz =0, (2.41)

w) =0 enz = —d,. (2.42)

Por otro lado, las condiciones de deslizamiento correspondientes a las velocidades tangen-
ciales de los fluidos 2 y 1 son respectivamente

wy= By, v vh= B, en =0, (2.43)

up = =By, vy v =—p), enz2 =—d,, (2.44)

donde [y = pg€s v B = €1 son las longitudes de deslizamiento dimensionales de los fluidos 2 y

1 sobre la pared. Nétese que el signo que esta delante de las betas en las condiciones anteriores

depende del vector normal. Para llegar a las Ecs. (2.43) y (2.44) se utilizan respectivamente

las Ecs. (2.41) y (2.42), pues al expandir los esfuerzos viscosos en términos de las velocidades

quedan algunas derivadas parciales de la componente vertical, pero dichas derivadas son cero
porque en la pared se cumple la condicion de impenetrabilidad.

2.3.5. Condiciones térmicas

En la entrecara formada por el liquido y la atmosfera gaseosa ha de cumplirse la condicién de
radiacién. Esta nos dice que en dicha entrecara el flujo de calor por conduccién en la direccién
normal, dado por la ley de Fourier, y el flujo de calor por conveccién, dado por la ley de
enfriamiento de Newton, son iguales. Por lo tanto, esta condicion se escribe como

—K'n'-V'T' =Qn(T' —Tx) enz =Ny, t), (2.45)

donde @), es el coeficiente de transferencia de calor en la entrecara y T, es la temperatura de
la atmosfera gaseosa.

Esta tltima ecuacion puede escribirse para los fluidos 2 y 1 respectivamente como

— Koty - V'Ty = Quno(Ty — Tyy)  en 2/ = (2, v/, 1), (2.46)

—Kn) - V'T =Qu(T) —Tr) en 2 =—d, — h (2, y,t), (2.47)
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donde @, y Qry son los coeficientes de transferencia de calor en la superficie libre de los fluidos
2 y 1, respectivamente.

En la entrecara de un fluido y una pared debe cumplirse la igualdad térmica entre la tempe-
ratura del liquido y la del sustrato. Ademas, el flujo de calor debe ser continuo en la entrecara.
Esto tltimo escrito para los fluidos 2 y 1 respectivamente queda como

T, =T, y KT, =K,T,, enz =0, (2.48)

=1, vy KT, = K,T,,, enz =—d,. (2.49)

2.3.6. Perfiles de temperatura en el estado basico

El estado béasico, del cual parte el sistema fisico de interés, es el hidrostatico. En éste los
vectores de velocidad son iguales al vector cero, las superficies libres de las capas de fluido son
planas de la forma 2’ = cte y las variables dependientes son funciones unicamente de z’. Las
ecuaciones de conservacién de energia para el fluido 2, la pared y el fluido 1, Ecs. (2.10), (2.12)
y (2.11) en el estado basico son respectivemente

T3y =0, (2.50)
T, =0, (2.51)
Ty =0, (2.52)

donde el subindice b se utiliza para indicar que se esta en el estado béasico. Ademas, las condi-
ciones de frontera térmicas para el fluido 2, Ecs. (2.79) y (2.80), y para el fluido 1, Ecs. (2.96)
y (2.97), pueden ser escritas respectivamente en términos de los niimeros adimensionales como

Bi

Thy. = _d_g(Tzlb —Ty) en 2 = hh(a' Y, t), (2.53)

Ty =Ty v Ty, = X1, enz =0, (2.54)

T, = 0T, T = —dy — Wyt 2.55
bz — dl(lb L) en 2 =—d,— M.y, t), (2.55)
T, =T, v T1,. = X en 2 = —d,, (2.56)

K wbz!
donde Bi = (Qpods)/Ks es el numero de Biot en la superficie libre del fluido 2, Bi; =
(Qn1d1)/ K7 es el nimero de Biot en la superficie libre del fluido 1, x = K, /K, es la con-
ductividad relativa de la pared respecto al fluido 2 y K = K; /K5 es la conductividad relativa
del fluido 1 respecto al fluido 2. Las ecuaciones anteriores son respectivamente la condicion de
la frontera libre del fluido 2, la condicién entre el fluido 2 y la pared, la condicién de la frontera
libre del fluido 1 y la condicién entre el fluido 1 y la pared.

Integrando dos veces con respecto a 2’ las Ecs. (2.50), (2.51) y (2.52) tenemos que los perfiles
de temperatura son respectivamente

T, = A2 + B, (2.57)
T, = Aw?' + By, (2.58)
Tllb = A12/ + Bl. (259)
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Los perfiles de temperatura son lineales respecto a z’. Aqui, A, A, y A; representan las
pendientes de estos perfiles. Por su lado, B, B,, y B son las ordenadas al origen. Dichas pen-
dientes y ordenadas al origen son funciones de z’, 3/ y t'.

Sustituyendo este resultado en las condiciones de frontera, Ecs. (2.53)-(2.56), se obtiene un
sistema de ecuaciones para los coeficientes. Este sistema queda respectivamente como

Bi
A= —d—Z(Ah; +B—Ty), (2.60)
2

B=B, vy A= xA, (2.61)

Bi, —
Al - —d—(Bl - Al(dw + hl) - TL)7 (262)

1

(Ay — Ady = By — B1 v A1 = XA, (2.63)

K
Se resuelve el sistema de ecuaciones y los perfiles de temperatura en el estado basico se
expresan como

(T, —Ty) Bi
T, —Ty) Bi
o= T =To) [y B T 2.65
wb den d2X (Z X 2) + 1y, ( )
T, —Ty) Bi — dy
T = ( 1— "+d, — K| —=+h T 2.
1b den |: d2K (Z + <X + 2 + U, ( 66)
donde —
Bi h d dy Bi
den=—"(hy+ 2 +2) 414 ———"— 2.
en d2(2—|—K+X>+ +d2KBi1’ (2.67)

actua como el término de interaccion entre las capas de liquido y observamos que den =
/ !4l
den(x',y' ).

2.4. Adimensionalizacion

Se supondra la aproximacién de lubricacién en la que la deformacion superficial tiene una
pendiente muy pequena. Ademads, supone que la longitud de onda de la perturbacién es muy
larga respecto al espesor de la capa de liquido. Las distintas variables se adimensionalizan de
la siguiente forma: la coordenada z con ds, que es el espesor de la capa superior de fluido en el
estado bésico; las coordenadas = e y con \/2m = dy/e, donde A es la longitud de onda repre-
sentativa de la deformacion superficial y € es un nimero de onda adimensional muy pequeno
(e = dy/(N/27)); el tiempo con (A\/27)?/ay = d3/(e%ay); la velocidad con ay/ds; la presién
con (o) /d3 v la temperatura con AT = Ty, — Ty. Aqui as es la difusividad térmica del flui-
do 2. Todas las demas variables que poseen dimensiones de longitud se adimensionalizan con ds.

Una vez se aplique la adimensionalizacién las variables asociadas al fluido 2 no llevaran
subindice numérico ni tendran “primas”, mientras que las variables del fluido 1 llevaran subindi-
ce 1, pero tampoco tendran “primas”. Por su parte, las variables independientes se escriben en
su forma adimensional sin “primas” como x, y, z y t. Asi mismo, ahora las derivadas parciales
adimensionales se indican con estos subindices.
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2.4.1. Fluido 2

Se comienza con la adimensionalizacién de las ecuaciones y condiciones correspondientes al
fluido 2. La Ec. (2.3) correspondiente a la conservacién de masa queda en su forma adimensional
como

€Uy + vy +w, = 0. (2.68)

La Ec. (2.7), que define la conservacién de momento del fluido 2, se expande y se adimen-
sionalizan las ecuaciones resultantes quedando asi

1
B (€2ut + suu, + vy, + wuz) = P, + %Upy + XUy + U, (2.69)
”
L, 2 2
B (5 Uy + uv, + vy, + wvz) = —cPy+ vy + €70y + U2, (2.70)
-
1
B (52wt + cuw, + evw, + wwz) = —P, + 2w,y + 2wy, + w,, — BoS, (2.71)

donde Pr = (u2/p2)/as es el niimero de Prandtl del fluido 2, Bo = (p2gd3)/(£?72) es el ntimero
de Bond escalado del fluido 2, y S = (yad2e?)/(api2) es el nimero de tensién superficial esca-
lado del fluido 2.

Ec. (2.10) describe la conservacién de energia en el fluido 2, ésta misma ecuacion se expande
y se escribe en forma adimensional como

Ty + euTy, + evTy, + wl, = Ty, + 2Ty + Tt (2.72)

Por su parte, la condicién cinemdtica para el fluido 2 dada en la Ec. (2.15) se escribe de
forma adimensional como

e2h; + euh, + evhy, —w =0 en z = h(x,y,t). (2.73)

La condicién de esfuerzos normales en la superficie libre del fluido 2 estda dada por la Ec.
(2.27). Esta se adimensionaliza quedando como

2
(Py — P) + N2 (53(uxh?c + vyhz) + &% (uy + vp)hohy — (v, + ewy)hy — e(u, + cwy)hy + wz) =
S

N3

donde N = ,/e?h2 + &%h2 + 1.

(hm(sghz + 1) + hyy(e°h2 + 1) — 2e*h,hyhyy) en z = h(z,y,t), (2.74)

La condicién de primeros esfuerzos tangenciales del fluido 2, dada en la Ec. (2.29), en su
forma adimensional es

1
~ [2e(w, — eug)hy — €% (uy + vo)hy + (u. + ew,) (1 — £°h2) — €% (ewy + v.)hohy| =

—Ma (T, + €T.h,) en z = h(x,y,t), (2.75)
donde Ma = —(dvyy/dT)(ATdy/aspis) es el nimero de Marangoni del fluido 2.
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La condicién de los segundos esfuerzos tangenciales se da en la Ec. (2.31), por lo que al
adimensionalizar se tiene que

1
N [ 2ehy (P ush — cvy (1 + e*h2) + w.) + & (uy + vg) ha(e°h — 1 — 2h2) — 26%(ew, + us ) hohy

M
o (STl + €T, 4 1) 4 Ly en = = h(a.y. o)

(2.76)
Ahora, la condicién de impenetrabilidad, Ec. (2.41), en forma adimensional queda como

+Hewy o) (1+eh; —%hy) | =

w=0 enz=0. (2.77)

La condicién de deslizamiento, Ec. (2.43), en su forma adimensional se escribe como

u=pPu, y v=pPv, enz=0, (2.78)

donde 8 = (33 /dsy es la longitud de deslizamiento adimensional del fluido 2.

Para la condicién de radiacién de la superficie libre del fluido 2, Ec. (2.46), se tiene que se
expresa en forma adimensional como

1
v (e°Tphy + €°Tyhy, — T.) = BiT en z = h(z,y, 1), (2.79)

donde la temperatura se define como T'= (T4 — Ty ) /(T — Ty) por la condicién de radiacion.
Las condiciones térmicas en la pared, Ec. (2.48), en forma adimensional quedan como

T=T,y T,=xT,. enz=0. (2.80)

Por ultimo, la temperatura en el estado bésico para el fluido dos, Ec. (2.64), se adimensio-
naliza quedando como

1 .
El denominador den se reescribe en funcién de las variables y parametros adimensionales

utilizados por Davalos-Orozco en [18] y [19].

den = Bi (h+%+%) +1+ —=—, (2.82)

donde d = d;/ds es el el cociente de espesores en el estado bésico.

2.4.2. Pared

La Ec. (2.12) corresponde a la conservacién de energia de la pared. En forma adimensional
ésta se expresa como

2 X 2 2
2T = o Co (&°Twww + Ty + Tvz) - (2.83)
P2 sz

Por su parte, la temperatura de la pared en el estado béasico, Ec. (2.65), se escribe en su
forma adimensional como

1 Bi

T = —— {1 - - Xh)] . (2.84)
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2.4.3. Fluido 1

Ahora, se continia con la adimensionalizacion para las ecuaciones del fluido 1 y sus distintas
condiciones de frontera. La Ec. (2.4) (conservacién de masa) en forma adimensional es

€Uy, + vy, +wy, = 0. (2.85)

La conservacién de momento, Ec. (2.7), se expande y adimensionaliza quedando como

% (€2U1t + EULUL + €U1U1y + wlulz) = _5P1x + % (52u1m + 52u1yy + ulzz) s (286)
% (52U1t + EUTV 4 + €U1?}1y + ’wﬂ)lz) = —€P1y + M (821}11;:5 + 52vlyy + ’Ulzz) , (287)

% (€2w1t + cugwy, + eviwy, + wlwlz) =P, +pu (52w1m + 52w1yy + wlzz) — pBoS, (2.88)

donde p = p1/p2 y p = p1/pe son respectivamente la densidad y la viscosidad relativas del
fluido 1 respecto al fluido 2.

La conservacién de energia, Ec. (2.11), se expande y se escribe en forma adimensional como
52T1t + 8U1T1x + EUlle + wlle = <€2T1xx + 82T1yy + lez) s (289)
donde o = a1 /s es la difusividad relativa del fluido 1 respecto del fluido 2.

La condicién cinematica de una particula de fluido en la superficie libre del fluido 1, Ec.
(2.16), en forma adimensional queda

e%h1y + eurhi, + evihy, +wy =0 en z = —d, — hi(z,y,1). (2.90)

Por su parte, la condicién de esfuerzos normales en la superficie libre, Ec. 2.28, en su forma
adimensional es

— 53(U1xh1325 + U1yh1§,) + 63(U1y + Ulg;)hlxhly

+5(U1z + €U}1y)h1y + €(U1z + €w1$>h1$ —+ Wy, ] =
S
% (hla:m(‘Eth; + 1) + hlyy(€2hli + 1) - €2h1xh1yhlmy) en z = —dw - hl (I, Yy, t), (291)
1
donde v = 71/72 es la tensién superficial relativa del fluido 1 respecto al fluido 2 y Ny =
\/52]11920 + Ezhlz + 1.
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Se adimensionaliza la condicién de primeros esfuerzos tangenciales del fluido 1, Ec. (2.30),
quedando como

% [2€(wlz - €U1x)h1x - Ez(uly + le)hly - (Ulz + Ewlx)(l - 52h1§:) + 52(5w1y + Ulz)hlxhly}
1

= —yrMa (T, — €T1.h1,) en z = —d, — hi(x,y,t), (2.92)

donde vy = (dv,/dT)/(d~2/dT) es el cociente de las tasas de variacién de la tensién superficial
de cada fluido respecto a la temperatura.

Ahora, la condicién de segundos esfuerzos tangenciales en la entrecara del fluido 1, Ec.
(2.32), se adimensionaliza como

Nﬁ [ — 26h1y(53ulxhli —evyy (1 + e2hi2) 4+ wy,) — sz(uly + le)hlx(e?th; —1—£%h2)
1

_2€2<€w1m + ulz>hlzh1y + (5w1y +v,) (1 + 52h1i - €2h1§) | =
yrMa
Ny

La condicién de impenetrabilidad, dada en la Ec. (2.42), se escribe en su forma adimensional
como

(€3T1xhlmh1y — ele(€2hli +1)+ elehly) en z = —dy, — hi(z,y,1t). (2.93)

w; =0 enz=—d,. (2.94)

Por otro lado, la condicién de deslizamiento, Ec. (2.44), en su forma adimensional es

uy = —pur, y v =G, en z = —d,, (2.95)

donde 31 = B} /ds es la longitud de deslizamiento adimensional del fluido 1.

La condicién de radiacion en la superficie libre para el fluido 1, Ec. (2.47), en forma adi-
mensional queda

Bi,

1
— (=T b, + —*Tiyhyy + Th.) = T(Tl —1) enz=—d, —hi(z,y,1t), (2.96)
1

donde la temperatura se define como T} = (1] — Ty) /(11 — Ty) a consecuencia de la condicién
de radiacion.
Las condiciones térmicas en la pared, Ec. (2.49), se escriben en su forma adimensional como

iTwz en z = —d,,. (2.97)

T1:Tw y le:K

Por su parte, la temperatura en el estado bésico para el fluido 1, Ec.(2.66), se escribe en
forma adimensional como

1 B oy
Tlo—%{l—?(z%-dw—f((;ﬂ‘h))]- (2.98)
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2.5. Expansiones asintoticas

Una expansion asintotica o expansion paramétrica, como suele nombrarsele, de una funcion
es tal que satisface la o las ecuaciones en derivadas parciales en las cuales existe un parametro
o numero adimensional que ha de incluir una dimensiéon geométrica representativa del proble-
ma cuyo orden de magnitud sea mayor o menor respecto a las demas dimensiones asociadas.
En el caso de estudio, las variables dependientes pueden expandirse en forma asintética con e
como parametro pequeno. Este dltimo es el nimero de onda adimensional con el que se adi-
mensionalizaron las ecuaciones y condiciones de frontera. Las expansiones utilizadas son como
aquellas usadas por Benney [38] (1966) y Oron et al. [39] (1997), también llamadas expansiones
asintéticas en series de potencias [40]. Es decir, las expansiones son de la forma

f<x7y7z7t7€) = fO(iC’yaZ;t) +8f1(x7yuz7t) +52f2<37;y727t) + .. i) (299)

donde ¢ <« 1. El término con subindice cero corresponde al estado sin perturbar, es decir, el
hidrostético. Para dicho estado algunas de las variables dependientes toman valor nulo (p. ej.
velocidad, esfuerzos). Entonces, las expansiones asintéticas para las variables dependientes del
fluido 2 son

u=c¢(ug + gy +...), (2.100)
v==¢ (Vo + €V +...), (2.101)
w=¢e(wy +ews+...), (2.102)
P=PF+eP+..., (2.103)
T=Ty+el1+.... (2.104)

Para la temperatura de la pared
Ty ="Two+ L1 + ..., (2.105)

y para el fluido 1

uy =€ (u1q + g +...), (2.106)
vy =¢ (v +evig+...), (2.107)
wy = & (wip +cwiz +...), (2.108)
Py =Pygoy+eP+..., (2.109)
Ty=Tg+eT+.... (2.110)

Para resolver el problema planteado para las expansiones asintoticas el procedimiento es
relativamente simple. Se sustituyen las expansiones en las ecuaciones y condiciones de frontera
adimensionalizadas y se procede a encontrar las ecuaciones y condiciones de frontera para cada
orden de magnitud del parametro pequeno. Esto tltimo se realiza identificando los términos,
antes y después del signo igual, que poseen un factor de £ con la misma potencia, es decir,
tienen el mismo orden de magnitud. De esta manera se comienza resolviendo para los menores
ordenes y se prosigue incrementando el orden. De esta forma se puede verificar que en el orden
cero (~ O(g%)) se tienen las ecuaciones de la hidrostdtica y que la componente vertical de la
velocidad de orden uno (~ O(e)) es cero para que se cumpla la conservacién de masa.
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Capitulo 3

Solucion

En este capitulo se resuelve el problema para el menor orden de magnitud de las expan-
siones asintoticas planteadas en la Sec. 2.5. De esta manera se obtienen las velocidades que se
sustituyen en la condicién cinematica con el fin de obtener la ecuacion de evolucion no lineal
de la perturbacién para cada capa de fluido. Estas se linealizan para entender como evolucio-
na la deformacién superficial. Las ecuaciones lineales se resuelven aplicando modos normales.
Posterior a esto se realiza un analisis tedrico y numeérico.

3.1. Soluciones al orden menor

Estas se refieren a la resolucion de las ecuaciones gobernantes para aquellos términos de las
expansiones asintéticas en los que la potencia de ¢ sea la menor posible, es decir, se resuelve
para los primeros términos de las series obtenidas en el capitulo anterior. Se calculan las dis-
tribuciones de presién de orden cero (~ O(g”)) en cada uno de los liquidos. Concluye con el
calculo de los perfiles de velocidad.

3.1.1. Distribuciones de presion

Para resolver las distribuciones de presién en los fluidos tenemos que al menor orden (~
O(£%)) las ecuaciones que nos dan este resultado son la conservacién de momento en la direccién
vertical junto con la condicién de esfuerzos normales en la superficie libre de cada capa de
liquido. Primero para el fluido 2, la conservacién de momento y la condicion de esfuerzos
normales en la superficie libre, Ecs. (2.71) y (2.74) al menor orden (~ O(e")), se escriben
respectivamente como

0= —Py, — BoS, (3.1)
(Py — Py) = S (hgw + hyy) en z = h(z,y,t). (3.2)

Se integra la Ec. (3.1) respecto a z y se utiliza la condicién expresada en la Ec. (3.2) para
obtener la constante de integracién. Entonces, la presion de menor orden del fluido 2 es

Py = Py — BoS (z —h) — SV?h, (3.3)

donde V3 = 9240, Para el fluido 1 las Ecs. (2.88) y (2.91), que corresponden a la conservacién
de momento en z y la condicién de esfuerzos normales en la superficie libre respectivamente, se
escriben para el menor orden (~ O(g")) como

0=—Py, — pBoS, (3.4)
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(PL - PIO) = 78 (hlzx + hlyy) €n = = _dw - hl(xayat)' (35)

Se integra la Ec. (3.4) respecto a z y se utiliza la condicién expresada en la Ec. (3.5) para
obtener la constante de integracién. Entonces, la presion de menor orden para el fluido 1 es

Py = Py — pBoS (2 + dy, + hy) — vSV3 hy. (3.6)

Al igual que con los perfiles de temperatura, las distribuciones de presiones quedan igual a
aquellas calculadas por Dévalos-Orozco [18, 19], pues el caso hidrostatico debe ser el mismo sin
importar las propiedades que pueda presentar el material de trabajo.

3.1.2. Perfil de velocidades
Fluido 2

Para el fluido 2 las ecuaciones de conservacion de momento en x e y, Ecs. (2.69) y (2.70),
al menor orden (~ O(g)) se expresan como

_P(]g: + U215, = 07 (37)

—Poy + v21,, = 0. (38)

Hay que notar que las derivadas parciales de Py, Ec. (3.3), respecto a = e y hacen que el
término resultante no sea dependiente de z. Integrando una vez respecto a z las ecuaciones
anteriores se obtiene

—Pogz + ugy, = C1, (3.9)

—Pyyz + vg1, = Co. (3.10)

Las constantes de integracion C) y C5 se calculan a partir de las condiciones de primeros y
segundos esfuerzos tangenciales. Estas condiciones, Ecs. (2.75) y (2.76) al menor orden (~ O(g)),
quedan respectivamente como

U21, = —Ma (TOQJ + TOzhx) en z = h('r7 y,t), (311)

V9, = —Ma (Toy + TOZhy) en z = h(z,y,t). (3.12)

En las condiciones anteriores el factor 1/N de los términos del lado izquierdo se expande
como serie binomial y se encuentra que éste debe ser igual a la unidad para que estos términos
conserven su orden (~ O(g)). Estas condidiones pueden desarrollarse con los resultados obte-
nidos anteriormente para Ty en el Ec. (2.81). Primero se realizan las derivadas parciales de Tj
como

0 1 Bih,
To,=—|—|[1—Bi(z— 1
0r 7 O (den) | iz —hl+ den’ (3:13)
0 1 Bih
To,=—|—-— )|l —Bi(z — Y 14
= o (g ) = Bile— )+ 22 (5.14)
B1
Ty =~ (3.15)

Ahora, se desarrollan los términos que estan entre paréntesis del miembro derecho de las
Ecs. (3.11) y (3.12).

0 1
T T =—|—)|1—-Bi(z— 1
Oz + Uzhl‘ or (den) [ ? (Z h)] ) (3 6)
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0 1 .

Se sustituyen los resultados anteriores y se evaliia en z = h. Con esto las condiciones de las
Ecs. (3.11) y (3.12) se reescriben como

o (1
Uy, = —Ma£ (_den) en z = h(x,y,t), (3.18)
el (L) en s = h(ayt) (3.19)
Vap, = aay | enz=hiz,y1). :

Entonces, aplicando las Ecs. (3.18) y (3.19) a las Ecs. (3.9) y (3.10), las contantes C} y Cy
quedan respectivamente como

0 1
— —P h—Ma— [ — 2
@ b2t “Ox (den) ’ (3:20)
0 1

La condicién de deslizamiento para el fluido 2, Ec. (2.78), para las componentes de velocidad
de menor orden se expresa como

Usy = Pugy, y V21 =Py, enz=0. (3.22)

Las derivadas parciales en z de las componentes horizontales de la velocidad pueden des-
pejarse facilmente de las Ecs. (3.10) y (3.11). Asi, es posible reescribir la condicién anterior
como

ug, = BCL y w9 = PCy en z=0. (3.23)

Integrando una vez mas las Ecs. (3.9) y (3.10) respecto a z se tienen dos nuevas constantes

de integracion C5 y Cy.
2

U1 = POx% -+ 012 + 03, (324)
52
Vg = POyE + CQZ + 04. (325)
Aplicando la condicién de deslizamiento se obtiene que dichas constantes son
C3 = ply, (3.26)
Cy = BCh. (3.27)

Por lo tanto, las componentes horizontales de la velocidad del fluido 2 quedan como

2

uzy = Po 5+ Ci(z + ), (3.28)
2
V91 = Poy% + CQ(Z —+ 6) (329)

Por su parte la componente en z de la velocidad del fluido 2 se calcula a partir de la
conservacién de masa, Ec. (2.68), expresada al menor orden (~ O(g?)) como

W2, = —U21, — V21y- (3.30)
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Las derivadas parciales de las velocidades de las Ecs. (3.28) y (3.29) respecto a = e y son

respectivamente
2

U1y = POmx% + Clm(’z + 5)5 (331)
22
V21y = POny + Cay(z + ). (3.32)

Sustituyendo esto ultimo en la Ec. (3.30) se obtiene que

2

z
Wy, = —Vip()§ - (Clx + CQy)(Z + B), (333)
donde las derivadas parciales de las constantes C'; y C5 son respectivamente
Cip = —(Pogeh + Poghy) — M 82 L (3.34)
te = Doz 0ot 922 \den )’ '
0? 1
Chy = _(P()yyh + POyhy) - Maa_yz den | (3.35)

Estas derivadas no son funciones de z, por lo que la adicién de las mismas tampoco depen-
dera de esta variable independiente adimensional. Sumando estas derivadas y desarrollando se
obtiene que

1
Cl;p -+ ng = _VJ_ . (hVJ_P0> — MCLVi (—) y (336)

den

donde V| = (0,,0,) es la componente horizontal del gradiente.

La condicién de impenetrabilidad, Ec. (2.77), se expresa para el menor orden (~ O(g?))
como
wy =0 en z=0. (3.37)

Integrando la Ec. (3.33) una vez respecto a z aparece una nueva constante de integracion.
Esta constante, llamese Cf, es cero, pues debe cumplirse la condicién de impenetrabilidad, Ec.
(3.37). Entonces, la componente en z de la velocidad del fluido 2 queda como

23 2’2

Fluido 1

Para el fluido 1 las ecuaciones de conservacion de momento en las direcciones = e y, Ecs.
(2.86) y (2.87), se escriben al menor orden (~ O(¢)) como

_Plox T pULy,, = 0, (339)

_P].Oy + /,L’U]_lzz — O (340)

Hay que observar que al tomar las derivadas parciales en x e y de la presion Py, Ec.
(3.6), este término pierde la dependencia con z. Por lo tanto, las ecuaciones pueden integrarse
facilmente respecto a z. Integrando una vez respecto a z las Ecs. (3.39) y (3.40) se obtiene
respectivamente que

—Pig,z + puyp, = Chy, (3.41)
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—Proyz + pvry, = Coy. (3.42)

En las ecuaciones anteriores las constantes de integraciéon Cp; y Cy; se calculan de las
condiciones de frontera de primeros y segundos esfuerzos tangenciales, Ecs. (2.92) y (2.93), que
al menor orden (~ O(e)) quedan expresadas como

Hui1, = ’YTMCL (TIO;U - TlOzhl.t) €n z = _dw - hl(xa y7t)7 (343)

v, = yrMa (Tmy — TIOZhly) en z = —d, — hi(z,y,t). (3.44)

En estas ecuaciones, en los términos de la izquierda, se puede realizar la expansion binomial
del factor 1/Nj. Se encuentra que este factor se hace igual a uno para que el término de
la izquierda sea del orden correspondiente (~ O(g)). Estas condidiones pueden desarrollarse
con los resultados obtenidos anteriormente para Tj, en la Ec. (2.98). Primero se realizan las
derivadas parciales de T}, como

Bi [ hi, Bi dy ]
Tig, = ) _<hx + 7) (? (Z +d, — K (Y + h)) — 1> + hxden_ , (3.45)
Bi [ hq Bi dy |
TlOy = denQ (hy + %) (? (Z + dw - K (; + h)) - 1) + hyden ’ (346)
Bi
Tio, = — : 3.47
10z Kden (3.47)

Ahora, se desarrollan los términos que estan entre paréntesis del miembro derecho de las
Ecs. (3.43) y (3.44).

Bi h Bi d
Tios — Trouhis = H; (hx + %) K?’ (z Vdy— K (; + h)) - 1) + den} . (3.48)

Bi h Bi d
Tio, — Tio b, = F;? <hy + %) KEZ (z v dy— K <; + h)> . 1> + den] . (3.49)

En las condiciones que se pretenden expandir el valor de z esta dado. Entonces, evaluando

los resultados anteriores en z = —d,, — h; y desarrollando se obtiene
d Bi Bi hi,
Tio, — Tho. h1, =—— hy + —
_d Bi 0 1 '
K Biy0x \den )’
d Bi Bi hy
Troy — Thohny =75 <hy + _y>
z K Bi, den? K
L aen (3.51)

__4Bo (1
K Biyoy \den )’
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Estos tltimos resultados se sustituyen respectivamente en las Ecs. (3.43) y (3.44), y se
despeja a la componente de la velocidad. Entonces, las condiciones quedan reescritas como

yrMa d Bi O 1
__ a br g = —dy — hy(z,u. 1), 3.52
Uiz i K Bip 0x \ den oz @y, 1) (3:52)
yrMa d Bi 0O 1
_ @ ot g — —dy — hy(z, 9, 1). 3.53
Y11z u K Bip 0y \ den oz (1) (3:53)

Por lo tanto, aplicando estas condiciones a las Ecs. (3.41) y (3.42) se obtiene que las cons-
tantes C; y Cs; son respectivamente

dBi o/ 1
— Py (dy + hy) — v Mas 28 2 (2 54
Cii = Prog(dy + ) =97 “K Bi, 0z (den)’ (3.54)
dBi 0/ 1
= w — — | — ] . .
Coy = Proy(dy + h1) fyTMaKBZl o (den> (3.55)

Integrando nuevamente respecto a z las Ecs. (3.41) y (3.42), y despejando las velocidades
se obtiene que

1 22

Uy = ; (PloxE +Ciz + 031> ) (3.56)
1 22

V11 = ; PlOy? + 0212 + C41 . (357)

La condicién de deslizamiento, Ec. (2.95), se expresa para el menor orden de las componentes
de velocidad como

upy = —fiury, y vip = —piv1, en z = —d,. (3.58)

Despejando las derivadas en z de las velocidades en las Ecs. (3.41) y (3.42), y evaluando en
la frontera se obtiene que la condicion de deslizamiento puede reescribirse como

U = —% (Ci1 — Prgpdw) vy v = —% (021 - Pl[)ydw) en z = —d,. (3.59)

Con esto es posible calcular las constantes Cs; y Cy;. Estas quedan respectivamente como

2

C31 = Ci(dy — B1) — Pro, (%U - 51%) ; (3.60)
d2

Cuy = Ca1(dw — B1) — Pro, (710 - /31dw) : (3.61)

Las velocidades quedan entonces expresadas sélo en funcién de las constantes C1; y Cyy
como

1 /P
un = (%(% — 2+ 2B1dy) + C1y (2 + dyy — 61>) : (3.62)
1 PlOy 2 2
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Ahora, utilizando la ecuacién de conservacién de masa, Ec. (2.85), al menor orden (~ O(g?))
se tiene que
Wi, = —Ul1y — Vi1, (3.64)

de donde, al derivar las Ecs. (3.62) y (3.63) respecto a x e y se tiene respectivamente que

1 /P
Ul1y = E (%(32 - d121) +261dw) + Ch1,(2 + dy — 51)) ) (3.65)
1 (Proyy, 5 2
Uiy = u T(Z —dy, +2B1dy) + Coyy(2 +dy — B1) | - (3.66)
Sustituyendo estas derivadas en la Ec. (3.64) se obtiene que
1 /1
Wig, = “ (5(22 —d}, +261dyy) V4 Pro + (Chy, + Coyy)(z + dy — 51)) : (3.67)
Las derivadas parciales de las constantes C; y Cs; son
d Bi 02 1
=P, dy + h Py, by, —yrMa———— | — |, .
Ciig 102 (Qw + P1) + Proghi, — 97 aKBz'l 92 (den) (3.68)
d Bi 02 1
C21y = Pl[)yy(dw + hl) + Pl(]yhly — ”)/TMG?B—Zla—yZ <%) . (369)
Sumando estas derivadas se obtiene que
Clla; + Cgly == dele + VL . (hIVL-PlO) — ’}/TMagB—ile M . (370)

Notar que esta suma de derivadas parciales de las constantes de integracion no depende de z.

Se integra la Ec. (3.67) respecto a z. De esto se encuentra que

1 /1,23 22
Wi == (5(3 — dbyz + 281dy2) Vi Prg + (Chy, + CQIy)(? +dyz — 512)) + G5y (3.71)

La condicién de impenetrabilidad, Ec. (2.94), se expresa al menor orden como

wip =0 en z = —d,. (3.72)
Con esta condicién se puede calcular la constante de integracién C5; que queda como
1 ds, 2 2 d,
Cs = AR Aidy, | Vi Pig — (Ciyy + Cayy) 5 Prdy ) | - (3.73)

Sustituyendo esta constante en la Ec. (3.71) se obtiene entonces que la componente en z del
fluido 1 al menor orden es

W19 = —w ((1(2 -+ dw)(z — 2dw) + Bldw) viPIO + %(Ollx + CQly)(Z + dw — 261))

! 6
(3.74)
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3.2. Ecuaciones de evolucion

3.2.1. Fluido 2

La condicién cinematica de la superficie libre del fluido 2 al orden calculado queda como
hi + ugihy + vo1hy —we =0 en z = h(x,y,1t). (3.75)

Se sustituyen las velocidades calculadas, Ecs. (3.28), (3.29) y (3.38), en la ecuacién anterior,
recordando que el valor de z estd dado. Asi, se desarrolla dicha condicién para obtener la
ecuacion de evolucién no lineal.

hy — V- K%g+5h2> VLPO] — MaV | - [(%2+ﬁh> A\ (L)} = 0. (3.76)

den
Sustituyendo la presién Py, Ec. (3.3), y desarrollando se tiene que

he + ng - [(R*+36h%) (VL (Vih) — BoV i h)] — %VL : {(h2 +2Bh) V1 (ﬁ)} = 0.

(3.77)

Se puede observar que en el caso en que no existe deslizamiento en la pared (6 = 0) se

recupera aquella ecuacién dada por Dévalos-Orozco [19], recordando que en este tltimo la defi-

nicién del nimero de Marangoni es diferente. Ademas, la forma de la ecuacién es la misma que

aquella calculada por Séanchez-Barrera [34], con la diferencia de que aqui el den depende de hy
y d. Entonces, cuando h; y d tienden a cero se recupera el caso estudiado en [34].

Linealizacién

La Ec. (3.77) se linealiza con el fin de entender como evoluciona la deformacién superficial si
la misma es considerada como un espesor adimensional ( espesor en el estado basico) mds una
funcion de deformacion. De esta forma, primero se expanden las divergencias horizontales. Asi,
podemos ver que términos formaran parte de la ecuacién lineal. En esta expansién aparecen un
gradiente y un lapaciano horizontal del inverso de den, los cuales se desarrollan como

1 Bi 1
v, (—) -2 <VLh+ —Vm) , (3.78)

den den? k

1 Bi 1 2Bi 2
Vi <%> = _d6n2 (Vih + Evihl - %(VLI’L . VJ_h + Vj_hl . Vj_hl + EVJ_}L . VJ_hl)>
(3.79)

Como se dijo anteriormente las deformaciones se describen como h(z,y,t) = 1+ H(z,y,t)
y hi(z,y,t) = d+ Hyi(z,y,t). En general hay que notar que todos los productos escalares entre
gradientes de h y hy son términos no lineales. En lo particular hay que observar que en los
términos en los que se sustituya h se tendran binomios, de los cuales sélo los productos con el
espesor adimensional en el estado basico formaran términos lineales, pues los demas términos
son producto de funciones y sus derivadas (no lineales). Es asi que la ecuacién lineal para la
evolucién de la perturbacién queda como

MaBi
2den?

S
Hy+ = (1+38) [Vi(ViH) — BoViH]| +

1
3 (1+26) |V2H + EviHl =0, (3.80)
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donde
d Bi

d d
d =Bi|l4+ =42 1+ ——— .81
eny, z(+K+X>+ +KB@'1’ (3.81)

es el denominador lineal.

3.2.2. Fluido 1
La condicién cinematica de la superficie libre del fluido 1 al orden calculado queda como
hiy + uiihiy +vihey, w2, =0 en z = —dy, — hi(z,y,1). (3.82)

Se sustituyen las velocidades calculadas, Ecs. (3.62), (3.63) y (3.74), en la ecuacién anterior,
recordando que el valor de z esta dado. Asi, se obtiene que la ecuacion de evolucién no lineal es

1 h3 yrMa d Bi h? 1
hlt—;VJ_' |:(§1+Blh%> VJ_P10‘| + T/L KB—“VJ_ |i(?1+ﬁ1h1> VJ_ (E)} =0
(3.83)

Ahora, se sustituye la presion Pjg, Ec. (3.6), con lo cual la ecuacién de evolucién no lineal
queda

S
e+ 5V (B 368) (pBoV L 79 (TE)]
ywMad Bi o [, LY =
m K_Bile {(hl—i-Qﬁlhl)Vl )| =0 (3.84)

En este caso se observa que cuando no hay deslizamiento (5; = 0) no se obtiene precisamente
el mismo resultado que obtiene Davalos-Orozco [19]. Esto se debe a un error de impresion, pues
falta una v dividiendo al término que contiene al niimero de Bond. Las siguientes ecuaciones es-
critas en el mismo articulo ya no presentan esta inconsistencia. Ademas de esto, Davalos-Orozco
considerd que los fluidos 2 y 1 eran el mismo por lo que v = 1, lo que hace que dicha factori-
zacion no afecte en su estudio, pero de suponer que ambos fluidos son distintos dicho término
si posee relevancia en el problema y dicho factor de ~ faltante debe considererse para el analisis.

Linealizacién

Ahora, al igual que con la ecuacién para el fluido 2, la Ec. (3.84) se linealiza para entender
como es que evoluciona la perturbacion si la deformacion superficial del fluido inferior se define,
tal cual como se mencioné anteriormente, como hy(z,y,t) = d + Hi(x,y,t). Entonces, después
de desarrollar las divergencias y de seguir un procedimiento analogo al caso de fluido 2, la
ecuacién lineal para el fluido 1 queda como

s
ity (d + 38,d) [pBoV2 Hy + V% (V2 H,)]

MaBi~y d Bi
2den? n K Biy

1
(@ +261d) | VIH + Vi H) | =0. (3.85)
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3.3. Modos normales

Como mencionan Gallaire y Brun [41] (2017), el andlisis lineal de la estabilidad deben
distinguirse dos casos de estudio: el estudio de flujos base homogéneos; y el estudio de flujos
base no homogéneos. En particular, es de nuestro interés el primer caso. En los flujos base
homogéneos se considera una invarianza respecto a una o hasta dos direcciones coordenadas.
Mediante la introduccion de la transformada de Fourier se incorporan las ondas generalizadas
que no son méas que soluciones fundamentales. A estas soluciones se les llama modos normales.
En nuestro caso la estabilidad lineal se estudia aplicando modos normales a las Ecs. (3.80) y
(3.85). Es asi que las deformaciones superficiales se suponen de la forma

H(z,y,t) = Ae/Farrhw) 0t (3.86)

Hy(z,y,t) = Bellhar thm) 01, (3.87)

con ) = I' + iw (conocida como frecuencia temporal), donde I" es la razén de crecimiento y
w es la frecuencia de oscilaciéon. A y B son constantes de proporcionalidad y &, y k, son los
nimeros de onda en las direcciones horizontales. En este sentido, como se mencioné antes, se
estd considerando una invarianza respecto a éstas direcciones. Ademads, como se considera que
los nimeros de onda son reales y que la frecuencia temporal es compleja, se dice que se esta
realizando un andlisis temporal de la inestabilidad [41]. En el anélisis de la estabilidad para los
modos normales se sabe que si I' > 0 el flujo es inestable, mientras que si I' < 0 es estable. Que
el flujo sea estacionario u oscilatorio esta condicionado a w. Si w y I' existen para un mismo
intervalo del nimero de onda se dice que el flujo es oscilatorio. Para los intervalos del nimero
de onda en que solo existe I' se dice que el flujo es estacionario.

Una vez se sustituyen las Ecs. (3.86) y (3.87) en las Ecs. (3.80) y (3.85) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones homogéneo para los coeficientes A y B

Q S MaBi 1 MaBi
— + = (1+38) (k* + Bo) — 1+28)| A— — 1+28)B=0 3.88
S po - BB s a- L 0 B o0 Gy
MaBi~r d* Bi
L 2 (d+28) A
2den? KBi1< +261)
Q  Sd? MaBi~r d* Bi
42 kK — pB L= (d+28)| B = .
G () O = plio) + G T (g B0, (389

donde k* = k? + k. Cuando no hay deslizamiento (8 = 1 = 0) se recupera el sistema dado
por Dévalos-Orozco en [19].
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3.4. Soluciones para los modos normales

3.4.1. Dos capas de liquido

La condicién para que la solucién de los coeficientes A y B sea distinta de la trivial es que
el determinante del sistema formado por las Ecs. (3.88) y (3.89) sea nulo. Entonces, aplicando
esta condicién se obtiene que

MaB1
1+2
2den? (1+ ﬁ)] 8

MaBi~r & Bi

REN U
2den? p K? Bz’l( * 61)}

ﬁ+§(1+36)(k:2+30)—

{QS

QO S )
{ﬁ + En (d+3p1) (vk™ — pBo) +

MaBi\?~r d* Bi

<2den%> %FB—Z,I(d+261)(1+2B) = 0. (3.90)

Este determinante igualado a cero nos da una ecuacién cuadratica para ). Ademds, cuando
se hace § = B; = 0 (caso sin deslizamiento) en la ecuacién anterior, se encuentra la misma
expresion que obtiene Davalos-Orozco en [19]. Para la solucién de dicha ecuacién se considera
que los fluidos que mojan ambas caras de la pared son el mismo y, por ende, tienen las mismas
propedades, es decir, « = v =~y = pu=p =K =1y Bi; = dBi. Ademas, a partir de este
punto se considera que las longitudes de deslizamiento de ambos fluidos son iguales 5, = (3, lo
cual puede atribuirse a que se aplicé el mismo recubrimiento en ambos lados de la pared. Asi,

se reduce el nimero de pardmetros en el sistema y la Ec.(3.90) se reescribe como

Q S 9 MaBi
{ﬁ+§(1+36)(k + Bo) — Ydon? (1+25)} x
Q S , MaBi
|:E +?(d+35) (k’ —BO) + Qden%d(d+2ﬁ):|
MaBi\”
(2d€n%) d(d+28)(1+28) =0, (3.91)
con d
deny, = Bi <1+d+ —w> +1+d. (3.92)
X

Se van a tener dos soluciones de la Ec. (3.91), una con Bo > 0 y otra para Bo < 0. Para
el caso en que el nimero de Bond es negativo se puede sustituir Bo = —|Bo|, esto tltimo
s6lo cambia el signo de los términos que incluyan el Bo. Con el fin de reducir el nimero de
pardametros Dédvalos-Orozco [19] hace los siguientes escalamientos

30 3 MaDBi k2
Qy=——-=T ) A= ————— k2= — 3.93
1T 5B e Mo AT gR, 2den? Y % T By (3:93)
30 3 MaBi k2
Q. =———-=T } Af = —-—— L — 3.94
17 S|Bol? q1 T Wqy, Agy S|Bo| 2den? Yy Fqp | Bol ( )

Noétese que los escalamientos de la Ec. (3.93) corresponden al caso con Bo > 0, mientras
que los escalamientos de la Ec. (3.94) corresponden al caso con Bo < 0. A partir de este punto
s6lo se mostraran los célculos para obtener {2, que corresponde al caso con Bo > 0. Esto por-
que el procedimiento algebraico para obtener las soluciones de €1, es completamente andlogo.
Asi, después de sustituir las definiciones de la Ec. (3.93) en la Ec. (3.91) y reducir términos
semejantes, se encuentra que
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k2

q

{&+(1+35)(/€§+1)—Aq(1+2ﬁ)} X

[% +d*(d+38) (kI — 1) + Agd (d + 25)}

+A2d (d+2B) (1+28) = 0. (3.95)

En el caso que Bo < 0 la ecuacién que se obtiene difiere de la anterior en que cambia la
nomenclatura de las variables escaladas, pues se anade un subindice 1. Ademas, cambia el signo
del niimero uno asociado en los paréntesis junto con las k;g.

Observamos que la Ec. (3.95) estd expresada de la forma

Q Q
(k—;? + a) <k—§ + b) +c=0. (3.96)
q q

Esta es una ecuacién cuadrédtica para ), la cual puede resolverse de forma muy sencilla
aplicando la féormula general. Asi, las dos soluciones pueden escribirse como

Qq:%g{—(a+b)i (a—b)2—4c}, (3.97)

con

a+b=—(d>—1+438(d> — 1)) + kX(d> + 1+ 38(d* + 1)) + Ay(d* — 1 +26(d — 1)), (3.98)

(a—0)? —de= [ +1+38(d* +1) — kK2(d® — 1+ 38(d* — 1)) — Ay(d® + 1+ 28(d +1))]?

—4A%d (d+25) (1 +28). (3.99)

Se tienen tres posibilidades para la solucién: (1) si el radicando es positivo se tienen dos
raices reales y no hay flujo oscilatorio (unicamente hay razén de crecimiento de la perturbacién)
y, entonces, la perturbacién crece o decrece en el tiempo; (2) si el radicando es nulo se tiene
una sola solucién real y la perturbacién crece o decrece en el tiempo; y (3) si el radicando es
negativo se tienen dos raices complejas, donde la parte imaginaria representa a la frecuencia de
oscilacion de la perturbacién. En este dltimo caso si la parte real es positiva la oscilacién crece
en el tiempo y si es negativa decrece en el tiempo.

Sustituyendo las Ecs. (3.98) y (3.99) en la Ec. (3.97) se tiene que las soluciones cuando
Bo > 0 son

_k

Q, 5

{— [—(d® = 14 38(d® = 1)) + k2(d® + 1+ 38(d> + 1)) + Ay(d® — 1+ 28(d — 1))]

/[~ (@ 4+ 1+ 38(d2 + 1)) + K2(d® — 1+ 38( — 1)) + Ay(d + 1+ 28(d + 1))’

—4A2d (d+28) (1+26) } (3.100)

De la ecuacién anterior, a la solucién con el signo positivo se identifica como la primera
solucién, mientras que la solucion con el signo negativo se identifica como la segunda solucién.
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Ya sabemos que cuando Bo < 0 se tiene que sustituir Bo = —|Bo| en la Ec. (3.91), aplicar
los escalamientos de la Ec. (3.94) y desarrollar de forma andloga a la solucién para Bo > 0
presentada arriba. Hay que observar que cuando se hace lo anterior sélo habra un cambio de
signo en aquellos términos de la Ec. (3.100) (dentro de las llaves) que no estdn multiplicados
por kg o A,. Asi, las soluciones cuando Bo < 0 son

i 2

Q,, = %{— [d% =1+ 3B(d> — 1) + k2(d® + 1+ 38(d> + 1)) + Ay (&> — 1+ 2B(d — 1))]

/[ + 14+ 3B(d + 1) + k2(d — 1+ 38(d2 — 1)) + Agy (2 + 1+ 28(d + 1))

—4A2d (d + 28) (1 + 28) } (3.101)

Si se hace = 0 en las Ecs. (3.100) y (3.101), observamos que se recuperan aquellas ecua-
ciones dadas por Davalos-Orozco en [19].

Hay que observar que los términos d® — 1+ 38(d* — 1) y d> — 1+ 28(d — 1) se hacen cero
cuando d = 1 para cualquier valor de . Si hay flujo oscilatorio y d = 1 el radicando de la Ec.
(3.100) pierde dependencia con el nimero de onda. Asi, para la frecuencia de oscilacién se tiene
que wy ~ kg. Es decir, la frecuencia de oscilacién pierde un par de raices y presenta una forma
parabdlica respecto al nimero de onda. Esta parabola tiene vértice en el origen y dominio en
todos los reales positivos. Entonces, cuando esto pasa todo el flujo es oscilatorio. Por otro lado,
también con d = 1, observamos que cuando hay flujo oscilatorio los efectos térmicos de A, sobre
la razén de crecimiento desaparecen. En este sentido, la estabilidad del sistema no depende de
A, Ademas, esto también puede afectar la frecuencia de oscilacién, como se vera més adelante.
Aqui supondremos que beta sélo toma valores de cero a uno (0 < f < 1). También cabe men-
cionar que con d > 1 se tiene que d®> — 1+ 33(d*> — 1) > d*> — 1 + 23(d — 1), mientras que con
d < 1setiene que d®*—1+33(d*—1) < d*—1+28(d—1) para todo el intervalo de valores de beta.

Como se menciond antes s6lo unos términos poseen un cambio de signo. Entonces, es de
nuestro interés saber si existen intervalos de los parametros para los cuales ambas soluciones de
Omega sean equivalentes. En [19], Davalos-Orozco, demostré que haciendo a d mayor o menor
a uno y variando el signo de A, se tiene dicha equivalencia entre las soluciones. A diferencia
de [19], observamos que aqui se tiene un cambio de signo en términos extras correspondientes
a los efectos del deslizamiento. Es asi que el valor del deslizamiento es determinante en el
caso en que exista una equivalencia entre €2, y 2,,. En nuestro caso en particular la forma
de las equivalencias se simplifican en gran medida al considerar el mismo deslizamiento para
ambos fluidos, pero en el caso en que se considere 5, # [ hay que tener cuidado pues las
equivalencias comienzan a tener una fuerte dependencia con los valores de dichas longitudes
de deslizamiento. Cuando d < 1 (para todo ) se pueden realizar las siguientes sustituciones
d®—14+33(d*—1)=—|d®—1+38(d>-1)|yd®* —1+2B8(d—1) = —|d* — 1+ 28(d — 1)|. De
esta manera, si se tiene el mismo deslizamiento en ambas caras de la pared, se recuperan las
equivalencias dadas en [19]. En ésta publicacién, Davalos-Orozco muestra dichas equivalencias
con triadas como

Qy —Qqy, Ag>0—=A4, <0, d>1—=d<1, (3.102)
Qy = Qg Ag>0—= A4, <0, d<1—=d>1, (3.103)
Qy = Qqy, Ag<0—=A4, >0, d>1—=d<1, (3.104)
Qy = Qg Ag<0—=A4,, >0, d<1—=d>1. (3.105)
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Por tanto existe una equivalencia entre ambas formas al cambiar adecuadamente los valores
de d, tal y como lo demuestra [19]. Es asi que las soluciones obtenidas para el caso Bo > 0, Ec.
(3.100), son suficientes para describir en su totalidad la estabilidad del sistema.

A manera de demostracion la equivalencia dada en la Ec. (3.104) se muestra en las Ecs.
(3.100) y (3.101) como

Q, = %3{— [—(d® =1438(d° = 1)) + k3 (d® + 1+ 38(d* + 1)) — |Ag|(d® = 1 +26(d — 1))]
£/ [ (@ + 1+ 38( + 1)) + k2(d® — 1+ 38(d2 — 1)) — | A, (@ + 1+ 28(d + 1))’
—4|A,Pd (d+2B) (1 + 28) } (3.106)
Q= %’%{— [—[d® = 14+ 38(d* = 1)| + kgf(d® + 1+ 38(d* + 1)) — Agy|d* — 1+ 25(d — 1)]]

:I:\/[—(d?’ F1438(d2 + 1)) + k2|d — 1+ 38(d2 — 1) — Ay, (2 + 14 28(d + 1))]”

—4A2d (d + 28) (1 + 28) } (3.107)

Cuando A, es negativo se sustituye su definicién utilizando barras de valor absoluto. Hay
que notar que en la Ec. (3.107) se aprovecha el hecho de que el conjunto de términos entre
corchetes (en el radicando) estd al cuadrado y se factoriza un (—1)? = 1, lo cual cambia el
signo de todos los términos dentro de los corchetes. Las demaés triadas se comprueban de forma
analoga realizando los calculos algebraicos.

Ahora, es posible calcular los nimeros de onda criticos. Para el caso estacionario la razén
de crecimiento debe ser cero, que es lo mismo a hacer €2, = 0. Con el fin de facilitar los célculos
para el nimero de onda critico estacionario, ésta ltima condicién se sustituye en la Ec. (3.95)
y se resuelve para el numero de onda, donde se renombra k, con k4. Después de realizar lo
anterior se obtiene que

d+ 25 1+2p3 d+2p 1+28
koo |k A — k2 A — 1] =0. (3.108
qcs{qcs—i_ q(d2+35d 1—1—36) acs T4 d2+36d+1—|—35 ( )
Se calculan las raices para k:g og- Dos de las raices son cero, mientras que las otras dos raices
son
2 1 4 d+258  1+42p
05 2 I\d2+3pd 1438
d+28 1428\’ d+238 1+28
44/ A2 — 4({1—-A . 3.109
\/q(d2+36d 1+3@> * "\ 1 36d " 1438 (3-109)
k:g og tiene que ser real, por lo que el radicando debe ser positivo. Se puede observar que

los efectos gravitatorios se hacen presentes unicamente en el término del radicando que tiene
el cuatro. Como se demuestra en [19] se multiplica la ecuacién anterior por Bo y se simplifica,
por lo que sélo el término mencionado antes queda asociado al nimero de Bond que representa
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los efectos gravitatorios. Entonces, ha de existir un valor de A, tal que la gravedad no tenga
influencia en el nimero de onda critico estacionario. Esto es, cuando:

d+28 1+28\
1—Aq(d2+3ﬁd+1+3ﬁ)—o. (3.110)

En ausencia de deslizamiento, ambos resultados, Ecs. (3.109) y (3.110), se reducen a aque-
llos dados en [19].

El flujo oscilatorio se da siempre y cuando el radicando de la Ec. (3.100) sea negativo. El
inicio y final de las oscilaciones se obtienen de las raices del término con el radical de la Ec.
(3.100) igualando a cero el radicando. Cuando no hay frecuencia de oscilacién una de las raices
es cero, mientras que las otras dos son

2 &+ 14382 +1) — A, <\/d(d+26)¢\/71+26>
kacors = B —1+38(d—1)

2

(3.111)

Podemos observar que la Ec. (3.111) geométricamente representa la ecuacién de dos rectas

para kg copy YeEsPecto a A,, donde la ordenada al origen de ambas rectas es la misma. Asi,

analizando las pendientes de dichas rectas observamos que para d < 1 con A, > 0 ambas pen-
dientes son positivas (con una ordenada al origen negativa) y ky.o, < kqop, PUes la pendiente
de /{:g COy €S mayor. Entonces, la primera raiz (signo negativo) representa el inicio del flujo os-
cilatorio y es el nimero de onda critico en el cual se combinan los dos modos de solucién para
cambiar al flujo oscilatorio. Por su parte, la segunda raiz (signo positivo) representa el final del
flujo oscilatorio. Por lo tanto, se tiene que el flujo oscilatorio ocurre para ky.,, < kg < kgepy-
En este caso los nimeros de onda criticos sélo existen para A, > 0. Sid < 1y para A, <0
observamos que k:g oty S€ hacen negativos y por lo tanto en estas condiciones no existe flujo
oscilatorio. Ahora, si d > 1y A, > 0 el papel que juegan los niimeros de onda criticos k., v

. . 2
kqcoq e invierte, esto es que kg, > kg, En este caso las pendientes de las rectas de chom

respecto a A, se hacen negativas (con una ordenada al origen positiva) y al ser més negativa la
pendiente de k:g CO3 hace que éste nimero de onda critico tome valores menores a los de k:g cor’
Asi, en este caso kg, €s el punto critico correspondiente al inicio del flujo oscilatorio y es
donde se combinan las curvas estacionarias. Por otro lado, en k,,, termina el flujo oscilatorio.
En este sentido, si d > 1y A, > 0, el flujo oscilatorio existe para kqop, < kg < kgppy- Aqui

se tiene la posibilidad de que no existan los ntimeros de onda criticos kg cO1y PUES si A, es

lo suficientemente grande puede hacer negativa la Ec. (3.111), lo cual implica un valor critico
complejo. Con d > 1 en A; = 0 los numeros de onda criticos Icg COLy SON iguales y por lo tanto
no existe flujo oscilatorio. Cuando d > 1y A, < 0 se vuelve a tener que kg, < kgppy- S€ 0b-
serva que para que la solucién sea finita ha de cumplirse que d # 1. Cuando d = 1 la Ec. (3.111)
es invalida y hay que recurrir a la Ec. (3.100) para calcular el valor critico en estas condiciones.
Ademds de esto, hay que notar que los cambios de signo debidos al término d* — 1 +23(d — 1)

no afectan el signo del nimero de onda critico.

Con d < 1 el flujo oscilatorio puede empezar con un nimero de onda cercano a kg co. =0
mientras que si k:g oy = 0 el flujo termina cuando el nimero de onda es muy pequeno, es decir,

no hay oscilaciones en el flujo. Entonces, existe un valor de A, con el cual se cumple lo anterior
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y este se obtiene igualando a cero la Ec. (3.111), de lo que resulta
4 P +1+438(d*+1)
Tkeco1,2 2"
on (w/d(d+25) :F\/1+_25>

El signo negativo en la ecuacién anterior corresponde al valor de A, tal que el flujo oscilato-
rio comience con un nimero de onda cercano a cero, mientras que el signo positivo corresponde
al valor de A, tal que no haya flujo oscilatorio. Aqui se cumple que A, > ( para cualquier

1C01,2

(3.112)

valor de los pardmetros. Se observa que el denominador de A, en la ecuacién anterior ha
4C0O1

de ser distinto de cero para que la solucién esté acotada. Si se trabaja algebraicamente dicha
condicién para el denominador se obtiene que d # 1. Nétese que aqui si d = 1, entonces A, Faoo
1

no existe, pues la primera rafz de la Ec. (3.111) deja de depender de A,. También, para el caso
en que el fluido no desliza en las paredes las Ecs. (3.111) y (3.112) se reducen a las dadas en [19].

Hay que notar que A, son las abscisas al origen de las rectas que forman kg coLo Tespecto
9C01,2 )

a Ag. En este sentido, cuando d < 1, ky,, empieza a existir para valores de A4, > Aqchm. En

kqc0, se combinan las curvas estacionarias para entrar al flujo oscilatorio, por lo que para dichos
valores se tiene tanto flujo estacionario como oscilatorio. Por su parte, kg, €xiste para valores

de A, > Ay, . Para estos valores de A, se tiene unicamente flujo estacionario. Ademas, por
9C0O2

2

lo discutido anteriormente sobre las pendientes de k 019

y analizando el denominador de la

Ec. .(3.112/), sab.emos.que Aqchm > Aqchm. Asi, para valoires de Aqcho2 < A, < Aqcho1

se tiene sélo flujo oscilatorio. Por su parte hay que ver que si d > 1 los papeles de A, y
9C02

A no se invierten, como es el caso de los nimeros de onda criticos, pero se da un cambio

9kqc0,

en la pendiente de las rectas de k2

aco1,2’ aco1
existe para valores de A, < A,, Y kqco, €xiste para valores de A; < A, . Es decir, para
9CO1 9C0O2

Esto quiere decir que, bajo estas condiciones, k

Aq < Ay solamente se presenta flujo estacionario, mientras que con A, < A,, se tienen
racol . 9C0O2
ambos tipos de flujo.

Ahora, se desea obtener el niumero de onda critico para el cual la razén de crecimiento es
cero cuando se tiene flujo oscilatorio. Asi, igualando a cero la parte que se encuentra fuera del
radical en la Ec. (3.100), se puede encontrar que una de las raices del nimero de onda critico
es cero y la otra es

2 d®—1+38(d*>—1)— A (d* —1+28(d—1))
aco B +1+33(d>+1) ‘

(3.113)

Aqui el denominador nunca es nulo, por lo que este nimero de onda critico siempre esta
acotado. Si f = 0 se recupera el nimero de onda critico dado en [19]. Hay que ver que, cuando
d > 1, este valor critico puede dejar de existir si A, es lo suficientemente grande. Aqui sucede
que cuando d = 1 el nimero de onda critico se confina alrededor de cero. k:g co también forma
una recta respecto a A,. En este caso la ordenada al origen es menor (en valor absoluto) a
aquella ordenada en la Ec. (3.111). En k,, se da el cambio de signo en la razén de crecimiento
de la perturbacién. Analizando la parte correspondiente a I'; en la Ec. (3.100) podemos obser-
var que para k, < k., se tiene I'; > 0 (flujo inestable), mientras que si k; > kg, se tiene
I'; < 0 (flujo estable). Esto ocurre tinicamente cuando hay flujo oscilatorio. Es decir, que &,
existe dentro del intervalo en que sucede la frecuencia de oscilacién. De esta forma sabemos que
cuando d < 1 se tiene kg, < kgep < Kooy
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Cuando d > 1 las rectas formadas entre k7 y A, de las Ecs. (3.111) y (3.113) se intersectan
entre si. Estas intersecciones pueden obtenerse matematicamente en funciéon de A,. Para A, > 0,
el valor de A, en el cual empieza a existir flujo oscilatorio inestable se da cuando k., = ko
Entonces, igualando las Ecs. (3.111) (signo positivo) y (3.113), y despejando a A, se obtiene el
valor de dicho parametro que representa el inicio de las oscilaciones en estas condiciones. Asi,

Ykqco=Facoq

—Mf+wfmw8m+ﬁf—1+ww%4mf—1+wu—m>

—(d* 4+ 1+ 38(d* + 1)) <\/d2+25d+ \/1+2ﬁ> ) (3.114)

De esta forma que el flujo oscilatorio inestable empieza a aparecer para A, > A, _, .
9CcOoO—""aCO2

Por lo tanto, para valores menores se tiene exclusivamente flujo estacionario. Hay que men-
cionar que si se desarrolla el denominador de A, ~ _, se obtiene que dicho valor de A,

9CcOoO—""aCO2
siempre es positivo.

Cuando A, < 0 el flujo oscilatorio inestable empieza a existir cuando kq, = kg, [gua-
lando las Ecs. (3.111) (signo negativo) y (3.113), y despejando a A, obtenemos

Ay _ :—4f+wfmﬁﬂm+Qf—1+wwkwmf—1+ww—n>

qcho—chm

—(d* 41+ 38(d2 + 1)) <\/d2+26d— \/1+25>2). (3.115)

Aqui el flujo oscilatorio inestable empieza a aparecer para |A4,| > |A |. Para valo-

Tkqco=kaco,
res menores (igual en valor absoluto), se tiene flujo estacionario. Cuando d = 1 la Ec. (3.115) es

invalida. Para todos los demads valores de d siempre se cumple que A, _, < Ay,
. qCO_'qCQl
es negativo para todos los valores de los parametros.

=k ’
9CO 9C0O1
pues se tiene que A, &

aco=kaco1

La razon de crecimiento puede tener un maximo cuando hay flujo oscilatorio. Entonces el
maximo analitico puede ser calculado a partir de la parte que se encuentra fuera del radical en
la Ec. (3.100). Derivando dicho término con respecto a kg, igualando a cero y resolviendo para
k:g se obtiene el niimero de onda correspondiente al maximo crecimiento para el flujo oscilatorio.

Este es
» _1[dP—1438(d2—1) — A(d — 1+ 25(d - 1))
10maz 9 B+1+38(d?+1)

Hay que notar que la ecuacién anterior nos permite establecer una relacién entre el niimero
de onda que corresponde al méximo crecimiento y el nimero de onda correspondiente al creci-
miento nulo, ambos en presencia de flujo oscilatorio. Esto es kq co = 2k§ Omas" De esta forma,
el valor de A, para el cual comienzan a existir kqo, v Kqy,,,, €S €l mismo. En el contexto de las

rectas de Icg vs Ay, las abscisas al origen de dichas rectas son la misma.

(3.116)

Al sustituir el resultado de la Ec. (3.116) en los términos correspondientes a la razén de
crecimiento cuando hay flujo oscilatorio en la Ec. (3.100) se obtiene la razén de crecimiento
maxima, que es

1

Voome: = S(@ 1133 (@ 1) |

d*—1+438 (1) — A, (& —1+28(d—1))]". (3.117)
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Hay un valor de A, para el cual todo el flujo oscilatorio es estable. Este valor de A, se
obtiene al hacer la razéon de maximo crecimiento igual a cero. Esto es:

B 1438 1)

A = .
womar  d2 — 1+ 28(d— 1)

ak (3.118)

Cuando A, tiende al valor presentado en la ecuaciéon anterior, el nimero de onda corres-
pondiente al maximo crecimiento tiende a cero. Ademas, por lo mencionado anteriormente,
este valor también corresponde a aquel en el cual la Ec. (3.113) empieza a ocurrir y por tanto
representa la transicién de flujo oscilatorio inestable a estable. Entonces, cuando se tiene que
d < 1 el flujo es inestable para A, > Aqkqom . Por otro lado, cuando d > 1 el flujo es inestable

para A, < Aqkqomax' Para d =1 la Ec. (3.11%1) es invalida. Para todos los demas valores de d se
cumple que Aqcho2 < Aqqumaz < Aqcho1 para cualquier valor de los parametros.

Notese que los resultados se ponen en términos de A, porque éste representa los efectos
del nimero de Marangoni. De esta manera es posible dar los intervalos de A, en los cua-
les las dos soluciones presentan flujo estacionario u oscilatorio. Estos intervalos en los cuales
el sistema presenta o no conveccién en funcién de los valores de A, fueron demostrados por
Dévalos-Orozco en [19] y en el presente trabajo dichas inecuaciones se siguen cumpliendo para
un mismo deslizamiento en ambas caras de la pared. Al incluir el deslizamiento no se esta
afectando la dependencia de €2, respecto a k;, pues el deslizamiento se hace presente como una
correccion a los coeficientes, pero la forma funcional de las diferentes A, si cambia.

Es asi que cuando d < 1y A, > 0 se tiene que

A, < Aqcho Sélo flujo estacionario, estable, (3.119)
2
Aqcho2 <A, < Aqqumm Sélo flujo oscilatorio, estable, (3.120)
Aqqumz <Ay < Aqchol Solo flujo oscilatorio, inestable, (3.121)
A < A, Flujos estacionario y oscilatorio, inestable. (3.122)
kqco, q

Cuando d > 1y A, > 0 se tiene

A, < A Sélo flujo estacionario, inestable, (3.123)

qcho:choz

3.127

Uhgeo=kacoy = A, < Aqcho2 Flujos estacionario y oscilatorio, inestable, (3.124)
Aqcho2 <A, < Aq%mw Sélo flujo oscilatorio, inestable, (3.125)

Aqkmmm <A< Aqchm Sélo flujo oscilatorio, estable, (3.126)

(3.127)

A < A, Sélo flujo estacionario, estable.
qchol q

Cuando d < 1y A, < 0 sdlo existe flujo estacionario. Aqui al igual que en [19] el segundo
modo de solucién siempre es estable para cualquier beta. Ademas el niimero de onda critico
estacionario, Ec. (3.109), tiene un minimo k,.4 = 1 para toda d < 1 cuando A, = 0.

Por dltimo, cuando d > 1y A, < 0. De la Ec. (3.115) se tiene

|44 < |Aqg, | Sélo flujo estacionario, inestable, (3.128)

qco:chm

|4, > |A | Flujos estacionario y oscilatorio, inestable. (3.129)

kqco=Faco,
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En este tltimo caso también se presenta un minimo k.4 = 1 cuando A, = 0 (para todo
d>1).

Con estos resultados podemos continuar haciendo el anélisis numérico. Este se realiza grafi-
cando la Ec. (3.100) respecto al nimero de onda definiendo valores fijos de los demds parame-
tros. Més en especifico, se grafica la parte real e imaginaria de €2,. Asi, en las figuras podran
mostrarse por separado a la razén de crecimiento (I'; = Re{Q,}) y la frecuencia de oscilacién
(wg = Im{Q,}). Por tanto en las figuras se presentan cuatro juegos de curvas, pues se tienen
dos soluciones, cada una con su respectiva razon de crecimiento y frecuencia de oscilacién.
Para los pardmetros se retomaran los valores de d y A, que utilizé Dévalos-Orozco [19]. En
estos, Déavalos-Orozco demostrd que dichos valores utilizados describen de forma correcta las
variaciones con d y A, sobre el sistema sin deslizamiento. Entonces, es de entenderse que en el
presente trabajo nos apropiemos de dichos valores de d y A,, y sobre ellos veamos el efecto que
tiene el incremento del deslizamiento en ambos lados de la pared. Los cambios de d se hacen
alrededor de uno, mientras que los de A, son alrededor de cero. De esta forma, habremos de
graficar 4 casos: (1) d <1y A4, >0;(2)d<1y A, <0;,3)d>1yA, >0y (4)d>1y
A, < 0. Se asignan valores de 0.1, 0.2 y 0.3 a 3 y se grafican respectivamente con lineas sélidas,
discontinuas y punteadas.

Para realizar las representaciones graficas se utilizo la paqueteria de software Wolfram
Mathematica 13.0 Student Edition. En todas las graficas se utilizan ntimeros 1, 2 y 3 en ne-
gritas para indicar la solucién a la cual corresponden las curvas. De esta manera 1 es la I';
de la primera solucién, 2 es la I'; de la segunda solucién y 3 indica que la curva corresponde
a w, de la primera solucién. La frecuencia de oscilacién de la segunda solucion es negativa y
de igual magnitud que la de la primera soluciéon. Esto se da por entendido y no se indican ni
grafican las curvas correspondientes a la frecuencia de oscilacion del modo 2, ni ninguna curva
que corresponda a un estado estable (I', < 0). También hay que tener en cuenta el dominio que
va a tomar el nimero de onda, pues en la aproximacén a ntumero de onda pequeno se tiene que
0 < k£ < 0.5. En nuestro caso el nimero de onda esta escalado con la raiz del nimero de Bond
y puede tomar valores mayores a 0.5. Al despejar el nimero de onda original se debe ajustar a
valores menores a 0.5 después de dar un valor de Bo.

En la Fig. 3.1 se muestran las graficas correspondientes al caso d < 1y A, > 0. Las pri-
meras tres graficas, Figs. 3.1a-3.1c, se hacen para un valor pequeno de d y haciendo pequenas
variaciones de A,. Las demds figuras, Figs. 3.1d-3.1f, se hacen para un valor de d més cercano
a la unidad con variaciones de A, con un orden de magnitud mayor. Para la capa de liquido en
la cara inferior de la pared cuando d incrementa se promueve la apariciéon de una inestabilidad
conocida como la inestabilidad de Rayleigh-Taylor (R-T). Esta inestabilidad se da debido a la
posicion relativa entre el fluido 1 y su atmoésfera (ver Fig. 2.1). Esto es, un fluido méas denso (en
nuestro caso un liquido) sobre uno menos denso (la atmésfera es gaseosa). Asi, la perturbacion
en la superficie libre del fluido 1 tiene tendencia a crecer (hay una mayor distorsién en la super-
ficie libre) confome se aumenta d, lo cual corresponde a incrementar la cantidad de liquido en la
cara inferior de la pared. Aqui observamos que los incrementos de la razén de crecimiento y de
la frecuencia de oscilaciéon debidos a la inestabilidad R-T se amortiguan con el deslizamiento,
aunque la medida en que el deslizamiento mitiga la aparicién de R-T disminuye al aumentar
del valor de d.

En las Figs. 3.1a-3.1e se tiene so6lo flujo oscilatorio. La Fig. 3.1a cumple con la Ec. (3.119) y
solo se presenta flujo oscilatorio estable para los tres valores de 5. Las Figs. 3.1b-3.1d cumplen
con la Ec. (3.120) y presentan s6lo conveccién oscilatoria para los valores de deslizamiento.
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Figura 3.1: I'y vs. k,. d < 1. A; > 0. d = 0.1: Fig. 3.1a: A, = 1.1, Fig. 3.1b: A, = 1.3, Fig.
3.1c: Ay = 1.35. d = 0.7: Fig. 3.1d: A, = 10, Fig. 3.1e: A, = 20, Fig. 3.1f: A, =50. 1: I'; de la
primera solucidn, 2: I'; de la segunda solucién, 3: w, de la primera solucién (la frecuencia de
oscilacion de la segunda solucion es negativa y4§le igual magnitud).



En la Fig. 3.1e el caso con deslizamiento 5 = 0.1 presenta tanto conveccién estacionaria como
oscilatoria, pues cumple con la Ec. (3.122). Esto ultimo no es visible en la Fig. 3.1e, por este
motivo en la Fig. 3.2a se presenta una ampliaciéon donde se puede observar el comportamiento
antes descrito para dicho valor de deslizamiento. Por su parte, para los valores de beta de 0.2
y 0.3 se cumple la Ec. (3.121) y, por tanto, tiene sélo conveccién oscilatoria. En la Fig. 3.1f
se puede observar conveccién estacionaria y oscilatoria, esto porque dicha figura cumple con la
Ec. (3.122).

En [19] s6lo dos figuras muestran tinicamente flujo oscilatorio, para todas las deméds existen
numeros de onda en los cuales hay conveccion estacionaria. En este sentido el deslizamiento
parece actuar como inhibidor del flujo estacionario. Ademas, notar que el aumento de la longitud
de deslizamiento tiende a estabilizar las curvas de I';. Esto es claramente notable en la Fig. 3.1a
pues, a diferencia de [19], aqui toda la conveccién oscilatoria es estable. Aparte, observamos
que las curvas con la beta mas grande son aquellas que tienen la mayor frecuencia de oscilacién
y la menor razén de crecimiento. Esto se mantiene en las Figs. 3.1b y 3.1c. En la Fig. 3.1d
observamos que la distancia entre las curvas oscilatorias inestables, para las distintas betas,
se acorta, haciendo asi que las curvas de I'; > 0 se intersecten entre si. Después de dicha
interseccion el orden de las curvas se invierte. Esto hace que las curvas con mayor longitud de
deslizamiento presenten un kg, Ec. (3.113), menor que aquellas con una menor longitud de
deslizamiento. En la Fig. 3.1f hay que notar que se tienen dos inversiones en el orden de las
curvas respecto a beta. Se presenta una inversién en cada modo de inestabilidad. Para la parte
correspondiente al flujo oscilatorio inestable la inversion del orden de las curvas se da como
aquella comentada anteriormente para la Fig. 3.1d. La seccién de la Fig. 3.1f en la que hay
conveccidn estacionaria posee una inversién para la primera solucion antes de pasar al modo
oscilatorio. Esto se puede observar con mayor claridad en la Fig. 3.2b que es una ampliacién de
ésta zona en la que hay flujo estacionario inestable. La inversion es tal que las curvas con mayor
deslizamiento pasan de tener una mayor razéon de crecimiento a una menor que aquellas con un
deslizamiento mas pequeno, las cuales después de la inversion poseen una razon de crecimiento
més grande. A, > 0 representa fisicamente que la capa inferior esta siendo calentada desde
su atmosfera y enfriada desde la pared. En este caso la capa superior se encuentra en una
configuracion que es térmicamente inestable, mientras que la capa inferior se estabiliza y por
lo tanto se tiene la posibilidad de estabilizar R-T.

a0y

0.2 — B =01 1

0.157

0.057

Figura 3.2: Acercamientos. Fig. 3.2a: Acercamiento para la Fig. 3.1e, Fig. 3.2b:Acercamiento
para la Fig. 3.1f.
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En la Fig. 3.3 se muestran las curvas correspondientes al caso d < 1y A, < 0. Se consideran
tres casos en los que se mantiene un valor fijo de A, < 0, mientras se varfa d < 1. Aqui, al
igual que [19], se presenta inicamente conveccién estacionaria para cualquier magnitud de |A,|.
Esto se debe a que, bajo estas condiciones, el radicando de la Ec. (3.100) siempre es positivo
y como se coment6 antes los nimeros de onda criticos de las Ecs. (3.111), (3.113) y (3.116) no
existen. Aquf el punto critico en el cual el flujo deja de ser inestable estd dado por kg, Ec.
(3.109). Sélo la primera solucién es inestable. Antes de volverse estable el orden de las curvas se
invierte haciendo que, para betas mayores, el punto critico se presente a un menor nimero de
onda en comparacién al caso de beta mas pequena. Ademas, observamos que en este caso los
incrementos de la longitud de deslizamiento implican un aumento en el maximo crecimiento.
Entonces, aqui el aumento del deslizamiento promueve la aparicién de la inestabilidad de R-T.
Aparte, se tiene que con A, < 0, la capa inferior estd siendo enfriada desde su atmdsfera, lo
cual la desestabiliza en forma termocapilar.
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Figura 3.3: 'y vs. k,. d < 1. A; < 0. S6lo conveccién estacionaria para cualquier magnitud de
|A,|. A, = —0.5: Fig. 3.3a: d = 0.1, Fig. 3.3b: d = 0.5, Fig. 3.3c: d = 0.7. 1: I, de la primera
solucién, 2: I'; de la segunda solucién.
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Figura 3.4: Ty vs. k,. d > 1. A, > 0. d = 1.1: Fig. 3.4a: A, = 0.5, Fig. 3.4b: A, = 0.525, Fig.
3.4c: Ay = 1. d = 2: Fig. 3.4d: A, = 0.5, Fig. 3.4e: A, = 0.7, Fig. 3.4f: A, = 1.5. 1: T'; de la
primera solucién, 2: I'; de la segunda solucién, 3: w, de la primera solucién (la frecuencia de

oscilacién de la segunda solucién es negativa y de igual magnitud).
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En la Fig. 3.4 se presentan las curvas que corresponden al caso con d > 1y A, > 0. Las
tres primeras figuras se hacen para un valor de d poco mayor que uno, mientras que en las
otras se aumenta hasta un valor de 2, lo que incrementa considerablemente la posibilidad de
que se presente R-T. Como A, es positivo aqui también se presenta la posibilidad de estabilizar
R-T. En las Figs. 3.4a y 3.4b se observa un efecto desestabilizador por parte del deslizamiento,
pues la razén de crecimiento maxima de la curva estacionaria I'; > 0 correspondiente a la
primera solucién incrementa con beta. Por otro lado, beta tiene un efecto estabilizador en la
segunda solucion para las curvas estacionarias, esto se observa en la Fig. 3.4e. En las primeras
dos figuras (Figs. 3.4a y 3.4b) se cumple la Ec. (3.123) y como se observa sélo hay conveccién
estacionaria para todos los valores de deslizamiento. En la Fig. 3.4c se tiene tnicamente flujo
oscilatorio, pues cumple con la Ec. (3.125) en los tres casos de beta. Durante todo el flujo
oscilatorio ambas soluciones presentan conveccién oscilatoria. Aqui, aumentar beta conlleva un
incremento del maximo crecimiento de las curvas oscilatorias. Para la Fig. 3.4d se cumple la
Ec. (3.123) y se muestra solamente conveccién estacionaria para los diferentes deslizamientos.
La Fig. 3.4e cumple con la Ec. (3.124) y como se observa se tienen los dos modos de conveccién
(estacionario y oscilatorio). En este caso también hay un punto en el cual se invierte el orden de
las curvas para cada beta, pero este se encuentra tinicamente en la zona correspondiente al flujo
oscilatorio. Ademas de esto en la figura se observa una inversién en las curvas correspondientes
a la frecuencia de oscilacién de la primera solucion. Esto provoca que antes de la inversion a
menor deslizamiento hay mayor frecuencia de oscilacién, mientras que después de la inversion
a mayor deslizamiento se tienen mayores frecuencias de oscilacién. Observamos que una vez se
combinaron los modos de solucién, poco antes de que el flujo oscilatorio sea estable el orden
de las curvas cambia, asi para mayores longitudes de deslizamiento se tienen valores menores
de kypmar aunque estos no cambian demasiado. Esto se puede apreciar mejor en la Fig. 3.5,
que corresponde a una ampliacion de la Fig. 3.4e. Por ultimo, la Fig. 3.4f cumple con la Ec.
(3.125), solo se presenta conveccién oscilatoria y los cambios en beta influyen igual que como
se comentd con la Fig. 3.4c.

0.3y,

0.25]]

0.2/
_=0.15"
0.1

0.05}

Figura 3.5: Acercamiento a la Fig. 3.4e.
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Figura 3.6: I'y vs. k;. d > 1. A; < 0. d = 1.5: Fig. 3.6a: A, = —2, Fig. 3.6b: A, = —10. d = 2:
Fig. 3.6c: A, = —1, Fig. 3.6d: A, = —4. 1: T'; de la primera solucién, 2: I'; de la segunda

solucién, 3: w, de la primera solucién (la frecuencia de oscilacién de la segunda solucién es
negativa y de igual magnitud).

En Fig. 3.6 se encuentran las gréficas correspondientes al caso con d > 1y A, < 0. Se
muestran cuatro graficas, las primeras dos se hacen para d = 1.5 y las dos restantes para d = 2.
En la Fig. 3.6a s6lo hay conveccion estacionaria, pues se cumple la Ec. (3.128). Observamos
que las curvas de la razon de crecimiento poseen inversiones en su orden. Aqui, el incremento
de beta hace que crezca la razoén de crecimiento para que después de invertirse los incrementos
en el deslizamiento estabilicen la perturbacién, como en la Fig. 3.3. Esto s6lo ocurre para la
primera solucién. La segunda solucién se estabiliza conforme se aumenta beta. Esto tultimo
evita la aparicién de flujo oscilatorio, pues el punto en que se combinan las dos soluciones para
cambiar al modo oscilatorio también se estabiliza. Esto se puede apreciar en la Fig. 3.6b, pues
para § = 0.1 se logra tener flujo estacionario y oscilatorio, cumpliendo con la Ec. (3.129). Esto
no sucede igual para § = 0.2 y § = 0.3, pues para estos valores de beta se cumple la Ec.
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(3.128), con lo que se tiene sélo flujo estacionario. En la Fig. 3.7a se muestra un acercamiento
a la zona en donde se presenta la conveccion oscilatoria, verificando que sélo para 8 = 0.1 se
presentan ambos modos de inestabilidad. En las Figs. 3.6c y 3.6d ocurre algo parecido a lo
que sucedi6 con las primeras dos figuras. En la Fig. 3.6¢ sélo hay conveccién estacionaria y se
presenta una inversion en el orden de las curvas como en la Fig. 3.6a. La Fig. 3.6d presenta
conveccién oscilatoria para dos valores de beta (§ = 0.1 y f = 0.2) con lo cual cumplen con
la Ec. (3.129), mientras que para 3 = 0.3 se tiene sélo conveccién estacionaria y se cumple
la Ec. (3.128). La Fig. 3.7b muestra una ampliacién de la Fig. 3.6d en la zona con las curvas
oscilatorias inestables. De esta forma se puede ver facilmente lo antes discutido. Aqui las curvas
oscilatorias no presentan punto de inversién en su orden, como pasd en casos anteriores.
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Figura 3.7: Acercamientos. Fig. 3.7a: Acercamiento para la Fig. 3.6b, Fig. 3.7b:Acercamiento
para la Fig. 3.6d.

3.4.2. Una capa de liquido

Con el objeto de entender cual es el efecto que puede causar el deslizamiento sobre la pared
se calcula el valor del maximo crecimiento para una sola capa de fluido en la parte superior de
la pared, Sanchez-Barrera [34] (2022). Podemos obtener la ecuacién para una sola capa a partir
del sistema de ecuaciones resultante de aplicar los modos normales a las ecuaciones de evolucién
linealizadas, Ecs. (3.88) y (3.89). Si s6lo estd la capa superior la Ec. (3.89) se convierte en una
identidad (0 = 0) y en la Ec. (3.88) se hace B = 0. De lo que obtiene que

MaBi
2den?

Q
Ehi (1+38) (k* + Bo) —

g (1+28) = 0. (3.130)

Para reducir el nimero de pardmetros podemos aplicar los escalamientos dados en la Ec.
(3.93). Ademads, vemos que no existe parte imaginaria en la solucién, por lo que no hay frecuencia
de oscilacién (w, = 0) y sélo hay razén de crecimiento de la perturbacién. Esto es

Ty =k [Ag(1428) — (1+38) (k2 +1)]. (3.131)

Como no hay frecuencia de oscilaciéon todo el flujo que puede existir es estacionario. El
nimero de onda critico para el cual 2, = I'; = 0 (situaciéon marginal) nos indica la interseccién
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de las curvas de I'; con el eje de las k,. Haciendo I'; igual a cero y resolviendo para el nimero
de onda se encuentra que una de las raices es cero, mientras que la otra es

> _ 41428

IS T
que es el numero de onda critico para el caso estacionario. Hay que observar que en el caso sin
deslizamiento si A, = 1 entonces k7, = 0.

(3.132)

Se calcula facilmente el niimero de onda correspondiente al maximo crecimiento tomando la
derivada con respecto a kg de la Ec. (3.131), igualando a cero y resolviendo para kg, se obtiene
que

1/, 1+23
2 - — —_— —
Fmae = 3 (Aql T 1> . (3.133)

La razén de crecimiento maxima se obtiene sustituyendo k:g por k:gmax en la Ec. (3.131). De
esto se tiene que

dmax q

Fyas = K2 [Aq (1+28) — (1+38) (kgm + 1)} . (3.134)

Aplicando la definicién de kgmaw, Ec. (3.133), la razon de crecimiento méximo se reduce a

1+ 383 _(A_1+35)2
(142p)2 mar — \7" 1425)

Podemos observar que se tiene una parabola con respecto a A, que tiene vértice en ((1 +
36)/(1+42p3),0). Ademds de afectar la posicién del vértice, el valor de 8 determina la concavi-
dad de la parabola. La longitud del lado recto de la parabola es 4(1 + 33)/(1 + 23)2. De aqui
puede apreciarse que conforme aumenta la longitud de deslizamiento adimensional la longitud
del lado recto de la parabola tiende a cero. Como 8 > 0 se tiene una pardbola concava hacia
arriba, por lo que la razén de crecimiento maxima es positiva y crece mas rapido para el mismo
valor de A, conforme 3 aumenta.

(3.135)

La Ec. (3.135) se grafica como se muestra en la Fig. 3.8. Se puede apreciar que el desliza-
miento efectivamente altera la longitud del lado recto de la parabola y desplaza en cierta medida
el vértice a la derecha de su posicién original. Se observa que cuando no hay deslizamiento la
pardbola tiene vertice en (1,0), mientras qué en el caso en que el deslizamiento tiende a infinito
el vértice se encuentra en (1.5,0). Por lo tanto, los valores de A, posibles en los que I'y =~
puede ser cero estan acotados al intervalo 1 > A, < 1.5 para 8 > 0. La interseccién con el eje
vertical se da en el punto (0, (1 + 35)/4). Es decir, cuando A, es nulo la razén de crecimiento
méxima toma valores que corresponden a (1+ 3/3)/4. También, hay que notar que al aumentar
el valor de 3 se tiene interseciones entre las curvas, por lo cual hay valores de A, para los cuales
la razén de crecimiento maxima para dos valores distintos de deslizamiento es la misma.
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Figura 3.8: I’y vs. A,. Curvas para distintos valores de 3, Sdnchez-Barrera [34].

En la figura anterior hay que notar que moviendose del vértice a la derecha (aumentando
A,) el orden de las curvas para los distintos valores de beta se invierte dos veces. Lo que nos
indica que hay valores mayores de beta para los cuales se tiene una razén de crecimiento maxima
menor. Esto, que es para una sola capa, podria explicar las inversiones en las curvas calculadas
para el caso de dos capas acopladas.
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Capitulo 4

Conclusiones

Se estudio la inestabilidad lineal de Benard-Marangoni en un sistema de dos capas delgadas
acopladas térmicamente mediante una pared solida e impermeable con espersor y conducti-
vidad finitos. La orientacién del sistema es tal que la pared es perpendicular a la gravedad.
Asi, se tiene un sistema que en conjunto presenta dos superficies libres deformables. De es-
ta forma, debido a la configuracién, se obtiene que para la capa de liquido inferior se puede
presentar la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. Se consider6 que las fronteras sélido-liquido pre-
sentaban deslizamiento y se utilizé la condicién de deslizamiento de Navier para modelar dicho
comportamiento. Las ecuaciones gobernantes del sistema y sus condiciones de frontera se adi-
mensionalizaron haciendo uso de los parametros del fluido 2 y se escalaron con el parametro
pequeno e. Bajo la suposicion de que el estado béasico corresponde al hidrostatico, se expan-
den las variables en series asintéticas y se resuelve para los primeros términos no nulos de las
mismas. Luego, aplicando los resultados encontrados a la condicién cinematica de la superficie
libre, se derivaron las ecuaciones no lineales de evolucién de la perturbacion de la deformacién
superficial para ambas capas de liquido. Dichas ecuaciones se linealizan y se aplican modos
normales para su solucion.

Al igual que en Davalos-Orozco [19] (2019) aqui fue posible reducir el nimero de pardme-
tros del sistema considerando que los liquidos que estan mojando las caras de la pared son el
mismo y que la longitud de deslizamiento que se presenta en ambas caras también es la misma.
Ademas, se realizé un escalamiento de los parametros y variables haciendo uso del nimero de
Bond (Ecs. (3.93) y (3.94)). Los pardmetros de los que dependi6 el sistema fueron A,, d y 5,
representando respectivamente los efectos del niimero de Marangoni, el espesor relativo de las
capas de fluido y la longitud de deslizamiento presente en las fronteras sélido-liquido. Como en
[19] la estabilidad lineal fue descrita con una ecuacién cuadrética para la razén de crecimiento
escalada I'; respecto al nimero de onda escalado k,. Se demostré que existe una equivalencia
entre los dos casos posibles para el nimero de Bond (positivo y negativo) al variar de forma
correcta los valores de d. En particular se recuperaron las equivalencias dadas en [19] y se en-
contré que se siguen cumpliendo para el intervalo considerado de los valores de deslizamiento
(0 < B < 1). De esta manera, se mostré que es suficiente tomar Bo > 0 para describir la
estabilidad del sistema completo.
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Las dos soluciones de la ecuacién cuadrética para la razén de crecimiento se nombraron
como la primera solucién (signo positivo Ec. (3.100)) y la segunda solucién (signo negativo Ec.
(3.100)). Estas dos soluciones presentan simultdneamente un modo de inestabilidad oscilatoria
dependiendo de los valores en los parametros. En el caso estacionario el comportamiento de
las soluciones es independiente y en casi todos los casos la segunda solucién es estable, por lo
que no es de interés en este trabajo. Unicamente se analizaron numéricamente aquellos casos
en los que I'; > 0, todo lo correspondiente a un estado estable (I'; < 0) no fue de interés. De-
pendiendo de los valores de los demas parametros el deslizamiento del liquido sobre las paredes
puede tener un efecto estabilizador o desestabilizador sobre el sistema. El valor que tome A,
es determinante en la aparicion de los modos de inestabilidad estacionario y oscilatorio. Esto
se observé en las graficas. Para que haya un cambio en las soluciones no basta tinicamente con
cambiar el orden de magnitud del nimero de Marangoni escalado, sino que el valor que toma
A, es el que fija el comportamiento del sistema. Los intervalos de valores de A, para los cuales
se presentan los distintos modos de inestabilidad (Ecs. (3.119)-(3.129)) se derivaron de forma
analitica y estan dados en funcién de la longitud de deslizamiento adimensional y el espesor
relativo del fluido 1.

Se encontrd que las curvas para las distintas betas poseen inversiones en su orden, por lo
que el aumento en la razén de crecimiento no siempre se da de forma proporcional con beta
sino que después del punto en que se da la inversion se puede tener una mayor razén de cre-
cimiento para valores menores de deslizamiento. Ademas, debido a esto ultimo, el flujo puede
volverse estable para un nimero de onda critico mayor o menor dependiendo el valor de beta.
Los cambios en el orden de las curvas se dan tanto para el modo estacionario como para el
modo oscilatorio, pero el que se de o no la inversién en las curvas depende de los valores de d
y Aq. Asi, encontramos casos en los que un sélo modo de inestabilidad o ambos presentan las
inversiones de orden respecto a (3. El hecho de que se de un cambio en el orden de las curvas
se asocia a lo encontrado por Sanchez-Barrera en [34], pues, como se ve en la Subsec. 3.4.2, el
maximo crecimiento en el caso con una sola capa tiene este mismo comportamiento respecto a
cambios en el deslizamiento. Entonces, la adicion del deslizamiento al problema planteado pue-
de verse como un parametro de control que puede modular de distintas formas el crecimiento
de la perturbacién en el sistema dado.

Una extensiéon al presente trabajo que resulta de interés cientifico es el caso en que los
deslizamientos presentes en cada una de las fronteras solido-liquido sean diferentes. Esto podria
atribuirse a que se aplicaron distintos recubrimientos en la pared en cuestién. Aqui se podria
tener que mientras uno de los deslizamientos estabiliza el otro desestabiliza o viceversa. Incluso
podria darse el caso en que ambos deslizamientos estabilicen o desestabilicen el sistema. La
medida de la respuesta del sistema ante los cambios en cada uno de los deslizamientos debe
ser distinta. Esto incrementa la dificultad del andlisis tedrico y numérico. Es posible que asi
se tenga un mayor control de la estabilidad del sistema, pudiendo asi controlar el modo de
inestabilidad que es de interés y su magnitud respecto a la razon de crecimiento y el ntimero
de onda.
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