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Introduccion

Deformar una curva a lo largo de su direccién normal con una rapidez proporcional
a la curvatura es un modelo que ha sido utilizado en diversas éreas, por ejemplo,
para estudiar el crecimiento de cristales, la interfaz entre dos fluidos, la segmentacion
de imégenes, entre otras. En Geometria Diferencial, un problema relacionado con
estas aplicacNiones es el Flujo de Curvatura Media. A partir de la inmersion inicial
Fy : M — M de una subvariedad inicial M, en una variedad ambiente M, este pro-
blema consiste en encontrar una ¢-familia de inmersiones F'(¢) tal que para todo punto
p en M se cumpla

%—f(p,t) = H(p, 1)

F(p,0) = Fy (p) ,

donde H es el vector de curvatura media de la sub-
variedad inmersa al tiempo ¢.

(D

Una de las soluciones explicitas mas conocidas
del Flujo de Curvatura Media es el Grim
Reaper [27]. Esta solucion consiste en una familia
de curvas invariante bajo una traslacién, y cuyo
vector de traslacion coincide con el vector de
curvatura. En la Figura 1 se muestran algunas
curvas pertenecientes a esta familia, en color
rojo se ha sefialado la curva inicial y, utilizando
diferentes intensidades de negro, se ha representado Figura 1: (Grim Reaper)
su traslacion. Ejemplo de una familia de
curvas que satisface el Flujo de
Curvatura Media.

Este trabajo aborda el problema de Flujo de
Curvatura Media en un contexto de variedades



simplécticas, a saber, buscamos estudiar el Flujo de Curvatura Media de subvariedades
dotadas de una estructura simpléctica, y cuya forma simpléctica es heredada de
la variedad ambiente. Existen distintas variantes de este problema, por ejemplo,
considerar variedades ambiente de tipo Einstein, restringirse a subvariedades reales
o complejas, soluciones invariantes bajo algun grupo, etc [12,22,37].

El objetivo de este trabajo fue identificar las repercusiones que tiene la estructura
simpléctica en las soluciones que podemos encontrar en un problema de Flujo de
Curvatura Media. Con este fin decidimos restringir nuestro andlisis al contexto de
una variedad ambiente de tipo Kihler y hacer una distincién entre subvariedades
simplécticas y lagrangianas.

Las aportaciones de este trabajo las podemos distinguir por capitulo:

En el primer capitulo definimos la notacién y los conceptos geométricos necesarios
que se utilizan en el resto de este trabajo; para esto nos hemos basado en el trabajo de
Ballman [5] y O’Neill [35].

En el segundo capitulo se define el Flujo de Curvatura Media para subvariedades
de codimension arbitraria y se presentan ejemplos explicitos que no aparecen en la
literatura. Entre las cualidades que distinguen a estos ejemplos, de otros también
explicitos, podemos encontrar que las variedades ambiente son distintas a R?, y en
uno de ellos la codimensioén es distinta de uno. En particular resaltamos el Ejemplo 3,
el cual, en conocimiento del autor de este trabajo, es el primer ejemplo explicito, no
trivial y no autosimilar de una familia de curvas no planas que satisfacen el Flujo de
Curvatura Media, mds aun, este ejemplo es asintéticamente convergente y no desarro-
lla singularidades.

Este segundo capitulo finaliza con el cdlculo de la evolucién de algunas cantidades
geométricas bajo el Flujo de Curvatura Media Simpléctico. A partir de estos cdlculos
se deriva una primer implicacién que aporta la estructura simpléctica al problema de
Flujo de Curvatura Media: la posibilidad de calcular la evolucion del tensor métrico
a través de la evolucion de la 2-forma simpléctica (Corolario 2.8). Si bien parece un
resultado inmediato, la comparacion entre el Lema 2.5 y el Corolario 2.7 muestra la
enorme reduccion de términos y la interpretacion que se logra a partir de la evolucion
de la forma simpléctica en la subvariedad como el pullback de una 2-forma depen-
diente del vector de curvatura media.



En el tercer capitulo hacemos una distincion entre subvariedades simplécticas y
lagrangianas a través del angulo de Kéhler. Para subvariedades simplécticas (subva-
riedades cuyo coseno del dngulo de Kihler es positivo), el Teorema 3.7 muestra otra
consecuencia que tiene la estructura simpléctica para el Flujo de Curvatura Media, la
cual podemos resumir como: no existe una subvariedad compleja que sea el equivalen-
te simpléctico al Grim Reaper (Teorema 3.7) cuando la variedad ambiente es Kihler.
Las subvariedades lagrangianas (subvariedades cuyo coseno del dngulo de Kéihler es
cero) se abordan de una manera menos general, ya que nos hemos limitado a una
familia en particular de subvariedades lagrangianas: las esferas de Whitney.

La dificultad de abordar un problema més general para el caso lagrangiano radica
en el Teorema 3.2 [29] que describe la evolucion del angulo de Kéhler bajo el Flujo de
Curvatura Media. Para subvariedades lagrangianas, el coseno de este dngulo es cero y
es un invariante, lo cual anula la mayoria de los términos que describen esta evolucion,
haciendo necesarias otras herramientas de andlisis. Si bien la evolucién por Flujo de
Curvatura Media de las esferas de Whitney se ha abordado en [37], el principal aporte
de este trabajo a la evolucién de subvariedades lagrangianas es la soluciéon numérica
al Flujo de Curvatura Media de esferas de Whitney.

Sin embargo, aunque la motivacién principal es investigar las diferencias entre
el Flujo de Curvatura Media en R" y simpléctico, presentamos una coincidencia: el
método numérico explicito y paralelizable que proponemos para calcular la evolucién
de esferas de Whitney, también puede utilizarse para el Flujo de Curvatura Media en
el plano, ya que la evolucion de esferas de Whitney se reduce a la evolucién de una
curva (curva perfil). Este método lo hemos presentado como articulo [40] para resolver
numéricamente un Flujo de Curvatura Media condicionado (anisotrépico), el cual se
reduce a la ecuacion (1) eligiendo ciertos pardmetros. Ademads, al final de este trabajo
presentamos un mejora de este método numérico a la aplicacion al reconocimiento de
contornos en imagenes digitales.

Si bien la evolucion de esferas de Whitney se reduce a la evolucion de una curva, la
ecuacion de evolucion consta de dos términos, ambos en la direcciéon normal a la curva.
Estos términos pueden incluirse en nuestro esquema numérico sin ver modificado
su desempefio. Al final de la seccién 3.2, mostramos una comparacién entre nues-
tro método y una modificaciéon equivalente implementada en otro método propuesto
por Kimura [25]. A partir de nuestro método se obtiene una mejor aproximacion al
preservar la simetria de la curva en evolucion, y abre la posibilidad de utilizarlo en
otros flujos dependientes de la curvatura y en la evolucién de otras subvariedades
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lagrangianas equivariantes, es decir, invariantes bajo algin grupo lo cual a su vez
reduce su evolucidn al de una curva perfil; para estas subvariedades existe cierto interés
en sus aplicaciones [4,23].

Finalizamos el capitulo 3 con una demostracion de la invarianza de la estructura
lagrangiana para las esferas de Whitney. En este resultado, aunque limitado a esta
familia de subvariedades, no utilizamos el Principio del Maximo, alguna condicién
sobre la variedad ambiente (ser de tipo Einstein, por ejemplo), ni compacidad de la
subvariedad; condiciones frecuentemente asumidas.

Finalmente, el Capitulo 4 se divide en dos secciones de aplicacion. En la primer
seccion se describe una mejora a los resultados de nuestro esquema numérico. A
diferencia del Capitulo 3, en [40] presentamos una aplicacion del Flujo de Curvatura
Media a la parametrizacidn de contornos, es decir, al problema de encontrar una repre-
sentacion discreta del contorno de una regién plana, acotada y conexa. Sin embargo, en
esta seccion se aborda el problema de refinar iterativamente una primer aproximacion
obtenida por nuestro esquema numérico. El resultado principal de este capitulo es el
Teorema 4.1, donde se da una cota en el tiempo de convergencia del refinamiento. En
la segunda seccion del Capitulo 4, se parte del invarianza de la estructura simpléctica
bajo el Flujo de Curvatura Media (Teorema 4.2) para demostrar que el vector de cur-
vatura media de una curva holomorfa o de una subvariedad lagrangiana en evolucién
es un campo hamiltoniano (Teorema 4.4).

Este trabajo fue posible gracias al proyecto de PAPIIT IN104819-162120/224620 y a
CONACYT.



Capitulo 1

Generalidades

En este capitulo definiremos las estructuras geométricas bdsicas para el resto de
los capitulos y estableceremos la notacién requerida.

Definicion 1.1. Una variedad diferenciable M"™ es un espacio topolégico de Haus-
dorff, segundo numerable, localmente homeomorfo a R"™ y en el cual se satisfacen las
siguientes tres condiciones (estructura diferenciable):

» Para cada punto p en M es posible dar una pareja (U, ¢) denominada carta,
formada por un abierto U C M y un homeomorfismo ¢ : U — R" sobre un
abierto de R".

w Sean (U, @), (V,4) dos cartas de M para las que U NV # (), los mapeos
pop L p(UNV) =R yhod™t:p(UNV)— R"son de clase C*.

» Para una coleccion A de cartas (Uy, ¢o) se cumple
M=JUu..

Asociada a cada variedad diferenciable tenemos su espacio tangente:

Definicion 1.2. Sea p un punto en una variedad My~ : (—e,€) — M una curva tal
que ¥(0) = p, y ¢ o 7y es un mapeo diferenciable para alguna carta (U, ¢) en la cual
p € U. Dada una carta (U, ¢) y un punto p en U, diremos que dos curvas v, y vo que
pasan por p son equivalentes ~y, si ambas tienen la misma derivada en p, es decir, si

(¢ o) (0) = (¢07)(0).



Un vector tangente en p es la clase de equivalencia de todas las curvas que pasan
por p bajo la relacion de equivalencia ~y y llamamos espacio tangente 1, M al
conjunto de todos los vectores tangentes a M en p. A su vez, llamaremos haz tangente
TM a la union disjunta

v = U1
peEM
Mids atin, para un sistema de coordenadas en p, el espacio tangente 7, M tiene

estructura de espacio vectorial y el conjunto {;%|, | 1 < i < n} forma una base de
T, M.
p

La estructura diferenciable en variedades también permite definir mapeos diferen-
ciables entre variedades:

Definicion 1.3. Dado un mapeo F : M™ — N™ entre dos variedades, si (U, ¢) es una
carta de M™ tal que U es una vecindad de un punto p € M™, y (V, 1) es una carta
de N" tal que V' es una vecindad de la imagen de p bajo F', decimos que el mapeo F
es diferenciable si 1) o F' o ¢~ es diferenciable como funcion de R™ a R".

Asimismo, un mapeo diferenciable F' entre variedades también induce un mapeo
entre espacios tangente a partir de F', a saber:

g
Oyt

Sea (y1, ..., Yn) un sistema coordenado de N y {

0
F{=—
d ( OxJ

iy una base de Trp)N",

dF - TpM — TF(p)N

Oy o F) 9,
= _— . 1.1
p) ; oxJ () dy* |F(p) (.

paral < j3 <m.
A partir de lo anterior, definimos a las inmersiones.

Definicion 1.4. Sea F' : M™ — N™ un mapeo diferenciable entre variedades, se dice
que F' es una inmersion si dF’ es inyectiva.

Definicion 1.5. Sean M y M variedades diferenciables, se dice que M es subvariedad

de M si es un subespacio topoldgico de M y el mapeo inclusion i : M — M es una
inmersion. En este contexto, a M se le llama variedad ambiente.
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Utilizaremos una tilde para distinguir lo perteneciente a la variedad ambiente, por
ejemplo: el espacio tangente en un punto p de M lo representaremos como T, M.

Denotaremos a una métrica Riemanniana en una variedad M como el tensor g con
componentes

gij = g(@waj): (1.2)

donde 0; = % y0; = % pertenecen a una base del espacio tangente de M en un
punto p.

A partir de una métrica g en una variedad ambiente y una inmersion F, en capitulos
posteriores la siguiente dotaremos a subvariedades con la siguiente métrica.

Definicion 1.6. Sea M subvariedad de M y g métrica de la variedad ambiente. Dada
F: M — M una inmersion, se define la métrica inducida sobre M como

g(0:,0;) = g(dF (0;),dF (9))) (1.3)

1.1. Conexion y Curvatura

Sea §(M) el conjunto de funciones reales en M y sea X(M ) el conjunto de campos
vectoriales diferenciables en M, y sean V' 'y W dos campos diferenciables en M,
definimos

Definicién 1.7. La conexién V de M es una funcion V : X(M) x X(M) — X(M)
tal que

n VyW es §(M)-lineal en'V.
s VW es R-lineal en W.
u Vv fW = (Vf)W + fVVW

para V,W € X(M), y para W := > W9, se llama derivada covariente de W
respecto a V' y se calcula como VyW =S V(W)

Definiremos también el gradiente, el operador de Laplace.
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Definicion 1.8. Sea f en §(M), el gradiente de f se define en términos de un sistema
coordenado como

9
grad f = Zg” &;iaj . (1.4)
1,J

Definicion 1.9. Sean X, Y € X(M) y g una métrica riemanniana de M, se define
Ay f (el laplaciano de f) como la contraccion de la derivada covariante de su dife-
rencial, es decir

Ayf = C12 Vdf (X,Y)
= Cyy Vy (df (X))
= Cip (Y (df (X)) — df (Vy X))
= Ci (YX[f = (Vv X)f)

_ r Of
_ j{:gj (éhﬂax] j{:Iyyaxk> (1.5)

.3

aqui Cy, es el factor de contracczon y F son los simbolos de Christoffel que surgen
al calcular V,0; =, T 8k y cuya expreszon explicita es

k= = km o P U 1.
" 2 Z g { Ox? * Ozl O™ } (1.6)

m

Definicion 1.10. Sea [X,Y] = XY —Y X para dos campos X, Y, definimos al tensor
de curvatura 'R por
R X(M)xX(M)xX(M) — X(M)
RxyZ = VixyiZ—-VxVyZ+VyVxZ.
A través del mapeo inclusion iy su diferencial podemos extender los vectores tan-
gentes a una subvariedad a la variedad ambiente; y con esto, dada M una subvariedad

de una variedad M, la conexién V de M induce una conexién V sobre la subvariedad
M. Asimismo, a partir de las definiciones 1.4- 1.6 tenemos la siguiente suma directa.

T,M =T,M & (T,M)*

En este contexto, llamaremos vectores normales a M en p a los vectores en (T, M)™.
A partir de aqui usaremos el superindice (+) para referirnos a la proyeccién de un
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campo en M sobre el haz normal a M ,y por () ala proyeccién sobre el haz tangente.

Sea p un punto en una subvariedad M C M y sean V', W dos campos tangentes a
la subvariedad y v en (T, M), definimos la siguiente forma bilineal:

A, : TyM x T,M — R

A, (V,W) =g (VW) . (-

cuyas componentes son

Aij = Ay (i [p, 9; Ip) (1.8)
Definicion 1.11. La forma cuadrdtica 11, asociada a (1.7)

u,w) = A, (W,W), (1.9)
se conoce como 2% forma fundamental en p a lo largo de v.
Definicion 1.12. Sea M™ una subvariedad de N" y sea {ey, - ,e,} un marco
ortogonal de su espacio tangente y {vy,- - ,Vp_m} una base ortonormal de su haz

normal. Definimos en M el vector de curvatura media H como
(1 NeY
H= E 9" hi; Ve
[NeY

conl < a <n—myhj;la componente ij en la direccion v, de la segunda forma
fundamental. Usando la ecuacion (1.7) damos una expresion explicita:

h% = Aa(ei,ej)
- <v€i€j7yoé>‘

Definicién 1.13. Sea M una variedad con métrica g, {ey,--- ,e,} un marco de su
espacio tangente y R su tensor de curvatura, y sean X, Y dos campos tangentes a M.
Definimos la curvatura de Ricci Ric(X,Y") como la contraccion CL de R, es decir,

Ric(X,Y) = Z gii(ei, R(X, Y, ;) .

Definicion 1.14. La curvatura escalar R de una variedad M es la contraccion de la
curvatura de Ricci.
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En las siguientes secciones se describen las propiedades de algunas variedades
diferenciales con estructuras geométricas adicionales.

1.2. Variedades Simplécticas

Definiciéon 1.15. Una variedad M es simpléctica si existe una 2-forma w cerrada y
no degenerada. Llamamos a w forma simpléctica.

Definicion 1.16. Una subvariedad L de una variedad simpléctica (M,w) es lagran-
giana si w|;, = 0.

Ejemplo. Haz cotangente de una variedad. Sea M"™ una variedad diferenciable
con un sistema coordenado (q1,---,¢q,) y sea T;M™ el espacio dual del espacio
tangente a la variedad en un punto q. Definimos el haz cotangente 7 M" como

M :q%{quqM V)

Seaj =1,---,n,definimos p; como el dual de 9,, € T; M". A partir de la definicién
de haz cotangente, podemos asignarle el sistema coordenado

(QIa"' yqny P17 7pn)

El haz T M™ tienen estructura de variedad diferenciable y si ademéds definimos la
2-forma

w:quj/\dpj,

J

tiene estructura simpléctica.

Por otra parte, M" es una subvariedad lagrangiana de 7*M"™ ya que el conjunto
{0q1, -+, 0y, } es base de su espacio tangente y w(d,,,d,,;) = 0.
O

Definicion 1.17. Sean (My,w,) y (Ma,ws) dos variedades simplécticas, y sea F' :
My — My un mapeo diferenciable. Se dice que F' es un simplectomorfismo si

WQZF*Cdl.
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1.3. Variedades Complejas y Kihler

Algunas de las variedades que estudiaremos son complejas por lo cual es necesario
adaptar algunas de las definiciones de las secciones anteriores:

Definicion 1.18. Una variedad compleja M es una variedad diferenciable que admite
cartas (U, po) donde U, es un abierto de M y o, = U, — C" es un homeomorfismo.
Ademds, dadas dos cartas (U, p) y (Us, 0s), el mapeo @g o o' es holomorfo en
gOa(Ua U Ug) cCcr.

Debido a que la imagen de U,, bajo ¢, es un abierto de C”, también podemos iden-
tificarlos como abiertos de R?" y considerar que el espacio tangente de una variedad
compleja M con cartas coordenadas z; = x; + ¢y, es el espacio generado por

(00,0, ), -

Sin embargo, podemos complexificar este espacio tangente, es decir, podemos dotarlo
de una estructura de espacio vectorial complejo:

Definimos el operador:

y también definimos

1.10
0:, = Oy, + 0, (10

Debido a este isomorfismo, el espacio tangente 7., M es el espacio generado por los
elementos del conjunto

{aZjv 82]' i

j=1 7
ademds J puede extenderse a 7, M como

J(0.,) = 10,

J(0z,) = —i0;; .

La siguiente definicion nos ayudard a definir algunas estructuras geométricas de inte-

rés.

15



Definicion 1.19. Sea M una variedad diferenciable y T M su haz tangente, decimos
que un endomorfismo J : TM — T M es una estructura casi compleja si J? = —id.

Definiciéon 1.20. Sea M una variedad diferenciable con métrica g y estructura casi

compleja J, se dice que J es compatible con g, si para cualquier par de vectores X, Y
tangentes a M se satisface g(X,Y) = g(JX,JY).

Definicion 1.21. Sea M una variedad y J una estructura casi compleja definida en su
haz tangente. Decimos que J es una estructura compleja en M si para cualquier par
de campos tangentes X, Y, el siguiente tensor

N;(X,)Y) =X, Y|+ J[JX,) Y]+ JX,JY] - [JX,JY],
llamado tensor de Nijenhuis, se anula.

Finalmente, podemos definir las variedades Kéhler que son de interés en este
trabajo.

Definicion 1.22. Una variedad Kihler (M,w,J) es una variedad simpléctica con
forma simpléctica w (llamada forma de Kdhler) y estructura compleja J, tal que

g('a ) = OJ(', J)
define una métrica con la que J es compatible.

A continuacién definiremos una métrica que utilizaremos en futuros analisis:

Definicion 1.23. Sea M una variedad Kdhler con coordenadas complejas z1, - - -, zy,
sea {0.,,0s,}" | una base de su espacio tangente, y sea J su estructura compleja
asociada que satisface

J(@.) =i, i
Si definimos la 2-forma
1+ zze) (O d2P A dZF) — (3 z1d2R) A (D 25d27)
Wpg =1 — ) (1.12)
(1 + Z Zka)2
entonces para cualquier par de campos X y'Y
grs(X,Y) := wps(X, JY) (1.13)

define una métrica llamada métrica de Fubini-Study.
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Lema 1.24. (Ballmann [5]) Sea {0.,,0,, - - - , 0., , Oz, } una base del espacio tangente
de una variedad Kdhler con coordeanadas z1, - - -, z,. Si denotamos a los elementos
de esta base como e; con j = 1,1,2,2,--- n,n, entonces los vinicos simbolos de
Christoffel no nulos son aquellos que no mezclan indices conjugados (1,--- ,7) con
indices no conjugados (1, --- ,n), es decir,

Th £0y TE£0,

parai,j, k=1,--- n.Ademads

T = (%)

Ejemplo. Espacio Proyectivo Complejo. Definimos la siguiente relacién de equi-
valencia ~cp: Sean z y w dos puntos en C"™'\{0}, si existe un nimero complejo
A # 0 tal que z = A\w entonces diremos que z es equivalente a w, es decir, z ~cp w.
Definimos el Espacio Proyectivo Complejo CP™ como el conjunto de las clases de
equivalencia de C"*'\{0} bajo la relacién ~cp.

Seaa =0, ,n, podemos dotar a CP" de las siguientes cartas (Uy,, ¥, ) :

Uy ={2= (20, ,2,) | z€C"" 2, #0} .

Vo : Uy = C"
o 20 Za—1 Ra+1 Zn
wa<Z07"'7za7"'7Zn>_ Ty ) y Ty T .
Ra Ra 2o 2o

Para un punto x € CP" en una carta U,,, usaremos el siguiente sistema de coorde-
nadas:

(21, s 201, 1, Zag1, 00 5 2]
si ademds z; = x; + 7y;, una base de 7.(CP") es
{021,045+, 0u,, Oy b -
Sin embargo, por tratarse de una variedad compleja definiremos

9., == 0,, —id,, 11
ds, == 0,, +1i0,, '
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y usaremos el conjunto
{6217321a"' 7azna62 } (115)

como una base para dotar a 7, (CP™) con una estructura de espacio vectorial complejo.
Definiremos el endomorfismo J que da lugar a la estructura compleja de la siguiente
manera

J : T.(CP™) = T,(CP™)

J (8901') =0y,
J(0y,) = —0a,
paraj = 1,--- ,n. De esta manera recuperamos las relaciones (1.11)

J(8,) = J (02) —iJ (0,) = 0y, +i0,, = i (0, —i0y,) = i0.,
J(05,) = J(0:) +iJ (0y) = 0y, — 10y, = —i (Ou, + i0,,) = —i0;,

Usando la base 1.15 definimos los elementos duales dz7(3,,) = d;; y con ellos la
2-forma simpléctica no degenerada:

14+ 22) O d2? AdZ) — (22 Zpdz") N (30 2;d7) (1.16)
(14> zrZk)

w=1
O]

Como una herramienta de analisis en variedades Kéhler también podemos definir
el dngulo de Kdhler:

Definiciéon 1.25. Sea M una variedad Kdhler con forma de Kihler w y estructura
compleja J, cuya métrica g satisface g(X,Y) = w(X,JY). Sea {e1,es} una base
ortonormal de un subespacio vectorial de dimension dos del haz tangente, se define el
angulo de Kihler 6 de ese subespacio como

0 = arccos |w(ey,ed)]. (1.17)

A partir de la definici6n anterior y siguiendo a [11, p. 83], es posible clasificar las
subvariedades M2 inmersas en una variedad Kihler M* de acuerdo a su dngulo de
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Kihler. Sean e; y es dos vectores tangentes a M, la ecuacion (1.17) permite establecer
el criterio de la Tabla 1.1

Alternativamente, también es posible definir este dngulo en variedades con solo
estructura simpléctica o compleja, a saber,

» Si (M*, w) es una variedad simpléctica y el conjunto {e;,e;} es una base or-
tonormal de un subespacio vectorial del haz tangente. Andlogamente a la ecua-
cién (1.17) podemos definir el dangulo de Kihler [11] a través de la forma sim-
pléctica w.

= Si (M, J) es una variedad compleja con métrica g, podemos definir [24] el
angulo de Kihler de un subespacio vectorial de su haz tangente generado por
una base ortonormal {eq, e} como:

0 = arccos |g(Jey, ea)].

Terminaremos esta seccion con las siguientes definiciones que consideran un caso
especial de variedades Kihler.

Definicion 1.26. Una variedad M con métrica g es Einstein si existe una funcion
A M — R tal que para cualquier par de campos tangentes X, Y se cumple

Ric(X,Y) = Ag(X,Y).

Definicion 1.27. Una variedad es Kéhler-Einstein si es Kdéhler y Einstein.

Subvariedad cos
Lagrangiana 0
Simpléctica >0
Curva holomorfa 1

Tabla 1.1: Clasificacién de una subvariedad M inmersa en una
variedad Kihler de acuerdo a su dngulo de Kihler.
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Capitulo 2

Flujo de Curvatura Media

Este capitulo tiene tres objetivos principales: (1) dar una definicién del Flujo de
Curvatura Media para subvariedades de codimension arbitraria (la cual serd com-
patible con la evolucién de subvariedades con estructura simpléctica), (2) presentar
algunos ejemplos explicitos y originales que ilustran algunas propiedades del flu-
jo cuyas caracteristicas destacaremos mads adelante, y (3) Calcular la evolucién de
algunas cantidades geométricas bajo el Flujo de Curvatura Media Simpléctico y su
comparacién con la versién clésica (cuando la variedad ambiente es R™ 1),

Definicion 2.1. (Flujo de Curvatura Media). Sea 7 > 0, M" una subvariedad de
M™y {v,}""" una base ortonormal del haz normal a M. Sea

H = ZH‘*UQ

el vector de curvatura media de My Iy : M — M una inmersion. Decimos que
M evoluciona por Flujo de Curvatura Media si existe una familia uniparamétrica de
inmersiones I : M x [0,7) — M tal que para todo p € M

OF
o H 2.1)
F(p,O) - FO-

Antes de comenzar con el andlisis geométrico vemos algunos ejemplos. Ejemplos
distintos a los aqui presentados para hipersuperficies de R se pueden encontrar en [27,
30].

21



2.1. Ejemplos de Evolucion por Flujo de Curvatura -
Media

En el trabajo de Lauret [27] se encuentran algunos de los ejemplos explicitos mas
frecuentemente citados del Flujo de Curvatura Media. Ellos consisten en soluciones
autosimilares, es decir, en soluciones con invarianza traslacional, rotacional y/o de
escala. Sin embargo, existen pocos ejemplos en los que se utilicen variedades ambiente
distintas a R" o subvariedades de codimensién mayor a uno.

Los siguientes son ejemplos originales y explicitos del Flujo de Curvatura Media
que buscan ilustrar algunas de las caracteristicas de este flujo, y cuya generalizacion
ha quedado establecida en diversos teoremas (ver por ejemplo Ecker [16] y Mante-
gazza [30]). Dentro de las caracteristicas que hemos buscado resaltar se encuentran:
la longitud como cantidad decreciente en el tiempo (para curvas en evolucion), el
suavizado o regularizacion del vector de curvatura, asi como soluciones estacionarias
no triviales.

El siguiente ejemplo es una alternativa al ejemplo clésico de circunferencias (o
hiperesferas en general) que se contraen uniformemente hacia su centro. En este caso,
la condicidn inicial determina si obtenemos una solucidn estacionaria o la contraccién
a un punto.

Ejemplo 1. Circulos en S2. Sean (6, o) las funciones coordenadas de la esfera S* de
radio 1 con la métrica ¢ inducida por R3. Podemos representar a ¢ y a su inversa g~
en la base de vectores tangentes {3y, J,, } como

sen?(p) 0 1 ——= 0
_ — sen? ()
g ( 0 1 Y 0 1)°

Sea ¢y € (0,7/2] una constante, consideremos sobre esta esfera la curva y(0)
definida por

Y(0) = (0, o)
0<6<2r.

Veamos que existe una familia de curvas v(0,t) = (0, ¢(t)) que es solucién a

la ecuacion de Flujo de Curvatura Media. Comencemos por calcular el vector de
curvatura media H de . Este vector de curvatura media H es paralelo a d,, ya que
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ésta es la direccion normal a la curva.

De acuerdo con la definicion 1.12, el vector de curvatura media H depende de las
componentes de la segunda forma fundamental /;;

= heggee ap .

Sea V la conexi6n en S? y sean Ffj los Simbolos de Christoffel para ¢, j, k en
{0, ¢} respecto la métrica g,

hoo = (0p, V,0p)
= (8,, 9+ T'5y0,)
= Fge

1 Jge9 | Oges  Oges
- 2[9W<ae+ae 26

39% 89% 990
P _
9 (%90 T 00 T o

— % [1(—2sen(p) cos(p))]
= —sen(p)cos(p).

De lo anterior resulta

cos ¢(t) sen p(t)
H = (h(’@g%) dp = — sen? p(t) 9y

= —coty(t)O0,.

En consecuencia, la ecuacion Flujo de Curvatura Media se reduce a

oy %g oo,
at—H = t89+at&p— cot p(t) O,

sujeta a la condicion inicial p(0) = .
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Figura 2.1:

Evolucion por Flujo de Curvatura Media
de la curva ¢ = ¢, sobre S? hasta
colapsar al punto ¢ = 0.

La solucion a esta ecuacion la podemos encontrar a partir de
bod " —sen
[ [
o cotyp o COS

In (cos(p(7)) g =t.

de donde resulta

Por tanto,

o(t) = arccos (e’ cos ¢p) -

Veamos que la condicién inicial ¢y = 7/2 da lugar a una solucién estacionaria:

p(t) = arccos (ety/@)

= arccos (0)
7r

E .
Por el contrario si ¢y € (0, 7/2), podemos estimar el tiempo maximo de existencia ¢*

del flujo antes de que la curva colapse a ¢ = 0 (ver Figura 2.1); esto ocurre cuando

[]
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e!” cos py = 1, es decir,

. 1
t :1n< > .
oS ¥

Ejemplo 2. Curvas de nivel sobre un cono de revolucion. Sea o € (O,7r / 2),
consideremos el cono que se obtiene como superficie de revolucién al rotar sobre
el eje z larecta c(u) = (u cos v, 0, usen a) en R3. Esta superficie puede describirse
mediante la siguiente parametrizacion:

X(u,v) = (u COS (v COSV, U COS (x senv,usena). 2.2)

La métrica estdndar de R? induce sobre esta superficie una métrica g;; dada por

[9:5] = L 0 cuya inversa es [97] = L0
Ji5l =\0 w2 cos?a uyamy S N QS S

u? cos? a
Seaug € Ry u(t) = \/u? — 2t. La familia v(v, t) de curvas parametrizadas por:

u(t) cosa cos v
v(v,t) = | u(t) cosa senw | |
u(t) sen «

es solucién al Flujo de Curvatura Media (ver Figura 2.2), esto lo demostraremos

calculando % y el vector de curvatura media H:

t k’ S Figura 2.2:
P T Las curvas de nivel
k\_—”// del cono forman una
' \_// ' t-familia de  curvas
el e solucion al Flujo de

Curvatura Media.
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Sean h;; las componentes de la segunda forma fundamental, calculamos H como

H = hvvgm}au

1
2
- _ — 3,
U CoS™ « u2 0052 o
1
= ——0,. (2.3)
u
Por otra parte,
0 —1 1
9 - Wy = ———=0,=——0,. 2.4)

ot Vud — 2t u

Si comparamos las ecuaciones (2.3) y (2.4), podemos concluir que la familia de curvas
v(v, t) satisface la ecuacién de Flujo de Curvatura Media. O

En conocimiento del autor de este trabajo, el siguiente es el primer ejemplo expli-
cito, no trivial y no autosimilar de una familia de curvas solucién al Flujo de Curvatura
Media; ademds, es asintéticamente convergente y no desarrolla singularidades.

Construiremos una familia de espirales sobre un helicoide que sea solucién al
Flujo de Curvatura Media, como se muestra en la Figura 2.3. Sin embargo, para
poder escribir explicitamente este ejemplo presentamos en la definicion 2.2 la funcion
W de Lambert. Esta funcion, asi como sus propiedades, pueden consultarse en los
trabajos de Beardon [6] y Corless [14]; la siguiente definicién y el Lema 2.3 resumen
las propiedades que utilizaremos.

Definicion 2.2. Sea E(y) := ye¥ con dominio en R™ U {0}. Definimos la funcion
W (z) de Lambert como la inversa de la funcion E(y) = x. Algunas de las propieda-
des de esta funcion inversa son las siguientes:

1. W(ze®) = a.
y W
2. hmx_m ar 1.
3. La funcion W satisface la siguiente ecuacion diferencial

W) W)
i+ W@) @5)
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Figura 2.3:

Familia de espirales sobre el helicoide
que satisfacen la ecuacion de Flujo de
Curvatura Media (ver Ejemplo 3).

Lema 2.3. Sea c una constante y W (x) la funcién de Lambert. La funcion
£(8) = VW (e)

satisface la siguiente ecuacion diferencial
()
dt 1+ f2(t)

Demostracion. Usando la ecuacion 2.5,

ﬁ — d W(ecf2t)

dt 20 W ec—2t) %
W(ec—Zt)

2./ W eC—2t) <ec—2t (1 T W(ec—%))) (_266—2t)
e

1+ W (ec2t)
IO

L+ f2(t)

—_

—_ =

—

U
Ejemplo 3. Espirales sobre un helicoide. Sea S(u, v) el helicoide parametrizado por
S:R x (—00,00) — R?
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S(u,v) = (ucos(v), v, usen(v)) .
Sobre esta superficie podemos considerar la siguiente ¢-familia de curvas coordenadas
7(0,1) = (u(t) cos(v), v, ult) sen(v)) .

Encontraremos una funcién u(t) tal que la familia de curvas (v, t) sea solucion al
Flujo de Curvatura Media:

Los vectores tangentes al helicoide S(u, v) son

cos(v) —u sen(v)
Oy = 0 y 0, = 1 ,
sen(v) u cos(v)

mientras que el tensor métrico ¢ y su inversa ¢! son, respectivamente

(1 0 (1 0
g = O U,2—|—1 y g - O u21+1 .

Dada una curva en la familia (v, t), el vector tangente coincide con 0,,

—u(t) sen(v)
1
u(t) cos(v)

O _
o

esto implica que 0, es normal a (v, t). A partir del vector tangente y normal obtene-
mos el vector de curvatura media

H = ¢"hids=9" (9, Vo, 0,) 0
= ¢ (0. (Thou +T0,0.) ) 0.
= ¢"TU0,.
Usando la ecuacion (1.6), calculamos el simbolo de Christoffel l:jfv

o= g o (G 2L 2

=
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= %[1 (—2u)] = —u
Por tanto,
T ()
H = —¢"ud, = T a2() Oy. (2.6)
Por otra parte
cos(v)
9 _ u'(t) 0 =u'(t) D, . (2.7
ot
sen(v)

A partir de las ecuaciones (2.6) y (2.7), la ecuacion de Flujo de Curvatura Media que
debe satisfacer y(v, t) se reduce a

oy u(t)

y por el Lema 2.3, la funcién u(t) = /W (e“=2!) es su solucién. La constante ¢ queda
determinada al definir una condicién inicial:

Sea ug una constante que determine un espiral inicial (v, ug) sobre el helicoide,
uy = u(0) =~/ W(e2)=+/W(e°).
Por la Definicion 2.2,
uy = W(e) = ugeug =¢°
= ¢ = 2In(ug) + uj .

Ademds, la Propiedad . en la Definicién 2.2 nos permite saber que (v, t) converge
asintOticamente al eje y, ya que

lim u(t) = tlgglo VW (ee2) = /W (0) = /W (0e?) = 0.

t—o0

Ejemplo 4. CP! c CP?. Consideremos la inmersién del espacio proyectivo CP! en
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CP? dada por

1, z1] — [1, 21, 0] (2.8)
El conjunto {9,,, 0;, } forma una base del espacio tangente a CP' . Sea

{0:1, 05,02, 0z}

una extension de este conjunto a una base del espacio tangente de la variedad am-
biente. Dotaremos a C P! con la métrica inducida por la métrica de Fubini-Study § en
CP?, retomando la Definicién 1.23, esta dltima toma la forma

(]_ —|— 2121 + 2222)513 — ngi
1+ 2121 + Z2%22

gij =

Y

y cuya inversa [33] es

gji = (1 + 2121 + ZQZQ) ((515 + Zi2j> .

Sean hfj las componentes de la segunda forma fundamental, la componente « del
vector de curvatura media H puede escribirse como

HY = 5"hg.

Siguiendo la definicién de Flujo de Curvatura Media, consideremos los siguientes
vectores los cuales forman una base ortonormal del haz normal a la subvariedad:

1 0s —£~7<32 VQ)VQ
vy 1= ——0 , Us = EEEL A e L )
’ ? Haiz _g<8227V2) VQH

Z2
110, |

Sean \ := |05, — §(0z,, v2) va|| "ty p := —AG (05, o) . Las componentes de H
en la base {vy, 13} son

>
hi, =

Nt

1
z ) 8,2 = Fl 12 Fg J22
( 01 O ||azz|| ) T (Tnudie + M)
h%l = < Z17 )‘822 + H’aZQ>
= (Va az1aazz> + Mg (%321 8217822)
= A(Thigis + Thdn) + 1 (Thiiis + Ti0)
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A partir del Lema 1.24 sabemos que estos simbolos de Christoffel se anulan y en
consecuencia también las i, . Por tanto, la inmersion (2.8) de CP' en CP? es una
solucion estacionaria del Flujo de Curvatura Media. ]

2.2. Evolucion de Cantidades Geométricas bajo el Flujo
de Curvatura Media Simpléctico

Cuando una variedad evoluciona bajo un flujo geométrico, los campos tangentes y
normales, asi como el drea y la métrica, también cambian. Calcular su evolucién per-
mite, en algunos casos, identificar las caracteristicas del flujo o proporcionar argumen-
tos que permitan determinar la existencia de soluciones. Sin embargo, las ecuaciones
que describen la evolucion de estas propiedades geométricas también dependen de la
codimension de la subvariedad.

En esta seccién obtendremos la evolucion de algunas cantidades geométricas bajo
el Flujo de Curvatura Media en codimension arbitraria.

La evolucidn de los vectores normales y tangentes a una subvariedad en evolucion
estd descrita por los Lemas 2.4 y 2.5, respectivamente. Si bien hemos retomado el
Lema 2.4 de Chen et al. [12], incluimos aqui detalles adicionales en la demostracion;
ademads el propo6sito principal de incluirlo es hacer explicita la diferencia en codimen-
sién mayor a uno (dltimo término en la ecuacion 2.9).

Lema 2.4. Sea M™ una variedad con métrica gy M™ una subvariedad. Sea ademds
Fy : M — M una inmersion y F(t) una t-familia de inmersiones de M en M que
satisfacen la ecuacion de Flujo de Curvatura Media con F(0) = Fy. Si {v,}n_" es
una base ortonormal del haz normal a M y {0;F'}_, son los vectores tangentes a la
subvariedad, entonces

OV,
a_l/t:_grad Ha Zngﬁ Vo”a’/ﬂ 8F+Z< ﬁ>yﬁ‘ 2.9)
1,5,8

Demostracion. La evolucién de los vectores v, puede separarse en una componente
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tangencial y otra normal a la subvariedad:
av, /0, av,
= = g7 ( =2,0,F ) O;F g (== 2.10
ot Zg <8 > +Z <8t > 210

donde los indices 7, 5 = 1, - - - , n recorren sélo los elementos tangentes; mientras que
a,B =1,---,(m—n) recorren los indices de los elementos normales a la subvariedad.
Usando la siguiente relacion,

6t <Va N 61F> = <8tl/a s @F} + <Va N 61 (8tF)>
= (O, OF)+> (va, 0 (Hvp)) , (2.11)
B

podemos reescribir (2.10) como

2 v (o7~ ) @) ar

+Z~m< >VV
= =G (Va0 (HOv)) 0F+Z~ﬁ”<a§a >””

3,8 By
g | OV,
= —;g”@a,(GH'B)V5+H58U5>8F+Z ﬁ7<3t >V'y
= —Zﬁ”@iﬂ (Vo , V3 @-F—Zg”[—[ﬁ Vo, Oivg) O; F
i,5,8 ,5,8

+Z~57<8V“ >u7.

Debido a que el conjunto {v,} se eligié ortonormal, tenemos que (v, , V3) = Jap
y §%7 = 035, y por tanto

% _ _Zgz] aHaaF ZgZJHﬂ Va,8V5 8F+Z< 1/5>V5.
1,5,8
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Utilizando la definicion 1.8, obtenemos

ov,
e a g ,8
o = grad(H®) Ejﬁ:ng ya,auﬁaF+§j< >

O

Adicionalmente al lema anterior, describir la evolucion de los vectores tangentes
a la subvariedad es crucial para describir la evolucion de otras cantidades como el
tensor métrico, la segunda forma fundamental, etc. En el siguiente lema describimos
esta evolucion tangencial; cabe destacar que al contrario de Chen y Li [12] damos una
demostracién de la ecuacién (2.12), la cual utilizaremos mas adelante.

Lema 2.5. Sea M" una subvariedad de M™ y sea F(t) una t-familia de inmersiones

de M en M con las mismas hipotesis del lema anterior, los vectores tangentes 0;F a
la subvariedad satisfacen

0 0
_8 gk 8 F 8 ) oLF a H” si¥a
o Zg <8t > k +Z;g )iV,
+ Z G H’ Ve, 0,5) Giva (2.12)
r,s,5
donde v,, son los vectores normales a la subvariedad cona = 1,--- ,m — n.
Demostracion. Sean vy, -+, V(;,—y) una base ortonormal del haz normal a M, pode-

mos separar las componentes de 0;(0; F’) de la siguiente manera
ga Zgjk aaFaF 8F+Z 8Fu "
ot ot g «) e
y usando la relacién (2.11) obtenemos
0 o, 0 0v,
—H.F = gk 0. F 0. F F —{H. F =2
a0 jzkg <8tal 0 >a’“ * ; (8t <8 ot >) Vo

Finalmente, usando el Lema 2.4, proyectamos Jv,, /Ot sobre los vectores tangente para
obtener:
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0 /0
) _ E : ik ) ) § ) «
_taZF == - g <—t81F, aJF> akF + . <aZF , grad (H )> Vg,

+> G H? (va, Ovp) (0.F, 0;F) v,

r,s,8
. 0 )
o ~ik ~rg a\>
— %;g] <a8iF, ajF> O F + ;g (8, H)GsiVa
+ Z'g’rsHﬂ <Va P arVB> :(jsiya .
7,8,

]

A partir de los dos lemas anteriores, que describen la evolucién de los vectores
tangentes y normales, al estudiar flujos geométricos también suele calcularse la evo-
lucion de las componentes del tensor métrico. Sin embargo, a partir de aqui podemos
aprovechar la relacion entre el tensor métrico y la forma simpléctica, para hacer visible
una primer influencia de la estructura simpléctica en el Flujo de Curvatura Media:

Para cualquier par de campos tangentes X, Y a la subvariedad, la relacion
w(X,Y) =g(JX,Y)

entre la forma simpléctica w y el tensor métrico g nos permitird describir indirecta-
mente en el Corolario 2.8 la evolucién de g en términos de la evolucién de la forma w.

Aunque este resultado puede parecer inmediato una vez calculemos dw/0t, tiene
dos implicaciones: la reduccién de términos al describir dg;; /0t en términos del pull-
back de una 2-forma, y la utilizacién de dw/0t en la demostracién de la invarianza
de la estructura lagrangiana bajo el Flujo de Curvatura Media sin usar el Principio del
Miximo,esta segunda implicacion se aborda en el siguiente capitulo.

Para proponer el siguiente Teorema y el Corolario 2.7 hemos tomado como refe-
rencia [13]. Si bien existe una equivalencia en el resultado, las técnicas que hemos
empleado en este trabajo para la demostracion son mas directas.

Teorema 2.6. Sea M™(t) una familia de subvariedades de M™ysea F : M(t) — M

solucion al Flujo de Curvatura Media. Ademads, sean aii vectores tangentes a M,
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1 =1,---,n. La evolucion bajo el Flujo de Curvatura Media de una 2-forma w en M
restringida a M es

8 (o (L L)) < 3 2008
ot M\ 9zt OxJ = ox” oxt OxI
v

OH*OFP  OHP OF~
. . -—— | . (2.1
+az<;waﬁ ( Oxt Ox * OxJ 81’1) @.13)

Demostracion. Sea {v;};-," una base ortonormal del haz normal a M, y sean dx’
d \n m—n .

los duales a los elementos de la base {57 }7; U {v;};,_;", podemos escribir w de la

siguiente manera

w= Zwagdxa/\dxﬁ.

a<p

Usando la ecuacion anterior calcularemos la derivada 0yw:

B, o 9 Owas OF OF
a(W‘M(a—%» = D T datnde (axaT)

a<f
0 oF oFN (0 0 oF
“\ozi ot 00 ) T Y\ oz 0ud o1
Owas OF® OFF o  OF
T 2o 0w 0w +za:w<%<H ”“)’%)
OF 0
B
2 )

B awaﬁ OF* OF” Zaﬂa ( 8F>

ot 0x 0w 2= api U\ Y i
a<f a
OHP [ OF
P (a—ﬂ)
_ Zawaﬁ OF* OF"” LN OHe OF"®
- ot Ozt Ox or P i
a<f a,B
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OHP OF“
——WaB
oxi P g
a<f

(%)a@ o« (‘)Fﬁ

ot 0x' Ox/
a<f
OH*OFP  OHPOF°
. 4 . - | . 2.14
+O;6waﬁ ( Oxt Oz’ * OxJ &UZ) (2.14)

Usando la regla de la cadena y debido a que F’ satisface la ecuacién de Flujo de
Curvatura Media, reescribiremos la derivada Ow,s/0t como

(%)aﬁ . 8wa5 0 (J]'Y o F)

ot oxY ot
v

Owap O (27 0 F)
oxY ot

o
&ua 8
H'Y
oz
y

(2.15)

Sustituyendo (2.15) en (2.14), se concluye que:

2 w| i,i = 8CL}o‘ﬁH” 3F%‘ aF?
ot M\ Q" Oxd = oxY ozt OxJ

.
5 OH" OF” N OH OF“
“I\ w 0r T 0w 0wt )

a<f

Corolario 2.7. Sea w una 2-forma simpléctica, el teorema anterior se reduce a

0

EW‘M = F*d(w(H,")).

Demostracion. Calculemos d(w(H,-)), para ello

wH,:) = Zwagﬂadxﬁ,

a<f
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dw(H,") = Y dwesH") A da”

a<pf
0 o
= Z pe 5 (wapH ) da® A da”
a<f#k
H
= ) aax‘”;f H® dz* A da +wa5%—d:c Adz” . (2.16)
a<f#k

Si w es una forma simpléctica, en particular es cerrada, es decir,

Owq
0=dw = E 8xkﬁdx A dx® A dx®
a<f
k=1,.n
Owg Wa,
= 5 Bdm Adx® A dz” + E ﬁdx A dz® A da®
ok oxk
k<a<f a<k<p
+ g aﬁdm A dz® A da®
a<f<k

Podemos renombrar los indices de las tltimas dos sumas para obtener

Owq
0= Y (;;de Adz® Nda? + Y x’“ﬁd A dz® A da?
k<a<f k<a<f
a(JJka 6 k o
+ Z &rﬂdx A dx” N dx
k<a<p
0w, 0
= Z (,;uk’gdxk/\dxo‘/\dxﬁ— Z %d:pk/\daya/\dwﬂ
k<a<pB t k<a<p v
aWka k a B
+ Z axﬂdx Adz® A dx” |
k<a<f

lo que implica

= Bttt = 3 Bt
k<a<f t k<a<p !
a“%a
+ ) a:cﬂd Adz® NdzP . (2.17)
k<a<f
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Por otra parte, y retomando (2.16),

) o 0 OF OF
P ) (s ) = dw i) (5520
Ousos o OFFOF? D, OFF OF
i) oxk oxt OxI S oxh oxt Qxd
OH® OF* OF” OH® OFP OF*
+ ) w 3

Wab ek oxk Ort Oxi Wap oxk Ozt Oxd

a<f#k a<f#k
. Z (awag &uak) HOﬁF’“ 8F5
- ko 8 i j
S ox ox oxt OxJ
OH® OF” OH* OF"?
T P
S oxt OxJ N oxi Ox

Por la antisimetria de w y (2.17), tenemos

o 9 Oy . OFF OFP
F* H . Ty T~ - Ha - -
d(w ( ) )) (axz ) 8:[1) it ore ort Oxi

s OH*OF® QH“OF”®
I\ o 0w3 0w 0r )
a<B#k

(2.18)

Comparando la ecuacién (2.18) con (2.13), se concluye que ambas son equivalentes y
en consecuencia

0

E“’M = F*d(w (H,")). O

Finalizaremos este capitulo rescribiendo el resultado anterior para describir la
evolucion del tensor métrico en términos de la evolucion de w.

Corolario 2.8. Sea M una subvariedad simpléctica de una variedad Kdhler M y F(t)
una t-familia de inmersiones que satifacen la ecuacion de Flujo de Curvatura Media.
Entonces el tensor métrico g de la subvariedad satisface
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Demostracion. A partir de la relacion entre w y g y como consecuencia del Corola-
rio 2.7, tenemos

0 g 0 0 g 0 . g 0
o (g (%7@—» = <°~"M (a_xa_)> = Fd(w (H,) (a—a—> -

]
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Capitulo 3

Flujo de Curvatura Media y
Estructura Simpléctica

En el Capitulo 1 definimos el dngulo de Kéhler, a través del cual es posible dar
una clasificacion de subvariedades de dimension dos inmersas en una variedad Kéhler
(ver Definicion 1.25 y Tabla 1.1). A partir de la evolucidn de este dngulo es posible
caracterizar subvariedades que pertenezcan a una familia que sea solucion al Flujo de
Curvatura Media, si éstas se encuentran inmersas en una variedad ambiente con este
tipo de estructura.

El siguiente lema y teorema nos permitirdn abordar en la siguiente seccion algunos
casos en los que la estructura simpléctica impone condiciones sobre el tipo de solu-
ciones que podemos encontrar para el Flujo de Curvatura Media.

Lema 3.1. Sea (M,w) una variedad simpléctica, entonces M tiene estructura casi
compleja. (Ver la demostracion en [31, p.81]).

Teorema 3.2. (Li, [29]) Sea F' una t-familia de inmersiones formada por subvarieda-
des simplécticas (M?(t),w(t)) con estructura casi compleja compatible J e inmersas
en una variedad M*. Sean {e1, e2} una base ortonormal del espacio tangente a la
subvariedad al tiempo t en un punto p, y {es,es} una base ortonormal de su haz
normal en p, tales que podamos definir localmente

Tu@ : Ton M = TppoM (3.1
JM(t)(el) = €3 JM(t)(€3) = &4
JM(t)(€2) = —€1. JM(t)(€4) = —e3.
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Sean ademds hfj y Ric las componentes de la segunda forma fundamental de M? y

la curvatura de Ricci de M 4, respectivamente. Si F es solucion al Flujo de Curvatura
Media, entonces la evolucion del dngulo de Kihler 6 de M*(t) satisface

2
cos + Ric(Jey,ey)send, (3.2)

0 ~
(E - A) cos 8 = |V g

- 2 ) ) ) )
donde ‘VJM(t) = ’h?l - h%l‘ + |h?2 - h§2’ + ‘hgl - hil1| ++ ’h§2 - hzllQ‘ .

La relacién entre el término |€J Mm@ > y las componentes de la segunda forma
fundamental, asi como su relacion con el vector de curvatura media, ha sido tratado
en diferentes trabajos [10, 12,29] y en particular la ecuacién (3.2) se ha utilizado para
estudiar singularidades y existencia de soluciones del Flujo de Curvatura Media [13].
Sin embargo, aqui s6lo daremos una breve explicacion del calculo de este término en
el contexto de evolucionar subvariedades bajo el Flujo de Curvatura Media:

En general, cuando tenemos una familia de inmersiones F' : M? x [0,¢) — M*
que es solucién al Flujo de Curvatura Media, la evolucién de las subvariedades suele
describirse en términos de la base

{alF7 82F7 U1, UQ} ’

para un conjunto {vy,vs} que forme una base ortonormal del haz normal a la subva-
riedad.

Supongamos que cada elemento en la familia de inmersiones tiene estructura casi
compleja J. En cada punto de la subvariedad podemos extender localmente .J al haz
normal como en (3.1) y denotar a esta extensién como Jy;. Sean {9;} y {dy'} la base
estdndar del espacio tangente a M y su dual, respectivamente. Podemos definir

o' = (X V)idy’,

para alguna matriz de coeficientes X que se obtiene a partir de las derivadas de F'. A

(3.3)
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partir de (3.3), podemos escribir .J); de forma tensorial como
Jy = Z J ; ol ® e;

ij
Ju(ex) = Z J; ol (e)eq
2%

para algunos coeficientes J. ; que se pueden deducir de (3.1). Como producto tensorial,

podemos aplicar el operador de conexion Val 'y calcular su norma (ver Lee [28, p.
29)).

El célculo explicito de V.Jy; en términos de las componentes de la segunda forma
fundamental puede obtenerse a partir de las 1-formas que definen a las componentes
de la matriz de conexién de V (ver Deruelle [15], Lam [26]) de la siguiente manera:

Sean ¢/ las 1-formas que definen a la matriz de conexién de V. La conexién V puede
escribirse en términos de (] como

V@) => oo
j
o A _ (3.4
Vdy') == Gedy,
j

donde - i RO

I, =¢J (81) & ¢ =Thdy
G+ =0,

y ffj son los sfmbolos de Christoffel en M. Las ecuaciones (3.4) y (3.5) nos permiten

(3.5)

escribir V.Jj; en términos de los simbolos de Cristoffel. Sin embargo, para obtener la
expresion explicita en términos de hfj tenemos que hace uso de la siguiente relacion

a _ poa g
G —hz’j‘77

parai,j € {1,2} y a € {3,4}, y cuya demostracion puede encontrarse en [46, p. 71].

Antes de comenzar con la primer seccion de este capitulo, cabe sefalar que hemos
optado por dividirlo en dos secciones: En la Seccion 3.1 consideramos la evolucion por
Flujo de Curvatura Media de una subvariedad simpléctica (cuyo coseno de su dngulo
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de Kihler es positivo) y en la Seccion 3.2, 1a evolucion de una familia de subvariedades
lagrangianas (Esferas de Whitney), asumiendo en ambos casos una variedad ambiente
de tipo Kéhler de la que heredan la forma simpléctica.

La principal contribucion de la seccion 3.1 se resume en el Teorema 3.7, el cual exhibe
una direferencia respecto al Flujo de Curvatura Media cldsico en R?, a saber, que no
existe un una familia de subvariedades complejas que sea el equivalente simpléctico
al Grim Reaper cuando la variedad ambiente es Kéhler, en el contexto que detallare-
mos mds adelante. Por otra parte, en la seccién 3.2 veremos que el Teorema 3.2 es
insuficiente para hacer un andlisis profundo y se propone como alternativa utilizar el
Corolario 2.7.

3.1. Subvariedades Simplécticas

En esta seccién asumiremos que tenemos una subvariedad simpléctica. Sin embar-
g0, mencionaremos primero algunos casos que reducen la ecuacion (3.2) para justificar
por qué nos limitaremos a soluciones autosimilares (definicion 3.3).

Una manera de simplificar la ecuacion (3.2), propuesta por Chen y Li [12], consis-
te en considerar una variedad Kéhler-Einstein (ver definiciéon 1.27) como variedad
ambiente, debido a que en este caso existe una constante A tal que

Ric(Jey,ea) = Ag(Jeq,eq)
Aw(er,es)

= A cos(f).

Como alternativas a la estructura Einstein, es posible considerar casos en los que
|V Jas |? ylo la curvatura de Ricci son constantes o s6lo dependen de ¢; en relacion a
estos casos daremos un teorema que ejemplifique de qué manera la estructura simpléc-
tica repercute en las soluciones que podemos esperar del Flujo de Curvatura Media.
Previamente, necesitamos de la siguiente definicién y Lemas 3.1-3.4.

Definicion 3.3. Sea > 0y F : M x [0,7) — M una solucién al Flujo de Curvatura

Media de una subvariedad M inmersa en una variedad ambiente M. Decimos que F'
es una solucion autosimilar del Flujo de Curvatua Media en los siguientes casos:

1. (Smoczyk [39]) Existe una funcion f(t) no constante tal que para todo p € M
F(p,t) = f(t) F(p,0)
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mds atin, en este caso decimos que F' es una homotecia o una solucion homoté-
tica con factor de escala f(t).

2. Siexiste T > 0y una familia de isometrias ¢ : M x [0,7) — M no trivial, es
decir distinta a la identidad, tal que

F(p,t) = ¢ (F (p,0),t) ,

de manera que se preservan la métrica y la segunda forma fundamental para
todo tiempo t < T.

Lema 34. Sea > 0y F : M? x [0,7) — M* una familia de inmersiones de
subvariedades simplécticas tal que F' es solucion autosimilar no homotética del Flujo
de Curvatura Media. Entonces |V Jy| es constante para todo t € [0, T).

Demostracion. Para una subvariedad simpléctica, por el Teorema 3.2,
[Vl = 113y + Bl + 13y + hin | + By — hiy |+ |B3, — iy |

Por la definicion 3.3, una solucion autosimilar no homotética implica hfj no depende
de t y en consecuencia tampoco |V Jy|2. O

A partir de este lema, podemos considerar los siguientes casos que retoman la
intencién de reducir la ecuacion (3.2):

= Variedad ambiente con curvatura de Ricci nula. El dltimo término de la
ecuacion (3.2) desaparece y la evolucion del angulo de Kéhler consiste en una
ecuacién de eigenfunciones para el operador 9/0t — A con eigenvalor |V .Jy|?.

» La subvariedad tiene segunda forma fundamental paralela. En este caso el
término |V .Jy/|%, que depende sélo de las componentes de la segunda forma
fundamental, tiene el mismo valor en cualquier punto de la subvariedad.

= Soluciones autosimilares del Flujo de Curvatura Media. Contrario al caso
anterior, por la dependencia del término |V .Jy,|? exclusivamente de las com-
ponentes de la segunda forma fundamental, este término es constante en ¢ a lo
largo del flujo.

45



Figura 3.1:

Ejemplo de la evoluciéon de una
curva autosimilar no homotética en ¢
R? (Grim Reaper) cuya evolucién
por Flujo de Curvatura Media
coincide con una traslacién. En rojo
se muestra la curva inicial (ver o
parametrizacion en [27]).

Para el primer caso seria posible aplicar técnicas utilizadas en la teoria de eigen-
funciones de operadores parabdlicos. Estas técnicas suelen utilizarse por ejemplo: para
encontrar las funciones con eigenvalor nulo, la primer eigenfuncién con eigenvalor no
nulo, o encontrar una base de eigenfunciones.

Sin embargo, estas posibilidades dificilmente pueden interpretarse en el contexto
de una subvariedad simpléctica evolucionando por Flujo de Curvatura Media, mas
aun porque la estructura simpléctica es invariante, es decir, cos(f) > 0 durante todo el
flujo.

Por otra parte, en relacion con el segundo caso, resultaria conveniente asumir
que la subvariedad tiene segunda forma fundamental hfj paralela, es decir, que las
componentes de esta ultima no dependen del punto en la subvariedad, ya que existen
clasificaciones de subvariedades simplécticas y Kéhler con esta condicion [34]. Sin
embargo, la condicién de tener segunda forma fundamental paralela no es en general
invariante bajo el Flujo de Curvatura Media. En [38] se describe la evolucion del
vector curvatura media H y se observa su dependecia en términos de hfj, asi como de
sus derivadas, por esta razén sélo un caso trivial seria adecuado.

En consecuencia, por el resto de esta seccion analizaremos el tercer caso sobre
soluciones simplécticas autosimilares.
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Una de las soluciones mas conocidas del Flujo de Curvatura Media en R? es el
Grim Reaper (ver figura 3.1), esta solucion consiste en una curva cuya evolucion por
Flujo de Curvatura Media coincide con una traslacion.

Podemos suponer una ¢-familia de subvariedades simplécticas descritas por una
inmersion inicial Fj y una isometria ¢(t) tal que ¢ o Fjy es solucién autosimilar del
Flujo de Curvatura Media (como en la Definicion 3.3), y la variedad ambiente es
una variedad con métrica plana (para lograr una analogia con el Grim Reaper de
R?) que hereda la métrica' y la estructura simpléctica a las subvariedades. M4s atn,
asumiremos que la variedad ambiente es Kéhler ya que la estructura compleja es la
diferencia mas inmediata que podemos incluir para distinguir este ejemplo de uno en
R™. Probaremos que F' es minima y por lo tanto ¢ es la identidad.

Sea M una subvariedad en la familia ¢ o Fj y sean {ej, es} dos vectores tangentes
ortonormales, comenzaremos por sefialar que M tiene la misma estructura compleja
que la variedad ambiente ya que su forma simpléctica coincide con la forma de Kihler
de la variedad ambiente, es decir,

0< W(Gl,eg) = E(Jel,eg).

Aunque es un resultado que se cita con cierta frecuencia [9,45], incluiremos una breve
demostracion del siguiente resultado: cualquier subvariedad compleja de una variedad
Kihler es minima. Posteriormente, en el Teorema 3.7 probaremos que ¢ sélo puede
ser la identidad.

Lema 3.5. Sea (M m o) J, '§> una variedad Kdihler y sea (M?", J) una subvariedad

compleja de M?2™ con segunda forma fundamental A, si ademds el conjunto
{617 T 76271} U {V17 e 7V2(mfn)}

es una base ortonormal del haz tangente a M*™ tal que {e;,- - - , s, } es base del haz
tangente a M*", entonces

Ayk(Jel-, 6]’) = _AJVk (6,’, ej) = AVk (6,’, Jej)

para
1<i,j<2n

'Para el Flujo de Curvatura Media estamos asumientdo que la métrica en la subvariedad es la
métrica inducida, por lo que ésta no es una condicién adicional.
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1<k<2(m-—n)
Demostracion. Comenzaremos por probar la primer igualdad:

Retomando la ecuacién (1.8), la simetria de la segunda forma fundamental A
implica

Ay (Jeie;) = Ay les, Je)

<%ej<]€i, Vk>

= <J§ej €, z/k> + <M6i, Vk> .
= —<6ej ei,JVk>

= _AJVk (ej’ ei)

= _AJVk (6,‘, ej) .

Andlogamente para la segunda igualdad:
A, (e, Je;) = <6e1 Jej, I/k>

_ <J%ei ej,yk>+< ~eiz])6jal/k>
— —We,.ej,JW

- _AJVk(ei7 6j) :

]

Lema 3.6. Sea (]\N/[ mow, J, §> una variedad Kdéihler y sea (M?", J) una subvariedad

compleja de M®™. Entonces M es minima.

Demostracion. Sea {ey,--- ,en,€],---, e’} una base ortonormal del haz tangente
de M tal que ef = Je; paratodoi = 1,--- ,n. Sea {v1, - ,Vpmn, Vi, -+, V5, }
una base ortonormal del haz normal a M tal que v = Jy; paratodo¢ = 1,--- ,v.

Demostraremos que las componentes H “v,, del vector de curvatura media H son cero.
Para hacer evidente la distincion entre los términos relacionados con el haz tan-
gente a la subvariedad y los términos relacionados con el haz normal, utilizaremos la

siguiente convencion:
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» Llamaremos « al indice que recorre los 2(m — n) elementos de la base del haz
normal a la subvariedad y los nombraremos de la siguiente manera:

a=1,--- m—n,1% - (m—n)".

= Los indices i, j recorrerdn los 2n elementos de la base del haz tangente a la
subvariedad y andlogamente los nombraremos:

.o * *
Zaj_lu"'7n71 ytrr

Sean £7; las componentes de la segunda forma fundamental de M,
HoY = Y

la suma sobre ¢ se puede separar de la siguiente manera

_ Z Zgu <§ei€¢,l/a> +Zgi*i* <%e;€f7”a>

Al sustituir e] = Je;, podemos usar el Lema 3.5 para intercambiar J del subindice en
la derivada covariante hacia el término e, resultando un cambio de signo

H = Z Zg”<%eiei,va>+29i*i* <661J6;k,1/a>

* ok

Como Je} = —e; y ademds la base es ortonormal g% = ¢* ¢ = 1,

H = Z{Zg“ ~z‘i7Voz +Zgi*i* _~€z‘ is Vo }
0

A partir del Lema anterior, podemos postular el siguiente teorema que muestra una
restriccion en las soluciones al Flujo de Curvatura Media debida a las estructuras que
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hemos asumido.

Teorema 3.7. No existen t-familias de subvariedades complejas inmersas en una
variedad Kdhler con métrica plana que sean solucion autosimilar no homotética del
Flujo de Curvatura Media.

Demostracién. Sea M la variedad ambiente, si existiera una familia de subvariedades
simplécticas con esas caracteristicas, por el lema anterior, cada variedad en la familfig
serfa minima, es decir, existirfa una familia de inmersiones F' : M x [0,00) — M
tal que el vector de curvatura media H(-,t) es el vector 0 y F' seria una solucién
estacionaria al Flujo de Curvatura Media, en particular para todo punto p € M,

F(p,0) = F(p,t),

y en consecuencia, para cualquier isometria ¢ tenemos

¢ (F(p,0),0) = ¢ (F(p,1),1) .
Derivando respecto ¢ y utilizando la ecuacion de Flujo de Curvatura Media,

9 96

OF
O:a (F(p,0),0) = E—l—dqb(E)

_ 99
= 5 Tde(H].

En particular, la isometria identidad satisface las ecuaciones anteriores; sin embargo,
por la unicidad de soluciones del Flujo de Curvatura Media [8], concluimos que ¢ s6lo
puede ser trivial. 0

3.2. Subvariedades Lagrangianas: Esferas de Whitney

En el trabajo de Chen [12] y Li [21], el Principio del Maximo es utilizado para el
andlisis de singularidades y demostrar la invarianza de la estructura simpléctica bajo
el Flujo de Curvatura Media. Aplicar este principio hace necesario imponer ciertas
condiciones sobre la variedad ambiente, como asumir que es de tipo Einstein o conocer
a priori cotas sobre alguno de los términos en la ecuacién (3.2).

Abordaremos esta seccidn restringiendo el andlisis a una familia de subvariedades
lagrangianas de C™ denominada esferas de Whitney (Definicién 3.8). La importancia
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de estudiar la evolucion de estas subvariedades radica en que la ecuaciéon de Flujo
de Curvatura Media se reduce a la evolucion de una curva en C™, reduciendo la
dimensién del problema. Si bien se trata de un caso particular, existen otras familias
de subvariedades con esta misma propiedad a las que puede generalizarse el anélisis.

Smoczyk [37] también aborda la evolucién por Flujo de Curvatura Media de es-
feras de Whitney, de su trabajo retomamos las definiciones 3.8-3.9 y algunas de sus
propiedades de las que no se incluye demostracion en su trabajo [37,38]. Sin embargo
los resultados que aqui se presentan son diferentes, en particular, damos una solucién
numérica a la evolucién de esferas de Whitney y en el Teorema 3.18 damos una
demostracién de la invarianza de su estructura lagrangiana aplicando directamente
el Corolario 2.7. Esta demostracién difiere de otras, ya que aqui no utilizamos la con-
dicién de una variedad ambiente de tipo Einstein ni la compacidad de la subvariedad.

Definicion 3.8. Sea R > 0y C un punto en C™, definimos la esfera de Whitney de
radio R y centro C' como la inmersion lagrangiana de S™ en C™ definida por

Wre : S™ — C™
R

= 1+x2 (1:17”' y Tmy oL, - - 7$Oxm)+c
0

WR,C(I()v Ty, 7xm>

Utilizaremos la siguiente definicién de curva perfil [2,37] para reducir la dimen-
sién del problema.

Definicién 3.9. Sea 6 > 0y z(s) = (u(s),v(s)) una curva regular en el plano
complejo definida sobre (-9, §). Diremos que z(s) es la curva perfil asociada al mapeo
F:(=6,0) x S™~1 — C™, 5i F es una inmersién de la forma

F:M™=(-64) x S™! — C™

(3.6)
F(s,z) = (u(s)S(x), v(s)5(x)),
donde S es el encaje estdndar de S~ en R™.

Para asegurar que el mapeo (3.6) resulte en una inmersion, en [37] se menciona la
siguiente condicion que aqui postulamos como un teorema e incluimos una demostra-
cion.

Lema 3.10. Si z(s) es una curva que no pasa por el origen, entonces F definida
por (3.6) es una inmersion.
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Demostracion. Como M = (—§,0) x S 1,

TispM = Tyz & T,S™!

dF : T(&p)M — TF(&p)(Cm.

Usaremos la Definicién 1.4 y probaremos que dF' es inyectiva:

Lol
Oxt

Seap = (x1, -+ ,Ty,_1) un punto en S™ ' y sea {-2}7 ! una base de su espacio

tangente, el conjunto
8 m—1
s} U A
{0} {axl}' 1

1=

es una base de T, ,)nr-

Sean S; las componentes del encaje estdndar S : S™~! — R™

S<x17 e 7xm—l) = (Sl(xb T 7xm—l)7 o 7Sm(x17 T 7$m—1))7
aplicamos dF’ a cada elemento de la base de T{; ;) M:
dF(9s) = (u'(s)S(p),v'(s)S(p))
(3.7

O, F = dF (£ﬂ) = (u(s)0;S1,- - ,u(s)0iSm-1;v(s)0:51, - ,v(5)0iSm-1) .

Para probar que dF' es inyectiva, probaremos que dim(ker(dF")) = 0 y usaremos la
siguiente relacion

dim(T}, ,)M) = dim(ker(dF)) + dim(Im(dF)). (3.8)

A partir de la ecuacion (3.7), y ya que z(s) una curva regular que no pasa por el
origen, podemos ver que dF'(J;) no es combinacién lineal de 0;F' ;i =1--- m—1.
Por tanto el espacio generado por dF(J;) es un subespacio de dim (Im (dF)) y en
consecuencia

dim (Im (dF)) = 1+ dim (Im (dF|7,gm-1)) .
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Por otra parte, como z(s) no pasa por el origen, la dimensién del espacio generado por
{0;F},i=1,---,m — 1 coincide con la dimensién de 7,S™ . Es decir,

dim (Im (dF')) = m = dim(T{, ,, M),

de acuerdo con (3.8), dim(ker(dF')) = 0 = dF es inyectiva. O

Demostraremos ahora que la evolucion por Flujo de Curvatura Media de una
subvariedad lagrangiana con curva perfil z(s) se puede reducir a una ecuacion de
evolucién para z(s). Comenzaremos por dotar a C™ con la métrica riemanniana es-
tandar, asumiremos que M "™ tiene una curva perfil z(s) la cual no pasa por el origen y
construiremos una base ortonormal de T, ;) M™

Sea (s,p) un punto de M™ C C™ y sea {ej,- - ,€en_1} una base ortonormal
de T,S™*, definiremos r como la distancia del punto z(s) al origen de C, es decir,
r = |z(s)|. Como z(s) no pasa por el origen,  # 0 y el conjunto

{Ela e 7Em—1}
1 3.9)
Ez’ = —€;
r
es una base ortogonal de TpSm_l. Podemos extender al conjunto {F1,--- , F,, 1} a

una base de T{,,)M™ agregando al conjunto el vector tangente a la curva perfil, a
saber,

o= Lo, (3.10)

e

Debido a que z(s) no depende del encaje S(z) y {e;}7," es una base ortonornal,

el conjunto
{EOaEla"' 7Em—1} (311)

define una base ortonormal respecto a la métrica estdndar de C™:

1 / / / /
<E07EO> = |Z/|2<(U,S,?JS>,(U S7US)>
_ Eds G2 g2 -1
- |z,‘2<1+.“+ m—l)_
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(Eo, E;) = 0, i #0
(B, Ej) = 17*((ue;,ve;), (uej, vej))
1
N W@Q +0%)dy; = 05
En los Lemas 3.11-3.14 obtenemos explicitamente la curva perfil para las esferas
de Whitney y caracterizamos a estas dltimas como subvariedades lagrangianas.

Lema 3.11. Para esferas de Whitney, la curva perfil es de la forma

1

- T o) (—sen(s),sen(s) cos(s)) . (3.12)

2(s)

Demostracion. Comenzamos con la parametrizacion de la esfera S™ en R™+!

xg = cos(fy)
x1 = sen(by) cos(f;)
xe = sen(fp)sen(f;) cos(bs)
(3.13)
Tmo1 = sen(fp)sen(;)---sen(fy,_2)cos(fy_1)
T, = sen(fy)sen(6y)---sen(b,_2)sen(b,-1)

donde el dominio de los pardmetros es

0§907"'70m72§7r
0§9m_1§27r.

A partir de la Definicién 3.8 con R = 1y C' = 0, y la ecuacién (3.13) podemos
obtener una expresion explicita para las esferas de Whitney

WI,O S —=C™
1

= 1_’_1:2 (xla"' y Tms LoLL, " 7x0‘rm> .
0

W1,0($0;3517"' 7l’m)

Retomando la Definicion 3.9, podemos obtener una expresion en términos de la curva
perfil si factorizamos de z1,--- , Z,, en (3.13) los términos que corresponden a una
esfera S de dimensiéon m — 1, a saber,

S; = cos(#)
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Sy = sen(fy) cos(bs)
(3.14)

Sm—1 = sen(fy)sen(6y) - -sen(y,_2) cos(fy,—1)

Sm = sen(bp)sen(0;) - - -sen(fy,_2)sen(6,,_1)

Comparando (3.13) y (3.14), podemos reescribir las primeras m coordenadas de W
como

1

HTSQ(@O) (sen(fy)St,sen(6y)Ss, - -+ ,sen(0y)Sm, ),

mientras que las tltimas m coordenadas de W  las reescribimos como

1

HTSQ(HO) (cos(6p) sen(Bg)St, cos(g) sen(6y)Ss, - - -, cos(by) sen(6y)Sy,) -

Es decir, en un intervalo 0 < 8, < 7, la curva

1

T eosty (Sen(to) sen(fo) cos(to) (3.15)

determina la curva perfil de W . Sin embargo, de acuerdo con la Definién 3.9 debe-
mos parametrizar (3.15) sobre un intervalo simétrico (—d, ), sean

"y sen(fy) ~ sen(t) cos(6h)
1+ cos?(6) Y 14 cos?(fy)
entonces
(u? +0?)" = u? — o7, (3.16)

La ecuacion (3.16) define la ecuacién cartesiana de una curva lemniscata que puede
parametrizarse en un intervalo simétrico (—, 7) como

1
1+ cos?(s)

2(s)

(—sen(s),sen(s) cos(s)) .

En la Figura 3.2 mostramos el trazo de la curva (3.12). A partir de la parametri-
zacion de la curva perfil y de las ecuaciones (3.14), es posible escribir una expresion
explicita para la esfera de Whitney de dimension m. El Apéndice A contiene el codigo
para generar la Figura 3.3, la cual muestra la siguiente proyeccion a R? de la 2-esfera
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0.4
0.2

0.0

Figura 3.2:

Griéfica de la curva perfil

para esferas de Whitney -
(ecuaci(’)n 3 12) -1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

-0.2

=}

.4

de Whitney:

(u(s) cos@,u(s)send,v(s)cosf,v(s)send) — (u(s)send,v(s)cosb, v(s)senb).

Figura 3.3:
Proyeccion de la esfera de Whitney de dimension dos sobre el espacio
(0 +ia,b+ic) € C?, a,b,c € R.

Asociada a h, la forma hermitiana estandar en C™
m
h=>Y d@d,
k=1

tenemos la forma simpléctica w = Imh. En el siguiente lema probaremos que la
inmersion de las esferas de Whitney define una subvariedad lagrangiana especto esta
forma simpléctica.

Lema 3.12. Dada z(s) una curva perfil, la inmersion (3.6) de M en C™ define una
subvariedad lagrangiana.

Demostracion. Probaremos que para cualquier par F;, F; la forma simpléctica se
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anula, para ello basta considerar los siguientes dos casos.

» Caso, j #0.

(B, E;) = #w((u@is;v&S), (1, S: v;S))

= # w ((u&-Sl, o u0; 8™ 00,8t - 00 S™),
(u0; S, -+, ud;S™;v0; St - - ,vﬁjSm))

= L m (@@ ) (05Y)(0,5Y) + - + (8:5™)(0,5™)

2]
Fiuw (—(@SHOST) — - — (2.5 HHS™T
HOSHOT + -+ + ([DS"HIST) )
= 0.
= Casoi=0,7 #1i.
1
w(Ei, E;) = WW((USS;USS), (u0;S;v0;9))
1
- WW ((ussla 7uSSm;Ussla"' 7USSm)7
(uajSl,- . ,u(?jSm;vajSl,-- : ,vajSm))
1
= e Im ((usu+v50)(S'9;8" + - + S™9;5™)

i (—usv + w,) (S10;8" + - 4+ 5™0;5™))
1
= —2(—usv + uv,) S-655

2]
= 0,

donde la dltima igualdad se obtiene al notar que el vector de posicion S de la esfera es
paralelo al vector normal, y éste es ortogonal a los vectores tangente. O]

A partir de aqui nos enfocaremos en la estructura lagrangiana de las esferas de
Whitney, por esta razén utilizaremos el conjunto { Ey, - - - , E,,, Fo := JEg, - -+ , F,, :=
JE,,} como base de C™.
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Lema 3.13. (Savas-Halilaj [37]) Sea z(s) una curva perfil asociada a una inmersion
F en C™, sean v = |z(s)|, k la curvatura de la curva z(s) y n su vector unitario
normal. Si definimos

p=(z,n)r 2. (3.17)
Entonces, la segunda forma fundamental tiene las siguientes componentes:
k 0 0 0Op ---p
o 0 p p 0 -

; AY = — sij#0.

00 - p p 0 - 0
Demostracion. Comenzamos por calcular las componentes de la segunda forma fun-
damental:

h’gs = <VE0E0aFO>

1 1
= (Ve (o) o)

1 1 1
= ans (W)W‘F W (VaﬁsF, J85F>
1 " i / /
= T lSS), (~Ssis)
1 n " " "
N ’Z’|3<(u Sl"..7usm;vsl7'”7vsm>7
(—=0' Sy, e =0 St/ Sy, -+, u' Shy))
1
= W (—u"vl(Sf 4+ 4 ng) + UIIUI(S% 4+t Sgl))

= —R(S{+---+8)) = —k,

donde la dltima igualdad se obtuvo porque S7 + - - - + 52 es el cuadrado del radio de
la esfera en R™ que asumimos igual a uno por ser el encaje estandar (definicién 3.9).

Seai,j=1,--- ,m,

1 F



- ((10;;S;v0;;S), JOSF)

/]2

= (8,5 v0,,5), (~v'S; 'S))

|2
= |z’1|7“2 ((w0;; S, -+ ,u0;jSp; 0051, - -+ ,v0i;Sm),
(=0 Sy, -+, =0 St/ Sy, -+ u'S))
= e /’ 5 (—uv'(810;;51) — -+ - — w' (S04 Sm)
+ou(810;551) + -+ - 4+ v (S0:5.5m))

= ﬁ (—uv' + vu') (0;(510;51) — (0;51)(9;51) +
+0;(Sm0;Sm) — (0iSm)(9;.5m)) ,

como en R™ el vector de posicion S de la esfera es paralelo al vector normal, tenemos

M = (cu! + o) (D(S58) — 0,5 - 9,5)

EE
1
= —ﬁ<27 n>]R25ij y

la dltima igualdad se sigue de haber utilizado el encaje estindar que genera una base
de vectores tangentes ortonormales {0;5} =1, .. m. Por otra parte,

1 oOF
i = (70 05)

,,,,,

1 ) )
= oy (OO, (=015 S))
TR o
- 2/[2r (u'0;8;0'0;9) , (=v'S;4'S))
1 !/
- ‘Z/|2TM(38131+"'+58j5m)IO

Ahora obtendremos las componentes de la segunda forma fundamental en la direccién
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Fok=1,---,m

- |Z,1|2T <vasa F, Jgi>
_ |Z,1’2T (" S:0"S) | (—vkS: udkS))
— |z’1]27“ (—vu” + wv") (S-655) = 0.
hfj _ 1 <vaaF Jgﬁ;>
_ rig (u8y;5;v0,;S) , (v S; udyS))
_ Tlg(_ T0Y (udyy S;09;;,5) = 0.

1 OF
he; = hfo—w <V88Fjak>

1 / /

= FIE ((v'0;8;0'0;S) , (—v0S; uogS))
1 ! /

~ o o ) (6S-0,5)
1

= —ﬁ<zan>R25kj = —pOgj .

]

A partir de las componentes hfj podemos calcular el vector de curvatura media H
y la norma de la segunda forma fundamental | A|.

Lema 3.14. Sea z(s) una curva perfil asociada a una inmersion F en C™, sea k
la curvatura de la curva z(s) y n su vector unitario normal. Entonces el vector de
curvatura media H y la norma de la segunda forma fundamental | A| estdn dadas por

H=—-(k+(m—-1)p N
[A[* = K%+ 3(m — 1)p”,

L JOF.

12|

donde p = (z,n)r 2y N :=
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Demostracion. Al igual que en los lemas anteriores, utilizaremos la métrica estandar
en C™ a la que denotaremos ¢ y la base unitaria

{EOaEla"' 7Em—17F07"'aFm—1}

donde los vectores E; son tangentes a la esfera de Whitney y fueron definidos en (3.9)-
(3.10), mientras que F; = JE; parai =0,--- ,m — 1.
Retomando la Definicién 1.12,

m—1
H — H°F0+ZHka
k=1

= (9"A)) F0+Zg”A§j Fy

= (g"A%) Fo+Zg“% F
= —(m+(m—1))F0
S R

— JO,F
|2

Por otra parte,

m—1
AP = ) gUgH AL A
=0

m—1
= Z giigklAﬁkAiz
=0
m—1
= ) g g AR AL
=0
m—1
= (g"AY7+ D g"g (AL’
=1
m—1 m—1
= K+ (m-1p + > g" ) (A%)
=1 k



O]

A partir del lema anterior podemos escribir la ecuacién de evolucién para las
esferas de Whitney:

OF

E:—(m#—(m—l)p)N. (3.13)

Sea S(z) el encaje estandar de S™~! en R™ como en la definicién 3.9. De acuerdo
con Savas-Halilaj, et. al. [37], a lo largo del Flujo de Curvatura Media se preserva la
invarianza bajo rotaciones del encaje S; y esto implica que la dependencia temporal
del flujo se encuentra tinicamente en la curva perfil z(s).

Sea F(s,x;t) = (u(s,t)S(x);v(s,t)S(x)) una solucién al Flujo de Curvatura
Media cuya condicién inicial F'(s, z;0) es una esfera de Whitney,

oF
ot

Por otra parte, por la ecuacion (3.18),

(ug S(z);v.5(x)) . (3.19)

OF
5 = —(r(m-1pN
_ _W (—0'S(x);u'S(x)) . (3.20)

Comparando cada componente en (3.19) y (3.20) vemos que la ecuacion de evolucién
se reduce a una ecuacion para la curva perfil z(s, t) y su vector normal n:

(1 S(@):0r S(x)) = —fiﬁgfiﬁ<—usmstu»
Utsl —U’Sl
N wS™| K+ (m—1p | —v'S™
v S? - || u' St
Utsm U/Sm
+ —1 VA
= (ut,'Ut) i (TZ/| )p ( ”U,U)



5 = (et (m-1ph. (3.21)

0.4

0.2

0.0

-0.4

Figura 3.4:

041 . ) Comparacién entre la solucién
' : numérica de la ecuacién (3.21)
\ utilizando la aproximacién de Ki-
00T R\ = mura [25] (a), y nuestra propues-
: 74 ta [40] (b). Aunque los resultados
son similares, la solucion (b)
preserva la simetria respecto al eje
-10 -08 -06 -04 -02 00  horizontal por lo que representa

(b) una mejor aproximacion.

0.24

—0.21

—0.4

A partir de aqui, dedicaremos el resto de esta seccion a calcular numéricamente
la solucién a la ecuacién (3.21) en una vecindad tubular. Debido a la similitud entre
la ecuacién anterior y un flujo dependiente de la curvatura en R?, el método numé-
rico que aqui presentamos tiene la particularidad de que al fijar ciertos pardmetros
se reconstruye el Flujo de Curvatua Media clésico. Este mismo esquema lo hemos
aplicado al problema de parametrizacion de contornos y presentado en otro de nuestros
trabajos [40].

Existen otras técnicas que permiten resolver flujos dependientes de la curvatura,

por ejemplo a través del Método de Conjuntos de Nivel (ver Osher [36]) y la apro-
ximacién propuesta por Kimura [25]. Aunque nuestro método retoma del trabajo de
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Figura 3.5:

Evolucién por Flujo de
Curvatura Media de la
curva perfil de la 2-esfera 02
Whitney. En rojo se mues-
tra la curva inicial y la
intensidad de color negro
representa el avance en el -04,

1 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
tiempo.

Kimura la aproximacion por diferencias finitas de la curvatura y los vectores tangentes,
éste consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales formado por una ecuacién
de deformacion de una curva y una ecuacion de Poisson; es a través de esta ultima
que se calcula la componente normal del vector de deformacion. En la Figura 3.4
hacemos una comparacién entre el método de Kimura, sumando a la curvatura el
término ((m — 1)p)n, y nuestro esquema numérico.

Para la Figura 3.4 hemos utilizado la simetria de la curva perfil para dividir el
dominio en dos lazos (—m,0) y (0, 7). Esta misma técnica es utilizada por Savas-
Halilaj y Smoczyk [37] en su andlisis geométrico. En la Figura 3.5 hemos reflejado la
solucién horizontalmente y usado una interpolacidn a base de splines para ilustrar la
evolucién de la curva perfil.

Antes de establecer nuestro esquema numérico, reescribiremos la ecuacién (3.21)
en una vecindad tubular para garantizar la existencia y unicidad de soluciones en esa
vecindad.

Lema 3.15. Sea z(s,t) una solucion a la ecuacion (3.21) con z(s,0) parametrizada
por longitud de arco. Sea € > 0 tal que z(s,t) esté contenida en una vecindad tubular
de z(s,t) para todo t en el intervalo [0, €) y pueda reparametrizarse como

z(s,t) = zo(s) + f(s,t)ng . (3.22)

Entonces la ecuacion (3.21) se puede reescribir como

of _ 1—kof - -
ot V(= kof)?2+ (f/)z( () +( 1)p). (3.23)

Demostracion. A partir de la ecuacion (3.22) calcularemos el vector tangente T, el
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vector normal n y la curvatura x:

- 2 _ Atfmo—rfTo _ (1—#f)To+ fmo
121 (126 + fmo — ko fToll [[(1 = rof)To + fmo|
_ (1 —rof)To+ f'mg

V(L= rof)?+(f)?

(3.24)

0
SeaJ = (1 0 ), entonces

ym . (1= rof)ng — f'To
N AT o

T .J7T
0 = T

(=m0 40,8 ) mo + (50 40,5520 ) To) - (L55edno — 7To)

|2/ 2’|

2]
(1= ko) "+ [5G+ 260(f)? + Ko — 265 f + K3 f?
(1= ko f)? + (f)?2)3/2

(3.26)

Al igualar la ecuacion (3.21) con la derivada de la ecuacion (3.22) a lo largo de ny,
tenemos:

g—{(no, ng) = —(k(t) + (m — 1)p) (n,nyg),
donde
_ (z,m) _ 1 —rof _ f'(z0, To)
P = S T U e e

Finalmente obtenemos

g __ 1-— Klof
o U= ref)+ (P

(k(t) + (m = 1)p) .
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Debido a su extension, dedicamos el Apéndice B a demostrar la existencia y
unicidad de soluciones en una vecindad tubular. Sin embargo, queremos destacar que
la funcién f del lema anterior representa los desplazamientos verticales de la curva
perfil. Nuestro esquema numérico se encarga de calcular estos desplazamientos.

El esquema numérico que proponemos en este trabajo y en [40] consiste en rees-
cribir la evolucién de una curva plana bajo el Flujo de Curvatura Media a través de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Consideremos el siguiente problema:

Sea p una distribucién dada, y zy(s) una curva cerrada y diferenciable; buscamos
una ¢-familia de curvas z(s, ¢) con curvatura «, cuyo interior denotaremos por €2, que
sea solucion al siguiente sistema:

( Au=p en
b=
(P1) P2)Y ¢ u(x,0) =g(x) en 00
2(+,0) = 2o
\ g—ﬁ:/@ sip(x) =0

Notemos que si p = 0, el desplazamiento en la direccion normal a la curva es igual
a la curvatura, recuperandose la ecuacién de flujo de Curvatura Media. Para resolver
la ecuacion (3.21), haremos la siguiente modificacion a (P2)":

(

Au=p en

(P2) u(x,0) =g(x) en 0N

S —k+(m—1p sipx)=0

\

El valor de la funcién u en 0f) no lo conocemos explicitamente, sin embargo mas
adelante veremos la necesidad de calcularlo numéricamente. Nuestro trabajo [40]
contempla el caso en el que la funcién p es igual a la funcién delta de Dirac como
una propuesta anisotropica al Flujo de Curvatura Media. Sin embargo, para resolver la
ecuacion (3.21), esto no es necesario y nos limitaremos a citar el siguiente resultado.

Teorema 3.16. (Velazquez [40]) Sea 2 una curva inicial de clase C3, denotemos por
Q su interior. Sea r > 0y p un punto en S tal que |x — p| > 0 para cualquier x en
una r—vecindad tubular de zy. Sea g una funcién de clase C*(99Q), p(y) = 6(y — p)
la funcion delta de Dirac, y zy cerrada y simple. Entonces el sistema (P1-P2) tiene
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una solucion unica.

Debido a que (P2) es un problema de Poisson, podemos hacer uso de la siguiente
proposicién que demostramos en [40].

Proposicion 3.17. Consideremos el problema (P2). Sea x un punto en la frontera 0}
y sea

la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace. Si u es solucion de (P2), entonces

/aﬂcb(x —y) Au(y)dy = /{m (cb(x - y)g—z - ug—i(x - y)) dy — %u(x),

Podemos sustituir las condiciones de frontera de (P2) en la férmula de la proposi-
cién anterior para obtener alguna de las siguientes dos representaciones integrales:

mCaso1.Sip=0,

1
[ @6 ) () (m =)y = [ ) S =) dy + Gux). 627

m Caso 2. Si p # 0,

[ oo Ty = [ eyt o,

+ / u(y)g—q)(x —y)dy + lu(x) . (3.28)
90 n 2

En ambas ecuaciones necesitamos conocer explicitamente el valor de u en Of).
Utilizando los puntos de la discretizacién de la curva inicial, las integrales en la
ecuacion (3.27) pueden separase en arcos. Numéricamente, las integrales sobre cada
arco pueden aproximarse utilizando una férmula de cuadratura; este cdlculo estard
escrito en términos del valor de u en cada punto de la discretizacion, formando un
sistema lineal que puede ser resuelto para u.

De forma similar, podemos obtener un sistema de ecuaciones lineales para la
ecuacion (3.28); sustituyendo el valor de u, resolvemos el sistema para las derivadas

67



Ou/On. El valor de estas derivadas corresponde al desplazamiento en la direccion
normal [40].

En el caso general p # 0, la discretizacion de las ecuaciones (3.27) y (3.28)
genera un sistema de 2N ecuaciones lineales con incdgnitas u y du/0On evaluadas
en cada punto de la discretizacion. Sin embargo, cuando p = 0 el sistema, aunque
redundante, tiene la ventaja de corregir los errores numéricos provenientes de sumar
la aproximacién de  y el término dependiente de p; ya que corrige los errores al
aproximar por diferencias finitas la curvatura y los vectores tangentes. Por otra parte,
el término p = (z,n)/r? representa un mayor problema numéricamente, ya que
conforme la curva se contrae, €l valor de > = |z|> disminuye y p aumenta. En
consecuencia, cualquier error en la aproximacién numérica de la curva comienza a
cobrar cada vez mds peso conforme la curva se contrae.

Sea At > 0y {¢h, -, 0%} el conjuto de puntos que represente nuestra discre-
tizacion de la curva perfil al tiempo k At. Si llamamos bg? al desplazamiento en la
direccion vertical, nuestra solucion utiliza las siguientes aproximaciones del trabajo
de Kimura [25]:

dj = | — o5l
o= ) lek — ¢l
j
Sk ok
no= LT i 9 11,2
il d;
—To+4m +471 — T
2(r —7_1) 2(my — T_2)
L —_ 7 1 —py)——= 3.29
Kj dl o d—l +< lu) d2 . d_g ( )

y actualiza las posiciones de cada punto en la discretizacion inicial siguiendo la fér-
mula:

P = oh A (aPTF 4 i) (3.30)

Debido a su extension, los cédigos utilizados para generar la Figura 3.4 se encuen-
tran disponibles en el repositorio github del autor de este trabajo [43]. Como caracte-
ristica adicional del método numérico propuesto, destacamos que su implementacion
actual estd paralelizada.
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En la siguiente seccidn analizaremos la evolucion del dngulo de Kéhler.

3.3. Angulo de Kiihler en Esferas de Whitney

En esta seccion demostraremos la invarianza bajo el Flujo de Curvatura Media de
la estructura lagrangiana para las esferas de Whitney como una consecuencia directa
del Corolario 2.7. A pesar de restringir el andlisis a esta familia de subvariedades, un
argumento andlogo se aplica a otras subvariedades lagrangianas equivariantes, ya que
la evolucién de éstas se reduce a la evolucién de una curva perfil [37].

En esta demostracion no utilizamos el Principio del Médximo, condicién sobre la
variedad ambiente, ni compacidad de la subvariedad.

Teorema 3.18. Sea 7 > 0, sea M (t) la evolucion por Flujo de Curvatura Media de
una esfera de Whitney inmersa en C™. Entonces M (t) es lagrangiana para todo t en

0,7).

Demostracion. Al igual que en la seccion anterior, utilizaremos la métrica estandar
en C™ y su forma simpléctica asociada. En el Lema 3.12 demostramos que las esferas
de Whitney poseen una estructura lagrangiana, por lo que sélo resta aplicar el Corola-
rio 2.7 para probar que el coseno del angulo de Kihler cos ¢ es constante, es

decir, Ow /0t = 0.

= w|M(t)

Sea X : M x [0,7) — C™ la familia de inmersiones que describe la evolucién
por Flujo de Curvatura Media de una esfera de Whitney. A partir del Corolario 2.7,
sabemos que

Do (0 DY | Dy 0Kt
ot \oxt’ oxi ) ox® ozt Oxi
a<f#k

s oH*9X?  OH" X"
I\ owt 0w Owi 0wt )
a< Bk

Podemos prescindir del primer término del lado derecho de la ecuacién anterior no-
tando que la dnica componente no nula del vector de curvatura media H“ es cuando
a = 0,y por tanto 2 = s. Sin embargo, la forma simpléctica es fija y sus componentes
wap NO dependen de la curva perfil por lo que su derivada respecto s es cero. En
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consecuencia,

dw (0 0 OH" 90X OH" X"
E(%’%) - a;ﬁ;ék“’aﬁ(axi 0 0ad axi> oG9

Ahora analizaremos por casos el término a la derecha de la ecuacién anterior:

» Caso l: 2! =27 = s.
Reescribimos este término como:

T (aHaM_ 5H“M)_O
KB#WCVB _Js ds _ds 0ds )

» Caso2: 7' # sy a2/ # s (el caso 2! = 27 # s es andlogo).
Debido a que el vector de curvatura media depende exclusivamente del pardme-
tro s, tenemos:

He  OH’
oH" _OHF _

ort  Oxl
HY0XP HY0X?
ot \ O0xt" 0xJ ook ﬁx’ ori  Axi Oz

» Caso3: 7' =5 # 2/
Andlogamente al caso anterior, las componentes H“ del vector de curvatura
media H sélo dependen de s, por tanto

&u(@ 8)2 Zwaﬁ(ﬁH‘laXﬁ ag%axﬁ>:w(aﬂ 8X>'

ot \0z'’ oxi il s 0xi O3 0Os 0s’ Oxi

Sea ( := —W, a partir de la ecuacion (3.20) podemos reescribir

83H = (asC) (_USS; usS) + C (_UssS§ ussS)

0XxP
oxi

= (uﬁjS, vﬁjS)
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OH 0X . (OH 0X
= [(asC)<_USS) - Cvsss] : (_/UGJS)
+[(0sC)usS + CussS] - (u0;S)

Por tanto,

W (%—I:, %) = W((asC)(us - Us) + C(uss - Uss))
= 0,

donde se ha utilizado que el vector de posivcion S es paralelo al vector normal
a las esferas y en consecuencia ortogonal a los vectores tangentes ;5.

» Casod: ' # s =217 .
Se reduce al caso anterior utilizando la antisimetria de (3.31) al intercambiar ¢
con j.
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Flujo de Curvatura Media Renormalizado

En el capitulo anterior obtuvimos las férmulas que nos permiten aproximar nu-
méricamente la evolucion por Flujo de Curvatura Media (FCM) de la curva perfil de
las esferas de Whitney. Esta formulacién parte de fijar, a lo largo de todo el flujo, el
numero de puntos de la discretizacidn de la curva perfil y actualizar sus posiciones en
pequefios subintervalos de tiempo. En esta seccion se propone una manera de refinar
los segmentos poligonales de la discretizacién de la curva, la cual puede aplicarse
al problema de parametrizacion de contornos en imégenes [40]. La diferencia entre
encontrar numéricamente la evolucién de curvas perfiles y la parametrizacién de con-
tornos, se encuentra tinicamente en la condicion de frontera del problema (P2).

El problema de parametrizacion de contornos consiste en encontrar una curva que
se ajuste a la frontera de un subconjunto finito de R?. En particular, aqui asumiremos
que la subregion es conexa y estd representada por la matriz de pixeles asociada a una
imagen digital; donde los pixeles con valor 0 (color negro) forman la subregion de
R?, mientras que el resto de la imagen (o fondo) tiene asociados pixeles con valor 255
(color blanco).

En nuestro articulo [40] hemos propuesto e implementado una solucién a este
problema. Esta solucién consiste en evolucionar por FCM una curva cerrada cuyo
interior inicialmente contiene la subregion a aproximar, esta subregion es tratada como
un obstdculo que limita el avance de la curva a medida que sus segmentos coinciden
con la frontera de la subregion. En la Figura 4.1 mostramos una secuencia de imagenes
donde se muestra este proceso.
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Figura 4.1:

Flujo de Curvatura Media Anisotrépico aplicado a la parametrizacién de contornos:
La curva (en color naranja) evoluciona por Flujo de Curvatura Media mientras que los
pixeles en la region gris restringen la evolucion de la curva.

La implementacion numérica del procedimiento utilizado en [40] requiere repre-
sentar la curva en evolucion por una curva poligonal, donde el nimero de puntos que
la conforman determina la precisién que aproxima el contorno. Una manera de refi-
nar la aproximacién de un contorno consiste en reemplazar cada segmento poligonal
DiPi+1 por un arco y evolucionar dicho archo por FCM manteniendo fijos los puntos
extremos p;, p;+1. Lo anterior puede incluso generalizarse mediante alguna condicién
que decida si el nuevo arco que se propone es concavo o convexo en funcién de la
curvatura en los puntos fijos.

El término renormalizacion se utiliza para referirse a ciertas técnicas utilizadas
para estudiar sistemas con un numero grande de grados de libertad. La caracteristica
principal de éstas consiste en un proceso llamado decimacion, a partir del cual el
nimero de variables se reduce reasigndndolas por bloques; dicho de otra manera,
estas técnicas buscan transformar (mediante ciertas funciones) las variables en va-
riables por blogue. Una descripcién mas profunda de estas técnicas puede encontrarse
en [7, cap. 5], sin embargo cabe destacar su amplia aplicacién a sistemas fisicos de
muchas particulas, en los cuales, uno de los procedimientos mds utilizados es buscar
puntos fijos en estas transformaciones que mapean variables (o estados) a variables
por bloques y estudiar el sistema en vecindades de los puntos fijos.

En analogia a estas técnicas es que llamamos a este refinamiento renormalizado,

ya que los puntos que representan la curva en evolucion definen arcos, los cuales
representan a los bloques. Una vez que los puntos coinciden con la frontera del obs-
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taculo se vuelven puntos fijos, entre los cuales definimos un nuevo arco (vecindad de
puntos fijos) que evoluciona bajo la misma dindmica (el Flujo de Curvatura Media), y
se obtiene una descripcién mads fina del contorno.

Independientemente del esquema numérico que se utilice para aproximar el FCM,
el siguiente teorema provee el marco analitico para el refinamiento propuesto, ademas
se incluye una cota para el tiempo durante el cual debe evolucionar un arco para
garantizar la convergencia.

Teorema 4.1. Sea ¢(s,t) una familia de curvas planas, cerradas y de clase C* que
satisface la ecuacion de Flujo de Curvatura Media con vector normal n(s,t). Sean
p = v(S0,ts) y ¢ = @(s1,t.) dos puntos sobre la curva al tiempo t,. Sea f(s) otra
curva simple, de clase C°, con curvatura positiva, cuyos extremos coinciden con p y
q y que puede parametrizarse como

f:[s0,51] — R?
f(s) = (s, ts) +r(s)n(s, ts),

para alguna funcion r(s) > 0. Sea «(s) la curva que resulta de reemplazar el
segmento pq € (s,t,) por la curva f(s) utilizando una funcion de pegado b(s) €
C. Sea Ly la longitud del arco pqg C gy A(0) el drea entre las curvas ¢(s,t,)y
ayp. Si existe una familia de curvas o(s,t) € C™ tal que

da = b(s)kn

ot
a(s,0) = f(s).

Entonces, para alguna constante  la curva o(s,t) converge a p(s,t,) en un tiempo t
que satisface

4.1

> 2L (n((¢10 + 272 A(0)) ~ In(CIL0)) 42)

Demostracion. Primero veremos que el flujo (4.1) decrece monétonamente la longitud
L de la curva o en forma similar a como lo hace el Flujo de Curvatura Media:

1o

(@8]

’3:/\%
P
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q q
ac d |Oa 1 9

p p

Oa

S

ds <0, (4.3)

donde en la dltima igualdad hemos utilizado la siguiente relacion

2

d|oal*  da 0 dax
— =] =222 . = = _pr?| ==
dt | 0s 0s Os (brm) br 0s

d | O« 1 Oa

— | —| = —=bKr?|—] .

dt | Js 2 " 0s

Si a la desigualdad (4.3) aunamos el hecho de que la curva o es C*° y en consecuencia
la curvatura varia continuamente; entonces la disminucién en la longitud implica que
la funcién r, que corresponde a la distancia entre o y o, también decrece en el tiempo,
es decir,

re < 0. 4.4)

El drea A entre (s, t) y (s, t*) estd dada por

[0
A = / r a—f‘ ds,
p
mientras que su evolucidn en el tiempo,
q
p

q q
B Oy 1 5|0
= /Tt %‘ ds—é/brm 5 ds. 4.5)

p p

Usando la desigualdad (4.4) podemos probar que el drea A también decrece en el
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tiempo:

q
dA 1 5 |Op
_— < —— — <0.
a - 2 /brm Os as <0

p

Por otra parte, mientras el flujo (4.1) exista, r; estd acotada. Sea ( < 0 una cota
superior a 7, y Lg la longitud del arco pg € «, finalmente estimamos el tiempo de
convergencia a partir de la ecuacion (4.5):

q q
dA Oy 1 5 | 0p
% = /T’t a—‘dS—i/bT:‘i _3 ds
p
> (/' ds—— brnQﬁ—wds
0s

¥

q
C/Jo—%/b'mQ 8_

ds.
aSS
p

v

Usando la desigualdad de Holder (ver apéndice C) repetidamente, tenemos

N g 1/2 g , 1/2
d 1 Op
> _Z 2)2 . -
o > (L 5 /(/{)ds /(bras)ds
p p
L
> (Lo /|l€|d8 A
P
1 2
> Cﬁo—§(27) A

= (Ly—21°A, (4.6)

donde para la tercer desigualdad se utiliz6 la Proposicén 1.7.7 de [41]. Ademads, como

77



¢ < 0, a partir de la desigualdad anterior podemos encontrar que

A(t)
1
e dA > —t
/ IC|Lo +2m2A
A(0)

= In(|¢|Lo + 272 A(0)) — In(|¢| Lo + 272 A(t)) < 27°t. 4.7)

Si A(1) = 0 para alguna 7 > 0, la desigualdad anterior nos permite estimar el tiempo
de convergencia como

> oy (n(1C]Lo + 27A0) ~ In([C|Lo)) s
En la Figura 4.2 se muestra el refinamiento en la aproximacién poligonal de dos
siluetas en color negro. Ambas siluetas se obtuvieron removiendo el color y aplicando
un filtro binario a las imagenes ISIC_0024316 e ISIC_0024370 de la base de imagenes
de lesiones dermatolégicas ISIC2018". En amarillo se muestra la primer aproximacion
poligonal y en azul el refinamiento obtenido al reemplazar cada segmento poligonal
por media circunferencia. En ambos ejemplos sélo se ha decidido mostrar los refi-
namientos que mejoran la aproximacion del contorno, esto se determiné a partir del
porcentaje de puntos cuyas coordenadas coinciden con un pixel de color negro.

Finalmente, validaremos la cota (4.2) para un ejemplo en particular: Supongamos
que para un problema de parametrizaciéon de contorno, los puntos p = (—1,0) y
q = (1,0) coinciden con el contorno del obsticulo a un tiempo 7, y reemplazamos el
segmento de linea que los une por una media circunferencia; posteriormente, hacemos
evolucionar por FCM dicho arco manteniendo fijos los puntos p, g y el resto de la
curva.

En la Figura 4.3 se muestran los puntos p y ¢, y en color rojo el nuevo arco que
se ha colocado entre ellos. Para estimar el tiempo de convergencia al segmento de
recta pq, se resolvié numéricamente la ecuaciéon de FCM y mediante una férmula de
integracion numérica se determino el area entre cada arco y el segmento de recta pq.

La aproximacién numérica se obtuvo utilizando el método de Crank-Nicolson

La base de datos ISIC2018, asi como la documentacién respectiva, puede consultarse en
https://www.isic-archive.com.
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Figura 4.2:

Refinamiento en la aproximacién po-
ligonal de dos contornos obtenidos a
partir de imdgenes de la base ISIC2018:
(a) ISIC_0024316, (b) ISIC_0024370.
En amarillo se muestra la primer
aproximacién poligonal y en azul el
refinamiento obtenido al reemplazar
s ls 14 2 1o o8 —os o4 cada segmento poligonal por media cir-

(b) cunferencia y evolucionarlo por FCM.

el cual es un método implicito, incondicionalmente estable y estdndar para resolver
numéricamente ecuaciones parabodlicas con condiciones a la frontera similares a las
que aqui se presentan. Por esta razén no incluiremos los detalles de la discretizacion,
sin embargo en el Apéndice D se incluye y comenta el cédigo utilizado. La descripcion
del método de Crank-Nicolson se encuentra en el trabajo de Ames [1], la discretizacion
de la curva y la aproximacion de las derivadas se realizaron de acuerdo al método de
colocacion de Chebyshev [42].
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Figura 4.3:

Evolucién por FCM de un arco de circunferencia con extremos p, ¢ fijos. En color rojo
se muestra el arco inicial y en negro, las aproximaciones numéricas de su evolucién
hasta converger a un segmento de recta.

Al tratarse de una aproximacion, el drea A(f) no necesariamente se anula, por
esta razén se fijé como condicién de paro un drea menor o igual a 1.0E~%, la cual se
alcanz6 en 117 iteraciones a un paso temporal At = 1.25E™%, es decir, en un tiempo
T.., = 1.46E~2. Para la curva inicial de la Figura 4.3, la longitud y el 4rea inicial
tienen los siguiente valores, respectivamente

Lo=3.139,  A(0)=1571.

Podemos decir que para este ejemplo se valida la cota si la estimacidn tedrica Tj,, €s
mayor a 1.,,. Esto lo haremos a partir de la desigualdad (4.7),

(In(|¢] Lo + 27%A(0)) — In(|¢| Lo + 272 A(t)))

Teo Z
! 272
= Tieo > 0.952 > T,,, = 1.46E72,
para este ejemplo se utilizé un valor ( = —1.0E™5.
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4.2. Flujo de Curvatura Media y Campos Hamiltonianos

En el capitulo anterior dimos una demostracion de la invarianza de la estructura
lagrangiana bajo el Flujo de Curvatura Media para esferas de Whitney, la cual es un
caso particular de un resultado més general; sin embargo su importancia consiste en no
asumir compacidad ni una variedad ambiente de tipo Kéhler-Einstein. En esta seccion,
tomamos un enfoque distinto al propuesto en el capitulo anterior, y hacemos referencia
al caso mds general sobre la invarianza de la estructura simpléctica/lagrangiana bajo
el Flujo de Curvatura Media. Este caso general lo podemos resumir en el siguiente
teorema cuya demostracion (ver Han y Li [19]) hace uso de la evolucion del dngulo
de Kihler (ver Teorema 3.2).

Teorema 4.2. (Anciaux [3], Han-Li [20]) Sea M (t) una t-familia de subvariedades
compactas que satisfacen la ecuacion de Flujo de Curvatura Media, inmersas en
una variedad ambiente Kihler-Einstein M. Si M (0) hereda de M una estructura
simpléctica (o lagrangiana), entonces toda subvariedad en la familia M (t) también
hereda esta estructura.

Ademads, en el Capitulo 2 dimos una expresion explicita para describir la evolucién
de la forma simpléctica. En esta seccion usaremos el Corolario 2.7 y la invarianza de
la estructura simpléctica y lagrangiana (Teorema 4.2) para demostrar que el vector de
curvatura media H de una curva holomorfa o de una subvariedad lagrangiana es un
campo hamiltoniano, para esto necesitamos de la siguiente definicion.

Definicion 4.3. (Moser, Zehnder [32]) Sea X un campo vectorial sobre una variedad
simpléctica (M, w), decimos que X es un campo hamiltoniano si la forma

a:=w(X,") (4.8)
es cerrada, es decir, si doo = 0.

Teorema 4.4. Sea (]\7 , W) una variedad simpléctica, y sea (M, w) una curva holomor-
Ja o una subvariedad lagrangiana compacta que evoluciona por Flujo de Curvatura
Media y estd inmersa en M, entonces su vector de curvatura media H es un campo
hamiltoniano.

Demostracion. Veamos que dw(H,-) = 0. Como M evoluciona por Flujo de Curva-
tura Media, existe 7 > 0 y una familia de inmersiones F' : M x [0,7) — M que
satisface la ecuacion de Flujo de Curvatura Media; ademas, w = F*w.
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Seap € Myt e [0,7). Sea H(p,t) el vector de curvatura media, por el Teore-
ma 4.2 sabemos que la estructura simpléctica es invariante. Esto implica, de acuerdo
con la Tabla 1.1, que w vale 1 si M es una curva holomorfa 6 O si es lagrangiana, es
decir, 0 = Jw/0t.

Por tanto, por el Corolario 2.7 tenemos

Ow
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Conclusiones

En este trabajo abordamos la evolucion por Flujo de Curvatura Media de varieda-
des simplécticas inmersas en una veriedad ambiente Kihler. En el Capitulo 2 hemos
ilustrado que es posible construir ejemplos explicitos para el Flujo de Curvatura Media
Simpléctico (ver Ejemplo 4). Sin embargo, la estructura simpléctica debe repercutir en
las soluciones, ya que de acuerdo con Smoczyk [22,37], esta estructura es invariante
bajo el Flujo de Curvatura Media. A partir del Capitulo 3 encontramos algunas de las
implicaciones que tiene la estructura simpléctica en las soluciones.

Como un primer andlisis, en el Capitulo 3 se obtuvieron las expresiones explicitas
de la evolucidn bajo el Flujo de Curvatura Media de los vectores normales (Lema 2.4),
vectores tangentes (Lema 2.5) y la forma simpléctica (Corolario 2.7). A partir de estos
calculos se encontrd la primer diferencia de este flujo simpléctico respecto la version
clésica, a saber, la evolucion del tensor métrico bajo el Flujo de Curvatura Media se
puede escribir en términos de la evolucion de la forma simpléctica (Corolario 2.8).
Aunque este resultado parece inmediato al asumir una forma simpléctica compatible
con la métrica, la expresion que resulta puede interpretarse en términos de un pull-
back dependiente del vector de curvatura media (ecuacion 2.18); ademds, calculamos
una expresion explicita.

Al andlizar el Teorema 3.2 (Li,et .al. [29]), encontramos que es necesario hacer
una distincion entre subvariedades simplécticas y lagrangianas; ya que la ecuacién de
evolucion del angulo de Kéhler descrita en este teorema anula muchos de sus términos
en el caso lagrangiano.

Para el caso de la evolucién de subvariedades simplécticas, son pocos los re-
sultados que se conocen en comparacién con los resultados para subvariedades la-
grangianas. Una de las razones es la necesidad de asumir alguna propiedad en la
variedad ambiente para resolver la ecuacion del Teorema 3.2. En lugar de imponer
alguna condicién adicional, en este trabajo probamos que no existe un equivalente
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complejo (no tirival) al Grim Reaper en variedades ambiente Kidhler con métrica plana
(Teorema 3.7).

El Flujo de Curvatura Media de subvariedades lagrangianas se ha abordado en
varios trabajos; sin embargo, la investigacion se centra en explotar las simetrias im-
puestas en la subvariedad, por ejemplo, asumiendo variedades lagrangianas invariantes
bajo rotaciones [37]. Aunque en este trabajo también hacemos uso de estas simetrias a
través de las esferas de Whitney, nuestros resultados los podemos dividir en una parte
analitica y una numérica, repectivamente:

= En el Teorema 3.18 demostramos la invarianza de la estructura lagrangiana,
sin hacer uso de las hipétesis que frecuentemente se utilizan (Principio del
Miximo, compacidad, etc). Aunque nuestro resultado lo hemos postulado espe-
cificamente para esferas de Whitney, es posible extenderlo a otras subvariedades
que puedan describirse mediante una curva perfil (subvariedades lagrangianas
equivariantes [2]). Asimismo, también hemos demostrado la existencia y unici-
dad de soluciones para la evolucién de la curva perfil en una vecindad tubular
(Lema 3.15).

= Debido a que la evolucion para las esferas de Whitney se reduce a una ecuacién
para su curva perfil, hemos aplicado nuestro esquema numérico para el Flujo
de Curvatura Media descrito en nuestro articulo [40]. A diferencia del flujo con
restricciones propuesto en el articulo, la evolucion de la curva perfil depende
no solo de la curvatura, sino que incluye un término adicional también en la
direccién normal a la curva (ver ecuacion 3.21). El método numérico propuesto
divide la evolucién en dos problemas: la evolucion de una curva y un problema
de Poisson cuya aproximacion lineal consiste en un sistema de ecuaciones cuya
incégnita es la componente normal del campo que deforma a la curva.

El término adicional que aparece en la evolucion de la curva perfil puede sumar-
se directamente a la curvatura en el esquema numérico propuesto. Sin embargo,
aunque una modificacion similar se puede plantear en otros esquemas, por ejem-
plo en el propuesto por Kimura [25], diferencia de otros métodos, la Figura 3.4
muestra que nuestro esquema calcula una mejor aproximacion al preservar la
simetria de la curva perfil a lo largo de la evolucion.

En el capitulo 4 hacemos una propuesta para refinar nuestro método numérico, a
esta propuesta le hemos llamado Flujo de Curvatura Media Renormalizado y hacemos
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un andlisis para estimar una cota en el tiempo que debe evolucionar un arco para
garantizar una mejora en el refinamiento. Esta propuesta es una mejora a nuestro
trabajo [40] aplicado a la parametrizacién de contornos en imagenes, en la Figura 4.2
mostramos un ejemplo de su implementacion.

El Flujo de Curvatura Media tiene la particularidad de poder utilizarse como una
herramienta de andlisis geométrico en muchos problemas, por ejemplo, al plantear
problemas cuya solucién se aproxime a una variedad de interés, construir variedades
minimas, e incluso utilizar una solucién estacionaria a este flujo para pegar variedades
y evitar asi singularidades [4]. Es en estos contextos que se han planteado muchos de
los problemas y lineas de investigacion que siguen las publicaciones en el area. Una
manera de aprovechar las propuestas numéricas que se plantean, es precisamente co-
nocer las motivaciones detrds de estos problemas, algunas de ellas, problemas fisicos.
Una primera exploracion en esta direccion se ha presentado en el Teorema 4.4.
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Apéndices

A. Proyecciéon a R? de esfera de Whitney (Cédigo)

El siguiente c6digo de Python fue utilizado en Maya Autodesk para generar la
Figura 3.3.

import numpy as np
import maya.cmds as cmds

def f(s):
A=(l+np.cos(s) **2)
X,Y¥=-np.sin(s)/A,np.sin(s)*np.cos(s)/A
return X,Y

umin, umax=-np.pi,np.pi

vmin, vmax=0, 2*np.pi

du= (umax—-umin) /25

dv=(vmax-vmin) /25

u=umin

while u<umax:

L=[1

v=vmin

while v<vmax:
z1l,z2=f (u)
x=zl*xnp.sin(v)
y=z2*np.cos (v)
z=z2%np.sin (v)
L.append((x,vy,2z))
v+=dv

cmds.curve (ep=L)

ut+=du
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B. Existencia y Unicidad de Soluciones al FCM en una
Vecindad Tubular

En este apéndice demostramos la existencia y unicidad de soluciones en una vecindad
tubular para el Flujo de Curvatura Media de curvas planas y cerradas, en particular esta
demostracién puede aplicarse a la ecuacion (3.23). Hemos incluido esta demostracion debido
a la gran cantidad de detalles que involucra, los cuales son dificiles de encontrar en la literatura.

Sea g una curva plana, cerrada y diferenciable. Sea WQk el conjunto de funciones Lo
definidas sobre 7o cuyas k devivadas también pertenecen a L. Sean u y v funciones en W2,
consideremos el siguiente producto interno:

k . .
tu O

= : - dx .
<U’7U>I/VQ’C [yo P oxt Oxt z

Denotemos como Wy 2 al conjunto de functiones Ly sobre vy X (0,00) cuyas « derivadas
espaciales y B derivadas temporales también pertenecen a Ly. Consideremos el siguiente
problema:

Teorema .5. Dada una funcién f de clase C3(R), consideremos el operador parabélico L
definido por la ecuacion (3.23)

_of n 1 —kof
ot U =rof)?+ (I

L(f) = (k(t) + (m+1)p).

Sea ug una funcion en VVQO‘Jrl definida en vy, h € Wy B, y sea Ly la linealizacion de L en

(LP){ Lo(u) = h

u(+,0) = ug

W22 L. Entonces el problema

tiene una solucion.
Para el teorema anterior, nos hemos basado en la siguiente definicion.

Definicién .6. Sea £ : Q — R un operador diferenciable de segundo orden

Llu(x,t) =Y aij(2, )07, u+b(w, )0 u + clz, hu — u,

4,j=1

Decimos que L es parabdlico si existe A > 0 tal que para cualquier £ en R™ se satisface la
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siguiente desigualdad:
> aij(x,0)6& = NP
i,J

Para demostrar el teorema .5, necesitamos los siguientes lemas:

Lema .7. (Desigualdad de Poincaré [44]) Sea 1l < p < ooy M C R" un dominio acotado.
Siu e VVp1 (M), entonces existe una constante k, dependiente de p, M,y n tal que

/ |u|Pdz < k:p/ | DulPdz .
M M

Lema .8. (Desigualdad de Holder [44]) Sean f, g funciones L*(M) definidas en un dominio
acotado M. Entonces

[ 15@a@)dr < 1552 lo(@)lse
M

Lema .9. (Desigualdad de Cauchy [17]) Dada € > 0, sean a,b > 0 dos constantes reales,

b2
ab < ea® + — .
4e

Lema .10. (Teorema de Lax-Milgram Modificado [44]) Sea H un espacio de Hilbert, y V C
H un subespacio denso. Sea a(u,v) una forma bilineal en H x V tal que

(1) Seanw € H, v € V' y una constante C' > 0,

la(u, v)] < Clfullm ||v]lv.

(2) Paratoda v € V existe una constante § > 0 tal que

la(v, v)| > &]Jv][-

Entonces para cualquier operador lineal acotado F € H y v € V, existe u en H tal que
F(v) = a(u,v).

Sean f, g € C§°(y0 X [0,00)), en analogia con el trabajo de Polden [18] definamos:

(f,9)LL., :/o e ™ (f, g) 2 dt
(f,9) Lwe :/0 €7mt<f,g>w2k dt .
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Donde LL y LW son espacios de Hilbert que resultan de completar el espacio C§°(yo X
[0,00)) de funciones con soporte compacto usando respectivamente las normas arriba defini-
das.

Sea V el espacio de funciones C'°° definidas sobre vy x [0,00) tal que para cualquier
elemento f € V, existen T, Ty € (0, 00) tales que

f('at) =0

para cualquier ¢t € (T, T%). Sea WWP la completez de V' con la norma asociada al siguiente
producto interno:

(s ghwwe =(f, gows + (frs 911
Sea
PS:{f:WO x [0,00) = R : ]82f|LW% < 00, Vigs}

dotado con el producto

(fr9) P =Y (01f . 99) oo

i<s

Necesitaremos de la siguiente definicién y lema de la teoria de ecuaciones parabdlicas [17,
p- 351-352].

Definicion .11. Sea Q := vy x (0, €) y ¢ una funcion en I/V21’1 definida sobre vy x [0, 00) que

se anula en t = 0. Decimos que u(x,t) en WW es una solucién débil de la linealizacion del
problema (LP) si

/ (urp + a(z, t)ugpy + b(x, t)uzp + c(x, t)up) dedt = / h(z,t)p dzdt. (B.1)
Q Q

Lema .12. (Ver Evans [17, Sec. 7.1.2] y Wu [44, Sec. 3.5.1]) Sea m una constante positiva.
Una funcion u(z,t) en WW es una solucion débil de (LP) si y solo si

/ (uspr + a(z, g iz + b(z, ugps + c(z, up)e” ™ dedt = / h(z,t)pe”™ dadt .
Q Q
(B.2)

Ahora podemos comenzar con la demostracion del Teorema .5

Demostracion del Teorema .5. Comenzaremos por probar la existencia de soluciones débiles.
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Sea A: WW?2 x V — R una forma bilineal

A(u,v) / / (ugvy + a(x, t)upvy + b(z, t)uzvy + c(x, t)uvy) dedt,  (B.3)

donde m es una constante, u € WW?2, v € V, y a, b, c son los coeficientes de la linealizacion
al Problema (LP). Sea F'(v) un operador lineal definido sobre V' como

= / /hve_mt dxdt (B.4)
0 Y0

Demostraremos que A satisface las hip6tesis del lema .10:

1. Condicién (1). Sean sg, s1 los puntos extremos en el dominio de g
Yo : [80,81] — RQ .

Los coeficientes a, b, cy h estan acotados porque se ha asumido que fueron encontrados
por la linealizacién de una funcién en una vecindad tubular, ver Ecuacién (3.23) en el
Lema 3.15. Sea C' el maximo de las cotas de a, by c. Entonces,

A, v)| < / / ™™ (uy + Cugtpe + vy + uvy)) dadt
0

oo
< |méx(1,C) / /e_mt (utve + ugy + ugv + uvy) dxdt
0

= max(1,C) / / (ugvy + ugpvy + uvy) dedt + / / Cugvyy dzdt| .

Integrando por partes el segundo término, y debido a que ~yg es una curva cerrada:

[A(u, v)]

IN

méax(1,C) / /e_"“t (ugvy + ugvy + uvy) dxdt
0

0
[ee]
+/ e | vy / UprVp dz | dt
0 S0 Yo

(o)
= max(1,C) / /emt (uvr — Ugg vy + Uzvy + uvy) dadt
0
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Definimos

u = (uy, —Ugg, Uz, u) and v = (vq, vy, vy, V) .

Entonces,

|A(u,v)] < méx(l,C)/ /emtu-vdazdt,
0
Yo

esto implica:

Aw o) < wix(L.0)| [ el VP dods
0
Yo

o0
= 4max(1,0) / /emt(u? +uZ, +ul +u?)o? dedt| .
0
Yo

Retomando la definicién de la norma | - |yy2

oo
e = folbe + lh = [ [0 0 4 il o,
0
Yo
tenemos
oo o0
/0 /emtv?d:cdt < /0 /emt(vz + 02 + 02, + vf)dxdt = |vZe -
0 0

Por tanto,

| Au, v)* < 4méx(1, C) [ulfyyy [0y

= A, )| < VAmAX(L, O) lulwws [olwws

. Para verificar que la condicién (2) también se satisface, sea © una constante tal que
A—|C+pul >0,

donde A es la constante en la Definiciéon .6 y C es la cota superior de a,b, and c.
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Definamos
B(u,v) = / (auzvy + (¢ + p)uv) dz,
Y0
primero comprobaremos que B(v, v) estd acotado:

B(v,v) = / (avZ + (c+ p)v?) dz > /\/ v2 —/ |C + p|v? dx
"0 "o "o

A A
= 2/v§dx+2/ vide — [ |C 4 plv*dx.
70 70 0
Por la desigualdad de Poincaré en el Lema .7, existe una constante &, tal que

A A
B(v,v) > / vide + —— [ vide — | |C 4 plv?dx
2 "o 2kp "o "o

— )‘/ Ugdx+w v2dx
2 Yo Qkp Yo

(A A= [C+y 2
Z min (2, T ‘U|W21 .

A partir de la definicién de B(v, v) calculamos la siguiente derivada

¢ (B(v,v)) = / (agv? + cpv?)dx + 2/ (avzvg + (¢ + p)vvy)de,
0

Y0

y reescribimos A(v, v) en terminos de B(v, v):

oo
A(v,v) = / / (U? + augviy + bugv + cvvt) e ™ dg dt
0

Yo
oo 1 oo o
= / /v?e_mtdxdt + 3 / Oy (B(v,v)) e ™ dt — u/ /vvte_mtdzvdt
0 0 0
o Yo

oo o
—/ / (atvi + ctvz)e_mtdxdt —i—/ /bvxvte_mt dxdt
0 Yo 0
Y0
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Integrando por partes, obtenemos

2 1 2 m > —mt > —mt
A(v,v) = |wlir,, — 5 | W dx + 2/ B(v,v)e”™dt — ; voe” " dxdt
Yo

Sea ( = min <
A(v,v) =
>

A(v,v)

"0 t=0

—/ / (atv§+ctv2)e_mtd:cdt—l—/ /bvxvte_mt dxdt .
0 Y0 0 g
0

A A=|CHpl
2k,

5 ) , sustituimos la cota de B (v, v):

)\ m o [e.e]
vl — §|vx\%g + ;/0 |v\%,vglefmt dxdt — ,u/o /vvtemtda:dt
Yo

[o¢] (o]
—/ / (atv§+ctv2)emtdazdt+/ /bvxvtemt dxdt
0 Yo 0 g
0

A m o0
s, = gleelta + T ol —n [ [ o dar
Yo

—/ / (atv§+ctv2)6_mtd:cdt—l—/ /bvxvte_mt dxdt
0 Y0 0 g
0

Sea S una cota superior de a,, b, ¢;, entonces

>

v

v

A m 00 B
‘”t’%Lm - 5’%\%2 + 7C|U‘%W%l - M/O /v’vte Mt dxdt
Yo

—S/ / (v§+02)e_mtdxdt+/ /bvmvte_mt dxdt
0 Yo 0

0
A m(—S o0 B
‘Ut’%Lm - 5’%\%2 + 5 !U!%Wé —M/O /vvt@ mt Joedt
Y0

+/ /bvxvte_mt dxdt
0 Y0

A m(—3S o0 _
il — 5!1)95\%2 + 5 M%W}n —u/ /|vvt\e Mt drdt .
0 Yo
[ee]
—C/ /\vwvtlemt dxdt
0 Yo
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Podemos acotar las tltimas dos integrales aplicando la desigualdad de Holder (Lema .8),
de esta manera obtenemos:

m( — S8
2

A o _
Aw,n) 2 lufls,, — Sloells + ol = # | lolgalor]zoe ™ dde
0
o
—C’/ |vg| L2 |ve| p2e ™™ dadt .
0
Podemos aplicar la desigualdad de Cauchy (Lema .9) para alguna constante € tal que

| o mix(,0)

A
Awo) 2 Julig, - Slals +

oo o |vlZa t
—,u/ elv]72 + 1 e ™dxdt
0 €

> 2 [oel 25 t
—C/ <e|vx|L2 + ) e "™ dxdt
0 4e

A m(—S8
=l — 2ol + Sy — e (ulofs, + Clurlis,)
. (/L + C) |’U |2
4e HLLm -
Sead =1— %, entonces
A m—S8 ,
AWwo) = Il — el + T ol — emi(n, Ololuy
mé‘X(:ua C) 2
—TM\LLm
A m¢ — S — emax(u, C)
> Slulir,, — §|Uz\%2 + 5 012w
> Slolir,, + OlvlLw = dlvlww, -

La tltima desigualdad se obtiene al elegir m suficientemente grande.

A partir de las condiciones (1) y (2), se sigue que para toda v € V existe up, tal que F'(v) =
A(ur,v). Por otra parte, como la Ecuacién (B.2) puede obtenerse de (B.3) y (B.4), concluimos
que uz, una solucién débil. O

La regularidad de las soluciones débiles de problemas parabdlicos depende de la regu-
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laridad de las funciones h y ug. La extensién de la regularidad es un problema que puede
encontrarse en [17, Sec. 7.1.3].

La unicidad de soluciones débiles también puede deducirse a partir de considerar la dife-
rencia de dos soluciones débiles w := u; — us. De esta forma, debido a que w satisface el
problema (LP) con h = w(-,0) = 0, sustituimos w en (B.1); debido a que el operador es
acotado, obtenemos

d

ol 8)[L, < Clul,9)l, (B.5)
Sustituyendo esta ultima desigualdad en la derivada de |w]2L2 e~C*, se obtiene

d
— (Jw(s)[7,e %) <0
ds

Como la norma |w(s)|%2 e~C* es no negativa, |w(t) 2L2 e ¢t —W <0.Siw =0, en-
tonces u; = uz. Un argumento similar puede ser usado para probar la unicidad de soluciones
de problemas parabdlicos cuasilineales. La principal hipétesis es un estimado similar a (B.5),
ver [8].

Finalmente extenderemos la solucién linealizada (Teorema .5) al problema no lineal

Teorema .13. Dado un problema parabdlico cuasilineal,

(NL) Opu — a(u, , t)ugy — b(u, x, t)uy — c(u, z, t)u = h(u, x,t)
u(+,0) = ug.

en o x [0,¢€). Entonces existe € > 0 tal que el problema (NL) tiene solucion.

Demostracion. Sea L1(u) := Owu — a(u, ,t)ug, — b(u, x,t)u, — c(u, z, t)u — h(u, x,t).
Definamos £ : P? — 1/1722’1 x P! como

u S (ug, £1(w)).

Notemos que si existe una funcion u tal que £1(u) = 0, entonces ésta es solucién a (NL).
Sea L, la linealizacién de £; alrededor de u, por el Teorema .5 el problema

{ Loy (w(z,t)) =0

tiene una solucién. Sea w! := w(-,t) y sea {w'} una sucesién que converge a ug cuando ¢

tiende a 0*. Supongamos que w es solucién a (B.6), sean a(ug; x,t), b(ug; z,t), c(up; z,t),y
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h(uo; x,t) los coeficientes de L,,,. Consideremos ademds la linealizacién de £; alrededor de
w, y sean a(w; x,t), b(w; x,t), c(w;z,t) y h(w; x,t) sus coeficientes linealizados.

Sea P(z,t,w, Dyw) = a(w, z,t)uz, + b(w, z, t)uy + c(w, z, t)u + h(w, x,t), por (B.6)
tenemos

Li(w) = 0w — P(z,t,w, Dyw)
= h(up;z,t) + a(uo; z, t)wes + b(uo; z, t)wy + c(ug; z, t)w
—P(z,t,w, Wy, Wyy)
= h(uo)uzz — h(w)wzey + a(up)ug — a(w)wy + blug)u — b(w)w

+c(up)u — c(w)w.

Notemos que w — ug cuando ¢ tiends a 0, esto implica que £1(w) — 0 cuando ¢t — 0.

Podemos elegir e suficientemente pequefia de manera que w(x,t) se encuentre en una
vecindad de up para toda t en [0,€). Al resolver cada problema lineal, obtendremos una
sucesién u’ tal que L£(u') = (uo,L1(w?)). Por continuidad podemos considerar £(u) =
(up, 0). Utilizando el Teorema de la Funcion Inversa para espacios de Banach [47, Sec. 4.13],
L es un difeomorfismo local. Por tanto, el mapeo £(u) = (ug, 0) es localmente invertible. []

C. Desigualdad de Holder (Generalizada)

En este apéndice incluimos la desigualdad de Holder que fue utilizada para estimar el
tiempo de convergencia en el Teorema 4.1, desigualdad (4.6).

Teorema C.1. (Desigualdad de Holder Generalizada). Sean p1, - - - , py enteros tales que

I<p1 < <pp <0

1 1
— + e+ — = 1 ,
1 Pk
y sea uy, una funcion con norma Ly, finita en un dominio U, k = 1,--- ,m. Entonces

m
[ 1w-walde < ]l -
i i=1
Demostracion. Evans [17], p. 623. OJ
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En particular, para la desigualdad (4.6) elegimos

2

Uy =K
dyp

:b _—
u9g T 88‘
p1L=p2=2.

D. Solucion al FCM de un Arco de Curva con Extre-
mos Fijos

La Figura 4.3 representa la evolucién por Flujo de Curvatura Media de una curva con
extremos fijos que puede ser representada como gréfica de una funcién u(x, t). En casos como
éste, la evolucion de u(x, t) por Flujo de Curvatura Media se reduce a [30]:

Ugy
= —. D.1
Ut 1 +u% ( )

Para que el método de Crank-Nicolson [1] aplicado a una ecuacién parabdlica resulte en un
sistema de ecuaciones lineales, el operador de la ecuacidn parabdlica también debe ser lineal.
Sea F(u, Uz, Uzz) = Ugze/(1 + u2), la linealizacién de F alrededor de una funcién dada @ es

oF
Oy

A OF . oF

F(“vumaumm) ~ (Um:_uzz)‘f‘aiux(um—uz)ﬁ-%(u—u).

En particular, para la ecuacién (D.1) la linealizacién que resulta es

up = AU, Uy, Usgy) Ugy + B, Uy, Ugy) Uy + C(Uy Uy, Ugy) (D.2)
donde
1 Uy Uy
A(Uaumum) = m B(U, Uxauxx) = —W
A A
WUy
C(U, Uy, wa) = 2(1_7_7/&%)2 .

Sean Az > 0, At > 0y u(x,t) solucién de (D.1), si llamamos u¥ a la discretizacién de
u al tiempo kAt en el punto iAz, las siguientes son aproximaciones de las derivadas de u por
diferencia finitas

Ou _ uitt —uf ou ufyy —up Pu ufyy — 2uf +ul
ot At ’ 0x 2Ax ’ 0x? Ax? '
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A partir de estas aproximaciones y aplicando el método de Crank-Nicolson [1] a (D.2), resulta
un sistema de ecuaciones lineales para uf“. El siguiente cédigo utiliza las consideraciones
anteriores para resolver numéricamente la linealizacién (D.1).

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.interpolate import lagrange

from numpy.polynomial.polynomial import Polynomial
from scipy.integrate import simps

fig = plt.figure(frameon=False)
dim=2.54

w,h=2.25%5,1.250%5
fig.set_size_inches (w, h)

# E1 arco inicial en evolucidén de la Fig 4.2
# lo describimos como grafica de la siguiente funcidn
def f(s):
return np.sqgrt (l.0—sxx2)
# La representacion discreta inicial del arco la obtendremos
# evaluando f(s) en N puntos
N=23
# Los puntos los elegimos mediante el método de colocacidén de
# Chebyshev. Las coordenadas de cada punto son (X[i],VI[i])
X=[1
for i in range (N+1):
X.append(np.cos (i*np.pi/N))
V=[f(x) for x in X]

Aunque inicialmente conocemos la funcidén explicita que define

el arco, usaremos la representacidén discreta para formar

el polinomio interpolante de Lagrange de grado N. A partir de
esta representacién polinomial podemos calcular la derivada

de ler y 2do orden en los puntos X[i] mediante el producto de
una matriz D y el vector que representa al polinomio de Lagrange
asociado al arco. Esta técnica se conoce como Matriz

S T

de Derivacidén de Chebyshev (ver [1])
poly=lagrange (X, V)
poly_array=Polynomial (poly) .coef

def P(s):

suma=0.0
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M=len(poly_array)
for i in range (M) :
suma+=poly_array[i]*s*x* (M—1-1)
return suma
# Formamos la matriz de derivada de Chebyshev
D=np.zeros ((N+1,N+1))

def c (s):
c=1.0
if s==0 or s==N:
c=2.0

return c
for i in range (N+1):
for j in range (N+1):
if i==0 and j==
DI1i][J]1=(2*%N**2+1) /6.0
elif i==N and j==N:
DIi]1[Jj]1=—(2*N*%x24+1) /6.0
elif i!'=0 and i!=N and i==j:
DIi]1[31==X[31/ (2% (1.0=-X[]1%*2))
else:
DI1i][31=c (i) * (=1) ** (i+3)/ (c(J) *(X[1]1-X[31))

V=[P (x) for x in X]

# Calculamos la ler derivada en los puntos "Xz guardamos
# los valores en un arreglo dVv

dv=np.dot (D, V)

# La 2da derivada se obtiene aplicando dos veces la matriz D
D2=np.dot (D, D)

d2V=np.dot (D2, V)

# Se ajustan las condiciones de frontera, es decir, las
# derivadas se anulan en los puntos extremos, los cuales
# coinciden con el ler y ultimo elemento de los arreglos
# que guardan las derivadas

dv[0]=0

dv[-1]1=0

d2v[0]=0

d2v[-1]1=0

# La siguiente funcidén evalua los coeficientes de una

# ecuacidén parabdlica v_t=F (v, V_X, V_XX)

# donde F es de la forma Axv_xx+BxV_x+C

def Fabc(x):
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m=len (V)

A=np.zeros (m)

B=np.zeros (m)

C=np.zeros (m)

for i in range(m):
A[i]1=1.0/(1.0+dV[i]*=*2)
B[1]1=-2.0%dV[1i]*d2V[i]1/(1.04+dV[i]**2) %2
Cl[i]1=2.0%dV[i]**2*xd2V[i]/ (14+dV[i]**2) *x2

return A,B,C

plt.plot (X,V, ‘-r’)

dx=2./N**x2 # Tamafo de paso espacial
dt=0.000125 # Tamano de paso temporal
k=dt/dx**2

count=0 # Numero de iteraciones

# Calculamos la longitud y el area inicial
LO=sum([np.linalg.norm([X[i]—X[i+l],V[i]\
-V[i+1]]) for i in range(len(V)-1)1)
AO0=abs (simps (V, X))

At=1.0

while (abs(At)>=1.0e-8) and (count<3000):
S=np.zeros ((len(V),len(V)))
r=np.zeros (len(V))
A,B,C=Fabc (1)

# En el siguiente bucle formamos el sistema:

# vy lo resolvemos para V

for i in range(l,len(V)-1):
j=i
S[il[J+1]1=k*A[1i]*0.5+dt*B[1]/ (4*dx)
S[1]1[j-11=A[1i]1*0.5%k-B[i]*dt/ (4*dx)
S[il1[jl=—k*A[i]-1

r[i]=—C[i]*dt-V[i]
r[i]4+=—k*0.5%A[1]1* (V[i+1]-2*V[i]+V[i-11)
r[i]+=-B[i]*(dt/ (4*dx) ) *(V[i+1]-V[i-1])

S[01[0]=1.0
S[01[11=0
S[-11[-11=1.0
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S[-11[-21=0
r[0]=0
r[-1]1=0

sol=np.dot (np.linalg.inv(S),r) # Solucidén al tiempo t+dt
if count %$5==0:
plt.plot (X,sol, ‘-0’ ,1lw=l,ms=5,color="k’)
# Una vez calculada la solucion "sol", reemplazamos el
# arreglo anterior por la solucidén al tiempo t+dt y
# volvemos a ajustar las condiciones de frontera
V=[x for x in sol]
poly=lagrange (X, V)
poly_array=Polynomial (poly) .coef
dV=np.dot (D, V)
d2V=np.dot (D2, V)
dv[0]=0
dv[-1]1=0
d2v[0]=0
d2v[-1]1=0
count+=1
# Aproximamos el Area mediante la integracidn numérica
# utilizando la Regla de Simpson
At=abs (simps (V, X))

print (abs (At), count, count*dt)

z=-=1.0E-8

print (‘T_teo: ', (np.log(z*LO+2*np.pi**2xA0)\
—np.log (z*xLO+At*2*np.pi**x2) )/ (2*np.pix*2))
plt.grid(True)

plt.xticks (fontsize=15)

plt.yticks (fontsize=15)
plt.xlim((=1.125,1.125))
plt.ylim((=0.125,1.125))
name=‘evol-fix.png’

plt.savefig(name, format="png’)

plt.show()

102



Bibliografia

[1]

[10]

[11]

Ames, William F: Numerical Methods For Partial Differential Equations. Computer
Science and Applied Mathematics. Academic Press Inc, 2nd edicion, 1984,
ISBN 0120567601,9780120567607.

Anciaux, H.: Minimal Submanifolds in Pseudo-Riemannian Geometry. World Scientific,
2011, ISBN 9789814291248.

Anciaux, Henri: Construction of Lagrangian Self-similar Solutions to the Mean
Curvature Flow in C™. Geometriae Dedicata, 120(1):37-48, Jun 2006, ISSN 1572-9168.

Aspinwall, Paul S.: D-branes on Calabi-Yau manifolds. En Progress in string theory,
paginas 1-152. World Sci. Publ., Hackensack, NJ, 2005.

Ballmann, W.: Lectures on Kihler Manifolds. ESI lectures in mathematics and physics.
European Mathematical Society, 2006, ISBN 9783037190258.

Beardon, A. F.: The Principal Branch of the Lambert W Function. Computational
Methods and Function Theory, Aug 2020, ISSN 2195-3724.

Binney, J., J.J. Binney, M.C.D.P.J.J. Binney, B.S.J.C.D.P.A.J. Fisher, N.J. Dowrick,
M.E.J. Newman y A.J. Fisher: The Theory of Critical Phenomena: An Introduction to
the Renormalization Group. Oxford Science Publ. Clarendon Press, 1992.

Chen, Bing Long: Uniqueness and pseudolocality theorems of the mean curvature flow.
Communications in Analysis and Geometry, 15(3):435-490, 2007.

Chen, B.Y.: Geometry of Submanifolds. = Dover Books on Mathematics. Dover
Publications, 2019, ISBN 9780486832784.

Chen, J. y G. Tian: Minimal Surfaces in Riemannian 4-Manifolds. Geometric and
Functional Analysis GAFA, 7(5):873-916, Oct 1997, ISSN 1420-8970.

Chen, Jingyi: Deforming surfaces in four dimensional manifolds. En Symplectic and
contact topology: interactions and perspectives (Toronto, ON/Montreal, QC, 2001),

103



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

volumen 35 de Fields Inst. Commun., paginas 79-88. Amer. Math. Soc., Providence,
RI, 2003.

Chen, Jingyi y Jiayu Li: Mean Curvature Flow of Surface in 4-Manifolds. Advances in
Mathematics, 163(2):287 — 309, 2001, ISSN 0001-8708.

Chen, Jingyi y Gang Tian: Moving Symplectic Curves in Kdhler-Einstein Surfaces. Acta
Mathematica Sinica, 16(4):541-548, Oct 2000, ISSN 1439-7617.

Corless, R. M., G. H. Gonnet, D. E. G. Hare, D. J. Jeffrey y D. E. Knuth: On the
LambertW function. Advances in Computational Mathematics, 5(1):329-359, Dec 1996,
ISSN 1572-9044.

Deruelle N., Uzan J. P.: Relativity in Modern Physics. Oxford University Press, 2018.

Ecker, K.: Regularity Theory for Mean Curvature Flow. Progress in Nonlinear Differen-
tial Equations and Their Applications. Birkhduser Boston, 2012, ISBN 9780817682101.

Evans, L.C.: Partial Differential Equations. Graduate studies in mathematics. American
Mathematical Society, 2010, ISBN 9780821849743.

Gerhard, Huisken y Polden Alexander: Calculus of Variations and Geometric Evolution
Problems: Lectures given at the 2nd Session of the Centro Internazionale Matematico
Estivo (C.I.M.E.) held in Cetraro, Italy, June 15-22, 1996. Springer Berlin Heidelberg,
Berlin, Heidelberg, 1999.

Han, Xiaoli y Jiayu Li: The mean curvature flow approach to the symplectic isotopy
problem. International Mathematics Research Notices, 2005(26):1611-1620, Enero
2005, ISSN 1073-7928.

Han, Xiaoli y Jiayu Li: On symplectic mean curvature flows. Frontiers of Mathematics
in China, 2(1):47-60, Mar 2007, ISSN 1673-3576.

Han, Xiaoli y Jiayu Li: Symplectic critical surfaces in Kdhler surfaces. Journal of the
European Mathematical Society, paginas 505-527, 2010.

Han, Xiaoli, Jiayu Li y Liuqing Yang: Symplectic mean curvature flow in CP2.
Calculus of Variations and Partial Differential Equations, 48(1):111-129, Sep 2013,
ISSN 1432-0835.

Imagi, Yohsuke, Dominic Joyce y Joana Oliveira dos Santos: Uniqueness results for

special Lagrangians and Lagrangian mean curvature flow expanders in C™. Duke Math.
J., 165(5):847-933, 2016, ISSN 0012-7094.

104



[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Kenmotsu, Katsuei: Minimal surfaces of constant curvature in complex projective
spaces. En Geometry and its applications (Yokohama, 1991), paginas 85-92. World
Sci. Publ., River Edge, NJ, 1993.

Kimura, Masato: Numerical analysis of moving boundary problems using the boundary
tracking method. Japan Journal of Industrial and Applied Mathematics, 14(3):373-398.

Lam, K. S.: Topics in Contemporary Mathematical Physics. World Scientific Pub Co
Inc, 2003, ISBN 9812384545.

Lauret, Jorge: Evolucion geométrica de curvas y métricas. En Proceedings of the Xlth
“Dr. Antonio A. R. Monteiro” Congress (Spanish), Actas Congr. “Dr. Antonio A. R.
Monteiro”, paginas 83—97. Univ. Nac. del Sur, Bahia Blanca, 2012.

Lee, J.M.: Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature. Graduate Texts in
Mathematics. Springer New York, 2006, ISBN 9780387227269.

Li, Jiayu y Liuqing Yang: Symplectic mean curvature flows in Kdhler surfaces with
positive holomorphic sectional curvatures. Geometriae Dedicata, 170(1):63-69, Jun
2014, ISSN 1572-9168.

Mantegazza, C.: Lecture Notes on Mean Curvature Flow. Progress in Mathematics.
Springer Basel, 2011.

McDuff, Dusa; Salamon, Dietmar: Introduction to symplectic topology.  Oxford
graduate texts in mathematics 27. Oxford University Press, 3rd edicién, 2017,
ISBN 9780198794899; 0198794894; 9780198794905; 0198794908.

Moser, J., E. Zehnder, C.ILM. Sciences y A.M. Society: Notes on Dynamical
Systems.  Courant lecture notes in mathematics. American Mathematical Soc.,
ISBN 9780821883525.

Munteanu, G.: Complex Spaces in Finsler, Lagrange and Hamilton Geometries.
Fundamental Theories of Physics. Springer Netherlands, 2012, ISBN 9781402022067.

Naitoh, Hiroo: Parallel submanifolds of complex space forms. 1. Nagoya Mathematical
Journal, 90(none):85 — 117, 1983.

O’Neill, B.: Semi-Riemannian Geometry With Applications to Relativity. ISSN. Elsevier
Science, 1983, ISBN 9780080570570.

Osher, S. y R. Fedkiw: Level Set Methods and Dynamic Implicit Surfaces. Applied
Mathematical Sciences. Springer, 2003.

Savas-Halilaj, Andreas y Knut Smoczyk: Lagrangian mean curvature flow of Whitney
spheres. Geom. Topol., 23(2):1057-1084, 2019.

105



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

Smoczyk, Knut: Angle theorems for the Lagrangian mean curvature flow.
Mathematische Zeitschrift, 240(4):849-883, Aug 2002, ISSN 1432-1823.

Smoczyk, Knut: Mean Curvature Flow in Higher Codimension: Introduction and Survey.
En Bir, Christian, Joachim Lohkamp y Matthias Schwarz (editores): Global Differential
Geometry, paginas 231-274, Berlin, Heidelberg, 2012. Springer Berlin Heidelberg,
ISBN 978-3-642-22842-1.

Suérez-Serrato, P. y E. I. Veldzquez Richards: Contour Parametrization via Anisotropic
Mean Curvature Flows (arXiv:1803.03724), 2018.

Toponogov, V.A. y V. Rovenski: Differential Geometry of Curves and Surfaces: A
Concise Guide. Birkhduser Boston, 2006, ISBN 9780817644024.

Trefethen, Lloyd N.: Spectral Methods in MATLAB. Society for Industrial and Applied
Mathematics, 2000.

Veldzquez Richards, E. 1.: Github - Whitney Spheres evolving under MCF, 2022.
https://github.com/V3dudrd0/MCF_WhitneySph.

Wu, Z.,J. Yiny C. Wang: Elliptic & Parabolic Equations. World Scientific, 2006.

Xin, Y.L.: Minimal Submanifolds and Related Topics. Nankai tracts in mathematics.
World Scientific, 2003, ISBN 9789812564382.

Yano K., Kon M.: Structures on manifolds. Series in Pure Mathematics. WS, 1984,
ISBN 9971966166.

Zeidler, E.: Nonlinear Functional Analysis and Its Applications: Fixed point theorems.
Nonlinear Functional Analysis and Its Applications. Springer-Verlag, 1985.

106


https://github.com/V3du4rd0/MCF_WhitneySph

	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Generalidades 
	Capítulo 2. Flujo de Curvatura Media  
	Capítulo 3. Flujo de Curvatura Media y Estructura Simpléctica  
	Capítulo 4. Aplicaciones 
	Conclusiones 
	Apéndices 
	Bibliografía



