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Introducción

Deformar una curva a lo largo de su dirección normal con una rapidez proporcional
a la curvatura es un modelo que ha sido utilizado en diversas áreas, por ejemplo,
para estudiar el crecimiento de cristales, la interfaz entre dos fluidos, la segmentación
de imágenes, entre otras. En Geometría Diferencial, un problema relacionado con
estas aplicaciones es el Flujo de Curvatura Media. A partir de la inmersión inicial
F0 :M → M̃ de una subvariedad inicial M0 en una variedad ambiente M̃ , este pro-
blema consiste en encontrar una t-familia de inmersiones F (t) tal que para todo punto
p en M se cumpla

∂F

∂t
(p, t) = H(p, t)

F (p, 0) = F0 (p) ,
(1)

donde H es el vector de curvatura media de la sub-
variedad inmersa al tiempo t. .
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Figura 1: (Grim Reaper).
Ejemplo de una familia de
curvas que satisface el Flujo de
Curvatura Media.

Una de las soluciones explícitas más conocidas
del Flujo de Curvatura Media es el Grim
Reaper [27]. Esta solución consiste en una familia
de curvas invariante bajo una traslación, y cuyo
vector de traslación coincide con el vector de
curvatura. En la Figura 1 se muestran algunas
curvas pertenecientes a esta familia, en color
rojo se ha señalado la curva inicial y, utilizando
diferentes intensidades de negro, se ha representado
su traslación.

Este trabajo aborda el problema de Flujo de
Curvatura Media en un contexto de variedades
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simplécticas, a saber, buscamos estudiar el Flujo de Curvatura Media de subvariedades
dotadas de una estructura simpléctica, y cuya forma simpléctica es heredada de
la variedad ambiente. Existen distintas variantes de este problema, por ejemplo,
considerar variedades ambiente de tipo Einstein, restringirse a subvariedades reales
o complejas, soluciones invariantes bajo algún grupo, etc [12, 22, 37].

El objetivo de este trabajo fue identificar las repercusiones que tiene la estructura
simpléctica en las soluciones que podemos encontrar en un problema de Flujo de
Curvatura Media. Con este fin decidimos restringir nuestro análisis al contexto de
una variedad ambiente de tipo Kähler y hacer una distinción entre subvariedades
simplécticas y lagrangianas.

Las aportaciones de este trabajo las podemos distinguir por capítulo:

En el primer capítulo definimos la notación y los conceptos geométricos necesarios
que se utilizan en el resto de este trabajo; para esto nos hemos basado en el trabajo de
Ballman [5] y O’Neill [35].

En el segundo capítulo se define el Flujo de Curvatura Media para subvariedades
de codimensión arbitraria y se presentan ejemplos explícitos que no aparecen en la
literatura. Entre las cualidades que distinguen a estos ejemplos, de otros también
explícitos, podemos encontrar que las variedades ambiente son distintas a R2, y en
uno de ellos la codimensión es distinta de uno. En particular resaltamos el Ejemplo 3,
el cual, en conocimiento del autor de este trabajo, es el primer ejemplo explícito, no
trivial y no autosimilar de una familia de curvas no planas que satisfacen el Flujo de
Curvatura Media, más aún, este ejemplo es asintóticamente convergente y no desarro-
lla singularidades.

Este segundo capítulo finaliza con el cálculo de la evolución de algunas cantidades
geométricas bajo el Flujo de Curvatura Media Simpléctico. A partir de estos cálculos
se deriva una primer implicación que aporta la estructura simpléctica al problema de
Flujo de Curvatura Media: la posibilidad de calcular la evolución del tensor métrico
a través de la evolución de la 2-forma simpléctica (Corolario 2.8). Si bien parece un
resultado inmediato, la comparación entre el Lema 2.5 y el Corolario 2.7 muestra la
enorme reducción de términos y la interpretación que se logra a partir de la evolución
de la forma simpléctica en la subvariedad como el pullback de una 2-forma depen-
diente del vector de curvatura media.
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En el tercer capítulo hacemos una distinción entre subvariedades simplécticas y
lagrangianas a través del ángulo de Kähler. Para subvariedades simplécticas (subva-
riedades cuyo coseno del ángulo de Kähler es positivo), el Teorema 3.7 muestra otra
consecuencia que tiene la estructura simpléctica para el Flujo de Curvatura Media, la
cual podemos resumir como: no existe una subvariedad compleja que sea el equivalen-
te simpléctico al Grim Reaper (Teorema 3.7) cuando la variedad ambiente es Kähler.
Las subvariedades lagrangianas (subvariedades cuyo coseno del ángulo de Kähler es
cero) se abordan de una manera menos general, ya que nos hemos limitado a una
familia en particular de subvariedades lagrangianas: las esferas de Whitney.

La dificultad de abordar un problema más general para el caso lagrangiano radica
en el Teorema 3.2 [29] que describe la evolución del ángulo de Kähler bajo el Flujo de
Curvatura Media. Para subvariedades lagrangianas, el coseno de este ángulo es cero y
es un invariante, lo cual anula la mayoría de los términos que describen esta evolución,
haciendo necesarias otras herramientas de análisis. Si bien la evolución por Flujo de
Curvatura Media de las esferas de Whitney se ha abordado en [37], el principal aporte
de este trabajo a la evolución de subvariedades lagrangianas es la solución numérica
al Flujo de Curvatura Media de esferas de Whitney.

Sin embargo, aunque la motivación principal es investigar las diferencias entre
el Flujo de Curvatura Media en Rn y simpléctico, presentamos una coincidencia: el
método numérico explícito y paralelizable que proponemos para calcular la evolución
de esferas de Whitney, también puede utilizarse para el Flujo de Curvatura Media en
el plano, ya que la evolución de esferas de Whitney se reduce a la evolución de una
curva (curva perfil). Este método lo hemos presentado como artículo [40] para resolver
numéricamente un Flujo de Curvatura Media condicionado (anisotrópico), el cual se
reduce a la ecuación (1) eligiendo ciertos parámetros. Además, al final de este trabajo
presentamos un mejora de este método numérico a la aplicación al reconocimiento de
contornos en imágenes digitales.

Si bien la evolución de esferas de Whitney se reduce a la evolución de una curva, la
ecuación de evolución consta de dos términos, ambos en la dirección normal a la curva.
Estos términos pueden incluirse en nuestro esquema numérico sin ver modificado
su desempeño. Al final de la sección 3.2, mostramos una comparación entre nues-
tro método y una modificación equivalente implementada en otro método propuesto
por Kimura [25]. A partir de nuestro método se obtiene una mejor aproximación al
preservar la simetría de la curva en evolución, y abre la posibilidad de utilizarlo en
otros flujos dependientes de la curvatura y en la evolución de otras subvariedades
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lagrangianas equivariantes, es decir, invariantes bajo algún grupo lo cual a su vez
reduce su evolución al de una curva perfil; para estas subvariedades existe cierto interés
en sus aplicaciones [4, 23].

Finalizamos el capítulo 3 con una demostración de la invarianza de la estructura
lagrangiana para las esferas de Whitney. En este resultado, aunque limitado a esta
familia de subvariedades, no utilizamos el Principio del Máximo, alguna condición
sobre la variedad ambiente (ser de tipo Einstein, por ejemplo), ni compacidad de la
subvariedad; condiciones frecuentemente asumidas.

Finalmente, el Capítulo 4 se divide en dos secciones de aplicación. En la primer
sección se describe una mejora a los resultados de nuestro esquema numérico. A
diferencia del Capítulo 3, en [40] presentamos una aplicación del Flujo de Curvatura
Media a la parametrización de contornos, es decir, al problema de encontrar una repre-
sentación discreta del contorno de una región plana, acotada y conexa. Sin embargo, en
esta sección se aborda el problema de refinar iterativamente una primer aproximación
obtenida por nuestro esquema numérico. El resultado principal de este capítulo es el
Teorema 4.1, donde se da una cota en el tiempo de convergencia del refinamiento. En
la segunda sección del Capítulo 4, se parte del invarianza de la estructura simpléctica
bajo el Flujo de Curvatura Media (Teorema 4.2) para demostrar que el vector de cur-
vatura media de una curva holomorfa o de una subvariedad lagrangiana en evolución
es un campo hamiltoniano (Teorema 4.4).

Este trabajo fue posible gracias al proyecto de PAPIIT IN104819-162120/224620 y a
CONACYT.
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Capítulo 1

Generalidades

En este capítulo definiremos las estructuras geométricas básicas para el resto de
los capítulos y estableceremos la notación requerida.

Definición 1.1. Una variedad diferenciable Mn es un espacio topológico de Haus-
dorff, segundo numerable, localmente homeomorfo a Rn y en el cual se satisfacen las
siguientes tres condiciones (estructura diferenciable):

Para cada punto p en M es posible dar una pareja (U, ϕ) denominada carta,
formada por un abierto U ⊂ M y un homeomorfismo ϕ : U → Rn sobre un
abierto de Rn.

Sean (U, ϕ), (V, ψ) dos cartas de M para las que U ∩ V ̸= ∅, los mapeos
ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → Rn y ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → Rn son de clase Ck.

Para una colección A de cartas (Uα, ϕα) se cumple

M =
⋃
α

Uα .

Asociada a cada variedad diferenciable tenemos su espacio tangente:

Definición 1.2. Sea p un punto en una variedad M y γ : (−ε, ε) → M una curva tal
que γ(0) = p, y φ ◦ γ es un mapeo diferenciable para alguna carta (U, ϕ) en la cual
p ∈ U . Dada una carta (U, ϕ) y un punto p en U , diremos que dos curvas γ1 y γ2 que
pasan por p son equivalentes ∼p si ambas tienen la misma derivada en p, es decir, si
(ϕ ◦ γ1)′(0) = (ϕ ◦ γ2)′(0).
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Un vector tangente en p es la clase de equivalencia de todas las curvas que pasan
por p bajo la relación de equivalencia ∼p y llamamos espacio tangente TpM al
conjunto de todos los vectores tangentes a M en p. A su vez, llamaremos haz tangente
TM a la unión disjunta

TM = ⊔
p∈M

TpM .

Más aún, para un sistema de coordenadas en p, el espacio tangente TpM tiene
estructura de espacio vectorial y el conjunto { ∂

∂xi |p | 1 ≤ i ≤ n} forma una base de
TpM .

La estructura diferenciable en variedades también permite definir mapeos diferen-
ciables entre variedades:

Definición 1.3. Dado un mapeo F :Mm → Nn entre dos variedades, si (U, ϕ) es una
carta de Mm tal que U es una vecindad de un punto p ∈ Mm, y (V, ψ) es una carta
de Nn tal que V es una vecindad de la imagen de p bajo F , decimos que el mapeo F
es diferenciable si ψ ◦ F ◦ ϕ−1 es diferenciable como función de Rm a Rn.

Asímismo, un mapeo diferenciable F entre variedades también induce un mapeo
entre espacios tangente a partir de F , a saber:

Sea (y1, ..., yn) un sistema coordenado de N y { ∂
∂yi

}ni=1 una base de TF (p)N
n,

dF : TpM → TF(p)N

dF

(
∂

∂xj

∣∣∣
p

)
=

n∑
i=1

∂(yi ◦ F )
∂xj

(p)
∂

∂yi

∣∣∣
F (p)

(1.1)

para 1 ≤ j ≤ m .

A partir de lo anterior, definimos a las inmersiones.

Definición 1.4. Sea F :Mm → Nn un mapeo diferenciable entre variedades, se dice
que F es una inmersión si dF es inyectiva.

Definición 1.5. Sean M̃ yM variedades diferenciables, se dice queM es subvariedad
de M̃ si es un subespacio topológico de M̃ y el mapeo inclusión i : M → M̃ es una
inmersión. En este contexto, a M̃ se le llama variedad ambiente.
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Utilizaremos una tilde para distinguir lo perteneciente a la variedad ambiente, por
ejemplo: el espacio tangente en un punto p de M̃ lo representaremos como TpM̃ .

Denotaremos a una métrica Riemanniana en una variedad M como el tensor g con
componentes

gij = g (∂i, ∂j) , (1.2)

donde ∂i = ∂
∂xi

y ∂j = ∂
∂xj

pertenecen a una base del espacio tangente de M en un
punto p.

A partir de una métrica g̃ en una variedad ambiente y una inmersión F , en capítulos
posteriores la siguiente dotaremos a subvariedades con la siguiente métrica.

Definición 1.6. Sea M subvariedad de M̃ y g̃ métrica de la variedad ambiente. Dada
F :M → M̃ una inmersión, se define la métrica inducida sobre M como

g (∂i, ∂j) = g̃ (dF (∂i), dF (∂j)) (1.3)

1.1. Conexión y Curvatura

Sea F(M) el conjunto de funciones reales enM y sea X(M) el conjunto de campos
vectoriales diferenciables en M , y sean V y W dos campos diferenciables en M ,
definimos

Definición 1.7. La conexión ∇ de M es una función ∇ : X(M) × X(M) → X(M)
tal que

∇VW es F(M)-lineal en V .

∇VW es R-lineal en W .

∇V fW = (V f)W + f∇VW

para V, W ∈ X(M), y para W :=
∑
W i∂i se llama derivada covariente de W

respecto a V y se calcula como ∇VW =
∑
V (W i)∂i.

Definiremos también el gradiente, el operador de Laplace.
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Definición 1.8. Sea f en F(M), el gradiente de f se define en términos de un sistema
coordenado como

grad f =
∑
i,j

gij
∂f

∂xi
∂j . (1.4)

Definición 1.9. Sean X , Y ∈ X(M) y g una métrica riemanniana de M , se define
∆gf (el laplaciano de f ) como la contracción de la derivada covariante de su dife-
rencial, es decir

∆gf = C1 2 ∇df (X, Y )

= C1 2 ∇Y (df (X))

= C1 2 (Y (df (X)) − df (∇Y X) )

= C1 2 (Y X f − (∇Y X) f )

=
∑
i,j

gij

(
∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

Γk
ij

∂f

∂xk

)
(1.5)

aquí C12 es el factor de contracción y Γk
ij son los símbolos de Christoffel que surgen

al calcular ∇∂i∂j =
∑

k Γ
k
ij ∂k y cuya expresión explícita es

Γk
ij =

1

2

∑
m

gkm
{
∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

}
. (1.6)

Definición 1.10. Sea [X, Y ] = XY −Y X para dos camposX, Y , definimos al tensor
de curvatura R por

R : X(M)× X(M)× X(M) → X(M)

RXYZ = ∇[X,Y ]Z −∇X∇YZ +∇Y∇XZ .

A través del mapeo inclusión i y su diferencial podemos extender los vectores tan-
gentes a una subvariedad a la variedad ambiente; y con esto, dada M una subvariedad
de una variedad M̃ , la conexión ∇̃ de M̃ induce una conexión ∇ sobre la subvariedad
M . Asimismo, a partir de las definiciones 1.4- 1.6 tenemos la siguiente suma directa.

TpM̃ = TpM ⊕ (TpM)⊥ .

En este contexto, llamaremos vectores normales a M en p a los vectores en (TpM)⊥.
A partir de aquí usaremos el superíndice (⊥) para referirnos a la proyección de un
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campo en M̃ sobre el haz normal aM , y por (⊤) a la proyección sobre el haz tangente.

Sea p un punto en una subvariedad M ⊂ M̃ y sean V , W dos campos tangentes a
la subvariedad y ν en (TpM)⊥, definimos la siguiente forma bilineal:

Aν : TpM × TpM → R

Aν (V,W ) = g̃
(
∇̃Ṽ W̃ , ν

)
.

(1.7)

cuyas componentes son

Aij = Aν (∂i |p, ∂j |p) (1.8)

Definición 1.11. La forma cuadrática II ν asociada a (1.7)

II ν(W ) = Aν (W,W ) , (1.9)

se conoce como 2da forma fundamental en p a lo largo de ν.

Definición 1.12. Sea Mm una subvariedad de Nn y sea {e1, · · · , em} un marco
ortogonal de su espacio tangente y {ν1, · · · , νn−m} una base ortonormal de su haz
normal. Definimos en M el vector de curvatura media H como

H =
∑
i,α

giihαii να ,

con 1 ≤ α ≤ n −m y hαij la componente ij en la dirección να de la segunda forma
fundamental. Usando la ecuación (1.7) damos una expresión explícita:

hαij = Aα(ei, ej)

= ⟨∇̃eiej, να⟩ .

Definición 1.13. Sea M una variedad con métrica g, {e1, · · · , en} un marco de su
espacio tangente y R su tensor de curvatura, y seanX, Y dos campos tangentes aM .
Definimos la curvatura de Ricci Ric(X, Y ) como la contracción C1

3 de R , es decir,

Ric(X, Y ) =
∑
i

gii⟨ei,R(X, Y, ei)⟩ .

Definición 1.14. La curvatura escalar R de una variedad M es la contracción de la
curvatura de Ricci.
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En las siguientes secciones se describen las propiedades de algunas variedades
diferenciales con estructuras geométricas adicionales.

1.2. Variedades Simplécticas

Definición 1.15. Una variedad M es simpléctica si existe una 2-forma ω cerrada y
no degenerada. Llamamos a ω forma simpléctica.

Definición 1.16. Una subvariedad L de una variedad simpléctica (M,ω) es lagran-
giana si ω|L = 0.

Ejemplo. Haz cotangente de una variedad. Sea Mn una variedad diferenciable
con un sistema coordenado (q1, · · · , qn) y sea T ∗

qM
n el espacio dual del espacio

tangente a la variedad en un punto q. Definimos el haz cotangente T ∗Mn como

T ∗Mn = ∪
q∈M

{q× T ∗
qM

n} .

Sea j = 1, · · · , n, definimos pj como el dual de ∂qj ∈ TqM
n. A partir de la definición

de haz cotangente, podemos asignarle el sistema coordenado

(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) .

El haz T ∗Mn tienen estructura de variedad diferenciable y si además definimos la
2-forma

ω =
∑
j

dqj ∧ dpj ,

tiene estructura simpléctica.

Por otra parte, Mn es una subvariedad lagrangiana de T ∗Mn ya que el conjunto
{∂q1 , · · · , ∂qn} es base de su espacio tangente y ω(∂qi , ∂qj) = 0 .
.

Definición 1.17. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) dos variedades simplécticas, y sea F :
M1 →M2 un mapeo diferenciable. Se dice que F es un simplectomorfismo si

ω2 = F ∗ω1 .
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1.3. Variedades Complejas y Kähler

Algunas de las variedades que estudiaremos son complejas por lo cual es necesario
adaptar algunas de las definiciones de las secciones anteriores:

Definición 1.18. Una variedad complejaM es una variedad diferenciable que admite
cartas (Uα, φα) dondeUα es un abierto deM y φα = Uα → Cn es un homeomorfismo.
Además, dadas dos cartas (Uα, φα) y (Uβ, φβ), el mapeo φβ ◦ φ−1

α es holomorfo en
φα(Uα ∪ Uβ) ⊂ Cn .

Debido a que la imagen de Uα bajo φα es un abierto de Cn, también podemos iden-
tificarlos como abiertos de R2n y considerar que el espacio tangente de una variedad
compleja M con cartas coordenadas zj = xj + iyj es el espacio generado por{

∂xj
, ∂yj

}n
j=1

.

Sin embargo, podemos complexificar este espacio tangente, es decir, podemos dotarlo
de una estructura de espacio vectorial complejo:

Definimos el operador:

J(∂xj
) = ∂yj

J(∂yj) = −∂xj

y también definimos
∂zj = ∂xj

− i∂yj
∂z̄j = ∂xj

+ i∂yj .
(1.10)

Debido a este isomorfismo, el espacio tangente TzM es el espacio generado por los
elementos del conjunto

{∂zj , ∂z̄j}nj=1 ,

además J puede extenderse a TzM como

J(∂zj) = i∂zj
J(∂z̄j) = −i∂z̄j .

La siguiente definición nos ayudará a definir algunas estructuras geométricas de inte-
rés.
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Definición 1.19. Sea M una variedad diferenciable y TM su haz tangente, decimos
que un endomorfismo J : TM → TM es una estructura casi compleja si J2 = −id .

Definición 1.20. Sea M una variedad diferenciable con métrica g y estructura casi
compleja J , se dice que J es compatible con g, si para cualquier par de vectoresX, Y
tangentes a M se satisface g(X, Y ) = g(JX, JY ) .

Definición 1.21. Sea M una variedad y J una estructura casi compleja definida en su
haz tangente. Decimos que J es una estructura compleja en M si para cualquier par
de campos tangentes X, Y , el siguiente tensor

NJ(X, Y ) := [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ] ,

llamado tensor de Nijenhuis, se anula .

Finalmente, podemos definir las variedades Kähler que son de interés en este
trabajo.

Definición 1.22. Una variedad Kähler (M,ω, J) es una variedad simpléctica con
forma simpléctica ω (llamada forma de Kähler) y estructura compleja J , tal que

g(·, ·) := ω(·, J ·)

define una métrica con la que J es compatible.

A continuación definiremos una métrica que utilizaremos en futuros análisis:

Definición 1.23. Sea M una variedad Kähler con coordenadas complejas z1, · · · , zn,
sea {∂zi , ∂z̄i}ni=1 una base de su espacio tangente, y sea J su estructura compleja
asociada que satisface

J (∂zi) = i∂zi
J (∂z̄i) = −i∂z̄i .

(1.11)

Si definimos la 2-forma

ωFS := i
(1 +

∑
zkz̄k)(

∑
dzk ∧ dz̄k)− (

∑
z̄kdz

k) ∧ (
∑
zjdz̄

j)

(1 +
∑
zkz̄k)2

, (1.12)

entonces para cualquier par de campos X y Y

gFS(X, Y ) := ωFS(X, JY ) (1.13)

define una métrica llamada métrica de Fubini-Study.
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Lema 1.24. (Ballmann [5]) Sea {∂z1 , ∂z̄1 , · · · , ∂zn , ∂z̄n} una base del espacio tangente
de una variedad Kähler con coordeanadas z1, · · · , zn. Si denotamos a los elementos
de esta base como ej con j = 1, 1̄, 2, 2̄, · · · , n, n̄, entonces los únicos símbolos de
Christoffel no nulos son aquellos que no mezclan índices conjugados (1̄, · · · , n̄) con
índices no conjugados (1, · · · , n), es decir,

Γk
ij ̸= 0 y Γk̄

īj̄ ̸= 0 ,

para i, j, k = 1, · · · , n. Además

Γk̄
īj̄ =

(
Γk
ij

)
.

Ejemplo. Espacio Proyectivo Complejo. Definimos la siguiente relación de equi-
valencia ∼CP : Sean z y w dos puntos en Cn+1\{0}, si existe un número complejo
λ ̸= 0 tal que z = λw entonces diremos que z es equivalente a w, es decir, z ∼CP w.
Definimos el Espacio Proyectivo Complejo CP n como el conjunto de las clases de
equivalencia de Cn+1\{0} bajo la relación ∼CP .

Sea α = 0, · · · , n, podemos dotar a CP n de las siguientes cartas (Uα, ψα) :

Uα =
{
z = (z0, · · · , zn) | z ∈ Cn+1 , zα ̸= 0

}
.

ψα : Uα → Cn

ψα(z0, · · · , zα, · · · , zn) =
(
z0
zα
, · · · , zα−1

zα
,
zα+1

zα
, · · · , zn

zα

)
.

Para un punto x ∈ CP n en una carta Uα, usaremos el siguiente sistema de coorde-
nadas:

[z1, · · · , zα−1, 1, zα+1, · · · , zn] ,

si además zj = xj + iyj , una base de Tz(CP n) es

{∂x1 , ∂y1 , · · · , ∂xn , ∂yn} .

Sin embargo, por tratarse de una variedad compleja definiremos

∂zj := ∂xj
− i∂yj

∂z̄j := ∂xj
+ i∂yj

(1.14)
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y usaremos el conjunto

{∂z1 , ∂z̄1 , · · · , ∂zn , ∂z̄n} (1.15)

como una base para dotar a Tz(CP n) con una estructura de espacio vectorial complejo.
Definiremos el endomorfismo J que da lugar a la estructura compleja de la siguiente
manera

J : Tz(CP n) → Tz(CP n)

J
(
∂xj

)
= ∂yj

J
(
∂yj
)
= −∂xj

para j = 1, · · · , n. De esta manera recuperamos las relaciones (1.11)

J
(
∂zj
)
= J (∂x)− iJ (∂y) = ∂yj + i∂xj

= i
(
∂xj

− i∂yj
)
= i∂zj

J
(
∂z̄j
)
= J (∂x) + iJ (∂y) = ∂yj − i∂xj

= −i
(
∂xj

+ i∂yj
)
= −i∂z̄j

Usando la base 1.15 definimos los elementos duales dzj(∂zk) = δjk y con ellos la
2-forma simpléctica no degenerada:

ω = i
(1 +

∑
zkz̄k)(

∑
dzj ∧ dz̄j)− (

∑
z̄kdz

k) ∧ (
∑
zjdz̄

j)

(1 +
∑
zkz̄k)

2 (1.16)

.

Como una herramienta de análisis en variedades Kähler también podemos definir
el ángulo de Kähler:

Definición 1.25. Sea M una variedad Kähler con forma de Kähler ω y estructura
compleja J , cuya métrica g satisface g(X, Y ) = ω(X, J Y ). Sea {e1, e2} una base
ortonormal de un subespacio vectorial de dimensión dos del haz tangente, se define el
ángulo de Kähler θ de ese subespacio como

θ = arc cos |ω(e1, e2)|. (1.17)

A partir de la definición anterior y siguiendo a [11, p. 83], es posible clasificar las
subvariedades M2 inmersas en una variedad Kähler M̃4 de acuerdo a su ángulo de

18



Kähler. Sean e1 y e2 dos vectores tangentes a M , la ecuación (1.17) permite establecer
el criterio de la Tabla 1.1

Alternativamente, también es posible definir este ángulo en variedades con solo
estructura simpléctica o compleja, a saber,

Si (M4, ω) es una variedad simpléctica y el conjunto {e1, e2} es una base or-
tonormal de un subespacio vectorial del haz tangente. Análogamente a la ecua-
ción (1.17) podemos definir el ángulo de Kähler [11] a través de la forma sim-
pléctica ω.

Si (M,J) es una variedad compleja con métrica g, podemos definir [24] el
ángulo de Kähler de un subespacio vectorial de su haz tangente generado por
una base ortonormal {e1, e2} como:

θ = arc cos |g(Je1, e2)|.

Terminaremos esta sección con las siguientes definiciones que consideran un caso
especial de variedades Kähler.

Definición 1.26. Una variedad M con métrica g es Einstein si existe una función
λ :M → R tal que para cualquier par de campos tangentes X , Y se cumple

Ric(X, Y ) = λ g(X, Y ) .

Definición 1.27. Una variedad es Kähler-Einstein si es Kähler y Einstein.

Subvariedad cos θ

Lagrangiana 0

Simpléctica > 0

Curva holomorfa 1

Tabla 1.1: Clasificación de una subvariedad M inmersa en una
variedad Kähler de acuerdo a su ángulo de Kähler.
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Capítulo 2

Flujo de Curvatura Media

Este capítulo tiene tres objetivos principales: (1) dar una definición del Flujo de
Curvatura Media para subvariedades de codimensión arbitraria (la cual será com-
patible con la evolución de subvariedades con estructura simpléctica), (2) presentar
algunos ejemplos explícitos y originales que ilustran algunas propiedades del flu-
jo cuyas características destacaremos más adelante, y (3) Calcular la evolución de
algunas cantidades geométricas bajo el Flujo de Curvatura Media Simpléctico y su
comparación con la versión clásica (cuando la variedad ambiente es Rn+1).

Definición 2.1. (Flujo de Curvatura Media). Sea τ > 0, Mn una subvariedad de
M̃m y {vα}m−n

α=1 una base ortonormal del haz normal a M . Sea

H :=
∑
α

Hαvα

el vector de curvatura media de M y F0 : M → M̃ una inmersión. Decimos que
M evoluciona por Flujo de Curvatura Media si existe una familia uniparamétrica de
inmersiones F :M × [0, τ) → M̃ tal que para todo p ∈M

∂F

∂t
= H

F (p, 0) = F0 .
(2.1)

Antes de comenzar con el análisis geométrico vemos algunos ejemplos. Ejemplos
distintos a los aquí presentados para hipersuperficies de Rn se pueden encontrar en [27,
30].
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2.1. Ejemplos de Evolución por Flujo de Curvatura -
Media

En el trabajo de Lauret [27] se encuentran algunos de los ejemplos explícitos más
frecuentemente citados del Flujo de Curvatura Media. Ellos consisten en soluciones
autosimilares, es decir, en soluciones con invarianza traslacional, rotacional y/o de
escala. Sin embargo, existen pocos ejemplos en los que se utilicen variedades ambiente
distintas a Rn o subvariedades de codimensión mayor a uno.

Los siguientes son ejemplos originales y explícitos del Flujo de Curvatura Media
que buscan ilustrar algunas de las características de este flujo, y cuya generalización
ha quedado establecida en diversos teoremas (ver por ejemplo Ecker [16] y Mante-
gazza [30]). Dentro de las características que hemos buscado resaltar se encuentran:
la longitud como cantidad decreciente en el tiempo (para curvas en evolución), el
suavizado o regularización del vector de curvatura, así como soluciones estacionarias
no triviales.

El siguiente ejemplo es una alternativa al ejemplo clásico de circunferencias (o
hiperesferas en general) que se contraen uniformemente hacia su centro. En este caso,
la condición inicial determina si obtenemos una solución estacionaria o la contracción
a un punto.

Ejemplo 1. Círculos en S2. Sean (θ, φ) las funciones coordenadas de la esfera S2 de
radio 1 con la métrica g inducida por R3. Podemos representar a g y a su inversa g−1

en la base de vectores tangentes {∂θ, ∂φ} como

g =

(
sen2(φ) 0

0 1

)
, g−1 =

( 1
sen2(φ)

0

0 1

)
.

Sea φ0 ∈ (0, π/2] una constante, consideremos sobre esta esfera la curva γ(θ)
definida por

γ(θ) = (θ, φ0)

0 ≤ θ ≤ 2π .

Veamos que existe una familia de curvas γ(θ, t) = (θ, φ(t)) que es solución a
la ecuación de Flujo de Curvatura Media. Comencemos por calcular el vector de
curvatura media H de γ. Este vector de curvatura media H es paralelo a ∂φ, ya que
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ésta es la dirección normal a la curva.

De acuerdo con la definición 1.12, el vector de curvatura media H depende de las
componentes de la segunda forma fundamental hij

H =

(∑
i

hiig
ii

)
∂φ

= hθθg
θθ ∂φ .

Sea ∇ la conexión en S2 y sean Γk
ij los Símbolos de Christoffel para i, j, k en

{θ, φ} respecto la métrica g,

hθθ = ⟨∂φ , ∇∂θ∂θ⟩
=

〈
∂φ , Γ

θ
θθ∂θ + Γφ

θθ∂φ
〉

= Γφ
θθ

=
1

2

[
�
�gφθ
(
∂gθθ
∂θ

+
∂gθθ
∂θ

− ∂gθθ
∂θ

)
+gφφ

(
�
�
�∂gφθ

∂θ
+

�
�
�∂gθφ

∂θ
− ∂gθθ

∂φ

)]
=

1

2
[1 (−2 sen(φ) cos(φ))]

= − sen(φ) cos(φ) .

De lo anterior resulta

H =
(
hθθg

θθ
)
∂φ = −cosφ(t) senφ(t)

sen2 φ(t)
∂φ

= − cotφ(t) ∂φ .

En consecuencia, la ecuación Flujo de Curvatura Media se reduce a

∂γ

∂t
= H ⇒

�
�
�∂θ

∂t
∂θ +

∂φ

∂t
∂φ = − cotφ(t) ∂φ,

sujeta a la condición inicial φ(0) = φ0.
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Figura 2.1: .
Evolución por Flujo de Curvatura Media
de la curva φ = φ0 sobre S2 hasta
colapsar al punto φ = 0.

φ0

φ(t)

/
φ = 0

La solución a esta ecuación la podemos encontrar a partir de∫ t

0

− dφ

cotφ
=

∫ t

0

− senφ

cosφ
dφ = t ,

de donde resulta

ln (cos(φ(τ))
∣∣t
0
= t .

Por tanto,

φ(t) = arc cos
(
et cosφ0

)
.

Veamos que la condición inicial φ0 = π/2 da lugar a una solución estacionaría:

φ(t) = arc cos
(
et
�����
cos
(π
2

))
= arc cos (0)

=
π

2
.

Por el contrario si φ0 ∈ (0, π/2), podemos estimar el tiempo máximo de existencia t∗

del flujo antes de que la curva colapse a φ = 0 (ver Figura 2.1); esto ocurre cuando
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et
∗
cosφ0 = 1, es decir,

t∗ = ln

(
1

cosφ0

)
.

Ejemplo 2. Curvas de nivel sobre un cono de revolución. Sea α ∈
(
0, π/2

)
,

consideremos el cono que se obtiene como superficie de revolución al rotar sobre
el eje z la recta c(u) =

(
u cosα, 0, u senα

)
en R3. Esta superficie puede describirse

mediante la siguiente parametrización:

X
(
u, v
)
=
(
u cosα cos v, u cosα sen v, u senα

)
. (2.2)

La métrica estándar de R3 induce sobre esta superficie una métrica gij dada por

[gij] =

(
1 0
0 u2 cos2 α

)
cuya inversa es [gij] =

(
1 0
0 1

u2 cos2 α

)
.

Sea u0 ∈ R y u(t) =
√
u20 − 2t. La familia γ(v, t) de curvas parametrizadas por:

γ(v, t) =

u(t) cosα cos v
u(t) cosα sen v
u(t) senα

 ,

es solución al Flujo de Curvatura Media (ver Figura 2.2), esto lo demostraremos
calculando ∂γ

∂t
y el vector de curvatura media H:

t0

t1

t2

. . .

Figura 2.2: .
Las curvas de nivel
del cono forman una
t-familia de curvas
solución al Flujo de
Curvatura Media.
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Sean hij las componentes de la segunda forma fundamental, calculamos H como

H = hvvg
vv ∂u

= −u cos2 α 1

u2 cos2 α
∂u

= −1

u
∂u . (2.3)

Por otra parte,

∂γ

∂t
= u′∂u =

−1√
u20 − 2t

∂u = −1

u
∂u . (2.4)

Si comparamos las ecuaciones (2.3) y (2.4), podemos concluir que la familia de curvas
γ(v, t) satisface la ecuación de Flujo de Curvatura Media. .

En conocimiento del autor de este trabajo, el siguiente es el primer ejemplo explí-
cito, no trivial y no autosimilar de una familia de curvas solución al Flujo de Curvatura
Media; además, es asintóticamente convergente y no desarrolla singularidades.

Construiremos una familia de espirales sobre un helicoide que sea solución al
Flujo de Curvatura Media, como se muestra en la Figura 2.3. Sin embargo, para
poder escribir explícitamente este ejemplo presentamos en la definición 2.2 la función
W de Lambert. Esta función, así como sus propiedades, pueden consultarse en los
trabajos de Beardon [6] y Corless [14]; la siguiente definición y el Lema 2.3 resumen
las propiedades que utilizaremos.

Definición 2.2. Sea E(y) := yey con dominio en R+ ∪ {0}. Definimos la función
W (x) de Lambert como la inversa de la función E(y) = x. Algunas de las propieda-
des de esta función inversa son las siguientes:

1. W (xex) = x.

2. ĺımx→0
dW
dx

= 1 .

3. La función W satisface la siguiente ecuación diferencial

dW (x)

dx
=

W (x)

x(1 +W (x))
. (2.5)
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t0
t1

...

Figura 2.3: .
Familia de espirales sobre el helicoide
que satisfacen la ecuación de Flujo de
Curvatura Media (ver Ejemplo 3).

Lema 2.3. Sea c una constante y W (x) la función de Lambert. La función

f(t) =
√
W (ec−2t)

satisface la siguiente ecuación diferencial

df

dt
= − f(t)

1 + f 2(t)
.

Demostración. Usando la ecuación 2.5,

df

dt
=

1

2
√
W (ec−2t)

d

dt
W (ec−2t)

=
1

2
√
W (ec−2t)

(
W (ec−2t)

ec−2t (1 +W (ec−2t))

)(
−2ec−2t

)
= −

√
W (ec−2t)

1 +W (ec−2t)

= − f(t)

1 + f 2(t)
.

Ejemplo 3. Espirales sobre un helicoide. Sea S(u, v) el helicoide parametrizado por

S : R× (−∞,∞) → R3
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S(u, v) = (u cos(v), v, u sen(v)) .

Sobre esta superficie podemos considerar la siguiente t-familia de curvas coordenadas

γ(v, t) = (u(t) cos(v), v, u(t) sen(v)) .

Encontraremos una función u(t) tal que la familia de curvas γ(v, t) sea solución al
Flujo de Curvatura Media:

Los vectores tangentes al helicoide S(u, v) son

∂u =

cos(v)
0

sen(v)

 y ∂v =

−u sen(v)
1

u cos(v)

 ,

mientras que el tensor métrico g y su inversa g−1 son, respectivamente

g =

(
1 0
0 u2 + 1

)
y g−1 =

(
1 0
0 1

u2+1

)
.

Dada una curva en la familia γ(v, t), el vector tangente coincide con ∂v,

∂γ

∂v
=

−u(t) sen(v)
1

u(t) cos(v)

 ,

esto implica que ∂u es normal a γ(v, t). A partir del vector tangente y normal obtene-
mos el vector de curvatura media

H = gvvhuvv∂u = gvv
〈
∂u , ∇̃∂v ∂v

〉
∂u

= gvv
〈
∂u ,

(
Γ̃u
vv∂u + Γ̃v

vv∂v

)〉
∂u

= gvvΓ̃u
vv∂u .

Usando la ecuación (1.6), calculamos el símbolo de Christoffel Γ̃u
vv

Γ̃u
vv =

1

2

[
guu
(
�

�
�∂guv

∂v
+

�
�
�∂gvu

∂v
− ∂gvv

∂u

)
+�

�guv
(
∂gvv
∂v

+
�

�
�∂gvv

∂v
−

�
�
�∂gvv

∂v

)]
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=
1

2
[1 · (−2u)] = −u .

Por tanto,

H = −gvvu∂u = − u(t)

1 + u2(t)
∂u. (2.6)

Por otra parte

∂γ

∂t
= u′(t)

cos(v)
0

sen(v)

 = u′(t) ∂u . (2.7)

A partir de las ecuaciones (2.6) y (2.7), la ecuación de Flujo de Curvatura Media que
debe satisfacer γ(v, t) se reduce a

u′(t) = − u(t)

1 + u2(t)
,

y por el Lema 2.3, la función u(t) =
√
W (ec−2t) es su solución. La constante c queda

determinada al definir una condición inicial:

Sea u0 una constante que determine un espiral inicial γ(v, u0) sobre el helicoide,

u0 = u(0) =
√
W (ec−2t) =

√
W (ec) .

Por la Definición 2.2,

u20 = W (ec) ⇒ u20e
u2
0 = ec

⇒ c = 2ln(u0) + u20 .

Además, la Propiedad 1. en la Definición 2.2 nos permite saber que γ(v, t) converge
asintóticamente al eje y, ya que

ĺım
t→∞

u(t) = ĺım
t→∞

√
W (ec−2t) =

√
W (0) =

√
W (0e0) = 0 .

Ejemplo 4. CP 1 ⊂ CP 2. Consideremos la inmersión del espacio proyectivo CP 1 en
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CP 2 dada por

[1, z1] 7→ [1, z1, 0] (2.8)

El conjunto {∂z1 , ∂z̄1} forma una base del espacio tangente a CP 1 . Sea

{∂z1 , ∂z̄1 , ∂z2 , ∂z̄2}

una extensión de este conjunto a una base del espacio tangente de la variedad am-
biente. Dotaremos a CP 1 con la métrica inducida por la métrica de Fubini-Study g̃ en
CP 2, retomando la Definición 1.23, esta última toma la forma

g̃ij̄ =
(1 + z1z̄1 + z2z̄2)δij̄ − zj z̄i

1 + z1z̄1 + z2z̄2
,

y cuya inversa [33] es

g̃j̄i = (1 + z1z̄1 + z2z̄2)
(
δij̄ + ziz̄j

)
.

Sean hkij las componentes de la segunda forma fundamental, la componente α del
vector de curvatura media H puede escribirse como

Hα =
∑
i

g̃īihαīi .

Siguiendo la definición de Flujo de Curvatura Media, consideremos los siguientes
vectores los cuales forman una base ortonormal del haz normal a la subvariedad:

ν2 :=
1

||∂z2||
∂z2

, ν2̄ :=
∂z̄2 − g̃ (∂z̄2 , ν2) ν2

||∂z̄2 − g̃ (∂z̄2 , ν2) ν2||
.

Sean λ := ||∂z̄2 − g̃ (∂z̄2 , ν2) ν2||−1 y µ := −λg̃ (∂z̄2 , ν2) . Las componentes de H
en la base {ν2, ν2̄} son

h21̄1 = g̃

(
∇̃∂z̄1

∂z1 ,
1

||∂z2||
∂z2

)
=

1

||∂z2||
(
Γ1
1̄1g̃12̄ + Γ2

1̄1g̃22̄
)

h2̄1̄1 = g̃
(
∇̃∂z̄1

∂z1 , λ∂z̄2 + µ∂z2

)
= λg̃

(
∇̃∂z̄1

∂z1 , ∂z̄2

)
+ µg̃

(
∇̃∂z̄1

∂z1 , ∂z2

)
= λ

(
Γ1̄
1̄1g̃1̄2 + Γ2̄

1̄1g̃2̄2

)
+ µ

(
Γ1
1̄1g̃12̄ + Γ2

1̄1g̃22̄
)
.
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A partir del Lema 1.24 sabemos que estos símbolos de Christoffel se anulan y en
consecuencia también las hαīi . Por tanto, la inmersión (2.8) de CP 1 en CP 2 es una
solución estacionaria del Flujo de Curvatura Media.

2.2. Evolución de Cantidades Geométricas bajo el Flujo
de Curvatura Media Simpléctico

Cuando una variedad evoluciona bajo un flujo geométrico, los campos tangentes y
normales, así como el área y la métrica, también cambian. Calcular su evolución per-
mite, en algunos casos, identificar las características del flujo o proporcionar argumen-
tos que permitan determinar la existencia de soluciones. Sin embargo, las ecuaciones
que describen la evolución de estas propiedades geométricas también dependen de la
codimensión de la subvariedad.

En esta sección obtendremos la evolución de algunas cantidades geométricas bajo
el Flujo de Curvatura Media en codimensión arbitraria.

La evolución de los vectores normales y tangentes a una subvariedad en evolución
está descrita por los Lemas 2.4 y 2.5, respectivamente. Si bien hemos retomado el
Lema 2.4 de Chen et al. [12], incluimos aquí detalles adicionales en la demostración;
además el propósito principal de incluirlo es hacer explícita la diferencia en codimen-
sión mayor a uno (último término en la ecuación 2.9).

Lema 2.4. Sea M̃m una variedad con métrica g̃ y Mn una subvariedad. Sea además
F0 : M → M̃ una inmersión y F (t) una t-familia de inmersiones de M en M̃ que
satisfacen la ecuación de Flujo de Curvatura Media con F (0) = F0. Si {να}m−n

α=1 es
una base ortonormal del haz normal a M y {∂iF}ni=1 son los vectores tangentes a la
subvariedad, entonces

∂να
∂t

= −grad(Hα)−
∑
i,j,β

g̃ ijHβ ⟨να , ∂iνβ⟩ ∂jF +
∑
β

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νβ . (2.9)

Demostración. La evolución de los vectores να puede separarse en una componente
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tangencial y otra normal a la subvariedad:

∂να
∂t

=
∑
i,j

g̃ ij

〈
∂να
∂t

, ∂iF

〉
∂jF +

∑
β,γ

g̃ βγ

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νγ , (2.10)

donde los índices i, j = 1, · · · , n recorren sólo los elementos tangentes; mientras que
α, β = 1, · · · , (m−n) recorren los índices de los elementos normales a la subvariedad.
Usando la siguiente relación,

∂t ⟨να , ∂iF ⟩ = ⟨∂tνα , ∂iF ⟩+ ⟨να , ∂i (∂tF )⟩
= ⟨∂tνα , ∂iF ⟩+

∑
β

〈
να , ∂i

(
Hβνβ

)〉
, (2.11)

podemos reescribir (2.10) como

∂να
∂t

=
∑
i,j

g̃ ij

(
∂t������⟨να , ∂iF ⟩ −

∑
β

〈
να , ∂i

(
Hβνβ

)〉)
∂jF

+
∑
β,γ

g̃ βγ

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νγ

= −
∑
i,j,β

g̃ ij
〈
να, ∂i

(
Hβνβ

)〉
∂jF +

∑
β,γ

g̃ βγ

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νγ

= −
∑
i,j,β

g̃ ij
〈
να,
(
∂iH

β
)
νβ +Hβ∂iνβ

〉
∂jF +

∑
β,γ

g̃ βγ

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νγ

= −
∑
i,j,β

g̃ ij∂iH
β ⟨να , νβ⟩ ∂jF −

∑
i,j,β

g̃ ijHβ ⟨να , ∂iνβ⟩ ∂jF

+
∑
β,γ

g̃ βγ

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νγ .

Debido a que el conjunto {να} se eligió ortonormal, tenemos que ⟨να , νβ⟩ = δαβ
y g̃βγ = δβγ , y por tanto

∂να
∂t

= −
∑
i,j

g̃ ij(∂iH
α)∂jF −

∑
i,j,β

g̃ ijHβ ⟨να , ∂iνβ⟩ ∂jF +
∑
β

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νβ .
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Utilizando la definición 1.8, obtenemos

∂να
∂t

= −grad(Hα)−
∑
i,j,β

g̃ ijHβ ⟨να , ∂iνβ⟩ ∂jF +
∑
β

〈
∂να
∂t

, νβ

〉
νβ .

Adicionalmente al lema anterior, describir la evolución de los vectores tangentes
a la subvariedad es crucial para describir la evolución de otras cantidades como el
tensor métrico, la segunda forma fundamental, etc. En el siguiente lema describimos
esta evolución tangencial; cabe destacar que al contrario de Chen y Li [12] damos una
demostración de la ecuación (2.12), la cual utilizaremos más adelante.

Lema 2.5. Sea Mn una subvariedad de M̃m y sea F (t) una t-familia de inmersiones
de M en M̃ con las mismas hipótesis del lema anterior, los vectores tangentes ∂iF a
la subvariedad satisfacen

∂

∂t
∂iF =

∑
jk

g̃ jk

〈
∂

∂t
∂iF, ∂jF

〉
∂kF +

∑
r,s,α

g̃ ri(∂rH
α)g̃siνα

+
∑
r,s,β

g̃ rsHβ ⟨να , ∂rνβ⟩ g̃siνα , (2.12)

donde να son los vectores normales a la subvariedad con α = 1, · · · ,m− n.

Demostración. Sean ν1, · · · , ν(m−n) una base ortonormal del haz normal a M , pode-
mos separar las componentes de ∂t(∂iF ) de la siguiente manera

∂

∂t
∂iF =

∑
jk

g̃ jk

〈
∂

∂t
∂iF, ∂jF

〉
∂kF +

∑
α

〈
∂

∂t
∂iF, να

〉
να ,

y usando la relación (2.11) obtenemos

∂

∂t
∂iF =

∑
jk

g̃ jk

〈
∂

∂t
∂iF, ∂jF

〉
∂kF +

∑
α

(
∂

∂t�
����⟨∂iF, να⟩ −

〈
∂iF,

∂vα
∂t

〉)
να .

Finalmente, usando el Lema 2.4, proyectamos ∂να/∂t sobre los vectores tangente para
obtener:
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∂

∂t
∂iF =

∑
jk

g̃ jk

〈
∂

∂t
∂iF, ∂jF

〉
∂kF +

∑
α

⟨∂iF , grad (Hα)⟩ να

+
∑
r,s,β

g̃ rsHβ ⟨να , ∂rνβ⟩ ⟨∂sF , ∂iF ⟩ να

=
∑
jk

g̃ jk

〈
∂

∂t
∂iF, ∂jF

〉
∂kF +

∑
r,s,α

g̃ ri(∂rH
α)g̃siνα

+
∑
r,s,β

g̃ rsHβ ⟨να , ∂rνβ⟩ g̃siνα .

A partir de los dos lemas anteriores, que describen la evolución de los vectores
tangentes y normales, al estudiar flujos geométricos también suele calcularse la evo-
lución de las componentes del tensor métrico. Sin embargo, a partir de aquí podemos
aprovechar la relación entre el tensor métrico y la forma simpléctica, para hacer visible
una primer influencia de la estructura simpléctica en el Flujo de Curvatura Media:

Para cualquier par de campos tangentes X, Y a la subvariedad, la relación

ω(X, Y ) = g(JX, Y )

entre la forma simpléctica ω y el tensor métrico g nos permitirá describir indirecta-
mente en el Corolario 2.8 la evolución de g en términos de la evolución de la forma ω.

Aunque este resultado puede parecer inmediato una vez calculemos ∂ω/∂t, tiene
dos implicaciones: la reducción de términos al describir ∂gij/∂t en términos del pull-
back de una 2-forma, y la utilización de ∂ω/∂t en la demostración de la invarianza
de la estructura lagrangiana bajo el Flujo de Curvatura Media sin usar el Principio del
Máximo,esta segunda implicación se aborda en el siguiente capítulo.

Para proponer el siguiente Teorema y el Corolario 2.7 hemos tomado como refe-
rencia [13]. Si bien existe una equivalencia en el resultado, las técnicas que hemos
empleado en este trabajo para la demostración son más directas.

Teorema 2.6. Sea Mn(t) una familia de subvariedades de M̃m y sea F :M(t) → M̃
solución al Flujo de Curvatura Media. Además, sean ∂

∂xi vectores tangentes a M ,
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i = 1, · · · , n. La evolución bajo el Flujo de Curvatura Media de una 2-forma ω en M̃
restringida a M es

∂

∂t

(
ω
∣∣
M

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
=

∑
α<β
γ

∂ωαβ

∂xγ
Hγ ∂F

α

∂xi
∂F β

∂xj

+
∑
α<β

ωαβ

(
∂Hα

∂xi
∂F β

∂xj
+
∂Hβ

∂xj
∂Fα

∂xi

)
. (2.13)

Demostración. Sea {νi}m−n
i=1 una base ortonormal del haz normal a M , y sean dxi

los duales a los elementos de la base { ∂
∂xi}ni=1 ∪ {νi}m−n

i=1 , podemos escribir ω de la
siguiente manera

ω =
∑
α<β

ωαβ dx
α ∧ dxβ .

Usando la ecuación anterior calcularemos la derivada ∂tω:

∂

∂t

(
ω
∣∣
M

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
=

∑
α<β

∂ωαβ

∂t
dxα ∧ dxβ

(
∂F

∂xi
,
∂F

∂xj

)
+ω

(
∂

∂xi
∂F

∂t
,
∂F

∂xj

)
+ ω

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
∂F

∂t

)

=
∑
α<β

∂ωαβ

∂t

∂Fα

∂xi
∂F β

∂xj
+
∑
α

ω

(
∂

∂xi
(Hανα) ,

∂F

∂xj

)
+
∑
β

ω

(
∂F

∂xi
,
∂

∂xj
(
Hβνβ

))
=

∑
α<β

∂ωαβ

∂t

∂Fα

∂xi
∂F β

∂xj
+
∑
α

∂Hα

∂xi
ω

(
να,

∂F

∂xj

)
+
∑
β

∂Hβ

∂xj
ω

(
∂F

∂xi
, νβ

)
=

∑
α<β

∂ωαβ

∂t

∂Fα

∂xi
∂F β

∂xj
+
∑
α,β

∂Hα

∂xi
ωαβ

∂F β

∂xj
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+
∑
α<β

∂Hβ

∂xj
ωαβ

∂Fα

∂xi

=
∑
α<β

∂ωαβ

∂t

∂Fα

∂xi
∂F β

∂xj

+
∑
α<β

ωαβ

(
∂Hα

∂xi
∂F β

∂xj
+
∂Hβ

∂xj
∂Fα

∂xi

)
. (2.14)

Usando la regla de la cadena y debido a que F satisface la ecuación de Flujo de
Curvatura Media, reescribiremos la derivada ∂ωαβ/∂t como

∂ωαβ

∂t
=

∑
γ

∂ωαβ

∂xγ
∂ (xγ ◦ F )

∂t

=
∑
γ

∂ωαβ

∂xγ
∂ (xγ ◦ F )

∂t

=
∑
γ

∂ωαβ

∂xγ
Hγ . (2.15)

Sustituyendo (2.15) en (2.14), se concluye que:

∂

∂t

(
ω
∣∣
M

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
=

∑
α<β
γ

∂ωαβ

∂xγ
Hγ ∂F

α

∂xi
∂F β

∂xj

+
∑
α<β

ωαβ

(
∂Hα

∂xi
∂F β

∂xj
+
∂Hβ

∂xj
∂Fα

∂xi

)
.

Corolario 2.7. Sea ω una 2-forma simpléctica, el teorema anterior se reduce a

∂

∂t
ω
∣∣
M

= F ∗d(ω (H, ·)) .

Demostración. Calculemos d(ω(H, ·)), para ello

ω(H, ·) =
∑
α<β

ωαβH
α dxβ ,
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d(ω(H, ·)) =
∑
α<β

d(ωαβH
α) ∧ dxβ

=
∑

α<β ̸=k

∂

∂xk
(ωαβH

α) dxk ∧ dxβ

=
∑

α<β ̸=k

∂ωαβ

∂xk
Hα dxk ∧ dxβ + ωαβ

∂Hα

∂xk
dxk ∧ dxβ . (2.16)

Si ω es una forma simpléctica, en particular es cerrada, es decir,

0 = dω =
∑
α<β

k=1,··· ,n

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ

=
∑

k<α<β

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ +

∑
α<k<β

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ

+
∑

α<β<k

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ .

Podemos renombrar los índices de las últimas dos sumas para obtener

0 =
∑

k<α<β

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ +

∑
k<α<β

∂ωkβ

∂xα
dxα ∧ dxk ∧ dxβ

+
∑

k<α<β

∂ωkα

∂xβ
dxβ ∧ dxk ∧ dxα

=
∑

k<α<β

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ −

∑
k<α<β

∂ωkβ

∂xα
dxk ∧ dxα ∧ dxβ

+
∑

k<α<β

∂ωkα

∂xβ
dxk ∧ dxα ∧ dxβ ,

lo que implica∑
k<α<β

∂ωkβ

∂xα
dxk ∧ dxα ∧ dxβ =

∑
k<α<β

∂ωαβ

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ

+
∑

k<α<β

∂ωkα

∂xβ
dxk ∧ dxα ∧ dxβ . (2.17)
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Por otra parte, y retomando (2.16),

F ∗d(ω (H, ·))
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= d(ω (H, ·))

(
∂F

∂xi
,
∂F

∂xj

)
=

∑
α<β ̸=k

∂ωαβ

∂xk
Hα∂F

k

∂xi
∂F β

∂xj
−
∑

α<β ̸=k

∂ωαk

∂xβ
Hα∂F

k

∂xi
∂F β

∂xj

+
∑

α<β ̸=k

ωαβ
∂Hα

∂xk
∂F k

∂xi
∂F β

∂xj
−
∑

α<β ̸=k

ωαβ
∂Hα

∂xk
∂F β

∂xi
∂F k

∂xj

=
∑

α<β ̸=k

(
∂ωαβ

∂xk
− ∂ωαk

∂xβ

)
Hα∂F

k

∂xi
∂F β

∂xj

+
∑

α<β ̸=k

ωαβ
∂Hα

∂xi
∂F β

∂xj
−
∑

α<β ̸=k

ωαβ
∂Hα

∂xj
∂F β

∂xi
.

Por la antisimetría de ω y (2.17), tenemos

F ∗d(ω (H, ·))
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∑
α<β ̸=k

∂ωkβ

∂xα
Hα∂F

k

∂xi
∂F β

∂xj

+
∑

α<β ̸=k

ωαβ

(
∂Hα

∂xi
∂F β

∂xj
− ∂Hα

∂xj
∂F β

∂xi

)
.

(2.18)

Comparando la ecuación (2.18) con (2.13), se concluye que ambas son equivalentes y
en consecuencia

∂

∂t
ω
∣∣
M

= F ∗d(ω (H, ·)) .

Finalizaremos este capítulo rescribiendo el resultado anterior para describir la
evolución del tensor métrico en términos de la evolución de ω.

Corolario 2.8. SeaM una subvariedad simpléctica de una variedad Kähler M̃ y F (t)
una t-familia de inmersiones que satifacen la ecuación de Flujo de Curvatura Media.
Entonces el tensor métrico g de la subvariedad satisface

∂

∂t

(
g

(
J
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
= F ∗d(ω (H, ·))

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.
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Demostración. A partir de la relación entre ω y g y como consecuencia del Corola-
rio 2.7, tenemos

∂

∂t

(
g

(
J
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
=

∂

∂t

(
ω
∣∣
M

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
= F ∗d(ω (H, ·))

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.
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Capítulo 3

Flujo de Curvatura Media y
Estructura Simpléctica

En el Capítulo 1 definimos el ángulo de Kähler, a través del cual es posible dar
una clasificación de subvariedades de dimensión dos inmersas en una variedad Kähler
(ver Definición 1.25 y Tabla 1.1). A partir de la evolución de este ángulo es posible
caracterizar subvariedades que pertenezcan a una familia que sea solución al Flujo de
Curvatura Media, si éstas se encuentran inmersas en una variedad ambiente con este
tipo de estructura.

El siguiente lema y teorema nos permitirán abordar en la siguiente sección algunos
casos en los que la estructura simpléctica impone condiciones sobre el tipo de solu-
ciones que podemos encontrar para el Flujo de Curvatura Media.

Lema 3.1. Sea (M,ω) una variedad simpléctica, entonces M tiene estructura casi
compleja. (Ver la demostración en [31, p.81]).

Teorema 3.2. (Li, [29]) Sea F una t-familia de inmersiones formada por subvarieda-
des simplécticas (M2(t), ω(t)) con estructura casi compleja compatible J e inmersas
en una variedad M̃4. Sean {e1, e2} una base ortonormal del espacio tangente a la
subvariedad al tiempo t en un punto p, y {e3, e4} una base ortonormal de su haz
normal en p, tales que podamos definir localmente

JM(t) : TF (p,t)M̃ → TF (p,t)M̃ (3.1)

JM(t)(e1) = e2

JM(t)(e2) = −e1 .
JM(t)(e3) = e4

JM(t)(e4) = −e3 .
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Sean además hkij y Ric las componentes de la segunda forma fundamental de M2 y
la curvatura de Ricci de M̃4, respectivamente. Si F es solución al Flujo de Curvatura
Media, entonces la evolución del ángulo de Kähler θ de M2(t) satisface(

∂

∂t
−∆

)
cos θ =

∣∣∣∇̃JM(t)

∣∣∣2 cos θ + Ric(Je1, e2) sen
2 θ , (3.2)

donde
∣∣∣∇̃JM(t)

∣∣∣2 = |h311 − h421|
2
+ |h312 − h422|

2
+ |h321 − h411|

2
++ |h322 − h412|

2 .

La relación entre el término |∇̃JM(t) |2 y las componentes de la segunda forma
fundamental, así como su relación con el vector de curvatura media, ha sido tratado
en diferentes trabajos [10, 12, 29] y en particular la ecuación (3.2) se ha utilizado para
estudiar singularidades y existencia de soluciones del Flujo de Curvatura Media [13].
Sin embargo, aquí sólo daremos una breve explicación del cálculo de este término en
el contexto de evolucionar subvariedades bajo el Flujo de Curvatura Media:

En general, cuando tenemos una familia de inmersiones F : M2 × [0, t) → M̃4

que es solución al Flujo de Curvatura Media, la evolución de las subvariedades suele
describirse en términos de la base

{∂1F, ∂2F, v1, v2} ,

para un conjunto {v1, v2} que forme una base ortonormal del haz normal a la subva-
riedad.

Supongamos que cada elemento en la familia de inmersiones tiene estructura casi
compleja J . En cada punto de la subvariedad podemos extender localmente J al haz
normal como en (3.1) y denotar a esta extensión como JM . Sean {∂i} y {dyi} la base
estándar del espacio tangente a M̃ y su dual, respectivamente. Podemos definir

ei =
∑

Xk
i ∂k

σi =
∑

(X−1)ijdy
j ,

(3.3)

para alguna matriz de coeficientes Xk
i que se obtiene a partir de las derivadas de F . A
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partir de (3.3), podemos escribir JM de forma tensorial como

JM =
∑
i,j

J i
j σ

j ⊗ ei

JM(ek) =
∑
i,j

J i
j σ

j(ek)ei ,

para algunos coeficientes J i
j que se pueden deducir de (3.1). Como producto tensorial,

podemos aplicar el operador de conexión ∇̃ a JM y calcular su norma (ver Lee [28, p.
29]).

El cálculo explícito de ∇JM en términos de las componentes de la segunda forma
fundamental puede obtenerse a partir de las 1-formas que definen a las componentes
de la matriz de conexión de ∇̃ (ver Deruelle [15], Lam [26]) de la siguiente manera:

Sean ζji las 1-formas que definen a la matriz de conexión de ∇̃. La conexión ∇̃ puede
escribirse en términos de ζji como

∇̃(∂i) =
∑
j

ζji ⊗ ∂j

∇̃(dyi) = −
∑
j

ζ ij ⊗ dyj ,
(3.4)

donde
Γ̃k
ij = ζjk(∂i) ⇔ ζkj = Γ̃k

ijdy
i

ζkj + ζjk = 0 ,
(3.5)

y Γ̃k
ij son los símbolos de Christoffel en M̃ . Las ecuaciones (3.4) y (3.5) nos permiten

escribir ∇̃JM en términos de los símbolos de Cristoffel. Sin embargo, para obtener la
expresión explícita en términos de hkij tenemos que hace uso de la siguiente relación

ζαi = hαijσ
j ,

para i, j ∈ {1, 2} y α ∈ {3, 4}, y cuya demostración puede encontrarse en [46, p. 71].

Antes de comenzar con la primer sección de este capítulo, cabe señalar que hemos
optado por dividirlo en dos secciones: En la Sección 3.1 consideramos la evolución por
Flujo de Curvatura Media de una subvariedad simpléctica (cuyo coseno de su ángulo
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de Kähler es positivo) y en la Sección 3.2, la evolución de una familia de subvariedades
lagrangianas (Esferas de Whitney), asumiendo en ambos casos una variedad ambiente
de tipo Kähler de la que heredan la forma simpléctica.

La principal contribución de la sección 3.1 se resume en el Teorema 3.7, el cual exhibe
una direferencia respecto al Flujo de Curvatura Media clásico en R2, a saber, que no
existe un una familia de subvariedades complejas que sea el equivalente simpléctico
al Grim Reaper cuando la variedad ambiente es Kähler, en el contexto que detallare-
mos más adelante. Por otra parte, en la sección 3.2 veremos que el Teorema 3.2 es
insuficiente para hacer un análisis profundo y se propone como alternativa utilizar el
Corolario 2.7.

3.1. Subvariedades Simplécticas
En esta sección asumiremos que tenemos una subvariedad simpléctica. Sin embar-

go, mencionaremos primero algunos casos que reducen la ecuación (3.2) para justificar
por qué nos limitaremos a soluciones autosimilares (definición 3.3).

Una manera de simplificar la ecuación (3.2), propuesta por Chen y Li [12], consis-
te en considerar una variedad Kähler-Einstein (ver definición 1.27) como variedad
ambiente, debido a que en este caso existe una constante λ tal que

Ric(Je1, e2) = λ g(Je1, e2)

= λω(e1, e2)

= λ cos(θ) .

Como alternativas a la estructura Einstein, es posible considerar casos en los que
|∇̃JM |2 y/o la curvatura de Ricci son constantes o sólo dependen de t; en relación a
estos casos daremos un teorema que ejemplifique de qué manera la estructura simpléc-
tica repercute en las soluciones que podemos esperar del Flujo de Curvatura Media.
Previamente, necesitamos de la siguiente definición y Lemas 3.1-3.4.

Definición 3.3. Sea τ > 0 y F :M × [0, τ) → M̃ una solución al Flujo de Curvatura
Media de una subvariedad M inmersa en una variedad ambiente M̃ . Decimos que F
es una solución autosimilar del Flujo de Curvatua Media en los siguientes casos:

1. (Smoczyk [39]) Existe una función f(t) no constante tal que para todo p ∈M

F (p, t) = f(t)F (p, 0)
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f(0) = 1 ,

más aún, en este caso decimos que F es una homotecia o una solución homoté-
tica con factor de escala f(t).

2. Si existe τ > 0 y una familia de isometrías ϕ : M̃ × [0, τ) → M̃ no trivial, es
decir distinta a la identidad, tal que

F (p, t) = ϕ (F (p, 0) , t) ,

de manera que se preservan la métrica y la segunda forma fundamental para
todo tiempo t < τ .

Lema 3.4. Sea τ > 0 y F : M2 × [0, τ) → M̃4 una familia de inmersiones de
subvariedades simplécticas tal que F es solución autosimilar no homotética del Flujo
de Curvatura Media. Entonces |∇̃JM | es constante para todo t ∈ [0, τ).

Demostración. Para una subvariedad simpléctica, por el Teorema 3.2,

|∇̃JM |2 = |h211 + h112|2 + |h221 + h122|2 + |h212 − h111|2 + |h222 − h121|2.

Por la definición 3.3, una solución autosimilar no homotética implica hkij no depende
de t y en consecuencia tampoco |∇̃JM |2.

A partir de este lema, podemos considerar los siguientes casos que retoman la
intención de reducir la ecuación (3.2):

Variedad ambiente con curvatura de Ricci nula. El último término de la
ecuación (3.2) desaparece y la evolución del ángulo de Kähler consiste en una
ecuación de eigenfunciones para el operador ∂/∂t−∆ con eigenvalor |∇̃JM |2.

La subvariedad tiene segunda forma fundamental paralela. En este caso el
término |∇̃JM |2, que depende sólo de las componentes de la segunda forma
fundamental, tiene el mismo valor en cualquier punto de la subvariedad.

Soluciones autosimilares del Flujo de Curvatura Media. Contrario al caso
anterior, por la dependencia del término |∇̃JM |2 exclusivamente de las com-
ponentes de la segunda forma fundamental, este término es constante en t a lo
largo del flujo.
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Figura 3.1: .
Ejemplo de la evolución de una
curva autosimilar no homotética en
R2 (Grim Reaper) cuya evolución
por Flujo de Curvatura Media
coincide con una traslación. En rojo
se muestra la curva inicial (ver
parametrización en [27]).
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Para el primer caso sería posible aplicar técnicas utilizadas en la teoría de eigen-
funciones de operadores parabólicos. Estas técnicas suelen utilizarse por ejemplo: para
encontrar las funciones con eigenvalor nulo, la primer eigenfunción con eigenvalor no
nulo, o encontrar una base de eigenfunciones.

Sin embargo, estas posibilidades difícilmente pueden interpretarse en el contexto
de una subvariedad simpléctica evolucionando por Flujo de Curvatura Media, más
aún porque la estructura simpléctica es invariante, es decir, cos(θ) > 0 durante todo el
flujo.

Por otra parte, en relación con el segundo caso, resultaría conveniente asumir
que la subvariedad tiene segunda forma fundamental hkij paralela, es decir, que las
componentes de esta última no dependen del punto en la subvariedad, ya que existen
clasificaciones de subvariedades simplécticas y Kähler con esta condición [34]. Sin
embargo, la condición de tener segunda forma fundamental paralela no es en general
invariante bajo el Flujo de Curvatura Media. En [38] se describe la evolución del
vector curvatura media H y se observa su dependecia en términos de hkij , así como de
sus derivadas, por esta razón sólo un caso trivial sería adecuado.

En consecuencia, por el resto de esta sección analizaremos el tercer caso sobre
soluciones simplécticas autosimilares.
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Una de las soluciones más conocidas del Flujo de Curvatura Media en R2 es el
Grim Reaper (ver figura 3.1), esta solución consiste en una curva cuya evolución por
Flujo de Curvatura Media coincide con una traslación.

Podemos suponer una t-familia de subvariedades simplécticas descritas por una
inmersión inicial F0 y una isometría ϕ(t) tal que ϕ ◦ F0 es solución autosimilar del
Flujo de Curvatura Media (como en la Definición 3.3), y la variedad ambiente es
una variedad con métrica plana (para lograr una analogía con el Grim Reaper de
R2) que hereda la métrica1 y la estructura simpléctica a las subvariedades. Más aún,
asumiremos que la variedad ambiente es Kähler ya que la estructura compleja es la
diferencia más inmediata que podemos incluir para distinguir este ejemplo de uno en
Rn. Probaremos que F es mínima y por lo tanto ϕ es la identidad.

Sea M una subvariedad en la familia ϕ ◦ F0 y sean {e1, e2} dos vectores tangentes
ortonormales, comenzaremos por señalar que M tiene la misma estructura compleja
que la variedad ambiente ya que su forma simpléctica coincide con la forma de Kähler
de la variedad ambiente, es decir,

0 < ω(e1, e2) = g̃(Je1, e2).

Aunque es un resultado que se cita con cierta frecuencia [9,45], incluiremos una breve
demostración del siguiente resultado: cualquier subvariedad compleja de una variedad
Kähler es mínima. Posteriormente, en el Teorema 3.7 probaremos que ϕ sólo puede
ser la identidad.

Lema 3.5. Sea
(
M̃2m, ω, J, g̃

)
una variedad Kähler y sea (M2n, J) una subvariedad

compleja de M̃2m con segunda forma fundamental A, si además el conjunto

{e1, · · · , e2n} ∪ {ν1, · · · , ν2(m−n)}

es una base ortonormal del haz tangente a M̃2m tal que {e1, · · · , e2n} es base del haz
tangente a M2n, entonces

Aνk(Jei, ej) = −AJνk(ei, ej) = Aνk(ei, Jej)

para
1 ≤ i, j ≤ 2n

1Para el Flujo de Curvatura Media estamos asumientdo que la métrica en la subvariedad es la
métrica inducida, por lo que ésta no es una condición adicional.
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1 ≤ k ≤ 2(m− n)

Demostración. Comenzaremos por probar la primer igualdad:

Retomando la ecuación (1.8), la simetría de la segunda forma fundamental A
implica

Aνk(Jei, ej) = Aνk(ej, Jei)

=
〈
∇̃ejJei, νk

〉
=

〈
J∇̃ej ei, νk

〉
+
〈
�
���(∇̃ejJ)ei, νk

〉
.

= −
〈
∇̃ej ei, Jνk

〉
= −AJνk(ej, ei)

= −AJνk(ei, ej) .

Análogamente para la segunda igualdad:

Aνk(ei, Jej) =
〈
∇̃ei Jej, νk

〉
=

〈
J∇̃ei ej, νk

〉
+
〈
����(∇̃eiJ)ej, νk

〉
= −

〈
∇̄ei ej, Jν

〉
= −AJνk(ei, ej) .

Lema 3.6. Sea
(
M̃2m, ω, J, g̃

)
una variedad Kähler y sea (M2n, J) una subvariedad

compleja de M̃2m. Entonces M es mínima.

Demostración. Sea {e1, · · · , en, e∗1, · · · , e∗n} una base ortonormal del haz tangente
de M tal que e∗i = Jei para todo i = 1, · · · , n. Sea {ν1, · · · , νm−n, ν

∗
1 , · · · , ν∗m−n}

una base ortonormal del haz normal a M tal que ν∗i = Jνi para todo i = 1, · · · , ν.
Demostraremos que las componentesHανα del vector de curvatura media H son cero.

Para hacer evidente la distinción entre los términos relacionados con el haz tan-
gente a la subvariedad y los términos relacionados con el haz normal, utilizaremos la
siguiente convención:
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Llamaremos α al índice que recorre los 2(m − n) elementos de la base del haz
normal a la subvariedad y los nombraremos de la siguiente manera:

α = 1, · · · ,m− n, 1∗, · · · , (m− n)∗ .

Los índices i, j recorrerán los 2n elementos de la base del haz tangente a la
subvariedad y análogamente los nombraremos:

i, j = 1, · · · , n, 1∗, · · · , n∗ .

Sean hαij las componentes de la segunda forma fundamental de M ,

H =
∑
α

Hανα =
∑
α

∑
i

g̃iihαiiνα ,

la suma sobre i se puede separar de la siguiente manera

H =
∑
α

{∑
i

giihαiiνα +
∑
i

gi
∗i∗hαi∗i∗να

}

=
∑
α

{∑
i

gii
〈
∇̃eiei, να

〉
+
∑
i

gi
∗i∗
〈
∇̃e∗i

e∗i , να

〉}
.

Al sustituir e∗i = Jei, podemos usar el Lema 3.5 para intercambiar J del subíndice en
la derivada covariante hacia el término e∗i , resultando un cambio de signo

H =
∑
α

{∑
i

gii
〈
∇̃eiei, να

〉
+
∑
i

gi
∗i∗
〈
∇̃eiJe

∗
i , να

〉}
.

Como Je∗i = −ei y además la base es ortonormal gii = gi
∗i∗ = 1,

H =
∑
α

{
����������∑

i

gii
〈
∇̃eiei, να

〉
+

������������∑
i

gi
∗i∗
〈
−∇̃eiei, να

〉}
= 0 .

A partir del Lema anterior, podemos postular el siguiente teorema que muestra una
restricción en las soluciones al Flujo de Curvatura Media debida a las estructuras que
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hemos asumido.

Teorema 3.7. No existen t-familias de subvariedades complejas inmersas en una
variedad Kähler con métrica plana que sean solución autosimilar no homotética del
Flujo de Curvatura Media.

Demostración. Sea M̃ la variedad ambiente, si existiera una familia de subvariedades
simplécticas con esas características, por el lema anterior, cada variedad en la familia
sería mínima, es decir, existiría una familia de inmersiones F : M × [0,∞) → M̃
tal que el vector de curvatura media H(·, t) es el vector 0 y F sería una solución
estacionaria al Flujo de Curvatura Media, en particular para todo punto p ∈M ,

F (p, 0) = F (p, t) ,

y en consecuencia, para cualquier isometría ϕ tenemos

ϕ (F (p, 0), 0) = ϕ (F (p, t), t) .

Derivando respecto t y utilizando la ecuación de Flujo de Curvatura Media,

0 =
∂

∂t
ϕ (F (p, 0), 0) =

∂ϕ

∂t
+ dϕ

(
∂F

∂t

)
=

∂ϕ

∂t
+����dϕ (H) .

En particular, la isometría identidad satisface las ecuaciones anteriores; sin embargo,
por la unicidad de soluciones del Flujo de Curvatura Media [8], concluimos que ϕ sólo
puede ser trivial.

3.2. Subvariedades Lagrangianas: Esferas de Whitney

En el trabajo de Chen [12] y Li [21], el Principio del Máximo es utilizado para el
análisis de singularidades y demostrar la invarianza de la estructura simpléctica bajo
el Flujo de Curvatura Media. Aplicar este principio hace necesario imponer ciertas
condiciones sobre la variedad ambiente, como asumir que es de tipo Einstein o conocer
a priori cotas sobre alguno de los términos en la ecuación (3.2).

Abordaremos esta sección restringiendo el análisis a una familia de subvariedades
lagrangianas de Cm denominada esferas de Whitney (Definición 3.8). La importancia
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de estudiar la evolución de estas subvariedades radica en que la ecuación de Flujo
de Curvatura Media se reduce a la evolución de una curva en Cm, reduciendo la
dimensión del problema. Si bien se trata de un caso particular, existen otras familias
de subvariedades con esta misma propiedad a las que puede generalizarse el análisis.

Smoczyk [37] también aborda la evolución por Flujo de Curvatura Media de es-
feras de Whitney, de su trabajo retomamos las definiciones 3.8-3.9 y algunas de sus
propiedades de las que no se incluye demostración en su trabajo [37,38]. Sin embargo
los resultados que aquí se presentan son diferentes, en particular, damos una solución
numérica a la evolución de esferas de Whitney y en el Teorema 3.18 damos una
demostración de la invarianza de su estructura lagrangiana aplicando directamente
el Corolario 2.7. Esta demostración difiere de otras, ya que aquí no utilizamos la con-
dición de una variedad ambiente de tipo Einstein ni la compacidad de la subvariedad.

Definición 3.8. Sea R > 0 y C un punto en Cm, definimos la esfera de Whitney de
radio R y centro C como la inmersión lagrangiana de Sm en Cm definida por

WR,C : Sm → Cm

WR,C(x0, x1, · · · , xm) =
R

1 + x20
(x1, · · · , xm;x0x1, · · · , x0xm) + C

Utilizaremos la siguiente definición de curva perfil [2, 37] para reducir la dimen-
sión del problema.

Definición 3.9. Sea δ > 0 y z(s) = (u(s), v(s)) una curva regular en el plano
complejo definida sobre (−δ, δ). Diremos que z(s) es la curva perfil asociada al mapeo
F : (−δ, δ)× Sm−1 → Cm, si F es una inmersión de la forma

F :Mm = (−δ, δ)× Sm−1 → Cm

F (s, x) = (u(s)S(x), v(s)S(x)) ,
(3.6)

donde S es el encaje estándar de Sm−1 en Rm.

Para asegurar que el mapeo (3.6) resulte en una inmersión, en [37] se menciona la
siguiente condición que aquí postulamos como un teorema e incluimos una demostra-
ción.

Lema 3.10. Si z(s) es una curva que no pasa por el origen, entonces F definida
por (3.6) es una inmersión.
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Demostración. Como M = (−δ, δ)× Sm−1,

T(s,p)M = Tsz ⊕ TpSm−1

y .

dF : T(s,p)M → TF (s,p)Cm .

Usaremos la Definición 1.4 y probaremos que dF es inyectiva:

Sea p = (x1, · · · , xm−1) un punto en Sm−1 y sea { ∂
∂xi}m−1

i=1 una base de su espacio
tangente, el conjunto

{∂s} ∪
{
∂

∂xi

}m−1

i=1

es una base de T(s,p)M .

Sean Si las componentes del encaje estándar S : Sm−1 → Rm

S(x1, · · · , xm−1) = (S1(x1, · · · , xm−1), · · · , Sm(x1, · · · , xm−1)),

aplicamos dF a cada elemento de la base de T(s,p)M :

dF (∂s) = (u′(s)S(p), v′(s)S(p))

(3.7)

∂iF := dF

(
∂

∂xi

)
= (u(s)∂iS1, · · · , u(s)∂iSm−1; v(s)∂iS1, · · · , v(s)∂iSm−1) .

Para probar que dF es inyectiva, probaremos que dim(ker(dF )) = 0 y usaremos la
siguiente relación

dim(T(s,p)M) = dim(ker(dF )) + dim(Im(dF )) . (3.8)

A partir de la ecuación (3.7), y ya que z(s) una curva regular que no pasa por el
origen, podemos ver que dF (∂s) no es combinación lineal de ∂iF , i = 1 · · · ,m− 1 .
Por tanto el espacio generado por dF (∂s) es un subespacio de dim (Im (dF )) y en
consecuencia

dim (Im (dF )) = 1 + dim
(
Im
(
dF |TpSm−1

))
.
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Por otra parte, como z(s) no pasa por el origen, la dimensión del espacio generado por
{∂iF} , i = 1, · · · ,m− 1 coincide con la dimensión de TpSm−1. Es decir,

dim (Im (dF )) = m = dim(T(s,p)M) ,

de acuerdo con (3.8), dim(ker(dF )) = 0 ⇒ dF es inyectiva.

Demostraremos ahora que la evolución por Flujo de Curvatura Media de una
subvariedad lagrangiana con curva perfil z(s) se puede reducir a una ecuación de
evolución para z(s). Comenzaremos por dotar a Cm con la métrica riemanniana es-
tándar, asumiremos que Mm tiene una curva perfil z(s) la cual no pasa por el origen y
construiremos una base ortonormal de T(s,p)Mm :

Sea (s, p) un punto de Mm ⊂ Cm y sea {e1, · · · , em−1} una base ortonormal
de TpSm−1, definiremos r como la distancia del punto z(s) al origen de C, es decir,
r = |z(s)|. Como z(s) no pasa por el origen, r ̸= 0 y el conjunto

{E1, · · · , Em−1}

Ei :=
1

r
ei

(3.9)

es una base ortogonal de TpSm−1. Podemos extender al conjunto {E1, · · · , Em−1} a
una base de T(s,p)Mm agregando al conjunto el vector tangente a la curva perfil, a
saber,

E0 :=
1

|z′|
∂s. (3.10)

Debido a que z(s) no depende del encaje S(x) y {ei}m−1
i=1 es una base ortonornal,

el conjunto
{E0, E1, · · · , Em−1} (3.11)

define una base ortonormal respecto a la métrica estándar de Cm:

⟨E0, E0⟩ =
1

|z′|2
⟨(u′S, v′S), (u′S, v′S)⟩

=
|z′|2

|z′|2
(S2

1 + · · ·+ S2
m−1) = 1
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⟨E0, Ei⟩ = 0 , i ̸= 0

⟨Ei, Ej⟩ = r−2⟨(uei, vei), (uej, vej)⟩

=
1

|z|2
(u2 + v2)δij = δij .

En los Lemas 3.11-3.14 obtenemos explícitamente la curva perfil para las esferas
de Whitney y caracterizamos a estas últimas como subvariedades lagrangianas.

Lema 3.11. Para esferas de Whitney, la curva perfil es de la forma

z(s) =
1

1 + cos2(s)
(− sen(s), sen(s) cos(s)) . (3.12)

Demostración. Comenzamos con la parametrización de la esfera Sm en Rm+1

x0 = cos(θ0)

x1 = sen(θ0) cos(θ1)

x2 = sen(θ0) sen(θ1) cos(θ2)
... (3.13)

xm−1 = sen(θ0) sen(θ1) · · · sen(θm−2) cos(θm−1)

xm = sen(θ0) sen(θ1) · · · sen(θm−2) sen(θm−1)

donde el dominio de los parámetros es

0 ≤ θ0, · · · , θm−2 ≤ π

0 ≤ θm−1 ≤ 2π .

A partir de la Definición 3.8 con R = 1 y C = 0, y la ecuación (3.13) podemos
obtener una expresión explícita para las esferas de Whitney

W1,0 : Sm → Cm

W1,0(x0, x1, · · · , xm) =
1

1 + x20
(x1, · · · , xm;x0x1, · · · , x0xm) .

Retomando la Definición 3.9, podemos obtener una expresión en términos de la curva
perfil si factorizamos de x1, · · · , xm en (3.13) los términos que corresponden a una
esfera S de dimensión m− 1, a saber,

S1 = cos(θ1)
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S2 = sen(θ1) cos(θ2)
... (3.14)

Sm−1 = sen(θ0) sen(θ1) · · · sen(θm−2) cos(θm−1)

Sm = sen(θ0) sen(θ1) · · · sen(θm−2) sen(θm−1)

Comparando (3.13) y (3.14), podemos reescribir las primeras m coordenadas de W1,0

como

1

1 + cos2(θ0)
(sen(θ0)S1, sen(θ0)S2, · · · , sen(θ0)Sm, ) ,

mientras que las últimas m coordenadas de W1,0 las reescribimos como

1

1 + cos2(θ0)
(cos(θ0) sen(θ0)S1, cos(θ0) sen(θ0)S2, · · · , cos(θ0) sen(θ0)Sm) .

Es decir, en un intervalo 0 ≤ θ0 ≤ π, la curva

1

1 + cos2(θ0)
(sen(θ0), sen(θ0) cos(θ0)) (3.15)

determina la curva perfil de W1,0. Sin embargo, de acuerdo con la Definión 3.9 debe-
mos parametrizar (3.15) sobre un intervalo simétrico (−δ, δ), sean

u =
sen(θ0)

1 + cos2(θ0)
y v =

sen(θ0) cos(θ0)

1 + cos2(θ0)
,

entonces (
u2 + v2

)2
= u2 − v2 . (3.16)

La ecuación (3.16) define la ecuación cartesiana de una curva lemniscata que puede
parametrizarse en un intervalo simétrico (−π, π) como

z(s) =
1

1 + cos2(s)
(− sen(s), sen(s) cos(s)) .

En la Figura 3.2 mostramos el trazo de la curva (3.12). A partir de la parametri-
zación de la curva perfil y de las ecuaciones (3.14), es posible escribir una expresión
explícita para la esfera de Whitney de dimensiónm. El Apéndice A contiene el código
para generar la Figura 3.3, la cual muestra la siguiente proyección a R3 de la 2-esfera
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Figura 3.2:
Gráfica de la curva perfil
para esferas de Whitney
(ecuación 3.12).

de Whitney:

(u(s) cos θ, u(s) sen θ, v(s) cos θ, v(s) sen θ) 7→ (u(s) sen θ, v(s) cos θ, v(s) sen θ) .

Figura 3.3: .
Proyección de la esfera de Whitney de dimensión dos sobre el espacio
(0 + ia, b+ ic) ∈ C2, a, b, c ∈ R.

Asociada a h, la forma hermitiana estándar en Cm

h =
m∑
k=1

dzk ⊗ dz̄k ,

tenemos la forma simpléctica ω = Imh. En el siguiente lema probaremos que la
inmersión de las esferas de Whitney define una subvariedad lagrangiana especto esta
forma simpléctica.

Lema 3.12. Dada z(s) una curva perfil, la inmersión (3.6) de M en Cm define una
subvariedad lagrangiana.

Demostración. Probaremos que para cualquier par Ei, Ej la forma simpléctica se
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anula, para ello basta considerar los siguientes dos casos.

Caso i, j ̸= 0.

ω (Ei, Ej) =
1

|z|2
ω ((u∂iS; v∂iS), (u∂jS; v∂jS))

=
1

|z|2
ω
(
(u∂iS

1, · · · , u∂iSm; v∂iS
1, · · · , v∂iSm),

(u∂jS
1, · · · , u∂jSm; v∂jS

1, · · · , v∂jSm)
)

=
1

|z|2
Im

(
(u2 + v2)((∂iS

1)(∂jS
1) + · · ·+ (∂iS

m)(∂jS
m))

+i uv
(
−�������
(∂iS

1)(∂jS
1)− · · · −((((((((

(∂iS
m)(∂jS

m)

+�������
(∂iS

1)(∂jS
1) + · · ·+((((((((

(∂iS
m)(∂jS

m)
))

= 0 .

Caso i = 0 , j ̸= i.

ω (Ei, Ej) =
1

|z|2
ω ((usS; vsS), (u∂jS; v∂jS))

=
1

|z|2
ω
(
(usS

1, · · · , usSm; vsS
1, · · · , vsSm),

(u∂jS
1, · · · , u∂jSm; v∂jS

1, · · · , v∂jSm)
)

=
1

|z|2
Im

(
(usu+ vsv)(S

1∂jS
1 + · · ·+ Sm∂jS

m)

i (−usv + uvs)(S
1∂jS

1 + · · ·+ Sm∂jS
m)
)

=
1

|z|2
(−usv + uvs)����S · ∂jS

= 0 ,

donde la última igualdad se obtiene al notar que el vector de posición S de la esfera es
paralelo al vector normal, y éste es ortogonal a los vectores tangente.

A partir de aquí nos enfocaremos en la estructura lagrangiana de las esferas de
Whitney, por esta razón utilizaremos el conjunto {E0, · · · , Em, F0 := JE0, · · · , Fm :=
JEm} como base de Cm.
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Lema 3.13. (Savas-Halilaj [37]) Sea z(s) una curva perfil asociada a una inmersión
F en Cm, sean r = |z(s)|, κ la curvatura de la curva z(s) y n su vector unitario
normal. Si definimos

p = ⟨z,n⟩r−2 . (3.17)

Entonces, la segunda forma fundamental tiene las siguientes componentes:

Av0 = −


κ 0 · · · 0
0 p · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · p

 , Avj = −


0 p · · · p
p 0 · · · 0
...

... . . . ...
p 0 · · · 0

 si j ̸= 0 .

Demostración. Comenzamos por calcular las componentes de la segunda forma fun-
damental:

h0ss = ⟨∇E0E0, F0⟩

=
1

|z′|2

〈
∇∂s

(
1

|z′|2
∂sF

)
, J∂sF

〉
=

1

|z′|2
∇∂s

(
1

|z′|2

)
(((((((⟨∂sF, J∂sF ⟩+

1

|z′|3
⟨∇∂s∂sF, J∂sF ⟩

=
1

|z′|3
⟨(u′′S; v′′S), (−v′S;u′S)⟩

=
1

|z′|3
⟨(u′′S1, · · · , u′′Sm; v

′′S1, · · · , v′′Sm),

(−v′S1, · · · ,−v′Sm;u
′S1, · · · , u′Sm)⟩

=
1

|z′|3
(
−u′′v′(S2

1 + · · ·+ S2
m) + v′′u′(S2

1 + · · ·+ S2
m)
)

= −κ(S2
1 + · · ·+ S2

m) = −κ ,

donde la última igualdad se obtuvo porque S2
1 + · · ·+ S2

m es el cuadrado del radio de
la esfera en Rm que asumimos igual a uno por ser el encaje estándar (definición 3.9).

Sea i, j = 1, · · · ,m,

h0ij =
1

|z′|r2

〈
∇∂i∂j, J

∂F

∂s

〉
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=
1

|z′|r2
⟨(u∂ijS; v∂ijS), J∂sF ⟩

=
1

|z′|r2
⟨(u∂ijS; v∂ijS), (−v′S;u′S)⟩

=
1

|z′|r2
⟨(u∂ijS1, · · · , u∂ijSm; v∂ijS1, · · · , v∂ijSm),

(−v′S1, · · · ,−v′Sm;u
′S1, · · · , u′Sm)⟩

=
1

|z′|r2
(−uv′(S1∂ijS1)− · · · − uv′(Sm∂ijSm)

+vu′(S1∂ijS1) + · · ·+ vu′(Sm∂ijSm))

=
1

|z′|r2
(−uv′ + vu′) (∂i(S1∂jS1)− (∂iS1)(∂jS1) + · · ·

+∂i(Sm∂jSm)− (∂iSm)(∂jSm)) ,

como en Rm el vector de posición S de la esfera es paralelo al vector normal, tenemos

h0ij =
1

|z′|r2
(−uv′ + vu′) (∂i(����S · ∂jS)− ∂iS · ∂jS)

= − 1

r2
⟨z,n⟩R2δij ,

la última igualdad se sigue de haber utilizado el encaje estándar que genera una base
de vectores tangentes ortonormales {∂jS}j=1,...,m. Por otra parte,

h00j =
1

|z′|2r

〈
∇∂s∂j, J

∂F

∂s

〉
=

1

|z′|2r
⟨(∂s∂jF ) , (−v′S;u′S)⟩

=
1

|z′|2r
⟨(u′∂jS; v′∂jS) , (−v′S;u′S)⟩

=
1

|z′|2r((((((((
(−v′u′ + u′v′) (S∂jS1 + · · ·+ S∂jSm) = 0

Ahora obtendremos las componentes de la segunda forma fundamental en la dirección
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Fk, k = 1, · · · ,m

hk00 =
1

|z′|2r

〈
∇∂s∂sF, J

∂F

∂xk

〉
=

1

|z′|2r
⟨(u′′S; v′′S) , (−v∂kS;u∂kS)⟩

=
1

|z′|2r
(−vu′′ + uv′′) (����S · ∂kS) = 0 .

hkij =
1

r3

〈
∇∂i∂jF, J

∂F

∂xk

〉
=

1

r3
⟨(u∂ijS; v∂ijS) , (−v∂kS;u∂kS)⟩

=
1

r3�
������

(−vu+ uv) (u∂ijS; v∂ijS) = 0 .

hk0j = hkj0 =
1

|z′|r2

〈
∇∂s∂jF, J

∂F

∂xk

〉
=

1

|z′|r2
⟨(u′∂jS; v′∂jS) , (−v∂kS;u∂kS)⟩

=
1

|z′|r2
(−vu′ + uv′) (∂kS · ∂jS)

= − 1

r2
⟨z,n⟩R2δkj = −p δkj .

A partir de las componentes hkij podemos calcular el vector de curvatura media H
y la norma de la segunda forma fundamental |A|.
Lema 3.14. Sea z(s) una curva perfil asociada a una inmersión F en Cm, sea κ
la curvatura de la curva z(s) y n su vector unitario normal. Entonces el vector de
curvatura media H y la norma de la segunda forma fundamental |A| están dadas por

H = − (κ+ (m− 1)p)N

|A|2 = κ2 + 3(m− 1)p2 ,

donde p = ⟨z,n⟩r−2 y N := 1
|z′| J∂sF .
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Demostración. Al igual que en los lemas anteriores, utilizaremos la métrica estándar
en Cm a la que denotaremos g y la base unitaria

{E0, E1, · · · , Em−1, F0, . . . , Fm−1}

donde los vectoresEi son tangentes a la esfera de Whitney y fueron definidos en (3.9)-
(3.10), mientras que Fi = JEi para i = 0, · · · ,m− 1 .

Retomando la Definición 1.12,

H = H0F0 +
m−1∑
k=1

HkFk

=
(
gijA0

ij

)
F0 +

m−1∑
k=1

gijAk
ij Fk

=
(
giiA0

ii

)
F0 +

m−1∑
k=1

gii�
�Ak
ii Fk

= −(κ+ (m− 1)p)F0

= −(κ+ (m− 1)p)
1

|z′|
J∂sF .

Por otra parte,

|A|2 =
m−1∑
ι=0

gijgklAι
ikA

ι
jl

=
m−1∑
ι=0

giigklAι
ikA

ι
il

=
m−1∑
ι=0

giigkkAι
ikA

ι
ik

= (giiA0
ii)

2 +
m−1∑
ι=1

giigkk (Aι
ik)

2

= κ2 + (m− 1)p2 +
m−1∑
ι=1

gii
m−1∑
k

(Avι
ik)

2

= κ2 + (m− 1)p2 + 2(m− 1)p2

= κ2 + 3(m− 1)p2 .
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A partir del lema anterior podemos escribir la ecuación de evolución para las
esferas de Whitney:

∂F

∂t
= − (κ+ (m− 1)p)N . (3.18)

Sea S(x) el encaje estándar de Sm−1 en Rm como en la definición 3.9. De acuerdo
con Savas-Halilaj, et. al. [37], a lo largo del Flujo de Curvatura Media se preserva la
invarianza bajo rotaciones del encaje S; y esto implica que la dependencia temporal
del flujo se encuentra únicamente en la curva perfil z(s).

Sea F (s, x; t) = (u(s, t)S(x); v(s, t)S(x)) una solución al Flujo de Curvatura
Media cuya condición inicial F (s, x; 0) es una esfera de Whitney,

∂F

∂t
= (ut S(x); vtS(x)) . (3.19)

Por otra parte, por la ecuación (3.18),

∂F

∂t
= − (κ+ (m− 1)p)N

= −κ+ (m− 1)p

|z′|
(−v′S(x);u′S(x)) . (3.20)

Comparando cada componente en (3.19) y (3.20) vemos que la ecuación de evolución
se reduce a una ecuación para la curva perfil z(s, t) y su vector normal n̂:

(ut S(x); vt S(x)) = −κ+ (m− 1)p

|z′|
(−v′S(x);u′S(x))

⇒



utS
1

...
utS

m

vtS
1

...
vtS

m


= −κ+ (m− 1)p

|z′|



−v′S1

...
−v′Sm

u′S1

...
u′Sm


⇒ (ut , vt) = −κ+ (m− 1)p

|z′|
(−v′, u′)
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⇒ ∂z

∂t
= − (κ+ (m− 1)p) n̂ . (3.21)
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(a)

(b)

Figura 3.4: .
Comparación entre la solución
numérica de la ecuación (3.21)
utilizando la aproximación de Ki-
mura [25] (a), y nuestra propues-
ta [40] (b). Aunque los resultados
son similares, la solución (b)
preserva la simetría respecto al eje
horizontal por lo que representa
una mejor aproximación.

A partir de aquí, dedicaremos el resto de esta sección a calcular numéricamente
la solución a la ecuación (3.21) en una vecindad tubular. Debido a la similitud entre
la ecuación anterior y un flujo dependiente de la curvatura en R2, el método numé-
rico que aquí presentamos tiene la particularidad de que al fijar ciertos parámetros
se reconstruye el Flujo de Curvatua Media clásico. Este mismo esquema lo hemos
aplicado al problema de parametrización de contornos y presentado en otro de nuestros
trabajos [40].

Existen otras técnicas que permiten resolver flujos dependientes de la curvatura,
por ejemplo a través del Método de Conjuntos de Nivel (ver Osher [36]) y la apro-
ximación propuesta por Kimura [25]. Aunque nuestro método retoma del trabajo de
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Figura 3.5: .
Evolución por Flujo de
Curvatura Media de la
curva perfil de la 2-esfera
Whitney. En rojo se mues-
tra la curva inicial y la
intensidad de color negro
representa el avance en el
tiempo.

Kimura la aproximación por diferencias finitas de la curvatura y los vectores tangentes,
éste consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales formado por una ecuación
de deformación de una curva y una ecuación de Poisson; es a través de esta última
que se calcula la componente normal del vector de deformación. En la Figura 3.4
hacemos una comparación entre el método de Kimura, sumando a la curvatura el
término ((m− 1)p)n, y nuestro esquema numérico.

Para la Figura 3.4 hemos utilizado la simetría de la curva perfil para dividir el
dominio en dos lazos (−π, 0) y (0, π). Esta misma técnica es utilizada por Savas-
Halilaj y Smoczyk [37] en su análisis geométrico. En la Figura 3.5 hemos reflejado la
solución horizontalmente y usado una interpolación a base de splines para ilustrar la
evolución de la curva perfil.

Antes de establecer nuestro esquema numérico, reescribiremos la ecuación (3.21)
en una vecindad tubular para garantizar la existencia y unicidad de soluciones en esa
vecindad.

Lema 3.15. Sea z(s, t) una solución a la ecuación (3.21) con z(s, 0) parametrizada
por longitud de arco. Sea ε > 0 tal que z(s, t) esté contenida en una vecindad tubular
de z(s, t) para todo t en el intervalo [0, ε) y pueda reparametrizarse como

z(s, t) = z0(s) + f(s, t)n0 . (3.22)

Entonces la ecuación (3.21) se puede reescribir como

∂f

∂t
= − 1− κ0f√

(1− κ0f)2 + (f ′)2
(κ(t) + (m− 1)p) . (3.23)

Demostración. A partir de la ecuación (3.22) calcularemos el vector tangente T, el
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vector normal n y la curvatura κ:

T =
z′

||z′||
=

z′0 + f ′n0 − κ0fT0

||z′0 + f ′n0 − κ0fT0||
=

(1− κ0f)T0 + f ′n0

||(1− κ0f)T0 + f ′n0||

=
(1− κ0f)T0 + f ′n0√
(1− κ0f)2 + (f ′)2

(3.24)

Sea J =

(
0 −1
1 0

)
, entonces

n = JT =
(1− κ0f)n0 − f ′T0√
(1− κ0f)2 + (f ′)2

(3.25)

κ(t) =
T′ · JT
||z ′||

=

((
(1−κ0f)κ0

|z′| + ∂s
f ′

|z′|

)
n0 +

(
−f ′κ0

|z′| + ∂s
1−κ0f
|z′|

)
T0

)
·
(

1−κ0f
|z′| n0 − f ′

|z′|T0

)
|z ′|

=
(1− κ0f)f

′′ + ff ′κ′0 + 2κ0(f
′)2 + κ0 − 2κ20f + κ30f

2

((1− κ0f)2 + (f ′)2)3/2

(3.26)

Al igualar la ecuación (3.21) con la derivada de la ecuacion (3.22) a lo largo de n0,
tenemos:

∂f

∂t
⟨n0,n0⟩ = −(κ(t) + (m− 1)p) ⟨n,n0⟩ ,

donde

p =
⟨z,n⟩
r2

= (f + ⟨z0,n0⟩)
1− κ0f

|z′| |z|2
− f ′⟨z0,T0⟩

|z′| |z|2
.

Finalmente obtenemos

∂f

∂t
= − 1− κ0f√

(1− κ0f)2 + (f ′)2
(κ(t) + (m− 1)p) .
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Debido a su extensión, dedicamos el Apéndice B a demostrar la existencia y
unicidad de soluciones en una vecindad tubular. Sin embargo, queremos destacar que
la función f del lema anterior representa los desplazamientos verticales de la curva
perfil. Nuestro esquema numérico se encarga de calcular estos desplazamientos.

El esquema numérico que proponemos en este trabajo y en [40] consiste en rees-
cribir la evolución de una curva plana bajo el Flujo de Curvatura Media a través de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Consideremos el siguiente problema:

Sea ρ una distribución dada, y z0(s) una curva cerrada y diferenciable; buscamos
una t-familia de curvas z(s, t) con curvatura κ, cuyo interior denotaremos por Ω, que
sea solución al siguiente sistema:

(P1)


∂z
∂t

= ∂u
∂n
n

z(·, 0) = z0

(P2)′



∆u = ρ en Ω

u(x, 0) = g(x) en ∂Ω

∂u
∂n

= κ si ρ(x) = 0 .
Notemos que si ρ = 0, el desplazamiento en la dirección normal a la curva es igual

a la curvatura, recuperándose la ecuación de flujo de Curvatura Media. Para resolver
la ecuación (3.21), haremos la siguiente modificación a (P2)′:

(P2)



∆u = ρ en Ω

u(x, 0) = g(x) en ∂Ω

∂u
∂n

= κ+ (m− 1)p si ρ(x) = 0 .

El valor de la función u en ∂Ω no lo conocemos explícitamente, sin embargo más
adelante veremos la necesidad de calcularlo numéricamente. Nuestro trabajo [40]
contempla el caso en el que la función ρ es igual a la función delta de Dirac como
una propuesta anisotrópica al Flujo de Curvatura Media. Sin embargo, para resolver la
ecuación (3.21), esto no es necesario y nos limitaremos a citar el siguiente resultado.

Teorema 3.16. (Velázquez [40]) Sea z0 una curva inicial de clase C3, denotemos por
Ω su interior. Sea r > 0 y p un punto en Ω tal que |x − p| > 0 para cualquier x en
una r−vecindad tubular de z0. Sea g una función de clase C2(∂Ω), ρ(y) = δ(y − p)
la función delta de Dirac, y z0 cerrada y simple. Entonces el sistema (P1-P2) tiene
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una solución única.

.
Debido a que (P2) es un problema de Poisson, podemos hacer uso de la siguiente
proposición que demostramos en [40].

Proposición 3.17. Consideremos el problema (P2). Sea x un punto en la frontera ∂Ω
y sea

Φ(x) :=
1

2π
log

(
1

|x|

)
la solución fundamental de la ecuación de Laplace. Si u es solución de (P2), entonces∫

∂Ω

Φ(x− y)∆u(y) dy =

∫
∂Ω

(
Φ(x− y)

∂u

∂n
− u

∂Φ

∂n
(x− y)

)
dy − 1

2
u(x) .

Podemos sustituir las condiciones de frontera de (P2) en la fórmula de la proposi-
ción anterior para obtener alguna de las siguientes dos representaciones integrales:

■ Caso 1. Si ρ = 0,∫
∂Ω

Φ(x− y) (κ(y) + (m− 1)p) dy =

∫
∂Ω

u(y)
∂Φ

∂n
(x− y) dy +

1

2
u(x) . (3.27)

■ Caso 2. Si ρ ̸= 0,∫
∂Ω

Φ(x− y)
∂u(y)

∂n
dy =

∫
Ω

Φ(x− y)ρ(y) dσy

+

∫
∂Ω

u(y)
∂Φ

∂n
(x− y) dy +

1

2
u(x) . (3.28)

En ambas ecuaciones necesitamos conocer explícitamente el valor de u en ∂Ω.
Utilizando los puntos de la discretización de la curva inicial, las integrales en la
ecuación (3.27) pueden separase en arcos. Numéricamente, las integrales sobre cada
arco pueden aproximarse utilizando una fórmula de cuadratura; este cálculo estará
escrito en términos del valor de u en cada punto de la discretización, formando un
sistema lineal que puede ser resuelto para u.

De forma similar, podemos obtener un sistema de ecuaciones lineales para la
ecuación (3.28); sustituyendo el valor de u, resolvemos el sistema para las derivadas
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∂u/∂n. El valor de estas derivadas corresponde al desplazamiento en la dirección
normal [40].

En el caso general ρ ̸= 0, la discretización de las ecuaciones (3.27) y (3.28)
genera un sistema de 2N ecuaciones lineales con incógnitas u y ∂u/∂n evaluadas
en cada punto de la discretización. Sin embargo, cuando ρ = 0 el sistema, aunque
redundante, tiene la ventaja de corregir los errores numéricos provenientes de sumar
la aproximación de κ y el término dependiente de p; ya que corrige los errores al
aproximar por diferencias finitas la curvatura y los vectores tangentes. Por otra parte,
el término p = ⟨z,n⟩/r2 representa un mayor problema numéricamente, ya que
conforme la curva se contrae, el valor de r2 = |z|2 disminuye y p aumenta. En
consecuencia, cualquier error en la aproximación numérica de la curva comienza a
cobrar cada vez más peso conforme la curva se contrae.

Sea ∆t > 0 y {φk
1, · · · , φk

N} el conjuto de puntos que represente nuestra discre-
tización de la curva perfil al tiempo k∆t. Si llamamos bkj al desplazamiento en la
dirección vertical, nuestra solución utiliza las siguientes aproximaciones del trabajo
de Kimura [25]:

dj := |φk
j+1 − φk

j |

lk :=
∑
j

|φk
j+1 − φk

j |

τi :=
i

|i|
φk
j+i − φk

j

di
, for i = −2,−1, 1, 2

Tj ≈ −τ2 + 4τ1 + 4τ−1 − τ−2

6

κj ≈ µ
2(τ1 − τ−1)

d1 − d−1

+ (1− µ)
2(τ2 − τ−2)

d2 − d−2

(3.29)

y actualiza las posiciones de cada punto en la discretización inicial siguiendo la fór-
mula:

φk+1
j = φk

j +∆t
(
akjT

k
j + bkjn

k
j

)
. (3.30)

Debido a su extensión, los códigos utilizados para generar la Figura 3.4 se encuen-
tran disponibles en el repositorio github del autor de este trabajo [43]. Como caracte-
rística adicional del método numérico propuesto, destacamos que su implementación
actual está paralelizada.
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En la siguiente sección analizaremos la evolución del ángulo de Kähler.

3.3. Ángulo de Kähler en Esferas de Whitney

En esta sección demostraremos la invarianza bajo el Flujo de Curvatura Media de
la estructura lagrangiana para las esferas de Whitney como una consecuencia directa
del Corolario 2.7. A pesar de restringir el análisis a esta familia de subvariedades, un
argumento análogo se aplica a otras subvariedades lagrangianas equivariantes, ya que
la evolución de éstas se reduce a la evolución de una curva perfil [37].

En esta demostración no utilizamos el Principio del Máximo, condición sobre la
variedad ambiente, ni compacidad de la subvariedad.

Teorema 3.18. Sea τ > 0, sea M(t) la evolución por Flujo de Curvatura Media de
una esfera de Whitney inmersa en Cm. Entonces M(t) es lagrangiana para todo t en
[0, τ) .

Demostración. Al igual que en la sección anterior, utilizaremos la métrica estándar
en Cm y su forma simpléctica asociada. En el Lema 3.12 demostramos que las esferas
de Whitney poseen una estructura lagrangiana, por lo que sólo resta aplicar el Corola-
rio 2.7 para probar que el coseno del ángulo de Kähler cos θ = ω

∣∣
M(t)

es constante, es
decir, ∂ω/∂t = 0.

Sea X : M × [0, τ) → Cm la familia de inmersiones que describe la evolución
por Flujo de Curvatura Media de una esfera de Whitney. A partir del Corolario 2.7,
sabemos que

∂ω

∂t

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∑
α<β ̸=k

∂ωkβ

∂xα
Hα∂X

k

∂xi
∂Xβ

∂xj

+
∑

α<β ̸=k

ωαβ

(
∂Hα

∂xi
∂Xβ

∂xj
− ∂Hα

∂xj
∂Xβ

∂xi

)
.

Podemos prescindir del primer término del lado derecho de la ecuación anterior no-
tando que la única componente no nula del vector de curvatura media Hα es cuando
α = 0, y por tanto xα = s. Sin embargo, la forma simpléctica es fija y sus componentes
ωαβ no dependen de la curva perfil por lo que su derivada respecto s es cero. En
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consecuencia,

∂ω

∂t

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∑
α<β ̸=k

ωαβ

(
∂Hα

∂xi
∂Xβ

∂xj
− ∂Hα

∂xj
∂Xβ

∂xi

)
. (3.31)

Ahora analizaremos por casos el término a la derecha de la ecuación anterior:

Caso 1: xi = xj = s.
Reescribimos este término como:∑

α<β ̸=k

ωαβ

(
����

��∂Hα

∂s

∂Xβ

∂s
−

���
���∂Hα

∂s

∂Xβ

∂s

)
= 0 .

Caso 2: xi ̸= s y xj ̸= s (el caso xi = xj ̸= s es análogo).
Debido a que el vector de curvatura media depende exclusivamente del paráme-
tro s, tenemos:

∂Hα

∂xi
=
∂Hβ

∂xj
= 0 .

⇒ ∂ω

∂t

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
∑

α<β ̸=k

ωαβ

(
�

�
�∂Hα

∂xi
∂Xβ

∂xj
−

�
�
�∂Hα

∂xj
∂Xβ

∂xi

)
= 0 .

Caso 3: xi = s ̸= xj

Análogamente al caso anterior, las componentes Hα del vector de curvatura
media H sólo dependen de s, por tanto

∂ω

∂t

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
∑

α<β ̸=k

ωαβ

(
∂Hα

∂s

∂Xβ

∂xj
−

�
�
�∂Hα

∂xj
∂Xβ

∂s

)
= ω

(
∂H

∂s
,
∂X

∂xj

)
.

Sea ζ := −κ+(m−1)p
|z′| , a partir de la ecuación (3.20) podemos reescribir

∂sH = (∂sζ) (−vsS;usS) + ζ (−vssS;ussS)

∂Xβ

∂xj
= (u∂jS; v∂jS)
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⇒ ω

(
∂H

∂s
,
∂X

∂xj

)
= Im

(∑
k

dzk ⊗ dz̄k
(
∂H

∂s
,
∂X

∂xj

))

= [(∂sζ)(−vsS)− ζvssS] · (−v∂jS)
+ [(∂sζ)usS + ζussS] · (u∂jS)

Por tanto,

ω

(
∂H

∂s
,
∂X

∂xj

)
= �����(S · ∂jS) ((∂sζ)(us − vs) + ζ(uss − vss))

= 0 ,

donde se ha utilizado que el vector de posivción S es paralelo al vector normal
a las esferas y en consecuencia ortogonal a los vectores tangentes ∂jS.

Caso 4: xi ̸= s = xj .
Se reduce al caso anterior utilizando la antisimetría de (3.31) al intercambiar i
con j.

71





Capítulo 4

Aplicaciones

4.1. Flujo de Curvatura Media Renormalizado

En el capítulo anterior obtuvimos las fórmulas que nos permiten aproximar nu-
méricamente la evolución por Flujo de Curvatura Media (FCM) de la curva perfil de
las esferas de Whitney. Esta formulación parte de fijar, a lo largo de todo el flujo, el
número de puntos de la discretización de la curva perfil y actualizar sus posiciones en
pequeños subintervalos de tiempo. En esta sección se propone una manera de refinar
los segmentos poligonales de la discretización de la curva, la cual puede aplicarse
al problema de parametrización de contornos en imágenes [40]. La diferencia entre
encontrar numéricamente la evolución de curvas perfiles y la parametrización de con-
tornos, se encuentra únicamente en la condición de frontera del problema (P2).

El problema de parametrización de contornos consiste en encontrar una curva que
se ajuste a la frontera de un subconjunto finito de R2. En particular, aquí asumiremos
que la subregión es conexa y está representada por la matriz de pixeles asociada a una
imagen digital; donde los pixeles con valor 0 (color negro) forman la subregión de
R2, mientras que el resto de la imagen (o fondo) tiene asociados pixeles con valor 255
(color blanco).

En nuestro artículo [40] hemos propuesto e implementado una solución a este
problema. Esta solución consiste en evolucionar por FCM una curva cerrada cuyo
interior inicialmente contiene la subregión a aproximar, esta subregión es tratada como
un obstáculo que limita el avance de la curva a medida que sus segmentos coinciden
con la frontera de la subregión. En la Figura 4.1 mostramos una secuencia de imágenes
donde se muestra este proceso.
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Figura 4.1: .
Flujo de Curvatura Media Anisotrópico aplicado a la parametrización de contornos:
La curva (en color naranja) evoluciona por Flujo de Curvatura Media mientras que los
pixeles en la región gris restringen la evolución de la curva.

La implementación numérica del procedimiento utilizado en [40] requiere repre-
sentar la curva en evolución por una curva poligonal, donde el número de puntos que
la conforman determina la precisión que aproxima el contorno. Una manera de refi-
nar la aproximación de un contorno consiste en reemplazar cada segmento poligonal
pipi+1 por un arco y evolucionar dicho archo por FCM manteniendo fijos los puntos
extremos pi, pi+1. Lo anterior puede incluso generalizarse mediante alguna condición
que decida si el nuevo arco que se propone es cóncavo o convexo en función de la
curvatura en los puntos fijos.

El término renormalización se utiliza para referirse a ciertas técnicas utilizadas
para estudiar sistemas con un número grande de grados de libertad. La característica
principal de éstas consiste en un proceso llamado decimación, a partir del cual el
número de variables se reduce reasignándolas por bloques; dicho de otra manera,
estas técnicas buscan transformar (mediante ciertas funciones) las variables en va-
riables por bloque. Una descripción más profunda de estas técnicas puede encontrarse
en [7, cap. 5], sin embargo cabe destacar su amplia aplicación a sistemas físicos de
muchas partículas, en los cuales, uno de los procedimientos más utilizados es buscar
puntos fijos en estas transformaciones que mapean variables (o estados) a variables
por bloques y estudiar el sistema en vecindades de los puntos fijos.

En analogía a estas técnicas es que llamamos a este refinamiento renormalizado,
ya que los puntos que representan la curva en evolución definen arcos, los cuales
representan a los bloques. Una vez que los puntos coinciden con la frontera del obs-
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táculo se vuelven puntos fijos, entre los cuales definimos un nuevo arco (vecindad de
puntos fijos) que evoluciona bajo la misma dinámica (el Flujo de Curvatura Media), y
se obtiene una descripción más fina del contorno.

Independientemente del esquema numérico que se utilice para aproximar el FCM,
el siguiente teorema provee el marco analítico para el refinamiento propuesto, además
se incluye una cota para el tiempo durante el cual debe evolucionar un arco para
garantizar la convergencia.

Teorema 4.1. Sea φ(s, t) una familia de curvas planas, cerradas y de clase C3 que
satisface la ecuación de Flujo de Curvatura Media con vector normal n(s, t). Sean
p = φ(s0, t∗) y q = φ(s1, t∗) dos puntos sobre la curva al tiempo t∗. Sea f(s) otra
curva simple, de clase C∞, con curvatura positiva, cuyos extremos coinciden con p y
q y que puede parametrizarse como

f : [s0, s1] → R2

f(s) = φ(s, t∗) + r(s)n(s, t∗) ,

para alguna función r(s) > 0. Sea α0(s) la curva que resulta de reemplazar el
segmento pq ∈ φ(s, t∗) por la curva f(s) utilizando una función de pegado b(s) ∈
C∞. Sea L0 la longitud del arco pq ⊂ α0 y A(0) el área entre las curvas φ(s, t∗) y
α0. Si existe una familia de curvas α(s, t) ∈ C∞ tal que

∂α

∂t
= b(s)κn

α(s, 0) = f(s) .
(4.1)

Entonces, para alguna constante ζ la curva α(s, t) converge a φ(s, t∗) en un tiempo t
que satisface

t ≥ 1

2π2

(
ln(|ζ|L0 + 2π2A(0))− ln(|ζ|L0)

)
. (4.2)

Demostración. Primero veremos que el flujo (4.1) decrece monótonamente la longitud
L de la curva α en forma similar a como lo hace el Flujo de Curvatura Media:

L =

q∫
p

∣∣∣∣∂α∂s
∣∣∣∣ ds
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dL
dt

=

q∫
p

d

dt

∣∣∣∣∂α∂s
∣∣∣∣ ds = −1

2

q∫
p

bκ2
∣∣∣∣∂α∂s

∣∣∣∣ ds ≤ 0 , (4.3)

donde en la última igualdad hemos utilizado la siguiente relación

d

dt

∣∣∣∣∂α∂s
∣∣∣∣2 = 2

∂α

∂s
· ∂
∂s

(bκn) = −bκ2
∣∣∣∣∂α∂s

∣∣∣∣2

⇐⇒ d

dt

∣∣∣∣∂α∂s
∣∣∣∣ = −1

2
bκ2
∣∣∣∣∂α∂s

∣∣∣∣ .
Si a la desigualdad (4.3) aunamos el hecho de que la curva α es C∞ y en consecuencia
la curvatura varía continuamente; entonces la disminución en la longitud implica que
la función r, que corresponde a la distancia entre α y φ, también decrece en el tiempo,
es decir,

rt ≤ 0 . (4.4)

El área A entre α(s, t) y φ(s, t∗) está dada por

A =

q∫
p

r

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣ ds ,

mientras que su evolución en el tiempo,

dA
dt

=

q∫
p

(
rt

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣+ r∂t

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣) ds

=

q∫
p

rt

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣ ds− 1

2

q∫
p

brκ2
∣∣∣∣∂φ∂s

∣∣∣∣ ds . (4.5)

Usando la desigualdad (4.4) podemos probar que el área A también decrece en el
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tiempo:

dA
dt

≤ −1

2

q∫
p

brκ2
∣∣∣∣∂φ∂s

∣∣∣∣ ds ≤ 0 .

Por otra parte, mientras el flujo (4.1) exista, rt está acotada. Sea ζ < 0 una cota
superior a rt y L0 la longitud del arco pq ∈ α, finalmente estimamos el tiempo de
convergencia a partir de la ecuación (4.5):

dA
dt

=

q∫
p

rt

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣ ds− 1

2

q∫
p

brκ2
∣∣∣∣∂φ∂s

∣∣∣∣ ds
≥ ζ

q∫
p

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣ ds− 1

2

q∫
p

brκ2
∣∣∣∣∂φ∂s

∣∣∣∣ ds
≥ ζL0 −

1

2

q∫
p

brκ2
∣∣∣∣∂φ∂s

∣∣∣∣ ds .
Usando la desigualdad de Hölder (ver apéndice C) repetidamente, tenemos

dA
dt

≥ ζL0 −
1

2

 q∫
p

(κ2)2 ds

1/2

·

 q∫
p

(
br

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣)2

ds

1/2

≥ ζL0 −
1

2

 q∫
p

|κ| ds

2

· A

≥ ζL0 −
1

2
(2π)2A

= ζL0 − 2π2A , (4.6)

donde para la tercer desigualdad se utilizó la Proposicón 1.7.7 de [41]. Además, como

77



ζ < 0, a partir de la desigualdad anterior podemos encontrar que

A(t)∫
A(0)

1

|ζ|L0 + 2π2A
dA ≥ −t

⇒ ln(|ζ|L0 + 2π2A(0))− ln(|ζ|L0 + 2π2A(t)) ≤ 2π2t . (4.7)

Si A(τ) = 0 para alguna τ > 0, la desigualdad anterior nos permite estimar el tiempo
de convergencia como

t ≥ 1

2π2

(
ln(|ζ|L0 + 2π2A(0))− ln(|ζ|L0)

)
.

En la Figura 4.2 se muestra el refinamiento en la aproximación poligonal de dos
siluetas en color negro. Ambas siluetas se obtuvieron removiendo el color y aplicando
un filtro binario a las imágenes ISIC_0024316 e ISIC_0024370 de la base de imágenes
de lesiones dermatológicas ISIC20181. En amarillo se muestra la primer aproximación
poligonal y en azul el refinamiento obtenido al reemplazar cada segmento poligonal
por media circunferencia. En ambos ejemplos sólo se ha decidido mostrar los refi-
namientos que mejoran la aproximación del contorno, esto se determinó a partir del
porcentaje de puntos cuyas coordenadas coinciden con un pixel de color negro.

Finalmente, validaremos la cota (4.2) para un ejemplo en particular: Supongamos
que para un problema de parametrización de contorno, los puntos p = (−1, 0) y
q = (1, 0) coinciden con el contorno del obstáculo a un tiempo τ , y reemplazamos el
segmento de línea que los une por una media circunferencia; posteriormente, hacemos
evolucionar por FCM dicho arco manteniendo fijos los puntos p, q y el resto de la
curva.

En la Figura 4.3 se muestran los puntos p y q, y en color rojo el nuevo arco que
se ha colocado entre ellos. Para estimar el tiempo de convergencia al segmento de
recta pq, se resolvió numéricamente la ecuación de FCM y mediante una fórmula de
integración numérica se determinó el área entre cada arco y el segmento de recta pq.

La aproximación numérica se obtuvo utilizando el método de Crank-Nicolson

1La base de datos ISIC2018, así como la documentación respectiva, puede consultarse en
https://www.isic-archive.com.
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(a)

(b)

Figura 4.2: .
Refinamiento en la aproximación po-
ligonal de dos contornos obtenidos a
partir de imágenes de la base ISIC2018:
(a) ISIC_0024316, (b) ISIC_0024370.
En amarillo se muestra la primer
aproximación poligonal y en azul el
refinamiento obtenido al reemplazar
cada segmento poligonal por media cir-
cunferencia y evolucionarlo por FCM.

el cual es un método implícito, incondicionalmente estable y estándar para resolver
numéricamente ecuaciones parabólicas con condiciones a la frontera similares a las
que aquí se presentan. Por esta razón no incluiremos los detalles de la discretización,
sin embargo en el Apéndice D se incluye y comenta el código utilizado. La descripción
del método de Crank-Nicolson se encuentra en el trabajo de Ames [1], la discretización
de la curva y la aproximación de las derivadas se realizaron de acuerdo al método de
colocación de Chebyshev [42].
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p q

Figura 4.3: .
Evolución por FCM de un arco de circunferencia con extremos p, q fijos. En color rojo
se muestra el arco inicial y en negro, las aproximaciones numéricas de su evolución
hasta converger a un segmento de recta.

Al tratarse de una aproximación, el área A(t) no necesariamente se anula, por
esta razón se fijó como condición de paro un área menor o igual a 1.0E−8, la cual se
alcanzó en 117 iteraciones a un paso temporal ∆t = 1.25E−4, es decir, en un tiempo
Texp = 1.46E−2. Para la curva inicial de la Figura 4.3, la longitud y el área inicial
tienen los siguiente valores, respectivamente

L0 = 3.139, A(0) = 1.571 .

Podemos decir que para este ejemplo se valida la cota si la estimación teórica Tteo es
mayor a Texp. Esto lo haremos a partir de la desigualdad (4.7),

Tteo ≥
(ln(|ζ|L0 + 2π2A(0))− ln(|ζ|L0 + 2π2A(t)))

2π2

⇒ Tteo ≥ 0.952 ≥ Texp = 1.46E−2 ,

para este ejemplo se utilizó un valor ζ = −1.0E−8.
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4.2. Flujo de Curvatura Media y Campos Hamiltonianos
En el capítulo anterior dimos una demostración de la invarianza de la estructura

lagrangiana bajo el Flujo de Curvatura Media para esferas de Whitney, la cual es un
caso particular de un resultado más general; sin embargo su importancia consiste en no
asumir compacidad ni una variedad ambiente de tipo Kähler-Einstein. En esta sección,
tomamos un enfoque distinto al propuesto en el capítulo anterior, y hacemos referencia
al caso más general sobre la invarianza de la estructura simpléctica/lagrangiana bajo
el Flujo de Curvatura Media. Este caso general lo podemos resumir en el siguiente
teorema cuya demostración (ver Han y Li [19]) hace uso de la evolución del ángulo
de Kähler (ver Teorema 3.2).

Teorema 4.2. (Anciaux [3], Han-Li [20]) Sea M(t) una t-familia de subvariedades
compactas que satisfacen la ecuación de Flujo de Curvatura Media, inmersas en
una variedad ambiente Kähler-Einstein M̃ . Si M(0) hereda de M̃ una estructura
simpléctica (o lagrangiana), entonces toda subvariedad en la familia M(t) también
hereda esta estructura.

Además, en el Capítulo 2 dimos una expresión explícita para describir la evolución
de la forma simpléctica. En esta sección usaremos el Corolario 2.7 y la invarianza de
la estructura simpléctica y lagrangiana (Teorema 4.2) para demostrar que el vector de
curvatura media H de una curva holomorfa o de una subvariedad lagrangiana es un
campo hamiltoniano, para esto necesitamos de la siguiente definición.

Definición 4.3. (Moser, Zehnder [32]) Sea X un campo vectorial sobre una variedad
simpléctica (M,ω), decimos que X es un campo hamiltoniano si la forma

α := ω(X, ·) (4.8)

es cerrada, es decir, si dα = 0 .

Teorema 4.4. Sea (M̃, ω̃) una variedad simpléctica, y sea (M,ω) una curva holomor-
fa o una subvariedad lagrangiana compacta que evoluciona por Flujo de Curvatura
Media y está inmersa en M̃ , entonces su vector de curvatura media H es un campo
hamiltoniano.

Demostración. Veamos que dω(H, ·) = 0. Como M evoluciona por Flujo de Curva-
tura Media, existe τ > 0 y una familia de inmersiones F : M × [0, τ) → M̃ que
satisface la ecuación de Flujo de Curvatura Media; además, ω = F ∗ω̃.
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Sea p ∈ M y t ∈ [0, τ). Sea H(p, t) el vector de curvatura media, por el Teore-
ma 4.2 sabemos que la estructura simpléctica es invariante. Esto implica, de acuerdo
con la Tabla 1.1, que ω vale 1 si M es una curva holomorfa ó 0 si es lagrangiana, es
decir, 0 = ∂ω/∂t.

Por tanto, por el Corolario 2.7 tenemos

0 =
∂ω

∂t
= dω (H, ·) .
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Conclusiones

En este trabajo abordamos la evolución por Flujo de Curvatura Media de varieda-
des simplécticas inmersas en una veriedad ambiente Kähler. En el Capítulo 2 hemos
ilustrado que es posible construir ejemplos explícitos para el Flujo de Curvatura Media
Simpléctico (ver Ejemplo 4). Sin embargo, la estructura simpléctica debe repercutir en
las soluciones, ya que de acuerdo con Smoczyk [22, 37], esta estructura es invariante
bajo el Flujo de Curvatura Media. A partir del Capítulo 3 encontramos algunas de las
implicaciones que tiene la estructura simpléctica en las soluciones.

Como un primer análisis, en el Capítulo 3 se obtuvieron las expresiones explícitas
de la evolución bajo el Flujo de Curvatura Media de los vectores normales (Lema 2.4),
vectores tangentes (Lema 2.5) y la forma simpléctica (Corolario 2.7). A partir de estos
cálculos se encontró la primer diferencia de este flujo simpléctico respecto la versión
clásica, a saber, la evolución del tensor métrico bajo el Flujo de Curvatura Media se
puede escribir en términos de la evolución de la forma simpléctica (Corolario 2.8).
Aunque este resultado parece inmediato al asumir una forma simpléctica compatible
con la métrica, la expresión que resulta puede interpretarse en términos de un pull-
back dependiente del vector de curvatura media (ecuación 2.18); además, calculamos
una expresión explícita.

Al análizar el Teorema 3.2 (Li,et .al. [29]), encontramos que es necesario hacer
una distinción entre subvariedades simplécticas y lagrangianas; ya que la ecuación de
evolución del ángulo de Kähler descrita en este teorema anula muchos de sus términos
en el caso lagrangiano.

Para el caso de la evolución de subvariedades simplécticas, son pocos los re-
sultados que se conocen en comparación con los resultados para subvariedades la-
grangianas. Una de las razones es la necesidad de asumir alguna propiedad en la
variedad ambiente para resolver la ecuación del Teorema 3.2. En lugar de imponer
alguna condición adicional, en este trabajo probamos que no existe un equivalente
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complejo (no tirival) al Grim Reaper en variedades ambiente Kähler con métrica plana
(Teorema 3.7).

El Flujo de Curvatura Media de subvariedades lagrangianas se ha abordado en
varios trabajos; sin embargo, la investigación se centra en explotar las simetrías im-
puestas en la subvariedad, por ejemplo, asumiendo variedades lagrangianas invariantes
bajo rotaciones [37]. Aunque en este trabajo también hacemos uso de estas simetrías a
través de las esferas de Whitney, nuestros resultados los podemos dividir en una parte
analítica y una numérica, repectivamente:

En el Teorema 3.18 demostramos la invarianza de la estructura lagrangiana,
sin hacer uso de las hipótesis que frecuentemente se utilizan (Principio del
Máximo, compacidad, etc). Aunque nuestro resultado lo hemos postulado espe-
cíficamente para esferas de Whitney, es posible extenderlo a otras subvariedades
que puedan describirse mediante una curva perfil (subvariedades lagrangianas
equivariantes [2]). Asimismo, también hemos demostrado la existencia y unici-
dad de soluciones para la evolución de la curva perfil en una vecindad tubular
(Lema 3.15).

Debido a que la evolución para las esferas de Whitney se reduce a una ecuación
para su curva perfil, hemos aplicado nuestro esquema numérico para el Flujo
de Curvatura Media descrito en nuestro artículo [40]. A diferencia del flujo con
restricciones propuesto en el artículo, la evolución de la curva perfil depende
no sólo de la curvatura, sino que incluye un término adicional también en la
dirección normal a la curva (ver ecuación 3.21). El método numérico propuesto
divide la evolución en dos problemas: la evolución de una curva y un problema
de Poisson cuya aproximación lineal consiste en un sistema de ecuaciones cuya
incógnita es la componente normal del campo que deforma a la curva.

El término adicional que aparece en la evolución de la curva perfil puede sumar-
se directamente a la curvatura en el esquema numérico propuesto. Sin embargo,
aunque una modificación similar se puede plantear en otros esquemas, por ejem-
plo en el propuesto por Kimura [25], diferencia de otros métodos, la Figura 3.4
muestra que nuestro esquema calcula una mejor aproximación al preservar la
simetría de la curva perfil a lo largo de la evolución.

En el capítulo 4 hacemos una propuesta para refinar nuestro método numérico, a
esta propuesta le hemos llamado Flujo de Curvatura Media Renormalizado y hacemos
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un análisis para estimar una cota en el tiempo que debe evolucionar un arco para
garantizar una mejora en el refinamiento. Esta propuesta es una mejora a nuestro
trabajo [40] aplicado a la parametrización de contornos en imágenes, en la Figura 4.2
mostramos un ejemplo de su implementación.

El Flujo de Curvatura Media tiene la particularidad de poder utilizarse como una
herramienta de análisis geométrico en muchos problemas, por ejemplo, al plantear
problemas cuya solución se aproxime a una variedad de interés, construir variedades
mínimas, e incluso utilizar una solución estacionaria a este flujo para pegar variedades
y evitar así singularidades [4]. Es en estos contextos que se han planteado muchos de
los problemas y líneas de investigación que siguen las publicaciones en el área. Una
manera de aprovechar las propuestas numéricas que se plantean, es precisamente co-
nocer las motivaciones detrás de estos problemas, algunas de ellas, problemas físicos.
Una primera exploración en esta dirección se ha presentado en el Teorema 4.4.
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Apéndices

A. Proyección a R3 de esfera de Whitney (Código)

El siguiente código de Python fue utilizado en Maya Autodesk para generar la
Figura 3.3.

import numpy as np
import maya.cmds as cmds

def f(s):
A=(1+np.cos(s)**2)
X,Y=-np.sin(s)/A,np.sin(s)*np.cos(s)/A
return X,Y

umin,umax=-np.pi,np.pi
vmin,vmax=0,2*np.pi
du=(umax-umin)/25
dv=(vmax-vmin)/25
u=umin

while u<umax:
L=[]
v=vmin
while v<vmax:

z1,z2=f(u)
x=z1*np.sin(v)
y=z2*np.cos(v)
z=z2*np.sin(v)
L.append((x,y,z))
v+=dv

cmds.curve(ep=L)
u+=du
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B. Existencia y Unicidad de Soluciones al FCM en una
Vecindad Tubular

En este apéndice demostramos la existencia y unicidad de soluciones en una vecindad
tubular para el Flujo de Curvatura Media de curvas planas y cerradas, en particular esta
demostración puede aplicarse a la ecuación (3.23). Hemos incluido esta demostración debido
a la gran cantidad de detalles que involucra, los cuales son difíciles de encontrar en la literatura.

Sea γ0 una curva plana, cerrada y diferenciable. Sea W k
2 el conjunto de funciones L2

definidas sobre γ0 cuyas k devivadas también pertenecen a L2. Sean u y v funciones en W 2
2 ,

consideremos el siguiente producto interno:

⟨u , v ⟩Wk
2
=

∫
γ0

k∑
i=0

∂iu

∂xi
∂iv

∂xi
dx .

Denotemos como Wα,β
2 al conjunto de functiones L2 sobre γ0 × (0,∞) cuyas α derivadas

espaciales y β derivadas temporales también pertenecen a L2. Consideremos el siguiente
problema:

Teorema .5. Dada una función f de clase C3(R), consideremos el operador parabólico L
definido por la ecuación (3.23)

L(f) = −∂f

∂t
+

1− κ0f√
(1− κ0f)2 + (f ′)2

(κ(t) + (m+ 1)p) .

Sea u0 una función en Wα+1
2 definida en γ0 , h ∈ Wα,β

2 , y sea L0 la linealización de L en
W 2,1

2 . Entonces el problema

(LP)

{
L0(u) = h

u(·, 0) = u0

tiene una solución.

Para el teorema anterior, nos hemos basado en la siguiente definición.

Definición .6. Sea L : Q → R un operador diferenciable de segundo orden

L(u(x, t)) =
n∑

i,j=1

aij(x, t)∂
2
xixj

u+ b(x, t)∂xiu+ c(x, t)u− ut .

Decimos que L es parabólico si existe λ > 0 tal que para cualquier ξ en Rn se satisface la
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siguiente desigualdad: ∑
i,j

aij(x, t)ξiξj ≥ λ|ξ|2 .

Para demostrar el teorema .5, necesitamos los siguientes lemas:

Lema .7. (Desigualdad de Poincaré [44]) Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y M ⊂ Rn un dominio acotado.
Si u ∈ W 1

p (M), entonces existe una constante kp dependiente de p,M, y n tal que∫
M

|u|pdx ≤ kp

∫
M

|Du|pdx .

Lema .8. (Desigualdad de Holder [44]) Sean f, g funciones L2(M) definidas en un dominio
acotado M . Entonces ∫

M
|f(x)g(x)|dx ≤ |f(x)|L2 |g(x)|L2 .

Lema .9. (Desigualdad de Cauchy [17]) Dada ϵ > 0, sean a, b > 0 dos constantes reales,

ab ≤ ϵa2 +
b2

4ϵ
.

Lema .10. (Teorema de Lax-Milgram Modificado [44]) Sea H un espacio de Hilbert, y V ⊂
H un subespacio denso. Sea a(u, v) una forma bilineal en H × V tal que

(1) Sean u ∈ H , v ∈ V y una constante C > 0,

|a(u, v)| ≤ C ||u||H ||v||V .

(2) Para toda v ∈ V existe una constante δ > 0 tal que

|a(v, v)| ≥ δ ||v||2H .

Entonces para cualquier operador lineal acotado F ∈ H y v ∈ V , existe u en H tal que
F (v) = a(u, v).

Sean f, g ∈ C∞
0 (γ0 × [0,∞)), en analogía con el trabajo de Polden [18] definamos:

⟨f, g⟩LLm =

∫ ∞

0
e−mt ⟨f, g⟩L2 dt

⟨f, g⟩LWk
m
=

∫ ∞

0
e−mt⟨f, g⟩Wk

2
dt .
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Donde LL y LW son espacios de Hilbert que resultan de completar el espacio C∞
0 (γ0 ×

[0,∞)) de funciones con soporte compacto usando respectivamente las normas arriba defini-
das.

Sea V el espacio de funciones C∞ definidas sobre γ0 × [0,∞) tal que para cualquier
elemento f ∈ V , existen Tε, TM ∈ (0,∞) tales que

f(·, t) = 0

para cualquier t ∈ (TM , Tε). Sea WW k la completez de V con la norma asociada al siguiente
producto interno:

⟨ f , g ⟩WWk = ⟨f , g⟩LWk
m
+ ⟨ft , gt⟩LLm .

Sea

P s =
{
f : γ0 × [0,∞) → R : |∂i

tf |LW 2
m
< ∞, ∀i ≤ s

}
dotado con el producto

⟨f, g⟩P s =
∑
i≤s

⟨∂i
tf , ∂i

tg⟩LW 2(s−i)
m

.

Necesitaremos de la siguiente definición y lema de la teoría de ecuaciones parabólicas [17,
p. 351-352].

Definición .11. Sea Q := γ0 × (0, ϵ) y φ una función en W 1,1
2 definida sobre γ0 × [0,∞) que

se anula en t = 0. Decimos que u(x, t) en WW es una solución débil de la linealización del
problema (LP) si∫

Q
(utφ+ a(x, t)uxφx + b(x, t)uxφ+ c(x, t)uφ) dxdt =

∫
Q
h(x, t)φdxdt . (B.1)

Lema .12. (Ver Evans [17, Sec. 7.1.2] y Wu [44, Sec. 3.5.1]) Sea m una constante positiva.
Una función u(x, t) en WW es una solución débil de (LP) si y sólo si∫
Q
(utφt + a(x, t)uxφtx + b(x, t)uxφt + c(x, t)uφt)e

−mt dxdt =

∫
Q
h(x, t)φte

−mt dxdt .

(B.2)

Ahora podemos comenzar con la demostración del Teorema .5

Demostración del Teorema .5. Comenzaremos por probar la existencia de soluciones débiles.
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Sea A : WW 2 × V → R una forma bilineal

A(u, v) =

∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt (utvt + a(x, t)uxvtx + b(x, t)uxvt + c(x, t)uvt) dxdt , (B.3)

donde m es una constante, u ∈ WW 2, v ∈ V , y a, b, c son los coeficientes de la linealización
al Problema (LP). Sea F (v) un operador lineal definido sobre V como

F (v) :=

∫ ∞

0

∫
γ0

h v e−mt dxdt (B.4)

Demostraremos que A satisface las hipótesis del lema .10:

1. Condición (1). Sean s0, s1 los puntos extremos en el dominio de γ0

γ0 : [s0, s1] → R2 .

Los coeficientes a, b, c y h están acotados porque se ha asumido que fueron encontrados
por la linealización de una función en una vecindad tubular, ver Ecuación (3.23) en el
Lema 3.15. Sea C el máximo de las cotas de a, b y c. Entonces,

|A(u, v)| ≤

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt (utvt + C(uxvtx + uxvt + uvt)) dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣máx(1, C)

∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt (utvt + uxvtx + uxvt + uvt) dxdt

∣∣∣∣∣∣
= máx(1, C)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt (utvt + uxvt + uvt) dxdt+

∫ ∞

0

∫
γ0

e−mtuxvtx dxdt

∣∣∣∣∣∣ .
Integrando por partes el segundo término, y debido a que γ0 es una curva cerrada:

|A(u, v)| ≤ máx(1, C)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt (utvt + uxvt + uvt) dxdt

+

∫ ∞

0
e−mt

(
�

�
��uxvt

∣∣∣∣s1
s0

−
∫
γ0

uxxvx dx

)
dt

∣∣∣∣∣
= máx(1, C)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt (utvt − uxxvt + uxvt + uvt) dxdt

∣∣∣∣∣∣
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Definimos

u = (ut, −uxx, ux, u) and v = (vt, vt, vt, vt) .

Entonces,

|A(u, v)| ≤ máx(1, C)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mtu · v dxdt

∣∣∣∣∣∣ ,
esto implica:

|A(u, v)|2 ≤ máx(1, C)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt||u||2 ||v||2 dx dt

∣∣∣∣∣∣
= 4máx(1, C)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt(u2t + u2xx + u2x + u2)v2t dx dt

∣∣∣∣∣∣ .
Retomando la definición de la norma | · |WW 2 ,

|u|2WW 2 = |u|2LW 2 + |ut|2LLm =

∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt(u2 + u2x + u2xx + u2t )dxdt ,

tenemos∫ ∞

0

∫
γ0

e−mtv2t dxdt ≤
∫ ∞

0

∫
γ0

e−mt(v2 + v2x + v2xx + v2t )dxdt = |v|2WW 2 .

Por tanto,

|A(u, v)|2 ≤ 4máx(1, C) |u|2WW 2 |v|2WW 2

⇒ |A(u, v)| ≤
√

4máx(1, C) |u|WW 2 |v|WW 2 .

2. Para verificar que la condición (2) también se satisface, sea µ una constante tal que

λ− |C + µ| > 0 ,

donde λ es la constante en la Definición .6 y C es la cota superior de a, b, and c.
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Definamos

B(u, v) =

∫
γ0

(auxvv + (c+ µ)uv) dx ,

primero comprobaremos que B(v, v) está acotado:

B(v, v) =

∫
γ0

(av2x + (c+ µ)v2) dx ≥ λ

∫
γ0

v2x −
∫
γ0

|C + µ|v2 dx

=
λ

2

∫
γ0

v2xdx+
λ

2

∫
γ0

v2xdx−
∫
γ0

|C + µ|v2 dx .

Por la desigualdad de Poincaré en el Lema .7, existe una constante kp tal que

B(v, v) ≥ λ

2

∫
γ0

v2x dx+
λ

2kp

∫
γ0

v2dx−
∫
γ0

|C + µ|v2 dx

=
λ

2

∫
γ0

v2x dx+
λ− |C + µ|

2kp

∫
γ0

v2dx

≥ mı́n

(
λ

2
,
λ− |C + µ|

2kp

)
|v|2W 1

2
.

A partir de la definición de B(v, v) calculamos la siguiente derivada

∂t (B(v, v)) =

∫
γ0

(atv
2
x + ctv

2)dx+ 2

∫
γ0

(avxvxt + (c+ µ)vvt)dx ,

y reescribimos A(v, v) en terminos de B(v, v):

A(v, v) =

∫ ∞

0

∫
γ0

(
v2t + auxvtx + bvxvt + cvvt

)
e−mt dx dt

=

∫ ∞

0

∫
γ0

v2t e
−mtdxdt+

1

2

∫ ∞

0
∂t (B(v, v)) e−mt dt− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

vvte
−mtdxdt

−
∫ ∞

0

∫
γ0

(atv
2
x + ctv

2)e−mtdxdt+

∫ ∞

0

∫
γ0

bvxvte
−mt dxdt
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Integrando por partes, obtenemos

A(v, v) = |vt|2LLm
− 1

2

∫
γ0

av2x

∣∣∣∣∣∣
t=0

dx+
m

2

∫ ∞

0
B(v, v)e−mtdt− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

vvte
−mtdxdt

−
∫ ∞

0

∫
γ0

(atv
2
x + ctv

2)e−mtdxdt+

∫ ∞

0

∫
γ0

bvxvte
−mt dxdt .

Sea ζ = mı́n
(
λ
2 ,

λ−|C+µ|
2kp

)
, sustituimos la cota de B(v, v):

A(v, v) ≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ

2

∫ ∞

0
|v|2W 1

2
e−mt dxdt− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

vvte
−mtdxdt

−
∫ ∞

0

∫
γ0

(atv
2
x + ctv

2)e−mtdxdt+

∫ ∞

0

∫
γ0

bvxvte
−mt dxdt

≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ

2
|v|2LW 1

m
− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

vvte
−mtdxdt

−
∫ ∞

0

∫
γ0

(atv
2
x + ctv

2)e−mtdxdt+

∫ ∞

0

∫
γ0

bvxvte
−mt dxdt

Sea S una cota superior de at, bt, ct, entonces

A(v, v) ≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ

2
|v|2LW 1

m
− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

vvte
−mtdxdt

−S
∫ ∞

0

∫
γ0

(v2x + v2)e−mtdxdt+

∫ ∞

0

∫
γ0

bvxvte
−mt dxdt

≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S
2

|v|2LW 1
m
− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

vvte
−mtdxdt

+

∫ ∞

0

∫
γ0

bvxvte
−mt dxdt

≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S
2

|v|2LW 1
m
− µ

∫ ∞

0

∫
γ0

|vvt|e−mtdxdt .

−C

∫ ∞

0

∫
γ0

|vxvt|e−mt dxdt
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Podemos acotar las últimas dos integrales aplicando la desigualdad de Holder (Lema .8),
de esta manera obtenemos:

A(v, v) ≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S
2

|v|2LW 1
m
− µ

∫ ∞

0
|v|L2 |vt|L2e−mtdxdt

−C

∫ ∞

0
|vx|L2 |vt|L2e−mt dxdt .

Podemos aplicar la desigualdad de Cauchy (Lema .9) para alguna constante ϵ tal que

1 ≥ máx(µ,C)

2ϵ
,

A(v, v) ≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S
2

|v|2LW 1
m

−µ

∫ ∞

0

(
ϵ|v|2L2 +

|vt|2L2

4ϵ

)
e−mtdxdt

−C

∫ ∞

0

(
ϵ|vx|2L2 +

|vt|2L2

4ϵ

)
e−mt dxdt

= |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S
2

|v|2LW 1
m
− ϵ
(
µ|v|2LLm

+ C|vx|2LLm

)
−(µ+ C)

4ϵ
|vt|2LLm

.

Sea δ = 1− máx(µ,C)
2ϵ , entonces

A(v, v) ≥ |vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S
2

|v|2LW 1
m
− ϵmáx(µ,C)|v|2LW 1

m

−máx(µ,C)

2ϵ
|vt|2LLm

≥ δ|vt|2LLm
− λ

2
|vx|2L2 +

mζ − S − ϵmáx(µ,C)

2
|v|2LW 1

m

≥ δ|vt|2LLm
+ δ|v|LW 1

m
= δ|v|WW1 .

La última desigualdad se obtiene al elegir m suficientemente grande.

A partir de las condiciones (1) y (2), se sigue que para toda v ∈ V existe uL tal que F (v) =
A(uL, v). Por otra parte, como la Ecuación (B.2) puede obtenerse de (B.3) y (B.4), concluimos
que uL una solución débil.

La regularidad de las soluciones débiles de problemas parabólicos depende de la regu-
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laridad de las funciones h y u0. La extensión de la regularidad es un problema que puede
encontrarse en [17, Sec. 7.1.3].

La unicidad de soluciones débiles también puede deducirse a partir de considerar la dife-
rencia de dos soluciones débiles w := u1 − u2. De esta forma, debido a que w satisface el
problema (LP) con h = w(·, 0) = 0, sustituimos w en (B.1); debido a que el operador es
acotado, obtenemos

d

ds
|w(·, s)|2L2

≤ C |w(·, s)|2L2
(B.5)

Sustituyendo esta última desigualdad en la derivada de |w|2L2
e−Cs, se obtiene

d

ds

(
|w(s)|2L2

e−Cs
)
≤ 0

Como la norma |w(s)|2L2
e−Cs es no negativa, |w(t)|2L2

e−Ct −�����|w(0)|2L2
≤ 0. Si w = 0, en-

tonces u1 = u2. Un argumento similar puede ser usado para probar la unicidad de soluciones
de problemas parabólicos cuasilineales. La principal hipótesis es un estimado similar a (B.5),
ver [8].

Finalmente extenderemos la solución linealizada (Teorema .5) al problema no lineal

Teorema .13. Dado un problema parabólico cuasilineal,

(NL)

{
∂tu− a(u, x, t)uxx − b(u, x, t)ux − c(u, x, t)u = h(u, x, t)

u(·, 0) = u0.

en γ0 × [0, ϵ). Entonces existe ϵ > 0 tal que el problema (NL) tiene solución.

Demostración. Sea L1(u) := ∂tu − a(u, x, t)uxx − b(u, x, t)ux − c(u, x, t)u − h(u, x, t).
Definamos L : P 2 → W 2,1

2 × P 1 como

u
L7→ (u0,L1(u)).

Notemos que si existe una función u tal que L1(u) = 0, entonces ésta es solución a (NL).
Sea Lu0 la linealización de L1 alrededor de u0, por el Teorema .5 el problema{

Lu0(w(x, t)) = 0

w(·, 0) = u0
(B.6)

tiene una solución. Sea wt := w(·, t) y sea {wt} una sucesión que converge a u0 cuando t
tiende a 0+. Supongamos que w es solución a (B.6), sean a(u0;x, t), b(u0;x, t), c(u0;x, t), y
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h(u0;x, t) los coeficientes de Lu0 . Consideremos además la linealización de L1 alrededor de
w, y sean a(w;x, t), b(w;x, t), c(w;x, t) y h(w;x, t) sus coeficientes linealizados.

Sea P (x, t, w,Dxw) = a(w, x, t)uxx + b(w, x, t)ux + c(w, x, t)u+ h(w, x, t), por (B.6)
tenemos

L1(w) = ∂tw − P (x, t, w,Dxw)

= h(u0;x, t) + a(u0;x, t)wxx + b(u0;x, t)wx + c(u0;x, t)w

−P (x, t, w,wx, wxx)

= h(u0)uxx − h(w)wxx + a(u0)ux − a(w)wx + b(u0)u− b(w)w

+c(u0)u− c(w)w.

Notemos que w → u0 cuando t tiends a 0+, esto implica que L1(w) → 0 cuando t → 0+.

Podemos elegir ϵ suficientemente pequeña de manera que w(x, t) se encuentre en una
vecindad de u0 para toda t en [0, ϵ). Al resolver cada problema lineal, obtendremos una
sucesión ui tal que L(ui) = (u0,L1(w

i)). Por continuidad podemos considerar L(u) =
(u0, 0). Utilizando el Teorema de la Función Inversa para espacios de Banach [47, Sec. 4.13],
L es un difeomorfismo local. Por tanto, el mapeo L(u) = (u0, 0) es localmente invertible.

C. Desigualdad de Hölder (Generalizada)

En este apéndice incluimos la desigualdad de Hölder que fue utilizada para estimar el
tiempo de convergencia en el Teorema 4.1, desigualdad (4.6).

Teorema C.1. (Desigualdad de Hölder Generalizada). Sean p1, · · · , pk enteros tales que

1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pk ≤ ∞
1

p1
+ · · ·+ 1

pk
= 1 ,

y sea uk una función con norma Lpk finita en un dominio U , k = 1, · · · ,m. Entonces∫
U

|u1 · · ·uk| dx ≤
m∏
i=1

||ui||Lpk
.

Demostración. Evans [17], p. 623.
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En particular, para la desigualdad (4.6) elegimos

u1 := κ2

u2 = br

∣∣∣∣∂φ∂s
∣∣∣∣

p1 = p2 = 2 .

D. Solución al FCM de un Arco de Curva con Extre-
mos Fijos

La Figura 4.3 representa la evolución por Flujo de Curvatura Media de una curva con
extremos fijos que puede ser representada como gráfica de una función u(x, t). En casos como
éste, la evolución de u(x, t) por Flujo de Curvatura Media se reduce a [30]:

ut =
uxx

1 + u2x
. (D.1)

Para que el método de Crank-Nicolson [1] aplicado a una ecuación parabólica resulte en un
sistema de ecuaciones lineales, el operador de la ecuación parabólica también debe ser lineal.
Sea F (u, ux, uxx) = uxx/(1 + u2x), la linealización de F alrededor de una función dada û es

F (u, ux, uxx) ≈
∂F

∂uxx
(uxx − ûxx) +

∂F

∂ux
(ux − ûx) +

∂F

∂u
(u− û) .

En particular, para la ecuación (D.1) la linealización que resulta es

ut = A(u, ux, uxx)uxx +B(u, ux, uxx)ux + C(u, ux, uxx) (D.2)

donde

A(u, ux, uxx) =
1

1 + û2x
B(u, ux, uxx) = − ûxûxx

(1 + û2x)
2

C(u, ux, uxx) = 2
û2xûxx

(1 + û2x)
2
.

Sean ∆x > 0, ∆t > 0 y u(x, t) solución de (D.1), si llamamos uki a la discretización de
u al tiempo k∆t en el punto i∆x, las siguientes son aproximaciones de las derivadas de u por
diferencia finitas

∂u

∂t
≈

uk+1
i − uki
∆t

,
∂u

∂x
≈

uki+1 − uki−1

2∆x
,

∂2u

∂x2
≈

uki+1 − 2uki + uki
∆x2

.
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A partir de estas aproximaciones y aplicando el método de Crank-Nicolson [1] a (D.2), resulta
un sistema de ecuaciones lineales para uk+1

i . El siguiente código utiliza las consideraciones
anteriores para resolver numéricamente la linealización (D.1).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.interpolate import lagrange
from numpy.polynomial.polynomial import Polynomial
from scipy.integrate import simps

fig = plt.figure(frameon=False)
dim=2.54
w,h=2.25*5,1.250*5
fig.set_size_inches(w,h)

# El arco inicial en evolución de la Fig 4.2
# lo describimos como gráfica de la siguiente función
def f(s):

return np.sqrt(1.0-s**2)
# La representacion discreta inicial del arco la obtendremos
# evaluando f(s) en N puntos
N=23
# Los puntos los elegimos mediante el método de colocación de
# Chebyshev. Las coordenadas de cada punto son (X[i],V[i])
X=[]
for i in range(N+1):

X.append(np.cos(i*np.pi/N))
V=[f(x) for x in X]

# Aunque inicialmente conocemos la función explícita que define
# el arco, usaremos la representación discreta para formar
# el polinomio interpolante de Lagrange de grado N. A partir de
# esta representación polinomial podemos calcular la derivada
# de 1er y 2do orden en los puntos X[i] mediante el producto de
# una matriz D y el vector que representa al polinomio de Lagrange
# asociado al arco. Esta técnica se conoce como Matriz
# de Derivación de Chebyshev (ver [1])
poly=lagrange(X,V)
poly_array=Polynomial(poly).coef
def P(s):

suma=0.0

99



M=len(poly_array)
for i in range(M):

suma+=poly_array[i]*s**(M-1-i)
return suma

# Formamos la matriz de derivada de Chebyshev
D=np.zeros((N+1,N+1))
def c (s):

c=1.0
if s==0 or s==N:

c=2.0
return c

for i in range(N+1):
for j in range(N+1):

if i==0 and j==0:
D[i][j]=(2*N**2+1)/6.0

elif i==N and j==N:
D[i][j]=-(2*N**2+1)/6.0

elif i!=0 and i!=N and i==j:
D[i][j]=-X[j]/(2*(1.0-X[j]**2))

else:
D[i][j]=c(i)*(-1)**(i+j)/(c(j)*(X[i]-X[j]))

V=[P(x) for x in X]
# Calculamos la 1er derivada en los puntos "X 2guardamos
# los valores en un arreglo dV
dV=np.dot(D,V)
# La 2da derivada se obtiene aplicando dos veces la matriz D
D2=np.dot(D,D)
d2V=np.dot(D2,V)
# Se ajustan las condiciones de frontera, es decir, las
# derivadas se anulan en los puntos extremos, los cuales
# coinciden con el 1er y último elemento de los arreglos
# que guardan las derivadas
dV[0]=0
dV[-1]=0
d2V[0]=0
d2V[-1]=0
# La siguiente función evalua los coeficientes de una
# ecuación parabólica v_t=F(v,v_x,v_xx)
# donde F es de la forma A*v_xx+B*V_x+C
def Fabc(x):
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m=len(V)
A=np.zeros(m)
B=np.zeros(m)
C=np.zeros(m)
for i in range(m):

A[i]=1.0/(1.0+dV[i]**2)
B[i]=-2.0*dV[i]*d2V[i]/(1.0+dV[i]**2)**2
C[i]=2.0*dV[i]**2*d2V[i]/(1+dV[i]**2)**2

return A,B,C

plt.plot(X,V,‘-r’)
dx=2./N**2 # Tamaño de paso espacial
dt=0.000125 # Tamaño de paso temporal
k=dt/dx**2
count=0 # Numero de iteraciones
# Calculamos la longitud y el area inicial
L0=sum([np.linalg.norm([X[i]-X[i+1],V[i]\
-V[i+1]]) for i in range(len(V)-1)])
A0=abs(simps(V,X))

At=1.0
while (abs(At)>=1.0e-8) and (count<3000):

S=np.zeros((len(V),len(V)))
r=np.zeros(len(V))
A,B,C=Fabc(1)
# En el siguiente bucle formamos el sistema: S V =r
# y lo resolvemos para V
for i in range(1,len(V)-1):

j=i
S[i][j+1]=k*A[i]*0.5+dt*B[i]/(4*dx)
S[i][j-1]=A[i]*0.5*k-B[i]*dt/(4*dx)
S[i][j]=-k*A[i]-1

r[i]=-C[i]*dt-V[i]
r[i]+=-k*0.5*A[i]*(V[i+1]-2*V[i]+V[i-1])
r[i]+=-B[i]*(dt/(4*dx))*(V[i+1]-V[i-1])

S[0][0]=1.0
S[0][1]=0
S[-1][-1]=1.0
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S[-1][-2]=0
r[0]=0
r[-1]=0

sol=np.dot(np.linalg.inv(S),r) # Solución al tiempo t+dt
if count%5==0:

plt.plot(X,sol,‘-o’,lw=1,ms=5,color=‘k’)
# Una vez calculada la solucion "sol", reemplazamos el
# arreglo anterior por la solución al tiempo t+dt y
# volvemos a ajustar las condiciones de frontera
V=[x for x in sol]
poly=lagrange(X,V)
poly_array=Polynomial(poly).coef
dV=np.dot(D,V)
d2V=np.dot(D2,V)
dV[0]=0
dV[-1]=0
d2V[0]=0
d2V[-1]=0
count+=1
# Aproximamos el área mediante la integración numérica
# utilizando la Regla de Simpson
At=abs(simps(V,X))

print(abs(At),count,count*dt)
z=-1.0E-8
print(‘T_teo: ’,(np.log(z*L0+2*np.pi**2*A0)\
-np.log(z*L0+At*2*np.pi**2))/(2*np.pi**2))
plt.grid(True)
plt.xticks(fontsize=15)
plt.yticks(fontsize=15)
plt.xlim((-1.125,1.125))
plt.ylim((-0.125,1.125))
name=‘evol-fix.png’
plt.savefig(name,format=‘png’)
plt.show()
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