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Introduccion

Desde su invencion, el andlisis complejo ha estado sentado en la interseccién del algebra, la
geometria, el andlisis y, a través del trabajo de Riemann, la topologia. En el estudio de la variable
compleja, uno rapidamente encuentra la aparente contradiccién de una funcién multivaluada f.
Siguiendo a Cauchy, uno obtiene la construccién de las ramas de f, definidas en un plano que
ha sido cortado a lo largo de cierta curva. El ejemplo clésico es el de los logaritmos complejos,
cuya ambigiiedad se sigue de la ambigiiedad en el argumento de un z € C. En su tesis doctoral,
Riemann describe una construccién en la que pega de forma adecuada los distintos planos
cortados en donde f se especializa, de forma que obtiene un espacio para el que f toma un
valor en cada uno de sus puntos. Anadiendo coherentemente un punto al infinito a C, esta
construccién produce una cubierta ramificada X de la esfera de Riemann, S. Cabe notar que esta
construccién precede a la nocién abstracta de superficie, de modo que tomé tiempo llevarla al
lenguaje topoldgico con el que hoy se presenta este objeto. La definicién abstracta y mds formal
de superficie de Riemann fue introducida por Weyl [46], aunque Weyl da crédito a Klein.

Por otro lado, el Teorema de Riemann-Roch y los grados de libertad al variar los puntos
criticos en S para construir a X llevaron a Riemann a sospechar que la estructura compleja de
una superficie compacta de género g depende de 3¢ — 3 pardmetros complejos, ¢ > 1. Asi, la
idea heuristica de esta cuenta de pardmetros afirma que el conjunto de clases de isomorfismo de
superficies de Riemann compactas y de género g, que denotaremos por Mg, “tiene dimensién
3¢ —3”. En los disfraces mas modernos para la superficie X también tenemos nociones naturales
de variacién. A saber, podemos pensar en X como una curva compleja no singular C dada por
el polinomio f € C[z, w]: uno podria esperar que una pequefia perturbacién en sus coeficientes
produzca otra curva singular C' que, con suerte, no es equivalente a C. Similarmente, el Teorema
de Uniformizaciéon de Poincaré y Koebe nos permite entender a X a partir de la representacién
de su grupo fundamental en el grupo PSL(2,R), en donde tenemos topologia, y una nocién de
modulacién de pardmetros.

Asf, para hacer sentido de estos 3¢ — 3 grados de libertad, es necesario hacer precisas estas
nociones intuitivas. En efecto, como se discute en [1], el primer problema de méduli consisti6é en
dar sentido a la afirmacién de Riemann sobre la “modulacién” de las estructuras complejas. La
historia del desarrollo de estas ideas es larga y emocionante, y transform¢ profundamente el en-
tendimiento de muchas areas de las matematicas. Referimos a la bonita monografia de A’‘Campo,
Ji y Papadopolous, [1]. En cuanto a estos problemas, el trabajo de varios de los matematicos mas
famosos de los siglos XIX y XX culminé en el desarrollo de la nocién de espacio de méduli y de
la teorfa de Teichmiiller, que contintia hasta hoy. En esencia, el problema de méduli de Riemann
consiste en formalizar la nocién de una familia de superficies de Riemann compactas y de géne-
ro g, y en obtener un catidlogo Mg que parametrice de forma satisfactoria al conjunto M. Este
problema resulta técnico y complicado, y puede ser atacado desde el punto de vista analitico,
introducido por Teichmiiller, o desde el algebraico, presentado por Deligne y Mumford.
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Para fijar ideas, denotemos por S, a la superficie compacta de género ¢ > 2, A grandes
rasgos, Teichmiiller construye el espacio T de superficies de Riemann marcadas por un cierto
homeomorfismo a su superficie subyacente S;, médulo isotopias. Tg resulta tener dimension
compleja 3¢ — 6. En este contexto, el llamado grupo modular de la superficie So, Mod(Sy), acttia de
forma que el cociente Ty /Mod(Sg) es un espacio que casi es una variedad; a saber, es un orbifold
de dimensién real 6 — 6, que esclarece la intuicién original de Riemann. Asi, escribimos Mg :=
Ty /Mod(S), y 1o llamamos el espacio de méduli de Riemann. Si bien M, es un espacio topolégico,
su estructura de orbifold carga con informacién adicional, relacionada a los puntos fijos de la
accién de Mod(Sg). Los puntos singulares provienen de superficies de Riemann especialmente
simétricas. Una forma de hacer mas homogéneo este espacio es introducir puntos marcados en
la superficie, de forma que, apelando al teorema de automorfismos de Hurwitz, cada superficie
marcada en n puntos admita tinicamente a la identidad como automorfismo que preserva las
marcas. Denotamos por Sg a una superficie de género g con n puntos marcados. Hay tanto un
espacio de Teichmiiller como un grupo modular anélogos para Sy, y Mg, = Tg,n/Mod(Sg) da
al espacio de méduli correspondiente.

Con animos de describir la cohomologia de My ,, es conveniente utilizar al espacio de méduli
decorado Mg, x R".. El trabajo de Harer [11], Mumford [26] y Penner [35] permite, ademads, dar
una descripcion elemental de Mg, x R’ a partir de las clases combinatorias de grdficas encajadas
en la superficie de género g con n marcas. El espacio de estas clases, que denotamos RGB‘gT,‘;’t
da un modelo combinatorio para el espacio decorado de méduli, y la nocién de contraccion de
Whitehead para graficas encajadas le da una estructura natural de orbifold. Esta estrategia, que
parte del punto de vista conforme, se basa en resultados de Strebel [42], y consiste en asociar una
grafica métrica a una superficie de Riemann decorada: a saber, le asocia la grdfica critica de cierto
diferencial cuadratico especial sobre la superficie. La estrategia de Penner [35], por otro lado,
utiliza un poligono uniformizante de Sg e introduce coordenadas al decorar sus vértices ideales
con horociclos, uno sobre cada una de las marcas. Estas estrategias producen un haz trivial
sobre M gn, ast como estratificaciones del espacio total M gn X R que son combinatoriamente
equivalentes [34], pero geométricamente distintas.

En [11], Harer y Zagier utilizan este modelo combinatorio para describir algunos grupos de
cohomologia de My, y computa su caracteristica de Euler orbifold. En [25], Kontsevich usa el
modelo combinatorio para demostrar la conjetura de Witten, dando una equivalencia entre dos
teorias cuanticas de gravedad en dos dimensiones. En esta direccion, el espacio decorado My, x
R"} estd intimamente relacionado con una de las posibles compactificaciones de Mg ,, de gran
interés para la teorfa de intersecciones y en especial la geometria enumerativa. A saber, la nocién
de curva estable, que Deligne y Mumford utilizan para compactificar Mg, tiene su analogo
combinatorio en las gréficas de listones estables, como se explica en [26], [25], [6]. La informacién
que uno puede obtener a partir de considerar objetos combinatorios es sorprendente. En [6],
por ejemplo, M. Chan explica como otros complejos de graficas permiten utilizar métodos de
geometria tropical para describir la cohomologia racional de los espacios de méduli de Riemann.

El propésito de este trabajo es dar una presentacién autocontenida de este modelo combi-
natorio, asi como una introduccién a nivel licenciatura de las superficies de Riemann. Para ello,
desarrollamos las ideas bdsicas de la teorfa de superficies de Riemann compactas, los diferen-
ciales cuadraticos y los llamados mapas en superficies, una nocién equivalente a la de grafica de
listones. Nuestra intencién es dar un acercamiento a la teoria de espacios de méduli a través del
lenguaje elemental de la teoria de graficas. Una vez sentadas las bases, seguimos la estrategia de
Mulase y Penkava en [32] para describir este modelo. Construiremos un sistema de coordenadas
candnico para una superficie de Riemann marcada, una vez elegida una decoracién con ndmeros
reales, utilizando un diferencial cuadratico especial. Esto permite dar una descripcién topolégica
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de Mg, que, como hemos mencionado, tiene diversas aplicaciones. El plan es el siguiente:

En el capitulo 1, revisamos las nociones elementales de la topologia de superficies y explora-
mos las primeras herramientas de la topologia algebraica, como la importante relacién entre el
grupo fundamental de un espacio arcoconexo y sus espacios cubrientes.

En el capitulo 2 presentamos y desarrollamos el concepto de superficie de Riemann. Después
de dar algunas propiedades elementales, describimos dos maneras de entender a una superfi-
cie de Riemann abstracta S: como una cubierta ramificada de la esfera y como el cociente de
una accién por un grupo de isometrias hiperbélicas. La primera estd basada en el Teorema de
Riemann-Roch, que implica la existencia de una funcién meromorfa no constante sobre S, y sobre
el Teorema de Existencia de Riemann, que permite construir a S a partir del grupo fundamen-
tal de una esfera perforada. La variacién continua de las perforaciones sugiere una modulacion
de la estructura de S. Asi, pasamos a una descripcién introductoria de la nociéon de mdduli de
superficies, y construimos el espacio de estructuras complejas del toro como un ejemplo.

En el capitulo 3 presentamos la nocién de mapa como una grafica dibujada sobre una super-
ficie, siguiendo la nocién de constelacién usada en [26] y [19]. Esto permite describir una grafica
encajada utilizando un conjunto ordenado de generadores para una representacién por permu-
taciones del llamado grupo cartogrifico orientado, un objeto intimamente relacionado al problema
de Galois inverso y a los dessins d’enfants, como se describe en [40] y [10]. Utilizamos el concepto
de mapa para hablar naturalmente de una grdfica de listones, y para dar una descripcién concreta
de sus grupos de automorfismos.

En el capitulo 4, exploramos el concepto de las graficas de listones, también llamadas fat-
graphs en la literatura, y estudiamos el espacio de las gréficas de listones métricas. Para ello,
iniciamos describiendo la nocién de orbifold, objeto que surge como una generalizacién natural
de las variedades, cuando uno piensa en una variedad como el espacio de érbitas de una accién
propiamente discontinua y libre. Permitir acciones méas generales (a saber, con estabilizadores
no triviales) permite acercarse a la motivacién detrds de la definicién técnica de orbifold. Des-
pués, seguimos la descripciéon de Mulase y Penkava en [32] para definir el espacio de gréficas de
listones métricas con un ntmero fijo de caras como un orbifold diferenciable.

En el capitulo 5 estudiamos los diferenciales cuadriticos meromorfos, objetos analiticos profun-
damente relacionado con la teoria de Teichmiiller de superficies. Centramos nuestra atencién en
un diferencial cuadratico especial asociado a una superficie marcada y decorada (S, M), descrito
originalmente por Jenkins [18] y Strebel[42]. Utilizamos este diferencial g4 cuadrético para obte-
ner una triangulacion de (S, M) que nos permite construir un sistema de coordenadas canénico
para la superficie S, y una grafica de listones I'; dada por las trayectorias singulares de 4.

Finalizamos con el capitulo 6, en donde describimos una correspondencia entre el espacio
de gréficas de listones métricas y el espacio de méduli de Riemann, salvo por un factor R’} de
decoracién. Para ello, replicamos la construccién de las coordenadas canénicas de una superficie
para pegar abiertos a una gréfica de listones métricas, de modo que recuperamos una superficie
de Riemann marcada con un diferencial cuadratico meromorfo que coincide con su diferencial
de Strebel-Jenkins, en una instancia de un proceso mds general descrito, por ejemplo, en [40].

Al final de cada capitulo incluimos un breve resumen de las equivalencias entre este trabajo
y las referencias usadas para escribirlo, entre otras notas sobre el contenido. Todas las figuras
son originales y fueron realizadas con Inkscape.



Capitulo 1

Elementos de la topologia de
superficies

En este capitulo, describimos brevemente las nociones bésicas de la topologia de superficies.
Estudiamos la asociacién de un invariante algebraico a un espacio X, conocido como el grupo
fundamental. Presentamos la teoria basica de espacios cubrientes, también conocidos como re-
cubrimientos, o bien, cubiertas. Por dltimo, estudiamos la relacién entre los espacios cubrientes
de X y la estructura de su grupo fundamental.

1.1. Superficies

Una superficie es una variedad topoldgica de dimensién 2, que definimos a continuacién.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. Decimos que X es una variedad topol6-
gica de dimensién # si su topologia tiene una base numerable y es localmente euclidiano. Esto es,
para cada x € X hay una vecindad abierta U C X de x, un abierto V de R" y un homeomorfismo
p:U—=V.

Llamamos a las funciones (U, ¢) las cartas de X. Abusando del lenguaje, también llamamos
asf a las propias funciones, y a los abiertos donde estdn definidas.

Observemos que cuando dos cartas ¢ y ¢ tienen dominios que se intersecan, la funcién
pop~l:p(UNV) — p(UNV) es un homeomorfismo. El dominio y contradominio de esta
funcién son abiertos de R", de modo que uno podria preguntarse si dicha funcién de transicion
tiene propiedades adicionales, familiares para campos vectoriales: en efecto, afiadir el adjetivo
“diferenciable”, “suave”, “analitica” a estas funciones cambia correspondientemente el adjetivo
que acompafia a la variedad. Mas adelante trabajaremos con superficies de Riemann, donde

estas transiciones son biholomorfismos.

Cualquier espacio euclidiano R" es un ejemplo de una variedad topolégica. La grafica de
la funcién x — x2 es una 1-variedad, con la proyeccién en la primera coordenada como una
carta global. El circulo es una 1-variedad compacta: para construir cartas, basta notar que las
funciones f(x) = +v/1—xy f(y) = £,/1—y son inyectivas en (0,1). Sin embargo, también

7
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es posible utilizar las proyecciones estereograficas desde los polos para definir cartas en S'. Los
ejemplos de superficies son ubicuos: los subconjuntos abiertos de R?, la esfera, el toro, el plano
proyectivo. Observemos que la unién de superficies es también una superficie, de forma que una
superficie no es necesariamente conexa.

Una de las propiedades mds agradables de las superficies compactas es que estdn determi-
nadas por caracteristicas que son féciles de visualizar, como describimos a continuacién. Deno-
temos por S?, T2 y P? a la esfera, el toro y el plano proyectivo real, respectivamente. Tomemos
las superficies X; y Xp, y sean D1 C Xj, Dy C X discos topolégicos. Toemos un homeomor-
fismo! f : 6Dy — 6Dy, y sea S = X1\ D1 U X, \ Dy La suma conexa de X; y X es el espacio
cociente resultante de identificar x con f(x) en S, denotado por X;#Xj. El espacio X;#X; resulta
ser una superficie, y su clase de homeomorfismo no depende de la eleccién de f ni de los discos
D;. Referimos a la seccién 6 de [29]. Con esta terminologia, tenemos el siguiente teorema de
clasificacién de superficies.

Teorema 1.1.1. Cualquier superficie compacta y conexa es homeomorfa a exactamente una de las siguien-
tes supetficies:

s S2
w T2#.- - #T2
w P2#...# P?

Para una prueba completa de este teorema, referimos al articulo [43]. La suma conexa de n
toros es facil de imaginar como una esfera con n asas. A priori no es evidente que sumas del
tipo T?#P?#P? resulten ser homeomorfas a una de las superficies especificadas por el teorema;
no obstante, este es el caso. Por ejemplo, la superficie T?#P? resulta homeomorfa a P?#P*#P2.
Una forma de convencerse de ello es a través de la nocién de caracteristica de Euler. Referimos
al ejemplo 1.1.

El teorema anterior es importante porque motiva una primera definicién de la nocién de gé-
nero. Si una superficie es homeomorfa a la suma conexa de n toros, decimos que es la superficie
orientable de género n. En este sentido, basta con contar las asas que tiene la presentacion de algu-
na superficie orientable para reconocerla®. En analogia, decimos que la superficie no orientable
de género n es una homeomorfa a P?#...#P2. Convenimos en que S? es la superficie compacta
de género 0, homeomorfa a la suma conexa de 0 toros, por vacuidad. La prueba del teorema de
clasificacién se basa en el estudio del grupo fundamental de una superficie, que definiremos mas
adelante.

La orientabilidad es una caracterfstica mas general que puede ser definida para superficies
no compactas, e incluso superficies que tienen frontera. La definicién formal de orientabilidad
para una superficie X es un poco técnica: puede ser dada formalmente a través de grupos de
homologia para n—variedades en general, como en la seccion 3.3 de [14], pero nos limitaremos a
una nocién més intuitiva. Antes, generalicemos un poco nuestra nocién de superficie. Denotemos
por H? al conjunto {(x,y) € R? | y > 0}, que llamaremos el semiplano superior cerrado.

Definicién 1.2. Tomemos un espacio topolégico X, Hausdorff y con una base numerable. Dire-
mos que X es una superficie con frontera si para cada x € X hay una vecindad abierta U C X
de x, un abierto V de H2 y un homeomorfismo ¢ : U — V.

1Por ejemplo, ya que X; y X, son localmente euclidianas, podemos elegir homeomorfismos h; : S — 6D;, 1 <i <2,
de manera que f = hj o hf]~

2Esto es mas dificil de lo que a primera vista puede parecer. Una superficie abstracta no estd encajada en un espacio
en el que podemos “ver” la superficie.
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Més generalmente, reemplazar H? por el semiespacio superior cerrado H" permite definir
una variedad con frontera de dimensién n. Tomemos una superficie con frontera X. Si x € X
va al eje real bajo alguna carta ¢, lo mismo sucede para cualquier otra carta coordenada. Asi,
diremos que x es un punto de frontera de X. El conjunto de estos puntos forma una 1-variedad,
no necesariamente conexa, que llamamos la frontera de X y denotamos por 6X; el resto de los
puntos de x son llamados puntos interiores, y admiten una vecindad homeomorfa a un abierto
de IR?. Esto implica que el conjunto X \ 6X es una superficie, de forma que 6X es un subespacio
cerrado de X.

Si X es compacta, 6X es también un conjunto compacto, y sus componentes conexas son
entonces homeomorfas al circulo.?. Asi, X es homeomorfa a una unién finita de circulos ajenos.
Identifiquemos cada componente conexa C de 6X con la frontera de una copia del disco cerrado
D := {x € R? | ||x|| < 1}. Como resultado, obtenemos un espacio de identificacién compacto
S(X), pues es la imagen continua de la unién de dos compactos, X y la unién finita de copias
de D. Ademads, S(X) es una superficie: la proyeccién natural 77 : X — S(X) preserva las cartas
coordenadas en puntos interiores de X, mientras que los puntos interiores de cada copia de
D son claramente puntos interiores de S(X). Por otro lado, si x € 6X es identificado por 7
con un punto # en una copia de S!, podemos tomar cartas (U C X,¢)y (U’ C D) de x y %,
respectivamente, con imagenes homeomorfas al medio disco M := H2 N D. En tales coordenadas,
7t es representada por una identificacién de las fronteras de ambas copias de M, que produce
un disco abierto homeomorfo a 77(U U U’), haciendo de x un punto interior de S(X).

La construccién anterior nos permite caracterizar a X, una superficie compacta con frontera,
a través de su superficie asociada S(X). De esta forma, definimos el género de X como el género
de S(X), y lo denotamos por g(X). Diremos que X es orientable si S(X) es homeomorfa a la suma
conexa de g(X) toros, y que es no orientable en otro caso. Observemos que X estd determinada,
salvo homeomorfismo, por su género, su orientabilidad, y el nimero de componentes conexas
de su frontera, que denotamos con b(X).

Si bien esto nos da una definicién de orientabilidad para superficies con o sin frontera, es
preciso entender qué significa intrinsecamente. Intuitivamente, una superficie es orientable si
es imposible encajar un pequefio objeto sobre ella y moverlo continuamente hasta obtener su
imagen espejo. Mas abstractamente, es imposible tomar un pequefio lazo orientado y moverlo
libremente por la superficie hasta regresar a su posicién original, para encontrar que ahora tiene
la orientacién opuesta. Si uno imagina a la superficie encajada en el espacio, esto equivale a la
nocién intuitiva de que la superficie tenga dos “lados”. Una orientacién de X es entonces una
eleccién consistente y continua de una direccién positiva para cada curva cerrada en X.

Otra forma de definir la orientabilidad de una superficie es a través de una triangulacién
de X, un concepto de gran utilidad. Citamos la definicién usada en [45], que aparece como la
definicién 3.8.

Definicién 1.3. Sea X una superficie, U C X, V C R? abiertos, y ¢ : V — U un homeomorfismo.
Un tridngulo A en X es la imagen bajo ¢ de un tridngulo cerrado contenido en V, digamos .
Una arista y un vértice de A es la imagen bajo ¢ de una arista y un vértice de ¢, respectivamente.
Decimos que una friangulacion de X es una familia de tridngulos T = {A; | i € I} cuya unién es
X y que posee las siguientes dos caracteristicas:

s La interseccién de dos tridngulos es ajena, o bien, una arista o un vértice comtn a ambos.

» Cada arista de T es una arista de exactamente dos tridngulos.

3En la seccién 6 de [29] se enuncia la clasificacién de las 1-variedades: salvo homeomorfismo, s6lo tenemos a R ya
st
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..

Figura 1.1: Dos tridngulos de T con orientaciones compatibles.

Dicho en un lenguaje mds general, una triangulacién es un complejo simplicial S, acompafiado
de un homeomorfismo & : & — X. Sin embargo, no usaremos esta terminologia. Una triangu-
lacién de X es un caso particular de una descomposicién celular, que definiremos al final de esta
seccion.

Decimos que una superficie que admite una triangulacién T es triangulable. En cada tridn-
gulo de T, podemos elegir una orientacién de las aristas de manera que construyamos un ciclo
dirigido. Esto es, podemos circular por la frontera del tridngulo respetando las direcciones de
sus aristas. Esto da una nocién de direccién para cualquier curva cerrada contenida en dicho
tridngulo. Asi, elijamos una orientacién para cada tridngulo de T. Si e es una arista que perte-
nece a los tridngulos Ay, A; € T, podemos decir que elegimos orientaciones distintas para e si
tomamos direcciones distintas para sus imagenes homeomorfas en d; y J;. Si esto sucede, vemos
que la orientacién de A; y Ay es compatible, en el sentido en que se extiende a una orientacién
del cuadrildtero que surge de su unién, como en la figura 1.1. Esta construccién es generalizable
a complejos de dimensién méas grande. Referimos a la seccién 5 de [29].

Definicién 1.4. Tomemos una superficie X con una triangulacién T. Diremos que X es orientable
si es posible orientar a los tridngulos de T de manera que cada dos tridngulos adyacentes reciben
orientaciones compatibles.

Una triangulacion orientada de esta forma permite definir una direccién positiva para cual-
quier curva cerrada en X, pues yace dentro de un poligono triangulado cuya frontera indica
tal direccién. Mds atn, podemos entender la nocién intuitiva de mover continuamente un peque-
fio circulo orientado ! sobre la superficie como una serie de desplazamientos de ! paso a paso,
empezando en un tridangulo particular y circulando la superficie por medio de una sucesién de
tridngulos adyacentes. Por la consistencia de la orientacién de T, vemos por qué es imposible
obtener el reflejo de [ una vez que regresamos al tridngulo original.

El siguiente teorema es bien conocido, y explica por qué podemos tomar la definicién previa
como una definicién satisfactoria de orientabilidad. Para una prueba, referimos al articulo [43].

Teorema 1.1.2. Toda superficie admite una triangulacion.

Triangular un espacio topoldgico permite darle una descripcién combinatoria, que resulta
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extremadamente ttil. Por ejemplo, dada una superficie compacta, podemos utilizar una de sus
triangulaciones para calcular su género.

Teorema 1.1.3. Tomemos una superficie compacta y conexa X de género g, y una triangulacion T para
X. Sean V el mimero de vértices de T, E el de sus aristas y F el de sus caras. Entonces

» V—E+F=2-2gsi X es orientable,

» V- E+F =2—gsi X no es orientable.

Llamamos al niimero x(X) = V — E + F la caracteristica de Euler de X.

Ejemplo 1.1. No es dificil convencerse de que si S; y Sy son superficies, x(S51#S2) = x(S1) +
X(S2) — 2, pues podemos producir una triangulacién de S;#S; a partir de triangulaciones de S;
y Sa: basta elegir tridngulos en cada S; como los discos a identificar para obtener S1#S;. Asi,
la nocién de orientabilidad y de caracteristica de Euler basta para identificar una suma conexa
con su llamada presentacion estindar. Por ejemplo, x(T*#P?) = 0+ 1 —2 = —1. La presencia de
una crosscap nos dice que T?#P? es no orientable?, y se tiene que 2 — ¢ = —1si ¢ = 3. Asi,
T2#P? = P2#PHP2.

Mas generalmente, podemos definir una descomposicién poligonal para una superficie X de
manera similar. Es facil imaginar cémo podriamos reemplazar una triangulacién suficientemente
fina en una superficie por una descomposicién por poligonos: si una cadena conexa de triangu-
los estd contenida en una carta de X, podemos quedarnos con su frontera e ignorar sus divi-
siones internas para obtener un poligono. Reciprocamente, un poligono de k lados puede ser
triangulado afiadiendo k — 3 diagonales, proceso que produce k — 3 caras nuevas también; asi,
triangular una descomposicién poligonal con V vértices, E aristas y F caras no cambia al ntmero
V — E + F, de modo que es posible calcular x(X) usando una descomposicién mds general que
una triangulacién.

Ahora bien, la compacidad de X garantiza que cualquiera de sus triangulaciones tiene un
numero finito de caras. Por otro lado, cualquier triangulacién T de una superficie compacta X
con b(X) > 1 componentes de frontera debe tener un ntmero finito de caras, de forma que
también podemos calcular V(T) — E(T) + F(T). La superficie con frontera mds sencilla es el
disco cerrado D, y una triangulacién suya, digamos Tp, induce una descomposicién poligonal
P de la esfera: a saber, si Tp tiene k aristas en la frontera de D, basta con identificar un poligono
de k lados y 4D adecuadamente. Asi, V(P) — E(P) + F(P) = V(Tp) — E(Tp) + F(Ip) +1 = 2,
de modo que V(Tp) — E(Tp) + F(Tp) = 1. Esto nos permite extender x(X) a D, y por lo tanto
a toda superficie compacta con frontera X. A saber, X es el complemento de b(X) discos en la
superficie S(X), por lo que podemos extender T a una triangulaciéon de S(X) si triangulamos
adecuadamente al disco cerrado D previo a su identificacién con una componente de 6X. Asi,
tenemos el

Corolario 1.1.3.1. Sea X una superficie compacta y orientable de genero g con b componentes de frontera.
Si T es una triangulacién de X con V vértices, E aristas y F caras, entonces V — E +F =2 —2g — b.

Asi, tenemos una definicién de caracteristica de Euler para cualquier superficie compacta,
con o sin frontera.

4En general, si una suma conexa incluye un P2 entre sus sumandos, el resultado es no orientable. Podemos ver esto
intuitivamente: podemos pensar en un crosscap como una puerta que permite “invertir” la orientacién de un circulo
para permitirnos moverla hasta su posicién original.
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La caracterfstica de Euler es quizds la invariante topoldgica mds antigua utilizada para distin-
guir superficies, y hall6 su primer uso en el estudio de los poliedros, que pueden pensarse como
superficies descompuestas en poligonos. En la siguiente seccién trataremos con otra invariante
topoldgica de mucho poder, el grupo fundamental. Antes, finalizamos esta seccién definiendo
un objeto general que engloba a los conceptos de triangulacién y descomposicién poligonal, y
que usaremos en los tltimos capitulos de este trabajo.

Definicién 1.5. Diremos que un espacio topolégico homeomorfo a B" := {x € R" | ||x|| < 1}
es una n—celda abierta. Similarmente, una n—celda cerrada es un espacio homeomorfo a B” :=
{x e R [ |[x[] <1}

También diremos que una n—celda es una celda de dimensién n. Observemos que el interior
de una celda cerrada es una celda abierta. Sin embargo, no es verdad que la frontera de una
celda cerrada es una celda abierta.

Definicién 1.6. Sea X un espacio topoldgico no vacio. Una descomposicion celular de X es una
una familia £ de celdas abiertas de diversas dimensiones para la que se satisface lo siguiente:

» UE=X.
= Los elementos de £ son ajenos a pares.

» Para cada e € £ de dimensién n > 1 existe una n—celda cerrada D y una funcién continua
¢ : D — X tal que su restriccion a Int(D) es un homeomorfismo sobre ¢, y ¢(6D) C {¢’ €
E | dim(¢') < n}.

Las primeras dos condiciones significan que £ es una particién de X por n—celdas abiertas,
la tercera es una condicién de pegado.

1.2. El grupo fundamental

En esta seccién, definimos una poderosa herramienta para estudiar la topologia de superfi-
cies: el grupo fundamental. La asignacién de un grupo a una superficie surge como un primer
acercamiento a la descripcion de sus agujeros, y nos permite utilizar las herramientas del dlgebra
para estudiar problemas topolégicos.

Definicién 1.7. Una curva en X con punto inicial p y punto final g es una funcién continua
f:10,1] — X tal que f(0) = p, f(1) =¢.Si f(0) = f(1) = p, decimos que f es un lazo basado
en p.

Aunque el concepto de homotopia entre funciones es mas general, nos conformaremos con
la siguiente nocién:

Definicién 1.8. Dos curvas f y g con punto inicial p y punto final g son homotdpicas relativo
a sus extremos si existe una funcién continua H : [0,1]> — X que satisface H(s,0) = f(s) y
H(s,1) = g(s) para cada s € [0, 1].

Notemos que, para cada t, Hy = H(s,t) : [0,1] — X es una curva con punto inicial p y
punto final g. Asi, una homotopia entre dos curvas con mismos extremos formaliza la idea
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de “deformacién continua” de una curva en otra. En particular, si p = g, cada H; es un lazo.
Para un punto fijo p y el conjunto de los lazos basados en p es facil notar que la relacién 'son
homotépicos” es de equivalencia. Por ello, también diremos que dos lazos homotépicos f y g
estdn en la misma clase de homotopia, y escribiremos que f ~ g.

Ahora, dados dos lazos f y g basados en p € X, intuimos que la curva obtenida al “ir primero
con f y luego con ¢” deberia ser también un lazo basado en p, pues podriamos tomar al intervalo
[0,2] y definir una cierta funcién fg dada por f en [0,1] y g(s — 1) en [1,2]. Para convertir dicha
funcién a una curva bien definida, basta con “ir primero rapido con f y luego répido con g”.
Formalmente, concatenamos los lazos f y g de la siguiente manera:

Definicién 1.9. Sean f y g dos lazos basados en p. Definimos la concatenacion de f y g por

[ fee 0<t<1/2,
(f-8)(t) = {g(Zt—l) 1/2<t<1.

También es posible definir la concatenacién de curvas en general, siempre y cuando una
termine donde comienza la otra. Cuando sea posible concatenar dos curvas, la clase de homo-
topia de su concatenaciéon no dependera de sus propias clases de homotopia, como veremos en
un momento. En el caso de lazos basados en un mismo punto, la concatenacién tiene un buen
comportamiento:

Teorema 1.2.1. Sea x € X, y m1(X, x) el conjunto de las clases de homotopia de lazos basados en x.
A saber, m1(X,x) = {[f]~ | f:[0,1] = X, f(0) = f(1) = x}. Bajo la operacién - : m1(X, x) X
(X, x) = m1(X, x) inducida por la concatenacion, 1t1(X, x) forma un grupo.

La prueba y motivacién del teorema se basa completamente en el siguiente lema:

Lema 1.2.1. Si [ es un lazo basado en p, el lazo 171 := I(1 — s) satisface | - 171 ~ 171 . ] ~ cp, donde ¢y,
es la curva constante p (Es decir, cy(s) = p para toda s € [0,1]). Ademds, c;, -1 ~ 1.

Como vemos, el lema nos indica qué objetos deberian actuar como los inversos y el neutro
en 711(X, x). Notemos, sin embargo, que el lema es cierto también si consideramos simplemente
una curva f con extremos arbitrarios en X. Citaremos en un bosquejo la prueba de [29].

Demostracién. La homotopia entre [ - I~! esta dada por

1(2s), 0<s<t/2
H(s,t) = S I(#), t/2<s<1-—1t/2
121—-5s)), 1—-t/2<s<1

La homotopia comienza en la constante p y termina en /- [~!. La intuicién detrds consiste en ir,
poco a poco, alejandose de p con [ hasta llegar a I(t), para después regresar con /~!. Notar que
I = (I"1)~! basta para ver que también [~! -1 ~ c,,.

Para el lazo ¢y, - I, la homotopia que lo une con [ es la siguiente:
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Tenemos las bases para probar el teorema 1.2.1

Demostracion. Primero, la concatenacion de clases estd bien definida: si f ~ ' y ¢ ~ ¢ a través
de las homotopias F, y G, vemos que

es una homotopia entre f - gy f' - ¢'. En efecto, para toda s € [0, 1], H(s,0) = F(25,0) = f(2s), y
sis€[3,1], H(s,0) = G(2s — 1,0) = g(2s — 1), por lo que H(s,0) = (f - ¢)(s). De misma forma,
uno puede comprobar que H(s,1) = f’- ¢’. Este argumento no depende de que f y g sean lazos,
asi que de hecho la concatenacién respeta la equivalencia homotépica siempre que es posible
llevarla a cabo.

El lema anterior muestra que [cx] es el neutro del grupo, y que el inverso de [I] es exacta-
mente [/ ~!]. Para la asociatividad, basta ver que la concatenacién de representantes en efecto es
asociativa. Si [, h, g son lazos basados en x, los lazos a = f - (¢-h) y b = (f - §) - h satisfacen

f(2s) 0<s<1/2 f(4s) 0<s<1/4
a(s) = ¢ g(4s—2) 1/2<s<3/4 b(s) =< g(4s—1) 1/4<s<1/2
h(4s—3) 3/4<s<1 h(2s—1) 1/2<s<1

Observemos que a es simplemente una reparametrizacioén de b. Explicitamente, la funcién con-
tinua r : [0,1] — [0, 1] definida por

s/2 0<s<1/2
r(s)=<¢s—1/4 1/2<s<3/4
2s—1 3/4<s<1

es tal que a = bor. Més aun, r(0) = 0, 7(1) = 1, de modo que r es una funcién continua de [0, 1]
que fija sus extremos, y por tanto la funcién H dada por H(s,t) = b(tr(s) + (1 — t)s) define una
homotopia entre b y a. O

Ese ultimo argumento puede aplicarse mdas generalmente; esto es, siempre que tengamos
una curva f y una reparametrizacion g de f para la cual exista  : [0,1] — [0,1] que fije 0y 1
y que cumpla f = gor. Esto coincide con la idea intuitiva de que la esencia de una curva I,
desde el punto de vista de la homotopia, es su trazo, Im(!). Sin embargo, esa intuicién resulta
ser incorrecta:

Ejemplo 1.2. La curvas ,4 : [0,1] — S! definidas por
v(s) = exp(2mis), I(s) = exp(4rris)

no son homotépicamente equivalentes.
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Integrar la funcién z +— 1/27iz sobre 7y y 6 arroja 1 y 2, respectivamente. Recordemos que
es esta integral la que da la definicién del indice de una curva, y que un argumento clésico de
andlisis complejo muestra que la integral de contorno de una funcién holomorfa en un cierto
dominio depende sélo de su clase de homotopia (ver [36], por ejemplo). De hecho, la nocién de
indice permite demostrar que 71, (S!, x) ~ Z.

En general, intentar calcular el grupo fundamental de un espacio solamente a través de su
definicién no tiende a llevar muy lejos. No es muy evidente cémo deberia verse un espacio abs-
tracto formado por todos los posibles lazos basados en un punto, y mucho menos qué “bloques”
deberfamos dibujar en él para delimitar las clases de equivalencia. A pesar de que el grupo
fundamental captura la idea intuitiva de “atrapar agujeros lanzando cuerdas”, es importante
distinguir la nocién de curva como funcién de la imagen mental que hacemos de ella, que es
mads bien su trazo. A priori, la dependencia del punto base para describir al grupo fundamental
parece ser otra dificultad, pero no lo serd para nuestros espacios de interés:

Definicién 1.10. Un espacio X es arcoconexo, si para cualesquiera dos puntos a,b € X existe una
curva f con f(0) = a, f(1) = b. Diremos que X es localmente arcoconexo si para cada x € X'y
U C X con x € U existe un abierto V arcoconexo tal que x € V C U.

Proposicién 1.2.1. Sea X una superficie conexa. Entonces X es arcoconexo y localmente arcoconexo.

Demostracion. Que X es localmente arcoconexo se sigue de que es un espacio localmente eucli-
diano: cada x € X admite una vecindad homeomorfa a un disco abierto, que es un subconjunto
convexo de R? y por lo tanto arcoconexo. Ahora bien, tomemos un x € X y definamos al con-
junto I, como el conjunto de puntos y € X para los que existe una trayectoria con extremos en x
y y. Dado un punto z € Iy, tomemos una trayectoria vy : [0,1] — X con ¥(0) = x, ¥(1) = z. Sea
U una vecindad abierta arcoconexa de z. Observemos que cada y € U pertenece a Iy, pues es
posible extender y a una trayectoria entre x y y a partir de una con extremos z y y. Asi, U C .
Similarmente, si y ¢ I, la arcoconexidad local de X implica la existencia de una vecindad abierta
de y contenida en X \ I. Puesto que x tiene una vecindad arcoconexa, I, # @. X es conexa, por
lo que se tiene que I, = X. O

Si X es un espacio arcoconexo, una curva y en X con extremos en g y p define un isomorfismo
¢y (X, q) = 11 (X, p). Puesto que en X podemos hallar curvas que conectan cualesquiera dos
puntos, la estructura de 77(x, X) no depende del punto base x. Asi, no hay ambigiiedad cuando
hablamos de el grupo fundamental de un tal espacio. Sin embargo, el isomorfismo ¢, depende
de la eleccién de la curva 1, de modo que los grupos 711 (X, ) y 7r1(X, p) no son canénicamente
isomorfos. Concluimos esta seccién con un par de ejemplos.

Proposicién 1.2.2. Sean U un subconjunto convexo de R" y x € U. Entonces 111 (U, x) = 1.

Demostracion. Sea v : [0,1] — U una curva con 7(0) = (1) = x. Consideremos la funcién
continua H dada por H(s,t) = (1 —s)y(t) + scx(t), con (s, t) € [0,1] x [0,1]. Es claro que
H(0,t) = v(t) y H(1,t) = cx(t) = x. Para un ¢ fijo, los puntos 1 — s)7y(t) + scx(t) trazan la
recta entre y(t) y x. Asi, H es una homotopia en U. O

Definicién 1.11. Sean X un espacio topoldgico arcoconexo y x € X. Decimos que X es simple-
mente conexo si 711(X, x) es trivial.
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La proposicién 1.2.2 junto a un resultado técnico® implican que la esfera S? es simplemente
conexa. Otra forma de probar este hecho es utilizando el teorema de Seifert-Van Kampen, con
un argumento similar al de la proposicién 2.4.1 de la siguiente seccion. Mucho més interesante
es el siguiente ejemplo, tomado de la seccién 10 de [29].

Proposicién 1.2.3. Sean X una superficie conexa y compacta, y x € X. Por el teorema 1.1.1, X es
homeomotfa a la esfera, a una suma conexa de n toros o n planos proyectivos reales, para cierto niimero
natural n. Se tiene que

1 si X =82
(X, %) = $ (ag, by, ..., an, by | arbra; byt apbpay oY) si X 22 T4 #T?
(a1,...,an | a2 ---a%) si X & P2 .. #P2

Para demostrar este resultado es preciso un andlisis de la presentacién estindar de X. Es
natural entender al toro como un espacio de identificacién en el cuadrado: a a saber, T? es
homeomorfo al espacio que resulta de identificar lados opuestos en [0,1] x [0, 1]. Similarmente,
es posible obtener T?# - - - #T2 a partir de identificaciones en un poligono de 4 lados, asf como
P2%# .- - #P2. Omitimos estas construcciones, pero referimos a la secciéon 6 de [29]. Notemos que
la proposicién anterior sugiere que

nl(Tz) = (a,b | aba‘lb_1>,

en donde el término aba~'b~! es el conmutador de los tnicos generadores. Esto es, 711(T?) es
un grupo abeliano de rango dos, y es isomorfo a Z x Z.

En general, es dificil calcular el grupo fundamental de un espacio. es crucial la nocién de los
espacios cubrientes. Antes, recordemos la siguiente definicién:

Evidentemente, los espacios simplemente conexos tiene grupo fundamental trivial, sin im-
portar el punto en el que nos basemos. Un espacio también puede ser localmente simplemente
conexo, donde cada punto satisface que para cada abierto U que lo contiene, hay una vecin-
dad abierta contenida en U que es simplemente conexa. El circulo, por ejemplo, es localmente
simplemente conexo, pero no simplemente conexo.

1.3. Espacios cubrientes

Una forma de probar que 711(S!,1) = Z consiste en tomar la funcién p : R — S!' dada
por p(t) = exp(2rmit). Esta funcién es el homomorfismo usual que caracteriza a S! como el
grupo cociente R/Z. Para cada punto x en S!, p!(x) es simplemente el conjunto de todos los
posibles argumentos de x € S!. Tomemos al lazo I basado en 1 dado por I(s) = exp(27sn), y
al punto 0 € R. Si tomamos la funcién e : x — nx de R, vemos que I(s) = (poe)(s), donde
e(0) = 0 € p~1(0). Notemos que la fibra de 0 es Z, y que si tomamos cualquier otro entero z,
la funcién e; = e + z también satisface | = p oe;, pero e;(0) = z. Decimos que las funciones

5A saber, un lazo en S" es homotépicamente equivalente a un lazo 7 que no toca algtin punto x de S" (Ver, por
ejemplo, el lema 7.19 de [29]). Puesto que S” es la compactacién por un punto de R", el espacio S” \ {x} es homeomorfo
a R", que es simplemente conexo por 1.2.2. Asi, podemos jalar una homotopia en R” para construir una en S" \ {x} que
contraiga 7y a un punto.
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e; son levantamientos de la curva [, y tratar de encontrar funciones distintas que cumplan lo
mismo resultard ser fatil, como veremos. Primero, formalicemos los objetos con los que estamos
tratando. La funcién p resulta ser una instancia de una funcién cubriente.

Definicién 1.12. Sean X, X espacios topoldgicos, y p : X — X una funcién continua. Diremos
que U C X esté cubierto parejamente si U es conexo y para cada componente conexa V de p~1(U),
pyv : V — U es un homeomorfismo.

Asi, diremos que (X, p) es un espacio cubriente de X, y que p es una funcion cubriente si se
satisfacen las siguientes condiciones:

= X es arcoconexo y localmente arcoconexo®.

» La funcién p es suprayectiva.

» Cada x € X tiene una vecindad cubierta parejamente por p.

Mas generalidad es permitida en las definiciones que aparecen en [14] y [9]. Dado que la
imagen bajo p de X es todo X, nuestra definicién implica que X es un espacio conexo, y la
suprayectividad implica que X debe ser también arcoconexo; por tanto, limitaremos nuestra
atencion a dichos espacios topologicos. Puesto que estudiaremos superficies conexas, la propo-
sicién 1.2.1 nos garantiza que las superficies poseen estas propiedades. Haremos los abusos de
notacién usuales para decir que el espacio cubriente es X cuando sea claro cudl es la funcién
cubriente que tiene asociada, que también llamaremos su proyeccién.

Observacion. Un espacio cubriente de una superficie es también una superficie.

En efecto, si tenemos una carta (U, ¢) de X, podemos suponer que U esta cubierto pareja-
mente, de manera que una componente conexa V de p’l(U) nos permite construir una carta
(V,¢ o p) para X. Vemos que X es Hausdorff: si dos puntos distintos en X, digamos x y v, satis-
facen p(x) = p(y) y U es una vecindad cubierta parejamente de p(x) entonces x y y pertenecen
a componentes distintas de p~1(U); si p(x) # p(y), cualesquiera vecindades ajenas U y V de
p(x) y p(y) satisfacen que sus preimdgenes son abiertas y no se intersecan en X. Ver que X
posee una base numerable para su topologia requiere un poco mds de esfuerzo. Sin embargo,
si la fibra de cada punto en X es numerable, un boceto del argumento es como sigue: si j es
una base numerable de X, el conjunto B = {U € B | U est4 cubierto parejamente} es una ba-
se para X también, pues cada punto admite una tal vecindad, y un subconjunto abierto de un
abierto cubierto parejamente también est4 cubierto parejamente. Mds atin, B es numerable al ser
subconjunto de f, y podemos suponer que los elementos de B son homeomorfos a un disco si
tomamos cada U suficientemente pequefio. Dado U € B, p~!(U) es homeomorfo al producto
U’ x p~!(x), donde x es cualquier punto de U y U’ es un disco, de modo que p~!(U) tiene una
base numerable si y sé6lo si p~1(x) es numerable. Si esto sucede, podemos construir una base
numerable para X a partir de los abiertos bésicos de cada p~!(U). A priori, no es facil ver por
qué la fibra de cada punto deberfa ser numerable, pero un poco mds adelante retomaremos este
punto.

Una propiedad de los espacios cubrientes que si es inmediata es la siguiente:

Proposicién 1.3.1. Si (X, p) es un espacio cubriente de X, todas las fibras p~1(q) tienen la misma
cardinalidad.

%Es sencillo ver que un espacio localmente arcoconexo no es necesariamente arcoconexo: basta considerar dos rectas
distintas y paralelas en R%. Aunque parece desafiar la intuicién, la conexidad por trayectorias de un espacio tampoco
implica su versién local: el seno del topoldgo extendido es un espacio con esta propiedad. Ver [41].
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Demostracién. Como p se restringe a un homeomorfismo en cada componente de p~!(g), cada
una contiene exactamente una preimagen de gq. Si U es una vecindad de g cubierta parejamente,
lo mismo es cierto para cada q' € U, de forma que |[p~(q)| = [p~1(¢')|. Escribamos C, para
denotar al conjunto de los x € X con [p~1(x)| = [p~1(g)|. Lo anterior nos dice que C, es abierto,
pues si x € C; se tiene que cada punto en una vecindad cubierta parejamente de x también estd
en C;. Observemos que X = U,C;. Asi, si el complemento de C; es no vacio, debe ser la unién
ajena de ciertos C,, para algunos y € X, y por lo tanto es abierto también. X es conexo, de modo
que X\ Cy = @, pues q € Cy. O

Diremos que esta cardinalidad comun de las fibras es el grado de la cubriente; aunque pre-
feriremos decir que p es una cubriente de n hojas cuando n es un ntimero natural. Notemos
que una cubriente de 1 hoja es necesariamente un homeomorfismo. Si bien la demostraciéon de
la proposicién anterior es sencilla, ilustra una estrategia comdn que utilizaremos para varias
pruebas subsecuentes; a saber, la de verificar que una propiedad se satisface en todo un espacio
conexo mostrando que se satisface en un conjunto no vacio que es abierto y cerrado.

Nuestro interés en estos espacios cubrientes reside en la relacién natural que hay entre el
grupo fundamental del espacio cubierto y el cubriente. Mds atn, las propias simetrias de la
funcién cubriente juegan un papel importante en el dlgebra que relaciona estos conceptos, como
veremos un poco més delante. Antes, recordemos las propiedades de levantamiento de curvas,
que conforman la util maquinaria que hilard las ideas mencionadas. Primero, formalicemos la
nocién de levantamiento que mencionamos al inicio de esta seccién. Las referencias para las
definiciones y resultados siguientes son el primer capitulo de [9] y de [14], y el capitulo 11 de
[29]. A continuacién, X serd un espacio topolégico y (X, p) un espacio cubriente de X.

Definicién 1.13. Sea Y un espacio topolédgico. Si f : Y — X es una funcién continua, diremos
que la funcién continua f : Y — X es un levantamiento de f si satisface po f = f.

X
; l
Y —— X

Este diagrama conmutativo ilustra la relacién entre una funcién y uno de sus levantamientos p.
En el ejemplo con el que iniciamos la seccién, las funciones e, son levantamientos del lazo I, y
cada una satisface e,(0) = z € p~1(0). Estas funciones son, de hecho, los tinicos levantamientos
que ! con tal propiedad.

Proposicién 1.3.2. Supongamos que Y es conexoy f : Y — X es continua. Si f1 y f, son levantamientos
de f y yo € Y es un punto tal que f1(yo) = f2(yo), entonces f1 y fo coinciden en todo Y.

Demostracion. El conjunto I := {y € Y | fi(y) = fo(y)} es no vacio, pues yo es uno de sus ele-
mentos. Supongamos que hay uny € Y\ I y que U C X es una vecindad abierta de f(y) cubierta
parejamente. Por definicién de I, fi(y) y f2(y) pertenecen a componentes conexas distintas de
p~1(U), digamos U, y Uy, respectivamente. Escribamos V= it (t) N £ H(Uy). Vemos que
y € V, por lo que V es un abierto no vacio para el que f1(V) N f2(V) = @. Deducimos que
Y \ I es abierto. Similarmente, tomemos otra vez un y € I, una vecindad U de f(y) cubierta
parejamente, y escribamos U; = f; para i € {1,2}. Puesto que f1(y) = f2(y), necesariamen-
te U = U,. Dado que f; y f» son levantamientos de f, se sigue que f = po f; = po f. Si
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V= fiH () N f, 1 (Ua), vemos que f1(V) = fo(V) = Uy = Uy, conjunto en donde p se res-
tringe a un homeomorfismo y por tanto admite una inversa local p~!. Asi, para cada y € V,

fily) = ptopofily) = plopofaly) = fa(y). Luego, V C I es abierto, y por lo tanto I
también. Puesto que Y es conexo y el conjunto I es no vacio, concluimos que [ =Y. O

Una consecuencia inmediata de este teorema es la posibilidad de levantar curvas de manera
Unica:

Proposicién 1.3.3. Si f : [0,1] — X es una curva y iy es un punto en p~'(£(0)), entonces existe un
iinico levantamiento f : [0,1] — X de f tal que f(0) = .

Demostracion. Basta demostrar la existencia de dicho levantamiento, pues su unicidad se deduce
de la proposicién 1.3.2. El conjunto f([0,1]) es compacto en X, por lo que podemos tomar un
entero k suficientemente grande y k ntimeros reales 0 < t; < .- < t; = 1 tales que para cada
0 <i < k existe una vecindad Uy de f(f;) cubierta parejamente, de manera que J U; = f([0,1])

y f([ti tiv1]) C Uigq.

Fijemos al punto §jp € p~1(f(0)), y sea U; la componente conexa de p~!(Uy) tal que % € Uj.
La funcién p|l~11 es un homeomorfismo sobre su imagen, U, por lo que tiene una inversa, oy;
asi, definimos f; : [0,t;] — X como f; := o] Lo f. Dado que t; € U, la componente conexa
de p~1(Uy) que contiene a fi(t;) interseca a Uy; definimos a I, como tal componente conexa.
Asi, podemos usar la seccién local 03 : Uy, — U, para levantar a f y definir f, : [t,t2] — X
como fp := 0, o f. Procedemos inductivamente: para i > 1, definimos a U; como la componente
conexa de p~!(U;) que contiene a f; 1, y, usando la seccién local de o; : U; — U; de p, definimos
fi : [ti_1,ti] como f; := ;o f. Es claro que en las intersecciones U; N U;, 1, las secciones ; y 0741
coinciden, de modo que la funcién

f(t) te€0,to],
flt):=4q
fe(t)  te [t 1].

estd bien definida y es continua, pues su dominio es una unién finita de cerrados en los cuales
es continua, y se pega bien. Vemos facilmente que p o f = f: llamando ty a 0, para cualquier
t € [0,1], hay uni tal que t € [t;_1,t;], y entonces (po f)(t) se traduce a (poo;o f)(t) = f(t). O

Resulta que, desde el punto de vista de la homotopia, este levantamiento depende sélamente
del elemento elegido sobre la fibra de f(0) y de la clase de homotopia de f. Mds especificamente,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. Sean fy, f1 dos curvas homotdpicas en X y fo, f1 levantamientos suyos en X, respectiva-
mente. Si fo(0) = f1(0) = do € X, entonces fo ~ f1.

Demostracion. La prueba sigue en analogfa a la del teorema previo. Sean 4o, 1 las imagenes de
0y 1, respectivamente, bajo las curvas fy y f1. Supongamos que H : [*> — X es una homotopia
relativa a extremos entre f) y fi. Denotemos por fs cada una de las curvas H(s,t). Como en
el teorema previo, cubramos cada uno de los conjuntos Im(fs) con ks abiertos cubiertos pareja-
mente. Esto da una cubierta abierta del compacto Im(H), de donde, sin pérdida de generalidad,
podemos extraer k + 1 abiertos Uy, ..., Uy cubiertos parejamente para los que U; N U1 # @,
g0 := p(do) € Uy y q1 € Uy. Los conjuntos V; := H~1(U;) cubren a I. Definimos H; : Vj — X
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por H; = 0 o H, en donde 0y es la seccién de p con dominio U que satisface 0y(g9) = §o. Una
vez hecho esto, definimos inductivamente H; : V; — X como H; = ¢; 0 H, en donde 0; es la
seccién de p que coincide con ¢;_1 en los puntos de U; N U;_;. Asi, la funcién H:I— Xesta
bien definida, pues los V; se pegan bien, y es continua al serlo en cada uno de los V;.

Por construccién, po H = H. Luego, para cada t € I, po H(s,t) = H(s,t) = f;, de modo
que H(s,t) coincide con los tinicos levantamientos de las funciones f; que empiezan en gy, f,
de acuerdo al teorema previo. Notemos que H(s,0) y H(s, 1) son levantamientos de las curvas
constantes qq y 41, respectivamente. Dado que fo(0) = 4o = H H(0,0), todas las fs comienzan en
Go, y similarmente terminan en 4; := f1(1), pues §; determina a H(s, 1), y cada levantamiento de
las f; se construye con las secciones ¢y y 01 en los conjuntos Uy, Uy 1. Asi, H es una homotopia
relativa a extremos entre fo y fi. O

El teorema previo es especialmente ttil cuando las curvas que queremos levantar son lazos,
pues indica que es posible definir una nocién de levantamiento para sus clases de homotopfia, y
por lo tanto para los elementos del grupo fundamental de X basado en el punto x. Sin embargo,
no es necesariamente el caso que los lazos de X se levantan siempre a lazos de X. Intuitivamente,
las curvas cerradas de X basadas en un punto x; se “desenredan” en X, levantdndose a curvas
que en general conectan dos elementos distintos de la fibra de xo. A partir de este fenémeno
obtenemos una accién bien definida de 77(X, x) en p~!(xp), sugerida por el siguiente corolario:

Corolario 1.3.1.1. (Monodromia) Sean f y g dos curvas homotdpicamente equivalentes. Si f y § son
levantamientos suyos tales que f(0) = §(0), entonces f(1) = §(1).

Demostracion. Dado que los levantamientos son también homotépicos, sus puntos terminales
deben coincidir. O

Los elementos de 771(X, x) son clases de equivalencia de lazos basados en x € X. Si tomamos
un representante 7 de una dicha clase, vemos que para cada % € p~!(x) existe un tGnico levanta-
miento 4 de v que comienza en %, y termina en 4(1), que es también elemento de p~!(x), pues
po4(1) = 7(1) = x. Asi, definimos la accién de 711(X, x) en p~!(x) por

Observemos que la accién resulta ser derecha por cémo elegimos escribir la concatenacion
de curvas. Primero notemos que el corolario anterior, el teorema de monodromia, garantiza que la
accion estéd bien definida, en el sentido en que no depende de un representante particular de [7].
Para ver que en efecto es una accién, vemos que para cualquier ¥ € p~1(x), - [cx] = & (1) = %,
pues la curva constante c; es el tinico levantamiento de ¢y que comienza en ¥. Por otro lado, si
h = f - g se tiene que % - [1] = li(1). S6lo hay un levantamiento f de f que comienza en %, y s6lo
uno de g que comienza en f(1), que denotaremos §. Vemos que po (f - §) = f - g, de manera

que (1) = f-g yporlotanto 2-[f -] = (f-§)(1) = f(1)-§= (- f) - &

Mss atin, el hecho de que X es conexo por trayectorias implica que esta accién es transitiva:
basta con tomar una curva f entre £, ¥ € p~!(x) y proyectarla para obtener un lazo 7y que
satisface ¥ - [y] = &'.

Equivalentemente, la accién descrita produce un homomorfismo  de 71 (X, x) en S, el grupo
simétrico de p~1(g), dado por [y] — [% — 4z(1)].
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Definicién 1.14. Denotemos por S, al grupo simétrico del conjunto p~1(g). Llamaremos a la
imagen del homomorfismo 1 : 71 (X, x) — S; el grupo de monodromia de X correspondiente a

(X, p).

Supongamos que X es arcoconexo y que ! es una curva entre los puntos q y ¢'. I define
un isomorfismo ¢ entre 71 (X,x) y m(X,q"). Llamemos G a la imagen de la representacion
h:m(X,x) — Sqy G’ laimagen de i’ : m11(X,q') — Sy. Sea ¢ € G tal que o = h(7). Entonces
la asignacion o +— ' (¢(y)) define un isomorfismo entre G y G/, de modo que el grupo de
monodromia de X estd bien definido.

En la otra direccién, podemos ver que una funcién cubriente p : X — X induce un homo-
morfismo’ p. entre 7y (X, %) y 711(X, x), dado por p.([l]) = [p o], pues cada representante I de
un elemento de 7 (X, %) se puede ver como un levantamiento de su imagen bajo p. De hecho,
una vez fijo ¥ € p~1(x), eso es exactamente lo que es /, por unicidad de los levantamientos.

Es fécil ver que el homomorfismo p. es inyectivo: si (/] € Ker(ps), tenemos que [p o] = [cy]
y por lo tanto I es un levantamiento de cy, asi como lo es el lazo constante cx. Asi, [I] = [cz], el
elemento neutro de 711(X, £). Puesto de otra manera, hay una copia isomorfa de 771 (X, %) como
un subgrupo de 7(X, x), a saber, Im(p.). El estabilizador de g de la accién de (X, x) en p~1x
coincide con Im(p.) pues si % - [y] = & entonces 4(1) = % y por lo tanto § € 711(X, ¥), de manera
que po§ = v € Im(ps«). Viceversa, es claro que un representante de un elemento de Im(p.) se
levanta a un lazo basado en g que acttia trivialmente.

Definicién 1.15. Llamaremos al grupo p. (71 (X, %)) C 711(X, x) el grupo inducido por el espacio
cubriente (X, p).

De nuevo, notemos que el grupo p. (7 (X, %)) coincide con el estabilizador de § de la acciéon
de 711(X, x) en p~1(g). ;Qué hay de los grupos p. (7 (X, %) cuando % es cualquier otro punto de
la fibra p~1(gq)? La accién de 7r1 (X, x) en p~1(q) es transitiva, de modo que si %, € p~'(g) existe
un g € m1(X,x) tal que x - ¢ = y (incidentalmente, un representante de g es la proyeccion de
cualquier curva que conecte x con ). Si G := 711(X, x) y Gy, G, son los estabilizadores de x y y,
respectivamente, vemos que ¢~ 'Gyg = G¥. En efecto, cualquier elemento en ¢~!G,g tiene forma

g 1fg, con f € Gy, de modo que y- (g7 'fg) = (y-g7 ') - (f¢§)x- (fg) = x- g = y. Concluimos
que la conjugacion por ¢ da una biyeccién entre Gy y Gy cuya inversa es la conjugacién por g L

En resumen,

Proposicién 1.3.4. Dados dos puntos dy,d, de X, los grupos p.(m1(X,d1)) y p«(11(X, §2)) son conju-
gados, y |p~1(q)| coincide con el indice de p.(7t1(X,§)) en 1t1(X,q), independientemente de la eleccion
de q.

Demostracion. La primera afirmacién se sigue de la discusién previa. Para la segunda, construire-
mos una biyeccién explicita entre las clases laterales p.(711(X, %))gy p~'(g) para un § arbitrario,
en donde p(§) = g. Fijemos un tal § y denotemos por H al grupo p. (71 (X, %)) y por G a 11(X, q).
Para cualquier ¢ € G, los elementos /1 € Hg acttian de la misma forma en §; a saber, 1 satisface
h = fg,donde f € H = G, demodo que j-h =4 -f¢g=q-g Si Hg, Hf son dos clases de H
entonces § - ¢ = § - h implica que ¢f ! € H, por lo que ¢ € Hf, y se tiene que Hg = Hf. Asi,
vemos que la funcién ¢ : Hg — § - ¢ es una funcién inyectiva. Por otro lado, la arcoconexidad

"Notemos que el homomorfismo f. = [f o] estd definido para cualquier funcién continua f entre dos espacios
topolégicos. Resulta que (— )4, junto con la asociacion (X, x) — 711(X, x), constituye un funtor covariante de la categoria
de espacios basados (en donde los objetos son parejas (X, x) compuestas de un espacio topolégico y un punto base x € X
y los morfismos son funciones continuas que envian puntos base en puntos base) y la categoria de grupos.
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de X implica que para cualquier punto §, en la fibra de g hay una curva en X que inicia en § y
termina en §p; su proyeccién define una clase lateral derecha de H que claramente va a §, bajo
¢. Asi, ¢ es la biyecciéon buscada. O

Mas atn, una curva [ entre dos puntos x,y de X da un isomorfismo no canénico entre los
grupos 71 (X, x) y 11 (X, y), como se muestra en el capitulo 7 de [29]. Uno puede entonces poner
la accién del primer grupo en p~!(x) en términos del segundo y convencerse de que los grupos
inducidos p«(7m1(X, %)) y p«(m1(X, 7)) son isomorfos también. Asi, el grupo inducido es una
objeto algebraico propio del espacio cubriente (X,p), cuya estructura no depende del punto
usado para su construccion. Esto nos da una forma de asignarle un subgrupo de 11 (X, x) a una
cubierta de X. Podemos preguntarnos si cualquier subgrupo de 71 (X, x) ocurre como el grupo
inducido por alguna cubierta de X. Para respondernos, necesitamos de la nocién de cubriente
universal, que discutiremos mds adelante.

Ahora, hemos hablado de levantar curvas y homotopias de un espacio X a una de sus cubier-
tas. En general, tenemos el siguiente importante criterio de levantamiento para funciones continuas:

Lema 1.3.1. Sean (X, p) un espacio cubriente de X, Y un espacio topolégico arcoconexo y localmente
arcoconexo, y ¢ : Y — X una funcién continua. Tomemosy € Y y un § € p~1(f(y)). Entonces existe
un vinico levantamiento ¢ : Y — X tal que ¢(y) = 4 si y sélo si ¢« (71(Y,y)) C p«(m(X,§)).

Es facil ver que esta condicion es necesaria: si ¢ es un levantamiento de ¢, entonces ¢,
coincide con (p o ¢)., de modo que ¢.(71(Y,y)) = p(¢«(m1(Y,y))) C Im(ps). La suficiencia es
mads delicada, y referimos a la prueba que aparece en el primer capitulo de [14]. La unicidad del
levantamiento sigue de un argumento familiar: si ¢, es otro levantamiento de ¢ con ¢ (y) = §,
entonces el conjunto de los puntos * tales que ¢(¥) = ¢2(X) es no vacio, abierto y cerrado.

Ahora, tomemos un espacio cubriente (X, p) de X y demos otro vistazo al homomorfismo
p: [v] = [% = 9z(1)] definido por la accién de (X, x) en p~!(x). De ser inyectivo, p induce
una buena representacion de 7 (X, x) como un grupo de permutaciones. En tal caso, diremos
que la accion es fiel, para reflejar el hecho de que 711 (X, x) tiene una copia homomorfa en el
grupo de permutaciones S,-1 ).

Ejemplo 1.3. Sea X = S! y consideremos una cubierta finita (X, p) de X. Sabemos que 711 (S!,1) =
Z, de manera que el homomorfismo p : 7r1(S',1) — S,-1(1) no puede ser inyectivo, pues la

fibra de x en X es finita. Observemos que para tener una accion fiel, necesitamos una cubriente
con una cantidad al menos numerable de hojas. Puesto que sus fibras deben ser discretas, tal
cubriente no puede ser compacta.

Una accién de un grupo G en un conjunto X es libre si no tiene puntos fijos. Esto es, cada
g € G distinto de la identidad satisface que g - x # x y cada x € X. Observemos que una accién
libre necesariamente es fiel, pues ningdn elemento de g puede actuar en X de forma trivial.
Ahora, supongamos que 711 (X, x) acttia libremente en p~!(x). Tenemos entonces que 71 (X, %)
debe ser el grupo de un elemento: de lo contrario, podemos hallar un lazo 4 basado en & que
no es equivalente al lazo constante cz. Si denotamos por - al lazo basado en x dado por po ¥,
tenemos que % - [y] = (1) = &%, y puesto que p. es inyectiva, la curva ¢ no es nulhomotépica.
Similarmente, es claro que si 711 (X, ¥) es trivial, la accién de 71 (X, x) en la fibra de x es libre, y
por lo tanto fiel.

Asi, la discusién previa nos dice que si podemos encontrar una cubriente simplemente co-
nexa de X, garantizaremos que la accion de 71(X, x) en la fibra de g es fiel. Ademas, por el
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criterio de levantamiento, dos cubrientes simplemente conexas de X son necesariamente homeo-
morfas, pues sus respectivas funciones cubrientes se levantan a una biyeccién entre sus “torres”
de abiertos, como veremos enseguida. Ahora, supongamos por un momento que X es una tal
cubriente, y notemos que si fijamos un ¥ € X tal que p(%) = x y y es un punto arbitrario de X,
hay exactamente una clase de homotopia de trayectorias entre x y y. Esto se debe a que si [I] y
[t] son clases de trayectorias entre x y y, la curva I - t~! es un lazo, y por lo tanto es nulhomo-
topico. Asi, podemos identificar cada punto y de p~!(x) con la tnica clase de curvas [l,,] con
extremos x y y. El teorema de monodromia implica que p induce una biyeccién entre los [ly,]
y los elementos de 711(X, x), de modo que p~!(x) es numerable si y sélo si 711(X, x) lo es. Una
forma simple e inmediata de concluir esto es recordar que el ntimero de hojas de p es el indice
de [c4] en 1 (X, x).

Asi, al menos para una cubriente simplemente conexa de una superficie con un grupo fun-
damental numerable, podemos finalmente afirmar que la cubriente es también una superficie,
como discutimos en la observacién 1.3. Esta consideracién resulta suficiente, pues las superficies
X con las que trabajaremos tienen grupos fundamentales isomorfos a cocientes del grupo libre
en g + n generadores, donde g es el género de X y n su ntimero de perforaciones, que por lo tanto
son numerables. Ademds, como veremos, cualquier cubriente (X1, p1) de una superficie es un
espacio obtenido a partir de identificaciones realizadas en una cubriente simplemente conexa
(X, p) de X, de modo que la cardinalidad de la fibra p; ! (x) estd acotada por la cardinalidad de

p~1(x)8.

Asi, tenemos dos motivaciones interesantes para encontrar una cubierta simplemente conexa
para el espacio X. La pregunta es, ;cudndo es posible encontrarlo? Para superficies, la respuesta
es siempre. Mds generalmente, tenemos el siguiente resultado estandar, obtenido del capitulo 1
de [14]:

Teorema 1.3.2. Si X es un espacio arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente
conexo, X admite una vinica cubriente simplemente conexa, salvo homeomorfismos, que denotaremos por

(Xu,p)-

Intuitivamente, un espacio X es semilocalmente simplemente conexo si cada punto suyo admite
una vecindad U en la que todo lazo se contrae a un punto, pero donde la contraccién puede
desenvolverse fuera de la vecindad U°. Esta condicién es necesaria para que X admita una cu-
briente universal: si (X, p) es tal cubriente y x € X, una vecindad Uy de x cubierta parejamente
es homeomorfa a un abierto de X;, de modo que un lazo ! contenido en Uy se levanta a una
curva que es posible contraer a un punto en X, a través de una homotopia H. La homotopia
p o H describe la contracciéon de I a un punto, que no necesariamente tiene la totalidad de su
imagen contenida en U.

Llamaremos al espacio (Xy, p) la cubriente universal del espacio X. Una descripcién detallada
de este espacio se encuentra en la seccién 5 del capitulo 1 de [9]; en su lugar, describimos la idea
de su construccion, que es exactamente la que utilizamos para dar una biyeccion entre 711 (X, x)
y la fibra de x en X. Primero, tomemos X como en el teorema y fijemos un x € X. Consideramos
el conjunto Ly de todas las clases de homotopia de curvas con extremos en x y un punto y. En

8Nota: esto resulta de importancia para la teorfa de superficies de Riemann. Como es de esperarse, la proyeccién de
un espacio cubriente X de X en X también puede usarse para inducir una estructura adicional en X que estd definida
localmente, de modo que es sensato esperar que si X tiene una estructura compleja entonces hay una forma de darle
una a X también. En dicha construccién es facil ver cudl deberia ser la clase del atlas complejo para X, pero no es claro
a priori el por qué X tiene una base numerable, como vimos antes. El hecho de que una superficie de Riemann conexa
posee una base numerable es un resultado de Radé.

9Equivalentemente, X es semilocalmente simplemente conexo si la funcién (U, x) — 7(X, x) inducida por la
inclusion U — X es trivial.
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general, este conjunto tiene k > 1 elementos, y como mencionamos antes, k = 1 cuando el grupo
fundamental de X es trivial. La conexidad por trayectorias de X garantiza que los L, tienen todos
la misma cardinalidad: basta tomar una curva ¢ con extremos y y ' para dar una biyeccién no
canénica entre L, y L;, pues la funcién L : Ly — L, dada por [lyy — Ly, - c] es inyectiva y su
inversa estd inducida por ¢~

Asi, X surge de tomar el espacio de todas las clases de curvas entre x y y, variando y en
todo el espacio X, de modo que los puntos de X sobre y sean exactamente las k clases de curvas
lyy. Esta cubriente universal efectivamente “deshace los agujeros” de X al separar en distintos
puntos las k formas esencialmente distintas de conectar dos puntos de X. La dificultad técnica
estd en definir una topologia para tal espacio.

La unicidad de la cubriente universal se sigue del criterio de levantamiento: tomemos dos
cubiertas simplemente conexas (X, p) y (Y, q) para X y fijemos puntos %, € X tal que p(%) = xo,
y o € 9 '(x0). Los grupos Im(p.) e Im(g.) coinciden con {[cx]} C m1(X,x), por lo que es
posible levantar p a p y g a § de forma que p(%) = o y §(7o) = Xo.

Observemos los siguientes diagramas conmutativos:

i
~
<k

El primero implica que pojo i = p, hecho que se refleja en el segundo. Esto es, la funcién
o p levanta la funcién cubriente p : X — X al espacio X. Observemos que la identidad de X
es también un levantamiento de p, pues claramente p o Id = p. Dado que ambos levantamientos
coinciden en el punto %y, deben ser iguales en todo su dominio. En otras palabras, # es un
homeomorfismo con inversa 4.

De hecho, tenemos una nocién mds fuerte de equivalencia entre la cubriente X y la cubriente
Y: tomemos el mismo levantamiento § de p, pero ahora dejemos que § sea un levantamiento
de la cubriente g al espacio X que satisface §(fjy) = %;, donde %; € p~!(x)\ {%}. En este
caso, h = § o p no coincide con la identidad, pues h(%) = ¥7. Sin embargo, h también es un
homeomorfismo: uno puede argumentar como antes y notar que, si i, denota el levantamiento
de p que toma el valor fjy en %, entonces i, o i} = fp 0§ invierte a h. Notemos que estas
construcciones toman en cuenta que yo € g~ 1(x), xo, x1 € p~1(x),y po (§op) = poh = q. Esto
sugiere que las distintas posibles formas de “proyectar” el espacio X, en X estdn completamente
determinadas por los auto homeomorfismos que respetan las fibras. Mas precisamente, g : X, —
X es una funcién cubriente si y sélo si existe un automorfismo h de X, tal que g = poh: en
efecto, si reemplazamos Y por X en el diagrama anterior y § por &, obtenemos que g = p o h.
Cuando g coincide con p, estos automorfismos h nos dan una buena nocién de las simetrias
del espacio cubriente (X, p). Observemos que la nocién de un automorfismo que preserva una
funcién cubriente se puede definir para cualquier espacio cubriente (X, p) de X.

Definicién 1.16. Sea (X,p) un espacio cubriente de X. Decimos que el conjunto
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{h:X — X | poh = p} es el grupo de transformaciones cubrientes de (X,p), y lo denotamos
con Aut(X, p).

Es inmediato ver que Aut(X, p) es un grupo. Sus elementos son conocidos en inglés como
“deck transformations”. La imagen de un espacio cubriente como un mazo de cartas sobre una
mesa es una imagen pintoresca y conceptualmente ttil, por lo cual también llamaremos barajeos
a los elementos de Aut(X, p). Sin embargo, la imagen no es completamente correcta: los barajeos
deben ser homeomorfismos, y no necesariamente es posible extender una permutacién arbitraria
de las hojas de p a un automorfismo de X. De hecho, la estructura de Aut(X, p) esté determinada
por el espacio cubierto por X.

Teorema 1.3.3. Sea (X, p) la cubriente universal de X. Entonces Aut(X, p) = my (X, x).

Demostracion. Sea G el grupo de monodromia de X asociado a (X, p). Puesto que el grupo
fundamental de X, es trivial, la representacion p : 711(X,x) — S; es inyectiva, y tenemos que
G es isomorfo a 711(X, x). Por otro lado, tomemos un [y] € (X, x). Para un §o € p~'(q),
llamemos §; al punto §y - [y]. Por el criterio de levantamiento, y como discutimos previamente,
es posible levantar a p a un homeomorfismo f : X — X de modo que p(§o) = 4. Al ser un
levantamiento de p, se satisface que po i = p, por lo que € Aut(X, p). Ahora, notemos que
h = p € Aut(X, p) se restringe a un elemento del grupo de monodromia G en la fibra p~!(x),
de donde obtenemos un isomorfismo ¢ : Aut(X,p) — G dado por h — h | p~1(q): su inversa
estd dada por llevar ¢ al dnico levantamiento de p definido por la accién de p~!(0) € m1(X, x)
en el punto 4y. A saber, h = ¢~ 1(c) es el tnico levantamiento de p que satisface (§y) = o (do)-
Asi, p~! o ¢ es un isomorfismo entre Aut(X, p) y rr1(X, x). O

Ejemplo 1.4. Supongamos que X = S!. Antes, discutimos intuitivamente por qué 711 (X, 1) es iso-
morfo a (Z,+). Ahora basta con encontrar la cubriente universal de S! y su grupo de transfor-
maciones cubrientes. La cubierta (R, p : t — exp(27tit)) es simplemente conexa, por lo que debe
ser es espacio cubriente universal de X. Es claro que para cada entero z la funciéne, : t — t+z
es un elemento de Aut(R, p). En el sentido opuesto, tenemos que p~!(0) = {27im | m € Z} de
modo que i € Aut(RR, p) satisface h(0) = 27in para cierto entero n. Asi, h y e, son levantamien-
tos de p que coinciden en 0, y por lo tanto son la misma funcién. Vemos que Aut(R, p) = {e; |
z€Z} = (Z,+), pues es claro que e, © e, = €4y, y concluimos que m(S,1) = (Z,+).

El espacio cubriente universal de X induce el grupo trivial, pues es simplemente conexo. En
sentido opuesto, dado un grupo H C 711(X, x), es posible encontrar una cubierta (X, p) de X tal
que p«(m (X, %)) = H.

Teorema 1.3.4. Sea X un espacio que admite una cubriente universal X, q € X y un subgrupo H C
m1(X, x). Fijemos un punto § € X sobre q € X. Entonces existe un espacio cubriente (Xp, py) tal que

pr«(m1(Xn, pu(9))) = H.

Demostracion. Dado que Aut(Xy, p) es isomorfo a 71(X, x), podemos considerar a la imagen
homomorfa H' de H bajo este isomorfismo, contenida en Aut(X,, p). Recordemos que este iso-
morfismo depende de la eleccién de un punto § € X sobre g € X, que fijamos. Definimos la
relacién en X, dada por x ~ y si y solo si existe una h € H’ tal que h(x) = y. Esta relacion es
de equivalencia puesto que H' es un grupo: es reflexiva, pues Ix, claramente estd en H'; es si-
métrica, pues h invertible; es transitiva, ya que H’' es cerrado bajo la composicion. Llamemos Xy
al espacio cociente obtenido por esta identificacién. Notemos que, como p o h = p, la cubriente
p es constante en las fibras de la proyeccién natural 77 : X, — Xpg: en efecto, a,b € 77~ !(x) son
equivalentes bajo ~, por lo que p(a) = (poh)(a) = p(b). Asi, la funcién py := p o ! estd bien
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definida y es continua; mds atin, es una funcién cubriente de X. Observemos que p es suprayec-
tiva, pues p lo es; ademads, Xy es localmente arcoconexo y arcoconexo al ser la imagen continua
de un tal espacio. Por tltimo, para cada x € X existe una vecindad U, cubierta parejamente
por p. Notemos que dos elementos de una componente conexa V de p~!(U) no pueden ser H-
equivalentes: en efecto, la relacién ~ sélo identifica puntos que pertenecen a la misma fibra de p,
pues la existencia de h € Aut(X,, p) tal que h(a) = b implica que p(a) = p(h(a)) = p(b). Luego,
7(V) es abierto al tener a V como preimagen bajo 77, y py(7(V)) = por (V) = p(V) = U.
Concluimos que cada punto de X es cubierto parejamente por py, y que por lo tanto (Xy, pr)
es un espacio cubriente. Por construccién, H coincide con el grupo inducido por la cubierta py
sobre g, pues es el estabilizador de su accién. O

Mads atn, la cubriente que corresponde al grupo H C 71(X, x) es tnica, como el siguiente
teorema especifica.

Teorema 1.3.5. Sean X arcoconexo y localmente arcoconexo, (X1, p1), (Xa, p2) dos espacios cubrientes
de X arcoconexos y un punto arbitrario x € X. Entonces existen puntos %1 € pfl (x), % € p;l(x) yun
homeomorfismo ¢ : X1 — Xy tal que py = pp o ¢ si y s6lo si p1.(711(Xq, %1)) = pas (1 (X2, %2)).

Demostracion. Supongamos que ¢ es un tal homeomorfismo. Un elemento

[7] € p1(m1(Xq, %1))

satisface [y] = [p1 0 7/] para algun o' € m1(Xy, %1). La identidad p; = p; o ¢ implica que [y] =
[p2o (¢7')] € m(Xa, X2) y que por tanto 71(X1, %) C m11(Xp, %), mientras que la identidad
p2 = p1o¢ ! da la otra contencién. En sentido opuesto, elijamos primero puntos ¥ € p; L(x)
y % € p, ' (x), y supongamos que p1. (71 (X1, 1)) = pa«(711(X2, %2)). Del lema 1.3.1 deducimos
que es posible levantar p; a la funcién p; : X7 — Xp, de modo que ppo p1 = p1y p1(%1) = %o
Viceversa, p, admite un levantamiento fi; que envia ¥, en ¥; y satisface p; o fip = p2. Como
antes, tenemos que py o fi; es un levantamiento de la identidad de X; que fija al punto x1, y por
lo tanto coincide con ella. Asi, ¢ := f; es el homeomorfismo buscado. O

Como hemos mencionado antes, diremos que dos espacios cubrientes son isomorfos o equi-
valentes si existe un homeomorfismo ¢ entre las cubiertas que preserva sus respectivas proyec-
ciones. Notemos que esta nocién de equivalencia preserva la estructura de espacio cubriente, en
el sentido en que ¢ es un homeomorfismo que preserva todas las fibras. Es facil convencerse
de que la nocién de isomorfismo es una relacién de equivalencia en el conjunto de los espacios
cubrientes de X. Asi, sumando este tltimo par de resultados con la proposicién 1.3.4, tenemos
una excelente descripcién, si bien un poco abstracta, de los espacios cubrientes de un espacio X.
A saber,

Teorema 1.3.6 (Clasificacion de los espacios cubrientes). Sea X arcoconexo, localmente arcoconexo y
semilocalmente simplemente conexo. Hay una correspondencia biyectiva entre las clases de conjugacion de
subgrupos H C 1t1(X, x) y las clases de isomorfismo de cubrientes de X.

Un bosquejo de la prueba que resume nuestras discusiones previas es como sigue.

Demostracion. Para cada grupo H C (X, x) es posible construir un espacio cubriente (Xp, ¢)
de X con grupo inducido ¢.(711(X, %)) = H. La construccién de tal espacio cubriente depende
de la eleccién de un elemento distinguido § en la fibra de g bajo su cubriente universal. Esta
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construccién asocia al grupo conjugado gHg ! C 711(X, x) al mismo espacio cubriente Xy, pues
conjugar H corresponde a cambiar la elecciéon del punto g. Por la discusién anterior, cualquier
cubriente (Y, p) con grupo inducido H es equivalente a Xp. Asi, la clase de conjugacién de H
estd asociada a la clase de isomorfismo de Xp. En una palabra, la asociacién biyectiva estd dada
por (X,p) — p«(m11(X, %)), y no depende de los representantes correspondientes. O

Hasta ahora, la discusién ha tenido un tono un poco méas general de lo que en verdad ne-
cesitamos. En este trabajo lidiaremos con superficies de Riemann, cuyo espacio subyacente es
una superficie conexa. Antes, finalizamos este capitulo con una descripcién mds precisa de la
relacién entre 771 (X, x) y Aut(X, p) para un espacio cubriente general de X.

Cuando X y X son superficies arcoconexas y p : X — X es una funcién cubriente, sabemos
que la accién de 771 (X, x) en cualquier fibra de p es transitiva. Si ademas X resulta ser la cubriente
universal de X, tenemos que el grupo inducido por X es trivial, y la accién de Aut(X,p) en
p~1(x) también es transitiva. Para ver esto, recordemos el argumento usado en la prueba del
teorema 1.3.3: dado x € X y puntos %, € p~!(x), el criterio de levantamiento implica que la
funcién p : X — X se levanta a una funcién p : X — X que satisface (%) = %', pues tanto
p«(m1(X, %)) como p.(r11(X, %)) coinciden con el subgrupo trivial de 71 (X, x), y por lo tanto
entre si. De misma forma podemos construir la funcién inversa de j. En este caso, la transitividad
de Aut(X, p) nos dice que hay simetria completa entre los elementos de p~!(x).

Es natural preguntarse si tenemos esta misma transitividad de Aut(X, p) cuando X corres-
ponde a un subgrupo H C m1(X, x) no trivial. La clave del argumento previo estd en que los
grupos ps(711(X, %)) y p«(m1(X, ¥')) coinciden; sin embargo, como vimos en la proposicién 1.3.4,
en general s6lo podemos esperar que tales grupos son conjugados en 71 (X, x). Esto nos lleva a
la siguiente nocién:

Definicién 1.17. Decimos que un espacio cubriente (X, p) de X es normal si para cada x € X y
%,% € p~!(x) existe un h € Aut(X, p) que lleva & en ¥'. Esto es, si Aut(X, p) actda transitiva-
mente en las fibras de p.

En la literatura, este tipo de cubiertas también son conocidas como regulares o de Galois. El
nombre de normal es el mas sugerente, de acuerdo al siguiente teorema extraido de [14], en
donde aparece como la proposicién 1.39.

Teorema 1.3.7. Tomemos un espacio X arcoconexo y localmente arcoconexo, y (X, p) un espacio cubriente
de X. Fijemos x € X y ¥ € p~Y(x), y sea H el grupo inducido por la cubierta X, p.(m (X, %)).
Denotemos por N(H) al normalizador'® de H en 71 (X, x). Entonces:

» El espacio cubriente (X, p) es normal si y sélo si H es un subgrupo normal de 71 (X, x).

» Aut(X, p) es isomorfo al cociente N(H)/H.

Observemos que cuando X es una cubierta normal, el grupo Aut(X, p) es isomorfo al cocien-
te 711 (X, x)/ H, pues el normalizador de H coincide con 771 (X, x). El primer inciso del teorema se
deduce de la discusi6én anterior. En efecto, cuando H = p. (71 (X, %)) es normal en 71 (X, x), cam-
biar de punto base en p~!(x) corresponde a conjugar un grupo que es invariante bajo conjuga-
cién, de manera que el criterio de levantamiento nos permite argumentar como antes y concluir
que Aut(X, p) actta transitivamente en p~!(x). Para el segundo inciso, un boceto de la prueba
es como sigue: tomemos un [y] € N(H) y supongamos que % - [y] = ¥'. Esto es, el levantamiento

10Fsto es, el subgrupo més grande de 711 (X, x) en el que H es normal.
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4 de v que comienza en % termina en %'. En este caso, vemos que p.(711(X, %)) = ps«(7m1(X, ¥')),
pues uno de estos grupos resulta de conjugar por [y] al otro, que denotamos por H, y que es
invariante bajo la conjugacién por elementos de N(H) por definicion. Utilizando el criterio de le-
vantamiento, esta construccién produce un homomorfismo suprayectivo f : N(H) — Aut(X, p)
cuyo ntcleo es H.

Notemos que el teorema 1.3.3 se deduce del teorema anterior. En analogifa al teorema fun-
damental de la teorfa de Galois, tenemos una correspondencia entre subgrupos normales de
m1(X,x) y cubiertas normales de X. Del criterio de levantamiento vemos que si H C F C
11 (X, x), los espacios cubrientes (Xr, pr) v (Xg, py) de X satisfacen que X es cubierta de Xy,
y podemos hallar una proyeccién intermedia p : Xr — Xp que satisface py o p = pr, siguiendo
el procedimiento de identificacion utilizado en la prueba del teorema 1.3.4.

Adicionalmente, el grupo Aut(X, p) juega un papel similar al del grupo de automorfismos
de una extensién de campos. Recordemos que en una extensién de campos L/K de Galois, los
subgrupos de Gal(L/K) estdn en correspondencia con los campos intermedios K C L C L. Si
bien los subgrupos de H producen cubiertas de Xy, los subgrupos de 71 (X, x) que contienen a
H estan en correspondencia con los subgrupos de N(H)/H, y producen espacios cubrientes de
X que estan cubiertos por Xp.

Intuitivamente, los subgrupos de N(H)/H = Aut(X, p) corresponden a las “cubiertas inter-
medias” entre X y X, con H asociado a X y N(H) a X. La teorfa de las superficies de Riemann y
las funciones algebraicas hace mucho mas concreta esta relacion entre extensiones de campos y
espacios cubrientes. Sin embargo, nos limitaremos a estudiar las superficies de Riemann desde
un lente topoldgico.

1.4. Notas y referencias

El capitulo anterior es una introduccién compacta a la topologia de superficies. El contenido
estd tomado de las referencias [43], [9], [14], [26], [29], y [45]. La explicacién y orden elegidos
para presentar el contenido ha sido de acuerdo a nuestra preferencia. A continuacién resumimos
la fuente del material.

Para la seccién inicial, las definiciones para superficie y superficie con frontera provienen de
la seccién 2 de [29]. El enunciado para el teorema 1.1.1 de superficies aparece en [29] como el
teorema 6.14. Su prueba descansa en la clasificacién de las presentaciones poligonales para las
superficies. Sin embargo, un tratamiento mds satisfactorio aparece en [43], pues utiliza como base
solamente el hecho de que la gréfica completa bipartita K33 no puede ser encajada en el plano.
La breve discusiéon y definicién de orientabilidad estd basada en la discusién correspondiente en
la seccién 5 de [29], y la justificamos utilizando el teorema 1.1.2, tomado de [43], y el teorema
1.1.3,, que aparece como la proposicién 6.18 de [29] y en mds generalidad como el teorema 2.44
de [14]. En la definicién 1.6 rescatamos la discusion al inicio de la seccién 5 de [29].

Para la seccion del grupo fundamental, tomamos la definicién de homotopia del capitulo 1
de [14]. El lema 1.2.1 esta reescrito a partir del teorema 7.11 de [29], y resumimos la prueba de
Lee en un bosquejo. Una parte de la prueba del teorema 1.2.1 se basa en el lema 1.2.1, y el resto
es original. Las definiciones 1.11 y 1.12 provienen del capitulo 1 de [14].

Para la seccién de espacios cubrientes, hemos tomado la definicién de espacio cubriente del
capitulo 1 de [9], en donde aparece como la definicién 4.11. Hemos reescrito las pruebas de una
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forma amigable, tratando de comunicar las ideas concisamente y de manera autocontenida. La
proposicién 1.3.1 es la proposicion 4.16 de [9], pero la prueba escrita aqui es nuestra, y la usamos
para introducir la estrategia de prueba que utilizamos en la mayoria de las demostraciones
siguientes. La proposicién 1.3.2 estd tomada de [14], y corresponde a la proposiciéon 1.34; la
prueba que hacemos es una reescritura mas clara de la de Hatcher. La proposiciéon 1.3.3 aparece
en [9] como el teorema 4.14: su prueba es igual a la de [29], que reproducimos aqui con mayor
claridad, y esta basada en el teorema del niimero de Lebesgue, que aparece en [29] como el lema 7.19.
Su prueba sugiere la del teorema 1.3.1, que es nuestra. Su corolario, el teorema de monodromfa,
esta tomado de [29], en donde es llamado el teorema 11.15.

La discusion sobre la accién de 711 (X, x) en la fibra de su punto base bajo una funcién cu-
briente estd basada en la construcciéon 1.2.6 de [26], y de ella tomamos la definicién 1.14. La
proposicién 1.3.4 es una mezcla de los teoremas 1.38 y la proposicién 1.32 de [14]; su prueba estd
basada en la de Hatcher. El criterio de levantamiento también estd tomado de [14], en donde
aparece como la proposicién 1.33. El teorema 1.3.2 corresponde a la discusion al inicio de la
seccion 1.3 de [14]; la explicaciéon de su unicidad es nuestra, y se basa fuertemente en el criterio
de levantamiento. La nocién de equivalencia de cubiertas es natural, y la tomamos del primer
capitulo de [26]. El teorema 1.3.4 equivale a la proposicion 1.36 de [14], y la prueba es nues-
tra. Similarmente, Los teoremas 1.3.9 y 1.3.10 estdn tomados de [14], en donde corresponden
a los teoremas 1.37 y 1.38. Las pruebas dadas son reescrituras més profundas de las pruebas
de Hatcher. El teorema 1.3.3 es cldsico y la prueba que exponemos es nuestra. Es un corolario
del teorema 1.3.7 que estd tomado de [29], en donde aparece como el teorema 12.7, aunque la
version que enunciamos es la de [14], que corresponde a la proposiciéon 1.39.



Capitulo 2

Superficies de Riemann

A pesar del orden de los capitulos en este trabajo, el estudio de las superficies de Riemann
antecede histéricamente al estudio abstracto de las variedades topoldgicas, y muchos de los con-
ceptos tratados en el capitulo previo surgieron primero en el contexto de la teorfa de funciones.
Mais adelante discutiremos motivaciones para la definicién de este objeto. Iniciemos recordando
algunas nociones elementales de andlisis complejo.

2.1. Conceptos basicos

Definicién 2.1. Sean zp un punto en C y U C C una vecindad abierta de zg. Una funcién
f : U — C es holomorfa en zj si el cociente

f(z) = f(z0)

zZ—2p

converge a un numero complejo cuando z — zg. Cuando exista, llamaremos a tal nimero la
derivada de f en z( y escribiremos f'(z) para denotarlo. Si f es holomorfa en cada punto de U,
diremos que f es holomorfa en U.

Citaremos sin prueba algunas propiedades que evidencian la rigidez de esta definiciéon. La
referencia principal de esta seccién es [9]. Las funciones holomorfas no constantes son abiertas;
es decir, la imagen de conjuntos abiertos es abierta, de modo que, por ejemplo, es imposible
encontrar funciones holomorfas de C en IR maés alld de las constantes. Ademas, las funciones
holomorfas son conformes en todos los puntos zy de su dominio en los que el namero f'(z) # 0.
Esto quiere decir que preservan el d&ngulo orientado en el que dos curvas se intersecan. Esta lti-
ma afirmacién se sigue de notar que la derivada de f en un punto puede ser interpretada como
una funcién entre dos planos tangentes reales de dimensién 2, y estd dada por el producto de
un ndmero complejo no cero, que es una transformacién ortogonal entre dichos planos seguida
de una homotecia.

Observemos que la definicion 2.1 es una definicién local, por lo que deberiamos esperar la
posibilidad de generalizarla a superficies y obtener propiedades similares a las descritas. Con
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esta motivacién, definimos el objeto de estudio de este capitulo:

Definicién 2.2. Sea X una superficie. Un atlas complejo para X es una cubierta de X por cartas
coordenadas A = {(Uy, ¢v)} holomorfamente compatibles: esto es, para cada v € [ existe un
abierto V;, C C para el que ¢, : U, — V,, es un homeomorfismo, y para cualquier par de cartas
de X (U,¢) y (V,y) tales que UNV # @, la funcion de transicion fyp : p(UNV) — p(UNV) es
holomorfa. Si A es un atlas complejo para X, diremos que (X, A) es una superficie de Riemann.

Esta definicién es suficiente para obtener una nocién de funcién holomorfa en una superficie
de Riemann, que es como sigue:

Definicién 2.3. Sea (X, A) una superficie de Riemanny f : U C X — C una funcién continua.
Diremos que f es una funcion holomorfa si para cada carta (V,¢) de X, la funciéon fo¢~! :
$(VNU) — C es holomorfa.

Maés generalmente, podemos definir mapeos holomorfos de la siguiente manera:!

Definicién 2.4. Sean (X, A) y (Y,B) dos superficies de Riemann, y f : X — Y una funcién.
Diremos que f es holomorfa si para cualquiera cartas ¢ : U' — V', ¢ : U — V, con U’ C Y,
U C f~1(U’), 1a representacion por coordenadas de f,

z/)ofoq‘)f1 V=V,
es una funcién holomorfa.

La definicién implica que una funcién holomorfa en U C X es continua: una representacién
por coordenadas de f es holomorfa y por lo tanto continua; puesto que las cartas son homeo-
morfismos, deducimos que f misma es continua. Ademds, observemos que todas las cartas de
X son holomorfas por definicién.

Es posible que dos altas distintos, digamos A y A’, definan la misma superficie de Riemann,
en el sentido en que I : (X, A) — (X, A’) es un mapeo holomorfo con inversa holomorfa. En tal
caso, todas las cartas complejas de A son holomorfamente compatibles con todas las cartas de
A’, y viceversa. Asi, es mas conveniente lidiar con un atlas maximal:

Definicién 2.5. Un atlas maximal ¥ para X es un atlas para el que si ¢ : U — C es una carta
holomorfamente compatible con las cartas de X, entonces (¢, U) € X. Decimos que X es una
estructura compleja para X.

Si (X, A) es una superficie de Riemann, siempre es posible encontrar un atlas maximal X
para el que A C %, por lo que siempre supondremos que A es maximal. Notemos que, intuiti-
vamente, el tener mds cartas no “incrementa la cantidad” de funciones holomorfas en X, pues
las cartas de A son compatibles con las de %, y tanto los abiertos de A como los de X cubren
a X2. Usar  nos da mayor libertad para representar por coordenadas a las funciones definidas
en X, y por tanto es una ventaja tanto conceptual como computacional. Habiendo definido %,
inmediatamente dejaremos de escribir (X, X) para decir simplemente que X es una superficie de
Riemann, entendiendo que carga con algtn atlas maximal.

1Por lo general se distingue entre funcién y mapeo holomorfo porque es conveniente pensar en el espacio de las
funciones holomorfas de valores complejos definidas en una superficie X.

2Mas correctamente, una estructura compleja es la clase de equivalencia de un atlas maximal, donde relacionamos dos
atlas si son mutuamente holomorfamente compatibles. Sin embargo, fijar un representante de la estructura es concep-
tualmente més cémodo.
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Proposicién 2.1.1. Sea X una superficie de Riemann. Para un abierto U C X, el conjunto
o) :={f:UC X — C | fesholomorfa} es un anillo conmutativo con las operaciones usuales
de suma y producto de funciones.

Demostracion. Para f,g € O(U), que f + gy fg son holomorfas se sigue del truco usual de un
curso de célculo, a saber,

f(z) +8(z) — f(z0) —8(z0) _ flz) = f(z0) , 8(2) —§(z0)

Z—20 zZ—2p Z—20

para la suma, mientras que para el producto tenemos

f8(2) = f8(z0) _ f8(2) — f(20)8(2) + f(20)8(2) — f8(20)

zZ—2p zZ—2p

= (f(Z) 7f(20))g(z) ‘|‘f(20) (g(z) 7g(20)>

zZ—2p zZ—2p

y tomamos los limites correspondientes, usando el hecho de que una funcién holomorfa es
continua. Es claro que O(U) es un subconjunto del anillo A de funciones de U en C y que la
funcién constante -1 es holomorfa, de forma que si f es holomorfa, —f € O(U). Concluimos que
O(U) es un subanillo de A. O

Ademas, es sencillo ver que las funciones constantes son holomorfas, y que si g no se anula
en U, la funcién 1/g es holomorfa, asi como f/g para cualquier f € O(U). Observemos que el
anillo O(U) puede tener divisores de su elemento nulo. Por ejemplo, si U tiene dos componen-
tes conexas A, B, las funciones indicadoras 14 y 1p satisfacen 1415 = 0. Asi, a partir de este
momento, supondremos siempre que una superficie de Riemann es un espacio conexo, de modo
que O(U) es un dominio entero.

Ejemplo 2.1. Consideremos la compactacién por un punto C del plano complejo C. Este es un
espacio topolégico obtenido de C a partir de la adicién del simbolo oo y los abiertos generados
por (C\ K) U{eo}, donde K es un compacto de C. En general, en C dos sucesiones que divergen
se alejan entre si arbitrariamente; el espacio C es, de cierta forma, el espacio mas sencillo que hace
al punto co indistinguible del resto de puntos en C. Por ejemplo, dos sucesiones que convergen
al mismo punto en C se acercan arbitrariamente entre si, pero esto es falso para sucesiones
divergentes. Sin embargo, vemos que esto es cierto en C. Nos bastan dos cartas para describir
a C: la funcion Idc en el abierto C \ {co} y la funcién f dada por z — 1/z paraz € Cy
f(o0) := 0 definida en el abierto C \ {0}. Los abiertos de estas cartas se intersecan en C*, donde
las funciones de transicién coinciden con 1/z, que es holomorfa en ese dominio. Llamamos a
este espacio el plano complejo extendido.

Ejemplo 2.2. Tomemos la esfera S? := {z € R? | ||x|| = 1} e identifiquemos el plano x3 = 0 con el
plano complejo de la manera natural. La proyeccién estereografica desde el punto N := (0,0,1)
es la funcién continua ¢y que asigna a cada punto x de S? el tinico punto de interseccién de
la recta I y el plano x3 = 0, donde ! pasa por N y x. Escribamos S := (0,0,—1), y sea ¢s la
proyeccién estereografica desde el punto S. Si o denota la conjugaciéon compleja, entonces el
conjunto A = {(S?\ {N},¢n), (S*\ {S},c0¢s)} es un atlas complejo para S. La conjugacién de
¢s garantiza que la transicion entre las cartas es holomorfa. El espacio (52, A) es conocido como
la esfera de Riemann.
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Es posible encontrar una funcién holomorfa biyectiva entre la esfera de Riemann y el plano
complejo extendido, cuya inversa es también holomorfa. Una funcién de este tipo entre dos
superficies de Riemann es llamada una funcién biholomorfa, o un biholomorfismo. Notemos que
si f: X = Y es una funcién biholomorfa entre las superficies de Riemann Xy Y,y g: X — C
y h : Y — C son funciones holomorfas arbitrarias, entonces f ok y go f~! son holomorfas en
Y y X, respectivamente. Esto es, un biholomorfismo induce un isomorfismo entre los anillos
O(X) y O(Y) de funciones holomorfas. En este caso, decimos que las superficies de Riemann
correspondientes son isomorfas. Mds generalmente, una funcién f : X — Y es holomorfa en un
abierto U exactamente cuando induce un homomorfismo de anillos

fro(fH ) = o,

dado por el pull-back de f a f~1(V). A saber, f*(g) = go f.

Mas atin, S? y € son a su vez isomorfos a la linea proyectiva compleja IP'C, que es el espacio
de los subespacios vectoriales de dimensién 1 de C?. La estructura compleja de IP'C se puede
definir usando cortes afines como sigue: primero, tomemos el espacio C? := C x C y el conjunto
{{v) | v € C?\{0}}. Dos elementos de v,u € C?\ {0} satisfacen (v) = (u) si y sélo si existe
un complejo A para el cual v = Au. Asi, definimos una relacién de equivalencia ~ en C2\ {0}
poru ~v <= (v) = (u). PIC es el espacio topoldgico cociente C2\ {0} méd ~. Notemos
que un [v] € P'C es tal que v = (z,w), donde necesariamente z # 0 o w # 0. En el primer caso,
podemos identificar el elemento [v] con [(z,w,1)], y en el segundo con [1, w/z]. Asi, la proyeccién
natural en P!C es una cubriente de dos hojas; a saber, los abiertos U; := {(z1,22) € C? | z; # 0}
con i = 1,2. Observemos que cada uno de estos abiertos es una copia homeomorfa de C, de
modo que tomar coordenadas homogéneas corresponde a tomar cartas complejas, que resultan
ser compatibles, pues sus funciones de transicién son cocientes de funciones lineales.

En particular, estos tres espacios son homeomorfos a la esfera S2. El hecho de que son tam-
bién isomorfos como superficies de Riemann es una manifestaciéon de que fodas las estructuras
complejas de S? son equivalentes. Esto es un corolario del importante teorema de Riemann-Roch,
que discutiremos mas adelante.

Una utilidad de tratar con la esfera de Riemann es que nos permite identificar naturalmente
a las funciones holomorfas que tienen polos con funciones holomorfas cuyo contradominio es C.
A saber, denotemos por co a un punto abstracto que no pertenece a C con el que construimos C.
Dada una funcién f : X — C y un punto zg € X tales que f(z) — oo cuando z — 2y, extendemos
la funcién f a f : X — C, simplemente haciendo f(zp) = oo. Esto nos permite dar un tratamiento
mads homogéneo de las funciones holomorfas que aparentan tener irregularidades desde el punto
de vista de C.

Definicién 2.6. Tomemos una superficie de Riemann X y un abierto U C X. Diremos que una
funcién holomorfa f : U — C es meromorfa.

Mas atn, el conjunto de tales funciones es también un anillo que denotamos M (U), y ademds
de ser dominio entero es un campo. Esta tltima afirmacion se sigue de que ahora es posible
definir 1/ f para cualquier funcién f distinta de la constante cero, haciendo la convencién usual
resumida en la expresion un poco macabra 1/0 = co. Referimos a la proposicién 3.13 de [30]

Ejemplo 2.3. (El toro) Tomemos dos ndmeros complejos wi,wy € C* tales que wi/wr ¢ R.
Definimos la reticula

R(wq,wy) := {nwy + mwy n,m € Z.}.
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Figura 2.1: La reticula R(wj, wy) permite darle una estructura compleja al toro.

Notemos que R(w;1,w>) es un subgrupo discreto de C que acttia por traslaciones. Considere-
mos el espacio de sus 6rbitas: identificamos z, w € C siy s6lo si z —w € R(wj, wy) para construir
la proyeccién 7w : C — X, en donde damos a X la topologia cociente. Observemos la figura 2.1.
El interior del cuadrado sombreado tiene un punto por cada érbita, y sus lados opuestos son
identificados entre si. Tenemos pues que X es homeomorfo a un toro. Notemos que la funcién 7
es abierta: puesto que X tiene la topologia cociente, basta ver que si U C C es abierto, entonces
n=1(7t(U)) es abierto también. Este conjunto es la unién de todos los desplazamientos U + z,
z € R(wy,ws), y por lo tanto es abierto.

Usamos 7t para darle una estructura compleja a X. Observemos que la accién de R en C es
lo suficientemente “discontinua”® como para permitir que todo punto x admita una vecindad
abierta V C C en la que 7t es inyectiva. Si V' es un abierto de este tipo, tenemos que 7y : V — U
es un homeomorfismo, donde U := (V) es abierto. Su inversa ¢ : U — V define una carta
(U, ¢) para X. Puesto que podemos hacer esto alrededor de cada punto de X, el conjunto de estas
cartas cubre a X. Para obtener una estructura compleja necesitamos comprobar la compatibilidad
de nuestras cartas coordenadas. Supongamos que (Uy, ¢1) y (Up, ¢2) tienen interseccion no vacia,
y tomemos la funcién de transicién

Y= gpop; 1 (U N L) — po(Uy N ).

Las funciones ¢; que son secciones de la proyecciéon 7, por lo que z € ¢1(U; N Uy) satisface
nt(p(z)) = ¢;(z) = 7(z), y por lo tanto 1(z) —z € R. Puesto que ¥ es un homeomorfismo,
¢ —Id es una funcién continua con imagen discreta, asi que es constante en cada componente
conexa de ¢ (U; NUy). Asi, i tiene la forma z + ¢ en cada componente, y por tanto es holomorfa.
Simétricamente, ! es holomorfa.

Observacién. Si bien cada reticula R(w1,w;) nos permite construir una superficie de Riemann
cuyo espacio subyacente es el toro T> = S! x S!, no es cierto en general que cualesquiera dos
de estas superficies son equivalentes. El atlas complejo que R induce es una estructura analitica
adicional a la informacién topolégica de X. Mds adelante veremos exactamente cudndo dos
reticulas en C definen la misma estructura compleja para el toro.

Ejemplo 2.4. Regresemos un momento al plano complejo. La funcién f : z +— z2 es holomorfa.
Notemos que la distancia entre las dos raices cuadradas de un punto z # 0 es 2|z|, de modo
que cada punto de C* := C\ {0} admite una vecindad abierta U;, que podemos tomar como

3Se dice que la accién de R es propiamente discontinua. Sin embargo, R acttia por homeomorfismos, por lo que la
terminologia es un poco desafortunada.
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la bola B(z,1/2]z|), tal que f~!(U) es la unién de dos abiertos ajenos. Uno puede ver que f se
restringe a un homeomorfismo en cada uno de estos abiertos, de manera que (C*, f) define un
espacio cubriente de C*.

Las distintas ramas de \/z corresponden a elegir una de las dos secciones de la funcién
cubriente f. Denotemos por o0; cada una de estas inversas locales. Por definicién, tenemos que
(0i(z))?> — z = 0. Esto es, son funciones algebraicas en su dominio de definicién mds grande. En
este dominio es posible afirmar que las secciones son holomorfas por el teorema de la funcién
inversa para superficies de Riemann. Ahora, consideremos la curva algebraica C definida por el
conjunto de ceros en IP2C del polinomio z — w?. Los puntos de C son de forma (z,w) con z = w?.
la funcién p, : C — P'C dada por la proyeccién en la segunda coordenada claramente satisface
(p2(z,w))? — z = 0. En esencia, y muy burdamente, hemos construido un espacio en el que la
funcién p se comporta como la raiz cuadrada, y es posible finalmente decir que es holomorfa en
toda la curva compleja C*. Mds atin, la proyeccién p, permite dar un contexto en el que el mapeo
vz : C — C es una funcién con un solo valor, a diferencia de la aparente funcién multivaluada
que define en C.

Una manera més pictérica de construir una superficie equivalente a C consiste en analizar
las dos ramas de +/z definidas en las dos hojas C \ R, e identificarlas en la franja R, que
incidentalmente define una curva con extremos 0 e oo. Usando la proyeccién estereogréfica,
podemos interpretar a C como una esfera con un corte en el meridiano que conecta el polo norte
y el sur, de forma que al identificar ambas copias en la franja quitada obtenemos un espacio
homeomorfo a una esfera. La franja de pegado delimita una frontera en la que podemos imaginar
que sucede el cambio entre las dos ramas de /z, a través de la continuacién analitica de una en
la otra, por medio de una curva que se proyecta a un lazo alrededor del 0. Histéricamente, las
superficies de Riemann surgieron a partir de una construccién de este tipo, como los dominios
mads naturales para las funciones algebraicas.

Ahora bien, podriamos detenernos para observar que es posible hacer lo mismo con la gréfica
de la funcién real valuada x?, y de podriamos intentar construir un tipo de superficie para
funciones reales diferenciables en general. De acuerdo a la discusién previa, si f : R — R es
nuestra funcion, su superficie asociada deberia ser la curva (x, f(x)). Sin embargo, las funciones
holomorfas presentan una regularidad que las funciones reales y diferenciables simplemente
no poseen. Por ejemplo, en la figura siguiente podemos observar que la funcién diferenciable
x — xsin(x) 4 2x tiene puntos cuyas fibras difieren en cardinalidad tanto como se quiera. Las
funciones holomorfas tienen la propiedad de casi ser funciones cubrientes, como veremos, y por
lo tanto la cardinalidad de sus fibras es constante en casi todos los puntos de su imagen.

Ejemplo 2.5. (Curvas complejas no singulares) Un ejemplo de superficie de Riemann de gran
importancia es el de las curvas algebraicas complejas no singulares. Intuitivamente, una curva
compleja C es un conjunto de puntos en C" que anulan un cierto conjunto de polinomios
Pi(x1,%2,...,%1) € Clxq,...,x4], y que tiene dimensién compleja 1. Por simpleza®, tomemos
un tnico polinomio P de dos variables complejas z, w, de manera que el conjunto C de sus ceros
yace en C2. La evaluacién P : C?> — C define una funcién holomorfa®, y C = P~1(0). Tomemos
un punto (zg,wp) € C en el que las derivadas parciales 6,P(z, w) y é,P(z, w) no se anulan. El
teorema de la funcién implicita garantiza la existencia de una funcién holomorfa { y un disco
U de C centrado en zg que satisface {(zg) = wy y cuya grafica (z,{(z)) coincide con C en ¢(U).

“Esta es s6lo una imagen intuitiva. La maquinaria para construir la superficie asociada a una funcién algebraica
requiere de, entre otras cosas, el concepto de continuacién analitica, cuyo estudio conduce naturalmente a la nocién de
monodromia.

5De hecho, una curva algebraica compleja es birracionalmente equivalente a una curva plana, dada por el conjunto de
ceros de exactamente un polinomio f € C|z, w], por lo que no perdemos generalidad.

®Esto es, las funciones f o p; son holomorfas en C x {0} y {0} x C.



CAPITULO 2. SUPERFICIES DE RIEMANN 36

"

.mMM

Figura 2.2: La funcién x — x sin(x) 4 2x tiene fibras de cada cardinalidad.

Esto nos permite darle una carta compleja a C centrada en (zp, wp). Mds atin, las transiciones
entre estas cartas resultan ser biholomorfismos. Ahora, decimos que un punto singular de C es
un punto en que ambas derivadas parciales de P se anulan. A priori, puede ser el caso que un
punto singular de C admita una carta compleja. Sin embargo, para una curva sin puntos singu-
lares podemos dar una estructura compleja estandar. Mas atn, las curvas en C3 dadas por ceros
de polinomios homogéneos estan en correspondencia con superficies de Riemann compactas:
es un resultado profundo de la teoria de superficies de Riemann el que nos dice que cualquier
superficie compacta es equivalente a una de estas curvas proyectivas no singulares. Sin embargo,
una correspondencia explicita es dificil de producir, como se discute en [20].

Ahora, pensemos por un momento en curvas no singulares dadas por un polinomio
P(z,w) = ag + a1z + axw,

en donde los a; son niimeros complejos no todos cero. Puesto que las derivadas parciales de P
no se anulan, uno podria esperar que una pequefia perturbacién de sus coeficientes dada por
a, 4}, a4 también produzca una curva no singular C’. En este sentido, variar los pardmetros de P
corresponde a “deformar continuamente” la superficie de Riemann C. Es natural preguntarse si
la superficie C resulta equivalente a C'. Intuitivamente, esto pinta la imagen de un subconjunto
abierto de C3 en el que cada punto produce una superficie de Riemann, y cuya frontera induce
curvas algebraicas singulares. La relacién de equivalencia dada por biholomorfismos entre las
curvas C y C’ sugiere tomar un espacio de identificacién en C3, cuya topologia da una nocién
de deformacién continua para superficies de Riemann. Puesto que la esfera con g asas no es ho-
meomorfa a una con g’ # g asas, no esperariamos ver que una superficie de Riemann de género
g se pueda deformar en una de género g’ sin “pasar” por ciertas superficies singulares. Esta
nocién ingenua motiva la blisqueda de un espacio de pardmetros para superficies de Riemann
de un género fijo.

En el ejemplo z +— 22, la exclusién de 0 es artificial, pues el punto 0 también tiene una
preimagen bajo esta funcién. En la superficie C, es natural incluir al punto (0,0), que también
satisface z — w? = 0. Sin embargo, es imposible encontrar una vecindad de 0 para la cual la
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Figura 2.3: La funcién f : z — z°~ como una doble cubierta del plano perforado en 0. Si D* =
D N C*, las dos componentes conexas de f~!(D*) son discos perforados en el mismo punto.

proyeccién p es un homeomorfismo, que corresponde al hecho de que 0 tiene sélo una raiz
cuadrada. El punto 0 es entonces un punto de ramificacién de la funcién z — z2, el origen del cual
“brotan las ramas” de la raiz cuadrada.

Dejando atras las motivaciones intuitivas, estudiemos la teoria bésica de las superficies de
Riemann.

Teorema 2.1.1. Sean X y Y supetficies de Riemann y f,g : X — Y una funciones holomorfas. Si f y g
coinciden en un conjunto A C X que tiene un punto de acumulacién | € A, entonces f y g coinciden en
X.

El argumento principal en la prueba de este teorema recae en utilizar su versiéni usual de
andlisis complejo, y no nos detendremos en ella. El teorema resulta muy ttil al definir y estudiar
la estructura de gavilla de las funciones holomorfas definidas en un conjunto abierto de X, y tiene
el nombre especial de Teorema de la Identidad. Puede ser usado, por ejemplo, para concluir que
todas las identidades trigonométricas usuales se satisfacen para argumentos complejos, pues
son véalidas en R C C, que claramente contiene un punto de acumulacién. Una consecuencia
inmediata es que las funciones holomorfas no constantes necesariamente tienen fibras discretas.
Otro uso importante surge en la prueba del siguiente teorema, particularmente ttil:

Teorema 2.1.2. [Comportamiento local de las funciones holomorfas]

Sean X y Y supetficies de Riemann y f : X — Y una funcion holomorfa no constante. Entonces para
cualquier zg € X existen cartas ¢ : U — V, 57 : U' — V' y un entero k > 1 tales que (o fop~1)(z) =
Z* para z € U.

Demostracion. Tomemos cartas (U, i), (V,1) de X y Y para las que u(zo) = 0 = 7(f(z9)). La
representacién por coordenadas de f, r = 770 f o u~1, es entonces una funcién holomorfa que se
anula en 0. Observemos que r no es la constante 0 por el teorema de la identidad y porque f es no
constante. Al ser holomorfa, f coincide en una vecindad del 0 (que podemos tomar como p(U))
con una serie de potencias ), 4,z" cuyo término constante es 0. Dicho de otra forma, existe un
entero positivo k y una funcién holomorfa g : u(U) — 5(V) que satisfacen r(z) = z¥g(z) y
g(z) # 0 para z en u(U). Ahora, puesto que g no se anula en 0, hay un abierto V; C g(u(U))
completamente contenido en una de las franjas

{z € C|arg(z) € [2k7'cll 27T(lk+1)] }
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salvo una rotacion del plano, que corresponde a elegir una funcién arg : C — (0,27). Por lo
tanto, existe una funcién holomorfa / tal que 1* = ¢ en una vecindad U; C g~ '(V;) de 0. Asi, el
mapeo m : z — zh es holomorfo e invertible en el abierto Uj. Sea U := u~!(U;) y definamos la
carta (U, $) como ¢ = m o . La representacién por coordenadas de f dada por F =750 fo¢~!
es la representacion buscada, pues

F(m(z)) =nofou " om ' (m(z)) = 2°g(2) = (zh(2))* = (m(2))".
O

Llamaremos indice de ramificacion de f en zg al nimero k asociado con una tal representacion f
en una vecindad de z, y lo denotaremos por v( f, zo). Vemos que en la imagen de dicha vecindad
los puntos distintos de f(z() tienen k preimégenes, exactamente como esperariamos al analizar
el comportamiento de la funcién modelo z + z¥. Tenemos algunos corolarios Ttiles.

Corolario 2.1.2.1. Una funcion holomorfa f : X — Y no constante es una funcicn abierta.

Demostracion. Puesto que las cartas son homeomorfismos, basta ver que las representaciones
locales de f son abiertas, que tienen la forma ¢y : z + zF. Estas funciones de C en C son
holomorfas y por lo tanto abiertas. Mds precisamente, si U es un abierto en C, cada punto
distinto de cero en f(U) admite una vecindad en la que ¢ tiene una inversa continua. Si V es
un disco de radio k alrededor del 0, la funcién h : z — z" /k" preserva a V, de modo que ¢ = k""h
envia vecindades abiertas del 0 en abiertos de C. Concluimos que ¢ es abierta. O

Como consecuencia, si X es compacta, y f : X — Y es holomorfa y no constante, tenemos
que f(X) =Y, pues f(X) es cerrada y abierta, y Y es conexa.

Corolario 2.1.2.2 (Funcién inversa). Sea f : X — Y una funcion holomorfa, y zy € X un punto para
el cual f'(zy) # 0. Entonces existe una vecindad U de zo en la que f es un biholomorfismo sobre f(U).

Demostracion. Si la derivada de f es distinta de 0 para alguna representacién por coordenadas
suya, la regla de la cadena implica que es no cero para cualquier otra representacién. Esto es,
si representamos a f como una zF debemos tener que k = 1, pues f’(z9) = 0 en cualquier otro
caso. Asi, r(z) = (o fop~1)(z) = z para ciertas cartas (U, ), (V,$) de X y Y, respectivamente,
en donde podemos suponer que V = f(U). Asi, r(z) tiene inversa holomorfa en ¢(U), y por lo
tanto también f. A saber, f ! = ¢ lor loy. O

Corolario 2.1.2.3. Si X es una supertficie de Riemann compacta y f : X — Y es una funcién holomorfa
no constante, entonces Y es compacta y f es suprayectiva.

Demostracion. Vemos que f(X) es abierto en Y, pues f es abierta. Ademads, f(X) es compacto y
por lo tanto cerrado, pues Y es Hausdorff. La conexidad de Y implica que f(X) = Y. Luego, Y
es compacta. O

En particular, si X es una superficie de Riemann compacta vemos que las funciones holomor-
fas f : X — C son constantes, pues C no es compacto. Este hecho evidencia la importancia de
considerar funciones meromorfas definidas en X, que estan en correspondencia con las funcio-
nes holomorfas con polos. En general, el estudio de las superficies de Riemann es el estudio del
campo de las funciones meromorfas definidas en ellas. En la siguiente seccién estudiaremos un
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poco mas a fondo el concepto de ramificaciéon que se vislumbré al estudiar el comportamiento
local de las funciones holomorfas. El fenémeno de ramificacién nos permitira interpretar y cons-
truir a las superficies de Riemann como espacios que son casi cubiertas de la esfera. Notemos
que, por un argumento similar al de la prueba del teorema de la funcién inversa, una funcién
holomorfa no constante f : X — C tiene indice de ramificacién 1 en casi todos los puntos de su
dominio: en efecto, el teorema de la identidad implica que la derivada de f es distinta de cero
salvo quizds en un subconjunto discreto A C X, donde yacen los ceros y los polos de f. Como
veremos, esto hace de (X, f) un espacio cubriente de C \ f(A), lo que nos permitird utilizar la
maquinaria desarrollada en el capitulo anterior.

2.2. Ramificacion

En esta seccién discutiremos los puntos singulares de las funciones holomorfas, que enten-
demos como cubrientes ramificadas.

Definicién 2.7. Tomemos superficies de Riemann X y Y y sean f : X — Y holomorfa y zy un
punto en X. Diremos que x es un punto de ramificacién si el indice de ramificacién de f en zj es
k > 1. Equivalentemente, zg es un punto de ramificaciéon si para cualquier vecindad abierta V de
zo, la funcién f|y no es inyectiva.

La equivalencia se sigue de observar que f es una funcién k a 1 en una vecindad de z,. La
funcién f es no ramificada si no tiene puntos de ramificaciéon. En tal caso, vemos que f es un
homeomorfismo local: cada punto x de X admite una vecindad Vy en el que la funcién f se
restringe a un homeomorfismo, y de hecho a un biholomorfismo, sobre su imagen.

Para los siguientes teoremas supondremos que X es una superficie de Riemann compacta.
En tal caso, una funcién holomorfa f : X — Y no constante es una funcién propia: la preimagen
f~(C) de un subconjunto compacto de Y es compacta. Esto se sigue de que C es cerrado al ser
un compacto de un espacio Hausdorff y de que el conjunto f~!(C) es cerrado al ser f continua,
y por tanto f~1(C) es compacto al ser X compacta. Llamemos A al conjunto de puntos de
ramificacién de f; dado que f es no constante, A es un conjunto discreto de X y por lo tanto
finito y cerrado. Llamaremos a los puntos del conjunto B := f(A) los valores criticos de f, y a
los puntos en Y \ B los walores regulares. Notemos que, en una representacion por coordenadas
de f, los valores criticos son los puntos f(z) para los z que satisfacen f’'(z) = 0. Observemos
que los espacios X’ = X\ f7}(B) € X\ Ay Y’ = Y\ B son subconjuntos abiertos de X y Y,
respectivamente, y por lo tanto son también superficies de Riemann; ademds, la restriccién de f
a X' es holomorfa. Tenemos entonces lo siguiente:

Teorema 2.2.1. Sean X y Y superficies de Riemann y f : X — Y una funcién holomorfa suprayectiva
y no constante. Denotemos por B el conjunto de valores criticos de f, y escribamos Y' := Y \ B, X' :=
X\ f~1(B). Entonces existe un entero n para el cual (X', f) es un espacio cubriente de Y' de n > 1 hojas.

Demostracién. El indice de ramificacién de f en cada punto de X’ es 1, pues X' C X\ A. Esto
hace de f un homeomorfismo local, que junto a la suprayectividad de f garantiza la existencia
de una vecindad cubierta parejamente Vy para cada x € Y’. Observemos que f~!(B) es un
conjunto discreto, pues es la unién finita de las fibras f~1(a), a € f(A), que también son finitas.
Esto implica que X’ es denso en X y por lo tanto conexo, pues cualquier funcién continua
s : X' — {0,1} se extiende tinicamente a una funcién continua § : X — {0,1}, que debe ser
constante. Asi, la funcién localmente constante x + |f~!(x)| es constante en Y, como hemos
argumentado antes, y el valor Gnico que toma es el ntimero de hojas de f. O
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El siguiente teorema nos da una manera de invertir este proceso para construir superficies
de Riemann.

Teorema 2.2.2. Sea X una supetficie de Riemann y (Y, p) un espacio cubriente de X. Entonces existe
una tinica estructura compleja en 'Y para la cual p es holomorfa.

Demostracion. Sea X la estructura compleja de X. Para cualquier y € Y, el punto p(y) tiene
una vecindad cubierta parejamente por p. Sea Uy, C X tal vecindad. Ademds, puesto que la
restriccién de un homeomorfismo es un homeomorfismo sobre su imagen, podemos suponer que
Uy es también el dominio de definicién de una carta de X, que denotaremos (U, ¢,). Llamemos
Vy a la componente conexa del abierto p’l(lly) que contiene al punto y. Observemos que los
conjuntos V), asi construidos cubren al espacio Y, y que la funcién p*¢ = ¢, op : V;, — ¢(Uy)
es un homeomorfismo. Més atin, si y € V;, NV, es la seccién de p que satisface oy (p(y)) = v,
entonces la funcién de transiciéon

h=guopooyod,™: dy(UyNUy) = ¢u(Uy N Uy)

satisface h = ¢y 0 ¢, 1, 'y por lo tanto es holomorfa. Asi, concluimos que el conjunto p*L :=
{(Vy,¢y) | v € Y} es un atlas para Y. Como mencionamos en el capitulo previo, Y es Hausdorff
y posee una base numerable’. Ahora, supongamos que (Y, A) es una otra estructura para Y para
la que p es holomorfa. La identidad de Y resulta un biholomorfismo Id : (Y, A) — (Y, p*X%),
pues Idy = poldy o p~! es holomorfa, de forma que su composicién con p y precomposicién
con pfl es también holomorfa, pero tal funcién es Idy. O

La construccién anterior sugiere una forma de relajar la nocién cubierta. Usaremos la siguien-
te definicién de [9].

Definicién 2.8. Sean X; y X; espacios topolégicos. Diremos que una funcién continua f : X; —
X, es una cubriente ramificada de n hojas si existen subconjuntos finitos A C Xj, B := f(A) C X
y un entero 7 tales que la funcién f : X1 \ f~}(B) — X, \ B es una cubriente de n hojas.

Observemos que estamos excluyendo al conjunto f~!(B) = f~!(f(A)), cuando en realidad
el conjunto en donde encontramos irregularidades es A. El problema es que, aunque es posible
que un valor critico / tenga una preimagen con indice de ramificacién 1 (y por lo tanto es posible
invertir localmente f alrededor de /), la fibra f~!(I) tendrd menos de n puntos, y serd imposi-
ble hallar una vecindad de I cubierta parejamente. Sin embargo, la uniformidad de los valores
regulares se extiende a los valores criticos cuando uno considera la nocién de multiplicidad:

Teorema 2.2.3. Sea f : X — Y una funcién holomorfa no constante y suprayectiva®. Entonces existe un
entero m > 1 tal que, Para todoc € Y,

m= Y v(fx)
xef~1(e)

Demostracion. Llamemos B al conjunto de valores criticos de f. De la discusién previa sabemos
que f : X’ — Y’ es una funcién cubriente de 1 hojas. Ahora, tomemos b € B y sea f~(b) =

"En el capitulo previo hay un bosquejo de la prueba de esta Gltima afirmacién. Para superficies de Riemann no
compactas, el teorema es mucho mas complicado, y es un resultado de Radé. Ver la seccion 23 de [9].

8Puesto que una funcién holomorfa no constante es abierta y un subconjunto abierto de una variedad es también una
variedad, no perderemos generalidad si suponemos siempre que la funcién f : X — Y es suprayectiva.
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{x1,...,xs}. Escribamos k; := v(f,x;). Existen vecindades V; de cada x; en donde f toma la
representacién z — zki. Sea U := f(V; U...U V;); vemos que un punto ¢ € Y’ N U es un valor
regular y tiene k; preimdgenes en cada V;, de modo que |f~!(c)| = ki +...ks = n. 0O

El niimero m es llamado la multiplicidad con la que f lleva los puntos de X en Y. Un corolario
sencillo de este teorema es que si X es compacta, cualquier elemento no constante de M (X) tiene
el mismo ntmero de polos y ceros, contados con multiplicidad. Esta observacién sera importante
mas adelante cuando lidiemos con el concepto de los divisores.

La discusién anterior sugiere que, si X es una superficie de Riemann compacta, y si existe
una funcién meromorfa f : X — P1C no ramificada, X toma la forma familiar de una cubriente
finita de la esfera, que estudiamos en la seccién previa y que podriamos describir combinatoria-
mente. Sin embargo, observemos que ni siquiera para el ejemplo sencillo de la funcién z s z2
obtenemos esta estructura, pues co y 0 son valores criticos. No obstante, como hemos ya enuncia-
do antes, podemos apartar a los puntos f~!(B) y concluir que (X’, f) es un espacio cubriente de
una esfera perforada; esto es, una esfera de la que hemos quitado una cantidad finita de puntos,
los valores criticos de f. De este modo, podemos intentar describir a X tinicamente a partir de
su topologia como espacio cubriente. Para ello, necesitamos la garantia de que no se genera una
ambigiiedad cuando excluimos el conjunto f~!(B); esto es, debemos ser capaces de recuperar
toda la estructura de X a partir de una cubriente (X', p) de la esfera perforada. Los siguientes
teoremas nos dan esta garantia:

Teorema 2.2.4. (Compactacién) Sean X una supetficie de Riemann, A C X un subconjunto cerrado y
discreto y X' := X\ A. Sea Y’ una superficie de Riemann y p’' : Y' — X' una funcion holomorfa no
ramificada y propia. Entonces p’ se extiende a una cubriente ramificada de X: existe una superficie de
Riemann Y, una funcién holomorfa propia p : Y — X y una funcién biholomorfa ¢ : Y \ p~1(A) — Y’
que preserva las fibras. Estoes, p' o = p' ypo ¢! = p.

Teorema 2.2.5. Sean X,Y,Z superficies de Riemann, p : Y — X, h : Z — X funciones cubrientes
holomorfas y propias. Sea A C X cerrado y discreto, y Y = p~1(X'), Z' = h"1(X'). Sea ¢’ : Y/ — Z'
es un biholomorfismo que preserva las fibras de p y h. Entonces existe un biholomorfismo ¢ : Y — Z que
extiende a ¢’ y que preserva fibras. En particular, los barajeos de Aut(Y', p) se extienden a barajeos de
Aut(Y,p).

La pruebas de estos teoremas dependen de una clasificaciéon de las cubrientes del disco
perforado. Referimos a [9], en donde aparecen como los teoremas 8.4 y 8.5, respectivamente.

Este par de teoremas son clave: tomemos una superficie de Riemann compacta X y supon-
gamos que Y = PIC. Sea f : X — Y una funcién mermomorfa no constante. Como hemos
discutido, f tiene un nimero finito de valores criticos, cuyo conjunto denotamos por B. El con-
junto B es discreto y cerrado, y si X’ = X\ f1(B) y Y/ := Y\ B, la funcién f : X' — Y’ es
holomorfa, y es una cubriente con un ntimero finito de hojas, digamos n. El espacio Y’ es una
esfera perforada en k = |B| puntos. Mds aun, la superficie que completa a X’ es evidentemente
X, de acuerdo a los teoremas previos. De acuerdo a la teorfa de la seccién anterior, podemos
construir una cubriente (X, f) de n hojas para Y con el mismo grupo de monodromia que el
espacio cubriente (X', f), de modo que X’ y X sean homeomorfas y de hecho isomorfas como
cubrientes. A saber, utilizamos el grupo inducido f(7r1(X’, %)) C 711(X’,x) para construir a X
a partir de la cubriente universal de X’°. Por ultimo, dotamos a X de una estructura compleja
utilizando a f. Asi, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

9Mas tarde haremos esta construccién con cuidado y estudiaremos més a la esfera perforada.
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Puesto que es no ramificada, podemos cancelar localmente a f de la expresién f = fo
h 'y concluir que h debe ser una funcién holomorfa. El mismo argumento muestra que s~
es holomorfa, de modo que & es un biholomorfismo. Por los teoremas anteriores, X debe ser
entonces biholomorfa a la compactacién de X', que coincide con X por construccion. Asi, a
partir de una funcién meromorfa f y la seleccién de k puntos en la esfera IP'C, hemos logrado
reconstruir a X como un espacio cubriente, que podremos describir inicamente utilizando su
grupo de monodromia.

La casual eleccién de los k puntos de perforacion de la esfera es sutil pero muy importante: si
bien uno puede convencerse intuitivamente que dos esferas perforadas en k puntos son homeo-
morfas'?, practicamente nunca es el caso que son biholomorfas. Para ver esto, recordemos que
los automorfismos de IP!C son las funciones dadas por cocientes de transformaciones lineales

fiz— ZIZ a,b,c,d € C.

Estas funciones también se conocen como transformaciones de Mobius, y actian de manera tran-
sitiva y libre en ternas ordenadas de puntos, de manera que quedan determinadas completamen-
te por su imagen en tres puntos distintos. Asi, si X; = P'C\ {x1,...,x:}, Xo = P'C\ {y1,..., v}
y k > 3, existe una tnica funcién biholomorfa f para la que f(x;) = y;, 1 <i < 3. Sies el ca-
so que f envia un x; fuera del conjunto {ys,...,yx}, entonces es imposible que X; y X, sean
biholomorfas. Notemos que si k < 3, podemos reemplazar la funcién identidad en el diagra-
ma conmutativo anterior por una transformaciéon de Mobius y concluir de igual forma que la
funcién h debe ser un biholomorfismo.

De este modo observamos que la esfera perforada en 3 puntos es un caso rigido y especial,
y que la variacién continua de los puntos de perforacién controla, en un sentido burdo, las
estructuras complejas que podriamos asignar a X. Estas observaciones serdn méds claras un poco
mads adelante, cuando estudiemos el espacio de méduli de Riemann.

En una palabra, la existencia de una funcién meromorfa f no constante en una superficie de
Riemann compacta nos permite caracterizarla como una cubierta de la esfera perforada en un
conjunto finito. Asf, es importante que determinemos cudndo es posible hacer esto. Para ello, y
por completitud, discutiremos brevemente el teorema de Riemann-Roch.

19Por ejemplo, escalamos para obtener perforaciones dentro de una vecindad U C V, con U y V homeomorfas al disco,
y trabajamos en el plano, pues podemos suponer que una de las perforaciones es el punto al infinito. Utilizando funciones
flan, definimos un flujo por homeomorfismos que transporta ambos conjuntos de perforaciones a las mismas posiciones
en el circulo unitario, regresamos la vecindad a la esfera y pegamos el homeomorfismo resultante a la identidad de
$2\ V para producir el homeomorfismo buscado.



CAPITULO 2. SUPERFICIES DE RIEMANN 43

2.3. El Teorema de Riemann-Roch

Sea X una superficie de Riemann compacta. Seguimos las definiciones usadas en el capitulo
2, seccién 16 del libro de Forster [9]. También referimos a la seccién 3.2 de [39].

Definicién 2.9. Un divisor en X es una funcién D : X — Z tal que para cada compacto K C X,
la restriccién de D a K se anula salvo en un conjunto finito. Denotamos por Div(X) al conjunto
de todos los divisores en X. Div(X) es un grupo bajo la suma puntual de funciones. Definimos
un orden parcial natural para Div(X) : para los divisores D, D’ en X, diremos que D < D’ si
D(x) < D'(x) se satisface para todo x € X.

Cuando X es compacta, podemos identificar Div(X) con el grupo abeliano libre generado por
X, pues todo divisor D se anula salvo en un conjunto finito de X. Ahora, tomemos un abierto
U C X para el que hay una funcién meromorfa f € M(U). Esto es posible, por ejemplo, si
tomamos por f alguna carta de X.

Definicién 2.10. Para a € U, definimos el orden de f en a como

0,  f esholomorfa y no se anula en 4,

k, tiene un cero de orden k en 4,
ord,(f) := f

—k, f tiene un polo de orden k en 4,

oo, f se anula en una vecindad de a.

Notemos que para cada f € M(X) no idénticamente cero, la funcién x +— ord,(f) define
un divisor en X, pues el teorema de la identidad asegura que ord,(f) # oo para cada a € X.
Llamamos a este divisor el divisor de f, y lo denotamos por (f). Vemos que la funcién f es
holomorfa exactamente cuando (f) > 0.

Definicién 2.11. Diremos que un D € Div(X) es un divisor principal si hay una f en M(X) \ {0}
para la que D = (f). Ademas, diremos que dos divisores D, D’ en X son linealmente equivalentes
si su diferencia es un divisor principal.

Las definiciones previas aplican en general. Supongamos ahora que X es compacta, y escri-
bimos D=YD(x)-x (f)=) orde(f)-x,
X X
como elementos del grupo libre abeliano generado por X. Elegir esta notacién nos sugiere definir

una funcién como sigue.

Definicién 2.12. Diremos que el grado de un divisor D en X es el niimero

deg D = ZD(x).

El grado define un homomorfismo deg : Div(X) — Z. En el caso de una funcién meromorfa,
tenemos que deg(f) = Y, ordy(f) = 0, como el teorema 2.1.3 nos indica. Es fécil convencerse
de que el conjunto de los divisores principales es un grupo, y que estd contenido en el ntcleo
de deg. Asi, dos divisores linealmente equivalentes necesariamente tienen el mismo grado. En la
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literatura, el cociente del grupo de divisores de grado 0 por el subgrupo de divisores principales
es conocido!! como el grupo de Picard de X, denotado por Pic(X). Es importante observar que
no necesariamente se tiene que un divisor de grado 0 es principal.

Definicién 2.13. Tomemos un D € Div(X). Definimos el espacio L(D) por

L(D) :=A{f e M(X) | (f) = —D}.

Fijemos un divisor D y escribamos

n

D:Zni-xi,

i

en donde las n; € Z y D tiene polos o ceros en los puntos x; € X, 1 < i < n. Vemos que los
elementos de L(D) son funciones meromorfas que admiten polos en los x; de multiplicidad a lo
mads n; para n; > 0, y ceros en los x; de multiplicidad al menos 7; para los 1; < 0, respectivamen-
te. El espacio L(D) es cerrado bajo la suma puntual de funciones, pues si f y g tienen un cero en
a de multiplicidad i y j, respectivamente, f + g también se anula en a con multiplicidad al menos
min{i,j}. Ademas, es claro que L(D) estd cerrado bajo el producto por escalares complejos, y
claramente contiene a la funcién idénticamente cero'?. En otras palabras, L(D) es un subespacio
vectorial de M (X). Escribamos /(D) para la dimensién de L(D) sobre C. El siguiente teorema
es conocido como la desigualdad de Riemann, y es suficiente para nuestros propdsitos.

Teorema 2.3.1. (Riemann). Sea X una superficie de Riemann compacta y de género g. Tomemos un
divisor D en X. Entonces

I(D) >1—g+degD.

El teorema de Riemann y Roch es mds general y preciso, pero requiere la nocién de divisor
canoénico. Lo enunciamos:

Teorema 2.3.2. (Riemann, Roch). Para X una supetficie de Riemann compacta, de género g, un divisor
D € Div(X) y K un divisor candnico en X,

I(D)—I(K—D)=1-g+degD.

Un divisor canénico es el divisor asociado a una forma meromorfa en X. Puesto que no
es necesario para nuestra discusién, no ahondaremos en esta nocién. El libro [9] incluye una
prueba estdndar de este teorema, pero la omitimos por su caracter técnico, y porque depende de
nociones de cohomologia que decidimos no desarrollar en este trabajo. S6lo necesitamos de la
siguiente proposicion.

Corolario 2.3.2.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y de género g, y a un punto en X. Existe
una funcion meromorfa f : X — P1C no constante que tiene un polo en a de orden a lo mds g + 1, y que
es holomorfa en X \ {a}.

1Es posible hablar del grupo de Picard en 4mbitos mucho més generales. Aqui hacemos referencia a la definicién de

Forster en la secciéon 21 de [9].
12Esto esclarece por qué definimos su orden en cualquier punto como oo.
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Demostracion. Basta tomar al divisor D = (g+ 1) - a y utilizar la desigualdad de Riemann. Vemos
quedegD=g¢+1,yI(D)>1—g+degD=1—-g+(g+1) = 2. La dimensioén de L(D) es al
menos 2, de manera que X admite funciones meromorfas no constantes. Una funcién en L(D)
satisface que tiene exactamente un polo en el punto a cuyo orden es a lo mas g + 1. O

En particular, tenemos que para cada superficie de Riemann compacta y de género g, es
posible encontrar una funcién f : X — IP!C para la que X es una cubierta ramificada de IP!C de
a lo més g + 1 hojas. Equivalentemente, esto nos permite ver a X como la compactacién de una
cubriente de la esfera IP'C perforada en el conjunto de valores criticos de f.

Finalizamos esta seccién con una aplicacién ttil.

Corolario 2.3.2.2. Todas las estructuras complejas en S? son equivalentes entre si.

Esto se sigue del corolario 2.3.2.1: S? tiene género 0, y una cubriente holomorfa de a lo mas
una hoja tiene exactamente una hoja, por lo que es un homeomorfismo.

2.4. La esfera perforada y el Teorema de Existencia de Riemann

Como vimos, el teorema de Riemann-Roch nos indica con qué libertad es posible elegir un
conjunto A de k puntos en la esfera de Riemann PP!C para obtener una funcién meromorfa
no constante cuyos posibles valores criticos yacen en A. Para la siguiente discusién, fijemos
un conjunto R := {yi,...,yx} de k puntos en la esfera S?, y escribamos P'C* := P!C\ R.
La siguiente discusién es puramente topoldgica, pero nos permitird enunciar una instancia del
Teorema de Existencia de Riemann, que es un resultado analitico.

Fijemos el orden con el que enumeramos a los puntos de R. Para un punto x € P'C, construi-
remos un conjunto explicito de generadores de 7 (P!C*, x) como sigue. Elijamos k curvas /; con
extremos en x y en cada uno de los x;, de modo que el orden ciclico alrededor de x que inducen
respeta el orden de R, como se muestra en la figura. Recordemos que IP!C es una superficie
orientada, por lo que si tenemos una nocién concreta de orden ciclico (sentido antihorario, por
ejemplo) alrededor de cualquier punto. Ahora, convertimos las curvas /; en lazos 7; “inflando”
los puntos x; de forma que las I; den un pequefio bucle alrededor de cada extremo x;, para
después regresar a x. Esta explicacién es més clara en la figura siguiente.

Figura 2.4: Los lazos «; recorren la trayectoria /; hasta un punto cercano a x;, dan una vuelta
alrededor de la perforacién x;, y vuelven por su camino.

Es importante notar que la eleccién de un orden para R puede cambiar considerablemente la
estructura de la estrella base, como se observa en la figura 2.5. Aunque para una estrella plana
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Figura 2.5: El cambio en el orden de R implica un cambio en la eleccién de las v;

(es decir, dibujada en la esfera) este cambio no es topolégicamente significante, el orden ciclico
de los lazos 7; es fundamental para poder reconstruir una superficie a partir de una gréfica,
como veremos en el siguiente capitulo. Observemos que, intuitivamente, cada lazo no contraible
de X necesariamente atrapa algunos de las perforaciones x;. La eleccién de lazos 7; basados en
x es llamada una estrella basada en x por Lando y Zvonkin en [26].

La siguiente es una observacién sencilla que se sigue del teorema de Seifert-Van Kampen!3.

Proposicién 2.4.1. Sean R = {x1,...,x;} C IP'C con al menos dos puntos y x € P*C \ R. Entonces
71 (PYC \ R, x) es isomorfo al grupo libre en k — 1 generadores, que denotamos Fy_;.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre k: primero, una esfera perforada en 2 puntos es
homeomorfa al plano perforado, y por lo tanto al disco perforado, que tiene grupo fundamental
isomorfo a Z = F;. En general, P!C \ R es homeomorfo a C \ R/, en donde R’ = R\ {x;}.
Asi, denotemos por D* a un disco abierto perforado en los k puntos {x1,...,x;}. Es posible
tomar dos abiertos U y V tales que D* = U UV, U contiene una perforacién de D*, digamos
X, mientras que V contiene el resto y U NV es homeomorfo a un disco. Por ejemplo, basta con
tomar xj en la frontera de la cerradura convexa de los x; y tomar U como la interseccién de
un semiplano adecuado con D*, como se muestra en la figura 2.6. El teorema de Van Kampen
implica que el grupo fundamental de D* basado en un x € U NV es isomorfo al producto libre
G = m(U,x) * m(V,x). Puesto que U es homeomorfo a un disco perforado en xi, y V a un
disco perforado en k — 1 puntos, la hip6tesis de induccién implica que G = F; x F,, que a su vez
es isomorfo a Fy. Asi, la esfera perforada en k puntos tiene grupo fundamental isomorfo a F_1.

Podemos hacer una construccién similar en la esfera, como la que se muestra en la figura 2.6.
En este caso, podemos tomar abiertos U y V de IP!C \ R de forma que U es homeomorfo a un
disco abierto perforado en x;, V a un disco perforado en R\ {x1}, con U NV homeomorfo a un
cilindro. En este caso, para cada x € UNV, el grupo H = 11 (U, x) * 711(V, x) es un producto
amalgamado por Z = F;. A saber, si los ay,...,a;_1 generan el grupo m1(V,x) = F_1 y a,
genera a 71 (U, x) = F;, tenemos que H tiene presentacion (ay,...,a; | aj-- -ak_1 = 1), que es
también una presentacién del grupo libre en k — 1 generadores. O

13E] teorema de Seifert y Van Kampen es un resultado fundamental de topologia algebraica que permite expresar el
grupo fundamental de un espacio topolégico X como un producto amalgamado, a partir de los grupos fundamentales de
dos subespacios arcoconexos que cubren a X. Referimos al capitulo 10 de [29] para su tratamiento.
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Figura 2.6: En el disco D*, la vecindad V es homeomorfa a un disco abierto perforado en k — 1
puntos, y el conjunto U NV es simplemente conexo. En la esfera, U NV es un anillo, con grupo
fundamental Z.

La eleccién de los generadores ay, ..., ax en la discusién previa consiste en fijar una estrella
base para P!C*. Sea R un conjunto de k puntos en IP!C. Escribamos X = IP!C \ R y tomemos
un x € X. Hemos visto que si p : Y — X es una funcién cubriente, el grupo m1(X,x) = F_1
acttia en la fibra p~!(x) por permutaciones. Como mencionamos en el capitulo previo, el grupo
de monodromia de la cubierta Y es la imagen de 711 (X, x) bajo el homomorfismo

gyl = [h:x—= 27,

que es la representacién natural de 71(X, x) en el grupo simétrico S)-1(x)- Si fijamos una
estrella base para X obtenemos un conjunto de generadores 7, ..., ¥, que satisfacen la relaciéon
Y1 -+ Yk = 1. Bajo ¢, esta relacién se conserva en Spfl(x), de modo que si denotamos por g; € Sy

a la permutacién ¢(v;), tenemos que g1 - - - g es la funcién identidad en la fibra p~!(x). Més
aun, la cubriente Y es arcoconexa, por lo que el grupo de monodromia, que estd generado por
los g;, actda transitivamente en p~!(x). Abstraeremos estas propiedades para hacer la siguiente
definicién, obtenida de [26] y [19]:

Definicién 2.14. (Constelacién) Tomemos un entero positivo #n y k permutaciones g; € S;,. Hare-
mos la convencién de que ¢ € S, acttia por la derecha en {1,...,n}, de modo que el producto
gh debe ser leido de izquierda a derecha!®. Decimos que [¢1,$2,..-,&] es una k—constelacion
si el grupo G := (g1,...,8x) actta transitivamente en {1,2,...,n}!% y se satisface la identidad

gng"'gk:Id-

En este contexto abstracto, diremos que el subgrupo de S, generado por los g; es el grupo
cartogrdfico de la k—constelacion, que también llamaremos constelacion de grado n y longitud k.
Asi, el grupo de monodromia de una cubriente finita de P'C \ R es un grupo cartografico que
corresponde a una k—constelacién, obtenida a partir de la eleccién de una estrella base. En efecto,
esta es la constelacién prototipica. Con este lenguaje podemos expresar el siguiente resultado,
basado en la correspondencia entre grupos de monodromia y espacios cubrientes.

Proposicion 2.4.2. Para cualquier constelacion C = (g1, ...,8x] existe un espacio cubriente (X, p) de
S2\ R cuyo grupo de monodromia es una constelacién isomorfa a C.

4Esta eleccién corresponde a cémo elegimos escribir la concatenacién de dos lazos. Que el lazo 7 - corresponda a
recorrer 7y y luego ¢ implica que 711 (X, x) acttia por la derecha en la fibra de una cubriente de X. Dado que esta accién
es por permutaciones, debemos interpretar gh como la permutacién “g seguida de h”.

15También denotaremos al intervalo discreto {1,...,n} con [n].
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Demostracion. Sea X = S2 \ R, y consideremos una estrella basada en x € X, esto es, un conjunto
de generadores 71, ..., 7k del grupo (X, x). Sea G = (g1,...,8k) el grupo cartogréfico de C.
La asignacion ; — g; se extiende a un homomorfismo ¢ : 711 (X, x) — G, pues la tnica relacién
que los v; satisfacen es también satisfecha por los g;. Asi, 71(X, x) acttia en [n] a través de ¢,
de modo que i - [y] := ¢([y])(i). Para un punto arbitrario j € [n], la clase de conjugacion del
estabilizador M; C 71(X, x) define una clase de isomorfismo de cubiertas de X, como vimos en
el capitulo previo. Puesto que [n] es finito, el subgrupo M; es de indice finito también, y por
lo tanto la cubierta inducida (X, p) tiene un ntmero finito de hojas. A saber, ya que G acttia
transitivamente en [n], la 6rbita de j es [n], y el teorema de 6rbita-estabilizador implica que
[711(X, x) : Mj] = n. Asi, (X, p) es una cubierta de 1 hojas. Mas atn, su grupo de monodromia
M estd generado por las n biyecciones f; : p~!(x) — p~!(x) dadas por f(%) = %-7;. Si h es
una biyeccién entre [n] y p~!(x), vemos que ho f;oh~! = g;, de forma que C y [fy, ..., f2] son
constelaciones isomorfas. O

Finalmente, enunciamos y una version del teorema de existencia de Riemann que aparece
como el teorema 1.8.14 en [26] utilizando el lenguaje de este capitulo, y reproducimos su prue-
ba. Histéricamente, Riemann construy6 sus superficies a partir del pegado de planos cortados
por ciertos arcos, determinados por las singularidades de una funcién algebraica. Reciprocamen-
te, Riemann se pregunto6 si cualquier superficie obtenida a partir de este proceso topolégico se
puede construir a partir de las continuaciones analiticas de una funcién algebraica, lo cual mo-
tivé originalmente el teorema de Riemann-Roch. Referimos a [1] para un muy bonito recuento
histérico.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Existencia de Riemann). Sea R = {y1,...,yx} C P'C, y; # yj para
i # j, y fijemos una estrella basada en x € P'C* := P'C \ R. Entonces para cualquier constelacién
C = [g1,...,8x] de grado n existe una superficie de Riemann compacta X y una funcién meromorfa f tal
que R es el conjunto de sus valores criticos y g1, ..., 8 generan al grupo de monodromia de la cubriente
de P1C* inducida. La cubriente es 1inica salvo isomorfismos.

Demostracién. Como discutimos, la constelacién C define un espacio cubriente de P'C* que
denotamos (X, f). A saber, la estrella base S induce una representacién del grupo fundamental
71 (P1C*,x) en el grupo cartogréfico de C, de forma que 71 (IP'C*,x) actGa en [n]. La clase
de conjugacién del estabilizador de esta accién induce una cubierta de P!C* cuyo grupo de
monodromia es exactamente el grupo cartografico de C. Ahora, X admite una dnica estructura
compleja para la cual f es holomorfa. Por el teorema de compactacién, f puede extenderse a una
funcién meromorfa cuyos valores criticos son los puntos en R. Asi, obtenemos una superficie de
Riemann X con las propiedades buscadas. O

2.5. Clasificacion de las superficies de Riemann

Cualquier superficie de Riemann X admite una cubriente universal que, como hemos dis-
cutido, es también una superficie de Riemann. Si (X, p) es tal cubriente, tomar subgrupos de
Aut(X, p) permite construir las distintas cubiertas de X como el espacio de las érbitas de una ac-
cién por homeomorfismos. Para esa construccién, presentamos a las cubiertas finitas de X como
espacios intermedios entre (X, p) y (X,1d) asociados a las clases de conjugacién de subgrupos
de 77(X, x), en analogia a la teoria de Galois. Para ello, construimos a cada cubierta como un
espacio de identificacién, definiendo una relacién de equivalencia en la cubierta universal de X,
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y cuya proyecciéon desciende a través de p para inducir una funcién cubriente de X. Esto es posi-
ble porque, para cada punto x € X, la accién de un subgrupo G C Aut(X, p) es suficientemente
“discontinua” como para permitir encontrar una vecindad abierta de x en G/ X, digamos U, que
se proyecta a X de manera inyectiva, y por lo tanto homeomorfa. Dicho de otra forma, si U es
suficientemente pequerio, sus traslaciones por elementos no triviales de G no intersecan a U.

Esta dltima es una propiedad del grupo G que podemos abstraer, con dnimos de poder
expresar a cada superficie de Riemann como un cociente més explicito. En cierto sentido, tal
nocién es dual a interpretar a X como una cubierta de la esfera perforada, pues ahora X jugard
el papel del espacio cubierto, en vez del cubriente. Para la siguiente discusién, referimos a los
capitulos 5 y 6 de [4] y a la seccién 27 de [9].

Definicién 2.15. Sea X una variedad, y G un grupo que actta en X por homeomorfismos,
de manera que su neutro es la funcién identidad. Diremos que la accién de G es propiamente
discontinua si cada x € X admite una vecindad abierta U para la cual

{geGlgU)nU # @} = {ldx}.

En particular, una accién de este tipo es libre, y por lo tanto fiel. Si debilitamos la condicién
anterior y pedimos s6lamente que el conjunto {g € G | g(U) N U # @} sea finito obtenemos
una accién que no es libre, pero que puede ser fiel. Este tipo de acciones también se conocen
como propiamente discontinuas'®, y tienen diversas definiciones equivalentes. Cuando este sea
el caso, diremos que la accién de G es propiamente discontinua en el sentido general. Observemos
que la reticula del ejemplo 2.3 es un grupo cuya accién en C es propiamente discontinua, y su
cociente resulta ser una superficie de Riemann. En efecto, una accién en la superficie X como en
la definicién 2.15 garantiza que el cociente X/ ~ es una superficie con cubierta X.

Fijemos una superficie de Riemann X y denotemos por (X, p) a su cubriente universal. Como
vimos antes, la unicidad de levantamientos implica que Aut(X, p) & 7;(X, x) actta libremente
en X, pues los ¢ € Aut(X, p) son levantamientos de la cubriente p, de manera que si g fija un
punto ¥ coincide con el levantamiento de p dado por la identidad de X. M4s atin, si U C X estd
cubierta parejamente, cada componente conexa V; € p~!(U) satisface la propiedad descrita en
la definicién previa, por lo que la accién de Aut(X, p) en X es propiamente discontinua. Por el
teorema 1.3.7, la superficie X/Aut(X,p) es isomorfa a X. Esta observacién, en conjuncién con
la construccién en el ejemplo 2.3, sugiere una méaquina para producir superficies de Riemann:
tomamos una superficie de Riemann X con grupo fundamental trivial, y tomamos un subgrupo
I de automorfismos complejos de X con una accién propiamente discontinua, de manera que el
cociente resulte una superficie de Riemann con grupo fundamental isomorfo a I'. Asi, vemos la
importancia de determinar las superficies de Riemann que pueden jugar el papel de cubrientes
universales. Uno de los teoremas mds importantes y celebrados de la teoria es la clasificaciéon de
tales superficies.

Supongamos que X es una superficie de Riemann compacta, de género g, y que (X, p) es su
cubierta universal. Si g = 0, X es homeomorfa a la esfera, por lo que es simplemente conexa y
homeomorfa a X, y por lo tanto biholomorfa a la esfera de Riemann. Recordemos que para un
punto arbitrario xy € X, X es el espacio de clases de equivalencia de curvas con un extremo
en xg. Si ¢ > 0, el grupo fundamental de X basado en x contiene un grupo ciclico infinito, de
modo que la fibra de x( es numerable y discreta, y por lo tanto X no es compacta.

16por ejemplo, es asi como se definen en [4] y [22].
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Asi, la cubierta universal de una superficie de Riemann X debe ser la esfera, o bien una
superficie de Riemann no compacta. Ademads, la conexidad por trayectorias de X implica la
de X, a través del levantamiento de curvas, y la posibilidad de darle una estructura analitica
nos dice que X es una superficie orientable. Sin embargo, incluso con la restricciéon al caso
orientable, la clasificacion de las superficies abiertas es un problema complicado que depende del
estudio de la frontera ideal de cada superficie. Un tratamiento del problema puede ser encontrado
en [37]: en esencia, y burdamente, toda superficie abierta surge a partir de tomar la esfera y
quitarle un subconjunto cerrado totalmente disconexo, asi como los interiores de una familia
(posiblemente vacia, posiblemente infinita) de discos ajenos, para después identificar fronteras
de pares de discos adecuadamente, generando asas. La conexidad simple de X nos sugiere que
topolégicamente coincide con una esfera perforada en un punto; esto es, X es homeomorfo al
plano, o bien al disco. Podrfamos después proceder a dotar de una estructura compleja a X a
través de su proyeccion, y concluir que las superficies de género distinto de cero son cubiertas
por el plano complejo, de manera que la cubierta es holomorfa. Un homeomorfismo entre el
plano y el disco nos permitiria definir una estructura compleja en el disco biholomorfamente
equivalente a la del plano, que parece contradecir el teorema del mapeo de Riemann. El error
en el argumento previo estd en que no existe “el” plano complejo: a priori, la estructura que la
cubriente p permite definir en el plano no tiene por qué ser equivalente a la de (C,Id). En efecto,
C admite dos estructuras complejas: la usual y la del disco, inducida a través de la eleccién de
un homeomorfismo h : C — D.

Sin embargo, es posible delimitar nuestra atencién a tres superficies de Riemann candnicas,
como afirma uno de los teoremas mds importantes de la teoria y que enunciamos a continuacioén.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Uniformizaciéon de Riemann). Sean X una superficie de Riemann, y X
su cubierta universal. Entonces X es equivalente a exactamente una de las siguientes supetficies:

» PC, en cuyo caso decimos que X es una superficie eliptica.
= C, y decimos que X es parabdlica.

» D, y decimos que X es hiperbélica,

Las pruebas de este teorema son largas y complicadas, y de gran importancia. Un tratamiento
completo de distintas estrategias para su prueba se encuentra en el libro [7]. C es la cubierta
universal de cualquier superficie de Riemann homeomorfa a un toro, superficies que también
son llamadas curvas elipticas en el contexto de la geometria algebraica, por lo que la terminologia
puede resultar un poco confusa.

Teorema 2.5.2. Sea Aut(X) el grupo de automorfismos para la superficies de Riemann X.

» Para X = P'C, Aut(X) es el grupo de transformaciones de Mobius

az+b a b
Mob.—{yA.Zb—)CZ+d|A—<C d>’ a,b,c,d e C, ad—bc;«éO}.

» Para X = C, Aut(X) es el grupo de todas las funciones afines complejas

{f:z—az+b|abeC}.



CAPITULO 2. SUPERFICIES DE RIEMANN 51

» Para X = D, Aut(X) es el subgrupo de Mob dado por
_ _ (4D 22
sf{mmf (z} d) a,beC, |af?—|b| 71}_

Demostracién. Es bien sabido que todas las funciones meromorfas en IP!C son las funciones
racionales. En efecto, si a : P!C — IP'C es meromorfa, a tiene un conjunto finito de polos y ceros,
digamos py,..., Pk, C1,. - ., C;, respectivamente. Usando expansiones de Laurent, observamos que

la funcién . [1(z — pi)
b:zw— a(z)in(Z ~¢)

es meromorfa, no se anula y no tiene polos. Esto es, b es una funciéon holomorfa en IP'C, y por lo
tanto es constante. Luego, a es racional. Si ademads a es invertible, necesariamente es el cociente
de dos polinomios de grado 1, pues a tiene exactamente un polo y un cero. Similarmente, cada
automorfismo de C equivale a un automorfismo de P!C que fija el punto oo, y por lo tanto es
una funcién afin.

Por dltimo, observemos que cada elemento del grupo S descrito arriba en efecto acttia por
automorfismos del disco:

laz 4 b|> = |a|?|z|? + 2Re(abz) + |b|?|z|* < |b|*|z|* 4 2Re(abz) + |a]* < |z|* < 1.

Por otro lado, el lema de Schwarz implica que si f : D — D es biholomorfa y & = f~1(0),
para cada z € D se tiene que

g X —Z
:eze

1—az 26)

f(z)

Para ver esto, notemos primero que la funcién /1 : z — (a« — z) /(1 — &z) es una involucién del
disco, y equivale a la accién de un elemento adecuado en S. Més atin, la funcién g = f o h es un
automorfismo de D que fija el 0, asf como su inversa, g~ !. Puesto que |¢’(0)| < 1, [(¢~1)"(0)] <1
y 1¢'(0)]|(g71)'(0)| = 1, se tiene |¢’(0)| = 1. Asi, g es una rotacién por un dngulo 6. Aplicando &
a la derecha de g obtenemos la descripcién buscada de f. De nuevo, podemos renormalizar los
coeficientes de la expresion 2.6 para obtener un tnico elemento en S que acttia en D como f. [

Estos tres grupos cargan naturalmente con una topologia, y la acciéon de I' C Aut(X) es pro-
piamente discontinua en el sentido general si y s6lo si I' es un subconjunto discreto. Decimos
que I' es un grupo discreto en tal caso. Asi, podemos tomar como X a una de las tres superficies
de Riemann simplemente conexas, un subgrupo discreto I' de Aut(X), e intentar ver que el co-
ciente X/T es una superficie de Riemann. Puesto que el grupo I' puede fijar algunos puntos, no
es claro a priori cémo dar una estructura compleja para X/I'. De hecho, este cociente tiene una
estructura natural como un orbifold, una nocién de variedad singular que definiremos mas ade-
lante. Los puntos singulares de X /T superficies pueden ser resueltos, utilizando un argumento
similar al que aparece en la prueba del teorema 2.2.4 que enunciamos en la seccién previa.

Teorema 2.5.3. Sean U C C un abierto conexo, y T un grupo que actiia en U por transformaciones de
Mobius de manera propiamente discontinua en el sentido general. Entonces D /G es una superficie de
Riemann.
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Para una prueba, la referencia estdndar es [4], en donde aparece como el teorema 6.2.1.
La idea es como sigue: la proyeccion 77 : U + U/I' es un homeomorfismo local, excepto en
vecindades de puntos con estabilizadores no triviales. Si x € U es un tal punto, su estabilizador
resulta isomorfo al grupo Z, = Z/nZ, que actiia por rotaciones euclidianas salvo conjugacion
por una transformacién de Mobius adecuada. Esto se sigue de un andlisis detallado del grupo I,
cuyos elementos elipticos tienen orden finito; referimos a [27] para una discusién accesible. Si D
denota al disco unitario en C, el espacio D/Z, resulta homeomorfo a D: en efecto, Z, actiia por
i = w'z, en donde w = ¢?™/", de modo que la funcién h : B — B dada por z + z" desciende
al cociente B/Z,. La funcién inducida es abierta puesto que z + z" es abierta, y es claramente
biyectiva, por lo que h desciende a un homeomorfismo. Esto permite construir cartas alrededor
de los puntos fijos de U con estabilizadores no triviales. Para el resto de los puntos, usamos las
secciones de 7 para dotar a D/I" de una estructura de Riemann. Con esta estructura, 77 es una
cubierta ramificada. Una prueba mds precisa puede ser hallada en la seccién 3 de [30].

2.6. El espacio de méduli

En esta seccion discutiremos el problema de interés de este trabajo: describir un espacio en
el que cada punto determina una clase de isomorfismo de superficies de Riemann. En capitulos
subsecuentes discutiremos la construccién de un modelo combinatorio para representar cada
superficie con un mapa métrico, también conocido como grifica de listones o grifica gorda. Esto
nos dard un espacio un poco mds grande del buscado, pero con una descripcién combinatoria.
Iniciamos con ejemplos motivadores.

Informalmente, un espacio de méduli es un espacio topolégico de pardmetros que modela
cémo varia continuamente un objeto particular. Si fijamos un conjunto C de objetos a clasificar
con una nocién de equivalencia ~, un problema de méduli consiste en determinar precisamente
qué es una familia continua de objetos, salvo ~, y en hallar un espacio apropiado a partir del cual
podamos producir cualquier tal familia. Para resolverlo, debemos definir primero una nocién de
equivalencia entre nuestros objetos si hemos de parametrizarlos de forma satisfactoria, ademas
de esclarecer qué entendemos por una familia de estos objetos. Para fijar ideas, tomemos el
espacio de los circulos en el plano. Observemos que tenemos distintos espacios que podemos
entender como el “espacio de todos los circulos”, y que dependen del “lente” que elijamos para
observarlos:

» X; = R?2x R*. Aqui, cada punto de R? es un posible centro para el circulo, que puede
tomar cualquier radio R.

» X, = R*. El grupo de traslaciones de R? es un candidato natural para definir la equiva-
lencia de dos circulos, y actia de manera natural en X; para producir Xj.

= X3 = {1}. Puesto que todos los circulos centrados en el origen son equivalentes desde el
punto de vista afin, podriamos en efecto pensar que sélo existe un circulo.

Estos distintos espacios pueden servir para distintos fines. Si bien es trivial, el espacio Xj es el
que pinta la figura mds intuitiva. Una curva continua 7y en X; define una coleccién de circulos
que varfa continuamente. Puesto que es un espacio topoldgico, esto tiene un sentido preciso.
En efecto, podemos pensar en esta curva como una pelicula en el tiempo que nos muestra la
evolucién de un circulo.
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Un problema similar es el de clasificar las elipses del plano. Primero, diremos que dos elipses
son equivalentes si son congruentes. Observemos que la pareja ordenada (M, m) € R? define
exactamente una elipse con eje mayor M y eje menor m. Puesto que las elipses determinadas por
(M, m) y (m, M) son isomorfas, el espacio IR% /S, es en cierto sentido un espacio de pardmetros
para la elipse. Observemos que la recta x = y es especial, pues corresponde al subespacio de
los circulos. Notemos que hay exactamente 4 isometrias de R? que fijan una elipse particular,
mientras que hay una infinidad de automorfismos en el circulo.

Por otro lado, podemos intentar clasificar a las elipses salvo homotecia. En este caso, denote-
mos por ¢ a la distancia entre el centro de la elipse y cualquiera de sus focos, y por s la longitud
del semieje mayor. El cociente e := c/s, es invariante bajo homotecias, y es conocido como la
excentricidad de una elipse. Observemos que 0 < e < 1. Por otro lado, tenemos un pardmetro 0
de rotacién que nos permite distinguir entre todas las clases de homotecia de elipses con excen-
tricidad fija. Asi, vemos que el espacio de elipses salvo homotecia es naturalmente un disco. En
este caso ningtin punto admite automorfismos, puesto que la nocién de isomorfismo estd dada
por la homotecia.

La teorfa de méduli lleva esto a un contexto muy general, y va mds alld del alcance y el
propésito de este trabajo. En el apéndice se incluyen las definiciones concretas. A continuacién,
construimos un ejemplo mucho més interesante.

2.6.1. El espacio de méduli del toro

Como vimos, la esfera de Riemann es la tinica superficie de Riemann compacta de género g =
0. Analicemos el caso g = 1. Recordemos que en la primera seccién de este capitulo discutimos
una forma natural de darle una estructura compleja al toro utilizando la reticula R = R(w1, w»),
en donde w; y w; son linealmente independientes en Cr. En el ejemplo 2.3, describimos el
cociente 77 : € — T? definido por la accién de R en C. Puesto que esta accién es propiamente
discontinua, sabemos que 7 es ademads una funcion cubriente. Ya que C es simplemente conexo,
7 es una'” cubriente universal de T2, y es holomorfa por definicién de la estructura compleja en
T2,

Ahora, observemos que cada toro complejo X surge de esta forma: puesto que X = T? =
S! x S! es un grupo topolégico, su grupo fundamental es abeliano. Como discutimos en la
proposicién 1.2.3, tiene presentacion (a,b | aba—'b~! = 1). Sea (C, p) la cubierta universal de
X que satisface p(0) = x. Vemos que el grupo de transformaciones cubrientes de (C, p) es un
subgrupo abeliano de Aut(C) de rango 2. Sean 7,72 generadores de 71(X,x) y w; = 0- 7y,
wy = 0 - 7,. Como hemos discutido, Aut(C, p) actda libremente en p~!(x), de manera que sus
elementos son traslaciones, pues no tienen puntos fijos. Las traslaciones t; : z +— z 4wy y
ty 1 z — z + wy actian exactamente como 71 y Y2 en 0, de modo que sus potencias generan la
fibra de 0. Notemos que cualquier traslacién que preserve la fibra de 0 es necesariamente de esta
forma, de modo que tenemos Aut(C, p) = R(wj, wy), y por lo tanto X es un cociente de C por
una reticula.

Nuestro interés estd en clasificar las posibles estructuras que podemos darle a T2. La discu-
sién previa sugiere transportar el problema a clasificar reticulas en C que inducen toros isomor-
fos.

17Recordemos que la cubierta universal de un espacio es tnica salvo equivalencia de cubrientes.
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Primero, fijemos la reticula R := R(w1, w;). Un elemento A del grupo
SL(2,Z) := { (g Z) la,b,c,d €Z, ad—bc= 1}

es tal que la reticula R’ = R(Awy, Aw,) coincide con R. En efecto, si escribimos

()= 2 (&)

es claro que R’ C R, pues los elementos de R’ son combinaciones enteras de wy y wy. Puesto que

A tiene un inverso, vemos que
wi\ _(d -b\ [w]
wy —c a wh )’

por lo que también los elementos de R son combinaciones enteras de w/ y w}. Asi, R = R’. Vi-
ceversa, supongamos que las reticulas I' = R(wj,w;) y I" = R(w}, w}) coinciden. En particular,
wj,wh €T, por lo que w] = awj + bw; y w) = cw; + dw, para ciertos enteros a,b,c,d € Z.
Reciprocamente, wy = a'w] + V'w) y wy = c'w) + d'w), Esto es,

()=o) @) @)= ) )

Denotemos por Ay A’ a las matrices utilizadas, respectivamente. Esto implica que

(o) a)-0Y)

Tomando determinantes, vemos que ad — bc es una unidad en Z, y por lo tanto es iguala 1 0 a
—1. Podemos suponer que elegimos la numeracién de los complejos wj, w! de manera positiva.
A saber, las matrices Re(w1) Re(ws) Re(w)]) Re(w)) 27

Im(wy) Im(wz))’ \Im(ew}) Im(ew))” |

tienen determinante positivo. Los pares = (wq,w;) y B’ = (w}, w)) son bases ordenadas para

I a2 L b)),

Asi, vemos que AT tiene determinante positivo, y por lo tanto también A. Concluimos que A €
SL(2,Z). Observemos que la matriz —A funciona de misma forma para hacer que las reticulas
coincidan, pues —f y —fB’ definen las mismas reticulas con las que trabajamos. Asi, tenemos que
R, R’ coinciden si y s6lo si existe un elemento [A] € SL(2,R)/Z, tal que (wy, wy) = (Aw], Awp),
en donde tomamos el cociente por {Id, —Id} = Z, para identificar A con —A. Es fdcil ver que
{Id,—1Id} es el centro de SL(2,R), de manera que el cociente es un grupo bien definido.

Notemos que la eleccién que hicimos para los indices de los w;, w/ es equivalente a la condi-
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.2 /
con Im(ﬂ), Im(w—%) > 0.

w1 a;l
En efecto, la matriz en la ecuacién 2.7 tiene determinante positivo si y sélo si el dngulo « entre
w1 y wy satisface 0 < a < 71, abriendo en el sentido positivo del plano. Vemos que & coincide
con el argumento principal del cociente (wy, w1), que es la diferencia de los argumentos de w;
y wi. Se tiene que Im(wy, wy) > 0 siy s6lo si a € (0, 77). Supondremos que esta condicion se
cumple.

Mas aun, si T = wy/wj, las reticulas T = R(1,7) y I" = R(wy, wy) producen toros complejos
equivalentes. Para ver esto, denotemos por m a la funcién z — w;z, y observemos los diagramas
siguiente:

c— "™ ¢ c —om /1
A
T i T ////
/// h
C/T c/T’ C/T

Puesto que m es holomorfa, también lo es la la composicion 7’ o m. Si es constante en las fibras
de 7, 7’ o m desciende a una funcién continua  que resulta un homeomorfismo, pues podemos
construir su inversa a partir de la funciéon m’ : z — wy 1. En este caso, dado que localmente
estd dada por secciones de 7, i debe ser holomorfa, y por lo tanto es un biholomorfismo. Para
comprobar esto, notemos que dos puntos z,w I'-equivalentes en C satisfacen m(z) — m(w) =
m(z —w) € mI' = I, de manera que 7/(m(z)) = 7/(m(w)). En general, si para I' y I’ hay un
a € C* tal que T = aI”, ambas reticulas definen la misma estructura compleja en T2.

Asi, cada T € H2 := {z € C | Im(z) > 0} C P!C define una estructura compleja para T?
a través de la reticula I'x = R(1, 7). Usar T con parte imaginara positiva es conveniente, pues
SL(2,Z) acttGa naturalmente en el semiplano superior. En efecto, si A € SL(2,Z) y T € HZ, el
ntimero complejo , at+b
T=A-1:=
ct+d

tiene parte imaginaria positiva, pues

at+by (at+0b)(cT+d)\  (ad —bc)Im(7)
Im(cr—i—d) N Im( leT +d|? ) et +df?

Ademds, la reticula R(1, (at +b)/(ct +d)) define la misma estructura que R(at+b,ct +d), que
a su vez coincide con la de R(1,T), pues corresponde a un cambio de base. Asi, para obtener
una correspondencia univoca, tomamos el espacio de 6rbitas

Mo
"~ PSL(2,Z)

Ahora bien, sea f un automorfismo de C y fijemos una reticula R en C. La funcién f es una
transformacion afin de forma z — az + B, y envia Ren aR, puesw —z € R <= f(w) — f(z) =
aw — az € aR. En particular, cada traslacién de C desciende a un automorfismo de C/R. En
sentido opuesto, tomemos un automorfismo & de C/R distinto de la identidad, y denotemos por
t: C — C/R al cociente. la funcién & o 7 es una funcién continua de C en C/R que, por el
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-

-

Figura 2.7: Identificamos el espacio M con el dominio D dentro de la franja blanca, unido al
punto z1, la franja negra izquierda y el arco z;i. Obtenemos una superficie similar a un cilindro,
con un punto que se asemeja a un cono.

criterio del levantamiento, induce una funcién / : C — C'® de manera que el diagrama siguiente

conmuta. i
c— " ¢

C/R — C/R

Como hemos argumentado antes, la funcién 7 es holomorfa, y podemos construir su funcién
inversa utilizando a h~!. Esto nos dice que en efecto los automorfismos de C/R provienen de
automorfismos de C. Asi, el grupo de automorfismos del toro C/R es no numerable y actta de
forma transitiva, pues la traslacién z — z + (v — u) desciende a un automorfismo de C/R que
envia [u] en [v]. Observemos que en la discusion anterior omitimos la posibilidad de que R = aR,
pues esto sucede sélamente si & € Z, en cuyo caso induce el automorfismo identidad, o si R es
especialmente simétrica, como discutiremos abajo. Por tltimo, notemos que los automorfismos
genéricos de C/ R no preservan a la proyeccién de 0 d en C/R.

Observemos la figura 2.7. Dentro de la franja delimitada por las lineas gruesas hay exac-
tamente un representante para cada 6rbita de PSL(2,C), y las rectas x = +1/2 son identi-
ficadas por la transformacién T : z — z + 1. Este hecho es clasico; referimos a las terceras
secciones de [22] y [24] para su tratamiento. Observemos los puntos i y {1 = —1/2 + V/3/2i,
{» = 1/2 ++/3/2i. Tenemos que T({;) = {», por lo que corresponden a la misma estructura
compleja en el toro. La funcién S : z — —1/z envia la franja D dentro del “tridngulo” con
vértices en (1, (2,0 y cuyas aristas son los correspondientes segmentos de circulo, de forma que
identifica el arco z1i con izp. Observemos que i es un punto fijo de esta funcién. Similarmente,
So T envia D a un abierto contenido en el circulo a la izquierda del 0, y (S o T)? a un dominio en
la interseccién de este circulo y el que esté centrado en cero. La potencia (S o T)? coincide con la
identidad. Dicho de otra manera, los puntos i y {1 ~ {» tienen un grupo de isotropia no trivial. En
otras palabras, sus estabilizadores bajo la acciéon de PSL(2,Z) contienen un elemento distinto de

18Recordemos que hay que elegir un punto en C/R y en su fibra bajo 7t para definir a /.
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la identidad.

La presencia de puntos con estabilizadores no triviales no es coincidencia. Como se describe
en [13], la accién de Z, alrededor del punto i codifica la presencia de un automorfismo complejo
de orden 4 para el toro dado por la reticula C/(Z + iZ), que es la reticula cuadrada R = R(1,1)
de C. En efecto, observemos que la transformacién dada por multiplicar por i preserva R y des-
ciende a una funcién holomorfa en C/R. Similarmente, z; determina una estructura para T? con
un automorfismo de orden 6, y su reticula asociada produce una teselacion triangular del plano.
Es bien sabido que estas son las tinicas dos reticulas regulares del plano, y son excepcionalmente
simétricas. El resto de los puntos en D representan toros complejos cuyos automorfismos no fijan
a la proyeccién de 0. En general, es un fendmeno comin que algunos de los objetos estudiados
en los problemas de méduli admiten automorfismos no triviales. Puesto que estos automorfis-
mos son miembros de los grupos bajo los cuales se clasifica, no es natural ignorarlos, de manera
que forman parte de la estructura del espacio de pardmetros. Esta cierta irregularidad es un
problema, pues impide realizar el espacio de pardmetros como un espacio homogéneo. Para una
discusioén relevante, ver el apéndice.

Una forma de resolver esto es afiadir estructura adicional a nuestros objetos. Antes de discutir
este punto, hagamos una primera definicién ingenua.

Definicién 2.16. Supongamos que ¢ > 0. Denotaremos por M al espacio de todas las clases de
isomorfismo de estructuras complejas definidas en la superficie compacta de género g.

Naturalmente, el papel de isomorfismo en este contexto es jugado por los biholomorfismos.
Como vimos, el teorema de Riemann-Roch implica que M/ es un punto. La discusién anterior
nos da una forma de representar a M a partir de un subconjunto de C. Nuestra intencién es
hacer de M un espacio topol6gico suficientemente agradable!®. Como vimos en el ejemplo del
toro, es sensato esperar que, de poder describirlo satisfactoriamente, el espacio M, tiene puntos
singulares, asociados a superficies de Riemann especialmente simétricas. El siguiente teorema
sugiere por qué también es sensato esperar pocos automorfismos.

Teorema 2.6.1. (Hurwitz) Sea X una superficie de Riemann de género ¢ > 2. Entonces |Aut(X)| <
84(g—1).

Referimos a la seccién 7.2 de [8] para una prueba de este teorema. Los grupos de automor-
fismos que alcanzan la cota anterior se conocen como los grupos de Hurwitz. Un ejemplo es
G = PSL(2,Z;7), que tiene orden 168 = 84(3-1) y es el grupo de automorfismos de la cudrtica de
Klein, una curva compleja K de género 3. Por el teorema de uniformizacién, K es un cociente
del disco de Poincaré D, por lo que es una superficie hiperbélica. Un dominio fundamental®
para K es un tridangulo hiperbélico cuyas traslaciones por G dan una teselaciéon regular de D. Un
recuento de la historia de esa curva puede ser encontrado en [23], asi como una copia del articu-
lo original de Klein en el que se estudia esta variedad algebraica por primera vez. Este articulo
también tiene una de las primeras encarnaciones de los mapas en el contexto de superficies de
Riemann. Puesto que la presencia de automorfismos impide dar una descripcion satisfactoria de
M,, introducimos suficiente rigidez para evitar este problema.

Definicién 2.17. Sea X una superficie de Riemann y v = (x1,...,x,) una n-tupla de puntos en
X. Diremos que M = {x1,...,x,}, con el orden dado por v, es un conjunto de puntos marcados
en X, de forma que la pareja (X, M) es una superficie de Riemann marcada.

19En la teoria de méduli, se tiene una distincién entre espacios de méduli finos y gruesos. La intencién usual es
encontrar un espacio fino. Sin embargo, generalmente la presencia de automorfismos hace imposible esta construccién.
Una discusién concreta de este hecho aparece, por ejemplo, en [13].

20Ver el capitulo 9 de [4] o el capitulo 3 de [22].
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Dos superficies marcadas (X, M) y (X', M) son isomorfas cuando existe un biholomorfismo
f: Xy = X5 tal que f(x1) = x{. En particular, un automorfismo de la superficie marcada (X, M)
debe fijar los puntos marcados.

Definicién 2.18. Sean ¢ > 0 y n > 1 enteros. Denotaremos por My , al espacio de clases de
equivalencia de superficies de Riemann de género g con n puntos marcados.

El teorema de Hurwitz implica que una superficie de Riemann X de género ¢ > 1 tiene un
numero finito de automorfismos, de modo que sé6lo hay un subconjunto finito en X que puede
ser fijado por cualquiera de ellos. Esto es, si 1 es suficientemente grande, los automorfismos de X
no fijan alguna de las n marcas en X, y por lo tanto no pueden ser considerados automorfismos
de la superficie marcada. La introduccién de marcas para X permite construir un buen espacio de
pardmetros, denominado fino. En los capitulos subsecuentes, desarrollaremos las herramientas
que necesitaremos para dar una descripcion combinatoria del espacio decorado Mg, X R}

Observemos que al construir el espacio M = H' /PSL(2,Z), decidimos representar cada
estructura compleja del toro por el parametro modular 7, que define la reticula R(1,7), y que
representa una PSL(2, Z)—o6rbita. Como discutimos, los automorfismos de C que descienden a
isomorfismos entre dos toros son multiplicaciones por un ntiimero complejo. En particular, fijan
al punto 0 € C, que es el elemento neutro del grupo discreto Z 4 TZ. Asi, tenemos que M es de
hecho el espacio M 12!

Como hemos discutido, podemos encontrar muchas presentaciones diferentes para una su-
perficie de Riemann X compacta: X es isomorfa a una curva algebraica proyectiva no singular,
al cociente de un espacio simplemente conexo por la accién de un grupo discreto, a una cubierta
finita de la esfera perforada. En cada uno de estos contextos uno puede hacer una idea intuitiva
de variacién continua de la superficie X; a saber, por deformaciones de los coeficientes de un
polinomio, de los generadores de un grupo discreto de matrices, o bien de los puntos perfora-
dos en P'C. La construccién concreta de los espacios M ¢ Y Mg, requiere dilucidar la nocién
de familia de superficies de Riemann. En el resto de este trabajo damos una presentacién mas
para la superficie X: como una gréfica dibujada sobre una superficie.

2.7. Notas y referencias

El capitulo resume las propiedades bésicas de las superficies de Riemann compactas y las
presenta de distintas formas: como una superficie abstracta determinada por parches complejos,
como un espacio de Orbitas de una accién discreta, y como una cubierta ramificada de la esfera,
que puede interpretarse como una cubierta de la esfera perforada. Ademds, introducimos in-
tuitivamente el problema de méduli de Riemann y presentamos un acercamiento a su solucién
para el caso del toro. El contenido esta tomado de las referencias [4], [8], [9], [13], [14], [37], [22],
[24], [26], [39] y [30].

Para la seccién de conceptos bésicos, la definicién 2.2 corresponde a la definicién 1.1 de [9].
Similarmente, la nocién de funcién holomorfa, mapeo holomorfo y funcién meromorfa fueron
obtenidas de las definiciones 1.6, 1.9 y 1.12, respectivamente, mientras que el teorema 2.1.1 es
enunciado como una observacién en la primera seccién de [9], pero nosotros damos una prueba.
Los ejemplos del plano proyectivo, el plano complejo extendido y el toro son estandar, y sus

21Egta afirmacién necesita de mucho mas para justificarse, pero nos conformaremos con la intuicién que hemos discu-
tido.
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descripciones aparecen en [9], respectivamente, como los ejemplos 17.20, 1.5 (c) y 1.5 (d). El
ejemplo 2.5 se basa en la discusién que sigue al teorema 2.1 de [30]. El teorema 2.1.2 aparece
como el teorema 2.1 de [9], y hemos reescrito su prueba para clarificarla; sus corolarios son
inmediatos y también son enunciados en el libro de Forster.

Para la seccién de ramificacién, usamos [9] y [26]. Muchos de los teoremas citados de Forster
piden por hipétesis que las funciones holomorfas consideradas sean propias. Puesto que nos
centramos en superficies compactas, obviamos este requerimiento, como discutimos. La defini-
cién de cubierta ramificada se basa en la definicién 4.3 de [9]. Nuestro teorema 2.2.1 organiza
y demuestra una observacion bajo la seccion 4.23 de [9], mientras que el teorema 2.2.3 aparece
como el teorema 4.24. Por otro lado, el enunciado del teorema 2.2.2 estd tomado del teorema
4.6 de [9] y la prueba es nuestra. El teorema de compactacion y de unicidad de la compactacién
estdn tomados directamente de la seccién 8 de [9]; los argumentos subsecuentes son originales.
La discusioén final estd basada en la seccién que sigue al teorema 1.8.14 de [26].

La seccién del teorema de Riemann-Roch esta tomada de la seccién 16 de [9] y del capitulo 3.2
de [39]. Nuestra presentacion esta escrita de forma que la fuerza total del teorema de Riemann-
Roch sea innecesaria, y nos es suficiente la desigualdad original de Riemann. La idea estd basada
en la discusién del capitulo 1 de [26], en la que presentamos una caracterizacion de las superficies
de Riemann como cubiertas de la esfera perforada. Hemos completado los huecos para mejorar
la discusién de Lando y Zvonkin al hacer uso los teoremas técnicos de la secciéon 8 de [9] (teorema
de compactacién) y la desigualdad de Riemann.

Para la seccién 2.3 hemos utilizado completamente el libro [26]. La eleccién de estrella base
como un sistema de representantes de 7y (IP'C*, x), la definicién de constelacién y el teorema
de existencia de Riemann corresponden a las definiciones 1.2.12, 1.1.1 y al teorema 1.8.14, res-
pectivamente. La proposicién 2.4.1 es un resultado conocido; la prueba es original y decidimos
usarla para motivar mejor la definiciéon de constelaciéon. La proposicion 2.4.2 recupera las cons-
trucciones 1.2.7 y 1.2.8 de [26] en una proposicién mejor enunciado, y hemos hecho més concisa
su prueba.

El contenido de la seccién 2.4 estd basado en [4], [37], [22] y [7]. La definicién de accién
propiamente discontinua corresponde al teorema 2.2.1 de [22]. La discusién subsecuente resulta
del teorema 6.2.1 de [4], aunque damos una explicacién intuitiva basada en la teoria del capitulo
1. Después, lo enunciamos como el teorema 5.1.1. El teorema de uniformizacién es clésico, y
referimos a [7]. El teorema 2.5.2 es bien conocido, y la prueba que damos es nuestra.

Para la seccién 2.5 nos basamos en las secciones 3.3 y 7.2 el libro [39]. La exposicién del
espacio de méduli del toro es original. La discusién sobre la introduccién de marcas para facilitar
el problema de méduli estd basada en la secciéon A del capitulo 2 de [13], de donde tomamos
también la justificacion de esta estrategia sostenida sobre el teorema de Hurwitz. La definicién
de superficie marcada sigue naturalmente de esa misma discusion.



Capitulo 3

Mapas en superficies orientadas

En el capitulo previo, logramos encontrar una descripcion topolégica de una superficie de
Riemann; a saber, a través de un grupo de permutaciones y una eleccién de k puntos en la esfera.
El paso a esta descripcién nos permitird redirigir nuestra atencién a objetos combinatorios que
admiten una descripcion que es, a primera vista, mas simple que la de una estructura compleja.
En este capitulo daremos una breve exposicién de la teoria de los llamados mapas, gréficas que
estdn dibujadas o encajadas en una superficie. Ademads, construiremos la nocién equivalente de
grdfica de listones que desarrollaremos bastante més en el siguiente capitulo.

3.1. Mapas

Primero, recordemos que una grdfica es una pareja (V,E), en la que V es un conjunto finito
de vértices y E C 2V uno de aristas entre los vértices de V, en donde cada e € E satisface |e| = 2.
Diremos que V' y E son los conjuntos de vértices y aristas de G, respectivamente.

Bajo esta definicién, podemos pensar que la arista {u, v} representa una conexioén entre los
vértices u y v. Observemos que es imposible encontrar otra tal conexién, pues E es un conjunto.

Para poder incluir las nociones de aristas multiples y lazos recurriremos a la siguiente defi-
nicién més formal y abstracta usada en [32]:

Definicién 3.1. Una grafica es una terna I' := (V,E,i) donde V = {vy,...v,} es un conjunto
finito de vértices, E es un conjunto de aristas y i : E — (V x V)/S, ! es la funcién de incidencia,
de modo que una arista e y un vértice v son incidentes si v € i(e). Asi, el nimero a;; = li=1(v;, v;)|
da la cantidad de aristas entre los vértices v; y v;. Un lazo es una arista e tal que i(e) = (V},V;)
para alguna 1 < j < n. El grado o valencia de un vértice es la cantidad é(v) de aristas que inciden
en él, contando dos veces a los lazos. Esto es, 6(v) = };; a;; + 2a;;. Asi, diremos que dos vértices
son adyacentes si 4;; > 1, y llamaremos a los elementos de i~(u,v) aristas paralelas. Por tltimo,
el grado minimo 6(I') de I es el minimo del conjunto {§(v) | v € V}, y la lista de grados o el
tipo de T es la lista (6(v;));, en orden no creciente.

Es natural representar una gréfica I' como un dibujo. A saber, podemos poner un punto negro

ITomamos el cociente por el grupo simétrico Sy para entender a las aristas como parejas no ordenadas de vértices.

60
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Figura 3.1: Dos representaciones de la misma grafica. Las intersecciones internas de las aristas
de la estrella no representan ningin vértice de la grafica.

en en plano por cada vértice de I', etiquetarlo correspondientemente, y dibujar una curva entre
dos puntos si los vértices que representan son adyacentes. Evidentemente hay una infinidad de
maneras de dibujar de esta forma a I', como se ve en la figura 3.1.

Asi como la representacién de una grafica es accidental, diferentes etiquetados para sus
vértices y aristas no cambian su estructura de incidencia, y debemos considerarlas equivalentes.
Concretamente,

Definicién 3.2. Diremos que dos gréficas G = (V,E,i) y H = (V',E’,i") son isomorfas si existen
biyecciones f : V. — V' y h : E — E’ para las que i’ oh = ¢oi, donde ¢ : (V xV)/Sp —
(V! x V')/S, estéd inducida por f.

Esta definicion difiere un poco de la nocién clasica de isomorfismo de gréficas. En la literatura
usual, se dice que un isomorfismo entre las gréficas tradicionales G y H es una biyeccién f :
V(G) — V(H) tal que para cualesquiera u,v € V(G) se tiene que {u,v} es una arista de G si
y s6lo si {f(u), f(v)} es una arista de H. Cuando exista una tal biyeccién, diremos que f es
un isomorfismo tradicional. Con estd definiciéon, vemos que f induce una funcién bien definida
f : E(G) — E(H) dada por {u,v} — {f(u), f(v)}, por lo que resulta innecesario acompafiar
a f con una biyeccién de aristas. El problema es que esta nocién no identifica la equivalencia
entre graficas con aristas paralelas o lazos, como es de esperarse. Por ejemplo, dos graficas
que consisten en un vértice con dos lazos claramente tienen la misma estructura y hay dos
isomorfismos entre ellas, pero es imposible decir esto con un isomorfismo tradicional.

Tomemos una gréfica G = (V,E,i). Dado e € E, tomemos un vértice abstracto v, que de-
claramos incidente a los extremos de e. Si dibujamos a G, podemos pensar que seleccionamos
un punto medio dentro de cada arista, donde dibujamos un nuevo vértice de tal forma que ob-
tenemos el dibujo de una gréfica distinta a G. El proceso puede convertir a cada lazo o arista
multiple en un par de aristas en el sentido usual. Esta imagen intuitiva tiene una construccién
formal.

Definicién 3.3. Sea G = (V,E,i) una grafica. Sea Vg el conjunto de puntos medios de las aristas

de G. A saber, Vi satisface que cada v, € V¢ es un vértice de grado 2 que subdivide a la arista
2
e

El refinamiento® de G es la gréfica Gg := (V U Vg, EUE,ig), donde la relacién de incidencia

ip : ELUE — V x Vg estd dada como sigue: si e € E es tal que i(e) = [(u1,up)], el vértice v, € Vg

es adyacente a u1 y a up, de modo que (e,i) — (u;,v,) para i € {1,2}. Llamamos al conjunto

2Formalmente, podemos tomar Vg := E.
3En [5] se da una definicién mas abstracta y simple de gréfica que incluye naturalmente el concepto de media arista.
Sin embargo, elegimos utilizar la notacioén de [32], que es més concisa. Ver el apéndice.
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HE := E U E = E(Gg) las medias aristas de G, que también son conocidas como sus dardos en la
literatura. Llamaremos al conjunto de dardos incidentes en el vértice v la vecindad de v.

Por otro lado, demos un vistazo a la figura 3.2. Ambos dibujos representan a la misma grafica
y podemos notar que en ambas representaciones el dibujo divide al plano en un par de regiones
acotadas y una regién no acotada. En la representacién izquierda, ambas regiones acotadas
contienen un vértice de grado 1 en su interior y uno de grado 2 en su frontera, y la regioén
no acotada no tiene vértices interiores?, mientras que en el dibujo de la derecha es la regién no
acotada la que contiene dos vértices de grado 1. Asi, al elegir un dibujo para la gréfica, parece ser
que la estamos dotando de informacién topolégica adicional que no es inherente a su estructura
combinatoria. Para estudiar sistemdticamente esta estructura adicional, restringiremos nuestra

clole’e

Figura 3.2: Dos encajes de una gréfica en el plano.

atencion a las graficas encajadas en superficies, que llamaremos mapas. Usamos la definicién de
[26], hallada en el capitulo 1.

Definicién 3.4. Sea X una superficie orientada. Fijemos una gréfica G con conjunto de vértices
y aristas V(G) y E(G), respectivamente. Un mapa I' es un subconjunto de X dado por la unién
de los conjuntos V(I') y E(T), en donde:

= V(T') es un conjunto de |V (G)| puntos distintos en X, que corresponden a los vértices de
G.

s E(T) es un conjunto de curvas en X cuyos extremos yacen en V(I'), y que representan a las
aristas de G. Ademads, la interseccion de dos elementos de E(T) es vacia o es exactamente
un punto de V(I).

= Cada componente conexa de X \ I', que llamaremos una cara de T, es homeomorfa a un
disco abierto.

Diremos que I' es un encaje de la grafica G, y que G es su grafica subyacente.

Es importante no confundir la nocién de grafica encajada con la de encaje tradicional de
espacios topolégicos. En la terminologia usual, Si pensamos en una grafica abstracta G como
un complejo celular unidimensional, un encaje topolégico en la superficie X consiste en una
inyeccion de G en X. La definicién 3.4 es mas restrictiva: el encaje debe ser celular. Esto es,
diremos que G estd encajada en X si su dibujo define una descomposicién celular de X. Por
ejemplo, observemos que los dibujos de la figura 3.2 no pueden ser considerados mapas, a menos
que pensemos que estan siendo dibujados en la esfera: si las gréficas estuvieran dibujadas en el
plano, ambos dibujos tendrian que una cara no acotada que no es simplemente conexa, y por lo
tanto distinta de un disco topolégico.

4Esto es s6lamente heuristico, pues técnicamente tales vértices no yacen en el interior de la cara: como veremos, la
cara de un mapa es una componente conexa de su complemento en la superficie en que se encaja.
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Abusaremos un poco de la terminologia para identificar G con I' cuando sea conveniente y se
entienda que estamos pensando a I' como una gréfica encajada en X. Consideraremos sélamente
gréficas conexas: es decir, graficas G que admiten un encaje conexo. Esto es equivalente a decir
que para cualesquiera dos vértices 1,v € V(G) podemos construir una trayectoria entre u y v,
que es una sucesion de vértices (u = vq,v2,...,0, = v) en la que {v;,v;,1} es una arista de G,
conl<i<n-—1.

Figura 3.3: Un mapa cuya superficie subyacente es el toro con 3 vértices, 3 caras y 6 aristas

3.2. El modelo de permutaciones

El hecho de que una I' estd dibujada en una superficie orientada también puede ser cifrado a
través de un modelo de permutaciones. A saber, si G es un mapa con conjunto de vértices V y con-
junto de aristas E, es posible codificar la informacién de G con permutaciones que representan
cada uno de sus vértices, de acuerdo a la orientacién de la superficie en la que estd dibujada. La
construccién del modelo es como sigue. Una discusion completa se halla en el capitulo 1 [26] y
el articulo [40].

= Enumeremos las medias aristas de T, {ey, .. ., €| }, y etiquetemos e; con el numero i, de modo
que la etiqueta queda a la izquierda de la media arista correspondiente’.

= Alrededor de un vértice v, la orientacién de la superficie induce un orden ciclico de los dardos
de v°. Recorridos en ese orden, obtenemos una lista de etiquetas (iy, ..., i) de tamafio §(v).
Identificamos al vértice v con el ciclo ¢, = (i1 iy ... i).

= A su vez, si las medias aristas e;, €j resultan de una arista e de TI', identificamos a e con la

trasposicion t, = (i j)

Asi, podemos identificar los vértices del mapa I' con los ciclos de la permutacion ¢ :=[I,cy co ¥
sus aristas con las trasposiciones de « := [],cf t.. Observemos que tanto los factores de o como

SPara fijar ideas, podemos suponer que nuestra superficie carga una estructura diferencial, y que el dardo e; tiene por
extremo al vértice p de I'. Elijamos un vector u de T, X en la direccién del dardo e;. Escribamos la etiqueta i en un punto
cercano a p que podamos identificar con la punta de otro vector tangente, digamos v. Diremos que la etiqueta i estd a la
izquierda de ¢; si el determinante de la matriz (uv) es positivo.

®De nuevo podemos utilizar el plano tangente de X: en una vecindad pequeiia de v, identificamos las medias aristas
e; de I' con ciertos vectores tangentes u;. Que X esté orientada implica que hay un sentido positivo en T, X que induce
un orden ciclico a los u; y que damos a los e;.
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Figura 3.4: Etiquetamos las 12 medias aristas de I’

los de a son ajenos, pues no hay dos dardos con la misma etiqueta. La pareja {c,a} es conocida
como un sistema de rotaciones. Analicemos el ejemplo de la figura 3.4, que corresponde a una
gréfica I' encajada en la esfera. En este caso, se tiene

o= (157)(234)(691110)(12)(8),
a=(12)(34)(56)(78)(910)(11 12).

Podemos ver que el subgrupo de S generado por ¢ y a actta transitivamente en el conjunto
de etiquetas de E = {1,2,...,12}. En efecto, puesto que la gréfica subyacente de I' es conexa,
es posible partir de un dardo y llegar a otro a través de una serie de trasposiciones de medias
aristas y rotaciones alrededor de vértices elegidos adecuadamente. Utilizando un sistema de
célculo simbélico’, uno puede verificar que G = (v,a) = $;2, por lo que la transitividad no es
sorprendente. Por ultimo, observemos que la permutacién a~'c~! se factoriza en tres ciclos:

alo1=(142785106)(9 11 12)(3)

El primer ciclo corresponde a todas las etiquetas escritas sobre la cara no acotada del mapa I’
recorridas en la direccién positiva®, el segundo corresponde a la cara que contiene un vértice
interior de grado 1, y el tercer ciclo corresponde a la cara acotada y vacia. Ademads, tenemos que
oca¢ = Id. Dicho de otra forma, G es una 3-constelacién de grado 12. Esto ocurre en general:

Proposicién 3.2.1. Un mapa T induce una 3-constelacion C = [c,«, ¢, donde ¢ := a~'o~1, para la
cual a es una involucién sin puntos fijos.

Demostracion. Construimos C de acuerdo al modelo de permutaciones. C es una 3-constelacién

7Por ejemplo, SymPy

8Parece contradecir la intuicién que esta sea la direccién positiva, pues recorrer las aristas de T’ en el sentido espe-
cificado por el ciclo parece ser equivalente a recorrer una curva cerrada en la direccién de las manecillas del reloj. Sin
embargo, estamos pensando a tal curva como la frontera de un disco que contiene al punto oo, y que podemos suponer es
su centro. Asf, si imaginamos que observamos la esfera desde su polo norte, vemos que en realidad la curva es recorrida
en la direccion positiva.
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Figura 3.5: La trasposicién « envia la etiqueta i en la etiqueta j, que o~ !

siguiente en el recorrido positivo de la cara f

envia en k, la etiqueta

puesto que ca¢ = caa"'o~! = 1. Ademds, T es conexa. Si aplicamos ¢ suficientes veces, pode-

mos llevar un dardo en la vecindad v en cualquier otro dardo que incida en él. Por otro lado,
aplicar a intercambia los dardos que conforman una arista. Asi, podemos construir cualquier
trayectoria en I' utilizando un elemento de (C). Esto implica que C actda transitivamente en
el conjunto de etiquetas para los dardos de I'. Ademads, « se factoriza en trasposiciones de las
medias aristas de I', de modo que no tiene puntos fijos. O

Ahora bien, la introduccién del factor ¢ parece artificial, pero tiene una interpretacién geomé-
trica y su notacién es sugerente: la permutacion ¢ representa las caras del mapa I'. En efecto, si
el conjunto de etiquetas dentro de una cara f es Ay, podemos identificarlo con una permutacion
(i1--+ix), coni; € As, de modo que el orden ciclico obtenido queda inducido por un recorrido
por las etiquetas en el orden positivo dado por la orientacién de la cara. Para hacer tal recorrido
basta iniciar en un dardo etiquetado por i1, aplicar & para movernos hacia su dardo opuesto y
rotar en el vértice correspondiente en el sentido negativo, de modo que terminemos en el dardo
siguiente incidente en la cara. La figura 3.5 da una explicacién més visual.

Por construccién, o se factoriza en tantos ciclos ajenos como vértices en I'. Asimismo, el
numero de trasposiciones de « coincide con su ntimero de aristas, y los ciclos de ¢ corresponden
a sus caras. Notemos, ademds, que cada dardo incide en exactamente un vértice, conforma
exactamente una arista y estd en exactamente una cara.

Definicién 3.5. Sea C = [0, #, ¢] una 3-constelaciéon de grado n. Denotemos por I(c) la longitud
de un ciclo en S,,. Supongamos que 0, a y ¢ se factorizan en ciclos ajenos como sy - - - sj, ay - - - a,
y f1 - f1, respectivamente, de manera que

Denotemos por A, a a tupla (cy,...,cn), que suponemos en orden no creciente, y por A, y Ag a
las tuplas andlogas. Decimos que P = [Ay, Ay, Ap] es el pasaporte o el tipo combinatorio de C. Si C
es el modelo combinatorio de un mapa, A, es la lista de grados de su gréfica asociada, y Ay da
el nimero de aristas que conforman cada cara.

Asi, el nombre de grupo cartogrifico cobra su significado: es el grupo asociado a un mapa. Sin
embargo, es importante observar que la estructura que codifica la informacién del mapa M es
la constelacion C = [0, «, ¢], y no el grupo cartogréfico G. De hecho, el uso de las letras griegas
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o, o'y ¢ corresponde a las palabras francesas para vértice, arista y cara: sommet, aréte y face,
respectivamente. En la terminologia original de Grothendieck [10], [19], el nombre de cartogrifico
hace referencia al grupo

Cs = {ps, pa s | P2, PsPapS)-

Observemos que el grupo cartografico de una 3-constelacién es una representacion transitiva
de C; en Syy. De hecho, tales representaciones de C; corresponden por completo a los mapas
en superficies orientadas. La transitividad asegura la conexidad del mapa, que pedimos tras la
definicién 3.4.

Tenemos pues que, a través de su refinamiento, un mapa con n aristas induce un subgrupo
de Sy, que acttia transitivamente en [2n], y cuya estructura no depende del etiquetado elegido.
En efecto, dos elecciones distintas producen dos sistemas de rotaciones {1, a1} y {02, a2}, para
los que existe una funcién f € Sy, que traduce las etiquetas. Asi, o7 = f loof y a1 = fay, y
por lo tanto {07, a41) = f~1(02,a2) f. Més atin, la permutacién ¢ permite recuperar las caras del
mapa, pues cada uno de sus ciclos describe un recorrido ordenado por los vértices que yacen en
su frontera.

El tamafio de un ciclo de ¥ coincide con el grado del vértice que representa. Uno podria
pensar que dos mapas Mj, M, del mismo tipo combinatorio tienen el mismo grupo cartografico,
pues sus permutaciones ¢; correspondientes tienen la misma estructura ciclica, y por lo tanto
son conjugadas en Sy, través de cierta permutacién f. Sin embargo, en general f no conjugara
simultdneamente a las permutaciones «;. Si este fuera el caso, f inducirfa un isomorfismo entre
las gréficas subyacentes de los mapas considerados. Tenemos pues varias nociones posibles de
equivalencia entre nuestros objetos, que debemos ordenar.

Definicién 3.6. Tomemos dos k—constelaciones C; = [¢1,...,8] Yy C2 = [h1, ..., hg] de grado n.
Diremos que C; y C, son isomorfas si existe una biyeccién f € S, paralaqueh; = flog;of.

Bajo esta definicion, los grupos cartogréficos de constelaciones isomorfas resultan ser conju-
gados.

Observemos la figura 3.6. Ambos mapas tienen el mismo tipo combinatorio y estdn encajados
en el plano, o bien, la esfera. Sin embargo, sus gréficas subyacentes no pueden ser isomorfas: la
segunda contiene una trayectoria de longitud 2 entre dos vértices de grado 1, pero la primera
no. Dos subgrupos isomorfos de S, no son necesariamente conjugados. Asi, a priori los grupos

¢ & @ ® ¢ & ® ®
G H

Figura 3.6: Dos graficas no isomorfas del mismo tipo.

cartograficos de G y H podrian ser isomorfos o incluso coincidir. Utilizando la paqueteria de
calculo simbdlico SymPy vemos que el grupo de H tiene orden 14400, mientras que el de G tiene
orden 7200, por lo que este no es el caso.

Por otro lado, no hay una forma clara de distinguir topolégicamente los mapas de la figura.
La tnica cara de ambos mapas tiene a los 6 vértices en su frontera, por lo que no podemos
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argumentar como antes para convencernos de que los encajes son distintos.

Definicién 3.7. Diremos que dos mapas I'; C X; yI'; C X5 son isomorfos si existe un homeomor-
fismo entre X; y X, que preserva la orientacién y cuya restriccién a I'; induce un isomorfismo
entre las gréficas subyacentes G y G,.

Para nuestros propdsitos, un homeomorfismo h : X; — X, preserva la orientacién si dada
una curva 7y : I — Xj orientada positivamente, la curva h o ¢y también tiene una orientacién
positiva en Xj. Esta tltima definicion tiene la siguiente virtud:

Proposicién 3.2.2. Dos mapas isomorfos inducen 3-constelaciones isomorfas.

Demostracion. Elijamos etiquetas para las medias aristas de I';. El homeomorfismo / se restringe
a un homeomorfismo entre I'1 y I';, que forma que podemos pensar en las imdgenes de los
puntos medios de I'1 como los puntos medios de I';. Elijamos etiquetas para las medias aristas
de cada mapa. La funcién & se restringe a un isomorfismo entre las gréficas subyacentes G;
y Go. Por la eleccién de puntos medios en Gy, h de hecho induce un isomorfismo entre los
refinamientos de I'1 y I';, que por lo tanto induce una funcién f : [2n] — [2n] entre los conjuntos
de etiquetas.

Mas atin, sea 7y : I — X una curva pequefia y cerrada que rodea a v en la direccién positiva,
con la propiedad de que toca cada dardo de v exactamente una vez, y supongamos que ¢, =
(i1 ... i5(p)) indica el orden ciclico de los dardos de v. Si recorremos h(7) en la direccién positiva
empezando en h(i1) necesariamente tenemos que el primer dardo de f(v) que toca es h(iy): si
este no fuera el caso, aplicamos k! para encontrar que -y toca un dardo ij con j > 2 antes de
tocar a iy, lo cual es imposible. Asi, h(7y) es una curva positiva alrededor de f(v) que toca a

las imdgenes de los dardos de v en su orden ciclico, de modo que cs,) = (h(e;;) ... h(e;) =
(f(ey ... f(ei), por definicion de f, y con k = 6(v) = 6(f(v)). Asi, en efecto tenemos que f
conjuga a las o; y las a;, por lo que las constelaciones de I'; y I'; son conjugadas. O

(Qué hay de la direccién opuesta? Dada una 3-constelacion C = [g1, g2, g3], (cOmo construi-
mos un mapa que induzca a C? Las permutaciones g; tienen una factorizacién por ciclos ajenos,
digamos

81 =01...0y
g =4ay...am

Si ademads g» es una involucién sin puntos fijos, se tiene que C es un subgrupo de Sy, y los
ciclos a; son trasposiciones. Denotemos por V; y A; al conjunto de los nlimeros que aparecen en
la notacién de los ciclos v; y a; respectivamente. Iniciemos por construir una gréfica G = (V, E, i)
conV ={V;,..., Vu} yE = {A4,..., Ap}. Las incidencias estdn dadas como sigue: cada arista
e € E tiene por extremos los tinicos dos vértices u,v tales que uMNe y vMe son no vacios.
Dibujemos la grafica G en el plano, ignorando los cruces de las aristas que no suceden en
los vértices, y etiquetando cada vértice v de acuerdo al ciclo de g; que le corresponde, que
denotaremos por ¢,. Observemos que la orientacién del plano induce un orden ciclico O, en los
dibujos de los dardos que inciden en cada vértice v: podemos suponer que hemos dibujado a G
de tal forma que O, coincide con ¢,, como se muestra en la figura.
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Figura 3.7: A la izquierda, los 6rdenes ciclicos de cada vértice se indican por un lazo orientado.
A la derecha, dibujamos a G de modo que el orden ciclico inducido por la orientacién de R?
coincide con los ciclos c¢y.

Para construir nuestro mapa, cambiaremos un poco la representacién de las medias aristas:
sustituyamos cada arista de nuestro dibujo por un par de curvas paralelas que representan a las
medias aristas que la conforman, y los vértices por pequefios discos orientados positivamente.
Recordemos que la permutaciéon g; debe cifrar el orden ciclico de las medias aristas en cada
vértice, y tal orden debe ser determinado por la orientacién del mapa que ahora queremos
construir. Tomemos un vértice v € V' y su ciclo asociado ¢ = (i1 ... i5)). Una arista e de v
corresponde a cierta trasposicion (h k), donde & es uno de los nimeros que aparecen en ¢,; de las
dos curvas que representan sus medias aristas, la orientacién del plano nos permite distinguir
la izquierda, que elegimos y dotamos de una direccién para convertirla en una flecha que sale
de v. Asi, cuando hagamos lo mismo con el otro extremo de e, la curva paralela a h recibira la
etiqueta k y una direccién opuesta, formando una flecha que entra a v. De este modo, las aristas
de G quedan representadas por listones. Ademads, cada listén determina una regién orientada del
plano cuya frontera hereda una orientacién adecuada’, por lo que reemplazamos los dibujos de
cada tira con un espacio homeomorfo a [0,1]2, el cuadrado con frontera.

Ahora, fijemos una etiqueta i, correspondiente a la media arista que brota de un vértice u en
direccién a otro vértice w. Dado que C es una constelacion, g3 = g7 ! < o oy !, Tenemos pues
que i - g3 corresponde a la media arista inmediatamente anterior a u - g» en el orden ciclico de
w, que en nuestro dibujo corresponde a recorrer continuamente un segmento de la frontera de
un listén, continuar por la frontera de un disco adyacente y luego encontrar la frontera de otro
listén, sin cruzar por el interior del dibujo. Asi, siempre y cuando ignoremos los cruces que no
corresponden a vértices, la érbita de 7 bajo g3, corresponde a recorrer una componente conexa
de la frontera de una superficie. Concluimos que el espacio que resulta de nuestro dibujo es
una superficie orientada M, cuya frontera tiene tantas componentes conexas como ciclos en g3.
Por ultimo, para cada componente conexa ¢y de dM, tomemos un disco cerrado y orientado, e
identifiquemos su frontera con la componente ¢ de acuerdo a su orientacion. Asi, garantizamos
que las orientaciones del disco y de M son compatibles, y por tanto obtenemos una superficie
orientada X. Finalmente, si reconstruimos nuestro dibujo original de G sobre M obtenemos un
encaje de G en la superficie X; esto es, un mapa. En otras palabras, completamos la proposicién
322

Teorema 3.2.1. Dos mapas son isomorfos si y solo si estdn asociados a 3-constelaciones isomorfas.

Si la constelacién C consiste en una eleccién de etiquetas para el mapa M, vemos que las
permutaciones ¢, & y ¢ se descomponen en V, E y F ciclos ajenos, respectivamente, donde V es
el nimero de vértices, E el de aristas y F el de caras. Asi, podemos calcular la caracteristica de
Euler V — E 4 F del mapa M a través de su constelacion. Reciprocamente, podemos determinar
a priori el género del mapa que induce una constelacién C calculando la caracteristica de Euler

9 A saber, los bordes del list6n estédn orientados de manera compatible con la direccién positiva de su interior.
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cono, &y ¢.

Observemos que, una vez construida la grafica G, lo tinico que necesitamos para obtener la
superficie M es la permutacién g1, que determina el orden ciclico de cada vértice. A saber, una
construccién mds inmediata de M a partir de la constelacién C es como sigue: dibujemos a G
sobre el plano orientado, de forma que el orden ciclico inducido O, coincide con el orden ¢,, con
¢y el ciclo de g1 que corresponde al vértice v. Engrosamos los dardos de cada vértice para obtener
tiras, y le damos una orientacion a los bordes de cada tira de acuerdo a O,, que representamos
con flechas, como en la figura 3.8. Si pegamos las dos tiras que conforman una arista de acuerdo
a tal orientacién, obtenemos a la misma superficie orientada M.

La superficie M nos permite construir facilmente un encaje de su gréfica subyacente, y pode-
mos pensar en ella como una gréfica en la que las aristas son listones con una orientacién en sus
bordes, imagen que motiva la definicion siguiente:

Definiciéon 3.8. Diremos que una grdfica de listones es una grafica con un orden ciclico ¢ en
el conjunto de medias aristas incidentes a cada vértice, y la denotaremos por I' = (G, V,i,c).
Llamaremos a la superficie M(T') la realizacion topolégica de T, y a la superficie orientada X(I') el
espacio total de I'. Diremos que el género de I' es el género de su espacio total, y lo denotamos

por g(T) := g(X).

TN O 1O
SO

Figura 3.8: Las medias tiras que inciden en cada disco heredan la orientacién del plano. Obser-
vemos que las flechas que brotan del vértice estdn a la izquierda.

Observacion. Las construcciones previas garantizan que es posible orientar los bordes de cada
listén sin incurrir en contradicciones: si recorremos una componente de la frontera, obtenemos
siempre una trayectoria dirigida que eventualmente se cierra. Esto es, la construccién nos da
siempre una superficie orientada. Intuitivamente, si la superficie con frontera M indujera una
superficie X no orientable, entonces seria posible tomar un pequefio lazo y moverlo continua-
mente por X hasta obtener su version reflejada. Puesto que dos caras adyacentes tienen orienta-
ciones compatibles entre si, esto es imposible. Sin embargo, uno podria imaginar que introducir
“torceduras” en los listones (que corresponden a la identificacién de dardos con orientaciones
opuestas) permitiria construir superficies no orientables también'!.

Es importante notar que dos constelaciones isomorfas inducen siempre el mismo mapa, pues
corresponden a distintos etiquetados para la misma grafica encajada. Mas adelante, necesita-
remos una nocién mads fuerte de automorfismo para estudiar las simetrfas de una grafica de
listones.

10Formalmente, reemplazamos cada tira con un espacio homeomorfo a [0,1]?\ {1 x [0,1]}, e identificamos las dos
tiras que representan una arista de acuerdo a sus orientaciones para obtener un cuadrado con frontera.
Ver 1a figura 7.1 en el apéndice para un ejemplo de una grafica de listones mas general.
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Figura 3.9: Para obtener la superficie M, reemplazamos a los vértices por discos y las aristas por
un par de curvas orientadas, que convertimos en un cuadrado topoldgico con frontera.

Figura 3.10: Pegamos discos en la frontera de M y obtenemos una superficie orientada, en este
caso un toro. Por construccion, la gréfica subyacente de M queda encajada.
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Definicién 3.9. Fijemos un mapa M y elijamos una 3-constelacién C de grado n inducida por
M, cuyo grupo cartogréfico es G. El grupo de automorfismos de M, denotado por Aut(M) es el
centralizador G en S;,. A saber,

Aut(M) ={h €S, | h"'gh = g para cada g € G}

Por definicién, un elemento & € Aut(M) satisface h~'Gh = G. Una eleccién distinta de
etiquetas induce una constelaciéon con un grupo cartografico que en general s6lo es conjugado a
G. Un automorfismo de M es una simetria verdadera del mapa M: en efecto, si h conmuta con
todo elemento de G, conmuta con ¢ y «. Si o = ¢1 - - - ¢, es una descomposicion por ciclos ajenos
de o, se tiene que h=loh = hle; - cph = hleh---h~leyh = 0. Cada h™lejh es también un
ciclo ajeno, asi que la conjugacién por / permuta los ciclos de ¢ y por lo tanto los vértices de M.
El mismo argumento muestra que & permuta los ciclos de ¢, y por tanto las caras de M. Por otro
lado, si (i j) es una trasposicién de «, M tiene una arista cuyas medias aristas estan etiquetadas
por i y j. Al ser un automorfismo, ha = ah, y la relacién i - ha = i-«a-h = j- h nos dice que la
imagen bajo i de la media arista apareada con i, j, coincide con la media arista apareada con
i-h. Esto es, h preserva las incidencias de la gréfica subyacente de M.

A pesar de que elegimos una constelacién para M para definirlo, la estructura de Aut(M) no
depende de esa eleccién. Un etiquetado distinto conduce a una constelacién isomorfa y por lo
tanto a un grupo cartogréfico conjugado a G, por lo que sus centralizadores son conjugados, y
por lo tanto isomorfos.

Hasta ahora, las constelaciones [0, &, ¢] que hemos utilizado satisfacen que a es una invo-
lucién sin puntos fijos. En lo siguiente, levantamos esta restriccion para obtener un objeto mas
natural.

3.3. Notas y referencias

El capitulo anterior introduce la nocién de mapa y describe su relacién con las 3-constelaciones.
Se esclarece la traduccién de conceptos de monodromia, cubrientes ramificadas, gréficas encaja-
das y constelaciones. El contenido de este capitulo estd tomado de [10], [19] [26], y [40] .

Para la primera seccién, la definicién de grafica que utilizamos es la de [32], asi como su
nocién de isomorfismo y refinamiento. Citamos a [5] como una fuente mads clara y satisfactoria
para revisar estos conceptos. La definicion 3.4 corresponde a la definicién 1.3.6 de [26], y nos
apoyamos en la definicién de descomposicién celular de [29], hallada al inicio de su capitulo 5.
Para el modelo de permutaciones nos basamos en la seccién 1.3.3 de [26] y el inicio del articulo
[40]. La proposiciéon 3.2.1 y su direccién opuesta, el teorema 3.2.2, resumen de forma clara la
discusién de Lando y Zvonkin de las construcciones correspondientes, y la prueba es nuestra.
La definicién de grupo cartografico corresponde a la definiciéon 1.1.2 de [26], y la nocién de
isomorfismo de constelaciones estd tomada de su definicién 1.1.5. Similarmente, la definicién
de automorfismo de mapa y de equivalencia de mapas estdn tomadas de la misma seccién de
[26]. Los ejemplos dados son nuestros, asi como los calculos que conllevan. La discusiéon que
motiva la definicién de grafica de listones es original. La figura 3.8 estd basada en una figura
equivalente de [32], y motiva nuestra definicién 3.8. Elegimos exhibir la equivalencia entre el
concepto de mapa y grafica de listones para simplificar el célculo del grupo de automorfismos
Aut(T') y facilitar la clasificacion de las gréficas de listones excepcionales, que se enuncia en el
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capitulo 4.
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Capitulo 4

Las graficas de listones

Fijemos una gréfica G. Como vimos en el capitulo previo, basta tener un orden ciclico en
cada vértice de G para sus medias aristas para obtener un mapa para G. Reciprocamente, es
claro que podemos obtener una gréfica de listones partiendo de un mapa particular, pues el
encaje de G en la superficie orientada induce un orden ciclico en cada uno de los vértices. Mas
directamente, podemos obtener la realizacién de una grafica de listones a partir de un mapa si
tomamos una vecindad suficientemente pequefia de su gréfica encajada. Esto nos permite hablar
equivalentemente entre los mapas y las gréficas de listones. La definicién de automorfismo para
mapas cobra mayor sentido en su version para graficas de listones:

Definicién 4.1. Dos gréficas de listones son isomorfas si existe un isomorfismo entre sus gréficas
subyacentes que preserva los érdenes ciclicos en cada vértice. Un automorfismo de la grafica de
listones I' es un isomorfismo entre I' y ella misma.

Esta definicion coincide con la del grupo de automorfismos de I', que denotamos por Aut(T).
En efecto, si etiquetamos las medias aristas de I' estamos fijando una constelacion C = [o, «, §]
que la describe, con @ una involucién sin puntos fijos. Como vimos en la seccién previa, I es in-
tercambiable con el mapa M asociado a C. Cada automorfismo de & de M es un homeomorfismo
que induce un automorfismo de su grafica subyacente, isomorfa a I' como gréfica. Por definicién,
h preserva los 6rdenes ciclicos en cada vértice. Esto es, tenemos que cada automorfismo de M es
un automorfismo de I'. Similarmente, cada automorfismo de I' = (V, E,i,c) consiste en un par
de biyecciones (f : V — V,g: E — E) que preservan a i y a c. El etiquetado de los dardos de I’
dado por C nos permite inducir a la funcién v € Sy, que permuta a los vértices, aristas y caras
de I' preservando sus relaciones de incidencia. Esto es, ¥ conmuta con o, & y ¢, y por lo tanto
con cualquier elemento de C. En otras palabras, Aut(I') y Aut(M) son objetos equivalentes.

Definicién 4.2. Tomemos una grafica de listones I' y una constelacién C = [, «, ¢] que la codi-
fique. La frontera topoldgica de I es su frontera como superficie, el conjunto éI'. Cada una de sus
componentes esta asociada a un ciclo de ¢, y las identificaremos. Asi, describiremos b(T') para el
numero de ciclos de ¢, o bien, al nimero de componentes conexas de JI'.

Un automorfismo de I' permuta las componentes de su frontera topoldgica. Podemos ver esto
de dos formas distintas: un homeomorfismo & de X(T') en si mismo se restringe a un homeo-
morfismo de X(I') \ ', que por lo tanto permuta sus componentes conexas. Esta permutacion no
es arbitraria, pues h debe restringirse a un automorfismo de I'. Por otro lado, habiendo elegido
una constelaciéon C = [0, w, ¢] para I', vemos h acttia en las etiquetas de ' como lo hace un cierto
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elemento del grupo cartografico de C, que conmuta con ¢, &« y ¢ = ac—'. Si h ademas fija cada
ciclo de ¢, diremos que h preserva la frontera de I'. Esto es, si ¢ se factoriza en los ciclos ajenos
Cf + - Cp,, tenemos que hcy, = cph = cp, para cada 1 < i < n. Es claro que el conjunto de tales
automorfismos forma un subgrupo de Aut(T).

Definicién 4.3. Denotamos por Auts(I') al grupo de automorfismos de I' que preservan la fron-
tera.

Un h € Auts(T) fija cada cf, como funcién. Sin embargo, i no necesariamente fija las etiquetas
de cada media arista que pertenecen a la cara f;. Puesto que preserva el ciclo asociado, h actia
rotando ciclicamente las etiquetas incidentes con f;. Una forma de ver esto es observar # fija los
vértices del mapa dual a C. Una discusion relevante esta en el apéndice de este trabajo.

Este grupo cobrarad importancia ma$ adelante, puesto que su accion en las aristas de I' es més
restrictiva que la de Aut(T'). En efecto, identificaremos las componentes de frontera de I' con
puntos marcados de una superficie en Mg ,. Como discutimos en la seccion 2.5, la introduccién
de marcas en nuestros objetos a clasificar permite reducir el nimero de automorfismos que hay
para cada objeto, y por lo tanto la presencia de puntos singulares. Los elementos de Auts(T')
constituyen los automorfismos de I' que preservan las marcas. Mdas adelante esclareceremos esta
discusion.

4.1. Orbifolds

En la seccién anterior observamos que los mapas tienen distintas nociones naturales de au-
tomorfismo. En este capitulo estudiaremos el espacio de las gréficas de listones métricas, que
resulta ser un orbifold diferenciable. Intuitivamente, este espacio es una variedad diferenciable
en la mayoria de sus puntos, pero admite puntos singulares donde tendremos parches de forma
U/G, donde U es un abierto de R" y G es un grupo finito que actia en él. Podemos imagi-
nar que estos puntos corresponden a mapas donde hay mucha simetria, y por lo tanto cierta
ambigiiedad. Iniciamos con definiciones preliminares.

Definicién 4.4. Sea X un espacio topolégico. Decimos que una familia de abiertos F = {U;}ic;
es una cubierta localmente finita de X si se satisfacen las siguientes condiciones:

* Uier Ui = X

» Cada x € X admite una vecindad U, que interseca una cantidad finita de elementos de F.
Definicién 4.5. Un orbifold O = (X(O), {U;}ic1, {Gi}tier, {¢i}icl) es una cuaterna que consiste en
los siguientes objetos:

1. Un espacio topolégico Hausdorff X(O), que llamamos el espacio subyacente de O.

2. Una cubierta localmente finita {U, };c; de X(O), cerrada bajo intersecciones finitas.

3. Un conjunto de homeomorfismos

¢; : u, — CIZ'/GZ‘



CAPITULO 4. LAS GRAFICAS DE LISTONES 75

,en donde U; C R" es abierto, y G; es un grupo finito que acttia fielmente en U;. El espacio
U;/G; resulta de la identificacién de puntos equivalentes bajo G;. Llamaremos carta orbifold
ala terna (U, G;, ¢;).

Ademas, si U; C U]-, existe un homomorfismo inyectivo
fij: Gi = Gj
y un encaje 50 U — O
equivariante respecto al homomorfismo f;;. Esto es, paracada g € G; y x € U;, se satisface
$ij(g-x) = fij(g) - Pij(x)

de manera que obtenemos una funcién inducida ¢;; : U;/G; — I:I]-/ fij(G;) y el siguiente diagra-
ma conmutativo:

?; a

u; —

Decimos que el orbifold O es un espacio localmente modelado por R" /G, en donde G es el
grupo correspondiente a cada vecindad. Puesto que nos centraremos en la construccién descrita
en [32], diremos que el orbifold es diferenciable si cada G; es un subgrupo finito del grupo orto-
gonal O(n). Esta convencién no reduce la generalidad de la definicién, pues es posible siempre
encontrar un atlas equivalente para O para el cual los G; actian como subgrupos de O(n). Para
una discusién de este hecho, referimos al capitulo 1 de [2]. Alternativamente, la siguiente nocién
de encaje entre dos cartas orbifold es ocasionalmente 1til, y estd descrita por el diagrama previo:

Definicién 4.6. Un encaje orbifold A : (U,G,¢) — (V,H, ) es un encaje A : U — V tal que
oA = ¢, endonde ¢ y ¢ denotan las proyecciones

4):Cl—>l~I/G, lp:V—>V/H.

Los orbifolds fueron definidos por primera vez por L. Satake en [38] con el nombre de V-
manifolds. Como discutimos en el capitulo 2, si un grupo G acttia en una variedad topolégica
M, el espacio cociente M/G no necesariamente es una variedad para la cual w: M — M/G es
una funcién cubriente, que es el caso cuando la acciéon de G es libre y por homeomorfismos. La
clase de los orbifolds generaliza a la de las variedades en el sentido en que permite tomar maés
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cocientes. En particular, permite construir objetos que casi son variedades a partir de acciones
que admiten puntos fijos. Sin embargo, es importante observar que el espacio subyacente de un
orbifold puede ser una variedad.

Sea G un grupo que actiia fielmente en el abierto U, de modo que tenemos también una
accion de cualquiera de sus subgrupos. Intuitivamente, H < G identifica menos puntos que G,
de modo que el espacio U/H es de cierta forma mds sencillo. Por ejemplo, si G es el grupo
de transformaciones cubrientes de una cierta cubierta (U, p) de U, hemos visto en el capitulo
1 que la clase de conjugacién de H induce una clase de isomorfismos de cubiertas (V, py) de
(U, p). La accién de H en U estd determinada por la inclusion H C G, pero en realidad s6lo
necesitamos de un homomorfismo inyectivo H — G para pensar a H como un subgrupo de
G. Con esto en mente, definimos la nocién general de cubierta orbifold, localmente dada por la
nocién de “cubiertas de cubiertas”, en el sentido que describimos antes.

Definicién 4.7. Sean Q y O orbifolds y
m:X(Q) — X(0)

una funcién continua y suprayectiva. Diremos que 7t es una cubierta orbifold si se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. Para cada x € Q hay dos vecindades abiertas U C Q, U C R" y dos grupos finitos Gy C Gy
tales que U = U/ Gy, (U) = U/ Gy, de manera que el diagrama siguiente conmuta.

u————— H/Go

aU) ——— /G,

2. Cada y € O admite una vecindad abierta V C O para la que existen un abierto V C R",
grupos finitos [y C I'; y una componente conexa U’ de 77~ 1(V) tales que U’ = V/Ty y
V 2 V /T, haciendo conmutar al diagrama analogo.

u —=— V/Iy

V— VT

Tomemos un x € O, y una carta (U, G, $) con x = ¢(%) € U. Definimos al grupo de isometria en
x como la clase de isomorfismo del estabilizador Gz C G de su representacién por coordenadas
%, y lo denotamos Gy. También lo llamamos el grupo local en x. Habiendo fijado una carta, Gy
estd bien definido salvo conjugacién, pues los estabilizadores de puntos en la misma 6rbita son
conjugados. De hecho, el grupo Gy no depende de la carta elegida alrededor de x, como se
deduce! en [2].

La prueba depende indirectamente de consideraciones mas complicadas, por lo que la omitimos.
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Si x € O satisface que su grupo de isotropia Gy es no trivial, decimos que x es un punto
singular del orbifold O. Llamamos a

So:={x €O G #{1}}

el conjunto singular de O, también conocido como su locus singular. Tomar una carta coordenada
(U, G, ¢) alrededor de x € Sp nos permite observar que la “mayorfa” de los puntos en U/G
tienen grupo de isotropia trivial. En efecto, los elementos de G actdan por transformaciones
ortogonales, de modo que un g € G distinto de la identidad fija s6lamente subespacios de
dimension a lo méds n — 1 en R". Asi, Sp tiene interior vacio, por lo que el conjunto O \ Sp
es denso en O y todos sus puntos tienen grupos locales triviales. Observemos que podemos
identificar O \ Sp con una n—variedad, pues es un espacio localmente euclidiano cuya estructura
de orbifold es trivial. De esta manera, diremos que el orbifold O es una variedad cuando Sp = @.

Hagamos hincapié en esta tiltima observacién. Es importante no confundir la estructura del
espacio subyacente X(O) con la del orbifold O: es posible que la vecindad coordenada U = U/G
de un punto singular x sea también homeomorfa a un abierto de R", digamos V, y por lo tanto
que sea topolégicamente indistinguible del resto de los puntos en U. Sin embargo, la imposicién
de la estructura adicional del orbifold O nos dice que x es un punto distinto a otros puntos de
U desde el punto de vista de G. La singularidad de un punto en O es una propiedad que se deriva
tanto de U como de G. Asi, es importante distinguir entre las propiedades de O y las de X(O),
particularmente en dimensiones bajas: por ejemplo, cuando n = 2,3, es comtn que los orbifolds
tengan espacios subyacentes que también son variedades topolégicas, como se explica en [44].

Definicién 4.8. Sea O = (X, U, G, F) un orbifold. Denotemos por X al conjunto de puntos en
O con grupo local G. Decimos que la descomposiciéon

X=]]%
a

en donde cada X; es una componente conexa de cada X, es la estratificacion candnica del orbifold
O. Llamamos al conjunto X un estrato de O.

Las componentes X, resultan ser variedades, pues G actta trivialmente en %, y las cartas
orbifold alrededor de sus puntos inducen homeomorfismos en abiertos de R". En efecto, si G es
un grupo con mas de un elemento, el estrato ; no admite una estructura de orbifold no trivial,
pues la acciéon de G no es fiel, mientras que si G = {1}, X, s6lo admite la estructura de orbifold
trivial, que la identifica con una variedad topoldgica.

Esta estratificacién es un ejemplo de una descomposicion celular del espacio topolégico X(T').
Mas generalmente, diremos que una descomposicion celular orbifold de O es una descomposicion
celular de X(O) que satisface que para cada celda C, cualquier punto en C tiene el mismo grupo
de isotropia, que denotamos por G¢. Con esta nocién, Thurston extendié la caracteristica de
Euler para orbifolds en [44]:

Definicién 4.9. Si O admite una descomposicion celular orbifold, definimos su caracteristica de
Euler como
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Sea 7m : Q — O una cubierta orbifold. Para un punto no singular x € O, diremos que el
ntimero |71 'x| es el nimero de hojas de 7.

Teorema 4.1.1. Si 7t : Q — O es una cubierta orbifold de k hojas, entonces

x(Q) = kx(O)
Demostracion. Siy es un punto arbitrario de O, tenemos

|Gx|

k. (41)
x(y 1G]

En efecto, de forma similar a la prueba del teorema 2.2.3, consideremos un modelo local a
alrededor de y y un abierto Vy alrededor de cada x € 7~ 'x, de modo que representamos a 7t
como una cubierta 7y, — a.

Por densidad, podemos tomar un punto regular ' de O cercano a y, de manera que tenemos
|Gx| preimagenes de ' en Vy. La acci6n de Gy identifica las proyecciones de estas imagenes, de
donde obtenemos 4.1.

Ahora, supongamos que
o=]]¢G
i
es una descomposicién celular orbifold. Escribamos

N G) = Hcij
j

para denotar las componentes conexas de 77~ !C;. Esto induce una descomposicién orbifold de
Q. Asi, tenemos
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4.2. El espacio de las graficas de listones métricas

De acuerdo a la discusiéon de la seccién previa, intercambiaremos las nociones de mapa y
gréfica de listones de acuerdo a la utilidad que tenga cada presentacion del objeto. Hay que
recordar, sin embargo, las distinciones concretas que hay entre estos conceptos: un mapa es
una grafica encajada en una superficie de modo que induce una descomposicién poligonal, una
constelacion es un modelo combinatorio del mapa que nos permite reconstruirlo y analizar sus
automorfismos a partir de grupos simétricos, y una gréfica de listones es, topolégicamente, una
superficie con frontera.

Definicién 4.10. Denotemos por RGg, al conjunto de las clases de isomorfismo de gréficas de
listones I' con n componentes de frontera y género g. Esto es, los elementos de RGy,, tienen
como espacio total X a una una superficie de género g, y tienen n componentes de frontera.

Si T € RGyg, y dos vértices distintos u,v € V(I') son adyacentes a través de la arista
e, podemos contraer a e para obtener la grafica de listones I’ definida como sigue: V(I") =
V(T) \ {u,v} Uuv, donde uv es un vértice obtenido de la identificacién de u con v; las aristas
E(T) no incidentes con u o v pasan a ser aristas de E(I"), y aquellas aristas a € E(T') de forma
(w,u) y (w,v) se convierten en aristas de forma (w, uv); por altimo, el orden ciclico alrededor
de uv se induce a partir de los 6érdenes de las medias aristas incidentes en u y v: si e, denota la
media arista de e incidente en u, e, la que incide en v y los ciclos (u1, ..., Uy, ey, Ugi1,-- -, eé(u)) y
(v, . -, Vj, €0, Vjt1, - ..,05(0)) describen los 6rdenes ciclicos en u# y v, entonces el orden de las
medias aristas alrededor de uv estd dado por (u1,... U, eu = €v,Vjt1, ..., Vsp), -, Vj o =
eu, U1, - - Us(y)). Llamamos al mapa I" asi obtenido la contraccion de T por la arista e. Esta
operacién es conocida también como contracciéon de Whitehead, y la denotamos por I''=T/e.

Contraer una arista de I' reduce el el nimero de vértices y aristas por 1, mientras que preserva
el ntimero de caras®. Asi, la contraccién es una operacion cerrada en RGy,y, y define un orden
parcial. A saber, dadas I",T € RGg,,, diremos que

I'<T

si la grafica I” se obtiene de I' después de una sucesion finita de contracciones, incluyendo la
sucesién vacia. Notemos que contraer las aristas de I' reduce la cardinalidad de E(T') por 1,
de modo que una grafica con un sélo vértice con cierta cantidad de lazos es minimal en el
orden <. Dado que los elementos de RGy,, tienen grado minimo 3, un mapa cuyos vértices
tienen todos grado 3 es maximal: de no serlo, es el resultado de la contraccién de una grafica
que necesariamente contiene un vértice de grado 2 y una vértice de grado 1. Diremos que una
gréfica de este tipo es trivalente.

Similarmente, cuando una gréfica de listones I' tiene un vértice de grado al menos 4, es
posible expandir a G si invertimos el proceso de contraccion. Asi, diremos que una gréfica I es
una expansién de I' si I' < I". Més abstractamente, podemos expandir a I' en uno de sus vértices
v anadiendo un nuevo vértice u y partiendo la vecindad de v en dos: si 6(v) = k, tomamos !
aristas con un extremo en v y lo sustituimos por u. Esto define una nueva relacién de incidencia
que coincide con la de I', excepto en algunas aristas de v. Por tltimo, hacemos adyacentes a u y
v por medio de la arista e. Obtenemos una grafica I’ que expande a I', pues contraer a e deshace

%Intuitivamente, si tomamos la arista e y reducimos su tamafio continuamente podemos imaginar que estamos “apre-
tando” poco a poco dos componentes conexas de la frontera de I'. Cuando finalmente contraemos a e nada ha cambiado
topolégicamente, pues s6lo hemos reducido el didmetro de dos circulos en la frontera de la superficie.
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la operacion descrita. Observemos que para que I” tenga grado minimo tres, el ntimero ! debe
ser a lo mas k — 3, de modo que s6lo podemos expandir vértices de grado mayor o igual a 4.

Definicion 4.11. Sea I una grafica de listones. Consideremos una asignaciéon u : E(I') — R™.
Decimos que u es una métrica para I', y que la pareja (T, i) es una grafica de listones métrica, o
decorada.

La funcién p es simplemente un etiquetado de las aristas de I' con ntimeros reales positivos.
Diremos que ji(e) es la longitud de la arista e. Asi, hemos dado a la estructura combinatoria I' €
RGg,;, un vector de pardmetros continuos en ]Ri(r), de acuerdo a algtin etiquetado de las aristas

de T'. Identificamos cada grafica de listones I' con el espacio de todas sus posibles longitudes,
Re(D),

Como discutimos anteriormente, el grupo Aut(I') actia en I' permutando sus aristas, de
modo que debe actuar en IR® () por permutaciones. Concretamente, una constelacién para I' nos
da una representacion concisa de Aut(I') como un subgrupo de S,r, ademds de un etiquetado
del conjunto E(T') que nos permite identificar cada uno de sus elementos con un factor de
R, Aunque conceptualmente no hay dificultad para ver como sucede esto, podemos fijar una
constelacion que nos permite identificar facilmente E(T') con el conjunto {1,...,e(T)}:

Definicién 4.12. Sea I' una gréfica de listones. Tomemos una constelacion C = [o, &, ¢] asociada
a T para la cual a toma la forma (1 2)(3 4)---(|e(I')/2] [e(T')/2] 4+ 1). Etiquetemos la arista
de T asociada a la trasposicion (i i + 1) con el numero (i +1)/2: diremos que tal etiquetado es
comodo, y lo denotamos por fc : E(T) — {1,...,e(T)}.

Esto garantiza que basta elegir una constelacién para I' para obtener una representacién de
Aut(T') como un subgrupo de Sy, que acttia en {1,...,e(T')} a través de fc: a saber, cuando C
induce un etiquetado f : E — [e(I')] comodo para I', tenemos el homomorfismo

¢r: Aut(l) — S,ry, s+ [0 i (foso fH(i)],

T

y por lo tanto una accién de Aut(T) en lRir , en donde la arista etiquetada por (i i + 1) estd
identificada con el i—ésimo factor de R®"). Cada punto de R(") corresponde a una eleccién
de longitudes para las aristas de I'. Observemos que esta es s6lo una convencién cémoda para
trabajar con ejemplos concretos, y que cualquier f : E(T) — [e(T')] basta para inducir una accién
en lRi(r) a partir de una en ]Ri(r).

Dos puntos en una misma 6rbita de esta accién representan objetos combinatorios que son
indistinguibles. Para obtener una correspondencia univoca, basta tomar un cociente: el espacio

]Re(m

met(I) = 3

parametriza las clases de equivalencia de gréficas de listones métricas con gréfica subyacente
I'. Dicho de otro modo, cada punto en met(I') corresponde a una forma tnica de etiquetar las
aristas de I' con numeros reales positivos. Damos a met(I') la topologia cociente. Si la accién de
Aut(T') en T resulta fiel, tenemos que met(I') es un orbifold diferenciable con una carta orbifold
global, de modo que es natural preguntarse si este es el caso para cualquier elemento de RGg, ;.
Analizamos esto en la seccién subsecuente.
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4.2.1. Las graficas de listones excepcionales

Conceptualmente, nada impide que un elemento /1 de Aut(I') actie trivialmente en Re(D),
incluso si no es la identidad. Analicemos exactamente cudndo sucede esto.

Definicion 4.13. Diremos que una grafica de listones I' = (V,E,i,c) es excepcional si el homo-
morfismo natural ¢r : Aut(I') — Sg no es inyectivo.

Es decir, T es excepcional si admite un automorfismo h # Id que acttia trivialmente en sus
aristas. Este es el caso cuando & intercambia algunos vértices adyacentes, o equivalentemente,
alguna pareja de medias aristas.

Supongamos que I' = (V, E, i, c) es excepcional, y que h intercambia los vértices 1, v mientras
que fija todo e € E. Observemos que I' tiene a lo més dos vértices: en otro caso, la conexidad de I
implica que debe existir un tercer vértice w adyacente a u, digamos, por medio de una arista que
no puede ser fijada por  si es que ha de preservarse i. Mas atin, puesto que / es un isomorfismo
de la gréfica subyacente de I', u y v tienen el mismo grado.

Supongamos primero que I' tiene dos vértices de grado k, que llamaremos u y v, y que h
es un elemento no trivial del niicleo de ¢r. Etiquetemos las medias aristas de I' para obtener
una constelacién C = [«, 0, ¢], usando el orden ciclico ¢ para construir los dos ciclos de o, que
denotamos ¢, y ¢,. Recordemos que cada trasposicion (i j) de a representa a la arista de I cuyas
medias aristas tienen etiquetas i, j. Una vez etiquetada, identificamos Aut(I') con el centralizador
de C en el grupo Sy;. Asi, puesto que h intercambia todas las medias aristas de I entre si, / acttia
en las etiquetas de I exactamente como «, y entonces & es un automorfismo de la constelaciéon
C. Esto es, a loa = 0, y por lo tanto a '~ la = ¢7L. Asi, ¢* = ako™F = ok, pues los vértices
de I tienen grado k. Ademads, sij < kys € 1,...,2k, vemos que s - <pf =s- c]u # s, o bien
S - 4>j =s-c, # 5. Deducimos que ¢ tiene orden k si k es par, y 2k cuando k es impar. Puesto que

las componentes de la frontera de I' corresponden a los ciclos de ¢, su género g depende de la
paridad de k.

» Si k es impar, ¢ tiene orden 2k, y es entonces un ciclo de longitud 2k. Asi, la frontera de I'
es conexa, x(I') =2—k+1,yg(T) = k%l

» Si k es par, ¢ tiene orden k y por lo tanto la érbita O de una etiqueta i tiene longitud k
y corresponde a la componente de frontera (¢(i) ¢*(i) --- $*1(i)). Una j ¢ O induce
una 6rbita ajena a O de misma longitud, que corresponde a otra componente de frontera
de I'. Asi, ¢ se descompone en dos ciclos ajenos de longitud k, y por tanto I' tiene dos

componentes de frontera. Vemos que x(T') =2 — k + 2, y por lo tanto g(I') = 552.

Cualquier otro automorfismo de I' debe fijar los dos vértices e intercambiar las aristas, de forma
que se preserve el orden c: la tnica posibilidad para su accién consiste en ciclar las aristas. Mds
precisamente, observemos que la permutacién o/ conmuta con o y con a, pues « € Aut(T), de
modo que ¢/ es un automorfismo de I' para cada 1 < j < k. Ninguna otra permutacién de las
medias aristas en cada vértice preserva el orden ciclico. Estructuralmente,

Aut(T) = Z/2Z x Z/kZ,

en donde identificamos (a) conZ/2Z y () con Z/kZ. El factor Z/2Z actia trivialmente en
E(T), pues solo intercambia parejas de medias aristas. Cuando I tiene una frontera conexa, es
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claro que Auts(T') coincide con Aut(T'), por lo que su accién en E(T') no es fiel. Observemos que
¢ = ao~! es también un automorfismo de T, y la accién de sus potencias consiste en rotar las
medias aristas incidentes a cada componente de frontera, por lo que (¢) C Auts(I'). Cuando T
tiene dos componentes de frontera, ¢ tiene orden k, y por lo tanto Auts(I') = Z/kZ. En este
caso, el grupo Auts(T) si actiia fielmente en el conjunto de aristas de T.

Ahora supongamos que I tiene s6lamente 1 vértice v. En tal caso, las aristas de I' son lazos
y el grado de v es un nimero par, digamos 2k. Un automorfismo € Ker(¢r) no trivial que fija
las aristas debe permutar las medias aristas de I' de una forma que preserve el orden ciclico,
por lo que esperamos que los automorfismos de I' consistan en rotaciones de las medias aristas.
De nuevo, fijemos una constelacion C = [0, «, ¢] eligiendo un etiquetado de las medias aristas
de I'. Asi, el automorfismo & corresponde en C a una permutacién que conmuta con ¢ y &, que
también denotaremos por /.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que etiquetamos las medias aristas de I' de acuerdo
al orden ¢, de manera que i -0 = i+ 1mod2k; estoes, 0 = (12 --- 2k—12k).Sil-h =j <2k,
necesariamente 11 = ¢/, pues h preserva el orden ciclico en v. Ademas, h preserva las aristas, de
modo que si (i j) es una trasposicién de «, el numero i - i debe ser i o j: en el primer caso, h
coincide con el automorfismo trivial, pues i - 0/ = i exactamente cuando j = 2k. Asi, deducimos
que h = 0/ = a. Luego, 0%/ = a®> = Id = ¢, y por lo tanto j = nk para algtn n positivo. Puesto
que j < 2k, concluimos que j = k.

Asi, vemos que h = o¥. Ademés, la identidad ¢* = a garantiza que ca = cc* = ¢fo = ac, de

modo que ¢ es un automorfismo de T, asi como cada una de sus potencias. En efecto, Aut(I') =
Z/(2k)Z.

k 1

Observemos que o = a implica que ¢ = ac~! = ¢*~1. Como hicimos antes, analicemos el
orden de ¢ para deducir el niimero de componentes de frontera de I', que depende de la paridad
de k. Puesto que a y o conmutan, ¢F = (ac~ 1)k = ako=F = a% — 1, por lo que ¢ = Id si k es
impar y (])Zk = Id si k es par. Como en el caso previo, tomemos una 1 < i < 2k, y observemos
que si (t s) es una trasposicién de «, se tiene que

. S s-0 ' siiesimpar
t-¢l=t-ala’:{ pat,

t-oc7!siiespar.
Puesto que o tiene orden k, t - o' =t si y sélo sii = k 0 i = 2k. Una vez mds tenemos dos casos:

» Sik es impar, ¢ tiene orden k, por lo que se se descompone en dos ciclos ajenos y I' tiene

dos componentes de frontera. Tenemos que x(I') = 1 —k + 2, por lo que g(T) = L.

» Sik es par, ¢ tiene orden 2k, es un ciclo de esa longitud, y la frontera de I' es conexa. Asi,
x(T)=1—k+1y por lo tanto g(I') = %
Como en el caso de dos vértices, cuando la frontera de I tiene dos componentes tenemos que

Auts(T) = Z/kZ, presentado por el grupo ciclico generado por ¢.

En ambos casos, vemos que las gréficas excepcionales aparecen para cualquier género g, y la
discusién previa las clasifica completamente.
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Figura 4.1: Una grafica de listones excepcional con 2 vértices y 5 aristas

Figura 4.2: Una grafica excepcional de 1 vértice. Podemos obtenerla a partir de la grafica en la
figura 4.1 contrayendo cualquier arista.

Ademas, si I' es una gréfica de listones excepcional,

R RY
Aut(T) ~ Aut(T)/(Z/2Z)

()

mientras que el grupo Aut(I')/(Z/2Z) actta fielmente en R’ ’, de modo que también obtene-
mos un orbifold con una carta global. Un orbifold como este, obtenido a partir de la accién de
un inico grupo en un espacio, es conocido como un orbifold bueno.

El caso (g,n) = (1,1) es de interés particular. Observemos que las dos graficas en la figura
4.3 son elementos excepcionales de RGj 1: si encajamos el toro en el espacio como en la figura,
cierta rotacién por 7 es un automorfismo no trivial que preserva las aristas y la orientacién.
Las denotamos por E; y E; de acuerdo a su ntmero de vértices. Mds atn, las dos graficas
representadas en la figura son los iinicos elementos de RGy 1. Para ver esto, observemos que una

I' € RGy,; satisface o(T) —e(T) + f(I) =2—2(1) =0.

Puesto que n = 1, F(I') = 1 y por lo tanto E(I') = V(I') + 1. El grado minimo de I es 3, asi que
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Figura 4.3: E; y Ej: los tinicos dos elementos en RGj ;.

V([)+1=E() >3V(I')/2y por lo tanto V(I') < 2. Cuando V(I') = 1 tenemos que E(I') = 4
y la tnica posibilidad es E;. Si V(I') = 2 tenemos que E(I') = 3. Combinatoriamente, las tinicas
dos posibilidades son E; y una gréfica cuyos dos vértices tienen un lazo y una arista que los
conecta. De ellas, solo E; se puede encajar en el toro. Asi, RGy; tiene dos elementos y ambos
son excepcionales.

4.2.2. El espacio RGg!

Definicién 4.14. Sean g > 0, n > 1 dos nimeros enteros que satisfacen 2 —2g —n < 03. Defini-
mos el conjunto de clases de isomorfismo de graficas de listones métricas por

g B
RGYSY =
gn FeRG, . Aut(T)
e(T) .
Decimos que el espacio Aut(l") es una celda racional de RG;’fif. Observemos que cada celda

racional es un orbifold diferenciable con una carta orbifold global, y por lo tanto tiene dimensién
e(T).

El propésito de esta seccién es demostrar que RGth también es un orbifold diferenciable.
Su dimensién corresponde al espacio a partir del cual estd modelado, y debe coincidir con la de
una celda racional con dimensién maxima. Puesto que la contraccién no altera el género ni el
nuimero de componentes de frontera de una grafica de listones, una celda racional maxima debe
corresponder a una gréfica de listones maximal respecto a <. Esto es, a una gréfica trivalente I’
con tal que b(T') = ny (') —e(T) +n = 2 — 2¢. En tal caso, tenemos que 3v(T') = 2¢(T') y por
lo tanto

dim(RGYY!) = 6g +3n — 6.

La topologia de ]Rifr) nos da una nocién concreta de lo que significa “contraer continua-
mente” una arista de la grafica métrica (I, u): si la imagen de y es el vector v = (aj)]g.(:rl) ,

y la arista e corresponde a la i—ésima entrada de lRi( ), el interior de la linea entre u =

(a1,...,a;-1,0,a;41,...,4,) y v estd contenida en R gl punto u, que estd en la frontera de

3Esto excluye la posibilidad de una esfera perforada en 1 o 2 puntos. Estos espacios son equivalentes al plano complejo
y a un disco perforado, respectivamente, y por lo tanto admiten una infinidad de automorfismos complejos.
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IRi(r), puede ser identificado con un punto de IRi(r)*l, correspondiente a una grafica métrica I".

Reciprocamente, podemos comenzar en el punto I y recorrer la linea en la direccién de I’ para
visualizar una expansion continua de I’ en I'. Este proceso describe intuitivamente como pegar
las celdas racionales de RG;”,Zt para obtener un espacio topoldgico, en analogia con el espacio de

adjuncién que se obtiene en la construccién de un complejo celular?.

Para construir tal pegado, podriamos comenzar tomando la grafica trivalente G para iden-
tificarla con el espacio R C R°(%), cuya frontera consiste en los e(T') espacios ]Ri(c) N{x €

Re(G) | x; = 0} identificados con ]Ri(c)_1 a través del etiquetado elegido para E(G). Hacemos
lo mismo con cada contraccién G’ de G, que corresponde a lRiG,) ~ ]Ri(G)*l, y luego con las
contracciones G” de cada G/, y asi sucesivamente hasta detenernos en gréficas compuestas por
un vértice y cierto nimero de lazos. Nos gustaria que la identificacion resultante fuera de cierta
forma respetada cuando tomamos el cociente de cada grupo Aut(G’), de manera independiente
en cada celda. Una descripcién formal de este proceso puede ser hallada en [25]; nos limitaremos
a describir la topologia de RGgfff a través de una base, como se construye en [32].

Definicién 4.15. Tomemos una I' € RGg}St con métrica y. Supongamos que m es la longitud de
la arista mds corta de I'. Sea € > 0 un numero positivo tal que € < m/2. Definimos la e—vecindad
de I' como el conjunto U (') C RG;‘St que satisface las siguientes propiedades:

1. Paracada I’ € U ('), T <T".
2. Las aristas de I que estan contraidas en I tienen longitud menor a €

3. Si ¢ es una arista de I'” que corresponde a ¢ € T, se satisface que

w(e') € (ule) —e ple) +e)
en donde y’ es la métrica de I”.

El orden < en RGggt estd inducido por el orden en RGy ;, y lo denotamos de misma forma.

Proposicién 4.2.1. Las e—vecindades definen una topologia para RGg’fff.

Demostracion. Es claro que las e—vecindades cubren al espacio RGg'. Supongamos que para
las graficas I, A € RGgy' y los ntimeros €,77 > 0, hay un X € Ue(T) N Uy(A) . Puesto que
X es una expansion de I' y de A, también lo son las propias expansiones de X. Si c denota la
longitud de la arista mds corta de X, tomemos r < min{e, 7, c¢/2}. Combinatoriamente, para cada
X' € U,(X) hay una sucesion de contracciones que producen I', y las aristas que “sobreviven” al
proceso tienen longitudes que difieren a lo més por r < € de sus copias en X’. Deducimos que
U;(X) C Ue(T). Similarmente, U, (X) C Uc(A). Asi, las e—vecindades forman una base, y por
lo tanto generan una topologia para RGg}ﬁt. O

Una grafica trivalente es maximal respecto a <, de modo que su e—vecindad es simplemente
oy 6g+3n—6 . s .
una bola métrica usual en R f 917% Un elemento no maximal en RG;‘St debe ser la contraccion
de una gréfica trivalente, y por lo tanto corresponde a un punto x que yace en una “pared”

de alguna celda de dimensién mdaxima. Asi, es natural que cualquier abierto alrededor de x

40 bien, un complejo CW. Ver [29], por ejemplo.
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Figura 4.4: Una serie de expansiones de la grafica I'. Fijemos un etiquetado para las medias aristas
de I'. Las gréficas de listones en las esquinas inferiores son isomorfas, pues estdn relacionadas
por una rotacién. Sin embargo, un isomorfismo entre ellas intercambia la arista que separa un
par de tridngulos del tercero, y no puede fijar todas las etiquetas de I".

interseque a sus celdas adyacentes, y que el estrato al que pertenece tenga interior vacio. Por
altimo, notemos que la segunda propiedad de la definicién 4.15 generaliza la tercera propiedad
si imaginamos que una arista contraida tiene longitud 0.

met
gn
Definicién 4.16. Para una I' € RGg, con refinamiento I'r. Fijemos un etiquetado T para las
aristas de I'r, y denotemos por Xr al conjunto de todas las expansiones de I, incluida I' misma.
Sea G una expansion de I'. Identificamos dos extensiones I, T € RGg,y de T si existe un iso-
morfismo de gréficas de listones entre ellas que preserva a las medias aristas provenientes de I'r.
Llamamos al espacio resultante de esta identificacién el espacio de expansiones de I, denotado por
Xr. Finalmente, denotamos por X™¢" al espacio de expansiones métricas de T, que es el conjunto
de las gréficas en Xr dotadas de una métrica para sus aristas.

Teniendo una topologfa para RGyy', procedemos a determinar su estructura de orbifold.

Observacién. X<r no es un subconjunto de RGy,,. Es posible que dos expansiones de I' sean
isomorfas como gréficas de listones y que por lo tanto representen el mismo punto en RGg ;. En
X<r la relacién de equivalencia es mds fuerte: identificamos dos expansiones de I' cuando en
realidad son la misma gréfica de listones, salvo el etiquetado elegido para las aristas introducidas
en la expansién. Observemos, por ejemplo, la figura 4.4.

Usaremos al espacio X™@€t para describir la estructura orbifold de RG™€t, por lo que necesita-
P <r P gn s P q

mos demostrar que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R®*3"~6, Primero, analicemos
la estructura de un espacio més simple, motivado por el caracter local del proceso de expansion
de una gréfica I'. A saber, una expansién de I' por una arista en esencia “parte” a uno de sus
vértices en dos.

Fijemos un entero k > 0. Denotamos por * a la grafica con un tnico vértice * y k medias
aristas incidentes en él. Equivalentemente, *; tiene un vértice de grado k y k vértices de grado
uno, que pensamos como puntos medios de ciertas aristas abstractas. Definimos a su espacio de
expansiones métricas Xrﬁfji como en la definicién anterior, a pesar de que *; no es un elemento
de RGg . Notemos que dos expansiones de x; distintas pueden ser isomorfas como gréficas,

pero no representan el mismo punto en X<, , como se muestra en la figura 4.6.
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Figura 4.5: Las expansiones maximales *; corresponden a triangulaciones de un poligono con-
vexo de k lados. De derecha a izquierda, las flechas indican una sucesién de contracciones de
una gréfica cuyos vértices internos tienen grado 3. La direccién opuesta indica el retroceso de
tal sucesion, que da una serie de expansiones. En X™¢!, asignamos una métrica a las aristas

introducidas en cada expansién, pero no a las medias aristas originales de ;.

Figura 4.6: Dos expansiones de *¢ que son isomorfas como graficas. Cualquier isomorfismo entre
ellas debe permutar las etiquetas de forma no trivial, de manera que no son identificadas en la
construccién de X<, . Observemos que rotar el hexdgono por 77 induce un isomorfismo entre las

graficas, permutando las celdas en R¥~3 que corresponden a cada expansion.

Puesto que pensamos en sus aristas como medias aristas, no le asignamos una métrica a
*j € Xlé‘fz Observemos la figura 4.5, y denotemos por Dy al mapa dado por un poligono regular
de k lados encajado en el plano. El refinamiento de la gréfica dual de Dj contiene una grafica
isomorfa a *;°. Asi, una expansion de *; puede ser pensada como una expansién del mapa dual
Dy, correspondiente a la introduccion de una diagonal en Dy para producir una cara nueva en
el mapa. Una sucesién de expansiones de *; equivale a afiadir diagonales en Dj de forma que
producen nuevas caras dentro de Dy, y que por lo tanto se intersecan nicamente en vértices
del poligono. Llamaremos a una descomposiciéon de esta forma un arreglo de diagonales de Dy.
Notemos que podemos afiadir a lo mas k — 3 diagonales a Dy sin causar intersecciones en su
interior, de modo que una expansién de *j contiene como mucho k — 3 aristas, a las que asigna-
mos un ntimero real positivo en X%, Bajo esta correspondencia, una expansion maximal de
equivale a una triangulacion del poligono Dy. Asi, contraer una expansion de #j equivale a eli-
minar una diagonal correspondiente en Dy, de forma que las gréficas mdximamente expandidas

parecen definir una descomposicién celular de Xﬂf}t, como discutimos para las celdas racionales

de chjgt. En efecto, este es el caso.

Teorema 4.2.1. Tomemos un entero positivo k > 3. El espacio Xﬂffk es homeomorfo a R¥=3. Su estructura

combinatoria, dada por las relaciones de contraccion en X<, define una descomposicién celular de Rk—3
en la que cada celda es un cono convexo abierto con vértice en el origen. EI grupo Z /kZ. actiia en X’ﬁi"‘k

5La gréfica dual al poligono Dj consiste en dos vértices (uno dentro del poligono, uno fuera) unidos por k aristas,
cada una de las cuales atraviesa un lado d e Dy. Para una descripcién mds concreta, ver el apéndice.
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por transformaciones ortogonales.

Demostracion. Sea Dy un poligono convexo de k lados dibujado en el plano. Como observamos
antes, podemos identificar cada expansion de *; con un arreglo de diagonales de Dy libre de
intersecciones, de forma que una expansién maximal corresponde a una triangulacién de Dy.
Llamemos V C RR? al conjunto de vértices de Dy, de forma que RV es el conjunto de todas las
funciones f : V — R. Elegir un etiquetado V = {vy,vy,...,7;} nos permite identificar RV con
R¥, y por tanto a las funciones f € R con puntos en R

Asi, para un f € RY, la gréfica ¢r(f) := {(v;, f(v;)) | 1 < i < k} es un subconjunto de k
puntos en R®. Denotemos por Cy a la interseccion de todos los conjuntos convexos en R* que
contienen a gr(f)°. Cy es un poliedro convexo en R¥. Comtnmente, los puntos de V(Cy) =
{f(v;) | 1 <i <k} se encuentran en posicion general, de forma que cualquier plano por tres de
ellos no contiene otro elemento de V(Cy).

Visto desde la direccion positiva del eje z, las aristas de Cy producen un arreglo de diagonales
de Dy: tomemos A > max{f(v;) | 1 <i <k}, H={(x,y,A) | x,y € R} y supongamos que P
denota la proyeccién ortogonal de Cy en H. Para cada y € P(Cy), denotemos por xy al punto
de P~!(y) mds cercano a H, que existe por la compacidad de Cy. El techo de Cy es el conjunto
T(Cs) := {xy | y € P(Cy)}, que es un complejo simplicial cuyas aristas son las envolventes
convexas de ciertas parejas en V(Cy). Por medio de una traslacién, podemos suponer que H
es el plano z = 0, de manera que P(Cy) coincide con Dy y P es lineal, por lo que preserva
combinaciones convexas. Esto implica que las aristas de T(Cy) van a aristas y diagonales de Dy
bajo P. Las proyecciones de dos aristas distintas de T(Cy) se pueden intersecar solamente en la
frontera de Dj: en otro caso, su interseccién sucede en un plano que también debe contener a
sus respectivos extremos, que por lo tanto corresponde a una cara de C - Esta construccion nos
permite asignar a cada elemento de R" un arreglo de diagonales en Dy, identificado con una
expansién de ;. Denotemos por ¢ : RV — X<, a la funcién resultante.

Sih:R? — R es una funcién afin, su gréfica satisface una ecuacién lineal y es un plano en R>.
Asi, T(Cy,) es un subconjunto plano, por lo que no tiene aristas internas y debe corresponder a un
arreglo vacio y por lo tanto a *;. Méas generalmente, si f,g € RV satisfacen que a = f — ¢ es una
funcién afin, los arreglos inducidos por f y g coinciden. Para ver esto, tomemos una arista ¢y del
techo de f correspondiente a una diagonal de Dy, y digamos que resulta de la envolvente convexa
de los vértices f(vy) y f(v;). Sila envolvente de g(vx) y g(v;) no es una arista de T(Cg ), debe estar
contenida en el interior de una de sus caras y yacer en un plano determinado por la envolvente
convexa de 4 elementos de g(V), digamos vy, ...,vs. Puesto que a es afin, los puntos a(v;)
también yacen en un plano, de modo que los puntos g(v;) + a(v;) = f(v;), 1 < i < 4, satisfacen
una ecuacién lineal. Asf, vemos que ¢; no es una arista de T(Cy). Denotemos por Aff(R?, R)
al grupo de transformaciones afines del plano en la recta. La restricciéon de un elemento de
Aff(R?,R) a V nos permite encajarlo en RV de modo que su imagen es un subespacio lineal de
de dimensién 3. La discusién anterior implica que ¢ constante en las fibras de la proyeccién

]Rk

: RF _—
TR T OAR(RE R

6Usualmente, C ¢ es llamada la envolvente convexa de gr(f).
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Figura 4.7: El techo de Cy induce un arreglo de diagonales en Dy que corresponde a una expan-
sién de .

y por lo tanto se factoriza a través de ', de acuerdo al diagrama

k U R¥
R Af(RZR)
¢
1
X<y

en donde identificamos RY con RF y a Aff(IR?,IR) con su imagen en RY. Una funcién a €
Aff(R? R) estd determinada por su imagen en una base de R? y un r € R. Asi, para una f € R¥
hay una funcién afin a tal que a(v;) = f(v;), k —3 < i < k. Puesto que (f) = (f —a), podemos
pensar en cada f € RF/Aff(R?,R) como una f’ € RV que satisface f'(v;) = 0 parak—3 <i <k,
y por lo tanto como un punto en RF=3. A través de esta correspondencia, dadas f,¢ € R*3 la
diferencia a = f — g satisface a(v;) = 0 para k —3 < i < k, de manera que es afin si y s6lo si es
la funcién constante Oy f = g.

La funcién 7 es suprayectiva, pues podemos construir cualquier arreglo de diagonales en
Dy eligiendo adecuadamente alturas para sus vértices en R® y tomando el techo del poliedro
resultante. Para f € R¥, la longitud de las aristas de T(C £) que se proyectan a diagonales de
Dy definen una métrica en la expansion de #; correspondiente: si e es una arista en T(Cs) que
se proyecta a la diagonal d, de Dy, asignamos I(e) —I(e;) a la arista que corresponde en la
expansion de ;. Asi, 7 define una funcién de R¥ en XZ‘f}t, que denotamos por 7. Fijemos un

d € X<, con m < k — 3 aristas, y analicemos el conjunto 7~ 1(d): afirmamos que es un cono
convexo abierto de dimensién m.

Tomemos dos f,g € RF que corresponden al mismo arreglo en Dy. La linea recta L entre f y
g estd dada por las funciones /; = f +t(g — f). Observemos que el vértice /;(v;) de T(C;,) estd en
la linea entre f(v;) y g(v;) para cada 1 <i <k — 3. Si ¢ es una arista en T(Cy) correspondiente

"Esta asignacién garantiza que deformar continuamente a T(C ¢) de manera que e se aplana corresponde a disminuir
la longitud de la arista correspondiente de una expansion I' de ;. Cuando la longitud “se hace” 0, vemos una contraccién
enT.
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Figura 4.8: Las aristas de T(Cy) que corresponden a diagonales no estdn en un plano paralelo a
z = 0. Sus transportes por L también son aristas en T(C; f).

a una diagonal en Dy, sus extremos son transportados por L a través de dos segmentos de recta
verticales, digamos r1, 72, hasta llegar a los extremos de una arista equivalente en T(Cg), como se
muestra en la figura 4.8. Dos extremos correspondientes de T(C; f) inducen la misma diagonal:
si no, su envolvente convexa yace en un plano paralelo a H : z = 0, de manera que una de
las rectas rojas de la figura es paralela al plano; puesto que rq y r, son recorridos a la misma
velocidad, esto puede suceder tinicamente parat =00t = 1.

Asi, 771(d) es un subconjunto convexo de R¥3. Multiplicar f € 7~ '(d) por un a > 0
preserva las relaciones de orden entre parejas de extremos de T(Cy), que dictan la estructura de
sus aristas internas. Asi, af induce el mismo arreglo que f. Similarmente, para ¢ € 7 1(d) la
suma f + ¢ preserva las mismas relaciones entre pares de extremos, y produce el mismo arreglo
de m diagonales. Asi, el espacio 177 (d) es un cono abierto de dimensién m con vértice en el
origen, que corresponde a *;, pues es el punto al que se aproximan los elementos de 1~!(d)
cuando aplanamos continuamente un T(Cy), haciendo tender las longitudes de sus aristas a
la longitud de las diagonales correspondientes en Dy. Luego, 77! (d) es homeomorfo a R”, de
forma que X<r induce una descomposicién celular en R¥=3, en la que dos celdas son adyacentes
si corresponden a expansiones de *; relacionadas por una contraccién.

Mas atn, la funcién 5’ define un homeomorfismo entre R¥=3 y Xrﬁfi: la suprayectividad de

1 nos permite elegir un punto en R*=3 que corresponde a un arreglo fijo en Dy. Para una arista
e que representa una de sus diagonales, es posible modificar la altura de uno de sus extremos
x para darle una longitud deseada. Esta operacion sélo altera la longitud de e y de las aristas
incidentes en x que corresponden a lados de Dy. Asi, ' es suprayectiva. Similarmente, dos
elementos f y g que corresponden al mismo arreglo necesariamente dan longitudes distintas
a sus diagonales, de forma que 7’ es inyectiva. Puesto que pequenas perturbaciones de T(Cy)
producen el mismo arreglo de diagonales, 7’ es continua en cada celda de R¥=3 y por lo tanto
es continua en todo su dominio. Finalmente, sea U C IR¥~3 una bola abierta de radio r > 0.
Para cada f € U, las aristas diagonales de T(Cs) toman sus longitudes de un abierto U; C R,
donde I depende de r. Esto es, los puntos de 7’(U) corresponden a expansiones de xj cuyas
métricas tienen imagen en el abierto U;. Vemos que podemos tomar una e—vecindad en cada
punto de 1’(U) si € es suficientemente pequefio. Esto implica que 7’ es abierta, y por lo tanto un
homeomorfismo.

Por dltimo, notemos que algunos arreglos de diagonales en Dy estdn relacionados por rota-
ciones. Tomemos por D al poligono regular con centro en el origen, de forma que Z/kZ actaa
en V por rotaciones de Dy. Esto induce una accién en RV = R¥ por permutaciones de los ejes,
que son transformaciones ortogonales de R¥. Ademads, cada rotacién de Dy es una rotacién de
R?, por lo que deja a Aff(R?, R) invariante y por lo tanto a su imagen A C R¥. Asi, la accién de



CAPITULO 4. LAS GRAFICAS DE LISTONES 91

Z./kZ desciende a A+ = Rk3. O

Fijemos k > 3, y llamemos C a la descomposicién celular de R?~3 inducida por X<, Ob-
servemos que el nimero de celdas de C con dimensién mdaxima coincide con el nimero de
triangulaciones distintas del poligono Dy, dado por

i(ha )

el (k — 2)—ésimo niimero de Catalan. Ademds, cada celda de dimensiéon méaxima tiene k — 3 caras
de dimensién k — 4, y cada cara yace en dos celdas, pues un arreglo de k — 4 diagonales se
completa a una triangulacién afiadiendo 1 de las dos diagonales de un cuadrildtero. Asi, hay

k-3 (2(k-2)
ek a)
celdas de dimensién k — 4 en C. Por otro lado, hay tantas 1-celdas como corresponde diagonales
en Dy, (g) — k. Para otras m, calcular el ntimero c;, de m—celdas es un problema de combinatoria
mas interesante. Por ejemplo, si k = 6 las fofmulas anteriores nos dicen que tenemos 9 celdas
de dimensién 1 y 14 de dimensién 3. Cada 2—celda tiene 2 caras de dimensién 1. Ahora, una
1—celda corresponde a una diagonal del hexdgono. Seis de ellas lo dividen en un tridngulo y un
pentdgono, y las otras 3 lo dividen en 2 cuadriléteros. Si la 1—celda e corresponde a una diagonal
del primer tipo, podemos completarla en un arreglo de dimensién 2 de 5 formas distintas,
correspondientes a las 5 elecciones de diagonales para el pentdgono. Asi, ¢ yace en 5 celdas
bidimensionales, mientras que si e es del segundo tipo, e yace en 4 celdas de dimensién 2 dadas

por las 4 elecciones de diagonales para los dos cuadrilateros en los que divide a Dg. Puesto que
cada 2—celda tiene por caras a dos 1—celdas, tenemos

2c) = 6(5) +3(4) = 42

por lo que C tiene 21 celdas de dimensioén 2.

Usemos la estructura de X™¢! para estudiar el espacio XZ¢'.
%k o

Teorema 4.2.2. Para T € RGgy,

Xig%t ~ IRi(r) % IR6g+3n—6—e(1”).

La estructura combinatoria de X<r induce una descomposicion celular de ]Ri(r) x IROg+3n=6=e(l) F]
grupo Aut(T) actiia en X" por transformaciones ortogonales a través del homeomorfismo. La accién

de Aut(T) es fiel en RRO8T31=6=¢(l) pxcepto cuando g = 1y n = 1, y es fiel en ]Ri(r) cuando T no es
excepcional.

Demostracion. Fijemos I' € RGg,, con v vértices, e aristas y grado maximo m. Para cada i €
{3,...,m}, sea n; el namero de vértices en I' de grado i, de forma que n3 + ...n, = k. Puesto que
identificamos expansiones X<r s6lo cuando hay un isomorfismo entre ellas que fija las medias
aristas provenientes de I', podemos expandir de manera independientemente cada vértice en I'
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para obtener una I” € X<r. Asi, si denotamos por *(1),...* (k) a los vértices de I', tenemos que
T k
xop = R < T
i=1

()

en donde el factor ]RiF
mientras que el resto de las longitudes estdn asignadas independientemente en cada X

corresponde a la longitud de las aristas que I’ y T tienen en comun,

I;:Ei)' Por

el teorema previo, vemos que

m . .
qxrjngtl) o H(le?))ni _ Rcodlm(F)
i= i=

en donde
m m m
codim(T) = Z(l —3)n; = Z inj—3 2 n;
i=3 i=3 i=3
=2¢—3v
=69+3n—6—e¢,

pues I satisface que v — e +n = 2 — 2¢. Llamamos al ndmero 6g + 3n — 6 — e la codimensién de
la grafica I'.

Los elementos de Aut(I') pueden ser descritos por su accién en V(I'). Cada automorfismo
f permuta los vértices de I' preservando los érdenes ciclicos. Puesto que f es un isomorfismo
de las graficas subyacentes, s6lo puede permutar vértices de mismo grado, que corresponden a
los factores de (R'~3)", para cada grado i. Localmente, podemos identificar el vértice (j) de
grado i con el mapa *; encajado en el plano, en donde vemos que las tinicas permutaciones de
sus medias aristas que preservan el orden ciclico son las rotaciones de Z/iZ. Como vimos en el
teorema previo, f actiia ortogonalmente en cada factor correspondiente a la estrella *;, para cada
grado i. Luego, Aut(T') acttia en Hi'{:l Xg‘jff por transformaciones ortogonales. Ademads, puesto

que Aut(T') acttia en E(T') por permutaciones, vemos que también su accién en lRi(r) es por

transformaciones ortogonales: a saber, un f € Aut(I') permuta los ejes de R*("). Concluimos que

Aut(T') acttia en todo X™&" por transformaciones ortogonales. Como discutimos antes, la accién

de Aut(T) en IRi(r) no es fiel cuando la gréfica I' es excepcional. Sin embargo, dado que las

medias aristas de I' estan etiquetadas en X™%f', Aut(T') actta fielmente en Reodim(T); en efecto,
f € Aut(T) \ {Id} permuta al menos un par de medias aristas de I, de forma que intercambia dos
expansiones que si bien son isomorfas como graficas, no estan identificadas en el factor X,
correspondiente. Esto falla tnicamente cuando (g,7n) = (1,1). Observemos la figura 4.3: E; es
maximal, por lo que no tiene expansiones y R®4™(E2) es un punto, de manera que Aut(E,) acttia
trivialmente en él. Para E;, X<, tiene dos elementos que son fijados por el elemento 2 € Z/4Z,
que corresponde al automorfismo de E; que acttia trivialmente en E(E7). O

El siguiente es el resultado principal de este capitulo.
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Teorema 4.2.3. Tomemos g > 0, n > 1. Si (g,n) # (1,1), el espacio

RGth — H Rir)
& IERGy Aut(T)

es un orbifold diferenciable de dimension 6g + 3n — 6, localmente modelado por los cocientes

= r R met
Aut(r)’ | S RGgn

Antes de pasar a su demostracién, necesitamos de la siguiente observacién y de un lema
técnico.

Proposicion 4.2.2. Sean T y I” grificas de listones métricas, y supongamos que I < I". Entonces hay

un encaje diferenciable a : X™¢, — X"¢t

Demostracion. Esto es consecuencia de que I' se obtiene a partir de una serie de contracciones
en I'’. Esto es, toda expansion métrica de I es una expansion métrica de I'. Notemos que para
ciertos enteros ¢ y 1 sujetos a 2 —2¢ —n < 0, las graficas de listones subyacentes de I' y I”
pertenecen al mismo RGy,,. Etiquetemos de forma que podamos pensar que E(I') C E(I”), con
|E(T)| =, |[E(T")| = ¢’. Recordemos que tanto X' como X™¢! se encajan en

X = R6g76+37’l

Pensar a X™¢f como subconjunto de X' consiste en reemplazar como entendemos el etique-

tado de una arista a € E(I") \ E(T) dentro del espacio X: en X™et, la asignacién de un ntimero
positivo para a depende de una variacién en un cierto Xy, jalada a través de un homeomorfismo,

. .z / z
de acuerdo al teorema 4.2.1; en X™¢}, la asignacion corresponde a una coordenada de R . Asi,

escribamos E(I") \ E(T) = {ay,...,a;}, de forma que los k factores de X™¢! correspondientes a

E(T") \ E(T) conforman un R . Denotemos por ¢ : Rk — R a la inclusién, que es claramente
diferenciable, y observemos que k + ¢ = ¢’. Definimos & : X — X7¢' de acuerdo al siguiente
diagrama: -
Ri/- « [R6§—6+3n—¢
I

]ler % ]Ri % [R6§—6+3n—e—k
1xId

]Rk % lRi— % R6g—6+3n—e—k
I

lejr % [R68—6+3n—e
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Por ejemplo, imaginemos que I's tiene todos sus vértices de grado 3, salvo un vértice de grado
4. En tal caso, tenemos exactamente dos expansiones (correspondientes a dos diagonales del
cuadrado dual a #4). Supongamos que I'; es una tal expansién. Vemos que, una vez etiquetado,
X‘_ﬁ‘l?t se identifica con dos conos de dimensién maxima en Xmet unidos por su frontera comdn,
un cono de dimensién menor correspondiente a las métricas sobre I's.

Lema 4.2.1. Sea O un orbifold. Fijemos cartas (U, G,$) y (W, H, ) sobre el conjunto U = ¢(U), y
supongamos que U C 'W. Supongamos que existe un punto x € U para el que G = Gy, que es el caso
cuando O es diferenciable. Sea o : U — W una funcion suave para la que ¥ o x = ¢. Entonces a es un
encaje orbifold.

Para su demostracién, referimos al articulo [17], donde aparece como el lema 2.2, y al capitulo
1 de [2]. Ahora bien, pasemos a la prueba del teorema 4.2.3

Demostracién. Fijemos una I' € RGg,,. Abusando de la notacion, identificamos Aut(T') con su
representacion en O(n), donde # es la codimensién de I'. Denotemos por jir a la funcién

fir - XZF — RGgy

que envia cada expansién de I' a su clase de isomorfismo en RGmet preservando la métrica en
cada arista. La accion de Aut(T') en erft permuta expansiones 1som0rfas de I', de modo que fir

se factoriza por su proyeccién en Xmet/ Aut(T') a través de la funcién inducida pr, de acuerdo al
siguiente diagrama:

Xmet
Xmet =r
<T Aut(T)
- HT
Hr
met
RGPS

Asignemos una métrica m a I' para obtener al elemento I'm € RGY;". Denotemos por U a la

e—vecindad de T, U,(T}). El conjunto fi~1(U) es abierto en X@&!, y de hecho es homeomorfo a
una bola. Para verlo, basta usar el homeomorfismo -

he Xmet N IR e(l) % ]Rcodim(l")

y elegir un etiquetado de E(T') para tener una correspondencia explicita entre IRE(F) y lRi(r).

Fijemos x € ji~!(U) y analicemos su imagen bajo h. Las primeras e(I') coordenadas de h(x)
corresponden a la métrica de I'. Puesto que jir preserva la métrica y U es una e—vecindad, la
i-ésima entrada de h satisface h(x); € B; := (—e + m(e;), m(e;) + €) cuando 1 < i < ¢(I'). Si
i > e(T'). El resto de las entradas estan agrupadas de acuerdo a los vértices de I'. Un grupo
asociado a un vértice de grado k corresponde a un punto en R*=3 contenido en una vecindad
abierta del origen, homeomorfa a una bola de radio r(e) > 0 de acuerdo a la asignacién métrica
que describimos previamente. Denotamos la bola correspondiente al vértice v por B,. Esta obser-
vacion nos permite ver que fip L(U) es homeomorfa al producto de los B; y los B,. Tal producto
es un abierto basico en el espacio R®4™(I) vy por lo tanto es homeomorfo a una bola abierta.
Para el punto h(x), podemos elegir bolas suficientemente pequefas contenidas en cada B, y
tomar un producto similar para dar un abierto alrededor de x contenido en ji~!(U). La funcién
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resulta ser un homeomorfismo si € es suficientemente pequefio, relativo a la arista mas corta de
I'. Primero, veamos que es biyectiva:

Para una expansion métrica de I', Y € U, tomemos Xq, X> € jfip 1(Y). Por definicién de f,

hay un isomorfismo de graficas de listones & entre X; y Xp. Para 1 < i < 2, denotemos por
K; al conjunto de aristas X; que estdn contraidas en Y. Podemos suponer que el isomorfismo &
se restringe a una biyeccion a : K; — K, de manera que induce un automorfismo « € Aut(T).
Eligiendo etiquetas para Ki, a nos permite identificar a Ky y K; con el conjunto K = {1,...,|Ky|}.
Asi, & acttia como el producto de un automorfismo de Y y una permutacién del conjunto K; en
efecto, la accién de tal automorfismo en el espacio de expansiones métricas de Y lleva la celda
de X; en la de Xj. Puesto que a s6lo permuta las aristas a contraerse, olvidarnos de la métrica
nos permite ver que « fija a X; como elemento de X<y. Asi, cualesquiera dos preimagenes de Y
son equivalentes, de modo que yr da una biyeccién natural. Puesto que yr esta inducida por la
funcién continua fir y X™¢' tiene la topologia cociente, vemos que yr es continua; si hacemos €
suficientemente pequefio, tenemos que ademas es un homeomorfismo. Para ver esto, recordemos
que la topologia de RGg‘f{t estd definida por las e—vecindades, por lo que y es abierta. Es claro

que podemos hacer esto para cualquier I'y;, € RG?},?*, por lo que

U (P )

TeRGRs Aut(r)

Recordemos que cada Aut(I') actda fielmente en fir(Ue(T'm)) C XZf, como indica el teorema
4.2.2. Ahora, supongamos que

fir, (Ue(T1)) i, (Ue(T2))
I3€l:=pyr, ( rAut(l"l) > () ur, ( rAut(in) > ,

de forma que I'; es una expansién métrica de I'y y I';. Para un J suficientemente pequefio, se
tiene que

Fir, (Us (T))
(M) <

Puesto que I'1 < I'3, las expansiones métricas de I's son expansiones métricas de I';. Asi, si
etiquetamos las aristas de I's provenientes de I';, obtenemos un encaje explicito « : XIL‘I@; — erﬁ

Tomando las identificaciones correspondientes, obtenemos la inclusiéon

ar(Us(T3))  fip (Ue(Th))
Aut(Ts) ©  Aut(y)

Para ver que en efecto la inclusién estd bien definida, supongamos que E; y E; son expan-
siones métricas de I's identificadas por la acciéon de un automorfismo ¢ de I's en Xi‘(etfg). El
automorfismo ¢ permuta el conjunto de aristas E que aparecen en I'; pero no en I'y; esto es,
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el conjunto de aristas expandidas. Al contraerlas, obtenemos un automorfismo ¢’ en I'; que
identifica a E; y E; en XL“FE Esto es, la inclusion es equivariante respecto a Aut(I's) y Aut(Ty).

Similarmente, obtenemos la inclusién a’ : X™met s xmet or tanto
y
=I3 =T,

fir, (Us(T3))  fir,! (Ue(T1))
Aut(T3) < Aut(Ty)

Observemos que la proposicién 4.2.2 nos dice que la inclusién « es diferenciable. Asi, el lema
4.2.1 garantiza su equivarianza, y que a y ' son los encajes orbifold correspondientes.

O

La estratificacién natural de RGg‘ﬁt

R4

Aut(T)

[1

FeRGgn

induce una descomposicion celular orbifold. Puesto que la accién de Aut(I') es a través de per-
mutaciones, obtenemos una descomposiciéon conocida como la descomposicién candnica de O, in-

ducida a partir de la estructura de IRi(r) /Sn, en donde S, denota el grupo simétrico de {1,...,n}.

Describamos los estabilizadores de cada grafica de listones métrica I' en una celda racional

fija. Si Aut(T') actaa fielmente en ]Ri(r), por construccion tenemos que Aut(T') fija a I en una
vecindad ¢r(Ue(T)) C ernft. Asi, el grupo local asociado al estrato

es precisamente Aut(T').

met

SiT es excepcional y (g,1) # (1,1), el grupo Aut(I')) actda fielmente en X2}, de forma que
el grupo local asociado a IRi(r) /Aut(T) = lRi(r) /Aut(T)/Z; es Aut(T)(T) también. Desde otro
punto de vista, notemos que ]R:m /Aut(T')/Z; es un conjunto singular en Xré‘(etl")/ Aut(T): la
cubierta orbifold er“f"l“ )/Aut(T') — ]Ri(r) /Aut(T)/Z, implica que su contribucién a la caracte-
ristica de Euler de RGY;" es 1 1

21Aut(T)/Z,|  |Aut(T)|

En otras palabras, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 4.2.4. Para (g,n) # (1,1), la caracteristica de Euler de RGgff estd dada por

1

_ (1)
(=0

FERGy
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Este nimero resulta ser

_ (2g+n-3)28)2g 1),
T€RGgn B (2g)!n! ¢(1-23),

en donde ¢ denota la funcién zeta de Riemann. Este ntiimero fue calculado por Harer y Zagier
en [12] a través de argumentos combinatorios, como se discute en [32]. Para la correspondencia
final de este trabajo, necesitaremos un orbifold distinto a RG;’,‘,‘,Et que obtendremos utilizando
una nocién mads fuerte de equivalencia. Mas adelante, describiremos una forma de codificar la
informacién conforme de una superficie de Riemann marcada (X, M) en una gréfica de listones
I' cuyo espacio total X(I') es X. El etiquetado de las marcas M se traducird en un etiquetado
para las componentes de frontera de I'.

Definici6n 4.17. Fijemos dos I',I” € RGg,,. Etiquetemos las componentes de la frontera de T
como xi,...,Xy, y las de I' como x/,...,x),. Diremos que I' y I’ son equivalentes si existe un
isomorfismo de graficas de listones f : T — I tal que f(x;) = x/, 1 <i < n.

Denotamos por RGBy ,; al conjunto de clases de equivalencia de gréficas de listones I' con
frontera etiquetada. Exactamente los mismos argumentos que antes muestran que el espacio

t H Rir)
RGBy = —
" reraB,, Auts(T)

es un orbifold localmente modelado por los espacios

xmet
Aut5 ( r )

En efecto, una expansiéon métrica de I' define un etiquetado para su frontera, por lo que es
suficiente utilizar al espacio X§' para modelar al orbifold. Especificamente, elegir un etiquetado
para las medias aristas de T induce una constelacién C = [7, &, ¢] en la que también tenemos
un etiquetado natural de las aristas, a través de un etiquetado cémodo, por ejemplo, en donde
cada ciclo y en la descomposicién ¢ puede ser etiquetado con el entero méas pequefio no fijado
por . Naturalmente, una eleccién distinta de etiquetas para las medias aristas de 7y induce una
permutacion de {1,...,e(I')} que no necesariamente pertenece al grupo de automorfismos del
mapa dado por C. Puesto que el proceso de expansién y contraccién de I' no altera las etiquetas
para sus aristas originales, las etiquetas de la frontera de I' inducen etiquetas para la frontera de

cualquier expansion I de T.
Teorema 4.2.5. Fijemos ¢ > 0 n > 1. La proyeccion

7 : RGBy5 — RGyy

es una cubierta orbifold de grado n!. Es llamada la proyeccion olvidadiza, pues olvida el etiquetado de 6T
para asignarle su clase de isomorfismo usual.

Demostracion. Fijemos una grafica de listones I". Denotemos por F al conjunto de las compo-
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nentes de frontera de I', y por B := Sp al grupo simétrico de F. Observemos que |B| = n!.
Elegimos un etiquetado q : F — {1,...,n}, de manera que los elementos de B corresponden a
todas las distintas formas fob : F — [n] de etiquetar F. Cada elemento de Aut(T') se restringe
a un elemento de Sg, por lo que Aut(T') actia en B por multiplicacién izquierda. Para cualquier
b € B, el estabilizador de esta accion es isomorfo a Auts(T'). Esto sucede puesto que un elemento
de Auts(I') C Aut(T') fija los elementos de F, por lo que su accién preserva cualquier b € B.
Obtenemos un homomorfismo Auts(I') — Aut(I'), inyectivo, y por tanto un isomorfismo. Asi,
el espacio de 6rbitas B/ Aut(T') estd en biyeccién con el conjunto de clases de gréficas de listones
con frontera etiquetada, con gréfica subyacente I'. En efecto, una 6rbita de Aut(I') corresponde
a elecciones distintas de etiquetas para F que son equivalentes de acuerdo a la definiciéon 4.17.
Esto es, para cada modelo local

X
LD = 25

hay |B/Aut(T')| copias de

Xmet
Aut5 ( T )

que se proyectan en L bajo 7. Ademads, estas copias son disjuntas, pues cada elemento en
B/Aut(I') da una forma esencialmente distinta de etiquetar F. Observemos que, dado que
Auts(T) C Aut(T') es un subgrupo, su inclusiéon natural produce un homomorfismo, hacien-
do de la proyeccién

met met
X<1" le"

TAuL (D) Aut(T) 42)

una cubriente de orbifolds buenos, de grado [Aut(T") : Auts(T')]. Este nimero es el indice de
Auts(T) en Aut(T), y coincide con |Aut(T)|/|Auts(T)|. Asi, la proyeccion

[ XE X3F
T —
Aut(T) Aut(T)

es una cubriente orbifold de grado |B/Aut(T')||Aut(T") /Auts(T)|. El lema de Burnside implica
que

_ |Auts(I)|

puesto que cada estabilizador de la accién de Aut(T') es isomorfo a Auts(T'). Asi, tenemos que
|B/Aut(T)||Aut(T') /Auts(T')| = |B| = n!. Dado que utilizamos el mismo modelo local en ambos
espacios, los conjuntos 7w~ !(L(T)) cubren a RGBg‘Zt, y deducimos que 7 : RGBJ'<" — RGI¢" es
una cubierta orbifold en todos lados. Las consideraciones del encaje Auts(I') C Aut( ) suceden
localmente en cada modelo L(T'), por lo que es suficiente considerar las proyecciones como en
la ecuacién 4.2. Puesto que Auts(I') C Aut(T'), tenemos la equivarianza del diagrama correspon-

diente. O
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Corolario 4.2.5.1. La caracteristica de Euler de RGB;”jf estd dada por

x(RGBY5) = n'x(RGgy)).

4.3. Notas y referencias

Este capitulo explica la estructura orbifold del espacio de gréficas de listones métricas y el
espacio de aquellas que tienen frontera etiquetada. El contenido de este capitulo estd tomado de
[2], [32], [22] y [44].

La definicién 4.1 es una consecuencia de la nocién de isomorfismo de mapas. Nuestra de-
finicién 4.2 aprovecha la presentacion de una gréfica de listones como una 3-constelacién para
evadir la nocién de frontera que da [32]. La definicién 4.4 estd tomada de [22], en donde aparece
en la seccion 2.2. La definicién de orbifold estd tomada de [44], y coincide con la que Motohico
y Penkava citan en [32], asi como la definicién de cubierta orbifold, descomposicién celular y ca-
racteristica de Euler orbifold. Nuestra definicién 4.6 estd tomada de [2], en donde aparece como
la definicién 1.1; similarmente, la definicién para grupo de isotropia equivale a la definicién 1.5
del mismo libro. Asimismo, completamos la prueba del teorema 4.1.1 a partir de la de [32].

La seccién 4.2 sigue al articulo [32]. Rescatamos y explicamos sus definiciones para el es-
pacio de graficas de listones métricas, contracciéon de Whitehead y el orden parcial que define.
Introducimos el etiquetado cémodo simplemente para fijar un isomorfismo RF — RIEl. En la
subseccion de graficas de listones excepcionales seguimos la discusién de [32], que enuncia sin
prueba su clasificacién. Damos pruebas completas y explotamos la equivalencia con el modelo
de permutaciones para mapas para calcular los grupos de automorfismo de todas las gréficas
excepcionales.

De nuevo, la subseccién 4.2.2 es una reescritura de la seccién correspondiente en [32]. Rees-
cribimos la definicién 4.15 e introducimos y demostramos la proposicién 4.2.1 para hacer mas
explicita la topologia de RGY';". Profundizamos en la discusion previa al teorema 4.2.1 para es-
clarecer la estructura del espacio de expansiones de I', y damos una prueba rigurosa del teorema
4.2.1, que aparece en [32] como el teorema 3.3. Reproducimos la prueba del teorema 4.2.2 y nos
permitimos simplificarla un poco. Para el teorema 4.2.3 nos basamos en la prueba de Motohico
y Penkava, pero la completamos: por un lado, introducimos la proposicién 4.2.2 y damos una
prueba original; por el otro, apelamos al lema 4.2.1 tomado de [17], donde equivale al lema 2.2.
El resto de la seccion sigue de nuevo a [32] fielmente, salvo por la demostracién del teorema

4.2.5, que completamos.



Capitulo 5

El diferencial de Strebel-Jenkins

En este capitulo, construiremos un sistema canénico de cartas coordenadas para la superficie
de Riemann X, una vez fijados una cantidad finita de puntos en X y un ntimero real positivo
para cada punto. Haremos esto a través de un diferencial de Strebel, un objeto analitico que permi-
te cifrar la estructura compleja de X en informacién combinatoria. Esto nos permitird identificar
una superficie de Riemann marcada con una gréfica de listones métrica. Para ello, damos una
introduccién a la teoria de los diferenciales cuadréticos. La referencia principal es [42]. Adicio-
nalmente, referimos a [28] para una explicacién detallada de los conceptos bésicos de topologia
diferencial que utilizamos.

5.1. Diferenciales cuadraticos

Fijemos una superficie de Riemann X con un atlas A = (U,¢) y un p € P. Puesto que X
es también una variedad diferenciable, podemos considerar su plano tangente T, X, que es un
espacio vectorial de dimensién compleja 1. Fijar una carta coordenada (U, z) alrededor de p nos
permite dar una base para T X sobre RR, usualmente llamada su base candnica, que también nos
permite identificarlo con C ~ R?.

Definicién 5.1. El plano cotangente de X en p es el espacio dual de su plano tangente en p, T, X*.
Lo denotamos por CT, X

Referimos a la definiciéon usada al inicio de la seccién 4 de [28]. Usualmente, el espacio
tangente de X se define como el espacio de derivaciones de X en p, que acttia en el espacio de
funciones holomorfas en U con el mismo valor en p. Intuitivamente, cada v, € T,X actda f de

acuerdo a vf = 01%(;7) + 02%(;7), en donde z = x 4 iy denota la coordenada elegida en X y
(v1,v2) las coordenadas de v en la base de T,X inducida por z. Los elementos de CT,X son
funciones lineales ¢ : T, X — C. Un ejemplo claro es d,f, la derivada de f en p. Concretamente,
elegir la coordenada U nos permite calcular f/(p) = ¢ € C, que define una funcién lineal T, X —
C dada por z — cz, de acuerdo a la identificacién de TpX = C inducida por la coordenada z.

Asi, si f es una funcién holomorfa en U, el simbolo

f(z)dz

100
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cobra un sentido concreto. En cada punto w € X, f(z(w)) es un punto en C, mientras que dzy :
TwX — C es una funcién lineal inducida por la carta z. Asi, para cada v € T, X, f(z(w))dzy(v) €
C.Si f(z(w)) # 0, c0, observemos que la condicién

f(2())dz(0)? > 0

implica que arg(dzy(v)) = —targ(dz,(v)). Asi, dz,(v) estd determinado por f(z(w)) salvo por
un signo.

Ahora bien, podemos decir que una curva 7 : (—¢,€) — X es diferenciable si pensamos en X
como una variedad diferenciable de dimension 2. En tal caso, los vectores tangentes 7/ (t) € T Xr
pueden ser identificados con vectores en T, X.

Asi, la condicién de arriba define naturalmente un conjunto de vectores tangentes en X, y
motiva la siguientes definiciones.

Definicién 5.2. (Strebel). Sea X una superficie de Riemann con atlas A = (U;, z;). Diremos que
diferencial cuadrdtico meromorfo ¢ es un conjunto de funciones meromorfas ¢; : U; — C para las
que se satisface la regla de transformacién

2 _ 2 _ %
P (zi)dzi = ¢j(z)dz;  dzj = d—Zidzi.

También llamarmeos cada ¢; una representacién local de ¢.

Una vez definido, omitiremos el adjetivo “meromorfo”, pues suponemos siempre que las
representaciones locales estdn dadas por funciones meromorfas; esto es, funciones holomorfas
con valores en IP!C. En un lenguaje mds técnico, ¢ es una seccién holomorfa ¢ del haz vectorial

K:CT(X)®CT(X) = X,

en donde CT(X) denota el haz cotangente de X y ® es el producto tensorial simétrico'. Local-
mente, ¢ tiene la forma f(z)(dz) ® (dz), con f(z) una funcién holomorfa, que, al evaluarse en
un punto y en un vector tangente, da el ntimero complejo f(z)(dz)?. De acuerdo a la definicién
previa, un cambio de variable z = z(w) induce un cambio en las expresiones locales de ¢. A
saber, dz

2
f(2)(d2)? = F(z(w)) (dwdw) = fle(w))2 () ([dw)? = g(w)(dw)?.

Un diferencial cuadratico meromorfo es una seccién holomorfa del haz K sobre una superficie
perforada X \ {p1,...,pn}, donde ademds tomamos expresiones ¢;(z)(dz)? en vecindades V;
de los p; para las cuales ¢; es meromorfa y coincide con ¢ en la interseccién de cada vecindad
perforada de p; con V;.

Asi, la definicién 5.2 identifica a un diferencial cuadratico con uno de sus sistema de repre-
sentantes: en una vecindad coordenada de X, una seccién de K es representada por un objeto
de forma fdz ® dz, que se especializa a una funcién como las ¢, descritas en la definicién de
Strebel.

IEsto es, se satisface que dz ® dw = dw ® dz.
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Un diferencial cuadratico ¢ puede tener puntos criticos. Para un p € X, ¢ asigna un valor en
p a través de una elecciéon de coordenadas, por lo que no tenemos una nocién absoluta de un
“valor” de ¢ en p. Sin embargo, la regla de transformacién que damos arriba implica que los
ceros y polos de ¢ estdn bien definidos. A saber, supongamos que ¢ = f(z)(z)? tiene un cero
en p y fijemos una carta z alrededor de p tal que z(p) = 0, de manera que f(z) es una funcién
meromorfa con un cero de orden 7 en 0. Bajo la coordenada z, f admite una expansién analitica

flz) =2"(an +app1z+...).
Bajo la regla de transformacion, escribimos z = z(w) de modo que

2
f(w) = f(2) (5;) Zf(ﬂ1w+azw2+...)(a1+2a2w+...)2

= (qqw + apw? + .. )" (cn + cpp1(@w + agw® +...)
+ cpp2(mw+..) +.. ) (ay + 200w + .. .)?

= a2, w" + N(w)

=w"(by+by,+1w+...),

donde N(w) esta dada por potencias w™ con m > n, y by = a’*2c, # 0. Similarmente, si p es un

polo de orden n para f, elegimos la carta z de manera que f(z) tiene un polo de orden 1 en 0.
Basta sustituir # por —n en el calculo anterior para concluir que cualquier otra expresién de ¢
alrededor de p también tiene un polo en p del mismo orden.

Observacion. En la expansién anterior, notemos que ¢, = b, para toda n si a’ffz =1, que se
satisface para cualquier cambio de coordenada si n = —2. Asi, vemos que los diferenciales
cuadraticos con polos dobles son especiales de cierta forma.

Definicién 5.3. Sea ¢ un diferencial cuadrético en X. Elijamos un conjunto finito de represen-
taciones locales ¢, para ¢. Escribamos S, para el conjunto de ceros y polos de cada expresién
local ¢, . El conjunto de puntos singulares de ¢ es Sy = U, Sy. Decimos que p € Sy es un cero de
¢ si es un cero de la representacion local ¢, correspondiente. Andlogamente, un polo de ¢ es un
polo de una de sus expresiones locales.

Por el teorema de la identidad, el conjunto singular de un diferencial cuadrético ¢ no cero es
un subconjunto discreto de X. Los elementos de X \ Sy son llamados los puntos regulares de ¢.
Asf, si X es compacta, el conjunto de polos ¢ es finito.

Definicién 5.4. Sea X una superficie de Riemann compacta y M un subconjunto finito de X.
Diremos que M es un conjunto de puntos marcados en X, y diremos que (X, M) es una superficie
de Riemann marcada. Si M denota el conjunto de polos de un diferencial cuadrético ¢ en X,
diremos que ¢ es un diferencial cuadrético en (X, M).

Fijemos un diferencial cuadratico ¢ en X. Alrededor de un punto regular zg de ¢, una ex-
presién local ¢ = f(z)(dz)? admite una vecindad U C X tal que f(U) C C\ {0}, de forma que
podemos elegir una rama de ,/ para la que /f(z) define una funcién holomorfa biyectiva. Asf,
para la carta coordenada (U, z), la funcién

h:z(U) —C ZH/ZE\/%dz
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es holomorfa?, de modo que su precomposicién con z es holomorfa y por lo tanto define una
carta coordenada para X alrededor de zp compatible con el atlas de X. Podemos suponer que su
dominio es U. Denotemos esta carta por w : U — C. Vemos que 1'(z) = /(f(z)). Asi, la regla
de la cadena implica que el diferencial determinado por w satisface

(dw)? = (v/fdz)? = f(dz)?,

de manera que la expresién local de ¢ en U respecto de la coordenada w es ¢ = 1(dw)?. En este
sentido, la carta coordenada w es candnica. Sin embargo, para cada c € C las cartas

+w+c

inducen el mismo diferencial, y por lo tanto dan expansiones equivalentes para ¢. Asi, esto da
el teorema siguiente, tomado del libro [42].

Teorema 5.1.1. Fijemos un diferencial cuadrdtico ¢ en X. Alrededor de cada punto regular en X existe
una carta w para la que ¢ tiene la expansion local (dw)?. Estd determinado salvo una transformacion
w— Tw+c.

En la construccién de w, elegimos una vecindad pequeia en la que es inyectiva, que depende
de la eleccion de rama de /.

Definicién 5.5. Sea ¢ un diferencial cuadratico en X. Un ¢—disco es una vecindad de X en la
que una coordenada canénica w es un homeomorfismo.

Todo punto regular z de ¢ es el centro de un tinico ¢—disco maximal. La idea de su construc-
cién consiste en continuar analiticamente una coordenada canénica hasta obtener una obstruc-
cién inducida por un polo o un cero de g. Referimos al Teorema 5.2 del libro [42]. Llamaremos a
este tal disco la vecindad maximal de z.

Nuestro interés estd en las trayectorias de ¢ y en su estructura local, que discutiremos en un
momento, de forma que la aparente ambigiiedad en la eleccién de w no es relevante.

Definicién 5.6. Sea ¢ un diferencial cuadrético con la expresion local f(z)(dz)? en (U, z). Para
a < b € R, fijemos una curva diferenciable 7 : (a,b) — U. Diremos que 7 es una trayectoria
horizontal para el diferencial ¢ si satisface

Fer®O)(' ()? >0

para toda t € (a,b), en donde /(t) estd identificado con el elemento en C al que corresponde
bajo el isomorfismo T,X = C, inducido por la carta z. Mas concretamente, podemos escribir
Fy(1)((zo(t))")?. Por otro lado, si

FlrO)('(1)* <0

para cada t € (a,b), diremos que <y es una trayectoria vertical para ¢. Ademds, diremos que una
curva es una trayectoria recta si es vertical u horizontal.

2Podemos ver esto utilizando una expansién en serie de potencias para 1/f(z).
3Mas generalmente, las trayectorias rectas de ¢ son las que tienen vectores tangentes de argumento fijo.



CAPITULO 5. EL DIFERENCIAL DE STREBEL-JENKINS 104

Figura 5.1: Trayectorias horizontales y verticales del diferencial (dz)?.

Como discutimos de forma intuitiva, la funcién local f(z) determina completamente un cam-
po vectorial en C en el que f(z)dz > 0, salvo la ambigiiedad de un signo para cada vector tan-
gente. Vemos que las trayectorias horizontales son las curvas integrales de este campo. Podemos
decir lo mismo para las trayectorias verticales, sujetas a la condicién f(z)dz < 0. La coordenada
canodnica ayudara a clarificar lo que esta sucediendo.

Proposicién 5.1.1. Sea ¢ = (dz)? un diferencial cuadrdtico en U C X. Las rectas
y(t) =t+ci, te(ab)CR

dan las trayectorias horizontales de ¢. Por otro lado, las rectas
O(t)=ti+c, te€(ab)CR

dan las trayectorias verticales de ¢.

Demostracion. Podemos suponer que la carta z es un homeomorfismo z : U — C. En ambos
casos, la curva (t) induce la curva z 1 o1, y

Si y(t) = t + ci tenemos que (t)’> =1 > 0 para todo € R y por lo tanto z~! oy es horizontal.
Cuando §(t) = ti+¢, 6(t)> = (i)> = —1 < 0 para cada t € R. Si 7 es cualquier otra trayectoria
horizontal en U, su imagen bajo z debe consistir en una curva para la que cada vector tangente
es un numero complejo cuyo cuadrado yace en R. Asi, un v tangente a 7 satisface 2arg(v) = 0,
de manera que v tiene argumento 0 y debe ser real también. Concluimos que z o5 = af + ic, con
« > 0, de forma que # es una reparametrizaciéon de un cierto . Asi, al derivar # en t obtenemos
el cuadrado del factor «, que es positivo también. El mismo andlisis muestra que las funciones ¢
inducen todas las trayectorias verticales de ¢. O

La proposicién previa explica la terminologia de trayectorias horizontales y verticales. Para
una diferencial cuadrética arbitraria, la figura 5.1 muestra exactamente lo que vemos cerca de
uno de sus puntos regulares. La proposicién anterior nos permite deducir lo siguiente:

Proposicién 5.1.2. Sea ¢ un diferencial cuadrdtico en X. Si x € X es un punto reqular, existe una
trayectoria vertical y una trayectoria horizontal que se intersecan en x ortogonalmente, respecto a la
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estructura compleja de X. Tales trayectorias son iinicas.

Demostracion. Basta con tomar una coordenada canénica z alrededor de x. Si z(x) =a+ib € C,
las trayectorias dadas por la recta horizontal 7y = t + ib y la recta vertical § = it + a son las tinicas
trayectorias que se intersecan en x ortogonalmente. Puesto que z es compatible con la estructura
de X, el angulo entre v y & en z(x) coincide con el dngulo entre z ' oy y z71 o4, O

En particular, dos trayectorias rectas que comparten mas de un punto coinciden.

Ejemplo 5.1. En general, la situacion es distinta en los puntos singulares del diferencial ¢. Si una
expresion local de ¢ = f(z)dz tiene un cero de orden m en p, tenemos que hay una carta (U, z)
de X tal que z(p) = 0, bajo la cual f toma la forma z — z™. Bajo esta representacién local, el
diferencial ¢ satisface

¢ = 2" (dz)>.
Las funciones
27tik
Y Ry = C, qp:t—=t-exp <m+2>' ke{o,...,m+1}

dan las trayectorias horizontales que tienen un extremo en 0. Para mostrar esto basta suponer
que el diferencial ¢ estd dado en el plano. En tal caso, vemos que

d 2 2mik \" 27ik \?
4’(')’k(t))< 7;;”) = t"exp <m7112> exp (m?2> =" > 0.

Similarmente, los nimeros

27ik + 7ti

i ke{0,...,m+1}

determinan las raices (m + 2)—ésimas de —1, de manera que las curvas

27tik + 7ti

6: Ry = C, (Sk:t|—>t~exp( p—

>, ke{0,...,m+1}

dan trayectorias verticales para ¢.

¢Qué sucede en los polos de una diferencial? Una discusién detallada aparece en la referen-
cia [42], que es estandar. En general, la estructura de las trayectorias de ¢ es complicada. Sin
embargo, nuestro interés estd sélamente en los polos de orden m a lo més 2.

Ejemplo 5.2. Estudiemos qué pasa cuando m = 2 y ¢ tiene la forma local ¢ = —Z%(dz)z. En tal
caso, el residuo cuadrdtico de ¢ es menor que cero?. Los circulos concéntricos

cr(t) =rexp(it), teR, re Ry

4Ver la seccién 7.2 de [42] para una descripcion de las trayectorias para otros residuos.
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Figura 5.2: La estructura de trayectorias en un cero de orden m. Las trayectorias horizontales son
los rayos s6lidos, mientras que las verticales estdn punteadas.

dan las trayectorias horizontales. Vemos que

-exp (i) = >0

1 (et _
c,(t)2< t ) T 2exp(it)?

Por otro lado, los rayos
ta, telRy, |Ll| =1

dan las trayectorias verticales, pues para cada complejo a de médulo 1, tenemos

1 2
— tzaza .

Por supuesto, reparametrizaciones p de estas funciones también dan trayectorias con la misma
imagen, en los intervalos donde p’ no se anula. Observemos que las trayectorias horizontales
son espacios compactos. Si i es un diferencial cuadrético con un polo doble en x € X, podemos
tomar una carta (U,z) para X y obtener una representacion local en la que i toma la forma
del ¢ de este ejemplo’. Mds atin, podemos suponer que z(U) es el disco unitario. Vemos que
las trayectorias horizontales de i dan una foliacién del disco, esto es, una particién suya en
subvariedades de dimensién 1.

El resultado 5.1.1 sugiere la siguiente generalizacién, que aparece como el teorema 6.2 del
libro de Strebel.

Teorema 5.1.2. Sea p un punto cero de orden m de un diferencial cuadrdtico ¢. Entonces existe una carta
(U, z) centrada en z tal que ¢ tiene la representacion local

2
0 = (M52 e

La carta z es inica salvo por su escalamiento por el factor ¢ = exp(2mik/(n+2)),1 <k <n+1.

SRecordemos que definimos al diferencial  a partir de estas representaciones locales.
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Figura 5.3: La estructura de trayectorias en un polo de orden 2 con coeficiente negativo. Las
trayectorias horizontales son los discos concéntricos; las verticales los rayos desde el origen.

Una idea de la demostracion es como sigue: tomamos una carta arbitraria (U, z) centrada en
p y expandimos la representacién local ¢ = ¢(z)(dz)? como una serie de Laurent centrada en 0.
Supongamos que p es un cero de orden m. Obtenemos que

¢ =z"h(z), h(0)#0enz(U).

cuando m es par, tenemos m = 2n podemos definir una raiz cuadrada para ¢ en todo z(U).
Tomamos una rama ,/ para definir g = Vh, y tenemos que /¢ = z"(g(z)). Una tltima eleccién
distinta de coordenadas da la representaciéon

w=_{"+14¢, ceC.
finalmente dando la expresion

2
(@ =+ 102202 = (M52) o

Si el orden m es impar, el argumento es un poco mds complicado, pero reside en la misma
idea. Podemos construir una w de manera similar, holomorfa en una vecindad perforada de 0, y
extenderla al origen. Ahora bien, un teorema mads ttil para la discusién futura es el siguiente.

Teorema 5.1.3. Sea ¢ un diferencial cuadrdtico con un polo p de orden 2. Hay una representacién local
w de ¢ para la cual

(dw)? = 3 (dz)?,

2

en donde a_ es el término asociado a z=2 en cualquier expansion de Laurent de ¢°. La carta que da esta

®Esto es, de una representacién local para ¢.



CAPITULO 5. EL DIFERENCIAL DE STREBEL-JENKINS 108

representacion estd determinada salvo por multiplicacién por un factor ¢ € C* arbitrario.

Este teorema aparece como el teorema 6.3 de [42], en donde podemos encontrar una prueba.
La idea es bastante similar a la discusién previa, pero la omitimos. Ahora bien, fijemos un
diferencial cuadrético ¢, y sea 7 : (a,b) — X cualquier curva diferenciable. Para cada t € (a,b)
hay un expresion local ¢, de ¢ y una vecindad abierta U de y(f) que nos permite restringir y a
la curva

T ¢y HU) N (a,b) — U.

La proposicién 2.5.3 nos permite identificar si 9, es una trayectoria recta. Por la regla de trans-
formacién, podemos utilizar cualquier ¢, que exprese a ¢ cerca de 7(t). Esto nos permite decidir
si una curva general en X es una trayectoria recta. Intuitivamente, esto corresponde a pegar seg-
mentos de recta en el plano de forma adecuada, de manera que producimos una 1—variedad
contenida en X cuyas cartas estdn inducidas por las coordenadas canénicas, como se muestra en
la figura 5.4. Asi, puede ser el caso que una trayectoria recta sea homeomorfa a un circulo, y de
hecho este es el caso en general cuando la superficie X es compacta.

Supongamos que X es compacta y fijemos un diferencial cuadratico ¢ meromorfo. Si la cur-
va 7y : (a,b) — X es una trayectoria horizontal para ¢, decimos que 7' : (a’,b) extiende a 7y si
a <a<b<0b vy esuna trayectoria horizontal tal que 7|’ (ap) = Vs de manera que obtenemos
un orden parcial en el conjunto de trayectorias horizontales en X. Como discutimos antes, po-
demos construir extensiones de cada trayectoria utilizando coordenadas candénicas trasladadas
adecuadamente.

Observemos que la traza de una trayectoria recta en X es un conjunto bien definido, que no
depende de las cartas que utilicemos para describirlo. Esto se sigue de la regla de transformacién
para diferenciales cuadréticos. En efecto, la regla de la cadena garantiza que una reparametri-
zacién de una trayectoria horizontal es horizontal también, siempre y cuando su derivada no
sea cero en el intervalo de interés. Podemos decir lo mismo para las trayectorias verticales. Esto
permite interpretar al orden parcial entre trayectorias rectas simplemente como una relaciéon de
contencién. Asi, diremos que una trayectoria recta es una trayectoria del diferencial ¢ si es una
trayectoria recta maximal. En particular, observemos que si las trayectorias maximales no son
compactas, deben tener por “extremos” puntos singulares del diferencial: esto es, su cerradura
en X contiene ceros o polos del diferencial cuadratico meromorfo ¢.

Un diferencial cuadratico ¢ en X induce una métrica Riemanniana en X. Supongamos que
una curva rectificable’ 7 : [0,1] — X estd contenida en una vecindad de un punto regular en
la que podemos dar una coordenada canénica w. Denotemos por I.(7) la longitud de la curva
w o y. Observemos que cambiar la eleccién de la rama de ,/ no altera al ndmero (), asi como
los cambios w — £w 4+ c. A saber, tomemos una X compacta y ¢ un diferencial cuadratico en X
con M = Syp. Para una carta coordenada z en X \ M, definimos la métrica ¢, en (X, M) por

p(2)|ldz .

En un punto concreto p de X y v € T,(X), la métrica estd dada por |¢p(z(p))|(dx? + dy?),
en donde dx y dy denotan las coordenadas del vector tangente v respecto de la R—base para
T, (X)®. El producto de u, v € T,(X) puede ser calculado a partir de la norma de u + v utilizando

7Es decir, diferenciable por partes.
8Técnicamente, dz acttia linealmente en el vector v por medio de los covectores dx y dy duales a la base canénica de



CAPITULO 5. EL DIFERENCIAL DE STREBEL-JENKINS 109

*, £ , 4
- e - -
U e e -
4 S’ e ,
S A % !
A "
EI [ TTLLT] .: : : .: .: : ----al-
o / 4
X, e By h
N e T o

Figura 5.4: Dos trayectorias horizontales en X. Si <y tiene imagen en compacta, usamos los abier-
tos rojo y verde para extenderla arbitrariamente, de forma que obtenemos una funcién periédica.
La trayectoria cubierta por abiertos azules puede también puede ser arbitrariamente expandida,
y estd dada por una 7 con imagen no compacta. Cuando X es compacta, hay una cantidad finita
de expresiones locales para ¢, por lo que existe una (U, ¢, ) para la que las vecindades canénicas
usadas para expandir a # eventualmente estdn contenidas en un U, y estdn dadas por la integral
de /¢,. Esto sucede cuando U contiene un cero de ¢.

la identidad de polarizaciéon, de forma que obtenemos una métrica en T,X. Observemos que
en cada punto ¢, es un multiplo de la métrica euclidiana, por lo que tenemos una métrica
localmente plana. En efecto, siempre podemos elegir la coordenada w en X \ M, de manera que
¢m toma la forma dx? + dy?.

5.2. Coordenadas canonicas

En esta seccién construiremos un sistema de coordenadas canénico para la superficie de
Riemann marcada (X, M). Esto nos permitird construir una triangulacién de X que podremos
utilizar para modelarla como una gréfica de listones métrica con frontera etiquetada. Para ello,
utilizamos el teorema de Strebel-Jenkins. Seguimos la construccién de Motohico y Penkava [32].
Utilizamos el libro de Strebel [42] y el de Lando y Zvonkin [26] como referencias auxiliares.

Teorema 5.2.1. (Strebel). Fijemos una superficie de Riemann compacta X de género ¢ > 0 y un conjunto
de n puntos marcados M = {p1,...,pn}. Elijamos un (ay,...,a,) € R'}. Entonces existe un tinico
diferencial cuadrdtico meromorfo ¢ en X que satisface las siguientes propiedades:

1. El conjunto de polos de ¢ es M, de manera que ¢ es un diferencial cuadrdtico holomorfo en la
superficie perforada X \ M.
2. ¢ tiene un polo de orden 2 en cada p € M.

3. La union de todas las trayectorias horizontales no compactas de ¢ es un conjunto cerrado C con
interior vacio.

T, X, y que satisfacen dx(dx) = dy(dy) = 1y dx(dy) = dy(dx) = 0. Hacemos el abuso de notacién universal.
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4. Cada trayectoria horizontal compacta a es un lazo simple que encierra uno de los polos. Si w circula
a p;, tenemos

/a\/@:ai.

La tltima integral denota la longitud de < respecto de la métrica inducida por ¢. Diremos
que ¢ es el diferencial de Strebel-Jenkins asociado a la informacién

(X, (p1,---,Pn), (a1,...,a0)).

Referimos al lector a [42] para la demostracién, en donde corresponde al teorema 25.5. Una
discusién relevante aparece en [25]. Este diferencial permite construir una foliacién medible de la
superficie X. En [16] podemos hallar una descripcién mds completa de este fenémeno. Como
mencionamos en la seccién previa, la descripcién 7.2 de [42] caracteriza el comportamiento de
las trayectorias de ¢ en sus polos. La eleccién de los a; corresponde a prescribir los residuos
cuadraticos de ¢; esto es, a; = —c_p, en donde c_; es el coeficiente de 272 de la serie de Laurent
de ¢ centrada en el polo p;. De acuerdo a lo que hemos discutido, podemos empezar a intuir
que el conjunto C corresponderd a una grafica encajada en X, con un polo de ¢ en cada cara.

Ahora bien, la condicién ¢, < 0 garantiza que las vecindades de p; foliadas por trayectorias
horizontales compactas son homeomorfas a discos, como mencionamos en el ejemplo 5.2. Més
precisamente, cada tal trayectoria estd encajada en un abierto de bien definido de X llamado su
anillo caracteristico. Para un diferencial de Strebel-Jenkins ¢, cada uno de estos anillos es homeo-
morfo a un disco perforado en p;, D;. Mds atin, la nocién de sucesiones de estos anillos descrita en
1 seccién 3 de [42] implica que hay una carta (D; U {p;},z) para X centrada en p;, con la cual po-
demos construir una representacién local como la del teorema 5.1.3. Equivalentemente, el anillo
caracteristico D; asociado a p; es la unién de todas las trayectorias horizontales y compactas de
¢ que son homot6picamente equivalentes a p;. Recordemos que cada punto de X estd en alguna
trayectoria horizontal de ¢. Denotemos por S al conjunto de ceros de ¢. Tenemos que

X\M=(UD;))uCUS, 1<i<mn

en donde C es el conjunto de las trayectorias horizontales no compactas, que tiene interior vacio.
Observemos que la unién de S no es redundante: los puntos regulares de cada D; son como
en el ejemplo 5.2, de manera que en cada uno inciden exactamente dos trayectorias de ¢, una
horizontal y una vertical. Sin embargo, en los ceros de ¢ tenemos una estructura como la de
5.1, en donde inciden al menos tres trayectorias rectas. En particular, notemos que la frontera de
cada D; esta contenida en C.

La siguiente es una idea intuitiva discutida en [25]. Puesto que el diferencial ¢ induce una
métrica plana, esto nos permite visualizar a X \ M como una unién de cilindros sin tapa, pega-
dos adecuadamente en las componentes de frontera del mapa asociado a C, donde el niimero
a; determina la circunferencia del cilindro asociado al polo p;. Cada cilindro resulta de la iden-
tificacién de los lados opuestos de un rectdngulo en R?> ~ C, de modo que podemos darle una
estructura compleja natural. El teorema de compactacién que discutimos en el capitulo 2 nos
permite recuperar una Gnica superficie compacta X a través de la adjuncién de puntos abstrac-
tos, que, como vimos, debe ser biholomorfa a X. Esta es la idea intuitiva, a grandes rasgos, de
la correspondencia que describiremos. Observemos cémo (ajy,...,a,) decora a la superficie X,
pues una eleccién distinta de circunferencias para los cilindros deberia producir una superficie
equivalente.
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Como definimos en la seccién previa, decimos que una trayectoria horizontal del diferencial
cuadrético ¢ es una trayectoria horizontal maximal.

Proposicién 5.2.1. Para X como en el teorema anterior, el diferencial de Strebel ¢ determina una des-
composicion celular de X, que denotamos por [l.

Demostracion. Denotemos por V al conjunto de ceros de ¢. Al ser puntos, los elementos de V son
0O-celdas. X es compacta y ¢ es holomorfa en X \ M, de manera que una trayectoria horizontal no
compacta h satisface que su cerradura contiene dos puntos de V. Si denotamos por E al conjunto
de trayectorias horizontales no compactas de ¢, tenemos que e € E es homeomorfo a R y por
lo tanto es una 1—celda abierta cuya frontera en X estd contenida en V, como discutimos en
la seccién previa. La superficie X es compacta, por lo que ¢ tiene una cantidad finita de ceros
y polos. Puesto que las trayectorias horizontales necesariamente unen singularidades de ¢, el
conjunto E es una unién finita de subvariedades de dimensién 1 en X. Por tanto, E tiene interior
vacfo.

Ahora, tomemos por F al conjunto de componentes conexas de X \ (V UE). Cada elemento
de F es un anillo caracteristico que contiene exactamente un polo de ¢, por lo que tenemos que
|F| = n. Ademas, las trayectorias horizontales de ¢ no compactas no pueden unir un cero con un
polo, pues cada polo tiene orden 2. Como vemos en el ejemplo 5.2, las tinicas trayectorias rectas
de ¢ que inciden en sus polos son verticales. Asi, los elementos de E tinicamente unen ceros no
necesariamente distintos de . Observemos que si f contiene al polo p;, f es una componente
conexa de la unién de todas las trayectorias horizontales compactas de longitud a;°. Como discu-
timos arriba, la frontera de cada f estd contenida en el conjunto E U V. Asfi, dos celdas distintas
son separadas por una cadena finita y conexa de elementos de E. Deducimos que [y es una
descomposicién celular definida por los conjuntos V, E'y F. O

La notacién para la descomposicién celular sigue la de [32]. En particular, ¢ induce un mapa
en X. Puesto que la superficie X estd orientada de acuerdo a su estructura compleja, tenemos
automdticamente un orden ciclico de las trayectorias que inciden en cada cero de ¢. De este
modo, la coleccién de ceros y trayectorias horizontales no compactas forman una grafica de
listones I', en el que cada componente de frontera estd etiquetada por un polo p;. Como vimos
en la seccion previa, en un cero de ¢ de orden m inciden m + 2 trayectorias horizontales, por lo
que I tiene grado minimo 3. Las longitudes de estas trayectorias inducen un etiquetado de la
frontera de I' por los ndmeros reales positivos 4;.

Mas precisamente, fijemos la cara f de [J; que contiene al polo p;: su frontera § f en X contiene
una cantidad finita de vértices zy, ...,z que son ceros de ¢, y estdn unidos por aristas que son
trayectorias no compactas de ¢, que supondremos unen z; con z;;1, médulo d, y denotaremos
por e;. Asi, un poligono Pr encajado en X. Resulta que el interior de Py coincide con la vecindad
maximal D; del polo p;. Recordemos que ¢ define una métrica plana en el disco perforado
D; \ {pi}, y resulta isométrico a un cilindro abierto. Puesto que ¢ es de Strebel, las trayectorias
horizontales compactas de ¢ tienen la longitud asociada a;, y podemos usarlas para aproximar
la g—longitud de la frontera del poligono Py para notar que coincide con 4; también. Por otro
lado, la frontera de Py es la union de los puntos z; y de las trayectorias horizontales ¢; que los
unen. Esto implica que la ¢—longitud /; de cada ¢; es finita, y que

hi(er) +...+la(eq) = a;.

9 A priori, dos de las a; podrian ser el mismo ntimero real asociado a polos distintos.
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Observemos que algunas e; pueden coincidir entre si. Esto sucede cuando una cara es adyacente
a si misma'®. Asi, el diferencial ¢ nos produce una grafica de listones métrica. Nuestro interés
estd en llevar a cabo este procedimiento en la direccién opuesta.

Para poder construir una superficie de Riemann a partir de una I' € RGgﬁt, primero nece-
sitamos ser capaces de recuperar toda la estructura de X a partir de L. Para ello, definiremos
una triangulacién canénica. Fijemos una tupla

D= (X, (p1,---,pn) (a1,...,a1))

y sea q el diferencial de Strebel asociado a los datos D. La unién de todas las trayectorias hori-
zontales compactas de g es igual a la superficie perforada X \ {pj,..., pn}. Como vimos, cada
punto de X estd en una trayectoria vertical u horizontal de g, o es uno de sus extremos. Ademas,
como notamos en la prueba anterior, las trayectorias horizontales no compactas de g no inciden
en los polos. Esto implica que los puntos p; son extremos de trayectorias verticales. Mds atn,
una trayectoria vertical no puede unir dos ceros de g, pues necesariamente tiene un polo en uno
de sus extremos. En particular, cada trayectoria vertical con un extremo en un cero de g termina
en un polo.

Teorema 5.2.2. Sea E' el conjunto de trayectorias verticales de q que unen ceros con polos, y [y la
descomposicion celular de X inducida por las trayectorias horizontales no compactas de q. Sea E el conjunto
de 1—celdas de [J;. EI conjunto E U E' de trayectorias rectas de q define una triangulacion para X. La
denotamos por Ay.

Demostracion. Analicemos el ejemplo 5.1. Si un cero ¢ de g tiene orden m, ¢ estd en m + 2 caras de
[;, cuyos centros son polos de g. Ademds, hay m + 2 trayectorias verticales de g que inician en
€y que terminan en un polo, que necesariamente es el centro de una de las caras de las que g es
vértice. Asi, cada polo p; estd conectado a través de un elemento de E’ con cada vértice de su cara
asociada f. Esto define una triangulacién de f, para cada cara f. En particular, las trayectorias
de E’ intersecan a las de E solo en los vértices de cada poligono asociado a f. Obtenemos una
triangulacién A, de X. Puesto que [J; es una descomposicion celular de X, es claro que A,
también. O

Para el diferencial de Strebel g, denotemos por I'; la gréfica de listones dada por la descom-
posicién [;. Las caras f; de I' son las 2—celdas de [; asociadas al polo p; de q. Supongamos
que fy f' son caras distintas que comparten la arista e € E, con centros en los polos p, p/,
respectivamente. Los extremos de e son ceros de g que denotamos por v y v'. Hay exactamente
dos caras de A; que contienen la arista ¢ en su frontera, y forman un cuadrilatero con vértices
p,v,p’,v', cuyo interior es abierto y denotamos por V.. En la figura 5.5 podemos ver esta situa-
cién. Observemos que cualquier elemento z en V, es un punto regular de 4. Podemos elegir una
coordenada candnica w para g que envia el abierto V, en el conjunto

U ={ze€C|0<Re(z) <L}

en donde L es la longitud de e. En efecto, la cara f es el anillo caracteristico de su polo aso-
ciado, de manera que hay una carta z definida en todo el diamante V, para la que q toma la
representacion

19Un ejemplo es el mapa dado por un érbol T dibujado sobre la esfera. La cara que contiene al punto o es adyacente
a sf misma a través de cualquier arista de T.
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Figura 5.5: El cuadrildtero abierto V. asociado a la arista e € E(I';). Los asteriscos representan
ceros de g, y las cruces polos.

para cierto indice i. Para esta misma carta z, podemos elegir una coordenada canénica asociada

w=w=[ Vi

de manera que envia el tridngulo con vértice en f del cuadrildtero abierto V, en la mitad supe-
rior de U,. Para la carta asociada al anillo caracteristico del f/, la otra mitad de V, va a la mitad
inferior de U,. Ambos conjuntos se pegan bien, pues un punto de ¢ tiene un g—disco contenido
en V,. Observemos de nuevo la figura 5.5. Supongamos que la arista e tiene longitud L. Pode-
mos tomar una coordenada canénica w!! que envia una vecindad centrada en p en un abierto
contenido en Uy, en donde la arista e va dentro de la linea I = (0,L) € C.

El conjunto ! define la trayectoria horizontal e en X, que es maximal asociada respecto a todas
aquellas trayectorias dadas por un subintervalo de I y la coordenada w. Las rectas verticales
contenidas en U, definen trayectorias verticales en V, que podemos extender arbitrariamente. La
trayectoria maximal asociada a cada una es una trayectoria vertical cuyos extremos son los polos
de g que yacen en las caras f y f'. En efecto, V, es el conjunto de todas las trayectorias verticales
de g que intersecan a e.

El punto v es un cero de ¢ orden m > 1. El teorema 5.1.2 nos dice que, en una vecindad
abierta W, del vértice v, g tiene una representacion local dada por

q= ("jz)zzm(dZ)z, (5.3)

para cierta carta (W,,z). Por otro lado, g tiene la representacién (dw)? utilizando la coordenada
candnica w en V,. En la interseccién I = W, N V, los diferenciales deben coincidir, pues definen
la misma seccién del haz vectorial que los define. Esto es, buscamos una funcién de transicion

1Jsamos la coordenada que construimos en la seccién previa y la trasladamos por z +— z + L.
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Figura 5.6: Las coordenadas canénicas se pegan bien en ceros y puntos regulares de 4. Las lineas
punteadas y sélidas determinan trayectorias verticales y horizontales, respectivamente, con un
extremo en v.

adecuada que ponga a z en funcién de w, de manera que

(dw)? = <miz>zzm(dz)2.

se satisfaga al tomar la regla de transformacién del diferencial . La anterior es una ecuacién
diferencial sujeta a la condicién inicial z(v) = 0 = w(v), pues ambas representaciones de g estdn
centradas en v. Sus soluciones tienen forma

z(w) = CwZ/(m+2)’ M2 =1, (5.4)

definidas a partir de la eleccién de una rama holomorfa de z — z!/("*+2), Notemos que la
interseccién I no contiene a v, por lo que z(w) da una funcién biholomorfa si I es suficientemente
pequena. Tomando z = z(w), verificamos que

(mzz>zzm(dz)2 = (mzz)zcmwﬂm (@)202@&)2(6&0)2 = (dw)?.

La ambigiiedad'? dada por el factor ¢ corresponde a los cambios en la eleccién de rama para la
raiz m 4 2—ésima.

En la coordenada z, la estructura de las trayectorias de g es como en el ejemplo 5.1.2. Obser-
vemos la figura 5.6. En ese ejemplo, la funcién de transicion @y, esta dada por z(w) = w?/3. Si el
abierto A resulta de la interseccion de una vecindad de 0 con la tira U,, la funcién w?/? lo envia
dentro del sector correspondiente circular. Esto nos permite ver cémo se pegan los conjuntos W,
y Ve en la superficie de Riemann X.

Similarmente, usamos el teorema 5.1.3 para y un escalamiento para obtener la representaciéon

12 Ademas, observemos que las funciones de transicién 5.4 tienen un polo de orden m > 1 en el cero, que yace en la
frontera de su dominio, el abierto w(I). Asi, estas funciones no son de Lipschitz en w(I), lo que explica por qué no son
tnicas, como el teorema de Picard-Lindelof implicaria. En un abierto contenido en un compacto de w(I), la unicidad de
una solucién estd garantizada, y debe coincidir con una de las funciones en 5.4 por el teorema de la identidad.
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(5.5)

alrededor del polo p;, en donde 4; es la longitud de cualquier trayectoria horizontal compacta
con centro en p;. Como mencionamos antes, podemos utilizar una carta definida en todo U; :=
D; U {p;} para obtener la expresion 5.5. La frontera de U; estd contenida en el conjunto de
interior vacfo C = E(T;), compuesto de las trayectorias horizontales abiertas y los ceros de g. Asi,
supongamos que ey, ..., ¢g son las aristas de E(I';) que conforman la frontera de U;. Denotemos
por wy a la coordenada canénica en el diamante U,, . Como antes, tenemos dos representaciones
locales para g en la interseccién de U; y U,,. Asi, la funcién de transicion u = u(wy) es una
solucién de la ecuaciéon diferencial

2 4 (du)?
(dwk) - 47_[2 MZ ’ (56)
y estd dada por las funciones
u = u(zy) = ce?M/ %, (5.7)

En efecto, verificamos que

(du)? = 12 (2;”)2 (dwe)? = 2 (2”>2 (dwy )2

y por tanto

a; (du)? aj (2m\*
g =g () ) = o
1

En donde ¢ es cualquier una constante distinta de 0. Recordemos la estructura de las trayectorias
verticales en p; en el ejemplo 5.3; el escalamiento por ¢ # 0 preserva las trayectorias. Elegimos ¢
de acuerdo a

27Ti

p (h+...+h_+ wk)) , (5.8)

u = u(wy) = exp (

endondea; =11 +...+ ;.

Esto es, los ntimeros /; denotan las longitudes de las aristas e; de I';. Observemos que la mitad
superior de la tira U, va biholomorfamente a un sector circular bajo cualquiera de las funciones
5.7. Observemos la figura 5.7. La transicién en ¢y, en 5.8 envia el hemisferio superior de la tira
U; dentro del sector del disco unitario perforado determinado por el angulo 27!y /a;. En efecto,
la constante ¢ rota el sector adecuadamente, y garantiza que para cada 1 < k < d, u(wy)(0)
da al punto en S! con argumento /; + ...+ [;_;. La funcién z — exp(2riz) envia las rectas
paralelas a R en circulos centrados en 0. Asi, bajo ¢, todos los segmentos horizontales en U,,
dan a segmentos de algtin circulo con radio menor a 1, correspondientes al argumento 27l /a;.
Observemos que ¢y, tiene periodo (0, ;). Puesto que Iy < 4;, la transicién es un biholomorfismo
en U, N H2.

Asi, hemos construido un sistema de coordenadas para X de la siguiente forma: para cada
punto en una arista de I'; tenemos un abierto U, contenido en un diamante V,, cuyo g—disco
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2l fa,

2l y fay

Figura 5.7: La parte superior de cada tira U, es enviada por la funcién exponencial a un sector
del disco unitario. Elegir una direccién para la trayectoria e, corresponde a elegir una orientacién
en el circulo. Representamos a las tiras U,, y Ue, + [1 juntas en el mismo plano.

puede tomarse como el diamante completo, en el que tenemos la coordenada canénica w,. Para
los vértices v de I'y, tenemos la coordenada estandar (Wy,z) en la que g toma la forma 5.3. Para
los polos, tenemos la coordenada U; descrita en 5.5. Puesto que I'; define la descomposicién [,
este sistema de cartas coordenadas cubre a X. Ademads, las consideraciones anteriores nos dicen
que las cartas son holomorfamente compatibles. Usando la notacién de esta seccién, concluimos
este capitulo con la siguiente definicién.

Definicién 5.7. Diremos que la cubierta

C=UYve ulJu, ulywy
e€E(l;) wv€E(Ty) feF(Ty)

es el sistema de coordenadas candnicas para el conjunto de datos

D= (X/ (pll .. ~rpn)1 (all e ran))/
en donde F(I';) es el conjunto de polos de g, identificado con el conjunto de caras de I';.

Para una arista e de l"q, observemos que la coordenada canénica z en el abierto U, depende
de la eleccién de una direccién para e. Usar la direccién opuesta para e corresponde a tomar
z — —z + L, que efectivamente rota la tira vertical asociada a U,.

5.3. Notas y referencias

La discusion anterior concentra elementos de la teoria de diferenciales cuadrdticos en un
capitulo. El material estd tomado de [18], [32] y principalmente de [42].

La discusion sobre el plano cotangente es estdndar, y usamos como referencia la seccién 4 de
[28]. La discusién y definicién de diferencial cuadratico meromorfo corresponde a la definicién
4.1 de [42], mientras que las observaciones sobre los puntos criticos estdn reescritas a partir de
la seccién 4.2. La introduccion de la coordenada candnica para el diferencial g estd basada en la
seccion 5 de [42], y nuestra definicién 5.5 corresponde al teorema 5.2 del mismo libro. Para la
definicién de trayectorias verticales y horizontales, tomamos el enunciado de [32]. Las proposi-
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ciones 5.1.1 y 5.1.2 son enunciadas en [32]; las pruebas son nuestras. Los ejemplos subsecuentes
también estan tomados de [32], en donde solo se enuncian; nosotros damos su justificacién; ha-
cemos lo mismo para el ejemplo 5.2, y damos un bosquejo de la prueba del teorema 5.1.2 basado
en el comportamiento local de funciones holomorfas (el teorema 2.1.2) y la prueba de Strebel del
equivalente teorema 6.2 de [42]. Las dltimas nociones estdn basadas en la seccién 5.3 del mismo
libro.

La seccion de coordenadas candnicas sigue las explicaciones de [32], de donde tomamos el
enunciado para teorema 4.15, que garantiza la existencia del diferencial de Strebel-Jenkins para
una superficie marcada y decorada. Una excelente referencia para su prueba es [31], en donde
el enunciado equivalente se asemeja mds al de [32] que al teorema 25.5 de [42]. La justificaciéon
de por qué la gréfica critica I'; del diferencial en efecto se encaja en su superfice es obviada por
Motohico y Penkava; la justificamos en la discusién que sigue al enunciado del teorema 4.15.
Para ello, apelamos a la nocién de anillo caracteristico que se discute en el capitulo 1, seccién 3
de [42], asi como a su ejemplo 7.2 discutiendo la estructura de las trayectorias cerca de de polos
con residuo cuadratico negativo. La proposiciéon 5.2.1 y el teorema 5.2.2. estan tomados verbatim
de [32], y reescribimos sus prueba de forma mds completa. Para el resto de la seccién, hemos
reescrito la construcciéon del sistema canénico de coordenadas siguiendo la discusién de [32],
completando y esclareciendo conceptos donde lo hemos considerado necesario.



Capitulo 6

Un modelo combinatorio de Mg ;,

Recordemos que Mg, es el espacio de clases de equivalencia de superficies de Riemann
marcadas en n puntos. Si bien definimos intuitivamente este espacio en el capitulo 2, omitimos
completamente su estructura topoldgica. Los dos caminos usuales para construir M, , requieren
de conceptos menos elementales que el de las gréficas de listones. En este capitulo, utilizamos la
teorfa de Strebel para dar una correspondencia entre el orbifold RGB;‘St y el espacio Mg, x R,
permitiendo una definicion indirecta de la topologia de M, ;. Finalizamos con una presentacion
concreta de M, 1 como un complejo simplicial racional, aprovechando la accién natural de R™ en

RGBS,

6.1. La correspondencia de Strebel

En la seccién previa, la existencia del diferencial de Strebel-Jenkins nos permitié construir
una tnica grafica de listones Ty € RGB;“,?t asociada a la informacién

D = (X, (Pl,- . ~/Pn)/ ((11,. "/a”))/

en donde X es una superficie de Riemann de género g. En efecto, los ceros y las trayectorias no
compactas de I'; que los unen determinan una grafica de listones métrica encajada en X, cuyas
longitudes estdn dadas por la métrica inducida por ¢.

Llamaremos ¢ a la funcién o Mg 5 ]R:z_ v RG Bénst 6.1)

que determina esta correspondencia. Habiendo fijado una superficie X, la unicidad del dife-
rencial de Strebel nos permite asociarle univocamente la grafica métrica I';, que determina una
clase de equivalencia en RGBg,‘ﬁt. Para ver que ¢ estd bien definida, tomemos una superficie X’
equivalente a X. Esto es, hay n puntos en p; € X’ y un biholomorfismo

fiX=X, flp)=pi,1<i<n

118
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La eleccion de la tupla (ay,...,a,) determina diferenciales de Strebel g y ¢’ en X y X/, res-
pectivamente, que a su vez inducen graficas de listones métricas I'; y I'y. Observemos que la
funcién f envia curvas de en X en curvas en X' y respeta las relaciones de incidencia, pues
es biyectiva. Denotemos por d y d' a una eleccién de mapas duales para Iy y T';r. Puesto que
podemos identificar las caras de I'; y I'q’ con sus polos, podemos suponer que las aristas de
d son curvas que unen polos entre si; por ejemplo, podemos una trayectoria vertical contenida
en cada diamante V,, a la que etiquetamos con la longitud de la arista e. El biholomorfismo f
induce un isomorfismo entre las graficas métricas d y d’, pues envia vértices en vértices, preserva
la orientacién, y recuerda las relaciones de incidencia. Esto implica que f induce un isomorfismo
entre Ty y una gréfica encajada en X’ que es isomorfa a T'y, si bien no necesariamente igual. De
cualquier forma, esto nos permite ver que I'; y I';y representan al mismo punto en RGngﬁt.

Ahora bien, nuestro interés estd en invertir a la funcién ¢ para obtener una biyeccién. Recor-
demos que una gréfica I' induce una superficie X(I') en la que estd encajada. La superficie X (T')
s6lo estd determinada salvo homeomorfismos, por lo que no es claro a priori como darle una
estructura compleja. Lo que haremos es construir a X(I') a partir de los abiertos de C que estu-
diamos en el capitulo previo que, como vimos, se pegan entre si por biholomorfismos. Esto nos
permitird obtener un diferencial de Strebel de manera natural, cuya gréafica de listones asociada
coincide con I'.

El siguiente es el resultado principal de este trabajo. Su prueba sigue a [32].

Teorema 6.1.1. Hay una biyeccién natural
. n met
S: Mg xR — RGBg,.
Demostracion. La prueba es como sigue. Primero, construimos una funcién

1T RY™ — Mg, xR (6.2)

TeRGyR!

que invierte a la ¢ de 6.1 por la derecha. Luego, analizamos cémo acttia el grupo Auts(T) para
concluir que esta funcion desciende a

B: RGBS — Mg, x RY. (6.3)

Por dltimo, mostramos que B también invierte a ¢ por la izquierda.

Iniciemos tomando una gréfica de listones métrica I' y etiquetemos sus componentes de
frontera. Etiquetamos al conjunto E(I') y damos una direccién arbitraria a cada uno de sus
elementos. Para la arista e € E(T') de longitud L, le asignamos la tira vertical

U, ={ze€C|0<Re(z) < L}.

Asi, podemos identificar e con el intervalo (0,L). Puesto que U, es un subconjunto del plano,
la inclusién en C le da una estructura compleja. Para esta carta global z tenemos el diferencial
cuadrético estdndar (dz)?, cuyas trayectorias horizontales y verticales son segmentos paralelos a
(0, L) y rectas paralelas a iR, respectivamente. Observemos que asignar una orientacién opuesta
a e corresponde naturalmente al cambio de coordenadas z — L — z, que simplemente rota la tira
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U, por un dngulo 7. Cada U, vive en una copia de C, y denotamos por z, a la inclusién natural
que le da su estructura compleja.

Fijemos un vértice v € V(T') de grado m. Etiquetamos sus medias aristas de manera que el
orden ciclico alrededor de V es (12 --- m). Le damos una orientacion de salida a cada arista
incidente en v. Esto es, la direccién positiva consiste en “brotar” desde v. Observemos que es
posible que v tenga un lazo <y, en cuyo caso su orientacién no es relevante!. Asi, hacemos la con-
vencién de que ambas orientaciones para 7y son equivalentes. Una vez orientadas, etiquetamos
las medias aristas por e, ..., e.

Colocamos el vértice v en el origen de C. En cada tira U, ..., U, tomemos un abierto
A; = U,; N O, en donde O es una vecindad fija del 0. Pegaremos a los A; utilizando las funciones

w; = ezni(j*l)/mz]z/m, 1<j<m. (6.4)
Observemos la figura 6.1. Cada A; es un subconjunto de una copia distinta de C. Cada w;
envia la recta iR™ en la recta {;11R, en donde ; es la j—ésima raiz de —1, y a iR™ en z; 1R
Puesto que Wit = e2mi/ ’"wj, las w; son compatibles en la frontera de cada w(A;), en donde
toman exactamente los mismos valores. Asi, las wj determinan una funcién holomorfa w en una
vecindad U, de 0, cubierta por los conjuntos wj(Aj). Al ser biholomorfa, w;j determina una carta

para el abierto A;. En esta carta, el diferencial (dz]-)2 en A;j toma la forma
2 m+2\* ., 2
(dzj)” = { —— ) (w;)"(dwy)",

como implica la ecuacién 6.4. Asi, definimos un diferencial cuadratico g4 en U, con la expresion
local

_ (’”2+2>2wm(dw)2

en el abierto Uy. Por construccién, el diferencial g tiene un cero de orden m en 0. Esta es la forma
estdndar de un diferencial de esta forma, como vimos en el ejemplo 5.1 del capitulo anterior.
Vemos que las trayectorias horizontales de g que inciden en 0 coinciden con las imégenes de
ej = (0,L) N A; bajo la w; correspondiente. Veamos ahora qué sucede con las caras de T.

Recordemos que el orden ciclico en los vértices de I'; induce una orientacién para sus com-
ponentes de frontera. Supongamos que las aristas e, . ..e; estdn orientadas de manera que la
sucesion (1 2---k) describe una componente b de la frontera de I recorrida en el sentido posi-
tivo. Notemos que es posible que cierta arista ¢; coincida con ej, i # j, recorrida en el sentido
opuesto. Esto sucede cuando la arista incide dos veces en la misma cara?, como en en la figu-
ra 4.1. Denotemos por /; la longitud de la arista ¢; y sea a;, = I; + ... + I;. Consideremos las
funciones

2711
U = exp (ab(h +.oo+ L +zk))

cuyas formas coinciden con la funcién que discutimos en 5.8. Como antes, cada u; envia el
hemisferio superior U,} de U, en un sector del disco unitario determinado por el &ngulo /;. Si al

1Por cémo representaremos a v en el plano, serd imposible incurrir en contradicciones al recorrer las componentes de
7, independientemente de la orientacién que demos al lazo 7.
2En un mapa dual a T, la cara asociada a b es representada por un vértice, y la arista ¢; corresponde a un lazo.
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recorrer b una arista ¢; aparece como e; con la direccion opuesta, la funcién u; envia el hemisferio
inferior de Uej en el mismo sector en el que u; envia al hemisferio superior de U;. En tal caso,
el cambio zj L— zj rota la vecindad U]-, intercambiando estos sectores. Observemos que en la
coordenada dada por uy, el diferencial (dz;)? toma la forma
2
ay (dug)

2 _
(dz) T Ui 2

(6.5)

Puesto que las u; se pegan bien en la frontera de las U,, obtenemos una vecindad Uj, de

0 dada por la unién de las uk(llejl.r ), de modo que U, es el disco unitario. En U}, definimos un
diferencial cuadrético ¢’ por la ecuacion anterior. Notemos que este diferencial tiene un polo de
orden 2 en 0, y su coeficiente asociado es negativo. Sus trayectorias horizontales son circulos
centrados en cero, que provienen de los segmentos paralelos a (0,/;) bajo U;. La coordenada
L — z; satisface la ecuacién 6.5 también, de modo que q' puede ser definido en todo

k
u, U |JUe,.
i=1

Tenemos los componentes para construir una superficie de Riemann. Denotemos por F(T') al
conjunto de componentes conexas de la frontera de I'. El conjunto

k k k
u=Ju, u YJu. v u, (6.6)
veV ecE beF(T)

es una unién de abiertos de C, relacionados por los biholomorfimos u;, w; que describimos
arriba. Definamos la superficie X(I') como el espacio de identificaciéon en U inducido por estos
homeomorfismos. A saber, definimos la siguiente relacién de equivalencia en U: dados x,y € U,
tenemos x ~ y si existe una i € {1,...,k} parala cual u;(x) =y, obienu; ' (x) =y o uk_l(x) =y.

Por construccién, X(T') es una superficie de Riemann: cada punto [x] € X(T') tiene un repre-
sentante en alguno de los abiertos U,, U, o U, que son subconjuntos abiertos de C. En efecto,
la proyeccion 7t : U — X(T') es un homeomorfismo local salvo en vecindades de los puntos
asociados a polos y ceros del diferencial: en un punto genérico x, 7t es 3 a 1, y la preimagen de
una vecindad pequefia de x es la unién ajena de tres abiertos isomorfos.

La superficie subyacente de X(I') es homeomorfa al espacio total de I': en efecto, esta es una
version explicita de la construccion del espacio total para una gréfica de listones, explicada en el
capitulo 3, en la que pegamos tiras abiertas sobre las aristas de I'. Ademas, las expresiones locales
para q y q' y el diferencial (dz)? definido en cada U, conforman un sistema de representantes
para un diferencial cuadrético sobre X(T'), que también denotamos 4. Por construccion, g tiene n
polos dobles, uno dentro de cada cara de I' en X(T'). Las etiquetas para las componentes conexas
de la frontera de I' inducen un etiquetado para los polos de g. Asi, obtenemos una superficie
marcada (X(T'), M), en donde M = {py,...,pn} es el conjunto de polos de g, numerados a
partir de F(T'). A cada polo p; esté asociado el namero a; dado por la longitud de una b; € F. Por
construccion, las trayectorias horizontales compactas de g folian los discos Uy,, y cada una tiene
longitud a;. Podemos ver esto transformando cada circulo en una unién finita de segmentos
(0,1;), tomando la coordenada correspondiente u;l. Esto nos permite ver que g es el diferencial
de Strebel de X(T') asociado a los datos (p1,...,pn) y (a1,...,a,). Por construccién, I'y = T.
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wi(z;)

Figura 6.1: Pegamos las tiras a la vecindad de un vértice.

Ahora veamos c6mo acttia un automorfismo f € Auts(I') en la superficie X(I'). Observemos
que la unién de las proyecciones de los U, en X(T') forma una cubierta C de X(I') \ M. Abusando
de la notacién, tenemos

XM\ {pr,--pn}t = U =:C
ecE(T)

Puesto que f fija a los puntos pj, ..., pu, basta ver su efecto en los elementos de C. El automor-
fismo f induce una permutacion de las aristas de T, por lo que acttia en C permutando los U,
y posiblemente aplicando z +— [ — z. Esto pasa cuando f permuta dos vértices adyacentes, de
manera que invierte la direccién de una arista. Supongamos que f fija un vértice de grado m.
Puesto que preserva el orden ciclico, su accién en las medias aristas de v se traduce a U, como
una rotacién por un mdaltiplo de 27t /m, que es un biholomorfismo de U,. Asi, la permutacién de
los vértices inducida por f es biholomorfa en la unién ajena de todos los U,. Ya que f € Auts(T),
f fija cada abierto U, pero rota las aristas que componen a b de manera compatible con los 6rde-
nes ciclicos de I', como vimos en el capitulo 4. Tomando el cociente que construye a X(I'), vemos
que f induce un biholomorfismo de X(T') que fija cada uno de los p;. Su representacion cerca
de los puntos marcados p; estd dada por rotaciones del disco unitario, y porz+—zoz— [ —z
cerca de los puntos que corresponden a aristas de I'.

Asi, la clase de equivalencia de la superficie X(I') no depende de la clase de isomorfismo de
I' en RGB;,‘/‘,‘?, de manera que tenemos nuestra funcién 6.3. Mds atin, puesto que el diferencial
q en la superficie (X(I'), M) coincide con su diferencial de Strebel-Jenkins, tenemos o o f = Id.
Veamos ahora que oo = Id también. Para una superficie marcada (X, M) y decorada con
(a1,...,ay), su diferencial de Strebel-Jenkins induce un sistema canénico de coordenadas en X.
Observemos que las transiciones de sus cartas son exactamente las funciones que utilizamos
para pegar los abiertos de U. Asi, la superficie (X(I'), M) coincide exactamente con (X, M).

O

Notamos que este proceso de pegado de las franjas U, es un caso particular de una cons-
truccion mds general en la que producimos una superficie de Riemann a partir de una coleccién
de tridngulos ideales, que representan banderas orientadas de una grafica abstracta. La eleccién
de las medias franjas de U, es particularmente 1til, pues garantiza que el diferencial de Strebel
asociado tiene como gréfica critica a la gréfica de listones con la que comenzamos. El articulo
[40] incluye la construccién més abstracta.
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Asfi, finalmente tenemos una forma de darle una topologia a Mg ;. A saber, declaramos que
la biyecciéon S es un homeomorfismo. Es posible construir al espacio de méduli Mg, a través
de técnicas algebraicas o analiticas como un espacio topolégico por si solo. Desde esa direccién
mads abstracta, la funcién S resulta ser un homeomorfismo también. Para una discusiéon de este
hecho, referimos a los articulos [25], [35]. Para concluir este trabajo, analizamos un ejemplo en
el que nuestra correspondencia da una descripcion explicita.

6.2. El espacio M,

De la correspondencia 6.1.1 vemos que una descripcién explicita de My, podria deducirse
de un cociente apropiado. A saber, de poder definirse una accién de R’} equivariante bajo S,
podriamos cancelar su factor correspondiente. Sin embargo, no hay una accién significativa de
R’ en RGB?,‘ﬁt salvo cuando n = 1, que describimos a continuacién.

Observemos que el grupo multiplicativo R™ actta tanto en RGg‘ﬁt como en RGBI;;3t por
multiplicaciéon de longitudes de aristas. Un automorfismo de I' actia permutando las aristas, de
manera que la accién de R" induce una acciéon en Rngﬁt que es compatible con la accién de
Aut(T'). Asi, analicemos los espacios RG;‘,?/ R*.

Recordemos que las celdas racionales de RGg‘ﬁt tienen forma

R

Aut(T)’

Definicién 6.1. Escribamos A(1,2,...,n) para denotar el interior de la cerradura convexa de los
vectores candnicos e1, ey, .. .,e, en R Diremos que A(1,2,...,n) es el n—simplejo estandar en
R".

Notemos que la frontera del simplejo estdndar es una unién de simplejos de dimensiones

menores. El espacio IRi(r) es un cono sobre A = A(1,2,...,e(I')), de manera que el cociente de

]Ri(r) por la acciéon de R™ es simplemente A. Puesto que la accién de R es compatible con la

de Aut(T'), vemos que cada celda racional de RGy,, se proyecta al simplejo racional

A(1,2,...,e())
Aut(T)

Asf, RGg/‘ﬁt/ Rty RGBEﬁt/ R™ son uniones disjuntas de simplejos racionales. Esto es conocido
como un complejo simplicial racional. De nuevo, la compatibilidad de la accién de R con la de
Aut(T') implica que estos complejos son orbifolds modelados sobre las vecindades

Xmet/RY Xmet/RY
Aut(T) ~ Auty(T)

respectivamente. Recordemos que el espacio er“ft es homeomorfo a ]Ri(r) x Re4m(T) en don-
de codim(T) = 6g +3n —6 —e(I'). Asf, tenemos que XZf' /R es homeomorfoa A(1,2,...,e(T') x

Reodim(I) M4s adn, el simplejo A(1,2,...,e(T)) es homeomorfo a Re(M-1 por lo que tenemos
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que RGyg,/R™ es un orbifold localmente modelado por

R4 A(L,2,...,e(G) x Reodim(T)

o~

Aut(T) Aut(T) ’

en donde d = (e(I') —1) + (6g +3n — 6 —e(I')) = 6¢ + 3n — 6. Similarmente, podemos
sustituir RGy' por RGBZY! y Aut(T) por Auts(T) en las expresiones previas. Asi, tenemos
que los complejos racionales RGg/R™ y RGBY}'/R™ son orbifolds. La compatibilidad de sus
modelos locales se sigue de la compatibilidad de las cartas orbifold de RGE{‘,‘;’t y RGB;‘,?.

De misma forma, notemos que R acttia naturalmente en el segundo factor del espacio
Mgn x Rt por multiplicacién, mientras que no tiene efecto en My ;. A saber, r > 0 transforma
(X,p1,---sPn), (oo ) en (X, p1,-.., pn), (rly, ..., 7ly). Asi, el espacio cociente correspondien-
te es

Megn X RY RY

RJF :Mg’nXﬁ:Mg’nXA(l,Z,...,n).

Escribamos S : Mg, x R — RGBg},St para denotar el homeomorfismo del teorema 6.1.1. La
accién de R es equivariante bajo S: dadas una r > 0 y una superficie decorada (X, v), tenemos
que r- = (X, rv). Esto corresponde a elegir el tnico diferencial de Strebel sobre X cuyos ciclos de
trayectorias horizontales tienen las longitudes descritas por rv. Si I'y es la grafica critica inducida
por v, tenemos que I'y, estd en la misma clase que S(X, v), pues la estructura topologica de I', no
es modificada por r, y vemos que 'y, corresponde a un etiquetado distinto de las aristas de I',.
Topol6gicamente, r escala de manera uniforme las circunferencias de cada cilindro con el que
construimos X a partir del diferencial asociado a v. Asi, vemos que S(X,rv) =r- (X, v).

Esto implica que S desciende a un homeomorfismo

A(1,2,...,e(T))

~ t
Mgn x A(1,2,...,n) ZRGBg =[] Auts(T)

T€RGBy,,

En particular, cuando n = 1 tenemos que A(1) es simplemente un punto, y obtenemos una
presentacion de M , como un orbifold topolégico.

A(L2,...e(T)
Aut(g(l“)

6.3. Notas y referencias

Este tltimo capitulo sigue la pentltima seccién de [32]. De misma forma que en el articulo,
exhibimos la biyeccién 6.1 utilizando el teorema [42] para asignarle a cada superficie de Rie-
mann marcada y decorada una gréfica de listones métrica. Utilizamos el sistema canénico de
coordenadas descrito en el capitulo 5, que nos da una descripcién concreta de una superficie
de Riemann, para probar que ¢ desciende al cociente buscado. La prueba sigue completamente
a [32]; la hemos reescrito para hacerla méas explicita y entendible, pero no ha sido demasiado
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alterada: la prueba de Motohico y Penkava es bastante completa.

Finalizamos presentando al espacio Mg, § > 2, como un complejo racional. De igual for-
ma, seguimos fielmente la seccién 5 del articulo [32]. Referimos a [6] para una discusién sobre
otros modelos combinatorios de My, y sus diversos usos. Referimos a [31] para una exposicién
distinta pero equivalente de la construccién del modelo que elegimos presentar.



Capitulo 7

Apéndice

7.1. Graficas y mapas

Figura 7.1: Esta grafica de listones tiene s6lo una componente de frontera y no admite una
orientacién: para poder recorrer su frontera en un ciclo dirigido, al menos una arista debe tener
la misma direccién en sus dardos. Esta grafica representa un encaje en el plano proyectivo real.

Puesto que en este trabajo seguimos principalmente a [32] utilizamos la definicién de gréfica
y de grafica de listones utilizada ahi. Sin embargo, en [5], N. Biggs da una nocién un poco
més abstracta que incluye naturalmente el concepto de media arista sin necesidad de hablar de
refinamientos, y es como sigue.

Definicién 7.1. (Biggs). Una grafica es una cuaterna G = (E,V,A,T) en la que E y V son con-
juntos finitos, A : E — V es suprayectiva y 7 : E — E es una involucién.

La funcién T juega el papel de « en el sistema de rotaciones que describimos en el capitulo
3. Esto es, T determina qué medias aristas conforman una arista de G. Observemos que T puede
fijar elementos de E, que interpretamos como medias aristas libres. En un hipermapa, bajo la
convencién que hicimos antes, un punto fijo de T corresponde a la arista adyacente a un vér-
tice blanco de grado 1. La suprayectividad de A implica que no hay vértices aislados, pero la

126
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definicién es suficientemente general para permitir gréficas disconexas. Cuando T no tiene pun-
tos fijos, podemos recuperar la definicién de Motohico construyendo la relacién de incidencia
i:E— V xV/S, apartir de A. A saber, hacemos i(e) = {A(e), A(T(e))}.

Ahora, es facil definir un mapa.

Definicién 7.2. Sea G una gréfica con esta definicién. Una rotacion suave en G es una permutacioén
p:E— Etalque Aop = A.

Observemos que las 6rbitas de p son los conjuntos A~!(v), v € V. Observemos que este
concepto hace precisa la nocién intuitiva de un orden ciclico asociado a la vecindad de un
vértice. La permutacion p permuta las medias aristas adyacentes a un vértice fijo y, como vimos,
basta para construir un encaje de G en una superficie orientada. Asi, diremos que un mapa es
una pareja (G,p), en donde G es una grafica y p una rotacién suave en G. De nuevo, cuando
G no es conexa y su involucién no tiene puntos fijos, (G, p) coincide con el mapa asociado al
sistema [T, Tp~!]. En analogia con la definicién de ¢ = ac~! para cierta constelacién, las 6rbitas
de la permutacién pT corresponden a ciclos de aristas que conforman las caras del mapa (G,p),
y les asocian una orientacién consistente con los 6rdenes asignados a sus vértices adyacentes por
p. Esto nos permite pegar discos orientados como hicimos antes para construir una superficie
orientada en la que G se encaja.

7.1.1. Gréfica Dual

En este trabajo usamos un poco la nocién de gréfica dual para entender la estructura de las
expansiones locales de una gréfica de listones I'. Usando la descripcién combinatoria de I" es
facil dar una definicién abstracta para su grafica dual, I'+. Recordemos que fue la grafica dual de
. la que exploramos previamente, que no es una gréfica de listones de acuerdo a la definicién
que usamos en el capitulo 4. No obstante, la siguiente definicién aplica perfectamente para *y.

Definici6én 7.3. Sea (G, p) un mapa. Su mapa dual es la pareja (G*, p*), en donde G* = (E*, V*, A*, T¥%)
satisface que E* = E, con ™ = 1, Vx = E/pt, y la funcién A* : E — E/pT es el cociente que
envia e € E a su 6rbita bajo la permutacién pt.

Los vértices del mapa dual (G*, p*) son las caras de (G, p). Abstractamente, sus aristas son
las aristas de G, pero la relacién de incidencia es distinta. En el mapa dual, las aristas tienen
por extremos las caras de las que forman parte. Esto coincide con la construccién geométrica e
intuitiva que describimos previamente.

7.2. Espacios de méduli

En esta seccién hacemos un poco mds formal la discusién del problema de méduli. Repro-
ducimos la discusién de [33] y [13]. Para el caso particular de curvas complejas de género g,
referimos a [11] [15] para una descripcion de la construccién analitica de Mg y M, ;,, obteni-
dos como orbifolds a partir de la accién del grupo modular' de la superficie de género g (con n
ponchaduras para My ) en su espacio de Teichmiiller correspondiente.

! También conocido como Mapping Class Group en la literatura.
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Fijemos una coleccién A de objetos algebraicos con una nocién ~ de equivalencia. Para My, los
objetos de interés son curvas proyectivas no singulares, y ~ es la relacién de biholomorfismo.
Mas generalmente, podemos pensar que los elementos de A son esquemas, con su nocién corres-
pondiente de isomorfismo. A grandes rasgos, un problema de méduli consiste en describir el
espacio de clases A/ ~ de una forma que permita formalizar la presencia de familias continuas
de objetos en A. El primer paso es definir una nocién correcta de familia de objetos en A.

La idea es la siguiente: una familia de objetos en A sobre la variedad S es una coleccién de
objetos X indexados por S de modo que se acomodan a la estructura de S.

Ejemplo 7.1. Supongamos que los objetos de A son variedades proyectivas, y ~ denota isomor-
fismo de variedades. Una familia de objetos de A parametrizada por una variedad S es una
variedad X y un morfismo propio y plano f : X — S para el cual f~!(a) es un objeto a de A.

La nocién de morfismo plano es técnica, pero evita casos patolégicos de familias que no
coinciden con la intuicién de variacién continua: a saber, si f : X — S es plano, todas las
componentes de todas las fibras de f tienen la misma dimensién.

La definicién de familia sobre un espacio B depende de las particularidades de cada problema
de méduli. Sin embargo, cualquier nocién de familia debe satisfacer las condiciones siguientes:

» Hay una nocién de equivalencia de familias sobre la variedad S, de modo que si S es un
punto *, esta nocién se reduce a la relacién ~ de A. También denotamos a este equivalencia
de familias por ~.

» Para cada morfismo ¢ : S’ — Sy cada familia X sobre S hay una familia inducida ¢*X
sobre S’. Mds atin, esta induccion satisface:

(pog) =¢" 09", 15X =X

endonde ¢ : S’ — S, ¢' : ” — S’ son morfismos, y es compatible con la relaciéon ~ en A.
A saber, X ~ X' siy s6lo si ¢p*X ~ ¢p*X'.

Esto es, buscamos que la nocién de familia admita pullbacks. Retomando el ejemplo 7.1, buscamos
un diagrama como el siguiente:

°f f

Fijemos S y denotemos por F(S) al conjunto de clases de equivalencia de familias sobre S. Las
condiciones anteriores nos dicen que F es un funtor contravariante. En nuestro ejemplo, F es
un funtor entre la categoria de variedades algebraicas a la categoria de conjuntos. Bajo F, cada
morfismo ¢ : Y — X da al pullback ¢* que transforma clases de equivalencia de familias sobre
X en clases de familias sobre Y, de acuerdo a las condiciones previas.

Asi, un problema de méduli consiste en una forma de hacer concreta la nocién de familia y
equivalencia de familias, para nuestra coleccién A y relacién ~.

Definicién 7.4. Sea ¥ : C — Set un funtor contravariante. Decimos que Y es representable si existe
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un objeto M € C y una transformacién natural 7 : ¥ — Hom¢(—, M) que es un isomorfismo
de funtores.

X ¥(X) —X 5 Hom(X, M)
; \ruﬁ [ *
Y ¥(Y) — Hom(Y, M)

Ahora, supongamos por un momento que M es una variedad que, como conjunto, coincide
con A/ ~. Para cada familia X sobre S tenemos una funcién

vx:S—= M, vx(s)=[Xs]

A saber, vy asocia a cada punto de s la clase de equivalencia de X;. Supongamos que este vx
es un morfismo, y denotemos por Hom(S, M) al conjunto de morfismos de S en M. Tenemos

entonces una funcién 1(S): F(S) = Hom(S, M), [X]~ > vx
de forma que obtenemos la transformacién natural
n:F — Hom(—,M).

Nos interesa que esta transformacién natural sea un isomorfismo de funtores:

Definicién 7.5. Un espacio de méduli fino para el problema de méduli con funtor asociado F
es una pareja (M, 17) que representa al funtor F.

Fijemos un espacio de méduli fino (M, 7). Puesto que identificamos una familia sobre un
punto con un elemento de A/ ~, vemos que

D(x) : F(x) — Hom(x, M)

es una biyeccion en donde podemos hacer las identificaciones naturales A/ ~= F(x)y Hom(x, M) =
M, donde * denota un punto particular. Para una variedad S, la inclusién {s} — S es un mor-
fismo que induce el siguiente diagrama conmutativo, bajo la transformacién natural #:

S F(S) — " Hom(S, M)
: [XJH[XS}=17<1>[ lzpwp(s)
{s} F({s}) o Hom({s}, M) = M

en donde, de acuerdo a la notacién previa, #(S)(X) = vx. Asi, tenemos 7(S)(X) = #5(s) o
vx, que denotamos VS(. Ahora bien, el morfismo 1,4 determina una familia U sobre M, salvo
equivalencia. Dada una familia X sobre S, tanto X como v (U) corresponden al morfismo v :



CAPITULO 7. APENDICE 130

S — M,y X ~ v (U). En particular, los puntos de M estén en correspondencia con las clases
de objetos de A. Esta construccién nos da otra definicién para el espacio M.

Definicién 7.6. Un espacio de méduli fino es una variedad M acompanado de una familia uni-
versal U sobre M tal que, para cada familia X sobre S hay un tinico morfismo ¢ : S — M para
el que X ~ ¢*U.

Esto es, cualquier familia sobre S se obtiene a partir de un tnico pullback de la familia uni-
versal. Como hemos discutido previamente, no es comun tener espacios de méduli finos. Para
obtener un espacio grueso, se relaja la condicién sobre 77 en 7.5 a ser sélamente una transforma-
cién natural.

Definicién 7.7. Un espacio de méduli grueso para un cierto problema de méduli con funtor
asociado F es una variedad M con una transformacién natural

n:F — Hom(—, M)

tal que 7(*) es biyectiva, y para cada variedad N y cualquier transformaciéon natural ¢ : F —
Hom(—, N) hay una tnica transformacién natural

®: Hom(—, M) — Hom(—,N)
tal que p = Poy.

Consideraciones similares nos llevan a la siguiente definicién equivalente.

Definicién 7.8. Un espacio de méduli grueso es una variedad M y una funcién biyectiva f :
A/ ~— M para la que para toda familia X sobre la variedad S, f o vx es un morfismo, y para
cada variedad N y transformacién natural ¢ : F — Hom(—,N), la funcién ¢(*) o f~ es un
morfismo también.

7.3. El modelo combinatorio

Al estudiar el espacio de las graficas de listones métricas optamos por identificar R’} con

IRE(F). Sin embargo, es posible lidiar directamente con la topologia del espacio de funciones
reales positivas definidas en E(T).

Para una gréfica de listones I' con frontera etiquetada, denotemos por Mr al conjunto de
las funciones I : E(T) — R tales que para cada ciclo no trivial ej,...e; en I se tiene que
I(e;) > 0 para al menos una de las ¢;. Similarmente, denotamos por Mr al conjunto de funciones
I reales y no negativas tales que cada componente de frontera de I’ tiene una arista e con I(e) >
0. Observemos que Mr C Mr, pues es posible que un lazo de T, correspondiente a un ciclo
trivial de aristas, determine una componente de frontera. Los espacios Mr y Mr son subespacios

. r . .
abiertos de ]R’i(o ), Supongamos que e es una arista en I' que no es un lazo. La contraccién de I’
/ _ .o . . - -
en I'' = I'/e induce inclusiones Mp — My, My — My

dadas por hacer I/(e) = 0. En efecto, como discutimos en el capitulo 3, la contraccién de una
arista con extremos distintos no cambia su estructura topolégica, de forma que preserva las
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componentes de frontera. Siguiendo a [25], construimos una categoria I'y , en la que los objetos
son gréaficas de listones conexas con n componentes de frontera marcadas y cuyos espacios totales
tienen género g. Los morfismos son isomorfismos de graficas de listones que preservan marcas
(en la frontera), y los morfismos inducidos por contracciones que preservan marcas. Entonces

las asociaciones Mr, Mr : Tg, — Top

dadas por el diagrama E(T)
I — Ry,

m ES———— i

r— 5 rRED)

son funtores contravariantes. El espacio RGBE}T,‘qet resulta ser el colimite del funtor Mr. A su vez, el
colimite de M resulta ser equivalente a un factor del espacio Mg, la compactacion de Deligne-

. 1y . b .
Mumford de M. Los objetos de este dltimo espacio, que denotamos M;O,Iln , surgen a partir del
concepto de grafica estable:

Definicién 7.9. I" es una gréfica estable si es una grafica de listones acompafada de la siguiente
informacién:

1. El conjunto S C V(T') de todos los vértices de grado 1 o 2.

2. Una relacién de equivalencia en S, que denotamos ~.

3. Una funcién g : S/ ~— Zxg

para las que se satisface que para cada [c] € S/ ~, tenemos 2 —2¢([c]) — |[c]| < 0y la grafica
I'/ S inducida por la identificacién de todos los vértices en S es conexa.

——rcomb . . s L
Los puntos de M;O,in corresponden a clases de equivalencia de graficas estables métricas con
frontera etiquetada, para las que se satisface

2-2g=n=o(l) —e(0) =28l + T (250D
cleS/~

La terminologia proviene de la nocién de curvas estables, los objetos parametrizados por el espa-
cio Mg ,. Bajo esta nocién, que omitimos, es posible definir una relacién de equivalencia natural

. . . 5ycomb
entre curvas estables marcadas que permite construir al espacio Mg,n concretamente como

un cociente Mg,n en Mg,n. La teorfa de diferenciales de Strebel se extiende a superficies de
Riemann no compactas, dando una funcién continua

——comb

. ;
Mg, — Mgn xRY

que resulta un homeomorfismo, y que generaliza la biyeccién que construimos en el teorema
6.1.1. En efecto, esta construccién produce el homeomorfismo S.
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