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Introducción

Desde su invención, el análisis complejo ha estado sentado en la intersección del álgebra, la
geometría, el análisis y, a través del trabajo de Riemann, la topología. En el estudio de la variable
compleja, uno rápidamente encuentra la aparente contradicción de una función multivaluada f .
Siguiendo a Cauchy, uno obtiene la construcción de las ramas de f , definidas en un plano que
ha sido cortado a lo largo de cierta curva. El ejemplo clásico es el de los logaritmos complejos,
cuya ambigüedad se sigue de la ambigüedad en el argumento de un z ∈ C. En su tesis doctoral,
Riemann describe una construcción en la que pega de forma adecuada los distintos planos
cortados en donde f se especializa, de forma que obtiene un espacio para el que f toma un
valor en cada uno de sus puntos. Añadiendo coherentemente un punto al infinito a C, esta
construcción produce una cubierta ramificada X de la esfera de Riemann, S. Cabe notar que esta
construcción precede a la noción abstracta de superficie, de modo que tomó tiempo llevarla al
lenguaje topológico con el que hoy se presenta este objeto. La definición abstracta y más formal
de superficie de Riemann fue introducida por Weyl [46], aunque Weyl da crédito a Klein.

Por otro lado, el Teorema de Riemann-Roch y los grados de libertad al variar los puntos
críticos en S para construir a X llevaron a Riemann a sospechar que la estructura compleja de
una superficie compacta de género g depende de 3g − 3 parámetros complejos, g > 1. Así, la
idea heurística de esta cuenta de parámetros afirma que el conjunto de clases de isomorfismo de
superficies de Riemann compactas y de género g, que denotaremos por Mg, “tiene dimensión
3g− 3”. En los disfraces más modernos para la superficie X también tenemos nociones naturales
de variación. A saber, podemos pensar en X como una curva compleja no singular C dada por
el polinomio f ∈ C[z, w]: uno podría esperar que una pequeña perturbación en sus coeficientes
produzca otra curva singular C′ que, con suerte, no es equivalente a C. Similarmente, el Teorema
de Uniformización de Poincaré y Koebe nos permite entender a X a partir de la representación
de su grupo fundamental en el grupo PSL(2, R), en donde tenemos topología, y una noción de
modulación de parámetros.

Así, para hacer sentido de estos 3g− 3 grados de libertad, es necesario hacer precisas estas
nociones intuitivas. En efecto, como se discute en [1], el primer problema de móduli consistió en
dar sentido a la afirmación de Riemann sobre la “modulación” de las estructuras complejas. La
historia del desarrollo de estas ideas es larga y emocionante, y transformó profundamente el en-
tendimiento de muchas áreas de las matemáticas. Referimos a la bonita monografía de A’Campo,
Ji y Papadopolous, [1]. En cuanto a estos problemas, el trabajo de varios de los matemáticos más
famosos de los siglos XIX y XX culminó en el desarrollo de la noción de espacio de móduli y de
la teoría de Teichmüller, que continúa hasta hoy. En esencia, el problema de móduli de Riemann
consiste en formalizar la noción de una familia de superficies de Riemann compactas y de géne-
ro g, y en obtener un catálogo Mg que parametrice de forma satisfactoria al conjunto Mg. Este
problema resulta técnico y complicado, y puede ser atacado desde el punto de vista analítico,
introducido por Teichmüller, o desde el algebraico, presentado por Deligne y Mumford.
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Para fijar ideas, denotemos por Sg a la superficie compacta de género g ≥ 2, A grandes
rasgos, Teichmüller construye el espacio Tg de superficies de Riemann marcadas por un cierto
homeomorfismo a su superficie subyacente Sg, módulo isotopías. Tg resulta tener dimensión
compleja 3g− 6. En este contexto, el llamado grupo modular de la superficie Sg, Mod(Sg), actúa de
forma que el cociente Tg/Mod(Sg) es un espacio que casi es una variedad; a saber, es un orbifold
de dimensión real 6g− 6, que esclarece la intuición original de Riemann. Así, escribimosMg :=
Tg/Mod(Sg), y lo llamamos el espacio de móduli de Riemann. Si bienMg es un espacio topológico,
su estructura de orbifold carga con información adicional, relacionada a los puntos fijos de la
acción de Mod(Sg). Los puntos singulares provienen de superficies de Riemann especialmente
simétricas. Una forma de hacer más homogéneo este espacio es introducir puntos marcados en
la superficie, de forma que, apelando al teorema de automorfismos de Hurwitz, cada superficie
marcada en n puntos admita únicamente a la identidad como automorfismo que preserva las
marcas. Denotamos por Sn

g a una superficie de género g con n puntos marcados. Hay tanto un
espacio de Teichmüller como un grupo modular análogos para Sn

g , y Mg,n = Tg,n/Mod(Sn
g) da

al espacio de móduli correspondiente.

Con ánimos de describir la cohomología deMg,n, es conveniente utilizar al espacio de móduli
decoradoMg,n ×Rn

+. El trabajo de Harer [11], Mumford [26] y Penner [35] permite, además, dar
una descripción elemental deMg,n×Rn

+ a partir de las clases combinatorias de gráficas encajadas
en la superficie de género g con n marcas. El espacio de estas clases, que denotamos RGBmet

g,n
da un modelo combinatorio para el espacio decorado de móduli, y la noción de contracción de
Whitehead para gráficas encajadas le da una estructura natural de orbifold. Esta estrategia, que
parte del punto de vista conforme, se basa en resultados de Strebel [42], y consiste en asociar una
gráfica métrica a una superficie de Riemann decorada: a saber, le asocia la gráfica crítica de cierto
diferencial cuadrático especial sobre la superficie. La estrategia de Penner [35], por otro lado,
utiliza un polígono uniformizante de Sn

g e introduce coordenadas al decorar sus vértices ideales
con horociclos, uno sobre cada una de las marcas. Estas estrategias producen un haz trivial
sobre Mg,n, así como estratificaciones del espacio total Mg,n ×Rn

+ que son combinatoriamente
equivalentes [34], pero geométricamente distintas.

En [11], Harer y Zagier utilizan este modelo combinatorio para describir algunos grupos de
cohomología de Mg,n, y computa su característica de Euler orbifold. En [25], Kontsevich usa el
modelo combinatorio para demostrar la conjetura de Witten, dando una equivalencia entre dos
teorías cuánticas de gravedad en dos dimensiones. En esta dirección, el espacio decoradoMg,n×
Rn

+ está íntimamente relacionado con una de las posibles compactificaciones de Mg,n, de gran
interés para la teoría de intersecciones y en especial la geometría enumerativa. A saber, la noción
de curva estable, que Deligne y Mumford utilizan para compactificar Mg,n tiene su análogo
combinatorio en las gráficas de listones estables, como se explica en [26], [25], [6]. La información
que uno puede obtener a partir de considerar objetos combinatorios es sorprendente. En [6],
por ejemplo, M. Chan explica cómo otros complejos de gráficas permiten utilizar métodos de
geometría tropical para describir la cohomología racional de los espacios de móduli de Riemann.

El propósito de este trabajo es dar una presentación autocontenida de este modelo combi-
natorio, así como una introducción a nivel licenciatura de las superficies de Riemann. Para ello,
desarrollamos las ideas básicas de la teoría de superficies de Riemann compactas, los diferen-
ciales cuadráticos y los llamados mapas en superficies, una noción equivalente a la de gráfica de
listones. Nuestra intención es dar un acercamiento a la teoría de espacios de móduli a través del
lenguaje elemental de la teoría de gráficas. Una vez sentadas las bases, seguimos la estrategia de
Mulase y Penkava en [32] para describir este modelo. Construiremos un sistema de coordenadas
canónico para una superficie de Riemann marcada, una vez elegida una decoración con números
reales, utilizando un diferencial cuadrático especial. Esto permite dar una descripción topológica
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deMg,n que, como hemos mencionado, tiene diversas aplicaciones. El plan es el siguiente:

En el capítulo 1, revisamos las nociones elementales de la topología de superficies y explora-
mos las primeras herramientas de la topología algebraica, como la importante relación entre el
grupo fundamental de un espacio arcoconexo y sus espacios cubrientes.

En el capítulo 2 presentamos y desarrollamos el concepto de superficie de Riemann. Después
de dar algunas propiedades elementales, describimos dos maneras de entender a una superfi-
cie de Riemann abstracta S: como una cubierta ramificada de la esfera y como el cociente de
una acción por un grupo de isometrías hiperbólicas. La primera está basada en el Teorema de
Riemann-Roch, que implica la existencia de una función meromorfa no constante sobre S, y sobre
el Teorema de Existencia de Riemann, que permite construir a S a partir del grupo fundamen-
tal de una esfera perforada. La variación continua de las perforaciones sugiere una modulación
de la estructura de S. Así, pasamos a una descripción introductoria de la noción de móduli de
superficies, y construimos el espacio de estructuras complejas del toro como un ejemplo.

En el capítulo 3 presentamos la noción de mapa como una gráfica dibujada sobre una super-
ficie, siguiendo la noción de constelación usada en [26] y [19]. Esto permite describir una gráfica
encajada utilizando un conjunto ordenado de generadores para una representación por permu-
taciones del llamado grupo cartográfico orientado, un objeto íntimamente relacionado al problema
de Galois inverso y a los dessins d’enfants, como se describe en [40] y [10]. Utilizamos el concepto
de mapa para hablar naturalmente de una gráfica de listones, y para dar una descripción concreta
de sus grupos de automorfismos.

En el capítulo 4, exploramos el concepto de las gráficas de listones, también llamadas fat-
graphs en la literatura, y estudiamos el espacio de las gráficas de listones métricas. Para ello,
iniciamos describiendo la noción de orbifold, objeto que surge como una generalización natural
de las variedades, cuando uno piensa en una variedad como el espacio de órbitas de una acción
propiamente discontinua y libre. Permitir acciones más generales (a saber, con estabilizadores
no triviales) permite acercarse a la motivación detrás de la definición técnica de orbifold. Des-
pués, seguimos la descripción de Mulase y Penkava en [32] para definir el espacio de gráficas de
listones métricas con un número fijo de caras como un orbifold diferenciable.

En el capítulo 5 estudiamos los diferenciales cuadráticos meromorfos, objetos analíticos profun-
damente relacionado con la teoría de Teichmüller de superficies. Centramos nuestra atención en
un diferencial cuadrático especial asociado a una superficie marcada y decorada (S, M), descrito
originalmente por Jenkins [18] y Strebel[42]. Utilizamos este diferencial q cuadrático para obte-
ner una triangulación de (S, M) que nos permite construir un sistema de coordenadas canónico
para la superficie S, y una gráfica de listones Γq dada por las trayectorias singulares de q.

Finalizamos con el capítulo 6, en donde describimos una correspondencia entre el espacio
de gráficas de listones métricas y el espacio de móduli de Riemann, salvo por un factor Rn

+ de
decoración. Para ello, replicamos la construcción de las coordenadas canónicas de una superficie
para pegar abiertos a una gráfica de listones métricas, de modo que recuperamos una superficie
de Riemann marcada con un diferencial cuadrático meromorfo que coincide con su diferencial
de Strebel-Jenkins, en una instancia de un proceso más general descrito, por ejemplo, en [40].

Al final de cada capítulo incluimos un breve resumen de las equivalencias entre este trabajo
y las referencias usadas para escribirlo, entre otras notas sobre el contenido. Todas las figuras
son originales y fueron realizadas con Inkscape.



Capítulo 1

Elementos de la topología de
superficies

En este capítulo, describimos brevemente las nociones básicas de la topología de superficies.
Estudiamos la asociación de un invariante algebraico a un espacio X, conocido como el grupo
fundamental. Presentamos la teoría básica de espacios cubrientes, también conocidos como re-
cubrimientos, o bien, cubiertas. Por último, estudiamos la relación entre los espacios cubrientes
de X y la estructura de su grupo fundamental.

1.1. Superficies

Una superficie es una variedad topológica de dimensión 2, que definimos a continuación.

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Decimos que X es una variedad topoló-
gica de dimensión n si su topología tiene una base numerable y es localmente euclidiano. Esto es,
para cada x ∈ X hay una vecindad abierta U ⊆ X de x, un abierto V de Rn y un homeomorfismo
φ : U → V.

Llamamos a las funciones (U, φ) las cartas de X. Abusando del lenguaje, también llamamos
así a las propias funciones, y a los abiertos donde están definidas.

Observemos que cuando dos cartas φ y ψ tienen dominios que se intersecan, la función
ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V) → ψ(U ∩ V) es un homeomorfismo. El dominio y contradominio de esta
función son abiertos de Rn, de modo que uno podría preguntarse si dicha función de transición
tiene propiedades adicionales, familiares para campos vectoriales: en efecto, añadir el adjetivo
“diferenciable”, “suave”, “analítica” a estas funciones cambia correspondientemente el adjetivo
que acompaña a la variedad. Más adelante trabajaremos con superficies de Riemann, donde
estas transiciones son biholomorfismos.

Cualquier espacio euclidiano Rn es un ejemplo de una variedad topológica. La gráfica de
la función x 7→ x2 es una 1-variedad, con la proyección en la primera coordenada como una
carta global. El círculo es una 1-variedad compacta: para construir cartas, basta notar que las
funciones f (x) = ±

√
1− x y f (y) = ±

√
1− y son inyectivas en (0, 1). Sin embargo, también

7
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es posible utilizar las proyecciones estereográficas desde los polos para definir cartas en S1. Los
ejemplos de superficies son ubicuos: los subconjuntos abiertos de R2, la esfera, el toro, el plano
proyectivo. Observemos que la unión de superficies es también una superficie, de forma que una
superficie no es necesariamente conexa.

Una de las propiedades más agradables de las superficies compactas es que están determi-
nadas por características que son fáciles de visualizar, como describimos a continuación. Deno-
temos por S2, T2 y P2 a la esfera, el toro y el plano proyectivo real, respectivamente. Tomemos
las superficies X1 y X2, y sean D1 ⊂ X1, D2 ⊂ X2 discos topológicos. Toemos un homeomor-
fismo1 f : δD1 → δD2, y sea S = X1 \ D1 t X2 \ D2 La suma conexa de X1 y X2 es el espacio
cociente resultante de identificar x con f (x) en S, denotado por X1#X2. El espacio X1#X2 resulta
ser una superficie, y su clase de homeomorfismo no depende de la elección de f ni de los discos
Di. Referimos a la sección 6 de [29]. Con esta terminología, tenemos el siguiente teorema de
clasificación de superficies.

Teorema 1.1.1. Cualquier superficie compacta y conexa es homeomorfa a exactamente una de las siguien-
tes superficies:

S2

T2 # · · · # T2

P2 # · · · # P2

Para una prueba completa de este teorema, referimos al artículo [43]. La suma conexa de n
toros es fácil de imaginar como una esfera con n asas. A priori no es evidente que sumas del
tipo T2#P2#P2 resulten ser homeomorfas a una de las superficies especificadas por el teorema;
no obstante, este es el caso. Por ejemplo, la superficie T2#P2 resulta homeomorfa a P2#P2#P2.
Una forma de convencerse de ello es a través de la noción de característica de Euler. Referimos
al ejemplo 1.1.

El teorema anterior es importante porque motiva una primera definición de la noción de gé-
nero. Si una superficie es homeomorfa a la suma conexa de n toros, decimos que es la superficie
orientable de género n. En este sentido, basta con contar las asas que tiene la presentación de algu-
na superficie orientable para reconocerla2. En analogía, decimos que la superficie no orientable
de género n es una homeomorfa a P2# . . . #P2. Convenimos en que S2 es la superficie compacta
de género 0, homeomorfa a la suma conexa de 0 toros, por vacuidad. La prueba del teorema de
clasificación se basa en el estudio del grupo fundamental de una superficie, que definiremos más
adelante.

La orientabilidad es una característica más general que puede ser definida para superficies
no compactas, e incluso superficies que tienen frontera. La definición formal de orientabilidad
para una superficie X es un poco técnica: puede ser dada formalmente a través de grupos de
homología para n−variedades en general, como en la sección 3.3 de [14], pero nos limitaremos a
una noción más intuitiva. Antes, generalicemos un poco nuestra noción de superficie. Denotemos
por H̄2 al conjunto {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0}, que llamaremos el semiplano superior cerrado.

Definición 1.2. Tomemos un espacio topológico X, Hausdorff y con una base numerable. Dire-
mos que X es una superficie con frontera si para cada x ∈ X hay una vecindad abierta U ⊆ X
de x, un abierto V de H̄2 y un homeomorfismo φ : U → V.

1Por ejemplo, ya que X1 y X2 son localmente euclidianas, podemos elegir homeomorfismos hi : Si → δDi , 1 ≤ i ≤ 2,
de manera que f = h2 ◦ h−1

1 .
2Esto es más difícil de lo que a primera vista puede parecer. Una superficie abstracta no está encajada en un espacio

en el que podemos “ver” la superficie.
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Más generalmente, reemplazar H̄2 por el semiespacio superior cerrado H̄n permite definir
una variedad con frontera de dimensión n. Tomemos una superficie con frontera X. Si x ∈ X
va al eje real bajo alguna carta φ, lo mismo sucede para cualquier otra carta coordenada. Así,
diremos que x es un punto de frontera de X. El conjunto de estos puntos forma una 1-variedad,
no necesariamente conexa, que llamamos la frontera de X y denotamos por δX; el resto de los
puntos de x son llamados puntos interiores, y admiten una vecindad homeomorfa a un abierto
de R2. Esto implica que el conjunto X \ δX es una superficie, de forma que δX es un subespacio
cerrado de X.

Si X es compacta, δX es también un conjunto compacto, y sus componentes conexas son
entonces homeomorfas al círculo.3. Así, δX es homeomorfa a una unión finita de círculos ajenos.
Identifiquemos cada componente conexa C de δX con la frontera de una copia del disco cerrado
D̄ := {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1}. Como resultado, obtenemos un espacio de identificación compacto
S(X), pues es la imagen continua de la unión de dos compactos, X y la unión finita de copias
de D̄. Además, S(X) es una superficie: la proyección natural π : X → S(X) preserva las cartas
coordenadas en puntos interiores de X, mientras que los puntos interiores de cada copia de
D̄ son claramente puntos interiores de S(X). Por otro lado, si x ∈ δX es identificado por π
con un punto x̃ en una copia de S1, podemos tomar cartas (U ⊂ X, φ) y (U′ ⊂ D̄) de x y x̃,
respectivamente, con imágenes homeomorfas al medio disco M := H2∩D. En tales coordenadas,
π es representada por una identificación de las fronteras de ambas copias de M, que produce
un disco abierto homeomorfo a π(U ∪U′), haciendo de x un punto interior de S(X).

La construcción anterior nos permite caracterizar a X, una superficie compacta con frontera,
a través de su superficie asociada S(X). De esta forma, definimos el género de X como el género
de S(X), y lo denotamos por g(X). Diremos que X es orientable si S(X) es homeomorfa a la suma
conexa de g(X) toros, y que es no orientable en otro caso. Observemos que X está determinada,
salvo homeomorfismo, por su género, su orientabilidad, y el número de componentes conexas
de su frontera, que denotamos con b(X).

Si bien esto nos da una definición de orientabilidad para superficies con o sin frontera, es
preciso entender qué significa intrínsecamente. Intuitivamente, una superficie es orientable si
es imposible encajar un pequeño objeto sobre ella y moverlo continuamente hasta obtener su
imagen espejo. Más abstractamente, es imposible tomar un pequeño lazo orientado y moverlo
libremente por la superficie hasta regresar a su posición original, para encontrar que ahora tiene
la orientación opuesta. Si uno imagina a la superficie encajada en el espacio, esto equivale a la
noción intuitiva de que la superficie tenga dos “lados”. Una orientación de X es entonces una
elección consistente y continua de una dirección positiva para cada curva cerrada en X.

Otra forma de definir la orientabilidad de una superficie es a través de una triangulación
de X, un concepto de gran utilidad. Citamos la definición usada en [45], que aparece como la
definición 3.8.

Definición 1.3. Sea X una superficie, U ⊆ X, V ⊆ R2 abiertos, y φ : V → U un homeomorfismo.
Un triángulo ∆ en X es la imagen bajo φ de un triángulo cerrado contenido en V, digamos δ.
Una arista y un vértice de ∆ es la imagen bajo φ de una arista y un vértice de δ, respectivamente.
Decimos que una triangulación de X es una familia de triángulos T = {∆i | i ∈ I} cuya unión es
X y que posee las siguientes dos características:

La intersección de dos triángulos es ajena, o bien, una arista o un vértice común a ambos.

Cada arista de T es una arista de exactamente dos triángulos.
3En la sección 6 de [29] se enuncia la clasificación de las 1-variedades: salvo homeomorfismo, sólo tenemos a R y a

S1.
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Figura 1.1: Dos triángulos de T con orientaciones compatibles.

Dicho en un lenguaje más general, una triangulación es un complejo simplicial S , acompañado
de un homeomorfismo h : S → X. Sin embargo, no usaremos esta terminología. Una triangu-
lación de X es un caso particular de una descomposición celular, que definiremos al final de esta
sección.

Decimos que una superficie que admite una triangulación T es triangulable. En cada trián-
gulo de T, podemos elegir una orientación de las aristas de manera que construyamos un ciclo
dirigido. Esto es, podemos circular por la frontera del triángulo respetando las direcciones de
sus aristas. Esto da una noción de dirección para cualquier curva cerrada contenida en dicho
triángulo. Así, elijamos una orientación para cada triángulo de T. Si e es una arista que perte-
nece a los triángulos ∆1, ∆2 ∈ T, podemos decir que elegimos orientaciones distintas para e si
tomamos direcciones distintas para sus imágenes homeomorfas en δ1 y δ2. Si esto sucede, vemos
que la orientación de ∆1 y ∆2 es compatible, en el sentido en que se extiende a una orientación
del cuadrilátero que surge de su unión, como en la figura 1.1. Esta construcción es generalizable
a complejos de dimensión más grande. Referimos a la sección 5 de [29].

Definición 1.4. Tomemos una superficie X con una triangulación T. Diremos que X es orientable
si es posible orientar a los triángulos de T de manera que cada dos triángulos adyacentes reciben
orientaciones compatibles.

Una triangulación orientada de esta forma permite definir una dirección positiva para cual-
quier curva cerrada en X, pues yace dentro de un polígono triangulado cuya frontera indica
tal dirección. Más aún, podemos entender la noción intuitiva de mover continuamente un peque-
ño círculo orientado l sobre la superficie como una serie de desplazamientos de l paso a paso,
empezando en un triángulo particular y circulando la superficie por medio de una sucesión de
triángulos adyacentes. Por la consistencia de la orientación de T, vemos por qué es imposible
obtener el reflejo de l una vez que regresamos al triángulo original.

El siguiente teorema es bien conocido, y explica por qué podemos tomar la definición previa
como una definición satisfactoria de orientabilidad. Para una prueba, referimos al artículo [43].

Teorema 1.1.2. Toda superficie admite una triangulación.

Triangular un espacio topológico permite darle una descripción combinatoria, que resulta



CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE LA TOPOLOGÍA DE SUPERFICIES 11

extremadamente útil. Por ejemplo, dada una superficie compacta, podemos utilizar una de sus
triangulaciones para calcular su género.

Teorema 1.1.3. Tomemos una superficie compacta y conexa X de género g, y una triangulación T para
X. Sean V el número de vértices de T, E el de sus aristas y F el de sus caras. Entonces

V − E + F = 2− 2g si X es orientable,

V − E + F = 2− g si X no es orientable.

Llamamos al número χ(X) = V − E + F la característica de Euler de X.

Ejemplo 1.1. No es difícil convencerse de que si S1 y S2 son superficies, χ(S1#S2) = χ(S1) +
χ(S2)− 2, pues podemos producir una triangulación de S1#S2 a partir de triangulaciones de S1
y S2: basta elegir triángulos en cada Si como los discos a identificar para obtener S1#S2. Así,
la noción de orientabilidad y de característica de Euler basta para identificar una suma conexa
con su llamada presentación estándar. Por ejemplo, χ(T2#P2) = 0 + 1− 2 = −1. La presencia de
una crosscap nos dice que T2#P2 es no orientable4, y se tiene que 2 − g = −1 si g = 3. Así,
T2#P2 ∼= P2#P2#P2.

Más generalmente, podemos definir una descomposición poligonal para una superficie X de
manera similar. Es fácil imaginar cómo podríamos reemplazar una triangulación suficientemente
fina en una superficie por una descomposición por polígonos: si una cadena conexa de triángu-
los está contenida en una carta de X, podemos quedarnos con su frontera e ignorar sus divi-
siones internas para obtener un polígono. Recíprocamente, un polígono de k lados puede ser
triangulado añadiendo k− 3 diagonales, proceso que produce k− 3 caras nuevas también; así,
triangular una descomposición poligonal con V vértices, E aristas y F caras no cambia al número
V − E + F, de modo que es posible calcular χ(X) usando una descomposición más general que
una triangulación.

Ahora bien, la compacidad de X garantiza que cualquiera de sus triangulaciones tiene un
número finito de caras. Por otro lado, cualquier triangulación T de una superficie compacta X
con b(X) > 1 componentes de frontera debe tener un número finito de caras, de forma que
también podemos calcular V(T) − E(T) + F(T). La superficie con frontera más sencilla es el
disco cerrado D, y una triangulación suya, digamos TD, induce una descomposición poligonal
P de la esfera: a saber, si TD tiene k aristas en la frontera de D, basta con identificar un polígono
de k lados y δD adecuadamente. Así, V(P)− E(P) + F(P) = V(TD)− E(TD) + F(TD) + 1 = 2,
de modo que V(TD)− E(TD) + F(TD) = 1. Esto nos permite extender χ(X) a D, y por lo tanto
a toda superficie compacta con frontera X. A saber, X es el complemento de b(X) discos en la
superficie S(X), por lo que podemos extender T a una triangulación de S(X) si triangulamos
adecuadamente al disco cerrado D previo a su identificación con una componente de δX. Así,
tenemos el

Corolario 1.1.3.1. Sea X una superficie compacta y orientable de genero g con b componentes de frontera.
Si T es una triangulación de X con V vértices, E aristas y F caras, entonces V − E + F = 2− 2g− b.

Así, tenemos una definición de característica de Euler para cualquier superficie compacta,
con o sin frontera.

4En general, si una suma conexa incluye un P2 entre sus sumandos, el resultado es no orientable. Podemos ver esto
intuitivamente: podemos pensar en un crosscap como una puerta que permite “invertir” la orientación de un círculo
para permitirnos moverla hasta su posición original.
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La característica de Euler es quizás la invariante topológica más antigua utilizada para distin-
guir superficies, y halló su primer uso en el estudio de los poliedros, que pueden pensarse como
superficies descompuestas en polígonos. En la siguiente sección trataremos con otra invariante
topológica de mucho poder, el grupo fundamental. Antes, finalizamos esta sección definiendo
un objeto general que engloba a los conceptos de triangulación y descomposición poligonal, y
que usaremos en los últimos capítulos de este trabajo.

Definición 1.5. Diremos que un espacio topológico homeomorfo a Bn := {x ∈ Rn | ||x|| < 1}
es una n−celda abierta. Similarmente, una n−celda cerrada es un espacio homeomorfo a Bn :=
{x ∈ Rn | ||x|| ≤ 1}.

También diremos que una n−celda es una celda de dimensión n. Observemos que el interior
de una celda cerrada es una celda abierta. Sin embargo, no es verdad que la frontera de una
celda cerrada es una celda abierta.

Definición 1.6. Sea X un espacio topológico no vacío. Una descomposición celular de X es una
una familia E de celdas abiertas de diversas dimensiones para la que se satisface lo siguiente:

⋃ E = X.

Los elementos de E son ajenos a pares.

Para cada e ∈ E de dimensión n ≥ 1 existe una n−celda cerrada D y una función continua
φ : D → X tal que su restricción a Int(D) es un homeomorfismo sobre e, y φ(δD) ⊆ {e′ ∈
E | dim(e′) < n}.

Las primeras dos condiciones significan que E es una partición de X por n−celdas abiertas,
la tercera es una condición de pegado.

1.2. El grupo fundamental

En esta sección, definimos una poderosa herramienta para estudiar la topología de superfi-
cies: el grupo fundamental. La asignación de un grupo a una superficie surge como un primer
acercamiento a la descripción de sus agujeros, y nos permite utilizar las herramientas del álgebra
para estudiar problemas topológicos.

Definición 1.7. Una curva en X con punto inicial p y punto final q es una función continua
f : [0, 1] → X tal que f (0) = p, f (1) = q. Si f (0) = f (1) = p, decimos que f es un lazo basado
en p.

Aunque el concepto de homotopía entre funciones es más general, nos conformaremos con
la siguiente noción:

Definición 1.8. Dos curvas f y g con punto inicial p y punto final q son homotópicas relativo
a sus extremos si existe una función continua H : [0, 1]2 → X que satisface H(s, 0) = f (s) y
H(s, 1) = g(s) para cada s ∈ [0, 1].

Notemos que, para cada t, Ht = H(s, t) : [0, 1] → X es una curva con punto inicial p y
punto final q. Así, una homotopía entre dos curvas con mismos extremos formaliza la idea
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de “deformación continua” de una curva en otra. En particular, si p = q, cada Ht es un lazo.
Para un punto fijo p y el conjunto de los lazos basados en p es fácil notar que la relación ’son
homotópicos’ es de equivalencia. Por ello, también diremos que dos lazos homotópicos f y g
están en la misma clase de homotopía, y escribiremos que f ∼ g.

Ahora, dados dos lazos f y g basados en p ∈ X, intuimos que la curva obtenida al “ir primero
con f y luego con g” debería ser también un lazo basado en p, pues podríamos tomar al intervalo
[0, 2] y definir una cierta función f g dada por f en [0, 1] y g(s− 1) en [1, 2]. Para convertir dicha
función a una curva bien definida, basta con “ir primero rápido con f y luego rápido con g”.
Formalmente, concatenamos los lazos f y g de la siguiente manera:

Definición 1.9. Sean f y g dos lazos basados en p. Definimos la concatenación de f y g por

( f · g)(t) =
{

f (2t) 0 ≤ t ≤ 1/2,
g(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1.

También es posible definir la concatenación de curvas en general, siempre y cuando una
termine donde comienza la otra. Cuando sea posible concatenar dos curvas, la clase de homo-
topía de su concatenación no dependerá de sus propias clases de homotopía, como veremos en
un momento. En el caso de lazos basados en un mismo punto, la concatenación tiene un buen
comportamiento:

Teorema 1.2.1. Sea x ∈ X, y π1(X, x) el conjunto de las clases de homotopía de lazos basados en x.
A saber, π1(X, x) = {[ f ]∼ | f : [0, 1] → X, f (0) = f (1) = x}. Bajo la operación · : π1(X, x) ×
π1(X, x)→ π1(X, x) inducida por la concatenación, π1(X, x) forma un grupo.

La prueba y motivación del teorema se basa completamente en el siguiente lema:

Lema 1.2.1. Si l es un lazo basado en p, el lazo l−1 := l(1− s) satisface l · l−1 ∼ l−1 · l ∼ cp, donde cp
es la curva constante p (Es decir, cp(s) = p para toda s ∈ [0, 1]). Además, cp · l ∼ l.

Como vemos, el lema nos indica qué objetos deberían actuar como los inversos y el neutro
en π1(X, x). Notemos, sin embargo, que el lema es cierto también si consideramos simplemente
una curva f con extremos arbitrarios en X. Citaremos en un bosquejo la prueba de [29].

Demostración. La homotopía entre l · l−1 está dada por

H(s, t) =


l(2s), 0 ≤ s ≤ t/2
l(t), t/2 ≤ s ≤ 1− t/2
l(2(1− s)), 1− t/2 ≤ s ≤ 1

La homotopía comienza en la constante p y termina en l · l−1. La intuición detrás consiste en ir,
poco a poco, alejándose de p con l hasta llegar a l(t), para después regresar con l−1. Notar que
l = (l−1)−1 basta para ver que también l−1 · l ∼ cp.

Para el lazo cp · l, la homotopía que lo une con l es la siguiente:

F(s, t) =

{
p 2s ≤ t
l( 2s−t

2−t ) 2s ≥ t
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.

Tenemos las bases para probar el teorema 1.2.1

Demostración. Primero, la concatenación de clases está bien definida: si f ∼ f ′ y g ∼ g′ a través
de las homotopías F, y G, vemos que

H(s, t) =

{
F(2s, t) 0 ≤ s ≤ 1/2
G(2s− 1, t) 1/2 ≤ s ≤ 1

es una homotopía entre f · g y f ′ · g′. En efecto, para toda s ∈ [0, 1
2 ], H(s, 0) = F(2s, 0) = f (2s), y

si s ∈ [ 1
2 , 1], H(s, 0) = G(2s− 1, 0) = g(2s− 1), por lo que H(s, 0) = ( f · g)(s). De misma forma,

uno puede comprobar que H(s, 1) = f ′ · g′. Este argumento no depende de que f y g sean lazos,
así que de hecho la concatenación respeta la equivalencia homotópica siempre que es posible
llevarla a cabo.

El lema anterior muestra que [cx] es el neutro del grupo, y que el inverso de [l] es exacta-
mente [l−1]. Para la asociatividad, basta ver que la concatenación de representantes en efecto es
asociativa. Si l, h, g son lazos basados en x, los lazos a = f · (g · h) y b = ( f · g) · h satisfacen

a(s) =


f (2s) 0 ≤ s ≤ 1/2
g(4s− 2) 1/2 ≤ s ≤ 3/4
h(4s− 3) 3/4 ≤ s ≤ 1

b(s) =


f (4s) 0 ≤ s ≤ 1/4
g(4s− 1) 1/4 ≤ s ≤ 1/2
h(2s− 1) 1/2 ≤ s ≤ 1

Observemos que a es simplemente una reparametrización de b. Explícitamente, la función con-
tinua r : [0, 1]→ [0, 1] definida por

r(s) =


s/2 0 ≤ s ≤ 1/2
s− 1/4 1/2 ≤ s ≤ 3/4
2s− 1 3/4 ≤ s ≤ 1

es tal que a = b ◦ r. Más aún, r(0) = 0, r(1) = 1, de modo que r es una función continua de [0, 1]
que fija sus extremos, y por tanto la función H dada por H(s, t) = b(tr(s) + (1− t)s) define una
homotopía entre b y a.

Ese último argumento puede aplicarse más generalmente; esto es, siempre que tengamos
una curva f y una reparametrización g de f para la cual exista r : [0, 1] → [0, 1] que fije 0 y 1
y que cumpla f = g ◦ r. Esto coincide con la idea intuitiva de que la esencia de una curva l,
desde el punto de vista de la homotopía, es su trazo, Im(l). Sin embargo, esa intuición resulta
ser incorrecta:

Ejemplo 1.2. La curvas γ, δ : [0, 1]→ S1 definidas por

γ(s) = exp(2πis), δ(s) = exp(4πis)

no son homotópicamente equivalentes.
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Integrar la función z 7→ 1/2πiz sobre γ y δ arroja 1 y 2, respectivamente. Recordemos que
es esta integral la que da la definición del índice de una curva, y que un argumento clásico de
análisis complejo muestra que la integral de contorno de una función holomorfa en un cierto
dominio depende sólo de su clase de homotopía (ver [36], por ejemplo). De hecho, la noción de
índice permite demostrar que πx(S1, x) ∼ Z.

En general, intentar calcular el grupo fundamental de un espacio solamente a través de su
definición no tiende a llevar muy lejos. No es muy evidente cómo debería verse un espacio abs-
tracto formado por todos los posibles lazos basados en un punto, y mucho menos qué “bloques”
deberíamos dibujar en él para delimitar las clases de equivalencia. A pesar de que el grupo
fundamental captura la idea intuitiva de “atrapar agujeros lanzando cuerdas”, es importante
distinguir la noción de curva como función de la imagen mental que hacemos de ella, que es
más bien su trazo. A priori, la dependencia del punto base para describir al grupo fundamental
parece ser otra dificultad, pero no lo será para nuestros espacios de interés:

Definición 1.10. Un espacio X es arcoconexo, si para cualesquiera dos puntos a, b ∈ X existe una
curva f con f (0) = a, f (1) = b. Diremos que X es localmente arcoconexo si para cada x ∈ X y
U ⊂ X con x ∈ U existe un abierto V arcoconexo tal que x ∈ V ⊂ U.

Proposición 1.2.1. Sea X una superficie conexa. Entonces X es arcoconexo y localmente arcoconexo.

Demostración. Que X es localmente arcoconexo se sigue de que es un espacio localmente eucli-
diano: cada x ∈ X admite una vecindad homeomorfa a un disco abierto, que es un subconjunto
convexo de R2 y por lo tanto arcoconexo. Ahora bien, tomemos un x ∈ X y definamos al con-
junto Ix como el conjunto de puntos y ∈ X para los que existe una trayectoria con extremos en x
y y. Dado un punto z ∈ Ix, tomemos una trayectoria γ : [0, 1] → X con γ(0) = x, γ(1) = z. Sea
U una vecindad abierta arcoconexa de z. Observemos que cada y ∈ U pertenece a Ix, pues es
posible extender γ a una trayectoria entre x y y a partir de una con extremos z y y. Así, U ⊂ Ix.
Similarmente, si y /∈ Ix, la arcoconexidad local de X implica la existencia de una vecindad abierta
de y contenida en X \ Ix. Puesto que x tiene una vecindad arcoconexa, Ix 6= ∅. X es conexa, por
lo que se tiene que Ix = X.

Si X es un espacio arcoconexo, una curva γ en X con extremos en q y p define un isomorfismo
φγ : π1(X, q)→ π1(X, p). Puesto que en X podemos hallar curvas que conectan cualesquiera dos
puntos, la estructura de π(x, X) no depende del punto base x. Así, no hay ambigüedad cuando
hablamos de el grupo fundamental de un tal espacio. Sin embargo, el isomorfismo φγ depende
de la elección de la curva γ, de modo que los grupos π1(X, q) y π1(X, p) no son canónicamente
isomorfos. Concluimos esta sección con un par de ejemplos.

Proposición 1.2.2. Sean U un subconjunto convexo de Rn y x ∈ U. Entonces π1(U, x) = 1.

Demostración. Sea γ : [0, 1] → U una curva con γ(0) = γ(1) = x. Consideremos la función
continua H dada por H(s, t) = (1 − s)γ(t) + scx(t), con (s, t) ∈ [0, 1] × [0, 1]. Es claro que
H(0, t) = γ(t) y H(1, t) = cx(t) = x. Para un t fijo, los puntos 1 − s)γ(t) + scx(t) trazan la
recta entre γ(t) y x. Así, H es una homotopía en U.

Definición 1.11. Sean X un espacio topológico arcoconexo y x ∈ X. Decimos que X es simple-
mente conexo si π1(X, x) es trivial.
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La proposición 1.2.2 junto a un resultado técnico5 implican que la esfera S2 es simplemente
conexa. Otra forma de probar este hecho es utilizando el teorema de Seifert-Van Kampen, con
un argumento similar al de la proposición 2.4.1 de la siguiente sección. Mucho más interesante
es el siguiente ejemplo, tomado de la sección 10 de [29].

Proposición 1.2.3. Sean X una superficie conexa y compacta, y x ∈ X. Por el teorema 1.1.1, X es
homeomorfa a la esfera, a una suma conexa de n toros o n planos proyectivos reales, para cierto número
natural n. Se tiene que

π1(X, x) ∼=


1 si X ∼= S2

〈a1, b1, . . . , an, bn | a1b1a−1
1 b−1

1 · · · anbna−1
n b−1

n 〉 si X ∼= T2# · · · #T2

〈a1, . . . , an | a2
1 · · · a2

n〉 si X ∼= P2# · · · #P2

Para demostrar este resultado es preciso un análisis de la presentación estándar de X. Es
natural entender al toro como un espacio de identificación en el cuadrado: a a saber, T2 es
homeomorfo al espacio que resulta de identificar lados opuestos en [0, 1]× [0, 1]. Similarmente,
es posible obtener T2# · · · #T2 a partir de identificaciones en un polígono de 4n lados, así como
P2# · · · #P2. Omitimos estas construcciones, pero referimos a la sección 6 de [29]. Notemos que
la proposición anterior sugiere que

π1(T2) = 〈a, b | aba−1b−1〉,

en donde el término aba−1b−1 es el conmutador de los únicos generadores. Esto es, π1(T2) es
un grupo abeliano de rango dos, y es isomorfo a Z×Z.

En general, es difícil calcular el grupo fundamental de un espacio. es crucial la noción de los
espacios cubrientes. Antes, recordemos la siguiente definición:

Evidentemente, los espacios simplemente conexos tiene grupo fundamental trivial, sin im-
portar el punto en el que nos basemos. Un espacio también puede ser localmente simplemente
conexo, donde cada punto satisface que para cada abierto U que lo contiene, hay una vecin-
dad abierta contenida en U que es simplemente conexa. El círculo, por ejemplo, es localmente
simplemente conexo, pero no simplemente conexo.

1.3. Espacios cubrientes

Una forma de probar que π1(S1, 1) = Z consiste en tomar la función p : R → S1 dada
por p(t) = exp(2πit). Esta función es el homomorfismo usual que caracteriza a S1 como el
grupo cociente R/Z. Para cada punto x en S1, p1(x) es simplemente el conjunto de todos los
posibles argumentos de x ∈ S1. Tomemos al lazo l basado en 1 dado por l(s) = exp(2πsn), y
al punto 0 ∈ R. Si tomamos la función e : x 7→ nx de R, vemos que l(s) = (p ◦ e)(s), donde
e(0) = 0 ∈ p−1(0). Notemos que la fibra de 0 es Z, y que si tomamos cualquier otro entero z,
la función ez = e + z también satisface l = p ◦ ez, pero ez(0) = z. Decimos que las funciones

5A saber, un lazo en Sn es homotópicamente equivalente a un lazo γ que no toca algún punto x de Sn (Ver, por
ejemplo, el lema 7.19 de [29]). Puesto que Sn es la compactación por un punto de Rn, el espacio Sn \ {x} es homeomorfo
a Rn, que es simplemente conexo por 1.2.2. Así, podemos jalar una homotopía en Rn para construir una en Sn \ {x} que
contraiga γ a un punto.
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ez son levantamientos de la curva l, y tratar de encontrar funciones distintas que cumplan lo
mismo resultará ser fútil, como veremos. Primero, formalicemos los objetos con los que estamos
tratando. La función p resulta ser una instancia de una función cubriente.

Definición 1.12. Sean X, X̃ espacios topológicos, y p : X̃ → X una función continua. Diremos
que U ⊂ X está cubierto parejamente si U es conexo y para cada componente conexa V de p−1(U),
p|V : V → U es un homeomorfismo.

Así, diremos que (X̃, p) es un espacio cubriente de X, y que p es una función cubriente si se
satisfacen las siguientes condiciones:

X̃ es arcoconexo y localmente arcoconexo6.

La función p es suprayectiva.

Cada x ∈ X tiene una vecindad cubierta parejamente por p.

Más generalidad es permitida en las definiciones que aparecen en [14] y [9]. Dado que la
imagen bajo p de X̃ es todo X, nuestra definición implica que X es un espacio conexo, y la
suprayectividad implica que X debe ser también arcoconexo; por tanto, limitaremos nuestra
atención a dichos espacios topológicos. Puesto que estudiaremos superficies conexas, la propo-
sición 1.2.1 nos garantiza que las superficies poseen estas propiedades. Haremos los abusos de
notación usuales para decir que el espacio cubriente es X̃ cuando sea claro cuál es la función
cubriente que tiene asociada, que también llamaremos su proyección.

Observación. Un espacio cubriente de una superficie es también una superficie.

En efecto, si tenemos una carta (U, φ) de X, podemos suponer que U está cubierto pareja-
mente, de manera que una componente conexa V de p−1(U) nos permite construir una carta
(V, φ ◦ p) para X. Vemos que X̃ es Hausdorff: si dos puntos distintos en X̃, digamos x y y, satis-
facen p(x) = p(y) y U es una vecindad cubierta parejamente de p(x) entonces x y y pertenecen
a componentes distintas de p−1(U); si p(x) 6= p(y), cualesquiera vecindades ajenas U y V de
p(x) y p(y) satisfacen que sus preimágenes son abiertas y no se intersecan en X̃. Ver que X̃
posee una base numerable para su topología requiere un poco más de esfuerzo. Sin embargo,
si la fibra de cada punto en X es numerable, un boceto del argumento es como sigue: si β es
una base numerable de X, el conjunto B = {U ∈ β | U está cubierto parejamente} es una ba-
se para X también, pues cada punto admite una tal vecindad, y un subconjunto abierto de un
abierto cubierto parejamente también está cubierto parejamente. Más aún, B es numerable al ser
subconjunto de β, y podemos suponer que los elementos de B son homeomorfos a un disco si
tomamos cada U suficientemente pequeño. Dado U ∈ B, p−1(U) es homeomorfo al producto
U′ × p−1(x), donde x es cualquier punto de U y U′ es un disco, de modo que p−1(U) tiene una
base numerable si y sólo si p−1(x) es numerable. Si esto sucede, podemos construir una base
numerable para X̃ a partir de los abiertos básicos de cada p−1(U). A priori, no es fácil ver por
qué la fibra de cada punto debería ser numerable, pero un poco más adelante retomaremos este
punto.

Una propiedad de los espacios cubrientes que sí es inmediata es la siguiente:

Proposición 1.3.1. Si (X̃, p) es un espacio cubriente de X, todas las fibras p−1(q) tienen la misma
cardinalidad.

6Es sencillo ver que un espacio localmente arcoconexo no es necesariamente arcoconexo: basta considerar dos rectas
distintas y paralelas en R2. Aunque parece desafiar la intuición, la conexidad por trayectorias de un espacio tampoco
implica su versión local: el seno del topológo extendido es un espacio con esta propiedad. Ver [41].
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Demostración. Como p se restringe a un homeomorfismo en cada componente de p−1(q), cada
una contiene exactamente una preimagen de q. Si U es una vecindad de q cubierta parejamente,
lo mismo es cierto para cada q′ ∈ U, de forma que |p−1(q)| = |p−1(q′)|. Escribamos Cq para
denotar al conjunto de los x ∈ X con |p−1(x)| = |p−1(q)|. Lo anterior nos dice que Cq es abierto,
pues si x ∈ Cq se tiene que cada punto en una vecindad cubierta parejamente de x también está
en Cq. Observemos que X = ∪qCq. Así, si el complemento de Cq es no vacío, debe ser la unión
ajena de ciertos Cy, para algunos y ∈ X, y por lo tanto es abierto también. X es conexo, de modo
que X \ Cq = ∅, pues q ∈ Cq.

Diremos que esta cardinalidad común de las fibras es el grado de la cubriente; aunque pre-
feriremos decir que p es una cubriente de n hojas cuando n es un número natural. Notemos
que una cubriente de 1 hoja es necesariamente un homeomorfismo. Si bien la demostración de
la proposición anterior es sencilla, ilustra una estrategia común que utilizaremos para varias
pruebas subsecuentes; a saber, la de verificar que una propiedad se satisface en todo un espacio
conexo mostrando que se satisface en un conjunto no vacío que es abierto y cerrado.

Nuestro interés en estos espacios cubrientes reside en la relación natural que hay entre el
grupo fundamental del espacio cubierto y el cubriente. Más aún, las propias simetrías de la
función cubriente juegan un papel importante en el álgebra que relaciona estos conceptos, como
veremos un poco más delante. Antes, recordemos las propiedades de levantamiento de curvas,
que conforman la útil maquinaria que hilará las ideas mencionadas. Primero, formalicemos la
noción de levantamiento que mencionamos al inicio de esta sección. Las referencias para las
definiciones y resultados siguientes son el primer capítulo de [9] y de [14], y el capítulo 11 de
[29]. A continuación, X será un espacio topológico y (X̃, p) un espacio cubriente de X.

Definición 1.13. Sea Y un espacio topológico. Si f : Y → X es una función continua, diremos
que la función continua f̃ : Y → X̃ es un levantamiento de f si satisface p ◦ f̃ = f .

X̃

Y X
f

f̃ p

Este diagrama conmutativo ilustra la relación entre una función y uno de sus levantamientos p.
En el ejemplo con el que iniciamos la sección, las funciones ez son levantamientos del lazo l, y
cada una satisface ez(0) = z ∈ p−1(0). Estas funciones son, de hecho, los únicos levantamientos
que l con tal propiedad.

Proposición 1.3.2. Supongamos que Y es conexo y f : Y → X es continua. Si f̃1 y f̃2 son levantamientos
de f y y0 ∈ Y es un punto tal que f̃1(y0) = f̃2(y0), entonces f̃1 y f̃2 coinciden en todo Y.

Demostración. El conjunto I := {y ∈ Y | f̃1(y) = f̃2(y)} es no vacío, pues y0 es uno de sus ele-
mentos. Supongamos que hay un y ∈ Y \ I y que U ⊂ X es una vecindad abierta de f (y) cubierta
parejamente. Por definición de I, f̃1(y) y f̃2(y) pertenecen a componentes conexas distintas de
p−1(U), digamos Ũ1 y Ũ2, respectivamente. Escribamos V := f̃−1

1 (U1) ∩ f̃−1
2 (U2). Vemos que

y ∈ V, por lo que V es un abierto no vacío para el que f̃1(V) ∩ f̃2(V) = ∅. Deducimos que
Y \ I es abierto. Similarmente, tomemos otra vez un y ∈ I, una vecindad U de f (y) cubierta
parejamente, y escribamos Ũi = f̃i para i ∈ {1, 2}. Puesto que f̃1(y) = f̃2(y), necesariamen-
te Ũ1 = Ũ2. Dado que f̃1 y f̃2 son levantamientos de f , se sigue que f = p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2. Si
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V := f̃−1
1 (U1) ∩ f̃−1

2 (U2), vemos que f̃1(V) = f̃2(V) = U1 = U2, conjunto en donde p se res-
tringe a un homeomorfismo y por tanto admite una inversa local p−1. Así, para cada y ∈ V,
f̃1(y) = p−1 ◦ p ◦ f̃1(y) = p−1 ◦ p ◦ f̃2(y) = f̃2(y). Luego, V ⊂ I es abierto, y por lo tanto I
también. Puesto que Y es conexo y el conjunto I es no vacío, concluimos que I = Y.

Una consecuencia inmediata de este teorema es la posibilidad de levantar curvas de manera
única:

Proposición 1.3.3. Si f : [0, 1] → X es una curva y ỹ0 es un punto en p−1( f (0)), entonces existe un
único levantamiento f̃ : [0, 1]→ X̃ de f tal que f̃ (0) = ỹ0.

Demostración. Basta demostrar la existencia de dicho levantamiento, pues su unicidad se deduce
de la proposición 1.3.2. El conjunto f ([0, 1]) es compacto en X, por lo que podemos tomar un
entero k suficientemente grande y k números reales 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk = 1 tales que para cada
0 ≤ i ≤ k existe una vecindad Uk de f (tk) cubierta parejamente, de manera que

⋃
Ui = f ([0, 1])

y f ([ti, ti+1]) ⊂ Ui+1.

Fijemos al punto ỹ0 ∈ p−1( f (0)), y sea Ũ1 la componente conexa de p−1(U1) tal que x̃0 ∈ Ũ1.
La función p|Ũ1 es un homeomorfismo sobre su imagen, U1, por lo que tiene una inversa, σ1;
así, definimos f̃1 : [0, t1] → X̃ como f̃1 := σ−1

1 ◦ f . Dado que t1 ∈ U2, la componente conexa
de p−1(U2) que contiene a f̃1(t1) interseca a Ũ1; definimos a Ũ2 como tal componente conexa.
Así, podemos usar la sección local σ2 : U2 → Ũ2 para levantar a f y definir f̃2 : [t1, t2] → X̃
como f̃2 := σ2 ◦ f . Procedemos inductivamente: para i > 1, definimos a Ũi como la componente
conexa de p−1(Ui) que contiene a f̃i−1, y, usando la sección local de σi : Ui → Ũi de p, definimos
f̃i : [ti−1, ti] como f̃i := σi ◦ f . Es claro que en las intersecciones Ui ∩Ui+1, las secciones σi y σi+1
coinciden, de modo que la función

f̃ (t) :=


f̃1(t) t ∈ [0, t0],

...
f̃k(t) t ∈ [tk−1, 1].

está bien definida y es continua, pues su dominio es una unión finita de cerrados en los cuales
es continua, y se pega bien. Vemos fácilmente que p ◦ f̃ = f : llamando t0 a 0, para cualquier
t ∈ [0, 1], hay un i tal que t ∈ [ti−1, ti], y entonces (p ◦ f̃ )(t) se traduce a (p ◦ σi ◦ f )(t) = f (t).

Resulta que, desde el punto de vista de la homotopía, este levantamiento depende sólamente
del elemento elegido sobre la fibra de f (0) y de la clase de homotopía de f . Más específicamente,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. Sean f0, f1 dos curvas homotópicas en X y f̃0, f̃1 levantamientos suyos en X̃, respectiva-
mente. Si f̃0(0) = f̃1(0) = q̃0 ∈ X̃, entonces f̃0 ∼ f̃1.

Demostración. La prueba sigue en analogía a la del teorema previo. Sean q0, q1 las imágenes de
0 y 1, respectivamente, bajo las curvas f0 y f1. Supongamos que H : I2 → X es una homotopía
relativa a extremos entre f0 y f1. Denotemos por fs cada una de las curvas H(s, t). Como en
el teorema previo, cubramos cada uno de los conjuntos Im( fs) con ks abiertos cubiertos pareja-
mente. Esto da una cubierta abierta del compacto Im(H), de donde, sin pérdida de generalidad,
podemos extraer k + 1 abiertos U0, . . . , Uk cubiertos parejamente para los que Ui ∩Ui+1 6= ∅,
q0 := p(q̃0) ∈ U0 y q1 ∈ Uk. Los conjuntos Vi := H−1(Ui) cubren a I2. Definimos H̃1 : V0 → X̃
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por H̃1 = σ0 ◦ H, en donde σ0 es la sección de p con dominio U0 que satisface σ0(q0) = q̃0. Una
vez hecho esto, definimos inductivamente H̃i : Vi → X̃ como H̃i = σi ◦ H, en donde σi es la
sección de p que coincide con σi−1 en los puntos de Ui ∩Ui−1. Así, la función H̃ : I → X̃ está
bien definida, pues los Vi se pegan bien, y es continua al serlo en cada uno de los Vi.

Por construcción, p ◦ H̃ = H. Luego, para cada t ∈ I, p ◦ H̃(s, t) = H(s, t) = fs, de modo
que H̃(s, t) coincide con los únicos levantamientos de las funciones fs que empiezan en q̃0, f̃s,
de acuerdo al teorema previo. Notemos que H̃(s, 0) y H̃(s, 1) son levantamientos de las curvas
constantes q0 y q1, respectivamente. Dado que f̃0(0) = q̃0 = H̃(0, 0), todas las f̃s comienzan en
q̃0, y similarmente terminan en q̃1 := f̃1(1), pues q̃1 determina a H̃(s, 1), y cada levantamiento de
las fs se construye con las secciones σ0 y σk+1 en los conjuntos U0, Uk+1. Así, H̃ es una homotopía
relativa a extremos entre f̃0 y f̃1.

El teorema previo es especialmente útil cuando las curvas que queremos levantar son lazos,
pues indica que es posible definir una noción de levantamiento para sus clases de homotopía, y
por lo tanto para los elementos del grupo fundamental de X basado en el punto x. Sin embargo,
no es necesariamente el caso que los lazos de X se levantan siempre a lazos de X̃. Intuitivamente,
las curvas cerradas de X basadas en un punto x0 se “desenredan” en X̃, levantándose a curvas
que en general conectan dos elementos distintos de la fibra de x0. A partir de este fenómeno
obtenemos una acción bien definida de π(X̃, x) en p−1(x0), sugerida por el siguiente corolario:

Corolario 1.3.1.1. (Monodromía) Sean f y g dos curvas homotópicamente equivalentes. Si f̃ y g̃ son
levantamientos suyos tales que f̃ (0) = g̃(0), entonces f̃ (1) = g̃(1).

Demostración. Dado que los levantamientos son también homotópicos, sus puntos terminales
deben coincidir.

Los elementos de π1(X, x) son clases de equivalencia de lazos basados en x ∈ X. Si tomamos
un representante γ de una dicha clase, vemos que para cada x̃ ∈ p−1(x) existe un único levanta-
miento γ̃ de γ que comienza en x̃, y termina en γ̃(1), que es también elemento de p−1(x), pues
p ◦ γ̃(1) = γ(1) = x. Así, definimos la acción de π1(X, x) en p−1(x) por

x̃ · [γ] := γ̃(1).

Observemos que la acción resulta ser derecha por cómo elegimos escribir la concatenación
de curvas. Primero notemos que el corolario anterior, el teorema de monodromía, garantiza que la
acción está bien definida, en el sentido en que no depende de un representante particular de [γ].
Para ver que en efecto es una acción, vemos que para cualquier x̃ ∈ p−1(x), x̃ · [cx] = c̃x(1) = x̃,
pues la curva constante cx̃ es el único levantamiento de cx que comienza en x̃. Por otro lado, si
h = f · g se tiene que x̃ · [h] = h̃(1). Sólo hay un levantamiento f̃ de f que comienza en x̃, y sólo
uno de g que comienza en f̃ (1), que denotaremos g̃. Vemos que p ◦ ( f̃ · g̃) = f · g, de manera
que h̃(1) = f̃ · g̃, y por lo tanto x̃ · [ f · g] = ( f̃ · g̃)(1) = ˜f (1) · g̃ = (x̃ · f ) · g.

Más aún, el hecho de que X̃ es conexo por trayectorias implica que esta acción es transitiva:
basta con tomar una curva f entre x̃, x̃′ ∈ p−1(x) y proyectarla para obtener un lazo γ que
satisface x̃ · [γ] = x̃′.

Equivalentemente, la acción descrita produce un homomorfismo h de π1(X, x) en Sq, el grupo
simétrico de p−1(q), dado por [γ] 7→ [x̃ 7→ γ̃x̃(1)].
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Definición 1.14. Denotemos por Sq al grupo simétrico del conjunto p−1(q). Llamaremos a la
imagen del homomorfismo h : π1(X, x) → Sq el grupo de monodromía de X correspondiente a
(X̃, p).

Supongamos que X es arcoconexo y que l es una curva entre los puntos q y q′. l define
un isomorfismo φ entre π1(X, x) y π1(X, q′). Llamemos G a la imagen de la representación
h : π1(X, x) → Sq y G′ la imagen de h′ : π1(X, q′) → Sq′ . Sea σ ∈ G tal que σ = h(γ). Entonces
la asignación σ 7→ h′(φ(γ)) define un isomorfismo entre G y G′, de modo que el grupo de
monodromía de X está bien definido.

En la otra dirección, podemos ver que una función cubriente p : X̃ → X induce un homo-
morfismo7 p∗ entre π1(X̃, x̃) y π1(X, x), dado por p∗([l]) = [p ◦ l], pues cada representante l de
un elemento de π1(X̃, x̃) se puede ver como un levantamiento de su imagen bajo p. De hecho,
una vez fijo x̃ ∈ p−1(x), eso es exactamente lo que es l, por unicidad de los levantamientos.

Es fácil ver que el homomorfismo p∗ es inyectivo: si [l] ∈ Ker(p∗), tenemos que [p ◦ l] = [cx]
y por lo tanto l es un levantamiento de cx, así como lo es el lazo constante cx̃. Así, [l] = [cx̃], el
elemento neutro de π1(X̃, x̃). Puesto de otra manera, hay una copia isomorfa de π1(X̃, x̃) como
un subgrupo de π(X, x), a saber, Im(p∗). El estabilizador de q de la acción de π1(X, x) en p−1x
coincide con Im(p∗) pues si x̃ · [γ] = x̃ entonces γ̃(1) = x̃ y por lo tanto γ̃ ∈ π1(X̃, x̃), de manera
que p ◦ γ̃ = γ ∈ Im(p∗). Viceversa, es claro que un representante de un elemento de Im(p∗) se
levanta a un lazo basado en q que actúa trivialmente.

Definición 1.15. Llamaremos al grupo p∗(π1(X̃, x̃)) ⊂ π1(X, x) el grupo inducido por el espacio
cubriente (X̃, p).

De nuevo, notemos que el grupo p∗(π1(X̃, x̃)) coincide con el estabilizador de q̃ de la acción
de π1(X, x) en p−1(q). ¿Qué hay de los grupos p∗(π1(X̃, x̃) cuando x̃ es cualquier otro punto de
la fibra p−1(q)? La acción de π1(X, x) en p−1(q) es transitiva, de modo que si x̃, ỹ ∈ p−1(q) existe
un g ∈ π1(X, x) tal que x · g = y (incidentalmente, un representante de g es la proyección de
cualquier curva que conecte x con y). Si G := π1(X, x) y Gx, Gy son los estabilizadores de x y y,
respectivamente, vemos que g−1Gxg = Gy. En efecto, cualquier elemento en g−1Gxg tiene forma
g−1 f g, con f ∈ Gx, de modo que y · (g−1 f g) = (y · g−1) · ( f g)x · ( f g) = x · g = y. Concluimos
que la conjugación por g da una biyección entre Gx y Gy cuya inversa es la conjugación por g−1.
En resumen,

Proposición 1.3.4. Dados dos puntos q̃1, q̃2 de X̃, los grupos p∗(π1(X̃, q̃1)) y p∗(π1(X̃, q̃2)) son conju-
gados, y |p−1(q)| coincide con el índice de p∗(π1(X̃, q̃)) en π1(X, q), independientemente de la elección
de q.

Demostración. La primera afirmación se sigue de la discusión previa. Para la segunda, construire-
mos una biyección explícita entre las clases laterales p∗(π1(X̃, x̃))g y p−1(q) para un q̃ arbitrario,
en donde p(q̃) = q. Fijemos un tal q̃ y denotemos por H al grupo p∗(π1(X̃, x̃)) y por G a π1(X, q).
Para cualquier g ∈ G, los elementos h ∈ Hg actúan de la misma forma en q̃; a saber, h satisface
h = f g, donde f ∈ H = Gq̃, de modo que q̃ · h = q̃ · f g = q̃ · g. Si Hg, H f son dos clases de H
entonces q̃ · g = q̃ · h implica que g f−1 ∈ H, por lo que g ∈ H f , y se tiene que Hg = H f . Así,
vemos que la función φ : Hg 7→ q̃ · g es una función inyectiva. Por otro lado, la arcoconexidad

7Notemos que el homomorfismo f∗ = [ f ◦ l] está definido para cualquier función continua f entre dos espacios
topológicos. Resulta que (−)∗, junto con la asociación (X, x)→ π1(X, x), constituye un funtor covariante de la categoría
de espacios basados (en donde los objetos son parejas (X, x) compuestas de un espacio topológico y un punto base x ∈ X
y los morfismos son funciones continuas que envían puntos base en puntos base) y la categoría de grupos.
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de X̃ implica que para cualquier punto q̃2 en la fibra de q hay una curva en X̃ que inicia en q̃ y
termina en q̃2; su proyección define una clase lateral derecha de H que claramente va a q̃2 bajo
φ. Así, φ es la biyección buscada.

Más aún, una curva l entre dos puntos x, y de X da un isomorfismo no canónico entre los
grupos π1(X, x) y π1(X, y), como se muestra en el capítulo 7 de [29]. Uno puede entonces poner
la acción del primer grupo en p−1(x) en términos del segundo y convencerse de que los grupos
inducidos p∗(π1(X, x̃)) y p∗(π1(X, ỹ)) son isomorfos también. Así, el grupo inducido es una
objeto algebraico propio del espacio cubriente (X̃, p), cuya estructura no depende del punto
usado para su construcción. Esto nos da una forma de asignarle un subgrupo de π1(X, x) a una
cubierta de X. Podemos preguntarnos si cualquier subgrupo de π1(X, x) ocurre como el grupo
inducido por alguna cubierta de X. Para respondernos, necesitamos de la noción de cubriente
universal, que discutiremos más adelante.

Ahora, hemos hablado de levantar curvas y homotopías de un espacio X a una de sus cubier-
tas. En general, tenemos el siguiente importante criterio de levantamiento para funciones continuas:

Lema 1.3.1. Sean (X̃, p) un espacio cubriente de X, Y un espacio topológico arcoconexo y localmente
arcoconexo, y φ : Y → X una función continua. Tomemos y ∈ Y y un q̃ ∈ p−1( f (y)). Entonces existe
un único levantamiento φ̃ : Y → X̃ tal que φ̃(y) = q̃ si y sólo si φ∗(π1(Y, y)) ⊂ p∗(π1(X̃, q̃)).

Es fácil ver que esta condición es necesaria: si φ̃ es un levantamiento de φ, entonces φ∗
coincide con (p ◦ φ̃)∗, de modo que φ∗(π1(Y, y)) = p(φ̃∗(π1(Y, y))) ⊂ Im(p∗). La suficiencia es
más delicada, y referimos a la prueba que aparece en el primer capítulo de [14]. La unicidad del
levantamiento sigue de un argumento familiar: si φ̃2 es otro levantamiento de φ con φ̃2(y) = q̃,
entonces el conjunto de los puntos x̃ tales que φ̃(x̃) = φ̃2(x̃) es no vacío, abierto y cerrado.

Ahora, tomemos un espacio cubriente (X̃, p) de X y demos otro vistazo al homomorfismo
ρ : [γ] 7→ [x̃ 7→ γ̃x̃(1)] definido por la acción de π1(X, x) en p−1(x). De ser inyectivo, ρ induce
una buena representación de π1(X, x) como un grupo de permutaciones. En tal caso, diremos
que la acción es fiel, para reflejar el hecho de que π1(X, x) tiene una copia homomorfa en el
grupo de permutaciones Sp−1(x).

Ejemplo 1.3. Sea X = S1 y consideremos una cubierta finita (X̃, p) de X. Sabemos que π1(S1, 1) =
Z, de manera que el homomorfismo ρ : π1(S1, 1) → Sp−1(1) no puede ser inyectivo, pues la
fibra de x en X̃ es finita. Observemos que para tener una acción fiel, necesitamos una cubriente
con una cantidad al menos numerable de hojas. Puesto que sus fibras deben ser discretas, tal
cubriente no puede ser compacta.

Una acción de un grupo G en un conjunto X es libre si no tiene puntos fijos. Esto es, cada
g ∈ G distinto de la identidad satisface que g · x 6= x y cada x ∈ X. Observemos que una acción
libre necesariamente es fiel, pues ningún elemento de g puede actuar en X de forma trivial.
Ahora, supongamos que π1(X, x) actúa libremente en p−1(x). Tenemos entonces que π1(X̃, x̃)
debe ser el grupo de un elemento: de lo contrario, podemos hallar un lazo γ̃ basado en x̃ que
no es equivalente al lazo constante cx̃. Si denotamos por γ al lazo basado en x dado por p ◦ γ̃,
tenemos que x̃ · [γ] = γ̃(1) = x̃, y puesto que p∗ es inyectiva, la curva γ no es nulhomotópica.
Similarmente, es claro que si π1(X̃, x̃) es trivial, la acción de π1(X, x) en la fibra de x es libre, y
por lo tanto fiel.

Así, la discusión previa nos dice que si podemos encontrar una cubriente simplemente co-
nexa de X, garantizaremos que la acción de π1(X, x) en la fibra de q es fiel. Además, por el
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criterio de levantamiento, dos cubrientes simplemente conexas de X son necesariamente homeo-
morfas, pues sus respectivas funciones cubrientes se levantan a una biyección entre sus “torres”
de abiertos, como veremos enseguida. Ahora, supongamos por un momento que X̃ es una tal
cubriente, y notemos que si fijamos un x̃ ∈ X̃ tal que p(x̃) = x y y es un punto arbitrario de X̃,
hay exactamente una clase de homotopía de trayectorias entre x y y. Esto se debe a que si [l] y
[t] son clases de trayectorias entre x y y, la curva l · t−1 es un lazo, y por lo tanto es nulhomo-
tópico. Así, podemos identificar cada punto y de p−1(x) con la única clase de curvas [lxy] con
extremos x y y. El teorema de monodromía implica que p induce una biyección entre los [lxy]
y los elementos de π1(X, x), de modo que p−1(x) es numerable si y sólo si π1(X, x) lo es. Una
forma simple e inmediata de concluir esto es recordar que el número de hojas de p es el índice
de [cq] en π1(X, x).

Así, al menos para una cubriente simplemente conexa de una superficie con un grupo fun-
damental numerable, podemos finalmente afirmar que la cubriente es también una superficie,
como discutimos en la observación 1.3. Esta consideración resulta suficiente, pues las superficies
X con las que trabajaremos tienen grupos fundamentales isomorfos a cocientes del grupo libre
en g + n generadores, donde g es el género de X y n su número de perforaciones, que por lo tanto
son numerables. Además, como veremos, cualquier cubriente (X̃1, p1) de una superficie es un
espacio obtenido a partir de identificaciones realizadas en una cubriente simplemente conexa
(X̃, p) de X, de modo que la cardinalidad de la fibra p−1

1 (x) está acotada por la cardinalidad de
p−1(x).8.

Así, tenemos dos motivaciones interesantes para encontrar una cubierta simplemente conexa
para el espacio X. La pregunta es, ¿cuándo es posible encontrarlo? Para superficies, la respuesta
es siempre. Más generalmente, tenemos el siguiente resultado estándar, obtenido del capítulo 1
de [14]:

Teorema 1.3.2. Si X es un espacio arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente
conexo, X admite una única cubriente simplemente conexa, salvo homeomorfismos, que denotaremos por
(Xu, ρ).

Intuitivamente, un espacio X es semilocalmente simplemente conexo si cada punto suyo admite
una vecindad U en la que todo lazo se contrae a un punto, pero donde la contracción puede
desenvolverse fuera de la vecindad U9. Esta condición es necesaria para que X admita una cu-
briente universal: si (Xu, ρ) es tal cubriente y x ∈ X, una vecindad Ux de x cubierta parejamente
es homeomorfa a un abierto de Xu, de modo que un lazo l contenido en Ux se levanta a una
curva que es posible contraer a un punto en Xu a través de una homotopía H. La homotopía
ρ ◦ H describe la contracción de l a un punto, que no necesariamente tiene la totalidad de su
imagen contenida en U.

Llamaremos al espacio (Xu, ρ) la cubriente universal del espacio X. Una descripción detallada
de este espacio se encuentra en la sección 5 del capítulo 1 de [9]; en su lugar, describimos la idea
de su construcción, que es exactamente la que utilizamos para dar una biyección entre π1(X, x)
y la fibra de x en X̃. Primero, tomemos X como en el teorema y fijemos un x ∈ X. Consideramos
el conjunto Ly de todas las clases de homotopía de curvas con extremos en x y un punto y. En

8Nota: esto resulta de importancia para la teoría de superficies de Riemann. Como es de esperarse, la proyección de
un espacio cubriente X̃ de X en X también puede usarse para inducir una estructura adicional en X que está definida
localmente, de modo que es sensato esperar que si X tiene una estructura compleja entonces hay una forma de darle
una a X̃ también. En dicha construcción es fácil ver cuál debería ser la clase del atlas complejo para X̃, pero no es claro
a priori el por qué X̃ tiene una base numerable, como vimos antes. El hecho de que una superficie de Riemann conexa
posee una base numerable es un resultado de Radó.

9Equivalentemente, X es semilocalmente simplemente conexo si la función π1(U, x) → π(X, x) inducida por la
inclusión U ↪−→ X es trivial.
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general, este conjunto tiene k > 1 elementos, y como mencionamos antes, k = 1 cuando el grupo
fundamental de X es trivial. La conexidad por trayectorias de X garantiza que los Ly tienen todos
la misma cardinalidad: basta tomar una curva c con extremos y y y′ para dar una biyección no
canónica entre Ly y L′y, pues la función L : Ly → Ly′ dada por [lxy 7→ lxy · c] es inyectiva y su
inversa está inducida por c−1.

Así, X̃ surge de tomar el espacio de todas las clases de curvas entre x y y, variando y en
todo el espacio X, de modo que los puntos de X̃ sobre y sean exactamente las k clases de curvas
lxy. Esta cubriente universal efectivamente “deshace los agujeros” de X al separar en distintos
puntos las k formas esencialmente distintas de conectar dos puntos de X. La dificultad técnica
está en definir una topología para tal espacio.

La unicidad de la cubriente universal se sigue del criterio de levantamiento: tomemos dos
cubiertas simplemente conexas (X̃, p) y (Ỹ, q) para X y fijemos puntos x̃0 ∈ X̃ tal que p(x̃0) = x0,
y ỹ0 ∈ q−1(x0). Los grupos Im(p∗) e Im(q∗) coinciden con {[cx]} ⊂ π1(X, x), por lo que es
posible levantar p a p̃ y q a q̃ de forma que p̃(x̃0) = ỹ0 y q̃(ỹ0) = x̃0.

Observemos los siguientes diagramas conmutativos:

X̃ Ỹ X̃

X X̃ X

p̃

q̃

p

p

q̃◦ p̃ p
q

El primero implica que p ◦ q̃ ◦ p̃ = p, hecho que se refleja en el segundo. Esto es, la función
q̃ ◦ p̃ levanta la función cubriente p : X̃ → X al espacio X̃. Observemos que la identidad de X̃
es también un levantamiento de p, pues claramente p ◦ Id = p. Dado que ambos levantamientos
coinciden en el punto x̃0, deben ser iguales en todo su dominio. En otras palabras, p̃ es un
homeomorfismo con inversa q̃.

De hecho, tenemos una noción más fuerte de equivalencia entre la cubriente X̃ y la cubriente
Ỹ: tomemos el mismo levantamiento p̃ de p, pero ahora dejemos que q̃ sea un levantamiento
de la cubriente q al espacio X̃ que satisface q̃(ỹ0) = x̃1, donde x̃1 ∈ p−1(x) \ {x̃0}. En este
caso, h = q̃ ◦ p̃ no coincide con la identidad, pues h(x̃0) = x̃1. Sin embargo, h también es un
homeomorfismo: uno puede argumentar como antes y notar que, si p̃2 denota el levantamiento
de p que toma el valor ỹ0 en x̃1, entonces p̃2 ◦ p̃−1 = p̃2 ◦ q̃ invierte a h. Notemos que estas
construcciones toman en cuenta que y0 ∈ q−1(x), x0, x1 ∈ p−1(x), y p ◦ (q̃ ◦ p̃) = p ◦ h = q. Esto
sugiere que las distintas posibles formas de “proyectar” el espacio Xu en X están completamente
determinadas por los auto homeomorfismos que respetan las fibras. Más precisamente, q : Xu →
X es una función cubriente si y sólo si existe un automorfismo h de Xu tal que q = p ◦ h: en
efecto, si reemplazamos Ỹ por X̃ en el diagrama anterior y q̃ por h, obtenemos que q = p ◦ h.
Cuando q coincide con p, estos automorfismos h nos dan una buena noción de las simetrías
del espacio cubriente (X, p). Observemos que la noción de un automorfismo que preserva una
función cubriente se puede definir para cualquier espacio cubriente (X̃, p) de X.

Definición 1.16. Sea (X̃, p) un espacio cubriente de X. Decimos que el conjunto
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{h : X̃ → X̃ | p ◦ h = p} es el grupo de transformaciones cubrientes de (X̃, p), y lo denotamos
con Aut(X̃, p).

Es inmediato ver que Aut(X̃, p) es un grupo. Sus elementos son conocidos en inglés como
“deck transformations”. La imagen de un espacio cubriente como un mazo de cartas sobre una
mesa es una imagen pintoresca y conceptualmente útil, por lo cual también llamaremos barajeos
a los elementos de Aut(X̃, p). Sin embargo, la imagen no es completamente correcta: los barajeos
deben ser homeomorfismos, y no necesariamente es posible extender una permutación arbitraria
de las hojas de p a un automorfismo de X̃. De hecho, la estructura de Aut(X̃, p) está determinada
por el espacio cubierto por X̃.

Teorema 1.3.3. Sea (Xu, p) la cubriente universal de X. Entonces Aut(X̃, p) ∼= π1(X, x).

Demostración. Sea G el grupo de monodromía de X asociado a (Xu, p). Puesto que el grupo
fundamental de Xu es trivial, la representación ρ : π1(X, x) → Sq es inyectiva, y tenemos que
G es isomorfo a π1(X, x). Por otro lado, tomemos un [γ] ∈ π1(X, x). Para un q̃0 ∈ p−1(q),
llamemos q̃1 al punto q̃0 · [γ]. Por el criterio de levantamiento, y como discutimos previamente,
es posible levantar a p a un homeomorfismo p̃ : X̃ → X̃ de modo que p̃(q̃0) = q̃1. Al ser un
levantamiento de p, se satisface que p ◦ p̃ = p, por lo que p̃ ∈ Aut(X̃, p). Ahora, notemos que
h = p̃ ∈ Aut(X̃, p) se restringe a un elemento del grupo de monodromía G en la fibra p−1(x),
de donde obtenemos un isomorfismo φ : Aut(X̃, p) → G dado por h 7→ h � p−1(q): su inversa
está dada por llevar σ al único levantamiento de p definido por la acción de ρ−1(σ) ∈ π1(X, x)
en el punto q̃0. A saber, h = φ−1(σ) es el único levantamiento de p que satisface h(q̃0) = σ(q̃0).
Así, ρ−1 ◦ φ es un isomorfismo entre Aut(X̃, p) y π1(X, x).

Ejemplo 1.4. Supongamos que X = S1. Antes, discutimos intuitivamente por qué π1(X, 1) es iso-
morfo a (Z,+). Ahora basta con encontrar la cubriente universal de S1 y su grupo de transfor-
maciones cubrientes. La cubierta (R, p : t 7→ exp(2πit)) es simplemente conexa, por lo que debe
ser es espacio cubriente universal de X. Es claro que para cada entero z la función ez : t 7→ t + z
es un elemento de Aut(R, p). En el sentido opuesto, tenemos que p−1(0) = {2πim | m ∈ Z} de
modo que h ∈ Aut(R, p) satisface h(0) = 2πin para cierto entero n. Así, h y en son levantamien-
tos de p que coinciden en 0, y por lo tanto son la misma función. Vemos que Aut(R, p) = {ez |
z ∈ Z} ∼= (Z,+), pues es claro que en ◦ em = en+m, y concluimos que π1(S1, 1) ∼= (Z,+).

El espacio cubriente universal de X induce el grupo trivial, pues es simplemente conexo. En
sentido opuesto, dado un grupo H ⊂ π1(X, x), es posible encontrar una cubierta (X̃, p) de X tal
que p∗(π1(X̃, x̃)) = H.

Teorema 1.3.4. Sea X un espacio que admite una cubriente universal X̃, q ∈ X y un subgrupo H ⊂
π1(X, x). Fijemos un punto q̃ ∈ X̃ sobre q ∈ X. Entonces existe un espacio cubriente (XH , pH) tal que
pH∗(π1(XH , pH(q̃))) = H.

Demostración. Dado que Aut(Xu, p) es isomorfo a π1(X, x), podemos considerar a la imagen
homomorfa H′ de H bajo este isomorfismo, contenida en Aut(Xu, p). Recordemos que este iso-
morfismo depende de la elección de un punto q̃ ∈ X̃ sobre q ∈ X, que fijamos. Definimos la
relación en Xu dada por x ∼ y si y sólo si existe una h ∈ H′ tal que h(x) = y. Esta relación es
de equivalencia puesto que H′ es un grupo: es reflexiva, pues IXu claramente está en H′; es si-
métrica, pues h invertible; es transitiva, ya que H′ es cerrado bajo la composición. Llamemos XH
al espacio cociente obtenido por esta identificación. Notemos que, como p ◦ h = p, la cubriente
p es constante en las fibras de la proyección natural π : Xu → XH : en efecto, a, b ∈ π−1(x) son
equivalentes bajo ∼, por lo que p(a) = (p ◦ h)(a) = p(b). Así, la función pH := p ◦ π−1 está bien
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definida y es continua; más aún, es una función cubriente de X. Observemos que pH es suprayec-
tiva, pues p lo es; además, XH es localmente arcoconexo y arcoconexo al ser la imagen continua
de un tal espacio. Por último, para cada x ∈ X existe una vecindad Ux cubierta parejamente
por p. Notemos que dos elementos de una componente conexa V de p−1(U) no pueden ser H-
equivalentes: en efecto, la relación ∼ sólo identifica puntos que pertenecen a la misma fibra de p,
pues la existencia de h ∈ Aut(Xu, p) tal que h(a) = b implica que p(a) = p(h(a)) = p(b). Luego,
π(V) es abierto al tener a V como preimagen bajo π, y pH(π(V)) = p ◦ π−1(V) = p(V) = U.
Concluimos que cada punto de X es cubierto parejamente por pH , y que por lo tanto (XH , pH)
es un espacio cubriente. Por construcción, H coincide con el grupo inducido por la cubierta pH
sobre q, pues es el estabilizador de su acción.

Más aún, la cubriente que corresponde al grupo H ⊂ π1(X, x) es única, como el siguiente
teorema especifica.

Teorema 1.3.5. Sean X arcoconexo y localmente arcoconexo, (X1, p1), (X2, p2) dos espacios cubrientes
de X arcoconexos y un punto arbitrario x ∈ X. Entonces existen puntos x̃1 ∈ p−1

1 (x), x̃2 ∈ p−1
2 (x) y un

homeomorfismo φ : X1 → X2 tal que p1 = p2 ◦ φ si y sólo si p1∗(π1(X1, x̃1)) = p2∗(π1(X2, x̃2)).

Demostración. Supongamos que φ es un tal homeomorfismo. Un elemento

[γ] ∈ p1∗(π1(X1, x̃1))

satisface [γ] = [p1 ◦ γ′] para algún γ′ ∈ π1(X1, x̃1). La identidad p1 = p2 ◦ φ implica que [γ] =
[p2 ◦ (φγ′)] ∈ π1(X2, x̃2) y que por tanto π1(X1, x̃1) ⊂ π1(X2, x̃2), mientras que la identidad
p2 = p1 ◦ φ−1 da la otra contención. En sentido opuesto, elijamos primero puntos x̃1 ∈ p−1

1 (x)
y x̃2 ∈ p−1

2 (x), y supongamos que p1∗(π1(X1, x̃1)) = p2∗(π1(X2, x̃2)). Del lema 1.3.1 deducimos
que es posible levantar p1 a la función p̃1 : X1 → X2, de modo que p2 ◦ p̃1 = p1 y p̃1(x̃1) = x̃2.
Viceversa, p2 admite un levantamiento p̃2 que envía x̃2 en x̃1 y satisface p1 ◦ p̃2 = p2. Como
antes, tenemos que p̃2 ◦ p̃1 es un levantamiento de la identidad de X1 que fija al punto x1, y por
lo tanto coincide con ella. Así, φ := p̃1 es el homeomorfismo buscado.

Como hemos mencionado antes, diremos que dos espacios cubrientes son isomorfos o equi-
valentes si existe un homeomorfismo φ entre las cubiertas que preserva sus respectivas proyec-
ciones. Notemos que esta noción de equivalencia preserva la estructura de espacio cubriente, en
el sentido en que φ es un homeomorfismo que preserva todas las fibras. Es fácil convencerse
de que la noción de isomorfismo es una relación de equivalencia en el conjunto de los espacios
cubrientes de X. Así, sumando este último par de resultados con la proposición 1.3.4, tenemos
una excelente descripción, si bien un poco abstracta, de los espacios cubrientes de un espacio X.
A saber,

Teorema 1.3.6 (Clasificación de los espacios cubrientes). Sea X arcoconexo, localmente arcoconexo y
semilocalmente simplemente conexo. Hay una correspondencia biyectiva entre las clases de conjugación de
subgrupos H ⊂ π1(X, x) y las clases de isomorfismo de cubrientes de X.

Un bosquejo de la prueba que resume nuestras discusiones previas es como sigue.

Demostración. Para cada grupo H ⊂ π1(X, x) es posible construir un espacio cubriente (XH , φ)
de X con grupo inducido φ∗(π1(X̃, x̃)) = H. La construcción de tal espacio cubriente depende
de la elección de un elemento distinguido q̃ en la fibra de q bajo su cubriente universal. Esta
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construcción asocia al grupo conjugado gHg−1 ⊂ π1(X, x) al mismo espacio cubriente XH , pues
conjugar H corresponde a cambiar la elección del punto q. Por la discusión anterior, cualquier
cubriente (Y, p) con grupo inducido H es equivalente a XH . Así, la clase de conjugación de H
está asociada a la clase de isomorfismo de XH . En una palabra, la asociación biyectiva está dada
por (X, p) 7→ p∗(π1(X̃, x̃)), y no depende de los representantes correspondientes.

Hasta ahora, la discusión ha tenido un tono un poco más general de lo que en verdad ne-
cesitamos. En este trabajo lidiaremos con superficies de Riemann, cuyo espacio subyacente es
una superficie conexa. Antes, finalizamos este capítulo con una descripción más precisa de la
relación entre π1(X, x) y Aut(X̃, p) para un espacio cubriente general de X.

Cuando X y X̃ son superficies arcoconexas y p : X̃ → X es una función cubriente, sabemos
que la acción de π1(X, x) en cualquier fibra de p es transitiva. Si además X̃ resulta ser la cubriente
universal de X, tenemos que el grupo inducido por X̃ es trivial, y la acción de Aut(X̃, p) en
p−1(x) también es transitiva. Para ver esto, recordemos el argumento usado en la prueba del
teorema 1.3.3: dado x ∈ X y puntos x̃, x̃′ ∈ p−1(x), el criterio de levantamiento implica que la
función p : X̃ → X se levanta a una función p̃ : X̃ → X̃ que satisface p̃(x̃) = x̃′, pues tanto
p∗(π1(X̃, x̃)) como p∗(π1(X̃, x̃′)) coinciden con el subgrupo trivial de π1(X, x), y por lo tanto
entre sí. De misma forma podemos construir la función inversa de p̃. En este caso, la transitividad
de Aut(X̃, p) nos dice que hay simetría completa entre los elementos de p−1(x).

Es natural preguntarse si tenemos esta misma transitividad de Aut(X̃, p) cuando X̃ corres-
ponde a un subgrupo H ⊂ π1(X, x) no trivial. La clave del argumento previo está en que los
grupos p∗(π1(X̃, x̃)) y p∗(π1(X̃, x̃′)) coinciden; sin embargo, como vimos en la proposición 1.3.4,
en general sólo podemos esperar que tales grupos son conjugados en π1(X, x). Esto nos lleva a
la siguiente noción:

Definición 1.17. Decimos que un espacio cubriente (X̃, p) de X es normal si para cada x ∈ X y
x̃, x̃′ ∈ p−1(x) existe un h ∈ Aut(X̃, p) que lleva x̃ en x̃′. Esto es, si Aut(X̃, p) actúa transitiva-
mente en las fibras de p.

En la literatura, este tipo de cubiertas también son conocidas como regulares o de Galois. El
nombre de normal es el más sugerente, de acuerdo al siguiente teorema extraído de [14], en
donde aparece como la proposición 1.39.

Teorema 1.3.7. Tomemos un espacio X arcoconexo y localmente arcoconexo, y (X̃, p) un espacio cubriente
de X. Fijemos x ∈ X y x̃ ∈ p−1(x), y sea H el grupo inducido por la cubierta X̃, p∗(π1(X̃, x̃)).
Denotemos por N(H) al normalizador10 de H en π1(X, x). Entonces:

El espacio cubriente (X̃, p) es normal si y sólo si H es un subgrupo normal de π1(X, x).

Aut(X̃, p) es isomorfo al cociente N(H)/H.

Observemos que cuando X̃ es una cubierta normal, el grupo Aut(X̃, p) es isomorfo al cocien-
te π1(X, x)/H, pues el normalizador de H coincide con π1(X, x). El primer inciso del teorema se
deduce de la discusión anterior. En efecto, cuando H = p∗(π1(X̃, x̃)) es normal en π1(X, x), cam-
biar de punto base en p−1(x) corresponde a conjugar un grupo que es invariante bajo conjuga-
ción, de manera que el criterio de levantamiento nos permite argumentar como antes y concluir
que Aut(X̃, p) actúa transitivamente en p−1(x). Para el segundo inciso, un boceto de la prueba
es como sigue: tomemos un [γ] ∈ N(H) y supongamos que x̃ · [γ] = x̃′. Esto es, el levantamiento

10Esto es, el subgrupo más grande de π1(X, x) en el que H es normal.
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γ̃ de γ que comienza en x̃ termina en x̃′. En este caso, vemos que p∗(π1(X̃, x̃)) = p∗(π1(X̃, x̃′)),
pues uno de estos grupos resulta de conjugar por [γ] al otro, que denotamos por H, y que es
invariante bajo la conjugación por elementos de N(H) por definición. Utilizando el criterio de le-
vantamiento, esta construcción produce un homomorfismo suprayectivo f : N(H) → Aut(X̃, p)
cuyo núcleo es H.

Notemos que el teorema 1.3.3 se deduce del teorema anterior. En analogía al teorema fun-
damental de la teoría de Galois, tenemos una correspondencia entre subgrupos normales de
π1(X, x) y cubiertas normales de X. Del criterio de levantamiento vemos que si H ⊆ F ⊆
π1(X, x), los espacios cubrientes (XF, pF) y (XH , pH) de X satisfacen que XF es cubierta de XH ,
y podemos hallar una proyección intermedia p : XF → XH que satisface pH ◦ p = pF, siguiendo
el procedimiento de identificación utilizado en la prueba del teorema 1.3.4.

Adicionalmente, el grupo Aut(X̃, p) juega un papel similar al del grupo de automorfismos
de una extensión de campos. Recordemos que en una extensión de campos L/K de Galois, los
subgrupos de Gal(L/K) están en correspondencia con los campos intermedios K ⊆ L ⊆ L. Si
bien los subgrupos de H producen cubiertas de XH , los subgrupos de π1(X, x) que contienen a
H están en correspondencia con los subgrupos de N(H)/H, y producen espacios cubrientes de
X que están cubiertos por XH .

Intuitivamente, los subgrupos de N(H)/H ∼= Aut(X̃, p) corresponden a las “cubiertas inter-
medias” entre X̃ y X, con H asociado a X̃ y N(H) a X. La teoría de las superficies de Riemann y
las funciones algebraicas hace mucho más concreta esta relación entre extensiones de campos y
espacios cubrientes. Sin embargo, nos limitaremos a estudiar las superficies de Riemann desde
un lente topológico.

1.4. Notas y referencias

El capítulo anterior es una introducción compacta a la topología de superficies. El contenido
está tomado de las referencias [43], [9], [14], [26], [29], y [45]. La explicación y orden elegidos
para presentar el contenido ha sido de acuerdo a nuestra preferencia. A continuación resumimos
la fuente del material.

Para la sección inicial, las definiciones para superficie y superficie con frontera provienen de
la sección 2 de [29]. El enunciado para el teorema 1.1.1 de superficies aparece en [29] como el
teorema 6.14. Su prueba descansa en la clasificación de las presentaciones poligonales para las
superficies. Sin embargo, un tratamiento más satisfactorio aparece en [43], pues utiliza como base
solamente el hecho de que la gráfica completa bipartita K3,3 no puede ser encajada en el plano.
La breve discusión y definición de orientabilidad está basada en la discusión correspondiente en
la sección 5 de [29], y la justificamos utilizando el teorema 1.1.2, tomado de [43], y el teorema
1.1.3., que aparece como la proposición 6.18 de [29] y en más generalidad como el teorema 2.44
de [14]. En la definición 1.6 rescatamos la discusión al inicio de la sección 5 de [29].

Para la sección del grupo fundamental, tomamos la definición de homotopía del capítulo 1
de [14]. El lema 1.2.1 está reescrito a partir del teorema 7.11 de [29], y resumimos la prueba de
Lee en un bosquejo. Una parte de la prueba del teorema 1.2.1 se basa en el lema 1.2.1, y el resto
es original. Las definiciones 1.11 y 1.12 provienen del capítulo 1 de [14].

Para la sección de espacios cubrientes, hemos tomado la definición de espacio cubriente del
capítulo 1 de [9], en donde aparece como la definición 4.11. Hemos reescrito las pruebas de una
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forma amigable, tratando de comunicar las ideas concisamente y de manera autocontenida. La
proposición 1.3.1 es la proposición 4.16 de [9], pero la prueba escrita aquí es nuestra, y la usamos
para introducir la estrategia de prueba que utilizamos en la mayoría de las demostraciones
siguientes. La proposición 1.3.2 está tomada de [14], y corresponde a la proposición 1.34; la
prueba que hacemos es una reescritura más clara de la de Hatcher. La proposición 1.3.3 aparece
en [9] como el teorema 4.14: su prueba es igual a la de [29], que reproducimos aquí con mayor
claridad, y está basada en el teorema del número de Lebesgue, que aparece en [29] como el lema 7.19.
Su prueba sugiere la del teorema 1.3.1, que es nuestra. Su corolario, el teorema de monodromía,
está tomado de [29], en donde es llamado el teorema 11.15.

La discusión sobre la acción de π1(X, x) en la fibra de su punto base bajo una función cu-
briente está basada en la construcción 1.2.6 de [26], y de ella tomamos la definición 1.14. La
proposición 1.3.4 es una mezcla de los teoremas 1.38 y la proposición 1.32 de [14]; su prueba está
basada en la de Hatcher. El criterio de levantamiento también está tomado de [14], en donde
aparece como la proposición 1.33. El teorema 1.3.2 corresponde a la discusión al inicio de la
sección 1.3 de [14]; la explicación de su unicidad es nuestra, y se basa fuertemente en el criterio
de levantamiento. La noción de equivalencia de cubiertas es natural, y la tomamos del primer
capítulo de [26]. El teorema 1.3.4 equivale a la proposición 1.36 de [14], y la prueba es nues-
tra. Similarmente, Los teoremas 1.3.9 y 1.3.10 están tomados de [14], en donde corresponden
a los teoremas 1.37 y 1.38. Las pruebas dadas son reescrituras más profundas de las pruebas
de Hatcher. El teorema 1.3.3 es clásico y la prueba que exponemos es nuestra. Es un corolario
del teorema 1.3.7 que está tomado de [29], en donde aparece como el teorema 12.7, aunque la
versión que enunciamos es la de [14], que corresponde a la proposición 1.39.



Capítulo 2

Superficies de Riemann

A pesar del orden de los capítulos en este trabajo, el estudio de las superficies de Riemann
antecede históricamente al estudio abstracto de las variedades topológicas, y muchos de los con-
ceptos tratados en el capítulo previo surgieron primero en el contexto de la teoría de funciones.
Más adelante discutiremos motivaciones para la definición de este objeto. Iniciemos recordando
algunas nociones elementales de análisis complejo.

2.1. Conceptos básicos

Definición 2.1. Sean z0 un punto en C y U ⊂ C una vecindad abierta de z0. Una función
f : U → C es holomorfa en z0 si el cociente

f (z)− f (z0)

z− z0

converge a un número complejo cuando z → z0. Cuando exista, llamaremos a tal número la
derivada de f en z0 y escribiremos f ′(z0) para denotarlo. Si f es holomorfa en cada punto de U,
diremos que f es holomorfa en U.

Citaremos sin prueba algunas propiedades que evidencian la rigidez de esta definición. La
referencia principal de esta sección es [9]. Las funciones holomorfas no constantes son abiertas;
es decir, la imagen de conjuntos abiertos es abierta, de modo que, por ejemplo, es imposible
encontrar funciones holomorfas de C en R más allá de las constantes. Además, las funciones
holomorfas son conformes en todos los puntos z0 de su dominio en los que el número f ′(z0) 6= 0.
Esto quiere decir que preservan el ángulo orientado en el que dos curvas se intersecan. Esta últi-
ma afirmación se sigue de notar que la derivada de f en un punto puede ser interpretada como
una función entre dos planos tangentes reales de dimensión 2, y está dada por el producto de
un número complejo no cero, que es una transformación ortogonal entre dichos planos seguida
de una homotecia.

Observemos que la definición 2.1 es una definición local, por lo que deberíamos esperar la
posibilidad de generalizarla a superficies y obtener propiedades similares a las descritas. Con
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esta motivación, definimos el objeto de estudio de este capítulo:

Definición 2.2. Sea X una superficie. Un atlas complejo para X es una cubierta de X por cartas
coordenadas A = {(Uν, φν)} holomorfamente compatibles: esto es, para cada ν ∈ I existe un
abierto Vν ⊆ C para el que φν : Uν → Vν es un homeomorfismo, y para cualquier par de cartas
de X (U, φ) y (V, ψ) tales que U ∩V 6= ∅, la función de transición fφψ : φ(U ∩V) → ψ(U ∩V) es
holomorfa. Si A es un atlas complejo para X, diremos que (X, A) es una superficie de Riemann.

Esta definición es suficiente para obtener una noción de función holomorfa en una superficie
de Riemann, que es como sigue:

Definición 2.3. Sea (X, A) una superficie de Riemann y f : U ⊂ X → C una función continua.
Diremos que f es una función holomorfa si para cada carta (V, φ) de X, la función f ◦ φ−1 :
φ(V ∩U)→ C es holomorfa.

Más generalmente, podemos definir mapeos holomorfos de la siguiente manera:1

Definición 2.4. Sean (X, A) y (Y, B) dos superficies de Riemann, y f : X → Y una función.
Diremos que f es holomorfa si para cualquiera cartas ψ : U′ → V′, φ : U → V, con U′ ⊆ Y,
U ⊆ f−1(U′), la representación por coordenadas de f ,

ψ ◦ f ◦ φ−1 : V → V′,

es una función holomorfa.

La definición implica que una función holomorfa en U ⊂ X es continua: una representación
por coordenadas de f es holomorfa y por lo tanto continua; puesto que las cartas son homeo-
morfismos, deducimos que f misma es continua. Además, observemos que todas las cartas de
X son holomorfas por definición.

Es posible que dos altas distintos, digamos A y A′, definan la misma superficie de Riemann,
en el sentido en que I : (X, A) → (X, A′) es un mapeo holomorfo con inversa holomorfa. En tal
caso, todas las cartas complejas de A son holomorfamente compatibles con todas las cartas de
A′, y viceversa. Así, es más conveniente lidiar con un atlas maximal:

Definición 2.5. Un atlas maximal Σ para X es un atlas para el que si φ : U → C es una carta
holomorfamente compatible con las cartas de Σ, entonces (φ, U) ∈ Σ. Decimos que Σ es una
estructura compleja para X.

Si (X, A) es una superficie de Riemann, siempre es posible encontrar un atlas maximal Σ
para el que A ⊂ Σ, por lo que siempre supondremos que A es maximal. Notemos que, intuiti-
vamente, el tener más cartas no “incrementa la cantidad” de funciones holomorfas en X, pues
las cartas de A son compatibles con las de Σ, y tanto los abiertos de A como los de Σ cubren
a X2. Usar Σ nos da mayor libertad para representar por coordenadas a las funciones definidas
en X, y por tanto es una ventaja tanto conceptual como computacional. Habiendo definido Σ,
inmediatamente dejaremos de escribir (X, Σ) para decir simplemente que X es una superficie de
Riemann, entendiendo que carga con algún atlas maximal.

1Por lo general se distingue entre función y mapeo holomorfo porque es conveniente pensar en el espacio de las
funciones holomorfas de valores complejos definidas en una superficie X.

2Más correctamente, una estructura compleja es la clase de equivalencia de un atlas maximal, donde relacionamos dos
atlas si son mutuamente holomorfamente compatibles. Sin embargo, fijar un representante de la estructura es concep-
tualmente más cómodo.
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Proposición 2.1.1. Sea X una superficie de Riemann. Para un abierto U ⊆ X, el conjunto
O(U) := { f : U ⊆ X → C | f es holomorfa} es un anillo conmutativo con las operaciones usuales
de suma y producto de funciones.

Demostración. Para f , g ∈ O(U), que f + g y f g son holomorfas se sigue del truco usual de un
curso de cálculo, a saber,

f (z) + g(z)− f (z0)− g(z0)

z− z0
=

f (z)− f (z0)

z− z0
+

g(z)− g(z0)

z− z0

para la suma, mientras que para el producto tenemos

f g(z)− f g(z0)

z− z0
=

f g(z)− f (z0)g(z) + f (z0)g(z)− f g(z0)

z− z0

=
( f (z)− f (z0)

z− z0

)
g(z) + f (z0)

( g(z)− g(z0)

z− z0

)
y tomamos los límites correspondientes, usando el hecho de que una función holomorfa es
continua. Es claro que O(U) es un subconjunto del anillo A de funciones de U en C y que la
función constante -1 es holomorfa, de forma que si f es holomorfa, − f ∈ O(U). Concluimos que
O(U) es un subanillo de A.

Además, es sencillo ver que las funciones constantes son holomorfas, y que si g no se anula
en U, la función 1/g es holomorfa, así como f /g para cualquier f ∈ O(U). Observemos que el
anillo O(U) puede tener divisores de su elemento nulo. Por ejemplo, si U tiene dos componen-
tes conexas A, B, las funciones indicadoras 1A y 1B satisfacen 1A1B ≡ 0. Así, a partir de este
momento, supondremos siempre que una superficie de Riemann es un espacio conexo, de modo
que O(U) es un dominio entero.

Ejemplo 2.1. Consideremos la compactación por un punto C̄ del plano complejo C. Este es un
espacio topológico obtenido de C a partir de la adición del símbolo ∞ y los abiertos generados
por (C \ K)∪ {∞}, donde K es un compacto de C. En general, en C dos sucesiones que divergen
se alejan entre sí arbitrariamente; el espacio C̄ es, de cierta forma, el espacio más sencillo que hace
al punto ∞ indistinguible del resto de puntos en C. Por ejemplo, dos sucesiones que convergen
al mismo punto en C se acercan arbitrariamente entre sí, pero esto es falso para sucesiones
divergentes. Sin embargo, vemos que esto es cierto en C̄. Nos bastan dos cartas para describir
a C̄: la función IdC en el abierto C̄ \ {∞} y la función f dada por z 7→ 1/z para z ∈ C y
f (∞) := 0 definida en el abierto C̄ \ {0}. Los abiertos de estas cartas se intersecan en C∗, donde
las funciones de transición coinciden con 1/z, que es holomorfa en ese dominio. Llamamos a
este espacio el plano complejo extendido.

Ejemplo 2.2. Tomemos la esfera S2 := {z ∈ R3 | ||x|| = 1} e identifiquemos el plano x3 = 0 con el
plano complejo de la manera natural. La proyección estereográfica desde el punto N := (0, 0, 1)
es la función continua φN que asigna a cada punto x de S2 el único punto de intersección de
la recta l y el plano x3 = 0, donde l pasa por N y x. Escribamos S := (0, 0,−1), y sea φS la
proyección estereográfica desde el punto S. Si σ denota la conjugación compleja, entonces el
conjunto A = {(S2 \ {N}, φN), (S2 \ {S}, σ ◦ φS)} es un atlas complejo para S. La conjugación de
φS garantiza que la transición entre las cartas es holomorfa. El espacio (S2, A) es conocido como
la esfera de Riemann.
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Es posible encontrar una función holomorfa biyectiva entre la esfera de Riemann y el plano
complejo extendido, cuya inversa es también holomorfa. Una función de este tipo entre dos
superficies de Riemann es llamada una función biholomorfa, o un biholomorfismo. Notemos que
si f : X → Y es una función biholomorfa entre las superficies de Riemann X y Y, y g : X → C

y h : Y → C son funciones holomorfas arbitrarias, entonces f ◦ h y g ◦ f−1 son holomorfas en
Y y X, respectivamente. Esto es, un biholomorfismo induce un isomorfismo entre los anillos
O(X) y O(Y) de funciones holomorfas. En este caso, decimos que las superficies de Riemann
correspondientes son isomorfas. Más generalmente, una función f : X → Y es holomorfa en un
abierto U exactamente cuando induce un homomorfismo de anillos

f ∗ : O( f−1(U))→ O(U),

dado por el pull-back de f a f−1(V). A saber, f ∗(g) = g ◦ f .

Más aún, S2 y C̄ son a su vez isomorfos a la línea proyectiva compleja P1C, que es el espacio
de los subespacios vectoriales de dimensión 1 de C2. La estructura compleja de P1C se puede
definir usando cortes afines como sigue: primero, tomemos el espacio C2 := C×C y el conjunto
{〈v〉 | v ∈ C2 \ {0}}. Dos elementos de v, u ∈ C2 \ {0} satisfacen 〈v〉 = 〈u〉 si y sólo si existe
un complejo λ para el cual v = λu. Así, definimos una relación de equivalencia ∼ en C2 \ {0}
por u ∼ v ⇐⇒ 〈v〉 = 〈u〉. P1C es el espacio topológico cociente C2 \ {0} mód ∼. Notemos
que un [v] ∈ P1C es tal que v = (z, w), donde necesariamente z 6= 0 o w 6= 0. En el primer caso,
podemos identificar el elemento [v] con [(z, w, 1)], y en el segundo con [1, w/z]. Así, la proyección
natural en P1C es una cubriente de dos hojas; a saber, los abiertos Ui := {(z1, z2) ∈ C2 | zi 6= 0}
con i = 1, 2. Observemos que cada uno de estos abiertos es una copia homeomorfa de C, de
modo que tomar coordenadas homogéneas corresponde a tomar cartas complejas, que resultan
ser compatibles, pues sus funciones de transición son cocientes de funciones lineales.

En particular, estos tres espacios son homeomorfos a la esfera S2. El hecho de que son tam-
bién isomorfos como superficies de Riemann es una manifestación de que todas las estructuras
complejas de S2 son equivalentes. Esto es un corolario del importante teorema de Riemann-Roch,
que discutiremos más adelante.

Una utilidad de tratar con la esfera de Riemann es que nos permite identificar naturalmente
a las funciones holomorfas que tienen polos con funciones holomorfas cuyo contradominio es C̄.
A saber, denotemos por ∞ a un punto abstracto que no pertenece a C con el que construimos C̄.
Dada una función f : X → C y un punto z0 ∈ X tales que f (z)→ ∞ cuando z→ z0, extendemos
la función f a f̄ : X → C̄, simplemente haciendo f̄ (z0) = ∞. Esto nos permite dar un tratamiento
más homogéneo de las funciones holomorfas que aparentan tener irregularidades desde el punto
de vista de C.

Definición 2.6. Tomemos una superficie de Riemann X y un abierto U ⊂ X. Diremos que una
función holomorfa f : U → C̄ es meromorfa.

Más aún, el conjunto de tales funciones es también un anillo que denotamosM(U), y además
de ser dominio entero es un campo. Esta última afirmación se sigue de que ahora es posible
definir 1/ f para cualquier función f distinta de la constante cero, haciendo la convención usual
resumida en la expresión un poco macabra 1/0 = ∞. Referimos a la proposición 3.13 de [30]

Ejemplo 2.3. (El toro) Tomemos dos números complejos ω1, ω2 ∈ C∗ tales que ω1/ω2 /∈ R.
Definimos la retícula

R(ω1, ω2) := {nω1 + mω2 n, m ∈ Z}.
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Figura 2.1: La retícula R(ω1, ω2) permite darle una estructura compleja al toro.

Notemos que R(ω1, ω2) es un subgrupo discreto de C que actúa por traslaciones. Considere-
mos el espacio de sus órbitas: identificamos z, w ∈ C si y sólo si z−w ∈ R(ω1, ω2) para construir
la proyección π : C → X, en donde damos a X la topología cociente. Observemos la figura 2.1.
El interior del cuadrado sombreado tiene un punto por cada órbita, y sus lados opuestos son
identificados entre sí. Tenemos pues que X es homeomorfo a un toro. Notemos que la función π
es abierta: puesto que X tiene la topología cociente, basta ver que si U ⊆ C es abierto, entonces
π−1(π(U)) es abierto también. Este conjunto es la unión de todos los desplazamientos U + z,
z ∈ R(ω1, ω2), y por lo tanto es abierto.

Usamos π para darle una estructura compleja a X. Observemos que la acción de R en C es
lo suficientemente “discontinua”3 como para permitir que todo punto x admita una vecindad
abierta V ⊂ C en la que π es inyectiva. Si V es un abierto de este tipo, tenemos que π|V : V → U
es un homeomorfismo, donde U := π(V) es abierto. Su inversa φ : U → V define una carta
(U, φ) para X. Puesto que podemos hacer esto alrededor de cada punto de X, el conjunto de estas
cartas cubre a X. Para obtener una estructura compleja necesitamos comprobar la compatibilidad
de nuestras cartas coordenadas. Supongamos que (U1, φ1) y (U2, φ2) tienen intersección no vacía,
y tomemos la función de transición

ψ := φ2 ◦ φ−1
1 : φ1(U1 ∩U2)→ φ2(U1 ∩U2).

Las funciones φi que son secciones de la proyección π, por lo que z ∈ φ1(U1 ∩U2) satisface
π(ψ(z)) = φ−1

1 (z) = π(z), y por lo tanto ψ(z) − z ∈ R. Puesto que ψ es un homeomorfismo,
ψ− Id es una función continua con imagen discreta, así que es constante en cada componente
conexa de φ1(U1 ∩U2). Así, ψ tiene la forma z+ c en cada componente, y por tanto es holomorfa.
Simétricamente, ψ−1 es holomorfa.

Observación. Si bien cada retícula R(ω1, ω2) nos permite construir una superficie de Riemann
cuyo espacio subyacente es el toro T2 ∼= S1 × S1, no es cierto en general que cualesquiera dos
de estas superficies son equivalentes. El atlas complejo que R induce es una estructura analítica
adicional a la información topológica de X. Más adelante veremos exactamente cuándo dos
retículas en C definen la misma estructura compleja para el toro.

Ejemplo 2.4. Regresemos un momento al plano complejo. La función f : z 7→ z2 es holomorfa.
Notemos que la distancia entre las dos raíces cuadradas de un punto z 6= 0 es 2|z|, de modo
que cada punto de C∗ := C \ {0} admite una vecindad abierta Uz, que podemos tomar como

3Se dice que la acción de R es propiamente discontinua. Sin embargo, R actúa por homeomorfismos, por lo que la
terminología es un poco desafortunada.
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la bola B(z, 1/2|z|), tal que f−1(Uz) es la unión de dos abiertos ajenos. Uno puede ver que f se
restringe a un homeomorfismo en cada uno de estos abiertos, de manera que (C∗, f ) define un
espacio cubriente de C∗.

Las distintas ramas de
√

z corresponden a elegir una de las dos secciones de la función
cubriente f . Denotemos por σi cada una de estas inversas locales. Por definición, tenemos que
(σi(z))2 − z = 0. Esto es, son funciones algebraicas en su dominio de definición más grande. En
este dominio es posible afirmar que las secciones son holomorfas por el teorema de la función
inversa para superficies de Riemann. Ahora, consideremos la curva algebraica C definida por el
conjunto de ceros en P2C del polinomio z−w2. Los puntos de C son de forma (z, w) con z = w2.
la función p2 : C → P1C dada por la proyección en la segunda coordenada claramente satisface
(p2(z, w))2 − z = 0. En esencia, y muy burdamente, hemos construido un espacio en el que la
función p se comporta como la raíz cuadrada, y es posible finalmente decir que es holomorfa en
toda la curva compleja C4. Más aún, la proyección p2 permite dar un contexto en el que el mapeo√

z : C → C es una función con un solo valor, a diferencia de la aparente función multivaluada
que define en C.

Una manera más pictórica de construir una superficie equivalente a C consiste en analizar
las dos ramas de

√
z definidas en las dos hojas C̄ \ R+, e identificarlas en la franja R+, que

incidentalmente define una curva con extremos 0 e ∞. Usando la proyección estereográfica,
podemos interpretar a C̄ como una esfera con un corte en el meridiano que conecta el polo norte
y el sur, de forma que al identificar ambas copias en la franja quitada obtenemos un espacio
homeomorfo a una esfera. La franja de pegado delimita una frontera en la que podemos imaginar
que sucede el cambio entre las dos ramas de

√
z, a través de la continuación analítica de una en

la otra, por medio de una curva que se proyecta a un lazo alrededor del 0. Históricamente, las
superficies de Riemann surgieron a partir de una construcción de este tipo, como los dominios
más naturales para las funciones algebraicas.

Ahora bien, podríamos detenernos para observar que es posible hacer lo mismo con la gráfica
de la función real valuada x2, y de podríamos intentar construir un tipo de superficie para
funciones reales diferenciables en general. De acuerdo a la discusión previa, si f : R → R es
nuestra función, su superficie asociada debería ser la curva (x, f (x)). Sin embargo, las funciones
holomorfas presentan una regularidad que las funciones reales y diferenciables simplemente
no poseen. Por ejemplo, en la figura siguiente podemos observar que la función diferenciable
x 7→ x sin(x) + 2x tiene puntos cuyas fibras difieren en cardinalidad tanto como se quiera. Las
funciones holomorfas tienen la propiedad de casi ser funciones cubrientes, como veremos, y por
lo tanto la cardinalidad de sus fibras es constante en casi todos los puntos de su imagen.

Ejemplo 2.5. (Curvas complejas no singulares) Un ejemplo de superficie de Riemann de gran
importancia es el de las curvas algebraicas complejas no singulares. Intuitivamente, una curva
compleja C es un conjunto de puntos en Cn que anulan un cierto conjunto de polinomios
Pi(x1, x2, . . . , xn) ∈ C[x1, . . . , xn], y que tiene dimensión compleja 1. Por simpleza5, tomemos
un único polinomio P de dos variables complejas z, w, de manera que el conjunto C de sus ceros
yace en C2. La evaluación P : C2 → C define una función holomorfa6, y C = P−1(0). Tomemos
un punto (z0, w0) ∈ C en el que las derivadas parciales δzP(z, w) y δwP(z, w) no se anulan. El
teorema de la función implícita garantiza la existencia de una función holomorfa ζ y un disco
U de C centrado en z0 que satisface ζ(z0) = w0 y cuya gráfica (z, ζ(z)) coincide con C en ζ(U).

4Esta es sólo una imagen intuitiva. La maquinaria para construir la superficie asociada a una función algebraica
requiere de, entre otras cosas, el concepto de continuación analítica, cuyo estudio conduce naturalmente a la noción de
monodromía.

5De hecho, una curva algebraica compleja es birracionalmente equivalente a una curva plana, dada por el conjunto de
ceros de exactamente un polinomio f ∈ C[z, w], por lo que no perdemos generalidad.

6Esto es, las funciones f ◦ pi son holomorfas en C× {0} y {0} ×C.
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Figura 2.2: La función x 7→ x sin(x) + 2x tiene fibras de cada cardinalidad.

Esto nos permite darle una carta compleja a C centrada en (z0, w0). Más aún, las transiciones
entre estas cartas resultan ser biholomorfismos. Ahora, decimos que un punto singular de C es
un punto en que ambas derivadas parciales de P se anulan. A priori, puede ser el caso que un
punto singular de C admita una carta compleja. Sin embargo, para una curva sin puntos singu-
lares podemos dar una estructura compleja estándar. Más aún, las curvas en C3 dadas por ceros
de polinomios homogéneos están en correspondencia con superficies de Riemann compactas:
es un resultado profundo de la teoría de superficies de Riemann el que nos dice que cualquier
superficie compacta es equivalente a una de estas curvas proyectivas no singulares. Sin embargo,
una correspondencia explícita es difícil de producir, como se discute en [20].

Ahora, pensemos por un momento en curvas no singulares dadas por un polinomio

P(z, w) = a0 + a1z + a2w,

en donde los ai son números complejos no todos cero. Puesto que las derivadas parciales de P
no se anulan, uno podría esperar que una pequeña perturbación de sus coeficientes dada por
a′0, a′1, a′2 también produzca una curva no singular C′. En este sentido, variar los parámetros de P
corresponde a “deformar continuamente” la superficie de Riemann C. Es natural preguntarse si
la superficie C resulta equivalente a C′. Intuitivamente, esto pinta la imagen de un subconjunto
abierto de C3 en el que cada punto produce una superficie de Riemann, y cuya frontera induce
curvas algebraicas singulares. La relación de equivalencia dada por biholomorfismos entre las
curvas C y C′ sugiere tomar un espacio de identificación en C3, cuya topología da una noción
de deformación continua para superficies de Riemann. Puesto que la esfera con g asas no es ho-
meomorfa a una con g′ 6= g asas, no esperaríamos ver que una superficie de Riemann de género
g se pueda deformar en una de género g′ sin “pasar” por ciertas superficies singulares. Esta
noción ingenua motiva la búsqueda de un espacio de parámetros para superficies de Riemann
de un género fijo.

En el ejemplo z 7→ z2, la exclusión de 0 es artificial, pues el punto 0 también tiene una
preimagen bajo esta función. En la superficie C, es natural incluir al punto (0, 0), que también
satisface z − w2 = 0. Sin embargo, es imposible encontrar una vecindad de 0 para la cual la
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Figura 2.3: La función f : z 7→ z2 como una doble cubierta del plano perforado en 0. Si D∗ =
D ∩C∗, las dos componentes conexas de f−1(D∗) son discos perforados en el mismo punto.

proyección p es un homeomorfismo, que corresponde al hecho de que 0 tiene sólo una raíz
cuadrada. El punto 0 es entonces un punto de ramificación de la función z 7→ z2, el origen del cual
“brotan las ramas” de la raíz cuadrada.

Dejando atrás las motivaciones intuitivas, estudiemos la teoría básica de las superficies de
Riemann.

Teorema 2.1.1. Sean X y Y superficies de Riemann y f , g : X → Y una funciones holomorfas. Si f y g
coinciden en un conjunto A ⊆ X que tiene un punto de acumulación l ∈ A, entonces f y g coinciden en
X.

El argumento principal en la prueba de este teorema recae en utilizar su versióń usual de
análisis complejo, y no nos detendremos en ella. El teorema resulta muy útil al definir y estudiar
la estructura de gavilla de las funciones holomorfas definidas en un conjunto abierto de X, y tiene
el nombre especial de Teorema de la Identidad. Puede ser usado, por ejemplo, para concluir que
todas las identidades trigonométricas usuales se satisfacen para argumentos complejos, pues
son válidas en R ⊂ C, que claramente contiene un punto de acumulación. Una consecuencia
inmediata es que las funciones holomorfas no constantes necesariamente tienen fibras discretas.
Otro uso importante surge en la prueba del siguiente teorema, particularmente útil:

Teorema 2.1.2. [Comportamiento local de las funciones holomorfas]

Sean X y Y superficies de Riemann y f : X → Y una función holomorfa no constante. Entonces para
cualquier z0 ∈ X existen cartas φ : U → V, η : U′ → V′ y un entero k ≥ 1 tales que (ψ ◦ f ◦ φ−1)(z) =
zk para z ∈ U.

Demostración. Tomemos cartas (U, µ), (V, η) de X y Y para las que µ(z0) = 0 = η( f (z0)). La
representación por coordenadas de f , r = η ◦ f ◦ µ−1, es entonces una función holomorfa que se
anula en 0. Observemos que r no es la constante 0 por el teorema de la identidad y porque f es no
constante. Al ser holomorfa, f coincide en una vecindad del 0 (que podemos tomar como µ(U))
con una serie de potencias ∑n anzn cuyo término constante es 0. Dicho de otra forma, existe un
entero positivo k y una función holomorfa g : µ(U) → η(V) que satisfacen r(z) = zkg(z) y
g(z) 6= 0 para z en µ(U). Ahora, puesto que g no se anula en 0, hay un abierto V1 ⊆ g(µ(U))
completamente contenido en una de las franjas

{
z ∈ C | arg(z) ∈

[
2πl

k
,

2π(l + 1)
k

]}
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salvo una rotación del plano, que corresponde a elegir una función arg : C → (0, 2π). Por lo
tanto, existe una función holomorfa h tal que hk = g en una vecindad U1 ⊂ g−1(V1) de 0. Así, el
mapeo m : z 7→ zh es holomorfo e invertible en el abierto U1. Sea U := µ−1(U1) y definamos la
carta (U, φ) como φ = m ◦ µ. La representación por coordenadas de f dada por F = η ◦ f ◦ φ−1

es la representación buscada, pues

F(m(z)) = η ◦ f ◦ µ−1 ◦m−1(m(z)) = zkg(z) = (zh(z))k = (m(z))k.

Llamaremos índice de ramificación de f en z0 al número k asociado con una tal representación f
en una vecindad de z0, y lo denotaremos por ν( f , z0). Vemos que en la imagen de dicha vecindad
los puntos distintos de f (z0) tienen k preimágenes, exactamente cómo esperaríamos al analizar
el comportamiento de la función modelo z 7→ zk. Tenemos algunos corolarios útiles.

Corolario 2.1.2.1. Una función holomorfa f : X → Y no constante es una función abierta.

Demostración. Puesto que las cartas son homeomorfismos, basta ver que las representaciones
locales de f son abiertas, que tienen la forma φk : z 7→ zk. Estas funciones de C en C son
holomorfas y por lo tanto abiertas. Más precisamente, si U es un abierto en C, cada punto
distinto de cero en f (U) admite una vecindad en la que φk tiene una inversa continua. Si V es
un disco de radio k alrededor del 0, la función h : z 7→ zn/kn preserva a V, de modo que φ = knh
envía vecindades abiertas del 0 en abiertos de C. Concluimos que φ es abierta.

Como consecuencia, si X es compacta, y f : X → Y es holomorfa y no constante, tenemos
que f (X) = Y, pues f (X) es cerrada y abierta, y Y es conexa.

Corolario 2.1.2.2 (Función inversa). Sea f : X → Y una función holomorfa, y z0 ∈ X un punto para
el cual f ′(z0) 6= 0. Entonces existe una vecindad U de z0 en la que f es un biholomorfismo sobre f (U).

Demostración. Si la derivada de f es distinta de 0 para alguna representación por coordenadas
suya, la regla de la cadena implica que es no cero para cualquier otra representación. Esto es,
si representamos a f como una zk debemos tener que k = 1, pues f ′(z0) = 0 en cualquier otro
caso. Así, r(z) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)(z) = z para ciertas cartas (U, ψ), (V, φ) de X y Y, respectivamente,
en donde podemos suponer que V = f (U). Así, r(z) tiene inversa holomorfa en ψ(U), y por lo
tanto también f . A saber, f−1 = φ−1 ◦ r−1 ◦ ψ.

Corolario 2.1.2.3. Si X es una superficie de Riemann compacta y f : X → Y es una función holomorfa
no constante, entonces Y es compacta y f es suprayectiva.

Demostración. Vemos que f (X) es abierto en Y, pues f es abierta. Además, f (X) es compacto y
por lo tanto cerrado, pues Y es Hausdorff. La conexidad de Y implica que f (X) = Y. Luego, Y
es compacta.

En particular, si X es una superficie de Riemann compacta vemos que las funciones holomor-
fas f : X → C son constantes, pues C no es compacto. Este hecho evidencia la importancia de
considerar funciones meromorfas definidas en X, que están en correspondencia con las funcio-
nes holomorfas con polos. En general, el estudio de las superficies de Riemann es el estudio del
campo de las funciones meromorfas definidas en ellas. En la siguiente sección estudiaremos un
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poco más a fondo el concepto de ramificación que se vislumbró al estudiar el comportamiento
local de las funciones holomorfas. El fenómeno de ramificación nos permitirá interpretar y cons-
truir a las superficies de Riemann como espacios que son casi cubiertas de la esfera. Notemos
que, por un argumento similar al de la prueba del teorema de la función inversa, una función
holomorfa no constante f : X → C̄ tiene índice de ramificación 1 en casi todos los puntos de su
dominio: en efecto, el teorema de la identidad implica que la derivada de f es distinta de cero
salvo quizás en un subconjunto discreto A ⊂ X, donde yacen los ceros y los polos de f . Como
veremos, esto hace de (X, f ) un espacio cubriente de C̄ \ f (A), lo que nos permitirá utilizar la
maquinaria desarrollada en el capítulo anterior.

2.2. Ramificación

En esta sección discutiremos los puntos singulares de las funciones holomorfas, que enten-
demos como cubrientes ramificadas.

Definición 2.7. Tomemos superficies de Riemann X y Y y sean f : X → Y holomorfa y z0 un
punto en X. Diremos que x es un punto de ramificación si el índice de ramificación de f en z0 es
k > 1. Equivalentemente, z0 es un punto de ramificación si para cualquier vecindad abierta V de
z0, la función f|V no es inyectiva.

La equivalencia se sigue de observar que f es una función k a 1 en una vecindad de z0. La
función f es no ramificada si no tiene puntos de ramificación. En tal caso, vemos que f es un
homeomorfismo local: cada punto x de X admite una vecindad Vx en el que la función f se
restringe a un homeomorfismo, y de hecho a un biholomorfismo, sobre su imagen.

Para los siguientes teoremas supondremos que X es una superficie de Riemann compacta.
En tal caso, una función holomorfa f : X → Y no constante es una función propia: la preimagen
f−1(C) de un subconjunto compacto de Y es compacta. Esto se sigue de que C es cerrado al ser
un compacto de un espacio Hausdorff y de que el conjunto f−1(C) es cerrado al ser f continua,
y por tanto f−1(C) es compacto al ser X compacta. Llamemos A al conjunto de puntos de
ramificación de f ; dado que f es no constante, A es un conjunto discreto de X y por lo tanto
finito y cerrado. Llamaremos a los puntos del conjunto B := f (A) los valores críticos de f , y a
los puntos en Y \ B los valores regulares. Notemos que, en una representación por coordenadas
de f , los valores críticos son los puntos f (z) para los z que satisfacen f ′(z) = 0. Observemos
que los espacios X′ = X \ f−1(B) ⊂ X \ A y Y′ = Y \ B son subconjuntos abiertos de X y Y,
respectivamente, y por lo tanto son también superficies de Riemann; además, la restricción de f
a X′ es holomorfa. Tenemos entonces lo siguiente:

Teorema 2.2.1. Sean X y Y superficies de Riemann y f : X → Y una función holomorfa suprayectiva
y no constante. Denotemos por B el conjunto de valores críticos de f , y escribamos Y′ := Y \ B, X′ :=
X \ f−1(B). Entonces existe un entero n para el cual (X′, f ) es un espacio cubriente de Y′ de n ≥ 1 hojas.

Demostración. El índice de ramificación de f en cada punto de X′ es 1, pues X′ ⊂ X \ A. Esto
hace de f un homeomorfismo local, que junto a la suprayectividad de f garantiza la existencia
de una vecindad cubierta parejamente Vx para cada x ∈ Y′. Observemos que f−1(B) es un
conjunto discreto, pues es la unión finita de las fibras f−1(a), a ∈ f (A), que también son finitas.
Esto implica que X′ es denso en X y por lo tanto conexo, pues cualquier función continua
s : X′ → {0, 1} se extiende únicamente a una función continua s̃ : X → {0, 1}, que debe ser
constante. Así, la función localmente constante x 7→ | f−1(x)| es constante en Y, como hemos
argumentado antes, y el valor único que toma es el número de hojas de f .
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El siguiente teorema nos da una manera de invertir este proceso para construir superficies
de Riemann.

Teorema 2.2.2. Sea X una superficie de Riemann y (Y, p) un espacio cubriente de X. Entonces existe
una única estructura compleja en Y para la cual p es holomorfa.

Demostración. Sea Σ la estructura compleja de X. Para cualquier y ∈ Y, el punto p(y) tiene
una vecindad cubierta parejamente por p. Sea Uy ⊂ X tal vecindad. Además, puesto que la
restricción de un homeomorfismo es un homeomorfismo sobre su imagen, podemos suponer que
Uy es también el dominio de definición de una carta de X, que denotaremos (Uy, φy). Llamemos
Vy a la componente conexa del abierto p−1(Uy) que contiene al punto y. Observemos que los
conjuntos Vy así construidos cubren al espacio Y, y que la función p∗φ = φy ◦ p : Vy → φ(Uy)
es un homeomorfismo. Más aún, si y ∈ Vy ∩ Vw es la sección de p que satisface σy(p(y)) = y,
entonces la función de transición

h = φw ◦ p ◦ σy ◦ φ−1
y : φy(Uy ∩Uw)→ φw(Uy ∩Uw)

satisface h = φw ◦ φ−1
y , y por lo tanto es holomorfa. Así, concluimos que el conjunto p∗Σ :=

{(Vy, φy) | y ∈ Y} es un atlas para Y. Como mencionamos en el capítulo previo, Y es Hausdorff
y posee una base numerable7. Ahora, supongamos que (Y, A) es una otra estructura para Y para
la que p es holomorfa. La identidad de Y resulta un biholomorfismo Id : (Y, A) → (Y, p∗Σ),
pues IdX = p ◦ IdY ◦ p−1 es holomorfa, de forma que su composición con p y precomposición
con p−1 es también holomorfa, pero tal función es IdY.

La construcción anterior sugiere una forma de relajar la noción cubierta. Usaremos la siguien-
te definición de [9].

Definición 2.8. Sean X1 y X2 espacios topológicos. Diremos que una función continua f : X1 →
X2 es una cubriente ramificada de n hojas si existen subconjuntos finitos A ⊂ X1, B := f (A) ⊂ X2
y un entero n tales que la función f : X1 \ f−1(B)→ X2 \ B es una cubriente de n hojas.

Observemos que estamos excluyendo al conjunto f−1(B) = f−1( f (A)), cuando en realidad
el conjunto en donde encontramos irregularidades es A. El problema es que, aunque es posible
que un valor crítico l tenga una preimagen con índice de ramificación 1 (y por lo tanto es posible
invertir localmente f alrededor de l), la fibra f−1(l) tendrá menos de n puntos, y será imposi-
ble hallar una vecindad de l cubierta parejamente. Sin embargo, la uniformidad de los valores
regulares se extiende a los valores críticos cuando uno considera la noción de multiplicidad:

Teorema 2.2.3. Sea f : X → Y una función holomorfa no constante y suprayectiva8. Entonces existe un
entero m ≥ 1 tal que, Para todo c ∈ Y,

m = ∑
x∈ f−1(c)

ν( f , x)

Demostración. Llamemos B al conjunto de valores críticos de f . De la discusión previa sabemos
que f : X′ → Y′ es una función cubriente de n hojas. Ahora, tomemos b ∈ B y sea f−1(b) =

7En el capítulo previo hay un bosquejo de la prueba de esta última afirmación. Para superficies de Riemann no
compactas, el teorema es mucho más complicado, y es un resultado de Radó. Ver la sección 23 de [9].

8Puesto que una función holomorfa no constante es abierta y un subconjunto abierto de una variedad es también una
variedad, no perderemos generalidad si suponemos siempre que la función f : X → Y es suprayectiva.
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{x1, . . . , xs}. Escribamos ki := ν( f , xi). Existen vecindades Vi de cada xi en donde f toma la
representación z 7→ zki . Sea U := f (V1 ∪ . . . ∪ Vs); vemos que un punto c ∈ Y′ ∩U es un valor
regular y tiene ki preimágenes en cada Vi, de modo que | f−1(c)| = k1 + . . . ks = n.

El número m es llamado la multiplicidad con la que f lleva los puntos de X en Y. Un corolario
sencillo de este teorema es que si X es compacta, cualquier elemento no constante deM(X) tiene
el mismo número de polos y ceros, contados con multiplicidad. Esta observación será importante
más adelante cuando lidiemos con el concepto de los divisores.

La discusión anterior sugiere que, si X es una superficie de Riemann compacta, y si existe
una función meromorfa f : X → P1C no ramificada, X toma la forma familiar de una cubriente
finita de la esfera, que estudiamos en la sección previa y que podríamos describir combinatoria-
mente. Sin embargo, observemos que ni siquiera para el ejemplo sencillo de la función z 7→ z2

obtenemos esta estructura, pues ∞ y 0 son valores críticos. No obstante, como hemos ya enuncia-
do antes, podemos apartar a los puntos f−1(B) y concluir que (X′, f ) es un espacio cubriente de
una esfera perforada; esto es, una esfera de la que hemos quitado una cantidad finita de puntos,
los valores críticos de f . De este modo, podemos intentar describir a X únicamente a partir de
su topología como espacio cubriente. Para ello, necesitamos la garantía de que no se genera una
ambigüedad cuando excluimos el conjunto f−1(B); esto es, debemos ser capaces de recuperar
toda la estructura de X a partir de una cubriente (X′, p) de la esfera perforada. Los siguientes
teoremas nos dan esta garantía:

Teorema 2.2.4. (Compactación) Sean X una superficie de Riemann, A ⊂ X un subconjunto cerrado y
discreto y X′ := X \ A. Sea Y′ una superficie de Riemann y p′ : Y′ → X′ una función holomorfa no
ramificada y propia. Entonces p′ se extiende a una cubriente ramificada de X: existe una superficie de
Riemann Y, una función holomorfa propia p : Y → X y una función biholomorfa φ : Y \ p−1(A) → Y′

que preserva las fibras. Esto es, p′ ◦ φ = p′ y p ◦ φ−1 = p.

Teorema 2.2.5. Sean X, Y, Z superficies de Riemann, p : Y → X, h : Z → X funciones cubrientes
holomorfas y propias. Sea A ⊂ X cerrado y discreto, y Y′ = p−1(X′), Z′ = h−1(X′). Sea φ′ : Y′ → Z′

es un biholomorfismo que preserva las fibras de p y h. Entonces existe un biholomorfismo φ : Y → Z que
extiende a φ′ y que preserva fibras. En particular, los barajeos de Aut(Y′, p) se extienden a barajeos de
Aut(Y, p).

La pruebas de estos teoremas dependen de una clasificación de las cubrientes del disco
perforado. Referimos a [9], en donde aparecen como los teoremas 8.4 y 8.5, respectivamente.

Este par de teoremas son clave: tomemos una superficie de Riemann compacta X y supon-
gamos que Y = P1C. Sea f : X → Y una función mermomorfa no constante. Como hemos
discutido, f tiene un número finito de valores críticos, cuyo conjunto denotamos por B. El con-
junto B es discreto y cerrado, y si X′ = X \ f−1(B) y Y′ := Y \ B, la función f : X′ → Y′ es
holomorfa, y es una cubriente con un número finito de hojas, digamos n. El espacio Y′ es una
esfera perforada en k = |B| puntos. Más aún, la superficie que completa a X′ es evidentemente
X, de acuerdo a los teoremas previos. De acuerdo a la teoría de la sección anterior, podemos
construir una cubriente (X̃, f̃ ) de n hojas para Y con el mismo grupo de monodromía que el
espacio cubriente (X′, f ), de modo que X′ y X̃ sean homeomorfas y de hecho isomorfas como
cubrientes. A saber, utilizamos el grupo inducido f∗(π1(X′, x̃)) ⊂ π1(X′, x) para construir a X̃
a partir de la cubriente universal de X′9. Por último, dotamos a X̃ de una estructura compleja
utilizando a f̃ . Así, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

9Más tarde haremos esta construcción con cuidado y estudiaremos más a la esfera perforada.
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X̃ X′

P1C∗ P1C∗

h

f̃ f

Id

Puesto que es no ramificada, podemos cancelar localmente a f de la expresión f̃ = f ◦
h y concluir que h debe ser una función holomorfa. El mismo argumento muestra que h−1

es holomorfa, de modo que h es un biholomorfismo. Por los teoremas anteriores, X̃ debe ser
entonces biholomorfa a la compactación de X′, que coincide con X por construcción. Así, a
partir de una función meromorfa f y la selección de k puntos en la esfera P1C, hemos logrado
reconstruir a X como un espacio cubriente, que podremos describir únicamente utilizando su
grupo de monodromía.

La casual elección de los k puntos de perforación de la esfera es sutil pero muy importante: si
bien uno puede convencerse intuitivamente que dos esferas perforadas en k puntos son homeo-
morfas10, prácticamente nunca es el caso que son biholomorfas. Para ver esto, recordemos que
los automorfismos de P1C son las funciones dadas por cocientes de transformaciones lineales

f : z 7→ az + b
cz + d

a, b, c, d ∈ C.

Estas funciones también se conocen como transformaciones de Möbius, y actúan de manera tran-
sitiva y libre en ternas ordenadas de puntos, de manera que quedan determinadas completamen-
te por su imagen en tres puntos distintos. Así, si X1 = P1C \ {x1, . . . , xk}, X2 = P1C \ {y1, . . . , yk}
y k > 3, existe una única función biholomorfa f para la que f (xi) = yi, 1 ≤ i ≤ 3. Si es el ca-
so que f envía un xi fuera del conjunto {y3, . . . , yk}, entonces es imposible que X1 y X2 sean
biholomorfas. Notemos que si k ≤ 3, podemos reemplazar la función identidad en el diagra-
ma conmutativo anterior por una transformación de Möbius y concluir de igual forma que la
función h debe ser un biholomorfismo.

De este modo observamos que la esfera perforada en 3 puntos es un caso rígido y especial,
y que la variación continua de los puntos de perforación controla, en un sentido burdo, las
estructuras complejas que podríamos asignar a X. Estas observaciones serán más claras un poco
más adelante, cuando estudiemos el espacio de móduli de Riemann.

En una palabra, la existencia de una función meromorfa f no constante en una superficie de
Riemann compacta nos permite caracterizarla como una cubierta de la esfera perforada en un
conjunto finito. Así, es importante que determinemos cuándo es posible hacer esto. Para ello, y
por completitud, discutiremos brevemente el teorema de Riemann-Roch.

10Por ejemplo, escalamos para obtener perforaciones dentro de una vecindad U ⊂ V, con U y V homeomorfas al disco,
y trabajamos en el plano, pues podemos suponer que una de las perforaciones es el punto al infinito. Utilizando funciones
flan, definimos un flujo por homeomorfismos que transporta ambos conjuntos de perforaciones a las mismas posiciones
en el círculo unitario, regresamos la vecindad a la esfera y pegamos el homeomorfismo resultante a la identidad de
S2 \V para producir el homeomorfismo buscado.
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2.3. El Teorema de Riemann-Roch

Sea X una superficie de Riemann compacta. Seguimos las definiciones usadas en el capítulo
2, sección 16 del libro de Forster [9]. También referimos a la sección 3.2 de [39].

Definición 2.9. Un divisor en X es una función D : X → Z tal que para cada compacto K ⊂ X,
la restricción de D a K se anula salvo en un conjunto finito. Denotamos por Div(X) al conjunto
de todos los divisores en X. Div(X) es un grupo bajo la suma puntual de funciones. Definimos
un orden parcial natural para Div(X) : para los divisores D, D′ en X, diremos que D ≤ D′ si
D(x) ≤ D′(x) se satisface para todo x ∈ X.

Cuando X es compacta, podemos identificar Div(X) con el grupo abeliano libre generado por
X, pues todo divisor D se anula salvo en un conjunto finito de X. Ahora, tomemos un abierto
U ⊆ X para el que hay una función meromorfa f ∈ M(U). Esto es posible, por ejemplo, si
tomamos por f alguna carta de X.

Definición 2.10. Para a ∈ U, definimos el orden de f en a como

orda( f ) :=


0, f es holomorfa y no se anula en a,
k, f tiene un cero de orden k en a,
−k, f tiene un polo de orden k en a,
∞, f se anula en una vecindad de a.

Notemos que para cada f ∈ M(X) no idénticamente cero, la función x 7→ ordx( f ) define
un divisor en X, pues el teorema de la identidad asegura que orda( f ) 6= ∞ para cada a ∈ X.
Llamamos a este divisor el divisor de f , y lo denotamos por ( f ). Vemos que la función f es
holomorfa exactamente cuando ( f ) ≥ 0.

Definición 2.11. Diremos que un D ∈ Div(X) es un divisor principal si hay una f enM(X) \ {0}
para la que D = ( f ). Además, diremos que dos divisores D, D′ en X son linealmente equivalentes
si su diferencia es un divisor principal.

Las definiciones previas aplican en general. Supongamos ahora que X es compacta, y escri-
bimos D = ∑

x
D(x) · x, ( f ) = ∑

x
ordx( f ) · x,

como elementos del grupo libre abeliano generado por X. Elegir esta notación nos sugiere definir
una función como sigue.

Definición 2.12. Diremos que el grado de un divisor D en X es el número

deg D = ∑
x

D(x).

El grado define un homomorfismo deg : Div(X)→ Z. En el caso de una función meromorfa,
tenemos que deg( f ) = ∑x ordx( f ) = 0, como el teorema 2.1.3 nos indica. Es fácil convencerse
de que el conjunto de los divisores principales es un grupo, y que está contenido en el núcleo
de deg. Así, dos divisores linealmente equivalentes necesariamente tienen el mismo grado. En la
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literatura, el cociente del grupo de divisores de grado 0 por el subgrupo de divisores principales
es conocido11 como el grupo de Picard de X, denotado por Pic(X). Es importante observar que
no necesariamente se tiene que un divisor de grado 0 es principal.

Definición 2.13. Tomemos un D ∈ Div(X). Definimos el espacio L(D) por

L(D) := { f ∈ M(X) | ( f ) ≥ −D}.

Fijemos un divisor D y escribamos

D =
n

∑
i

ni · xi,

en donde las ni ∈ Z y D tiene polos o ceros en los puntos xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n. Vemos que los
elementos de L(D) son funciones meromorfas que admiten polos en los xi de multiplicidad a lo
más ni para ni > 0, y ceros en los xj de multiplicidad al menos nj para los nj < 0, respectivamen-
te. El espacio L(D) es cerrado bajo la suma puntual de funciones, pues si f y g tienen un cero en
a de multiplicidad i y j, respectivamente, f + g también se anula en a con multiplicidad al menos
min{i, j}. Además, es claro que L(D) está cerrado bajo el producto por escalares complejos, y
claramente contiene a la función idénticamente cero12. En otras palabras, L(D) es un subespacio
vectorial de M(X). Escribamos l(D) para la dimensión de L(D) sobre C. El siguiente teorema
es conocido como la desigualdad de Riemann, y es suficiente para nuestros propósitos.

Teorema 2.3.1. (Riemann). Sea X una superficie de Riemann compacta y de género g. Tomemos un
divisor D en X. Entonces

l(D) ≥ 1− g + deg D.

El teorema de Riemann y Roch es más general y preciso, pero requiere la noción de divisor
canónico. Lo enunciamos:

Teorema 2.3.2. (Riemann, Roch). Para X una superficie de Riemann compacta, de género g, un divisor
D ∈ Div(X) y K un divisor canónico en X,

l(D)− l(K− D) = 1− g + deg D.

Un divisor canónico es el divisor asociado a una forma meromorfa en X. Puesto que no
es necesario para nuestra discusión, no ahondaremos en esta noción. El libro [9] incluye una
prueba estándar de este teorema, pero la omitimos por su carácter técnico, y porque depende de
nociones de cohomología que decidimos no desarrollar en este trabajo. Sólo necesitamos de la
siguiente proposición.

Corolario 2.3.2.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y de género g, y a un punto en X. Existe
una función meromorfa f : X → P1C no constante que tiene un polo en a de orden a lo más g + 1, y que
es holomorfa en X \ {a}.

11Es posible hablar del grupo de Picard en ámbitos mucho más generales. Aquí hacemos referencia a la definición de
Forster en la sección 21 de [9].

12Esto esclarece por qué definimos su orden en cualquier punto como ∞.
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Demostración. Basta tomar al divisor D = (g+ 1) · a y utilizar la desigualdad de Riemann. Vemos
que deg D = g + 1, y l(D) ≥ 1− g + deg D = 1− g + (g + 1) = 2. La dimensión de L(D) es al
menos 2, de manera que X admite funciones meromorfas no constantes. Una función en L(D)
satisface que tiene exactamente un polo en el punto a cuyo orden es a lo más g + 1.

En particular, tenemos que para cada superficie de Riemann compacta y de género g, es
posible encontrar una función f : X → P1C para la que X es una cubierta ramificada de P1C de
a lo más g + 1 hojas. Equivalentemente, esto nos permite ver a X como la compactación de una
cubriente de la esfera P1C perforada en el conjunto de valores críticos de f .

Finalizamos esta sección con una aplicación útil.

Corolario 2.3.2.2. Todas las estructuras complejas en S2 son equivalentes entre sí.

Esto se sigue del corolario 2.3.2.1: S2 tiene género 0, y una cubriente holomorfa de a lo más
una hoja tiene exactamente una hoja, por lo que es un homeomorfismo.

2.4. La esfera perforada y el Teorema de Existencia de Riemann

Como vimos, el teorema de Riemann-Roch nos indica con qué libertad es posible elegir un
conjunto A de k puntos en la esfera de Riemann P1C para obtener una función meromorfa
no constante cuyos posibles valores críticos yacen en A. Para la siguiente discusión, fijemos
un conjunto R := {y1, . . . , yk} de k puntos en la esfera S2, y escribamos P1C∗ := P1C \ R.
La siguiente discusión es puramente topológica, pero nos permitirá enunciar una instancia del
Teorema de Existencia de Riemann, que es un resultado analítico.

Fijemos el orden con el que enumeramos a los puntos de R. Para un punto x ∈ P1C, construi-
remos un conjunto explícito de generadores de π1(P

1C∗, x) como sigue. Elijamos k curvas li con
extremos en x y en cada uno de los xi, de modo que el orden cíclico alrededor de x que inducen
respeta el orden de R, como se muestra en la figura. Recordemos que P1C es una superficie
orientada, por lo que sí tenemos una noción concreta de orden cíclico (sentido antihorario, por
ejemplo) alrededor de cualquier punto. Ahora, convertimos las curvas li en lazos γi “inflando”
los puntos xi de forma que las li den un pequeño bucle alrededor de cada extremo xi, para
después regresar a x. Esta explicación es más clara en la figura siguiente.

Figura 2.4: Los lazos γi recorren la trayectoria li hasta un punto cercano a xi, dan una vuelta
alrededor de la perforación xi, y vuelven por su camino.

Es importante notar que la elección de un orden para R puede cambiar considerablemente la
estructura de la estrella base, como se observa en la figura 2.5. Aunque para una estrella plana
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Figura 2.5: El cambio en el orden de R implica un cambio en la elección de las γi

(es decir, dibujada en la esfera) este cambio no es topológicamente significante, el orden cíclico
de los lazos γi es fundamental para poder reconstruir una superficie a partir de una gráfica,
como veremos en el siguiente capítulo. Observemos que, intuitivamente, cada lazo no contraíble
de X necesariamente atrapa algunos de las perforaciones xi. La elección de lazos γi basados en
x es llamada una estrella basada en x por Lando y Zvonkin en [26].

La siguiente es una observación sencilla que se sigue del teorema de Seifert-Van Kampen13.

Proposición 2.4.1. Sean R = {x1, . . . , xk} ⊂ P1C con al menos dos puntos y x ∈ P1C \ R. Entonces
π1(P

1C \ R, x) es isomorfo al grupo libre en k− 1 generadores, que denotamos Fk−1.

Demostración. Procedemos por inducción sobre k: primero, una esfera perforada en 2 puntos es
homeomorfa al plano perforado, y por lo tanto al disco perforado, que tiene grupo fundamental
isomorfo a Z ∼= F1. En general, P1C \ R es homeomorfo a C \ R′, en donde R′ = R \ {xk}.
Así, denotemos por D∗ a un disco abierto perforado en los k puntos {x1, . . . , xk}. Es posible
tomar dos abiertos U y V tales que D∗ = U ∪ V, U contiene una perforación de D∗, digamos
xk, mientras que V contiene el resto y U ∩V es homeomorfo a un disco. Por ejemplo, basta con
tomar xk en la frontera de la cerradura convexa de los xi y tomar U como la intersección de
un semiplano adecuado con D∗, como se muestra en la figura 2.6. El teorema de Van Kampen
implica que el grupo fundamental de D∗ basado en un x ∈ U ∩V es isomorfo al producto libre
G = π1(U, x) ∗ π1(V, x). Puesto que U es homeomorfo a un disco perforado en xk, y V a un
disco perforado en k− 1 puntos, la hipótesis de inducción implica que G ∼= F1 ∗ Fk1 , que a su vez
es isomorfo a Fk. Así, la esfera perforada en k puntos tiene grupo fundamental isomorfo a Fk−1.

Podemos hacer una construcción similar en la esfera, como la que se muestra en la figura 2.6.
En este caso, podemos tomar abiertos U y V de P1C \ R de forma que U es homeomorfo a un
disco abierto perforado en xi, V a un disco perforado en R \ {x1}, con U ∩V homeomorfo a un
cilindro. En este caso, para cada x ∈ U ∩ V, el grupo H = π1(U, x) ∗ π1(V, x) es un producto
amalgamado por Z ∼= F1. A saber, si los a1, . . . , ak−1 generan el grupo π1(V, x) ∼= Fk−1 y ak
genera a π1(U, x) ∼= F1, tenemos que H tiene presentación 〈a1, . . . , ak | a1 · · · a−1

k = 1〉, que es
también una presentación del grupo libre en k− 1 generadores.

13El teorema de Seifert y Van Kampen es un resultado fundamental de topología algebraica que permite expresar el
grupo fundamental de un espacio topológico X como un producto amalgamado, a partir de los grupos fundamentales de
dos subespacios arcoconexos que cubren a X. Referimos al capítulo 10 de [29] para su tratamiento.
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Figura 2.6: En el disco D∗, la vecindad V es homeomorfa a un disco abierto perforado en k− 1
puntos, y el conjunto U ∩V es simplemente conexo. En la esfera, U ∩V es un anillo, con grupo
fundamental Z.

La elección de los generadores a1, . . . , ak en la discusión previa consiste en fijar una estrella
base para P1C∗. Sea R un conjunto de k puntos en P1C. Escribamos X = P1C \ R y tomemos
un x ∈ X. Hemos visto que si p : Y → X es una función cubriente, el grupo π1(X, x) = Fk−1
actúa en la fibra p−1(x) por permutaciones. Como mencionamos en el capítulo previo, el grupo
de monodromía de la cubierta Y es la imagen de π1(X, x) bajo el homomorfismo

φ : [γ] 7→ [h : x̃ 7→ x̃ · γ],

que es la representación natural de π1(X, x) en el grupo simétrico Sp−1(x). Si fijamos una
estrella base para X obtenemos un conjunto de generadores γ1, . . . , γk que satisfacen la relación
γ1 · · · γk = 1. Bajo φ, esta relación se conserva en Sp−1(x), de modo que si denotamos por gi ∈ Sx

a la permutación φ(γi), tenemos que g1 · · · gk es la función identidad en la fibra p−1(x). Más
aún, la cubriente Y es arcoconexa, por lo que el grupo de monodromía, que está generado por
los gi, actúa transitivamente en p−1(x). Abstraeremos estas propiedades para hacer la siguiente
definición, obtenida de [26] y [19]:

Definición 2.14. (Constelación) Tomemos un entero positivo n y k permutaciones gi ∈ Sn. Hare-
mos la convención de que g ∈ Sn actúa por la derecha en {1, . . . , n}, de modo que el producto
gh debe ser leído de izquierda a derecha14. Decimos que [g1, g2, . . . , gk] es una k−constelación
si el grupo G := 〈g1, . . . , gk〉 actúa transitivamente en {1, 2, . . . , n}15 y se satisface la identidad
g1g2 · · · gk = Id.

En este contexto abstracto, diremos que el subgrupo de Sn generado por los gi es el grupo
cartográfico de la k−constelación, que también llamaremos constelación de grado n y longitud k.
Así, el grupo de monodromía de una cubriente finita de P1C \ R es un grupo cartográfico que
corresponde a una k−constelación, obtenida a partir de la elección de una estrella base. En efecto,
esta es la constelación prototípica. Con este lenguaje podemos expresar el siguiente resultado,
basado en la correspondencia entre grupos de monodromía y espacios cubrientes.

Proposición 2.4.2. Para cualquier constelación C = [g1, . . . , gk] existe un espacio cubriente (X, p) de
S2 \ R cuyo grupo de monodromía es una constelación isomorfa a C.

14Esta elección corresponde a cómo elegimos escribir la concatenación de dos lazos. Que el lazo γ · δ corresponda a
recorrer γ y luego δ implica que π1(X, x) actúa por la derecha en la fibra de una cubriente de X. Dado que esta acción
es por permutaciones, debemos interpretar gh como la permutación “g seguida de h”.

15También denotaremos al intervalo discreto {1, . . . , n} con [n].
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Demostración. Sea X = S2 \ R, y consideremos una estrella basada en x ∈ X, esto es, un conjunto
de generadores γ1, . . . , γk del grupo π1(X, x). Sea G = 〈g1, . . . , gk〉 el grupo cartográfico de C.
La asignación γi 7→ gi se extiende a un homomorfismo φ : π1(X, x)→ G, pues la única relación
que los γi satisfacen es también satisfecha por los gi. Así, π1(X, x) actúa en [n] a través de φ,
de modo que i · [γ] := φ([γ])(i). Para un punto arbitrario j ∈ [n], la clase de conjugación del
estabilizador Mj ⊂ π1(X, x) define una clase de isomorfismo de cubiertas de X, como vimos en
el capítulo previo. Puesto que [n] es finito, el subgrupo Mj es de índice finito también, y por
lo tanto la cubierta inducida (X̃, p) tiene un número finito de hojas. A saber, ya que G actúa
transitivamente en [n], la órbita de j es [n], y el teorema de órbita-estabilizador implica que
[π1(X, x) : Mj] = n. Así, (X̃, p) es una cubierta de n hojas. Más aún, su grupo de monodromía
M está generado por las n biyecciones fi : p−1(x) → p−1(x) dadas por f (x̃) = x̃ · γi. Si h es
una biyección entre [n] y p−1(x), vemos que h ◦ fi ◦ h−1 = gi, de forma que C y [ f1, . . . , f2] son
constelaciones isomorfas.

Finalmente, enunciamos y una versión del teorema de existencia de Riemann que aparece
como el teorema 1.8.14 en [26] utilizando el lenguaje de este capítulo, y reproducimos su prue-
ba. Históricamente, Riemann construyó sus superficies a partir del pegado de planos cortados
por ciertos arcos, determinados por las singularidades de una función algebraica. Recíprocamen-
te, Riemann se preguntó si cualquier superficie obtenida a partir de este proceso topológico se
puede construir a partir de las continuaciones analíticas de una función algebraica, lo cual mo-
tivó originalmente el teorema de Riemann-Roch. Referimos a [1] para un muy bonito recuento
histórico.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Existencia de Riemann). Sea R = {y1, . . . , yk} ⊂ P1C, yi 6= yj para
i 6= j, y fijemos una estrella basada en x ∈ P1C∗ := P1C \ R. Entonces para cualquier constelación
C = [g1, . . . , gk] de grado n existe una superficie de Riemann compacta X y una función meromorfa f tal
que R es el conjunto de sus valores críticos y g1, . . . , gk generan al grupo de monodromía de la cubriente
de P1C∗ inducida. La cubriente es única salvo isomorfismos.

Demostración. Como discutimos, la constelación C define un espacio cubriente de P1C∗ que
denotamos (X, f ). A saber, la estrella base S induce una representación del grupo fundamental
π1(P

1C∗, x) en el grupo cartográfico de C, de forma que π1(P
1C∗, x) actúa en [n]. La clase

de conjugación del estabilizador de esta acción induce una cubierta de P1C∗ cuyo grupo de
monodromía es exactamente el grupo cartográfico de C. Ahora, X admite una única estructura
compleja para la cual f es holomorfa. Por el teorema de compactación, f puede extenderse a una
función meromorfa cuyos valores críticos son los puntos en R. Así, obtenemos una superficie de
Riemann X̃ con las propiedades buscadas.

2.5. Clasificación de las superficies de Riemann

Cualquier superficie de Riemann X admite una cubriente universal que, como hemos dis-
cutido, es también una superficie de Riemann. Si (X̃, p) es tal cubriente, tomar subgrupos de
Aut(X, p) permite construir las distintas cubiertas de X como el espacio de las órbitas de una ac-
ción por homeomorfismos. Para esa construcción, presentamos a las cubiertas finitas de X como
espacios intermedios entre (X̃, p) y (X, Id) asociados a las clases de conjugación de subgrupos
de π(X, x), en analogía a la teoría de Galois. Para ello, construimos a cada cubierta como un
espacio de identificación, definiendo una relación de equivalencia en la cubierta universal de X,



CAPÍTULO 2. SUPERFICIES DE RIEMANN 49

y cuya proyección desciende a través de p para inducir una función cubriente de X. Esto es posi-
ble porque, para cada punto x ∈ X̃, la acción de un subgrupo G ⊂ Aut(X̃, p) es suficientemente
“discontinua” como para permitir encontrar una vecindad abierta de x en G/X̃, digamos U, que
se proyecta a X de manera inyectiva, y por lo tanto homeomorfa. Dicho de otra forma, si U es
suficientemente pequeño, sus traslaciones por elementos no triviales de G no intersecan a U.

Esta última es una propiedad del grupo G que podemos abstraer, con ánimos de poder
expresar a cada superficie de Riemann como un cociente más explícito. En cierto sentido, tal
noción es dual a interpretar a X como una cubierta de la esfera perforada, pues ahora X jugará
el papel del espacio cubierto, en vez del cubriente. Para la siguiente discusión, referimos a los
capítulos 5 y 6 de [4] y a la sección 27 de [9].

Definición 2.15. Sea X una variedad, y G un grupo que actúa en X por homeomorfismos,
de manera que su neutro es la función identidad. Diremos que la acción de G es propiamente
discontinua si cada x ∈ X admite una vecindad abierta U para la cual

{g ∈ G | g(U) ∩U 6= ∅} = {IdX}.

En particular, una acción de este tipo es libre, y por lo tanto fiel. Si debilitamos la condición
anterior y pedimos sólamente que el conjunto {g ∈ G | g(U) ∩U 6= ∅} sea finito obtenemos
una acción que no es libre, pero que puede ser fiel. Este tipo de acciones también se conocen
como propiamente discontinuas16, y tienen diversas definiciones equivalentes. Cuando este sea
el caso, diremos que la acción de G es propiamente discontinua en el sentido general. Observemos
que la retícula del ejemplo 2.3 es un grupo cuya acción en C es propiamente discontinua, y su
cociente resulta ser una superficie de Riemann. En efecto, una acción en la superficie X como en
la definición 2.15 garantiza que el cociente X/ ∼ es una superficie con cubierta X.

Fijemos una superficie de Riemann X y denotemos por (X̃, p) a su cubriente universal. Como
vimos antes, la unicidad de levantamientos implica que Aut(X̃, p) ∼= π1(X, x) actúa libremente
en X̃, pues los g ∈ Aut(X̃, p) son levantamientos de la cubriente p, de manera que si g fija un
punto x̃ coincide con el levantamiento de p dado por la identidad de X̃. Más aún, si U ⊂ X está
cubierta parejamente, cada componente conexa Vi ∈ p−1(U) satisface la propiedad descrita en
la definición previa, por lo que la acción de Aut(X̃, p) en X̃ es propiamente discontinua. Por el
teorema 1.3.7, la superficie X̃/Aut(X̃, p) es isomorfa a X. Esta observación, en conjunción con
la construcción en el ejemplo 2.3, sugiere una máquina para producir superficies de Riemann:
tomamos una superficie de Riemann X̃ con grupo fundamental trivial, y tomamos un subgrupo
Γ de automorfismos complejos de X̃ con una acción propiamente discontinua, de manera que el
cociente resulte una superficie de Riemann con grupo fundamental isomorfo a Γ. Así, vemos la
importancia de determinar las superficies de Riemann que pueden jugar el papel de cubrientes
universales. Uno de los teoremas más importantes y celebrados de la teoría es la clasificación de
tales superficies.

Supongamos que X es una superficie de Riemann compacta, de género g, y que (X̃, p) es su
cubierta universal. Si g = 0, X es homeomorfa a la esfera, por lo que es simplemente conexa y
homeomorfa a X̃, y por lo tanto biholomorfa a la esfera de Riemann. Recordemos que para un
punto arbitrario x0 ∈ X, X̃ es el espacio de clases de equivalencia de curvas con un extremo
en x0. Si g > 0, el grupo fundamental de X basado en x0 contiene un grupo cíclico infinito, de
modo que la fibra de x0 es numerable y discreta, y por lo tanto X̃ no es compacta.

16Por ejemplo, es así como se definen en [4] y [22].
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Así, la cubierta universal de una superficie de Riemann X debe ser la esfera, o bien una
superficie de Riemann no compacta. Además, la conexidad por trayectorias de X implica la
de X̃, a través del levantamiento de curvas, y la posibilidad de darle una estructura analítica
nos dice que X̃ es una superficie orientable. Sin embargo, incluso con la restricción al caso
orientable, la clasificación de las superficies abiertas es un problema complicado que depende del
estudio de la frontera ideal de cada superficie. Un tratamiento del problema puede ser encontrado
en [37]: en esencia, y burdamente, toda superficie abierta surge a partir de tomar la esfera y
quitarle un subconjunto cerrado totalmente disconexo, así como los interiores de una familia
(posiblemente vacía, posiblemente infinita) de discos ajenos, para después identificar fronteras
de pares de discos adecuadamente, generando asas. La conexidad simple de X̃ nos sugiere que
topológicamente coincide con una esfera perforada en un punto; esto es, X̃ es homeomorfo al
plano, o bien al disco. Podríamos después proceder a dotar de una estructura compleja a X̃ a
través de su proyección, y concluir que las superficies de género distinto de cero son cubiertas
por el plano complejo, de manera que la cubierta es holomorfa. Un homeomorfismo entre el
plano y el disco nos permitiría definir una estructura compleja en el disco biholomorfamente
equivalente a la del plano, que parece contradecir el teorema del mapeo de Riemann. El error
en el argumento previo está en que no existe “el” plano complejo: a priori, la estructura que la
cubriente p permite definir en el plano no tiene por qué ser equivalente a la de (C, Id). En efecto,
C admite dos estructuras complejas: la usual y la del disco, inducida a través de la elección de
un homeomorfismo h : C→ D.

Sin embargo, es posible delimitar nuestra atención a tres superficies de Riemann canónicas,
como afirma uno de los teoremas más importantes de la teoría y que enunciamos a continuación.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Uniformización de Riemann). Sean X una superficie de Riemann, y X̃
su cubierta universal. Entonces X̃ es equivalente a exactamente una de las siguientes superficies:

P1C, en cuyo caso decimos que X es una superficie elíptica.

C, y decimos que X es parabólica.

D, y decimos que X es hiperbólica,

Las pruebas de este teorema son largas y complicadas, y de gran importancia. Un tratamiento
completo de distintas estrategias para su prueba se encuentra en el libro [7]. C es la cubierta
universal de cualquier superficie de Riemann homeomorfa a un toro, superficies que también
son llamadas curvas elípticas en el contexto de la geometría algebraica, por lo que la terminología
puede resultar un poco confusa.

Teorema 2.5.2. Sea Aut(X) el grupo de automorfismos para la superficies de Riemann X.

Para X = P1C, Aut(X) es el grupo de transformaciones de Möbius

Mob :=
{

µA : z 7→ az + b
cz + d

| A =

(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
.

Para X = C, Aut(X) es el grupo de todas las funciones afines complejas

{ f : z 7→ az + b | a, b ∈ C}.
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Para X = D, Aut(X) es el subgrupo de Mob dado por

S =
{

µA | A =

(
a b
b̄ ā

)
a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1

}
.

Demostración. Es bien sabido que todas las funciones meromorfas en P1C son las funciones
racionales. En efecto, si a : P1C→ P1C es meromorfa, a tiene un conjunto finito de polos y ceros,
digamos p1, . . . , pk, c1, . . . , cl , respectivamente. Usando expansiones de Laurent, observamos que
la función

b : z 7→ a(z)∏(z− pi)

∏(z− ci)

es meromorfa, no se anula y no tiene polos. Esto es, b es una función holomorfa en P1C, y por lo
tanto es constante. Luego, a es racional. Si además a es invertible, necesariamente es el cociente
de dos polinomios de grado 1, pues a tiene exactamente un polo y un cero. Similarmente, cada
automorfismo de C equivale a un automorfismo de P1C que fija el punto ∞, y por lo tanto es
una función afín.

Por último, observemos que cada elemento del grupo S descrito arriba en efecto actúa por
automorfismos del disco:

|az + b|2 = |a|2|z|2 + 2Re(abz) + |b|2|z|2 < |b|2|z|2 + 2Re(abz) + |a|2 ⇐⇒ |z|2 < 1.

Por otro lado, el lema de Schwarz implica que si f : D → D es biholomorfa y α = f−1(0),
para cada z ∈ D se tiene que

f (z) = eiθ α− z
1− ᾱz

(2.6)

Para ver esto, notemos primero que la función h : z 7→ (α− z)/(1− ᾱz) es una involución del
disco, y equivale a la acción de un elemento adecuado en S. Más aún, la función g = f ◦ h es un
automorfismo de D que fija el 0, así como su inversa, g−1. Puesto que |g′(0)| ≤ 1, |(g−1)′(0)| ≤ 1
y |g′(0)||(g−1)′(0)| = 1, se tiene |g′(0)| = 1. Así, g es una rotación por un ángulo θ. Aplicando h
a la derecha de g obtenemos la descripción buscada de f . De nuevo, podemos renormalizar los
coeficientes de la expresión 2.6 para obtener un único elemento en S que actúa en D como f .

Estos tres grupos cargan naturalmente con una topología, y la acción de Γ ⊂ Aut(X) es pro-
piamente discontinua en el sentido general si y sólo si Γ es un subconjunto discreto. Decimos
que Γ es un grupo discreto en tal caso. Así, podemos tomar como X a una de las tres superficies
de Riemann simplemente conexas, un subgrupo discreto Γ de Aut(X̃), e intentar ver que el co-
ciente X/Γ es una superficie de Riemann. Puesto que el grupo Γ puede fijar algunos puntos, no
es claro a priori cómo dar una estructura compleja para X/Γ. De hecho, este cociente tiene una
estructura natural como un orbifold, una noción de variedad singular que definiremos más ade-
lante. Los puntos singulares de X/Γ superficies pueden ser resueltos, utilizando un argumento
similar al que aparece en la prueba del teorema 2.2.4 que enunciamos en la sección previa.

Teorema 2.5.3. Sean U ⊂ C̄ un abierto conexo, y Γ un grupo que actúa en U por transformaciones de
Möbius de manera propiamente discontinua en el sentido general. Entonces D/G es una superficie de
Riemann.
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Para una prueba, la referencia estándar es [4], en donde aparece como el teorema 6.2.1.
La idea es como sigue: la proyección π : U 7→ U/Γ es un homeomorfismo local, excepto en
vecindades de puntos con estabilizadores no triviales. Si x ∈ U es un tal punto, su estabilizador
resulta isomorfo al grupo Zn = Z/nZ, que actúa por rotaciones euclidianas salvo conjugación
por una transformación de Möbius adecuada. Esto se sigue de un análisis detallado del grupo Γ,
cuyos elementos elípticos tienen orden finito; referimos a [27] para una discusión accesible. Si D
denota al disco unitario en C, el espacio D/Zn resulta homeomorfo a D: en efecto, Zn actúa por
i 7→ ωiz, en donde ω = e2πi/n, de modo que la función h : B → B dada por z 7→ zn desciende
al cociente B/Zn. La función inducida es abierta puesto que z 7→ zn es abierta, y es claramente
biyectiva, por lo que h desciende a un homeomorfismo. Esto permite construir cartas alrededor
de los puntos fijos de U con estabilizadores no triviales. Para el resto de los puntos, usamos las
secciones de π para dotar a D/Γ de una estructura de Riemann. Con esta estructura, π es una
cubierta ramificada. Una prueba más precisa puede ser hallada en la sección 3 de [30].

2.6. El espacio de móduli

En esta sección discutiremos el problema de interés de este trabajo: describir un espacio en
el que cada punto determina una clase de isomorfismo de superficies de Riemann. En capítulos
subsecuentes discutiremos la construcción de un modelo combinatorio para representar cada
superficie con un mapa métrico, también conocido como gráfica de listones o gráfica gorda. Esto
nos dará un espacio un poco más grande del buscado, pero con una descripción combinatoria.
Iniciamos con ejemplos motivadores.

Informalmente, un espacio de móduli es un espacio topológico de parámetros que modela
cómo varía continuamente un objeto particular. Si fijamos un conjunto C de objetos a clasificar
con una noción de equivalencia ∼, un problema de móduli consiste en determinar precisamente
qué es una familia continua de objetos, salvo ∼, y en hallar un espacio apropiado a partir del cual
podamos producir cualquier tal familia. Para resolverlo, debemos definir primero una noción de
equivalencia entre nuestros objetos si hemos de parametrizarlos de forma satisfactoria, además
de esclarecer qué entendemos por una familia de estos objetos. Para fijar ideas, tomemos el
espacio de los círculos en el plano. Observemos que tenemos distintos espacios que podemos
entender como el “espacio de todos los círculos”, y que dependen del “lente” que elijamos para
observarlos:

X1 = R2 ×R+. Aquí, cada punto de R2 es un posible centro para el círculo, que puede
tomar cualquier radio R.

X2 = R+. El grupo de traslaciones de R2 es un candidato natural para definir la equiva-
lencia de dos círculos, y actúa de manera natural en X1 para producir X2.

X3 = {1}. Puesto que todos los círculos centrados en el origen son equivalentes desde el
punto de vista afín, podríamos en efecto pensar que sólo existe un círculo.

Estos distintos espacios pueden servir para distintos fines. Si bien es trivial, el espacio X1 es el
que pinta la figura más intuitiva. Una curva continua γ en X1 define una colección de círculos
que varía continuamente. Puesto que es un espacio topológico, esto tiene un sentido preciso.
En efecto, podemos pensar en esta curva como una película en el tiempo que nos muestra la
evolución de un círculo.
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Un problema similar es el de clasificar las elipses del plano. Primero, diremos que dos elipses
son equivalentes si son congruentes. Observemos que la pareja ordenada (M, m) ∈ R2

+ define
exactamente una elipse con eje mayor M y eje menor m. Puesto que las elipses determinadas por
(M, m) y (m, M) son isomorfas, el espacio R2

+/S2 es en cierto sentido un espacio de parámetros
para la elipse. Observemos que la recta x = y es especial, pues corresponde al subespacio de
los círculos. Notemos que hay exactamente 4 isometrías de R2 que fijan una elipse particular,
mientras que hay una infinidad de automorfismos en el círculo.

Por otro lado, podemos intentar clasificar a las elipses salvo homotecia. En este caso, denote-
mos por c a la distancia entre el centro de la elipse y cualquiera de sus focos, y por s la longitud
del semieje mayor. El cociente e := c/s, es invariante bajo homotecias, y es conocido como la
excentricidad de una elipse. Observemos que 0 ≤ e < 1. Por otro lado, tenemos un parámetro θ
de rotación que nos permite distinguir entre todas las clases de homotecia de elipses con excen-
tricidad fija. Así, vemos que el espacio de elipses salvo homotecia es naturalmente un disco. En
este caso ningún punto admite automorfismos, puesto que la noción de isomorfismo está dada
por la homotecia.

La teoría de móduli lleva esto a un contexto muy general, y va más allá del alcance y el
propósito de este trabajo. En el apéndice se incluyen las definiciones concretas. A continuación,
construimos un ejemplo mucho más interesante.

2.6.1. El espacio de móduli del toro

Como vimos, la esfera de Riemann es la única superficie de Riemann compacta de género g =
0. Analicemos el caso g = 1. Recordemos que en la primera sección de este capítulo discutimos
una forma natural de darle una estructura compleja al toro utilizando la retícula R = R(ω1, ω2),
en donde ω1 y ω2 son linealmente independientes en CR. En el ejemplo 2.3, describimos el
cociente π : C → T2 definido por la acción de R en C. Puesto que esta acción es propiamente
discontinua, sabemos que π es además una función cubriente. Ya que C es simplemente conexo,
π es una17 cubriente universal de T2, y es holomorfa por definición de la estructura compleja en
T2.

Ahora, observemos que cada toro complejo X surge de esta forma: puesto que X ∼= T2 =
S1 × S1 es un grupo topológico, su grupo fundamental es abeliano. Como discutimos en la
proposición 1.2.3, tiene presentación 〈a, b | aba−1b−1 = 1〉. Sea (C, p) la cubierta universal de
X que satisface p(0) = x. Vemos que el grupo de transformaciones cubrientes de (C, p) es un
subgrupo abeliano de Aut(C) de rango 2. Sean γ1, γ2 generadores de π1(X, x) y w1 = 0 · γ1,
w2 = 0 · γ2. Como hemos discutido, Aut(C, p) actúa libremente en p−1(x), de manera que sus
elementos son traslaciones, pues no tienen puntos fijos. Las traslaciones t1 : z 7→ z + w1 y
t2 : z 7→ z + w2 actúan exactamente como γ1 y γ2 en 0, de modo que sus potencias generan la
fibra de 0. Notemos que cualquier traslación que preserve la fibra de 0 es necesariamente de esta
forma, de modo que tenemos Aut(C, p) = R(w1, w2), y por lo tanto X es un cociente de C por
una retícula.

Nuestro interés está en clasificar las posibles estructuras que podemos darle a T2. La discu-
sión previa sugiere transportar el problema a clasificar retículas en C que inducen toros isomor-
fos.

17Recordemos que la cubierta universal de un espacio es única salvo equivalencia de cubrientes.
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Primero, fijemos la retícula R := R(ω1, ω2). Un elemento A del grupo

SL(2, Z) :=
{(a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}

es tal que la retícula R′ = R(Aω1, Aω2) coincide con R. En efecto, si escribimos

(
ω′1
ω′2

)
=

(
a b
c d

)(
ω1
ω2

)
,

es claro que R′ ⊂ R, pues los elementos de R′ son combinaciones enteras de ω1 y ω2. Puesto que
A tiene un inverso, vemos que

(
ω1
ω2

)
=

(
d −b
−c a

)(
ω′1
ω′2

)
,

por lo que también los elementos de R son combinaciones enteras de ω′1 y ω′2. Así, R = R′. Vi-
ceversa, supongamos que las retículas Γ = R(ω1, ω2) y Γ′ = R(ω′1, ω′2) coinciden. En particular,
ω′1, ω′2 ∈ Γ, por lo que ω′1 = aω1 + bω2 y ω′2 = cω1 + dω2 para ciertos enteros a, b, c, d ∈ Z.
Recíprocamente, ω1 = a′ω′1 + b′ω′2 y ω2 = c′ω′1 + d′ω′2 Esto es,

(
ω′1
ω′2

)
=

(
a b
c d

)(
ω1
ω2

)
,
(

ω1
ω2

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)(
ω′1
ω′2

)
.

Denotemos por A y A′ a las matrices utilizadas, respectivamente. Esto implica que

(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Tomando determinantes, vemos que ad− bc es una unidad en Z, y por lo tanto es igual a 1 o a
−1. Podemos suponer que elegimos la numeración de los complejos ωi, ω′i de manera positiva.
A saber, las matrices (

Re(ω1) Re(ω2)
Im(ω1) Im(ω2)

)
,
(

Re(ω′1) Re(ω′2)
Im(ω′1) Im(ω′2)

)
, (2.7)

tienen determinante positivo. Los pares β = (ω1, ω2) y β′ = (ω′1, ω′2) son bases ordenadas para
CR, de forma que

AT =

(
a c
b d

)
=
[ (Re(ω′1) Re(ω′2)

Im(ω′1) Im(ω′2)

) ]
β
.

Así, vemos que AT tiene determinante positivo, y por lo tanto también A. Concluimos que A ∈
SL(2, Z). Observemos que la matriz −A funciona de misma forma para hacer que las retículas
coincidan, pues −β y −β′ definen las mismas retículas con las que trabajamos. Así, tenemos que
R, R′ coinciden si y sólo si existe un elemento [A] ∈ SL(2, R)/Z2 tal que (ω1, ω2) = (Aω′1, Aω′2),
en donde tomamos el cociente por {Id,−Id} ∼= Z2 para identificar A con −A. Es fácil ver que
{Id,−Id} es el centro de SL(2, R), de manera que el cociente es un grupo bien definido.

Notemos que la elección que hicimos para los índices de los ωi, ω′i es equivalente a la condi-
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ción
Im
(ω2

ω1

)
, Im

(ω′2
ω′1

)
> 0.

En efecto, la matriz en la ecuación 2.7 tiene determinante positivo si y sólo si el ángulo α entre
ω1 y ω2 satisface 0 < α < π, abriendo en el sentido positivo del plano. Vemos que α coincide
con el argumento principal del cociente (ω2, ω1), que es la diferencia de los argumentos de ω2
y ω1. Se tiene que Im(ω2, ω1) > 0 si y sólo si α ∈ (0, π). Supondremos que esta condición se
cumple.

Más aún, si τ = ω2/ω1, las retículas Γ = R(1, τ) y Γ′ = R(ω1, ω2) producen toros complejos
equivalentes. Para ver esto, denotemos por m a la función z 7→ ω1z, y observemos los diagramas
siguiente:

C C C C/Γ′

C/Γ C/Γ′ C/Γ

π

m

π′ π

π′◦m

h

Puesto que m es holomorfa, también lo es la la composición π′ ◦m. Si es constante en las fibras
de π, π′ ◦m desciende a una función continua h que resulta un homeomorfismo, pues podemos
construir su inversa a partir de la función m′ : z 7→ ω−1

1 z. En este caso, dado que localmente
está dada por secciones de π, h debe ser holomorfa, y por lo tanto es un biholomorfismo. Para
comprobar esto, notemos que dos puntos z, w Γ-equivalentes en C satisfacen m(z) − m(w) =
m(z− w) ∈ mΓ = Γ′, de manera que π′(m(z)) = π′(m(w)). En general, si para Γ y Γ′ hay un
a ∈ C∗ tal que Γ = aΓ′, ambas retículas definen la misma estructura compleja en T2.

Así, cada τ ∈ H2
+ := {z ∈ C | Im(z) > 0} ⊂ P1C define una estructura compleja para T2

a través de la retícula Γτ = R(1, τ). Usar τ con parte imaginara positiva es conveniente, pues
SL(2, Z) actúa naturalmente en el semiplano superior. En efecto, si A ∈ SL(2, Z) y τ ∈ H2

+, el
número complejo

τ′ = A · τ :=
aτ + b
cτ + d

tiene parte imaginaria positiva, pues

Im
( aτ + b

cτ + d

)
= Im

( (aτ + b)(cτ + d)
|cτ + d|2

)
=

(ad− bc)Im(τ)

|cτ + d|2 .

Además, la retícula R(1, (aτ + b)/(cτ + d)) define la misma estructura que R(aτ + b, cτ + d), que
a su vez coincide con la de R(1, τ), pues corresponde a un cambio de base. Así, para obtener
una correspondencia unívoca, tomamos el espacio de órbitas

M :=
H2
+

PSL(2, Z)

Ahora bien, sea f un automorfismo de C y fijemos una retícula R en C. La función f es una
transformación afín de forma z 7→ αz + β, y envía R en αR, pues w− z ∈ R ⇐⇒ f (w)− f (z) =
αw − αz ∈ αR. En particular, cada traslación de C desciende a un automorfismo de C/R. En
sentido opuesto, tomemos un automorfismo h de C/R distinto de la identidad, y denotemos por
π : C → C/R al cociente. la función h ◦ π es una función continua de C en C/R que, por el
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Figura 2.7: Identificamos el espacio M con el dominio D dentro de la franja blanca, unido al
punto z1, la franja negra izquierda y el arco z1i. Obtenemos una superficie similar a un cilindro,
con un punto que se asemeja a un cono.

criterio del levantamiento, induce una función h̃ : C→ C18 de manera que el diagrama siguiente
conmuta.

C C

C/R C/R

π

h

h̃

π

Como hemos argumentado antes, la función h̃ es holomorfa, y podemos construir su función
inversa utilizando a h−1. Esto nos dice que en efecto los automorfismos de C/R provienen de
automorfismos de C. Así, el grupo de automorfismos del toro C/R es no numerable y actúa de
forma transitiva, pues la traslación z 7→ z + (v− u) desciende a un automorfismo de C/R que
envía [u] en [v]. Observemos que en la discusión anterior omitimos la posibilidad de que R = αR,
pues esto sucede sólamente si α ∈ Z, en cuyo caso induce el automorfismo identidad, o si R es
especialmente simétrica, como discutiremos abajo. Por último, notemos que los automorfismos
genéricos de C/R no preservan a la proyección de 0 d en C/R.

Observemos la figura 2.7. Dentro de la franja delimitada por las líneas gruesas hay exac-
tamente un representante para cada órbita de PSL(2, C), y las rectas x = ±1/2 son identi-
ficadas por la transformación T : z 7→ z + 1. Este hecho es clásico; referimos a las terceras
secciones de [22] y [24] para su tratamiento. Observemos los puntos i y ζ1 = −1/2 +

√
3/2i,

ζ2 = 1/2 +
√

3/2i. Tenemos que T(ζ1) = ζ2, por lo que corresponden a la misma estructura
compleja en el toro. La función S : z 7→ −1/z envía la franja D dentro del “triángulo” con
vértices en ζ1, ζ2, 0 y cuyas aristas son los correspondientes segmentos de círculo, de forma que
identifica el arco z1i con iz2. Observemos que i es un punto fijo de esta función. Similarmente,
S ◦ T envía D a un abierto contenido en el círculo a la izquierda del 0, y (S ◦ T)2 a un dominio en
la intersección de este círculo y el que está centrado en cero. La potencia (S ◦ T)3 coincide con la
identidad. Dicho de otra manera, los puntos i y ζ1 ∼ ζ2 tienen un grupo de isotropía no trivial. En
otras palabras, sus estabilizadores bajo la acción de PSL(2, Z) contienen un elemento distinto de

18Recordemos que hay que elegir un punto en C/R y en su fibra bajo π para definir a h̃.
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la identidad.

La presencia de puntos con estabilizadores no triviales no es coincidencia. Como se describe
en [13], la acción de Z2 alrededor del punto i codifica la presencia de un automorfismo complejo
de orden 4 para el toro dado por la retícula C/(Z + iZ), que es la retícula cuadrada R = R(1, i)
de C. En efecto, observemos que la transformación dada por multiplicar por i preserva R y des-
ciende a una función holomorfa en C/R. Similarmente, z1 determina una estructura para T2 con
un automorfismo de orden 6, y su retícula asociada produce una teselación triangular del plano.
Es bien sabido que estas son las únicas dos retículas regulares del plano, y son excepcionalmente
simétricas. El resto de los puntos en D representan toros complejos cuyos automorfismos no fijan
a la proyección de 0. En general, es un fenómeno común que algunos de los objetos estudiados
en los problemas de móduli admiten automorfismos no triviales. Puesto que estos automorfis-
mos son miembros de los grupos bajo los cuales se clasifica, no es natural ignorarlos, de manera
que forman parte de la estructura del espacio de parámetros. Esta cierta irregularidad es un
problema, pues impide realizar el espacio de parámetros como un espacio homogéneo. Para una
discusión relevante, ver el apéndice.

Una forma de resolver esto es añadir estructura adicional a nuestros objetos. Antes de discutir
este punto, hagamos una primera definición ingenua.

Definición 2.16. Supongamos que g > 0. Denotaremos porMg al espacio de todas las clases de
isomorfismo de estructuras complejas definidas en la superficie compacta de género g.

Naturalmente, el papel de isomorfismo en este contexto es jugado por los biholomorfismos.
Como vimos, el teorema de Riemann-Roch implica que M0 es un punto. La discusión anterior
nos da una forma de representar a M1 a partir de un subconjunto de C. Nuestra intención es
hacer deMg un espacio topológico suficientemente agradable19. Como vimos en el ejemplo del
toro, es sensato esperar que, de poder describirlo satisfactoriamente, el espacioMg tiene puntos
singulares, asociados a superficies de Riemann especialmente simétricas. El siguiente teorema
sugiere por qué también es sensato esperar pocos automorfismos.

Teorema 2.6.1. (Hurwitz) Sea X una superficie de Riemann de género g ≥ 2. Entonces |Aut(X)| ≤
84(g− 1).

Referimos a la sección 7.2 de [8] para una prueba de este teorema. Los grupos de automor-
fismos que alcanzan la cota anterior se conocen como los grupos de Hurwitz. Un ejemplo es
G = PSL(2, Z7), que tiene orden 168 = 84(3-1) y es el grupo de automorfismos de la cuártica de
Klein, una curva compleja K de género 3. Por el teorema de uniformización, K es un cociente
del disco de Poincaré D, por lo que es una superficie hiperbólica. Un dominio fundamental20

para K es un triángulo hiperbólico cuyas traslaciones por G dan una teselación regular de D. Un
recuento de la historia de esa curva puede ser encontrado en [23], así como una copia del artícu-
lo original de Klein en el que se estudia esta variedad algebraica por primera vez. Este artículo
también tiene una de las primeras encarnaciones de los mapas en el contexto de superficies de
Riemann. Puesto que la presencia de automorfismos impide dar una descripción satisfactoria de
M}, introducimos suficiente rigidez para evitar este problema.

Definición 2.17. Sea X una superficie de Riemann y v = (x1, . . . , xn) una n-tupla de puntos en
X. Diremos que M = {x1, . . . , xn}, con el orden dado por v, es un conjunto de puntos marcados
en X, de forma que la pareja (X, M) es una superficie de Riemann marcada.

19En la teoría de móduli, se tiene una distinción entre espacios de móduli finos y gruesos. La intención usual es
encontrar un espacio fino. Sin embargo, generalmente la presencia de automorfismos hace imposible esta construcción.
Una discusión concreta de este hecho aparece, por ejemplo, en [13].

20Ver el capítulo 9 de [4] o el capítulo 3 de [22].
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Dos superficies marcadas (X, M) y (X′, M′) son isomorfas cuando existe un biholomorfismo
f : X1 → X2 tal que f (x1) = x′1. En particular, un automorfismo de la superficie marcada (X, M)
debe fijar los puntos marcados.

Definición 2.18. Sean g ≥ 0 y n ≥ 1 enteros. Denotaremos por Mg,n al espacio de clases de
equivalencia de superficies de Riemann de género g con n puntos marcados.

El teorema de Hurwitz implica que una superficie de Riemann X de género g > 1 tiene un
número finito de automorfismos, de modo que sólo hay un subconjunto finito en X que puede
ser fijado por cualquiera de ellos. Esto es, si n es suficientemente grande, los automorfismos de X
no fijan alguna de las n marcas en X, y por lo tanto no pueden ser considerados automorfismos
de la superficie marcada. La introducción de marcas para X permite construir un buen espacio de
parámetros, denominado fino. En los capítulos subsecuentes, desarrollaremos las herramientas
que necesitaremos para dar una descripción combinatoria del espacio decoradoMg,n ×Rn

+.

Observemos que al construir el espacio M = H+/PSL(2, Z), decidimos representar cada
estructura compleja del toro por el parámetro modular τ, que define la retícula R(1, τ), y que
representa una PSL(2, Z)−órbita. Como discutimos, los automorfismos de C que descienden a
isomorfismos entre dos toros son multiplicaciones por un número complejo. En particular, fijan
al punto 0 ∈ C, que es el elemento neutro del grupo discreto Z + τZ. Así, tenemos que M es de
hecho el espacioM1,1

21.

Como hemos discutido, podemos encontrar muchas presentaciones diferentes para una su-
perficie de Riemann X compacta: X es isomorfa a una curva algebraica proyectiva no singular,
al cociente de un espacio simplemente conexo por la acción de un grupo discreto, a una cubierta
finita de la esfera perforada. En cada uno de estos contextos uno puede hacer una idea intuitiva
de variación continua de la superficie X; a saber, por deformaciones de los coeficientes de un
polinomio, de los generadores de un grupo discreto de matrices, o bien de los puntos perfora-
dos en P1C. La construcción concreta de los espacios Mg y Mg,n requiere dilucidar la noción
de familia de superficies de Riemann. En el resto de este trabajo damos una presentación más
para la superficie X: como una gráfica dibujada sobre una superficie.

2.7. Notas y referencias

El capítulo resume las propiedades básicas de las superficies de Riemann compactas y las
presenta de distintas formas: como una superficie abstracta determinada por parches complejos,
como un espacio de órbitas de una acción discreta, y como una cubierta ramificada de la esfera,
que puede interpretarse como una cubierta de la esfera perforada. Además, introducimos in-
tuitivamente el problema de móduli de Riemann y presentamos un acercamiento a su solución
para el caso del toro. El contenido está tomado de las referencias [4], [8], [9], [13], [14], [37], [22],
[24], [26], [39] y [30].

Para la sección de conceptos básicos, la definición 2.2 corresponde a la definición 1.1 de [9].
Similarmente, la noción de función holomorfa, mapeo holomorfo y función meromorfa fueron
obtenidas de las definiciones 1.6, 1.9 y 1.12, respectivamente, mientras que el teorema 2.1.1 es
enunciado como una observación en la primera sección de [9], pero nosotros damos una prueba.
Los ejemplos del plano proyectivo, el plano complejo extendido y el toro son estándar, y sus

21Esta afirmación necesita de mucho más para justificarse, pero nos conformaremos con la intuición que hemos discu-
tido.
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descripciones aparecen en [9], respectivamente, como los ejemplos 17.20, 1.5 (c) y 1.5 (d). El
ejemplo 2.5 se basa en la discusión que sigue al teorema 2.1 de [30]. El teorema 2.1.2 aparece
como el teorema 2.1 de [9], y hemos reescrito su prueba para clarificarla; sus corolarios son
inmediatos y también son enunciados en el libro de Forster.

Para la sección de ramificación, usamos [9] y [26]. Muchos de los teoremas citados de Forster
piden por hipótesis que las funciones holomorfas consideradas sean propias. Puesto que nos
centramos en superficies compactas, obviamos este requerimiento, como discutimos. La defini-
ción de cubierta ramificada se basa en la definición 4.3 de [9]. Nuestro teorema 2.2.1 organiza
y demuestra una observación bajo la sección 4.23 de [9], mientras que el teorema 2.2.3 aparece
como el teorema 4.24. Por otro lado, el enunciado del teorema 2.2.2 está tomado del teorema
4.6 de [9] y la prueba es nuestra. El teorema de compactación y de unicidad de la compactación
están tomados directamente de la sección 8 de [9]; los argumentos subsecuentes son originales.
La discusión final está basada en la sección que sigue al teorema 1.8.14 de [26].

La sección del teorema de Riemann-Roch está tomada de la sección 16 de [9] y del capítulo 3.2
de [39]. Nuestra presentación está escrita de forma que la fuerza total del teorema de Riemann-
Roch sea innecesaria, y nos es suficiente la desigualdad original de Riemann. La idea está basada
en la discusión del capítulo 1 de [26], en la que presentamos una caracterización de las superficies
de Riemann como cubiertas de la esfera perforada. Hemos completado los huecos para mejorar
la discusión de Lando y Zvonkin al hacer uso los teoremas técnicos de la sección 8 de [9] (teorema
de compactación) y la desigualdad de Riemann.

Para la sección 2.3 hemos utilizado completamente el libro [26]. La elección de estrella base
como un sistema de representantes de π1(P

1C∗, x), la definición de constelación y el teorema
de existencia de Riemann corresponden a las definiciones 1.2.12, 1.1.1 y al teorema 1.8.14, res-
pectivamente. La proposición 2.4.1 es un resultado conocido; la prueba es original y decidimos
usarla para motivar mejor la definición de constelación. La proposición 2.4.2 recupera las cons-
trucciones 1.2.7 y 1.2.8 de [26] en una proposición mejor enunciado, y hemos hecho más concisa
su prueba.

El contenido de la sección 2.4 está basado en [4], [37], [22] y [7]. La definición de acción
propiamente discontinua corresponde al teorema 2.2.1 de [22]. La discusión subsecuente resulta
del teorema 6.2.1 de [4], aunque damos una explicación intuitiva basada en la teoría del capítulo
1. Después, lo enunciamos como el teorema 5.1.1. El teorema de uniformización es clásico, y
referimos a [7]. El teorema 2.5.2 es bien conocido, y la prueba que damos es nuestra.

Para la sección 2.5 nos basamos en las secciones 3.3 y 7.2 el libro [39]. La exposición del
espacio de móduli del toro es original. La discusión sobre la introducción de marcas para facilitar
el problema de móduli está basada en la sección A del capítulo 2 de [13], de donde tomamos
también la justificación de esta estrategia sostenida sobre el teorema de Hurwitz. La definición
de superficie marcada sigue naturalmente de esa misma discusión.



Capítulo 3

Mapas en superficies orientadas

En el capítulo previo, logramos encontrar una descripción topológica de una superficie de
Riemann; a saber, a través de un grupo de permutaciones y una elección de k puntos en la esfera.
El paso a esta descripción nos permitirá redirigir nuestra atención a objetos combinatorios que
admiten una descripción que es, a primera vista, más simple que la de una estructura compleja.
En este capítulo daremos una breve exposición de la teoría de los llamados mapas, gráficas que
están dibujadas o encajadas en una superficie. Además, construiremos la noción equivalente de
gráfica de listones que desarrollaremos bastante más en el siguiente capítulo.

3.1. Mapas

Primero, recordemos que una gráfica es una pareja (V, E), en la que V es un conjunto finito
de vértices y E ⊂ 2V uno de aristas entre los vértices de V, en donde cada e ∈ E satisface |e| = 2.
Diremos que V y E son los conjuntos de vértices y aristas de G, respectivamente.

Bajo esta definición, podemos pensar que la arista {u, v} representa una conexión entre los
vértices u y v. Observemos que es imposible encontrar otra tal conexión, pues E es un conjunto.

Para poder incluir las nociones de aristas múltiples y lazos recurriremos a la siguiente defi-
nición más formal y abstracta usada en [32]:

Definición 3.1. Una gráfica es una terna Γ := (V, E, i) donde V = {v1, . . . vn} es un conjunto
finito de vértices, E es un conjunto de aristas y i : E → (V ×V)/S2

1 es la función de incidencia,
de modo que una arista e y un vértice v son incidentes si v ∈ i(e). Así, el número aij = |i−1(vi, vj)|
da la cantidad de aristas entre los vértices vi y vj. Un lazo es una arista e tal que i(e) = (Vj, Vj)
para alguna 1 ≤ j ≤ n. El grado o valencia de un vértice es la cantidad δ(v) de aristas que inciden
en él, contando dos veces a los lazos. Esto es, δ(v) = ∑i 6=j aij + 2aii. Así, diremos que dos vértices
son adyacentes si aij > 1, y llamaremos a los elementos de i−1(u, v) aristas paralelas. Por último,
el grado mínimo δ(Γ) de Γ es el mínimo del conjunto {δ(v) | v ∈ V}, y la lista de grados o el
tipo de Γ es la lista (δ(vi))i, en orden no creciente.

Es natural representar una gráfica Γ como un dibujo. A saber, podemos poner un punto negro

1Tomamos el cociente por el grupo simétrico S2 para entender a las aristas como parejas no ordenadas de vértices.
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Figura 3.1: Dos representaciones de la misma gráfica. Las intersecciones internas de las aristas
de la estrella no representan ningún vértice de la gráfica.

en en plano por cada vértice de Γ, etiquetarlo correspondientemente, y dibujar una curva entre
dos puntos si los vértices que representan son adyacentes. Evidentemente hay una infinidad de
maneras de dibujar de esta forma a Γ, como se ve en la figura 3.1.

Así como la representación de una gráfica es accidental, diferentes etiquetados para sus
vértices y aristas no cambian su estructura de incidencia, y debemos considerarlas equivalentes.
Concretamente,

Definición 3.2. Diremos que dos gráficas G = (V, E, i) y H = (V′, E′, i′) son isomorfas si existen
biyecciones f : V → V′ y h : E → E′ para las que i′ ◦ h = φ ◦ i, donde φ : (V × V)/S2 →
(V′ ×V′)/S2 está inducida por f .

Esta definición difiere un poco de la noción clásica de isomorfismo de gráficas. En la literatura
usual, se dice que un isomorfismo entre las gráficas tradicionales G y H es una biyección f :
V(G) → V(H) tal que para cualesquiera u, v ∈ V(G) se tiene que {u, v} es una arista de G si
y sólo si { f (u), f (v)} es una arista de H. Cuando exista una tal biyección, diremos que f es
un isomorfismo tradicional. Con está definición, vemos que f induce una función bien definida
f̃ : E(G) → E(H) dada por {u, v} 7→ { f (u), f (v)}, por lo que resulta innecesario acompañar
a f con una biyección de aristas. El problema es que esta noción no identifica la equivalencia
entre gráficas con aristas paralelas o lazos, como es de esperarse. Por ejemplo, dos gráficas
que consisten en un vértice con dos lazos claramente tienen la misma estructura y hay dos
isomorfismos entre ellas, pero es imposible decir esto con un isomorfismo tradicional.

Tomemos una gráfica G = (V, E, i). Dado e ∈ E, tomemos un vértice abstracto ve que de-
claramos incidente a los extremos de e. Si dibujamos a G, podemos pensar que seleccionamos
un punto medio dentro de cada arista, donde dibujamos un nuevo vértice de tal forma que ob-
tenemos el dibujo de una gráfica distinta a G. El proceso puede convertir a cada lazo o arista
múltiple en un par de aristas en el sentido usual. Esta imagen intuitiva tiene una construcción
formal.

Definición 3.3. Sea G = (V, E, i) una gráfica. Sea VE el conjunto de puntos medios de las aristas
de G. A saber, VE satisface que cada ve ∈ VE es un vértice de grado 2 que subdivide a la arista
e.2.

El refinamiento3 de G es la gráfica GE := (V t VE, E t E, iE), donde la relación de incidencia
iE : E t E→ V ×VE está dada como sigue: si e ∈ E es tal que i(e) = [(u1, u2)], el vértice ve ∈ VE
es adyacente a u1 y a u2, de modo que (e, i) 7→ (ui, ve) para i ∈ {1, 2}. Llamamos al conjunto

2Formalmente, podemos tomar VE := E.
3En [5] se da una definición más abstracta y simple de gráfica que incluye naturalmente el concepto de media arista.

Sin embargo, elegimos utilizar la notación de [32], que es más concisa. Ver el apéndice.
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HE := E t E = E(GE) las medias aristas de G, que también son conocidas como sus dardos en la
literatura. Llamaremos al conjunto de dardos incidentes en el vértice v la vecindad de v.

Por otro lado, demos un vistazo a la figura 3.2. Ambos dibujos representan a la misma gráfica
y podemos notar que en ambas representaciones el dibujo divide al plano en un par de regiones
acotadas y una región no acotada. En la representación izquierda, ambas regiones acotadas
contienen un vértice de grado 1 en su interior y uno de grado 2 en su frontera, y la región
no acotada no tiene vértices interiores4, mientras que en el dibujo de la derecha es la región no
acotada la que contiene dos vértices de grado 1. Así, al elegir un dibujo para la gráfica, parece ser
que la estamos dotando de información topológica adicional que no es inherente a su estructura
combinatoria. Para estudiar sistemáticamente esta estructura adicional, restringiremos nuestra

Figura 3.2: Dos encajes de una gráfica en el plano.

atención a las gráficas encajadas en superficies, que llamaremos mapas. Usamos la definición de
[26], hallada en el capítulo 1.

Definición 3.4. Sea X una superficie orientada. Fijemos una gráfica G con conjunto de vértices
y aristas V(G) y E(G), respectivamente. Un mapa Γ es un subconjunto de X dado por la unión
de los conjuntos V(Γ) y E(Γ), en donde:

V(Γ) es un conjunto de |V(G)| puntos distintos en X, que corresponden a los vértices de
G.

E(Γ) es un conjunto de curvas en X cuyos extremos yacen en V(Γ), y que representan a las
aristas de G. Además, la intersección de dos elementos de E(Γ) es vacía o es exactamente
un punto de V(Γ).

Cada componente conexa de X \ Γ, que llamaremos una cara de Γ, es homeomorfa a un
disco abierto.

Diremos que Γ es un encaje de la gráfica G, y que G es su gráfica subyacente.

Es importante no confundir la noción de gráfica encajada con la de encaje tradicional de
espacios topológicos. En la terminología usual, Si pensamos en una gráfica abstracta G como
un complejo celular unidimensional, un encaje topológico en la superficie X consiste en una
inyección de G en X. La definición 3.4 es más restrictiva: el encaje debe ser celular. Esto es,
diremos que G está encajada en X si su dibujo define una descomposición celular de X. Por
ejemplo, observemos que los dibujos de la figura 3.2 no pueden ser considerados mapas, a menos
que pensemos que están siendo dibujados en la esfera: si las gráficas estuvieran dibujadas en el
plano, ambos dibujos tendrían que una cara no acotada que no es simplemente conexa, y por lo
tanto distinta de un disco topológico.

4Esto es sólamente heurístico, pues técnicamente tales vértices no yacen en el interior de la cara: como veremos, la
cara de un mapa es una componente conexa de su complemento en la superficie en que se encaja.
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Abusaremos un poco de la terminología para identificar G con Γ cuando sea conveniente y se
entienda que estamos pensando a Γ como una gráfica encajada en X. Consideraremos sólamente
gráficas conexas: es decir, gráficas G que admiten un encaje conexo. Esto es equivalente a decir
que para cualesquiera dos vértices u, v ∈ V(G) podemos construir una trayectoria entre u y v,
que es una sucesión de vértices (u = v1, v2, . . . , vn = v) en la que {vi, vi+1} es una arista de G,
con 1 ≤ i ≤ n− 1.

Figura 3.3: Un mapa cuya superficie subyacente es el toro con 3 vértices, 3 caras y 6 aristas

3.2. El modelo de permutaciones

El hecho de que una Γ está dibujada en una superficie orientada también puede ser cifrado a
través de un modelo de permutaciones. A saber, si G es un mapa con conjunto de vértices V y con-
junto de aristas E, es posible codificar la información de G con permutaciones que representan
cada uno de sus vértices, de acuerdo a la orientación de la superficie en la que está dibujada. La
construcción del modelo es como sigue. Una discusión completa se halla en el capítulo 1 [26] y
el artículo [40].

Enumeremos las medias aristas de Γ, {e1, . . . , e2|E|}, y etiquetemos ei con el número i, de modo
que la etiqueta queda a la izquierda de la media arista correspondiente5.

Alrededor de un vértice v, la orientación de la superficie induce un orden cíclico de los dardos
de v6. Recorridos en ese orden, obtenemos una lista de etiquetas (i1, . . . , ik) de tamaño δ(v).
Identificamos al vértice v con el ciclo cv = (i1 i2 . . . ik).

A su vez, si las medias aristas ei, ej resultan de una arista e de Γ, identificamos a e con la
trasposición te = (i j)

Así, podemos identificar los vértices del mapa Γ con los ciclos de la permutación σ := ∏v∈V cv y
sus aristas con las trasposiciones de α := ∏e∈E te. Observemos que tanto los factores de σ como

5Para fijar ideas, podemos suponer que nuestra superficie carga una estructura diferencial, y que el dardo ei tiene por
extremo al vértice p de Γ. Elijamos un vector u de TpX en la dirección del dardo ei . Escribamos la etiqueta i en un punto
cercano a p que podamos identificar con la punta de otro vector tangente, digamos v. Diremos que la etiqueta i está a la
izquierda de ei si el determinante de la matriz (uv) es positivo.

6De nuevo podemos utilizar el plano tangente de X: en una vecindad pequeña de v, identificamos las medias aristas
ei de Γ con ciertos vectores tangentes ui . Que X esté orientada implica que hay un sentido positivo en TvX que induce
un orden cíclico a los ui y que damos a los ei .
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Figura 3.4: Etiquetamos las 12 medias aristas de Γ

los de α son ajenos, pues no hay dos dardos con la misma etiqueta. La pareja {σ, α} es conocida
como un sistema de rotaciones. Analicemos el ejemplo de la figura 3.4, que corresponde a una
gráfica Γ encajada en la esfera. En este caso, se tiene

σ = (1 5 7)(2 3 4)(6 9 11 10)(12)(8),

α = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)(9 10)(11 12).

Podemos ver que el subgrupo de S12 generado por σ y α actúa transitivamente en el conjunto
de etiquetas de E = {1, 2, . . . , 12}. En efecto, puesto que la gráfica subyacente de Γ es conexa,
es posible partir de un dardo y llegar a otro a través de una serie de trasposiciones de medias
aristas y rotaciones alrededor de vértices elegidos adecuadamente. Utilizando un sistema de
cálculo simbólico7, uno puede verificar que G = 〈σ, α〉 = S12, por lo que la transitividad no es
sorprendente. Por último, observemos que la permutación α−1σ−1 se factoriza en tres ciclos:

α−1σ−1 = (1 4 2 7 8 5 10 6)(9 11 12)(3)

El primer ciclo corresponde a todas las etiquetas escritas sobre la cara no acotada del mapa Γ
recorridas en la dirección positiva8, el segundo corresponde a la cara que contiene un vértice
interior de grado 1, y el tercer ciclo corresponde a la cara acotada y vacía. Además, tenemos que
σαφ = Id. Dicho de otra forma, G es una 3-constelación de grado 12. Esto ocurre en general:

Proposición 3.2.1. Un mapa Γ induce una 3-constelación C = [σ, α, φ], donde φ := α−1σ−1, para la
cual α es una involución sin puntos fijos.

Demostración. Construimos C de acuerdo al modelo de permutaciones. C es una 3-constelación
7Por ejemplo, SymPy
8Parece contradecir la intuición que esta sea la dirección positiva, pues recorrer las aristas de Γ en el sentido espe-

cificado por el ciclo parece ser equivalente a recorrer una curva cerrada en la dirección de las manecillas del reloj. Sin
embargo, estamos pensando a tal curva como la frontera de un disco que contiene al punto ∞, y que podemos suponer es
su centro. Así, si imaginamos que observamos la esfera desde su polo norte, vemos que en realidad la curva es recorrida
en la dirección positiva.
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Figura 3.5: La trasposición α envía la etiqueta i en la etiqueta j, que σ−1 envía en k, la etiqueta
siguiente en el recorrido positivo de la cara f

puesto que σαφ = σαα−1σ−1 = 1. Además, Γ es conexa. Si aplicamos σ suficientes veces, pode-
mos llevar un dardo en la vecindad v en cualquier otro dardo que incida en él. Por otro lado,
aplicar α intercambia los dardos que conforman una arista. Así, podemos construir cualquier
trayectoria en Γ utilizando un elemento de 〈C〉. Esto implica que C actúa transitivamente en
el conjunto de etiquetas para los dardos de Γ. Además, α se factoriza en trasposiciones de las
medias aristas de Γ, de modo que no tiene puntos fijos.

Ahora bien, la introducción del factor φ parece artificial, pero tiene una interpretación geomé-
trica y su notación es sugerente: la permutación φ representa las caras del mapa Γ. En efecto, si
el conjunto de etiquetas dentro de una cara f es A f , podemos identificarlo con una permutación
(i1 · · · ik), con ij ∈ A f , de modo que el orden cíclico obtenido queda inducido por un recorrido
por las etiquetas en el orden positivo dado por la orientación de la cara. Para hacer tal recorrido
basta iniciar en un dardo etiquetado por i1, aplicar α para movernos hacia su dardo opuesto y
rotar en el vértice correspondiente en el sentido negativo, de modo que terminemos en el dardo
siguiente incidente en la cara. La figura 3.5 da una explicación más visual.

Por construcción, σ se factoriza en tantos ciclos ajenos como vértices en Γ. Asimismo, el
número de trasposiciones de α coincide con su número de aristas, y los ciclos de φ corresponden
a sus caras. Notemos, además, que cada dardo incide en exactamente un vértice, conforma
exactamente una arista y está en exactamente una cara.

Definición 3.5. Sea C = [σ, α, φ] una 3-constelación de grado n. Denotemos por l(c) la longitud
de un ciclo en Sn. Supongamos que σ, α y φ se factorizan en ciclos ajenos como s1 · · · sj, a1 · · · ak,
y f1 · · · fl , respectivamente, de manera que

j

∑
i=1

l(ci) =
k

∑
i=1

l(ai) =
l

∑
i=1

l( fi) = n.

Denotemos por λσ a a tupla (c1, . . . , cn), que suponemos en orden no creciente, y por λα y λφ a
las tuplas análogas. Decimos que P = [λσ, λα, λφ] es el pasaporte o el tipo combinatorio de C. Si C
es el modelo combinatorio de un mapa, λσ es la lista de grados de su gráfica asociada, y λφ da
el número de aristas que conforman cada cara.

Así, el nombre de grupo cartográfico cobra su significado: es el grupo asociado a un mapa. Sin
embargo, es importante observar que la estructura que codifica la información del mapa M es
la constelación C = [σ, α, φ], y no el grupo cartográfico G. De hecho, el uso de las letras griegas



CAPÍTULO 3. MAPAS EN SUPERFICIES ORIENTADAS 66

σ, α y φ corresponde a las palabras francesas para vértice, arista y cara: sommet, arête y face,
respectivamente. En la terminología original de Grothendieck [10], [19], el nombre de cartográfico
hace referencia al grupo

C+
2 = 〈ρs, ρa, ρ f | ρ2

a, ρsρaρ f 〉.

Observemos que el grupo cartográfico de una 3-constelación es una representación transitiva
de C+

2 en S2n. De hecho, tales representaciones de C+
2 corresponden por completo a los mapas

en superficies orientadas. La transitividad asegura la conexidad del mapa, que pedimos tras la
definición 3.4.

Tenemos pues que, a través de su refinamiento, un mapa con n aristas induce un subgrupo
de S2n que actúa transitivamente en [2n], y cuya estructura no depende del etiquetado elegido.
En efecto, dos elecciones distintas producen dos sistemas de rotaciones {σ1, α1} y {σ2, α2}, para
los que existe una función f ∈ S2n que traduce las etiquetas. Así, σ1 = f−1σ2 f y α1 = f α1, y
por lo tanto 〈σ1, α1〉 = f−1〈σ2, α2〉 f . Más aún, la permutación φ permite recuperar las caras del
mapa, pues cada uno de sus ciclos describe un recorrido ordenado por los vértices que yacen en
su frontera.

El tamaño de un ciclo de γ coincide con el grado del vértice que representa. Uno podría
pensar que dos mapas M1, M2 del mismo tipo combinatorio tienen el mismo grupo cartográfico,
pues sus permutaciones σi correspondientes tienen la misma estructura cíclica, y por lo tanto
son conjugadas en S2n través de cierta permutación f . Sin embargo, en general f no conjugará
simultáneamente a las permutaciones αi. Si este fuera el caso, f induciría un isomorfismo entre
las gráficas subyacentes de los mapas considerados. Tenemos pues varias nociones posibles de
equivalencia entre nuestros objetos, que debemos ordenar.

Definición 3.6. Tomemos dos k−constelaciones C1 = [g1, . . . , gk] y C2 = [h1, . . . , hk] de grado n.
Diremos que C1 y C2 son isomorfas si existe una biyección f ∈ Sn para la que hi = f−1 ◦ gi ◦ f .

Bajo esta definición, los grupos cartográficos de constelaciones isomorfas resultan ser conju-
gados.

Observemos la figura 3.6. Ambos mapas tienen el mismo tipo combinatorio y están encajados
en el plano, o bien, la esfera. Sin embargo, sus gráficas subyacentes no pueden ser isomorfas: la
segunda contiene una trayectoria de longitud 2 entre dos vértices de grado 1, pero la primera
no. Dos subgrupos isomorfos de Sn no son necesariamente conjugados. Así, a priori los grupos

Figura 3.6: Dos gráficas no isomorfas del mismo tipo.

cartográficos de G y H podrían ser isomorfos o incluso coincidir. Utilizando la paquetería de
cálculo simbólico SymPy vemos que el grupo de H tiene orden 14400, mientras que el de G tiene
orden 7200, por lo que este no es el caso.

Por otro lado, no hay una forma clara de distinguir topológicamente los mapas de la figura.
La única cara de ambos mapas tiene a los 6 vértices en su frontera, por lo que no podemos
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argumentar como antes para convencernos de que los encajes son distintos.

Definición 3.7. Diremos que dos mapas Γ1 ⊂ X1 y Γ2 ⊂ X2 son isomorfos si existe un homeomor-
fismo entre X1 y X2 que preserva la orientación y cuya restricción a Γ1 induce un isomorfismo
entre las gráficas subyacentes G1 y G2.

Para nuestros propósitos, un homeomorfismo h : X1 → X2 preserva la orientación si dada
una curva γ : I → X1 orientada positivamente, la curva h ◦ γ también tiene una orientación
positiva en X2. Esta última definición tiene la siguiente virtud:

Proposición 3.2.2. Dos mapas isomorfos inducen 3-constelaciones isomorfas.

Demostración. Elijamos etiquetas para las medias aristas de Γ1. El homeomorfismo h se restringe
a un homeomorfismo entre Γ1 y Γ2, que forma que podemos pensar en las imágenes de los
puntos medios de Γ1 como los puntos medios de Γ2. Elijamos etiquetas para las medias aristas
de cada mapa. La función h se restringe a un isomorfismo entre las gráficas subyacentes G1
y G2. Por la elección de puntos medios en G2, h de hecho induce un isomorfismo entre los
refinamientos de Γ1 y Γ2, que por lo tanto induce una función f : [2n]→ [2n] entre los conjuntos
de etiquetas.

Más aún, sea γ : I → X1 una curva pequeña y cerrada que rodea a v en la dirección positiva,
con la propiedad de que toca cada dardo de v exactamente una vez, y supongamos que cv =
(i1 . . . iδ(v)) indica el orden cíclico de los dardos de v. Si recorremos h(γ) en la dirección positiva
empezando en h(i1) necesariamente tenemos que el primer dardo de f (v) que toca es h(i2): si
este no fuera el caso, aplicamos h−1 para encontrar que γ toca un dardo ij con j > 2 antes de
tocar a i2, lo cual es imposible. Así, h(γ) es una curva positiva alrededor de f (v) que toca a
las imágenes de los dardos de v en su orden cíclico, de modo que c f (v) = (h(ei1) . . . h(eik ) =
( f (ei1 . . . f (eik ), por definición de f , y con k = δ(v) = δ( f (v)). Así, en efecto tenemos que f
conjuga a las σi y las αi, por lo que las constelaciones de Γ1 y Γ2 son conjugadas.

¿Qué hay de la dirección opuesta? Dada una 3-constelación C = [g1, g2, g3], ¿cómo construi-
mos un mapa que induzca a C? Las permutaciones gi tienen una factorización por ciclos ajenos,
digamos

g1 = v1 . . . vn

g2 = a1 . . . am

Si además g2 es una involución sin puntos fijos, se tiene que C es un subgrupo de S2m y los
ciclos ai son trasposiciones. Denotemos por Vi y Ai al conjunto de los números que aparecen en
la notación de los ciclos vi y ai respectivamente. Iniciemos por construir una gráfica G = (V, E, i)
con V = {V1, . . . , Vn} y E = {A1, . . . , Am}. Las incidencias están dadas como sigue: cada arista
e ∈ E tiene por extremos los únicos dos vértices u, v tales que u ∩ e y v ∩ e son no vacíos.
Dibujemos la gráfica G en el plano, ignorando los cruces de las aristas que no suceden en
los vértices, y etiquetando cada vértice v de acuerdo al ciclo de g1 que le corresponde, que
denotaremos por cv. Observemos que la orientación del plano induce un orden cíclico Ov en los
dibujos de los dardos que inciden en cada vértice v: podemos suponer que hemos dibujado a G
de tal forma que Ov coincide con cv, como se muestra en la figura.
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Figura 3.7: A la izquierda, los órdenes cíclicos de cada vértice se indican por un lazo orientado.
A la derecha, dibujamos a G de modo que el orden cíclico inducido por la orientación de R2

coincide con los ciclos cv.

Para construir nuestro mapa, cambiaremos un poco la representación de las medias aristas:
sustituyamos cada arista de nuestro dibujo por un par de curvas paralelas que representan a las
medias aristas que la conforman, y los vértices por pequeños discos orientados positivamente.
Recordemos que la permutación g1 debe cifrar el orden cíclico de las medias aristas en cada
vértice, y tal orden debe ser determinado por la orientación del mapa que ahora queremos
construir. Tomemos un vértice v ∈ V y su ciclo asociado cv = (i1 . . . iδ(v)). Una arista e de v
corresponde a cierta trasposición (h k), donde h es uno de los números que aparecen en cv; de las
dos curvas que representan sus medias aristas, la orientación del plano nos permite distinguir
la izquierda, que elegimos y dotamos de una dirección para convertirla en una flecha que sale
de v. Así, cuando hagamos lo mismo con el otro extremo de e, la curva paralela a h recibirá la
etiqueta k y una dirección opuesta, formando una flecha que entra a v. De este modo, las aristas
de G quedan representadas por listones. Además, cada listón determina una región orientada del
plano cuya frontera hereda una orientación adecuada9, por lo que reemplazamos los dibujos de
cada tira con un espacio homeomorfo a [0, 1]2, el cuadrado con frontera.

Ahora, fijemos una etiqueta i, correspondiente a la media arista que brota de un vértice u en
dirección a otro vértice w. Dado que C es una constelación, g3 = g−1

1 g−1
2 = g1g−1

2 . Tenemos pues
que i · g3 corresponde a la media arista inmediatamente anterior a u · g2 en el orden cíclico de
w, que en nuestro dibujo corresponde a recorrer continuamente un segmento de la frontera de
un listón, continuar por la frontera de un disco adyacente y luego encontrar la frontera de otro
listón, sin cruzar por el interior del dibujo. Así, siempre y cuando ignoremos los cruces que no
corresponden a vértices, la órbita de i bajo g3, corresponde a recorrer una componente conexa
de la frontera de una superficie. Concluimos que el espacio que resulta de nuestro dibujo es
una superficie orientada M, cuya frontera tiene tantas componentes conexas como ciclos en g3.
Por último, para cada componente conexa c f de δM, tomemos un disco cerrado y orientado, e
identifiquemos su frontera con la componente c f de acuerdo a su orientación. Así, garantizamos
que las orientaciones del disco y de M son compatibles, y por tanto obtenemos una superficie
orientada X. Finalmente, si reconstruimos nuestro dibujo original de G sobre M obtenemos un
encaje de G en la superficie X; esto es, un mapa. En otras palabras, completamos la proposición
3.2.2

Teorema 3.2.1. Dos mapas son isomorfos si y sólo si están asociados a 3-constelaciones isomorfas.

Si la constelación C consiste en una elección de etiquetas para el mapa M, vemos que las
permutaciones σ, α y φ se descomponen en V, E y F ciclos ajenos, respectivamente, donde V es
el número de vértices, E el de aristas y F el de caras. Así, podemos calcular la característica de
Euler V − E + F del mapa M a través de su constelación. Recíprocamente, podemos determinar
a priori el género del mapa que induce una constelación C calculando la característica de Euler

9A saber, los bordes del listón están orientados de manera compatible con la dirección positiva de su interior.
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con σ, α y φ.

Observemos que, una vez construida la gráfica G, lo único que necesitamos para obtener la
superficie M es la permutación g1, que determina el orden cíclico de cada vértice. A saber, una
construcción más inmediata de M a partir de la constelación C es como sigue: dibujemos a G
sobre el plano orientado, de forma que el orden cíclico inducido Ov coincide con el orden cv, con
cv el ciclo de g1 que corresponde al vértice v. Engrosamos los dardos de cada vértice para obtener
tiras, y le damos una orientación a los bordes de cada tira de acuerdo a Ov, que representamos
con flechas, como en la figura 3.8. Si pegamos las dos tiras que conforman una arista de acuerdo
a tal orientación, obtenemos a la misma superficie orientada M10.

La superficie M nos permite construir fácilmente un encaje de su gráfica subyacente, y pode-
mos pensar en ella como una gráfica en la que las aristas son listones con una orientación en sus
bordes, imagen que motiva la definición siguiente:

Definición 3.8. Diremos que una gráfica de listones es una gráfica con un orden cíclico c en
el conjunto de medias aristas incidentes a cada vértice, y la denotaremos por Γ = (G, V, i, c).
Llamaremos a la superficie M(Γ) la realización topológica de Γ, y a la superficie orientada X(Γ) el
espacio total de Γ. Diremos que el género de Γ es el género de su espacio total, y lo denotamos
por g(Γ) := g(X).

Figura 3.8: Las medias tiras que inciden en cada disco heredan la orientación del plano. Obser-
vemos que las flechas que brotan del vértice están a la izquierda.

Observación. Las construcciones previas garantizan que es posible orientar los bordes de cada
listón sin incurrir en contradicciones: si recorremos una componente de la frontera, obtenemos
siempre una trayectoria dirigida que eventualmente se cierra. Esto es, la construcción nos da
siempre una superficie orientada. Intuitivamente, si la superficie con frontera M indujera una
superficie X no orientable, entonces sería posible tomar un pequeño lazo y moverlo continua-
mente por X hasta obtener su versión reflejada. Puesto que dos caras adyacentes tienen orienta-
ciones compatibles entre sí, esto es imposible. Sin embargo, uno podría imaginar que introducir
“torceduras” en los listones (que corresponden a la identificación de dardos con orientaciones
opuestas) permitiría construir superficies no orientables también11.

Es importante notar que dos constelaciones isomorfas inducen siempre el mismo mapa, pues
corresponden a distintos etiquetados para la misma gráfica encajada. Más adelante, necesita-
remos una noción más fuerte de automorfismo para estudiar las simetrías de una gráfica de
listones.

10Formalmente, reemplazamos cada tira con un espacio homeomorfo a [0, 1]2 \ {1× [0, 1]}, e identificamos las dos
tiras que representan una arista de acuerdo a sus orientaciones para obtener un cuadrado con frontera.

11Ver la figura 7.1 en el apéndice para un ejemplo de una gráfica de listones más general.
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Figura 3.9: Para obtener la superficie M, reemplazamos a los vértices por discos y las aristas por
un par de curvas orientadas, que convertimos en un cuadrado topológico con frontera.

Figura 3.10: Pegamos discos en la frontera de M y obtenemos una superficie orientada, en este
caso un toro. Por construcción, la gráfica subyacente de M queda encajada.
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Definición 3.9. Fijemos un mapa M y elijamos una 3-constelación C de grado n inducida por
M, cuyo grupo cartográfico es G. El grupo de automorfismos de M, denotado por Aut(M) es el
centralizador G en Sn. A saber,

Aut(M) = {h ∈ Sn | h−1gh = g para cada g ∈ G}

Por definición, un elemento h ∈ Aut(M) satisface h−1Gh = G. Una elección distinta de
etiquetas induce una constelación con un grupo cartográfico que en general sólo es conjugado a
G. Un automorfismo de M es una simetría verdadera del mapa M: en efecto, si h conmuta con
todo elemento de G, conmuta con σ y α. Si σ = c1 · · · cn es una descomposición por ciclos ajenos
de σ, se tiene que h−1σh = h−1c1 · · · cnh = h−1c1h · · · h−1cnh = σ. Cada h−1cih es también un
ciclo ajeno, así que la conjugación por h permuta los ciclos de σ y por lo tanto los vértices de M.
El mismo argumento muestra que h permuta los ciclos de φ, y por tanto las caras de M. Por otro
lado, si (i j) es una trasposición de α, M tiene una arista cuyas medias aristas están etiquetadas
por i y j. Al ser un automorfismo, hα = αh, y la relación i · hα = i · α · h = j · h nos dice que la
imagen bajo h de la media arista apareada con i, j, coincide con la media arista apareada con
i · h. Esto es, h preserva las incidencias de la gráfica subyacente de M.

A pesar de que elegimos una constelación para M para definirlo, la estructura de Aut(M) no
depende de esa elección. Un etiquetado distinto conduce a una constelación isomorfa y por lo
tanto a un grupo cartográfico conjugado a G, por lo que sus centralizadores son conjugados, y
por lo tanto isomorfos.

Hasta ahora, las constelaciones [σ, α, φ] que hemos utilizado satisfacen que α es una invo-
lución sin puntos fijos. En lo siguiente, levantamos esta restricción para obtener un objeto más
natural.

3.3. Notas y referencias

El capítulo anterior introduce la noción de mapa y describe su relación con las 3-constelaciones.
Se esclarece la traducción de conceptos de monodromía, cubrientes ramificadas, gráficas encaja-
das y constelaciones. El contenido de este capítulo está tomado de [10], [19] [26], y [40] .

Para la primera sección, la definición de gráfica que utilizamos es la de [32], así como su
noción de isomorfismo y refinamiento. Citamos a [5] como una fuente más clara y satisfactoria
para revisar estos conceptos. La definición 3.4 corresponde a la definición 1.3.6 de [26], y nos
apoyamos en la definición de descomposición celular de [29], hallada al inicio de su capítulo 5.
Para el modelo de permutaciones nos basamos en la sección 1.3.3 de [26] y el inicio del artículo
[40]. La proposición 3.2.1 y su dirección opuesta, el teorema 3.2.2, resumen de forma clara la
discusión de Lando y Zvonkin de las construcciones correspondientes, y la prueba es nuestra.
La definición de grupo cartográfico corresponde a la definición 1.1.2 de [26], y la noción de
isomorfismo de constelaciones está tomada de su definición 1.1.5. Similarmente, la definición
de automorfismo de mapa y de equivalencia de mapas están tomadas de la misma sección de
[26]. Los ejemplos dados son nuestros, así como los cálculos que conllevan. La discusión que
motiva la definición de gráfica de listones es original. La figura 3.8 está basada en una figura
equivalente de [32], y motiva nuestra definición 3.8. Elegimos exhibir la equivalencia entre el
concepto de mapa y gráfica de listones para simplificar el cálculo del grupo de automorfismos
Aut(Γ) y facilitar la clasificación de las gráficas de listones excepcionales, que se enuncia en el
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capítulo 4.



Capítulo 4

Las gráficas de listones

Fijemos una gráfica G. Como vimos en el capítulo previo, basta tener un orden cíclico en
cada vértice de G para sus medias aristas para obtener un mapa para G. Recíprocamente, es
claro que podemos obtener una gráfica de listones partiendo de un mapa particular, pues el
encaje de G en la superficie orientada induce un orden cíclico en cada uno de los vértices. Más
directamente, podemos obtener la realización de una gráfica de listones a partir de un mapa si
tomamos una vecindad suficientemente pequeña de su gráfica encajada. Esto nos permite hablar
equivalentemente entre los mapas y las gráficas de listones. La definición de automorfismo para
mapas cobra mayor sentido en su versión para gráficas de listones:

Definición 4.1. Dos gráficas de listones son isomorfas si existe un isomorfismo entre sus gráficas
subyacentes que preserva los órdenes cíclicos en cada vértice. Un automorfismo de la gráfica de
listones Γ es un isomorfismo entre Γ y ella misma.

Esta definición coincide con la del grupo de automorfismos de Γ, que denotamos por Aut(Γ).
En efecto, si etiquetamos las medias aristas de Γ estamos fijando una constelación C = [σ, α, φ]
que la describe, con α una involución sin puntos fijos. Como vimos en la sección previa, Γ es in-
tercambiable con el mapa M asociado a C. Cada automorfismo de h de M es un homeomorfismo
que induce un automorfismo de su gráfica subyacente, isomorfa a Γ como gráfica. Por definición,
h preserva los órdenes cíclicos en cada vértice. Esto es, tenemos que cada automorfismo de M es
un automorfismo de Γ. Similarmente, cada automorfismo de Γ = (V, E, i, c) consiste en un par
de biyecciones ( f : V → V, g : E → E) que preservan a i y a c. El etiquetado de los dardos de Γ
dado por C nos permite inducir a la función γ ∈ S2n que permuta a los vértices, aristas y caras
de Γ preservando sus relaciones de incidencia. Esto es, γ conmuta con σ, α y φ, y por lo tanto
con cualquier elemento de C. En otras palabras, Aut(Γ) y Aut(M) son objetos equivalentes.

Definición 4.2. Tomemos una gráfica de listones Γ y una constelación C = [σ, α, φ] que la codi-
fique. La frontera topológica de Γ es su frontera como superficie, el conjunto δΓ. Cada una de sus
componentes está asociada a un ciclo de φ, y las identificaremos. Así, describiremos b(Γ) para el
número de ciclos de φ, o bien, al número de componentes conexas de δΓ.

Un automorfismo de Γ permuta las componentes de su frontera topológica. Podemos ver esto
de dos formas distintas: un homeomorfismo h de X(Γ) en sí mismo se restringe a un homeo-
morfismo de X(Γ) \ Γ, que por lo tanto permuta sus componentes conexas. Esta permutación no
es arbitraria, pues h debe restringirse a un automorfismo de Γ. Por otro lado, habiendo elegido
una constelación C = [σ, α, φ] para Γ, vemos h actúa en las etiquetas de Γ como lo hace un cierto
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elemento del grupo cartográfico de C, que conmuta con σ, α y φ = ασ−1. Si h además fija cada
ciclo de φ, diremos que h preserva la frontera de Γ. Esto es, si φ se factoriza en los ciclos ajenos
c f1 · · · c fn , tenemos que hc fi

= c fi
h = c fi

para cada 1 ≤ i ≤ n. Es claro que el conjunto de tales
automorfismos forma un subgrupo de Aut(Γ).

Definición 4.3. Denotamos por Autδ(Γ) al grupo de automorfismos de Γ que preservan la fron-
tera.

Un h ∈ Autδ(Γ) fija cada c fi
como función. Sin embargo, h no necesariamente fija las etiquetas

de cada media arista que pertenecen a la cara fi. Puesto que preserva el ciclo asociado, h actúa
rotando cíclicamente las etiquetas incidentes con fi. Una forma de ver esto es observar h fija los
vértices del mapa dual a C. Una discusión relevante está en el apéndice de este trabajo.

Este grupo cobrará importancia maś adelante, puesto que su acción en las aristas de Γ es más
restrictiva que la de Aut(Γ). En efecto, identificaremos las componentes de frontera de Γ con
puntos marcados de una superficie en Mg,n. Como discutimos en la sección 2.5, la introducción
de marcas en nuestros objetos a clasificar permite reducir el número de automorfismos que hay
para cada objeto, y por lo tanto la presencia de puntos singulares. Los elementos de Autδ(Γ)
constituyen los automorfismos de Γ que preservan las marcas. Más adelante esclareceremos esta
discusión.

4.1. Orbifolds

En la sección anterior observamos que los mapas tienen distintas nociones naturales de au-
tomorfismo. En este capítulo estudiaremos el espacio de las gráficas de listones métricas, que
resulta ser un orbifold diferenciable. Intuitivamente, este espacio es una variedad diferenciable
en la mayoría de sus puntos, pero admite puntos singulares donde tendremos parches de forma
U/G, donde U es un abierto de Rn y G es un grupo finito que actúa en él. Podemos imagi-
nar que estos puntos corresponden a mapas donde hay mucha simetría, y por lo tanto cierta
ambigüedad. Iniciamos con definiciones preliminares.

Definición 4.4. Sea X un espacio topológico. Decimos que una familia de abiertos F = {Ui}i∈I
es una cubierta localmente finita de X si se satisfacen las siguientes condiciones:

⋃
i∈I Ui = X

Cada x ∈ X admite una vecindad Ux que interseca una cantidad finita de elementos de F .

Definición 4.5. Un orbifold O = (X(O), {Ui}i∈I , {Gi}i∈I , {φi}i∈I) es una cuaterna que consiste en
los siguientes objetos:

1. Un espacio topológico Hausdorff X(O), que llamamos el espacio subyacente de O.

2. Una cubierta localmente finita {Ui}i∈I de X(O), cerrada bajo intersecciones finitas.

3. Un conjunto de homeomorfismos

φi : Ui → Ũi/Gi
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, en donde Ũi ⊂ Rn es abierto, y Gi es un grupo finito que actúa fielmente en Ũi. El espacio
Ũi/Gi resulta de la identificación de puntos equivalentes bajo Gi. Llamaremos carta orbifold
a la terna (Ũ, Gi, φi).

Además, si Ui ⊂ Uj, existe un homomorfismo inyectivo

fij : Gi → Gj

y un encaje ϕ̃ij : Ũi → Ũj

equivariante respecto al homomorfismo fij. Esto es, para cada g ∈ Gi y x ∈ Ũi, se satisface

φ̃ij(g · x) = fij(g) · φ̃ij(x)

de manera que obtenemos una función inducida ϕij : Ũi/Gi → Ũj/ fij(Gi) y el siguiente diagra-
ma conmutativo:

Ũi Ũj

Ũi/Gi Ũj/ fij(Gi)

Ũj/Gj

Ui Uj

ϕ̃ij

ϕij=ϕ̃ij/Gi

ϕi

ϕj

⊂

Decimos que el orbifold O es un espacio localmente modelado por Rn/G, en donde G es el
grupo correspondiente a cada vecindad. Puesto que nos centraremos en la construcción descrita
en [32], diremos que el orbifold es diferenciable si cada Gi es un subgrupo finito del grupo orto-
gonal O(n). Esta convención no reduce la generalidad de la definición, pues es posible siempre
encontrar un atlas equivalente para O para el cual los Gi actúan como subgrupos de O(n). Para
una discusión de este hecho, referimos al capítulo 1 de [2]. Alternativamente, la siguiente noción
de encaje entre dos cartas orbifold es ocasionalmente útil, y está descrita por el diagrama previo:

Definición 4.6. Un encaje orbifold λ : (Ũ, G, φ) → (Ṽ, H, ψ) es un encaje λ : Ũ → Ṽ tal que
ψ ◦ λ = φ, en donde φ y ψ denotan las proyecciones

φ : Ũ → Ũ/G, ψ : Ṽ → Ṽ/H.

Los orbifolds fueron definidos por primera vez por I. Satake en [38] con el nombre de V-
manifolds. Como discutimos en el capítulo 2, si un grupo G actúa en una variedad topológica
M, el espacio cociente M/G no necesariamente es una variedad para la cual π : M → M/G es
una función cubriente, que es el caso cuando la acción de G es libre y por homeomorfismos. La
clase de los orbifolds generaliza a la de las variedades en el sentido en que permite tomar más
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cocientes. En particular, permite construir objetos que casi son variedades a partir de acciones
que admiten puntos fijos. Sin embargo, es importante observar que el espacio subyacente de un
orbifold puede ser una variedad.

Sea G un grupo que actúa fielmente en el abierto U, de modo que tenemos también una
acción de cualquiera de sus subgrupos. Intuitivamente, H ≤ G identifica menos puntos que G,
de modo que el espacio U/H es de cierta forma más sencillo. Por ejemplo, si G es el grupo
de transformaciones cubrientes de una cierta cubierta (Ũ, p) de U, hemos visto en el capítulo
1 que la clase de conjugación de H induce una clase de isomorfismos de cubiertas (Ṽ, pH) de
(Ũ, p). La acción de H en U está determinada por la inclusión H ⊂ G, pero en realidad sólo
necesitamos de un homomorfismo inyectivo H → G para pensar a H como un subgrupo de
G. Con esto en mente, definimos la noción general de cubierta orbifold, localmente dada por la
noción de “cubiertas de cubiertas”, en el sentido que describimos antes.

Definición 4.7. Sean Q y O orbifolds y

π : X(Q)→ X(O)

una función continua y suprayectiva. Diremos que π es una cubierta orbifold si se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. Para cada x ∈ Q hay dos vecindades abiertas U ⊂ Q, Ũ ⊂ Rn y dos grupos finitos G0 ⊂ G1
tales que U ∼= Ũ/G0, π(U) ∼= Ũ/G1, de manera que el diagrama siguiente conmuta.

U Ũ/G0

π(U) Ũ/G1

∼

∼

π

2. Cada y ∈ O admite una vecindad abierta V ⊂ O para la que existen un abierto Ṽ ⊂ Rn,
grupos finitos Γ0 ⊂ Γ1 y una componente conexa U′ de π−1(V) tales que U′ ∼= Ṽ/Γ0 y
V ∼= Ṽ/Γ1, haciendo conmutar al diagrama análogo.

U′ Ṽ/Γ0

V Ṽ/Γ1

∼

∼

π

Tomemos un x ∈ O, y una carta (Ũ, G, φ) con x = φ(x̃) ∈ U. Definimos al grupo de isometría en
x como la clase de isomorfismo del estabilizador Gx̃ ⊂ G de su representación por coordenadas
x̃, y lo denotamos Gx. También lo llamamos el grupo local en x. Habiendo fijado una carta, Gx
está bien definido salvo conjugación, pues los estabilizadores de puntos en la misma órbita son
conjugados. De hecho, el grupo Gx no depende de la carta elegida alrededor de x, como se
deduce1 en [2].

1La prueba depende indirectamente de consideraciones más complicadas, por lo que la omitimos.
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Si x ∈ O satisface que su grupo de isotropía Gx es no trivial, decimos que x es un punto
singular del orbifold O. Llamamos a

SO := {x ∈ O | Gx 6= {1}}

el conjunto singular de O, también conocido como su locus singular. Tomar una carta coordenada
(Ũ, G, φ) alrededor de x ∈ SO nos permite observar que la “mayoría” de los puntos en Ũ/G
tienen grupo de isotropía trivial. En efecto, los elementos de G actúan por transformaciones
ortogonales, de modo que un g ∈ G distinto de la identidad fija sólamente subespacios de
dimensión a lo más n − 1 en Rn. Así, SO tiene interior vacío, por lo que el conjunto O \ SO
es denso en O y todos sus puntos tienen grupos locales triviales. Observemos que podemos
identificar O \ SO con una n−variedad, pues es un espacio localmente euclidiano cuya estructura
de orbifold es trivial. De esta manera, diremos que el orbifold O es una variedad cuando SO = ∅.

Hagamos hincapié en esta última observación. Es importante no confundir la estructura del
espacio subyacente X(O) con la del orbifold O: es posible que la vecindad coordenada U ∼= Ũ/G
de un punto singular x sea también homeomorfa a un abierto de Rn, digamos Ṽ, y por lo tanto
que sea topológicamente indistinguible del resto de los puntos en U. Sin embargo, la imposición
de la estructura adicional del orbifold O nos dice que x es un punto distinto a otros puntos de
U desde el punto de vista de G. La singularidad de un punto en O es una propiedad que se deriva
tanto de Ũ como de G. Así, es importante distinguir entre las propiedades de O y las de X(O),
particularmente en dimensiones bajas: por ejemplo, cuando n = 2, 3, es común que los orbifolds
tengan espacios subyacentes que también son variedades topológicas, como se explica en [44].

Definición 4.8. Sea O = (X,U ,G,F ) un orbifold. Denotemos por ΣG al conjunto de puntos en
O con grupo local G. Decimos que la descomposición

X = ä
a

Σa,

en donde cada Σa es una componente conexa de cada ΣG, es la estratificación canónica del orbifold
O. Llamamos al conjunto ΣΓ un estrato de O.

Las componentes Σa resultan ser variedades, pues G actúa trivialmente en Σa, y las cartas
orbifold alrededor de sus puntos inducen homeomorfismos en abiertos de Rn. En efecto, si G es
un grupo con más de un elemento, el estrato Σa no admite una estructura de orbifold no trivial,
pues la acción de G no es fiel, mientras que si G = {1}, Σa sólo admite la estructura de orbifold
trivial, que la identifica con una variedad topológica.

Esta estratificación es un ejemplo de una descomposición celular del espacio topológico X(Γ).
Más generalmente, diremos que una descomposición celular orbifold de O es una descomposición
celular de X(O) que satisface que para cada celda C, cualquier punto en C tiene el mismo grupo
de isotropía, que denotamos por GC. Con esta noción, Thurston extendió la característica de
Euler para orbifolds en [44]:

Definición 4.9. Si O admite una descomposición celular orbifold, definimos su característica de
Euler como

χ(O) = ∑
C
(−1)dim(C) 1

|GC|
.
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Sea π : Q → O una cubierta orbifold. Para un punto no singular x ∈ O, diremos que el
número |π−1x| es el número de hojas de π.

Teorema 4.1.1. Si π : Q→ O es una cubierta orbifold de k hojas, entonces

χ(Q) = kχ(O)

Demostración. Si y es un punto arbitrario de O, tenemos

∑
π(x)=y

|Gx|
|Gy|

= k. (4.1)

En efecto, de forma similar a la prueba del teorema 2.2.3, consideremos un modelo local Ũ
alrededor de y y un abierto Ṽx alrededor de cada x ∈ π−1x, de modo que representamos a π
como una cubierta π̃|Ṽx

→ Ũ.

Por densidad, podemos tomar un punto regular y′ de O cercano a y, de manera que tenemos
|Gx| preimágenes de y′ en Ṽx. La acción de Gy identifica las proyecciones de estas imágenes, de
donde obtenemos 4.1.

Ahora, supongamos que

O = ä
i

Ci

es una descomposición celular orbifold. Escribamos

π−1(Ci) = ä
j

Cij

para denotar las componentes conexas de π−1Ci. Esto induce una descomposición orbifold de
Q. Así, tenemos

kχ(O) = k ∑
i
(−1)dim(Ci)

1
|GCi |

= ∑
i
(−1)dim(Ci) ∑

j

|GCi |
|GCij |

1
|GCi |

= ∑
i,j
(−1)dim(Cij)

1
|GCij |

= χ(Q).
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4.2. El espacio de las gráficas de listones métricas

De acuerdo a la discusión de la sección previa, intercambiaremos las nociones de mapa y
gráfica de listones de acuerdo a la utilidad que tenga cada presentación del objeto. Hay que
recordar, sin embargo, las distinciones concretas que hay entre estos conceptos: un mapa es
una gráfica encajada en una superficie de modo que induce una descomposición poligonal, una
constelación es un modelo combinatorio del mapa que nos permite reconstruirlo y analizar sus
automorfismos a partir de grupos simétricos, y una gráfica de listones es, topológicamente, una
superficie con frontera.

Definición 4.10. Denotemos por RGg,n al conjunto de las clases de isomorfismo de gráficas de
listones Γ con n componentes de frontera y género g. Esto es, los elementos de RGg,n tienen
como espacio total X a una una superficie de género g, y tienen n componentes de frontera.

Si Γ ∈ RGg,n y dos vértices distintos u, v ∈ V(Γ) son adyacentes a través de la arista
e, podemos contraer a e para obtener la gráfica de listones Γ′ definida como sigue: V(Γ′) =
V(Γ) \ {u, v} ∪ uv, donde uv es un vértice obtenido de la identificación de u con v; las aristas
E(Γ) no incidentes con u o v pasan a ser aristas de E(Γ′), y aquellas aristas a ∈ E(Γ) de forma
(w, u) y (w, v) se convierten en aristas de forma (w, uv); por último, el orden cíclico alrededor
de uv se induce a partir de los órdenes de las medias aristas incidentes en u y v: si eu denota la
media arista de e incidente en u, ev la que incide en v y los ciclos (u1, . . . , uk, eu, uk+1, . . . , eδ(u)) y
(v1, . . . , vj, ev, vj+1, . . . , vδ(v)) describen los órdenes cíclicos en u y v, entonces el orden de las
medias aristas alrededor de uv está dado por (u1, . . . , uk, eu ∼= ev, vj+1, . . . , vδ(v), . . . , vj, ev ∼=
eu, uk+1, . . . uδ(u)). Llamamos al mapa Γ′ así obtenido la contracción de Γ por la arista e. Esta
operación es conocida también como contracción de Whitehead, y la denotamos por Γ′ = Γ/e.

Contraer una arista de Γ reduce el el número de vértices y aristas por 1, mientras que preserva
el número de caras2. Así, la contracción es una operación cerrada en RGg,n, y define un orden
parcial. A saber, dadas Γ′, Γ ∈ RGg,n, diremos que

Γ′ � Γ

si la gráfica Γ′ se obtiene de Γ después de una sucesión finita de contracciones, incluyendo la
sucesión vacía. Notemos que contraer las aristas de Γ reduce la cardinalidad de E(Γ) por 1,
de modo que una gráfica con un sólo vértice con cierta cantidad de lazos es minimal en el
orden �. Dado que los elementos de RGg,n tienen grado mínimo 3, un mapa cuyos vértices
tienen todos grado 3 es maximal: de no serlo, es el resultado de la contracción de una gráfica
que necesariamente contiene un vértice de grado 2 y una vértice de grado 1. Diremos que una
gráfica de este tipo es trivalente.

Similarmente, cuando una gráfica de listones Γ tiene un vértice de grado al menos 4, es
posible expandir a G si invertimos el proceso de contracción. Así, diremos que una gráfica Γ′ es
una expansión de Γ si Γ � Γ′. Más abstractamente, podemos expandir a Γ en uno de sus vértices
v añadiendo un nuevo vértice u y partiendo la vecindad de v en dos: si δ(v) = k, tomamos l
aristas con un extremo en v y lo sustituimos por u. Esto define una nueva relación de incidencia
que coincide con la de Γ, excepto en algunas aristas de v. Por último, hacemos adyacentes a u y
v por medio de la arista e. Obtenemos una gráfica Γ′ que expande a Γ, pues contraer a e deshace

2Intuitivamente, si tomamos la arista e y reducimos su tamaño continuamente podemos imaginar que estamos “apre-
tando” poco a poco dos componentes conexas de la frontera de Γ. Cuando finalmente contraemos a e nada ha cambiado
topológicamente, pues sólo hemos reducido el diámetro de dos círculos en la frontera de la superficie.
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la operación descrita. Observemos que para que Γ′ tenga grado mínimo tres, el número l debe
ser a lo más k− 3, de modo que sólo podemos expandir vértices de grado mayor o igual a 4.

Definición 4.11. Sea Γ una gráfica de listones. Consideremos una asignación µ : E(Γ) → R+.
Decimos que µ es una métrica para Γ, y que la pareja (Γ, µ) es una gráfica de listones métrica, o
decorada.

La función µ es simplemente un etiquetado de las aristas de Γ con números reales positivos.
Diremos que µ(e) es la longitud de la arista e. Así, hemos dado a la estructura combinatoria Γ ∈
RGg,n un vector de parámetros continuos en R

e(Γ)
+ , de acuerdo a algún etiquetado de las aristas

de Γ. Identificamos cada gráfica de listones Γ con el espacio de todas sus posibles longitudes,
Re(Γ).

Como discutimos anteriormente, el grupo Aut(Γ) actúa en Γ permutando sus aristas, de
modo que debe actuar en Re(Γ) por permutaciones. Concretamente, una constelación para Γ nos
da una representación concisa de Aut(Γ) como un subgrupo de SeΓ, además de un etiquetado
del conjunto E(Γ) que nos permite identificar cada uno de sus elementos con un factor de
Re(Γ). Aunque conceptualmente no hay dificultad para ver cómo sucede esto, podemos fijar una
constelación que nos permite identificar fácilmente E(Γ) con el conjunto {1, . . . , e(Γ)}:

Definición 4.12. Sea Γ una gráfica de listones. Tomemos una constelación C = [σ, α, φ] asociada
a Γ para la cual α toma la forma (1 2)(3 4) · · · (be(Γ)/2c be(Γ)/2c + 1). Etiquetemos la arista
de Γ asociada a la trasposición (i i + 1) con el número (i + 1)/2: diremos que tal etiquetado es
cómodo, y lo denotamos por fC : E(Γ)→ {1, . . . , e(Γ)}.

Esto garantiza que basta elegir una constelación para Γ para obtener una representación de
Aut(Γ) como un subgrupo de S2e(Γ) que actúa en {1, . . . , e(Γ)} a través de fC: a saber, cuando C
induce un etiquetado f : E→ [e(Γ)] cómodo para Γ, tenemos el homomorfismo

φΓ : Aut(Γ)→ Se(Γ), s 7→ [σ : i 7→ ( f ◦ s ◦ f−1)(i)],

y por lo tanto una acción de Aut(Γ) en R
e(Γ)
+ , en donde la arista etiquetada por (i i + 1) está

identificada con el i−ésimo factor de Re(Γ). Cada punto de Re(Γ) corresponde a una elección
de longitudes para las aristas de Γ. Observemos que esta es sólo una convención cómoda para
trabajar con ejemplos concretos, y que cualquier f : E(Γ)→ [e(Γ)] basta para inducir una acción
en R

e(Γ)
+ a partir de una en R

E(Γ)
+ .

Dos puntos en una misma órbita de esta acción representan objetos combinatorios que son
indistinguibles. Para obtener una correspondencia unívoca, basta tomar un cociente: el espacio

met(Γ) =
R

e(Γ)
+

Aut(Γ)

parametriza las clases de equivalencia de gráficas de listones métricas con gráfica subyacente
Γ. Dicho de otro modo, cada punto en met(Γ) corresponde a una forma única de etiquetar las
aristas de Γ con números reales positivos. Damos a met(Γ) la topología cociente. Si la acción de
Aut(Γ) en Γ resulta fiel, tenemos que met(Γ) es un orbifold diferenciable con una carta orbifold
global, de modo que es natural preguntarse si este es el caso para cualquier elemento de RGg,n.
Analizamos esto en la sección subsecuente.
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4.2.1. Las gráficas de listones excepcionales

Conceptualmente, nada impide que un elemento h de Aut(Γ) actúe trivialmente en Re(Γ),
incluso si no es la identidad. Analicemos exactamente cuándo sucede esto.

Definición 4.13. Diremos que una gráfica de listones Γ = (V, E, i, c) es excepcional si el homo-
morfismo natural φΓ : Aut(Γ)→ SE no es inyectivo.

Es decir, Γ es excepcional si admite un automorfismo h 6= Id que actúa trivialmente en sus
aristas. Este es el caso cuando h intercambia algunos vértices adyacentes, o equivalentemente,
alguna pareja de medias aristas.

Supongamos que Γ = (V, E, i, c) es excepcional, y que h intercambia los vértices u, v mientras
que fija todo e ∈ E. Observemos que Γ tiene a lo más dos vértices: en otro caso, la conexidad de Γ
implica que debe existir un tercer vértice w adyacente a u, digamos, por medio de una arista que
no puede ser fijada por h si es que ha de preservarse i. Más aún, puesto que h es un isomorfismo
de la gráfica subyacente de Γ, u y v tienen el mismo grado.

Supongamos primero que Γ tiene dos vértices de grado k, que llamaremos u y v, y que h
es un elemento no trivial del núcleo de φΓ. Etiquetemos las medias aristas de Γ para obtener
una constelación C = [α, σ, φ], usando el orden cíclico c para construir los dos ciclos de σ, que
denotamos cu y cv. Recordemos que cada trasposición (i j) de α representa a la arista de Γ cuyas
medias aristas tienen etiquetas i, j. Una vez etiquetada, identificamos Aut(Γ) con el centralizador
de C en el grupo S2k. Así, puesto que h intercambia todas las medias aristas de Γ entre sí, h actúa
en las etiquetas de Γ exactamente como α, y entonces α es un automorfismo de la constelación
C. Esto es, α−1σα = σ, y por lo tanto α−1σ−1α = σ−1. Así, φk = αkσ−k = αk, pues los vértices
de Γ tienen grado k. Además, si j < k y s ∈ 1, . . . , 2k, vemos que s · φj = s · cj

u 6= s, o bien
s · φj = s · cj

v 6= s. Deducimos que φ tiene orden k si k es par, y 2k cuando k es impar. Puesto que
las componentes de la frontera de Γ corresponden a los ciclos de φ, su género g depende de la
paridad de k.

Si k es impar, φ tiene orden 2k, y es entonces un ciclo de longitud 2k. Así, la frontera de Γ
es conexa, χ(Γ) = 2− k + 1, y g(Γ) = k−1

2 .

Si k es par, φ tiene orden k y por lo tanto la órbita O de una etiqueta i tiene longitud k
y corresponde a la componente de frontera (φ(i) φ2(i) · · · φk−1(i)). Una j /∈ O induce
una órbita ajena a O de misma longitud, que corresponde a otra componente de frontera
de Γ. Así, φ se descompone en dos ciclos ajenos de longitud k, y por tanto Γ tiene dos
componentes de frontera. Vemos que χ(Γ) = 2− k + 2, y por lo tanto g(Γ) = k−2

2 .

Cualquier otro automorfismo de Γ debe fijar los dos vértices e intercambiar las aristas, de forma
que se preserve el orden c: la única posibilidad para su acción consiste en ciclar las aristas. Más
precisamente, observemos que la permutación σj conmuta con σ y con α, pues α ∈ Aut(Γ), de
modo que σj es un automorfismo de Γ para cada 1 ≤ j ≤ k. Ninguna otra permutación de las
medias aristas en cada vértice preserva el orden cíclico. Estructuralmente,

Aut(Γ) = Z/2Z×Z/kZ,

en donde identificamos 〈α〉 conZ/2Z y 〈σ〉 con Z/kZ. El factor Z/2Z actúa trivialmente en
E(Γ), pues sólo intercambia parejas de medias aristas. Cuando Γ tiene una frontera conexa, es
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claro que Autδ(Γ) coincide con Aut(Γ), por lo que su acción en E(Γ) no es fiel. Observemos que
φ = ασ−1 es también un automorfismo de Γ, y la acción de sus potencias consiste en rotar las
medias aristas incidentes a cada componente de frontera, por lo que 〈φ〉 ⊂ Autδ(Γ). Cuando Γ
tiene dos componentes de frontera, φ tiene orden k, y por lo tanto Autδ(Γ) = Z/kZ. En este
caso, el grupo Autδ(Γ) sí actúa fielmente en el conjunto de aristas de Γ.

Ahora supongamos que Γ tiene sólamente 1 vértice v. En tal caso, las aristas de Γ son lazos
y el grado de v es un número par, digamos 2k. Un automorfismo h ∈ Ker(φΓ) no trivial que fija
las aristas debe permutar las medias aristas de Γ de una forma que preserve el orden cíclico,
por lo que esperamos que los automorfismos de Γ consistan en rotaciones de las medias aristas.
De nuevo, fijemos una constelación C = [σ, α, φ] eligiendo un etiquetado de las medias aristas
de Γ. Así, el automorfismo h corresponde en C a una permutación que conmuta con σ y α, que
también denotaremos por h.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que etiquetamos las medias aristas de Γ de acuerdo
al orden c, de manera que i · σ = i + 1mod2k; esto es, σ = (1 2 · · · 2k− 1 2k). Si 1 · h = j ≤ 2k,
necesariamente h = σj, pues h preserva el orden cíclico en v. Además, h preserva las aristas, de
modo que si (i j) es una trasposición de α, el número i · h debe ser i o j: en el primer caso, h
coincide con el automorfismo trivial, pues i · σj = i exactamente cuando j = 2k. Así, deducimos
que h = σj = α. Luego, σ2j = a2 = Id = σ2k, y por lo tanto j = nk para algún n positivo. Puesto
que j < 2k, concluimos que j = k.

Así, vemos que h = σk. Además, la identidad σk = α garantiza que σα = σσk = σkσ = ασ, de
modo que σ es un automorfismo de Γ, así como cada una de sus potencias. En efecto, Aut(Γ) =
Z/(2k)Z.

Observemos que σk = α implica que φ = ασ−1 = σk−1. Como hicimos antes, analicemos el
orden de φ para deducir el número de componentes de frontera de Γ, que depende de la paridad
de k. Puesto que α y σ conmutan, φk = (ασ−1)k = αkσ−k = αk − 1, por lo que φk = Id si k es
impar y φ2k = Id si k es par. Como en el caso previo, tomemos una 1 ≤ i ≤ 2k, y observemos
que si (t s) es una trasposición de α, se tiene que

t · φi = t · αiσ−i =

{
s · σ−i si i es impar,
t · σ−i si i es par.

Puesto que σ tiene orden k, t · σi = t si y sólo si i = k o i = 2k. Una vez más tenemos dos casos:

Si k es impar, φ tiene orden k, por lo que se se descompone en dos ciclos ajenos y Γ tiene
dos componentes de frontera. Tenemos que χ(Γ) = 1− k + 2, por lo que g(Γ) = k−1

2 .

Si k es par, φ tiene orden 2k, es un ciclo de esa longitud, y la frontera de Γ es conexa. Así,
χ(Γ) = 1− k + 1 y por lo tanto g(Γ) = k

2 .

Como en el caso de dos vértices, cuando la frontera de Γ tiene dos componentes tenemos que
Autδ(Γ) = Z/kZ, presentado por el grupo cíclico generado por φ.

En ambos casos, vemos que las gráficas excepcionales aparecen para cualquier género g, y la
discusión previa las clasifica completamente.
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Figura 4.1: Una gráfica de listones excepcional con 2 vértices y 5 aristas

Figura 4.2: Una gráfica excepcional de 1 vértice. Podemos obtenerla a partir de la gráfica en la
figura 4.1 contrayendo cualquier arista.

Además, si Γ es una gráfica de listones excepcional,

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)
=

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)/(Z/2Z)

mientras que el grupo Aut(Γ)/(Z/2Z) actúa fielmente en R
e(Γ)
+ , de modo que también obtene-

mos un orbifold con una carta global. Un orbifold como este, obtenido a partir de la acción de
un único grupo en un espacio, es conocido como un orbifold bueno.

El caso (g, n) = (1, 1) es de interés particular. Observemos que las dos gráficas en la figura
4.3 son elementos excepcionales de RG1,1: si encajamos el toro en el espacio como en la figura,
cierta rotación por π es un automorfismo no trivial que preserva las aristas y la orientación.
Las denotamos por E1 y E2 de acuerdo a su número de vértices. Más aún, las dos gráficas
representadas en la figura son los únicos elementos de RG1,1. Para ver esto, observemos que una
Γ ∈ RG1,1 satisface v(Γ)− e(Γ) + f (Γ) = 2− 2(1) = 0.

Puesto que n = 1, F(Γ) = 1 y por lo tanto E(Γ) = V(Γ) + 1. El grado mínimo de Γ es 3, así que
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Figura 4.3: E1 y E2: los únicos dos elementos en RG1,1.

V(Γ) + 1 = E(Γ) ≥ 3V(Γ)/2 y por lo tanto V(Γ) ≤ 2. Cuando V(Γ) = 1 tenemos que E(Γ) = 4
y la única posibilidad es E1. Si V(Γ) = 2 tenemos que E(Γ) = 3. Combinatoriamente, las únicas
dos posibilidades son E2 y una gráfica cuyos dos vértices tienen un lazo y una arista que los
conecta. De ellas, solo E2 se puede encajar en el toro. Así, RG1,1 tiene dos elementos y ambos
son excepcionales.

4.2.2. El espacio RGmet
g,n

Definición 4.14. Sean g ≥ 0, n ≥ 1 dos números enteros que satisfacen 2− 2g− n < 03. Defini-
mos el conjunto de clases de isomorfismo de gráficas de listones métricas por

RGmet
g,n := ä

Γ∈RGg,n

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)

Decimos que el espacio R
e(Γ)
+

Aut(Γ) es una celda racional de RGmet
g,n . Observemos que cada celda

racional es un orbifold diferenciable con una carta orbifold global, y por lo tanto tiene dimensión
e(Γ).

El propósito de esta sección es demostrar que RGmet
g,n también es un orbifold diferenciable.

Su dimensión corresponde al espacio a partir del cual está modelado, y debe coincidir con la de
una celda racional con dimensión máxima. Puesto que la contracción no altera el género ni el
número de componentes de frontera de una gráfica de listones, una celda racional máxima debe
corresponder a una gráfica de listones maximal respecto a �. Esto es, a una gráfica trivalente Γ
con tal que b(Γ) = n y v(Γ)− e(Γ) + n = 2− 2g. En tal caso, tenemos que 3v(Γ) = 2e(Γ) y por
lo tanto

dim(RGmet
g,n ) = 6g + 3n− 6.

La topología de R
e(Γ)
+ nos da una noción concreta de lo que significa “contraer continua-

mente” una arista de la gráfica métrica (Γ, µ): si la imagen de µ es el vector v = (aj)
e(Γ)
j=1 ,

y la arista e corresponde a la i−ésima entrada de R
e(Γ)
+ , el interior de la línea entre u =

(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) y v está contenida en Re(Γ). El punto u, que está en la frontera de

3Esto excluye la posibilidad de una esfera perforada en 1 o 2 puntos. Estos espacios son equivalentes al plano complejo
y a un disco perforado, respectivamente, y por lo tanto admiten una infinidad de automorfismos complejos.
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R
e(Γ)
+ , puede ser identificado con un punto de R

e(Γ)−1
+ , correspondiente a una gráfica métrica Γ′.

Recíprocamente, podemos comenzar en el punto Γ′ y recorrer la línea en la dirección de Γ para
visualizar una expansión continua de Γ′ en Γ. Este proceso describe intuitivamente cómo pegar
las celdas racionales de RGmet

g,n para obtener un espacio topológico, en analogía con el espacio de
adjunción que se obtiene en la construcción de un complejo celular4.

Para construir tal pegado, podríamos comenzar tomando la gráfica trivalente G para iden-
tificarla con el espacio RG

+ ⊂ Re(G), cuya frontera consiste en los e(Γ) espacios R
e(G)
+ ∩ {x ∈

Re(G) | xi = 0} identificados con R
e(G)−1
+ a través del etiquetado elegido para E(G). Hacemos

lo mismo con cada contracción G′ de G, que corresponde a R
e(G′)
+ ∼ R

e(G)−1
+ , y luego con las

contracciones G′′ de cada G′, y así sucesivamente hasta detenernos en gráficas compuestas por
un vértice y cierto número de lazos. Nos gustaría que la identificación resultante fuera de cierta
forma respetada cuando tomamos el cociente de cada grupo Aut(G′), de manera independiente
en cada celda. Una descripción formal de este proceso puede ser hallada en [25]; nos limitaremos
a describir la topología de RGmet

g,n a través de una base, como se construye en [32].

Definición 4.15. Tomemos una Γ ∈ RGmet
g,n con métrica µ. Supongamos que m es la longitud de

la arista más corta de Γ. Sea ε > 0 un número positivo tal que ε < m/2. Definimos la ε−vecindad
de Γ como el conjunto Uε(Γ) ⊂ RGmet

g,n que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cada Γ′ ∈ Uε(Γ), Γ � Γ′.

2. Las aristas de Γ′ que están contraídas en Γ tienen longitud menor a ε

3. Si e′ es una arista de Γ′ que corresponde a e ∈ Γ, se satisface que

µ′(e′) ∈ (µ(e)− ε, µ(e) + ε)

en donde µ′ es la métrica de Γ′.

El orden � en RGmet
g,n está inducido por el orden en RGg,n, y lo denotamos de misma forma.

Proposición 4.2.1. Las ε−vecindades definen una topología para RGmet
g,n .

Demostración. Es claro que las ε−vecindades cubren al espacio RGmet
g,n . Supongamos que para

las gráficas Γ, Λ ∈ RGmet
g,n y los números ε, η > 0, hay un X ∈ Uε(Γ) ∩ Uη(Λ) . Puesto que

X es una expansión de Γ y de Λ, también lo son las propias expansiones de X. Si c denota la
longitud de la arista más corta de X, tomemos r < min{ε, η, c/2}. Combinatoriamente, para cada
X′ ∈ Ur(X) hay una sucesión de contracciones que producen Γ, y las aristas que “sobreviven” al
proceso tienen longitudes que difieren a lo más por r < ε de sus copias en X′. Deducimos que
Ur(X) ⊆ Uε(Γ). Similarmente, Ur(X) ⊆ Uε(Λ). Así, las ε−vecindades forman una base, y por
lo tanto generan una topología para RGmet

g,n .

Una gráfica trivalente es maximal respecto a �, de modo que su ε−vecindad es simplemente
una bola métrica usual en R

6g+3n−6
+ . Un elemento no maximal en RGmet

g,n debe ser la contracción
de una gráfica trivalente, y por lo tanto corresponde a un punto x que yace en una “pared”
de alguna celda de dimensión máxima. Así, es natural que cualquier abierto alrededor de x

4O bien, un complejo CW. Ver [29], por ejemplo.
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Figura 4.4: Una serie de expansiones de la gráfica Γ. Fijemos un etiquetado para las medias aristas
de Γ. Las gráficas de listones en las esquinas inferiores son isomorfas, pues están relacionadas
por una rotación. Sin embargo, un isomorfismo entre ellas intercambia la arista que separa un
par de triángulos del tercero, y no puede fijar todas las etiquetas de Γ.

interseque a sus celdas adyacentes, y que el estrato al que pertenece tenga interior vacío. Por
último, notemos que la segunda propiedad de la definición 4.15 generaliza la tercera propiedad
si imaginamos que una arista contraída tiene longitud 0.

Teniendo una topología para RGmet
g,n , procedemos a determinar su estructura de orbifold.

Definición 4.16. Para una Γ ∈ RGg,n con refinamiento ΓE. Fijemos un etiquetado T para las
aristas de ΓE, y denotemos por X̃Γ al conjunto de todas las expansiones de Γ, incluida Γ misma.
Sea G una expansión de Γ. Identificamos dos extensiones Γ′, Γ′′ ∈ RGg,n de Γ si existe un iso-
morfismo de gráficas de listones entre ellas que preserva a las medias aristas provenientes de ΓE.
Llamamos al espacio resultante de esta identificación el espacio de expansiones de Γ, denotado por
XΓ. Finalmente, denotamos por Xmet

�Γ al espacio de expansiones métricas de Γ, que es el conjunto
de las gráficas en XΓ dotadas de una métrica para sus aristas.

Observación. X�Γ no es un subconjunto de RGg,n. Es posible que dos expansiones de Γ sean
isomorfas como gráficas de listones y que por lo tanto representen el mismo punto en RGg,n. En
X�Γ la relación de equivalencia es más fuerte: identificamos dos expansiones de Γ cuando en
realidad son la misma gráfica de listones, salvo el etiquetado elegido para las aristas introducidas
en la expansión. Observemos, por ejemplo, la figura 4.4.

Usaremos al espacio Xmet
�Γ para describir la estructura orbifold de RGmet

g,n , por lo que necesita-
mos demostrar que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R6g+3n−6. Primero, analicemos
la estructura de un espacio más simple, motivado por el carácter local del proceso de expansión
de una gráfica Γ. A saber, una expansión de Γ por una arista en esencia “parte” a uno de sus
vértices en dos.

Fijemos un entero k > 0. Denotamos por ∗k a la gráfica con un único vértice ∗ y k medias
aristas incidentes en él. Equivalentemente, ∗k tiene un vértice de grado k y k vértices de grado
uno, que pensamos como puntos medios de ciertas aristas abstractas. Definimos a su espacio de
expansiones métricas Xmet

�∗k
como en la definición anterior, a pesar de que ∗k no es un elemento

de RGg,n. Notemos que dos expansiones de ∗k distintas pueden ser isomorfas como gráficas,
pero no representan el mismo punto en X�∗k , como se muestra en la figura 4.6.
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Figura 4.5: Las expansiones maximales ∗k corresponden a triangulaciones de un polígono con-
vexo de k lados. De derecha a izquierda, las flechas indican una sucesión de contracciones de
una gráfica cuyos vértices internos tienen grado 3. La dirección opuesta indica el retroceso de
tal sucesión, que da una serie de expansiones. En Xmet

�Γ , asignamos una métrica a las aristas
introducidas en cada expansión, pero no a las medias aristas originales de ∗k.

Figura 4.6: Dos expansiones de ∗6 que son isomorfas como gráficas. Cualquier isomorfismo entre
ellas debe permutar las etiquetas de forma no trivial, de manera que no son identificadas en la
construcción de X�∗k . Observemos que rotar el hexágono por π induce un isomorfismo entre las
gráficas, permutando las celdas en Rk−3 que corresponden a cada expansión.

Puesto que pensamos en sus aristas como medias aristas, no le asignamos una métrica a
∗k ∈ Xmet

�∗k
. Observemos la figura 4.5, y denotemos por Dk al mapa dado por un polígono regular

de k lados encajado en el plano. El refinamiento de la gráfica dual de Dk contiene una gráfica
isomorfa a ∗k

5. Así, una expansión de ∗k puede ser pensada como una expansión del mapa dual
D∗k , correspondiente a la introducción de una diagonal en Dk para producir una cara nueva en
el mapa. Una sucesión de expansiones de ∗k equivale a añadir diagonales en Dk de forma que
producen nuevas caras dentro de Dk, y que por lo tanto se intersecan únicamente en vértices
del polígono. Llamaremos a una descomposición de esta forma un arreglo de diagonales de Dk.
Notemos que podemos añadir a lo más k − 3 diagonales a Dk sin causar intersecciones en su
interior, de modo que una expansión de ∗k contiene como mucho k− 3 aristas, a las que asigna-
mos un número real positivo en Xmet

�∗k
. Bajo esta correspondencia, una expansión maximal de ∗k

equivale a una triangulación del polígono Dk. Así, contraer una expansión de ∗k equivale a eli-
minar una diagonal correspondiente en Dk, de forma que las gráficas máximamente expandidas
parecen definir una descomposición celular de Xmet

�∗k
, como discutimos para las celdas racionales

de RGmet
g,n . En efecto, este es el caso.

Teorema 4.2.1. Tomemos un entero positivo k ≥ 3. El espacio Xmet
�∗k

es homeomorfo a Rk−3. Su estructura
combinatoria, dada por las relaciones de contracción en X�∗k , define una descomposición celular de Rk−3

en la que cada celda es un cono convexo abierto con vértice en el origen. El grupo Z/kZ actúa en Xmet
�∗k

5La gráfica dual al polígono Dk consiste en dos vértices (uno dentro del polígono, uno fuera) unidos por k aristas,
cada una de las cuales atraviesa un lado d e Dk . Para una descripción más concreta, ver el apéndice.
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por transformaciones ortogonales.

Demostración. Sea Dk un polígono convexo de k lados dibujado en el plano. Como observamos
antes, podemos identificar cada expansión de ∗k con un arreglo de diagonales de Dk libre de
intersecciones, de forma que una expansión maximal corresponde a una triangulación de Dk.
Llamemos V ⊂ R2 al conjunto de vértices de Dk, de forma que RV es el conjunto de todas las
funciones f : V → R. Elegir un etiquetado V = {v1, v2, . . . , vk} nos permite identificar RV con
Rk, y por tanto a las funciones f ∈ RV con puntos en Rk.

Así, para un f ∈ RV , la gráfica gr( f ) := {(vi, f (vi)) | 1 ≤ i ≤ k} es un subconjunto de k
puntos en R3. Denotemos por C f a la intersección de todos los conjuntos convexos en R3 que
contienen a gr( f )6. C f es un poliedro convexo en Rk. Comúnmente, los puntos de V(C f ) =
{ f (vi) | 1 ≤ i ≤ k} se encuentran en posición general, de forma que cualquier plano por tres de
ellos no contiene otro elemento de V(C f ).

Visto desde la dirección positiva del eje z, las aristas de C f producen un arreglo de diagonales
de Dk: tomemos λ > max{ f (vi) | 1 ≤ i ≤ k}, H = {(x, y, λ) | x, y ∈ R} y supongamos que P
denota la proyección ortogonal de C f en H. Para cada y ∈ P(C f ), denotemos por xy al punto
de P−1(y) más cercano a H, que existe por la compacidad de C f . El techo de C f es el conjunto
T(C f ) := {xy | y ∈ P(C f )}, que es un complejo simplicial cuyas aristas son las envolventes
convexas de ciertas parejas en V(C f ). Por medio de una traslación, podemos suponer que H
es el plano z = 0, de manera que P(C f ) coincide con Dk y P es lineal, por lo que preserva
combinaciones convexas. Esto implica que las aristas de T(C f ) van a aristas y diagonales de Dk
bajo P. Las proyecciones de dos aristas distintas de T(C f ) se pueden intersecar solamente en la
frontera de Dk: en otro caso, su intersección sucede en un plano que también debe contener a
sus respectivos extremos, que por lo tanto corresponde a una cara de C f . Esta construcción nos
permite asignar a cada elemento de RV un arreglo de diagonales en Dk, identificado con una
expansión de ∗k. Denotemos por ξ : RV → X�∗k a la función resultante.

Si h : R2 → R es una función afín, su gráfica satisface una ecuación lineal y es un plano en R3.
Así, T(Ch) es un subconjunto plano, por lo que no tiene aristas internas y debe corresponder a un
arreglo vacío y por lo tanto a ∗k. Más generalmente, si f , g ∈ RV satisfacen que a = f − g es una
función afín, los arreglos inducidos por f y g coinciden. Para ver esto, tomemos una arista e f del
techo de f correspondiente a una diagonal de Dk, y digamos que resulta de la envolvente convexa
de los vértices f (vk) y f (vl). Si la envolvente de g(vk) y g(vl) no es una arista de T(Cg), debe estar
contenida en el interior de una de sus caras y yacer en un plano determinado por la envolvente
convexa de 4 elementos de g(V), digamos v1, . . . , v4. Puesto que a es afín, los puntos a(vi)
también yacen en un plano, de modo que los puntos g(vi) + a(vi) = f (vi), 1 ≤ i ≤ 4, satisfacen
una ecuación lineal. Así, vemos que e f no es una arista de T(C f ). Denotemos por Aff(R2, R)
al grupo de transformaciones afines del plano en la recta. La restricción de un elemento de
Aff(R2, R) a V nos permite encajarlo en RV de modo que su imagen es un subespacio lineal de
de dimensión 3. La discusión anterior implica que ξ constante en las fibras de la proyección

π : Rk → Rk

Aff(R2, R)
,

6Usualmente, C f es llamada la envolvente convexa de gr( f ).
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Figura 4.7: El techo de C f induce un arreglo de diagonales en Dk que corresponde a una expan-
sión de ∗k.

y por lo tanto se factoriza a través de η′, de acuerdo al diagrama

Rk Rk

Aff(R2,R)

X�∗k

π

ξ
η

en donde identificamos RV con Rk y a Aff(R2, R) con su imagen en RV . Una función a ∈
Aff(R2, R) está determinada por su imagen en una base de R2 y un r ∈ R. Así, para una f ∈ Rk

hay una función afín a tal que a(vi) = f (vi), k− 3 ≤ i ≤ k. Puesto que ξ( f ) = ξ( f − a), podemos
pensar en cada f ∈ Rk/Aff(R2, R) como una f ′ ∈ RV que satisface f ′(vi) = 0 para k− 3 ≤ i ≤ k,
y por lo tanto como un punto en Rk−3. A través de esta correspondencia, dadas f , g ∈ Rk−3 la
diferencia a = f − g satisface a(vi) = 0 para k− 3 ≤ i ≤ k, de manera que es afín si y sólo si es
la función constante 0 y f = g.

La función η es suprayectiva, pues podemos construir cualquier arreglo de diagonales en
Dk eligiendo adecuadamente alturas para sus vértices en R3 y tomando el techo del poliedro
resultante. Para f ∈ Rk, la longitud de las aristas de T(C f ) que se proyectan a diagonales de
Dk definen una métrica en la expansión de ∗k correspondiente: si e es una arista en T(C f ) que
se proyecta a la diagonal de de Dk, asignamos l(e) − l(ed) a la arista que corresponde en la
expansión de ∗k

7. Así, η define una función de Rk en Xmet
�∗k

, que denotamos por η′. Fijemos un
d ∈ X�∗k con m ≤ k − 3 aristas, y analicemos el conjunto η−1(d): afirmamos que es un cono
convexo abierto de dimensión m.

Tomemos dos f , g ∈ Rk que corresponden al mismo arreglo en Dk. La línea recta L entre f y
g está dada por las funciones lt = f + t(g− f ). Observemos que el vértice lt(vi) de T(Clt) está en
la línea entre f (vi) y g(vi) para cada 1 ≤ i ≤ k− 3. Si e es una arista en T(C f ) correspondiente

7Esta asignación garantiza que deformar continuamente a T(C f ) de manera que e se aplana corresponde a disminuir
la longitud de la arista correspondiente de una expansión Γ de ∗k . Cuando la longitud “se hace” 0, vemos una contracción
en Γ.
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Figura 4.8: Las aristas de T(C f ) que corresponden a diagonales no están en un plano paralelo a
z = 0. Sus transportes por L también son aristas en T(Cl f

).
.

a una diagonal en Dk, sus extremos son transportados por L a través de dos segmentos de recta
verticales, digamos r1, r2, hasta llegar a los extremos de una arista equivalente en T(Cg), como se
muestra en la figura 4.8. Dos extremos correspondientes de T(Cl f

) inducen la misma diagonal:
si no, su envolvente convexa yace en un plano paralelo a H : z = 0, de manera que una de
las rectas rojas de la figura es paralela al plano; puesto que r1 y r2 son recorridos a la misma
velocidad, esto puede suceder únicamente para t = 0 o t = 1.

Así, η−1(d) es un subconjunto convexo de Rk−3. Multiplicar f ∈ η−1(d) por un α > 0
preserva las relaciones de orden entre parejas de extremos de T(C f ), que dictan la estructura de
sus aristas internas. Así, α f induce el mismo arreglo que f . Similarmente, para g ∈ η−1(d) la
suma f + g preserva las mismas relaciones entre pares de extremos, y produce el mismo arreglo
de m diagonales. Así, el espacio η−1(d) es un cono abierto de dimensión m con vértice en el
origen, que corresponde a ∗k, pues es el punto al que se aproximan los elementos de η−1(d)
cuando aplanamos continuamente un T(C f ), haciendo tender las longitudes de sus aristas a
la longitud de las diagonales correspondientes en Dk. Luego, η−1(d) es homeomorfo a Rm

+, de
forma que X�Γ induce una descomposición celular en Rk−3, en la que dos celdas son adyacentes
si corresponden a expansiones de ∗k relacionadas por una contracción.

Más aún, la función η′ define un homeomorfismo entre Rk−3 y Xmet
�∗k

: la suprayectividad de
η nos permite elegir un punto en Rk−3 que corresponde a un arreglo fijo en Dk. Para una arista
e que representa una de sus diagonales, es posible modificar la altura de uno de sus extremos
x para darle una longitud deseada. Esta operación sólo altera la longitud de e y de las aristas
incidentes en x que corresponden a lados de Dk. Así, η′ es suprayectiva. Similarmente, dos
elementos f y g que corresponden al mismo arreglo necesariamente dan longitudes distintas
a sus diagonales, de forma que η′ es inyectiva. Puesto que pequeñas perturbaciones de T(C f )

producen el mismo arreglo de diagonales, η′ es continua en cada celda de Rk−3 y por lo tanto
es continua en todo su dominio. Finalmente, sea U ⊂ Rk−3 una bola abierta de radio r > 0.
Para cada f ∈ U, las aristas diagonales de T(C f ) toman sus longitudes de un abierto Ul ⊂ R,
donde l depende de r. Esto es, los puntos de η′(U) corresponden a expansiones de ∗k cuyas
métricas tienen imagen en el abierto Ul . Vemos que podemos tomar una ε−vecindad en cada
punto de η′(U) si ε es suficientemente pequeño. Esto implica que η′ es abierta, y por lo tanto un
homeomorfismo.

Por último, notemos que algunos arreglos de diagonales en Dk están relacionados por rota-
ciones. Tomemos por Dk al polígono regular con centro en el origen, de forma que Z/kZ actúa
en V por rotaciones de Dk. Esto induce una acción en RV = Rk por permutaciones de los ejes,
que son transformaciones ortogonales de Rk. Además, cada rotación de Dk es una rotación de
R2, por lo que deja a Aff(R2, R) invariante y por lo tanto a su imagen A ⊂ Rk. Así, la acción de
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Z/kZ desciende a A⊥ = Rk−3.

Fijemos k ≥ 3, y llamemos C a la descomposición celular de Rd−3 inducida por X�∗k . Ob-
servemos que el número de celdas de C con dimensión máxima coincide con el número de
triangulaciones distintas del polígono Dk, dado por

1
k− 1

(
2(k− 2)

k− 2

)
,

el (k− 2)−ésimo número de Catalan. Además, cada celda de dimensión máxima tiene k− 3 caras
de dimensión k − 4, y cada cara yace en dos celdas, pues un arreglo de k − 4 diagonales se
completa a una triangulación añadiendo 1 de las dos diagonales de un cuadrilátero. Así, hay

k− 3
2(k− 1)

(
2(k− 2)

k− 2

)
celdas de dimensión k− 4 en C. Por otro lado, hay tantas 1-celdas como corresponde diagonales
en Dk, (k

2)− k. Para otras m, calcular el número cm de m−celdas es un problema de combinatoria
más interesante. Por ejemplo, si k = 6 las foŕmulas anteriores nos dicen que tenemos 9 celdas
de dimensión 1 y 14 de dimensión 3. Cada 2−celda tiene 2 caras de dimensión 1. Ahora, una
1−celda corresponde a una diagonal del hexágono. Seis de ellas lo dividen en un triángulo y un
pentágono, y las otras 3 lo dividen en 2 cuadriláteros. Si la 1−celda e corresponde a una diagonal
del primer tipo, podemos completarla en un arreglo de dimensión 2 de 5 formas distintas,
correspondientes a las 5 elecciones de diagonales para el pentágono. Así, e yace en 5 celdas
bidimensionales, mientras que si e es del segundo tipo, e yace en 4 celdas de dimensión 2 dadas
por las 4 elecciones de diagonales para los dos cuadriláteros en los que divide a D6. Puesto que
cada 2−celda tiene por caras a dos 1−celdas, tenemos

2c2 = 6(5) + 3(4) = 42

por lo que C tiene 21 celdas de dimensión 2.

Usemos la estructura de Xmet
�∗k

para estudiar el espacio Xmet
�Γ .

Teorema 4.2.2. Para Γ ∈ RGg,n,

Xmet
�Γ
∼= R

e(Γ)
+ ×R6g+3n−6−e(Γ).

La estructura combinatoria de X�Γ induce una descomposición celular de R
e(Γ)
+ × R6g+3n−6−e(Γ). El

grupo Aut(Γ) actúa en Xmet
�Γ por transformaciones ortogonales a través del homeomorfismo. La acción

de Aut(Γ) es fiel en R6g+3n−6−e(Γ) excepto cuando g = 1 y n = 1, y es fiel en R
e(Γ)
+ cuando Γ no es

excepcional.

Demostración. Fijemos Γ ∈ RGg,n con v vértices, e aristas y grado máximo m. Para cada i ∈
{3, . . . , m}, sea ni el número de vértices en Γ de grado i, de forma que n3 + . . . nm = k. Puesto que
identificamos expansiones X�Γ sólo cuando hay un isomorfismo entre ellas que fija las medias
aristas provenientes de Γ, podemos expandir de manera independientemente cada vértice en Γ
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para obtener una Γ′ ∈ X�Γ. Así, si denotamos por ∗(1), . . . ∗ (k) a los vértices de Γ, tenemos que

Xmet
�Γ = R

e(Γ)
+ ×

k

∏
i=1

Xmet
�∗i

.

en donde el factor R
e(Γ)
+ corresponde a la longitud de las aristas que Γ′ y Γ tienen en común,

mientras que el resto de las longitudes están asignadas independientemente en cada Xmet
�∗(i). Por

el teorema previo, vemos que

k

∏
i=1

Xmet
�∗(i)

∼=
m

∏
i=1

(Ri−3)ni = Rcodim(Γ)

en donde

codim(Γ) =
m

∑
i=3

(i− 3)ni =
m

∑
i=3

ini − 3
m

∑
i=3

ni

= 2e− 3v

= 6g + 3n− 6− e,

pues Γ satisface que v− e + n = 2− 2g. Llamamos al número 6g + 3n− 6− e la codimensión de
la gráfica Γ.

Los elementos de Aut(Γ) pueden ser descritos por su acción en V(Γ). Cada automorfismo
f permuta los vértices de Γ preservando los órdenes cíclicos. Puesto que f es un isomorfismo
de las gráficas subyacentes, sólo puede permutar vértices de mismo grado, que corresponden a
los factores de (Ri−3)ni , para cada grado i. Localmente, podemos identificar el vértice ∗(j) de
grado i con el mapa ∗i encajado en el plano, en donde vemos que las únicas permutaciones de
sus medias aristas que preservan el orden cíclico son las rotaciones de Z/iZ. Como vimos en el
teorema previo, f actúa ortogonalmente en cada factor correspondiente a la estrella ∗i, para cada
grado i. Luego, Aut(Γ) actúa en ∏k

i=1 Xmet
�∗i

por transformaciones ortogonales. Además, puesto

que Aut(Γ) actúa en E(Γ) por permutaciones, vemos que también su acción en R
e(Γ)
+ es por

transformaciones ortogonales: a saber, un f ∈ Aut(Γ) permuta los ejes de Re(Γ). Concluimos que
Aut(Γ) actúa en todo Xmet

�Γ por transformaciones ortogonales. Como discutimos antes, la acción

de Aut(Γ) en R
e(Γ)
+ no es fiel cuando la gráfica Γ es excepcional. Sin embargo, dado que las

medias aristas de Γ están etiquetadas en Xmet
�Γ , Aut(Γ) actúa fielmente en Rcodim(Γ): en efecto,

f ∈ Aut(Γ) \ {Id} permuta al menos un par de medias aristas de Γ, de forma que intercambia dos
expansiones que si bien son isomorfas como gráficas, no están identificadas en el factor X�∗(j)
correspondiente. Esto falla únicamente cuando (g, n) = (1, 1). Observemos la figura 4.3: E2 es
maximal, por lo que no tiene expansiones y Rcodim(E2) es un punto, de manera que Aut(E2) actúa
trivialmente en él. Para E1, X�E1 tiene dos elementos que son fijados por el elemento 2 ∈ Z/4Z,
que corresponde al automorfismo de E1 que actúa trivialmente en E(E1).

El siguiente es el resultado principal de este capítulo.
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Teorema 4.2.3. Tomemos g ≥ 0, n ≥ 1. Si (g, n) 6= (1, 1), el espacio

RGmet
g,n = ä

Γ∈RGg,n

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)

es un orbifold diferenciable de dimensión 6g + 3n− 6, localmente modelado por los cocientes

Xmet
�Γ

Aut(Γ)
, Γ ∈ RGmet

g,n

Antes de pasar a su demostración, necesitamos de la siguiente observación y de un lema
técnico.

Proposición 4.2.2. Sean Γ y Γ′ gráficas de listones métricas, y supongamos que Γ � Γ′. Entonces hay
un encaje diferenciable α : Xmet

�Γ′ ↪−→ Xmet
�Γ

Demostración. Esto es consecuencia de que Γ se obtiene a partir de una serie de contracciones
en Γ′. Esto es, toda expansión métrica de Γ′ es una expansión métrica de Γ. Notemos que para
ciertos enteros g y n sujetos a 2 − 2g − n < 0, las gráficas de listones subyacentes de Γ y Γ′

pertenecen al mismo RGg,n. Etiquetemos de forma que podamos pensar que E(Γ) ⊆ E(Γ′), con
|E(Γ)| = e, |E(Γ′)| = e′. Recordemos que tanto Xmet

�Γ como Xmet
�Γ′ se encajan en

X = R6g−6+3n

Pensar a Xmet
�Γ′ como subconjunto de Xmet

�Γ consiste en reemplazar cómo entendemos el etique-
tado de una arista a ∈ E(Γ′) \ E(Γ) dentro del espacio X: en Xmet

�Γ , la asignación de un número
positivo para a depende de una variación en un cierto X∗, jalada a través de un homeomorfismo,
de acuerdo al teorema 4.2.1; en Xmet

�Γ′ , la asignación corresponde a una coordenada de Re′
+. Así,

escribamos E(Γ′) \ E(Γ) = {a1, . . . , ak}, de forma que los k factores de Xmet
�Γ′ correspondientes a

E(Γ′) \ E(Γ) conforman un Rk
+. Denotemos por ι : Rk

+ ↪−→ R a la inclusión, que es claramente
diferenciable, y observemos que k + e = e′. Definimos α : Xmet

�Γ′ → Xmet
�Γ de acuerdo al siguiente

diagrama:

Re′
+ ×R6g−6+3n−e′

Rk
+ ×Re

+ ×R6g−6+3n−e−k

Rk ×Re
+ ×R6g−6+3n−e−k

Re
+ ×R6g−6+3n−e

ι×Id

=
=
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Por ejemplo, imaginemos que Γ3 tiene todos sus vértices de grado 3, salvo un vértice de grado
4. En tal caso, tenemos exactamente dos expansiones (correspondientes a dos diagonales del
cuadrado dual a ∗4). Supongamos que Γ1 es una tal expansión. Vemos que, una vez etiquetado,
Xmet
�Γ1

se identifica con dos conos de dimensión máxima en Xmet
�Γ3

unidos por su frontera común,
un cono de dimensión menor correspondiente a las métricas sobre Γ3.

Lema 4.2.1. Sea O un orbifold. Fijemos cartas (Ũ, G, φ) y (W̃, H, ψ) sobre el conjunto U = φ(Ũ), y
supongamos que U ⊂ W. Supongamos que existe un punto x ∈ Ũ para el que G = Gx, que es el caso
cuando O es diferenciable. Sea α : Ũ → W̃ una función suave para la que ψ ◦ α = φ. Entonces α es un
encaje orbifold.

Para su demostración, referimos al artículo [17], donde aparece como el lema 2.2, y al capítulo
1 de [2]. Ahora bien, pasemos a la prueba del teorema 4.2.3

Demostración. Fijemos una Γ ∈ RGg,n. Abusando de la notación, identificamos Aut(Γ) con su
representación en O(n), donde n es la codimensión de Γ. Denotemos por µ̃Γ a la función

µ̃Γ : Xmet
�Γ → RGmet

g,n

que envía cada expansión de Γ a su clase de isomorfismo en RGmet
g,n preservando la métrica en

cada arista. La acción de Aut(Γ) en Xmet
�Γ permuta expansiones isomorfas de Γ, de modo que µ̃Γ

se factoriza por su proyección en Xmet
�Γ /Aut(Γ) a través de la función inducida µΓ, de acuerdo al

siguiente diagrama:
Xmet
�Γ

Xmet
�Γ

Aut(Γ)

RGmet
g,n

µΓ
µ̃Γ

Asignemos una métrica m a Γ para obtener al elemento Γm ∈ RGmet
g,n . Denotemos por U a la

ε−vecindad de Γ, Ue(Γm). El conjunto µ̃−1(U) es abierto en Xmet
�Γ , y de hecho es homeomorfo a

una bola. Para verlo, basta usar el homeomorfismo

h : Xmet
�Γ → R

e(Γ)
+ ×Rcodim(Γ)

y elegir un etiquetado de E(Γ) para tener una correspondencia explícita entre R
E(Γ)
+ y R

e(Γ)
+ .

Fijemos x ∈ µ̃−1(U) y analicemos su imagen bajo h. Las primeras e(Γ) coordenadas de h(x)
corresponden a la métrica de Γ. Puesto que µ̃Γ preserva la métrica y U es una ε−vecindad, la
i-ésima entrada de h satisface h(x)i ∈ Bi := (−ε + m(ei), m(ei) + ε) cuando 1 ≤ i ≤ e(Γ). Si
i > e(Γ). El resto de las entradas están agrupadas de acuerdo a los vértices de Γ. Un grupo
asociado a un vértice de grado k corresponde a un punto en Rk−3 contenido en una vecindad
abierta del origen, homeomorfa a una bola de radio r(ε) > 0 de acuerdo a la asignación métrica
que describimos previamente. Denotamos la bola correspondiente al vértice v por Bv. Esta obser-
vación nos permite ver que µ̃−1

Γ (U) es homeomorfa al producto de los Bi y los Bv. Tal producto
es un abierto básico en el espacio Rcodim(Γ), y por lo tanto es homeomorfo a una bola abierta.
Para el punto h(x), podemos elegir bolas suficientemente pequeñas contenidas en cada Bv y
tomar un producto similar para dar un abierto alrededor de x contenido en µ̃−1(U). La función
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µΓ :
µ̃−1(U)

Aut(Γ)
→ U

resulta ser un homeomorfismo si ε es suficientemente pequeño, relativo a la arista más corta de
Γ. Primero, veamos que es biyectiva:

Para una expansión métrica de Γ, Y ∈ U, tomemos X1, X2 ∈ µ̃−1
Γ (Y). Por definición de µ̃,

hay un isomorfismo de gráficas de listones α̃ entre X1 y X2. Para 1 ≤ i ≤ 2, denotemos por
Ki al conjunto de aristas Xi que están contraídas en Y. Podemos suponer que el isomorfismo α̃
se restringe a una biyección a : K1 → K2, de manera que induce un automorfismo α ∈ Aut(Γ).
Eligiendo etiquetas para K1, a nos permite identificar a K1 y K2 con el conjunto K = {1, . . . , |K1|}.
Así, α̃ actúa como el producto de un automorfismo de Y y una permutación del conjunto K; en
efecto, la acción de tal automorfismo en el espacio de expansiones métricas de Y lleva la celda
de X1 en la de X2. Puesto que α sólo permuta las aristas a contraerse, olvidarnos de la métrica
nos permite ver que α fija a X1 como elemento de X�Y. Así, cualesquiera dos preimágenes de Y
son equivalentes, de modo que µΓ da una biyección natural. Puesto que µΓ está inducida por la
función continua µ̃Γ y Xmet

�Γ tiene la topología cociente, vemos que µΓ es continua; si hacemos ε
suficientemente pequeño, tenemos que además es un homeomorfismo. Para ver esto, recordemos
que la topología de RGmet

g,n está definida por las ε−vecindades, por lo que µ es abierta. Es claro
que podemos hacer esto para cualquier Γm ∈ RGmet

g,n , por lo que

⋃
Γ∈RGmet

g,n

µΓ

(
µ̃Γ(Ue(Γm))

Aut(Γ)

)
= RGmet

g,n .

Recordemos que cada Aut(Γ) actúa fielmente en µ̃Γ(Uε(Γm)) ⊂ Xmet
�Γ , como indica el teorema

4.2.2. Ahora, supongamos que

Γ3 ∈ I := µΓ1

(
µ̃−1

Γ1
(Uε(Γ1))

Aut(Γ1)

) ⋂
µΓ2

(
µ̃−1

Γ2
(Uε(Γ2))

Aut(Γ2)

)
,

de forma que Γ3 es una expansión métrica de Γ1 y Γ2. Para un δ suficientemente pequeño, se
tiene que

µΓ3

(
µ̃Γ3(Uδ(Γ3))

Aut(Γ3)

)
⊂ I.

Puesto que Γ1 � Γ3, las expansiones métricas de Γ3 son expansiones métricas de Γ1. Así, si
etiquetamos las aristas de Γ3 provenientes de Γ1, obtenemos un encaje explícito α : Xmet

�Γ3
↪−→ Xmet

�Γ1
.

Tomando las identificaciones correspondientes, obtenemos la inclusión

µ̃−1
Γ3

(Uδ(Γ3))

Aut(Γ3)
⊂

µ̃−1
Γ1

(Uε(Γ1))

Aut(Γ1)

Para ver que en efecto la inclusión está bien definida, supongamos que E1 y E2 son expan-
siones métricas de Γ3 identificadas por la acción de un automorfismo φ de Γ3 en Xmet

�( Γ3). El
automorfismo φ permuta el conjunto de aristas E que aparecen en Γ3 pero no en Γ1; esto es,
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el conjunto de aristas expandidas. Al contraerlas, obtenemos un automorfismo φ′ en Γ1 que
identifica a E1 y E2 en Xmet

�Γ1
. Esto es, la inclusión es equivariante respecto a Aut(Γ3) y Aut(Γ1).

Similarmente, obtenemos la inclusión α′ : Xmet
�Γ3

↪−→ Xmet
�Γ2

y por tanto

µ̃−1
Γ3

(Uδ(Γ3))

Aut(Γ3)
⊂

µ̃−1
Γ1

(Uε(Γ1))

Aut(Γ2)
.

Observemos que la proposición 4.2.2 nos dice que la inclusión α es diferenciable. Así, el lema
4.2.1 garantiza su equivarianza, y que α y α′ son los encajes orbifold correspondientes.

La estratificación natural de RGmet
g,n

ä
Γ∈RGg,n

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)

induce una descomposición celular orbifold. Puesto que la acción de Aut(Γ) es a través de per-
mutaciones, obtenemos una descomposición conocida como la descomposición canónica de O, in-
ducida a partir de la estructura de R

e(Γ)
+ /Sn, en donde Sn denota el grupo simétrico de {1, . . . , n}.

Describamos los estabilizadores de cada gráfica de listones métrica Γ en una celda racional
fija. Si Aut(Γ) actúa fielmente en R

e(Γ)
+ , por construcción tenemos que Aut(Γ) fija a Γ en una

vecindad φ̃Γ(Uε(Γ)) ⊂ Xmet
�Γ . Así, el grupo local asociado al estrato

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)

es precisamente Aut(Γ).

Si Γ es excepcional y (g, n) 6= (1, 1), el grupo Aut(Γ)) actúa fielmente en Xmet
�Γ , de forma que

el grupo local asociado a R
e(Γ)
+ /Aut(Γ) = R

e(Γ)
+ /Aut(Γ)/Z2 es Aut(Γ)(Γ) también. Desde otro

punto de vista, notemos que R
e(Γ)
+ /Aut(Γ)/Z2 es un conjunto singular en Xmet

�( Γ)/Aut(Γ): la

cubierta orbifold Xmet
�( Γ)/Aut(Γ) → R

e(Γ)
+ /Aut(Γ)/Z2 implica que su contribución a la caracte-

rística de Euler de RGmet
g,n es 1

2|Aut(Γ)/Z2|
=

1
|Aut(Γ)| .

En otras palabras, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.4. Para (g, n) 6= (1, 1), la característica de Euler de RGmet
g,n está dada por

∑
Γ∈RGg,n

= (−1)e(Γ) 1
|AutΓ| .
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Este número resulta ser

∑
Γ∈RGg,n

= − (2g + n− 3)!(2g)(2g− 1)
(2g)!n!

ζ(1− 2g),

en donde ζ denota la función zeta de Riemann. Este número fue calculado por Harer y Zagier
en [12] a través de argumentos combinatorios, como se discute en [32]. Para la correspondencia
final de este trabajo, necesitaremos un orbifold distinto a RGmet

g,n que obtendremos utilizando
una noción más fuerte de equivalencia. Más adelante, describiremos una forma de codificar la
información conforme de una superficie de Riemann marcada (X, M) en una gráfica de listones
Γ cuyo espacio total X(Γ) es X. El etiquetado de las marcas M se traducirá en un etiquetado
para las componentes de frontera de Γ.

Definición 4.17. Fijemos dos Γ, Γ′ ∈ RGg,n. Etiquetemos las componentes de la frontera de Γ
como x1, . . . , xn, y las de Γ′ como x′1, . . . , x′n. Diremos que Γ y Γ′ son equivalentes si existe un
isomorfismo de gráficas de listones f : Γ→ Γ′ tal que f (xi) = x′i , 1 ≤ i ≤ n.

Denotamos por RGBg,n al conjunto de clases de equivalencia de gráficas de listones Γ con
frontera etiquetada. Exactamente los mismos argumentos que antes muestran que el espacio

RGBmet
g,n = ä

Γ∈RGBg,n

R
e(Γ)
+

Autδ(Γ)

es un orbifold localmente modelado por los espacios

Xmet
�Γ

Autδ(Γ)

En efecto, una expansión métrica de Γ define un etiquetado para su frontera, por lo que es
suficiente utilizar al espacio Xmet

�Γ para modelar al orbifold. Específicamente, elegir un etiquetado
para las medias aristas de Γ induce una constelación C = [σ, α, φ] en la que también tenemos
un etiquetado natural de las aristas, a través de un etiquetado cómodo, por ejemplo, en donde
cada ciclo γ en la descomposición φ puede ser etiquetado con el entero más pequeño no fijado
por γ. Naturalmente, una elección distinta de etiquetas para las medias aristas de γ induce una
permutación de {1, . . . , e(Γ)} que no necesariamente pertenece al grupo de automorfismos del
mapa dado por C. Puesto que el proceso de expansión y contracción de Γ no altera las etiquetas
para sus aristas originales, las etiquetas de la frontera de Γ inducen etiquetas para la frontera de
cualquier expansión Γ′ de Γ.

Teorema 4.2.5. Fijemos g ≥ 0 n ≥ 1. La proyección

π : RGBmet
g,n → RGmet

g,n

es una cubierta orbifold de grado n!. Es llamada la proyección olvidadiza, pues olvida el etiquetado de δΓ
para asignarle su clase de isomorfismo usual.

Demostración. Fijemos una gráfica de listones Γ′. Denotemos por F al conjunto de las compo-
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nentes de frontera de Γ, y por B := SF al grupo simétrico de F. Observemos que |B| = n!.
Elegimos un etiquetado q : F → {1, . . . , n}, de manera que los elementos de B corresponden a
todas las distintas formas f ◦ b : F → [n] de etiquetar F. Cada elemento de Aut(Γ) se restringe
a un elemento de SF, por lo que Aut(Γ) actúa en B por multiplicación izquierda. Para cualquier
b ∈ B, el estabilizador de esta acción es isomorfo a Autδ(Γ). Esto sucede puesto que un elemento
de Autδ(Γ) ⊂ Aut(Γ) fija los elementos de F, por lo que su acción preserva cualquier b ∈ B.
Obtenemos un homomorfismo Autδ(Γ) → Aut(Γ)b inyectivo, y por tanto un isomorfismo. Así,
el espacio de órbitas B/Aut(Γ) está en biyección con el conjunto de clases de gráficas de listones
con frontera etiquetada, con gráfica subyacente Γ. En efecto, una órbita de Aut(Γ) corresponde
a elecciones distintas de etiquetas para F que son equivalentes de acuerdo a la definición 4.17.
Esto es, para cada modelo local

L(Γ) :=
Xmet
�Γ

Aut(Γ)

hay |B/Aut(Γ)| copias de

Xmet
�Γ

Autδ(Γ)

que se proyectan en L bajo π. Además, estas copias son disjuntas, pues cada elemento en
B/Aut(Γ) da una forma esencialmente distinta de etiquetar F. Observemos que, dado que
Autδ(Γ) ⊂ Aut(Γ) es un subgrupo, su inclusión natural produce un homomorfismo, hacien-
do de la proyección

π :
Xmet
�Γ

Autδ(Γ)
→

Xmet
�Γ

Aut(Γ)
(4.2)

una cubriente de orbifolds buenos, de grado [Aut(Γ) : Autδ(Γ)]. Este número es el índice de
Autδ(Γ) en Aut(Γ), y coincide con |Aut(Γ)|/|Autδ(Γ)|. Así, la proyección

π : π−1

(
Xmet
�Γ

Aut(Γ)

)
→

Xmet
�Γ

Aut(Γ)

es una cubriente orbifold de grado |B/Aut(Γ)||Aut(Γ)/Autδ(Γ)|. El lema de Burnside implica
que

|B/Aut(Γ)| = 1
|Aut(Γ)| ∑

b∈B
|Autδ(Γ)| =

|Autδ(Γ)|
|Aut(Γ)| |B|

puesto que cada estabilizador de la acción de Aut(Γ) es isomorfo a Autδ(Γ). Así, tenemos que
|B/Aut(Γ)||Aut(Γ)/Autδ(Γ)| = |B| = n!. Dado que utilizamos el mismo modelo local en ambos
espacios, los conjuntos π−1(L(Γ)) cubren a RGBmet

g,n , y deducimos que π : RGBmet
g,n → RGmet

g,n es
una cubierta orbifold en todos lados. Las consideraciones del encaje Autδ(Γ) ⊂ Aut(Γ) suceden
localmente en cada modelo L(Γ), por lo que es suficiente considerar las proyecciones como en
la ecuación 4.2. Puesto que Autδ(Γ) ⊂ Aut(Γ), tenemos la equivarianza del diagrama correspon-
diente.
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Corolario 4.2.5.1. La característica de Euler de RGBmet
g,n está dada por

χ(RGBmet
g,n ) = n!χ(RGmet

g,n ).

4.3. Notas y referencias

Este capítulo explica la estructura orbifold del espacio de gráficas de listones métricas y el
espacio de aquellas que tienen frontera etiquetada. El contenido de este capítulo está tomado de
[2], [32], [22] y [44].

La definición 4.1 es una consecuencia de la noción de isomorfismo de mapas. Nuestra de-
finición 4.2 aprovecha la presentación de una gráfica de listones como una 3-constelación para
evadir la noción de frontera que da [32]. La definición 4.4 está tomada de [22], en donde aparece
en la sección 2.2. La definición de orbifold está tomada de [44], y coincide con la que Motohico
y Penkava citan en [32], así como la definición de cubierta orbifold, descomposición celular y ca-
racterística de Euler orbifold. Nuestra definición 4.6 está tomada de [2], en donde aparece como
la definición 1.1; similarmente, la definición para grupo de isotropía equivale a la definición 1.5
del mismo libro. Asimismo, completamos la prueba del teorema 4.1.1 a partir de la de [32].

La sección 4.2 sigue al artículo [32]. Rescatamos y explicamos sus definiciones para el es-
pacio de gráficas de listones métricas, contracción de Whitehead y el orden parcial que define.
Introducimos el etiquetado cómodo simplemente para fijar un isomorfismo RE → R|E|. En la
subsección de gráficas de listones excepcionales seguimos la discusión de [32], que enuncia sin
prueba su clasificación. Damos pruebas completas y explotamos la equivalencia con el modelo
de permutaciones para mapas para calcular los grupos de automorfismo de todas las gráficas
excepcionales.

De nuevo, la subsección 4.2.2 es una reescritura de la sección correspondiente en [32]. Rees-
cribimos la definición 4.15 e introducimos y demostramos la proposición 4.2.1 para hacer más
explícita la topología de RGmet

g,n . Profundizamos en la discusión previa al teorema 4.2.1 para es-
clarecer la estructura del espacio de expansiones de Γ, y damos una prueba rigurosa del teorema
4.2.1, que aparece en [32] como el teorema 3.3. Reproducimos la prueba del teorema 4.2.2 y nos
permitimos simplificarla un poco. Para el teorema 4.2.3 nos basamos en la prueba de Motohico
y Penkava, pero la completamos: por un lado, introducimos la proposición 4.2.2 y damos una
prueba original; por el otro, apelamos al lema 4.2.1 tomado de [17], donde equivale al lema 2.2.
El resto de la sección sigue de nuevo a [32] fielmente, salvo por la demostración del teorema
4.2.5, que completamos.



Capítulo 5

El diferencial de Strebel-Jenkins

En este capítulo, construiremos un sistema canónico de cartas coordenadas para la superficie
de Riemann X, una vez fijados una cantidad finita de puntos en X y un número real positivo
para cada punto. Haremos esto a través de un diferencial de Strebel, un objeto analítico que permi-
te cifrar la estructura compleja de X en información combinatoria. Esto nos permitirá identificar
una superficie de Riemann marcada con una gráfica de listones métrica. Para ello, damos una
introducción a la teoría de los diferenciales cuadráticos. La referencia principal es [42]. Adicio-
nalmente, referimos a [28] para una explicación detallada de los conceptos básicos de topología
diferencial que utilizamos.

5.1. Diferenciales cuadráticos

Fijemos una superficie de Riemann X con un atlas A = (U, φ) y un p ∈ P. Puesto que X
es también una variedad diferenciable, podemos considerar su plano tangente TpX, que es un
espacio vectorial de dimensión compleja 1. Fijar una carta coordenada (U, z) alrededor de p nos
permite dar una base para TpX sobre R, usualmente llamada su base canónica, que también nos
permite identificarlo con C ∼ R2.

Definición 5.1. El plano cotangente de X en p es el espacio dual de su plano tangente en p, TpX∗.
Lo denotamos por CTpX

Referimos a la definición usada al inicio de la sección 4 de [28]. Usualmente, el espacio
tangente de X se define como el espacio de derivaciones de X en p, que actúa en el espacio de
funciones holomorfas en U con el mismo valor en p. Intuitivamente, cada vp ∈ TpX actúa f de

acuerdo a v f = v1
∂ f
∂x (p) + v2

∂ f
∂y (p), en donde z = x + iy denota la coordenada elegida en X y

(v1, v2) las coordenadas de v en la base de TpX inducida por z. Los elementos de CTpX son
funciones lineales σ : TpX → C. Un ejemplo claro es dp f , la derivada de f en p. Concretamente,
elegir la coordenada U nos permite calcular f ′(p) = c ∈ C, que define una función lineal TpX →
C dada por z 7→ cz, de acuerdo a la identificación de TpX = C inducida por la coordenada z.
Así, si f es una función holomorfa en U, el símbolo

f (z)dz

100
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cobra un sentido concreto. En cada punto w ∈ X, f (z(w)) es un punto en C, mientras que dzw :
TwX → C es una función lineal inducida por la carta z. Así, para cada v ∈ TwX, f (z(w))dzw(v) ∈
C. Si f (z(w)) 6= 0, ∞, observemos que la condición

f (z(w))dzw(v)2 > 0

implica que arg(dzw(v)) = − 1
2 arg(dzw(v)). Así, dzw(v) está determinado por f (z(w)) salvo por

un signo.

Ahora bien, podemos decir que una curva γ : (−ε, ε)→ X es diferenciable si pensamos en X
como una variedad diferenciable de dimensión 2. En tal caso, los vectores tangentes γ′(t) ∈ TpXR

pueden ser identificados con vectores en TpX.

Así, la condición de arriba define naturalmente un conjunto de vectores tangentes en X, y
motiva la siguientes definiciones.

Definición 5.2. (Strebel). Sea X una superficie de Riemann con atlas A = (Ui, zi). Diremos que
diferencial cuadrático meromorfo φ es un conjunto de funciones meromorfas φi : Ui → C para las
que se satisface la regla de transformación

φν(zi)dz2
i = φj(zj)dz2

j dzj =
dzj

dzi
dzi.

También llamarmeos cada φi una representación local de φ.

Una vez definido, omitiremos el adjetivo “meromorfo”, pues suponemos siempre que las
representaciones locales están dadas por funciones meromorfas; esto es, funciones holomorfas
con valores en P1C. En un lenguaje más técnico, φ es una sección holomorfa σ del haz vectorial

K : CT(X)⊗ CT(X)→ X,

en donde CT(X) denota el haz cotangente de X y ⊗ es el producto tensorial simétrico1. Local-
mente, φ tiene la forma f (z)(dz)⊗ (dz), con f (z) una función holomorfa, que, al evaluarse en
un punto y en un vector tangente, da el número complejo f (z)(dz)2. De acuerdo a la definición
previa, un cambio de variable z = z(w) induce un cambio en las expresiones locales de φ. A
saber,

f (z)(dz)2 = f (z(w))

(
dz
dw

dw
)2

= f (z(w))z′(w)2(dw)2 = g(w)(dw)2.

Un diferencial cuadrático meromorfo es una sección holomorfa del haz K sobre una superficie
perforada X \ {p1, . . . , pn}, donde además tomamos expresiones φi(z)(dz)2 en vecindades Vi
de los pi para las cuales φi es meromorfa y coincide con σ en la intersección de cada vecindad
perforada de pi con Vi.

Así, la definición 5.2 identifica a un diferencial cuadrático con uno de sus sistema de repre-
sentantes: en una vecindad coordenada de X, una sección de K es representada por un objeto
de forma f dz ⊗ dz, que se especializa a una función como las φv descritas en la definición de
Strebel.

1Esto es, se satisface que dz⊗ dw = dw⊗ dz.
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Un diferencial cuadrático φ puede tener puntos críticos. Para un p ∈ X, φ asigna un valor en
p a través de una elección de coordenadas, por lo que no tenemos una noción absoluta de un
“valor” de φ en p. Sin embargo, la regla de transformación que damos arriba implica que los
ceros y polos de φ están bien definidos. A saber, supongamos que φ = f (z)(z)2 tiene un cero
en p y fijemos una carta z alrededor de p tal que z(p) = 0, de manera que f (z) es una función
meromorfa con un cero de orden n en 0. Bajo la coordenada z, f admite una expansión analítica

f (z) = zn(an + an+1z + . . .).

Bajo la regla de transformación, escribimos z = z(w) de modo que

f (w) = f (z)
(

dz
dw

)2
= f (a1w + a2w2 + . . .)(a1 + 2a2w + . . .)2

= (a1w + a2w2 + . . .)n(cn + cn+1(a1w + a2w2 + . . .)

+ cn+2(a1w + . . .) + . . .)(a1 + 2a2w + . . .)2

= an+2
1 cnwn + N(w)

= wn(bn + bn + 1w + . . .),

donde N(w) está dada por potencias wm con m > n, y bn = an+2
1 cn 6= 0. Similarmente, si p es un

polo de orden n para f , elegimos la carta z de manera que f (z) tiene un polo de orden n en 0.
Basta sustituir n por −n en el cálculo anterior para concluir que cualquier otra expresión de φ
alrededor de p también tiene un polo en p del mismo orden.

Observación. En la expansión anterior, notemos que cn = bn para toda n si an−2
1 = 1, que se

satisface para cualquier cambio de coordenada si n = −2. Así, vemos que los diferenciales
cuadráticos con polos dobles son especiales de cierta forma.

Definición 5.3. Sea φ un diferencial cuadrático en X. Elijamos un conjunto finito de represen-
taciones locales φv para φ. Escribamos Sν para el conjunto de ceros y polos de cada expresión
local φν. El conjunto de puntos singulares de φ es Sφ = ∪νSν. Decimos que p ∈ Sφ es un cero de
φ si es un cero de la representación local φν correspondiente. Análogamente, un polo de φ es un
polo de una de sus expresiones locales.

Por el teorema de la identidad, el conjunto singular de un diferencial cuadrático φ no cero es
un subconjunto discreto de X. Los elementos de X \ Sφ son llamados los puntos regulares de φ.
Así, si X es compacta, el conjunto de polos φ es finito.

Definición 5.4. Sea X una superficie de Riemann compacta y M un subconjunto finito de X.
Diremos que M es un conjunto de puntos marcados en X, y diremos que (X, M) es una superficie
de Riemann marcada. Si M denota el conjunto de polos de un diferencial cuadrático φ en X,
diremos que φ es un diferencial cuadrático en (X, M).

Fijemos un diferencial cuadrático φ en X. Alrededor de un punto regular z0 de φ, una ex-
presión local φ = f (z)(dz)2 admite una vecindad U ⊂ X tal que f (U) ⊂ C \ {0}, de forma que
podemos elegir una rama de √ para la que

√
f (z) define una función holomorfa biyectiva. Así,

para la carta coordenada (U, z), la función

h : z(U)→ C z 7→
∫ z

z0

√
f (z)dz
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es holomorfa2, de modo que su precomposición con z es holomorfa y por lo tanto define una
carta coordenada para X alrededor de z0 compatible con el atlas de X. Podemos suponer que su
dominio es U. Denotemos esta carta por w : U → C. Vemos que h′(z) =

√
( f (z)). Así, la regla

de la cadena implica que el diferencial determinado por w satisface

(dw)2 = (
√

f dz)2 = f (dz)2,

de manera que la expresión local de φ en U respecto de la coordenada w es φ = 1(dw)2. En este
sentido, la carta coordenada w es canónica. Sin embargo, para cada c ∈ C las cartas

± w + c

inducen el mismo diferencial, y por lo tanto dan expansiones equivalentes para φ. Así, esto da
el teorema siguiente, tomado del libro [42].

Teorema 5.1.1. Fijemos un diferencial cuadrático φ en X. Alrededor de cada punto regular en X existe
una carta w para la que φ tiene la expansión local (dw)2. Está determinado salvo una transformación
w 7→ ±w + c.

En la construcción de w, elegimos una vecindad pequeña en la que es inyectiva, que depende
de la elección de rama de √.

Definición 5.5. Sea φ un diferencial cuadrático en X. Un φ−disco es una vecindad de X en la
que una coordenada canónica w es un homeomorfismo.

Todo punto regular z de φ es el centro de un único φ−disco maximal. La idea de su construc-
ción consiste en continuar analíticamente una coordenada canónica hasta obtener una obstruc-
ción inducida por un polo o un cero de q. Referimos al Teorema 5.2 del libro [42]. Llamaremos a
este tal disco la vecindad maximal de z.

Nuestro interés está en las trayectorias de φ y en su estructura local, que discutiremos en un
momento, de forma que la aparente ambigüedad en la elección de w no es relevante.

Definición 5.6. Sea φ un diferencial cuadrático con la expresión local f (z)(dz)2 en (U, z). Para
a ≤ b ∈ R, fijemos una curva diferenciable γ : (a, b) → U. Diremos que γ es una trayectoria
horizontal para el diferencial φ si satisface

f (γ(t))(γ′(t))2 > 0

para toda t ∈ (a, b), en donde γ′(t) está identificado con el elemento en C al que corresponde
bajo el isomorfismo TpX ∼= C, inducido por la carta z. Más concretamente, podemos escribir
f (γ(t))((z ◦ γ(t))′)2. Por otro lado, si

f (γ(t))(γ′(t))2 < 0

para cada t ∈ (a, b), diremos que γ es una trayectoria vertical para φ. Además, diremos que una
curva es una trayectoria recta si es vertical u horizontal3.

2Podemos ver esto utilizando una expansión en serie de potencias para
√

f (z).
3Más generalmente, las trayectorias rectas de φ son las que tienen vectores tangentes de argumento fijo.
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Figura 5.1: Trayectorias horizontales y verticales del diferencial (dz)2.

Como discutimos de forma intuitiva, la función local f (z) determina completamente un cam-
po vectorial en C en el que f (z)dz > 0, salvo la ambigüedad de un signo para cada vector tan-
gente. Vemos que las trayectorias horizontales son las curvas integrales de este campo. Podemos
decir lo mismo para las trayectorias verticales, sujetas a la condición f (z)dz < 0. La coordenada
canónica ayudará a clarificar lo que está sucediendo.

Proposición 5.1.1. Sea φ = (dz)2 un diferencial cuadrático en U ⊂ X. Las rectas

γ(t) = t + ci, t ∈ (a, b) ⊂ R

dan las trayectorias horizontales de φ. Por otro lado, las rectas

δ(t) = ti + c, t ∈ (a, b) ⊂ R

dan las trayectorias verticales de φ.

Demostración. Podemos suponer que la carta z es un homeomorfismo z : U → C. En ambos
casos, la curva γ(t) induce la curva z−1 ◦ γ, y

φ(z−1 ◦ γ)(t) = 1((z ◦ (z−1 ◦ γ(t))′2 = γ′(t)2

Si γ(t) = t + ci tenemos que γ(t)′2 = 1 ≥ 0 para todo t ∈ R y por lo tanto z−1 ◦ γ es horizontal.
Cuando δ(t) = ti + c, δ(t)′2 = (i)2 = −1 < 0 para cada t ∈ R. Si η es cualquier otra trayectoria
horizontal en U, su imagen bajo z debe consistir en una curva para la que cada vector tangente
es un número complejo cuyo cuadrado yace en R. Así, un v tangente a η satisface 2arg(v) = 0,
de manera que v tiene argumento 0 y debe ser real también. Concluimos que z ◦ η = αt + ic, con
α > 0, de forma que η es una reparametrización de un cierto γ. Así, al derivar η en t obtenemos
el cuadrado del factor α, que es positivo también. El mismo análisis muestra que las funciones δ
inducen todas las trayectorias verticales de φ.

La proposición previa explica la terminología de trayectorias horizontales y verticales. Para
una diferencial cuadrática arbitraria, la figura 5.1 muestra exactamente lo que vemos cerca de
uno de sus puntos regulares. La proposición anterior nos permite deducir lo siguiente:

Proposición 5.1.2. Sea φ un diferencial cuadrático en X. Si x ∈ X es un punto regular, existe una
trayectoria vertical y una trayectoria horizontal que se intersecan en x ortogonalmente, respecto a la
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estructura compleja de X. Tales trayectorias son únicas.

Demostración. Basta con tomar una coordenada canónica z alrededor de x. Si z(x) = a + ib ∈ C,
las trayectorias dadas por la recta horizontal γ = t+ ib y la recta vertical δ = it+ a son las únicas
trayectorias que se intersecan en x ortogonalmente. Puesto que z es compatible con la estructura
de X, el ángulo entre γ y δ en z(x) coincide con el ángulo entre z−1 ◦ γ y z−1 ◦ δ.

En particular, dos trayectorias rectas que comparten más de un punto coinciden.

Ejemplo 5.1. En general, la situación es distinta en los puntos singulares del diferencial φ. Si una
expresión local de φ = f (z)dz tiene un cero de orden m en p, tenemos que hay una carta (U, z)
de X tal que z(p) = 0, bajo la cual f toma la forma z 7→ zm. Bajo esta representación local, el
diferencial φ satisface

φ = zm(dz)2.

Las funciones

γk : R+ → C, γk : t 7→ t · exp
(

2πik
m + 2

)
, k ∈ {0, . . . , m + 1}

dan las trayectorias horizontales que tienen un extremo en 0. Para mostrar esto basta suponer
que el diferencial φ está dado en el plano. En tal caso, vemos que

φ(γk(t))
(

dγk(t)
dt

)2

= tm exp
(

2πik
m + 2

)m
exp

(
2πik
m + 2

)2
= tm > 0.

Similarmente, los números

2πik + πi
m + 2

, k ∈ {0, . . . , m + 1}

determinan las raíces (m + 2)−ésimas de −1, de manera que las curvas

δ : R+ → C, δk : t 7→ t · exp
(

2πik + πi
m + 2

)
, k ∈ {0, . . . , m + 1}

dan trayectorias verticales para φ.

¿Qué sucede en los polos de una diferencial? Una discusión detallada aparece en la referen-
cia [42], que es estándar. En general, la estructura de las trayectorias de φ es complicada. Sin
embargo, nuestro interés está sólamente en los polos de orden m a lo más 2.

Ejemplo 5.2. Estudiemos qué pasa cuando m = 2 y φ tiene la forma local φ = − 1
z2 (dz)2. En tal

caso, el residuo cuadrático de φ es menor que cero4. Los círculos concéntricos

cr(t) = r exp (it), t ∈ R, r ∈ R+

4Ver la sección 7.2 de [42] para una descripción de las trayectorias para otros residuos.
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Figura 5.2: La estructura de trayectorias en un cero de orden m. Las trayectorias horizontales son
los rayos sólidos, mientras que las verticales están punteadas.

dan las trayectorias horizontales. Vemos que

− 1
cr(t)2

(
cr(t)

t

)2

= − 1
r2 exp (it)2 · exp (it)2i2 =

1
r2 > 0.

Por otro lado, los rayos

ta, t ∈ R+, |a| = 1

dan las trayectorias verticales, pues para cada complejo a de módulo 1, tenemos

− 1
t2a2 a2.

Por supuesto, reparametrizaciones ρ de estas funciones también dan trayectorias con la misma
imagen, en los intervalos donde ρ′ no se anula. Observemos que las trayectorias horizontales
son espacios compactos. Si ψ es un diferencial cuadrático con un polo doble en x ∈ X, podemos
tomar una carta (U, z) para X y obtener una representación local en la que ψ toma la forma
del φ de este ejemplo5. Más aún, podemos suponer que z(U) es el disco unitario. Vemos que
las trayectorias horizontales de ψ dan una foliación del disco, esto es, una partición suya en
subvariedades de dimensión 1.

El resultado 5.1.1 sugiere la siguiente generalización, que aparece como el teorema 6.2 del
libro de Strebel.

Teorema 5.1.2. Sea p un punto cero de orden m de un diferencial cuadrático φ. Entonces existe una carta
(U, z) centrada en z tal que φ tiene la representación local

φ(z)(dz)2 =

(
n + 2

2

)2
zn(dz)2.

La carta z es única salvo por su escalamiento por el factor c = exp(2πik/(n + 2)), 1 ≤ k ≤ n + 1.

5Recordemos que definimos al diferencial ψ a partir de estas representaciones locales.
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Figura 5.3: La estructura de trayectorias en un polo de orden 2 con coeficiente negativo. Las
trayectorias horizontales son los discos concéntricos; las verticales los rayos desde el origen.

Una idea de la demostración es como sigue: tomamos una carta arbitraria (U, z) centrada en
p y expandimos la representación local q = ϕ(z)(dz)2 como una serie de Laurent centrada en 0.
Supongamos que p es un cero de orden m. Obtenemos que

φ = zmh(z), h(0) 6= 0 en z(U).

cuando m es par, tenemos m = 2n podemos definir una raíz cuadrada para φ en todo z(U).
Tomamos una rama √ para definir g =

√
h, y tenemos que

√
φ = zn(g(z)). Una última elección

distinta de coordenadas da la representación

w = ζm + 1 + c, c ∈ C.

finalmente dando la expresión

(dw)2 = (m + 1)2ζ2m(dζ)2 =

(
n + 2

2

)2
ζn(dζ)2.

Si el orden m es impar, el argumento es un poco más complicado, pero reside en la misma
idea. Podemos construir una w de manera similar, holomorfa en una vecindad perforada de 0, y
extenderla al origen. Ahora bien, un teorema más útil para la discusión futura es el siguiente.

Teorema 5.1.3. Sea φ un diferencial cuadrático con un polo p de orden 2. Hay una representación local
w de φ para la cual

(dw)2 =
a−2

z2 (dz)2,

en donde a−2 es el término asociado a z−2 en cualquier expansión de Laurent de φ6. La carta que da esta

6Esto es, de una representación local para φ.
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representación está determinada salvo por multiplicación por un factor c ∈ C∗ arbitrario.

Este teorema aparece como el teorema 6.3 de [42], en donde podemos encontrar una prueba.
La idea es bastante similar a la discusión previa, pero la omitimos. Ahora bien, fijemos un
diferencial cuadrático φ, y sea γ : (a, b) → X cualquier curva diferenciable. Para cada t ∈ (a, b)
hay un expresión local φν de φ y una vecindad abierta U de γ(t) que nos permite restringir γ a
la curva

γν : φ−1
ν (U) ∩ (a, b)→ U.

La proposición 2.5.3 nos permite identificar si γν es una trayectoria recta. Por la regla de trans-
formación, podemos utilizar cualquier φν que exprese a φ cerca de γ(t). Esto nos permite decidir
si una curva general en X es una trayectoria recta. Intuitivamente, esto corresponde a pegar seg-
mentos de recta en el plano de forma adecuada, de manera que producimos una 1−variedad
contenida en X cuyas cartas están inducidas por las coordenadas canónicas, como se muestra en
la figura 5.4. Así, puede ser el caso que una trayectoria recta sea homeomorfa a un círculo, y de
hecho este es el caso en general cuando la superficie X es compacta.

Supongamos que X es compacta y fijemos un diferencial cuadrático φ meromorfo. Si la cur-
va γ : (a, b) → X es una trayectoria horizontal para φ, decimos que γ′ : (a′, b′) extiende a γ si
a′ ≤ a ≤ b ≤ b′ y γ′ es una trayectoria horizontal tal que γ′|(a,b) = γ, de manera que obtenemos
un orden parcial en el conjunto de trayectorias horizontales en X. Como discutimos antes, po-
demos construir extensiones de cada trayectoria utilizando coordenadas canónicas trasladadas
adecuadamente.

Observemos que la traza de una trayectoria recta en X es un conjunto bien definido, que no
depende de las cartas que utilicemos para describirlo. Esto se sigue de la regla de transformación
para diferenciales cuadráticos. En efecto, la regla de la cadena garantiza que una reparametri-
zación de una trayectoria horizontal es horizontal también, siempre y cuando su derivada no
sea cero en el intervalo de interés. Podemos decir lo mismo para las trayectorias verticales. Esto
permite interpretar al orden parcial entre trayectorias rectas simplemente como una relación de
contención. Así, diremos que una trayectoria recta es una trayectoria del diferencial φ si es una
trayectoria recta maximal. En particular, observemos que si las trayectorias maximales no son
compactas, deben tener por “extremos” puntos singulares del diferencial: esto es, su cerradura
en X contiene ceros o polos del diferencial cuadrático meromorfo φ.

Un diferencial cuadrático φ en X induce una métrica Riemanniana en X. Supongamos que
una curva rectificable7 γ : [0, 1] → X está contenida en una vecindad de un punto regular en
la que podemos dar una coordenada canónica w. Denotemos por le(γ) la longitud de la curva
w ◦ γ. Observemos que cambiar la elección de la rama de √ no altera al número le(γ), así como
los cambios w→ ±w + c. A saber, tomemos una X compacta y φ un diferencial cuadrático en X
con M = Sφ. Para una carta coordenada z en X \M, definimos la métrica φm en (X, M) por

|φ(z)||dz|2.

En un punto concreto p de X y v ∈ Tp(X), la métrica está dada por |φ(z(p))|(dx2 + dy2),
en donde dx y dy denotan las coordenadas del vector tangente v respecto de la R−base para
Tp(X)8. El producto de u, v ∈ Tp(X) puede ser calculado a partir de la norma de u+ v utilizando

7Es decir, diferenciable por partes.
8Técnicamente, dz actúa linealmente en el vector v por medio de los covectores dx y dy duales a la base canónica de
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Figura 5.4: Dos trayectorias horizontales en X. Si γ tiene imagen en compacta, usamos los abier-
tos rojo y verde para extenderla arbitrariamente, de forma que obtenemos una función periódica.
La trayectoria cubierta por abiertos azules puede también puede ser arbitrariamente expandida,
y está dada por una η con imagen no compacta. Cuando X es compacta, hay una cantidad finita
de expresiones locales para φ, por lo que existe una (U, φν) para la que las vecindades canónicas
usadas para expandir a η eventualmente están contenidas en un U, y están dadas por la integral
de
√

φν. Esto sucede cuando U contiene un cero de φ.

la identidad de polarización, de forma que obtenemos una métrica en TpX. Observemos que
en cada punto φm es un múltiplo de la métrica euclidiana, por lo que tenemos una métrica
localmente plana. En efecto, siempre podemos elegir la coordenada w en X \M, de manera que
φm toma la forma dx2 + dy2.

5.2. Coordenadas canónicas

En esta sección construiremos un sistema de coordenadas canónico para la superficie de
Riemann marcada (X, M). Esto nos permitirá construir una triangulación de X que podremos
utilizar para modelarla como una gráfica de listones métrica con frontera etiquetada. Para ello,
utilizamos el teorema de Strebel-Jenkins. Seguimos la construcción de Motohico y Penkava [32].
Utilizamos el libro de Strebel [42] y el de Lando y Zvonkin [26] como referencias auxiliares.

Teorema 5.2.1. (Strebel). Fijemos una superficie de Riemann compacta X de género g ≥ 0 y un conjunto
de n puntos marcados M = {p1, . . . , pn}. Elijamos un (a1, . . . , an) ∈ Rn

+. Entonces existe un único
diferencial cuadrático meromorfo φ en X que satisface las siguientes propiedades:

1. El conjunto de polos de φ es M, de manera que φ es un diferencial cuadrático holomorfo en la
superficie perforada X \M.

2. φ tiene un polo de orden 2 en cada p ∈ M.

3. La unión de todas las trayectorias horizontales no compactas de φ es un conjunto cerrado C con
interior vacío.

TpX, y que satisfacen dx(∂x) = dy(∂y) = 1 y dx(∂y) = dy(∂x) = 0. Hacemos el abuso de notación universal.



CAPÍTULO 5. EL DIFERENCIAL DE STREBEL-JENKINS 110

4. Cada trayectoria horizontal compacta α es un lazo simple que encierra uno de los polos. Si α circula
a pi, tenemos ∫

α

√
φ = ai.

La última integral denota la longitud de γ respecto de la métrica inducida por φ. Diremos
que φ es el diferencial de Strebel-Jenkins asociado a la información

(X, (p1, . . . , pn), (a1, . . . , an)).

Referimos al lector a [42] para la demostración, en donde corresponde al teorema 25.5. Una
discusión relevante aparece en [25]. Este diferencial permite construir una foliación medible de la
superficie X. En [16] podemos hallar una descripción más completa de este fenómeno. Como
mencionamos en la sección previa, la descripción 7.2 de [42] caracteriza el comportamiento de
las trayectorias de φ en sus polos. La elección de los ai corresponde a prescribir los residuos
cuadráticos de φ; esto es, ai = −c−2, en donde c−2 es el coeficiente de z−2 de la serie de Laurent
de φ centrada en el polo pi. De acuerdo a lo que hemos discutido, podemos empezar a intuir
que el conjunto C corresponderá a una gráfica encajada en X, con un polo de φ en cada cara.

Ahora bien, la condición c2 < 0 garantiza que las vecindades de pi foliadas por trayectorias
horizontales compactas son homeomorfas a discos, como mencionamos en el ejemplo 5.2. Más
precisamente, cada tal trayectoria está encajada en un abierto de bien definido de X llamado su
anillo característico. Para un diferencial de Strebel-Jenkins φ, cada uno de estos anillos es homeo-
morfo a un disco perforado en pi, Di. Más aún, la noción de sucesiones de estos anillos descrita en
l sección 3 de [42] implica que hay una carta (Di ∪ {pi}, z) para X centrada en pi, con la cual po-
demos construir una representación local como la del teorema 5.1.3. Equivalentemente, el anillo
característico Di asociado a pi es la unión de todas las trayectorias horizontales y compactas de
φ que son homotópicamente equivalentes a pi. Recordemos que cada punto de X está en alguna
trayectoria horizontal de φ. Denotemos por S al conjunto de ceros de φ. Tenemos que

X \M = (∪Di) ∪ C ∪ S, 1 ≤ i ≤ n

en donde C es el conjunto de las trayectorias horizontales no compactas, que tiene interior vacío.
Observemos que la unión de S no es redundante: los puntos regulares de cada Di son como
en el ejemplo 5.2, de manera que en cada uno inciden exactamente dos trayectorias de φ, una
horizontal y una vertical. Sin embargo, en los ceros de φ tenemos una estructura como la de
5.1, en donde inciden al menos tres trayectorias rectas. En particular, notemos que la frontera de
cada Di está contenida en C.

La siguiente es una idea intuitiva discutida en [25]. Puesto que el diferencial φ induce una
métrica plana, esto nos permite visualizar a X \M como una unión de cilindros sin tapa, pega-
dos adecuadamente en las componentes de frontera del mapa asociado a C, donde el número
ai determina la circunferencia del cilindro asociado al polo pi. Cada cilindro resulta de la iden-
tificación de los lados opuestos de un rectángulo en R2 ∼ C, de modo que podemos darle una
estructura compleja natural. El teorema de compactación que discutimos en el capítulo 2 nos
permite recuperar una única superficie compacta X̃ a través de la adjunción de puntos abstrac-
tos, que, como vimos, debe ser biholomorfa a X. Esta es la idea intuitiva, a grandes rasgos, de
la correspondencia que describiremos. Observemos cómo (a1, . . . , an) decora a la superficie X,
pues una elección distinta de circunferencias para los cilindros debería producir una superficie
equivalente.
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Como definimos en la sección previa, decimos que una trayectoria horizontal del diferencial
cuadrático φ es una trayectoria horizontal maximal.

Proposición 5.2.1. Para X como en el teorema anterior, el diferencial de Strebel φ determina una des-
composición celular de X, que denotamos por �φ.

Demostración. Denotemos por V al conjunto de ceros de φ. Al ser puntos, los elementos de V son
0-celdas. X es compacta y φ es holomorfa en X \M, de manera que una trayectoria horizontal no
compacta h satisface que su cerradura contiene dos puntos de V. Si denotamos por E al conjunto
de trayectorias horizontales no compactas de φ, tenemos que e ∈ E es homeomorfo a R y por
lo tanto es una 1−celda abierta cuya frontera en X está contenida en V, como discutimos en
la sección previa. La superficie X es compacta, por lo que φ tiene una cantidad finita de ceros
y polos. Puesto que las trayectorias horizontales necesariamente unen singularidades de φ, el
conjunto E es una unión finita de subvariedades de dimensión 1 en X. Por tanto, E tiene interior
vacío.

Ahora, tomemos por F al conjunto de componentes conexas de X \ (V ∪ E). Cada elemento
de F es un anillo característico que contiene exactamente un polo de φ, por lo que tenemos que
|F| = n. Además, las trayectorias horizontales de φ no compactas no pueden unir un cero con un
polo, pues cada polo tiene orden 2. Como vemos en el ejemplo 5.2, las únicas trayectorias rectas
de φ que inciden en sus polos son verticales. Así, los elementos de E únicamente unen ceros no
necesariamente distintos de q. Observemos que si f contiene al polo pi, f es una componente
conexa de la unión de todas las trayectorias horizontales compactas de longitud ai

9. Como discu-
timos arriba, la frontera de cada f está contenida en el conjunto E ∪V. Así, dos celdas distintas
son separadas por una cadena finita y conexa de elementos de E. Deducimos que �φ es una
descomposición celular definida por los conjuntos V, E y F.

La notación para la descomposición celular sigue la de [32]. En particular, φ induce un mapa
en X. Puesto que la superficie X está orientada de acuerdo a su estructura compleja, tenemos
automáticamente un orden cíclico de las trayectorias que inciden en cada cero de φ. De este
modo, la colección de ceros y trayectorias horizontales no compactas forman una gráfica de
listones Γ, en el que cada componente de frontera está etiquetada por un polo pi. Como vimos
en la sección previa, en un cero de φ de orden m inciden m + 2 trayectorias horizontales, por lo
que Γ tiene grado mínimo 3. Las longitudes de estas trayectorias inducen un etiquetado de la
frontera de Γ por los números reales positivos ai.

Más precisamente, fijemos la cara f de �q que contiene al polo pi: su frontera δ f en X contiene
una cantidad finita de vértices z1, . . . , zd que son ceros de φ, y están unidos por aristas que son
trayectorias no compactas de φ, que supondremos unen zj con zj+1, módulo d, y denotaremos
por ej. Así, un polígono Pf encajado en X. Resulta que el interior de Pf coincide con la vecindad
maximal Di del polo pi. Recordemos que φ define una métrica plana en el disco perforado
Di \ {pi}, y resulta isométrico a un cilindro abierto. Puesto que φ es de Strebel, las trayectorias
horizontales compactas de φ tienen la longitud asociada ai, y podemos usarlas para aproximar
la q−longitud de la frontera del polígono Pf para notar que coincide con ai también. Por otro
lado, la frontera de Pf es la unión de los puntos zi y de las trayectorias horizontales ej que los
unen. Esto implica que la φ−longitud lj de cada ej es finita, y que

l1(e1) + . . . + ld(ed) = ai.

9A priori, dos de las ai podrían ser el mismo número real asociado a polos distintos.
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Observemos que algunas ej pueden coincidir entre sí. Esto sucede cuando una cara es adyacente
a sí misma10. Así, el diferencial φ nos produce una gráfica de listones métrica. Nuestro interés
está en llevar a cabo este procedimiento en la dirección opuesta.

Para poder construir una superficie de Riemann a partir de una Γ ∈ RGmet
g,n , primero nece-

sitamos ser capaces de recuperar toda la estructura de X a partir de �φ. Para ello, definiremos
una triangulación canónica. Fijemos una tupla

D = (X, (p1, . . . , pn), (a1, . . . , an))

y sea q el diferencial de Strebel asociado a los datos D. La unión de todas las trayectorias hori-
zontales compactas de q es igual a la superficie perforada X \ {p1, . . . , pn}. Como vimos, cada
punto de X está en una trayectoria vertical u horizontal de q, o es uno de sus extremos. Además,
como notamos en la prueba anterior, las trayectorias horizontales no compactas de q no inciden
en los polos. Esto implica que los puntos pi son extremos de trayectorias verticales. Más aún,
una trayectoria vertical no puede unir dos ceros de q, pues necesariamente tiene un polo en uno
de sus extremos. En particular, cada trayectoria vertical con un extremo en un cero de q termina
en un polo.

Teorema 5.2.2. Sea E′ el conjunto de trayectorias verticales de q que unen ceros con polos, y �q la
descomposición celular de X inducida por las trayectorias horizontales no compactas de q. Sea E el conjunto
de 1−celdas de �q. El conjunto E ∪ E′ de trayectorias rectas de q define una triangulación para X. La
denotamos por ∆q.

Demostración. Analicemos el ejemplo 5.1. Si un cero c de q tiene orden m, c está en m+ 2 caras de
�q, cuyos centros son polos de q. Además, hay m + 2 trayectorias verticales de q que inician en
c y que terminan en un polo, que necesariamente es el centro de una de las caras de las que q es
vértice. Así, cada polo pi está conectado a través de un elemento de E′ con cada vértice de su cara
asociada f . Esto define una triangulación de f , para cada cara f . En particular, las trayectorias
de E′ intersecan a las de E sólo en los vértices de cada polígono asociado a f . Obtenemos una
triangulación ∆q de X. Puesto que �q es una descomposición celular de X, es claro que ∆q
también.

Para el diferencial de Strebel q, denotemos por Γq la gráfica de listones dada por la descom-
posición �q. Las caras fi de Γ son las 2−celdas de �q asociadas al polo pi de q. Supongamos
que f y f ′ son caras distintas que comparten la arista e ∈ E, con centros en los polos p, p′,
respectivamente. Los extremos de e son ceros de q que denotamos por v y v′. Hay exactamente
dos caras de ∆q que contienen la arista e en su frontera, y forman un cuadrilátero con vértices
p, v, p′, v′, cuyo interior es abierto y denotamos por Ve. En la figura 5.5 podemos ver esta situa-
ción. Observemos que cualquier elemento z en Ve es un punto regular de q. Podemos elegir una
coordenada canónica w para q que envía el abierto Ve en el conjunto

Ue = {z ∈ C | 0 ≤ Re(z) ≤ L}

en donde L es la longitud de e. En efecto, la cara f es el anillo característico de su polo aso-
ciado, de manera que hay una carta z definida en todo el diamante Ve para la que q toma la
representación

10Un ejemplo es el mapa dado por un árbol T dibujado sobre la esfera. La cara que contiene al punto ∞ es adyacente
a sí misma a través de cualquier arista de T.



CAPÍTULO 5. EL DIFERENCIAL DE STREBEL-JENKINS 113

Figura 5.5: El cuadrilátero abierto Ve asociado a la arista e ∈ E(Γq). Los asteriscos representan
ceros de q, y las cruces polos.

q = − ai
z2 (dz)2,

para cierto índice i. Para esta misma carta z, podemos elegir una coordenada canónica asociada

w = w(z) =
∫ p

v

√
q,

de manera que envía el triángulo con vértice en f del cuadrilátero abierto Ve en la mitad supe-
rior de Ue. Para la carta asociada al anillo característico del f ′, la otra mitad de Ve va a la mitad
inferior de Ue. Ambos conjuntos se pegan bien, pues un punto de e tiene un q−disco contenido
en Ve. Observemos de nuevo la figura 5.5. Supongamos que la arista e tiene longitud L. Pode-
mos tomar una coordenada canónica w11 que envía una vecindad centrada en p en un abierto
contenido en Ue, en donde la arista e va dentro de la línea l = (0, L) ∈ C.

El conjunto l define la trayectoria horizontal e en X, que es maximal asociada respecto a todas
aquellas trayectorias dadas por un subintervalo de l y la coordenada w. Las rectas verticales
contenidas en Ue definen trayectorias verticales en Ve que podemos extender arbitrariamente. La
trayectoria maximal asociada a cada una es una trayectoria vertical cuyos extremos son los polos
de q que yacen en las caras f y f ′. En efecto, Ve es el conjunto de todas las trayectorias verticales
de q que intersecan a e.

El punto v es un cero de φ orden m ≥ 1. El teorema 5.1.2 nos dice que, en una vecindad
abierta Wv del vértice v, q tiene una representación local dada por

q =

(
m + 2

4

)2
zm(dz)2, (5.3)

para cierta carta (Wv, z). Por otro lado, q tiene la representación (dw)2 utilizando la coordenada
canónica w en Ve. En la intersección I = Wv ∩Ve los diferenciales deben coincidir, pues definen
la misma sección del haz vectorial que los define. Esto es, buscamos una función de transición

11Usamos la coordenada que construimos en la sección previa y la trasladamos por z 7→ z + L.
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Figura 5.6: Las coordenadas canónicas se pegan bien en ceros y puntos regulares de q. Las líneas
punteadas y sólidas determinan trayectorias verticales y horizontales, respectivamente, con un
extremo en v.

adecuada que ponga a z en función de w, de manera que

(dw)2 =

(
m + 2

4

)2
zm(dz)2.

se satisfaga al tomar la regla de transformación del diferencial q. La anterior es una ecuación
diferencial sujeta a la condición inicial z(v) = 0 = w(v), pues ambas representaciones de q están
centradas en v. Sus soluciones tienen forma

z(w) = cw2/(m+2), cm+2 = 1, (5.4)

definidas a partir de la elección de una rama holomorfa de z 7→ z1/(m+2). Notemos que la
intersección I no contiene a v, por lo que z(w) da una función biholomorfa si I es suficientemente
pequeña. Tomando z = z(w), verificamos que

(
m + 2

2

)2
zm(dz)2 =

(
m + 2

2

)2
cmw

2m
m+2

(
2

(m + 2)

)2
c2(w

−m
m+2 )2(dw)2 = (dw)2.

La ambigüedad12 dada por el factor c corresponde a los cambios en la elección de rama para la
raíz m + 2−ésima.

En la coordenada z, la estructura de las trayectorias de q es como en el ejemplo 5.1.2. Obser-
vemos la figura 5.6. En ese ejemplo, la función de transición ϕw,z está dada por z(w) = w2/3. Si el
abierto A resulta de la intersección de una vecindad de 0 con la tira Ue, la función w2/3 lo envía
dentro del sector correspondiente circular. Esto nos permite ver cómo se pegan los conjuntos Wv
y Ve en la superficie de Riemann X.

Similarmente, usamos el teorema 5.1.3 para y un escalamiento para obtener la representación

12Además, observemos que las funciones de transición 5.4 tienen un polo de orden m ≥ 1 en el cero, que yace en la
frontera de su dominio, el abierto w(I). Así, estas funciones no son de Lipschitz en w(I), lo que explica por qué no son
únicas, como el teorema de Picard-Lindelöf implicaría. En un abierto contenido en un compacto de w(I), la unicidad de
una solución está garantizada, y debe coincidir con una de las funciones en 5.4 por el teorema de la identidad.
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q = −
aj

4π2
(du)2

u2 (5.5)

alrededor del polo pj, en donde aj es la longitud de cualquier trayectoria horizontal compacta
con centro en pj. Como mencionamos antes, podemos utilizar una carta definida en todo Ui :=
Di ∪ {pi} para obtener la expresión 5.5. La frontera de Ui está contenida en el conjunto de
interior vacío C = E(Γq), compuesto de las trayectorias horizontales abiertas y los ceros de q. Así,
supongamos que e1, . . . , ed son las aristas de E(Γq) que conforman la frontera de Ui. Denotemos
por wk a la coordenada canónica en el diamante Uek . Como antes, tenemos dos representaciones
locales para q en la intersección de Ui y Uek . Así, la función de transición u = u(wk) es una
solución de la ecuación diferencial

(dwk)
2 = −

aj

4π2
(du)2

u2 , (5.6)

y está dada por las funciones

u = u(zk) = ce2πiwk/ai . (5.7)

En efecto, verificamos que

(du)2 = u2
(

2πi
ai

)2
(dwk)

2 = −u2
(

2π

ai

)2
(dwk)

2

y por tanto

−
aj

4π2
(du)2

u2 =
aj

4π2

(
2π

ai

)2
(dwk)

2 = (dwk)
2.

En donde c es cualquier una constante distinta de 0. Recordemos la estructura de las trayectorias
verticales en pi en el ejemplo 5.3; el escalamiento por c 6= 0 preserva las trayectorias. Elegimos c
de acuerdo a

u = u(wk) = exp
(

2πi
ai

(l1 + . . . + lk−1 + wk)

)
, (5.8)

en donde ai = l1 + . . . + ld.

Esto es, los números li denotan las longitudes de las aristas ei de Γq. Observemos que la mitad
superior de la tira Uek va biholomorfamente a un sector circular bajo cualquiera de las funciones
5.7. Observemos la figura 5.7. La transición en ϕw,u en 5.8 envía el hemisferio superior de la tira
U1 dentro del sector del disco unitario perforado determinado por el ángulo 2πl1/ai. En efecto,
la constante c rota el sector adecuadamente, y garantiza que para cada 1 ≤ k ≤ d, u(wk)(0)
da al punto en S1 con argumento l1 + . . . + lk−1. La función z 7→ exp(2πiz) envía las rectas
paralelas a R en círculos centrados en 0. Así, bajo ϕw,u, todos los segmentos horizontales en Uek

dan a segmentos de algún círculo con radio menor a 1, correspondientes al argumento 2πlk/ai.
Observemos que ϕw,u tiene periodo (0, ai). Puesto que lk ≤ ai, la transición es un biholomorfismo
en Uek ∩ H2.

Así, hemos construido un sistema de coordenadas para X de la siguiente forma: para cada
punto en una arista de Γq tenemos un abierto Ue contenido en un diamante Ve, cuyo q−disco
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Figura 5.7: La parte superior de cada tira Uei es enviada por la función exponencial a un sector
del disco unitario. Elegir una dirección para la trayectoria ek corresponde a elegir una orientación
en el círculo. Representamos a las tiras Ue1 y Ue2 + l1 juntas en el mismo plano.

puede tomarse como el diamante completo, en el que tenemos la coordenada canónica we. Para
los vértices v de Γq, tenemos la coordenada estándar (Wv, z) en la que q toma la forma 5.3. Para
los polos, tenemos la coordenada Ui descrita en 5.5. Puesto que Γq define la descomposición �q,
este sistema de cartas coordenadas cubre a X. Además, las consideraciones anteriores nos dicen
que las cartas son holomorfamente compatibles. Usando la notación de esta sección, concluimos
este capítulo con la siguiente definición.

Definición 5.7. Diremos que la cubierta

C =
⋃

Ve
e∈E(Γq)

∪
⋃

Uv
v∈E(Γq)

∪
⋃

W f
f∈F(Γq)

es el sistema de coordenadas canónicas para el conjunto de datos

D = (X, (p1, . . . , pn), (a1, . . . , an)),

en donde F(Γq) es el conjunto de polos de q, identificado con el conjunto de caras de Γq.

Para una arista e de Γq, observemos que la coordenada canónica z en el abierto Ue depende
de la elección de una dirección para e. Usar la dirección opuesta para e corresponde a tomar
z 7→ −z + L, que efectivamente rota la tira vertical asociada a Ue.

5.3. Notas y referencias

La discusión anterior concentra elementos de la teoría de diferenciales cuadráticos en un
capítulo. El material está tomado de [18], [32] y principalmente de [42].

La discusión sobre el plano cotangente es estándar, y usamos como referencia la sección 4 de
[28]. La discusión y definición de diferencial cuadrático meromorfo corresponde a la definición
4.1 de [42], mientras que las observaciones sobre los puntos críticos están reescritas a partir de
la sección 4.2. La introducción de la coordenada canónica para el diferencial q está basada en la
sección 5 de [42], y nuestra definición 5.5 corresponde al teorema 5.2 del mismo libro. Para la
definición de trayectorias verticales y horizontales, tomamos el enunciado de [32]. Las proposi-
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ciones 5.1.1 y 5.1.2 son enunciadas en [32]; las pruebas son nuestras. Los ejemplos subsecuentes
también están tomados de [32], en donde solo se enuncian; nosotros damos su justificación; ha-
cemos lo mismo para el ejemplo 5.2, y damos un bosquejo de la prueba del teorema 5.1.2 basado
en el comportamiento local de funciones holomorfas (el teorema 2.1.2) y la prueba de Strebel del
equivalente teorema 6.2 de [42]. Las últimas nociones están basadas en la sección 5.3 del mismo
libro.

La sección de coordenadas canónicas sigue las explicaciones de [32], de donde tomamos el
enunciado para teorema 4.15, que garantiza la existencia del diferencial de Strebel-Jenkins para
una superficie marcada y decorada. Una excelente referencia para su prueba es [31], en donde
el enunciado equivalente se asemeja más al de [32] que al teorema 25.5 de [42]. La justificación
de por qué la gráfica crítica Γq del diferencial en efecto se encaja en su superfice es obviada por
Motohico y Penkava; la justificamos en la discusión que sigue al enunciado del teorema 4.15.
Para ello, apelamos a la noción de anillo característico que se discute en el capítulo 1, sección 3
de [42], así como a su ejemplo 7.2 discutiendo la estructura de las trayectorias cerca de de polos
con residuo cuadrático negativo. La proposición 5.2.1 y el teorema 5.2.2. están tomados verbatim
de [32], y reescribimos sus prueba de forma más completa. Para el resto de la sección, hemos
reescrito la construcción del sistema canónico de coordenadas siguiendo la discusión de [32],
completando y esclareciendo conceptos donde lo hemos considerado necesario.



Capítulo 6

Un modelo combinatorio deMg,n

Recordemos que Mg,n es el espacio de clases de equivalencia de superficies de Riemann
marcadas en n puntos. Si bien definimos intuitivamente este espacio en el capítulo 2, omitimos
completamente su estructura topológica. Los dos caminos usuales para construirMg,n requieren
de conceptos menos elementales que el de las gráficas de listones. En este capítulo, utilizamos la
teoría de Strebel para dar una correspondencia entre el orbifold RGBmet

g,n y el espacioMg,n×Rn
+,

permitiendo una definición indirecta de la topología deMg,n. Finalizamos con una presentación
concreta de Mg,1 como un complejo simplicial racional, aprovechando la acción natural de R+ en
RGBmet

g,n .

6.1. La correspondencia de Strebel

En la sección previa, la existencia del diferencial de Strebel-Jenkins nos permitió construir
una única gráfica de listones Γq ∈ RGBmet

g,n asociada a la información

D = (X, (p1, . . . , pn), (a1, . . . , an)),

en donde X es una superficie de Riemann de género g. En efecto, los ceros y las trayectorias no
compactas de Γq que los unen determinan una gráfica de listones métrica encajada en X, cuyas
longitudes están dadas por la métrica inducida por φ.

Llamaremos σ a la función σ :Mg ×Rn
+ → RGBmet

g,n (6.1)

que determina esta correspondencia. Habiendo fijado una superficie X, la unicidad del dife-
rencial de Strebel nos permite asociarle unívocamente la gráfica métrica Γq, que determina una
clase de equivalencia en RGBmet

g,n . Para ver que σ está bien definida, tomemos una superficie X′

equivalente a X. Esto es, hay n puntos en p′i ∈ X′ y un biholomorfismo

f : X → X′, f (pi) = p′i, 1 ≤ i ≤ n.

118
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La elección de la tupla (a1, . . . , an) determina diferenciales de Strebel q y q′ en X y X′, res-
pectivamente, que a su vez inducen gráficas de listones métricas Γq y Γq′ . Observemos que la
función f envía curvas de en X en curvas en X′ y respeta las relaciones de incidencia, pues
es biyectiva. Denotemos por d y d′ a una elección de mapas duales para Γq y Γq′ . Puesto que
podemos identificar las caras de Γq y Γq′ con sus polos, podemos suponer que las aristas de
d son curvas que unen polos entre sí; por ejemplo, podemos una trayectoria vertical contenida
en cada diamante Ve, a la que etiquetamos con la longitud de la arista e. El biholomorfismo f
induce un isomorfismo entre las gráficas métricas d y d′, pues envía vértices en vértices, preserva
la orientación, y recuerda las relaciones de incidencia. Esto implica que f induce un isomorfismo
entre Γq y una gráfica encajada en X′ que es isomorfa a Γq′ , si bien no necesariamente igual. De
cualquier forma, esto nos permite ver que Γq y Γq′ representan al mismo punto en RGBmet

g,n .

Ahora bien, nuestro interés está en invertir a la función σ para obtener una biyección. Recor-
demos que una gráfica Γ induce una superficie X(Γ) en la que está encajada. La superficie X(Γ)
sólo está determinada salvo homeomorfismos, por lo que no es claro a priori cómo darle una
estructura compleja. Lo que haremos es construir a X(Γ) a partir de los abiertos de C que estu-
diamos en el capítulo previo que, como vimos, se pegan entre sí por biholomorfismos. Esto nos
permitirá obtener un diferencial de Strebel de manera natural, cuya gráfica de listones asociada
coincide con Γ.

El siguiente es el resultado principal de este trabajo. Su prueba sigue a [32].

Teorema 6.1.1. Hay una biyección natural

S :Mg,n ×Rn
+ → RGBmet

g,n .

Demostración. La prueba es como sigue. Primero, construimos una función

ä
Γ∈RGmet

g,n

R
e(Γ)
+ →Mg,n ×Rn

+ (6.2)

que invierte a la σ de 6.1 por la derecha. Luego, analizamos cómo actúa el grupo Autδ(Γ) para
concluir que esta función desciende a

β : RGBmet
g,n →Mg,n ×Rn

+. (6.3)

Por último, mostramos que β también invierte a σ por la izquierda.

Iniciemos tomando una gráfica de listones métrica Γ y etiquetemos sus componentes de
frontera. Etiquetamos al conjunto E(Γ) y damos una dirección arbitraria a cada uno de sus
elementos. Para la arista e ∈ E(Γ) de longitud L, le asignamos la tira vertical

Ue = {z ∈ C | 0 < Re(z) < L}.

Así, podemos identificar e con el intervalo (0, L). Puesto que Ue es un subconjunto del plano,
la inclusión en C le da una estructura compleja. Para esta carta global z tenemos el diferencial
cuadrático estándar (dz)2, cuyas trayectorias horizontales y verticales son segmentos paralelos a
(0, L) y rectas paralelas a iR, respectivamente. Observemos que asignar una orientación opuesta
a e corresponde naturalmente al cambio de coordenadas z 7→ L− z, que simplemente rota la tira
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Ue por un ángulo π. Cada Uei vive en una copia de C, y denotamos por zei a la inclusión natural
que le da su estructura compleja.

Fijemos un vértice v ∈ V(Γ) de grado m. Etiquetamos sus medias aristas de manera que el
orden cíclico alrededor de V es (1 2 · · · m). Le damos una orientación de salida a cada arista
incidente en v. Esto es, la dirección positiva consiste en “brotar” desde v. Observemos que es
posible que v tenga un lazo γ, en cuyo caso su orientación no es relevante1. Así, hacemos la con-
vención de que ambas orientaciones para γ son equivalentes. Una vez orientadas, etiquetamos
las medias aristas por e1, . . . , em.

Colocamos el vértice v en el origen de C. En cada tira Ue1 , . . . , Uem tomemos un abierto
Ai = Uei ∩O, en donde O es una vecindad fija del 0. Pegaremos a los Ai utilizando las funciones

wj = e2πi(j−1)/mz2/m
j , 1 ≤ j ≤ m. (6.4)

Observemos la figura 6.1. Cada Ai es un subconjunto de una copia distinta de C. Cada wj
envía la recta iR+ en la recta ζ j+1R, en donde ζ j es la j−ésima raíz de −1, y a iR− en zj−1R.
Puesto que wj+1 = e2πi/mwj, las wj son compatibles en la frontera de cada w(Ai), en donde
toman exactamente los mismos valores. Así, las wj determinan una función holomorfa w en una
vecindad Uv de 0, cubierta por los conjuntos wj(Āj). Al ser biholomorfa, wj determina una carta
para el abierto Aj. En esta carta, el diferencial (dzj)

2 en Aj toma la forma

(dzj)
2 =

(
m + 2

2

)2
(wj)

m(dwj)
2,

como implica la ecuación 6.4. Así, definimos un diferencial cuadrático q en Uv con la expresión
local

q =

(
m + 2

2

)2
wm(dw)2

en el abierto Uv. Por construcción, el diferencial q tiene un cero de orden m en 0. Esta es la forma
estándar de un diferencial de esta forma, como vimos en el ejemplo 5.1 del capítulo anterior.
Vemos que las trayectorias horizontales de q que inciden en 0 coinciden con las imágenes de
ej ≡ (0, L) ∩ Aj bajo la wj correspondiente. Veamos ahora qué sucede con las caras de Γ.

Recordemos que el orden cíclico en los vértices de Γq induce una orientación para sus com-
ponentes de frontera. Supongamos que las aristas e1, . . . ek están orientadas de manera que la
sucesión (1 2 · · · k) describe una componente b de la frontera de Γ recorrida en el sentido posi-
tivo. Notemos que es posible que cierta arista ei coincida con ej, i 6= j, recorrida en el sentido
opuesto. Esto sucede cuando la arista incide dos veces en la misma cara2, como en en la figu-
ra 4.1. Denotemos por lj la longitud de la arista ej y sea ab = l1 + . . . + lk. Consideremos las
funciones

uk = exp
(

2πi
ab

(l1 + . . . + lk−1 + zk)

)
cuyas formas coinciden con la función que discutimos en 5.8. Como antes, cada ui envía el
hemisferio superior U+

e1
de Ue1 en un sector del disco unitario determinado por el ángulo li. Si al

1Por cómo representaremos a v en el plano, será imposible incurrir en contradicciones al recorrer las componentes de
γ, independientemente de la orientación que demos al lazo γ.

2En un mapa dual a Γ, la cara asociada a b es representada por un vértice, y la arista ei corresponde a un lazo.
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recorrer b una arista el aparece como ej con la dirección opuesta, la función uj envía el hemisferio
inferior de Uej en el mismo sector en el que ul envía al hemisferio superior de Ul . En tal caso,
el cambio zj 7→ L− zj rota la vecindad Uj, intercambiando estos sectores. Observemos que en la
coordenada dada por uk, el diferencial (dzk)

2 toma la forma

(dzk)
2 = − ab

4π2
(duk)

2

u2 . (6.5)

Puesto que las ui se pegan bien en la frontera de las U+
ei

, obtenemos una vecindad Ub de
0 dada por la unión de las uk(

¯U+
ei ), de modo que Ub es el disco unitario. En Ub, definimos un

diferencial cuadrático q′ por la ecuación anterior. Notemos que este diferencial tiene un polo de
orden 2 en 0, y su coeficiente asociado es negativo. Sus trayectorias horizontales son círculos
centrados en cero, que provienen de los segmentos paralelos a (0, li) bajo Ui. La coordenada
L− zi satisface la ecuación 6.5 también, de modo que q′ puede ser definido en todo

Ub ∪
k⋃

i=1

Uei .

Tenemos los componentes para construir una superficie de Riemann. Denotemos por F(Γ) al
conjunto de componentes conexas de la frontera de Γ. El conjunto

U =
k⋃

v∈V
Uv ∪

k⋃
e∈E

Ue ∪
k⋃

b∈F(Γ)

Ub (6.6)

es una unión de abiertos de C, relacionados por los biholomorfimos ui, wi que describimos
arriba. Definamos la superficie X(Γ) como el espacio de identificación en U inducido por estos
homeomorfismos. A saber, definimos la siguiente relación de equivalencia en U: dados x, y ∈ U,
tenemos x ∼ y si existe una i ∈ {1, . . . , k} para la cual ui(x) = y, o bien u−1

i (x) = y o u−1
k (x) = y.

Por construcción, X(Γ) es una superficie de Riemann: cada punto [x] ∈ X(Γ) tiene un repre-
sentante en alguno de los abiertos Uv, Ue o Ub, que son subconjuntos abiertos de C. En efecto,
la proyección π : U → X(Γ) es un homeomorfismo local salvo en vecindades de los puntos
asociados a polos y ceros del diferencial: en un punto genérico x, π es 3 a 1, y la preimagen de
una vecindad pequeña de x es la unión ajena de tres abiertos isomorfos.

La superficie subyacente de X(Γ) es homeomorfa al espacio total de Γ: en efecto, esta es una
versión explícita de la construcción del espacio total para una gráfica de listones, explicada en el
capítulo 3, en la que pegamos tiras abiertas sobre las aristas de Γ. Además, las expresiones locales
para q y q′ y el diferencial (dz)2 definido en cada Ue conforman un sistema de representantes
para un diferencial cuadrático sobre X(Γ), que también denotamos q. Por construcción, q tiene n
polos dobles, uno dentro de cada cara de Γ en X(Γ). Las etiquetas para las componentes conexas
de la frontera de Γ inducen un etiquetado para los polos de q. Así, obtenemos una superficie
marcada (X(Γ), M), en donde M = {p1, . . . , pn} es el conjunto de polos de q, numerados a
partir de F(Γ). A cada polo pi está asociado el número ai dado por la longitud de una bi ∈ F. Por
construcción, las trayectorias horizontales compactas de q folian los discos Ubi

, y cada una tiene
longitud ai. Podemos ver esto transformando cada círculo en una unión finita de segmentos
(0, li), tomando la coordenada correspondiente u−1

i . Esto nos permite ver que q es el diferencial
de Strebel de X(Γ) asociado a los datos (p1, . . . , pn) y (a1, . . . , an). Por construcción, Γq = Γ.
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Figura 6.1: Pegamos las tiras a la vecindad de un vértice.

Ahora veamos cómo actúa un automorfismo f ∈ Autδ(Γ) en la superficie X(Γ). Observemos
que la unión de las proyecciones de los Ūe en X(Γ) forma una cubierta C de X(Γ) \M. Abusando
de la notación, tenemos

X(Γ) \ {p1, . . . , pn} = Ūe
e∈E(Γ)

=: C.

Puesto que f fija a los puntos p1, . . . , pn, basta ver su efecto en los elementos de C. El automor-
fismo f induce una permutación de las aristas de Γ, por lo que actúa en C permutando los Ūe
y posiblemente aplicando z 7→ l − z. Esto pasa cuando f permuta dos vértices adyacentes, de
manera que invierte la dirección de una arista. Supongamos que f fija un vértice de grado m.
Puesto que preserva el orden cíclico, su acción en las medias aristas de v se traduce a Uv como
una rotación por un múltiplo de 2π/m, que es un biholomorfismo de Uv. Así, la permutación de
los vértices inducida por f es biholomorfa en la unión ajena de todos los Uv. Ya que f ∈ Autδ(Γ),
f fija cada abierto Ub, pero rota las aristas que componen a b de manera compatible con los órde-
nes cíclicos de Γ, como vimos en el capítulo 4. Tomando el cociente que construye a X(Γ), vemos
que f induce un biholomorfismo de X(Γ) que fija cada uno de los pi. Su representación cerca
de los puntos marcados pi está dada por rotaciones del disco unitario, y por z 7→ z o z 7→ l − z
cerca de los puntos que corresponden a aristas de Γ.

Así, la clase de equivalencia de la superficie X(Γ) no depende de la clase de isomorfismo de
Γ en RGBmet

g,n , de manera que tenemos nuestra función 6.3. Más aún, puesto que el diferencial
q en la superficie (X(Γ), M) coincide con su diferencial de Strebel-Jenkins, tenemos σ ◦ β = Id.
Veamos ahora que β ◦ σ = Id también. Para una superficie marcada (X, M) y decorada con
(a1, . . . , an), su diferencial de Strebel-Jenkins induce un sistema canónico de coordenadas en X.
Observemos que las transiciones de sus cartas son exactamente las funciones que utilizamos
para pegar los abiertos de U. Así, la superficie (X(Γ), M) coincide exactamente con (X, M).

Notamos que este proceso de pegado de las franjas Ue es un caso particular de una cons-
trucción más general en la que producimos una superficie de Riemann a partir de una colección
de triángulos ideales, que representan banderas orientadas de una gráfica abstracta. La elección
de las medias franjas de Ue es particularmente útil, pues garantiza que el diferencial de Strebel
asociado tiene como gráfica crítica a la gráfica de listones con la que comenzamos. El articulo
[40] incluye la construcción más abstracta.
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Así, finalmente tenemos una forma de darle una topología aMg,n. A saber, declaramos que
la biyección S es un homeomorfismo. Es posible construir al espacio de móduli Mg,n a través
de técnicas algebraicas o analíticas como un espacio topológico por sí solo. Desde esa dirección
más abstracta, la función S resulta ser un homeomorfismo también. Para una discusión de este
hecho, referimos a los artículos [25], [35]. Para concluir este trabajo, analizamos un ejemplo en
el que nuestra correspondencia da una descripción explícita.

6.2. El espacioMg,1

De la correspondencia 6.1.1 vemos que una descripción explícita de Mg,n podría deducirse
de un cociente apropiado. A saber, de poder definirse una acción de Rn

+ equivariante bajo S,
podríamos cancelar su factor correspondiente. Sin embargo, no hay una acción significativa de
Rn

+ en RGBmet
g,n salvo cuando n = 1, que describimos a continuación.

Observemos que el grupo multiplicativo R+ actúa tanto en RGmet
g,n como en RGBmet

g,1 por
multiplicación de longitudes de aristas. Un automorfismo de Γ actúa permutando las aristas, de
manera que la acción de R+ induce una acción en RGmet

g,n que es compatible con la acción de
Aut(Γ). Así, analicemos los espacios RGmet

g,n /R+.

Recordemos que las celdas racionales de RGmet
g,n tienen forma

R
e(Γ)
+

Aut(Γ)
.

Definición 6.1. Escribamos ∆(1, 2, . . . , n) para denotar el interior de la cerradura convexa de los
vectores canónicos e1, e2, . . . , en en Re(Γ). Diremos que ∆(1, 2, . . . , n) es el n−simplejo estándar en
Rn.

Notemos que la frontera del simplejo estándar es una unión de simplejos de dimensiones
menores. El espacio R

e(Γ)
+ es un cono sobre ∆ = ∆(1, 2, . . . , e(Γ)), de manera que el cociente de

R
e(Γ)
+ por la acción de R+ es simplemente ∆. Puesto que la acción de R+ es compatible con la

de Aut(Γ), vemos que cada celda racional de RGg,n se proyecta al simplejo racional

∆(1, 2, . . . , e(Γ))
Aut(Γ)

.

Así, RGmet
g,n /R+ y RGBmet

g,n /R+ son uniones disjuntas de simplejos racionales. Esto es conocido
como un complejo simplicial racional. De nuevo, la compatibilidad de la acción de R+ con la de
Aut(Γ) implica que estos complejos son orbifolds modelados sobre las vecindades

Xmet
�Γ /R+

Aut(Γ)
,

Xmet
�Γ /R+

Autδ(Γ)
,

respectivamente. Recordemos que el espacio Xmet
�Γ es homeomorfo a R

e(Γ)
+ ×Rcodim(Γ), en don-

de codim(Γ) = 6g+ 3n− 6− e(Γ). Así, tenemos que Xmet
�Γ /R+ es homeomorfo a ∆(1, 2, . . . , e(Γ)×

Rcodim(Γ). Más aún, el simplejo ∆(1, 2, . . . , e(Γ)) es homeomorfo a Re(Γ)−1, por lo que tenemos
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que RGg,n/R+ es un orbifold localmente modelado por

Rd

Aut(Γ)
∼=

∆(1, 2, . . . , e(G)×Rcodim(Γ)

Aut(Γ)
,

en donde d = (e(Γ) − 1) + (6g + 3n − 6 − e(Γ)) = 6g + 3n − 6. Similarmente, podemos
sustituir RGmet

g,n por RGBmet
g,n y Aut(Γ) por Autδ(Γ) en las expresiones previas. Así, tenemos

que los complejos racionales RGmet
g,n /R+ y RGBmet

g,n /R+ son orbifolds. La compatibilidad de sus
modelos locales se sigue de la compatibilidad de las cartas orbifold de RGmet

g,n y RGBmet
g,n .

De misma forma, notemos que R+ actúa naturalmente en el segundo factor del espacio
Mg,n ×Rn

+ por multiplicación, mientras que no tiene efecto enMg,n. A saber, r > 0 transforma
(X, p1, . . . , pn), (l1, . . . , ln) en (X, p1, . . . , pn), (rl1, . . . , rln). Así, el espacio cociente correspondien-
te es

Mg,n ×Rn
+

R+
=Mg,n ×

Rn
+

R+
=Mg,n × ∆(1, 2, . . . , n).

Escribamos S :Mg,n ×Rn
+ → RGBmet

g,n para denotar el homeomorfismo del teorema 6.1.1. La
acción de R+ es equivariante bajo S: dadas una r > 0 y una superficie decorada (X, v), tenemos
que r· = (X, rv). Esto corresponde a elegir el único diferencial de Strebel sobre X cuyos ciclos de
trayectorias horizontales tienen las longitudes descritas por rv. Si Γv es la gráfica crítica inducida
por v, tenemos que Γrv está en la misma clase que S(X, v), pues la estructura topológica de Γv no
es modificada por r, y vemos que Γrv corresponde a un etiquetado distinto de las aristas de Γv.
Topológicamente, r escala de manera uniforme las circunferencias de cada cilindro con el que
construimos X a partir del diferencial asociado a v. Así, vemos que S(X, rv) = r · (X, v).

Esto implica que S desciende a un homeomorfismo

Mg,n × ∆(1, 2, . . . , n) ∼= RGBmet
g,n = ä

Γ∈RGBg,n

∆(1, 2, . . . , e(Γ))
Autδ(Γ)

.

En particular, cuando n = 1 tenemos que ∆(1) es simplemente un punto, y obtenemos una
presentación deMg,n como un orbifold topológico.

Mg,1 = ä
Γ∈RGBg,1

∆(1, 2, . . . , e(Γ))
Autδ(Γ)

.

6.3. Notas y referencias

Este último capítulo sigue la penúltima sección de [32]. De misma forma que en el artículo,
exhibimos la biyección 6.1 utilizando el teorema [42] para asignarle a cada superficie de Rie-
mann marcada y decorada una gráfica de listones métrica. Utilizamos el sistema canónico de
coordenadas descrito en el capítulo 5, que nos da una descripción concreta de una superficie
de Riemann, para probar que σ desciende al cociente buscado. La prueba sigue completamente
a [32]; la hemos reescrito para hacerla más explícita y entendible, pero no ha sido demasiado
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alterada: la prueba de Motohico y Penkava es bastante completa.

Finalizamos presentando al espacio Mg,1, g ≥ 2, como un complejo racional. De igual for-
ma, seguimos fielmente la sección 5 del artículo [32]. Referimos a [6] para una discusión sobre
otros modelos combinatorios deMg,n y sus diversos usos. Referimos a [31] para una exposición
distinta pero equivalente de la construcción del modelo que elegimos presentar.



Capítulo 7

Apéndice

7.1. Gráficas y mapas

Figura 7.1: Esta gráfica de listones tiene sólo una componente de frontera y no admite una
orientación: para poder recorrer su frontera en un ciclo dirigido, al menos una arista debe tener
la misma dirección en sus dardos. Esta gráfica representa un encaje en el plano proyectivo real.

Puesto que en este trabajo seguimos principalmente a [32] utilizamos la definición de gráfica
y de gráfica de listones utilizada ahí. Sin embargo, en [5], N. Biggs da una noción un poco
más abstracta que incluye naturalmente el concepto de media arista sin necesidad de hablar de
refinamientos, y es como sigue.

Definición 7.1. (Biggs). Una gráfica es una cuaterna G = (E, V, λ, τ) en la que E y V son con-
juntos finitos, λ : E→ V es suprayectiva y τ : E→ E es una involución.

La función τ juega el papel de α en el sistema de rotaciones que describimos en el capítulo
3. Esto es, τ determina qué medias aristas conforman una arista de G. Observemos que τ puede
fijar elementos de E, que interpretamos como medias aristas libres. En un hipermapa, bajo la
convención que hicimos antes, un punto fijo de τ corresponde a la arista adyacente a un vér-
tice blanco de grado 1. La suprayectividad de λ implica que no hay vértices aislados, pero la

126
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definición es suficientemente general para permitir gráficas disconexas. Cuando τ no tiene pun-
tos fijos, podemos recuperar la definición de Motohico construyendo la relación de incidencia
i : E→ V ×V/S2 a partir de λ. A saber, hacemos i(e) = {λ(e), λ(τ(e))}.

Ahora, es fácil definir un mapa.

Definición 7.2. Sea G una gráfica con esta definición. Una rotación suave en G es una permutación
ρ : E→ E tal que λ ◦ ρ = λ.

Observemos que las órbitas de ρ son los conjuntos λ−1(v), v ∈ V. Observemos que este
concepto hace precisa la noción intuitiva de un orden cíclico asociado a la vecindad de un
vértice. La permutación ρ permuta las medias aristas adyacentes a un vértice fijo y, como vimos,
basta para construir un encaje de G en una superficie orientada. Así, diremos que un mapa es
una pareja (G, ρ), en donde G es una gráfica y ρ una rotación suave en G. De nuevo, cuando
G no es conexa y su involución no tiene puntos fijos, (G, ρ) coincide con el mapa asociado al
sistema [τ, τρ−1]. En analogía con la definición de φ = ασ−1 para cierta constelación, las órbitas
de la permutación ρτ corresponden a ciclos de aristas que conforman las caras del mapa (G, p),
y les asocian una orientación consistente con los órdenes asignados a sus vértices adyacentes por
ρ. Esto nos permite pegar discos orientados como hicimos antes para construir una superficie
orientada en la que G se encaja.

7.1.1. Gráfica Dual

En este trabajo usamos un poco la noción de gráfica dual para entender la estructura de las
expansiones locales de una gráfica de listones Γ. Usando la descripción combinatoria de Γ es
fácil dar una definición abstracta para su gráfica dual, Γ∗. Recordemos que fue la gráfica dual de
∗k la que exploramos previamente, que no es una gráfica de listones de acuerdo a la definición
que usamos en el capítulo 4. No obstante, la siguiente definición aplica perfectamente para ∗k.

Definición 7.3. Sea (G, ρ) un mapa. Su mapa dual es la pareja (G∗, ρ∗), en donde G∗ = (E∗, V∗, λ∗, τ∗)
satisface que E∗ = E, con τ∗ = τ, V∗ = E/ρτ, y la función λ∗ : E → E/ρτ es el cociente que
envía e ∈ E a su órbita bajo la permutación ρτ.

Los vértices del mapa dual (G∗, ρ∗) son las caras de (G, p). Abstractamente, sus aristas son
las aristas de G, pero la relación de incidencia es distinta. En el mapa dual, las aristas tienen
por extremos las caras de las que forman parte. Esto coincide con la construcción geométrica e
intuitiva que describimos previamente.

7.2. Espacios de móduli

En esta sección hacemos un poco más formal la discusión del problema de móduli. Repro-
ducimos la discusión de [33] y [13]. Para el caso particular de curvas complejas de género g,
referimos a [11] [15] para una descripción de la construcción analítica de Mg y Mg,n, obteni-
dos como orbifolds a partir de la acción del grupo modular1 de la superficie de género g (con n
ponchaduras paraMg,n) en su espacio de Teichmüller correspondiente.

1También conocido como Mapping Class Group en la literatura.
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Fijemos una colección A de objetos algebraicos con una noción ∼ de equivalencia. Para Mg, los
objetos de interés son curvas proyectivas no singulares, y ∼ es la relación de biholomorfismo.
Más generalmente, podemos pensar que los elementos de A son esquemas, con su noción corres-
pondiente de isomorfismo. A grandes rasgos, un problema de móduli consiste en describir el
espacio de clases A/ ∼ de una forma que permita formalizar la presencia de familias continuas
de objetos en A. El primer paso es definir una noción correcta de familia de objetos en A.

La idea es la siguiente: una familia de objetos en A sobre la variedad S es una colección de
objetos Xs indexados por S de modo que se acomodan a la estructura de S.

Ejemplo 7.1. Supongamos que los objetos de A son variedades proyectivas, y ∼ denota isomor-
fismo de variedades. Una familia de objetos de A parametrizada por una variedad S es una
variedad X y un morfismo propio y plano f : X → S para el cual f−1(a) es un objeto a de A.

La noción de morfismo plano es técnica, pero evita casos patológicos de familias que no
coinciden con la intuición de variación continua: a saber, si f : X → S es plano, todas las
componentes de todas las fibras de f tienen la misma dimensión.

La definición de familia sobre un espacio B depende de las particularidades de cada problema
de móduli. Sin embargo, cualquier noción de familia debe satisfacer las condiciones siguientes:

Hay una noción de equivalencia de familias sobre la variedad S, de modo que si S es un
punto ∗, esta noción se reduce a la relación ∼ de A. También denotamos a este equivalencia
de familias por ∼.

Para cada morfismo φ : S′ → S y cada familia X sobre S hay una familia inducida φ∗X
sobre S′. Más aún, esta inducción satisface:

(φ ◦ φ′) = φ′∗ ◦ φ∗, 1∗SX = X

en donde φ : S′ → S, φ′ : S′′ → S′ son morfismos, y es compatible con la relación ∼ en A.
A saber, X ∼ X′ si y sólo si φ∗X ∼ φ∗X′.

Esto es, buscamos que la noción de familia admita pullbacks. Retomando el ejemplo 7.1, buscamos
un diagrama como el siguiente:

φ∗X X

S′ S

f

φ

φ∗ f

Fijemos S y denotemos por F (S) al conjunto de clases de equivalencia de familias sobre S. Las
condiciones anteriores nos dicen que F es un funtor contravariante. En nuestro ejemplo, F es
un funtor entre la categoría de variedades algebraicas a la categoría de conjuntos. Bajo F, cada
morfismo φ : Y → X da al pullback φ∗ que transforma clases de equivalencia de familias sobre
X en clases de familias sobre Y, de acuerdo a las condiciones previas.

Así, un problema de móduli consiste en una forma de hacer concreta la noción de familia y
equivalencia de familias, para nuestra colección A y relación ∼.

Definición 7.4. Sea Ψ : C → Set un funtor contravariante. Decimos que Ψ es representable si existe
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un objeto M ∈ C y una transformación natural η : Ψ → HomC(−,M) que es un isomorfismo
de funtores.

X Ψ(X) Hom(X,M)

Y Ψ(Y) Hom(Y,M)

f f ∗

ηX

ηY

Ψ( f )

Ahora, supongamos por un momento que M es una variedad que, como conjunto, coincide
con A/ ∼. Para cada familia X sobre S tenemos una función

νX : S→ M, νX(s) = [Xs].

A saber, νX asocia a cada punto de s la clase de equivalencia de Xs. Supongamos que este νX
es un morfismo, y denotemos por Hom(S, M) al conjunto de morfismos de S en M. Tenemos
entonces una función η(S) : F (S)→ Hom(S, M), [X]∼ 7→ νX

de forma que obtenemos la transformación natural

η : F → Hom(−, M).

Nos interesa que esta transformación natural sea un isomorfismo de funtores:

Definición 7.5. Un espacio de móduli fino para el problema de móduli con funtor asociado F
es una pareja (M, η) que representa al funtor F .

Fijemos un espacio de móduli fino (M, η). Puesto que identificamos una familia sobre un
punto con un elemento de A/ ∼, vemos que

Φ(∗) : F (∗)→ Hom(∗, M)

es una biyección en donde podemos hacer las identificaciones naturales A/ ∼= F (∗) y Hom(∗, M) =
M, donde ∗ denota un punto particular. Para una variedad S, la inclusión {s} → S es un mor-
fismo que induce el siguiente diagrama conmutativo, bajo la transformación natural η:

S F (S) Hom(S,M)

{s} F ({s}) Hom({s},M) M

ι φ 7→φ(s)

ηX

ηY

[X] 7→[Xs ]=η(ι)

=

en donde, de acuerdo a la notación previa, η(S)(X) = νX . Así, tenemos η(S)(X) = η(s) ◦
νX , que denotamos ν′X . Ahora bien, el morfismo 1M determina una familia U sobre M, salvo
equivalencia. Dada una familia X sobre S, tanto X como ν′∗X (U) corresponden al morfismo ν′X :
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S → M, y X ∼ ν′∗X (U). En particular, los puntos de M están en correspondencia con las clases
de objetos de A. Esta construcción nos da otra definición para el espacioM.

Definición 7.6. Un espacio de móduli fino es una variedad M acompañado de una familia uni-
versal U sobre M tal que, para cada familia X sobre S hay un único morfismo φ : S →M para
el que X ∼ φ∗U.

Esto es, cualquier familia sobre S se obtiene a partir de un único pullback de la familia uni-
versal. Como hemos discutido previamente, no es común tener espacios de móduli finos. Para
obtener un espacio grueso, se relaja la condición sobre η en 7.5 a ser sólamente una transforma-
ción natural.

Definición 7.7. Un espacio de móduli grueso para un cierto problema de móduli con funtor
asociado F es una variedad M con una transformación natural

η : F → Hom(−, M)

tal que η(∗) es biyectiva, y para cada variedad N y cualquier transformación natural ψ : F →
Hom(−, N) hay una única transformación natural

Φ : Hom(−, M)→ Hom(−, N)

tal que ψ = Φ ◦ η.

Consideraciones similares nos llevan a la siguiente definición equivalente.

Definición 7.8. Un espacio de móduli grueso es una variedad M y una función biyectiva f :
A/ ∼→ M para la que para toda familia X sobre la variedad S, f ◦ νX es un morfismo, y para
cada variedad N y transformación natural ψ : F → Hom(−, N), la función ψ(∗) ◦ f−1 es un
morfismo también.

7.3. El modelo combinatorio

Al estudiar el espacio de las gráficas de listones métricas optamos por identificar Rn
+ con

R
E(Γ)
+ . Sin embargo, es posible lidiar directamente con la topología del espacio de funciones

reales positivas definidas en E(Γ).

Para una gráfica de listones Γ con frontera etiquetada, denotemos por MΓ al conjunto de
las funciones l : E(Γ) → R≥0 tales que para cada ciclo no trivial e1, . . . ek en Γ se tiene que
l(ei) > 0 para al menos una de las ei. Similarmente, denotamos por M̄Γ al conjunto de funciones
l reales y no negativas tales que cada componente de frontera de Γ tiene una arista e con l(e) >
0. Observemos que M̄Γ ⊂ MΓ, pues es posible que un lazo de Γ, correspondiente a un ciclo
trivial de aristas, determine una componente de frontera. Los espacios M̄Γ y MΓ son subespacios
abiertos de R

E(Γ)
≥0 . Supongamos que e es una arista en Γ que no es un lazo. La contracción de Γ

en Γ′ = Γ/e induce inclusiones MΓ′ → MΓ, M̄Γ′ → M̄Γ

dadas por hacer l(e) = 0. En efecto, como discutimos en el capítulo 3, la contracción de una
arista con extremos distintos no cambia su estructura topológica, de forma que preserva las
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componentes de frontera. Siguiendo a [25], construimos una categoría Γg,n en la que los objetos
son gráficas de listones conexas con n componentes de frontera marcadas y cuyos espacios totales
tienen género g. Los morfismos son isomorfismos de gráficas de listones que preservan marcas
(en la frontera), y los morfismos inducidos por contracciones que preservan marcas. Entonces
las asociaciones MΓ, M̄Γ : Γg,n → Top

dadas por el diagrama
Γ R

E(Γ)
≥0

Γ′ R
E(Γ′)
≥0

m i

son funtores contravariantes. El espacio RGBmet
g,n resulta ser el colímite del funtor MΓ. A su vez, el

colímite de MΓ resulta ser equivalente a un factor del espacioMg,n, la compactación de Deligne-

Mumford deMg. Los objetos de este último espacio, que denotamos Mcomb
g,n , surgen a partir del

concepto de gráfica estable:

Definición 7.9. Γ es una gráfica estable si es una gráfica de listones acompañada de la siguiente
información:

1. El conjunto S ⊂ V(Γ) de todos los vértices de grado 1 o 2.

2. Una relación de equivalencia en S, que denotamos ∼.

3. Una función g : S/ ∼→ Z≥0

para las que se satisface que para cada [c] ∈ S/ ∼, tenemos 2− 2g([c])− |[c]| < 0 y la gráfica
Γ/S inducida por la identificación de todos los vértices en S es conexa.

Los puntos de Mcomb
g,n corresponden a clases de equivalencia de gráficas estables métricas con

frontera etiquetada, para las que se satisface

2− 2g− n = v(Γ)− e(Γ)− 2|S|+ ∑
[c]∈S/∼

(2− 2g([c])).

La terminología proviene de la noción de curvas estables, los objetos parametrizados por el espa-
cioMg,n. Bajo esta noción, que omitimos, es posible definir una relación de equivalencia natural

entre curvas estables marcadas que permite construir al espacio Mcomb
g,n concretamente como

un cociente Mg,n
′

en Mg,n. La teoría de diferenciales de Strebel se extiende a superficies de
Riemann no compactas, dando una función continua

Mcomb
g,n →Mg,n

′ ×Rn
+

que resulta un homeomorfismo, y que generaliza la biyección que construimos en el teorema
6.1.1. En efecto, esta construcción produce el homeomorfismo S.
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