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Capitulo 0
Introducciéon

Uno de los principales intereses de la filosofia de la ciencia es ofrecer un fundamento
conceptual y argumentativo que, de acuerdo con ciertas posiciones y compromisos, expli-
que el éxito de nuestras mejores teorias cientificas, por un lado, y, por el otro, proporcione
interpretaciones de las teorias cientificas evaluadas con vistas a aclarar las nociones que
estan involucradas en la practica cientifica. En la medida en que explicamos el éxito de
una teoria, generalmente detectamos factores metodolédgicos, epistemologicos y ontologi-
cos que amplian nuestra comprension de la tarea cientifica como tal; y en la medida en la
que realizamos un analisis conceptual adecuado de las nociones que conforman el cuerpo
de conocimientos de una teoria cientifica, generalmente se desprende una multiplicidad
de interpretaciones posibles para la misma e, incluso, se le relaciona con otras teorias en
competencia.

La mecanica cuantica ha mostrado ser una de las teorias cientificas con mayor éxito
predictivo y, sin embargo, ain no parece claro, desde el punto de vista filoséfico, el por
qué de su éxito. Mas atn, los conceptos principales de la mecanica cuantica han sido
evaluados y replanteados desde inicios del s. XX y no existe ain un concenso para la
interpretacion de miultiples fenomenos, deducciones y nociones involucradas en la teoria.
Una de muchas posturas que podria tomarse frente a estos dos problemas es que la falta
de una explicacién para el éxito de la mecanica cuantica podria deberse a que muchos de
los resultados correctamente predichos por el aparato matematico de la teoria nos parecen
altamente contraintuivos; y podria ser que la ausencia de un concenso interpretativo esté
vinculado con la dificultad de abandonar los paradigmas clasicos a los que nos hemos
apegado hasta antes de la aparicion de la teoria.

Frente a las dificultades de elaborar un discurso filosofico que dé cuenta de la extrana
naturaleza de los fendémenos cuanticos y el rompimiento con los paradigmas de la fisi-
ca clasica, y ante el sorprendente éxito experimental de la teoria, una estrategia viable
para continuar el desarrollo de la teoria consiste en reducir las pretenciones intelectua-
les: buscar que la comunidad cientifica que trabaja en la mecanica cuantica se concentre

exclusivamente en el terreno cientifico —entendiendo por esto la prueba de teoremas, el
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disenio de experimentos y la recolecciéon de datos estadisticos, entre otras practicas— y
que haga caso omiso de toda pregunta de naturaleza interpretativa —esto es, filoséfica—
o0, por lo menos, que no pretenda responder preguntas trascendentales e ir mas alla de los
datos que arrojan los experimentos y los resultados previstos por los calculos realizados.

Aunque lo anterior ciertamente es ttil para dirigir sin demasiadas desviaciones la
investigacion cientifica hacia una posiciéon de consolidacién empirica, la estrategia equivale
a cerrar los ojos frente a un problema; ignorar el obstaculo que se tiene en frente no lo hace
desaparecer. No obstante, parece que la posicion opuesta —concentrar la atencion en el
disefio de interpretaciones justificadas sélidamente— no ha mostrado ser igual de exitosa.
Maés aun, los esfuerzos por dotar a la mecanica cudntica de una interpretacién adecuada
que pueda gozar de una aprobacion general en la comunidad cientifica han llevado a los

cientificos y filosofos a mas preguntas que respuestas.

En su etapa mas temprana, la mecanica cuantica fue estudiada y desarrollada princi-
palmente bajo la interpretacion de Copenhague, atribuida Max Born, Niels Bohr y Werner
Heisenberg en 1927. Esta interpretacion, tan aceptada entre los fisicos durante el s. XX
que llegd a ser llamada la interpretacion estandar, sirvié de punto de partida para escla-
recer los problemas fundacionales de la mecénica cuantica y la actitud a tomar frente a
ellos.! La restriccién a afirmaciones sustentadas en evidencia estadisticamente validada
y la aceptacion de una naturaleza no determinista de los objetos y fenémenos cuanticos,
junto con el reconocimiento del colapso de la funcién de onda, entre otros principios,

caracterizan a esta interpretacion.

A pesar de su tremenda aceptacion general en la comunidad cientifica, la interpretacién
de Copenhague fue severamente criticada incluso por pensadores como Albert Einstein,
quien jamas estuvo de acuerdo en reconocer la no localidad de la teoria, pues esto implica
aceptar que puede haber influencias causales de forma instantdnea entre objetos aribi-
trariamente distantes entre si. En ese sentido, las discutibles pero efectivas posiciones
ontologicas y metafisicas subyacentes a la interpretaciéon de Copenhague dieron lugar a la
busqueda y propuesta de interpretaciones alternativas capaces de brindar una postura que,
sin dejar de ser compatible con los resultados de experimentos motivados por la dualidad
particula-onda, fueran capaces de vincular nuestra concepcion del mundo mesoscopico y
macroscopico con el mundo cuantico en una sola filosofia natural.

Ante este problema, de ninguna manera simple, surgieron diversas interpretaciones
alternativas —cada una de ellas con posiciones filosoficas distintas o hasta contrarias
entre si—: la interpretacién de variables ocultas, atribuia a David Bohm en 1952; la

interpretacion de multiversos o multiples mundos, atribuida a Hugh Everett en 1957; la

1Tal vez la interpretacién de Von Neumann de 1932 sea la versién méas aceptada entre los fisicos de su
tiempo pues incluye espacios de Hilbert, el colapso de la funcién de onda y la distincién entre observador
interno y observador externo. La interpretacion de Copenhague incorpora diferentes pronunciaciones; por
ejemplo, Heisenberg tenia una lectura indeterminista de la teoria y Bohr una lectura probabilista. Esto,
por supuesto, llevo a debates y desacuerdos importantes en el desarrollo de interpretaciones alternativas.
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interpretacion de miltiples mentes, atribuida a Dieter Zeh en 1970; y las interpretacion de
colapso objetivo, atribuida a Ghirardi-Rimini-Weber en 1986; entre otras. Si bien la lista
es ain mayor y cada una de las interpretaciones recién mencionadas cuenta con variantes o
forma ella misma una familia de posibles interpretaciones, es notable que el hilo conductor
de estas posiciones sea la actitud metafisica y epistémica que se toma: a favor o en contra
de compromisos realistas, a favor o en contra de compromisos deterministas, a favor o en
contra de compromisos subjetivistas, etc. En ese sentido, parece que la mecanica cuantica
requiere de una revision filosofica que contribuya sustancialmente a la explicitacion y
discusion de los problemas interpretativos que enfrentan los fisicos en sus investigaciones.

Aunque hoy el problema de la interpretacién de la mecanica cudntica permanece abier-
to, existe un fuerte y constante trabajo académico al rededor del mismo por parte de
filosofos y fisicos. En este trabajo de investigacion nos desviaremos de la ruta mediana-
mente tradicional (al menos en lo que respecta a fundamentos 16gicos y probabilisticos
de la mecénica cuantica) —i.e. la ruta de la légica cuantica (Birkhoff & von Neumann
1936)— y estudiaremos algunos sistemas formales alternativos para la teoria cudntica y
que estan motivados por diferentes compromisos filoséficos; por un lado, recorreremos el
camino de reciente y breve aparicién de la teoria de topos aplicada a la mecdnica cudntica,
y por otro lado, mostraremos que otras logicas no clasicas distintas a la tradicional 16gica
cuantica de Birkhoff y Von-Neumann son tliles para plantear las paradojas y resultados
contraintuitivos de la teoria cuantica que dificultan su integracién con el resto de nuestra
experiencia, y especificamente sugeriremos sistemas de logica relevante para lograr este
objetivo, siguiendo a Richard Routley/Sylvan.

Estos estudios conduciran a la defensa de la siguiente tesis:

Los topos cudnticos no resuelven los problemas de interpretacion de la mecdnica cudntica
pero otros sistemas formales que emplean logicas subestructurales como la logica lineal
y las logicas relevantes si ofrecen soluciones a diversos problemas interpretativos de la
mecanica cudntica.

En este trabajo restringiremos la evaluacion a la interpretacién de Copenhague o tam-
bién llamada interpretacién estandar de la teoria cuantica; como apuntamos en el capitulo
1, existe una variedad de familias de interpretaciones que compiten con la de Copenhague
y cada una responde de forma diferente a las preguntas o problemas interpretativos. Para
precisar exactamente de qué problemas interpretativos estamos hablando, y en tltima
instancia qué tipo de aportaciones producen (o no) los formalismos de los topos y de las

logicas subestructurales, consideraremos:

1. Si los argumentos sorprendentes o contraintuitivos de la mecéanica cuantica son
solidos o si existen maneras de disolverlos o bloquearlos. Veremos que las logicas
relevantes ofrecen salidas a estos argumentos y que esto no ocurre con los esfuerzos
de los topos cudnticos como SetsY )™

FdHilb.

ni las categorias simétricas monoidales como
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2. Si hay una manera de acomodar las relaciones de incertidumbre que caracterizan a
las teorias cudnticas. Veremos que esto ocurre en las ldgicas relevantes que permiten
razonar validamente en contextos en los que una proposicién no es ni verdadera ni
falsa, y que también ocurre con la interpretaciéon computacional de FdHilb, que
parte del concepto de qubit. En particular, veremos que Sets¥™” deja fuera todo
contexto en el que dos operadores no conmutan, por lo que ignora las relaciones de

incertidumbre.

3. Si hay una manera de acomodar la localidad en la teoria cuantica, que tipicamente se
considera una teoria no local. En este trabajo elaboramos una revision relevantista
del teorema de Bell que conduce a la posibilidad de teorias locales de variables
ocultas. SetsY®” no tiene la capacidad de capturar comportamientos no locales
porque ignora las relaciones de incertidumbre. Por su lado, FdHilb incorpora la no
localidad y se aprovecha de ella, por ejemplo en su protocolo de teletransportacién

cuéntica.

4. Si el problema de la medicién persiste. Veremos que ninguno de los formalismos
empleados ofrece una explicacién alternativa al colapso de onda provocado por la
intervencion de un observador externo que perturba el estado de un sistema por

medio de un instrumento de medicion.

0.1 Planteamiento del problema

La mecéanica cuantica se encuentra, desde sus primeras formulaciones, en una encru-
cijada: o bien detenemos la investigacion y la experimentacion hasta dar con una inter-
pretacion de la teoria que responda adecuadamente cémo considerar fendémenos como la
incertidumbre, la superposicién, el entrelazamiento, o el colapso de onda, y que vincule
nuestra teoria del mundo microscépico con la cosmologia y otras ramas de la fisica; o bien
hacemos a un lado toda pretension de responder a preguntas de naturaleza conceptual o
filosofica que en nada o en poco afectan los avances técnicos, experimentales o empiricos
que ciertamente pueden conseguirse apegandonos al aparato matematico y a una posicion
interpretativa convencional como la de Copenhague u otras. Definitivamente, la posicion
es incomoda y ninguno de los extremos es realmente una solucion.

Sin embargo, una manera de abordar esta encrucijada —la mejor manera, en mi
opinion— consiste en traer al foro a la filosofia de la ciencia y analizar como deberia
ser la colaboracion entre ella y la fisica para ofrecer mejores respuestas a problemas ple-
namente conceptuales; especificamente, seria deseable que, para cualquier teoria fisica
—particularmente, la mecanica cuantica— exista una participacion directa o indirecta de

la filosofia de la ciencia con el fin de atender los siguientes problemas:

p1) Qué es el sistema que se investiga?
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po2) Cuél es el estatus ontoldgico de los términos fisicos?
p3) {Cudl es el estatus epistemoldgico de los términos fisicos?

p4) {Como pueden ser verificados o falseados los enunciados sobre eventos, fendmenos

u objetos fisicos?
ps) {Cudl es la relacién que existe entre el modelo matemético y el mundo fisico?

Efectivamente, estas preguntas son ontolégicos, metafisicas, epistemolégicas y metodo-
logicas. Es facil ver, creemos, que el problema de la interpretacion de la mecanica cuantica
estd directamente vinculado con la dificultad que tenemos para responder p;) — ps), es-
pecialmente si las respuestas en competencia no provienen de un terreno con una aguda
educacion filosofica.

El hecho de que el problema de la interpretacion de la mecanica cuantica sea atn
un problema abierto se debe a multiples complicaciones epistemologicas, ontologicas y
metafisicas, principalmente. Esto deberia ser un indicador para llamar a la filosofia de
la ciencia a la discusion; en la medida en la que realicemos un analisis detallado de los
aspectos conceptuales que articulan el cuerpo de la teoria cuantica, sera mas claro cuales
son las carencias, deficiencias e impedimentos involucrados.

Asi, si la filosofia de la ciencia puede y debe atender problemas interpretativos, jexac-
tamente qué estrategias son adecuadas para contribuir a la fisica con posibles vias de

revision para la construccion de interpretaciones mejor justificadas?

0.2 Respuestas y objetivos

0.2.1 Justificaciéon de la investigacion y estrategia general

A manera de motivacién para la investigacion, el capitulo 1 abordara dos grandes
temas: a) cudl es la situacién critica o problematica de la que adolece la mecanica cuéntica
en términos filoséficos y por qué la fisica habria de recurrir a la filosofia de la ciencia y
a la logica para encontrar un marco tedrico que constituya una interpretacion adecuada
para una de sus teorias mas exitosas; b) cudles son las principales interpretaciones que se
han ofrecido para articular un discurso que satisfaga las inquietudes extra cientificas de
los investigadores involucrados en la mecanica cuantica.

Decimos que este acercamiento cuenta como motivacion para la investigacion porque
se da a la tarea de reconocer un problema que debe ser atendido con especial cuidado
desde la filosofia de la ciencia —aunque quiza no tenga que ser atendido exclusivamente
por ésta. Esto es particularmente importante porque siempre es posible colocarse en una
posicién que sostenga, por ejemplo, que los problemas inherentes a las teorias fisicas son,

en tltima instancia, responsabilidad de los fisicos. De suerte que existe una necesidad de
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justificar la aparicién de la filosofia de la ciencia en el foro de discusion y responder cémo
es que ella puede ayudar a aclarar la situacion.

A manera de respuesta al problema b), ofreceremos un recuento filoséfico de una plétora
de interpretaciones de la mecénica cuantica en el capitulo 1 de este trabajo por medio
del andlisis ontoldgico y epistémico de las respuestas a estas preguntas (donde Z es una

interpretacion de la mecénica cuantica):
b1) {Z es determinista o indeterminista?
ba) {Z es realista o no realista (particularmente, en cuanto a la funcién de onda)?
bs) {Z sostiene la unicidad de las historias o no?
bs) ;I acepta o rechaza el colapso de la funcién de onda?
bs) ;Z otorga o no un rol al observador?

Si bien estas preguntas se encuentran enlazadas en més de una manera, creemos que

se muestran utiles para dirigir la discusion.

0.2.2 Respondiendo desde los topos

La teoria de categorias fue introducida por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane
entre 1942 y 1945 tras estudiar los procesos que preservan estructuras matematicas. Desde
entonces, la teoria de categorias ha mostrado ser un marco conceptual de enorme poder de
abstraccion, pues no sélo permite modelar por separado teorias o universos matematicos
como la teoria de conjuntos, los anillos, los grupos, entre otros, sino que ademas permite
abstraer de forma tal que podamos dar cuenta de las relaciones y transformaciones entre
diversas categorias o estructuras matemadaticas. En cierto sentido, la teoria de categorias
es una lingua franca para las diversas teorias matematicas.

Los conceptos esenciales de la teoria de categorias son los “objetos” de una categoria y
los “morfismos” entre sus objetos. La manera en como interpretemos estos objetos y estos
morfismos determina la categoria que estudiamos: si nuestros objetos son conjuntos y los
morfismos son funciones entre conjuntos, nos encontramos en la categoria de conjuntos;
si nuestros objetos son espacios topoldgicos y nuestros morfismos son funciones continuas,
nos encontramos en la categoria de los espacios topologicos; etc. El distintivo de la teoria
de categorias es el uso de las flechas o morfismos y sus multilpes interpretaciones posi-
bles; mientras exista el morfismo identidad y los morfismos puedan componerse y sean
asociativos, es posible construir una categoria de cualquier clase de concepto que posea
una estructura matemaética.

Dentro de la teoria de categorias, un area importante es la teoria de topos. Un topos
es una categoria con cerradura cartesiana y un clasificador de subobjetos (Goldblatt 1984,

p. 84), lo cual dota a esta categoria con la estructura suficiente como para modelar desde
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el interior ciertos conceptos matematicos. Se dice, en ese sentido, que un topos es una
categoria que viene equipada con una especie de “logica interna”, segin se le defina. Es
por ello que la teoria de topos ha reconstruido no sélo el calculo proposicional y la logica

de primer orden, sino la teoria de conjuntos y muchas légicas no clasicas también.

La estrecha relacion entre los célculos l6gicos y las dlgebras también aparece en la teoria
de topos. Es posible construir el topos de diferentes algebras y estudiar el comportamiento
interno de estas construcciones; es posible, también, trazar relaciones entre un topos y otro,
de suerte que nuestra comprension de los conceptos matematicos modelados con topos
se ve enriquecida. Esta observaciéon —que los topos capturan algebras y logicas— serd
de especial importancia para lo siguiente, especialmente si recordamos que la mecanica
cuantica ha recurrido a diversas algebras como las C*-dlgebras o las dlgebras de Von

Neumann, o la misma légica cuantica, entre otras.

Los trabajos de A. Déring (2007, 2008, 2010a, 2010b), C. Flori (2009, 2010, 2013)
y C. J. Isham (1996, 2005a, 2005b, 2010), entre otros, han propuesto que los princi-
pales problemas en el formalismo estandar de la mecénica cudntica son, por un lado,
el uso de ingredientes matematicos criticos que parecen asumir ciertas propiedades del
espacio-tiempo que no estan enteramente justificadas y, por el otro, que la interpretacion
instrumental de la mecanica cuantica impide que hablemos de sistemas sin referencia a

un observador externo.

Para sobreponerse a estos problemas, ellos proponen una reformulaciéon de la mecanica
cuantica en términos de un marco matematico diferente: la teoria de topos. De acuerdo
con ellos, este acercamiento proporciona una interpretacion mas realista —entendiendo
por esto una visién en la que nuestras proposiciones sobre fenémenos cuanticos forman un
algebra booleana en la que siempre podemos decidir la verdad o falsedad de las mismas—,
resolviendo asi el segundo problema, y no se parte de presupuestos acerca del espacio-
tiempo, evitando el primer problema. En particular, una pretensiéon importante de su

proyecto es aclarar como deberia ser una teoria de la gravedad cuéntica.

La idea principal en la formulacion de la mecanica cuantica mediante topos es que la
estructura matematica de la mecanica cuantica se redefina de manera tal que parezca o se
vea como la fisica clasica. En efecto, al perseguir que a las proposiciones involucradas en
la mecanica cuantica puedan asignarseles valores de verdad sin invocar conceptos como
el de “medida” u “observador”, constituye un esfuerzo por hacer menos contraintuitiva a
la mecanica cuantica y, en cierto sentido, acercarla a los parametros de la fisica clésica,

donde los criterios booleanos operan sin problemas.

En ese sentido, Doring, Flori e Isham proponen el uso de contertos —mateméticamente
hablando, subdlgebras abelianas de un algebra no conmutativa B(H) de todos los ope-
radores acotados en un espacio de Hilbert— para mostrar que la mecanica cuantica se
comporta de manera clasica localmente —es decir, con referencia a estos contextos—

aunque en una perspectiva méas amplia —fuera de los contextos— ese comportamiento
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clasico se pierda. En ese sentido, la coleccién de los contextos, o lo que ellos llaman classi-
cal snapshots, forma una categoria ordenada por inclusion, lo cual implica que aunque uno
defina cada objeto cuantico de manera local, la informacion global es preservada. El topos
que cumple con los requerimientos del proyecto de Doring, Flori e Isham para reconstruir
la mecanica cuantica al definir objetos cuanticos como colecciones de aproximaciones cla-
sicas es el topos de los prehaces (pre-sheaves) sobre la categoria de subélgebras abelianas
de Von Neumann.

De acuerdo con Déring, Flori e Isham, los topos cuanticos nos permiten realizar aproxi-
maciones clasicas hacia los objetos cuanticos y ofrecer asi una interpretacion mas realista
para esta teorfa fisica, donde mds realista quiere decir (1) que toda proposicién fisica
tiene un valor de verdad y (2) que la légica de las proposiciones fisicas es clasica. En el
capitulo 2 de este trabajo presentamos el formalismo categorista del proyecto de los topos
cuanticos, asi como algunos de sus presupuestos filoséficos. En el capitulo 3 mostramos
que el proyecto de los topos cuanticos es insuficiente para dar soluciéon a los problemas

interpretativos de la mecanica cuantica.

0.2.3 Respondiendo desde las légicas no clasicas

El esfuerzo por dar con “la logica de la mecanica cuantica” se hizo ya en el s. XX con
los trabajos de Birkhoff y von Neumann (1936) con la asi llamada Idgica cudntica (QL).?
Efectivamente, la propuesta de un lenguaje formal que fuera adecuado para modelar
fendmenos cuanticos, como la probabilidad, la incertidumbre y la superposiciéon, entre
otros, tuvo un desarrollo importante a lo largo del s. XX y llegd a su apogeo durante los
80’s. No obstante, la recepcion de la légica cuantica dentro de la comunidad cientifica no
es contundentemente favorable ni lo fue en su momento. Creemos, sin embargo, que el
fracaso de la logica cudntica no es el fracaso de la logica en general, y por ello seguiremos
utilizando métodos logicos para hacer filosofia de la fisica.

Nuestra investigacion sugiere que la mejor reexploracion de lo que seria una logica ade-
cuada a la mecanica cuantica consiste en el estudio de los sistemas subestructurales —i.e.
aquellos sistemas l6gicos que rechazan alguna de las reglas estructurales del calculo de
secuentes de la logica clasica. Por un lado, existe una interpretaciéon computacional, infor-
matica, o de recursos, para la mecanica cuantica y es sabido que una logica subestructural
que permite modelar el manejo de recursos informaticos es la ldgica lineal. En el capitulo 4
discutimos las caracteristicas y méritos del rival directo de la teoria de topos cuanticos, a
saber: la teoria categorista de la mecanica cuantica, propuesta por Abrahamsky y Coecke,
que utiliza logica lineal.

Por otro lado, también en los 80’s pero en Nueva Zelanda y Australia, hubo desarrollos

en torno a légicas no clasicas disenadas para disolver paradojas cuanticas. El trabajo

2Ver Apéndice 2.
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de Richard Routley en Ultralogic as universal? persigue la idea de que la ciencia y la
filosofia pueden librarse de problemas y paradojas si abandonamos la légica clasica como
la l6gica de uso y comenzamos a utilizar logicas relevantes, que —al igual que las légicas
lineales— son logicas subestructurales. Dentro de su ambicioso proyecto existen algunas
sugerencias de como llevar a cabo ciertas reformulaciones de la teoria de la probabilidad, e
incluso qué resultados importantes de la mecanica cuantica, como el teorema de Bell y el
teorema Kochen-Specker, deberian fallar si usaramos logicas relevantes. En el capitulo 4
utilizaremos légicas de la relevancia y sus sistemas probabilisticos asociados para mostrar
y desarrollar algunos de los resultados y sugerencias de Routley/Sylvan y que no han

recibido suficiente atencién en la literatura.

19



Capitulo 1

. Tenemos problemas para

interpretar la fisica cuantica?

Objetivos: En este capitulo se abordardn tres problemas relacionados: (i) exacta-
mente qué cuenta como un problema de interpretacién en mecanica cuantica, tomando
en cuenta sus consecuencias epistemolégicas y ontoldgicas; (ii) por qué existe la necesidad
de un andlisis filoséfico en torno a la interpretacion de la mecédnica cuédntica; y (7i7) qué
valor filoséfico tienen algunas de las distintas interpretaciones que ha recibido la mecanica

cuéntica.

1.1 Introduccién

La historia de la ciencia contiene numerosos ejemplos de teorias que dieron lugar a un
hito o, en términos de Thomas Kuhn, al rompimiento de paradigmas bajo los cuales se
desarrollan las practicas cientificas de una época dada. Incluso sin circunscribirnos a la
teoria kuhniana de las revoluciones cientificas, podemos proporcionar un par de ejemplos
que motivan la discusién que tendremos.

Consideremos a la fisica newtoniana, que al introducir la nocién de fuerza gravitacio-
nal, acabd con la idea aristotélica de movimiento y de lugar natural, provocando asi una
sacudida en la filosofia natural que por entonces se tenia por correcta. O consideremos a
la fisica relativista introducida por Einstein, misma que modificé radicalmente las con-
cepciones aristotélicas y kantianas que se tenian con respecto al espacio y el tiempo, por
mencionar un par de consecuencias.

Estos ejemplos tratan de senalar que con el advenimiento de ciertas teorias cientificas,
es posible que se dé un replanteamiento filoséfico de nociones basicas —por nombrarlas
de alguna manera. Ese replanteamiento admite graduacion; esto es, podemos modificar
nuestras concepciones en mayor o menor medida segun lo exijan los postulados y las
consecuencias de una teoria cientifica emergente. Y nada impide que el mismo fenémeno

ocurra en la direccién opuesta: que diversas propuestas filosoficas revolucionarias afecten
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a su vez el planteamiento de teorias cientificas —pensemos en el caso del éter aristoté-
lico, por ejemplo, que més adelante se utilizé en la etapa de formacién de la teoria del

electromagnetismo.

En ese sentido, y en la medida en que la ciencia y la filosofia pretenden ser racionales y
explicativas, existe una estrecha relacién entre lo que postula una u otra. Al menos desde la
naturalizacion de diversas ramas de la filosofia —particularmente, desde la naturalizacion
de la metafisica en el s. XXI—, hay en el mundo de la filosofia una profunda preocupacion
por escuchar lo que nuestras mejores teorias cientificas tienen que decir sobre el mundo;
y esta preocupacion obedece a la idea de que el filésofo debe alinear su anélisis con lo
que la ciencia nos reporta como verdadero. De nuevo, si bien existe el movimiento en la
direccion opuesta —cientificos influenciados por ideas filoséficas—, me concentraré por el

momento en lo contrario.

El caso de la mecanica cuantica no es diferente, en mi opinién. No sélo los fisicos y
los quimicos se replantearon ciertos conceptos —como el de energia o el de estado— sino
que los filésofos también corrigieron su ontologia con los reportes que esta teoria ofre-
ci6 al mundo a inicios del s. XX. Méas aun, el hecho de que algunos conceptos, reportes
y resultados de la mecénica cuantica parecieran contraintuitivos o incluso contradicto-
rios con algunas creencias arraigadas, ha despertado la necesidad filoséfica —si somos
naturalistas— de comprender mejor lo que esta teoria fisica tiene que decir para que la
filosofia pueda construir sus propias teorias de manera acorde a ésta —especialmente en

lo referente a metafisica, ontologia y epistemologia.

Es por ello que vemos con frecuencia que algunos argumentos filoséficos contempora-
neos echan mano de proposiciones propias de la mecanica cuantica —el caso mas simple
consiste en aceptar que todo objeto del mundo estd compuesto de particulas. Por ejem-
plo, las discusiones sobre mereologia y superviniencia en metafisica y ontologia, o sobre
fisicalismo y epifenomenalismo en la filosofia de la mente, e incluso algunas teorias de la
referencia en filosofia del lenguaje, suelen dar por hecho que las particulas elementales
existen y se comportan como lo describe la mecanica cuantica —o la teoria de campos

cuanticos. Ese es el proceder del espiritu naturalista en la filosofia contemporanea.

Sin embargo, atn suponiendo que la postura naturalista debe seguirse, no queda claro
como es que los filosofos pueden recoger ideas y resultados de la mecanica cuantica si no
existe una tnica manera de entender o interpretar esta teoria. Y esto resulta ain mas
sorprendente si se considera que, en comparacion con otras teorias fisicas, la mecanica
cuantica tiene un éxito predictivo superior. Es decir, la pregunta es doble: ;como puede
una teoria tan exitosa tener més de una interpretacién y como puede el filésofo realizar su
labor contemplativa si hay mas de una manera de entender una teoria sobre la realidad
fisica mas basica hasta donde conocemos? Hablamos, pues, de una falta de consenso
interpretativo en torno a una teoria sumamente fundamental y exitosa de la cual dependen

multiples concepciones sobre la ontologia de nuestro mundo, entre otras cosas.
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Un filésofo naturalista, en un sentido amplio y bajo las lineas recién aludidas, tiene
dentro de su quehacer —entre otras cosas— preguntarse qué es lo que las diversas ciencias
reportan que hay y cémo funciona lo que hay, a grandes rasgos, tanto al interior de su
estructura o configuraciéon como con respecto a su rol en la interaccién con todo lo demas;
esto para que la reflexion filoséfica —en especial la reflexion metafisica y ontoloégica—
cuente con un punto de partida que permita construir una imagen de la realidad que no
se limita pero si se basa en los reportes de la ciencia natural. Cabria pensar, entonces, que
el filésofo naturalista desearia que lo que reportan las ciencias naturales fuera un conjunto
de conocimientos y descripciones acerca de las cuales la comunidad cientifica se pronuncia

fuertemente y, sobretodo, de forma unanime. Esto es, cabria esperar que algo asi como un

Principio de unicidad exegética (PUE): para cada teorfa cientifica exi-

tosa existe una y sélo una interpretacién que la dota de sentido.

se cumpliera en todo momento.

No obstante, tal pretenciéon es poco razonable. Sabemos, por la historia de la ciencia,
que rara vez existe una unica teoria en discusién dentro de la comunidad cientifica para
explicar algo o predecir ciertos fendmenos. En general, las teorias cientificas se encuentran
en competencia y esto complica, en cierto sentido, la labor del filésofo naturalista.

En efecto, podria argiiirse, quiza estamos caracterizando la falta de un consenso inter-
pretativo como un impedimento o como una cualidad contraria a las virtudes epistémicas
que una teoria cientifica deberia poseer. Es decir, cabe preguntarse por qué habriamos
de esperar que toda teoria cientifica exitosa y suficientemente virtuosa deba tener exac-
tamente una interpretacion compartida por la comunidad cientifica involucrada. Y esta
critica serfa, en mi opinion, correcta: amén de un realismo ingenuo —es decir, una postura
en la cual se espera encontrar una unica lectura de la realidad a través de la ciencia—,
nada parece impedir que nuestras mejores teorias cientificas sean interpretables en méds

de una forma. Esto parece ocurrir con la mecanica cuantica.

1.2 ;Interpretacion o interpretaciones?

Pensemos, de nuevo, en la fisica newtoniana. Al estudiar las ideas de Newton por
primera vez, a uno se le ofrece en los libros y en los cursos universitarios una historia
acompanada de un formalismo mateméatico. Se dice, en esta historia, que el objetivo era
explicar el movimiento de los astros, la aceleraciéon de los objetos en caida libre, etc.,
utilizando los conceptos de masa y fuerza, principalmente. Y se dice, en este formalismo
matematico, que dicho movimiento y dicha aceleracién, etc., obedecen determinadas ecua-
ciones. Uno aprende la teorfa al estudiar cémo es que un problema (particular o general)
tiene una solucién gracias al formalismo de la teoria y ello permite que uno se genere una

idea de como funcionan las cosas segin la teoria, modificando, en consecuencia, su vision
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naive (si previamente la habia) de como ocurren ciertos movimientos, aceleraciones, etc.,
o incluso adopta dentro de su ontologia (esto es, acepta que en el mundo existen) nuevos
elementos como las fuerzas y las masas.

El simple escenario anterior invita a pensar que uno se encontraria sumamente con-
fundido si se le preguntara como debe interpretarse la teoria newtoniana, o qué otras
posibles interpretaciones valdria la pena considerar. La situacién parece demasiado sim-
ple: hay una historia razonable sobre lo que hay en el mundo y una manera clara de
calcular y predecir como interactia y evoluciona todo aquello que hay de acuerdo con la
teoria. Preguntar por una interpretacién, ademas, parece ir méas del lado de la historia que
ofrece la teoria que del lado del aparato formal de ésta. Asi, si la historia que nos ha sido
ofrecida no provoca demasiadas preguntas y embona bastante bien con lo que sabemos y
lo que obsevamos, seria poco razonable buscar otra manera de leer la teoria, o al menos
careceriamos de suficientes motivaciones para hacerlo.

Pero si, como dijimos, la pregunta por la interpretacion de una teoria tiene que ver con
la historia que cuenta la teoria, ;qué hay del formalismo? Una posibilidad es que primero
se cuente con un esquema conceptual de lo que hay en el mundo para que después, y
en funcion de esto, se construya un formalismo matematico adecuado o compatible con
dicho esquema. En esta direccién, puede ocurrir que el esquema se corresponda de forma
casi natural con alguna teoria o estructura matematica conocida, o bien que una nueva
teoria matematica comience a construirse. En cualquier caso, la aproximacion es clara:
primero contamos con una idea de lo que hay y posteriormente buscamos una manera
matematica para expresar como funciona aquello que hay. Por otro lado, sin embargo, las
cosas podrian (en principio) ir en la direcciéon opuesta: contar con una teoria matemética
primero y buscar, posteriormente, una historia que nos permita entender qué representa
cada parametro y qué influencias aparecen entre objetos, y, sobretodo, como acomodar
las predicciones del aparato matematico en el sentido de asignarles una explicacion en
términos de objetos del mundo y sus relaciones.

El caso de la fisica newtoniana, me parece, corresponde a la primera direccién: uno
tiene una historia primero y después construye o adapta un formalismo matematico —por
supuesto, y de forma interesante, el formalismo revela detalles que en ocasiones requiere
ajustar o precisar la historia originalmente esbozada.! Por ello, creo, es que resulta con-
fuso o contraintuitivo preguntar por otras interpretaciones para la teoria newtoniana. Es
decir, pareceria que, en general, una teoria cientifica que construye primero su historia
—para adoptar un vocabulario filoséfico mas preciso: su ontologia, sus principios, sus roles
causales, etc.— y solo después anade un formalismo matematico, tendra una y sélo una
interpretacion. Este ultimo punto podria cumplirse, incluso, si para una misma historia

se cuenta con mas de un formalismo matematico. Es decir, uno podria pensar en términos

IEsto afecta la credibilidad de la historia. Mas atin, dichos detalles pueden ser inconsistentes con la
historia y por tanto esta debe abandonarse o modificarse radicalmente. Asi, no es de extranar que Newton
terminara por proponer nociones como la de fuerza o la de espacio absoluto.
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de masas y fuerzas para hablar de los cuerpos y sus movimientos, y calcular, sin embargo,
esta dindamica por medio de las ecuaciones clésicas de newton, o bien hacerlo a través de

un formalismo més general (p.ej. el formalismo de Hamilton).?

Si bien lo anterior es una simplificacion, me permite postular lo siguiente: hasta antes
de investigar fenémenos subatémicos, la construccion de teorias fisicas seguia la ruta de
observar la realidad, construir un esquema conceptual que postule qué hay en el mundo
y qué lo hace funcionar como lo hace, para después introducir maquinaria matematica
que permita predecir con exactitud los resultados de un experimento propuesto en los
términos de la teoria. Es solo hasta que estudiamos la realidad subatomica que esta ruta
deja de encontrarse disponible precisamente porque la observacion directa del fenomeno
fisico nos es imposible. En la fisica cuantica, sostengo, caminamos en la direccién opuesta:
tenemos un aparato matematico bien estudiado que ayuda a predecir con gran exactitud
los resultados de determinados experimentos, y después buscamos hacer sentido de lo que

el aparato matematico suscribe y de los resultados que los experimentos arrojan.

Esto tltimo requiere ser precisado. En un principio, es decir, durante el nacimiento
de la fisica cuantica, se contaba con lo que aqui he llamado esquema conceptual para la
realidad subatémica: pensdbamos en particulas puntuales perfectamente bien ubicadas en
una region del espacio, equipadas con ciertas propiedades como el espin, etc. En funcion
de esto, se quiso tomar lo que sabiamos de dindmica de acuerdo con nuestras teorias ma-
tematicas disponibles y aprendimos que las teorias matematicas utilizadas para describir
la dinamica de objetos cotidianos o celestiales no embonaba del todo con lo que ciertos
experimentos debian predecir sobre el mundo subatémico. Asi, utilizamos ese conocimien-
to para redisenar la matematica conocida y adaptarla a las necesidades empiricas que la
experimentacion impone sobre nosotros. Eventualmente, una teoria matematica bastante
simple y elegante pas6 a ser el nicleo de la teoria cuantica y desde entonces las predic-
ciones experimentales y nuestras observaciones y mediciones coincidian en grado incluso
superior a lo que antes se habia visto en el contexto de otras areas de la fisica. Pero a pesar
de contar con una teoria matematica que armonizaba predicciéon y experimentacion, la
historia de la teoria no habia sufrido modificaciéon alguna y con el tiempo dejé de parecer
convincente dada su dificultad para explicar ciertos fenénemos o dadas sus contraintui-

tivas consecuencias —contraintuitivas, en especifico, por ser inconsistentes con el resto

2Por supuesto, mi lectura sobre el caso de la fisica newtoniana podria debatirse. Ambos componentes,
la interpretacion y el lenguaje matematico, juegan un rol importante en los procesos de descubrimiento
cientifico. El lenguaje matemdtico pertinente para la fisica newtoniana (cdlculo, geometria analitica,
etc.) se desarroll6 paralelamente a (o incluso antes que) la historia newtoniana. Y Newton demostrd
que la existencia de la fuerza se fundamenta, en parte, en el tratamiento matemaético de los fenémenos
del movimiento —e.g., la ley gravitatoria Newtoniana como el resultado de una deduccién matematica
(geométrica) de los resultados de Kepler. Estrictamente hablando, la lectura que hago es errénea pues
podria objetarse que de haber existido la historia newtoniana antes que su modelacién matematica, nunca
se hubiera podido descubrir la ley de inercia o cualquier ley que versa en una idealizacién. Lo que pretendo
capturar con lo que llamo primera y segunda direccién son dos orientaciones diferentes y que una puede
preponderar sobre la otra en nuestros procesos de descubrimiento.
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del cuerpo de conocimiento sobre la naturaleza. Esto llevd a que los fisicos y los filésofos
se preguntaran de nuevo por la interpretacion de la teoria y desde entonces la situacion
en la que nos encontramos es la que describi aqui como la segunda ruta: contamos con
un formalismo matematico sélido y que satisface las exigencias para las cuales fue dise-
nado o adoptado, y ahora nos damos a la tarea de construir una historia que dé cuenta
de los fenémenos que pretendemos modelar y que asigne a cada pieza de la maquinaria
matematica un rol claro en la descripcion del mundo subatémico.

En ese sentido o bajo esa aproximacion, la fisica cuantica parece no tener una inter-
pretacion sino que es susceptible de tener interpretaciones. Si en efecto este es el estado
de la cuestién, la pregunta inmediata es: jqué cuenta como una interpretacion y qué

caracteristicas debe satisfacer una interpretacion para ser preferible sobre otra?

1.3 Hacia una nocién de interpretacion de teorias

cientificas y sus desiderata

. Qué es, pues, una interpretacion? De manera mas especifica, jqué es una interpreta-
cién para una teoria cientifica? No hay una tnica nociéon de interpretacién; parece que,
dependiendo el contexto, la nocion de interpretacion toma diferentes sentidos: en el con-
texto de una obra dramatica, interpretar quiere decir actuar el papel o rol de un personaje;
en el contexto literario, interpretar quiere decir construir o extraer significado a partir del
simbolismo ofrecido en la obra; en el contexto de la traduccion, interpretar consiste en
encontrar una expresion del lenguaje al que se traduce de forma que ésta sea equivalente
a la idea no directamente traducible sugerida por el texto original; pero tratandose de
teorias cientificas, interpretar debe significar algo distinto.

Nuestras intuiciones iniciales sobre la interpretacién nos conducen, en su mayoria, a
pensar que interpretar involucra, de alguna forma, la asignacion de significado o incluso
la relectura de algo en términos distintos. Analizar nuestras intuiciones iniciales ayudara
a dar con una idea propiamente filoséfica sobre la interpretacion, en general, y esto per-
mitird, en consecuencia, acotar en qué consiste interpretar una teoria cientifica. Para ello,
introducimos a continuacién algunas distinciones.

Independientemente de si el contexto interpretativo® es el de una obra dramética, una
pieza literaria, la traduccion de un texto, o una teoria cientifica, podremos identificar siem-
pre objetos y relaciones entre objetos. En el caso de la obra dramatica, los objetos pueden
ser los personajes y las relaciones entre objetos todas aquellas relaciones interpersonales
que la narrativa entreteje para los personajes; en el caso de una obra literaria, cada objeto

es un simbolo —quiza en la forma de una imagen, una metafora, una analogia, un simil,

3Con contexto interpretativo quiero decir todas aquellas situaciones en las que un sujeto o grupo de
sujetos se enfrentan a algo que deben dotar de sentido o que deben releer de manera distinta. No pretendo
definir rigurosamente esta nocién y apelo a la pragmaética para reconocer un contexto interpretativo.

25



etc.— y las relaciones entre los simbolos son todas aquellas conexiones coherentes que
uno puede reconocer en el/los mensaje(s) de la obra; en el contexto de la traduccién, los
objetos son las palabras y expresiones de ambos lenguajes, y las relaciones entre objetos
son los significados adscritos a cada palabra y a cada expresién en cada lenguaje, etc.
Sea, pues, O la coleccién de objetos oy, ..., 0, que pueden jugar un papel dentro de
un contexto interpretativo como los recién descritos, y sea R" C O™ determinada relacion

sobre una n-tupla de objetos. Entonces,

Definicién 1.1. Decimos que un agente A realiza una interpretacion constructiva
dentro de un contexto interpretativo si y solo si A relaciona a cada o; de O y a cada R"
con un significado libremente elegido y adopta esta convencién para sus propoésitos en el

contexto.

y

Definicién 1.2. Decimos que un agente A realiza una interpretacién asociativa dentro
de un contexto interpretativo si y s6lo si, dadas dos colecciones de objetos O; y O;, y dadas
dos colecciones de relaciones n-adicas R}' y R}, ocurre que A asocia cada x de O; con un

tnico objeto y de Oy, y asocia cada n-tupla de R’ con una tnica n-tupla de R7.

Con la definicién 1.1 damos cuenta de fendémenos como la interpretacion del simbolismo
en obras literarias o incluso en otras expresiones artisticas como la pintura o la fotografia,
entre otras (aunque nada impide que en el arte ocurran interpretaciones asociativas al
mismo tiempo). Esta clase de interpretacién toma un signo o un grupo de signos sin un
significado fijo y les asigna uno libremente y con vistas a determinados propositos. Por
otro lado, con la definicién 1.2 damos cuenta de fenémenos como la traduccion, donde
hay que releer una palabra o una expresion en otro lenguaje. Esta clase de interpretacion
toma algo conocido y lo utiliza para comprender, en esos términos, algo desconocido, o
bien algo cuya estructura o configuracion resulta compatible (incluso isomorfa) con lo ya
conocido.

Pero, ;qué nos dice todo esto sobre la interpretacion de una teoria cientifica? ; Dirfamos
que una teoria cientifica debe ser interpretada de forma constructiva como se hace con
una obra de arte llena de simbolismo? Parece que no, pues la comunidad cientifica busca,
en principio, describir la naturaleza de la forma mas fiel posible —es decir, con el menor
uso posible de simbolismo— y pretende que esta descripcién sea objetiva —es decir, que
sea independiente de lo que el agente A interprete. ;Dirlamos, entonces, que una teoria
cientifica debe ser interpretada de forma asociativa como se hace con una traduccién?
Esto tltimo no parece descabellado si se considera que en ocasiones una teoria cientifica
nueva —por ejemplo, la teoria general de la relatividad— echa mano de ideas conocidas
—como las de masa y gravedad— y las lleva mas lejos o les anade algin elemento original

—como la curvatura del espaciotiempo—, etc. Sin embargo, no es claro que esto siempre
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sea el caso; en realidad, podria argiiirse, una teoria cientifica no pretende ser leida en
términos de otras teorias, sino en los propios, pues de lo contrario no la contariamos como
otra teoria mas.

Pienso que hablar de interpretacion de teorias cientificas implica hablar de compro-
misos ontologicos: uno acepta los postulados de la teoria, entiende cémo funcionan sus
elementos, aprende a calcular y experimentar dentro de sus limites, y toma postura con
respecto a la pregunta “;qué es lo que hay en el mundo?” Tratandose de teorias cientificas,
cuyos objetivos claramente son muy distintos a los del arte y la traduccion, resulta inevi-
table tomar una postura metafisica al interpretar —misma que, ademas, debe satisfacer
ciertos criterios epistémicos arraigados en la practica cientifica. Por ello, con respecto a

las interpretaciones de teorias cientificas, deberiamos buscar:

D1 que la interpretaciéon describa claramente cémo podemos acceder epistémicamente
a las entidades involucradas en la teoria y que ofrezca una metodologia formal y

empirica para verificar o falsear proposiciones construidas en el lenguaje de la teoria;

D2 que la interpretacién de la teorfa exhiba, al menos, las siguientes virtudes tedricas®*:

adecuacion evidencial, coherencia universal, simplicidad, y fructiferidad.’

Los desiderata D1-2 pretenden ser criterios que nos indiquen bajo qué situacion se tiene
realmente una interpretacién para una teoria cientifica y qué cualidades colocan a una

interpretacion por encima de otra. Sin embargo, atn hace falta decir algo mas elemental.

1.4 La nocion légica de interpretacion

Una manera clara de acercarse a una nocién de interpretacion para las teorias cienti-

ficas consiste en leer este término como se hace en la [dgica.

4De acuerdo con la sistematizacién de Keas (2017), hay cuatro grupos de virtudes teéricas: 1) virtudes
evidenciales —adecuacién evidencial, adecuacién causal, y profundidad explicativa—; 2) virtudes coheren-
ciales —consistencia interna, coherencia interna, y coherencia universal—; 3) virtudes estéticas —belleza,
simplicidad, y unificacién—; y 4) virtudes diacrénicas —durabilidad, fructiferidad, y aplicabilidad—.

5Lo primordial aqui es que la interpretacion de la teoria sea tal que sus postulados, sus teoremas, y sus
predicciones sean compatibles —esto es, entren en una relaciéon de coherencia epistémica— con el resto
del conocimiento cientifico disponible. Keas (2017, 2) describe estas virtudes como sigue:

Evidential accuracy: A theory (T') fits the empirical evidence well (regardless of causal claims).
Universal coherence: T sits well with (or is not obviously contrary to) other warranted beliefs.
Simplicity: T explains the same facts as rivals, but with less theoretical content.

Fruitfulness: T has generated additional discovery by means such as successful novel predic-

tion, unification, and non ad hoc theoretical elaboration.

En particular, la virtud epistémica de simplicidad pide que la interpretacién introduzca parsimoniosamen-
te entidades a la ontologia derivada del cuerpo de conocimientos cientificos, o bien que utilice entidades
que ya pertenecian a la ontologia conocida (aceptada), pero dotédndolas de nuevas funciones, roles o
disposiciones —en ambos casos, el manejo de la ontologia persigue siempre fines explicativos
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Partiendo del supuesto de que una teoria cientifica T' es representable o modelable a
través de los lenguajes formales y sus métodos logicos, es posible determinar exactamente
qué significa interpretar una teoria cientifica. Para ello, definiremos las nociones de a)

teoria formal; b) teoria de primer ordenS; y c) teoria interpretada.
Definicién 1.3. Sea K un lenguaje formal. K es una teoria formal sii:

1. Existe un conjunto contable de simbolos de K y una secuencia finita de éstos es una

expresion de K.

2. Existe un subconjunto del conjunto de las expresiones de K llamado formulas bien

formadas (fbf’s) y un procedimiento efectivo para determinar si una expresién de

K es una fbf.
3. Existe un conjunto de fbf’s que son los aziomas de K.
4. Existe un conjunto finito de relaciones entre fbf’s, llamado reglas de inferencia.

La definicién 1.3 distingue entre cadenas arbitrarias de simbolos y expresiones regu-
ladas tanto en su construcciéon como en las relaciones de consecuencia logica que pueden
existir entre ellas. En ese sentido, las teorias formales, como el calculo proposicional, son

un conjunto de simbolos y reglas para emplear estos simbolos.

Definicién 1.4. Sea £ un lenguaje de primer orden. Una teoria de primer orden en el
lenguaje £ es una teoria formal K cuyos simbolos y fbf’s son simbolos y tbf’s de £ y cuyos

axiomas y reglas de inferencia son de dos tipos: axiomas légicos y axiomas no légicos.

Los axiomas 16gicos mencionados en la definicién 1.4 son enunciados tautolégicos (o
verdades 16gicas) que regulan, echando mano de las reglas de inferencia, qué expresiones
(teoremas) pueden deducirse a partir de ellas; estos teoremas seran de cardcter puramente
logico. Los axiomas no légicos, por otro lado, son enunciados que no gozan de caracter
tautologico, es decir, son enunciados contingentes que pueden tomarse por verdaderos

para un contexto dado. Esto tultimo cobra mas sentido cuando entendemos que

Definicién 1.5. Una teoria de primer orden se considera interpretada sii existe un

modelo (interpretacién de £) de K que hace verdadero a cada axioma de K.

Puesto que una teoria interpretada goza de un modelo —es decir, hay una asignacion
para cada variable, constante, predicado y funcién del lenguaje de primer orden (o sea,

una manera de leer estos simbolos)— que hace verdaderos a los axiomas no légicos, las

SEn efecto, hablar sélo de teorfas de primer orden es una simplificacién; los 6rdenes superiores son
necesarios en teorias incluso tan elementales como la aritmética, por ejemplo. Considérese que esta manio-
bra explicativa —limitarnos, por ahora, a las teorias de primer orden— obedece meramente a un interés
expositivo.
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construcciones capturadas por la definicién 1.5 reflejan el comportamiento de cierto tipo

de objetos que deseamos describir.

Por ejemplo, ZFC es una teoria de primer orden puesto que ella estd expresada en
términos de un lenguaje de primer orden y puesto que ella contiene axiomas logicos —
todos los axiomas del célculo de predicados estandar— y axiomas no légicos —enunciados
contingentes acerca de los conjuntos—; mas atin, ZFC resulta ser una teoria interpretada
puesto que tiene un modelo que nos dice como interpretar cada variable y cada constante,
a saber, como conjuntos, y dicho modelo —presumiblemente— hace verdaderos a los

axiomas de ZFC.

En ese sentido, es decir, en sentido l6gico, una teoria cientifica capturada por un
lenguaje formal tendrd una interpretacion si somos capaces de ofrecer un modelo para los
axiomas no logicos de la teoria. Esto consiste en leer los términos y férmulas de la teoria
formal como ciertas entidades que pretendemos describir. De esto se sigue que si somos
capaces de codificar nuestros conocimientos sobre la mecanica cuantica, por ejemplo, en
un lenguaje de primer orden y si somos capaces de axiomatizar nuestros enunciados sobre
los aspectos regulares del mundo cuantico en este lenguaje de forma tal que sea posible
dar un modelo para esos postulados, entonces habremos dado con una interpretacién para

la mecénica cuéntica.

Ahora bien, una teoria interpretada no necesariamente tiene un tnico modelo, en
general. Si esto es asi, nada impide que nuestra hipotética teoria interpretada de primer
orden para la mecanica cuantica tenga mas de una interpretaciéon, mas de un modelo
que haga verdaderos a los axiomas no loégicos que, por experimentacion, hemos visto que
rigen el comportamiento de los fenémenos subatémicos que pretendemos describir. Es
decir, bien podriamos contar con dos modelos 2 y B, distintos entre si, tales que ambos
satisfagan los axiomas de la teoria interpretada pero nos indiquen, de forma muy distinta,

coOmo leer una constante, una variable, un predicado o una funcion.

Lo anterior indica de forma muy clara qué es una interpretacion para una teoria cien-
tifica, pero supone que hay algo asi como una axiomatizaciéon para la mecénica cuantica,
lo cual puede (y parece) no ser el caso. La naturaleza axiomética de las teorfas formales
dificilmente es perfectamente trasladable a las teorias donde la experimentacion es un fac-
tor determinante para la aceptacion o postulacion de principios de la teoria. No es comin
en la practica cientifica recurrir a un lenguaje formal con métodos logicos para desarrollar
axiomaticamente una teoria empirica, y salvo en casos particulares que estudiaremos mas
adelante, como el de la ldgica cudntica, las diversas interpretaciones conocidas para la
mecanica cuantica no surgieron asi.

Si bien la caracterizacion que hemos hecho aqui tiene por objetivo ser meramente
explicativa y no pretende afirmar que la mecanica cuantica de hecho esta construida
axiomaticamente ni que de hecho tiene un modelo, etc., mas adelante echaremos mano

de algunas ideas que se definieron por estas vias. Diremos por lo pronto que la via logica

29



para comprender en qué consiste interpretar una teoria cientifica coincide, en principio,
con el rechazo al PUE, pues una teoria interpretada puede, en principio, tener mas de

un modelo y, por tanto, dar lugar a méas de una interpretacién adecuada.

1.5 La nociéon modal de interpretacion

Nuestras teorias fisicas, las més de las veces, estan formuladas en términos de estruc-
turas matematicas; por ejemplo, una estructura (V, +,*) donde V' es un espacio vectorial,
+ la suma de vectores y * la multiplicacién por escalares, es una estructura matematica
que nos permite modelar ciertos fenémenos fisicos como el desplazamiento, etc. La fisica
matematica, en ese sentido, consistiria en el estudio de todas aquellas estructuras matema-
ticas que tienen instanciaciones fisicas, es decir, modelos matematicos que se ajustan a las
caracteristicas de ciertos objetos fisicos y sus dinamicas, comportamientos, propiedades,
etc. —y, claro, pueden existir estructuras matematicas que no cuentan con instanciaciones
fisicas. Sin embargo, atin concediendo que toda teoria fisica es una estructura matematica
—Ilo cual no necesariamente es el caso—, si uno pretendiera decir que una estructura ma-
tematica tiene una interpretacion fisica inicamente si es instanciada, nos encontrariamos
frente a una idea de interpretacion que no es suficientemente clara debido a que la nocion
de instanciacion es poco informativa.” Por ello, si bien esta propuesta parece intuitiva o
que se encuentra en el fondo de la discusién acerca de la interpretacién de teorias fisicas
como la mecanica cudntica, nos serd provechoso considerar otros acercamientos.

En la literatura filoséfica contemporanea, a partir de David Lewis, se ha difundido
ampliamente la idea de que el contenido de una proposicién es el conjunto de mundos
posibles donde dicha proposicién es verdadera. Si bien el término mundos posibles podria
sugerir un compromiso con tesis que suelen generar controversia, como el realismo modal,
es posible darle una lectura muy clara e intuitiva sin introducir mundos literalmente a
nuestra ontologia: comprender el contenido de una proposicion P es ser capaz de reconocer
en qué situaciones o contextos se da el caso que P, y distinguirlos de todos aquellos donde
P no ocurre.

En ese sentido, uno podria afirmar que el agente s interpreta la proposiciéon P sii s
asigna w; a P, donde w; = {w € W : w es un mundo donde v(P) = T}.® Dicho de otro
modo y sin involucrar agentes, una interpretacion i : { P} — oW de P es una funcién que

asigna a la proposicién P el conjunto w; C W de mundos posibles w donde v(P) = T.

“No sélo eso, sino que parece ser también una posicién que, asi formulada, se compromete con que
existen previamente diversas estructuras matemadticas y, por alguna razoén, algunas de ellas pasan a ser
instanciadas en el mundo fisico en segundo término. Esta posicién quiza sea atractiva para alguien que
sostiene un realismo matemdtico, pero definitivamente no seria compartida por aquellos que no sostienen
esta creencia.

8De acuerdo con nuestra notacién, W es el conjunto o clase de todos los mundos posibles w. Por otro
lado, w; es un subconjunto de W especificamente aquel que retine a todos y solo aquellos mundos w
donde P es verdadera bajo la evaluacion v.
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Igualmente, una idea muy difundida en filosofia de la ciencia, desde tiempos del asi
llamado Circulo de Viena, es aquella que afirma que una teorfa (cientifica) es, en esencia,
un conjunto de proposiciones. Por supuesto, no cualquier conjunto de proposiciones es
una teorfa (cientifica); existe una serie de requisitos técnicos que cubrir para que un
conjunto de proposiciones tenga caracter de teoria. En ese sentido, toda teoria (cientifica)
es un conjunto de proposiciones, pero no todo conjunto de proposiciones es una teoria
(cientifica).

Dado lo anterior, formulamos a continuacién la

Interpretacién Modal de Teorias (IMT) Una interpretacion i : {T'} — oIV de una
teoria T' es una funcion que asigna a la teoria T' el conjunto w; € W de mundos posibles

w donde T es el caso.

La IMT tiene una estrecha relacion con el realismo seméantico (en el cual toda pro-
posiciéon —dentro o fuera de la teorfa— tiene un valor de verdad determinado) y con
el realismo epistémico (donde las proposiciones de la teorfa son todas ellas verdaderas o
refieren de hecho al mundo real porque hay adecuaciéon empirica), discutidos por Psillos
y Van Fraassen. Algunos filésofos de la ciencia, como Ruetsche (2011, p.6), consideran
que IMT es la posicion estandar de lo que significa interpretar una teoria cientifica. Esta
posicion afirma que interpretar una teoria es dar su contenido, esto es, el conjunto de
mundos posibles donde la teoria se cumple. Esto ultimo querria decir, de acuerdo con
nuestra lectura, determinar las situaciones o contextos donde los principios, afirmaciones

y predicciones de la teoria son el caso. En palabras de van Fraassen:

When we come to a specific theory, there is an immediate philosophical ques-
tion, which concerns the content alone: how can the world possibly be the way
this theory says it is? This is for me the foundational question par excellence
(1989, p.193).

The question of interpretation: Under what conditions is the theory true?
What does it say the world is like? (1991, p.242)

Si interpretar una teoria significa equiparla de contenido, esto es, determinar los mun-
dos posibles donde T es el caso, entonces serd necesario dar cuenta de la nocion de posi-
bilidad que admite T', esto es, dar cuenta de qué es algo T-posible. Tratandose de teorias
fisicas, el tipo de posibilidad con la que tratamos es, evidentemente, la posibilidad fisica,
también llamada posibilidad nomologica. En ese sentido, una teoria fisica 1" debe describir,
primero que nada, objetos y comportamientos fisicamente posibles, pues nadie contard
como una teoria fisica aquel conjunto de enunciados que contemplen objetos y situacio-
nes que sabemos que no pueden ocurrir, dadas las leyes fisicas de otras teorias fisicas ya
establecidas dentro de la comunidad cientifica. Pero en segundo lugar, una teoria fisica

T pretende no sélo ser coherente con nuestro cuerpo de conocimientos sino también dar
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cuenta de aquello que es posible segtn las leyes particulares de T'. Asi pues, si T tiene
las leyes L1, ..., L,, todo aquello que sea T-posible sera aquello que esta de acuerdo con
Ly, ..., L, pero que también esté de acuerdo con todo aquello que sabemos que es posible
seguin nuestros otros conocimientos de la fisica.

Quiza lo anterior parece ofrecer una respuesta para la pregunta “;qué es una interpre-
tacion de una teoria cientifica?”, ademas de dar cuenta de por qué PUE puede fallar. Sin
embargo, jqué nos dice IMT sobre la mecanica cuantica y sus interpretaciones? Cada una
de ellas seria una diferente asignacion de mundos posibles que equipa de contenido a la
teoria; en algunos mundos la realidad fisica es tal que hay, por ejemplo, colapso de la fun-
cion de onda, pero en otros es tal que en vez de ésto hay decoherencia cuantica, etc. Esto
no parece decirnos nada nuevo, en principio; y, por otro lado, hay nociones importantes
en este modelo —como la de necesidad nomolégica y su relaciéon de accesibilidad— que
definitivamente no son obvias en cuanto a su naturaleza y funcionamiento, como ha sido
discutido ampliamente en la literatura. No obstante, algunos de los principios trazados

aqui seran relevantes mas adelante.

1.6 Los limites de los métodos formales

Aproximarnos a la nocién de interpretacion desde la logica —esto es, por medio de la
definicién de teoria interpretada y por medio de la construccién modal de interpretaciones
de teorias— mnos deja con dos propuestas bastante claras, pero demasiado generales, de
qué significa interpretar una teorfa. La generalidad con la que tratan el problema estas
propuestas es tal que dejar claro qué es una interpretaciéon viene con el costo de omitir
muchos detalles. Dicho de forma mas directa: tenemos un par de esquemas formales que
ofrecen una abstraccion de la situacion concreta que vive la comunidad cientifica y dichos
esquemas no vienen equipados de contenido empirico alguno, lo cual no debe desaparecer
de nuestra atencion si pretendemos hablar de la mecanica cuantica.

Dijimos, con respecto a la nocién de teoria interpretada, que dificilmente encontrare-
mos teorias fisicas que han sido formuladas en un lenguaje formal con métodos logicos y
que han sido, ademds, axiomatizadas adecuadamente. Esta objecion es pragmatica: vemos
que la practica cientifica, la conducta controlada de los cientificos, de hecho no procede
como se ha descrito en la légica formal, y sin embargo tenemos ciencia y tenemos teorias
con diversas interpretaciones, por lo cual debemos concluir que esta propuesta no describe
adecuadamente el fenémeno que queremos modelar.

Sin embargo lo anterior no implica que esa primera ruta carece de toda utilidad. Hay
dos puntos que me parecen relevantes y que pretendo conservar.

Primero, es conveniente distinguir entre lo formal y lo no formal: una cosa es el aparato
matematico utilizado en la teoria, y otra cosa muy distinta es el pronunciamiento que

se toma al asignarle un correlato empirico a ciertos elementos del aparato matematico.
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Sabemos que las diversas interpretaciones de la mecanica cudntica tienen bastante en
comin con respecto a las matematicas que utilizan: encontramos en ellas un espacio
de Hilbert donde codificamos informacion por medio de vectores estado, hablamos de
propiedades de sistemas cuanticos en términos de operadores hermitianos, utilizamos la
funcién de onda para conocer, por ejemplo, la probable ubicacién de una particula, etc.
Sin embargo, algunas teorias asignan un correlato o referente empirico a estas entidades
matematicas y otras no lo hacen; el caso mas claro, me parece, es el de la funcién de onda,
misma que puede verse como un mero formalismo que ayuda a calcular ciertas predicciones
o que puede verse, por ejemplo, como un (multi)campo tan real o tan empirico como los

campos electromagnéticos, etc.

Y, segundo, es conveniente mantener la idea de modelo de una teoria. Una vez que
hemos separado lo formal de lo no formal dentro de una teoria, es necesario introducir
un modelo que determine claramente como cierta asignacion de contenido empirico a
los elementos formales de la teoria hacen que ésta sea verdadera segin sus principios
mas basicos. Dicho de forma mas clara: dos modelos diferentes pueden o no asignarle un
referente o correlato empirico a, por ejemplo, la funciéon de onda como elemento formal de
la teoria y, sin embargo, satisfacer en ambos casos los principios elementales de la mecanica
cuantica o tener adecuacion empirica, por ejemplo. Mantener la nociéon de modelo de una
teoria nos ayudard a dar cuenta de por qué en la mecdnica cuantica existen diversas
interpretaciones en competencia, ya que en multiples casos la matematica de la teoria no
es lo que cambia, sino la historia que construimos al rededor de los elementos matematicos

de la teoria, entre otras cosas.

LQué es, pues, lo que desechamos de la aproximacion logica? El requisito de codifi-
car las teorias en lenguajes formales con métodos logicos y axiomatizarlas. Hemos dado
ya suficientes razones para pensar que este requisito no debe imponerse a la nocién de
interpretacion de teorias cientificas, en general, ni a las diversas interpretaciones de la
mecanica cuantica, en particular. ;Cudles son los limites de la aproximacion logica, en-
tonces? Ademas de lo que recién adujimos, hay que decir que la légica por si misma
nunca nos dird como construir el (los) modelo(s) para la teorfa ya que estos surgen, por
lo menos para el caso de las teorias fisicas como la mecanica cuantica, de la observacion y
la experimentacion, que claramente son procesos extra logicos —por llamarlos de alguna

manera.

Por otro lado, en cuanto a la aproximacion modal, también hay elementos que vale la
pena conservar y otros que es mejor desechar. Esta aproximacion nos dice que interpretar
una teoria consiste en asignar un conjunto de mundos posibles que se comportan de
acuerdo con las leyes o descripciones de la teoria. La receta que tenemos para asignar
estos mundos es simple: hay que tomar aquellos que obedecen las leyes fisicas conocidas
ademés de obedecer las leyes de la teoria en cuestion (pero procurando la adecuacién

empirica). Sin embargo, podriamos tener una interpretacion para una teoria dada sin
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atender adecuadamente a la experiencia: uno puede generar una teoria compatible con
el resto de teorias cientificas comprobadas pero que consiste tinicamente de un aparato
matematico acompafiado de postulados que no han sido empiricamente verificados. Por
ejemplo, cierta formulacion de la teoria de cuerdas podria ser compatible con nuestros
conocimientos de la fisica y describir ciertos mundos posibles en términos de lo que ella
postula sin siquiera haber verificado por medio de la observacion y la experimentacion
que dichos postulados se cumplen en el mundo actual; es decir, podemos saber cudles y
como son los mundos asignados pero desconocer si uno de ellos es, de hecho, el mundo

actual, y ain asi tendriamos, bajo IMT, una interpretacién para la teoria de cuerdas.

Podria objetarse a lo anterior que si una teoria involucra elementos no verificables,
entonces simplemente no es una teoria. Y quizad esa objecién es razonable. No obstante,
en el caso de la mecénica cuadntica contamos con observaciéon y experimentacion para
verificar una gran cantidad de predicciones que se desprenden de la teoria, pero seguimos
sin conocer si el mundo actual es tal que lo postulado por Copenhague, Bohm, GRW, etc.

es el caso.

Adicionalmente, no queda claro qué debe hacerse con una teoria que carece de leyes
o si uno tiene la creencia de que no existen las leyes de la fisica. En el caso de una teoria
sin leyes, ;como senialamos los mundos posibles que deben ser asignados a la teoria? Bien
podria ser que, por vacuidad, todos los mundos donde las leyes conocidas se cumplen
son, al mismo tiempo, mundos que cumplen las leyes de la teoria en cuestion — a saber,
ninguna ley—, lo cual claramente no nos dice nada nuevo. Y si uno cree que no existen

las leyes fisicas, el acercamiento modal simplemente no tiene sentido.

Me parece que del acercamiento modal debemos rescatar lo siguiente: interpretar una
teoria implica dar una descripciéon del mundo, pronunciarse a favor de la existencia de
determinadas entidades cuya configuracion se rige por algunos principios explicativos —
sean éstos leyes o no. Esta descripcion del mundo permite construir retrodicciones y
predicciones para cualquier contexto relevante —donde “contexto relevante” viene a suplir
“mundos posibles nomologicamente accesibles”, es decir, persigue un interés explicativo.
Parece claro, entonces, que esta tarea es imposible sin recurrir a la experiencia para
verificar si nuestra descripcion es acertada, y por tanto debemos priorizar la adecuacién

empirica (y la coherencia universal) de los principios explicativos.

Si bien ambos acercamientos delimitan con generalidad una nociéon de interpretacion
para teorias cientificas, sabemos ahora que estos formalismos tienen serias limitaciones.
Tomaremos de ellos lo que nos es util y eventualmente revisaremos otros formalismos —en
particular, los topos cuanticos de la teoria de categorias—; y por lo pronto trataremos de
recurrir a aproximaciones no formales para compensar las carencias que las vias logica y

modal presentan.
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1.7 Mas alla del formalismo

Podemos recurrir a argumentos mas bien ontologicos para acercarnos a una mejor
nocién de interpretacion de teorias cientificas y para mostrar, como hemos hecho antes,
que PUE no siempre es el caso y, en particular, que dentro de la mecénica cuantica
definitivamente no se cumple.

Digamos que

Definicién 1.6. Una interpretacion [ para una teoria cientifica T es una pronunciacion
a favor de la existencia de las entidades descritas? por Ty una aceptacién de la creencia,
de que cada una de estas entidades se comportara de acuerdo con 7. Diremos que [ es
una interpretacién analégica si las entidades descritas por la teoria tienen un correlato
analogo (o isomorfo) en la ontologia del mundo; y diremos que I es una interpretacién
literal si T" indica directamente en la ontologia del mundo cuales son aquellas entidades

que describe.

Es decir, la definicién 1.6 consiste en un compromiso ontolégico con lo que describen
las teorias cientificas. Si T" habla de objetos x con P; propiedades reguladas por ciertas
leyes, entonces: a) podemos interpretar literalmente 7' pensando que x de hecho forma
parte de la ontologia del mundo (es un objeto espaciotemporal) y se comporta como lo
describe T; o bien, b) podemos interpretar 7" analégicamente pensando que las = con P,
de las que hablan no son, directamente, objetos del mundo, sino estructuras que podemos
encontrar en algunos sistemas de la naturaleza y que se comportan aproximadamente
como lo dice T.

En ese sentido, si la mecanica cuantica describe, entre otras cosas, sistemas de par-
ticulas en estados superpuestos c,|a) + cg|f), entonces existen, en general, dos opciones
interpretativas: pensar que la propiedad de tener superposiciones de estados forma parte
de la ontologia del mundo fisico (i.e. es una propiedad o forma de ser de los objetos espa-
ciotemporales); o bien, pensar que lo que el aparato teérico o matematico de la mecénica
cuantica nos esta diciendo es que pensar los estados de los sistemas cuanticos como sumas
de vectores es una forma de aproximarse a comportamientos o fenémenos en el mundo
natural que siguen, en algiin aspecto aunque quiza no literalmente, tal estructura —algo
como afirmar que los sistemas de particulas realmente no poseen como propiedad la super-
posicion de ciertos estados sino que la teoria utiliza esta representacion matematica para
describir nuestro proceso de adquisicién de conocimiento aproximado sobre la naturaleza
de estas entidades.

Independientemente de qué posicion tomemos —literal o analégica—, es claro que hay

9Puede no ser siempre claro exactamente qué entidades se pretenden describir pero minimamente debe
ser claro que se tienen ciertas entidades con propiedades o comportamientos especificos que podemos
representar y testear para obtener un conocimiento aproximado acerca de las entidades pretendidas por
la teoria.
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un problema de realismo en el fondo de la discusion. Por ejemplo, acerca de qué significa

dar una interpretacién para la mecanica cuantica, Redhead (1989, p.44) sostiene:

[An interpretation of quantum mechanics] is simply some account of the nature
of the external worlds and/or our epistemological relation to it that serves to
explain how it is that the statistical regularities predicted by the formalism

with the minimal statistical interpretation come out the way they do.

Claramente, la opinién de Redhead es de corte realista: interpretar la mecanica cuan-
tica consiste en conciliar el mundo externo (la ontologia de nuestro mundo) con lo que la
teoria nos reporta, de forma tal que para nosotros, como agentes epistémicos, exista una
relacion explicativa (o incluso causal) de la teoria para con el mundo.

Pero, claramente, uno puede diferir. Perfectamente podemos pensar que mas de una
de las interpretaciones ofrecidas para la mecanica cuantica obtienen la conciliacion recién
descrita. Es decir, nada impide que la relaciéon de explicacién entre teoria y mundo se
obtenga con méas de una de las diferentes interpretaciones que tenemos a la mano. En ese
sentido, independientemente de si nuestras interpretaciones son literales o analdgicas, la
exigencia de Redhead se cumple y, con ello, obtenemos el mismo resultado que nuestro
andlisis l6gico obtuvo anteriormente: el PUE no necesariamente es el caso.

Recurrimos a argumentos de corte més bien ontologico para acercarnos a la nocién de
interpretacion de una teoria cientifica ahora que hemos mostrado que la via del forma-
lismo —lo que hemos encontrado desde la aproximacion logica y desde la aproximacion
modal— no es enteramente satisfactoria. Como vimos, la posiciéon de Redhead involucra
dos elementos: 1) pronunciarse sobre el/los mundo(s) externo(s) —es decir, ofrecer una
ontologia— y 2) dar cuenta de nuestra relacién epistémica con el/los mundo(s) externo(s).
Coincidimos con Redhead en que el problema de la interpretacion de la mecanica cuantica

debe considerar estos dos elementos y a continuaciéon desarrollaremos estas ideas.

1.8 Ontologia y epistemologia

Cuando dimos los desiderata de una interpretacién para una teoria cientifica quedaron

implicitos los elementos para una

Definicién 1.7. [Definicién general de interpretacion de teorias cientificas]:
una estructura (O, €) compuesta por una ontologia O y una epistemologia interna &,

adjunta a una teoria cientifica T', es una interpretacién de T.

Dijimos con D2 que la interpretacién introduciria —respetando parsimonia— entida-
des a la ontologia derivada del cuerpo de conocimientos cientificos, o bien que la interpre-
tacion utilizaria entidades que ya pertenecian a la ontologia aceptada pero asigndndoles

nuevos roles o disposiciones. Con esto obtenemos una descripcién de O: por un lado, hay
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una ontologia aceptada por la comunidad cientifica (OA) y la interpretacién de una teoria
T puede a) incorporar una ontologia propuesta (OP) a OA —es decir, generar una nueva,
OA*, donde OA* es la uniéon de OA y OP, y OA es distinta de OP—, o b) puede man-
tener OA como esta —o, en términos de lo anterior, tener que OP es idéntica a OA—y
describir a sus elementos de forma distinta en cuanto a sus roles o disposiciones—; pero
por otro lado, como dijimos en la definiciéon 1.6, cuando nos pronunciamos a favor de la
existencia de las entidades descritas por 17" lo podemos hacer de manera analdgica o de
manera literal, y esto debe darnos una descripcion directa o indirecta, segin sea el caso,
de el/los mundo(s) y lo que es posible en él/ellos.

Dijimos con D1 que la interpretacién describiria cémo accedemos epistémicamente a
las entidades de OP y que ofreceria una metodologia formal —esto es, principios para
utilizar el aparato matematico de T— y empirica —esto es, maneras en las que se puede
disenar experimentos — para determinar si una proposiciéon de la teoria es verdadera o
falsa. Con esto obtenemos una descripciéon de £: hay una serie de principios en T' que
describen como obtener conocimientos segin 1" partiendo de que las matematicas de T,
junto con sus protocolos experimentales, permiten justificar las creencias construibles
en términos de 7. Evidentemente, esta descripcién de £ permite ver por qué la hemos
nombrado “epistemologia interna”.

Dijimos también con D2 que la interpretacion de la teoria exhibiria, al menos, las vir-
tudes teodricas de adecuacién evidencial, coherencia universal, simplicidad, y fructiferidad.
Esto nos permite, por un lado, reconocer cuando tenemos frente a nosotros una buena
interpretacion para T'; y, por otro lado, nos permite comparar diferentes interpretaciones
de T que se encuentran en competencia, de manera que sea determinable si PUE se cum-
ple —en cuyo caso estarfamos suscribiendo un acercamiento del tipo IME (inferencia a la
mejor explicacién) para con los fenémenos estudiados en las diversas interpretaciones—
o si, por el contrario, PUE falla —en cuyo caso, tendriamos que adoptar una especie de
pluralismo teorico, en el sentido en que se suscribe que hay més de una manera de estudiar
adecuadamente los fenémenos que pretendemos capturar con nuestras teorias.

Sentado lo anterior, podemos ofrecer la siguiente

Definicién 1.8. [Definiciéon general de problema de interpretacion de una
teoria cientifica/: llamamos problema de interpretacién de una teoria cientifica
a la situacién de tener dificultades para incorporar [(O,E)|T] a la red de conocimientos

cientificos.

En la definicién 1.8 echamos mano de la notacién [(O, £)|T], misma que codifica la
nociéon de interpretacion de T'. Partimos del supuesto de que hay algo asi como conoci-
miento cientifico y lo describimos, a la Quine, como una red de creencias anclada a la
experiencia. En ese sentido, la dificultad para incorporar [(O, E)|T] a dicha red consiste,

necesariamente, en alguna de las siguientes situaciones:
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P1 hay razones para pensar que OA no deberia ser expandida con la OP de T —es
decir, O entra en conflicto con la red de conocimientos cientificos porque introduce

entidades que no estamos preparados para aceptar segin lo que sabemos;

P2 hay razones para pensar que & justifica creencias que no entran en relaciéon de cohe-
rencia epistémica con algin nodo (creencia) de la red de conocimientos cientificos

(entra en conflicto con la espistemologia externa a la teorfa);
P3 tanto P1 como P2 ocurren.

P4 en el proceso de cambio tedrico, donde una nueva teoria 17 reemplaza a otra teoria
previa Ty trae con ello un cambio en la ontologia y/o en la epistemologia interna,

puede ocurrir que las virtudes tedricas de T no se trasladen (o incorporen) a 777.19

Es importante observar que problemas como los capturados en la definiciéon 1.8 ocurren
como consecuencia de tener problemas mas bien internos para construir la interpretacion
(O,€), como pueden ser el fallar a alguna de las virtudes teéricas —e.g. adecuacion
evidencial—, carecer de una metodologia empirica —e.g. carecer de un protocolo experi-
mental para contrastar la teoria, como ocurre (segiin parece) con la teoria de cuerdas—,
o faltar a la parsimonia durante la introducciéon de entidades a la ontologia.

Y, claramente, dado que el planteamiento que hemos hecho aqui es general, un proble-
ma de interpretacion de la mecanica cuantica es sélo un caso particular de nuestra nocion
de problema de interpretacion de una teoria cientifica.

Si lo anterior cuenta como una respuesta al problema (i) planteado en los objetivos
de este capitulo —exactamente qué cuenta como un problema de interpretaciéon en me-
canica cuantica, tomando en cuenta sus consecuencias epistemoldgicas y ontologicas—,
parecerd claro, entonces, que la respuesta al problema (iz) —por qué existe la necesidad
de un analisis filoséfico en torno a la interpretacion de la mecénica cuantica— es la si-
guiente: si los componentes de la mecanica cuantica en tanto teoria—es decir, el aparato
matematico y los principios generales de la mecanica cuantica— permiten hacer predic-
ciones acertadamente (o lo suficientemente acertadas) pero atn asi tenemos dificultades
para incorporar alguna de sus diversas interpretaciones a la red de conocimientos cien-
tificos, entonces es necesario revisar las ontologias y/o las epistemologias involucradas
en las interpretaciones de la teoria, lo cual es una tarea para el filésofo naturalista. En
consecuencia, examinaremos a continuacion los compromisos ontolégicos y epistémicos de
algunas de las interpretaciones de la mecéanica cuéntica, lo cual dard una respuesta a (iii)
—qué valor filosofico tienen algunas de las distintas interpretaciones que ha recibido la

mecanica cuantica.

0Este fenémeno es similar al concepto de pérdidas de Kuhn —donde parte del éxito tedrico o empirico
de un paradigma cientifico previo no se hereda al paradigma cientifico que la reemplaza.
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1.9 Una plétora de interpretaciones

La comunidad cientifica ha propuesto numerosas interpretaciones para la mecanica
cuantica. Si bien cada una presenta particularidades que dificultan un analisis comparati-
vo entre las distintas propuestas en competencia, mencionaremos a continuacion algunos
criterios relevantes para el estudio de los compromisos ontologicos y epistémicos que adop-

ta cada una de las principales interpretaciones que conocemos. Estos criterios son:
C1 Si la teoria es determinista.

Este criterio nos permite separar a las teorias que emplean la ecuacién de
Schrodiger pero no la regla de Born, de entre aquellas que ademas de emplear
Schrodinger usan Born. La ecuacién de Schrodinger se considera el elemento
que introduce determinismo en la teoria ya que ella permite conocer —esto
es, predecir— la evolucién de un estado fisico a través del tiempo con total
certeza. Por otro lado, la regla de Born se considera el elemento que introduce
indeterminismo en la teoria ya que ella utiliza la funcién de onda para obtener
una distribucién de probabilidad que representa, por ejemplo, déonde es méas
probable encontrar una particula en un tiempo especifico, sin garantizarnos
que, de hecho, la particula se encuentra en una ubicacion determinada y no en

otras.
C2 Si la teoria es local.

Este criterio nos permite separar a aquellas teorias en las que la accion a
distancia es posible de entre aquellas en las que no es asi. Dicha accion a
distancia ocurriria cuando, dadas dos particulas enredadas, por ejemplo, el
acto de medir una hace que el estado de la otra —sin importar cuan lejos
esté— colapse a algin estado determinado. Por supuesto, se ha argumentado
que la no localidad de la teoria cuantica no necesariamente implica accion a
distancia sino que puede verse de forma restringida como algo acerca de las

probabilidades y las predicciones permitidas por la teoria.
C3 Si la funciéon de onda colapsa.

Este criterio nos permite separar a las teorias que postulan el colapso de la
funcién de onda de un estado superpuesto para explicar por qué no observamos
superposiciones de estados —por ejemplo, porque nuestra medicién o nuestra
consciencia causa el colapso— de entre aquellas que no colapsan la funciéon pero
explican el hecho de que no observemos superposiciones al postular multiples

mundos o miltiples mentes, o incluso variables ocultas.
C4 Si la funciéon de onda es real.

Este criterio nos permite separar a las teorias en las que la funcién de onda

es considerada como un objeto fisico —por ejemplo, un campo— o como una
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Copenhague X X v X v |V X
DeBroglie-Bohm v | X X | vV | x | vV |V
Miiltiples mundos v |V X v X X X
Miiltiples mentes V IV ] x| V| X X X
Consciencia y colapso | X X | v | vV |V |V ] X
Colapso objetivo X X X X X v X
Transaccional X X v |V X v | X
Historias consistentes | X v X X X X X
QBism X X | v | x | vV | vV | X

Cuadro 1.1: Criterios que se cumplen o no en algunas interpretaciones de la mecanica
cuantica.

distribuciéon de masa, de entre aquellas que la consideran un mero formalismo

matematico con fines predictivos.
C5 Si el observador tiene un rol.

Este criterio nos permite separar a las teorias en las que el colapso de la funciéon
de onda se debe a que un observador interviene en el sistema fisico —por
ejemplo, al medir—, de entre aquellas en las que o bien la funciéon de onda no
colapsa o bien su colapso es objetivo —es decir, donde el colapso ocurre como
un hecho natural regulado por leyes fisicas y no por elementos subjetivos o

antropocéntricos—.
C6 Si la historia del sistema cudntico es Unica.

Este criterio nos permite separar a las teorias que emplean multiples mundos
o multiples mentes o ramificacién del espacio-tiempo, de entre aquellas que

consideran que un tnico mundo existe o que el espacio-tiempo no se ramifica.
C7 Si el formalismo contempla variables ocultas.

Este criterio nos permite separar a las teorias cuyas descripciones de las fun-

ciones de onda son completas de entre aquellas que son incompletas.

Podemos relacionar algunas de las principales interpretaciones de la mecanica cuantica
con los siete criterios recién aludidos, como se hace en el cuadro 1.1. Ademas de esto, hace
falta determinar cudles son los compromisos ontolégicos y epistémicos de los criterios
C1-7; esto lo desarrollamos a continuacion.

Si la teoria es determinista (C1):

» Compromiso(s) ontol6gico(s): los objetos en el mundo no evolucionan azarosamente
sino que ocurren de acuerdo con leyes naturales que normalmente expresamos con
modelos de cobertura con clausulas ceteris paribus, etc.

« Compromiso(s) epistémico(s): el conocimiento total y preciso de los eventos y objetos

pretendidos por la teoria es, en principio, siempre predecible si ella es determinista;
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esto es, a un agente epistémico idealizado le bastaria conocer las leyes de la teoria
y la configuracién inicial del universo para conocer la evoluciéon completa de cada

evento natural.
Si la teoria no es determinista (—C1):

» Compromiso(s) ontolégico(s): existen algunos eventos que evolucionan azarosamente
y el mejor acercamiento que podemos tener hacia ellos es estadistico y probabilistico.
« Compromiso(s) epistémico(s): no todos los aspectos de la realidad nos son episté-
micamente accesibles, es decir, la teoria no tiene predicciones para todo evento o

dispone de predicciones apenas aproximadas a lo que de hecho es el caso.
Si la teoria es local (C2):

» Compromiso(s) ontoldgico(s): la accién a distancia no es posible, los objetos fisicos
son tales que se ven influenciados tinicamente por objetos y fuerzas inmediatos, de
forma que, dados dos eventos A y B tales que A influye sobre B y la distancia entre
Ay B es d, ocurre que existe un medio —por ejemplo, un campo— a través del
cual se da dicha influencia y la velocidad en la que se transmite la influencia desde
A hacia B a lo largo de d es menor a la velocidad de la luz.

» Compromiso(s) epistémico(s): el conocimiento revelado por las mediciones no es
afectado por factores arbitrariamente lejanos, sino tinicamente por lo que hay en el

entorno inmediato o cercano.
Si la teoria no es local (—C2):

o Compromiso(s) ontolégico(s): un objeto fisico puede influir inmediatamente sobre
otro sin importar a qué distancia se encuentren, de forma que el limite natural de
la velocidad de la luz se rompe.

« Compromiso(s) epistémico(s): un agente A que mide una particula enredada puede
conocer el estado de la otra particula del par enredado (aquella que un agente B, a
cualquier otra distancia, se dispone a medir por su lado) de forma inmediata, sin ir
a medirla, y de forma instantanea; y, al mismo tiempo, el conocimiento de B debera

coincidir con lo que A midié por su lado.
Si la funcién de onda colapsa (C3):

« Compromiso(s) ontoldgico(s): o bien el colapso ocurre porque el sistema cudntico
es afectado por la medicién, o bien el colapso ocurre de forma natural como una
consecuencia de alguna ley natural.

» Compromiso(s) epistémico(s): asumiendo que el colapso no es objetivo, el estado de
un sistema cuantico antes de ser medido es inaccesible para el agente epistémico, de

suerte que nuestro conocimiento sobre el mundo cuantico reporta cémo afectamos al
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sistema y no cémo se encontraba el sistema; y asumiendo que el colapso es objetivo,
el conocimiento del estado del sistema nos es accesible de acuerdo con las condiciones

de colapso.
Si la funcién de onda no colapsa (=C3):

» Compromiso(s) ontolégico(s): todos los posibles estados contemplados por la super-
posicion ocurren de forma efectiva, cada uno en diferentes mundos tipo Everett, o
multiples ramificaciones temporales.

« Compromiso(s) epistémico(s): la funcién de onda es la descripcién total del estado

del sistema y refleja todo lo que puede conocerse sobre este en un momento dado.
Si la funcién de onda es real (C4):

» Compromiso(s) ontolégico(s): existen correlatos fisicos en el mundo para el objeto
matematico ¥, tales como un campo o una distribucién de masa, etc.
o Compromiso(s) epistémico(s): tenemos acceso epistémico a este campo fisico por

medio del célculo probabilistico y la medicion.
Si la funcién de onda no es real (-C4):

« Compromiso(s) ontolégico(s): la funcién de onda es un mero formalismo que sirve
para realizar predicciones con un alto grado de probabilidad, pero no es un hecho o
un objeto del mundo.

» Compromiso(s) epistémico(s): la funcién de onda es una idealizaciéon que permite

establecer conocimiento de manera probabilistica.
Si el observador tiene un rol (C5):

« Compromiso(s) ontolégico(s): el observador construye, en cierta medida, la realidad.
« Compromiso(s) epistémico(s): el conocimiento del mundo cudntico se construye, no

se adquiere.
Si el observador no tiene un rol (=C5):

« Compromiso(s) ontolégico(s): la realidad es independiente del observador.
« Compromiso(s) epistémico(s): el conocimiento del mundo cudntico se adquiere, no

se construye.
Si la historia del sistema cudntico es tnica (C6):

« Compromiso(s) ontoldgico(s): nuestro mundo y todo lo que ocurre en él es lo tnico
que se da, no existen realidades alternativas.

o Compromiso(s) epistémico(s): una vez que el agente epistémico adquiere conoci-
miento sobre un sistema cuantico determinado, su conocimiento sobre éste es nece-
sario, pues no existen mundos posibles (u otros contextos a considerar) donde no

ocurra lo que el agente adquiere en su practica cientifica.
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Si la historia del sistema cudntico no es unica (—C6):

« Compromiso(s) ontolégico(s): existen muchos mundos tipo Everett y el nuestro es
s6lo uno de ellos.

o Compromiso(s) epistémico(s): una vez que el agente epistémico adquiere conoci-
miento sobre un sistema cuantico determinado, su conocimiento sobre éste es con-
tingente ya que existen otros mundos, presumiblemente, donde ocurren situaciones
diferentes a la conocida, y nuestro conocimiento se limita a lo que ocurre en nuestro

mundo.
Si el formalismo contempla variables ocultas (C7):

» Compromiso(s) ontolégico(s): un sistema y sus propiedades estdn objetivamente
determinadas segtin su funciéon de onda, misma que esta completamente descrita en
la teoria por medio de variables ocultas.

» Compromiso(s) epistémico(s): nuestro conocimiento disponible para la descripcion
de la funcién de onda es insuficiente para una descripcion completa del estado de

un sistema y por tanto debe ser suplementado por variables adicionales.
Si el formalismo no contempla variables ocultas (—C7):

» Compromiso(s) ontoldgico(s): un sistema y sus propiedas no estdn objetivamente
determinados por su funcién de onda.
» Compromiso(s) epistémico(s): el agente epistémico sabe todo sobre el estado de un

sistema cudntico si conoce su funcién de onda.

Hemos desarrollado, grosso modo, cuales son los diversos compromisos ontologicos y
epistémicos que vienen con las diferentes interpretaciones de la mecanica cuantica para
darnos una idea de coémo nuestro analisis echa luz sobre la situacién actual en la mecanica
cuantica —a saber, el tener una plétora de interpretaciones en competencia—, pero ;cémo
determinar si una interpretaciéon en concreto es aceptable en funcién de las consecuencias

ontologicas y epistemoldgicas que vienen con los diversos criterios que satisfacen?
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Capitulo 2

La reformulacién topos tedrica de la

fisica cuantica

2.1 Introduccion

Después de casi un siglo de trabajo en teorias cudnticas, los fisicos y los filésofos no
contamos con un entendimiento claro y compartido de lo que nuestras mejores teorias
tienen que decir con respecto a los fenémenos cuanticos. Por un lado, el aparato matema-
tico que anima a la teoria estandar —y a muchas otras variantes— es lo suficientemente
adecuado para modelar los fenomenos cuanticos dado que el éxito predictivo de la teo-
ria se ve respaldado por la experimentacién de forma sorprendentemente satisfactoria.
Pero por otro lado, no soélo la teoria estandar sino multiples variantes de esta adolecen
de problemas interpretativos —una nocién que contempla no sélo las preguntas por el
significado de las proposiciones matematicas de la teoria sino también las limitaciones
epistémicas, los compromisos ontologicos y las posturas filosoficas que el usuario de la
teoria presupone para contar una buena historia sobre lo que ocurre con los fenémenos
cuanticos y su relacién con el resto de la naturaleza conocida.

El tremendo esfuerzo de los fisicos dedicados a estas teorias nos ha dejado —al menos
a los filésofos— con mas preguntas que respuestas: si el mundo es fundamentalmente
indeterminista, si el mundo es no local, si existen multiples mundos o si el nuestro se
ramifica espontaneamente y de manera continua, si un sistema puede estar al mismo
tiempo en dos estados mutuamente incompatibles, si el simple hecho de medir un sistema
altera su naturaleza, si el mundo requiere de un observador para ser lo que es, entre
muchas otras preguntas que se originan no sélo a partir de argumentos filoséficos sino
también de las observaciones empiricas reproducibles en condiciones de laboratorio.

Por si lo anterior fuera poca cosa, existe entre los fisicos una preocupaciéon adicional:
nuestras dos mejores teorias fisicas —la teoria cuantica y la teoria de la relatividad—

gozan de un alto grado de confirmacién empirica pero no empatan del todo entre si.!

'Hay algunos intentos por relativizar teorias cuanticas; por ejemplo: (Diirr, Goldstein, Norsen, Struyve,
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Considérese, por ejemplo, que la formulacién estdndar de la teoria cudntica asigna un
rol importante al observador (sus mediciones colapsan las funciones de onda), lo cual
implicaria que el universo se encuentra en cierto estado debido a que algin observador
externo a éste midié o provoco de alguna manera el colapso al estado actual del universo,
lo cual no sélo es improbable sino inexpresable también ya que el marco de referencia del
observador externo estaria fuera del espacio-tiempo. El esfuerzo mas reciente por unificar
estos dos frentes es la bisqueda de una teoria cudntica de la gravedad y esta por verse si

una teoria como esa unificaria y aclararfa nuestro conocimiento fisico.?

A la par de un siglo de trabajo en torno a la fisica de los fenémenos cudnticos, se dieron
diversos desarrollos matematicos independientes de entre los cuales resalta la teoria de
categorias®, cuyo éxito para modelar teorfas mateméticas con un alto grado de abstraccién
y generalidad permitié agrupar y conectar éstas entre si. A partir del algebra topoldgica
nacieron ideas categoristas de gran importancia como la de functor o la de transformacion
natural, y esto es también el caso para los topos —categorias con una riqueza estructural
notable que dan lugar a la construccién de universos mateméaticos (lo cual querria decir
algo asi como teorias matematicas con enorme generalidad, como la teoria de conjuntos)
o de espacios particularmente informativos, entre otras cosas. El uso y la importancia
de la teoria de categorias ha ido en aumento e incluso se han propuesto generalizaciones
dentro de proyectos de fundamentacion de las matematicas, como es el caso con la teoria
homotépica de tipos; mas aun, hoy existen esfuerzos por aplicar la teoria de categorias a

las ciencias naturales y la filosofia.*

Una aplicacion relevante de la teoria de categorias —o, para ser precisos, de la teo-
ria de topos— es la teoria de topos cudnticos, introducida por Chris Isham (1996) y
desarrollada en conjunto con Andreas Doring, Cecilia Flori y otros con la finalidad de

reformular el aparato matematico de la mecanica cuantica en términos topos tedricos que

Zanghi, 2014). Por otro lado, hay quienes cuestionan la calidad de “nuestras mejores teorias fisicas” y
piensan que debemos ser mas cuidadosos al partir de esta idea; por ejemplo, Barrett, J. (2003) cree
que la relatividad especial y la mecanica cuantica estdndar no sélo son légicamente incompatibles, sino
que probablemente también son equivocadas cada una por separado. No discutiré este problema en el
trabajo, pero es importante sefialar que este punto de partida para el proyecto topos teérico es un tema
de investigacién vigente que se tendria que explorar con cuidado.

2Es a partir de 1916, un afio después de que dar a conocer la teoria general de la relatividad, que
Einstein detecté la necesidad de una teoria cuantica de la gravedad. Para un recuento histérico de los
casi cien aflos de investigacién transcurridos desde entonces, véase (Ashtekar, A., 2005).

3McLarty (1990) ofrece un recuento histérico de la teorfa de categorfas y la teorfa de topos donde,
ademads, muestra que es un error decir que la teoria de topos surge como una generalizacién de la teoria
de conjuntos.

4Para reflejar la importancia que ha cobrado la teorfa de categorias, véanse: (Landry E., 1999) para
una defensa de la teorfa de categorias como lenguaje (no como fundamento) de las mateméticas; (Bell,
J., 1981) y (Marquis, J., 1995) para introducirse a la discusién acerca de la viabilidad de fundamentar
las matematicas en teorfa de categorfas y (Univalent Foundations Program, 2013) para el proyecto de la
teorfa homotépica de tipos; (Bain, J., 2013), (Landry, E., 2011) y (Pedroso, M., 2009) acerca de algunas
posturas estructuralistas en filosoffa de las matemadticas que apelan a la teoria de categorias; y (Landry, E.,
2018), (Hansson, Hendricks, Michelsen, 2018), y (Spivak, 2014) para aplicaciones de teoria de categorias
a la filosofia y las ciencias.
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posibiliten una interpretacién Neorrealista® de la teoria cuantica y, eventualmente, sirvan
de base para una teoria de gravedad cuantica. El trabajo que ellos han realizado en los
ultimos anos comienza a cobrar importancia para algunos filésofos de la fisica y de la
légica que comienzan a analizar los presupuestos e implicaciones filosoficas propias del
proyecto, asi como las consecuencias filosoficas mas generales que orbitan la discusién de
la interpretacién de las teorias cudnticas.®

En este capitulo expondré las motivaciones detras del proyecto topos tedrico y su
formalismo. El objetivo es sentar las bases, al menos esquematicamente, para revisar en
el proximo capitulo algunas discusiones muy puntuales sobre una nociéon de realismo, las
consecuencias del teorema Kochen-Specker, cémo (si acaso) lidiar con el problema de la
medicion en esta nueva propuesta, y temas concernientes a la filosofia de la logica tales

como el pluralismo l6gico y la nocién de clasicidad para un sistema légico.

2.2 Motivaciones del proyecto topos tedérico

Un tema recurrente en la literatura de la filosofia de la fisica y de la logica durante
los anios ochentas era el de la logica cuantica, un intento desde las ciencias formales para
esclarecer nuestra comprensién sobre los fenémenos cuanticos.” A partir de esas investi-
gaciones hemos aprendido bastante sobre lo que ahora se conoce como computabilidad
cuantica y las variantes de logicas cuanticas que pueden formularse, pero no hemos avan-
zado en igual medida en lo que concierne a problemas como el de la medicion y el colapso
de la funcién de onda, o sobre la incomplecién de la teoria cudntica (en el sentido de
EPR), o en el debate determinismo vs. indeterminismo en el mundo cuédntico, o sobre la
frontera (o hasta incompatibilidad) entre la fisica clasica y la fisica cudntica.

Recientemente ha surgido un nuevo y aiin mas ambicioso proyecto que también acude
a la logica y las matematicas para atacar o disolver los problemas conceptuales de la fisica
cuantica. Durante la ultima década se han publicado numerosos trabajos de investigadores
como Chris Isham, Andreas Doring, J. Butterfield, Cecilia Flori y otros de sus colabora-
dores, quienes proponen utilizar teoria de categorias —especificamente, teoria de topos—
para reformular la teoria cuantica, o su formalismo al menos, de manera realista —esto
es, bajo una lectura muy particular de realismo que ellos adoptan—, lo cual permitiria, en
principio, encontrar estrategias para resolver o evitar los problemas fundacionales de la
teoria cudntica y asi avanzar hacia una teoria cudntica de la gravedad. Isham (1996) pu-

blicé el primer trabajo del proyecto topos teérico®; Isham y Déring (2007a, 2007b, 2007c,

®Hablaremos de esto més adelante en nuestro trabajo; la referencia directa es (Déring, 2007).

6 Algunos ejemplos de esto son (Eva, 2017), (Zafiris y Karakostas, 2013, 2017) y (Karakostas, 2014).

"Dickson (2001) ofrece algunos argumentos a favor de la vigencia y relevancia del movimiento de las
légicas cuanticas, asi como algunas notas historicas al respecto.

8El resumen de este articulo ayuda a comprender de dénde surgié el proyecto:

A major problem in the consistent-histories approach to quantum theory is contending with
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2007d, 2008) discuten y desarrollan a detalle la formulacién topos tedrica para teorias
fisicas; Déring (2007) propone una nocién de Neorrealismo para caracterizar la interpre-
tacion de la teoria cudntica que construyen en la propuesta; Butterfield e Isham (1998a,
1998b, 1999) examinan el teorema Kochen-Specker desde el punto de vista de la teoria
de topos y discuten maneras de abordar el problema de generar una teoria cudntica de
la gravedad utilizando sus métodos; y Cecilia Flori (2008, 2013, 2018) ofrece una formu-
laciéon topos tedrica de la teoria cuantica bajo la interpretacion de historias consistentes,
asi como estudios extendidos sobre otros topos cuanticos.

De manera esquematica, los argumentos” que motivan el proyecto de los proponentes

de los topos cuanticos son:

1. Uno de los méas grandes retos que los fisicos contemporaneos enfrentan consiste en
formular una teoria cuantica de la gravedad. Para muchos, es razonable sospechar
que esta teoria deberia surgir de la unificaciéon de la teoria (general/especial) de la
relatividad con la teoria cuantica. Sin embargo, hay buenas razones para pensar que
estas dos grandes teorias fisicas del siglo XX son incompatibles entre si —al menos,
bajo cierta formulacién—; mas ain, hay diversos argumentos a favor de que dicha
incompatibilidad se debe, exclusivamente, a los problemas conceptuales fundamen-
tales de la teoria cuantica —o, al menos, a la incompletitud de la teoria— por lo
cual es necesario atender estos problemas antes de perseguir una teoria cuantica de

la gravedad.

2. En general, la teorfa cudntica estandar o bien (a) es suficientemente correcta aunque
incompleta, (b) es incorrecta, mas alld de que sea completa o no, o (c¢) es comple-
ta y correcta. Quienes se inclinan a pensar que (a) 6 (b) son més cercanos a la
verdad han ido lo suficientemente lejos como para proponer interpretaciones o teo-
rias alternativas para la fisica cuantica, tales como “multiples mundos”, “multiples

mentes”, “historias consistentes”, y “variables ocultas”, y en lugar de un concenso

the potentially large number of consistent sets of history propositions. One possibility is
to find a scheme in which a unique set is selected in some way. However, in this paper we
consider the alternative approach in which all consistent sets are kept, leading to a type
of “many world-views” picture of the quantum theory. It is shown that a natural way of
handling this situation is to employ the theory of varying sets (presheafs) on the space B
of all Boolean subalgebras of the orthoalgebra UP of history propositions. This approach
automatically includes the feature whereby probabilistic predictions are meaningful only in
the context of a consistent set of history propositions. More strikingly, it leads to a picture
in which the “truth values”, or “semantic values” of such contextual predictions are not
just two-valued (i.e., true and false) but instead lie in a larger logical algebra —a Heyting
algebra— whose structure is determined by the space B of Boolean subalgebras of UP.

This topos-theoretic structure thereby gives a coherent mathematical framework in which
to understand the internal logic of the many world-views picture that arises naturally in
the approach to quantum theory based on the ideas of consistent histories. (p. 1)

9Para una presentacién concisa de los argumentos, véase la introduccién en Flori (2013), misma que
seguimos en buena medida a lo largo de esta exposicion.
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interpretativo contamos con una diversidad de acercamientos. Por otro lado, quienes
consideran que (c) es el caso afirman que los presuntos problemas de interpretacion
de la mecanica cuantica se deben a que uno insiste en imponer conceptos clasicos
a la teoria cuantica —o, dicho de otro modo, pensar clasicamente acerca de un

fenémeno que sencillamente no se comporta de manera clésica.

La mayoria de los intentos por formular una teoria cuantica de la gravedad parten de
la mecanica cuantica estandar y los principales problemas del formalismo estandar
de la mecdnica cudntica son: (A) el uso de ciertos ingredientes matemadticos que
nos compromenten a asumir que el espacio y/o el tiempo poseen determinadas
propiedades que quiza no estan enteramente justificadas —en particular, podria ser
que esos presupuestos sobre el espacio y el tiempo no sean compatibles con una
teorfa cuantica de la gravedad—; y (B) que la interpretacién instrumental de la
teoria cuantica impide que hablemos de sistemas cerrados —esto es, sin referirnos

a un observador externo —, lo cual es un problema para la cosmologia cuantica.

Una manera de superar los problemas (A) y (B) consiste en reformular la teoria
cuantica en términos de un aparato matemaéatico diferente: la teoria de topos; con
ella es posible superar (A) y (B) dado que ella permite dar una formulacién que, por
un lado, no asume que el espacio y/o el tiempo tienen determinadas propiedades y,
por otro lado, se trata de una formulacién “maés realista”, lo cual quiere decir (i)
que las proposiciones de la teorfa forman una algebra booleana y (ii) siempre tienen
un valor de verdad determinado —condiciones que se pueden obtener del hecho de

que los topos poseen una logica interna y ademas se asemejan a los conjuntos.

Para que la formulacién topos tedrica de la teoria cuantica estandar sea mas realista,
debemos hacer que la teoria cuantica se “vea como” fisica clasica, que es el paradigma
de una teoria realista en este sentido. Esto es conveniente ya que de esa forma —y
relacionado con el problema (A)— (i) el continuo no juega un rol fundamental y
—relacionado con el problema (B)— (ii) se puede asignar un valor de verdad a las
proposiciones sin necesidad de invocar conceptos como “mediciéon” u “observador”,
altamente problematicos para la cosmologia. Como tal, la teoria cudntica estandar
no es realista y esto se ve reflejado en el teorema Kochen-Specker, que implica que
cualquier enunciado formulado en la teoria adquiere significado (valor de verdad)

s6lo después de la medicion.

La estructura que hace que la fisica clasica sea una teoria realista consta de los
siguientes cuatro elementos, de los cuales se debe encontrar un analogo cuantico:
1) un espacio de estados, S; 2) cantidades fisicas, A, representadas por funciones
fa S — R; 3) proposiciones, A € A (“el valor de la cantidad A se encuentra en

A C R), representadas por los subespacios de S donde la proposicién es verdadera,
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ie. f1'(A) = {s € S|fa(s) € A}, y la coleccién de dichos subespacios genera
una algebra boolena, Sub(S); y 4) los estados, ¥, son homomorfismos booleanos
¥ 2 Sub(S) — {0,1} (donde 0 y 1 son “falso” y “verdadero”, respectivamente), de
tal forma que a cada subconjunto f;'(A) se le asocia una funcién caracteristica
Xaea : S — {0,1} tal que xaea(s) = 1si fa(s) € A, y en caso contrario es igual a
0.

7. Especificamente por el teorema Kochen-Specker, la tinica manera de obtener los
analogos cuanticos de los cuatro elementos descritos en el punto anterior es defi-
niéndolos con respecto a las subdlgebras conmutativas (los “contextos”) de la algebra
no conmutativa B(H) de todos los operadores acotados sobre el espacio de Hilbert.
De manera “local”, con respecto a estos contextos, la teoria cuantica se comporta de
manera clasica; la coleccién de todos estos contextos o “fotografias clasicas” forman
una categoria ordenada por inclusiéon, lo cual implica que uno define cada objeto
cuantico localmente, en términos de estos contextos abelianos, como una coleccion

de aproximaciones clasicas.

A continuacién hablaremos brevemente sobre el realismo del que se habla en el proyecto
topos teodrico; en el siguiente capitulo cuestionaremos algunas de las ideas que ahora sélo

seran mencionadas.

2.3 Realismo y fisica clasica

El aspecto filoséfico central de la propuesta de los tedricos de los topos cuanticos es su
concepciéon de realismo —y, mas adelante y de manera derivada, su concepcién de Neorrea-
lismo. Para ellos, el teorema Kochen-Specker trae como consecuencia que el formalismo
estandar de la teoria cuantica sea no realista; este resultado da lugar a una interpreta-
cion instrumentalista de la teoria y trae consigo una serie de problemas conceptuales que
pueden superarse, de acuerdo con ellos, redefiniendo la teoria cuantica en el lenguaje de
la teoria de topos.

Sin embargo, existen otros presupuestos filoséficos importantes en el proyecto. En
Flori (2013, p. 8) se habla de que una imagen filoséfica del mundo puede derivarse de la

formulacién matematica de una teoria fisica si se atienden las siguientes preguntas:
P1 ;Qué es el sistema que se encuentra bajo investigacion?
P2 ;Cuél es el estatus ontologico de los términos fisicos?
P3 ;Cual es el estatus epistemolédgico de los términos fisicos?
P4 ;Cémo se verifican o falsifican los enunciados fisicos?
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P5 ;Cual es la relacion entre el modelo mateméatico y el mundo fisico?

Lo anterior pretende motivar la idea de que la posicion filosofica que corresponde a la

fisica clasica es la de un realismo descrito en términos de las siguientes dos caracteristicas:

R1 Es posible adscribir propiedades al sistema en un determinado momento sin depen-

der del acto de medicion.

R2 La logica subyacente (de la teoria) es la logica booleana, caracterizada por (i) ser

distributiva, (ii) emplear inicamente dos valores de verdad, y (iii) usar conectivas

2

logicas que corresponden a nuestras conectivas lingtisticas “y”, “o

13 2

no”, “entonces”.

(excluyente),

Que una teoria sea realista, bajo esta éptica, implica que un objeto (una cosa) se
define en términos de una colecciéon de propiedades que se dice que pertenecen al sistema

y pueden ser de dos tipos:

o Propiedades internas: pertenecen exclusivamente al sistema; p.ej. la masa, la carga,

ete.

o Propiedades externas: definen relaciones con otros sistemas; p.ej. la posicién, la

velocidad, etc.

Estas bases filosoficas del proyecto topos tedrico conducen, de acuerdo con Flori (2013,
p. 9), a una solucién para las preguntas P1-P5 en el caso de la fisica cldsica. En esta teo-
ria, las preguntas P1 y P2 adquieren una respuesta directa: en las teorias realistas, el
mundo externo (el mundo fisico) existe independientemente de nosotros y los términos
fisicos representan objetos reales que existen “ahi fuera”. En cuanto a P3 y P4, es verdad
que el conocimiento de la fisica clasica se adquiere a través del proceso de medicién, pues
nos permite conocer los valores de cierto sistema; sin embargo, en este contexto, el rol de
la medicién no es especial, pues se trata tan sélo de otro tipo de interaccion entre siste-
mas fisicos y, ademas, tanto el objeto como el sujeto existen de manera independiente.
Finalmente, la pregunta P5 se contesta diciendo que la teoria clasica nos provee de un mo-
delo matematico que describe adecuadamente el mundo externo bajo una correspondencia
biyectiva.

Independientemente de las diversas criticas que podamos presentar, lo anterior preten-
de motivar la idea de que una estrategia prometedora para hacer mas realista a la teoria
cuantica consiste en detectar cudles son los elementos que hacen realista a la teoria de
la fisica clasica, e importarlos a una reformulacién de la teoria cudntica. Los elementos o

conceptos cuya descripcion matematica hacen que la teoria clasica sea realista son:

1. El espacio de estados: en la fisica clésica, el espacio de estados, S, se define como la
coleccion de todos los estados s; € S del sistema tales que cada s;, en un tiempo ¢;,

comprende todas las propiedades del sistema en ese tiempo.
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2. La definicion de cantidades fisicas: una cantidad fisica en la fisica clasica se identifica
con la coleccién de los valores que puede tener un sistema dado. En fisica clasica,

todas las cantidades tienen un valor determinado que las caracteriza.

3. La definicion de las proposiciones: el tipo de proposiciones con las que lidiamos en
fisica clasica son de la forma A € A (el valor de la cantidad fisica A se encuentra
en el intervalo A C R). Tal proposicion se identifica con la coleccion de los estados
s; € S para los cuales la cantidad A tiene un valor dentro de A, por lo cual A € A se
identifica con un subconjunto del espacio de estados, exactamente aquel subconjunto

para el cual la proposicion es verdadera.

4. La logica booleana: la logica que gobierna las proposiciones clasicas es la logica
booleana, que es distributiva y emplea sélo dos valores de verdad. La verificacion

de tales valores de verdad se da a través de la interaccion de medicién.

5. Las probabilidades: podemos dar una interpretacion epistémica a las probabilidades
que utilizamos en fisica clasica ya que la discrepacia entre nuestro conocimiento y
el estado actual del sistema puede reducirse al minimo mientras refinemos nuestras

mediciones y/o nuestras descripciones del sistema.

El objetivo de los tedricos de los topos cuanticos serd dar con el analogo cuantico de
los elementos recién descritos y acoplarlos en un topos adecuado. No obstante, la teoria
cuantica presenta algunas diferencias importantes, con respecto a la teoria clasica, que
dificultan o impiden una traduccion directa entre los elementos realistas de la teoria clasica

y los de la teoria cuantica; dichas diferencias incluyen lo siguiente:

1. En la formulacion estandar de las teoria cuantica no es correcto decir que un sistema
posee, a priori, determinadas propiedades. Lo tinico que puede decirse correctamen-
te al respecto es que el sistema “adquiere” algunas propiedades “latentes” tras el

proceso de medicion.

2. Si bien cualquier enunciado sobre un “estado de cosas” acerca del sistema puede
determinarse s6lo después de una mediciéon, dicho enunciado no puede considerar-
se como una descripcion de las propiedades del sistema, sino tinicamente como la
descripcién de las probabilidades de cada resultado posible (outcomes) de una me-

dicion.
3. La medicién es un tipo muy especial de interaccion.

4. Hay una clara distinciéon cualitativa entre el observador y el sistema observado.
Esta distincion se presenta cuando el observador y lo observado se rigen por fisicas
distintas —fisica cldsica para el observador a nivel meso/macro, fisica cudntica para

el sistema a nivel micro.
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5. Los estados no son portadores de propiedades fisicas sino que simplemente son las
herramientas mas eficientes para determinar o calcular predicciones para posibles
mediciones. No se trata de predicciones de resultados, sino de predicciones de pro-

babilidades de diferentes resultados posibles.

6. La teoria cuantica es determinista pero con respecto a la evolucién de predicciones
de probabilidades para los resultados de una medicion, no con respecto a la medicién

como tal.

7. Algunas de las incertidumbres que se dan en la teoria, como las previstas por el
Principio de Incertidumbre de Heisenberg, no pueden eliminarse refinando nuestras

mediciones.

A continuacion hablaremos acerca del teorema Kochen-Specker y su importancia para
el proyecto topos tedrico. En el proximo capitulo regresaremos a esta discusion para

revisarla con mayor detalle.

2.4 El teorema Kochen-Specker

Uno de los teoremas limitativos mas importantes de la fisica cudntica es el teorema
Kochen-Specker. Es un resultado acerca de teorias cuanticas de variables ocultas, i.e. teo-
rias que completan la descripcién (las funciones de onda) de la realidad fisica segun la
formulacién estandar de la teoria cuantica por medio de anadir ciertas variables adicio-
nales, también llamadas variables ocultas. Kochen-Specker (1967) muestran que en estas
teorias no es posible una asignacion funcional en la que a cada observable le corresponde
una cantidad determinada como valor. Las implicaciones de este teorema representan un
reto importante para los tedricos de topos cuanticos que prentenden que la reformulacion
de la teoria cuantica sea mas realista. El problema principal que Kochen-Specker plantea
al proyecto topos tedrico es la consecuencia de que ni en la teoria cuantica estandar ni
en las teorias de variables ocultas se cumple que todas las proposiciones fisicas tienen un
valor de verdad. Veamos como se aborda este problema desde la propuesta; en la expo-
sicion de Flori, la comprension del teorema Kochen-Specker y sus consecuencias depende
de dos ideas: la funcién de evaluacion y la condicién de composicion funcional.

Una funcion de evaluacion es un mapeo que a cada cantidad fisica le asigna su valor, y
es tal que satisface determinadas condiciones de consistencia que discutiremos méas abajo.
En el caso de la fisica clasica, las cantidades fisicas se representan con funciones que van
del espacio de estados a los nimeros reales. Asi, cada cantidad fisica A se representa
con una funciéon f4 : S — R de manera que para cada estado s; € S del sistema,
fa(si) € R representa el valor de A dado el estado s;; en consecuencia, a cada cantidad

A le corresponde una y sélo una funcién f,. Lo anterior implica que una funcién de
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evaluacion para la fisica clasica se define, para cada s;, como el mapeo Vi, : O — R,
donde O es el conjunto de observables (cantidades fisicas), de forma que para cada A € O

tenemos que

A= Vi (A) = fa(si)
donde Vj,(A) representa el valor de la cantidad fisica A dado el estado s;.

La condicién de consistencia que las funciones de evaluaciéon deben cumplir recibe el

nombre de condicion de composicion funcional (FUNC): para toda h : R — R, ocurre que

donde h(A) € O se define en términos de composiciéon de funciones:
fa h
h(A):=hofs: S >5R—=R

Lo anterior implica, por ejemplo, que si A representa la energia y h es una funcién que
arroja el cuadrado del valor utilizado como argumento —i.e. si h(A) = A%*—, entonces
“Vi,(h(A)) = h(V,,(A))” significa que “el valor del cuadrado de la energia es igual al

cuadrado del valor de la energia”.

Si la teoria cuantica ha de imitar a la teoria clasica, debemos adaptar la definicién
de funcion de evaluacién como sigue: para el caso cuantico, una funcién de evaluacion es
un mapeo V : O — R, donde O es el conjunto de los operadores autoadjuntos sobre el
espacio de Hilbert, tal que (i) que para cada A€o, V(fl) € R representa el valor del
operador A; y (ii) para toda h: R — R, V(h(A)) = h(V(A)).

;Exactamente qué es h(A)? Sea |¢p) € H un eigenvector'® de A. Dado que para
cualquier funcién polinomial*! @ tenemos que Q(A)|¢> = Q(a)|¥), se puede definir, para
cualquier h : R — R, que h(A)|¢)) = h(a)|1)). Para generalizar lo anterior de manera que
incluya cualquier estado arbitrario (no sélo eigenvectores), se debe tomar en consideracién
que el conjunto de eigenvectores de un operador autoadjunto forma una base ortonormal
para H, lo cual quiere decir que cualquier estado [i)) € H puede escribirse en términos de

esa base. Asi, si tomamos la descomposicién espectral de A como
M
5 U P
m=1

donde M es un conjunto de m indices,{ay, ..., an,} es el conjunto de los eigenvalores de A

y cada P, es el operador de proyeccion sobre el subespacio de eigenvectores con eigenvalor

10Es decir, A[¢)) = alt)), donde a es un escalar.

HPensemos en que A™[)) = a™|)), para toda n.
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a.n, obtendremos, entonces

M d(m) M
WA =Y Nam, 3)(@m, jl = Y hlam)Po
m=1 j=1 m=1
donde j =1,...,d(m) etiqueta aquellos eigenvectores degenerados con eigenvalor comin

-
En el caso cuantico, la condicion de composicion funcional para las funciones de eva-

luacién es una consecuencial? de tres supuestos y un principio (Flori 2013, p. 16):

o Principio estadistico de composicion funcional: dado un operador autoadjunto A
que representa un observable A y dada una funcién f : R — R, para cualquier

numero real a ocurre que
probV (f(A)) = o] = problf(V(A)) = d

e No contextualidad: el valor de cada observable es independiente de cualesquiera otros

observables que se midan al mismo tiempo
o Valor definido: los observables poseen un determinado valor en todo momento

e Realismo de valores: para todo niimero « tal que o = prob(V(fl) = (), a un operador

Ale corresponde un observable A con valor .

Este par de nociones —funcién de evaluacion y principio de composiciéon funcional—
son necesarias para comprender la formulacién del teorema Kochen-Specker que Flori
(2013) ofrece en su texto. En ella podemos detectar que el teorema Kochen-Specker surge

de la incompatibilidad de dos supuestos con respecto a los observables de la teoria cuantica:
o Todos los observables en O tienen, de manera simultanea, un valor determinado.

o Los valores de los observables son mutuamente excluyentes y colectivamente ex-

haustivos.!3

14

Dicha formulacion'* es como sigue:

12G6a B un observable representado por B. El supuesto del valor definido garantiza que el observable
tiene un valor, V(B) = b. Dada f : R — R, obtenemos la cantidad f(V(B)) = f(b) = a. Pero el principio
estadistico de composicion funcional, prob[f(V(B)) = a] = prob[V(f(B)) = a], implica que existe un
operador de la forma f (E) cuyo correspondiente observable tiene, en virtud del realismo de wvalores, el
valor a, de donde f(V(B)) = V(f(B)) de forma tnica, gracias a no contextualidad.

1B«Mutuamente excluyentes” quiere decir que un sélo valor de un observable puede darse efectivamente
a un tiempo dado; “colectivamente exhaustivos” quiere decir que al menos uno de los valores debe darse
efectivamente a un tiempo dado.

1En (Carsten 2018) esencialmente se dice que el teorema Kochen-Specker muestra que existe una
contradicciéon entre no contertualidad, valor definido, y la idea de que existe una correspondencia entre
las propiedades del sistema cudntico y los operadores de proyeccién sobre el espacio de Hilbert del sistema.
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Teorema 2.1 (Kochen-Specker). Si la dimensién de H es mayor a 2, entonces no existe

una funcién de evaluacion V : O — R que satisfaga FUNC para todo Aeo
Esto quiere decir que los siguientes dos enunciados son contradictorios:

1. Todos los observables asociados con operadores de proyeccién en O tienen, de ma-

nera simultanea, un valor.
2. Los valores de los observables cumplen FUNC.

Y una implicaciéon del teorema es que uno o ambos de los siguientes supuestos deben

abandonarse:
1. El conjunto de valores de verdad es {0, 1}

2. FUNC,; pero si abandonamos FUNC, debemos abandonar también algunos o todos

los supuestos desde los cuales derivamos ese principio:

e No contextualidad
« Valor definido

e Realismo de valores

La estrategia'® topos tedrica involucra, como veremos, abandonar la idea de que los
unicos valores de verdad son 1 y 0; se apostara, mas bien, por una légica intuicionista mul-
tivaluada. Por otro lado, abandonar FUNC trae como consecuencia que la teoria cuantica

sea contextuall'®

. En consecuencia, el teorema Kochen-Specker nos dice que el criterio de
realismo R1 que formulamos tras Flori (2013) no se puede cumplir.
A continuaciéon describiremos brevemente la ideas categoristas que dan lugar a la

construcciéon de un topos.

2.5 ;Qué es un topos?

Existen diversas maneras (todas ellas equivalentes)!” de definir un topos. Una defini-
cion'® que resalta la riqueza estructural que debe poseer una categoria para ser un topos

es la siguiente:

15«This is precisely what is done in topos quantum theory. In fact, in this setting the FUNC principle
is conserved, but the set of truth values is replaced by some larger set than simply {0,1} leading to a
multivalued logic. The interpretation we end up with is not strictly realist, due to the multivalued nature
of the resulting logic. However we reach a more realist interpretation of the theory since now it makes
sense to say that values are possessed by quantities in a context independent way” (Flori 2013, p. 24).

6N6tese que si conteztualidad falla, también falla valor definido: si midiéramos dos cantidades (A, B)
y (A, C) y obtuviéramos los valores (a,b) y (a/,c), donde a # a/, entonces no sabriamos qué valor posee
la cantidad A.

17 Algunas de ellas se encuentran en el prefacio de (Johnstone, P., 2002).

8Nuestra presentacion sigue a Goldblatt (1984).
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Definicién 2.1. Un topos 7 es una categoria que cuenta con un objeto terminal, producto

fibrado, exponenciacién y un clasificador de subobjetos.

A continuacién ofrecemos la definicion de cada nocién introducida en la Definicién 1.
Definicién 2.2. Una categoria C se compone de

1. una colecciéon de cosas llamada C-objetos;

2. una coleccién de cosas llamada C-flechas;

3. operaciones que asignan a cada C-flecha f un C-objeto dom(f) (el “dominio” de
f) vy un C-objeto cod(f) (el “codominio” de f). Si a = dom(f) y b = cod(f)

representamos esto como
. . fog.
fira—Db 6 a = b;

4. una operacién que asigna a cada par (g, f) de C-flechas con dom(g) = cod(f), una
C-flecha g o f, la composicion de f y g, donde dom(go f) = dom(f) y cod(go f) =
cod(g), i.e. gof : dom(f) — cod(g), y tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

LEY ASoOCIATIVA: Dada la configuracién
h
RNy NN

de C-objetos y C-flechas, entonces ho (go f) = (hog)o f.

La ley asociativa afirma que un diagrama con la forma

siempre conmuta;

5. una asignacién para cada C-objeto b de una C-flecha 1, : b — b, llamada la flecha
identidad sobre b, tal que
LEY DE LA IDENTIDAD: Para cualesquiera C-flechas f:a —by g:b—c

Lyof=f y goly,=g

i.e. el diagrama
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b
\‘lh\
b —F5—c

conmuta.

Definicién 2.3. Un objeto 0 es inicial en la categoria C si para cada C-objeto a existe

una y s6lo una C-flecha f: 0 — a en C.

Definicién 2.4. Un objeto 1 es terminal en la categoria C si para cada C-objeto a existe

una y solo una C-flecha f:a — 1 en C.

Definicién 2.5. Un producto fibrado de un par de C-flechas a Iy ¢ & b con un codominio

comun es el limite (ver Apéndice 3, p.158) en C para el diagrama

S

f
a —— C

Definicién 2.6. Una suma amalgamada de dos C-flechas b & a2 ¢ es un co-limite (ver

Apéndice 3, p.158) para el diagrama

|

S

Definicién 2.7. Una categoria C tiene exponenciacion si tiene un producto para cualquier
par de C-objetos, y si para cualesquiera C-objetos a y b existe un C-objeto v* y una C-
flecha ev : b* x a — b, llamada morfismo evaluacion, tal que para cualquier C-objeto ¢ y

cualquier C-flecha g : ¢ X a — b, existe una tnica C-flecha g : ¢ — b tal que el diagrama
b* X a

A
X

|
|
|
!
|
gx1a | b
|
|
|
|
|
|
|

Ve

cXa

conmuta, i.e. una tnica ¢ tal que evo (§ X 1,) = g.

Y finalmente,

57



Definicién 2.8. Un clasificador de subobjetos para C es una C-flecha true : 1 — Q del
objeto terminal 1 de C a un C-objeto €2 tal que el siguiente axioma se cumple:
(2-AXI0MA. Para cada monomorfismo f : a — d existe una tnica C-flecha x; : d — 2 tal

que

S8

%
Xf

true

—

=2

o)

es un producto fibrado. La flecha y; se llama morfismo caracteristico'® del monomorfismo

f (el subobjeto de d). La flecha true puede denotarse como T.

2.5.1 Un ejemplo y algunas propiedades de los topos

A manera de ejemplo, la categoria Sets (donde los objetos son conjuntos y los mor-
fismos son funciones entre conjuntos) es un topos.

Su objeto inicial es el conjunto vacio, ya que existe una y sélo una funciéon que va del
conjunto vacio a cualquier conjunto; y su objeto terminal es el conjunto unitario, ya que
existe una y s6lo una funciéon que a cada conjunto le asigna su correspondiente unitario. El
producto cartesiano se puede describir a partir del producto fibrado y, de igual manera,
la operacion de unién se puede describir a partir de la suma amalgamada. Contamos
con exponenciaciéon en Sets ya que b* se ve como el conjunto de funciones con dominio
a y codominio b y siempre podemos preguntar cémo cierta funcién de b* evalta cierto
elemento de a. Y, finalmente, el clasificador de objetos en Sets es cualquier conjunto de
dos elementos, por ejemplo el conjunto 2 = {0, {0}}, sobre el cual puede construirse la
funcion caracteristica de cualquier subconjunto, misma que logra capturar el morfismo
true.

Como sabemos, la teoria de conjuntos es y ha sido ampliamente utilizada para forma-
lizar los conceptos de la mayoria de las teorias matematicas modernas. Sets es, entonces,
una reformulacion topos tedrica de la teoria de conjuntos —en el mismo sentido en que
pretenderan Isham, Doring, Flori, et. al. que hay una reformulaciéon topos teodrica del
formalismo de la mecanica cuantica.

No obstante, en cuanto topos, Sets posee caracteristicas que arrojan luz sobre las
posibles teorias de conjuntos que uno podria, en principio, formular. Esto es asi ya que
la teoria de topos permite estudiar la estructura fundamental de conceptos matematicos
asociados con un grado de generalidad y expresividad tal que ocurre, de manera general,

que todo topos tiene un lenguaje y una légica interna que lo caracteriza, y esa logica es,

9Este tipo de morfismos se comportan como las funciones caracteristicas en teoria estdndar de con-

juntos: dado un subconjunto A C D, definimos la funcién caracteristica de A como x4 : D — 2, donde
lsize A

2 =1{0,1} con la regla xa(z) =

{0,1} glaxa() =9 o ¢ A
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al menos intuicionista. ;Qué tipo de logica esta asociada, por ejemplo, al topos Sets? Por
como esta construida —especialmente por como esta definido el clasificador de subobjetos
que posee—, Sets tiene asociada una logica booleana, pero perfectamente podriamos
hacer los ajustes necesarios para que tuviera una légica intuicionista u otra légica no
clasica y estudiar, entonces, qué ocurre con nuestra concepcion de los conjuntos tras
revisar diferentes maneras de formular teorias para éstos.

Si lo anterior se debe a propiedades o caracteristicas topos tedricas, es facil ver la
motivacién para encontrar una reformulacion topos tedrica de la mecanica cuantica: uno
podria ver cuales son los requisitos minimos e indispensables con los que debe contar una
teoria cuantica para modelar adecuadamente los fenémenos que estudia y aprender mas
al respecto de lo que debe o no incluirse en una teoria de esta naturaleza.

A continuacién nos introduciremos al formalismo topos teérico propuesto por Isham
y Déring (2007a, 2007b, 2007¢, 2007d). En un momento posterior de nuestro trabajo

revisaremos la variante que Flori (2008) extrae de aquéllas referencias.

2.6 El topos cuantico Sets’®)™

Doring, Isham, Flori et al. quieren ofrecer una reformulaciéon de la teoria cuantica
proporcionando un marco matematico topos teérico. Pero uno de los fines expresos que

“mas realista”, que “se vea mas como” fisica

persiguen es que dicha reformulacion sea
clasica: «use topos theory to redefine the mathematical structure of quantum theory in such
a way that it ‘looks like’ classical physics»(Flori 2011, p.2). Ellos creen que esta maniobra
tiene la doble ventaja de (i) no ofrecer un rol fundamental a alguna nocién de continuo, y
(ii) que se puede asignar un valor de verdad determinado a las proposiciones sin necesidad
de invocar conceptos como “medicién” u “observador”. Para determinar una respuesta a
la pregunta “;cudl es la estructura subyacente que hace que la fisica clasica sea una teoria

realista?”; ellos proponen una estructura compuesta por los siguientes elementos:

1. Un espacio de estados S.

2. Cualquier cantidad fisica A es representada por una funcion f4 : S — R que va del

espacio de estados a los niimeros reales.

3. Cualquier proposicién de la forma A € A (el valor de la cantidad A estd en el
subconjunto A C R, que es un conjunto Borel) se representa por medio de un
subconjunto de S, a saber, el subespacio para el cual la proposicion es verdadera:
11 (A) = {s € S| fa(s) € A}. La coleccién de todos esos subconjuntos forma un
algebra booleana Sub(.S).

4. Los estados 1 se identifican con los homomorfismos booleanos 1 : Sub(S) — {0, 1},

donde 0 y 1 se identifican con “falso” y “verdadero”, respectivamente. A cada sub-
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conjunto £ ' ({A}) se le asocia una funcién caracteristica x aca : S — {0, 1} definida
por

1 si fA(S) €A
XAeA(S) = '
0 en caso contrario
de tal forma que, dado un estado s, cualquier proposicién sobre el valor de una

cantidad fisica en ese estado es o verdadera o falsa.

En la teoria cuantica estandar, los analogos de los constructos matematicos recién

descritos son:
Q1. El espacio de estados representado por el espacio de Hilbert H.

Q2. Una cantidad fisica A se representa por medio de un operador autoadjunto A:H—
‘H actuando sobre el espacio de Hilbert.
Q3. Una proposicién A € A se representa por medio del operador de proyeccién E[fl €

A] que proyecta sobre el subconjunto A N sp(A) del espectro sp(A) de la cantidad

A. La coleccién de todas esas proposiciones forma una logica no distributiva.
Q4. Un estado 1 es un vector en el espacio de Hilbert.

Con base en esta propuesta de una caracterizacion realista de la fisica clasica, Doring,
Isham, Flori et al. afirman que la razén por la cual el “no realismo” emerge como con-
secuencia directa en la teoria cuantica estandar es que la logica de las proposiciones es
no distributiva. Si buscamos una reformulacién topos teérica, deberemos hallar un topos
cuya logica de proposiciones sea distributiva. Las logicas distributivas emergen de forma
natural en cualquier topos de manera similar a como las dlgebras booleanas emergen de la
teoria de conjuntos. Asi, el problema de encontrar un topos compuesto por los elementos
de la teoria cuantica estandar recién descritos y que ademas evite el “no realismo” de
alguna manera, se soluciona, segun ellos, mediante la nocién de contexrtos —misma que
mas bien convierte la reformulacion en “Neorrealista”, como veremos.

Debido a que el famoso teorema Kochen-Specker?® asegura que la teoria cudntica

estandar es contextual, la tinica manera de obtener un topos con los elementos Q1-Q4

20El teorema prueba que hay una contradiccién entre dos supuestos bésicos de las teorias cudnticas
de variables ocultas que pretenden usarse para reproducir los resultados de la mecanica cudntica; dichos
supuestos son: (a) que todas las variables ocultas que corresponden a observables de la mecénica cudntica
tienen un valor definido en cualquier momento; y (b) que los valores de dichas variables son intrinsecos e
independientes del aparato con el que los medimos. Tal contradicciéon ocurre debido a que los observables
de la mecdnica cudntica no necesariamente son conmutativos, de forma que es imposible (si la dimensién
de H es al menos 3) incrustar todas las subédlgebras conmutativas del dlgebra de observables en una dlgebra
conmutativa que se asume que representa la estructura clasica de las teorias cuanticas de variables ocultas.

El teorema de Kochen—Specker demuestra que es imposible que los observables de la mecénica cuantica
representen elementos de la realidad fisica; es decir, excluye a las teorias de variables ocultas que requieren
que los elementos de la realidad fisica sean no contextuales, i.e. independientes de los arreglos de la
medicién. Asi, no podemos asignar valores a todas las cantidades fisicas y preservar, al mismo tiempo, la
relacién funcional que hay entre ellas.
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es definiéndolos con respecto a las subdlgebras conmutativas (de contextos) del algebra
no conmutativa B(#H) de todos los operadores acotados sobre el espacio de Hilbert. El
conjunto de dichas dlgebras conmutativas (algebras abelianas de von Neunmann, de hecho)
forma la categoria de contextos V(H) y dichos contextos representan “fotografias” cldsicas
de la realidad o “visiones (cldsicas) del mundo”.

Para garantizar la conmutatividad, Doring, Isham, Flori et al. utilizan algebras de
von Neumann V' ya que la transformada de Gel'fand V' — C(X,,) mapea cada operador
autoadjunto A € V con su transformada de Gel'fand A : Xy — C, definida por A\ —
A(N) := M(A), donde im(A) = sp(A). A &y, se le conoce como el espectro de Gel’fand de
V, i.e. el conjunto de funcionales lineares multiplicativos®® X\ : V' — C de norma 1.

Es en este punto donde aparece la teoria de categorias:

Definicién 2.9. La categoria V(H) de algebras abelianas de von Neumann se compone
de:

« objetos: las subalgebras abelianas de von Neumann que se obtienen del algebra B(H)

de todos los operadores acotados en H.

o morfismos: dadas dos algebras V' y V7 existe una flecha iyy, : V. — V7 siy sélo si
Vcvn

Asi, la categoria V() corresponde a un conjunto parcialmente ordenado bajo inclusién
(C). Sobre ella se puede construir el topos que perimte obtener descripciones clasicas
locales de los objetos: el topos de los prehaces sobre V(H), denotado como Sets” ™)™
Definicién 2.10. Sean C y D dos categorias. Un prehaz es un functor contravariante tal
que a cada D-objeto A le corresponde un C-objeto X (A), y a cada D-flecha f : A — B
le corresponde una C-flecha X (f) : X(B) — X(A) tal que (1) X(14) = 1x) y (i)
X(fog)=X(g)o X(f) para toda g : C' — A.

Asi, la coleccién de todos esos functores contravariantes que van de la categoria base

op 1 s s ’
V™ con el que se describira la teoria

V(H) a la categoria Sets forman el topos Sets
cuantica.

Un punto de inflexién en el proyecto de Doring, Isham, Flori et al. es la intima conexién
entre los topos y la légica. La manera en que definen qué es una teoria fisica en el marco

topos tedrico involucra dichas ideas directamente, pues:
1. cada sistema fisico S tiene un lenguaje local £(.S) asociado;

2. se debe encontrar una representacién de £(S) en un topos apropiado 7, dentro de

cuyo marco se formulard e interpretara la teoria, en tanto aplicada a Sy

21Un funcional X : V' — C es linear si A(az+by) = aX(z)+bA(y), y es multiplicativo si A(zy) = A\(z)\(y).
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3. dado que cada topos tiene un lenguaje interno asociado, resulta que una teoria
fisica consiste en encontrar una traduccién o representacién de £(.S) en términos

del lenguaje interno del topos en cuestion.

Es decir que debido a que cada topos tiene un lenguaje asociado que codifica la légica
intuicionista?? (y viceversa), el papel que tiene la lgica para definir qué es una teorfa
fisica resulta determinante. Esto es reminiscente, de alguna forma, de las logicas cuanticas
—mismas que Putnam y otros estudiaron en los 80’s para tratar de arrojar luz sobre la
mecanica cuantica—, pero definitivamente se trata de un esfuerzo distinto, como veremos.

Por lo anterior, dado un sistema fisico S con lenguaje local £(.S), deberemos encontrar
una representacién de cada tipo de objeto de £(S) en un topos 7 apropiado para modelar

al sistema dentro del marco topos tedrico. L(S) se compondré, al menos, de:

1. El objeto espacio de estados, cuyo tipo de simbolo es Y, y el objeto valor de una
cantidad, cuyo tipo de simbolo es R (algo similar a R pero més general). En un

topos 7, los objetos ¥ y R son la representacion de ¥ y R, respectivamente.

2. El conjunto de simbolos de funciones Fr5)(X,R) = {¥ — R}, donde cada can-
tidad fisica es representada por un simbolo A; : ¥ — R. En un topos 7, estas
cantidades fisicas son representadas por medio de las 7-flechas A : ¥ — R y dicha

representacion es fiel pues se requiere que A — A sea uno a-uno.

3. Los valores de las cantidades fisicas, que se definen como términos de tipo R con
variables libres s de tipo ¥; es decir que A(s) es el valor de una cantidad fisica
A:Y =R e Frg(E,R)={X = R}. La representaciéon de dichos términos en un

topos se da a través de objetos de tipo R.

4. El objeto € que codifica los valores de verdad que pueden asignarse a la logica inter-

na. La representacion de este objeto en un topos 7 es el clasificador de subobjetos

Q.

5. Las proposiciones A € A se escriben como términos de tipo P(X). La representacion
de las proposiciones en un topos 7 estd dada por elementos de P(X) (subobjetos del

objeto espacio de estados).

Lo anterior vale para un lenguaje local £(S) de un sistema S y un topos 7. Veamos
cémo ocurre esto en el caso particular de los sistemas cudnticos y el topos Sets¥™™ que
proponen Doring, Isham, Flori et al.

El analogo topos tedrico del espacio de estados se define como sigue:

Definicién 2.11. El prehaz espectral 3 es el functor covariante que va de la categoria

V(H)? a la categoria Sets definido como:

22De manera méas precisa, un topos puede verse como la representacién de la légica intuicionista (de
orden superior).
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« Objetos: dado un objeto V en V(H)?, el conjunto asociado X(V) = X, se define
como el espectro de Gel’fand de la subalgebra conmutativa de von Neumann V/, i.e.,

el conjunto de todos los funcionales lineares y multiplicativos A : V' — C tales que

A1) =1,

+ Morfismos: dado un morfismo iy, y : VI — V (i.e. que VI C V en V(H)?) , la
funcién asociada X(iy, v ) : X(V) — X(V7/) esta definida para todo A € X(V') como la
restriccién del funcional A : V' — C a la subalgebra V/ C V, i.e. X(iv,v)(A) :== Ay

op 7
V(#H) , se representan a través

Las proposiciones, i.e. los objetos de tipo P(X) en Sets
de los operadores de proyeccion en la teoria cuantica y en nuestro topos se identifican con
los subobjetos clopen®® del prehaz espectral. Un subobjeto clopen S C X es un objeto
tal que, para cada contexto V € V(H)™, el conjunto S(V') es un subconjunto clopen de
=(V).

Las proposiciones se definen a través de un proceso llamado daseinizacion, que con-
siste en aproximar los operadores de forma tal que encajen en cualquier contexto V' que
haya sido dado, de forma que cualquier proposiciéon que uno quiera estudiar deberd ser
considerada dentro de (con respecto a) cada contexto V' € V(H). La daseinizacién externa

50(]5) del operador de proyeccién P esté definida en cada contexto V como sigue:

A

0°(P)v = \{R € P(V)| R > P}

de forma que para cada operador de proyeccion existe una coleccién de operadores de

proyeccion daseinizados, una para cada contexto V', i.e.:
P {0°(P)y |V € V(H)}

La transformada de Gel’fand asigna a cada operador Pe P(V) un mapeo P : &, — C
que toma un valor en {0,1} C R C C ya que P es un operador de proyeccién; asi, P es

una funcion caracteristica del subconjunto Sp C X(V') definido como
Spi= {A € D(V) | PO = A(P) = 1}
En el topos Sets¥™ | la representacién de Q se identifica con el siguiente prehaz:

Definicién 2.12. El prehaz Q €SetsV™ se define como sigue:

1. Para cada V € V(H), el conjunto Q(V) se define como el conjunto de todos los

tamices®! (sieves) sobre V.

23En topologia, se le llama clopen a todo conjunto que sea tanto abierto como cerrado.
24Un tamiz (sieve) sobre un conjunto parcialmente ordenado, en nuestro caso V(H), se define como

Definicién 2.13. Para toda V € V(H), un tamiz S sobre V es una coleccién de subdlgebras V7 C V tal
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2. Dado un morfismo iy, : V/ — V| la funcién asociada es Q(iy,v) : Q(V) — Q(V7)
donde S +— Q(ivy)(S) :={Vn CVr|VnreS}

Los valores de verdad se identifican con los elementos globales del prehaz ) —i.e.
una coleccion de elementos locales en {2, para cada V. El elemento global que consiste
por completo de tamices principales se interpreta como “totalmente verdadero”, mientras
que el elemento global que consiste por completo de tamices vacios se interpreta como

“totalmente falso”.

2.7 Problemas filoso6ficos

El problema filoséfico mas grande que observo en la propuesta topos tedrica es la
nocién de realismo con la que califican a su propuesta (una aproximacién “mas realista”).
Doring, Isham, Flori, et al. consideran que aunque el término “realista” es infinitamente

debatible, el uso que le dan los fisicos corresponde a las siguientes creencias:

1. La idea de una “propiedad del sistema” (i.e. “el valor de una cantidad fisica”) es

significativa y representable en la teoria

2. Las proposiciones sobre un sistema se modelan con logica booleana, especialmente

porque los humanos pensamos con légica booleana

3. Existe un espacio de “microestados” tal que especificar un microestado lleva de
forma inequivoca al valor de verdad de cada proposicion acerca del sistema. La
existencia de tal espacio de estados es una manera natural de garantizar que los dos

puntos recién anotados se cumplan.

De acuerdo con ellos, la fisica clasica cumple estos tres puntos y la teoria cuantica carece
de una interpretacién realista, en esas lineas, debido al teorema Kochen-Specker.

Me parece que un problema importante de adoptar esta nociéon de realismo es tratar
de imponer condiciones booleanas a la logica subyacente de la teoria; creo que eso no la
hace ni més ni menos realista que otra teoria cuya légica subyacente fuera otra aunque
adecuada para modelar determinadas situaciones.

Un segundo problema es justificar la idea de que contextualizar la teoria cuantica es
una maniobra adecuada para describir los fenémenos cudnticos. La estrategia de contex-
tualizacién obedece al interés de tener “fotografias clasicas (booleanas)” de fenémenos no
clasicos y surge la pregunta, naturalmente, de qué tan fidedigna serd una teoria compuesta

de esta clase de contextos.

que: si Vi€ Sy Vir C V1, entonces Vi1 € S; asi, S es un conjunto cerrado hacia abajo (downward closed
set).

El tamiz maximal o principal sobre V es | V :={Vr € V(H)|VICV}.
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Un tercer problema de la propuesta topos tedrica es que ella no ha atentido el problema
de la medicién, tan importante y limitativo en la filosofia de la fisica cuantica y en las
teorias cuanticas mismas. Si no existe un tratamiento para este problema, dificilmente se
puede convencer a la audiencia de que esta propuesta de reconstruccion matematica es
atractiva y esclarecedora. En el siguiente capitulo de este trabajo discutiremos los puntos

que aqui hemos mencionado.
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Capitulo 3

Realismo, clasicidad y

contextualidad en los topos cuanticos

3.1 Introducciéon

Frente a las peculiaridades de la teoria cuantica y las dificultades que tenemos para
interpretarla, Chris Isham, Andreas Doring, Cecilia Flori y otros tedricos de los topos
cuanticos se han embarcado en un proyecto matematico y filosofico bastante original.
El proyecto de los tedricos de los topos cuanticos persigue una reconstruccién (o una
reorganizacion) del aparato matematico de la teoria cudntica en términos categoristas,

V)™ de los prehaces entre la categoria V(H)

especificamente en términos del topos Sets
de subéalgebras abelianas de Von Neumann y la categoria de conjuntos Sets, que también
es un topos. La finalidad de este proyecto es filoséfica: dar con una lectura mas realista de
la teoria cuantica a través de un aparato categorista que garantice aproximaciones clasicas
hacia fenémenos cudnticos (no clasicos).

En este capitulo cuestiono exactamente qué cuenta como una lectura “mas realista”
de la teoria cuantica y en qué sentido son “clasicas” la aproximaciones hacia fenémenos
cuanticos, pues estos son los conceptos filoséficos mas importantes del proyecto de los

topos cuanticos.

3.2 Realismo y contextualidad

Isham, Doring y Flori hablan, por un lado, de una idea de realismo que involucra
(i) que la idea de una propiedad del sistema fisico (el valor de una cantidad fisica) es
significativa y representable en el topos Sets¥*)™ (ii) que las proposiciones sobre un
sistema fisico se modelan con légica booleana (clasica) y (iii) que existe un espacio de
microestados tal que especificar un mictroestado lleva de forma inequivoca al valor de

verdad de cada proposicion acerca del sistema.
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Por otro lado, Isham, Doring y Flori hablan de una idea de contextos en la teoria
cuantica de topos que ellos proponen, pues tienen en mente que cada elemento de la
teoria cuantica es definido como la colecién de descripciones “dependientes de contexto”
que hacen las veces de una fotografia cldsica o booleana (classical snapshot) de fenémenos
cudnticos (no clasicos). Estos contextos son las subédlgebras abelianas de Von Neumann que
forman la categoria poset V(#H) bajo inclusion. Asi, aunque dentro del topos cudntico se
estd definiendo la teoria cuantica en términos de fotografias clasicas, la informacion global
de los fendémenos cuanticos se pone de vuelta en su lugar por la estructura categorista de
la coleccion de todos los contextos (fotografias clasicas V' € Obyyy).

El teorema Kochen-Specker parece implicar que la teoria cudntica es contextual, pues
los valores de las cantidades dependen de qué otras cantidades se estan midiendo al mismo
tiempo. Pero la contextualidad de la teoria cuantica de topos es de otro tipo, si bien se
desprende del teorema Kochen-Specker; este teorema nos prohibe definir valores para
todas las cantidades al mismo tiempo y de manera consistente, pero permite asignar
valores a subconjuntos conmutantes de cantidades. Estos subconjuntos son las fotografias
clasicas ya que todas las peculiaridades de la teoria cuantica surgen de operadores no
conmutantes (e.g. posicion y momento: [Z, p] = ih).! Asi, con respecto a estas fotografias
clasicas (contextos), la teoria cudntica se comporta de forma cldsica, es la coleccién de

aproximaciones clasicas en el topos cuantico.

3.3 Clasicidad(es) y otras preocupaciones

La estrategia de Isham, Doring y Flori es interesante. Parece, segin lo que proponen,
que al organizar la informacion (las matematicas) de la teoria cudntica con herramientas
topos tedricas desaparece (aunque solo si nos fijamos en un tipo de contexto) la separacion
entre la fisica clasica y la fisica cudntica (no clésica), pues ellos entienden que una teoria
fisica clasica (que, ademéds, se modela en términos categoristas) debe tener a) un espacio
de estados, b) valores para todas las cantidades fisicas y ¢) una logica interna clésica o

booleana. Puesto que SetsV(®)™

codifica las distintas algebras de operadores acotados
a un espacio de Hilbert en términos del topos Sets, cuya légica interna es clasica, hay
garantia de que el resultado de evaluar un contexto V' € Oby,y) es una descripcién con
una légica interna clasica. Ademds, al utilizar (i) el prehaz espectral ¥ : V(H) — Sets
como el espacio de estados cudnticos; y al utilizar (ii) el prehaz Q : V(H) — Sets y la
transformacién natural T : 1 — € con componente Ty : {*} — Q(V) (el tamiz principal

H)P

1V sobre V' € Obyy)) como clasificador de subobjetos, se sigue que Sets¥( cumple

las caracteristicas a), b) y ¢) de una categoria de teorias fisicas clasicas.

LAqui “peculiaridades de la teoria cudntica” se refiere a las relaciones limitativas fundamentales que
hay entre pares de operadores no conmutantes de un sistema fisico segin el Principio de Incertidumbre
de Heisenberg para posicién y momento.
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Sin embargo, mi preocupacion con respecto a esta propuesta es triple: (i) hay poco
cuidado en el manejo del término cldsico, pues se utiliza como apellido para teorias y
fenémenos fisicos y para las logicas internas booleanas; (ii) la concepcién de realismo
utilizada implica que las teorias con légica interna no booleana no son teorias realistas (asf,
la teoria estandar con la logica cuantica de Birkhoff y Von Neumann no seria una teoria
realista, lo cual no ha sido suficientemente motivado); y (iii) suponiendo que los teéricos de
los topos cudnticos obtuvieron una presentacién de una teoria cudntica completa (i.e. que
tiene valores para todas las cantidades fisicas), cosa que no es el caso pues explicitamente
dejan fuera a los contextos con cantidades fuertemente incompatibles, eso entraria en
conflicto con teoremas limitativos como el teorema de Bell y el teorema Kochen-Specker.

En primer lugar, vale la pena distinguir la clasicidad fisica de la clasicidad l6gica.

La clasicidad loégica suele describirse en términos de conectivas bivalentes veritati-
vo-funcionales que satisfacen principios légicos clasicos como tercero excluso y ambas
direcciones de doble negacion; matematicamente, identificamos la logica clasica con la
logica inducida por un algebra booleana B. En ese sentido, diremos que Isham, Déring y
Flori hablan de booleanidad cuando hablan de la clasicidad logica.

Por otro lado, la clasicidad fisica suele describirse en términos de completitud fisica
y determinismo, mas que en términos de booleanidad; suele decirse que las teorias fisicas
clasicas (como la mecénica cldsica) son completas (asignan valores a todas las cantidades
fisicas) y deterministas (dado cierto conocimiento del pasado, como las condiciones ini-
ciales de un sistema, se puede predecir con exactitud el estado futuro del sistema).? Sin
embargo, la teoria cudntica o ciertas formulaciones de la misma pueden ser incompletas
(por el teorema Kochen-Specker) e indeterministas (a partir de conocer el estado de un
sistema, solo podemos predecir la probabilidad de que dicho sistema se encuentre en cierto
estado u otro en el futuro). En ese sentido, diremos que Isham, Déring y Flori hablan de
completitud fisica y determinismo cuando hablan de clasicidad fisica.

En segundo lugar, la concepcién de realismo utilizada por Isham, Déring y Flori es una
aplicacion del principio de Michael Dummett (1978, cap. 10) a las teorias fisicas, mismo
que afirma que cuando uno es realista con respecto a los elementos de un dominio parti-
cular de discurso se esta, por tanto, comprometido a utilizar logica clasica para razonar
dentro de ese dominio. Este principio estd motivado por la idea de que tercero excluso
codifica una forma de realismo, en tanto que requiere que la disyuncion de cualquier pro-
posicién con su negacion sea verdadera, de forma que este principio impide que el mundo
sea indiferente al valor de verdad de cualquier proposicién dada (como un realismo de
valores de verdad).

Sin embargo, dicha motivacién es bastante endeble pues (i) tercero excluso por si

2Nétese que el criterio de localidad no es distintivo de la fisica clasica, pues la teorfa newtoniana de la
gravitacion es no local (donde que una teoria sea local quiere decir que la medicién de las propiedades de
un sistema en una regién espacio-temporal no afecta el valor de las propiedades de otro sistema en otra
regién espacio-temporal).
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mismo no es suficiente para obtener la logica clasica —hay logicas no clasicas que cumplen
este principio, como la légica cudntica de Birkhoff y Von Neuman—; (ii) la ausencia de
tercero excluso no necesariamente implica algin tipo de indeterminismo, en el sentido
en que alguna proposiciéon no tenga un valor determinado (o determinable) de verdad
(como ciertas lecturas intuicionistas de la légica y las matematicas); y (iii) si bien Isham
y Déring afirman que la condicién de booleanidad es deseable porque los seres humanos
pensamos de manera booleana (cosa que es cuestionable), no hay una razén obvia (o un
principio antrépico) para que la realidad fisica se comporte de manera coincidente con el
pensamiento humano.

Y en tercer lugar, es importante monitorear si el proyecto de los topos cuanticos
entra en conflicto con alguno de los teoremas limitativos (no go theorems) de la teoria
cuantica. Las subdlgebras de operadores acotados a un espacio de Hilbert pueden no
inducir una légica booleana, sino una logica ortomodular, por ejemplo, de forma que al
seleccionar aquellas algebras de Von Neumann que son abelianas y distributivas, Doring,
Isham y Flori nos conducen irremediablemente a una estructura algebraica booleana en

op . . ’
V(W)™ Esta maniobra, a mi entender, esta

Sets, el codominio del topos de prehaces Sets
motivada por la preocupaciéon de no contradecir el teorema Kochen-Specker; sin embargo:
a) me parece que la tnica razén por la que no se viola este teorema es porque no se
contemplan los “contextos peculiares” (subalgebras V' € Obyy 3 que contienen operadores
no conmutantes) en la aproximacién clasica de SetsV™)™ a la teorfa cuéntica, cosa que
trivializa el proyecto; y b) no queda claro si hay algtn otro teorema limitativo (por ejemplo,

el teorema de Bell) que pueda violarse al utilizar la reconstruccion de SetsV(®)”

3.4 Neorrealismo

Con frecuencia, Isham, Doring y Flori llaman Neorrealismo al tipo de realismo que
proponen en su proyecto. En su revision del proyecto, Benjamin Eva (2017) caracteriza
con tres criterios la propuesta de realismo para teorias fisicas propuesto por Isham, Doring
y Flori, y muestra que el proyecto de los topos cuanticos no logra satisfacer estos criterios
pero satisface otros, muy similares, que caracterizan al asi llamado Neorrealismo en los

topos cuanticos. Los criterios para las teorias fisicas realistas son:

PROP: Una propiedad de un sistema fisico (el valor de una cantidad fisica) es

significativa y representable en la teoria.

BOOLE: En cualquier teoria fisica realista las proposiciones sobre el sistema fisico

se manejan utilizando légica booleana.

STATE: Se requiere la existencia de un espacio de microestados tal que la espe-
cificacion de un microestado conduce inequivocamente al valor de verdad de cada

proposicion sobre el sistema fisico.
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PROP parece ser una buena condicién que imponer al ofrecer una propuesta de
realismo de teorias fisicas, pues es tan solo natural esperar que una teoria realista nos
permita hablar sobre cierta cantidad fisica () asociada a un sistema fisico S, i.e. hablar
sobre el valor de ) para S. De hecho, uno de los problemas de interpretacion de la
teoria cuantica consiste, precisamente, en qué es lo que uno deberia decir sobre aquellas
cantidades fisicas que son representadas por operadores autoadjuntos para los cuales el
estado de un sistema no es un eigenestado (este es el problema de reconciliar la teoria
cuantica con PROP).

Hemos hablado ya de BOOLE y su relacion con una posicion realista a través del
principio de Dummett. Aqui hay un punto importante: si bien hay razones para rechazar
BOOLE, es verdad que debe haber alguna restriccion estructural a la logica de una teoria
fisica realista, pues hay logicas, como la légica cuantica (que no es distributiva), que sufren
de problemas que hacen que su estatus de “logica” sea dudoso (p. ej. la légica cuantica
generalmente carece de un teorema de la deducciéon y no permite definir el condicional
de forma natural o intuitiva®). Parece razonable imponer como condicién que la légica
subyacente de una teoria fisica realista al menos tenga un condicional definido de forma
significativa pero no es del todo necesario que ese condicional esté sujeto a un teorema de
la deduccién —como ocurre en las logicas de la relevancia, que revisaremos en Capitulo
4 de este trabajo. No obstante, lo dudoso que pueda parecerle a alguien que esas logicas
no clasicas llenas de peculiaridades o divergencias son “logicas” genuinas, no prueba nada
a favor ni en contra de ninguna légica y habla tan solo de una falta de familiaridad con
estos sistemas formales.

Y, finalmente, STATE parece bastante intuitivo. La nocién de estado fisico puede
verse como la formalizacién del concepto de “como son las cosas” con respecto al sistema
en cuestiéon y una caracteristica de las teorias fisicas realistas deberia ser que nos dicen,
precisamente, como son las cosas que describen.

Sin embargo, la teoria cuantica de topos no satisface BOOLE ni STATE, segiin Eva
(2017, p. 28). En cambio, satisface los siguientes criterios para una teorfa fisica Neorrea-
lista:

PROP: La idea de una “propiedad del sistema fisico” (el “valor de una cantidad

fisica”) es significativa y representable en la teorfa.

HEYT: Las proposiciones sobre el sistema fisico se manejan utilizando légica in-

tuicionista.

TRUTH: Siempre es posible asignar valores de verdad determinados a todas las

proposiciones fisicas asociadas con un sistema de manera consistente.

V(H)P

Puesto que Sets representa las proposiciones fisicas con subobjetos clopen del

prehaz espectral, Sub.(X) representa un reticulo (lattice) de proposiciones fisicas que, de

3Ver (Malinowski, 1990).
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hecho, forma un algebra de Heyting y, por tanto, tiene asociada la légica intuicionista, por
lo cual debemos reemplazar BOOLE con HEYT. Si bien Sets’™” no cumple BOOLE,
que es estrictamente mas fuerte que HEY'T, la situacién con respecto a la logica de la
teorfa cudntica “ha mejorado”: una ventaja de Sets¥™™ es que la légica que induce
es intuicionista, pues la l6gica intuicionista es més cercana a la légica clasica (y, por lo
tanto, para ellos “mas realista”) que la l6gica inducida por un reticulo ortomodular no
distributivo (i.e. la 16gica cuéntica no distributiva o la ortolégica).

La diferencia entre TRUTH y STATE es que TRUTH no invoca ninguna nocién
de “estado fisico”, pues esta nocién es problematica de acuerdo con el Teorema 2.5.2. en
(Eva 2017, p. 9): el teorema Kochen-Specker es equivalente al hecho de que el prehaz
espectral sobre V(H) (para ‘H con 3 o més dimensiones) no tiene elementos globales. Si
interpretamos el prehaz espectral sobre V(#H) como el espacio de estados de un sistema
cuantico S descrito por el espacio de Hilbert H, e interpretamos de forma correspondien-
te los estados cuanticos individuales como los elementos globales del prehaz espectral,
entonces el teorema Kochen-Specker es equivalente al hecho de que no existan estados
cudnticos para S (que el prehaz espectral no tenga elementos globales).

Eva (2017, p. 32) concluye que decir que la teoria cudntica de topos es una teoria
realista resulta enganoso, pues no se cumplen las condiciones de una teoria fisica realista
(que sus mismos creadores impusieron). Si bien lo que se cumple en el proyecto son las
condiciones que Eva describe, nosotros consideramos que esto no hace que tengamos si
quiera una interpretacion “relativamente realista” de la teoria cuantica; mas bien, creemos
que el proyecto de Isham y Doring fracasa fatalmente debido a las siguientes deficiencias

filosoficas importantes:

o Una filosofia monista de la lo6gica —i.e. que considera que la tinica légica “correcta”,
si queremos ser realistas respecto a nuestras teorias cientificas, es la légica clasica—
que no esta suficientemente motivada y que incluso ha sido descartada en las ltimas
décadas dentro de la literatura de filosofia de la logica en favor de su contraria, la
filosoffa pluralista de la logica (ver, e.g. (Russell 2008) , y (Russell 2018) para otro

caso limite).

o Una completa desatencion, en lo que concierne a filosofia de la teoria cuantica, al
problema de la medicién y a consideraciones de no localidad. Sabemos que el proble-
ma de la medicién —ver (Okén 2014)— es central y distintivo de la teorfa cuantica,
de forma que cualquier interpretacion de ésta deberd dar una solucién (si es posible)
o aceptar las limitantes que este problema conlleva en materia de realismo cientifico
y los limites del conocimiento. El proyecto de Isham y Doring no hace ni una cosa ni
la otra; incluso parece que la inica razén por la que “evita” este problema es porque
se salen de la discusion de la teoria cuantica al dejar fuera los contextos de medicién

de operadores no conmutantes (relaciones de incertidumbre) con tal de recuperar la
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légica clasica (o mas bien intuicionista) y evitar el teorema Kochen-Specker. De esa
misma manera, y en consecuencia, se dejan fuera las discusiones sobre la localidad o
no localidad de la teoria cudntica, que requiere hablar de contextos de medicién de
operadores no conmutantes. En consecuencia, es claro que el proyecto topos tedrico
no esta interpretando la teoria cuantica sino a una especie de fragmento o aproxi-
macién a esta, ni ofrece respuestas a los problemas filosoficos fundamentales de la

fisica cuantica.

No obstante, otros tedricos de topos-cuanticos que divergen de los presupuestos filosofi-
cos, loégicos y matematicos empleados por Isham y Doring, como Olivia Carmello y Cecilia
Flori, podrian ofrecer mejores propuestas para recuperar la teoria cuantica con teoria de
categorias; también, como veremos en el Capitulo 4 con el proyecto de Abrahamsky y
Coecke, hay otras representaciones categoristas de la teoria cudntica que no usan topos
y que son mas neutrales y fieles en su representacion. Esto conduce a cuestionarnos qué
tipo de realismo deberiamos esperar de nuestras teorias cientificas, especialmente si estan
formuladas en términos de teoria de categorias.

Si bien existen multiples propuestas de tesis realistas en filosofia de la ciencia (y en
filosofia de las mateméticas) que podrian responder a la cuestién anterior, hay una pro-
puesta —y aqui pensamos igual que Eva (2016)— que pareceria natural adoptar cuando
se trabaja fisica con teorfa de categorias: el Realismo Ontico Estructural. En lo sucesi-
vo describimos brevemente esta forma de realismo cientifico y nos preguntamos si los
proyectos categoristas (con o sin uso de topos) alrededor de la fisica (cudntica o no) se
beneficiarian de cenirse alguna forma de) el realismo estructural. Como veremos, el prin-
cipal beneficio de esta propuesta gira en torno al problema del cambio teérico, mismo que

es facil encontrar en la historia de la fisica cuantica.

3.5 Neorrealismo topos tedrico vs. realismo 6ntico es-

tructural

Hemos visto, con Benjamin Eva, que la propuesta de realismo en el proyecto topos
tedrico de la reformulacién de la teoria cuantica no sélo es deficiente como tesis meta-
fisica en el contexto de la filosofia de la ciencia —esto es, como pronunciacién en torno
a la naturaleza de la relacion entre nuestras teorias cientificas y lo que estas preten-
den explicar, modelar, acomodar, etc.—, sino que ademas no es satisfecha siquiera por
el topos SetsV(” mismo, pues su légica asociada no es booleana sino intuicionista y
multivaluada, y no es claro si resuelve sus problemas frente al teorema Kochen-Specker.
Ahora nos interesa contemplar si proyectos categoristas similares o paralelos, en torno a
la fisica, pueden beneficiarse de adoptar cierto realismo estructural en lugar de imponer
presupuestos como PROP, BOOLE y STATE.
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Isham y Déring han escrito acerca de lo que para ellos significa dar una teoria fisica.
El enfoque que toman es categorista: piden que los estados fisicos que hacen las veces de
datos de la teoria se acomoden como objetos y que las cantidades fisicas de la teoria sean
morfismos definidos sobre los niimeros reales de forma que se pueda construir proposiciones
acerca del valor de las cantidades fisicas. Este enfoque es adicionado con requisitos que
ya hemos mencionado que nos parecen cuestionables —como que las proposiciones de
la teorias fisicas formen un algebra booleana—, sin embargo, la idea béasica no es poco
razonable: la teoria de categorias le ha permitido a los mateméaticos gozar de un aparato
formal en el cual la informacién mateméatica (objetos y sus transformaciones o morfismos)
se puede organizar, comparar y conectar de manera clara y uniforme, por lo que las
teorias fisicas —entendidas como construcciones mateméaticas— pueden beneficiarse de
estos métodos.

Actualmente, Isham y Doring no estan solos en la propuesta de dar formulaciones
categoristas de teorfas fisicas. En (Landry 2018, ch. 17) encontramos una propuesta para
la construccion categorista de teorias cientificas; tanto ese como otros capitulos contienen
diversos ejemplos provinientes de la fisica. Hay una serie de razones para que la teoria
de categorias aparezca en la escena de la filosofia de la ciencia como un formalismo para,
entre otras cosas, la (re)construccién de teorias cientificas. Por ejemplo, Hans Halvorson

y Dimitris Tsementzis afirman:

[W]e suggest that category theory unifies various approaches to formal philosophy of science,
and shows that some of the debates between various approaches have been misguided. But
most importantly, our proposal is not ideological; i.e. we have no stake in the claim that
category theory is the “one and only correct” approach to scientific theories, much less that
“a scientific theory s a category”. Rather, we are merely sketching a program of research
in formal philosophy of science: we suggest that it might be interesting to think of the
“universe” of scientific theories as a category of categories, more precisely, as a 2-category®

of categories.

Our proposal includes the idea that familiar scientific theories (e.g. Hamiltonian mechanics,
special and general relativity, quantum mechanics, quantum field theory) can themselves
fruitfully be described as categories. (Landry 2018, p. 402)

De forma general, incluso sin comprometernos con (los detalles de) la visién particular
de Halvorson y Tsementzis, parece razonable considerar que en la teoria de categorias
existen los medios formales necesarios para agrupar y estudiar algunas teorias cientificas

de manera uniforme y general.

4Una 2-categoria consiste de una clase de 0-celdas (u objetos) A, B, ..., una clase de 1-celdas com-
puesta por morfismos f,g : A — B, y morfismos « : f = ¢ llamados 2-celdas. La composicién en una
2-categoria se da de forma vertical entre 1-celdas y de forma horizontal entre 0-celdas. Asi, dadas dos
categorias C y D, la 2-categoria Cat(C,D) tiene como objetos (0-celdas) a todos los functores F' : C — D
(y composicién vertical como composicién de functores) y como morfismos (1-celdas) a todas las transfor-
maciones naturales entre los functores (y composicién horizontal como composicién de transformaciones
naturales).
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A nuestra consideracién, una de las motivaciones implicitas detras de planteamien-
tos como el recién mencionado es que la teoria de categorias tiene entre sus virtudes la
capacidad de expresar las propiedades estructurales de un sin fin de construcciones ma-
tematicas. De hecho, la teoria de categorias no sélo ha aparecido en la discusién de los
fundamentos de la matematica como un competidor directo para la teoria de conjuntos,
sino que ademas ha gozado de un interesante recibimiento en la literatura del estructu-
ralismo matemaéatico dado que se cree que ella sistematiza la intuicion filoséfica de que
las matematicas estudian diversos tipos de estructuras formales y sus relaciones. Aqui no
discutiremos esto ultimo.> Ahora mismo estamos interesados en sugerir que la idea de
formular teorias cientificas en términos categoristas empata bien con la tesis del realismo
ontico estructural precisamente porque la teoria de categorias es una teoria acerca de las

estructuras matematicas y sus propiedades invariantes.

3.5.1 Realismo O6ntico estructural

El ya muy conocido Argumento No Milagro de Hilary Putnam sugiere una justificacién
razonable para ser realistas con respecto a la ciencia:

The positive argument for realism is that it is the only philosophy that doesn’t make the
success of science a miracle (1975, 73).

El problema que se suscita, sin embargo, al justificar el realismo cientifico de esta
forma es que se adopta la creencia de que las descripciones de nuestras teorias cientificas
exitosas hablan de la realidad cuando toda la historia de la ciencia muestra evidencias
del cambio teorico, donde muchas teorias son significativamente reformadas y otras tantas
incluso desechadas, de forma que, jcomo pueden ser realistas nuestras teorias cientificas
si sus términos tedricos dejan de referir conforme la ciencia se revisa y se modifica?

El cambio tedrico es un fenémeno en el proceso del pensamiento cientifico que ha
sido objeto de interés en la historia y filosofia de la ciencia de forma sistematica desde
Thomas Kuhn (1962). Como parte natural del proceso de desarrollo de la ciencia, incluso
ha provocado la formulacién del argumento famosamente conocido como Meta Induccion
Pesimista, que nos conmina a no depositar mucho compromiso en nuestras mejores teorias
actuales, pues ellas también seran desechadas por otras mejores. Larry Laudan (1981) lo

presenta como sigue:

L1. Hemos tenido multiples teorias cientificas que fueron empiricamente exitosas en la
historia de la ciencia pero que de forma subsecuente han sido rechazadas y contienen

términos teodricos que, de acuerdo con nuestras mejores teorias actuales, no refieren.

L2. Nuestras mejores teorias actuales no son distintas en naturaleza de aquellas teorias
descartadas, por lo que no tenemos razones para pensar que ellas no seran finalmente

reemplazadas también.

SVéase (Lawvere, 1966), (MacLane, 1986), (Awodey, 1996) y (Hellman, 2003).
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Esto coloca al realista en un impasse: no puede pronunciarse de forma realista acerca
de la ontologia de la teoria y sus términos tedricos porque las teorias cientificas no son
productos terminados o creaciones estaticas, sino que son cuerpos de conocimiento inmer-
sos en dinamicas de desarrollo y revisién constante.’ ;Cémo ser realista ante el cambio
tedrico, entonces?

Si bien hay quien ha objetado que la Meta Induccién Pesimista es falaz 7, una de las
respuestas mejor acogidas en la literatura contemporanea ante el problema de la incon-
sistencia entre el realismo y el cambio tedrico es el Realismo Estructural, desde (Worrall
1989). Esta filosofia admite el Argumento No Milagro y admite que en la ciencia hay cam-
bio tedrico, pero evita la aparente inconsistencia senialando que en el paso de una teoria
T, a otra T,,; generalmente se preservan las partes estructurales aunque los términos
teoricos sufran grandes modificaciones. Dicho de otro modo, aunque pueda perderse el
contenido en el cambio tedrico, hay aspectos formales que se conservan. Asi, uno puede
pronunciarse como realista de los aspectos estructurales preservados sin serlo respecto a

la ontologia particular de las teorias.

John Worrall (1989) introduced structural realism (although he attributes its original for-
mulation to Poincaré). [..] According to Worrall, we should not accept full-blown scientific
realism, which asserts that the nature of things is correctly described by the metaphysical
and physical content of our best theories. Rather we should adopt the structural realist
emphasis on the mathematical or structural content of our theories. Since there is (says
Worrall) retention of structure across theory change, structural realism both (a) avoids
the force of the pessimistic meta induction (by not committing us to belief in the theory’s
description of the furniture of the world) and (b) does not make the success of science (es-
pecially the novel predictions of mature physical theories) seem miraculous (by committing
us to the claim that the theory’s structure, over and above its empirical content, describes
the world) (Ladyman y Ross 2007, p. 93).

Al tiempo que Déring (2007) publicaba su trabajo acerca de la teoria de topos y la
teorfa cuantica Neorrealista, Ladyman y Ross (2007) publicaron su notado libro donde
avanzan el Realismo Ontico Estructural (ROE), en el que se defiende que las estructuras
matematicas son preservadas a través del cambio tedrico y es con respecto a ellas que se
es realista; a lo largo de su exposicién, esta tesis es motivada por medio de numerosas
discusiones en torno a la teoria de la relatividad y la mecanica cuantica ya que uno de
los principales indicadores de que se tiene una buena metafisica naturalizada es que se
pueda dar cuenta de lo que ocurre en la fisica a través de la evolucion de sus teorias y las

explicaciones que ofrecen.

6Ni siquiera podemos decir que estos cuerpos de conocimiento estdn sujetos a un perfeccionamiento
progresivo —que supone que el conocimiento cientifico es acumulativo— ya que en el cambio tedrico puede
darse lo que Heinz Post llamé pérdidas de Kuhn (Kuhn's losses), i.e. que en el proceso de cambio teérico
puede suceder que algiin aspecto exitoso, ya sea tedrico o empirico, de la teoria previa no se traslade a
(o sea incorporado en) la teorfa que la reemplaza.

"E.g. Peter Lewis (2001), Marc Lange (2002) y Magnus y Callender (2004) consideran que se trata de
una falacia del razonamiento probabilista.
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Ontic Structural Realism (OSR) is the view that the world has an objective modal structure
that is ontologically fundamental, in the sense of not supervening on the intrinsic properties
of a set of individuals. According to OSR, even the identity and individuality of objects
depends on the relational structure of the world. Hence, a first approximation to our me-
taphysics is: “There are no things. Structure is all there is”. We of course acknowledge that
special sciences are richly populated with individual objects. Thus, to accommodate their
elimination from metaphysics we will owe a non-ad hoc account of the point and value of
reference to and generalization over objects in sciences other than fundamental physics. We
will argue that objects are pragmatic devices used by agents to orient themselves in regions
of spacetime, and to construct approximate representations of the world (Ladyman y Ross
2007, p. 130).

De hecho, Ladyman y Ross (2007) son muy conscientes de la importancia de que su
propuesta de metafisica naturalizada goce de una relacion saludable con la fisica contem-

poranea y para ello formulan del principio de

Constrenimiento de la Primacia de la Fisica (CPF) Toda hipdtesis de las ciencias
especiales que entre en conflicto con la fisica fundamental, o el consenso que exista en la
fisica fundamental, debe ser rechazada por esta misma razén. Las hipotesis de la fisica
fundamental no guardan esta relaciéon de forma simétrica con las conclusiones de las

ciencias especiales (p.44).

Aunque no es requerido para nuestra discusiéon, CPF motiva un realismo en cascada
que ellos llaman “rainforest realism”, donde los compromisos realistas de la fisica fun-
damental permean hacia el resto de las ciencias especiales. En ese sentido, Ladyman y
Ross (2007 p.37) sostienen que la diferencia méas importante entre la fisica —o al menos
aquella parte de la fisica que podemos llamar “fundamental”— y otras ciencias es que ella
es mucho méas abarcante que aquéllas, tiene un mayor espectro.

Por su parte, la metafisica, entendida como el proyecto de unificar la visiéon cientifica
del mundo, coincide con la fisica fundamental en que su espectro o campo de conocimiento

es maximamente abarcante. Estas reflexiones se cristalizan en la formulaciéon del

Principio de Cierre Naturalista (PCN) Toda asercién metafisica nueva que sea
tomada en serio al tiempo t debe estar motivada por, y sélo por, el servicio que proveera,
en caso de ser verdadera, al mostrar como dos o mas hipétesis cientificas —de las cuales
al menos una se deriva de la fisica fundamental— explican de manera conjunta mas que

la suma de lo que explican cada una por separado (p.37).

Nos encontramos entonces frente a una metafisica naturalizada que da prioridad epis-
témica a la fisica fundamental y que parece resolver la incompatibilidad del Argumento

No Milagro y la Meta Inducciéon Pesimista. Si bien, como es de esperar, al realismo éntico
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estructural se le han presentado importantes objeciones® , introducirlo a la discusién de

la teoria cuantica de topos es preferible por encima del Neorrealismo de Déring porque:

1. ROE no requiere comprometerse con una visiéon clasica de la fisica o de la logica

(aunque si tiene que explicar su éxito relativo)
2. ROE ha sido implementado ampliamente en la filosofia de la fisica

3. ROE ofrece una respuesta al problema de la inconsistencia entre el realismo cientifico

y el cambio tedrico, mientras que el Neorrealismo cae presa de este problema

Sin embargo, ROE pone toda la importancia en la nociéon de estructura matemaética y
su preservacion. Al respecto de esto, Ladyman y Ross (2007, pp. 159-161) sélo mencionan
la importancia de tener una buena filosofia de las matematicas y notan que en los iltimos
afios se ha dado un giro estructuralista en filosofia de las matematicas a través de autores
como Maddy (1990), Resnik (1997), Shapiro (1997), y Hellman (2005). Uno podria esperar
que para aceptar el realismo éntico estructural en la filosofia de la fisica seria necesario
contar con una teoria acerca de las estructuras matematicas y sus transformaciones, pues
son estas acerca de las que se puede ser realista dado que se preservan a través del cambio
teodrico. Si bien Ladyman y Ross no nos ofrecen esto, creo que podemos decir, siguiendo
a Steve Awodey (1996), que de hecho ya tenemos una teoria matematica acerca de las
estructuras matematicas, su preservacion y sus transformaciones: jla teoria de categorias!

Ante la critica més popular contra ROE; i.e. sobre la incoherencia o la imposibilidad
de que existan relaciones sin relata, Bain (2013) ha argumentado recientemente que el
lenguaje matematico de la teoria de categorias permite una articulacién coherente de
ROE. Wiithrich y Lam (2014) y Lal y Teh (2015) respondieron a Bain argumentando que
a la teoria de categorias no le va mejor que a la teoria de conjuntos en lo que concierne
a una articulacién coherente de ROE. No obstante, Bejamin Eva (2016) —quien también
nos ofrecio6 las criticas al Neorrealismo de Doring y evalué el proyecto topos tedrico que
hemos revisado en este trabajo de investigacion— ofrece una defensa de Bain ante sus
criticos y, ademas de elaborar sobre la idea de que la teoria de categorias provee una
articulaciéon coherente de ROE, considera la relacion entre ROE y la mecanica cuantica
categorista.

En particular, lo que un realista estructural quiere es identificar una estructura que
pueda preservarse aproximadamente a lo largo de varias teorias cientificas (clasica, cudn-
tica, relatividad, etc.) y que pueda dar una explicacion exhaustiva de las predicciones
exitosas de cada una de estas teorias sin dejar de considerar las predicciones exitosas de
teorias pasadas, i.e. que fueron reemplazadas en el proceso de cambio tedrico. Pero para

la presente investigacion, la pregunta de fondo es: jla teoria de categorias es el lenguaje

8(Chakravartty 1998), (Psillos (1995), (Gower 2000), (Stanford 2003), (Cao 2003) y (van Fraassen
2006) contienen las mds conocidas; ver (Ladyman y Ross 2007, pp. 154-159).
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indicado con el cual podemos identificar estructuras preservadas bajo cambio tedrico? En
este trabajo consideramos que asi es, pues la teoria de categorias es utilizada hoy en dia
como una lingua franca en matematicas que permite organizar (y relacionar) claramente
las diferentes construcciones o estructuras matematicas —y dado que nuestras teorias
cientificas conllevan una formulacién matematica, se sigue que las teorias cientificas son
representables en la teoria de categorias.

Respecto a la posibilidad de sostener ROE y utilizar una logica no clasica, notamos
que toda logica subestructural contiene principios validos de la légica clasica, por lo que
una teoria cientifica que emplea una légica no clasica podria preservar buena parte de la
estructura de otra teoria (desechada, por ejemplo) que utiliza légica clasica. El éxito que
puedan tener estas versiones no clasicas de las teorias cientificas puede ser explicado por
el éxito que han tenido las teorias cientificas basadas en logica clasica, pues si las logicas
no clasicas, particularmente las subestructurales, constituyen un refinamiento de la logica
clasica en funcion de determinados contextos de aplicacién, entonces las teorias cientificas
basadas en logicas no clasicas bien pueden ser refinamientos de nuestras teorias basadas

en logica clasica. Esta tltima idea sera capital en el siguiente capitulo.

Conclusiones

1. Andreas Doring err6 al proponer una filosofia Neorrealista que le permitia dar una
lectura artificial de la teoria cuantica. Al respecto, si se ha de adoptar alguna forma
de realismo, para el fisico (y quiza para el filésofo de la fisica) es preferible adoptar
una forma de metafisica naturalizada como lo es el realismo éntico estructural, pues
se evita el problema del cambio tedério —tan presente en el desarrollo de las diversas

interpretaciones de la teoria cuantica.

2. El realismo éntico estructural requiere de una buena filosofia de las matematicas
para dar cuenta de la nociéon de estructura matematica, que es central en su pro-
puesta, y la presencia de programas estructuralistas en la literatura de la filosofia
de las matematicas, defendidas desde la teoria de categorias, motiva a pensar que

la teoria de categorias es un excelente companero de esta metafisica naturalizada.
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Capitulo 4

Alternativas no clasicas para

interpretar la fisica cuantica

La discusion sobre clasicidad fisica y clasicidad logica que tuvimos en el capitulo pasado
es una razén mas para decir que tenemos problemas para interpretar la teoria cuantica,
ya que (1) no hay en uso (de la comunidad cientifica) un criterio de demarcacién para
distinguir qué hace clasica a la fisica clasica y qué hace no clasica a la fisica cuantica,
mismo que —sostenemos— puede ser suplementado por la idea de que ésta usa una logica
no clasica mientras que aquélla permanece fiel a la légica booleana o clasica; y (2) no
hay en uso (de la comunidad cientifica) un método 16gico no clasico para analizar los

experimentos y argumentos propios de la mecénica cudntica (estandar).

En este capitulo sugerimos dos teorias formales que utilizan logicas no clasicas para
analizar argumentos y experimentos propios de la teoria cudntica (estandar, al menos);
la primera es una respuesta desde la teoria de categorias y la segunda es una respuesta
desde la logica de la relevancia. Lo que ambos acercamientos tienen en comun es el uso
de logicas subestructurales; estas légicas se caracterizan por rechazar o abandonar alguna
de las reglas estructurales (a la izquierda o a la derecha de F, o ambas) del calculo de
secuentes de la légica clasica de acuerdo con la axiomatizaciéon de Gentzen (Paoli 2002,
pp. 6 y 7) —donde I' = A es un secuente, - es una relacién de consecuencia légica clésica,
I' y el resto de letras mayusculas griegas son conjuntos posiblemente vacios de férmulas
A, B, etc. de un lenguaje formal L, y la linea horizontal indica que el secuente sobre ella

implica validamente el secuente por debajo de ella:
o Axiomas:

e Reglas estructurales:
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1. Intercambio:

I'A,B,A+1I I'EAA B, II
F,B,A,AI—H(EL) FI—A,B,A,H(ER)
2. Debilitamiento: TEA TEA
A,FI—A(WL> FI—A,A(WR>
3. Contraccion: AATKA TEAAA
ATFEA (CL) 'EAA (CR)
4. Corte:
'EAA, A,H,I—Z(Cut>
OITEAY
» Reglas operacionales:
1. Negacion:
I'EAA ATEA
9 NL Y ~
NA,FI—A( ) FI—A,NA( k)
2. Conjuncion:
ATFEFA B,TFA 'EAJA T'HAB
ANBTFA AnBTFaAM reaang A

3. Disyuncién:

ATFA B,FI—A(\/L) TA A T'A,B
AVBTFA TFAAVB TFAAVB

(VR)

4. Implicacion:

THA A B,H,I—E(_> ) ATFAB
A= BT,IFAY I'-AA— B

(= R)

Evidentemente, cualquier logica subestructural es una logica no clasica. Por ejemplo, las
légicas paraconsistentes rechazan (WR) y las 16gicas relevantes ademés rechazan (WL);
las légicas intuicionistas rechazan (CR) y las légicas lineales ademds rechazan (CL) y
ambas direcciones de Debilitamiento; etc. (Paoli 2002, cap. 2).

Las légicas relevantes rechazan Debilitamiento para bloquear las paradojas de la im-

plicacion:

1. Implosién A — (~BV B):si I' -~ BV B entonces I'; A -~ BV B por (WL)y
I'FA— (~BVB)por (= R).

2. Explosién (AN ~A) — B:si ' A,~AF A entonces I') AN ~ A+ A por (AL) y
entonces I') AN ~ A+ A, B por (WR)y ' A, (AN ~A) — B por (— R).
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3. Paradoja positiva A — (B — A):si ', A+ A entonces 'y A, B+ A por (WL)y
luego ' AFB—-AyI'FA— (B— A)por (— R).

4. Mingle A - (A — A):si'+ A — A entonces ''A - A — A por (WL) y
'FA— (A— A) por (= R).

El bloqueo de estos principios de la logica clasica, conocidos como paradojas de la
implicacion, trae consigo el bloqueo de mas principios paraddjicos de la implicacién, como
el principio de expansion A — (A A (~ BV B)), pues si Identidad A + A e Implosién
At~ BV B son vélidas, entonces AF AA(~BV B) por (A\R)yFA— (AAN(~BV B))
por (— R). El rechazo a estos principios de la implicacién, como veremos, serd central
para el andlisis relevantista y ultramodal de la teoria cuantica.

Por su parte, las logicas lineales rechazan Contraccion, ademés de Debilitamiento, lo
que las hace adquirir una sensibilidad a los recursos (resource sensitive), interpretando
las féormulas A, B, etc. de L como recursos informaticos. Esta interpretacion de la 1égica
es popular en la teoria de la computacién, especialmente en la computacion cuantica. Co-
mo veremos, las categorias simétricas monoidales cerradas permiten interpretar la teoria

cuantica y obedecen una légica lineal.

4.1 Mecanica cuantica categorista: el rival directo de

SetsV(#H)™

El proyecto de los topos cuanticos no fue el inico intento categorista por formalizar la
mecanica cuantica en 2009. Samson Abramsky y Bob Coecke (2009) han desarrollado otro
formalismo categorista para la mecanica cuantica que no utiliza un topos, como Déring e
Isham, sino categorias simétricas monoidales con ciertas caracteristicas. Existen diferen-
cias notables entre ambos enfoques, mismas que expondremos en lo sucesivo, y parece,
como argumentaremos mas adelante, que el formalismo categorista de Abramsky y Coec-
ke recupera mas y de mejor forma las nociones fisicas clave como medicién, enredamiento

y no localidad, a diferencia del enfoque topos tedrico.

4.1.1 Procesos vs. proposiciones

La mecanica cuantica categorista (MCC) de Abramsky y Coecke es un programa
de investigacion distinto al de la logica cuantica de Birkhoff y Von Neumann. Mientras
que ésta es el estudio de los reticulos de subespacios lineales cerrados de un espacio de
Hilbert, aquélla es una teoria de tipos légicos para procesos cuanticos tal que es sensible a
los recursos en la misma manera en que la logica lineal de Girard (1987) lo es (Abramsky
y Coecke, 2009 p.265); su motivacion para acercarse a la ldgica lineal es el principio de

No Clonacion / No Eliminacion de la informacién cuéntica.
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Teorema de no clonacion En la mecanica cudntica, es imposible crear copias idénticas
de un estado cudntico arbitrario desconocido (Wooters y Zurek 1982).

Formalmente, este resultado dice que no existe una transformacién unitaria que haga
copias perfectas de un estado cuantico puro desconocido. Para ver esto, hay que asumir

(para reducir al absurdo) que existe una transformacion unitaria U tal que

Ulp)alX)p = €|¥) alt) B

donde |X) es un estado desconocido y ¢ es una fase, y ver que en general

Ulp)alX)p = €”|9)ald) <= (¢|a(X|sUT = e (] a(¢]5

por lo que la multiplicacién

(0]a(X[UTUY) | X) g = " D(3]4(8]8]0) alv)) B

nos indica que
(o) - (X]X)| = [ (gl) - (8]1))]

lo cual (asumiendo estados normalizados) solo puede ser si

[{elv)| = [{ol)[*

Esto indica que si [(¢|¢))| = 1 entonces [¢) = e7]¢); v si [(¢]1h)| = 0 entonces [1) L |@),
por lo que la transformacién unitaria U puede realizar la clonacién cuando |¢) y |1) son
el mismo estado o cuando |@) y |¢) son ortogonales, pero no para cualesquiera estados en

general, lo que contradice el supuesto.

Teorema de no eliminacion En la mecanica cuantica, dadas dos copias de un estado
cudntico arbitrario desconocido, es imposible eliminar alguna de ellas (Pati y Braunstein
2000).

Este resultado utiliza razonamientos similares a los que hemos visto pues considera

una transformacion U tal que
UlX)alX)l#)c = [X)al0)5l¢N)c

donde el estado desconocido |X)p (que es una copia de | X)) ha sido eliminado (o re-
emplazado por el estado vacio |0)g) v |¢)c es el estado inicial de la méquina y |¢/)¢ el
estado final de la maquina.

MCC también es diferente al proyecto topos tedrico de Isham y Déring —y a otros acer-
camientos categoristas a las teorias fisicas, como el uso de n-categorias en teoria topoldgica

de campos cudnticos (Baez y Dolan 1995). Las diferencias no son sélo 16gico-matematicas
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o formales, sino también filoséficas pues MCC, a diferencia de la reformulacion topos ted-
rica, permanece neutra ante las preguntas por el realismo o las presuntas anomalias de la
teoria cuantica y se concentra en formalizar procesos cuanticos con teoria de categorias
partiendo de la correspondencia Curry-Howard entre computacion, logica y categorias; en
cambio, tanto la ortolégica (y la logica cudntica) de Birkhoff y Von Neumann como los
topos cuanticos de Isham y Doring estudian proposiciones que expresan propiedades de

sistemas cuanticos.

ABRAMSKY Y COECKE IsHAM Y DORING

Matemaética | usan categorias simétricas monoi- | usan un topos (categorias cerra-

dales cerradas das cartesianas con clasificador de
subobjetos)
Loégica usan logica lineal usan légica intuicionista y aspiran

a usar logica clasica

Filosofia estudian representaciones catego- | estudian proposiciones que expre-
ristas de procesos cuanticos san propiedades de sistemas cuan-
ticos

El enfoque de procesos en el trabajo de Abramsky y Coecke refiere a la expresion
categorista de nociones fisicas como preparacion, medicion, regla de Born, enredamiento,
entre otras incluso tan inusuales como la supuesta “teletransportaciéon cuantica” pero
siempre aprovechando el caracter dinamico de las descripciones matematicas en términos
de morfismos, functores y transformaciones naturales. Esto, por si mismo, tiene una logica
propia; los autores defienden que esa logica es la ldgica lineal y exploraremos esto mas
adelante. Ciertamente es una légica distinta (y un enfoque distinto) a la del proyecto
topos tedrico que utiliza una logica intuicionista (o clsica) y se basa en las propiedades
algebraicas de las proposiciones y sus pruebas en lugar de centrarse en las nociones fisicas
centrales de la mecanica cuantica y las matematicas que les corresponden.

En lo que sigue introduciremos la maquinaria categorista necesaria para comprender

la propuesta de Abramsky y Coecke.

4.1.2 Categorias simétricas monoidales cerradas

Definicién 4.1. Una categoria monoidal es una estructura (C, ®, 1, a, A, p) donde:
o C es una categoria
e ®:C x C — C es el functor tensor
e 1 es un objeto distinguido de C, llamado unidad

a, Ay p son los siguientes isomorfismos naturales (transformaciones naturales re-

versibles):
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1. Asociatividad: aspc: A® (B®C) > (A®B)®C
2. Unidad a la izquierda: A4 : 1@ A > A

3. Unidad a la derecha: py: A®1 = A

y son tales que \; = p; : 1 ® 1 — 1 y los siguientes diagramas conmutan:

A®(1®B) —22, (A®1)® B

idA@ABl %
A®idp

A®DB

&A,B,C,D &A,B,C,D

A® (B® (C @ D)) (A® B)® (C'® D) (A®B)®C)® D

lid/}@aB,C,D aA,B,C®7:dD]\

A® ((BeC)® D) Ll » (A® (BC))® D

Es importante advertir que el bifunctor tensor ® no es el producto categorista x.
Mientras que éste es un objeto A x B de ciertas categorias, equipado con las proyecciones
m : AX B — Ay m: Ax B — B,y equipado con la diagonal Ay : A — A X
A para cualesquiera objetos A, B de esas categorias, el tensor no necesariamente tiene
proyecciones y diagonales. De la misma forma, la unidad del tensor 1 no necesariamente
es el objeto terminal 1. Estas caracteristicas separan a las categorias monoidales de las

categorias cartesianas.

Definicién 4.2. Una categoria simétrica monoidal es una categoria monoidal con un

isomorfismo natural adicional:
4. Simetria: o4 p: A® B SBRA

y es tal que o5 4 = o'z v los siguientes diagramas conmutan:

Al /22 19 A

S

A

idA®O'B’C

A® (B®C) A®(C®B) —222, (A®C)® B

O‘A,B,Cl lUA,C(@idB

(AR B)® C 2229 0@ (A® B) —22, (C® A)® B
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Las categorias simétricas monoidales, que aparecieron originalmente en (MacLane
1997), tienen una conexién muy interesante con la légica. Todos sus morfismos pueden ser
interpretados como pruebas que van de un tipo légico o proposicién a otra, lo que genera
un calculo de secuentes propio de esa categoria al estilo de Lambek y Scott (1988). En
ese sentido, la presencia del isomorfismo natural o4 g en una categoria monoidal implica
que su calculo de secuentes cumple la regla Intercambio. Sin embargo, para satisfacer
Contraccion la categoria debe tener diagonales Ay : A — A ® A respecto al tensor y
para satisfacer Debilitamiento la categoria debe tener proyecciones 7 : A B — Ay

m 1 A® B — B respecto al tensor. Hablaremos mas de esto en la siguiente subseccion.

Definicién 4.3. Una categoria simétrica monoidal cerrada (CSMC) es una categoria
simétrica monoidal tal que, para cualesquiera objetos A y B de C, existe un objeto
A —o B y un morfismo

evap:(A—oB)®A— B

tal que, para cada morfismo f: C ® A — B existe un tnico morfismo f : C' — (A — B)
tal que
evap O (f@z'dA) =f

Finalmente, mientras que las categorias cerradas cartesianas son cerradas respecto al
objeto exponencial categorista B4 equipado con evaluacién ev y residuacién o transpuesto

f de f, las categorias simétricas monoidales son cerradas respecto al exponencial A — B.!

Definicién 4.4. Una categoria C es *-autdnoma si es una categoria simétrica monoidal
equipada con un functor lleno (full) y fidedigno (faithful) de la forma ()* : C®? — C tal
que

Hom¢(A® B,C*) ~ Home (A, (B® C)Y)

Definiciéon 4.5. Una categoria cerrada compacta es una categoria *-auténoma con los

siguientes isomorfismos naturales:
uap:(A® B)"~ A" ® B* ur: [F~1T

4.1.3 La CSMC FdHilb

Abrahamsky y Coecke (2009, p.283) estudian espacios de Hilbert de dimensién fini-

ta (para facilitar la discusion) de forma categorista —especificamente como una CSMC

'Podemos describir una categoria cerrada cartesiana (la base de un topos) como un caso particular de
categorfa simétrica monoidal cerrada, i.e. podemos describirla como una estructura (C,®, 1, D), donde
® = x es el producto categorista (equipado con proyecciones y diagonales), 1 = 1 es el objeto terminal y

d . . . e . . .
ADB 4 pa para el exponencial categorista. Los isomorfismos naturales de asociatividad, simetria, uni-
dad a la izquierda y a la derecha valen para x porque el producto categorista es asociativo y conmutativo
(salvo isomorfismo).
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cerrada compacta llamada FdHilb— considerando lo siguiente:

o tomamos espacios vectoriales complejos de dimension finita equipados con un pro-
ducto interno sesquilinear (¢[1)) que es conjugado-lineal en el primer argumento y

lineal en el segundo;
e organizamos estos espacios como la categoria FdHilb:

— objetos: espacios vectoriales complejos de dimension finita;

— morfismos: mapeos (transformaciones) lineales.

En esta construccién, a cada funcién lineal ¢ : H — C, donde H es un espacio de
Hilbert y C es el conjunto de los niimeros complejos, le corresponde un vector ¢ € H tal
que ¢ = (¢| - ). Tenemos también un espacio conjugado de Hilbert H con el que se cumple

lo siguiente para la multiplicacién por escalares y el producto interno:

Qg =009 (Dl)n = (Wlo)n

donde - representa la multiplicacién. Un estado se representa como un subespacio unidi-
mensional A de ‘H por medio de un vector ¢ € A de norma unitaria.
El producto tensorial o functor tensor ® que caracteriza a las categorias simétricas

monoidales se introduce para expresar sistemas compuestos cuya forma general es
n
Hi @ Ho = E ;- @ @Yy
"

lo que a su vez permite capturar sistemas enredados. La adjuncion de un mapeo lineal

f:Hy — Hs es un mapeo lineal fT: Hy — H; tal que

(A1f (), = (F1 (D)),

para todo ¢ € Ho v ¥ € Hy. Una transformacion unitaria es un isomorfismo lineal U :
H, — Ho tal que U™ = UT : Hy — Hy. Un operador autoadjunto es una transformacion
lineal M : H — H tal que M = MT; estas representan las mediciones que podemos realizar
a un sistema. Ademéds, definimos f7 = (f*), = (f.)* donde, en términos de matrices, ()*
es transpuesto, (). es complejo conjugado y la adjuncion es el conjugado transpuesto.

La categoria FdHilb puede ser entonces descrita como una categoria daga.

Definicién 4.6. Una categoria daga es una categoria C equipada con un functor { tal
que
1'=1 (g0 f) = flog! fit=1
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Definicién 4.7. Una categoria simétrica monoidal daga (C,®, 1, \, p, «, 0, T) combina la

estructura de una categoria daga y una categoria simétrica monoidal y requiere
(feg'=fed

De esta forma, podemos interpretar la notaciéon de Dirac facilmente. Un ket es una
flecha
p:1— A

que podemos escribir como |¢) y corresponde a un estado de un sistema tipo A. El co-
rrespondiente bra es una flecha
P A—1

que podemos escribir como (¢| y que podemos pensar como un coestado. Asi, dado dos
estados ¢,1 : 1 — A definimos su producto interno (1|¢) como la flecha

Plogp:1—1

Adicionalmente, el proyector sobre un objeto A es una flecha P : A — A tal que PoP = P
y P = P%, de forma que, para un estado normalizado ¢ : 1 — A, el ket-bra

[)(¢] =pogl: A= A

es un proyector. A partir de esto (y otros detalles sobre la descomposicién espectral por
medio de biproductos) tenemos la regla de Born; para una preparacién ¢ : 1 — A y una

medicién (P : A — n - A definimos los escalares

Prob(P,, ¢) := (¢|P;|¢) = ¢' 0o Pyo ¢

de donde se sigue que
Prob(P,,¢) = (Prob(P;, ¢))! > Prob(P,¢) =1
i=1

de forma que el escalar Prob(P;, ¢) se interpreta como “la probabilidad de obtener el

j-6simo resultado de la medicién (P;)!=7 sobre el estado ¢”.

Si bien estos son los aspectos directamente relacionados a la fisica en la mecanica
cuantica categorista de Abramsky y Coecke, consideraremos con mayor detenimiento los
detalles l6gicos de su propuesta. Las categorias simétricas monoidales, independientemen-
te de lo que pueda hacerse con respecto a la mecanica cuantica, tienen una logica interna
de tipo lineal visto desde el punto de vista de la légica categorista, como mostraremos

en lo que sigue. Abramsky y Coecke defienden que los teoremas de No Clonacién y No
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Eliminacion estan incluidos en la estructura légica de la categoria con la que estan traba-
jando y mostraremos que esto se corresponde a la invalidez de las reglas estructurales de

Contraccion y Debilitamiento.

4.1.4 Loébgica lineal en CSMC'’s

Si interpretamos los morfismos de C como secuentes entre conjuntos (que no mul-
ticonjuntos) de formulas de un lenguaje formal L, C tiene un célculo de secuentes que

cumple las siguientes reglas estructurales:

SECUENTES MORFISMOS
I'A,B,A+FC B
F,B,A,AI—(J( ) f:ITxAxBxA—=C

fol(idr xoapxida): ' x BXAXxA—C

I'-A A B, 1II
FFA,B,A,H(ER) f:T=-AxAxBxII
fol(ida xoap xidy):I' = Ax Bx AxII
F,A,AI—B(CL) f:TxAxA—B
I A+ B folidrxAy):T'x A— B
FI—A,A,A(CR) f T—-AxAxA
TFAA folida x A7) :T - AxA
I'+B f:I' > B
F,AI—B(WL> fom:I'xA— B
I'EA
FFAAM%) [T = A

foddo(idax!7):T - AxA

A AAFB
T.AF B

f:I'—-A ¢g:AxA—B

(Cut) go(fxidp):T'xA— B
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y, por supuesto, el axioma de identidad

——(ID)

AFA tda: A— A

para toda A.

Aunque equipar a las categorias cerradas cartesianas (bicompletas) con un clasificador
de subobjetos nos lleva a los topos elementales —que cuentan con una logica interna de
tipo intuicionista y que puede extenderse a una logica booleana o clasica si se cumplen
ciertas condiciones adicionales (Goldblatt 1984, pp. 156-62)—, es notable que encontramos
un manejo mas sutil de la logica en las categorias simétricas monoidales cerradas porque el
tensor ® puede o no tener diagonales y proyecciones, a diferencia del producto categorista
X (que siempre las tiene), y porque la unidad 1 puede o no comportarse como el objeto
terminal 1 (e incluso, en caso de comportarse como terminal, hay que considerar si hay
garantia de que !4 : A — 1 tiene siempre un inverso o no, pues si lo hay para cualquier
A entonces no hay objetos vacios o sin lo que en teoria de categorias se llama “elementos
generalizados”) lo que impacta en la validez de ciertas reglas estructurales del calculo de

secuentes tipo Gentzen, pues:

« Una categoria monoidal sin el isomorfismo natural o4 p de simetria, tendra un

calculo de secuentes donde no se cumple Intercambio en ninguna de sus direcciones.

o Una categoria monoidal en la que ® no tiene diagonales Ay : A — A ® A para
todo objeto A de C, tendra un calculo de secuentes que no cumple Contraccion en

ninguna de sus direcciones.

« Una categoria simétrica monoidal en la que ® no tiene proyecciones 7; : AQ B — A
y me : A ® B — B para cualesquiera objetos A, B de C, tendra un célculo de
secuentes donde no se cumple Debilitamiento a la izquierda; y si I;' : 1 — A no
existe para toda A (i.e. si hay un A que no tiene elementos generalizados) entonces

no se cumple Debilitamiento a la derecha (pues anadimos el secuente vacio).

o Finalmente, para que falle Corte tendrian que fallar las condiciones sobre la com-
posicién o de morfismos y la identidad id4 : A — A, lo que haria que C deje de ser

una categoria.

A continuacion desarrollaremos brevemente el caso de la logica lineal, donde fallan Con-

traccion y Debilitamiento en ambas direcciones; mas especificamente:

Linear logic is a refinement of classical and intuitionistic logic. Instead of emphasizing truth,
as in classical logic, or proof, as in intuitionistic logic, linear logic emphasizes the role of
formulas as resources. To achieve this focus, linear logic does not allow the usual structural
rules of contraction and weakening to apply to all formulas but only those formulas marked
with certain modals (Di Cosmo y Miller 2019).
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Sea C una CSMC cuyo tensor ® no cuenta con proyecciones ni con diagonales. La

interpretacion de un secuente linear
Ay, AL A
que contiene n apariciones de la formula A es un C-morfismo
AR --®A, = A

donde las comas de los secuentes pasan como tensores. En la logica lineal, las letras
griegas mayusculas I'; A, etc. en los secuentes no se interpretan como conjuntos sino
como multiconjuntos posiblemente vacios de férmulas A, B, etc. de un lenguaje formal
L. Mientras que en teoria de conjuntos estandar se puede eliminar elementos duplicados
en un conjunto, e.g. {z,x} = {x} por el axioma del conjunto par y por el axioma de
extensionalidad en ZF, en teorfa de multiconjuntos {x, 2} # {x} pues cada aparicién del

elemento z cuenta en un multiconjunto (también llamado bolsa o lista).?

Esta diferencia es crucial para que la logica lineal sea sensible a los recursos informa-
ticos, pues bajo esta interpretaciéon de I') A, etc. vemos que Contracciéon falla. Por otro
lado, algo en lo que coinciden la légica lineal y la logica relevante es que Debilitamiento
debe fallar también, pues para ninguna de estas logicas tiene sentido introducir recursos
informéticos no dados. Sin embargo, para ambas logicas, las reglas de Intercambio y Cor-
te se cumplen gracias al isomorfismo natural o4 p y gracias a las estructuras categoristas

basicas de la composicion y la identidad, respectivamente.

Por 1ltimo, la 16gica lineal tiene tres clases de conectivas.

Conectivas | ADITIVAS | MULTIPLICATIVAS | EXPONENCIALES
0-arias 1,1 1,0 ninguna
1-arias A . 7
2-arias AV, = X, %, —o ninguna

En primer lugar, tiene tres conectivas multiplicativas: la conjuncién multiplicativa X,
la disyunciéon multiplicativa % y el condicional —o, cuyas reglas operacionales son como

sigue:

2Véase (Hickman 1980) para la exposicién tradicional de este concepto y (Monro 1987) para el trata-
miento categorista.
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SECUENTES MORFISMOS

I A BFC f:T®A)®B—C

— (KL

F,A&BI—C’< ) foaspe: I'®(AXB) - C
'-A A}_B(@R) f:T—=A ¢g:A—B
NAFAXB feg: T®A—>AXB

NAFA ©,BFHV
[.O.ABF A, ¥ (L) [iTORASA ¢g:0®@B—- VU

idp @ ide ® (ida +idp)o (f®g) 1 : T®O®ABB - AW

I'+A B A

A E N

f T-ARB®A
(ZdA—f-ZdB)@ZdAOfF—)A??B@A

I'FA B,AFC f:T>A ¢g:BA—C

risBarc b hiT®(A—-B)®A—C
IAFB f:T®A—B
——————(— R) p
T'FA—B f:T = (A—B)

'FA—-B AFA f:T—>(A—oB) g:A—A
MMP
IAFB ( ) evapo(f®g):I'®A—B

donde (MM P) quiere decir Modus Ponens multiplicativo y h = evpc 0 0 poc © idp ®
goopAcevsp®idaooas.p®idao f®ids.p®ida en la regla de morfismos corres-
pondiente a (—o L).

En segundo lugar, la logica lineal tiene dos conectivas aditivas: la conjuncion exten-
sional estdndar A y la disyuncién extensional estandar V (aunque usualmente denotada

por & en la literatura); sus reglas operacionales son:

AR A I,BFA (AL)
T AABF A T,AABF A
I'-AA THAB

TFAAAB

(AR)
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T AFA RBFAWU
T AVBF A

TFAA TFA,B

FFaAvE Traavp d

En este grupo (o en el multiplicativo, es igual) podemos incluir a la negacién -+

THAA
TATF A

T AFA

(*D) rrarat

Y en tercer lugar, la légica lineal tiene dos conectivas exponenciales que funcionan
como operadores modales: por un lado !, llamado jciertamente! (of course!), y por el otro
?, lamado spor qué no? (why not?), que permiten aplicaciones controladas de las reglas

de Debilitamiento y Contraccion; sus reglas operacionales son:

'-A r'-A

I - (7

IUAFA() FJAFA«W)
IAJTAE A '-724,7AF A
) ) ' ) 7
MVIAFA (e) '=724FA (C)

NAFA '-AA

ik — T (7

IUAFAQM FF&&AQE

IT - A, ?2A T, Ak ?A

m(! ) m((m)
En esta logica, la implicacion lineal es multiplicativa y se define como
A—BL AR
mientras que la implicacién intuicionista es aditiva y se define como
A=BL1A B
y las conectivas 0-arias cumplen

IT=1 0=_1

donde A=BZ (A — B) A (B — A). Ademas, los operadores exponenciales permiten

las siguientes equivalencias
(AN B) = (1AXIB) 7(AV B) = (7TA%"B)
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4.1.5 Objecion a MCC

MCC es esencialmente una presentacion categorista de las mateméaticas que hay detras
de la teoria de la informacion cudntica y constituye una interpretacion computacional
de la mecanica cuantica (o simplemente “computacién cuantica”). Esta interpretacién
piensa los estados como recursos informéticos (qubits) y, por tanto, la légica lineal (que
es una logica subestructural) es adecuada para este contexto. Sin embargo, hay que notar

lo siguiente:

» Asumiendo que la ortolégica y la légica cuantica de Birkhoff y Von Neumann son las
légicas adecuadas para las proposiciones (que forman un reticulo ortomodular) de la
mecénica cudntica estdndar (la interpretacién de Copenhague), y que la 1dgica lineal
es la logica adecuada para la intepretacion computacional de la mecanica cuantica,
entonces queda claro que existen algunas interpretaciones de la mecdnica cudntica
que tienen diferentes logicas no cldsicas requlando su descripcion de los fenomenos

fisicos.

e Sin embargo la interpretaciéon computacional es una entre varias; si bien es cierto que
mientras que esta logra utilizar la teoria de categorias para capturar una version de
la mecanica cuantica, los teéricos de los topos cuanticos pretendian dar una nueva
interpretacién “mas realista” a través de las categorias, lo que ya hemos criticado y
que pone a MCC como un mejor enfoque logico-categorista para la fisica cuantica

que el de los topos cudnticos.

e Pero, jpor qué deberiamos aceptar que la interpretacién computacional de la me-
canica cuantica es correcta? Alquien podria objetar que la teoria de la informacién
cudntica es una aplicacion de las matematicas mas generales como el algebra lineal
y otras que se comparten con otras interpretaciones de la mecanica cuantica que
podrian pensarse como competidores perfectamente vélidos (e.g. la interpretacion

de muchos mundos).

o Lo anterior puede resumirse en la siguiente objecién: la matematica de los qubits
no agota la fisica de los sistemas cuanticos porque no nos dice nada acerca del
colapso de la funciéon de onda ni de la no localidad —problemas de gran importancia
para una interpretaciéon de la mecénica cudntica— que asume en protocolos de
teletransportacion cudntica, por ejemplo; y atiin cuando MCC estuviera rescatando
correctamente buena parte de la mecanica cuantica estandar parece que aceptar que
la interpretacion computacional de la mecdnica cuantica es correcta (y completa)
significa aceptar que la mecanica cuantica se reduce a una realizacién/aplicacién
muy especifica que pareceria natural que fuese tan solo parte de una teoria cuantica

mas general.
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En vista de que es posible dar diversas interpretaciones a la mecanica cuantica uti-
lizando diferentes logicas no clasicas, procederemos en la siguiente seccién con la inves-
tigacion del programa ultramodal y relevante de Richard Routley, que sigue de cerca la
interpretacion de Copenhague pero utiliza légica relevante en su intento por analizar las

proposiciones de la mecanica cuantica.

4.2 Relevancia légica y ultramodalidad

Many of the important applications of improved logical theory lie in philosophy of science. That area
remains (like economics) a major refuge for positivism, a positivism attached to classical logic. It is not
going too far to claim that crude empiricists and unreconstructed or only slightly reconstructed positivists
are still enjoying field days in philosophy of science. These ideological luddities have resisted mew logical
technology, setting their fields up for technological invasion and take-over. (New science is one thing, and

to be welcomed, new logic and logical methodology quite another, and to be avoided and rubbished.)

Richard Routley/Sylvan (Hyde y Priest 2017, p. 7)

En la introduccion a la primera seccion de este capitulo observamos algunas caracteris-
ticas de las logicas relevantes, tales como que son logicas subestructurales porque rechazan
Debilitamiento (en ambas direcciones) con el fin de bloquear o invalidar las paradojas de
la implicacién. Hay diversas maneras de estudiar la logica de la relevancia de acuerdo con
la semdntica que se maneje para la negaciéon (Restall y Berto 2019); se ha hecho bajo
el plan americano —que sugiere un tratamiento multivaludado (verdadero, falso, ambos
y ninguno) para la negacién—; nosotros lo haremos bajo una vertiente particular del
plan australiano —que es bivaluado (verdadero y falso) y utiliza conectivas intensionales,
i.e. que consideran diversas situaciones deductivas o mundos para evaluarse, ademas de
valores de verdad (que es lo tinico que considera el enfoque eztensional).

El filésofo, ambientalista y 16gico neozelandés Richard Sylvan (nacido Routley), quiza
uno de los pensadores mas prolificos de Australasia en el siglo XX, desarrollé un am-
bicioso programa de investigacion en lo que él llamé ldgica universal (1980). El ensayo
Ultralogic as Universal?® sugiere que es posible dar solucién (o disolucién, tratdndose de
argumentos paraddjicos) a diversos problemas de la ciencia y la filosofia por medio de una
logica relevante y ultramodal (que él llama ultraldgica o légica universal) y ahi se esbozan
algunas lineas de investigacién en direcciones tan diferentes como la teoria de conjuntos,
la aritmética, la teoria de la informacion, la teoria de la probabilidad y la teoria cuantica.

Como uno de los principales contribuyentes en los estudios fundacionales sobre 16gicas
relevantes y légicas paraconsistentes, argumento en contra de la idea dominante de que
la légica subyacente al pensamiento filoséfico y cientifico es la légica clasica (como lo
sugiere la tesis BOOLE del Neorrealismo de Andreas Doring). Las 16gicas relevantes y
en particular la ultralégica son refinamientos de la légica clasica que nos permiten evitar

las paradojas de la implicacién validadas en la légica clsica (y sus extensiones modales)

3Recientemente reeditado por Zack Weber (2019).
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y por ello Routley sugirid, entre otras cosas, que mas bien deberiamos emplear logicas
relevantes para analizar de mejor forma los enunciados y principios condicionales y asi
librarnos de argumentos paraddjicos en ciencia y filosofia.

En (Routley 1980, §13) se discute la posibilidad de aplicar la ultraldgica en teoria

cuantica:

There is a basis for claiming that the bad effects of classical logic extend into science itself,
at least in the case of quantum physics, and perhaps in systematic taxonomy and rigid body
dynamics. An outcome in the case of quantum physics —where proposals for quantum logics
date back to the decade of inauguration of quantum theory— is that many of those who
have new-look logics have suggested that their sort of logic will work for quantum theory.
(Hence the labyrinth of quantum logics that van Fraassen has observed.) Ultralogic may
as well be on the act. There are several approaches that an ultramodalist may take with
respect to alleged logical anomalies generated by quantum phenomena, in particular, a soft
line which weakens the sentential logic by dropping or qualifying distribution, AA(BVC) —
(AN B)V (AAC), in line with the initial quantum logics, and a hard line which leaves the
basic sentential logic unchanged (p. 955).

Routley piensa que la linea suave, que consiste en debilitar o abandonar el principio de
Distribucion en la 16gica subyacente (generalmente la ortologica) a las lgicas cuénticas,
no es prometedora: las ortologicas relevantes® no admiten Silogismo Disyuntivo (también
llamado Regla Gamma): (A A (~ AV B)) — By por tanto son incapaces de recuperar
sistemas como la l6gica clasica y sus extensiones modales; ademés (y de forma més impor-
tante) las soluciones légicas que cualifican o dejar de incluir el principio de Distribucion
son contrarias a los objetivos de universalidad de la ultralégica, que considera esta regla
dentro de su sistema.’

En (Brady y Routley et al. 1982) se han esbozado logicas adecuadas para la linea
suave, mismas que exploramos en la seccion 4.2.8. de este trabajo; en la seccion 4.2.9
ofrecemos el sistema DQL como una extensién de las logicas de la linea suave que incluye
un condicional relevante para dar una solucion simple al viejo problema sobre la formu-
lacién adecuada para una conectiva condicional en las l6gicas cuanticas tradicionalmente
formuladas (i.e. @ la Birkhoff y Von Neumann).

Por otro lado, Routley argumenta que la linea dura (usar logica relevante y ultramodal,
como el sistema DK) ofrece un mejor prospecto para evadir paradojas cuanticas. Al
final de (Routley 1980, §13) encontramos, a manera de ejemplo de la aplicabilidad de la
ultralégica, un anélisis de los argumentos de (Finkelstein 1972) contra el uso de logica
clasica en argumentos de la teorfa cudntica (particularmente, contra el uso del principio
de Distribucién); y anos mas adelante, en sus ensayos tardios (Hyde y Priest 2017, cap.

3), Sylvan sugiere que las légicas relevantes también pueden aplicarse para examinar y

4Ver el Apéndice 2 para la formulacién estandar de la ortolégica y la seccién 4.2.8 de este trabajo para
la versién relevante.
SVer la secciones 4.2.3, 4.2.6 y 4.2.9 de este trabajo.
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bloquear (i) el teorema de John Stewart Bell sobre la imposibilidad de tener una teoria
cuantica local y de variables ocultas que reproduzca las predicciones de la teoria estandar;
y (ii) el teorema Kochen-Specker sobre la imposibilidad de tener una teorfa cuantica de
variables ocultas que asigne de manera funcional un valor a todos los observables de un
sistema®. Ambos enfoques (el temprano y el tardio) hacia la filosoffa de la fisica, como
veremos, discuten la dependencia de principios de expansion al hablar de anomalias o
paradojas cudnticas.

No obstante, lo que hace dura a la linea que Routley considera prometedora, es que
para seguirla cabalmente habria que redisenar las teorias matemaéticas del analisis y la
probabilidad bajo principios relevantistas (i.e. habria que abandonar la base cldsica de
la teoria de conjuntos y la aritmética, como se hace en Ultralogic as Universal?, y desa-
rrollar las teorias matematicas relevantistas lo suficiente como para capturar estructuras
sofisticadas como los espacios de Hilbert), lo cual sigue siendo una linea insuficientemente
explorada hoy en dia.”

En la seccion 4.2.10 de este trabajo ofrecemos algunos desarrollos en torno a la teoria
relevantista de la probabilidad bajo el programa de la linea dura de acuerdo con (Routley
1980, §12). Finalmente, en la seccién 4.2.11 ofrecemos un andlisis sobre las criticas al prin-
cipio de Distribucién (basadas en principios de la teoria cudntica) y exponemos algunos
avances en torno a las criticas relevantistas al teorema de Bell y el teorema Kochen-
Specker. Las secciones 4.2.1-7 son una exposicién sistematica e introductoria a la 16gica
relevante y otros conceptos que requeriremos para explorar la viabilidad de las lineas

suave y dura, y se basan en (Brady y Routley et al. 1982, cap. 2).

4.2.1 ML: l6gica principal

Sea L un lenguaje formal con una cantidad denumerable de férmulas bien formadas
A, B,C,....Sean A, T',... conjuntos no vacios y contables de férmulas bien formadas de
L. Sea 1, una relacién de derivabilidad sobre L. La logica més rudimentaria basada en L

es la logica principal ML y tiene como tnica regla de formacion lo siguiente:

e Si A es una féormula bien formada de L, entonces -, A y A F; A son formulas bien
formadas de ML.

En lo sucesivo dejaremos de usar el subindice en . El inico esquema de axioma en
ML es

6Una manera de leer este teorema es como que la mecénica cudntica es contextual, en el sentido de
que si [A, B] = [A,C] = 0 (el operador A conmuta con el operador B y también con el operador C) y
[B,C] # 0 (el operador B no conmuta con el operador C), entonces el resultado de una medicién de A
no puede ser independiente de si inicamente se mide /1, o si se mide A en conjunto con E, o si se mide
Aen conjunto con C.

"Ver (Meyer 1976), (Meyer y Mortensen 1984) y (Routley 1980, §9) para el caso de la aritmética, y
(Weber 2010) y (Routley 1980, §6 y 8) para el caso de la teorfa de conjuntos.
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(ML) Identidad: A+ A
Sus reglas son:

(Cut) Corte/Transitividad: de A+ By B, '+ C se deriva A, '+ C
(Aug) Aumento: de A By A CTI sederival' b B

(MP) Modus Ponens: de = By B F C se deriva - C

Un ML-modelo es la estructura M = (0, K, I) donde K es un conjunto de mundos,
0 es el conjunto de mundos normales/regulares® y 0 es un subconjunto de K, e I es una
funcion bivalente de interpretacion I : L x K — {0,1} que asigna unicamente un valor
en {0,1} a cada formula bien formada A de L en un mundo o situacién a € K.

A F A es verdadero en M sii siempre que I(B,a) = 1, para toda B € A, es el caso
que I(A,a) = 1 para toda a € K. Por otro lado, - A sii I(A, a) = 1 para toda a € 0. Por
ultimo, A F A es vadlido sii A + A en todo ML-modelo.

4.2.2 SLL: légica de semi-reticulos

La logica de semi-reticulos SLL resulta de anadir a ML los siguientes postulados o

esquemas de axioma para la conectiva de la conjuncion®:

(SLL;) Simplificacion: ANBFAy ANBF B
(SLLg) Adjuncion/A-Composicion: A,B+ AN B
Un SLL-modelo es un ML-modelo tal que

I(ANB,a) =1siil(A,a) =1yI(B,a) =1

para toda a € K y para cualesquiera férmulas bien formadas A, B.

4.2.3 DLL: légica de reticulos distributivos

Para obtener una [ldgica de reticulos distributivos DLL, tomemos SLL con (SLL,),
(SLLg), (SLLy/) y (SLLy/). En DLL vale

8Son mundos normales o regulares aquellos mundos a € K tales que en a se cumplen las leyes de la
légica clasica.

9De forma dual, también se obtiene una légica de semi-reticulos si afiadimos a ML los postulados
correspondientes a la disyuncion:

(SLL1/) Adicién: A- AVBy BF AV B
(SLLo/) V-Composicion: T, A-C; T, BFC=T,AVvBFC

Sin embargo, la ruta que establece Routley si tiene preferencia por introducir primero la conjuncién a
ML y luego la negacién para definir la disyuncién en términos de éstas.
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(Dist) Distribucion: AN(BVC)F(AANB)VC

Demostracion: por un lado, A, B+ (AA B)V C por Adjuncién, Adicién y Transitividad;
y por otro lado, C' = (A A B) V C por Adicién. Por Aumento, A,C - (AANB)V Cy
por V-Composiciéon A, BV C' F (A A B) Vv C de forma que por el teorema derivable
X, YHZ— XAYF Z, obtenemos que AN (BVC)F(AAB)VC.

Un DLL-modelo canénico es un SLL-modelo M. = (K., I) donde K. es la clase de

todas las DLL-teorfas prima!® tal que

I(AV B,a) =1siil(A,a) =161(B,a) =1

4.2.4 BL: l6gica de reticulos booleanos o légica clasica

La légica de la relevancia y la légica clasica tienen tratamientos distintos para la
negacion y es ahi donde parten sus caminos. La ldgica booleana o clasica BL se obtiene

de anadir a DLL los siguientes postulados para la negacion:

(BL;) Doble Negacion: Ab~~Ay ~~AF A

(BLs) 1 Antilogismo: I') A- B=T, ~BF~A

De hecho, BL es una légica irrelevante (no relevante), ya que valida la paradoja de la
implicacion llamada Explosion:
A ~AFB

Demostracion: por Adjuncién, Simplificacién y Transitividad, A, ~ B F A. Y por
Antilogismo y Doble Negacién, A, ~ A+ B.!1

A su vez, Explosion valida
(DS) 1 Silogismo Disyuntivo: A,~AV B+ B

un principio rechazado por las légicas de la relevancia.'? Demostracion: si A,~AV B A
entonces, (i) ~AF AN ~A por Adjunciéon y ~ A = B por Explosion y Transitividad; por
otro lado, (ii) B F B por Identidad. Por lo tanto A,~ AV B+ B por V-Composicién.

10Una DLL-teorfa ¢ es una clase de férmula bien formadas de DLL cerrada bajo - y Adjuncién, i.e.
si A, B € c entonces (A A B) € ¢. Una DLL-teoria prima ¢ es una DLL-teoria tal que si (AV B) € ¢,
entonces A € ¢ 6 B € c.

HMarcamos este y otros principios con el signo t para indicar que se trata de un principio irrelevante,
i.e. indeseable en una légica relevante.

12E] rechazo a Silogismo Disyuntivo es la principal estrategia de las légicas relevantes para bloquear
el principio de Explosién, una de las paradojas de la implicacion; en consecuencia, toda logica de la
relevancia serd paraconsistente. La caracteristica falla de (DS) en las 1dgicas relevantes se da porque
hay situaciones (informacién) inconsistente (mas no trivializante) que sirven como contra-modelo para
invalidar (DS), razén por la cual este principio sélo es vdlido en situaciones completas y consistentes, y
a fortiori en la logica clasica.
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Principios de expansion

Si tomamos A £ B como una férmula bien formada, leyendo £ como interderivabilidad
(i.,e. A By BtE A), podemos presentar la formalizacion ecuacional del algebra booleana
BA (Brady y Routley et al. 1982, pp.118-9):

o Esquemas de axioma:

B1 ~(BA~B)2 A

B2) AA~A% BA~B

it (B1) A

i (B2)

(B3) AN(BAC)Z (ANB)AC

(B4) AN(BVC)=2 (AANB)V(AANC)
(B5) A

B5 L2~ A

» Reglas:

Transitividad: A= B,C 2 B=A%(C
Factor: A2 B= (CANA) 2 (BAC)

Contraposicion: A= B =~B 2~ A

Resaltamos esta formulacién porque nos permite detectar otro tipo de implicaciones
irrelevantes en la légica clasica. Gracias a que T (B2) no distingue el contenido de dos
contradicciones arbitrarias, es posible definir un tinico elemento minimo como L L AN~ A
y un dnico elemento maximo como T L 1; entonces T (B1) toma la forma conocida
ANT 2 Ayt (B2) AN ~A 2 1. Hemos marcado (B2) con t porque es un principio
inaceptable para logicas paraconsistentes y, a fortiori, para légicas relevantes. Y hemos
marcado (B1) con  porque este principio depende de implicaciones irrelevantes llamadas
principios de expansion (y dualmente, de principios de eliminacion). Diremos conforme

a (Cano Jorge y Estrada-Gonzalez 2020) que

Definicién 4.8. A — B es un 0-principio de expansién sii (i) A es una sub-féormula!®

propia de By (ii) A &3 B es valido' en una légica al menos tan fuerte como S4 (cldsica).

Definiciéon 4.9. Ay,..., A, b B es un l-principio de expansion sii (i) cada A; es una
sub-formula propia de B y (ii) Ay, ..., A, = B es valido en una légica al menos tan fuerte

como S4 (clasica).

BEsto quiere decir que A aparece en B pero no es B.

4En 16gica modal, la implicacién estricta A 3 B se define como (A D B), i.e. “necesariamente, si
A entonces B”, donde D es un condicional material. En consecuencia, la equivalencia estricta A &3 B se
define como (A 3 B) A (B 3 A). La 16gica modal S4 es una extensién de la légica cldsica y se caracteriza
por el axioma (4): 0A D OOA y por tener un marco transitivo, i.e. su relaciéon R de accesibilidad entre
mundos es transitiva.
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Definicién 4.10. “Si A; ..., A, F B entonces C4,...,C,, = D” es un 2-principio de
expansion sii (i) cada A; y cada C; es una sub-férmula propia de Dy (ii) “4; ..., A, + B

siysélosi Cy,...,C, F D7 es véalido en una logica al menos tan fuerte como S4 (clasica).

Vemos que, en (B1), AF AA T es un l-principio de expansién porque A es una
sub-férmula propia de A A T y porque Fgq A 63 A A T1%; también vemos que, en (B1),
AANT F A es un l-principio de eliminacién'® porque A es una sub-féormula propia de
ANT yporque Fgqg A 83 AN T. De los postulados y reglas de BA se sigue, ademés de
Antilogismo, el principio AV ~ A £ T con el cual es facil ver en qué sentido se puede
“expandir” el contenido: si A entonces A A T, es decir A A (BV ~ B) para cualquier B
(relacionada o no con A de algiin modo, de ahi la irrelevancia légica).

Los principios de expansion y eliminacién son importantes en el acercamiento ultra-
modal de Richard Routley hacia las paradojas de la teoria cuantica, donde wltramodal
quiere decir que las expresiones necesariamente equivalentes entre si no se tratan co-
mo logicamente equivalentes. Como veremos méas adelante, el 0-principio de expansion
A — (AN (~ BV B)) —que se sigue de la paradoja de la implicacion A — (~ BV B),
llamada Implosion, y del principio de Identidad A — A por medio de Adjuncién— es el

verdadero culpable en los argumentos contra la validez de Distribucion en légica cuantica.

4.2.5 DML: légica de reticulos De Morgan

La logica de reticulos De Morgan DML se obtiene de anadir a DLL ambas direcciones

de Doble Negacion y, en lugar de Antilogismo, se anade
(DM;) Contraposicion: AF B =~BF~A

Observemos que la diferencia entre Antilogismo y Contraposiciéon es que el parametro
I' en Antilogismo puede ser no vacio y por tanto anadir contenido irrelevante.

A diferencia de BL, el analisis seméantico de DML demanda enriquecer los ML-
modelos para proporcionar semanticamente una regla apropiada para la negaciéon. Un
DML-modelo es una estructura M = (K, *,I), donde K e I son como antes'” y * es una
operacién involutiva sobre K, i.e. a* € K sii a € K y o™ = a, llamada reversal o estrella

de Routley que nos permite definir la regla semantica para la negacion normal:

(NN) Negacion normal: I(~A,a) = 1sii I[(A,a*) # 1

15 Demostracién: si I(A 3 (A A T),a) # 1 entonces existe b tal que Raby I(A D (AAT),b) # 1,
por lo que I(A,b) =1y I(AAT,b) # 1, i.e. I(AN ~(BA ~ B),b) # 1y como I(A,b) = 1 entonces
I(~(BV ~B),b) # 1y I(BA ~B,b) = 1,1o cual es imposible en S4; por otro lado, si [((AAT) 3 A,a) # 1
entonces existe b tal que Raby I((AAT) D A,b) # 1, por lo que I(AAT,b) =1y I(A,b) # 1, pero si
I(ANAT,b) =1 entonces I(A,b) =1, una contradiccién.

161,05 principios de eliminacién se definen de forma similar a como se definen los principios de expansién.
Por ejemplo, A — B es un 0-principio de eliminacion sii B es una sub-férmula propia de A y (ii) A ¢3 B
es valido en una légica al menos tan fuerte como S4 (clésica).

"En el modelo estdndar, K es un conjunto de dos mundos: K = {a,a*}.
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De esta definiciéon se sigue que A - A es un teorema de BL sii A - A es verdadero
en todo DML-modelo M = (K, *,I) en el que a* = a para toda a € K, pues entonces la

regla de la negacion normal colapsa en la regla cldsica de la negacion:
(CN) Negacion clisica: I(~A,a) =15sii [(A,a) # 1

Siguiendo (Dunn 1993, p.332), podemos pensar en un mundo estrella a* como una
especie de gemelo de a tal que a* afirma todo lo que a no niega.

De forma importante, para que [' = B sea un teorema de DML, I y B deben compartir
un pardmetro proposicional, i.e. deben satisfacer al menos este Criterio de Relevancia'®
de Comparticion de Contenido, que separa a DML de la logica clasica BL. Dicho criterio
hace que Antilogismo no sea una regla admisible!® en DML y también cualifica la regla
de Transitividad o Corte: A+ B; B, I' - C = A, I' - C siempre y cuando C'y AUT
comparten un parametro proposicional en la conclusion.

En DML valen (son derivables) las cuatro leyes de De Morgan utilizando (NN):
(DMy) ~(AAB)F~AV ~B
(DM;3) ~AV ~BF~(ANAB)
(DMy) ~(AV B) F~AA ~B
(DM5) ~AA ~B F~(AV B)

Esto es importante porque algunas negaciones no normales no satisfacen esto —e.g. la
negacién de la légica intuicionista es no normal (en un sentido que explicamos en la
siguiente seccién) y no satisface (DMs).

Finalmente, si anadimos la constante t a DML, anadiendo a los DMUL-modelos
(0, K, *,1I) la condicién I(t,a) = 1 sii a € 0, obtenemos DMLt —y la correspondiente
nocion de DMLt-modelo. Los DMLt-modelos extendidos (Brady y Routley et al. 1982,
p.167) son estructuras (0, K, <,*,I) donde < es un orden reflexivo y transitivo sobre K

que impone los siguientes requisitos:
(F*) si a < b entonces b* < a*

(FO) sia<byae€0,entoncesbec0

180tros criterios de relevancia incluyen uso efectivo en la prueba, i.e. que las derivaciones relevantes
validas no contienen féormulas que no son utilizadas en la derivacion, y el dediseratum de Ackermann, i.e.
que el estatus modal de las férmulas en una implicacién relevante siempre debe ser el mismo (e.g. bajo
este criterio, A F (A — A) es una implicacién irrelevante porque la A a la izquierda de - puede ser una
verdad contingente mientras que A — A, del otro lado de F, es una verdad necesaria para las 14gicas con
condicionales reflexivos).

9En efecto, no puede serlo, pues de Antilogismo también se sigue (DS). Demostracién: la instancia
de Adjuncién A,~ B + AA ~ B implica por Antilogismo A, ~ (AA ~ B) F~~ B y, por definicién de la
disyuncién y por Doble Negacion, se sigue A,~ AV B - B. Ademas, es claro que la A a la izquierda de
F no hizo ningin trabajo para derivar (DS), i.e. es contenido irrelevante.
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(H) Heredabilidad: si a < by I(A,a) =1 entonces [(A,b) =1

En los DMLt-modelos extendidos, se puede modelar = AV ~ A si anadimos el requi-

sito

(EM) si a € 0 entonces a* < a, para toda a € K.

4.2.6 Modelos para la negacion

Tomemos un sistema con una conjunciéon normal, i.e. un sistema que contenga SLL.
Si anadimos una negacién normal, obtendremos una disyuncién normal a través de la
., df .
definicién AV B =~ (~AA ~ B). Demostracion:

I(AV B,a) = 1siiI(~(~AAN ~B),a) =1

(
siit [(~AN ~B,a*) # 1
siil(~A,a*) #161(~B,a") # 1
siif(A,a) =161(B,a) =1

De lo anterior se sigue que una disyuncién no normal implica una negacién no normal.
Esto, como veremos, es precisamente lo que ocurre en la formulacién de la loégica cuantica
de Birkhoff y Von Neumann, donde falla Distribuciéon —i.e donde tenemos una disyuncién
no normal. Por otro lado, ninguna restriccién posible para x invalidara Distribucién (Brady
y Routley et al. 1982, p.121).

Si anadimos la negacién normal a SLL obtendremos DML y los postulados de la

negacion normal seran:

» Doble negacién intuicionista: A F~~ A (si sélo se quiere esta direccion, en el modelo

se tiene que debilitar la involucién a la forma a < a**)

o Doble negacion dialéctica: ~~ A A (si s6lo se quiere esta direccién, en el modelo

se tiene que debilitar la involucién a la forma a** < a)

o Contraposicion: A F B =~ B F~ A (si se quiere que contraposicion falle, en el

modelo se debilita la cerradura de * sobre K: i.e. si a € K entonces a* € K)

« Distribuciéon: AA (BV C) = (A A B)V C, que por definicién de la disyuncién es
AN ~(~BA ~C) b~ (~(ANB)A ~C)

Muchos sistemas que cuentan con el postulado de Contraposicién (como la légica
intuicionista, la l6gica minima y la ortolégica de Birkhoff y Von Neumann) se pueden
capturar semanticamente con la siguiente regla para la negacion no normal —, dependiendo

de las restricciones sobre una relacién binara de accesibilidad R C K x K:
(WN) Negacion débil: I(—A,a) = 1 sii, para toda b € K tal que Rab, I(A,b) # 1
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La ldgica basica de la contraposicion BCL (Brady y Routley et al. 1982, p. 122)
resulta de extender SLL al incluir especificamente la operacién de negacién débil (WN)
y anadir tnicamente el postulado de Contraposicion. Diremos que un BCL-modelo es
una estructura (K, R, I) donde K es un conjunto no vacio de mundos, R es una relacién
binaria sobre K, e I es una funcién de interpretacién que satisface las reglas para la
conjuncién normal (como en SLL) y la negacién débil (WN). Un BCL-modelo no impone

restricciones sobre R, no obstante:
1. si R es reflexiva, vale (EFQ) 1 Ezplosion: AN —-A+F B:

Si I(AN-A a) =1 pero I(B,a) # 1 entonces I(A,a) = 1 = I(—A,a). Por
(WN), I(A,b) # 1 para cualquier b tal que Rab. Pero si R es reflexiva, Raa y
por tanto I(A,a) # 1, contradiciendo I(A,a) = 1.

2. si R es simétrica, vale la doble negacién intuicionista A - —-—A:

Si I(A,a) = 1 pero I(——A,a) # 1 entonces I(—A,b) = 1 para cualquier b
tal que Rab. Pero si R es simétrica entonces Rba y por (WN) I(A,a) # 1,
contradiciendo I(A,a) = 1.

3. y la doble negacién dialéctica =—A + A vale si tenemos R-cerradura (para todo

Y C K, si a €Y entonces, para alguna b, Rab y para toda ¢ tal que Rbc, ¢ € Y):

Si I(——A,a) = 1 pero I(A,a) # 1 entonces I(—A,b) # 1 para toda b tal que
Rab. Comoa € {be€ K|I(A,b) #1)}siil(A,a)#1y{be K|I(A,b) #1)} C
K, entonces por R-cerradura, para toda c tal que Rbc, ¢ € {b € K |I(A,b) #
1}; por tanto, I(A,c) # 1y, por (WN), I(—A,b) = 1, contradiciendo I(—A, b) #
1.

Nétese que para validar Contraposicion no hace falta restringir R: si A F B es valido
y I(—=B,a) = 1, entonces por la regla (WN), para toda b € K tal que Rab, I(B,b) # 1;y
como A B es vélido, se sigue que I(A,b) # 1 por lo que I(—A,a) = 1, como querfamos.
De forma interesante, (WN) rdpidamente vuelve irrelevante a la lgica que la utiliza
mientras que (NN) evita esto, pues (WN) con R reflexiva permite validar (DS) mientras

que (NN) no lo valida:

» Supongamos que [(AA (~AV B),a) =1 pero I(B,a) # 1. Entonces I(A,a) =1y
I(~AV B,a) = 1. Si I(B,a) = 1 entramos en contradiccién con I(B,a) # 1; pero
si I(~ A,a) = 1 entonces I(A,a*) # 1, lo cual es un modelo donde falla (DS) si
a # a*. Por tanto A\ (~ AV B) ¥ B usando (NN).

» Supongamos que [(AA (mAV B),a) =1 pero I(B,a) # 1. Entonces I(A,a) =1y
I(-=AV B,a) = 1. Si I(B,a) = 1 entramos en contradiccién con I(B,a) # 1; y si

103



I(—A,a) = 1 entonces, para toda b € K tal que Rab, I(A,b) # 1. Si R es reflexiva,
entonces Raa y I(A,a) # 1, una contradiccién. Por tanto AA (-AV B) F B usando
(WN).

De forma central para la discusién que tendremos sobre ortolégica y logica cuantica,
(NN) valida el postulado de Distribucién expresado por medio de la definicién de la

disyuncién en términos de la negacion y la conjuncion:

« Supongamos que [(AA ~(~BA ~C),a) =1 pero I(~(~(ANB)A ~C),a) # 1.
Entonces I(A,a) = 1y I(~(~BA ~C),a) =1,y I(~(AANB)A ~C,a*) = 1.
Luego I(~ (A A B),a*) = 1y por tanto I[(AA B,a) # 1,y I(~C,a*) = 1y
por tanto [(C,a) # 1; ademés I(~ BA ~ C,a*) # 1. Como I(A A B,a) # 1
y I(A,a) = 1, se sigue que I(B,a) # 1 y entonces I(~ B,a*) = 1 y entramos
en contradiccién con I(~ BA ~ C,a*) # 1 porque I(~ C,a*) = 1. Por tanto,
AN ~(~BA ~C) F~(~ (AN B)A ~C) usando (NN).

Y, de hecho, (WN) también valida Distribucién, e.g. en légica intuicionista, expresada en

términos de conjunciones y negaciones:

o Supongamos que [(A A =(=B A =C),a) = 1 pero I(=(=(A AN B)A—=C),a) # 1.
Por un lado, para algin b € K tal que Rab, I(—=(A A B) A =C,b) = 1, por lo
que I(—~(A A B),b) = 1 = I(=C,b); entonces, para cualquier ¢ € K tal que Rbe,
I(ANB,c)# 1y I(C,c) # 1, por lo que I(A,c) #1 6 I(B,c) # 1. Por otro lado,
I(Aja) = 1 = I(=(—=B A =C),a), de forma que, para todo b € K tal que Rab,
I(=BA=C,b) # 1, por lo que I(=B,b) # 1 6 I(=C,b) # 1; como I(A,a) =1y Rab
y Rbc, por (H) tenemos que I(A, ¢) = 1, lo que contradice I(A, c) # 1 y nos permite
inferir entonces que (B, c¢) # 1 lo que significa que I(—B,b) = 1, que contradice
I(—=B,b) # 1 y nos permite inferir entonces que I(—=C,b) # 1, lo que contradice que
I(=C,b) = 1. Por tanto, AN =(=B A =C) F =(=(AA B) A =C) usando (WN).

Como veremos en las siguientes dos secciones, el tratamiento de la negaciéon debe ser

radicalmente no normal para abandonar o cualificar Distribucion.

4.2.7 OL y QL: ortolégica y légica cuantica

De acuerdo conl enfoque de Richard Routley, que se basa en la seméantica tradicional
de (Goldblatt, 1974), la ortolégica?® OL es una légica de deducibilidad de primer grado

(first degree deducibility logic) que tiene los siguientes postulados?!:

20Para una presentacién estandar de la ortolégica y la légica cudntica, véase el Apéndice 2.

o eps . d
21Se toma A, ~ y F como primitivas y V definida como AV B g (~ AN ~ B). Las flechas = son
condicionales que pertenecen al metalenguaje y se utilizan para hablar de meta reglas, i.e. reglas de
derivacion entre argumentos, a diferencia de las reglas de derivacion entre formulas.
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(ML) Identidad: A+ A

(Cut) Transitividad: A- B, BFC = A+ C
(SLLy) Simplificacion: ANBFAy ANBFB
(SLLg) Adjuncion: A, B AANB

(BLy) Doble Negacion: Ab~~Ay ~~AF A
(DM,) Contraposicion: AF- B=~BF~A

(EFQ) 1 Explosion: AN ~AF B

En esta légica, la negacion se modela con (WN). Por tanto, un OL-modelo es un
BCL-modelo (K, R, I) tal que R C K x K es reflexiva, simétrica y R-cerrada sobre K.
No obstante, la semantica estandar de Goldblatt (1974, p. 23) suplanta R con una relacién
de ortogonalidad L sobre K (i.e. z_Ly sii Ryz), tal que L es irreflexiva y simétrica. Diremos
que (K, 1) es un orto-marco (también llamado espacio de ortogonalidad). La relacién R

de la que depende un ortomarco satisface R-cerradura, que se reemplaza con:

(L-C) L-cerradura: un subconjunto Y de K es L-cerrado sii para toda a € K, sia ¢ Y,
entonces, para alguna b € K, b_LY pero no es el caso que alb, donde bLY sii blc
para toda c €Y.

De acuerdo con lo anterior, un ortomodelo es una estructura (K, 1, 7Z), donde (K, 1)
es un ortomarco e Z es una funcién de interpretacién tal que para toda A, Z(A) es un sub-
conjunto L-cerrado de K. Entonces, tomando la definicién Z(A) = {a € K | I(A,a) = 1},
tenemos I(A,a) = 1 sii a € Z(A); de hecho, esta conexién hace que I pueda ser exten-
dida recursivamente sobre toda féormula suplantando R con L, o bien podemos extenter
7 usando las clausulas Z(AA B) = Z(A)NZ(B) y Z(-A) = {a € K|alZ(A)}. Asi, de
acuerdo conl teorema de adecuacién (Brady y Routley et al. 1982, p. 124), I' = A es vélido
en OL sii I' - A es verdadero en todo ortomodelo.

Routley senala dos defectos en OL (que atendemos en la siguiente seccién): por un
lado, OL incluye (EFQ) y es, en consecuencia, una logica irrelevante; por otro lado, OL
no incluye Distribucion en ninguna de sus formas —esto ultimo, como hemos visto, se
cumple a niveles tan bajos como DLL y es un principio deseable dentro de la ultralogica,
como veremos en la seccion 4.2.9.

Por otro lado, para obtener la logica cudntica QL debe anadirse a OL el siguiente

principio:
(OM) Ortomodularidad: Ct+ A= AN(BVC)F(AANB)VC
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El principio de Ortomodularidad —que es una forma debilitada de Distribuciéon que
Birkhoff y Von Neumann consideraron adecuada para la logica de la mecanica cuantica—

junto con Explosién y Simplificacion permite derivar (o reducir (OM) a):
(QDS) t Silogismo Disyuntivo Cudntico: AN (~AV (AANDB))F B

Demostracion: escribimos el esquema (OM) como
(ANB)F A= AN(~AV(AANB))F (AN~A)V (AN B)

sustituyendo C por A A B y B por ~ A. Puesto que Simplificacion, el antecedente de la
flecha =, esta dado en (SLL;), se sigue que

AN(~AV(ANB))F(AN~A)V (AN B)

Pero ambos disyuntos del lado derecho de F implican B: (i) por Explosion, AN ~ A B,
y (ii) por Simplificacion, A A B F B; por lo tanto, por V-Composicién obtenemos el

Silogismo Disyuntivo Cuéntico
AN(~AV(AANB))FB

que es una implicacién irrelevante y por ello la marcamos con { también. Es interesante
notar, para efectos de la relevancia logica, que el segundo coyunto del antecedente de Silo-
gismo Disyuntivo Cuéntico es utilizado para definir la conectiva condicional mas conocida
para las l6gicas cuanticas (Humberstone 2011, p.300): el anzuelo de Sasaki (Sasaki hook),
ie.A—BZAv (AN B), lo cual es muy similar a como se define el condicional material
de la logica clasica, A D B Y.oAvEB , de forma que Silogismo Disyuntivo Cuantico (al
igual que su versién no cudntica en la légica cldsica) representa la regla de inferencia
Modus Ponens.

Asi, QL, al igual que OL, es una logica irrelevante.

Goldblatt (1974, pp.32-3.) ofrece una seméntica (que va mas alld del primer orden)
para QL en la que se anade V a los OL-modelos, donde V es un conjunto no vacio de
conjuntos L-cerrados. Asi, un QL-modelo es una estructura (K, 1, V,7Z), donde (K, 1)

es un ortomarco; V es un conjunto no vacio de subconjuntos L-cerrados de K tales que:

1. V es cerrado bajo la interseccién de conjuntos N y la operacién b definida como
Y ={z € K|zLlY}

2.81Y,Z € VyY C Z entonces Y es L-cerrado en Z —donde si Y, Z C K, Y es
L-cerrado en Z sii, para toda a € Z, si a ¢ Y entonces, para algin b € Z, tenemos

que b_LY pero no es el caso que a_lb

3. Z es una funcién que asigna a cada féormula A un elemento Z(A) € V

106



4.2.8 ROL y RQL: ortolégica relevante y logica cuantica rele-

vante

Respecto al primer defecto de OL, para obtener una légica (débilmente) relevante
a partir de OL, basta con abandonar el postulado T (EFQ). Para obtener la ortoldgica
relevante ROL maés cercana a la formulacién de OL, no sélo debe abandonarse (EFQ)

sino que debe ser sustituido por el siguiente principio
(ROLy) Tercero Excluso: t+= AV ~ A

donde la constante t es como en los DMLt-modelos extendidos y se cumple (EM). Asi,
por Contraposicién tendremos ~ (AV ~A) F~t, i.e. ~AAA b §, que no es una implicacién
irrelevante.

Respecto al segundo defecto de OL, si abandonamos (EFQ) pero anadimos (Dist) en
lugar de (OM), regresamos a DML. Esto quiere decir que las 16gicas cudnticas relevantes
son sistemas muy cercanos o similares a DML y sus extensiones mds inmediatas (i.e.
DMLt y DK), como veremos en la siguiente seccién.

Para obtener la ldgica cudntica relevante RQL debe anadirse (OM) a ROL y debemos

ajustar la regla (WN) de la negacién a su forma de segundo orden:
(WN?) Negacion débil (2do orden): I(—A,a) = 1 sii g’a[A], i.e. sii g’a{b € K|I(Ab) =1}

donde los BLC-modelos se ajustan como una estructura (K, S, I) en las que S C K x p(K)
es una relacion entre mundos y conjuntos de mundos. Asi, los postulados de la negacion

se modelan como sigue, para cualesquiera [A], [B], [C] C p(K):
(BL2) Doble negacién (2do orden): a € [A] sii ga{a € K| ga[A]}
(DM?) Contraposicion (2do orden): si [A] C [B] entonces {a € K | ga[B]} C{aeK| g’a[A]}

(OM?) Ortgmodulam’dad (ng orden): siN[C’] ClAlyac[Ay g’aja € K| g’a[B}} N{a €
K| SalC]}, entonces Sa{a € K |Sa([A]N[B])} N{a € K|SalC]}

donde (OM?) corresponde a C' = A,y A,y ~(~BV ~(C) (i.e. BVC),y ~(~(AAB)A ~C)
(i.e. (AN B)V(O), respectivamente. Asi, un RQL-modelo es una estructura (K, 5, I) que
satisface los postulados de la negacién recién descritos.

Mientras que (QDS) es derivable en QL, no lo es en RQL porque RQL no cuenta con
Explosion, por lo que la composicion de la disyuncion del lado derecho de = no implica B
en los dos casos de la prueba que ofrecimos en la seccién 4.2.7.

Evidentemente, esta semantica es capaz de recuperar la version irrelevante QL si en

vez de (OM?) imponemos, para cualesquiera [A], [B] C p(K):
(EFQ?) 1 Ezplosion (2do orden): [A] N {a € K | g‘a[A]} C [B]
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(QDS?) 1 Silogismo disyuntivo cudntico (2do orden): si a € [A] y g’a([A] N{a € K| g’a([A] N
[B])}) entonces a € [B]

donde (QDS?) corresponde a A, y ~(AA ~(A A B)) (i.e. ~AV (AA B)), y B, respecti-
vamente.

Por ultimo, RQL es completa y correcta bajo esta semantica (Brady y Routley et al.
1982, pp.125-6).

4.2.9 La légica relevante DK y la légica cuantica DQL

Como dijimos arriba, si anadimos (OM) a ROL, obtenemos RQL; pero si en lugar de
(OM) anadimos (Dist), regresamos a DML —que es una légica de implicacién en primer
grado y no contiene la conectiva para el condicional. Para anadir un condicional relevante
— al sistema DML (o mas precisamente a DMLt), tendremos que (a) dar las condiciones
modelo tedricas para el condicional; y (b) anadir axiomas y reglas acerca del condicional.

El condicional relevante se modela a través de una relacion ternaria?? R C K x K x K

de la siguiente forma:

(RC) Condicional relevante: I(A — B,a) = 1 sii, para cualesquiera b,c¢ € K tales que
Rabe, si I(A,b) = 1 entonces I(B,c) =1

Llamaremos DK-modelo a todo DMLt-modelo extendido (0, K, <, *, R, I) que, equi-

pado con una relacién ternaria R, satisface (RC). La l6gica relevante DK anade a DMLt
123;

los siguientes postulados sobre el condiciona
(ML) Identidad: A — A
(Cut™) Transitividad: (A — B)AN (B — C)) = (A— C)
(SLLy") Simplificacion: (ANB) - Ay (AANB) — B
(Dist™) Distribucion: AN (BVC)— (ANB)VC
(DM7?) Contraposicion: (A — B) — (~B —~A)
(BL7?) Doble Negacion: A —~~Ay ~~A — A

(ROLy") Tercero Excluso: t — (AV ~A)

22Hay al menos tres interpretaciones filoséficas interesantes para esta relacion ternaria; ver (Beall et al.,

o . . . ., d
2012). Para evaluar condicionales, Routley y Meyer (1976, p.7) introdujeron la notacién Rabc Ly <qcC
para indicar que, desde el punto de vista de a (donde se evalta el condicional), b < ¢ en el orden sobre
K.
20tra presentacion de DK incluye (A —~ B) — (B —~ A) en lugar de incluir explicitamente
A —=~~Ay (A — B)— (~B —~A), que se reducen a ese principio. En la presentacién que aqui damos
se hacen explicitos los principios de Doble Negacion y Contraposicion para facilitar la exposicion.
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y tiene las siguientes reglas:
(SLL2) Adjuncion: A,BF-ANB
(MP~) Modus ponens: A,A — B+ B

(DKy) A- B,C -DF(B—C)— (A— D)

La légica DK es la mejor propuesta de Routley para la ultralogica ya que, entre otras

cosas:
« No contiene paradojas de la implicacion, i.e. es una légica relevante.

o Esultramodal, i.e. no considera logicamente equivalentes a aquellas formulas que se

co-implican necesariamente.

4 es suplementada con un axioma de extensionalidad

e Su versiéon de primer orden?
y un esquema de comprension irrestricta en (Routley 1980, Apéndice I §6) para

construir una teoria inconsistente pero no trivial de conjuntos.

o También se puede definir la aritmética relevante a partir de DK (Routley 1980,
Apéndice I §9).

e Como veremos en la seccion 4.2.10, también podemos recuperar con DK la teoria
de la probabilidad (Routley 1980, Apéndice I §12).

La cercania entre DK y las légicas cudnticas ROL y RQL invita a preguntarnos si DK (o
una logica muy similar) es una légica cuédntica relevante con un condicional bien definido,
pues, como discutimos brevemente en el Apéndice 2, las ortoldgicas y las légicas cuanticas
padecen de una ambigiiedad sobre cémo definir el condicional (sobretodo siguiendo la
pauta del condicional material). Llamaremos DQL a la logica cudntica relevante que
resulta de anadir a RQL un condicional relevante con los postulados y reglas de DK

—excepto por (Dist) en cualquiera de sus formas, que es reemplazada por (OM).

24Para obtener la légica de primer orden DKQ se afiaden a DK los siguientes postulados sobre el
condicional y el cuantificador universal (el cuantificador particular se define a partir de éste como es
usual):

(UE™) Eliminacidn del cuantificador universal: Vx A — A(t/x) donde t/x indica la sustitucién de la variable
z por un término ¢

(U1) Vz(A — B) — (A — VaB) donde x no estd libre en A
(Uy) Vx(AV B) = (AV VzB) donde x no estd libre en A

y se anade la regla
(Gen) Generalizacién: A+ VA

extendiendo los modelos con la condicién para el cuantificador universal: I(VzA, a) = 1sii I(A(t/x),a) =1
para cualquier término t.
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Hemos mencionado en secciones anteriores que Distribucion es valida desde niveles
tan elementales como SLL y que no hay manera de invalidarla en sistemas que usan la
negacion normal. Como veremos en la seccién 4.2.11, las criticas que se han dado para
rechazar Distribucion en el contexto de las logicas cudnticas estan mal dirigidas y pueden
disolverse utilizando DK para analizar los argumentos donde presuntamente Distribucion

debe fallar.

Algo notable es que no seria correcto anadir a DQL el siguiente principio
(OM™) 1 Ortomodularidad: C — A+ (AN(BVC)) = (AANB)V(C)

pues es una implicacion irrelevante (el antecedente de F no es relevante para establecer el
consecuente). Demostracién: supongamos que I(C' — A, a) = 1 pero que I((AAN(BVC)) —
((AANB)V C),a) # 1. Entonces, para cualesquiera b, ¢ € K tales que Rabe, si I(C,b) =1
entonces I(A, c) = 1; y también I((AA(BVC)),b) = 1 pero I(((AAB)VC),c) # 1. De esto
se sigue que I(A,b) =1y I(BVC,b) =1, por un lado, y que I(AAB,¢c) # 1y I(C,c) # 1,
por el otro. Supongamos que I(B,b) = 1. Entonces por Heredabilidad, I(B,c) = 1y
I(A,¢) = 1, lo que contradice I(A A B,c) # 1. Supongamos entonces que [(C,b) = 1.
De nuevo, por Heredabilidad, I(C,c) = 1, lo que contradice I(C,c) # 1. Pero entonces es
imposible que I(BV C,b) = 1 porque, por lo anterior, ni B ni C' pueden ser verdaderas
en b. Este argumento bastaria para demostrar la verdad de (OM™) si no tuviéramos el
criterio de relevancia de uso efectivo en la prueba, pues vemos que el condicional C' — A
es innecesario para demostrar la conclusién del argumento (no es utilizado nunca). La
prueba que hemos dado establece que F (AA (BV (C)) — ((AA B)V C), que es (Dist™),
un principio valido en DK pero que las logicas cudnticas tradicionales rechazan. Por lo
tanto, T (OM™) es una implicacion irrelevante y no debe ser incluida en DQL ni en otras
logicas relevantes.

Es importante advertir que lo anterior no implica que (OM) es también una implicacién
irrelevante. (OM) esta dada en forma de meta regla (usa = entre secuentes) y es un
principio de implicacién en primer grado (i.e. no incluye condicionales — sino tinicamente
relaciones de consecuencia ) y es verdadera en todo RQL-modelo (de segundo orden) a
través de la relacién 5’ para los postulados de la negacion.

La introduccion de un condicional relevante, en conjunto con la negacién normal, per-
mite definir conectivas intensionales, i.e. que se evalian a través de mundos o situaciones
(consistentes o inconsistentes, y completas o incompletas) bajo ciertas relaciones (de orden
o accesibilidad), a diferencia de las extensionales que sélo requieren de valores de verdad

para evaluarse:

Conectivas | EXTENSIONALES | INTENSIONALES

O-arias T, L t, f
1-arias - ~
2-arias A, V, D o, e —
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donde o es la conectiva fusion definida como Ao B q. (A —~ B), e es la conectiva fision
definida como Ae BL~A - B , Yy — es el condicional relevante.

La conectiva fusion (también llamada conjuncion intensional) es interpretable como
una relacion de compatibilidad: A y B son compatibles, i.e. Ao B, sii A no implica la
negaciéon de B (por Contraposicién y Doble Negacion vemos que también es el caso que B
no implica la negaciéon de A); dualmente, la conectiva fisién (también llamada disyuncion
intensional) es interpretable como una relacién de incompatibilidad: A y B son incompati-
bles, i.e. Ae B, sii la negacién de A implica B (por Contraposicién y Doble Negacién vemos
que también es el caso que la negaciéon de B implica A). Esto es interesante para posibles
aplicaciones en teoria cuantica pues sabemos que hay cantidades o informacién cuantica
que bajo ciertas circunstancias son incompatibles (como determinar simultdneamente la
posicién y el momento de una particula).

Algunas seméanticas para logicas cuanticas utilizan una relaciéon C de compatibilidad
definida como xC'y sii no es el caso que z_Ly, para cualesquiera mundos x,y, y se inter-
preta como “lo que sea que x afirme, y no lo niega” con el fin de conectar los distintos
tratamientos de la negacién como ortocomplemento y lo que aqui hemos llamado nega-
cién normal (Dunn 1993, p. 332). Esta definicién tiene el defecto de incluir una negacion
del meta lenguaje (i.e. no del lenguaje objeto) y por tanto es dependiente de una nocién
indefinida de negacion que queda fuera del formalismo de las logicas cuanticas; ademas
pretende forzar una identificacion entre ambos tratamientos de la negacion cuando, si-
guiendo (Brady y Routley et al 1982), es claro que se trata de dos filosofias diferentes
de la negacién. En cambio, la conectiva fusién permite dar una nociéon de compatibilidad
que depende enteramente de las conectivas del lenguaje objeto, en concreto de la nega-
cion normal y el condicional relevante —y es claro que tanto DQL como DK tienen la
capacidad de recuperar este acercamiento. Otras nociones, como mencionamos al final de
este apartado, son mas deficientes en lo que concierne a intereses relevantistas.

La l6gica relevante T resulta de anadir a DK los siguientes principios (Brady y Routley
et al. 1982, pp. 38-9):

(Abs) Absorcion: (A — (A — B)) — (A — B)
(Pre) Prefijacion: (A — B) — ((C - A) — (C — B))
(Suf) Sufijacion: (A —- B) — (B —C) — (A— ()

Evidentemente, DQL podria ser extendida a otro sistema similar a T anadiendo (Abs),
(Pre) y (Suf) si existiera suficiente motivacion para fortalecer DQL de esa manera.

Las légicas adecuadas para perseguir la linea suave de la que habla Routley son pre-
cisamente ROL, RQL y, especialmente, la extension DQL que aqui presentamos, pues
en este sistema se debilita Distribucion al incluirla como Ortomodularidad, y se incluye

un condicional relevante que se define de forma natural dentro de los DMLt-modelos.
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Por otro lado, DK y su extension de primer orden DKQ son las légicas adecuadas para
perseguir la linea dura, o parecen serlo, pues esta légica relevante y ultramodal (ademds
de incluir Distribucién) sirve de base para reconstruir de forma relevantista la teoria inge-
nua de conjuntos, la aritmética, la teoria de la informacion y la teoria de la probabilidad,
segun lo esboza Routley en Ultralogic as Universal?.

En la literatura no existen muchas referencias (ademés del trabajo de Routley) a las
logicas cudnticas relevantes.

Por un lado esta (Georgakarakos 1979) que, motivado por la falta de ejemplos de re-
ticulos ortomodulares como modelos de logicas distintas a la logica cuantica de Birkhoff y
Von Neumann, sugiere una manera de modelar ciertas légicas relevantes con estos reticulos
por medio de una relacién de compatibilidad definida como aCb sii a = (aAb)V (aAbt), la
expresion algebraica (en un ortorreticulo) del principio de expansién (y el correspondiente
principio de eliminacién) A = (A A B) V (AA ~ B) lo que hace que su esfuerzo no sea
ultramodal porque valida principios de expansion y con ello, entre otras cosas, permite
ciertas implicaciones irrelevantes, de forma que su concepcién de relevancia como compa-
tibilidad definida en dichos términos es errénea de acuerdo con lo que hemos expuesto en
este trabajo.

Por otro lado tenemos (Kron et al 1981) que sigue el temprano plan americano de la
relevancia al utilizar (Anderson y Belnap 1975) para tratar de responder si se puede anadir
un condicional a los reticulos ortomodulares que cumpla con (a) satisfacer las propiedades
deseables?® de una implicacién, (b) interactuar adecuadamente con la relacién < de los
ortoreticulos, (c) interactuar adecuadamente con las operaciones de los ortoreticulos, y (d)
que anadirlo a los ortoreticulos no destruya las propiedades de los mismos. No obstante,
las logicas que ellos investigan son mas fuertes que las que aqui hemos considerado, pues
se basan en T, E, y R, y no satisfacen los criterios de relevancia que se buscan en el plan
australiano pues los sistemas que ellos proponen asumen (QDS) como axioma, que, como

hemos demostrado, es un principio irrelevante.

4.2.10 Logica ultramodal de la probabilidad

Las légicas cuanticas suelen ir ligadas de alguna forma a la teoria de la probabilidad
(ver Apéndice 2) porque todos los formalismos para las diferentes interpretaciones de
la teoria cudntica utilizan algin célculo probalilistico (generalmente clasico). En este
apartado ofrecemos avances en la teorfa ultramodal de la probabilidad para acompanar
los sistemas de logica cuantica relevante, particularmente DQL y, de forma ideal, DK.
Esto representa un esfuerzo en la linea dura de la teoria ultramodal de la fisica cuantica.

Aunque hay otros trabajos sobre teoria paraconsistente de la probabilidad, como

(Priest 2006, p.107) y (Mares 1997), y otras interpretaciones relevantistas de la pro-

25(Kron et al 1981) refiere al trabajo de Hardegree (1979) para esta nocién.
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babilidad condicional (Mares 2006), nos centramos en la teoria original de Routley (1980)
porque su caracter ultramodal nos permite analizar cuidadosamente a los principios de
expansion y comprender como es que estos generan razonamientos paraddjicos en fisica
cuantica.

Routley utiliza teoria de la medida para hablar de la probabilidad como implicacion
parcial (partial entailment) partiendo de estas tesis: (i) la implicacién parcial es una
relacién légica entre antecedente y consecuente que se puede medir, i.e. se puede medir
exactamente a qué grado cierta(s) premisa(s) implica(n) una conclusién; y (ii) dicha
relaciéon logica provee una buena explicacion de la relacion de probabilidad logica e incluso,
bajo cierta interpretacion, es también una buena explicacion de la confirmacion (1980,
p.947).

El objetivo es investigar las propiedades logicas de la relacién de probabilidad con-
dicional P(H, E) = r, donde cierta evidencia E implica la hipétesis H en grado r para
r € [0,1] C R. Cuando P(H, E) = 1, i.e. cuando E implica en grado méximo a H, se tiene
una implicaciéon deductivamente valida (entailment) y por ello podemos considerar que
cuando P(H,E) < 1y P(H,E) # 0 se tiene una implicacién inductivamente vélida en
cierto grado. No obstante, serd importante que la implicacién de la que estemos hablando
sea una implicacién relevante (y ultramodal) y no, como se hace en las teorfas clasicas
(irrelevantes), con una implicacién estricta (-3).

Routley retoma el trabajo de Rudolf Carnap (1950) sobre légica inductiva en tér-
minos de la teoria de la probabilidad pero lo critica y ajusta su teoria a las demandas

ultramodales. El enfoque de Routley se distingue por:

1. su manejo de la negacion; y

2. por ser, algebraicamente, una medida sobre los reticulos de De Morgan en lugar de

ser una medida sobre los reticulos booleanos.

En teoria de la medida, un espacio de probabilidad es una tripla (Q, F, P), donde
e {2 es un conjunto no vacio llamado espacio muestral;

« F es una o-dlgebra sobre ; ie. F C () es cerrado bajo las operaciones con-
juntistas de unién contable U y complemento relativo \ (y, por tanto, también es

cerrado bajo interseccion N), y cumple que

1. 2 € F es el conjunto universal
2. si A € F entonces Q\A € F

3. 81 Ay,..., A, € F entonces A=A, U---UA, € F
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e P esuna funcion de probabilidad P : F — [0, 1] que asigna un valor en el intervalo
unitario [0,1] C R de los nimeros reales a cada elemento de F (a cada evento del

espacio de probabilidad).?0

Siguiendo a Routley, podemos tomar la definicién estandar de espacio de probabilidad
y aplicarla a los reticulos de De Morgan —la estructura algebraica que subyace a las

logicas relevantes— de la siguiente manera:

o tomamos como espacio muestral {2 = K, que es el conjunto de situaciones deductivas
o mundos (que incluye mundos normales —al menos uno, que pertenece a 0C K—y
no normales —también al menos uno, que pertenece a K —0) de los DMLt-modelos

extendidos;

» tomamos como o-algebra F = p(K), que es el conjunto de proposiciones del lenguaje

formal L;
e tomamos P = pu como medida de probabilidad sobre las proposiciones de L

En esta teoria, escribiremos la medida de probabilidad de una proposicién somo la

suma de las medidas sobre los mundos donde la proposicion es verdadera:
Definicién 4.11.
acr(A)
donde r(A) ={k € K|I(A,k) = 1} es el rango de la proposicion A.
Las siguientes definiciones son cruciales para la teoria ultramodal:

Definicién 4.12. Una situacion o mundo a € K tal que, para todo parametro proposi-

cional pg, I(po/\ ~po,a) # 1 es una situacion o mundo consistente.

Definicién 4.13. Una situacion o mundo a € K tal que, para todo parametro proposi-

cional po, I(poV ~po,a) =1 es una situacion o mundo completo.

Definicion 4.14. Un mundo normal es un mundo a € 0 C K, i.e. a es una situaciéon o

mundo completo y consistente.

Definicion 4.15. Un mundo no normal es un mundo a € K —0, i.e. a no es una situacion

completa o a no es una situacion consistente, o ambas.

Evitamos llamar mundos posibles a los mundos normales y mundos imposibles a los
mundos no normales porque eso pareceria sugerir, contrario a las intuiciones de la teoria

ultramodal, que no hay algo asi como situaciones incompletas o inconsistentes, donde:

26Para que esta construccién seas aplicable a la mecanica cuantica es preciso que la funcién de pro-
babilidad esté definida sobre los niimeros complejos; por simplicidad, en esta presentacién dejamos la
formulacién en los reales siguiendo a Routley.
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e una situacién incompleta es una situaciéon no completa, i.e. es una situacion a € K—0

tal que, para algin pardmetro proposicional pg, I(pgV ~pg,a) # 1

e una situaciéon inconsistente es una situacion no consistente, i.e. es una situacién

a € K — 0 tal que, para algtin parametro proposicional pg, I(po/A ~pg,a) =1

Notese que para que a sea completo o consistente, necesariamente a = a*, pues (1)
si I(pgV ~ po,a) = 1 entonces I(pg,a) = 1 o I(~py,a) = 1, i.e. I(py,a*) # 1, por lo
que poV ~ pg tiene un contraejemplo si a # a* 'y I(po,a) # 1y I(po,a*) # 1, pero no
lo tiene (i.e. es valido) sélo si a = a*, pues entonces I(pg,a) = 1 o I(pg,a) # 1; (2) si
I(poA ~ po,a) = 1 entonces I(pg,a) = 1y I(~py,a) =1, ie. I(py,a*) # 1, por lo que
Po/A ~ po tiene un modelo si a # a*, de lo contrario es invélido, pues I(pg,a) = 1y

I(po,a) # 1 no es satisfacible si a = a*.

En lo sucesivo, se presentan teoremas basicos de la légica ultramodal de la probabilidad
y se muestra la invalidez de algunos resultados cldsicamente validos (i.e. que en una
teorfa booleana o clasica de la probabilidad 16gica serian validos) con el fin de mostrar las
similitudes y diferencias entre las aproximaciones relevantista y clasica de la probabilidad.
Los resultados siguen de cerca a (Routley 1980, p.947 y ss.) y se proporcionan las pruebas

y contraejemplos que Routley omitié.

Teorema 4.1. Si A+ B entonces p(A) < u(B)

Prueba. Si A = B entonces, para todo a € K, si I(A,a) = 1 entonces I(B,a) = 1; se
sigue que 7(A) C r(B) y, por la monotonicidad®’ de u, obtenemos pu(A) < u(B). O

Teorema 4.2. Si AF By B+ A entonces u(A) = u(B)

Prueba. Si A y B se implican mutuamente, entonces r(A) C r(B) y r(B) C r(A), asi
que por el axioma de extensionalidad de conjuntos tenemos r(A) = r(B), por lo que

necesariamente p(A) = p(B) por la Definicién 4.11. O

Teorema 4.3. (AN B) < u(A)

2TEn teoria de la medida, esta propiedad significa lo siguiente: si S; y So son conjuntos mensurables
tales que S; C Sy entonces p(S1) < u(S2), i.e. la funcién p es monotdnica ya que preserva el orden parcial
de la inclusién C sobre conjuntos mensurables.
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Prueba.

WANB) = > pla)

a€r(AAB)

= > pa)

ae{keK | I(AAB,k)=1}

= > p(a)

ace{keK |I(Ak)=1}n{keK | I(B,k)=1}
< > ula)
ac{keK |I(Ak)=1}

< u(A) O

Teorema 4.4. 1(AV B) = u(A) + u(B) — n(A A B)

Prueba.

WAV B) +pu(AAB) = > pla)+ Y ula)

a€r(A)Ur(B) aer(A)nNr(B)

:(ZWMZM@—EZM@+§ZM®
(B)

a€cr(A) a€r(B) aer(A)nNr

= > )+ Y wla)

a€r(A) a€r(B)
— w(A) + u(B) .

Teorema 4.5. pu(A) < u(Av B)

Prueba.
wA) =Y ula)
acr(A)
<Y @+ Y pw- Y a
acr(A) a€r(B) acr(A)Nr(B)
< u(AV B)

]

De acuerdo con lo anterior, como es esperable, contaremos con la validez de las versiones

probabilistas de féormulas validas en DLL, tales como la siguiente version de Distribucion:

pAN(BVCO)) <u((ANB)VC)
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En conformidad con los requisitos de relevancia impuestos a una teoria de la probabili-
dad, la implicacion estricta 3 y la equivalencia estricta &3 de las l6gicas modales normales

no reunen las condiciones apropiadas para la implicacion; los siguientes no son teoremas:
« Si A3 B entonces u(A) < u(B)

Contraejemplo: sea A de la forma pgA ~py y B de la forma pyA ~ p;. Clara-
mente, (poA ~po) 3 (p1A ~py) es verdadero en ldgicas modales normales con
implicacién estricta (e.g., en el sistema S,), pero dependiendo del significado
de poA ~ po y de p1A ~ p1, puede ocurrir que pu(poA ~ po) > p(piA ~ p1).
La légica cldsica no hace distincién alguna entre contradicciones (en efecto,
(AN ~ A) = (BA ~ B) es uno de sus teoremas), i.e. ellas tienen el mismo
significado o el mismo contenido, por lo que la teoria clasica de la probabilidad
asignaria P(poA ~ pg) = 0 = P(p1/A ~ p1). Pero la logica ultramodal de la
probabilidad puede capturar estas diferencias de significado; por ejemplo, si
Po/\ ~ po representa la paradoja del mentiroso (es verdad que “este enuncia-
do no es verdadero” y no es verdad que “este enunciado no es verdadero”) y
p1/\ ~p; representa, por ejemplo, que es verdad que “los caballos tienen cuatro
patas” y no es verdad que “los caballos tienen cuatro patas”, entonces podria
haber mas situaciones en las que pg/A ~pg es verdad que situaciones en las que

1\ ~p; es verdad.
e Si A3 B entonces u(A) = u(B)

Contraejemplo: tomamos (po/A ~po) &3 (p1/A ~p1), que es valida para la impli-

cacién estricta en una logica modal normal. Siguiendo el argumento anterior,

claramente pu(poA ~po) # p(piA ~py).

De hecho, todos los resultados positivos (i.e. libres de negaciones) de la teoria clasica
de la probabilidad que no involucran probabilidades condicionales son también validos en
la teoria de Routley (1980, pp. 958-9). Como se mencioné anteriormente, el tratamiento
para la negacion hace toda la diferencia entre estas teorias, tal y como ocurre entre DML
y BL. Aunque Routley no lo explicita, de acuerdo con la Definicién 4.11 tenemos la

siguiente condicién de medida para proposiciones negativas:

= >

ac{keK |I(Ak*)#1}
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Podemos probar algunas de las afirmaciones de Routley sobre la negacion en la logica
ultramodal de la probabilidad introduciendo la constante logica t de los DMLt-modelos
(que son tan solo una expansién de los DML-modelos que incluye a la constante 16gica t
y su condicién de verdad I(t,a) = 1 sii a € 0) con el fin de definir los valores méximo y

minimo para pu:

Definicién 4.16. Sea f LONTY Entonces,

La constante t (que puede ser entendida como la conjuncién de todos los teoremas)
nos permite representar la teoria clasica de la probabilidad de forma ultramodal. Si A
es un teorema, entonces t — A, de forma que si p(t) = 1 entonces p(A) = 1; de forma
similar, si A es un teorema, entonces ~ A —~ t, de forma que p(~ A) < u(f) = 0
por lo cual pu(~ A) = 0 ya que, por definicién, p(f) = 0. Esto se reduce a la validez
restringida de resultados de la teorfa clasica de la probabilidad, como P(AA ~A) =0y
P(A)+ P(~A) =1,ie P(~A)=1— P(A), pues estos se cumplen en mundos normales
donde los teoremas son verdades; en ese sentido, entonces, la condicion de medida de

cualquier proposiciéon A colapsaria en

acr(A)NO

Sin embargo, esta recaptura clasica de resultados no es el objetivo principal de Routley;
mas bien, se interesa en mostrar cémo podemos distanciarnos de esos resultados clasicos
que solo valdrian en mundos normales. Como ejemplo de esto ultimo, considérense el

siguiente teorema y los siguientes contraejemplos:

Teorema 4.6. (A) +pu(~A) <1
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Prueba.

wA) +p(~A) = D pla)+ D pla)

acr(A) a€r(~A)
= > p(a) + > fi(a)
ac{keK | I(Ak)=1} ac{keK | I(~Ak)=1}
= >, p(a) + > p(a)
ac{keK | I(Ak)=1} ace{keK |I(Ak*)#1}
<> ula)
ac0
<> pa)
a€r(t)

< > u

ac{keK | I(t,k)=1}
< u(t)
<1

Los siguientes no son teoremas:

o Definicion cldsica de la negacion en probabilidad: p(~A) =1 — p(A)

Contraejemplo: por el teorema anterior, u(A) + u(~A) = 1si a = a*, i.e. para

cualquier a € 0, y por tanto pu(~A) =1 — p(A), pues en ese caso:

pA A= @ Y )

ac{ke0|I(Ak)=1} ac{ke0|I(~A,k)=1}

= > pa+ D pla)
ac{ke0|I(Ak)=1} ac{ke0| I(Ak)#1}

= p(a)
ac0

= Y p

ac{ke0|I(t,k)=1}

=Y ula)

acr(t)

= u(t)
—1

Pero si existe al menos un a € K\O tal que a # a*, entonces u(A) + p(~
A) <1y por tanto p(~A) # 1—p(A), pues entonces >, c e rian=1y #(a) +
Zae{keK\I(A,k*);él} (@) # 3,0 1(a).
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o Principio de Expansion®: u(A) = u(AAN ~B) + u(A A B)

Contraejemplo: ji(A) = p(AN ~B) + (AN B) si a = a*, i.e. para toda a € 0,

pues en ese caso:

HANSB) +p(ARB) = 3 @+ Y )

a€r(A)nr(~B) acr(A)nNr(B)
— > p(a)
acr(A)N(r(B)Ur(~B))

= > p(a)

a€{ke0 | I(Ak)=1}N({k€0| I(B,k)=1}U{ke0 | I(B,k)£1})

= > p(a)

ae{ke0|I(Ak)=1}n0

= >

aer(A)
= u(A)

pero si existe al menos un a € K\0 tal que a # a*, entonces p(A) # p(ANA ~
B) + u(A A B) pues entonces a € r(B)Ur(~B) siia € {k € K|I(B,k) =
1}U{ke K|I(B,k*) #1} #0.

Otra manera de ver que el Principio de Expansiéon es invalido es usando la instancia
P(C)=P(CNC)+ P(CAN~C)=P(C)+ P(CN ~C), donde P(CA ~ C') puede ser
distinta a cero en la logica ultramodal de la probabilidad. De forma notable, la Ley de
Probabilidad Total P(A) = P(B)P(A|B) + P(~ B)P(A| ~ B) de la teoria cléasica es
invalida en la teorfa ultramodal, pues u(A) = u(B)% +u(~3)% = u(ANB)+
(AN ~ B), i.e. el Principio de Expansion.

Respecto al estatus modal de las férmulas, tenemos los siguientes resultados:
Teorema 4.7. 0 < pu(A) <1 para toda A

Prueba.

28La ultramodalidad demanda que losprincipios de expansion, como A F (AN ~ B) V (A A B), y sus
duales, los principios de eliminacion o supresion como (AN ~B)V (AAB) F A, sean invalidos; ver (Hyde
y Priest 2017, p.17). Ver (Cano Jorge y Estrada-Gonzélez 2020) para definiciones generalizadas de estas
nociones y un estudio de su rol en argumentos paradéjicos de la fisica cuantica, particularmente en el
teorema de Bell.
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Los siguientes no son teoremas:
e 0 < pu(A) < 1sii A es contingente.

Contraejemplo: podemos tener 0 < pu(A) < 1 con una féormula A que no sea
contingente, como con una falsedad légica de la forma pyA ~ pg, puesto que
I(poA ~po, k) = 1 para algtin mundo no normal &, por lo que u(A) # 0; por

otro lado, p(A) # 1 pues hay al menos un mundo normal, a saber 7" € 0, tal
que I(poA ~po,T) # 1.

o u(A)=1sii A es una verdad légica.

Contraejemplo: sea A una verdad légica de la forma pyV ~ pg que es valida
unicamente en situaciones completas; puesto que hay situaciones incompletas
k € K tales que I(pgV ~py, k) # 1, entonces pu(A) # 1.

o u(A)=0sii A es una falsedad légica.

Contraejemplo: sea A una falsedad légica de la forma pyA ~pg que es invalida
unicamente en situaciones consistentes; puesto que hay situaciones inconsis-

tentes k € K tales que I(poA ~po, k) = 1, entonces p(A) # 0.

Quiza la caracteristica mas importante de la logica ultramodal de la probabilidad es
su funcion ¢, que es introducida para calcular probabilidades condicionales como implica-

ciones parciales.

Definicién 4.17. La medida de implicacion parcial entre dos férmulas B y A, denotado
c(B,A) —léase “A implica parcialmente a B”—, se define a partir de las funciones de
confirmacion (c-funciones) como la proporcion de B-situaciones (mundos donde B es

verdad) donde también es verdad que A:

it (AN B)
A B =)

y se estipula que ¢(A, B) = 1 cuando u(B) = 0.
Teorema 4.8. 0 < ¢(H,F) <1

Prueba. Si pu(H A E) # 0, entonces, puesto que u(H A E) < p(E) tenemos que ¢(H, E) =

“(ﬁgf) < 1;ysi u(AAB) =0, entonces c(H, E) = % = O

Teorema 4.9. Si £ — H entonces ¢(H, E) =1
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Prueba. Si E — H entonces E <+ (H A E), por lo que u(E) = u(H A E), y entonces

CWHAE)  u(HAE)
LB =" m) T umAE)

[
Teorema 4.10. Si F; <+ E5 entonces ¢(H, Ey) = ¢(H, E»)
Prueba. Si Ey <> Ey entonces u(E)) = u(Es), por lo tanto
HAE
o(t, ) = M TV
1(Er)
_ WHNE,)
p(E)
= ¢(H, E») O
Teorema 4.11. Si H, <+ H, entonces ¢(Hy, E) = ¢(Hy, E)
Prueba. Si Hy <» Hy entonces pu(Hy) = pu(Hz), por lo tanto
HANE
¢(Hy,E) = p(Hi N E)
p(E)
p(E)
= C(HQ, E) Il

Sin embargo, los siguientes no son teoremas:
e Si E D H entonces ¢(H,E) =1

Contraejemplo: si E es contradictoria (de la forma pyA ~ pg), por Ex Con-
tradictione Quodlibet se sigue E O H para cualquier H, pero bien puede que
p(E) # 0 porque hay un mundo no normal donde pgA ~py es verdad, lo cual
evitaria tener un denominador de valor cero al calcular la c-funcién, lo cual
implicaria ¢(H, F) = % = 1 por la estipulacién de la Definicién 4.17; asi,
puede haber situaciones en las que pp/A ~pg es verdad pero alguna H es falsa,

lo que no queda capturado por el condicional material.
e Si E D~ H entonces ¢(H,E) =0

Contraejemplo: supongamos que FF D~ H y sea H de la forma pg/A ~ pg, asi
que E D~ (poA ~ppg), i.e. E D (~po V po) por leyes de De Morgan y Doble
Negacién; para tener que ¢(H, E) = 0 necesitamos que {k € K |I(H, k) =
1}n{k € K|I(E,k) = 1} = 0 pero, por Imposién, todos los mundos que
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hacen verdadero a E también hacen verdadero a ~pg V pgy , por lo cual dicha

interseccién es no vacia.
e Si £ 3 H entonces ¢(H,E) =1

Contraejemplo: si E 3 H entonces I((E D H),a) = 1, i.e. para todo b € K
tal que Rab, I(E D H,b) = 1 por lo cual I(E,b) # 10 I(H,b) = 1. Para tener
que ¢(H, FE) = 1 necesitamos que {k € K |I(H, k) =1}n{k e K|I(E, k) =
1} ={k e K|I(E,k) = 1} pero esto no se cumple si F es de la forma py/A ~py
y existe algin ¢ € K inaccesible desde a donde I(pgA ~pg,c) = 1 a pesar del
hecho de que E' 3 H es verdad en virtud de que I(pgA ~po,b) # 1, i.e. a pesar
de que también haya situaciones (aquellas accesibles desde a) donde pyA ~ pg
no es verdad, pues (contra Ex Contradictione Quodlibet) H podria no tener
ninguna relaciéon con E y por tanto podria haber situaciones inaccesibles desde

a donde E es verdad pero H no lo es.
e Si Fy €3 F5 entonces ¢(H, Fy) = ¢(H, Es)

Contraejemplo: dado que, como mostramos arriba, no es el caso que la equiva-
lencia estricta entre dos formulas implica que sus medidas son idénticas, no es

posible substituir tales formulas dentro de las c-funciones.
o Si Hy €3 Hy entonces ¢(Hy, E) = ¢(Hsy, E)

Contraejemplo: como en el argumento previo.
e Si H es una verdad logica, entonces ¢(H, E) = 1.

Contraejemplo: H podria ser de la forma pyV ~py y E podria no tener relacién
alguna con H (por no compartir entre ellas ningin pardmetro proposicional,
por ejemplo); asi que si Implosién debe ser invélido por criterios de relevancia
logica, entonces u(E) # p(H A E), pues poV ~pg serd verdad en mundos nor-
males (donde E puede o no ser verdad también) pero también hay situaciones

incompletas donde E puede ser verdad pero pyV ~pg no lo es.
« Si H es una falsedad l6gica, entonces ¢(H, E) = 0.

Contraejemplo: H podria ser de la forma pyA ~ pg porque hay alguna F que
imiplica (confirma) tanto py como ~py, y asi la interseccion {k € K|I(E, k) =

1} n{k € K|I(H,k) =1} es no vacia y contiene mundos no normales.
e ¢c(t,E)=1

Contraejemplo: si E es de la forma py/A ~pgy entonces los mundos a € r(F) son

no normales y son tales que a ¢ r(t) C O.
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e ¢(~t,E)=0

Contraejemplo: la interseccién r(E) Nr(f) podria ser no vacia ya que E podria

ser de la forma pg/A ~pg y ser verdad en mundos no normales..

Finalmente, enunciamos sin probar los resultados mas robustos de la logica ultramodal
de la probabilidad.?

Teorema 4.12. (Teorema General de la Adicion):
c(HV JJE)=c(H,E)+c¢(J,E) —c(HNJE)
Teorema 4.13. (Teorema General de la Multiplicacion):
¢c(HNJ,E)=c(H,E)xc(J,ENH)=c(J,E)x c(H,ENJ)

Teorema 4.14. (Teorema General de la Division):

c(H,E)xc(J,ENH)
c(J, E)

cH,ENJ)=

Teorema 4.15. (Teorema Ultramodal de Bayes): si ¢(J,E) > 0y Hy,...,H, son tales

que
(i) (ENJ)—= (H V---VH,)y
(i) Hy,..., H, son excluyentes en parejas®® con respecto a E o a J

entonces,

)
_ cJANHE) c(H,E)xc(J,ENH)
A ENT) = S TN HE) ~ S (e(Ho B) % (], E A )

b) si c(H;, E) tiene el mismo valor para cada i (desde 1 hasta n) entonces,

c(J,ENH)
Z:’L:l C(J, E N Hl)

c(HENJ) =

Si bien esta teoria relevantista de la probabilidad no ha sido desarollada con suficien-

3

cia®!, contar con ella (o alguna teorfa similar a ella) serfa un requisito indispensable para

29Las pruebas que dio Routley para estos se encuentran en (Routley 1980, pp. 950, 954).

39Un conjunto S de férmulas bien formadas es excluyente en parejas si cada férmula de S excluye
cualquier otra férmula de S, donde una férmula A ezcluye a una férmula B sii r(A) Nr(B) = @ (Routley
1980, p.953).

31E] texto original de Routley es solo un esbozo de la teoria y no fue trabajado en obras posteriores de
su autor ni recuperado por otras personas en la literatura desde su aparicién. En (Cano Jorge y Estrada-
Gonzélez (2021) se ofrecen algunos avances y direcciones a seguir para continuar la investigacién de esta
teoria matematica inconsistente.
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desarrollar el programa relevantista en fisica cuantica. Esto es, si las criticas relevantistas
a las paradojas cudnticas (que revisaremos en seguida) son correctas, entonces una teoria
cuantica que use una légica relevante de trasfondo tendra que venir acompanada de una
teoria de la probabilidad igualmente relevantista para modelar las predicciones probabilis-
ticas de la teorfa cudntica (hasta donde sea correcto). Este argumento podria extenderse a
otras areas de la matematica, es decir, podria argumentarse que el programa relevantista
también requiere una reformulacion de las teorias matematicas detras de los espacios de
Hilbert, o del analisis complejo, etc., pues dichas teorias empleadas por la fisica cuantica
estan basadas en légica clasica (o forman parte de la matematica clasica basada en légica
clasica); y esto es algo que Routley (1980) noté al final su obra, que coincide plenamente
con el espiritu reconstructivo anunciado en dicho texto, pero que queda fuera de los limi-
tes de este trabajo y en espera de desarrollarse en futuras investigaciones. No obstante,
hemos mostrado aqui los primeros pasos a dar para desarrollar el programa relevantista

y que, efectivamente, dar estos pasos es posible.

4.2.11 DQL y DK contra las paradojas cuanticas

Hay una manera de mostrar que razonar con la légica clasica o booleana genera efectos
negativos o perniciosos en el desarrollo de ciertas teorias cientificas. El caso de la teoria
cuantica estandar es interesante para argumentar en esa direccion, ya que la légica cuan-
tica nace para capturar adecuadamente la légica de las proposiciones de esta teoria fisica
y algunos de sus defensores tomaron la existencia de esta teoria cientifica con dicha légica
no cldsica como base para argumentar en contra del uso (incuestionado) de la légica clé-
sica en ciencia. Aunque aqui hemos dicho que la postura relevantista ultramodal se opone
a la primacia de la légica clasica en la ciencia y la filosofia, y senala las paradojas de la
implicaciéon como las causantes de argumentos paraddjicos en teorias cientificas, i.e. como
efectos perniciosos, tipicamente se ha discutido este punto desde una direccion distinta
y equivocada (bajo la perspectiva relevantista) en su identificacién de las causas 16gicas
de los argumentos paraddjicos en la teoria cuantica, como veremos en nuestra discusion
acerca del rechazo a Distribucién. En este apartado final hablaremos de las posibles apli-
caciones de DQL y/o DK en torno al andlisis de argumentos, experimentos y teoremas
limitativos que son caracteristicos de la teoria cuantica.

Como hemos adelantado a lo largo de este capitulo, los principios de expansién (y
eliminacién) son centrales en la estrategia de Routley para disolver las paradojas de la
teoria cuantica. En particular —y esta es la motivacién fisica para utilizar lgica relevante

y ultramodal— la invalidez del principio de expansién
AFAN(~BV B)

captura los aspectos torales de la fisica cuantica: el problema de la medicion y, relacionado
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con esto, el Principio de Incertidumbre. Para ver esto, consideremos el experimento Stern-
Gerlach.

Siguiendo a Hughes (1989, pp. 1-8), imaginemos una fuente que dispara dtomos de
plata hacia una pantalla que los detecta tras pasar en el trayecto entre los polos de un
par de magnetos cortados en forma especial, i.e. un aparato Stern-Gerlach. La observa-
cién obtenida tras realizar este experimento es que el rayo o haz de atomos de plata se
divide en dos, probando que las particulas —especificamente los electrones— tienen una
caracteristica intrinseca llamada espin (1/2) y que reacciona o interactia con campos
electromagnéticos al tomar las modalidades “arriba” o “abajo” respecto a cierta direccion
0 componente.

El experimento Stern-Gerlach ilustra perfectamente el problema de la mediciéon porque
muestra como el colapso de la funcién de onda provocado por una segunda medicién altera
la informacién previamente obtenida en la primera, y consiste en el siguiente arreglo: la
fuente dispara el rayo de atomos de plata, este pasa por un primer aparato Stern-Gerlach
orientado de forma vertical y el haz se bifurca segiin se trate de particulas con espin arriba
o abajo a lo largo de la componente x; el rayo de a&tomos con espin arriba en x continia
viajando para pasar por un segundo aparato Stern-Gerlach orientado de forma horizontal
que bifurcara el haz segin se trate de particulas con espin arriba o abajo a lo largo de la
componente y.

La conclusién intuitiva —y errénea— de tal arreglo es que todas las particulas detec-
tadas con espin arriba a lo largo de y también tienen espin arriba a lo largo de x porque
todas las particulas a las que se les midi6 espin en y son aquellas particulas que el primer
aparato permitio pasar hacia el segundo por tener espin arriba en x. Pero lo que ocurre en
realidad es que si volvemos a medir espin sobre x a aquellas particulas que el aparato deja
pasar al medir espin en y, el haz o rayo de particulas nuevamente se bifurca en particulas
con espin arriba en x o espin abajo en x, contrario a lo que se esperarfa (i.e. que todas
las particulas tuvieran espin arriba en x).

Esto sugiere que alguno(s) de los siguientes supuestos es incorrecto (Hughes 1989, p.
6):

1. Cuando asignamos un valor numérico a una cantidad fisica de un sistema podemos
pensar esta cantidad como una propiedad del sistema, i.e. hablamos significativa-

mente al decir que el electréon tiene espin arriba a lo largo de cierta componente.

2. Podemos asignar un valor a cada cantidad fisica de un sistema en cualquier instante
—e.g. podemos hablar significativamente de que el electrén tiene espin arriba en x

y espin arriba en y.

3. Que el aparato separa atomos de acuerdo con los valores de una cantidad fisica

particular, i.e. de acuerdo con las propiedades que poseen las particulas.
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4. Que mientras el aparato hace 3., las otras propiedades de la particula o el sistema

no cambian.

Asi, en consonancia con el principio de incertidumbre, la informacién obtenida en la
primera medicion —espin a lo largo de z— ya no es la misma tras efectuar la segunda
medicion —espin a lo largo de y—. Esto indica que la segunda mediciéon ha alterado los
resultados obtenidos en la primera y, por tanto, que no es posible conocer el espin de
una particula en dos componentes diferentes de manera simultanea —i.e. tenemos una
relacion de incertidumbre.

Ahora es claro que el principio de expansiéon A = A A (~ BV B) debe ser invalido
segun estos principios basicos de la teoria cuantica, pues siguiendo la interpretacion del

experimento Stern-Gerlach:

e A esla proposicion “la particula tiene espin arriba con respecto a la direccién z”;
e B esla proposicion “la particula tiene espin arriba con respecto a la direccion y”; y

e ~ B es la proposicion “la particula tiene espin abajo con respecto a la direcciéon y”.

Entonces, la inferencia desde A hacia A A (~ B V B) es invélida, pues si una particula
tiene espin arriba en x entonces no es el caso que tiene espin arriba en x y ademas tiene
espin arriba o abajo en y, pues esto violaria la relacion de incertidumbre mencionada. La
razén es que la medicién realizada para establecer si ~ B o si B es el caso, aniquila la
informacion obtenida en la primera mediciéon que establecié que A es el caso. Claramente,
aplicar Distribucién al principio de expansién genera una version equivalente de esta
argumentacion invalida:

A (AN~B)V (AANB)

no puede ser valido que “si la particula tiene espin arriba en x, entonces la particula tiene
espin arriba en x y espin abajo en y, o bien tiene espin arriba en x y espin arriba en y”,
de nuevo violando la relacién de incertidumbre.

De forma dual, el correspondiente principio de eliminacion
AN(~BVB)FA

es invalido por razones similares: si suponemos que la conjuncién A A (~ B V B) es
verdadera, no necesariamente se sigue A pues la medicion que determine ~ B 6 B, altera
el valor del espin en la direcciéon x que se supuso como “arriba”. Logicamente, este principio
de eliminacién es una instancia de (SLL,), i.e. del principio de Simplificacién o eliminacién
de la conjuncion, lo que quiere decir que el andlisis relevantista ultramodal de la teoria

cudntica ofrece un caso en el que (SLL;) es invélido y esto permite, quizd no de forma
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sorprendente, una conexién directa con las légicas conezivas.®?

Las logicas conexivas pertenecen a la familia de las logicas sociativas, i.e. todas aquellas

logicas que rechazan alguno de los principios logicos involucrados en la siguiente prueba
de (EFQ):

1 | (AAN~A) 5~ A Simplificacién

2 | ~A— (~AVDB) Adicién

3 | (AA~A) = (~AV B) Transitividad de —, 1, 2

4 | (AA~A)— A Simplificacién

5 | (AA~A) — (AN (~AV B)) Regla de Composicién, 3, 4
6 | (AN(~AVB))— B Silogismo Disyuntivo

7 | (AN~A)— B Transitividad de —, 5, 6

Las lineas 1, 2, 4 y 6 son instancias de sus correspondientes principios légicos. Los

principios involucrados en la prueba de (EFQ) son:
(SLL7?) Simplificacion: (AAB) - Ay (AANB) —» B
(SLLy’7) Adicién: A - (AVv B)y B— (AV B)
(Cut™) Transitividad de —:si D — E'y E — F, entonces D — F
(SLL;’) Regla de Composicién: si D — E'y D — F, entonces D — (E A F)
(DS™) Silogismo Disyuntivo: (AA (~AV B)) — B

Rechazar al menos uno de estos principios es suficiente para invalidar (EFQ). Esto
hace que toda légica sociativa sea paraconsistente. Pero de acuerdo con esta definicion, el
rechazo a cada principio involucrado en la prueba determina un tipo diferente de légica
sociativa (Hyde y Priest 2017, p. 12):

1. Légicas que no simplifican: rechazan (SLL;"); e.g. légicas conexivas.
2. Logica no aditivas: rechazan (SLL{’/); e.g. 16gicas de Parry.
3. Lébgicas no transitivas o sin corte: rechazan (Cut™); e.g. légicas relacionantes.

4. Logicas no compositivas o no adjuntivas: rechazan (SLL3); e.g. légicas de la con-

firmacion.

32T{picamente, decimos que una légica es conexiva si valida la Tesis de Aristételes ~ (A —~ A)
y su conversa ~ (~ A — A), asi como la Tesis de Boecio (A — B) —~ (A —~ B) y su conversa
(A -~ B) =~ (A — B); para un recuento general sobre estas légicas véase (Estrada-Gonzilez, L. y
Ramirez-Cédmara, E. 2016).
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5. Légicas que rechazan (DS7); e.g. légicas de la relevancia.

Por eso es quiza poco sorprendente la conexiéon o relacién entre las ldgicas conexivas
y el andalisis ultramodal de la teoria cuantica; y quiza algo similar podria decirse acerca
de la teoria ultramodal de la probabilidad como légica de la confirmacién. Cualificar o
incluso rechazar Simplificacién es caracteristico de las légicas conexivas y estas pueden
combinarse con criterios de relevancia como los que hemos revisado en este trabajo, por
lo que no sélo parece claro que la teoria cudntica requiere una légica no clasica (una
légica subestructural, de hecho) sino que incluso parece razonable que requiera una légica

contra-cldsica como la légica conexiva.??

Relevancia légica y las relaciones de incertidumbre

De acuerdo con Routley (1980, p. 956), las criticas a la 16gica clasica provenientes de
la filosofia de la teoria cuantica —especialmente aquellas dirigidas hacia el principio de
Distribucién— dependen de propiedades de la negacion de la teoria clasica de la proba-
bilidad que, como hemos visto, no estan presentes en la negacion de la teoria ultramodal
de la probabilidad ya que depende de la condicién (NN) de DMLt.

A partir de (Finkelstein 1972), que defiende que todas las anomalias de la teorfa cudn-
tica surgen por utilizar la légica clasica, Routley muestra el terreno comtn (la necesidad
de una logica no clasica para analizar los argumentos y experimentos de la teoria cuan-
tica) entre el enfoque relevantista-ultramodal y el enfoque de Finkelstein, quien propone
tres ejemplos donde cierta proposicion debe ser falsa bajo las consideraciones de la teoria
cuantica pero es validamente deducida a partir de principios de la légica clasica. No obs-
tante, mientras que Finkelstein sugiere abandonar la légica clasica por una légica cuantica
a la Birkhoff y Von Neumann, Routley propone su ultralégica.

Los ejemplos paraddjicos que propone Finkelstein efectivamente deberian ser conside-
rados como tales desde la perspectiva relevantista ya que dependen de Silogismo Disyun-
tivo. Veamos dos de ellos.

El primer ejemplo de paradoja cuantica involucra la relacion de incertidumbre entre
posiciéon y momento. Supongamos que la medicién del momento angular J de una molécula
diatémica determina que J = 0. El rango de coordenadas angulares acimutales del eje

molecular (i.e. el rango de posiciones que puede ocupar la particula) se divide en n celdas
iguales 1;(0 < 0 < 60), 1,(60 < 0 < 256),..., donde 66 = 27 /n. Entonces

1.0elhvobel,v---vVOel,

Pero de acuerdo con el Principio de Incertidumbre, para toda molécula es falso que

33Una logica es contra-clasica cuando incluye dentro de sus axiomas o principios validos alguna tesis
que sea invalida en la logica clasica. Por ejemplo, las tesis de Aristételes y Boecio no son validas en
la logica clasica pero si lo son en la logica conexiva; lo mismo ocurre con el principio de Relatividad
((A— B) = B) — A, que caracteriza otra clase de 16gicas contra-clésicas llamadas ldgicas abelianas.
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2. J=0A0 €I

para toda 7, 1 < j < n. Si abreviamos la premisa que establece que J = 0 como ¢ y usamos

p; para representar que € I;, entonces estos supuestos se reconstruyen légicamente como:
L.ptVpaV---Vp,
2. ~(q A p,) para toda j
3. q

No obstante, por De Morgan en 2. se sigue que
4. ~qV ~p; para cada j

y si utilizamos légica clasica entonces de 3. y 4. se sigue, por Silogismo Disyuntivo, que
5. ~pj; para cada j, i.e. ~piA~pa A A ~py,

lo cual establece la paradoja ya que, por De Morgan, 5. es ~ (p; Vpa V -+ V p,), lo que
contradice 1. Evidentemente el enfoque ultramodal bloquea este argumento paraddjico al
invalidar Silogismo Disyuntivo.

El segundo ejemplo de paradoja cudntica involucra la relacion de incertidumbre entre
espines a lo largo de dos distintas componentes a través del experimento Stern-Gerlach
que discutimos al rededor del principio de Expansion. En ese caso, pj representa que la
particula tiene espin arriba a lo largo de z (i.e. que o, = +h/2) y p, representa que la
particula tiene espin abajo a lo largo de x (i.e. que 0, = —h/2), y de forma similar para

p; y p, - Los supuestos del argumento Stern-Gerlach son:
1. pf
2. py Vo,
3. ~(p3 Apy)
4. ~(py Apy)
Por De Morgan en 3. (que es una relacién de incertidumbre entre espines),
5. ~piV ~py
y si usamos légica clasica entonces por Silogismo Disyuntivo entre 1. y 5.,
6. ~p,
pero por De Morgan en 4. (que también es una relacién de incertidumbre entre espines),
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7. ~pEV ~py
y por Silogismo Disyuntivo entre 1.y 7.,
8. ~p,

asi que ~ pSA ~p, por Adjuncién y ~ (p) V p,) por De Morgan, lo que contradice 2.
Nuevamente, este argumento queda bloqueado en el enfoque ultramodal.

Estos dos ejemplos muestran que, efectivamente, el uso de logica clasica en razona-
mientos sobre la teorfa cudntica conduce a paradojas (como queria Finkelstien) pero en
concreto establecen que una logica relevante es el candidato ideal para disolver estas para-
dojas ya que dependen de Silogismo Disyuntivo, un principio caracteristicamente invalido
en las logicas de la relevancia. En realidad, nada en estos argumentos sugiere la posibilidad

de bloquearlos por medio del uso de ortolégica o logica cudntica.

Distribucion y el experimento de doble rendija

El experimento de doble rendija es fundamental en la teoria cuantica ya que establece
la dualidad particula-onda. El experimento consiste de una fuente que dispara fotones
hacia una pantalla que los detectara después de que pasen en el trayecto por una barrera
que tiene dos rendijas. Es posible abrir una, ambas o ninguna de las rendijas. Si abrimos
solo una de ellas, en la pantalla queda registrado el impacto de los fotones en el lado
correspondiente a la rendija abierta; pero si abrimos ambas rendijas, lo que se observa
en la pantalla es un patréon de interferencia que corresponde al comportamiento de una
onda. Esto nos dice que un fotén se comporta como particula pero también como onda.

El ataque a Distribucién que Routley estudia es el de Putnam (1975, p. 180-181), que
utiliza el experimento de doble rendija como ejemplo de una situacion donde falla dicho
principio 16gico. Supongamos que A; representa que el fotén pasa por la rendija 1, As que
el foton pasa por la rendija 2, y B que el fotén cae en algin punto de la pantalla. Si bien
es verdad que A1V ~ A; (y lo mismo para As), es un error asumir en el contexto de este

experimento que

B —= ((BANA)V(BAA)))

un principio que depende no solo de Distribuciéon sino principalmente del principio de
expansion B — (BA(A;V ~Aj));ie. si B — (BA(AV ~ A;p)) entonces, por Distribucion,
B — ((BANA)V (BA~A)))ie. B— ((BANA))V(BAA)).

La critica de Routley va en la direccion de que la conclusion paradojica de que el foton
pasa por ambas rendijas lo es (i.e. es paradéjica) en el contexto clasico pero las légicas y
la teoria de la probabilidad basadas en DMLt son capaces de acomodar tal conclusién en
un marco paraconsistente. Como hemos visto, los principios de expansion (y eliminacién)
son implicaciones irrelevantes; en particular, el principio B — (B A (A;V ~ A;)) no

puede ser valido en el contexto de la teoria cuantica porque el problema de la medicién

131



establece condiciones bajo las cuales dicho principio puede fallar —e.g. con el experimento
Stern-Gerlach.

El ataque a Distribucion viene motivado en buena medida por el hecho de que Distri-
bucion es invalido en la ortolégica y la logica cuantica, pues sus estructuras algebraicas
son reticulos no distributivos. Sin embargo la observacién de Routley es que las parado-
jas estan presentes en la forma de principios de expansion antes de aplicar Distribucién.
El hecho de que los principios de expansion sean el problema u origen de las paradojas
cuanticas se debe fundamentalmente al principio de incertidumbre de Heisenberg y el
problema de la medicién.

Efectivamente, BV ~ B es légicamente verdadero en el contexto de las proposiciones
experimentales de la l6gica cuantica; pero si la propiedad medida en la proposicion B es
un operador que no conmuta con otro cuya medicion queda expresada por la proposicion
A, entonces es falaz afirmar que A = A A (BV ~ B) es valido ya que el hecho de medir
B simultaneamente con A, haria que el resultado de la medicién de A sea alterado por
la medicién de B. Esto nos dice que en el primer momento, cuando medimos A, el valor
de BV ~ B no puede estar definido, no puede ser ni verdadero ni falso, sino hasta que
midamos B, cosa que alterara el valor de A si A y B no conmutan.

Por ejemplo, si A representa una proposicién sobre la velocidad de una particula y si
B representa una proposiciéon sobre la posicion de esa misma particula, entonces medir
A en un primer momento (y obtener a como velocidad, por ejemplo) y luego concluir
que hay una mediciéon simultanea de B asumiendo que la velocidad de la particula sigue
siendo a, producird una posicion determinada b para la particula pero su velocidad ya no
serd a. Asi, A no necesariamente es el elemento minimo de la conjuncién A A (BV ~ B);
dicho de otro modo, puede ser que sea verdadera A por si sola, pero A puede dejar de ser
verdadera si tomamos esa verdad en conjuncién con BV ~ B donde B no conmuta con A.
Por tanto, el principio de expansion es valido si y solo si A y B representan mediciones
de cantidades compatibles, i.e. operadores conmutantes, pero como la teoria cuantica
debe incorporar relaciones de incertidumbre de acuerdo conl principio de Heisenberg, el
principio de expansion es invalido en general para las logicas que pretendan recuperar

nociones cuanticas.

Contra el teorema de Bell

A diferencia de lo que ocurre en teorias fisicas clasicas, la formulacién ortodoxa de la
teoria cuantica incluye entre sus principios que la medicién de cualidades fisicas no revela
simplemente valores preexistentes o predeterminados. Mas bien, el resultado particular de
una medicion es una consecuenca de la interaccion entre el sistema medido y el sistema de
medicién. Sin embargo, este principio, de acuerdo con (Einstein, Podolsky, Rosen 1935),
entra en conflicto con cierta idea de localidad.

En 1935, Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) propusieron una paradoja que pretende
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mostrar que la descripcion de la realidad fisica proporcionada por la teoria cuantica es
incompleta. Sostienen que hay “elementos de la realidad” que no estan contenidos en la
teoria cuantica y conjeturan que es posible construir una teoria que si los contenga. El

criterio de complecion utilizado en la paradoja es el siguiente:

Complecién (EPR) : Una descripcion del mundo es completa solo si nada que sea
verdadero del mundo (nada que sea un “elemento de la realidad”) queda fuera de esa
descripcion.

En el experimento mental planteado en su articulo, tomamos dos particulas A y B que
interactuaron de forma tal que quedaron enredadas y después se separaron en direcciones
opuestas hasta que existiera una distancia (arbitrariamente) enorme entre ellas. De un
lado del universo, Alice mide el momento de la particula A; mientras que del otro lado
del universo Bob mide la posicion de la particula B.

Al estar A y B enredadas, la teoria cuantica predice que:

1. Si Alice mide el momento de A, de inmediato sabemos el momento de B sin que

Bob mida el momento de B, pues es su opuesto.

2. Si Bob mide la posicion de B, de inmediato sabemos la posicion de A sin que Alice

mida la posicién de A, pues es su opuesto.

Por el Postulado del Colapso, el momento de B y la posiciéon de A son “elementos de
la realidad” una vez que medimos el momento de A y la posicién de B. Asi, la realidad de
B depende de lo que mida Alice en A; y la realidad de A depende de lo que mida Bob en
B, no importa qué tan lejos estén, y esto ocurre de forma instantdanea.

Pero si se realiza dicho experimento, habrd un “elemento de la realidad” (posicién y
momento determinados para A y para B) que no se encuentra en la teoria fisica (pues el
Principio de Incertidumbre explicitamente lo excluye). Ergo, la teoria cudntica es incom-
pleta.

Ademas de criticar la complecion de la teoria cudntica —tema que fue muy debatido
desde la publicacion de esta paradoja—, el argumento que presentaron permitié acunar
un concepto contraintuitivo: la no localidad de la teoria cudntica. Diremos que una teoria

cuantica es no local sii el siguiente criterio de localidad falla:

Localidad (EPR) : Si dos sistemas estan espacialmente separados, la medicion reali-
zada en uno de los sistemas no afecta directamente la realidad del otro.

Vimos en el argumento EPR que Localidad falla para sistemas de particulas enredadas.
Ademas, parece haber una influencia causal instantanea entre el estado de una particula
y la otra sin importar la distancia que hay entre ellas. Como consecuencia, se pensd que
la no localidad de la teorfa cuéntica viola la teoria general de la relatividad (pues nada

puede viajar mas rapido que la luz y la influencia causal o senalizacion entre particulas
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parece ser instantdnea, i.e. superluminica). Asi, la paradoja EPR sugiere también una
tension entre la teoria cuantica y la teoria de la relatividad.

Sin embargo, el principal problema en el texto de EPR es la complecién de la teoria
cuantica. Al final del articulo, los autores se preguntan si la teoria cuantica puede ser
completada con variables adicionales que ademas restauren la causalidad local. Y tres
décadas después, el teorema de Bell daria una respuesta negativa.

En 1964, John S. Bell retomo la paradoja EPR, formaliz6 mateméticamente el concep-
to de Localidad (EPR) y mostré que ninguna teoria local con “variables ocultas/adicionales”

puede reproducir las predicciones de la teoria cuantica. El argumento simplificado es:

1. Si el estado de una particula enredada con otra esta determinado localmente por

ciertas variables adicionales, entonces la desigualdad de Bell debe cumplirse.
2. Para determinados arreglos, la desigualdad de Bell no se cumple.

. El estado de una particula enredada con otra no estda determinado localmente por

ciertas variables adicionales.

Los supuestos del teorema son:

1. La descripcion del estado de una particula es completada con variables adicionales
A

2. Localidad (Bell): la probabilidad de obtener los resultados A y B con las confi-
guraciones a y b dado A puede escribirse como el producto de la probabilidad de
obtener el resultado A con la configuracion @ dado A y la probabilidad de obtener

el resultado B con la configuracion b dado \:

Py 5(A; BIA) = Pa(A[N) By(B[A)

Si tomamos un experimento como el planteado en EPR pero esta vez midiendo espines
a lo largo de diferentes direcciones, podemos usar la definicién de Localidad (Bell) para

derivar la desigualdad de Bell:
L+ P(b,) > |P(a,b) ~ P(a,d)

El objetivo del teorema es mostrar que existen configuraciones del experimento que
violan la desigualdad de Bell, que se sigue de Localidad (Bell). Esto indicaria que el
supuesto de Localidad (Bell) debe estar equivocado. Notamos que esto ocurre aunque se
haya tratado de completar la teoria cuantica con variables adicionales, como conjeturaron

EPR.

Como consecuencias del teorema de Bell tenemos las siguientes:
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 Cualquier teoria cudntica (con o sin variables adicionales) debe ser no local.

e Si la teoria cuantica describe la realidad, entonces esta dice que existen influencias

causales no locales que determinan el mundo fisico.

 Dichas influencias causales no locales se dan de forma instantanea (i.e. superlumi-
nica, més rapida que la velocidad de la luz) y esto parece violar la teoria de la
relatividad. Asi que o la teoria cuantica es incorrecta o la teoria de la relatividad es

incorrecta.

Bell considerd una teoria cuantica enriquecida con variables adicionales que especifican
por completo el estado de un sistema cudntico dado y probd que ninguna teoria fisica
que satisfaga su condicion de causalidad local seria capaz de reproducir por completo
las predicciones estadisticas de la teoria cuantica. El teorema de Bell muestra que las
teorias locales en general (deterministas o no, con variables adicionales o sin ellas) son
incompatibles con las predicciones de la teoria cuantica. Para una interesante y clara
exposicion del teorema y sus supuestos, véase (Norsen 2007).

Por otro lado, Richard Sylvan (Hyde y Priest 2017, cap. 3) proyecta una lista de apli-
caciones —principalmente en filosofia de la ciencia pero extendidas a areas muy diversas—
de lo que él llama ldgicas sociativas, v esta lista incluye al teorema de no localidad de
John Stewart Bell (1964), uno de los teoremas més importantes en teoria cuantica. En
concreto, Sylvan conjeturd que podriamos objetar contra la validez del teorema de Bell
arguyendo que los ya mencionados principios de expansion se encuentran presentes en la
prueba.

En (Cano Jorge y Estrada-Gonzélez 2020) se muestra que si leemos las probabilidades
del argumento de Bell de manera logica, entonces la validez de la desigualdad de Bell
depende de la validez de principios de expansion.

Utilizando la versiéon de Harrison de la desigualdad de Bell

N(a,~7) < N(a,~B) + N(B,~7)

y reescribiéndola de manera conjuntista como

(@ N7%) € ((a NEYU (B NY)) N (e NB%)N(BNY))) (4.1)

para terminar con una reconstrucciéon légica de la forma

PA~RE((PA~Q)V(QA ~R)A ~((PA~Q) A (QN ~R)) (4.2)

observamos que (4.2) es un principio de expansién, como Sylvan conjeturé. El argumento
para mostrar esta consecuencia consiste en una examinacion de los siguientes supuestos
aritméticos en la prueba de Bell: sea E cualquier término aritmético; para cualesquiera

w, x, y and z tenemos
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0 < N(z,~y,z)+ N(z,y,~2z)

Si N(xp,...,20) < N1,y Ym) + N(z1,...,2;) entonces N(z1,...,z,) + F <
N(y1a7ym>+N(zla7zl)+E

0+ N(z1,...,2,) = N(x1,...,2,)

N(zy,...,x0) + (N(y1, ooy Ym) + N(21,. ., 2) = N(1, ...y xn) + (N(21, .0, 2) +
Nwi, -y ym)) = (N(z1,- -, 20) + N(y1, -3 Ym)) + N(21,. .., 2)

N(x,~y,z)+ N(z,y,2) = N(z,2) X (N(~y) + N(y))
que, en términos logicos, se reducen a los siguientes principios:

(R1) LF(AA~BAC)Y(ANBA~C)

(R2) Si Ak B entonces (AV C)A ~(AAC) - (BVC)A ~(ANAC)
(R3) (LVAA~(LANA) A

(R4) AV (BY.C) - AV (CVYB) - (AVB)VC

(R5) ANA- A

(R6) AV ~A 4T

(R7) AANT - A

donde (R7) contiene claramente al principio de expansién (y de eliminacién).

Estos andlisis llevan a la siguiente conjetura: tal vez exista esperanza para las teorias
cuanticas de variables ocultas por medio de la revision relevantista de la teoria estandar
de la probabilidad y otras formas de razonamiento légico y matematico, como Sylvan
senial6 originalmente. La opcion de revisar la teoria de la probabilidad ha sido notada —y
rechazada— por algunos autores, pero sus argumentos podrian ser insuficientes. Dejamos

esto para futuras investigaciones.

Contra el teorema Kochen-Specker

Un punto comun entre la aproximacion topos teodrica de Doring e Isham y la apro-
ximacién relevantista de Routley/Sylvan es que ambos proyectos pretender esquivar las
consecuencias del teorema Kochen-Specker.

Por un lado, vimos en la Seccion 2.4 de este trabajo que los topos cuanticos pretenden
que toda proposicion fisica tenga, de manera simultanea, un valor de verdad y la estrategia
para lograr esto es abandonar la idea de que los tnicos valores de verdad de €2 son 1 y 0

y apostar por una légica intuicionista multivaluada para sus topos.
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Por otro lado, Sylvan dice que el teorema Kochen-Specker podria no sostenerse bajo
consideraciones relevantistas puesto que, al igual que el teorema de Bell, su prueba utiliza
principios de expansién (Hyde y Priest 2017, p.27), pero no existe ningun trabajo al

respecto. Esto es algo que dejamos para investigaciones futuras.
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Conclusiones

En este trabajo exploro el proyecto de Doéring e Isham sobre los topos cuanticos y
critico negativamente los argumentos filosoficos que sugieren para defender que los to-
pos cuanticos dan una interpretacion “mas realista” de la mecanica cuantica con dicha
reformulacion categorista, pues, entre otras cosas, sugieren que se obtiene una forma de
realismo al utilizar 16gica clasica (o al menos intuicionista) en su reconstruccion de la
mecanica cuantica.

También comparo dicho proyecto con su rival directo, que es la teoria cuantica catego-
rista de Abrahamsky y Coecke, y que se basa en la interpretacion de la teoria cuantica de
la computacién y la informacién, pues en dicha teoria utilizan categorias simétricas monoi-
dales (en lugar de topos, i.e. categorias cerradas cartesianas con clasificador de subobjetos)
y trabajan con una logica lineal, que es una légica no clasica de tipo subestructural que
se caracteriza por rechazar las reglas estructurales de Contracciéon y Debilitamiento.

Tras las criticas y el andlisis comparativo, cierro mi trabajo sugiriendo que el uso de
ciertas logicas de la relevancia (que también son no clasicas y subestructurales) propuestas
por Richard Routley/Sylvan ayudan a razonar de acuerdo con ciertos principios fisicos
centrales como el de Heisenberg sobre las relaciones de incertidumbre entre pares de
operadores no conmutantes, asi como a tratar de diluir o resolver algunas paradojas sobre
la no localidad de la mecanica cuantica, y otros problemas interpretativos importantes.

En este trabajo he defendido la siguiente tesis:

Los topos cudnticos no resuelven los problemas de interpretacion de la mecdnica cudntica
pero otros sistemas formales que emplean logicas subestructurales como la logica lineal
y las logicas relevantes si ofrecen soluciones a diversos problemas interpretativos de la
mecanica cudntica.

En el capitulo 1 ofrecimos un planteamiento filoséfico del problema de la interpretacién
de la mecénica cuantica basado en las consecuencias y compromisos de caracter ontologico
y epistémicos que hay detras de las diferentes interpretaciones de la mecanica cuantica. De
entre estos, cobraron importancia hacia el final del trabajo los criterios sobre el colapso de
la funcién de onda, la no localidad de la teoria, y la introduccién de variables ocultas, pues
parte de los resultados del capitulo 4 han sido generalizados en (Cano Jorge y Estrada-
Gonzélez, 2020) y (Cano Jorge, 2020), que siguen a Routley y su critica al uso de principios

de expansién en las pruebas del teorema de Bell.
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Mientras que el capitulo 2 de este trabajo presenta los detalles del proyecto topos
tedrico para la mecanica cuantica, el capitulo 3 senala sus principales problemas técnicos
y filoséficos. La filosofia Neorrealista de Doring e Isham y sus métodos categoristas no

proporcionan soluciones al problema de la interpretacion de la mecanica cuantica porque

a) desde el punto de vista filoséfico, el realismo que proponen es demasiado ingenuo
al suponer que la adecuacion de una teoria fisica con las leyes de la logica clasica
implican, inspirados en la lectura metafisica de Dummet para el principio de Tercero

Excluso, que la teoria fisica es, por tanto, realista; y

b) desde el punto de vista técnico, no solo es el caso que los topos cudnticos que
proponen no utilizan légica clasica, sino que la supuesta maniobra para evitar las
consecuencias del teorema Kochen-Specker y asi poder asignar un valor de verdad
a toda proposicion fisica del topos, o es invalida o trivializa el proyecto en caso de
ser correcta, pues la teoria fisica de los topos cuanticos no estaria considerando los
contextos de medicién que involucran pares de operadores no conmutantes, como
posicién y momento, de forma que no recuperan el principio de incertidumbre de

Heisenberg, que es central en las teorias cuanticas.

Con motivo de a) y el problema del realismo cientifico en el contexto de la teorfa de
categorias, sugerimos, de forma tangencial a nuestro proyecto, una alternativa filoséfica:
no es necesario dar lecturas como la del Neorrealismo u otras a las categorias que codifi-
can teorias fisicas, pues la teoria de categorias y sus métodos son un excelente companero
del realismo 6ntico estructural, una forma de metafisica naturalizada que permite dar un
recuento filoséfico de nuestras teorias y sus métodos formales en términos de estructuras
matematicas inicamente y que permite, también, que el realismo cientifico conviva paci-
ficamente con el fenémeno del cambio tedrico. Este fue precisamente el rumbo que siguio
Benjamin Eva al alejarse de la propuesta original de Déring e Isham, por ejemplo.

No obstante, el fracaso del proyecto topos tedrico no es el fracaso de la teoria de ca-
tegorias aplicada a la mecanica cuantica. En el capitulo 4 revisamos los detalles técnicos
del rival directo de los topos cuanticos: la mecénica cudntica categorista de Abramsky y
Coecke. Vimos que el uso de espacios de Hilbert como categorias simétricas monoidales
cerradas permite dar una formulacién categorista del aparato formal de la mecénica cuan-
tica bajo la interpretacién informética o computacional de los recursos cuanticos llamados

qubits. Adujimos:

1. que esta formulacién categorista rescata mas fielmente las nociones fisicas clave

como la de medicién y colapso, estados enredados, y no localidad; y

2. senialamos que la logica interna de estas categorias es la logica lineal, una logica no

clasica de tipo subestructural.
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Y objetamos que la matematica de los qubits no agota la fisica de los sistemas cuanticos
porque, al estilo de la interpretacion de Copenhague y el adagio de David Mermin comiin-
mente atribuido a Richard Feynman, shut up and calculate, la interpretacion informatica
de la mecanica cuantica no se pronuncia frente a preguntas sobre la naturaleza de la
funcion de onda y su colapso, sino que simplemente toma el formalismo del enredamiento
de estados para generar protocolos de computacion, algunos tan insospechados como el
protocolo de teletransportaciéon cuantica.

Interpretar los estados cuanticos como informacion sujeta a ciertas leyes matemaéticas
es ciertamente una propuesta mas que goza del éxito predictivo y experimental que ca-
racteriza al aparato formal de las teorias cuanticas. Sin embargo, parece extrano aceptar
que la mecanica cuantica se reduce a una realizaciéon o aplicaciéon muy especifica, como
lo es la computaciéon en las tecnologias de informacion, pues uno esperaria mas bien que
la aplicacién computacional fuese tan solo parte de una interpretacién mas general de la
teoria cuantica.

El punto sobre légica lineal no es el tinico en favor del uso de logicas subestructurales
en las teorias cuanticas. En el capitulo 4 exploramos el programa ultramodal de Richard
Routley para la fisica cuantica, que propone utilizar loégicas relevantes en lugar de légicas
cuanticas o légica clasica para analizar los argumentos y proposiciones de la mecanica
cuantica y disolver algunas de sus paradojas.

Las logicas relevantes, al igual que la légica lineal, son légicas no clasicas de tipo
subestructural que se caracterizan por rechazar inicamente ambas direcciones de la re-
gla estructural Debilitamiento, y adujimos que estas ofrecen soluciones a los problemas
interpretativos de la mecanica cuantica porque el andlisis l6gico de paradojas como el
experimento de doble rendija, el experimento Stern-Gerlach, y el teorema de Bell, mues-
tra que estos argumentos no son validos bajo los criterios de la relevancia logica, lo que
motiva la posibilidad de construir teorias alternativas para la matematica y la fisica utili-
zando sistemas relevantes. A diferencia de los topos cuanticos, el proyecto ultramodal de
Routley si recupera el principio de incertidumbre de Heisenberg al invalidar los principios
de expansion, como explicamos en nuestra discusién sobre el experimento Stern-Gerlach.

El principio de expansiéon A = A A (BV ~ B) es invélido para los contextos cuanticos

por dos razones:

1. Si A y B representan proposiciones fisicas que involucran la mediciéon de dos pro-
piedades fisicas cuyos correspondientes operadores no conmutan, i.e. 0 # [121, B] =
AB — BA, entonces la medicién simulténea de A y B representada en la conjuncion
AN (BV ~ B) queda prohibida por el principio de incertidumbre de Heisenberg
(para posicién y momento); asi, suponer que cierto valor a resulta de una medicién
para un observable A—e. suponer que A es verdadera— no nos permite concluir
que en una medicién simultdnea de A y B ser4 el caso que a es el valor de A y b

es el valor de B o no lo es —i.e. concluir que A A (BV ~ B) es verdadera. Esto es
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precisamente lo que vimos en nuestro analisis del experimento Stern-Gerlach con

las relaciones de incertidumbre para espines a lo largo de diversas componentes.

2. Una razon légica por la cual pueden fallar las proposiciones de la forma BV ~ B es
que existan situaciones en las que la verdad de B o su negacion no ha sido establecida
——por ejemplo, siguiendo la légica intuicionista, BV ~ B puede fallar en el contexto
de las proposiciones matemaéticas si no contamos con una prueba de B ni tampoco
con su refutacién, i.e. una prueba de que ~ B es el caso—, lo que nosotros llamamos
aqui, siguiendo a Routley, situaciones incompletas. La mecanica cuantica trabaja

con situaciones incompletas en dos sentidos:

el primero es aquel segin el cual una propiedad fisica, i.e. un operador A, no
tiene un valor definido o determinado sino hasta que hacemos una medicién

para A y colapsamos la funciéon de onda; y

o el segundo es aquel segtn el cual las relaciones de incertidumbre entre opera-
dores no conmutantes representan la imposibilidad de contar con un conoci-
miento completo de los sistemas cudnticos al restringir la medicién simultanea

de algunas propiedades fisicas como posiciéon y momento.

Asi, una légica para la mecanica cudntica debe ser capaz de discriminar la validez de
las inferencias en situaciones incompletas®! y las légicas relevantes que estudiamos

aqui tienen esa capacidad debido a las condiciones modelo tedricas para la negacion.

Vimos que el principio de expansion es utilizado en el experimento Stern-Gerlach, en
el experimento de doble rendija, y en el teorema de Bell; y que Sylvan sugiere que también
se utiliza en la prueba del teorema Kochen-Specker, investigacion que dejamos para un
futuro trabajo. Basado en estos andlisis y en las razones recién provistas para explicar
por qué el principio de expansion debe fallar en contextos cuanticos, concluimos que las
logicas relevantes si ayudan a disolver paradojas cuanticas y por tanto a resolver problemas
interpretativos de la mecanica cuantica. Pensamos que estos resultados motivan la idea de
que vale la pena explorar la reconstruccion relevantista de nuestras teorias matematicas
y fisicas, aunque esta tarea nos sea ardua e inesperada.

Por ultimo, es importante mencionar que el enfoque de las categorias simétricas mo-
noidales puede ser combinado con el enfoque relevantista exigiendo que el tensor ® no

tenga proyecciones y que no exista ;' : 1 — A para al menos un objeto A.%

34De hecho, la observacién légica de que la mecénica cudntica trabaja con situaciones incompletas se ha
dado en repetidas ocasiones. En el campo de la logica, un ejemplo interesante es R3V, la légica trivaluada
de Reichenbach para la mecédnica cudntica, que ademdés de usar T para “verdadero” y F para “falso”,
utiliza I para “indeterminado”, que es un valor de verdad que él, entre otras cosas, asigna a aquellas
proposiciones que involucran la medicion simultdnea de propiedades cuyos operadores no conmutan.
Véase (Estrada-Gonzilez y Cano Jorge 2021) para un estudio filoséfico de esta logica (que, de hecho, es
contra-clasica) y una propuesta de seméntica relacionante tipo Dunn para R3V.

35Ver (Dosen y Petric 2005), quienes continuaron el trabajo de Alexandar Kron que mencionamos en
la seccién 4.2.9.
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Apéndice 1: Fisica Cuantica’

Un vector es un objeto matematico con magnitud y direccion; generalmente, es con-
veniente pensar en vectores como flechas.

Un espacio vectorial V' es una coleccion de vectores cerrada bajo suma vectorial y
multiplicacién por escalar.

|A) denota el vector llamado A; esta notacién se debe a Dirac. Los vectores representan
estados fisicos.

La suma de vectores |A) + |B) = |C) esta definida en V' y consiste en que la cola de
|B) se coloca en la punta de |A) sin alterar su magnitud ni su direccién, y la punta de

|C') coincide con la punta de | B), mientras que la cola de |C') coincide con la cola de |A).

3| A) es el vector cuya direccién es la direcciéon de |A) y cuya longitud es 3 veces la de
|A); es decir, 3|A) = |A) + |A) + |A). En mecdnica cuéntica, no sélo se utilizan niimeros
reales como escalares, sino niimeros complejos también.

|A) multiplicado por |B) se escribe (A|B) y resulta en un nimero, no un vector. En

general, (A|B) = +/|A| x |B| x cosf, donde |A| y |B| representan, respectivamente, la
longitud de |A) y la longnitud de |B) (también llamados, norma de A y norma de B), y
donde 6 es el angulo entre |A) y |B). En particular, |A| = \/(A]A).

|A) y |B) son ortogonales (perpendiculares) sii |A| # 0y |B| # 0 pero (A|B) = 0.
Esto ocurre porque el angulo entre |A) y |B) seria de 90°, y como cos 90° = 0, (A|B) = 0.

La dimension de un espacio vectorial es el méaximo ntimero N de vectores |Ay), ..., |An)
que puede elegirse en el espacio tal que para cada valor de i y de j de 1 a N con ¢ # j
ocurre que (A;|A;) = 0. Es decir, que la dimensién del espacio es igual al nimero de di-
recciones mutuamente perpendiculares a las que los vectores dentro de un espacio pueden

apuntar.

Una base ortonormal de un espacio de N-dimensiones es cualquier coleccion de N
vectores mutuamente ortogonales tales que la norma de cada uno es 1. Si se tiene una
base ortonormal, entonces es posible construir cualquier vector |B) de ese espacio como
|B) = by|A1) + by As) + ... by|An), donde cada b; = (B|A;).

En general, (A||B) + |C)) = (A|B) + (A|C), para cualesquiera vectores |A), |B),|C).

36Este apéndice sigue muy de cerca el trabajo de Albert (1994).
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Esto ultimo permite mostrar que dados dos vectores |M) y |Q),
|M) +1Q) = (m1 + q1)[A1) + (m2 + g2)[A2) + -+ + (mn + qn)[An)
y que

(M|Q) = myqy + maga + -+ + myqn

donde los m; y los ¢; son coeficientes de expansion de |M) y |Q)), respectivamente, en una

base particular |A;).

Dada una base, para representar |Q)) necesitamos los ¢; de |Q). Asi:

1
@)= 3
—1/2
(@A) =1
lo cual es el vector tridimensional para el cual  (Q|Ay) = 3 donde cada |4;) son
(@A) = —1/2

los vectores base elegidos.

Los operadores son mecanismos para producir nuevos vectores a partir de otros. Es

decir, un operador es una funcion O : V — V del espacio vectorial al espacio vectorial.

O|B) significa que el operador O es aplicado al vector |B). En general, O|B) = |B/),

donde |B/) es un (nuevo) vector.

Un operador lineal es un operador tal que

O(|4) +1B)) = O|A) + O|B)

0(c|4)) = c(0|4))

Un operador lineal sobre un espacio N-dimensional puede representarse con N? ni-

meros. Por ejemplo, si O : V2 = V|

On Or
021 022

O:

donde cada O;; = (4;|0|A;)) y |An) son los vectores base de V.

Las matrices de operadores pueden multiplicarse por columnas de vectores, asi:

. [2] _
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011 012
021 022

(O11b1 + O12b9)
(Og1b1 + Og2b2)




Entonces, siempre podemos calcular el efecto de O sobre cualquier |B) simplemente

multiplicando la O-matriz por la |B)-columna. Es decir:

. [;j _

Si O|B) = z|B), donde = es un ndmero, entonces |B) es el eigenvector de O con

Oll 012
021 022

(O11b1 + O12by)

1Bi) =
(O91b1 + Og2b9)

= (01151-1—01252)|A1>+(021b1+02252)|A2>

eigenvalor = (y z es la longitud del nuevo vector) independientemente de la base.
Ejl. todo vector es un eigenvector del operador unitario y todos tienen eigenvalor 1.

Ej2. todo vector es un eigenvector del operador “multiplicar cada vector por 3” y todos

tienen eigenvalor 3.

Ej3. Dado un operador 4-dimensional

2 0 0
0 1/2 0
0= /
0 0 5
0 0 0 -1
sus eigenvectores son
1 0 0 0
0 1 0 0
4= [1B=] | 100=|,[IP) =],
0 0 0 1

y los eigenvalores son 2,1/2,5, —1 respectivamente.
Los estados fisicos se representan con los vectores y los llamamos vectores estado.

Las propiedades medibles, llamadas observables, de un sistema fisico se representan con

operadores lineales.

Si el vector asociado con un estado fisico es un eigenvector con eigenvalor a para un
operador asociado a cierta propiedad medible, tal estado se llama eigenestado de dicha

propiedad con valor a.

Ej4..
1 0
|duro) = [0] |suave) = L] (duro|suave) = 0
1 0
operador dureza =
0 -1
donde dureza = 41 es duro y dureza = —1 es suave. Entonces |duro) y |suave) son

eigenvectores de este operador.
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Ej5.

1/v/2

V2 | yv2
|negro) = [ ] |blanco) = [_1/\@

] (negrolblanco) =0

01
operador color =
10

donde color = +1 es negro, color = —1 es blanco, y |negro) y |blanco) son eigenvectores

del operador.

, a c (a+c)
Dado que si |A) = B) = , entonces |A) + |B) = tenemos que
avesi 14)= |7 v 1B) d] 4)+18) (Hd] 4
Inegro) = 1/vV2|duro) + 1/v/2|suave)

)

) = 1/V2|duro) — 1/v/2|suave)
|duro) = 1/v/2|negro) + 1/v/2|blanco)

Y = 1/V2|negro) — 1/v2[blanco)

Podemos calcular, de forma determinista, cémo evoluciona un vector a través del
tiempo y sujeto a fuerzas y constrefiimientos. Para esto usamos la ecuacion de Schréodinger

(en sistemas no relativistas):

e,
zha\lf(r,t) = HU(r,t)

donde i es un nimero imaginario, & es la constante de Planck (dividida por 27), % es una
derivada parcial con respecto al tiempo ¢, r es el vector de posicién en tres dimensiones, W
es la funcion de onda del sistema cuantico en cuestion, y H es un operador hamiltoniano.
Definiremos estos términos mas abajo.

Cuando se mide la propiedad de un estado que es la superposicién de otros estados,
no se tiene una manera determinista de extraer conclusiones. Si |a) es un vector estado
y queremos medirle la propiedad B (operador para el cual sus eigenvectores son |B = b;)
con eigenvalores b; tal que B|B = b;) = b;|B = b;)), entonces la probabilidad para tal
medicién (B = b;) sera

[{alB = b))[*

Por eso, la probabilidad de que un electrén negro sea suave segin una medicion de dureza
es precisamente 1/2.

Medir |A) y medir —|A) (por el exponente 2 en la dltima férmula) da lo mismo y por
eso decimos que |A) y —|A) son el mismo estado.

En principio, toda medicién es repetible. Una vez que la medicién ha tomado lugar
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y se obtuvo un resultado, el estado del sistema medido debe ser tal que garantice que si
una medicién es repetida, se obtendra el mismo resultado.

Sin embargo, algo le ocurre al vector estado del sistema medido. Si, digamos, se realiza
una medicion de un observable O en el sistema S, y el resultado de tal medicién es O = z,
entonces, sin importar cual fuera el vector estado de S antes de la medicion de O, ocurre
que el vector estado de S tras la medicion es, necesariamente,un eigenvector de O con
eigenvalor x. El efecto de medir un observable necesariamente es cambiar el vector estado
del sistema medido, hacerlo cambiar de lo que fuera antes de ser medido a un eigenvector
del operador observable medido; a eso se le llama colapso. Saber a qué eigenvector en
particular cambi6 el sistema queda determinado por el resultado de la medicion, y tal
resultado es un asunto de probabilidad. Es aqui donde entra un elemento de azar puro en
la evolucion del vector estado.

Si todos los eigenvectores de un operador estan asociados inicamente con eigenvalores
reales (no complejos), tal operador es un operador hermitiano. Dado que los valores de
cantidades fisicamente medibles son siempre ntmeros reales, los operadores asociados
con propiedades medibles deben ser operadores hermitianos. Algunas propiedades de los

operadores hermitianos son:

1. Si dos vectores son ambos eigenvectores del mismo operador hermitiano, y si los
eigenvalores asociados con esos dos eigenvectores son dos niimeros (reales) diferentes,

entonces ambos vectores son ortogonales entre si.

2. Todo operador hermitiano sobre un espacio N-dimensional tendra siempre al menos

un conjunto de N eigenvectores mutuamente ortogonales.

3. Si un operador hermitiano sobre un espacio N-dimensional tiene N diferentes ei-
genvalores, entonces hay un wnico vector en el espacio asociado con cada uno de los
diferentes eigenvalores. Este tipo de operadores se llaman completos o no degenera-

dos.

4. Todo operador hermitiano sobre un espacio estara invariablemente asociado con

alguna propiedad medible del sistema fisico conectado con ese espacio.

5. Cualquier vector en un espacio dado serd invariablemente un eigenvector de algin

operador hermitiano completo en ese espacio.

Notese que estos hechos implican que todo sistema cuantico necesariamente tiene una
infinidad de propiedades medibles mutuamente incompatibles.

Es posible sumar y restar matrices entre si. El conmutador de dos matrices A y B,
denotado [A, B] se define como AB — BA (donde la multiplicacién de matrices no es con-
mutativa en general). Los conmutadores de matrices de observables incompatibles siem-

pre resultan distinto a cero. El principio de correspondencia —la prescripcién de que las
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predicciones sobre particulas corresponden a las predicciones newtonianas de los objetos
ordinarios— relaciona los corchetes de Poisson de la teoria clasica con los conmutadores
de la teoria cuantica.

Cada particula puede ser representada con una funcién de onda ¥ que considera la
posicién x y el tiempo ¢, es decir W(x,t); la probabilidad de encontrar dicha particula en
una posicién y tiempo especificos es |¥(x,t)[>. Mds atin, cualquier propiedad medible de
las particulas —como el momento o la energia— es representable como un operador sobre
la funcién de onda; en general, cualquier descripcion que proporcione un vector estado es
traducible en términos de una funcién de onda.

La mecanica aumenta su complejidad segtin incrementa la cantidad de particulas de
un sistema. Hablando de sistemas de dos particulas “1” y “2” con estados |¥,) y |U),
respectivamente, el vector estado cudntico de ese par de particulas se denota [¥))|¥?), que
representa un vector en el espacio de estados del sistema de dos particulas, y el producto
de vectores serd (Ul 02| 0! W2) = (U@L} x (2| 02).

Finalmente, si los valores de m cantidades fisicas de un sistema fisico, separadas e
independientes, requieren ser especificadas para determinar de forma tinica el estado fisico
de dicho sistema, entonces se dice que el sistema tiene m grados de libertad. Por ejemplo,
una sola particula sin estructura y confinada a un espacio con una sola coordenada (es
decir, dimensién 1) tiene grado de libertad 1; pero una particula que tiene propiedades

color-dureza y puede moverse en tres coordenadas, tendra grado 4 de libertad; etc.
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Apéndice 2: Légica Cuantica’’

Légica Cuantica (QL)

Birkhoff y von Neumann (1936) propusieron por primera vez lo que podemos llamar
légica cudntica. Para comprender este tipo de l6gica no clésica (y sus derivadas), es ne-
cesario tomar en cuenta el formalismo matematico de la mecanica cudntica estdndar (no
relativista).

Dicho mecanismo utiliza la nociéon matematica de espacio fase: cualquier sistema fisico
S estd, en cada instante, hipotéticamente asociado con un punto en un espacio fase X
fijado; este punto representa matematicamente el estado de S.

Consideremos una proposicion experimental P acerca de un sistema fisico S, tal que
dicha proposicion expresa que una cierta cantidad fisica tiene un determinado valor —e.g.
“el valor de la posicion en la direcion x se encuentra en cierto intervalo”™—. De tal forma,
P sera asociada con un subconjunto X de nuestro espacio fase ¥, donde X consiste de
todos los estados puros para los cuales P es el caso. A la coleccién de esos subconjuntos le
podemos llamar eventos o cualidades fisicas. Cuando un estado puro p pertenece al evento
X, decimos que nuestros sistema en estado p verifica tanto X como la correspondiente
proposicion experimental.

La estructura de todos los eventos es un algebra booleana B8 si tomamos F(X) como

la colecciéon de todos los subconjuntos medibles de >::
B =(F(X),<,NU,—,1,0)

donde

« C,N,U, — son, respectivamente, la relacion conjuntista de inclusion y las operaciones

conjuntistas de intersecciéon, union y complemento, respectivamente.
e 1 es el espacio total X y 0 es el conjunto vacio.

Dado que las operaciones conjuntistas recién introducidas se pueden asociar naturalmente
a las conectivas logicas A, V y —, respectivamente, tenemos hasta aqui un comportamiento

clasico:

3"Este apéndice sigue muy de cerca el trabajo de Chiara y Giuntini (2002).
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« un estado p verifica la conjuncion X NY sii p € X NY sii p verifica ambos miembros;

o p verifica una disyuncion X UY sii p € X UY sii p verifica al menos uno de los

miembros;
e p verifica una negacién —X sii p ¢ X sii p no verifica X.

Para extender la informacién anterior a la teoria cuantica debemos notar que los puntos
de X corresponden a las funciones de onda y esto hace que X sea un espacio-funcional,
normalmente descrito como un espacio de Hilbert. A partir de esta interpretacién, el
contexto légico deja de ser clasico: mientras que en un escenario clasico, se puede decidir
siempre si p € X osi p € —X, en el escenario cuantico tratamos con probabilidades.

Los estados puros asignaran wvalores probabilisticos a los eventos cuanticos. Sea ¢ un
estado puro (una funciéon de onda) de un sistema cudntico y sea P una proposicién ex-
perimental —e.g. “el valor de espin en la direccion x es arriba”—; entonces los siguientes

casos son posibles:
(i) v asigna a P el valor probabilistico 1: ¢(P) = 1;
(i) ¢ asigna a P el valor probabilistico 0: ¢/(P) = 0;
(iii) ¢ asigna a P un valor probabilistico diferente a 1y a 0: ¢)(P) # 0,1

Para el primer caso, decimos que P es verdadera; para el segundo caso que es falsa; y para
el tercer caso que P es semdnticamente indeterminada.

Hasta ahora no hemos considerado los eventos de forma cuantica. Para esto hace falta
considerar que, de acuerdo conl formalismo de la mecanica cuantica, cualquier combi-
nacién lineal de estados puros (bajo algunas restricciones que por el momento no son
relevantes) es ella misma un estado puro (por el principio de superposicion); e.g. si 11 y
19 son estados puros, entonces la combinacion lineal ¢ = ¢11)1 + c21)5 es también un estado
puro (una superposicion de 11 y 1y, perfectamente bien definida), donde la probabilidad
de que el sistema cudntico en estado 1) verifique las proposiciones que son ciertas para el
estado 1y es |c;|* y la probabilidad de que el sistema en estado 1 verifique las proposi-
ciones que son ciertas para el estado 1 es |c|%. Esto estd permitido en el formalismo de
la mecénica cudntica porque los subconjuntos (subespacios) de un espacio de Hilbert son
cerrados bajo combinacion lineal y secuencias de Cauchy.

En ese sentido, los eventos cudnticos se encuentran en el conjunto C'(H) de subespacios
de Hilbert cerrados bajo combinacion lineal y nuestra interpretacion de las conectivas
logicas aplicadas a proposiciones sobre eventos cuanticos no sera clasica, como mostramos
arriba.

En primer lugar, la representacion matemaéatica de la megacion de una proposicion
experimental es el complemento ortogonal de la representacion matematica de la propo-

sicién experimental. El complemento ortogonal X/ de un subespacio X (también llamado
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ortocomplemento) se define como el conjunto de todos los vectores que son ortogonales
a todos los elementos de X, es decir: ¢ € X/ sii ¢ L X sii para toda ¢ € X : (¢,¢) =0
(donde (v, ¢) es el producto interno de ¢ y v). El ortocomplemento tiene las siguientes

propiedades: para cualquier evento X y cualquier estado puro 1,

P(X) =1 sii Y(X71) = 0;
Y(X) =0 sii (X7) = 1

En cuanto a la conjuncion, el comportamiento sigue siendo clasico: dado que la in-
terseccion X N'Y de dos subespacios cerrados es, a su vez, un subespacio cerrado, las

condiciones de verdad para la conjunciéon son

1 verifica X NY sii ¢ verifica ambos miembros.

Sin embargo, la disyuncion no puede representarse por medio de la unién conjuntis-
ta tradicional; esto debido a que, en general, la unién de dos subespacios cerrados no
necesariamente es, a su vez, un subespacio cerrado. Asi pues, en lugar de usar la uniéon
conjuntista, usaremos el supremo X LI'Y de dos subespacios cerrados —i.e. el subespacio
cerrado mas pequeno que incluya tanto X como Y.

En consecuencia, obtenemos la siguiente estructura algebraica:
C(H)=(C(H),C,m,L,7,1,0)

donde C, M son la inclusion y la interseccién conjuntistas, LU,/ se definen como hicimos
arriba; y 1 y 0 representan, respectivamente, el espacio total H y el subespacio vacio.
Lo primero que hay que decir sobre C(H) es que es un algebra cuasi-booleana. Hace
falta la distribucién de la conjuncién sobre la disyuncién; es decir, en C(#H) ocurre en
general que
XNnyYuz)yA(Xny)u(Xxnz)

Esto quiere decir que C(H) pertenece a la variedad de reticulos (lattices) ortomodulares
ortocomplementados, que no necesariamente son distributivos.

Que no contemos con distribucién tiene motivaciones interesantes y legitimas. A di-
ferencia de una disyuncion clasica, una disyunciéon cuantica X LI'Y puede ser verdadera
incluso si ninguno de sus miembros es verdadero; de hecho, puede ocurrir que un estado
puro ¢ perenezca al subespacio X LY incluso si ¢ no pertenece ni a X ni a Y. Para
comprender por qué la disyunciéon cuantica debe comportarse asi, considérese el siguiente
ejemplo: supongamos que tenemos un electréon cuyo espin puede asumir sélo dos posibles
valores: o bien arriba o bien abajo; de acuerdo con uno de los principios de incertidum-

bre, el espin en la direccién = (espin,) y el espin en la direccién y (espin,) representan
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dos cantidades fuertemente incompatibles que no pueden medirse de forma simultanea.
Supongamos que el electrén en estado v verifica la proposicion “espin, es arriba”. Como
consecuencia del principio de incertidumbre, ambas proposiciones “espin, es arriba” y
“espiny es abajo” serdn fuertemente indeterminadas; sin embargo, la disyuncion “o bien
espin, es arriba o espin, es abajo” debe ser verdadera.

Estas son, pues, las caracterizaciones generales de la logica cuantica que propusieron
Birkoff y von Neumann. A continuacién, y a modo de cierre de este apartado, consideramos
dos especies de légicas cuanticas que pueden ser interesantes para la discusién general de

este trabajo.

Ortoldgica (OL)

El lenguaje de OL consiste de un conjunto denumerable de literales y dos conectivas
primitivas: = (no), A (y). La nocién de férmula del lenguaje se define como habria de espe-
rarse. Usaremos la metavariables p,q,r,... para los literales y a, 3,7, ... para férmulas.

La conectiva V para la disyunciéon se define via De Morgan:
aV p :=-(-a A -p)

Los condicionales son problematicos en las logicas cuanticas; por lo pronto los denotare-
mos con el signo ~. A continuacién caracterizaremos OL bajo el marco de la seméantica

algebraica.
Definicién 5.18. Un ortoreticulo es una estructura 8 = (B,C,7,1,0) donde
(1) (B,LC,1,0) es un reticulo acotado, donde 1 es el mdzimo y 0 es el minimo. Es decir:

(1.1) C es una relacién de orden parcial sobre B (reflexiva, antisimétrica y transiti-

va);

(1.2) cualquier par de elementos a,b tiene un infimo a Mby un supremo a b tales

que:

alMbCa,byVe:cCa,b~cEallb;
a,bCalUbyVe:a,bEcnalbl g

(1.3) Va:0C ;0 C 1

(2) La operacién unaria / (llamada ortocomplemento) satisface las siguientes condicio-

nes:

(2.1) a/f = a (doble negacion);
(2.2) a T b~ b C af (contraposicion);

(2.3) aMas =0 (no contradiccién)
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Los ortoreticulos no satisfacen, en general, las leyes de distribucién para My U. Uni-
camente cumplen
(ammb)U(aMe) Can(blUc)

y la forma dual
all(bMe)E(alUb)M(alc)

Un ejemplo de ortoreticulo no distributivo es el reticulo (C'(#H),C,/, 1,0) de todos los

subespacios cerrados en el espacio de Hilbert .

Definicién 5.19. Una realizacion algebraica para OL es un par A = (B, v) que consiste
del ortoreticulo B = (B,C,7,1,0) y una funcién de evaluacién v que asocia, a cada
férmula « del lenguaje, un elemento (valor de verdad) en B, satisfaciendo las siguientes

condiciones:
(1) v(=8) =v(B)
(2) v(BA7Y) =v(B)Nv(y)

Definicién 5.20. Una férmula a es verdadera en una realizacién A = (B, v) (abreviado
como =4 «) sii v(a) = 1; a es una verdad ldgica de OL (For «) sii para cualquier
realizacién algebraica A = (B, v), =4 a.

Definicién 5.21. Sea T' un conjunto de férmulas y sea A = (B3,v) una realizacion. Una
férmula « es consecuencia de T en A (T =4 «) sii para cada elemento a € B: si para

cualquier 5 € T, a C v(f) entonces a C v(a). Una férmula « es una consecuencia logica

de T (T Eor «) sii para cualquier realizacién algebraica A, T =4 «.
De forma equivalente, podemos caracterizar OL con semantica de Kripke:

Definicién 5.22. Un ortomarco es la estructua relacional F = (I, R), donde I es un
conjunto no vacio de mundos y R es la relacion reflexiva y simétrica de accesibilidad sobre
I. Con frecuencia, se usa la notacién ¢ £ j (7 no es ortogonal a j) para denotar que Rij;

y i L j (i es ortogonal a j) para denotar que no Rij.

Definicién 5.23. Sea F = (I, R) un ortomarco. Para cualquier conjunto de mundos

X C I, el ortocomplemento X1 de X se define como
Xr={iVj(j e X ~jLi)}

Con frecuencia, se usa la notacién ¢ 1. X para denotar que i € X/; similarmente, se usa

i £ X para denotar que i € X7/.

Definicién 5.24. Sea F = (I, R) un ortomarco. Un conjunto X de mundos posibles es

una proposicion de F sii
Viie X o Vjli Ljng LX)
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Definicién 5.25. Una realizacion de Kripke para OL es un sistema K = (I, R, 11, o),
donde:

(1) (I, R) es un ortomarco y II es el conjunto de proposiciones del marco, mismo que
contiene a () y a I, y esté cerrado bajo el ortocomplemento / y le interseccién con-

juntista M;

(2) o es una funcién que le asocia a cada férmula « una proposicién en II, cumpliendo

lo siguiente:

(2.1) o(=B) = p(B)!
(2.2) o(BAY) = p(B) N p(y)

Escribiremos i |=x « para denotar que « es verdadera en el mundo 7; si T es un conjunto

de formulas, i = T significa que i |=x  para toda 5 € T

Definicién 5.26. Una férmula « es verdadera en una realizacién de Kripke K (¢ «)
sii o(a) = I; a es consecuencia logica de OL (For «) sii para cualquier realizacién de
Kripke K, Ex a.

Definicién 5.27. Sea T un conjunto de féormulas y K una realizaciéon de Kripke. Una
férmula « es consecuencia de T en K (T =k «) sii para todo mundo i de K, i =T i |=

a. Una férmula « es consecuencia légica de T (T oy «) sii para cualquier realizacién de
Kripke K, T' =i .

Dadas las caracterizaciones anteriores, de hecho ocurre que
A .o IC .
Teorema 5.16. =7, « sii =5, «, para cualquier a.

Aunque no probaremos aqui el teorema, es facil ver que la prueba involucra establecer
que B = TI; que para cada a,b € B:aCZ bsiia Cb; quea/ ={i € I|i L a}; quel =1,
que 0 = (); y que v(p) = o(p).

Légica Cuantica Ortomodular (OQL)

Definicién 5.28. Una reticulo ortomodular es una ortoreticulo B = (B, C,/,1,0) tal que
para cualesquiera a,b € B:
afl(a/U(alb)Cb

Definicién 5.29. Una realizacion algebraica para OQL es una realizacion algebraica

A = (B,v) para OL, donde B es un reticulo ortomodular.

Las definiciones en la semantica algebraica para verdad, verdad logica y consecuencia
légica en OQ L son analogas a las correspondientes en OL. Al igual que en OL, podemos

caraterizar OQ L con una semantica de Kripke:
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Definicién 5.30. Una realizacion de Kripke para OQL es una realizacion de Kripke
K = (I,R,1I, o) para OL, donde el conjunto de proposiciones II satisface la propiedad
ortomodular:

XZYAXN(XNY)£0

Las definiciones en la semantica de Kripke para verdad, verdad légica y consecuencia

légica en OQ L son analogas a las correspondientes en OL. Igualmente, tenemos que
Teorema 5.17. =4, a sii =5, a para cualquier .

Resulta que la caracterizacién de la légica cuantica a través de una seméntica de
Kripke tiene una interpretaciéon fisica bastante natural. Consideremos un sublenguaje
elemental L9 de QT (el formalismo matemdtico de la teorfa cudntica), cuyas férmulas
atémicas representan posibles reportes de medicién y supongamos que L% es cerrado
bajo las conectivas logicas cudnticas. Dado un sistema fisico S (cuyo espacio de Hilbert
asociado es H), uno puede con mucha naturalidad definir una realizacién de Kripke para
el lenguaje L% como sigue:

K% =(I,R,1I, o)

donde

o [ es el conjunto de todos los estados puros ¢ de S

» R eslarelacion de no ortogonalidad entre vectores (i.e. dos estados puros son acce-

sibles sii el producto interno entre ellos es diferente de cero)

e II es el conjunto de todas las proposiciones univocamente determinado por el con-
junto de todos los subespacios cerrados de H (uno puede ver que el conjunto de

todos los vectores unitarios de un subespacio es una proposicion)

» para cualquier férmula atémica p, o(p) es la proposicién que contiene todos los

estados puros que asignan a p el valor probabilistico 1.

De hecho, la interpretacién fisica de la relacién de accesibilidad seria: Rij sii j es un estado
puro en el cual se puede transformar ¢ después de realizar la medicién de un observable
del sistema.

Finalmente, presentaremos el problema de la implicacion en las légicas cuanticas.

s o2 . , . . . . * .
Definicién 5.31. En cualquier semantica, una conectiva binaria — es una conectiva de

implicacion sii satisface al menos las siguientes dos condiciones:
(1) a = a siempre es verdad (identidad);
(2) si a es verdad y a = § es verdad, entonces 3 es verdad (modus ponens).
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De hecho, en el caso particular de la légica cuantica, una condicién suficiente para que

. * . . . .7
la conectiva — sea una conectiva de implicacién es que

« en el caso de la semdntica algebraica, para cualquier realizaciéon A = (B,v), =4
a = B sii v(a) Co(B);y

« en el caso de la semantica de Kripke, para cualquier realizacién K = (I, R, 11, o),
= a = B sii o(a) C o(B).

No es posible definir el condicional material como o D § := =« V 8 porque podemos
tener realizaciones algebraicas donde v(—a V ) = 1 pero v(a) IZ v(5). Por ello se ha con-
siderado como candidatos de una conectiva de implicacion a los siguientes condicionales

polinomiales definibles en términos de las conectivas cuanticas estandar:
L. v(a =1 8) = v(@) U (v(a) Mo(8))
2. v(a —2 8) = v(8) U (v(a) Mu(B))
3. v(a = B) = (u(a) N o(B)) U (v(a) Mo(8)) U (v(a) M o(8))
4. v(a =4 B) = (v(a) N(B)) U (v(@) Mo(8)) U ((v() U u(8)) N w(8))
5. v(a = B) = (u(a) Mo(B)) U (v(@) Mo(8)) U (v(@) M (v(a) Uo(B)))

A modo de ejemplo, si usamos —; como conectiva de implicacién en una légica cuan-

tica, las siguientes formulas no son verdades logicas:
o (B—a)
s (@a= (=)= (a=p) = (a—=7)
c (@=p8) = ((B=7) = (a—=1)
c (@nB—=7) = (a—=(8—=7))

s (@=(B=7)= 0= (@=7)
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Apéndice 3: Teoria de Categorias y

Teoria de Topos>®

DEFINICION AXIOMATICA DE UNA CATEGORIA. Una categoria C se compone de
1. una coleccion de cosas llamada C-objetos;
2. una coleccién de cosas llamada C-flechas;

3. operaciones que asignan a cada C-flecha f un C-objeto dom(f) (el “dominio” de
f) y un C-objeto cod(f) (el “codominio” de f). Si a = dom(f) y b = cod(f)

representamos esto como
fra—0 6 a = b;

4. una operacion que asigna a cada par (g, f) de C-flechas con dom(g) = cod(f), una C-
flecha gof, la composicion de f y g, donde dom(go f) = dom(f) y cod(gof) = cod(g),
i.e. go f:dom(f) — cod(g), y tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

LEY AsocCIATIVA: Dada la configuracién
h
abbvsela

de C-objetos y C-flechas, entonces ho (go f) = (hog)o f.

La ley asociativa afirma que un diagrama con la forma

siempre conmuta;

38Este apéndice sigue de cerca el trabajo de Goldblatt (1984).

156



5. una asignacion para cada C-objeto b de una C-flecha 1, : b — b, llamada la flecha
identidad sobre b, tal que
LEY DE LA IDENTIDAD: Para cualesquiera C-flechas f:a —-byg:b—c

Lyof=f y goly=g

i.e. el diagrama

a

S/ O

C

I
\1\
g

Una flecha f : @ — b en una categoria C es un monomorfismo (cancelable por la

conmuta.

izquierda) en C si para cualquier par de flechas paralelas g,h : ¢ = a de C, la igualdad
fog = foh implica que g = h. El simbolismo f : a ~— b indica que f es un monomorfismo.

Una flecha f : a — b es un epimorfismo (cancelable por la derecha) en C si para
cualquier par de flechas g, h : b = ¢ de C, la igualdad go f = ho f implica que g = h, i.e.

siempre que el diagrama

(=)

_r,

~
S 2
@

o

h

conmuta, entonces g = h. La notacién f : a — b denota que f es un epimorfismo.

Una C-flecha f : a — b es un isomorfismo, o es una flecha invertible, en C si existe una
C-flecha g : b — a, tal que go f =1,y fog=1,. Lanotacién f : a = b denota que f es
un isomorfismo.

Dos objetos a y b son isomorfos en C, denotado a = b, si existe un isomorfismo
fra—=benC,ie f:a=0.

Definicién 6.32. Un objeto 0 es inicial en la categoria C si para cada C-objeto a existe

una y sélo una C-flecha f: 0 — a en C.

Definicién 6.33. Un objeto 1 es terminal en la categoria C si para cada C-objeto a existe

una y sélo una C-flecha f:a — 1 en C.

Dada cualquier categoria C construimos su categoria dual u opuesta C°P de la siguiente
manera;
C y C°P tienen los mismos objetos. Para cada C-flecha f : a — b introducimos una

nueva flecha f°P : b — a en C°P, siendo estas todas y sélo aquellas flechas en C°P. La
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composicion f°P o g°P esta definida precisamente cuando g o f esta definida en C y ocurre

que

foP o g°° = (g o [)°P. Nétese que dom(f°P) = cod(f), y cod(f°P) = dom(f).

Definicién 6.34. Un producto en una categoria C de dos objetos a y b es un C-objeto
a X b junto con el par (pry : a X b — a,pry, : a x b — b) de C-flechas tales que para
cualquier par de C-flechas de la forma (f : ¢ — a, g : ¢ — b) existe exactamente una flecha

(f,g) : ¢ = a x b que hace que el diagrama

C
|
! [(re) N
o " ax b —"

conmute, i.e. tal que proo (f,9) = f v proo{(f,g9) = g. (f,g) es la flecha producto de fy
g con respecto a las proyecciones pro y pry.

Definicién 6.35. Si f :a — by g: c— dson C-flechas entonces f X g:axb—cxdes
la C-flecha (f o pra, g o pry).

Definicién 6.36. Un coproducto de C-objetos a y b es un C-objeto a+ b junto con un par
(iq :a — a+0b,i, : b — a+b) de C-flechas tales que para cualquier par de C-flechas de la
forma (f :a — ¢, g : b — ¢), existe exactamente una flecha [f, g] : a +b — ¢ que hace que

el diagrama

CL# a-+b # b
I
; i[f,g} f
¢

conmute, i.e. tal que [f,gloi, = f vy [f,g9]cin=9g.
Una flecha i : ¢ — a en C es un igualador de un par f,g: a — b de C-flechas si
(i) foi=goi,y

(ii) Siempre que h : ¢ — a tiene f oh = go h en C existe exactamente una C-flecha

k:c—etal quetok = h.
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Un diagrama D en una categoria C es una colecciéon de C-objetos d;, d;, ..., junto con
algunas C-flechas g : d; — d; entre ciertos objetos del diagrama. (Posiblemente més de
una flecha entre un par de objetos dados, posiblemente ninguna.)

Un cono para un diagrama D consiste de un C-objeto ¢ junto con una C-flecha f; :

¢ — d; para cada objeto d; en D, tal que el diagrama

conmuta, siempre que g es una flecha en el diagrama D. Utilizamos el simbolismo {f; :
¢ — d;} para denotar un cono para D.

Un limite para un diagrama D es un D-cono {f; : ¢ — d;} con la propiedad de que
para cualquier otro D-cono {f;/ : ¢/ — d;} existe exactamente una flecha f : ¢/ — ¢ tal

que el diagrama

d;
fi/]\ \
cf ——--=--- > C

conmuta para todo objeto d; en D.

Se dice que este cono limite, cuando existe, posee la propiedad universal con respecto
a D-conos.

Por dualidad, definimos un co-cono {f; : d; — ¢} para un diagrama D como un objeto
¢, v las flechas f; : d; — ¢ para cada objeto d; en D. Un co-limite para D es un co-
cono {f; : d; — ¢} con la propiedad co-universal de que para cualquier otro co-cono

{ft; - d; — ¢/} existe exactamente una flecha f : ¢ — ¢ tal que el diagrama

conmuta para todo d; en D.

El coigualador de un par (f, g) de C-flechas paralelas es una C-flecha ¢ : b — e tal que
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l.gof=gqog, vy

2. Siempre que h : b — c tenga ho f = ho g en C existe exactamente una C-flecha
k : e — c tal que el diagrama

IS
QH\
SH

/[

Q

O 4-cm-- @
S

conmuta.

Un producto fibrado de un par de C-flechas a Iy ¢ & b con un codominio comtn es el
limite en C para el diagrama

S

lx

a

Un cono para este diagrama consiste de tres flechas f/, h, g/ tales que el diagrama

d b
gi lg
a c

conmuta. Dado que esto requiere que h = g o f/ = f o g/, podemos decir simplemente
que un cono es un par a & 42 de C-flechas tales que el “cuadrado”

f

|

/
h

v

f

fr

QU

| |

o

S

g/

conmuta, i.e. fogl=go fI.

Asf que por la definicién de cono universal, un producto fibrado de C-flechas a = ¢ <~ b
es un par de C-flechas a a2 b tales que

1. fogl=go fl,y

. hod . .
2. siempre que a <— e — b son tales que foh = goi, entonces existe exactamente una

160



C-flecha k:e--sdtal que h=glokyi= frok, asi:

Una suma amalgamada de dos C-flechas b L a% ¢ es un co-limite para el diagrama

|

S

Una categoria C es completa si todo diagrama en C tiene un limite en C. Una categoria
C es co-completa siempre que todo C-diagrama tenga un co-limite. Una categoria es bi-
completa si es completa y co-completa.

Un diagrama finito es un diagrama con un ntmero finito de objetos y un niimero finito
de flechas entre ellos.

Una categoria es finitamente completa si tiene un limite para todo diagrama finito. La
co-completud finita y la bi-completud finita se definen de forma similar.

Una categoria C tiene exponenciacion si tiene un producto para cualquier par de
C-objetos, y si para cualesquiera C-objetos a y b existe un C-objeto b* y una C-flecha
ev : b*xa — b, llamada morfismo evaluacion, tal que para cualquier C-objeto ¢ y cualquier

C-flecha g : ¢ x a — b, existe una tnica C-flecha ¢ : ¢ — b® tal que el diagrama

b* X a
gXlai \b
| /

cXa

conmuta, i.e. una tnica ¢ tal que evo (§ X 1,) = g.

Se dice que una categoria finitamente completa con exponenciacion es cerrada carte-
stana.

Un subobjeto de un C-objeto d es un monomorfismo f : a — d con codominio d.

Si una categoria C tiene un objeto terminal 1, entonces un elemento de un C-objeto a
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se define como la C-flecha z : 1 — a.

Si C es una categoria con objeto terminal 1, entonces un clasificador de subobjetos para
C es un C-objeto €2 junto con una C-flecha true : 1 — €2 tal que el siguiente axioma se
cumple:
(2-AXIOMA. Para cada monomorfismo f : a = d existe una tnica C-flecha x : d — € tal

que

S8

%
Xf

true

—

_— 2

o)

es un producto fibrado. La flecha y; se llama morfismo caracteristico®® del monomorfismo

f (el subobjeto de d). La flecha true puede denotarse como T.
Definicién 6.37. Un topos elemental es una categoria £ tal que
1. &£ es completa,
2. & es co-completa,
3. & tiene exponenciacion, y
4. & tiene un clasificador de objetos.

Equivalentemente, un topos es una categoria cerrada cartesiana equipada con un cla-
sificador de subobjetos.

Finalmente, Awodey (1996, p.223) introduce la nocién de topos para mostrar que la
teoria de categorias puede ser aplicada a un campo tan familiar como lo es el de la logica.
Habla de un topos como una especie de categoria que consiste de (i) objetos con alguna
estructura arbitraria, i.e. morfismos entre ellos, y (ii) todo lo que pueda construirse a
partir de ellos por medios légicos. Incluso llega a afirmar que la nocién de topos es de
diferente orden, reflejando la diferencia entre la estructura légica en general y un tipo

particular de estructura matematica (p.224). Asi,

T1. Un objeto X de un topos se vera como un tipo®’. Asi, e.g., los objetos de tipo X x Y

son los pares (z,y) donde x es de tipo X y y es de tipo Y.

T2. El medio bésico de construccién 1ogica en un topos sera la comprension (comprehen-

sion) de subobjetos por propiedades.

39Este tipo de morfismos se comportan como las funciones caracteristicas en teorfa estdndar de con-
juntos: dado un subconjunto A C D, definimos la funcién caracteristica de A como x4 : D — 2, donde

lsizeA
Osizg A
40T.e. como un tipo 16gico, una especie de conjunto generalizado o clase de cosas tipo X.

2 ={0,1} con la regla xa(z) =
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T3.

T4.

T5.

T6.

T7.

T8.

T9.

Las propiedades son locales: una propiedad siempre lo es de unas x de tipo X, de

forma que cada propiedad tiene siempre un dominio de significado.

Las propiedades son proposiciones variables: si ¢ es una propiedad con dominio de
significado X, y @ : 1 — X es un elemento constante de tipo X, entonces p(a) es

una proposicion —una funcion proposicional sobre X.

Un topos incluye un objeto de proposiciones €2 y los puntos p : 1 — € (si los hay) son
proposiciones; los elementos generalizados ¢ : X — {2 son proposiciones variables

y, por tanto, funciones proposicionales.!

Existe al menos una proposicion verdadera, e.g. p = p, representada por true :
1 — Q. Asi, para cualquier X, trueoly : X — 1 — €0 es una funcién proposicional

veritativa (true-valued) constante sobre X, abreviada truex.

Las funciones proposicionales especifican subobjetos: dada una funcién proposicional
¢ : X — (2, obtenemos el subobjeto de las x para las cuales ¢ es verdadera a
través del igualador de ¢ y truey; i.e. para un punto particular a de X, tendremos
a€x {x € X|pox =truex} siysdlosipoa = true. A dicho igualador lo llamamos

la extension de la funcién proposicional .

Un topos tiene productos y exponenciales; logicamente, los productos proveen re-
laciones entre funciones proposicionales (e.g. conectivas como la conjuncién A) y
los exponenciales proveen funciones proposicionales sobre funciones proposicionales
(i.e. l6gica de orden superior) con el objeto Q¥ de funciones proposicionales sobre
X.

El objeto de proposiciones () se caracteriza con el Axioma de Comprension: existe
un morfismo true : 1 — €2 tal que para cada ¢ : X — (Q existe un igualador de ¢
y truex, y todo monomorfismo m : M — X cuenta como tal igualador para una
unica . Esto quiere decir que toda funciéon proposicional tiene una tinica extensién
y que ellas son los tinicos subobjetos. Por ello a €2 se le suele llamar “clasificador de

subobjetos”.

41E.g. si la proposicién p factoriza como p = ¢(a) = poa: 1 — X — Q, entonces p resulta de evaluar
la funcién proposicional ¢ en el punto a de X.

163



Apéndice 4: Teoria de Topoi

Cuanticos

Definicién 7.38. Un functor contravariante o prehaz X : C — D entre dos categorias
C y D mapea cada C-objeto A a un D-objeto X(A) y cada C-flecha f : A — B a una
D-flecha X (f) : X(B) — X (A) y satisface

X (14) = 1x(a)
X(fog)=X(g) o X(f)

Definicién 7.39. Dados dos functores contravariantes X y Y, una transformacién
naturalde Y :C - D a X : C — D es una flecha N : Y — X que asocia cada C-objeto
A con una D-flecha Ny : Y(A) — X(A) que, para toda C-flecha f : A — B, obtenemos

el siguiente diagrama

A Y(B) —2 5 X(B)
lf lY(f) lX(f)
B Y(4) —M 5 X(A)

i.e. que NyoY(f)=X(f)oNp
Definicién 7.40. La categoria de prehaces SETC™ se conforma de:
» objetos: todos los functores contravariantes X : C — SET

« morfismos: todas las transformaciones naturales N : X — Y entre los functores
contravariantes tales que, dada una C-flecha f : D — C, el siguiente diagrama

conmuta:

x) Y, x(p)

()
lNC Np
vo) Y y(p)

164



Por ejemplo, si Obe = (A, B, C, D), obtenemos este diagrama:

Y
N

Uis

X(B)
X(9)
X(A) X(C)
X (k)
\ A
X(D)

Veamos otro ejemplo: representemos dos prehaces X : C — SET y C — SET donde
Obe = (A,B,C) y Hom¢ = (f : B — A, g : C — A). La transformacién natural
N : X — Y tiene los componentes N(A) : X(A) — Y(A), N(B) : X(B) —» Y(B) y
N(C): X(C) =Y (CO):

X(B) N . V(B)
Y (/)

// X(f) / \\
I’II X(A> N(A) Y(A> \\\\
| ! ! Y(9) ':
',\ X(g) i \ ;
\\\\ X(C) E N(C) E N Y(C) I/I
! B | | B
\ A A /

)

La categoria de prehaces SET®” es un topos; tiene objeto inicial, objeto terminal, pro-
ductos, coproductos, igualadores, coigualadores, productos fibrados, sumas amalgamadas,

clasificador de subobjetos, elementos globales y objeto exponencial, como veremos.

Definicién 7.41. El objeto inicial de SET®” es el functor constante 0 : C — SET que
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mapea todo C-objeto a () y toda C-flecha a 1y

C 0

e /
L /

Definicién 7.42. El objeto terminal de SET” es el functor constante 1 : C — SET
que mapea todo C-objeto a {*} y toda C-flecha a 1,y

=2 =

D 0

/ ¢ {*}
T / B = {*} {*}
Ae——D (+} —— {x}

Definicién 7.43. Dados dos prehaces X, Y € Obgprcor, el producto X x Y es el prehaz

que
1. YC € Obe, (X x Y)(C) := X(C) x Y(C)
2. ¥Vf:C — D e Home, (X xY)(f) = X(f) x Y (f) : X(D)x Y(D) = X(C) x Y(C)

de forma que obtenemos el siguiente diagrama:

Definicién 7.44. Dados dos prehaces X,Y € Obgppcer, €l coproducto X + Y es el

prehaz que
1. VC € Obe, (X +Y)(C) := X(C)IY(C), que es la unién disjunta en SET
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2. Vf:C — D€ Home, (X +Y)(f) == X(f)+Y(f) : X(D)IIY(D) — X(C)IIY(C)

de forma que obtenemos el siguiente diagrama:

X(D)ILY (D) - AACARRACH s X(C) 1LY (C)

Definicién 7.45. Dadas dos transformaciones naturales N, M : X — Y entre dos fun-

ctores de SET®”, un igualador I : Z — X es una transformacién natural que:

1. Nol = M o I. Asi, para cada C' € Ob¢, las componentes de la transformacion

natural se componen en SET, i.e. Nogo Io = Mg o Io

2. Dada cualquier transformacién natural H : W — Z t.q. No H = M o H, existe una

sola transformacion natural K : W — Z tal que Ic o Ko = H¢

2(0) —L— X(0) % Y(C)

‘/\\
N Y
N
Ko~ ¢
\\

w(C)

Definicion 7.46. Dadas dos transformaciones naturales N, M : X — Y entre dos fun-

ctores de SET®™, un coigualador L : Y — Z es una transformacion natural que:

1. Lo N = Lo M. Asi, para cada C' € Obg, las componentes de la transformacion

natural se componen en SET, i.e. Lo o No = Lo o Mg

2. Dada cualquier transformaciéon natural H : Y — W t.q. Ho N = H o M, existe una

sola transformacién natural K : 7 — Y tal que Koo Lo = He

Definicion 7.47. 5i X, Y, B € Obggcor, entonces P € Obgppcer es un producto fibrado
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en SET” si VC' € Obg el siguiente diagrama es un producto fibrado en SET:

i.e. que P(C) = (X xgY)(C) ~ X(C) xp) Y (C)

Definicion 7.48. Si XY, Z € Obggreor, entonces W € Obgppcor €s una suma amal-

gamada en SET®” si VC' € Obyg el siguiente diagrama es una suma amalgamada en

SET:

X(C) ——— Y(CO)
Z(C) —L s w(C)

()

Le. que W(C) = (£ +x Y)(C) = Z(C) +x(0) Y (C)
Definicién 7.49. Un tamiz sobre un C-objeto A es la coleccién S de morfismos de C
cuyo codominio es A y es tal que, si f: B — A € S, entonces, dado cualquier g : C' — B,

foge S, ie. S es cerrado bajo composicion izquierda.

Definicién 7.50. El clasificador de subobjetos de SET®" es el prehaz Q : ¢ — SET

que

» a cada C-objeto A le asigna un SET-objeto Q(A) que representa el conjunto de

tamices sobre A

« a cada C-flecha f : B — A le asigna una SET-flecha Q(f) : Q(A) — Q(B) t.q.
Q(f)(s):=={h:C — B|foh € S} es un tamiz sobre B

o existe la transformacion natural T : 1 — € cuya componente T 4 : {x} — Q(A) estd

dada por T 4(x) = A (el tamiz principal sobre A).

Consideremos el monomorfismo o : F — X en SET®” definido como o4 : F(A) —
X(A) y que representa la relacién de inclusién (C). Ahora definamos x : X — ), el
morfismo caracteristico de o, que es la transformacion natural entre los prehaces y es tal

que las componentes x4 representan funciones de X (A) a Q(A):

F(A) —2 5 X(A)

(x} —2— Q(4)
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donde T({*}) =] Ay x4 asigna a cada elemento x € X(A) un tamiz x%(x) € Q(A)
sobre A t.q. x4(x) :={f: B = A|X(f)(z) € F(B)}.

Los elementos del clasificador de subobjetos de SET” son tamices y los elementos
de un clasificador de subobjetos se identifican con valores de verdad, por lo cual SET¢™
induce una ldégica multivaluada, a diferencia de lo que ocurre con 2 en SET, que induce

una logica bivaluada.

Definicién 7.51. Una seccién global o elemento global de un prehaz X en SET¢™
es una flecha k : 1 — X del objeto terminal 1 al prehaz X. A cada C-objeto A, k le asigna
un elemento k4({*}) € X(A). Esta asignacién es tal que, dada una flecha f: B — A, se
cumple que X (f)(ka({*})) = ks({*})

Un tipo importante de secciones globales son los elementos globales de €2. De hecho,
la coleccion I'(Q2) de dichos elementos globales forma un dlgebra de Heyting y representa
la coleccion de todos los valores de verdad en la logica de un topos. Esto induce una ldgica

intuicionista y, como dijimos, multivaluada.

Definicién 7.52. Consideremos un functor F' € Obggrcor t.q. dado m € Obg, F' define
un functor contravariante F,,, : C | m — SET (donde C | m es una categoria coma, i.e.
sus objetos son todos los C-morfismos con codominio m y sus morfismos son las flechas
entre los dominios de aquéllas). El exponencial G : C — SET entre dos functores

contravariantes F' y G es el functor con

« Objetos: G¥(m) = Nat|F,,,G,,], i.e. la coleccién de todas las transformaciones

naturales de F,, a G,,

« Morfismos: dada una flecha k : m — n, tenemos G¥ (k) : Nat[F,, G,,] — Nat[F,, G,,]

Asi, si a € Nat[F,,G,] y 0 € Nat[F,,, G,,], tenemos el diagrama

F, GF (k) F,,
/\ 6
G, Gm

i.e. GI'(k) asigna a cada a de F, a G, una transformacién natural 6 de F,, a G,,.

La funcién de evaluacién ev : GF x F — G en SET” es tal que

eV : GF'(m) x F(m) — G(m)
0, 2) — evy,((0,x)) = 601, (x)

donde 6 € Nat[F,,, G| vy € F(m).
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Dependiendo de la eleccién de C, hay diferentes categorfas SETC™ relevantes para la
teorfa cudntica. Consideremos la categorias Oy de operadores autoadjuntos (en un espacio
de Hilbert) con espectros discretos, que es una subcategoria de la categoria O de todos

los operadores autoadjuntos.

Definicién 7.53. La categoria O consiste de

~ N

» objetos: operadores autoadjuntos A, B, C,...

« morfismos: dada una funcién f : o(A) — R (del espectro de A a los reales) tal que

A ~

B = f(A), existe un tnico morfismo fo : B — A

« identidad: VA € Obp, el morfismo identidad es idp, : A— A y le corresponde la
identidad 7d : R — R

e composiciéon: dadas fo : B— A Y go : C — B tales que B = f(A ) — g(B), a
fo o go le corresponde fog: g(B) SR

SET?" es una versién simplificada del analogo topos tedrico del espacio de estados

en la teoria cudntica.
Definicién 7.54. Un prehaz espectral sobre 4, denotado ¥ : Oy — SET, cumple:

1. YA € Obp,, A %(A) = 0(A) (a cada operador se le asocia su espectro en SET)

~ A

2. Vfo € Hom@d tal que fo : B — Ay B = f(A), fo — Z(fo) : B(A) = 2(B), ie.
S(fo) : 0(A) = (B) y se define como X(fo)(a) = f(a), Ya € o(A)

Por ejemplo, consideremos una categoria de operadores autoadjuntos con espectro

discreto que so6lo contiene tres objetos:

AIG1P1+CL2P2+CL3P3
B:bl(Pl\/P3>+bQP2
CA’:Cl_Pg—i_CQ(PQ\/PQ)

donde cada P; es mutuamente ortogonal.
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La teoria cuantica de topos puede verse como una teoria cuantica contextual, en el
sentido en que cada elemento es definido como la coleccién de descripciones “dependientes
de contexto” que hacen las veces de snapshot clasico. Estos contextos son las subédlgebras
de Von Neumann; la coleccién de éstas forma una categoria bajo inclusion de subalgebras,
denotada V(H). Asi, aunque “localmente” se puede definir la teorfa cudntica en términos
de snapshots cldsicos, la informacion global /cuantica se pone de vuelta en su lugar por

medio de la estructura categorista de la colecciéon de todos los snapshots cldsicos.

La categoria de las subalgebras de Von Neumann B(H) serd la categoria base en el
topos de prehaces SETY™ utilizado para definir la teoria cuantica. En este topos, el
analogo del espaciop de estados de la teoria cudntica es el prehaz espectral que a cada

contexto V' le asigna su espectro de Gel’fand.

El teorema Kochen-Specker parece implicar que la teoria cudntica es contextual, pues
los valores de las cantidades dependen de qué otras cantidades se estan midiendo al mis-
mo tiempo. Pero la contextualidad en la teoria cuantica de topos es de otro tipo, si bien
se desprende del teorema Kochen-Specker; este teorema nos prohibe definir valores para

todas las cantidades al mismo tiempo de una manera consistente, pero permite asignar
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valores a subconjuntos conmutantes de cantidades. Estos subconjuntos son los snapshots
clasicos, ya que todas las peculiaridades de la teoria cuantica surgen de operadores no
conmutantes (e.g. posicién y momento). Asi, con respecto a estos snapshots clasicos (con-
textos), la teorfa cudntica se comporta de forma clésica, es la coleccién de aproximaciones
clasicas locales.

Consideremos el algebra de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert, denotada
B(H). Un algebra de Von Neumann es una *-algebra de operadores acotados. Definiremos

esta nocién paso a paso:
Definiciéon 7.55. Un anillo (X, +, ) es un conjunto X con dos operaciones:
o +: X xX — X tal que (zq,22) — o1 + T2
e 1 X XX — X tal que (z1,x) — x1 - 29
y satisface que
e (X,4) es un grupo abeliano bajo adicién; + es asociativa
e (X,-) es un monoide bajo multiplicacion; - es asociativa

Definicién 7.56. Un *-anillo es un anillo con un mapeo * : A — A tal que

(x+y) =z"+y"
(z-y) =y -2
1" =1
(@) =2
Definiciéon 7.57. Una *-algebra A es un *-anillo que es un médulo sobre un x-anillo

conmutativo R y * concuerda con R C A

Definicién 7.58. Una C*-algebra 2 es una x-algebra Banach tal que
la*al| = ||alf?

Definiciéon 7.59. Una algebra de Von Neumann es una x-algebra de operadores
acotados sobre una espacio de Hilbert que es cerrado en la topologia débil de operadores

y contiene el operador identidad.

Definicién 7.60. Dado un espacio de Hilbert H, la coleccion de todas las subédlgebras

abelianas de Von Neumann forma la categoria V(H) conformada por

» objetos: V € V(H), i.e. las subdlgebras abelianas de Von Neumann

o morfismos: dadas dos subdlgebras V; y V5, existe una flecha i : V; — V5 si y sélo
siVp €V,
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