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Por ser siempre tan comprensivo, amoroso y atento.

Por haberme llevado en bici a la parada del autobús cuando más joven, por tu música,
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Prefacio
Este trabajo supone que la lectora o el lector ha cursado satisfactoriamente los cursos de

Análisis Matemático I y Topologı́a I como se imparten en la Facultad de Ciencias de la UNAM.
De ser el caso, se puede omitir todo el Capitulo 1. Sin embargo, dado que soy alguien que
le agradan las cosas auto contenidas; enunciaré algunos resultados, con referencias, que nos
ayudarán a la argumentación de algunas pruebas.

Este trabajo busca, además, presentar teorı́as más complejas a aquellos estudiantes que
buscan un “vistazo” de lo que se puede esperar de cursos posteriores a Topologı́a I. Lo anterior
manteniendo todas nuestras herramientas y procesos lo más “simple” posible.

Durante el desarrollo de este trabajo surge la noción de contractibilidad: un espacio to-
pológico es contráctil si todo el espacio puede ser llevado continuamente hasta un punto fijo
del espacio. Para lograr lo anterior, es necesario dar un breve (y simple) repaso sobre la Teorı́a
de Homotopı́a. Existen muchas consecuencias de que un espacio sea contráctil, exhibir dichas
consecuencias no es el objetivo de esta tesis.

Sumado a lo anterior, tenemos a la teorı́a de hiperespacios. No podemos hablar de ellos sin
tener presente dos cosas: un espacio topológico y una condición. Existen muchos hiperespa-
cios y cada uno es “generado” tanto por la condición dada como por el espacio topológico. Un
ejemplo de condición serı́a fijarnos en los subconjuntos cerrados o en los que tengan cierta can-
tidad de componentes conexas. Para crearlos, necesitamos fijarnos en todos los subconjuntos
del espacio que cumplan con la condición, esos subconjuntos serán considerados como puntos
en su respectivo hiperespacio. La topologı́a que les daremos también requiere de un respectivo
análisis.

Estos dos conceptos son el eje principal de este trabajo y de su principal objetivo: dar una
función que contrae al hiperespacio Sc(X) cuando X es una dendrita. Para ello, vamos a tener
que comprender en profundidad cuestiones tales como la homotopı́a entre dos funciones; la
métrica convexa; la no inclusión de curvas cerradas simples; el concepto de cercanı́a entre dos
conjuntos y la teorı́a de los hiperespacios y su relación con su “espacio base”. Cuestiones que,
al menos para mı́, juegan con la intuición.

Recientemente, platicando con el Dr. Alejando Illanes, me hizo saber de la existencia del
artı́culo Hyperspaces of countable compacta [1]; en el cual se generaliza el trabajo mostrado
aquı́: se demuestra que si un continuo es un retracto absoluto, entonces el hiperespacio de su-
cesiones convergentes no triviales es contráctil. Sin embargo, las herramientas que se emplean
en dicho articulo son poco intuitivas. En comparación, la prueba que se da (para el caso de
dendritas) en este trabajo es muy intuitiva y artesanal.
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Capı́tulo 1

Preliminares

En este capı́tulo vamos a presentar a todos aquellos sı́mbolos que resultan básicos y funda-
mentales a la hora de comprender tanto el lenguaje usado como aquello a lo que nos referimos.

1.1. Notación
1.- Dados X un espacio topológico y A un subconjunto de X , A, int(A) y Fr(A) denotan la

cerradura, el interior y la frontera de A en X , respectivamente.

2.- |A| indica la cantidad de elementos que hay en el conjunto A.

3.- Sean X un conjunto y z ∈ X . Entonces la función Cz : X → X , donde para toda x ∈ X se
tiene que Cz(x) = z es la función constante z en X .

4.- A≈ B indica que los espacios topológicos A y B son homeomorfos.

5.- A≈i B indica que los espacios métricos A y B son isométricos.

6.- dR denotará a la métrica usual de R.

7.- Si X y Z son conjuntos con una topologı́a asociada a cada uno, entonces dichas topologı́as
serán denotadas como τX y τZ respectivamente.

8.- B representa una base que genera a la topologı́a τ.

9.- S representa una subbase que genera a la base B.

1.2. Definiciones, teoremas y proposiciones esenciales
Definición 1.2.1. Sean X un espacio topológico y E,F subconjuntos de X . Decimos que E y F
están mutuamente separados si E ∩F = E ∩F = /0.

Definición 1.2.2. Sean X un espacio topológico y p,q∈ X distintos. Decimos que z∈ X separa
a p y a q en X si existen A,B mutuamente separados tales que p ∈ A, q ∈ B y X \{z}= A∪B.

Definición 1.2.3. Diremos que un espacio topológico X es conexo si no puede expresarse como
la unión de dos subconjuntos no vacı́os de X que estén mutuamente separados. De lo contrario,
diremos que es disconexo.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.2.4. Sea (X ,d) un espacio métrico, acotado y no vacı́o. Para cualesquiera x ∈ X y
ε>0, definimos a

1.- Bd
ε (x) como la bola de radio ε centrada en x con la métrica d y, de no existir confusión

con la métrica que se está usando, solamente escribiremos Br(x);

2.- a Cε(x) = {y ∈ X : d(y,x)6 ε} como la la bola cerrada de radio ε y centro x;

3.- a diámd(X) como el diámetro de X usando la métrica d. De no existir confusión, escribi-
remos diám(X).

4.- Para cualesquiera A,B subconjuntos no vacı́os de X , el número d(A,B) = ı́nf{d(a,b) :
a ∈ A y b ∈ B} es la distancia entre A y B.

Teorema 1.2.5. [4, Proposition 4.1.1, p.250] Sean X un espacio métrico y A un subconjunto
de X . Entonces x ∈ A si y sólo si existe una sucesión {xn}∞

n=1 en A tal que lı́m
n→∞

xn = x.

Corolario 1.2.6. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X . Entonces A es cerrado
si y sólo si para toda sucesión {xn}∞

n=1 en A tal que lı́m
n→∞

xn = x, tenemos que x ∈ A.

Demostración. El Corolario 1.2.6 se sigue del Teorema 1.2.5.

Lema 1.2.7 (de la subbase de Alexander). [4, Problems 3.12.2, p.221] Sean (X ,τ) un espacio
topológico y S una subbase para τ. Si para toda cubierta U de X formada con elementos de

S existen N ∈N y U1, ...,UN ∈U tales que X ⊆
N⋃

i=1
Ui, entonces X es compacto.

Lema 1.2.8. Sean X y Y espacios topológicos primero numerables y f : X → Y una función.
Si para toda sucesión {xn}∞

n=1 en X tal que lı́m
n→∞

xn = x, con x ∈ X , existe una subsucesión

{xnm}∞
m=1 de {xn}∞

n=1 tal que lı́m
m→∞

f (xnm) = f (x), entonces f es continua.

Demostración. Sean C un subconjunto cerrado de Y y x ∈ f−1(C). Por el Teorema 1.2.5,
existe {xn}∞

n=1 una sucesión en f−1(C) tal que lı́m
n→∞

xn = x. Por hipótesis, existe una subsucesión

{xnm}∞
m=1 de {xn}∞

n=1 tal que lı́m
m→∞

f (xnm) = f (x). Como para toda m∈N, se tiene que f (xnm)∈

C tenemos, por el Corolario 1.2.6, que f (x) ∈C; es decir, x ∈ f−1(C). Por lo tanto, f−1(C) ⊆
f−1(C).

Concluimos que f−1(C) es un subconjunto cerrado de X . Ası́, f es continua.

Teorema 1.2.9 (lema del pegado). [9, Teorema 18.3, p.123] Sea X = A∪B, donde A y B son
subconjuntos cerrados en X . Sean f : A→ Y y g : B→ Y continuas. Si f (x) = g(x) para cada
x ∈ A∩ B, entonces f y g se combinan para dar una función continua h : X → Y , definida
mediante h(x) = f (x) si x ∈ A, y h(x) = g(x) si x ∈ B.

Teorema 1.2.10 (de la flor). [4, Corollary 6.1.10, p.354] Sea X un espacio topológico. Si X =⋃
α∈Ω

Xα donde para todo α ∈ Ω se tiene que Xα es un subconjunto conexo de X y
⋂

α∈Ω

Xα 6= /0,

entonces X es conexo.
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Capı́tulo 2

Hiperespacios contráctiles

Un hiperespacio es un lugar generado por un espacio topológico: sus elementos son sub-
conjuntos del espacio. Más adelante definirimos algunos y veremos la topologı́a que se les da
a dichos hiperspacios.

En este capı́tulo veremos algunas condiciones para que ciertos hiperespacios sean contrácti-
les, cómo es que se contraen, cómo proponer funciones que nos ayuden en esto y, en qué cosas
nos debemos fijar al momento de contraerlos. Todo esto nos servirá para familiarizarnos con
los dos temas más importantes de esta tesis: contractibilidad e hiperespacios.

2.1. Teorı́a de hiperespacios
La topologı́a conjuntista estudia, entre otras cosas, las propiedades de los subconjuntos de

un espacio topológico X y su relación con éste: determina cuándo y cómo los subconjuntos
heredan propiedades de X y también si las propiedades de los mismos se extienden a X . Los
subconjuntos son útiles, sin embargo, no es frecuente en los cursos básicos de Topologı́a su
estudio como puntos de un espacio “más” grande. Está sección está dedicada a una pequeña
parte de dicho estudio, la teorı́a de hiperespacios.

Consideremos (X ,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X . Si quisiéramos definir
una distancia en la potencia de X con base en d, tendrı́amos que asignar una distancia positiva
entre A y A (si fuesen distintos), lo cual parece contraintuitivo pues los puntos de A y A están
arbitrariamente cercanos. Otro inconveniente es interpretar (o dar una convención) a la distancia
entre A y /0 con la métrica d. Para evitar estos inconvenientes sólo consideramos subconjuntos
cerrados y no vacı́os.

Definición 2.1.1. Sean X un espacio topológico y n ∈N. Definimos a los siguientes conjuntos:

(1) CL(X) = {A⊆ X : A es cerrado y no vacı́o} (de esta forma ya no nos preocupa pensar en
la diferencia entre A y A pues son iguales y, tampoco, sobre qué significa estar cerca del
/0);

(2) K(X) =
{

A ∈CL(X) : A es compacto
}

;

(3) KC(X) =
{

A ∈ K(X) : A es conexo
}

;

(4) Fn(X) =
{

A ∈CL(X) : 1 6 |A|6 n
}

;

(5) F(X) =
∞⋃

i=1
Fi(X);

3



CAPÍTULO 2. HIPERESPACIOS CONTRÁCTILES

(6) KCn(X) =
{

A ∈ K(X) : A tiene a lo más n componentes conexas
}

.

Observación 2.1.2. Si X es un espacio topológico compacto y T2, entonces CL(X) = K(X).

2.1.1. Topologı́a de Vietoris

Definición 2.1.3. Sean (X ,τ) un espacio topológico y una colección finita de subconjuntos
A1, ...,An de X . Definimos al Vietórico 〈A1, ...,An〉 como el conjunto{

B ∈CL(X) : B⊆
n⋃

i=1
Ai y para toda i ∈ {1, ...,n} ,B∩Ai 6= /0

}
.

Figura 2.1: B ∈ 〈A1, ...,An〉 y C,D /∈ 〈A1, ...,An〉

Note que si B,E ∈ 〈A1, ...,An〉 es porque están cerca uno del otro en función de 〈A1, ...,An〉.

Lema 2.1.4. Sean X un espacio topológico, U1, . . . ,Um y V1, . . . ,Vn subconjuntos de X . Con-

sideremos U = 〈U1, ...,Um〉 y V = 〈V1, ...,Vn〉. Definimos V =
n⋃

i=1
Vi, U =

m⋃
i=1

Ui y W = 〈V1∩

U, ...,Vn∩U,U1∩V, ...,Um∩V 〉. Entonces W = U ∩V .

Demostración. Veamos las dos contenciones.

⊆ Sea B ∈W . Entonces B⊆ (
n⋃

i=1
(Vi∩U))∪ (

m⋃
i=1

(Ui∩V )) =V ∩U ⊆V . Además, para toda

i ∈ {1, ...,n}, B∩ (Vi∩U) 6= /0. Lo cual implica que, B∩Vi 6= /0. Por lo tanto, B ∈ V .

Análogamente se prueba que B ∈U . Por lo tanto, B ∈ V ∩U .

⊇ Sea B∈ V ∩U . Entonces para cada i∈ {1, . . . ,n},B∩Vi 6= /0. Como B⊆U , tenemos que
B∩Vi = (B∩U)∩Vi = B∩ (Vi ∩U) 6= /0. Análogamente, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, B∩

(Ui∩V ) 6= /0. Por hipótesis, B⊆ (
n⋃

i=1
Vi)∩U y B⊆ (

m⋃
i=1

Ui)∩V . Ası́, B⊆

(
(

n⋃
i=1

Vi)∩U

)
∪(

(
m⋃

i=1
Ui)∩V

)
. Por lo anterior, B ∈W .

4



2.1. TEORÍA DE HIPERESPACIOS

Consideremos a X un espacio topológico y a U,V dos subconjuntos. Vamos a interpretar a
los siguientes Vietóricos: el primero es 〈U〉 que se puede pensar como el conjunto de todos los
subconjuntos cerrados de X tales que se quedan contenidos en U ; el segundo es 〈X ,V 〉 que se
puede pensar como el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de X tales que intersecan a
V .

Observación 2.1.5. Dados U,V subconjuntos de X tenemos, por el Lema 2.1.4, que

〈U〉∩ 〈V 〉= 〈U ∩V 〉;

〈X ,U〉∩ 〈X ,V 〉= 〈X ,U,V 〉;

〈U〉∩ 〈X ,V 〉= 〈U,U ∩V 〉.

Proposición 2.1.6. Sea (X ,τ) un espacio topológico. Entonces el conjunto

B =
{
〈U1, ...,Un〉 : n ∈N y para toda i ∈ {1, ...,n},Ui ∈ τ

}
es una base para una topologı́a en el hiperespacio CL(X).

Demostración. Veamos que B cumple las dos condiciones que se necesitan para que sea base
de una topologı́a (ver [9, p.88]). Verifiquemos (1). Sea A ∈ CL(X). Consideremos 〈X〉 ∈B.
Por la Definición 2.1.3, A ∈ 〈X〉. Ahora, verifiquemos (2). Dados U ,V ∈B y A ∈ U ∩V ,
consideramos W = U ∩V . Por el Lema 2.1.4, W ∈B. Además, A ∈W ⊆U ∩V .

Hemos mostrado que el conjunto B es una base para una topologı́a en el hiperespacio
CL(X).

Proposición 2.1.7. Dado (X ,τ) un espacio topológico, el siguiente conjunto

S = {〈U〉 : U ∈ τ}
⋃
{〈X ,V 〉 : V ∈ τ}

es una subbase que genera la base B en la Proposición 2.1.6.

Demostración. Demostremos que BS = B, donde BS es la base generada por S .

Tomemos 〈U1, ...,Un〉 ∈B y afirmamos que 〈U1, ...,Un〉= (
n⋂

i=1
〈X ,Ui〉)∩ (〈

n⋃
i=1

Ui〉).

Sea A ∈ 〈U1, ...,Un〉. Entonces A ⊆
n⋃

i=1
Ui, lo cual implica que A ∈ 〈

n⋃
i=1

Ui〉. Ahora, para

cada i ∈ {1, ...,n}, A∩Ui 6= /0; es decir, A ∈ 〈X ,Ui〉. Ası́, A ∈
n⋂

i=1
〈X ,Ui〉. Por lo anterior, A ∈

(
n⋂

i=1
〈X ,Ui〉)∩ (〈

n⋃
i=1

Ui〉) y de esta forma, 〈U1, ...,Un〉 ⊆ (
n⋂

i=1
〈X ,Ui〉)∩ (〈

n⋃
i=1

Ui〉).

Sea B ∈ (
n⋂

i=1
〈X ,Ui〉)∩ (〈

n⋃
i=1

Ui〉). Entonces, para toda i ∈ {1, ...,n}, B ∈ 〈X ,Ui〉, es decir,

B∩Ui 6= /0. Además, dado que B ∈ 〈
n⋃

i=1
Ui〉, B ⊆

n⋃
i=1

Ui. Por lo tanto, B ∈ 〈U1, ...,Un〉. Esto

nos dice que 〈U1, ...,Un〉 ⊇ (
n⋂

i=1
〈X ,Ui〉)∩ (〈

n⋃
i=1

Ui〉). Con esto concluimos la prueba de nuestra

afirmación y, ası́, B ⊆BS .
Verifiquemos la contención restante. Sea U ∈BS . Entonces existen n∈N y M1, ...,Mn ∈

S tales que U =
n⋂

i=1
Mi. Consideremos J = {i∈ {1, . . . ,n} : existe U un abierto tal que Mi =

〈U〉}. Si i ∈ {1, . . . ,n} \ J, entonces existe Vi un abierto tal que Mi = 〈X ,Vi〉. Ası́, U =
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⋂
i∈J
〈Ui〉

⋂ ⋂
i/∈J
〈X ,Vi〉. Por la Observación 2.1.5, tenemos que

⋂
i∈J
〈Ui〉 = 〈

⋂
i∈J

Ui〉; también que⋂
i/∈J
〈X ,Vi〉= 〈X ,V1, . . . ,Vm〉 donde m = |{1, . . . ,n}\J| y 〈

⋂
i∈J

Ui〉∩〈X ,V1, . . . ,Vm〉= 〈
⋂
i∈J

Ui,V1∩⋂
i∈J

Ui, . . . ,Vm∩
⋂
i∈J

Ui〉. Ası́,U ∈B. Por lo tanto, B = BS .

Definición 2.1.8. La topologı́a de Vietoris, denotada por Viet, es aquella que genera la subbase
S de la Proposición 2.1.7 y, de no indicarse lo contrario, será la topologı́a asociada a CL(X).
Ası́, (CL(X),Viet) es ahora un hiperspacio.

Teorema 2.1.9. Sea X un espacio topológico T1. Entonces X es compacto si y sólo si CL(X) es
compacto.

Demostración. Veamos ambas implicaciones.

=⇒ Mostremos que CL(X) es compacto. Sea U una cubierta abierta de CL(X) formada por
elementos de S , esto es,

U = {〈Uα〉 : α ∈Λ}∪{〈X ,Vβ 〉 : β ∈ ∆}.

Caso 1 {Vβ : β ∈ ∆} es una cubierta abierta de X .

Como X compacto, tenemos que existen n ∈N y β1, ...,βn ∈ ∆ tales que {Vβ1, ...,Vβn} es
una cubierta abierta finita de X .

Consideremos V = {〈X ,Vβ1〉, ...,〈X ,Vβn〉}. Notemos que V es un subconjunto finito de
U . Veamos que V es una cubierta de CL(X). Sean A ∈CL(X) y p ∈ A. Entonces existe
j ∈ {1, ...,n} tal que p ∈Vβ j . Por lo tanto, A ∈ 〈X ,Vβ j〉.
Ası́, hemos encontrado una subcubierta finita de U .

Caso 2 {Vβ : β ∈ ∆} no es una cubierta abierta de X , esto es, X *
⋃

β∈∆

Vβ .

Definimos a S = X \
⋃

β∈∆

Vβ . Tenemos que S es un subconjunto cerrado y no vacı́o de X ,

es decir, S ∈CL(X). Además, como S = X \
⋃

β∈∆

Vβ =
⋂

β∈∆

(X \Vβ ), obtenemos que, para

toda β ∈ ∆ , S /∈ 〈X ,Vβ 〉. Como U es cubierta, existe α0 ∈ Λ tal que S ∈ 〈Uα0〉; lo que
nos dice que S⊆Uα0 .

Notemos que X \Uα0 es compacto y que X \Uα0 ⊆X \S=
⋃

β∈∆

Vβ . Entonces existen n∈N

y β1, ...,βn ∈ ∆ tales que X \Uα0 ⊆
n⋃

i=1
Vβi . Definimos V = {〈Uα0〉,〈X ,Vβ1〉, ...,〈X ,Vβn〉}.

Notemos que V es un subconjunto finito de U .

Veamos que V es una cubierta de CL(X). Sea A∈CL(X). Si A⊆Uα0 , entonces A∈ 〈Uα0〉.
Si A*Uα0 , entonces existe p∈A\Uα0 ⊆X \Uα0 . Ası́, existe j∈{1, ...,n} tal que p∈Vβ j ,
por ello A ∈ 〈X ,Vβ j〉. Hemos encontrado una subcubierta finita de U .

En ambos casos encontramos una subcubierta finita de U . Por el Lema 1.2.7, CL(X) es
compacto.

⇐= Mostremos que X es compacto. Sea U = {Vβ : β ∈ ∆} una cubierta abierta de X . Con-
sideremos V = {〈X ,Vβ 〉 : β ∈ ∆}. Notemos que todos los elementos de V son subcon-
juntos abiertos de CL(X).
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Veamos que V es una cubierta de CL(X). Sea A ∈CL(X). Tomemos p ∈ A. Como U es
una cubierta de X , existe β0 ∈ ∆ tal que p ∈Vβ0 . De modo que A ∈ 〈X ,Vβ0〉. Por lo tanto,
V es una cubierta de CL(X).

Ahora, como CL(X) es compacto, existen n ∈ N y β1, ...,βn ∈ ∆ tales que CL(X) =
n⋃

i=1
〈X ,Vβi〉. Consideremos W = {Vβ1, ...,Vβn}. Notemos que W es un subconjunto finito

de U .

Veamos que W es una cubierta de X . Sea x ∈ X . Como X es T1, {x} ∈CL(X). Entonces
existe j ∈ {1, ...,n} tal que {x} ∈ 〈X ,Vβ j〉. De donde obtenemos que x ∈Vβ j . Por lo tanto,
W es una cubierta abierta de X . Con lo que concluimos que X es compacto.

2.1.2. Métrica de Hausdorff
Para construir la métrica de Hausdorff es necesario tener un espacio métrico y acotado.

Ahora, para todo espacio métrico (X ,d) existe una métrica acotada y equivalente a d (ver [4,
Theorem 4.1.4, p.250]). Ası́, pediremos que el espacio métrico sea acotado.

Definición 2.1.10. Sea (X ,d) un espacio métrico y acotado.

1.- Dadas 0 <ε y A ∈ CL(X), definimos a la nube con centro en A y de radio ε como
Nε(A) =

⋃
a∈A

Bε(a).

2.- Dados A,B ∈CL(X), definimos a E(A,B) = {ε>0 : A⊆ Nε(B) y B⊆ Nε(A)}.

3.- Definimos a la métrica de Hausdorff como la función H : CL(X)×CL(X)→ [0,∞) tal
que H(A,B) = ı́nfE(A,B).

Observación 2.1.11. Como X es acotado, para cualesquiera A,B∈CL(X) el conjunto E(A,B) 6=
/0; ya que, si definimos ε = diám(X)+1, entonces ε ∈ E(A,B). Luego, como E(A,B) está aco-
tado inferiormente por 0, podemos calcular el ı́nfimo. Ası́, H(A,B) = ı́nfE(A,B) > 0 y, con
ello, H está bien definida.

Teorema 2.1.12. Sea (X ,d) un espacio métrico y acotado. Entonces la función H : CL(X)×
CL(X)→ [0,∞) es una métrica en el hiperespacio CL(X).

Demostración. Sean A,B y C ∈CL(X). Entonces se satisfacen los siguientes puntos que defi-
nen a una métrica (ver [3, p.3]):

1.- H(A,B) = 0 si y sólo si A = B.

=⇒ Supongamos que H(A,B) = 0 = ı́nfE(A,B). Sea {εn}∞
n=1 una sucesión en E(A,B) tal que

lı́m
n→∞

εn = 0. Tomemos a ∈ A y n ∈ N. Como A ⊆ Nεn(B), existe bn ∈ B tal que d(a,bn)

<εn. Hemos construido una sucesión {bn}∞
n=1 en B que cumple 0 6 lı́m

n→∞
d(a,bn) 6

lı́m
n→∞

εn = 0. Por lo tanto, d(a, lı́m
n→∞

bn) = 0; es decir, lı́m
n→∞

bn = a. Como B es cerrado,
tenemos que a ∈ B. Por lo tanto A⊆ B.

Análogamente podemos probar que B⊆ A.
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⇐= Supongamos que A = B. Entonces, para todo n ∈ N, A ⊆ N1
n
(B) y B ⊆ N1

n
(A). Lo que

nos dice que, para toda n ∈N, 0 6 ı́nfE(A,B)6 1
n . Por lo tanto, H(A,B) = 0.

2.- H(A,B) = ı́nfE(A,B) = ı́nfE(B,A) = H(B,A).

3.- H(A,B)6 H(A,C)+H(C,B).

Sean a ∈ A, {rn}∞
n=1 y {tn}∞

n=1 sucesiones en E(A,C) y E(C,B) respectivamente tales
que lı́m

n→∞
rn = ı́nfE(A,C) y lı́m

n→∞
tn = ı́nfE(C,B). Dada n ∈N, tenemos que A⊆ Nrn(C) y

C ⊆ Ntn(B), ası́, existen c ∈C y b ∈ B tales que d(a,c)<rn y d(c,b)<tn. Como d(a,b)6
d(a,c)+d(c,b) tenemos que d(a,b) <rn + tn. Ası́, A⊆ Nrn+tn(B). Similarmente se tiene
que B⊆ Nrn+tn(A). Por lo tanto, para toda n ∈N, rn + tn ∈ E(A,B).

Como H(A,B) = ı́nfE(A,B) 6 rn + tn, tenemos, aplicando lı́mites en ambos lados, que
H(A,B)6 ı́nfE(A,C)+ ı́nfE(C,B) = H(A,C)+H(C,B).

Se concluye que H es una métrica en CL(X).

Lema 2.1.13. Sean (X ,d) un espacio métrico y compacto; ε>0 y A,B ∈ CL(X). Entonces
H(A.B)<ε si y sólo si B⊆ Nε(A) y A⊆ Nε(B).

Demostración. Supongamos que H(A,B)<ε . Entonces ε no es cota inferior de E(A,B). Ası́,
existe δ ∈ E(A,B) tal que H(A,B) 6 δ<ε . Por definición, B ⊆ Nδ (A) y A ⊆ Nδ (B). Por lo
tanto, B⊆ Nε(A) y A⊆ Nε(B).

Supongamos que B ⊆ Nε(A) y A ⊆ Nε(B). La idea de la demostración es la siguiente:
debemos encontrar δ>0 tal que δ<ε y δ ∈ E(A,B).

Como B ⊆ Nε(A), tenemos que B∩ (X \Nε(A)) = /0. Notemos que ambos conjuntos son
cerrados, compactos y no vacı́os; ası́ que d(B,X \Nε(A)) = r>0. Definimos a δ1 = ε − r

3 .
Notemos que δ1<ε , por ello Nδ1(A) ⊆ Nε(A). Supongamos que existe b0 ∈ B tal que b0 /∈
Nδ1(A). Como b0 ∈ Nε(A) y b0 /∈ Nδ1(A), tenemos que d(b0,X \Nε(A))<d(B,X \Nε(A)) =
mı́n{d(b,x) : b ∈ B y x ∈ X \Nε(A)}; una contradicción. Por lo tanto, B⊆ Nδ1(A).

Análogamente, si definimos δ2 = ε− d(A,X\Nε (B))
3 , podemos probar que A⊆Nδ2(B). Defini-

mos δ =máx{δ1,δ2}. Por lo anterior, δ ∈E(A,B). Además, δ<ε . Por lo tanto, H(A,B)<ε .

Observación 2.1.14. Si (X ,d) es un espacio métrico y compacto y A,B ∈CL(X), entonces el
conjunto E(A,B) no es cerrado.

Notemos que H(A,B)∈E(A,B). Supongamos que H(A,B)∈E(A,B). Podemos argumentar
como en el regreso del Lema 2.1.13 para generar una contradicción. Por lo tanto, H(A,B) /∈
E(A,B) y E(A,B) no es cerrado.

Lema 2.1.15. Sean (X ,d) un espacio métrico y acotado y ε>0. Si A,B,C y D son subconjuntos
cerrados no vacı́os de X tales que H(A,B)<ε y H(C,D)<ε , entonces H(A∪C,B∪D)<ε .

Demostración. Sea x ∈ A∪C. Si x ∈ A, entonces existe b ∈ B tal que x ∈ Bε(b) ⊆ Nε(B) ⊆
Nε(B∪D). Si x ∈ C, entonces existe d ∈ D tal que x ∈ Bε(d) ⊆ Nε(D) ⊆ Nε(B∪D). Ası́,
A∪C ⊆ Nε(B∪D).

La contención B∪D⊆ Nε(A∪U) se obtiene de manera análoga. Por lo tanto, H(A∪C,B∪
D)<ε .

Teorema 2.1.16. Sea (X ,d) un espacio métrico y compacto. Entonces (CL(X),Viet) es metri-
zable. De hecho, Viet = τH donde τH denota la topologı́a inducida por la métrica H.
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Demostración. Verifiquemos por doble contención que Viet = τH . Para ello, basta con mostrar
la inclusión de los subbásicos; es decir, dado U un abierto de X debemos ver 〈U〉,〈X ,U〉 ∈ τH .
Similarmente, dados A ∈CL(X) y ε>0, debemos ver que BH

ε (A) ∈Viet.
Primero veamos que Viet ⊆ τH . Sea U un abierto de X . Si U = X , entonces, por definición,

〈U〉=CL(X). Ası́, 〈U〉 ∈ τH . Si U = /0, entonces, por definición, 〈U〉= /0. Ası́, 〈U〉 ∈CL(X).
Ahora, si U es un subconjunto propio y no vacı́o de X , entonces tomemos A ∈ 〈U〉. Notemos
que A y X \U son subconjuntos cerrados, no vacı́os, compactos y ajenos de X ; consideremos
ε = d(A,X \U) = ı́nf{d(a,x) : a∈ A y x∈ X \U}. Por construcción, ε>0. Ahora, demostremos
que BH

ε (A)⊆ 〈U〉. Sea B ∈ BH
ε (A). Por definición, B⊆ Nε(A). No es difı́cil notar que Nε(A)⊆

U . Ası́, B ∈ 〈U〉. Por lo tanto, BH
ε (A)⊆ 〈U〉; ası́ que A está en el interior de 〈U〉 con respecto a

τH . Concluimos que 〈U〉 ∈ τH .
Ahora, tomemos U un abierto de X . Demostremos que 〈X ,U〉 ∈ τH . Si U = /0, entonces

〈X ,U〉 = /0, el cual es un elemento de τH . Si U 6= /0, tomemos A ∈ 〈X ,U〉. Como A∩U 6= /0,
existe p ∈ A∩U . Además, existe δ>0 tal que Bd

δ
(p) ⊆U . Ahora, demostremos que BH

δ
(A) ⊆

〈X ,U〉. Sea B ∈ BH
δ
(A). Como A⊆ Nδ (B), existe b ∈ B tal que d(b, p)<δ ; es decir, b ∈ Bd

δ
(p).

Por lo tanto, B∩U 6= /0; en otras palabras, B∈ 〈X ,U〉. Hemos demostrado que BH
δ
(A)⊆ 〈X ,U〉.

Por lo anterior, A está en el interior de 〈X ,U〉 con respecto a τH . Concluimos que 〈X ,U〉 ∈ τH .
Ahora, demostremos que τH ⊆ Viet. Sean A ∈ CL(X) y ε>0. Consideremos el básico

BH
ε (A). Definamos U = {B ε

4
(a) : a ∈ A}. Como A es compacto y U es una cubierta abier-

ta de A, existen n ∈N y a1, . . . ,an ∈ A tales que A⊆
n⋃

i=1
B ε

4
(ai). Ası́, A ∈ 〈B ε

4
(a1), . . . ,B ε

4
(an)〉.

Ahora, demostremos que 〈B ε

4
(a1), . . . ,B ε

4
(an)〉 ⊆ BH

ε (A). Sea B∈ 〈B ε

4
(a1), . . . ,B ε

4
(an)〉. Enton-

ces B⊆
n⋃

i=1
B ε

4
(ai)⊆ Nε

2
(A). Sea a ∈ A. Entonces existe j ∈ {1, . . . ,n} tal que a ∈ B ε

4
(a j). Por

construcción, B∩B ε

4
(a j) 6= /0; entonces existe b ∈ B∩B ε

4
(a j). Finalmente, d(a,b)6 d(a,a j)+

d(a j,b)< ε

2 . Por lo tanto, a ∈ B ε

2
(b); ası́ que A ⊆ Nε

2
(B). Por lo anterior, B ∈ BH

ε (A). Como
〈B ε

4
(a1), . . . ,B ε

4
(an〉 ⊆ BH

ε (A), tenemos que A está en el interior de BH
ε (A) con respecto a Viet.

Por lo tanto, BH
ε (A) ∈Viet.

Dadas las contenciones anteriores, concluimos que Viet = τH .

Consideremos a X un espacio métrico y compacto. Sea {An}∞
n=1 una sucesión en (K(X),H)

convergente a A ∈ K(X). La definición de convergencia en el espacio métrico (K(X),H) no
nos permite observar el comportamiento (a veces muy sutil) de cada uno de los elementos de
los conjuntos An en X ; sin embargo, su simpleza será de utilidad. Por ello, buscamos “ver” la
convergencia de {An}∞

n=1 en X a través de los elementos de cada An.

Lema 2.1.17. Sean (X ,d) un espacio métrico y compacto y {An}∞
n=1 una sucesión en K(X) tal

que converge a A ∈ K(X). Entonces a ∈ A si y sólo si existe {an}∞
n=1 una sucesión en X tal que

para toda n ∈N, an ∈ An y lı́m
n→∞

an = a.

Demostración. Por la Observación 2.1.2 y el Teorema 2.1.16, podemos usar la métrica de
Hausdorff en K(X); es decir, la convergencia será la de un espacio métrico.

⇐= Supongamos que a /∈ A. Como A es compacto y {a} es cerrado, d(a,A) = r>0. Notemos
que N r

3
(A)∩Bd

r
3
(a) = /0. Consideremos a BH

r
3
(A). Como lı́m

n→∞
An = A y lı́m

n→∞
an = a, existe

N ∈N tales que si n > N, entonces An ⊆ N r
3
(A) y an ∈ Bd

r
3
(a); esto es una contradicción.

Por lo tanto, a ∈ A.
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=⇒ Nuestro objetivo es construir una sucesión {an}∞
n=1 en X convergente a a∈A tal que, para

toda n ∈N, an ∈ An. Sea BH
1 (A). Como lı́m

n→∞
An = A, existe M ∈N, tal que H(AM,A)<1.

Definimos para toda n ∈ N, rn = H(A,AM+n). Consideremos BH
rn+

1
n
(A). Como AM+n ∈

BH
rn+

1
n
(A) y a ∈ A, existe aM+n ∈ AM+n tal que d(a,aM+n)<rn +

1
n .

Sea ε>0. Como lı́m
n→∞

rn = 0 y lı́m
n→∞

1
n = 0, existe N ∈N tal que si n > N, entonces rn<

ε

2 y
1
n<

ε

2 . Ası́, para toda n > N, d(a,aM+n)<rn +
1
n<ε . Por lo anterior, lı́m

n→∞
aM+n = a.

Dada i ∈ {1, . . . ,M}, Ai ∈ K(X); ası́ que Ai 6= /0, tomemos ai ∈ Ai.

Hemos construido una sucesión {an}∞
n=1 en X tal que, para toda n ∈ N, an ∈ An. Y por

como la construimos, lı́m
n→∞

an = a.

2.2. Breve teorı́a de homotopı́a
Definición 2.2.1. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es conexo por trayectorias si
para cualesquiera par de puntos x,y ∈ X existe una función continua α : [0,1]→ X tal que
α(0) = x y α(1) = y.

Definición 2.2.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es conexo por arcos si para
cualesquiera par de puntos distintos x,y ∈ X existe un encaje (un homeomorfismo cuando res-
tringimos el codominio a su imagen) α : [0,1]→ X tal que α(0) = x y α(1) = y. A α([0,1]) le
llamaremos un arco que va de x a y. En algunas ocasiones este arco será denotado por xy.

La caracterı́stica principal de un arco
(
α([0,1])

)
es la no auto intersección; es decir, α es

inyectiva. Para las trayectorias, lo anterior es algo que puede no ocurrir.

Figura 2.2: A la izquierda, una trayectoria; a la derecha, un arco

Definición 2.2.3. Sean X , Y espacios topológicos y f ,g : X→Y funciones continuas. Decimos
que f es homotópica a g si existe una función continua H : X × [0,1]→ Y tal que para toda
x ∈ X se cumple que H(x,0) = f (x) y H(x,1) = g(x).

A H se le llama una homotopı́a entre f y g.

Definición 2.2.4. Un espacio topológico X es contráctil si y sólo si la identidad IdX : X → X
es homotópica a la función constante Cx para algún x ∈ X .

Observación 2.2.5. Dada la Definición 2.2.4, tenemos que el espacio topológico X es contráctil
si y sólo si existen x0 ∈ X y una función continua H : X × [0,1]→ X tales que para todo x ∈ X
se cumple que H(x,0) = x y H(x,1) = x0.
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2.3. ALGUNAS CONTRACCIONES CONOCIDAS DE HIPERESPACIOS

La teorı́a de homotopı́a es realmente interesante: con ella podemos dar una introducción a
la topologı́a algebraica mediante grupos fundamentales. No es menos la teorı́a de la contracti-
bilidad; encontrar formas de llevar continuamente un espacio a un punto o probar que esto no
es posible es un problema difı́cil.

2.3. Algunas contracciones conocidas de hiperespacios
Ahora que ya tenemos la noción de hiperspacio y de contractibilidad podemos juntarlas.

Está sección está dedicada a la contracción de los hiperespacios definidos anteriormente: cómo
proponer la contracción y en qué nos debemos fijar. Al final de está sección responderemos una
pregunta que surge del proceso de contracción.

Proposición 2.3.1. [9, Ejercicios 6, p.194] Sean X un espacio topológico compacto y Y un
espacio topológico T2. Si f : X → Y es continua, entonces f es cerrada.

Teorema 2.3.2. Sean (X ,τ) un espacio topológico compacto y T2 y n ∈N. Si X es contráctil,
entonces CL(X) es contráctil. Además, los subhiperespacios KC(X),Fn(X),F(X) y KCn(X) de
CL(X) también lo son.

Demostración. Comenzaremos probando que CL(X) es contráctil y después, nos enfocaremos
a cada uno de los otros hiperespacios. Como X es contráctil, existen p ∈ X y una función conti-
nua H : X× [0,1]→ X tales que, para toda x ∈ X , H(x,0) = x y H(x,1) = p. Observemos que,
como H tiene dominio compacto y T2 y codominio T2, tenemos, por la Proposición 2.3.1, que
H es cerrada. También, si A ∈CL(X), entonces, para todo t ∈ [0,1], A×{t} es un subconjunto
cerrado de X× [0,1]. Por lo tanto, H(A×{t}) ∈CL(X).

Definimos λ : CL(X)× [0,1]→CL(X) como λ (A, t) = H(A×{t}). Veamos que λ es con-
tinua. Para esto probaremos las siguientes dos afirmaciones.

Afirmación 1 Si U es un subconjunto abierto de X , entonces λ−1(〈U〉) es un subconjunto abierto de
CL(X)× [0,1].

Sea (A, t)∈ λ−1(〈U〉). Entonces, λ (A, t) =H(A×{t})⊆U ; es decir, A×{t}⊆H−1(U).
Dada a ∈ A, (a, t) ∈ H−1(U) y, como H−1(U) es un subconjunto abierto de X × [0,1],
existen un subconjunto abierto Va de X y un subconjunto abierto Ia de [0,1] tales que
(a, t) ∈ Va× Ia ⊆ H−1(U). Como {Va : a ∈ A} es una cubierta abierta de A y A es com-

pacto, existen n∈N y a1, . . . ,an ∈ A tales que A⊆
n⋃

i=1
Vai . Consideremos U = 〈

n⋃
i=1

Vai〉×
n⋂

i=1
Iai . Notemos que (A, t) ∈ U y que U es un subconjunto abierto de CL(X)× [0,1].

Ahora, probemos que U ⊆ λ−1(〈U〉). Tomemos (B,s) ∈U . Entonces B⊆
n⋃

i=1
Vai y s ∈

n⋂
i=1

Iai . Dada b ∈ B, existe j ∈ {1, . . . ,n} tal que b ∈Va j . Ası́, (b,s) ∈Va j× Ia j ⊆H−1(U);

esto es, H(b,s) ∈U . Por lo anterior, λ (B,s) = H(B×{t})⊆U ; es decir, λ (B,s) ∈ 〈U〉.
Lo que nos dice que (B,s) ∈ λ−1(〈U〉). Por lo tanto, U ⊆ λ−1(〈U〉).

Tenemos que U es un subconjunto abierto de CL(X)×[0,1] tal que (A, t)∈U ⊆ λ−1(〈U〉),
con lo que obtenemos que λ−1(〈U〉) es un subconjunto abierto de CL(X)× [0,1]. Esto
concluye la prueba de la Afirmación 1.
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Afirmación 2 Si U es un subconjunto abierto de X , entonces λ−1(〈X ,U〉) es un subconjunto abierto de
CL(X)× [0,1].

Sea (A, t)∈ λ−1(〈X ,U〉). Entonces λ (A, t)=H(A×{t})∈ 〈X ,U〉; es decir, H(A×{t})∩
U 6= /0. Tomemos a0 ∈ A tal que H(a0, t) ∈U , por ello (a0, t) ∈ H−1(U). Como H−1(U)
es un subconjunto abierto de X × [0,1], existen un subconjunto abierto Va0 de X y un
subconjunto abierto Ia0 de [0,1] tales que (a0, t) ∈ Va0 × Ia0 ⊆ H−1(U). Consideremos
U = 〈X ,Va0〉× Ia0 . Notemos que (A, t)∈U y que U es un subconjunto abierto CL(X)×
[0,1]. Ahora, probemos que U ⊆ λ−1(〈X ,U〉). Sea (B,s) ∈ U . Entonces B ∈ 〈X ,Va0〉
y s ∈ Ia0 ; esto es, B∩Va0 6= /0. Tomemos b0 ∈ B∩Va0 . Entonces (b0,s) ∈ Va0 × Ia0 ⊆
H−1(U). Lo que nos dice que H(b0,s) ∈U . Por lo tanto, H(B×{s})∩U 6= /0; es decir,
λ (B,s) = H(B×{s}) ∈ 〈X ,U〉. Lo que nos dice que (B,s) ∈ λ−1(〈X ,U〉). Por lo tanto,
U ⊆ λ−1(〈X ,U〉).
Tenemos que U es un subconjunto abierto de CL(X)× [0,1] tal que (A, t) ⊆ U ⊆
λ−1(〈X ,U〉). Con esto obtenemos que λ−1(〈X ,U〉) es un subconjunto abierto de CL(X)×
[0,1]. Esto finaliza la prueba de la Afirmación 2.

De las Afirmaciones 1 y 2 se sigue que λ es continua.
Además, para toda A ∈CL(X), H(A×{0}) = A y H(A×{1}) = {p}. Por la Observación

2.2.5, CL(X) es contráctil. Estas últimas igualdades nos servirán para demostrar la contractibi-
lidad de los subhiperespacios reduciendo su prueba a exhibir que la respectiva restricción de λ

está bien definida.
Demostremos que KC(X) es contráctil. Sea (A, t) ∈ KC(X)× [0,1]. Como A es un subcon-

junto conexo y compacto de X , tenemos que A×{t} es un subconjunto conexo y compacto
de X × [0,1]. Ası́, H(A×{t}) ∈ KC(X). Por la Observación 2.1.2, KC(X) ⊆ K(X) = CL(X).
Definimos λ |KC(X)×[0,1] : KC(X)× [0,1]→ KC(X) como λ |KC(X)×[0,1](A, t) = λ (A, t). Por lo
tanto, λ |KC(X)×[0,1] es una función continua. Por la Observación 2.2.5, KC(X) es contráctil.

Lo siguiente es demostrar que Fn(X) es contráctil. Sea (A, t) ∈ Fn(X)× [0,1]. Ası́, A =
{a1, . . . ,am} con m 6 n. Notemos que H(A×{t}) = {H(a1, t), . . . ,H(am, t)}. Lo anterior nos
dice que H(A×{t}) ∈ Fn(X). Consideremos λ |Fn(X)×[0,1] : Fn(X)× [0,1]→ Fn(X) definida
como λ |Fn(X)×[0,1](A, t) = λ (A, t). Por lo tanto, λ |Fn(X)×[0,1] es una función continua. Por la
Observación 2.2.5, Fn(X) es contráctil.

Ahora, demostremos que F(X) es contráctil. Sea (A, t) ∈ F(X)× [0,1]. Entonces exis-
te m ∈ N tal que A ∈ Fm(X); es decir, A = {x1, . . . ,xr} con 1 6 r 6 m. Además, H(A×
{t}) = {H(x1, t), . . . ,H(xr, t)}. Lo anterior nos dice que H(A×{t}) ∈ F(X). Consideremos
λ |F(X)×[0,1] : F(X)× [0,1]→ F(X) definida como λ |F(X)×[0,1](A, t) = λ (A, t). Por lo tanto,
λ |F(X)×[0,1] es una función continua. Por la Observación 2.2.5, F(X) es contráctil.

Finalmente, demostremos que KCn(X) es contráctil. Sea (A, t) ∈ KCn(X)× [0,1]. Por defi-

nición A =
m⋃

i=1
Ci donde C1, ...,Cm son componentes conexas de A con m 6 n. No es difı́cil notar

que H(A×{t}) =
m⋃

i=1
H(Ci×{t}). Como para toda i ∈ {1, . . . ,m}, Ci×{t} es un subconjunto

conexo y compacto de X × [0,1], tenemos que H(Ci×{t}) ∈ KC(X). Ası́, H(A×{t}) tiene
a lo más, m componentes conexas; es decir, H(A×{t}) ∈ KCn(X). Por la Observación 2.1.2,
KCn(X) ⊆ K(X) = CL(X). Consideremos λ |KCn(X)×[0,1] : KCn(X)× [0,1]→ KCn(X) definida
como λ |KCn(X)×[0,1](A, t) = λ (A, t). Por lo tanto, λ |KCn(X)×[0,1] es una función continua. Por la
Observación 2.2.5, KCn(X) es contráctil.

En la demostración anterior sólo bastó con verificar que la restricción de λ estuviese bien
definida. Entonces ¿es cierto el Teorema 2.3.2 para cualquier subhiperespacio? Concretamente:
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sea X un espacio topológico compacto y T2. Si X es contráctil, entonces para todo subhiperes-
pacio Ω de CL(X) tenemos que Ω es contráctil mediante la función λ |Ω×[0,1] donde la función
λ : CL(X)× [0,1]→CL(X) se define en el Teorema 2.3.2.

Supongamos verdadero el razonamiento. Sea X = D1 = {(x,y) ∈ R2 : || (x,y) ||6 1}. Cla-
ramente X es compacto y T2. Definimos H : X × [0,1]→ X como H((x,y), t) = (1− t)(x,y)+
t(0,0). Como H es continua y, para toda (x,y) ∈ X , H((x,y),0) = (x,y) y H((x,y),1) = (0,0),
tenemos que X es contráctil.

Por el Teorema 2.3.2, CL(X) es contráctil. Como X es T2, tenemos que X ≈ F1(X). Además,
existe un subhiperespacio Ω de F1(X) tal que Ω ≈ S1. Por nuestra suposición, la función
λ |Ω×[0,1]: Ω× [0,1]→ Ω definida como λ |Ω×[0,1] ({x}, t) = λ ({x}, t) contrae a Ω al punto
{(0,0)}. Notemos que λ |Ω×[0,1] no está bien definida. Además, como Ω≈ S1, S1 es contráctil
al punto (0,0); una contradicción. Por lo tanto, nuestro razonamiento, aunque deseable, es fal-
so.

Definición 2.3.3. Sean X y Y dos espacios topológicos tales que Y ⊆ X . Decimos que Y es
contráctil en X si existen x ∈ X y una función continua G : Y × [0,1]→ X tales que, para toda
y ∈ Y , se cumple que G(y,0) = y y G(y,1) = x.

Figura 2.3: S1 es contráctil en D1

Corolario 2.3.4. Sea X un espacio topológico compacto y T2. Si X es contráctil, entonces para
todo subhiperespacio Ω de CL(X) se cumple que Ω es contráctil en CL(X).

Demostración. La demostración se deduce del Teorema 2.3.2 y de la Definición 2.3.3.
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Capı́tulo 3

El hiperespacio Sc(X)

Este capı́tulo y los siguientes están basados en el artı́culo: The hyperspace of sequences
of a dendrite is contractible, escrito por A. Illanes [6]. Estudiaremos este nuevo hiperespacio
introducido por primera vez por S. Garcı́a-Ferreira y Y. F. Ortiz-Castillo en [5].

Vamos a trabajar con continuos, en particular con dendroides y dendritas que definiremos
a continuación. Además, veremos las implicaciones que tiene el hecho de que toda dendrita
posea una métrica convexa, y cómo influye tener una métrica con estas caracterı́sticas en el
hiperespacio a estudiar.

Definición 3.0.1. La sucesión armónica con lı́mite es el subespacio deR igual a {0,1, 1
2 ,

1
3 , . . .}

y lo denotaremos por Ω. También, denotamos como lı́mΩ al 0.

Definición 3.0.2. Sea X un espacio topológico T2. El hiperespacio de las sucesiones conver-
gentes no triviales, denotado por Sc(X), está definido como

Sc(X) = {A⊆ X : A≈Ω}.
Note que Sc(X)⊆ K(X). Este hiperespacio será considerado con la topologı́a de Vietoris.

Supongamos que X es un espacio topológico contráctil y T2 ¿esto implica que Sc(X) sea
contráctil? Una solución general para esta última pregunta parece ser muy difı́cil. Entonces, da-
das las hipótesis del Teorema 2.3.2 ¿restringir λ a Sc(X)× [0,1] hace que Sc(X) sea contráctil?
No, pues λ |Sc(X)×[0,1](S,1) /∈ Sc(X). A partir de este momento, nos dedicaremos a probar que,
si X es una dendrita, entonces Sc(X) es contráctil.

Definición 3.0.3. Un espacio topológico X es un continuo si es compacto, conexo, métrico y
tiene al menos dos elementos.

Definición 3.0.4. Sea X un continuo. Si además X es conexo por trayectorias y cumple que
para cualesquiera A,B ∈ KC(X), A∩B es conexo, entonces decimos que X es un dendroide.

Definición 3.0.5. Un continuo X es una dendrita si es un dendroide localmente conexo.

Teorema 3.0.6. [11, Theorem 10.2, p.166] Un continuo X es una dendrita si y sólo si para
cualesquiera par de puntos de X se tiene que están separados en X por un tercer punto de X .

Corolario 3.0.7. Si X es una dendrita y p,q ∈ X , entonces el arco que va de p a q es único.

Demostración. El Corolario 3.0.7 se sigue del Teorema 3.0.6.

Lema 3.0.8. Sean X es una dendrita, A ∈ KC(X) y p,q ∈ A. Entonces pq⊆ A.

Demostración. Por la Definición 3.0.5, X es un dendroide. Notemos que pq ∈ KC(X). Enton-
ces pq∩A es un conexo; en particular es un subconjunto conexo de pq que contiene a p y a q.
Ası́, pq∩A = pq. Como pq∩A⊆ A, concluimos que pq⊆ A.
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3.1. MÉTRICA CONVEXA

3.1. Métrica convexa
Definición 3.1.1. Sean (X ,dX) y (Y,dY ) espacios métricos. Una isometrı́a es una función f :
X → Y tal que, para cualesquiera z1, z2 ∈ X , se tiene que dX(z1,z2) = dY ( f (z1), f (z2)).

Note que una isometrı́a es una función continua, inyectiva y no necesariamente suprayec-
tiva (por ejemplo, g : ([0,1],D)→ ([0,2],D) dada por g(r) = r). Además, si restringimos el
codominio a su imagen, entonces X ≈i f (X).

Definición 3.1.2. Sea (X ,d) un espacio métrico. Decimos que d es una métrica convexa si para
cualesquiera x,y ∈ X existe una isometrı́a f : [0,d(x,y)]→ X tal que f (0) = x y f (d(x,y)) = y.

Teorema 3.1.3. Sean X y Y espacios métricos. Si f : X → Y es una isometrı́a suprayectiva,
entonces f es una función abierta.

Demostración. Dado que f es una isometrı́a, f−1 : Y → X también lo es. Por ello f−1 es una
función continua. Lo anterior nos dice que f es abierta.

Teorema 3.1.4. Sean (X ,dX) y (Y,dY ) dos espacios métricos. Si f : X → Y es una función
continua y D es un subconjunto denso de X tal que f |D: D→ Y es una isometrı́a, entonces f
es una isometrı́a.

Demostración. Sean x,y ∈ X . Entonces existen {xn}∞
n=1 y {yn}∞

n=1 sucesiones en D tales que
lı́m
n→∞

xn = x y lı́m
n→∞

yn = y. Como f es continua, dX(x,y) = dX( lı́m
n→∞

xn, lı́m
n→∞

yn) = lı́m
n→∞

dX(xn,yn) =

lı́m
n→∞

dY ( f (xn), f (yn)) = dY ( lı́m
n→∞

f (xn), lı́m
n→∞

f (yn)) = dY ( f (x), f (y)).
Por lo tanto, f es una isometrı́a.

Teorema 3.1.5. Sean X , Y espacios métricos y D un subconjunto compacto de X . Si f : X →Y
es una función continua y f (D) es un subconjunto denso de Y , entonces f es suprayectiva.

Demostración. Note que, como f es continua y D es compacto, f (D) = f (D). Por lo tanto
Y = f (D) = f (D)⊆ f (X)⊆ Y . Lo que nos dice que f es suprayectiva.

Teorema 3.1.6. Sea (X ,d) un espacio métrico compacto. Entonces d es una métrica convexa
si y sólo si para cualesquiera x,y ∈ X , existe z ∈ X tal que d(x,z) = d(y,z) = d(x,y)

2 .

Demostración. Demostremos ambas implicaciones.

⇐= Primero, dados dos puntos x,y ∈ X vamos a construir recursivamente un subconjunto M
de X , el cual será isométrico a un subconjunto denso de [0,d(x,y)].

Sean x,y ∈ X . Definimos m0 = x, m1 = y y m 1
2
∈ X como un punto medio entre x y y; es

decir, d(m0,m 1
2
) = d(m0,m1)

2 = d(m1,m 1
2
).

Supongamos que para n ∈N y para toda k ∈ {0, . . . ,2n}, m k
2n

ha sido definido.

Sea k ∈ {0, . . . ,2n+1}. Si existe p ∈ N tal que k = 2p, entonces m k
2n+1

= m p
2n

con p ∈
{0, . . . ,2n}. Es decir, m k

2n+1
ya está definido. Si k es impar, entonces k− 1 y k+ 1 son

pares, es decir, m k−1
2n+1

y m k+1
2n+1

ya están definidos. Definimos a m k
2n+1

como un punto medio

entre m k−1
2n+1

y m k+1
2n+1

; es decir, d(m k−1
2n+1

,m k
2n+1

) =
d(m k−1

2n+1
,m k+1

2n+1
)

2 = d(m k+1
2n+1

,m k
2n+1

).

Consideremos M =
{

m k
2n
∈ X : n ∈N y k ∈ {0, ...,2n}

}
. Veamos las siguientes propie-

dades de M.
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Propiedad 1 Dados n ∈N y k ∈ {0, . . . ,2n−1}, d(m k
2n
,m k+1

2n
) = d(x,y)

2n .

Haremos la prueba por inducción. Es claro que, si n = 1, la afirmación se cumple.
Supongamos la afirmación cierta para n y probémosla para n+1.
Sea k ∈ {0, . . . ,2n+1−1}. Si existe p∈N tal que k = 2p, entonces k+2 es par y k+
2 6 2n+1. Ası́, m k

2n+1
= m p

2n
y m k+2

2n+1
= m p+1

2n
con p ∈ {0, . . . ,2n−1}. Por hipótesis

de inducción, d(m p
2n
,m p+1

2n
) = d(x,y)

2n y, como m k+1
2n+1

es punto medio entre m k
2n+1

y

m k+2
2n+1

, tenemos que d(m k
2n+1

,m k+1
2n+1

) = 1
2(

d(x,y)
2n ) = d(x,y)

2n+1 . Si k es impar, entonces

k−1 y k+1 son pares y k+1 6 2n+1, por ello m k−1
2n+1

= m p
2n

y m k+1
2n+1

= m p+1
2n

donde

k−1 = 2p y p ∈ {0, . . . ,2n−1}. Por hipótesis de inducción, d(m p
2n
,m p+1

2n
) = d(x,y)

2n

y, como m k
2n+1

es punto medio entre m k−1
2n+1

y m k+1
2n+1

, tenemos que d(m k
2n+1

,m k+1
2n+1

) =

1
2(

d(x,y)
2n ) = d(x,y)

2n+1 .
Por lo tanto, la Propiedad 1 es válida para todo n ∈N.

Notemos que, dados n∈N y k ∈ {0, . . . ,2n}, d(x,m k
2n
)6 kd(x,y)

2n debido a que d(x,m k
2n
)6

d(x,m 1
2n
)+ · · ·+d(m (k−1)

2n
,m k

2n
).

Propiedad 2 Dados n ∈N, k ∈ {0,1, ...,2n−1} y p ∈ {0, ...,2n− k}, d(m k
2n
,m k+p

2n
) = pd(x,y)

2n .

Afirmamos que para toda r ∈ {0, . . . ,2n}, d(m r
2n ,y) = d(x,y)− rd(x,y)

2n .

Dado que d(x,y)6 d(x,m r
2n )+d(m r

2n ,y), d(x,y)−d(m r
2n ,y)6 d(x,m r

2n )6
rd(x,y)

2n .

Despejando tenemos que d(m r
2n ,y) > d(x,y)− rd(x,y)

2n . Ahora, como d(m r
2n ,y) 6

d(m r
2n ,m r+1

2n
)+ · · ·+ d(m 2n−1

2n
,y) = (2n−r)d(x,y)

2n , tenemos que d(m r
2n ,y) = d(x,y)−

rd(x,y)
2n . Esto concluye nuestra afirmación.

Por la Propiedad 1, sucede que d(m k
2n
,m k+p

2n
) 6 pd(x,y)

2n . Usando la desigualdad del

triángulo, d(m k
2n
,y)6 d(m k

2n
,m k+p

2n
)+d(m k+p

2n
,y). Entonces d(m k

2n
,y)−d(m k+p

2n
,y)6

d(m k
2n
,m k+p

2n
). Por nuestra afirmación, d(x,y)− kd(x,y)

2n − (d(x,y)− (k+p)d(x,y)
2n ) =

d(m k
2n
,y)−d(m k+p

2n
,y)6 d(m k

2n
,m k+p

2n
); es decir, pd(x,y)

2n 6 d(m k
2n
,m k+p

2n
). Por lo tan-

to, d(m k
2n
,m k+p

2n
) = pd(x,y)

2n .

Ahora, consideremos f : (M,d)→ ([0,d(x,y)],dR) como f (z) = d(x,z). Exhibamos que f
es una isometrı́a si restringimos su dominio a M. Sean m k

2n
,m q

2r
∈M. Supongamos sin perder

generalidad que n 6 r. Tenemos los siguientes casos.

Caso 1 q 6 k. Notemos que m 2r−nk
2r

= m k
2n

. Definimos p = (2r−nk)− q. Como q 6 k 6 2r−nk,

tenemos que 0 6 2r−nk− q; es decir, 0 6 p. Como m k
2n
∈M, k 6 2n. Ası́, 2r−nk 6 2r y,

con ello, 2r−nk−q 6 2r−q. Por lo tanto, p ∈ {0, ...,2r−q}.

Por la Propiedad 2, d(m q
2r
,m 2r−nk

2r
)= d(m q

2r
,m q+p

2r
)= pd(x,y)

2r = ((2r−nk)−q)d(x,y)
2r = (2r−nk)d(x,y)

2r −
qd(x,y)

2r = f (m 2r−nk
2r

)− f (m q
2r
) = dR( f (m 2r−nk

2r
), f (m q

2r
)).

Hemos mostrado que d(m q
2r
,m 2r−nk

2r
) = dR( f (m 2r−nk

2r
), f (m q

2r
)).
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Caso 2 k<q. Notemos que m 2r−nk
2r

= m k
2n

. Supongamos que 2r−nk>2r. Entonces 2r−nk
2r >1, es de-

cir, k
2n>1; una contradicción. Por lo tanto, 2r−nk 6 2r.

Si q<2r−nk, entonces existe p∈N tal que q+ p= 2r−nk. Demostremos que p∈{1, ...,2r−
q}. Como q<2r−nk, pasa que 0<p; es decir, 1 6 p. Como m k

2n
∈ M, k 6 2n. Entonces

2r−nk 6 2r y 2r−nk−q 6 2r−q. De esta forma, p ∈ {1, ...,2r−q}( {0, ...,2r−q}.

Por la Propiedad 2, d(m q
2r
,m 2r−nk

2r
)= d(m q

2r
,m q+p

2r
)= pd(x,y)

2r = ((2r−nk)−q)d(x,y)
2r = (2r−nk)d(x,y)

2r −
qd(x,y)

2r = f (m 2r−nk
2r

)− f (m q
2r
) = dR( f (m 2r−nk

2r
), f (m q

2r
)).

Si 2r−nk<q, entonces existe p∈N tal que 2r−nk+ p= q. Demostremos que p∈{1, ...,2r−
2r−nk}. Como 2r−nk<q, pasa que 2r−nk 6 q−1; esto es, 1 6 p. Como m q

2r
∈M, q 6 2r.

Entonces q− 2r−nk 6 2r− 2r−nk. De esta forma, p ∈ {1, ...,2r− 2r−nk} ( {0, ...,2r−
2r−nk}.

Por la Propiedad 2, d(m 2r−nk
2r

,m q
2r
) = d(m 2r−nk

2r
,m 2r−nk+p

2r
) = pd(x,y)

2r = (q−(2r−nk))d(x,y)
2r =

qd(x,y)
2r − 2r−nkd(x,y)

2r = f (m q
2r
)− f (m 2r−nk

2r
) = dR( f (m 2r−nk

2r
), f (m q

2r
)).

Hemos mostrado que d(m q
2r
,m 2r−nk

2r
) = dR( f (m 2r−nk

2r
), f (m q

2r
)).

Por lo tanto, f es una isometrı́a en M.
Como M es un subconjunto denso de M tenemos que, por el Teorema 3.1.4, f es una iso-

metrı́a.
Nuestro penúltimo paso consiste en exhibir que f (M) es un subconjunto denso de [0,d(x,y)].

Sean b ∈ [0,d(x,y)] y ε>0. Entonces existe N ∈ N tal que d(x,y)
2N <ε . Como b ∈ [0,d(x,y)] =[

0, d(x,y)
2N

]
∪ ...∪

[
(2N−1)d(x,y)

2N ,d(x,y)
]
, existe k ∈ {0, ...,2N−1} tal que b∈

[
kd(x,y)

2N , (k+1)d(x,y)
2N

]
.

Definimos bN = kd(x,y)
2N . Por la Propiedad 2, bN = f (m k

2N
) = d(x,m k

2N
) = kd(x,y)

2N ; es decir,

bN ∈ f (M)⊆ f (M).
Ahora, dR(b,bN)6

(k+1)d(x,y)
2N − kd(x,y)

2N = d(x,y)
2N <ε . Lo que nos dice que bN ∈Bε(b), es decir,

Bε(b)∩ f (M) 6= /0. Ası́, f (M) es un subconjunto denso de [0,d(x,y)].
Finalmente, como X es compacto, M es compacto. Por el Teorema 3.1.5, f es suprayec-

tiva. Sea f−1 : [0,d(x,y)] = f (M)→ X . Entonces f−1 es una isometrı́a tal que f−1(0) = x y
f−1(d(x,y)) = y. Por lo tanto, ocurre la Definición 3.1.2; es decir, d es una métrica convexa.

=⇒ Sean x,y ∈ X . Por hipótesis existe una isometrı́a f : [0,d(x,y)] −→ X tal que f (0) = x y
f (d(x,y)) = y.

Veamos que existe z ∈ X tal que d(x,z) = d(y,z) = d(x,y)
2 . Definimos z = f

(
d(x,y)

2

)
.

Entonces d(x,z) = dR( f−1(x), f−1(z)) = dR

(
0, d(x,y)

2

)
= d(x,y)

2 . Análogamente, d(y,z) =

dR( f−1(y), f−1(z)) = dR

(
d(x,y), d(x,y)

2

)
= d(x,y)

2 .
Por lo tanto, ambas proposiciones son equivalentes.

Teorema 3.1.7. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X admite una métrica conve-
xa.

Demostración. La demostración se encuentra en los artı́culos de R. Bing [2] y de E. E. Moise
[8].
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Teorema 3.1.8. Sean (X ,E) un continuo y E una métrica convexa. Entonces la función ♦ :
X × X → [0,∞) definida como ♦(x,y) = E(x,y)

diám(X) es también una métrica convexa. Además,
diám♦(X) = 1.

Demostración. Sean x,y ∈ X , como E es convexa, existe z ∈ X tal que E(x,z) = E(y,z) =
E(x,y)

2 . Por lo tanto, ♦(x,z) = E(x,z)
diám(X) =

1
2

E(x,y)
diám(X) =

1
2♦(x,y) y ♦(y,z) = E(y,z)

diám(X) =
1
2

E(x,y)
diám(X) =

1
2♦(x,y).

Por el Teorema 3.1.6, ♦ es una métrica convexa.

Observación 3.1.9. Por la Definición 3.0.5, toda dendrita es un continuo localmente conexo.
Ası́, por el Teorema 3.1.7, toda dendrita admite una métrica convexa. A partir de aquı́, todas
nuestras dendritas tendrán dicha métrica convexa y, cuando necesitemos que nuestro espacio
tenga diámetro igual a uno, usaremos la métrica ♦.

Lema 3.1.10. Sea (X ,E) un continuo con E una métrica convexa. Entonces para cualesquiera
x ∈ X y ε>0, Bε(x) es conexa por trayectorias.

Demostración. Sean x ∈ X , ε>0 y y ∈ Bε(x).
Por hipótesis, existe una isometrı́a Ψ : ([0,E(x,y)],dR)→ (X ,E) tal que Ψ(0)= x y Ψ(E(x,y))=

y. Notemos que si t ∈ [0,E(x,y)], entonces t<ε y, además, t = dR(0, t) = E(Ψ(0),Ψ(t)) =
E(x,Ψ(t)). Lo anterior nos dice que Ψ(t) ∈ Bε(x); ası́, Ψ([0,E(x,y)])⊆ Bε(x).

Definimos α : [0,1]→ Bε(x) como α(t) = Ψ(E(x,y)t). Ası́, α(0) = Ψ(0) = x y α(1) =
Ψ(E(x,y)) = y. Como α es continua tenemos, por la Definición 2.2.1, que Bε(x) es conexa por
trayectorias.

Lema 3.1.11. Sea (X ,E) un continuo con una métrica convexa E. Entonces para cada par de
puntos distintos x,y ∈ X , se tiene que Ψ([0,E(x,y)]≈i [0,E(x,y)] donde Ψ es una isometrı́a tal
que Ψ(0) = x y Ψ(E(x,y)) = y. Por lo anterior, Ψ([0,E(x,y)] es un arco con puntos extremos x
y y.

Demostración. Por hipótesis, existe una isometrı́a Ψ : ([0,E(x,y)],dR)→ X tal que Ψ(0) = x
y Ψ(E(x,y)) = y. Consideremos f : Ψ([0,E(x,y)])→ [0,E(x,y)] como f (z) = Ψ−1(z). Como
Ψ es una isometrı́a, f también y por como definimos a f , f es un homeomorfismo; es decir,
Ψ([0,E(x,y)]≈i [0,E(x,y)].

Lema 3.1.12. Sean (X ,E) un continuo con una métrica convexa E y x,y ∈ X . Entonces para
toda z ∈ Ψ([0,E(x,y)], se tiene que E(x,z) +E(z,y) = E(x,y) donde Ψ : ([0,E(x,y)],dR)→
(X ,E) es una isometrı́a que existe tal que Ψ(0) = x y Ψ(E(x,y)) = y.

Demostración. Sea z ∈Ψ([0,E(x,y)]). Entonces Ψ−1(z) ∈ [0,E(x,y)]. Notemos que E(x,y) =
Ψ−1(z)+(E(x,y)−Ψ−1(z)) = dR(0,Ψ−1(z))+dR(Ψ

−1(z),E(x,y)). Como Ψ es una isometrı́a,
E(x,y) = dR(0,Ψ−1(z))+dR(Ψ

−1(z),E(x,y)) = E(x,z)+E(z,y).

Teorema 3.1.13. Sea (X ,E) un continuo con una métrica convexa E. Entonces para toda a∈ X
y ε>0, Bε(a) =Cε(a) donde Cε(a) se definió en la Definición 1.2.4.

Demostración. Demostraremos por doble contención.
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3.2. LA FUNCIÓN K

⊇ Sea y ∈ Cε(a). Entonces E(a,y) 6 ε . Si E(a,y)<ε , entonces y ∈ Bε(a) ⊆ Bε(a). Si
E(a,y) = ε , entonces, por hipótesis, existe una isometrı́a Ψ : ([0,E(a,y)],dR)→ (X ,E)
tal que Ψ(0) = a y Ψ(E(a,y)) = y. Tomemos x ∈ Ψ([0,E(a,y)]) \ {y}. Por el Lema
3.1.12, E(a,x) + E(x,y) = E(a,y), entonces E(a,x) = ε − E(x,y)<ε . Ası́, Ψ([0,1]) \
{y} ⊆ Bε(a).

Como Ψ es continua, Ψ([0,E(a,y)])=Ψ([0,E(a,y))⊆Ψ([0,E(a,y)))=Ψ([0,1])\{y}⊆
Bε(a).

⊆ Sea y ∈ Bε(a). Entonces existe {yn}∞
n=1 una sucesión en Bε(a) tal que lı́m

n→∞
yn = y. Co-

mo E es continua, lı́m
n→∞

E(yn,a) = E(y,a). Además, como para toda n ∈N, E(yn,a)<ε;

tenemos que E(y,a) = lı́m
n→∞

E(yn,a)6 ε . Por lo tanto, y ∈Cε(a).

Concluimos que Bε(a) =Cε(a).

Figura 3.1: La diferencia entre un bola abierta, su cerradura y la bola cerrada.

3.2. La función K

Sea X un espacio topológico. Recordemos que K(X) =
{

A ∈CL(X) : A es compacto
}

don-
de CL(X) = {A⊆ X : A es cerrado y no vacı́o}.

Definición 3.2.1. Sea (X ,d) un continuo. Definimos a K : K(X)× [0,∞)→ K(X) como sigue:

K(A, t) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(x,a)6 t}.

Notemos que K(A, t) =
⋃

a∈A
Ct(a). Ası́, podemos interpretar a K(A, t) como “inflar” a A con un

“radio” de tamaño t. También, para toda A ∈ K(X), K(A,0) =
⋃

a∈A
C0(a) =

⋃
a∈A
{a}= A.

Lema 3.2.2. La función K : K(X)× [0,∞)→ K(X) está bien definida.

Demostración. Sea (A, t) ∈ K(X)× [0,∞). Como A es un subconjunto no vacı́o de K(A, t),
K(A, t) 6= /0. Para ver que K(A, t) es compacto, basta ver que K(A, t) es un subconjunto cerrado
de X .
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Sea {rn}∞
n=1 una sucesión en K(A, t) tal que lı́m

n→∞
rn = r. Notemos que para toda n ∈ N,

existe an ∈ A tal que d(rn,an) 6 t. Como A es compacto, existe {ank}∞
k=1 una subsucesión

de {an}∞
n=1 tal que lı́m

k→∞
ank = a para alguna a ∈ A. Dicha subsucesión define {rnk}∞

k=1 una

subsucesión de {rn}∞
n=1 tal que d(rnk ,ank) 6 t. Como d es continua, lı́m

k→∞
d(rnk ,ank) = d(r,a).

Además, d(r,a) = lı́m
k→∞

d(rnk ,ank)6 t. Por lo tanto, r ∈ K(A, t) y, por el Corolario 1.2.6, K(A, t)

es cerrado.
Concluimos que K(A, t) ∈ K(X); por tanto K está bien definida.

Observación 3.2.3. Sea X un continuo. Entonces, para todo (a, t)∈X×[0,∞), Ct(a)=K({a}, t).

Lema 3.2.4. Sea (X ,E) una dendrita con E una métrica convexa. Entonces para todo L∈K(X)
y cualesquiera t1, t2 > 0, se tiene que K(K(L, t2), t1) = K(L, t1 + t2).

Demostración. Consideremos A = K(K(L, t2), t1) y B = K(L, t1+ t2). Procedamos demostran-
do ambas contenciones.

⊆ Sea a ∈ A. Entonces existe x ∈ K(L, t2) tal que E(a,x) 6 t1 y, como x ∈ K(L, t2), existe
q ∈ L tal que E(x,q)6 t2. Como E(a,q)6 E(a,x)+E(x,q)6 t1 + t2, a ∈ B.

⊇ Sea b ∈ B. Entonces existe q ∈ L tal que E(b,q) 6 t1 + t2. Si E(b,q) 6 t2, entonces b ∈
K(L, t2)⊆K(K(L, t2), t1) =A. Si t2<E(b,q), entonces, por hipótesis, existe una isometrı́a
Ψ : [0,E(q,b)]→ X tal que Ψ(0) = q y Ψ(E(q,b)) = b. Por el Lema 3.1.11, tenemos que
Ψ([0,E(b,q)])≈i [0,E(b,q)]. Por lo anterior, existe x ∈ Ψ([0,E(b,q)]) tal que E(x,q) =
t2, ası́ que x ∈ K(L, t2). Por el Lema 3.1.12, E(b,q) = E(b,x)+E(x,q). Como E(b,q)6
t1 + t2, tenemos que E(b,x)6 t1. Ası́, b ∈ A.

Por lo tanto, A = B.

Figura 3.2: Inflar y volver a inflar

Teorema 3.2.5. Sea (X ,d) un continuo. Entonces las siguientes son equivalentes:

(1) K es una función continua.

(2) Para cualesquiera t>0 y a ∈ X , Bt(a) =Ct(a).
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(3) Para cualesquiera t>0 y A ∈ K(X), K(A, t) = Nt(A).

Demostración. Demostremos que (1) =⇒ (2). Sean a ∈ X y t>0. Tomemos {tn}∞
n=1 una

sucesión en [0,∞) tal que lı́m
n→∞

tn = t y, para toda n ∈N, 0<tn<t. Como K es continua, tenemos

que lı́m
n→∞

K({a}, tn) = K({a}, t). Ahora, exhibamos que Ct(a) = Bt(a) por doble contención.

⊆ Por la Observación 3.2.3, Ct(a) = K({a}, t). Sea x∈Ct(a) = lı́m
n→∞

K({a}, tn). Por el Lema

2.1.17, existe {xn}∞
n=1 una sucesión en X tal que para toda n ∈ N, xn ∈ K({a}, tn) y

lı́m
n→∞

xn = x. Notemos que, para toda n ∈N, K({a}, tn) ⊆ Bt(a); ası́ que xn ∈ Bt(a). Ası́,

por el Teorema 1.2.5, x ∈ Bt(a).

⊇ Sea y∈Bt(a). Por el Teorema 1.2.5, existe {yn}∞
n=1 una sucesión en Bt(a) tal que lı́m

n→∞
yn =

y. Como d es continua, lı́m
n→∞

d(yn,a)= d(y,a). Además, como para toda n∈N, d(yn,a)<t,

tenemos que d(y,a) = lı́m
n→∞

d(yn,a)6 t. Ası́, y ∈Ct(a).

Por lo tanto, Bt(a) =Ct(a).

Ahora, demostremos que (2) =⇒ (3). Lo haremos por doble contención.

⊆ Como para toda a ∈ A, Bt(a) ⊆ Nt(A), tenemos que Ct(a) = Bt(a) ⊆ Nt(A). Dado que
K(A, t) =

⋃
a∈A

Ct(a), se sigue que K(A, t)⊆ Nt(A).

⊇ Es claro que Nt(A)⊆ K(A, t). Por el Lema 3.2.2, Nt(A)⊆ K(A, t) = K(A, t).

Por lo tanto, K(A, t) = Nt(A).

Finalmente, demostremos que (3) =⇒ (1). Como X es un continuo, por el Teorema 2.1.16,
sabemos que (CL(X),Viet) = (CL(X),H). Además, por la Observación 2.1.2, K(X) =CL(X).
Para ver que la preimagen de los subbásicos de CL(X) son subconjuntos abiertos; verifiquemos
las siguientes dos afirmaciones:

Afirmación 1 Sea U un subconjunto abierto propio de X . Veamos que K−1(〈U〉) = {(A, t) ∈CL(X)×
[0,∞) : K(A, t)⊆U} es un subconjunto abierto de K(X)× [0,∞).

Sea (A, t) ∈ K−1(〈U〉). Vamos a exhibir un abierto M tal que (A, t) ∈ M ⊆ K−1(〈U〉).
Para ello, analicemos los siguientes casos.

Con el fin de construir dicho abierto, mostremos que no ocurre que d(A,X \U) 6 t.
Supongamos que sı́ ocurre. Como A y X \U son subconjuntos compactos de X , existen
a∈A y x∈X \U tales que d(A,X \U)= d(a,x), lo que nos dice que x∈K(A, t)∩(X \U);
una contradicción. Por lo tanto, d(A,X \U)>t.

Consideremos a s = d(A,X\U)−t
3 >0. Notemos que d(A,X \U) = 3s + t. Además, ob-

servemos que BH
s (A)× [0, t + s) es un subconjunto abierto de K(X)× [0,∞) tal que

(A, t) ∈ BH
s (A)× [0, t + s).

Sea (B,r) ∈ BH
s (A)× [0, t + s). Supongamos que existe q ∈ K(B,r)∩ (X \U). Entonces

existe b ∈ B tal que d(q,b)6 r y existe p ∈ A tal que d(p,b)<s. Tenemos que

d(A,X \U)6 d(p,q)6 d(p,b)+d(b,q)<s+ r<s+ t + s = t +2s<d(A,X \U);
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una contradicción. Por lo tanto, K(B,r)⊆U . Ası́, BH
s (A)× [0, t + s)⊆ K−1(〈U〉).

Hemos demostrado que K−1(〈U〉) es un subconjunto abierto de K(X)× [0,∞). Esto con-
cluye la prueba de la Afirmación 1.

Afirmación 2 Sea V un abierto de X . Entonces K−1(〈X ,V 〉) = {(A, t) ∈CL(X)× [0,∞) : K(A, t)∩V 6=
/0} es un subconjunto abierto de K(X)× [0,∞).

Sea (A, t)∈K−1(〈X ,V 〉). Nuevamente, vamos a exhibir un abierto M tal que (A, t)∈M⊆
K−1(〈X ,V 〉). Para ello, analicemos los siguientes casos.

Caso 1 t>0. Como K(A, t)∩V 6= /0 y K(A, t) = Nt(A), podemos tomar z ∈V ∩Nt(A).
Entonces existe p ∈ Nt(A)∩V . Como p ∈ Nt(A), existe a ∈ A tal que d(p,a)<t. Dado
que {p} y A son subconjuntos compactos, existe x ∈ A tal que d(p,A) = d(p,x) = r.
Note que r 6 d(p,a)<t. Definimos s = t−r

2 >0. Como 2s+ r = t, tenemos que s+ r<t.
Observemos que BH

s (A)× (s+ r,∞) es un subconjunto abierto de K(X)× [0,∞) tal que
(A, t) ∈ BH

s (A)× (s+ r,∞).

Sea (B,q) ∈ BH
s (A)× (s+ r,∞). Como x ∈ A, existe b ∈ B tal que d(x,b)<s. Entonces

d(b, p) 6 d(b,x) + d(x, p)<s+ r<q. Por lo tanto, p ∈ Nq(B) ⊆ K(B,q); es decir, p ∈
V ∩K(B,r). Ası́, (B,r) ∈ K−1(〈X ,V 〉).
Concluimos que BH

s (A)× (s+ r,∞)⊆ K−1(〈X ,V 〉).
Caso 2 t = 0. Tomemos z ∈ V ∩A. Entonces existe ε>0 tal que Bε(z) ⊆ V . Obser-

vemos que BH
ε (A)× [0,∞) es un subconjunto abierto de K(X)× [0,∞) tal que (A, t) ∈

BH
ε (A)× [0,∞).

Sea (B,q) ∈ BH
ε (A)× [0,∞). Como z ∈ A, existe b ∈ B tal que d(z,b)<ε; es decir, b ∈

Bε(z). Ası́, b ∈ V ∩K(B,q). Por lo tanto, (B,q) ∈ K−1(〈X ,V 〉). Ası́, BH
ε (A)× [0,∞) ⊆

K−1(〈X ,V 〉).
En ambos casos hemos demostrado que K−1(〈X ,V 〉) es un subconjunto abierto de K(X)×
[0,∞). Esto finaliza la prueba de la Afirmación 2.

Por las Afirmaciones 1 y 2 se sigue que K es una función continua.

Corolario 3.2.6. Si X es un continuo con una métrica convexa, entonces la función K es con-
tinua. En particular, K es una función continua cuando X es una dendrita.

Demostración. Por el Teorema 3.1.13, para cualesquiera a ∈ X y t>0, Bt(a) =Ct(a). Por ello
se satisface 2 del Teorema 3.2.5 y, ası́, K es continua.

Teorema 3.2.7. Sean (X ,♦) una dendrita y A ∈ K(X). Entonces:

(1) K(A,1) = X ;

(2) si t ∈ [0,1], entonces cada componente conexa de K(A, t) interseca a A;

(3) si t>0, entonces K(A, t) tiene un número finito de componentes conexas.

Demostración. Para demostrar (1), notemos que, como diám(X)= 1, K(A,1)=
⋃

a∈A
C1(a)=X .

Ahora, demostremos (2). Sean D una componente conexa de K(A, t) y p ∈ D. Entonces existe
a∈ A tal que♦(p,a)6 t. Por hipótesis existe una isometrı́a Ψ : [0,♦(p,a)]→ X tal que Ψ(0) =
p y Ψ(♦(p,a)) = a. Tomemos z ∈ Ψ([0,♦(p,a)]). Por el Lema 3.1.12, ♦(p,a) = ♦(p,z)+
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♦(z,a). Entonces ♦(z,a) 6 ♦(p,a) 6 t. Ası́, z ∈ K(A, t); entonces Ψ([0,♦(p,a)]) ⊆ K(A, t).
Además, Ψ([0,♦(p,a)])∩D 6= /0. Como Ψ([0,♦(p,a)]) es un subconjunto conexo de K(A, t),
Ψ([0,♦(p,a)])⊆ D. Por lo tanto, D∩A 6= /0.

Finalmente, probemos (3). Sea D una componente conexa de K(A, t). Por (2), existe a ∈
A∩D. Dado que A es compacto, existen r ∈N y a1, ...,ar ∈ A tales que A⊆

r⋃
i=1

Bt(ai); entonces

existe j ∈ {1, ...,r} tal que a ∈ Bt(a j). Por el Lema 3.1.10, para cada i ∈ {1, . . . ,r}, Bt(ai) es
conexa. Notemos que Bt(a j)⊆ K(A, t) y Bt(a j)∩D 6= /0, entonces Bt(a j)⊆ D y, ası́, a j ∈ D.

Mostramos que cada componente conexa de K(A, t) tiene un punto a j. Como {a1, . . . ,ar}
es un conjunto finito, K(A, t) tiene una cantidad finita de componentes conexas.

3.3. La función puerta
Observación 3.3.1. Sea (X ,E) una dendrita con E una métrica convexa. Entonces para cua-
lesquiera p,q ∈ X se tiene que pq = Ψ([0,E(p,q)]) donde Ψ es una isometrı́a que existe tal
Ψ(0) = p y Ψ(E(p,q)) = q. Lo anterior se debe al Corolario 3.0.7.

Teorema 3.3.2. Sean (X ,♦) una dendrita, A un subcontinuo de X y p ∈ X . Entonces existe un
punto σ(p,A) ∈ A tal que:

(1) pσ(p,A)∩A = {σ(p,A)},

(2) si q ∈ A, entonces σ(p,A) ∈ pq,

(3) ♦(p,σ(p,A)) = mı́n{♦(p,a) : a ∈ A}.

Demostración. Sea a ∈ A. Tomemos α : [0,1]→ pa una función continua tal que si p 6= a,
entonces α es un homeomorfismo tal que α(0) = p y α(1) = a y, si p= a, entonces α es la fun-
ción constante que sólo toma el valor p. Ahora, como 1 ∈ α−1(A) y α−1(A) es un subconjunto
cerrado de [0,1], existe t0 = mı́nα−1(A). Definimos σ(p,A) = α(t0). Note que σ(p,A) ∈ A.

Primero demostraremos (1) y (2) para los siguientes dos casos.

Caso 1 t0 = 0. Entonces p = α(t0) = σ(p,A). Ası́, pσ(p,A)∩A = {p}∩A = {p}; es decir, se
satisface (1). Además, si q ∈ A, entonces σ(p,A) ∈ pq. Por lo anterior, se satisface (2).

Caso 2 t0>0. Entonces α([0, t0]) es un arco con extremos p y σ(p,A); es decir, pσ(p,A) =
α([0, t0]). Por lo anterior, pσ(p,A)∩A = α([0, t0])∩A = {α(t0)}; es decir, se satisface
(1).

Ahora, demostremos (2). Sea q ∈ A. Como X es una dendrita y los conjuntos pq y
pσ(p,A)∪A son subcontinuos de X , tenemos que pq∩ (pσ(p,A)∪A) es un subcon-
tinuo del arco pq que contiene a p y q. Por lo anterior, pq∩ (pσ(p,A)∪A) = pq.

Dado que pq∩ pσ(p,A) y pq∩A son dos cerrados no vacı́os cuya unión es pq y pq es
un subconjunto conexo, tenemos que

/0 6= (pq∩ pσ(p,A))∩ (pq∩A) = pq∩ pσ(p,A)∩A = pq∩{σ(p,A)}.

Por lo tanto, σ(p,A) ∈ pq; es decir, se satisface (2).
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Finalmente, sin importar el valor de t0, probemos (3). Sea a ∈ A. Entonces existe una iso-
metrı́a Ψ : [0,♦(p,a)] → X tal que Ψ(0) = p y Ψ(♦(p,a)) = a. Por la Observación 3.3.1,
Ψ([0,♦(p,a)]) = pa. Por (2), σ(p,A) ∈ pa. Entonces existe s0 ∈ [0,♦(p,a)] tal que Ψ(s0) =
σ(p,A). Como Ψ es una isometrı́a, ♦(p,σ(p,A)) = s0 6 ♦(p,a). Lo anterior nos dice que
♦(p,σ(p,A)) = mı́n{♦(p,a) : a ∈ A}=♦(p,A).

Por lo tanto, se satisface (3).

Observación 3.3.3. El punto σ(p,A) es único. De existir otro punto a0 distinto en A, que
satisfaga (1), (2) y (3) del Teorema 3.3.2, entonces habrı́a dos subcontinuos cuya intersección
es disconexa (a saber, A y pσ(p,A)∪ pa0).

Teorema 3.3.4. Sean (X ,♦) una dendrita, A un subcontinuo de X y p∈ X . Entonces la función
σA : X → A definida como σA(p) = σ(p,A), es continua.

Demostración. La función f : X → [0,1] definida como f (p) = ♦(p,A) es continua (ver [4,
Theorem 4.1.10, p.254]). Por (3) del Teorema 3.3.2, ♦(p,A) =♦(p,σ(p,A)). Por la Observa-
ción 3.3.3, dicha distancia únicamente se alcanza en σ(p,A).

Por el Lema 1.2.8, podemos demostrar la continuidad de σA mediante subsucesiones. Sea
{xn}∞

n=1 una sucesión en X tal que lı́m
n→∞

xn = x. Consideremos la sucesión {σA(xn)}∞
n=1. Co-

mo A es compacto, existe una subsucesión {σA(xnm)}∞
m=1 de {σA(xn)}∞

n=1 que cumple que
lı́m

m→∞
σA(xnm) = a para algún a ∈ A. Lo anterior también define una subsucesión {xnm}∞

m=1

de {xn}∞
n=1. Como f es continua, lı́m

m→∞
f (xnm) = f ( lı́m

m→∞
xnm) = ♦( lı́m

m→∞
xnm,A) = ♦(x,A). Pe-

ro lı́m
m→∞

f (xnm) = lı́m
m→∞
♦(xnm ,A) = lı́m

m→∞
♦(xnm ,σA(xnm)) = ♦(x,a). Ası́, ♦(x,a) = ♦(x,A) =

♦(x,σA(x)). Por la unicidad de σA(x), tenemos que σA(x) = a. Por lo tanto, lı́m
m→∞

σA(xnm) =

σA(x). Por lo tanto, σA es una función continua.

Definición 3.3.5. Sean (X ,♦) una dendrita, A un subcontinuo de X y p∈X . A σA le llamaremos
la función puerta de A. Al punto σ(p,A), le llamaremos la puerta de A para p.

Notemos que dado p∈ X y A∈KC(X), el punto σ(p,A) se puede pensar como aquel punto
por el cual se debe “pasar” forzosamente si se quiere llegar desde p a cualquier otro punto de
A. Como si de una puerta se tratase, de ahı́ el nombre para σ(p,A).

A partir de aquı́, fijaremos un punto p0 ∈ X . Dicho punto será fijo por lo que resta de
este trabajo.

Lema 3.3.6. Sea (X ,♦) una dendrita. Si (S, t) ∈ Sc(X)× (0,1] y p, p0 ∈ X , entonces para
cada componente conexa D de K(S, t)∩ p0 p existe un subconjunto finito J de S tal que D =
K(J, t)∩ p0 p.

Demostración. Si K(S, t)∩ p0 p= /0, entonces todo se sigue por vacuidad. Si K(S, t)∩ p0 p 6= /0,
entonces, dada D una componente conexa de K(S, t)∩ p0 p, definimos a R= {q∈ S : K({q}, t)∩
D 6= /0}. Veamos que R es no vacı́o. Sea j ∈ D, como D ⊆ K(S, t)∩ p0 p ⊆ K(S, t) existe y ∈ S
tal que ♦( j,y)6 t. Por ello, j ∈ K({y}, t)∩D; ası́ que y ∈ R.

Afirmación 1 K(R, t)∩ p0 p = D.

Sea q ∈ R. Como D ⊆ p0q, tenemos que K({q}, t)∩ p0 p 6= /0. Por la Observación 3.2.3,
K({q}, t) es un subcontinuo de X . Como X es una dendrita, K({q}, t)∩ p0 p es conexo. Ya
que K({q}, t)⊆K(S, t), tenemos que K({q}, t)∩ p0 p⊆K(S, t)∩ p0 p. Por definición, /0 6=
K({q}, t)∩D = K({q}, t)∩D∩ p0 p. Por tanto K({q}, t)∩ p0 p es conexo, está contenido
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en K(S, t)∩ p0 p e intersecta a la componente conexa D. De modo que K({q}, t)∩ p0 p⊆
D. Eso prueba que K(R, t)∩ p0 p⊆ D.

Dada x ∈D⊆ K(S, t)∩ p0 p, existe q ∈ S tal que x ∈ K({q}, t)∩ p0 p. De modo que q ∈ R
y x ∈K(R, t)∩ p0 p. Por tanto D⊆K(R, t)∩ p0 p. Esto termina la prueba de la Afirmación
1.

En el caso en que R sea finito, la prueba del Lema termina haciendo J = R. Supongamos
que R es infinito.

Afirmación 2 R es un subconjunto compacto de S.

Sea {wn}∞
n=1 una sucesión en R tal que lı́m

n→∞
wn = w0 con w0 ∈ X . Demostremos que w0 ∈

R. Por (1) del Teorema 3.2.7, lı́m
n→∞

K({wn}, t)=K({w0}, t). Supongamos que K({w0}, t)∩
D = /0. Entonces K({w0}, t)∈ 〈X \D〉. Como D es compacto, 〈X \D〉 es abierto en K(X).
De manera que existe N ∈ N tal que K({wn}, t) ∈ 〈X \D〉 para toda n > N. En particular
K({wN}, t)∈ 〈X \D〉; ası́ que K({wN}, t)⊆ X \D, lo cual es una contradicción. Por tanto
K({w0}, t)∩D 6= /0 y w0 ∈ R. Por el Corolario 1.2.6, R es cerrado. Como X es compacto,
R es compacto. Esto concluye la prueba de la Afirmación 2.

Con el fin de no saturar la notación, consideremos la función g : R→ D definida como
g = σD|R . Por el Teorema 3.3.4, g es continua.

Dada x ∈ Im(g), por la Afirmación 2, g−1({x}) es compacto; ası́ que podemos elegir un
punto h(x) ∈ g−1({x}) tal que ♦(x,h(x)) = ♦(x,g−1({x})) = mı́n{♦(x,q) : q ∈ g−1({x})}
(podemos pensar a h(x) como uno de los “primeros usuarios” de la puerta σ(x,D)). Esta asig-
nación define una función h : Im(g)→ R. Notemos que g(h(x)) = x. Esto implica que h es
inyectiva.

Figura 3.3: Para ilustrar mejor la idea

Afirmación 3 Para cada x ∈ Im(g), K({h(x)}, t)∩ p0 p = K(g−1({x}), t)∩ p0 p. Esta igualdad es la que
nos permite reducir el número de puntos necesarios para obtener K(R, t)∩ p0 p.

⊇ Sea y∈K(g−1({x}), t)∩ p0 p. Entonces existe q∈ g−1({x}) tal que♦(y,q)6 t. Ası́,
y ∈ K({q}, t)∩ p0 p. Como q ∈ R tenemos, por la Afirmación 1, que y ∈ D.
Como q ∈ g−1({x}), g(h(x)) = x = g(q). Por (2) del Teorema 3.3.2, x ∈ h(x)y∩
qy. Por el Lema 3.1.12, ♦(h(x),y) = ♦(h(x),x) +♦(x,y) 6 ♦(q,x) +♦(x,y) =
♦(q,y)6 t. Por lo tanto, y ∈ K({h(x)}, t)∩ p0 p.
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⊆ Como {h(x)} ⊆ g−1(x), tenemos que K({h(x)}, t) ⊆ K(g−1(x), t). Por lo anterior,
pasa que K({h(x)}, t)∩ p0 p⊆ K(g−1(x), t)∩ p0 p.

Por lo tanto, son iguales. Ası́, terminamos la prueba de la Afirmación 3.

Afirmación 4 Si Im(h) es un subconjunto cerrado de R, entonces K(R, t)∩ p0 p = K(Im(h), t)∩ p0 p.

Por la Afirmación 3,
⋃
{K({h(x)}, t)∩ p0 p : x ∈ Im(g)}=

⋃
{K(g−1({x}), t)∩ p0 p : x ∈

Im(g)}. No es difı́cil notar que R =
⋃
{g−1(x) : x ∈ Im(g)}; ası́ que K(R, t)∩ p0 p =⋃

{K(g−1({x}), t)∩ p0 p : x∈ Im(g)}=
⋃
{K({h(x)}, t)∩ p0 p : x∈ Im(g)}=K(Im(h), t)∩

p0 p. Esto concluye la prueba de la Afirmación 4.

Si Im(h) es finito, entonces es un conjunto cerrado. Hacemos J = Im(h). Y, por las Afirma-
ciones 3 y 1, D = K(J, t)∩ p0 p. En este caso terminamos la prueba del Lema.

Si Im(h) es un conjunto infinito, entonces R es un subconjunto compacto e infinito de S
(Afirmación 2); ası́ que tiene que tener un punto de acumulación que no puede ser otro que
el lı́mite de S. Denotemos s0 = lı́mS y q0 = g(s0). Además, como el dominio de h es Im(g),
tenemos que Im(g) es un conjunto infinito; a saber, Im(g) = {q0,q1,q2, ...} donde q j 6= qi
si y sólo si i 6= j. Como h es inyectiva, tenemos que h(qj) 6= h(qi). Notemos que Im(h) =
{h(q0),h(q1),h(q2), ...}. Ya que Im(h) es un subconjunto infinito de S, lı́m

n→∞
h(qn) = s0. Ahora,

lı́m
n→∞

qn = lı́m
n→∞

g(h(qn)) = g( lı́m
n→∞

h(qn)) = g(s0) = q0.

Para mostrar que s0 ∈ D, supongamos que s0 /∈ D. Definimos M = Cw(s0) donde w =
♦(s0,D)

2 >0. Notemos que M es un subcontinuo de X y que M∩D = /0. Dado que lı́m
n→∞

h(qn) = s0,

existe N ∈N tal que si n > N, entonces h(qn)∈ Bw(s0). Por el Lema 3.0.8, h(qn)s0 ⊆M. Como
s0g(s0) es el arco que va de s0 a su puerta g(s0), tenemos que (M∪s0g(s0))∩D = {g(s0)}. Ası́,
para toda n>N, sucede que h(qn)g(s0)⊆ h(qn)s0∪s0g(s0). Además, h(qn)g(s0)∩D= {g(s0)}
implica que q0 = g(s0) = g(h(qn)) = qn. Esto contradice la elección de los puntos qn. Por lo
tanto, s0 ∈ D; ası́ que g(s0) = s0 (la puerta es él mismo). Entonces s0 = h(g(s0)) = h(s0). De
manera que s0 ∈ Im(h). Por tanto Im(h) es un subconjunto de S que tiene a s0. Entonces Im(h)
es cerrado.

En particular s0 = q0, ası́ que h(s0) = h(q0).
Sea n ∈N∪{0}. Como g(h(qn)) = qn y qn ∈ p0 p, tenemos que la puerta por la que h(qn)

entra a p0 p es qn. Ya que K({h(qn)}, t) es un subcontinuo de X , K({h(qn)}, t)∩ p0 p es un
subcontinuo, de hecho, un subarco, de p0 p. Supongamos que los extremos de este arco son an
y bn, con an más cercano a p0 y bn a p (ver figura 3.4). Podemos decir aún más, por el Lema
3.1.11, Ψ([0,♦(p0, p)]) ≈i [0,♦(p0, p)] donde Ψ : [0,♦(p0, p)]→ X es una isometrı́a tal que
Ψ(0) = p0 y Ψ(♦(p0, p)) = p. Como para toda n ∈ N, qn ∈ p0 p, definimos Qn = Ψ−1(qn).
Definimos

An = máx{0,Qn− (t−♦(h(qn),qn))} y
Bn = mı́n{♦(p0, p),Qn +(t−♦(h(qn),qn))}.

También, an = Ψ(An) y bn = Ψ(Bn).
Por construcción,

♦(p0,an) =♦(p0,K({h(qn)}, t)∩ p0 p) y ♦(p,bn) =♦(p,K({h(qn)}, t)∩ p0 p).
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Figura 3.4: En este caso, An 6= 0 y Bn 6=♦(p0, p)

Afirmación 5 Para toda n ∈N∪{0}, Ψ([An,Bn]) = K({h(qn)}, t)∩ p0 p.

⊆ Como An 6 Qn 6 Bn, tenemos que anbn = anqn∪qnbn. Dado que K({h(qn)}, t)∩ p0 p ∈
KC(X) tenemos, por el Lema 3.0.8, que anqn⊆K({h(qn)}, t)∩ p0 p y qnbn⊆K({h(qn)}, t)∩
p0 p. Por lo tanto, Ψ([An,Bn])⊆ K({h(qn)}, t)∩ p0 p.

⊇ Sea y ∈ K({h(qn)}, t) ∩ p0 p. Por definición de an, d(p0,an) 6 d(p0,y). Como Ψ es
una isometrı́a, dR(0,An) 6 dR(0,Y ) donde Ψ(Y ) = y. Por lo anterior, An 6 Y . Similar-
mente tenemos que Y 6 Bn. Por lo anterior Y ∈ [An,Bn]. Ası́, y ∈ Ψ([An,Bn]); esto es,
K({h(qn)}, t)∩ p0 p⊆ Ψ([An,Bn]).

Por lo tanto, son conjuntos iguales. Esto concluye la prueba de la Afirmación 5.

Afirmación 6 lı́m
n→∞

an = a0 y lı́m
n→∞

bn = b.

Primero demostremos que lı́m
n→∞

an = a0. Dada la isometrı́a Ψ, basta con probar que lı́m
n→∞

An =

A0 para los siguientes casos.

Caso 1 Para toda n∈N, An =Qn−(t−♦(h(qn),qn)). Como lı́m
n→∞

qn = lı́m
n→∞

h(qn) = q0,

tenemos que lı́m
n→∞

Qn = Q0. Ası́, lı́m
n→∞

An = lı́m
n→∞

(Qn− (t−♦(qn,h(qn)))) = Q0 − t. Si
A0 = Q0− t, terminamos. Si no, entonces A0 = 0. Como para toda n ∈ N, 0 6 An, te-
nemos que lı́m

n→∞
0 6 lı́m

n→∞
Qn− (t−♦(h(qn),qn)); es decir, 0 6 Q0− t 6 A0. Por lo tanto,

lı́m
n→∞

An = 0 = A0.

Caso 2 Para toda n ∈N, An = 0. Entonces Qn− (t−♦(h(qn),qn))6 0. Ahora, como
lı́m
n→∞

qn = lı́m
n→∞

h(qn) = q0, tenemos Q0− t 6 0. Como A0 = máx{0,Q0− t}, tenemos que
A0 = 0 = lı́m

n→∞
An.

Caso 3 Existen dos subsucesiones de {An}∞
n=1: una constante de valor 0 y la otra

con términos igual a Qn− (t −♦(h(qn),qn). En este caso, como ambas subsucesiones
conforman a la sucesión {An}∞

n=1 y porque los lı́mites de ambas subsucesiones son el
mismo, sucede que lı́m

n→∞
An = A0.

Similarmente se prueba que lı́m
n→∞

bn = b0. Esto concluye la prueba de la Afirmación 6.
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Dado que K(Im(h), t)∩ p0 p =
⋃
{K({h(qn)}, t)∩ p0 p : n ∈N∪{0}}, por las Afirmaciones

1 y 4, D =
⋃
{K({h(qn)}, t)∩ p0 p : n ∈ N∪ {0}}. Notemos que anbn = Ψ([An,Bn]). Por la

Afirmación 5, D =
⋃
{anbn : n ∈N∪{0}}.

Como lı́m
n→∞

qn = q0, existe N0 ∈N tal que si n > N0, entonces qn ∈ [a0,b0].

Probemos la existencia de n1,n2,N ∈N∪{0} tales que N > N0 y, para cada n > N, an,bn ⊆
an1,bn1 ∪a0,b0∪an2,bn2 .

Si existe n1 > N0 tal que 0 6 an1<a0, entonces, como lı́m
n→∞

an = a0, existe Na ∈ N tal que
Na > N0 y, si n > Na, entonces an1 6 an. Si para toda n ∈ N, a0 6 an, definimos n1 = 0 y
Na = N0.

Hemos demostrado la existencia de Na >N0 y n1 ∈N tales que si n>Na, entonces an1 6 an.
Además, debido a que n1 > N0, se tiene qn1 ∈ a0b0. Ası́, a0 6 bn1 .

Figura 3.5: La interpretación de los ı́ndices n1 y Na.

Análogamente, existen Nb > N0 y n2 ∈N tales que si n > Nb entonces bn 6 bn2 . Además,
debido a que n2 > N0, se tiene que qn2 ∈ a0b0. Ası́, an2 6 b0.

Una vez construidos dichos ı́ndices, tenemos un caso donde Bn1<An2 . Esto dejarı́a un seg-
mento de an1bn2 sin cubrir. Por ello debemos unir el segmento a0b0. En cualquier otro caso,
podemos prescindir del segmento a0b0.

La construcción anterior nos garantiza que an1bn2 = an1bn1 ∪a0b0∪an2bn2 . Definimos N =
máx{Na,Nb}. Si n > N, entonces anbn ⊆ an1bn1 ∪a0b0∪an2bn2 .

Definimos a L = {0,1,2, ...,N}∪{n1,n2} y hacemos J = {h(qn) : n ∈ L}. Entonces

D =
⋃
{anbn : n ∈N∪{0}}=

⋃
{anbn : n ∈ L}=

⋃
{K({h(qn)}, t)∩ p0 p : n ∈ L}=

K(J, t)∩ p0 p.

Definición 3.3.7. Dado A un subconjunto cerrado de (R,dR) con m componentes conexas
C1, ...,Cm definimos a

λ(A) =
m
∑

i=1
diám(Ci).

Lema 3.3.8. Sean e>0, δ>0 y A,B ∈ K([0,e]) tales que A tiene m componentes conexas
C1, ...,Cm, y B tiene k componentes conexas D1, ...,Dk; además H(A,B)<δ y dR(Ci,C j) >
4δ si i 6= j donde dR es la métrica usual de R y H es la métrica de Hausdorff. Entonces
|λ(A)−λ(B)|<4kδ .

Demostración. Sean A,B ∈ K([0,e]) como se indicaron. Entonces para toda i ∈ {1, ...,m} de-
finimos Ci = [ai,bi] con ai,bi ∈ [0,e]. Supongamos que a1<a2<.. .<am. Como dR(Ci,Ci+1) =
dR(bi,ai+1) > 4δ , tenemos que bi + 4δ 6 ai+1. Ası́, (a1− δ ,b1 + δ ), ...,(am− δ ,bm + δ ) son
m conjuntos ajenos dos a dos.

Demostremos que
⋃

a∈A
Bδ (a) =

m⋃
i=1

(ai−δ ,bi +δ ).
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⊆ Sea y ∈
⋃

a∈A
Bδ (a). Entonces existe x ∈ A tal que y ∈ Bδ (x). Como A =

m⋃
i=1

Ci, existe j ∈

{1, . . . ,m} tal que x ∈ [a j,b j]. Por lo tanto, Bδ (x)⊆ (a j−δ ,b j +δ )⊆
m⋃

i=1
(ai−δ ,bi+δ ).

⊇ Sea z∈
m⋃

i=1
(ai−δ ,bi+δ ). Entonces existe j ∈ {1, ...,m} tal que z∈ (a j−δ ,b j +δ ). Ası́,

a j−δ<z y z<b j +δ . Ahora, analicemos los siguientes casos.

Caso 1 z− δ<a j o b j<z + δ . Si z− δ<a j, entonces a j − δ<z<a j + δ ; es decir,
z ∈ Bδ (a j)⊆

⋃
a∈A

Bδ (a). Análogamente se ve que si b j<z+δ , entonces z ∈ Bδ (b j).

Caso 2 z−δ > a j y b j > z+δ . Entonces, z ∈ Bδ (z)⊆ [a j,b j]. Ası́ z ∈
⋃

a∈A
Bδ (a).

En ambos casos, concluimos que z ∈
⋃

a∈A
Bδ (a). Por lo tanto, ambos conjuntos son iguales.

Por hipótesis, B ⊆ Nδ (A) =
⋃

a∈A
Bδ (a) =

m⋃
i=1

(ai− δ ,bi + δ ), y como A ⊆ Nδ (B), todo con-

junto de la forma (ai−δ ,bi+δ ) intersecta a B. De manera que B tiene al menos m componentes
conexas. De manera que m 6 k. Ası́, dado i ∈ {1, ...,m} sean {Di

1, ...,D
i
r(i)} ⊆ (ai− δ ,bi + δ )

las componentes conexas de B contenidas en (ai−δ ,bi +δ ) donde para toda j ∈ {1, ...,r(i)},
Di

j = [ci
j,e

i
j]. Podemos suponer que ci

1<ci
2<.. .<ci

r(i).

Figura 3.6: Las distintas componentes de B.

Sean i ∈ {1, . . . ,m} y 1 6 j<r(i). Si ocurre que ei
j + δ<ci

j+1 − δ , elegimos u ∈ (ei
j +

δ ,ci
j+1− δ ). Notemos que, para ninguna n ∈ {1, . . . ,m}, puede suceder que cn

r(n) = en
r(n) =

bn + δ . Por ello, ci
j+1<bi + δ ; es decir, u<ci

j+1− δ<bi. Análogamente ai− δ<ei
j; es decir,

ai<ei
j + δ<u. Por lo tanto, u ∈ (ai,bi) ⊆ A. Notemos que ei

j y ci
j+1 son los puntos de B más

cercanos a u. Ası́, dR(u,B)>δ . Por lo anterior, u /∈ Nδ (B); en otras palabras, H(A,B)>δ ; una
contradicción. Por lo tanto, ci

j+1−δ 6 ei
j +δ .
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Figura 3.7: El caso verdadero y el falso

Ahora notemos que ci
1 y ei

r(i) son los puntos de B más cercanos a ai y bi respectivamente.
Si suponemos que ai 6 ci

1−δ , entonces δ 6 ci
1−ai = dR(ci

1,ai). Ası́, dR(ci
1,ai)≮ δ ; es decir,

ai /∈ Bδ (ci
1). Lo anterior nos dice que A * Nδ (B); una contradicción. Por lo tanto, ci

1−δ<ai.
Análogamente bi<ei

r(i)+δ (ya tenemos la certeza de cubrir a A). De esta forma se cumple que

ci
1−δ<ai 6 bi<ei

r(i)+δ . (3.1)

Notemos que ei
r(i)− ci

1 >
r(i)
∑
j=1

(ei
j− ci

j) =
r(i)
∑
j=1

diám(Di
j). Por lo tanto, λ(B) =

m
∑

i=1

r(i)
∑
j=1

(ei
j− ci

j)6

m
∑

i=1
(ei

r(i)− ci
1).

Observemos que para cualesquiera i ∈ {1, ...,m} y j ∈ {1, ...,r(i)}, [ci
j,e

i
j] ⊆ (ai− δ ,bi +

δ ). Ası́, ai− δ<ci
j 6 ei

j<bi + δ . Entonces ai− δ<ci
1 6 ei

1 6 ei
2 6 ... 6 ei

r(i)<bi + δ ; es decir,
ai−δ<ci

1 6 ei
r(i)<bi +δ . Por lo tanto, ei

r(i)− ci
1<(bi +δ )− (ai−δ ). De esta manera,

m
∑

i=1
(ei

r(i)− ci
1)<

m
∑

i=1
(bi−ai +2δ ) =

m
∑

i=1
bi−ai +

m
∑

i=1
2δ = λ(A)+2mδ 6 λ(A)+2kδ .

Por lo tanto, λ(B)6 λ(A)+2kδ<λ(A)+4kδ ; ası́ que

λ(B)−λ(A)<4kδ . (3.2)

Por la desigualdad (3.1),

λ(A) =
m
∑

i=1
bi−ai<

m
∑

i=1
(ei

r(i)+δ )− (ci
1−δ ) = 2mδ +

m
∑

i=1
(ei

r(i)− ci
1).

Notemos que

ei
r(i)− ci

1 =

(ei
r(i)− ci

r(i))+(ci
r(i)− ei

r(i)−1)+(ei
r(i)−1− ci

r(i)−1)+ ...+(ei
2− ci

2)+(ci
2− ei

1)+(ei
1− ci

1).
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Para el siguiente paso, recordemos que dados i ∈ {1, ...,m} y j ∈ {1, ...,r(i)}, se tiene que

ci
j+1− ei

j 6 2δ (ver Figura 3.7). Notemos que
m
∑

i=1
r(i) = k. Al ordenar los términos tenemos

λ(A)<2mδ +
m

∑
i=1

(
r(i)

∑
j=1

(ei
j− ci

j)+
r(i)−1

∑
j=1

(ci
j+1− ei

j))

= 2mδ +
m

∑
i=1

r(i)

∑
j=1

(ei
j− ci

j)+
m

∑
i=1

r(i)−1

∑
j=1

(ci
j+1− ei

j)

= 2mδ +λ(B)+
m

∑
i=1

r(i)−1

∑
j=1

(ci
j+1− ei

j)6 2mδ +λ(B)+
m

∑
i=1

r(i)−1

∑
j=1

(2δ )

= 2mδ +λ(B)+
m

∑
i=1

(2δ (r(i)−1))<2mδ +λ(B)+
m

∑
i=1

(2δ r(i)).

Por lo tanto, λ(A)<2mδ +λ(B)+2δk 6 λ(B)+4kδ ; es decir, λ(A)−λ(B)<4kδ .
Usando esto último y la desigualdad (3.2) concluimos que |λ(A)−λ(B)|<4kδ .

3.4. Punto de propagación
Definición 3.4.1. Sean (S, t)∈ Sc(X)×(0,1] y p0 ∈ X el punto que fijamos al inicio del capı́tu-
lo. Entonces por (3) del Teorema 3.2.7, podemos ver a K(S, t) como la unión finita de sus

componentes conexas. A saber K(S, t) =
m(S,t)⋃

i=1
Di(S, t).

Definimos L : Sc(X)× (0,1]→ F(X) =
∞⋃

n=1
Fn(X) como

L(S, t) = {σ(p0,D1(S, t)), ...,σ(p0,Dm(S,t)(S, t))}.

La notación σ(p0,D1(S, t)) se definió en la Definición 3.3.5.

Proposición 3.4.2. La función L no necesariamente es continua.

Demostración. Demos un contraejemplo. Sea (R2,W ) con W la métrica usual de R2. Defini-
mos A = {(x,y) ∈ R2 : y = 0, |x| 6 1

2} y B = {(x,y) ∈ R2 : x = 0,0 6 y 6 1
2}. Consideremos

a X = A∪B. Notemos que X es un subespacio arcoconexo, localmente conexo y compacto de
R2; es decir, X es un continuo localmente conexo.

Definimos ♦ : X×X → [0,∞) como

♦(u,v) =


W (u,v), si u,v ∈ A o u,v ∈ B,

W (u,~0)+W (~0,v), si (u ∈ A y v ∈ B) o (v ∈ A y u ∈ B).

De las tres propiedades que definen una métrica (ver [3, p.3]) solamente probaremos la des-
igualdad del triángulo (las otras 2 son claras). Para esto tomemos u,v,z ∈ X . Si u,v,z ∈ A, la
desigualdad del triángulo se sigue de que W es una métrica. El caso donde u,v,z ∈ B se re-
suelve de manera idéntica. Si u,v ∈ A y z ∈ B, en este caso W (u,v) 6 W (u,~0)+W (~0,v). Ası́,
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W (u,v) 6 W (u,~0)+ 2W (~0,z)+W (~0,v). Por lo anterior, ♦(u,v) 6 ♦(u,z)+♦(z,v). El caso
donde z ∈ A y u,v ∈ B se resuelve de manera análoga. Si u ∈ A,v ∈ B y z ∈ A, entonces, por
construcción W (u,~0)6W (u,z)+W (~0,z). Por lo anterior, ♦(u,v)6♦(u,z)+♦(z,v). El caso
donde v ∈ A,u ∈ B y z ∈ B se resuelve de manera análoga.

Hemos demostrado que ♦ es una métrica.
Por construcción, diám(X) = 1. No es dificil ver que X es una dendrita.

Afirmación 1 ♦ es una métrica convexa en X .

Sean u,v ∈ X . Veamos los siguientes casos.

Caso 1 u,v ∈ A o u,v ∈ B. Si u,v ∈ A, entonces u = (u1,0) y v = (v1,0). Proponemos a z =
(u1+v1

2 ,0) como su punto medio. Notemos que ♦(u,z) = ♦(u,v)
2 = ♦(v,z). Si u,v ∈ B,

procedemos de manera análoga.

Caso 2 Sin pérdida de generalidad u = (u1,0) ∈ A y v = (0,v2) ∈ B.

Caso 2.1 |u1|6 v2. Entonces 0 6 v2−
(

v2+|u1|
2

)
. Definimos z =

(
0,v2−

(
v2+|u1|

2

))
.

Entonces♦(u,z) =W (u,~0)+W (~0,z) = |u1|+v2−
(

v2+|u1|
2

)
= v2+|u1|

2 = W (u,~0)+W (~0,v)
2 =

♦(u,v)
2 . También, ♦(v,z) =W (v,z) =

√(
v2+|u1|

2

)2
=
∣∣∣v2+|u1|

2

∣∣∣= W (u,~0)+W (~0,v)
2 = ♦(u,v)

2 .

Caso 2.2 |u1|>v2. Entonces |u1| −
(
|u1|+v2

2

)
>0. Si u1 > 0, entonces definimos z =(

u1−
(
|u1|+v2

2

)
,0
)

. Entonces♦(u,z)=
√(

|u1|+v2
2

)2
=
∣∣∣ |u1|+v2

2

∣∣∣= W (u,~0)+W (~0,v)
2 = ♦(u,v)2 .

También, ♦(v,z) =W (v,~0)+W (~0,z) = v2+
∣∣∣u1−

(
|u1|+v2

2

)∣∣∣= |u1|+v2
2 = ♦(u,v)

2 . Similar-

mente se hace la prueba en el caso en que u1<0, considerando z =
(

u1 +
(
|u1|+v2

2

)
,0
)

.

Por el Teorema 3.1.6, ♦ es una métrica convexa. Terminamos la prueba de la Afirmación 1.
Definimos h : Ω→ A como h(t) = (t − 1

2 ,0) donde Ω se definió en la Definición 3.0.1.
Notemos que h está bien definida, es inyectiva y es continua.

Afirmación 2 Im(h) ∈ Sc(X).

Definimos M : Ω→ Im(h) como M(t) = h(t). Claramente M es suprayectiva. Ası́, M
es una biyección continua. No es difı́cil notar que M es una isometrı́a y, con ello, M
es un isomorfismo. Por el Teorema 3.1.3, M es abierta. Por lo tanto, Im(h) ≈i Ω. Ası́,
Im(h) ∈ Sc(X). Esto concluye la prueba de la Afirmación 2.
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Figura 3.8: El contraejemplo

Afirmación 3 La función L no necesariamente es continua.

Fijemos el punto q0 =(0, 1
4). Para toda n∈N definimos tn = 1

4−
1

8+n . Ası́, lı́m
n→∞

tn = 1
4 = t0.

Consideremos Im(h) = S. Como la función K es continua, lı́m
n→∞

K(S, tn) = K(S, t0).

Dada n ∈N. Definimos Λn = B♦tn (M(0))∪B♦tn (M(1
4))∪B♦tn (M(1

2)). Vamos a argumentar
que M(0)M(1

2)⊆Λn. Notemos que 1
8>

1
8+n . Como 2

8−
1
8 =

1
8 , si despejamos tenemos que

1
4 −

1
8+n>

1
8 . Ası́,1

4>tn>
1
8 . Por lo tanto, M(0)M(1

2)⊆Λn.

Hemos cubierto a M
(
[0, 1

2 ]
)

con tres abiertos. La construcción que hicimos nos ase-

gura que Λn ∩ B♦tn (M(1)) = /0 y que Fr(Λn) = {(0, 1
4 −

1
8+n),(

1
4 −

1
8+n ,0)}. Además,

Ntn(S) = Λn
⋃

B♦tn (M(1)). Usando el Teorema 3.2.5, tenemos que K(S, tn) = Ntn(S) =

Λn
⋃

B♦tn (M(1)) = Λn
⋃

B♦tn (M(1)) = Λn
⋃

C♦tn (M(1)).
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Figura 3.9: Un resumen de la idea principal

Dado que Λn∩C♦tn (M(1)) = /0, tenemos que K(S, tn) tiene dos componentes conexas; es
decir, m(S, tn) = 2. Por lo tanto,

L(S, tn) = {σ(q0,Λn),σ(q0,C
♦
tn (M(1)))}= {(0, 1

4 −
1

8+n),(
1
4 +

1
8+n ,0)}.

Notemos que {L(S, tn)}∞
n=1 es una sucesión convergente en CL(X). Además, para toda

n ∈ N, L(S, tn) ∈ K(X). Por el Lema 2.1.17, (0, 1
4),(

1
4 ,0) ∈ lı́m

n→∞
L(S, tn). Notemos que

K(S, t0) sólo tiene una componente conexa. Entonces, L(S, t0)= {(0, 1
4)} 6= lı́m

n→∞
L(S, tn).

Por lo tanto, L no necesariamente es una función continua. Esto concluye la demostración
de la Afirmación 3.

Proposición 3.4.3. Sean (X ,♦) una dendrita y p0 ∈ X . Entonces

(1) |L(S, t)|= m(S, t);

(2) L(S,1) = {p0};

(3) Si 0<s<t<1 entonces |L(S, t)|6 |L(S,s)|.

Demostración. Demostremos (1). Dado que K(S, t) tiene m(S, t) componentes, basta ver que si
tomamos distintos j,k ∈ {1, . . . ,m(S, t)}, entonces q j = σ(p0,D j(S, t)) 6= σ(p0,Dk(S, t)) = qk.

Supongamos que existen j,k ∈ {1, ...,m(S, t)} tales que q j = qk. Ası́, q j ∈ D j(S, t) y qk ∈
Dk(S, t). Lo anterior implica que D j(S, t)∩Dk(S, t) 6= /0; al ser componentes conexas tenemos
que son iguales, contradiciendo el hecho que K(S, t) tiene m(S, t) componentes. Por lo tanto, si
j 6= k entonces q j 6= qk; es decir, |L(S, t)|= m(S, t).

Demostremos (2). Por (1) del Teorema 3.2.7, K(S,1) = D1(S,1) = X . Como p0 ∈ X , es
claro que {p0}= {σ(p0,D1(S,1))}= L(S,1).
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Demostremos (3). Como s<t, K(S,s) ⊆ K(S, t). Sea Db(S, t) una componente conexa de
K(S, t). Por (2) del Teorema 3.2.7, S∩Db(S, t) 6= /0. Ası́, Db(S, t)∩K(S,s) 6= /0. Lo anterior nos
dice que K(S,s) interseca a cada componente conexa de K(S, t).

Sea a ∈ K(S,s) =
m(S,s)⋃

i=1
Di(S,s). Entonces existe un ı́ndice i ∈ {1, ...,m(S,s)} tal que a ∈

Di(S,s). Como K(S,s) ⊆ K(S, t) =
m(S,t)⋃
k=1

Dk(S, t), existe un ı́ndice j ∈ {1, ...,m(S, t)} tal que

a ∈ D j(S, t). Por lo tanto, Di(S,s)⊆ D j(S, t).
Concluimos que cada D j(S, t) contiene al menos una componente conexa de K(S,s). Por lo

anterior, m(S, t)6 m(S,s); es decir, |L(S, t)|6 |L(S,s)|.

Observación 3.4.4. Sean (X ,♦) una dendrita, (S, t)∈ Sc(X)×(0,1] y p0 ∈X. Para todo p∈X,
los conjuntos D1(S, t)∩ p0 p, ...,Dm(S,t)(S, t)∩ p0 p pueden ser vacı́os o un arco o un unitario. Lo
anterior debido a que la intersección de dos subcontinuos en un dendroide es un subcontinuo.

Definición 3.4.5. Sean (X ,♦) una dendrita, (S, t) ∈ Sc(X)× (0,1] y p0, p ∈ X . Definimos a la
Presencia de K(S, t) en el arco p0 p como el número

χ(S, t)(p) =
m(S,t)

∑
i=1

diám(Di(S, t)∩ p0 p).

Observación 3.4.6. Sean (X ,♦) una dendrita, (S, t) ∈ Sc(X)× (0,1] y p0, p ∈ X. Notemos que

cada Di(S, t)∩ p0 p ⊆ p0 p. Ası́, diám(Di(S, t)∩ p0 p) 6 ♦(p0, p). Como
m(S,t)⋃

i=1
Di(S, t)∩ p0 p ⊆

p0 p y, si i 6= j, entonces (Di(S, t)∩ p0 p)∩ (D j(S, t)∩ p0 p) = /0, tenemos que χ(S, t)(p) 6
♦(p0, p). Por lo tanto, 0 6♦(p0, p)−χ(S, t)(p). Definimos J =♦(p0, p)−χ(S, t)(p).

Por la Observación 3.3.1, p0 p = Ψ([0,♦(p0, p)]) donde Ψ : [0,♦(p0, p)]→ X es la iso-
metrı́a que existe tal que Ψ(0) = p0 y Ψ(♦(p0, p)) = p. Notemos que J 6 ♦(p0, p); es decir,
J ∈ [0,♦(p0, p)]. Por lo tanto, existe un único punto en p0 p al cual llamaremos Punto de
propagación y lo denotaremos β (p) tal que Ψ(J) = β (p). Además, ♦(p0,β (p)) = dR(0,J) =
J−0 =♦(p0, p)−χ(S, t)(p).
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Capı́tulo 4

Las funciones auxiliares

En este capı́tulo definiremos una contracción de Sc(X). Antes de comenzar, vamos a ex-
plicar el movimiento que se hará. Usualmente una contracción se define comenzando en la
identidad y terminando en alguna función constante, pero lo explicaremos al revés.

Al inicio del Capı́tulo 3, fijamos un punto p0 de X . Dicho punto nos ayuda a generar una
sucesión armónica S0. Para llevar a S0 a S ∈ Sc(X), seguiremos el siguiente procedimiento:
la función G2 es una homotecia de S0 con centro en p0 y de razón menor a uno; es decir, G2
“reducirá” a S0 hasta llevarlo a {p0}. La función G selecciona y genera puntos (de propagación)
que van desde {p0} a S. La función G3 une a S0 los puntos que genera G al mismo tiempo que
aplica la homotecia G2; comenzando en S0∪{p0} y terminando en {p0}∪S. Con esto, estamos
a “mitad” del recorrido. La función G1 unirá a S los puntos que genera G comenzando en
S∪{p0} y terminando en S∪S= S. Ası́, llegaremos a S partiendo desde S0. En resumen tenemos
dos movimientos y cada uno tiene dos componentes: el primero es G3 y sus componentes son
la homotecia y los puntos de propagación; el segundo es G1 y sus componentes son S y los
puntos de propagación.

En las páginas siguientes notará que, en realidad, vamos a hacer el movimiento contrario;
es decir, iremos de cualquier punto S ∈ Sc(X) a S0. Esto tiene que ver directamente con la
contracción, pues el primer movimiento es G1 y el último G3. Cada sección de este capitulo
está dedicada a una función (G,G1,G2,G3 y F), vale mucho la pena detenerse a ver e interpretar
(cosa que haremos) los detalles de cada función.

4.1. La función G

Definición 4.1.1. Sea (X ,♦) una dendrita. Definimos la primera función auxiliar G : Sc(X)×
[0,1]→ F(X)∪S como

G(S, t) =


{β (p) : p ∈ L(S, t)}, si t>0,

S, si t = 0.

Donde β (p) y L(S, t) fueron definidos en la Observación 3.4.6 y la Definición 3.4.1, respecti-
vamente.

36



4.1. LA FUNCIÓN G

Figura 4.1: La propagación de los puntos

Notemos que esta función sólo selecciona puntos por los cuales nos moveremos en Sc(X).
Si fijamos S y movemos a t desde 0 hasta que 1, entonces veremos, en X , que los puntos
G(S, t) se propagan en X hasta “converger” a p0. Es por esto que a G(S, t) le llamamos puntos
de propagación. Por (3) de la Proposición 3.4.3, mientras más cerca estemos de 1, entonces
G(S, t) tendrá menos puntos.

Nuestro objetivo es demostrar que G es una función continua, para hacerlo necesitamos
mostrar los siguientes resultados.

Lema 4.1.2. Sean (X ,♦) una dendrita y ε>0. Si p ∈ X y {xn}∞
n es una sucesión en X tal que

lı́m
n→∞

xn = x, entonces existe N ∈N tal que si n > N, entonces pxn ⊆ px∪Cε(x).

Demostración. Como lı́m
n→∞

xn = x, existe N ∈ N tal que si n > N, entonces xn ∈ Cε(x). De

manera que pxn ∩ (px∪Cε(x)) es un subcontinuo de pxn que tiene a p y a xn. De modo que
pxn∩ (px∪Cε(x)) = pxn. Por tanto pxn ⊆ px∪Cε(x).

Proposición 4.1.3. Sean (X ,♦) una dendrita, {xn}∞
n=1 una sucesión en X tal que lı́m

n→∞
xn = x

y {(Sn, tn)}∞
n=1 una sucesión en Sc(X)× [0,1] tales que lı́m

n→∞
(Sn, tn) = (S, t) ∈ Sc(X)× [0,1].

Entonces lı́m
n→∞

χ(Sn,tn)(xn) = χ(S,t)(x).

Demostración. Analicemos dos casos.

Caso 1 K(S, t)∩ p0x⊆ {x}.
Sea ε>0. Como x ∈ Cε(x), existe N ∈ N tal que si n > N, se cumple que xn ∈ Cε(x).
Supongamos que, para una cantidad infinita de ı́ndices mayores o iguales a N, sucede que
K(Sn, tn)∩(p0x\Bε(x)) 6= /0; es decir, hay puntos que se quedan fuera del abierto. Dichos
ı́ndices los denotaremos como {m1,m2, . . .}. Tomemos zmi ∈ K(Smi, tmi)∩ (p0x\Bε(x)).
De esta manera {zmi}∞

i=1 es una sucesión en p0x\Bε(x). Como p0x\Bε(x) es compacto
podemos suponer que la sucesión {zmi}∞

i=1 converge a un punto z; es decir, lı́m
i→∞

zmi =

z. Por construcción, z ∈ p0x \Bε(x) y, por el Lema 2.1.17, tenemos que z ∈ K(S, t)∩
(p0x \ Bε(x)) = /0; una contradicción. Por lo tanto, K(Sn, tn)∩ (p0x \ Bε(x)) 6= /0 sólo
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para una cantidad finita de ı́ndices mayores o iguales a N, digamos {N,N1,N2, ...,Nk}.
Tomamos el máximo y lo llamamos W . Por el Lema 4.1.2, existe M ∈N tal que si n > M,
entonces p0xn⊆ p0x∪Cε(x). Consideremos T =máx{W +1,M}. Concluimos que, si n>
T , entonces K(Sn, tn)∩ p0x ⊆ Bε(x) ⊆ Cε(x). Además, existen an,bn ∈ K(Sn, tn)∩ p0xn
tales que K(Sn, tn)∩ p0xn ⊆ anbn.

Figura 4.2: K(Sn, tn)∩ p0xn ⊆ anbn

Como p0xn ⊆ p0x∪Cε(x), tenemos que K(Sn, tn)∩ p0xn ⊆ K(Sn, tn)∩ (p0x∪Cε(x)) ⊆
Cε(x). Como ♦ es convexa, χ(Sn,tn)(xn) 6 ♦(an,bn) 6 2ε . Ya podemos concluir que
lı́m
n→∞
♦(an,bn) = 0. Por lo tanto, lı́m

n→∞
χ(Sn,tn)(xn) = 0. Y, ası́, lı́m

n→∞
χ(Sn,tn)(xn) = χ(S,t)(x).

Caso 2 K(S, t)∩ p0x no está contenido en {x}.
Sea ε>0. Fijamos δ0>0 tal que

(i) 4δ0<ε;

(ii) δ0<
♦(p0,x)

2 ;

(iii) K(S, t)∩ (p0x\K({x},δ0)) = (K(S, t)∩ p0x)\K({x},δ0) 6= /0.

Definimos w0 = σ(p0,K({x},δ0)). Por (2) del Teorema 3.3.2, w0 ∈ p0x. Como 0<δ0 =
♦(x,w0), tenemos que x 6= w0. Si♦(p0,w0) = 0, entonces♦(x, p0) =♦(x,w0) = δ0. Por
(ii), ♦(p0,x)<

♦(p0,x)
2 una contradicción. Por lo tanto, w0 /∈ {p0,x}.

Como w0 ∈ K({x},δ0), tenemos que p0x \K({x},δ0) ( p0w0. Por (iii), /0 6= K(S, t)∩

p0w0. Por (3) del Teorema 3.2.7, K(S, t)=
m(S,t)⋃

i=1
Di(S, t) donde para toda i∈{1, ...,m(S, t)},

Di(S, t) es una componente conexa de K(S, t). Por la Observación 3.4.4, tenemos que
Di(S, t)∩ p0w0 es, o bien un conjunto vacı́o, un conjunto unitario o un arco de p0w0, en
cualquier caso Di(S, t)∩ p0w0 es un subconjunto cerrado y conexo de X .

Afirmación 1 Sea i ∈ {1, . . . ,m(S, t)}. Si Di(S, t)∩ p0w0 6= /0, entonces Di(S, t)∩ p0w0 es una
componente conexa de K(S, t)∩ p0w0.
Como cada Di(S, t)∩ p0w0 es un subconjunto cerrado y conexo de K(S, t)∩ p0w0,
basta con ver que son ajenos dos a dos y que son conjuntos conexos maximales (en
el sentido de la contención).
Sean i, j ∈ {1, . . .m(S, t)} distintas. Entonces /0 = (Di(S, t) ∩D j(S, t)) ∩ p0w0 =
(Di(S, t)∩ p0w0)∩ (D j(S, t)∩ p0w0); ası́ que son ajenos.
Sea i ∈ {1, . . . ,m(S, t)} tal que Di(S, t)∩ p0w0 6= /0 . Supongamos que existe C ⊆
K(S, t)∩ p0w0 conexo tal que Di(S, t)∩ p0w0 ⊆ C. Notemos que C ⊆ K(S, t) =
m(S,t)⋃

j=1
D j(S, t). Como C ∩Di(S, t) 6= /0 tenemos que C ⊆ Di(S, t). Finalmente, co-

mo C ⊆ p0w0, tenemos que C = C ∩ p0w0 ⊆ Di(S, t)∩ p0w0. Por lo tanto, C =
Di(S, t)∩ p0w0; de manera que Di(S, t)∩ p0w0 es un conexo maximal. Concluimos
que Di(S, t)∩ p0w0 es una componente conexa de K(S, t)∩ p0w0.
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Hemos demostrado la Afirmación 1.

Si m indica el número de componentes que tiene K(S, t)∩ p0w0, entonces, por la Afir-
mación 1, m 6 m(S, t). Podemos suponer que las primeras m componentes de K(S, t)

intersectan a p0w0. No es difı́cil probar que K(S, t)∩ p0w0 =
m⋃

i=1

(
Di(S, t)∩ p0w0

)
.

Por el Lema 3.3.6, para cada i ∈ {1, ...,m} existe Ji ⊆ S finito tal que Di(S, t)∩ p0w0 =
K(Ji, t)∩ p0w0. A su vez, existe Ri ⊆ S tal que Ji ⊆ Ri donde Ri = {q ∈ S : K({q}, t)∩
(Di(S, t)∩ p0w0) 6= /0}. Por lo tanto, para todo p ∈ Ji, K({p}, t)∩ p0w0 6= /0.

No es difı́cil notar que, si tomamos i 6= j, entonces Ri∩R j = /0. Por lo anterior, J1, . . . ,Jm

son conjuntos no vacı́os y ajenos dos a dos. Definimos J =
m⋃

i=1
Ji. Ası́, |J|> m. Además,

J es un subconjunto compacto de S tal que K(S, t)∩p0w0 = K(J, t)∩p0w0.

Sea δ>0 tal que

8δ<mı́n
{
{♦(Di(S, t)∩ p0w0,D j(S, t)∩ p0w0) : i 6= j}

⋃
{ ε

2|J| ,♦(p0,w0),δ0}
}

.

Dado que lı́m
n→∞

(Sn, tn) = (S, t) y lı́m
n→∞

xn = x, existe N ∈ N tal que si n > N, entonces

H(Sn,S)<δ , |tn− t|<δ y ♦(xn,x)<δ . Sea n > N. Entonces para cada u ∈ J ⊆ S, existe
z ∈ Sn tal que ♦(z,u)<δ . Fijamos un punto v(u) ∈ Sn tal que ♦(u,v(u))<δ . Definimos
w(u) = σ(v(u),p0w0).

Afirmación 2 Para cualesquiera u ∈ J y n > N tenemos que
(a) si K({v(u)}, tn)∩ p0w0 6= /0, entonces

H(K({u}, t)∩ p0w0,K({v(u)}, tn)∩ p0w0)<2δ ;

(b) si K({v(u)}, tn)∩ p0w0 = /0, entonces

K({u}, t)∩ p0w0 ⊆ N2δ ({w(u)})⊆ K({w(u)},2δ ).

Dada y∈K({v(u)}, tn), tenemos que♦(u,y)6♦(u,v(u))+♦(v(u),y)6♦(u,v(u))+
tn<tn +δ . Como n > N, ocurre que |tn− t|<δ . Por lo tanto,

♦(u,y)<t +2δ . (4.1)

Similarmente, para cada punto x ∈ K({u}, t), tenemos que ♦(v(u),x)<tn +2δ .
Demostremos (a). Definimos w=σ(u, p0w0). Como u∈ J, tenemos que K({u}, t)∩
p0w0 6= /0; ası́ que existe y1 ∈ p0w0 tal que ♦(y1,u)6 t. Por (2) del Teorema 3.3.2,
w ∈ uy1. Concluimos que ♦(u,w)6♦(u,y1)6 t.

Figura 4.3: La idea del caso (a)
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Dada y ∈ K({v(u)}, tn)∩ p0w0, por la desigualdad (4.1) tenemos que ♦(u,y)<t +
2δ . Además, como X es una dendrita, uy = uw∪wy. Si pasa que ♦(u,y)6 t, en-
tonces y ∈ K({u}, t)∩ p0w0. Por lo tanto, y ∈ N2δ (K({u}, t)∩ p0w0).
Si ♦(u,y)>t, entonces podemos tomar el punto y0 ∈ uy tal que ♦(u,y0) = t. Por
el Lema 3.1.12, ♦(u,y0)+♦(y0,y) =♦(u,y)<t +2δ . Entonces, ♦(y0,y)<2δ . Co-
mo ♦(u,w) 6 t = ♦(u,y0), tenemos que y0 ∈ yw. Por el Lema 3.0.8, yw ⊆ p0w0.
Entonces y0 ∈ K({u}, t) ∩ p0w0 y cumple que ♦(y,y0)<2δ . De modo que y ∈
N2δ (K({u}, t)∩ p0w0).
Concluimos que K({v(u)}, tn)∩ p0w0 ⊆ N2δ (K({u}, t)∩ p0w0).
Procediendo de manera análoga, teniendo en cuenta que para todo x ∈ K({u}, t)∩
p0w0, se tiene que ♦(v(u),x)<tn + 2δ , podemos probar que K({u}, t)∩ p0w0 ⊆
N2δ (K({v(u)}, tn)∩ p0w0).

Figura 4.4: La idea del caso análogo para demostrar (a)

Demostremos (b). Como K({v(u)}, tn)∩ p0w0 = /0 y por (3) del Teorema 3.3.2,
tenemos que ♦(v(u),w(u))>tn.
Dada z ∈ K({u}, t)∩ p0w0, ya hemos visto que ♦(v(u),z)<tn + 2δ . Como w(u) ∈
v(u)z y por el Lema 3.1.12, tenemos que ♦(v(u),z) = ♦(v(u),w(u))+♦(w(u),z).
Entonces♦(v(u),z)−♦(w(u),z)>tn. Ası́, tn+2δ>♦(v(u),z)>tn+♦(w(u),z). Por
lo tanto,♦(w(u),z)<2δ ; por tanto K({u}, t)∩ p0w0⊆N2δ ({w(u)})⊆K({w(u)},2δ ).
Esto concluye la prueba de la Afirmación 2.

Sean e =♦(p0,w0) y u ∈ J. Definimos A = K(S, t)∩ p0w0 y

(a) si K({v(u)}, tn)∩ p0w0 6= /0, definimos B(u) = K({v(u)}, tn)∩ p0w0;

(b) si K({v(u)}, tn)∩ p0w0 = /0, definimos B(u) = {w(u)}.
Consideremos B =

⋃
{B(u) : u ∈ J}. Ası́, B ⊆ p0w0. Notemos que cada B(u) es un con-

junto conexo. Por lo tanto, si k es el número de componentes conexas de B, entonces
k 6 |J|.

Afirmación 3 H(A,B)<2δ .
Por la Afirmación 2 y por como definimos a B, tenemos que

(a) si B(u) = K({v(u)}, tn)∩ p0w0, entonces H(B(u),K({u}, t)∩ p0w0)<2δ ;
(b) si B(u)= {w(u)}, entonces K({u}, t)∩ p0w0⊆N2δ (B(u))⊆K({w(u)},2δ ).

Esta última nos dice que, para toda z∈K({u}, t)∩ p0w0, tenemos que♦(w(u),z)<2δ .
Ası́, B(u)⊆ N2δ (K({u}, t)∩ p0w0). Es por ello que en ambos casos se cumple que
H(B(u),K({u}, t)∩ p0w0)<2δ . Por lo tanto,

H
(⋃{

B(u) : u ∈ J
}
,
⋃{

K({u}, t)∩ p0w0 : u ∈ J
})

<2δ .
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Hemos demostrado la Afirmación 3.

Sea n > N. Entonces xn ∈ Bδ (x) ⊆ K({x},δ0) ya que δ<δ0. Al inicio de este Caso 2,
elegimos δ0 tal que 4δ0<ε . Por lo tanto, ♦(xn,x)<2δ<2δ0<

ε

2 .

Como v(u) ∈ Sn para toda u ∈ J, tenemos que B ⊆ {K(Sn, tn)∩ p0w0}
⋃
{w(u) : u ∈ J}.

Al ser J finito, λ({w(u) : u ∈ J}) = 0. Por el Lema 3.0.8, w0xn ⊆ Cδ0(x) y por (ii),
p0 /∈Cδ0(x). Entonces p0w0⊆ p0xn. Ası́, K(Sn, tn)∩ p0w0⊆K(Sn, tn)∩ p0xn. Por lo tanto,
λ(B)6 λ(K(Sn, tn)∩ p0w0)6 λ(K(Sn, tn)∩ p0xn) = χ(Sn,tn)(xn).

Ahora, p0x = p0w0
⋃

w0x. Ası́,

K(S, t)∩ p0x = K(S, t)∩ (p0w0
⋃

w0x) = (K(S, t)∩ p0w0)
⋃
(K(S, t)∩w0x).

Por lo tanto, λ(K(S, t)∩ p0x) = λ(K(S, t)∩ p0w0)+λ(K(S, t)∩w0x).

Un posible escenario es que una componente de K(S, t)∩ p0w0 comparta un elemento con
K(S, t)∩w0x. No pueden compartir otro elemento distinto a {w0} ya que no se pueden
intersecar (encimar). De esta manera no estamos sumando dos veces un mismo segmento.

Figura 4.5: Estamos sumando diámetros de componentes, puede que en el total (p0x) sea una
única componente que dividimos en dos, pero ♦ es convexa y sumar los diámetros por separa-
dos es lo mismo que sumar el diámetro original.

Observemos que χ(S,t)(x) = λ(K(S, t)∩ p0x) y que λ(A) = λ(K(S, t)∩ p0w0). Entonces,

χ(S,t)(x) = λ(A)+λ(K(S, t)∩w0x)6 λ(A)+♦(w0,x) = λ(A)+δ0.

Por la Observación 3.4.4 tenemos que A,B∈K([0,e]). Como 8δ = 4(2δ )<{♦(Di(S, t)∩
p0w0,D j(S, t)∩ p0w0), i 6= j}, tenemos, por la Afirmación 3 y el Lema 3.3.8, que |λ(A)−
λ(B)|<4k(2δ ) 6 4|J|(2δ ). De esta manera, λ(A)<8|J|δ + λ(B). Por lo tanto, λ(A) +
δ0<λ(B)+8|J|δ +δ0 6 χ(Sn,tn)(xn)+8|J|δ +δ0.

Ahora recordemos dos cosas:

(i) 8δ< ε

2|J| ; es decir, 8|J|δ< ε

2 y

(ii) 4δ0<ε; es decir, δ0<
ε

4 .

Por lo tanto, 8|J|δ +δ0<
ε

2 +
ε

4<ε . Concluimos que χ(S,t)(x)− ε<χ(Sn,tn)(xn).

Vamos a demostrar que existe M ∈N tal que si n>M, entonces χ(Sn,tn)(xn)−ε<χ(S,t)(x).
Supongamos que K(S, t)∩ p0x tiene k0 componentes conexas. Poco después de la Afir-
mación 1, supusimos que las m primeras componentes de K(S, t) intersectan a p0w0,
como p0w0 ⊆ p0x y K(S, t)∩ p0w0 tiene m componentes conexas, tenemos que m 6 k0.
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Definimos D = K(S, t) \D1(S, t), . . . ,Dm(S, t). Por (3) del Teorema 3.2.7, K(S, t) tiene
una cantidad finita de componentes. Por ello D es igual a una cantidad finita de compactos
y cerrados; es decir, D es cerrado y compacto.

Como ε

4(k0+2)<
ε

4 y δ0<
ε

4 , podemos pedir que δ0<
ε

4(k0+2) .

Sea δ1>0 tal que δ1<δ0 y K(p0w0,2δ1)∩D = /0. Como lı́m
n→∞

(Sn, tn) = (S, t) y lı́m
n→∞

xn = x,

existe M ∈N tal que si n>M, entonces H(Sn,S)<δ1, |tn−t|<δ1 y♦(xn,x)<δ1. Notemos
que ♦(x,w0) = δ0. Si n > M, entonces ♦(xn,w0)6♦(xn,x)+♦(x,w0)<δ1 +δ0<2δ0.

Afirmación 4 Si n > M, entonces K(Sn, tn)∩ p0w0 ⊆ N2δ1(K(S, t)∩ p0w0).
Sea v ∈ K(Sn, tn)∩ p0w0. Entonces existe q ∈ Sn tal que ♦(v,q) 6 tn. Dado que
H(Sn,S)<δ1, existe p ∈ S tal que ♦(q, p)<δ1. De esta manera ♦(v, p)6♦(v,q)+
♦(q, p)<tn+δ1. Como |tn−t|<δ1, tenemos que tn<δ1+t. Por lo tanto,♦(v, p)<t+
2δ1.
Si ♦(v, p)6 t, entonces v ∈ K(S, t)∩ p0w0. Por lo tanto, v ∈ N2δ1(K(S, t)∩ p0w0).
Si ♦(v, p)>t, entonces existe un único w1 ∈ vp tal que ♦(w1, p) = t. Ası́, w1 ∈
K(S, t). Por el Lema 3.1.12,♦(v, p) =♦(v,w1)+♦(w1, p). Como♦(v, p)<t +2δ1,
tenemos que♦(v,w1)<2δ1. Dado que v∈ p0w0, sucede que w1 ∈K(p0w0,2δ1). Por
cómo elegimos a δ1, tenemos que K(p0w0,2δ1)∩D = /0. Ası́, w1 ∈ K(S, t) \D =
D1(S, t)∪ ...∪Dm(S, t). Sin perder generalidad, supongamos que w1 ∈ D1(S, t). Si
w1 ∈ p0w0, entonces w1 ∈ K(S, t)∩ p0w0. Como ♦(v,w1)<2δ1, tenemos que v ∈
N2δ1(K(S, t)∩ p0w0). Si w1 /∈ p0w0, entonces definimos w2 = σ(w1, p0w0). Sea
z∈D1(S, t)∩ p0w0. Como v,z∈ p0w0 tenemos, por (2) del Teorema 3.3.2, que w2 ∈
w1z y w2 ∈ w1v. Como X es una dendrita y D1(S, t) y w1z son subcontinuos de X ,
tenemos que w1z∩D1(S, t) es un subcontinuo de X . En particular es un subconjunto
conexo que contiene a w1 y a z; entonces w1z∩D1(S, t) = w1z. De esta manera,
w2 ∈D1(S, t)⊆ K(S, t). Como w1 /∈ p0w0, entonces w2 6= w1 y, dado que w2 ∈ w1v,
tenemos que ♦(w1,v) = ♦(w1,w2)+♦(w2,v). Ası́, ♦(v,w2)<♦(v,w1)<2δ1. Por
lo anterior, v ∈ N2δ1(K(S, t)∩ p0w0).
Hemos mostrado que K(Sn, tn)∩ p0w0⊆N2δ1(K(S, t)∩ p0w0). Terminamos la prue-
ba de la Afirmación 4.

Sea n > M. Entonces xn ∈ K({x},δ1) ⊆ K({x},δ0). Como w0 = σ(p0,K({x},δ0)), te-
nemos que xn,w0 ∈ K({x},δ0). Cuando definimos a M, probamos que ♦(w0,xn)<2δ0.
Como w0 ∈ p0xn, p0xn = p0w0∪w0xn. Entonces K(Sn, tn)∩ p0xn = K(Sn, tn)∩ (p0w0∪
w0xn) = (K(Sn, tn)∩ p0w0)∪ (K(Sn, tn)∩w0xn) ⊆ (K(Sn, tn)∩ p0w0)∪w0xn. Usando la
Afirmación 4, obtenemos que K(Sn, tn)∩ p0xn ⊆ N2δ1(K(S, t)∩ p0w0)∪w0xn.

No es difı́cil demostrar que N2δ1(K(S, t)∩ p0w0)=
m⋃

i=1
N2δ1(Di(S, t)∩ p0w0). No podemos

asegurar que cada N2δ1(Di(S, t)∩ p0w0) sea una componente conexa: puede que estas nu-

bes se toquen. Por el párrafo anterior, K(Sn, tn)∩ p0xn ⊆
m⋃

i=1
N2δ1(Di(S, t)∩ p0w0)∪w0xn.

Ası́, λ(K(Sn, tn)∩ p0xn)6 λ((
m⋃

i=1
N2δ1(Di(S, t)∩ p0w0))∪w0xn)6

m
∑

i=1
diám(N2δ1(Di(S, t)∩

p0w0))+♦(w0,xn). Notemos que se da la igualdad si cada nube es una componente co-
nexa y w0xn = {w0}; la desigualdad si las condiciones anteriores no se cumplen.
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Es claro que diám(N2δ1(Di(S, t)∩ p0w0))6 2δ1+diám(Di(S, t)∩ p0w0)+2δ1. Además,
al inicio del Caso 2 vimos que w0 /∈{p0,x}; ası́ que p0w0( p0x. Por lo tanto, χ(S,t)(w0)6
χ(S,t)(x).

Finalmente,

χ(Sn,tn)(xn)6 4mδ1 +
m
∑

i=1
diám(Di(S, t)∩ p0w0)+♦(w0,xn)<4mδ1 +χ(S,t)(x)+2δ0.

Como m 6 k0, δ1<δ0 y δ0<
ε

4(k0+2) , tenemos que

χ(Sn,tn)(xn)<4k0δ0 +2δ0 +χ(S,t)(x)<χ(S,t)(x)+ ε .

Sea n > máx{N,M}. Entonces |χ(Sn,tn)(xn)−χ(S,t)(x)|<ε . Por lo tanto, lı́m
n→∞

χ(Sn,tn)(xn) =

χ(S,t)(x).

Proposición 4.1.4. Sean (X ,E) una dendrita y ε>0. Si x,y ∈ X son tales que y ∈ Bε(x), enton-
ces H(p0x, p0y)<ε .

Demostración. Consideremos p = σ(p0,Cε(x)). Por (2) del Teorema 3.3.2, p ∈ p0x. Como X
es una dendrita, p0y = p0 p∪ py. Dado que py⊆ Bε(x)∪{p}, tenemos que

p0y = p0 p∪ py⊆ p0 p∪Bε(x) = p0x∪Bε(x)⊆ Nε(p0x).

La contención p0x⊆Nε(p0y) la obtenemos de manera análoga. Por lo tanto, H(p0x, p0y)<ε .

Proposición 4.1.5. Sea (X ,♦) una dendrita. Si S ∈ Sc(X), entonces

(1) para toda t>0, G(S, t) ∈ F(X);

(2) G(S,1) = {p0};

(3) si t>0, entonces G(S, t) = {β (q) : q ∈ K(S, t)} donde β (q) se definió en la Observación
3.4.6.

Demostración. Demostremos (1). Por la Definción 3.4.1, L(S, t) ∈ Fm(S,t)(X). Además, para
cada p ∈ L(S, t) existe un único β (p) ∈ p0 p. Por lo tanto, |{β (p) : p ∈ L(S, t)}| 6 m(S, t) ya
que sólo hay m(S, t) arcos. Concluimos que G(S, t) ∈ Fm(S,t)(X)⊆ F(X).

Ahora, demostremos (2). Como G(S,1) = {β (p) : p ∈ L(S,1)}= {β (p) : p ∈ {p0}}, basta
con ver quién es β (p0). En la Observación 3.4.6 justificamos la existencia del punto β (p0) ∈
p0 p0 = {p0}. Ası́ que β (p0) = p0. Por lo tanto, G(S,1) = {p0}.

Finalmente, demostremos (3). Verifiquemos por doble contención.

⊆ Por definición L(S, t) = {σ(p0,D1(S, t)), ...,σ(p0,Dm(S,t)(S, t))}. Si q∈ L(S, t), entonces
q ∈ K(S, t); entonces L(S, t) ⊆ K(S, t). Por lo tanto, G(S, t) = {β (p) : p ∈ L(S, t)} ⊆
{β (p) : p ∈ K(S, t)}.
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⊇ Sea q ∈ K(S, t). Vamos a demostrar que β (q) = β (p) para algún p ∈ L(S, t). Entonces
existe j ∈ {1, ...,m(S, t)} tal que q ∈ D j(S, t). Consideremos p = σ(p0,D j(S, t)). Ası́,
p ∈ L(S, t). Por (2) del Teorema 3.3.2, p ∈ p0q. Además, p0q = p0 p∪ pq. Notemos que
D j(S, t) es un subcontinuo de X que contiene a p y a q. Ası́ que pq⊆D j(S, t). Finalmente,
como D j(S, t)∩ p0q = pq, tenemos que diám(D j(S, t)∩ p0q) =♦(p,q).

Si i ∈ {1, . . . ,m(S, t)} es tal que i 6= j, entonces Di(S, t)∩ pq = /0, ya que D j(S, t) es
una componente conexa. Por lo tanto, Di(S, t)∩ p0q = Di(S, t)∩ (p0 p∪ pq) = (Di(S, t)∩
p0 p)∪ /0. Además, notemos que (D j(S, t)∩ p0 p)∪ (D j(S, t)∩ pq) = pq.

Notemos que χ(S,t)(q)=
m(S,t)

∑
i=1

diám(Di(S, t)∩ p0q)=♦(p,q)+ ∑
i 6= j

diám(Di(S, t)∩ p0q)=

♦(p,q)+ ∑
i 6= j

diám(Di(S, t)∩ p0 p). Por lo anterior, χ(S,t)(q) =♦(p,q)+ χ(S,t)(p). Por el

Lema 3.1.12, ♦(p0,q) = ♦(p0, p) +♦(p,q). Despejando y sustituyendo tenemos que
χ(S,t)(q)=♦(p0,q)−♦(p0, p)+χ(S,t)(p). Por lo tanto,♦(p0, p)−χ(S,t)(p)=♦(p0,q)−
χ(S,t)(q); por tanto ♦(p0,β (p)) =♦(p0,β (q)).

Como p0 p⊆ p0q y β (p) ∈ p0 p, tenemos que β (p) ∈ p0q. Como β (q) es el único punto
en el arco p0q que satisface♦(p0,β (q))=♦(p0,q)−χ(S,t)(q) tenemos que β (p)= β (q).
Finalmente, como p ∈ L(S, t), sucede que β (p) = β (q) ∈ G(S, t). Por lo tanto, {β (q) :
q ∈ K(S, t)} ⊆ G(S, t).

Teorema 4.1.6. Sea (X ,♦) una dendrita. Entonces la función G es continua.

Demostración. Por el Lema 1.2.8, podemos demostrar la continuidad de G mediante subsu-
cesiones. Sea {(Sn, tn)}∞

n=1 una sucesión en Sc(X)× [0,1] tal que lı́m
n→∞

(Sn, tn) = (S, t). Notemos

que, para cada n ∈ N, se tiene que G(Sn, tn) ∈ K(X). Como X es una dendrita y por el Teo-
rema 2.1.9, K(X) es compacto. Ası́, {G(Sn, tn)}∞

n=1 tiene una subsucesión convergente, para
no saturar la notación supondremos que la subsucesión es la sucesión misma. Veamos que
lı́m
n→∞

G(Sn, tn) = G(S, t), para esto consideremos los siguientes casos.

Caso 1 t>0. En este caso, podemos suponer que, para toda n ∈N, tn>0; es decir, quitamos los
términos que son iguales a 0. Por (3) de la Proposición 4.1.5, tenemos que G(S, t) =
{β (p) : p ∈ K(S, t)}.

Afirmación 1 Sea {qn}∞
n=1 una sucesión en X tal que lı́m

n→∞
qn = q y qn ∈ K(Sn, tn) para toda n ∈N.

Supongamos que lı́m
n→∞

β (qn) = x. Entonces β (q) = x.

Sea ε>0. Por hipótesis existe M ∈N tal que si n > M, ocurre que qn ∈ Bε(q). Por
la Proposición 4.1.4, tenemos que H(p0qn, p0q)<ε . Por tanto, lı́m

n→∞
p0qn = p0q.

Por la Proposición 4.1.3, ocurre que lı́m
n→∞

χ(Sn,tn)(qn) = χ(S,t)(q). Por la definición

de β (qn), ♦(p0,β (qn)) =♦(p0,qn)− χ(Sn,tn)(qn), sucede que lı́m
n→∞
♦(p0,β (qn)) =

lı́m
n→∞
♦(p0,qn)− lı́m

n→∞
χ(Sn,tn)(qn) =♦(p0,q)−χ(S,t)(q) =♦(p0,β (q)).

Finalmente, para toda n ∈ N, tenemos que β (qn) ∈ p0qn. Entonces, por el Lema
2.1.17, se cumple que lı́m

n→∞
β (qn) ∈ p0q. Como ♦(p0, lı́m

n→∞
β (qn)) = ♦(p0,β (q)) y

β (q) ∈ p0q, ocurre que lı́m
n→∞

β (qn) = β (q).

Hemos demostrado la Afirmación 1.
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Ahora probaremos que lı́m
n→∞

G(Sn, tn) = G(S, t).

⊆ Sea x ∈ lı́m
n→∞

G(Sn, tn). Por el Lema 2.1.17, existe {xn}∞
n=1 una sucesión en X tal que

lı́m
n→∞

xn = x y xn ∈ G(Sn, tn) para toda n ∈ N. Por lo tanto, existe qn ∈ K(Sn, tn) tal que

β (qn) = xn.

Como X es compacto, {qn}∞
n=1 contiene una subsucesión convergente {qnm}∞

m=1 a un
punto q ∈ X . Por el Lema 2.1.17, q ∈ lı́m

m→∞
K(Snm, tnm) = lı́m

n→∞
K(Sn, tn) = K(S, t). Por la

Afirmación 1, β (q) = x. Ası́, x ∈ G(S, t).

⊇ Sea β (q) ∈G(S, t), donde q ∈ K(S, t). Como K es continua tenemos, por el Lema 2.1.17,
que existe {qn}∞

n=1 una sucesión en X tal que lı́m
n→∞

qn = q y qn ∈ K(Sn, tn).

Como X es compacto, {β (qn)}∞
n=1 contiene una subsucesión convergente {β (qnm)}∞

m=1
a un punto x ∈ X . Por la Afirmación 1, β (q) = x. Finalmente, por el Lema 2.1.17, ocurre
que β (q) ∈ lı́m

m→∞
G(Snm, tnm) = lı́m

n→∞
G(Sn, tn).

Hemos probado que, en este caso, usando el Lema 1.2.8, G es continua.

Caso 2 t = 0. Con el objetivo de probar que G es continua, usaremos el Lema 1.2.8. Considere-
mos dos subsucesiones de {tn}∞

n=1. Si existe una subsucesión {tnm}∞
m=1 tal que, para toda

m ∈N, se tiene que tnm = 0, entonces lı́m
m→∞

G(Snm,0) = lı́m
m→∞

Snm = lı́m
n→∞

Sn = S = G(S,0).
Por lo anterior, en este caso, G es continua.

Ahora, si existe una subsucesión {tnr}∞
r=1 tal que, para toda r ∈ N, se tiene que tnr>0,

entonces consideremos ε>0 y x0 = lı́mS. Tomemos δ0>0 tal que δ0<
ε

3 y S\K({x0},δ0)
sea un subconjunto finito y no vacı́o de X . Consideremos S \K({x0},δ0) = {x1, ...,xk}.
Ası́, K({x0},δ0)∩ S = {xk+1,xk+2, . . .}. Es posible encontrar δ>0 tal que δ< δ0

4(k+1) y
que los conjuntos K({x1},2δ ), ...,K({xk},2δ ) y K({x0},δ0 +2δ ) sean ajenos entre sı́.

Como lı́m
n→∞

(Sn, tn) = (S, t) y lı́m
n→∞

K(Sn, tn) = K(S, t), podemos encontrar R ∈N tal que si

r > R entonces |tnr −0|<δ ; H(Snr ,S)<δ y H(K(Snr , tnr),K(S, t))<δ .

Afirmación 2 Si r > R y p ∈ K(Snr , tnr), entonces ♦(β (p), p)<ε .
Sean r > R y p ∈ K(Snr , tnr). Entonces existe u ∈ Snr tal que ♦(p,u) 6 tnr . Co-
mo H(K(Snr , tnr),S)<δ , existe w ∈ S tal que ♦(u,w)<δ . Ası́, ♦(p,w)6♦(p,u)+
♦(u,w)<tnr +δ<2δ . Por lo tanto, p ∈ K(S,2δ ); por tanto K(Snr , tnr)⊆ K(S,2δ ).
Como K(S,2δ ) ⊆ K({x1},2δ )∪ ...∪K({xk},2δ )∪K({x0},δ0 + 2δ ) tenemos que
K(Snr , tnr)∩ p0 p⊆ (K({x1},2δ )∩ p0 p)∪ ...∪ (K({xk},2δ )∩ p0 p)∪ (K({x0},δ0 +
2δ )∩ p0 p). Ası́, χ(Snr ,tnr )

(p)6 4δ + ...+4δ︸ ︷︷ ︸
k−veces

+2(δ0+2δ ) = 4kδ +2δ0+4δ = 4(k+

1)δ +2δ0. Dado que δ< δ0
4(k+1) y δ0<

ε

3 , concluimos que χ(Snr ,tnr )
(p)6 3δ0<ε .

Por la definición de β (p), ♦(p0,β (p)) = ♦(p0, p)− χ(Snr ,tnr )
(p)>♦(p0, p)− ε .

Como β (p) ∈ p0 p tenemos, por el Lema 3.1.12, que ♦(p0, p) = ♦(p0,β (p)) +
♦(β (p), p). Sustituyendo tenemos que ♦(p0,β (p))>♦(p0,β (p))+♦(β (p), p)−
ε; por tanto ♦(β (p), p)<ε .
Esto concluye la prueba de la Afirmación 2.

Sea β (q) ∈ G(Snr , tnr) donde q ∈ K(Snr , tnr) (ver Proposición 4.1.5 (3)). Por la Afirma-
ción 2, β (q) ∈ K(K(Snr , tnr),ε). Notemos que, por el Lema 3.2.4, K(K(Snr , tnr),ε) =
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K(Snr ,ε + tnr). Como H(K(Snr , tnr),S)<δ , tenemos que K(Snr , tnr)⊆ K(S,δ ). Por lo tan-
to, K(Snr , tnr + ε) ⊆ K(S,δ + ε). Finalmente, como δ<δ0<

ε

3<ε , tenemos que β (q) ∈
K(S,δ + ε)⊆ K(S,2ε)⊆ N3ε(S). Por lo tanto, G(Snr , tnr)⊆ N3ε(S).

Sea q ∈ S. Como H(K(Snr , tnr),S)<δ , existe p ∈ K(Snr , tnr) tal que ♦(q, p)<δ . Notemos
que δ<ε . Por la Afirmación 2, ♦(β (p), p)<ε . Lo anterior nos dice que ♦(q,β (p)) 6
♦(q, p)+♦(p,β (p))<2ε . Por (3) de la Proposición 4.1.5, β (p) ∈ G(Snr , tnr). Entonces
q ∈ K(G(Snr , tnr),2ε). Por lo tanto, S⊆ K(G(Snr , tnr),2ε)⊆ N3ε(G(Snr , tnr)).

Hemos mostrado que si r > R, entonces H(G(Snr , tnr),S)<3ε; por tanto lı́m
r→∞

G(Snr , tnr) =

G(S,0) = S. Por lo anterior, en este caso, G es continua.

De ambos casos concluimos que G es continua.

4.2. La función G1

Definición 4.2.1. Sea (X ,♦) una dendrita. Definimos la segunda función auxiliar G1 : Sc(X)×
[0,1]→ Sc(X) como:

G1(S, t) = G(S, t)∪S.

Una vez seleccionados los puntos de propagación G(S, t) debemos comenzar a movernos
en el hiperespacio Sc(X). Ese es precisamente el trabajo de G1. Fácilmente uno podrı́a creer
que ésta es la función que nos permite contraer a todo Sc(X), pero no es ası́: el punto al cual
llegamos

(
G1(S,1)

)
depende totalmente del punto de partida

(
G1(S,0)

)
.

Figura 4.6: Distintas trayectorias en Sc(X)

Observación 4.2.2. Sean (X ,♦) una dendrita y (S, t) ∈ Sc(X)× [0,1]. Entonces G1(S, t) ∈
K(X).

Lo anterior se debe a que si t = 0, entonces G1(S,0) = S ∈K(X). Además, si t>0, tenemos,
por (1) de la Proposición 4.1.5, que G(S, t) ∈ F(X); es decir, G(S, t) ∈ K(X). Por lo tanto,
G1(S, t) ∈ K(X).

Observación 4.2.3. Sea S ∈ Sc(X). Como G(S,0) = S, tenemos que G1(S,0) = G(S,0)∪S = S.
Además, por (2) de la Proposición 4.1.5, G1(S,1) = G(S,1)∪S = {p0}∪S.

Proposición 4.2.4. Sea (X ,♦) una dendrita. Si (S, t) ∈ Sc(X)× [0,1], entonces G1(S, t) ∈
Sc(X).
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Demostración. Si t = 0, entonces G1(S,0) = G(S,0)∪S = S ∈ Sc(X). Por ello consideremos
t>0. Por (1) de la Proposición 4.1.5, G(S, t)∈ F(X). Definimos k =|G(S, t)\S | y G(S, t)\S =
{x1, ...,xk}.

Como S ∈ Sc(X), existe Φ : Ω→ S un homeomorfismo. Sean s0 =Φ(0) y, para toda n ∈N,
sn =Φ(1

n). Definimos F : Ω→ G1(S, t) como sigue:

F(n) =


xm, si n ∈ {1, . . . , 1

m , . . . ,
1
k},

s0, si n = 0,

Φ( 1
m), si n ∈ { 1

k+1 ,
1

k+2 , . . . ,
1

k+m , . . .}.

No es difı́cil notar que F está bien definida y que es biyectiva. Veamos que F es continua.
Por el Lema 1.2.8, podemos demostrar la continuidad de F mediante subsucesiones. Sea

{zn}∞
n=1 una sucesión en Ω convergente a un punto z∈Ω. Como G1(S, t) es compacto, {F(zn)}∞

n=1
contiene una subsucesión convergente {F(znm)}∞

m=1 a un punto y ∈G1(S, t). Demostremos que
F(z) = y. Si z 6= 0, entonces {znm}∞

m=1 se vuelve constante de valor z. Ası́, lı́m
m→∞

F(znm) = F(z).

Como G1(S, t) es T2, F(z) = y. Si z = 0, entonces existe un momento M ∈N a partir del cual
los términos son mayores o iguales a 1

k+1 . Entonces lı́m
m→∞

F(znm) = lı́m
m→∞

Φ(znm) =Φ(z), pues

Φ es continua. Como G1(S, t) es T2, F(z) = y.
Hemos demostrado que lı́m

m→∞
F(znm) = F(z). Por lo tanto, F es continua.

Veamos que F es un homeomorfismo. Notemos que Ω es compacto y que G1(S, t) es T2. Por
la Proposición 2.3.1, F es cerrada. Ası́, F es un homeomorfismo. Concluimos que G1(S, t) ∈
Sc(X).

Proposición 4.2.5. Sea (X ,♦) una dendrita. Entonces G1 es continua.

Demostración. Sean {(Sn, tn)}∞
n=1 una sucesión en Sc(X)× [0,1] tal que lı́m

n→∞
(Sn, tn) = (S, t)

y ε>0. Como G es continua, lı́m
n→∞

G(Sn, tn) = G(S, t). Entonces existe N ∈ N tal que si n >

N, se cumple que H(Sn,S)<ε y H(G(Sn, tn),G(S, t))<ε . Por el Lema 2.1.15, H(G(Sn, tn)∪
Sn,G(S, t)∪ S) = H(G1(Sn, tn),G1(S, t))<ε . Por lo tanto, lı́m

n→∞
G1(Sn, tn) = G1(S, t); es decir,

G1 es continua.

4.3. La función G2

Desde la mitad del Capı́tulo 3, hemos estado considerando un punto fijo p0 en X , sin em-
bargo, es hasta este momento cuando podemos apreciar el papel que va a desempeñar.

Sea (X ,♦) una dendrita y fijamos un punto q0 ∈ X \{p0}. Definimos e0 =♦(p0,q0). Como
♦ es convexa, existe una isometrı́a Ψ : [0,e0]→ X tal que Ψ(0) = p0 y Ψ(e0) = q0. Por el Lema
3.1.11, Ψ([0,e0])≈i [0,e0]. Como X es una dendrita, p0q0 = Ψ([0,e0]).

Sea n ∈ N. Consideremos pn = Ψ(1
ne0). Ası́, pn ∈ p0q0. Definimos S0 = {p0, p1, p2, ...}.

Por lo tanto, lı́mS0 = p0.
Como S0 ≈Ω, tenemos que S0 ∈ Sc(X). Con esto en mente ya podemos definir a G2.

Definición 4.3.1. Sean (X ,♦) una dendrita y q0 ∈ X \ {p0}. Definimos a la tercera función
auxiliar G2 : p0q0× [0,1]→ X como G2(p, t) = Ψ(t♦(p0, p)). Podemos pensar a G2 como la
función que “encoje” subarcos de p0q0.
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Observación 4.3.2. Notemos que ♦ y Ψ son funciones continuas (pues ♦ es una métrica y por
la Definición 3.1.1). Además, la función que toma valores en (R,dR) y los multiplica, también
es continua. Ası́, G2 es continua al ser la composición de tres funciones continuas.

4.4. La función G3

Definición 4.4.1. Sea (X ,♦) una dendrita. Definimos la última función auxiliar G3 : Sc(X)×
[0,1]→ Sc(X) como:

G3(S, t) = G(S, t)∪G2(S0×{t}).

La búsqueda por hacer que cada trayectoria G1(S× [0,1]) termine en el mismo elemento,
nos hace primero definir dicho elemento. Lo definimos en la sección pasada, lo llamamos S0.
Notemos que G3 hace el “último” movimiento: va a concluir lo que empezó G1 partiendo desde
donde lo dejo; es decir, G1(S,1) = {p0}∪S = G3(S,0).

Figura 4.7: El movimiento visto en X se puede expresar de la siguiente forma: vamos a tomar
los puntos de propagación

(
G(S, t)

)
y, en t = 0, vamos a unirles {p0}; en t = 1, vamos a unirles

a todo S0.

Observación 4.4.2. Sean (X ,♦) una dendrita y (S, t) ∈ Sc(X)× [0,1]. Entonces G3(S, t) ∈
K(X). Partiendo del hecho de que G2(S0×{t}) ∈ K(X), tenemos que la argumentación es
similar a la de la Observación 4.2.2.

Proposición 4.4.3. Sean (X ,♦) una dendrita y (S, t) ∈ Sc(X)× [0,1]. Entonces:

(1) G3(S, t) ∈ Sc(X);

(2) G3(S,0) = {p0}∪S;

(3) G3(S,1) = S0.

Demostración. Demostremos (1). Consideremos los siguientes casos.
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Caso 1 t>0. Como G2(S0×{t}) ≈ S0 ≈ Ω y G(S, t) es finito, podemos proceder de manera
análoga a la prueba vista en la Proposición 4.2.4 para concluir que G3(S, t) ∈ Sc(X).

Caso 2 t = 0. En este caso G3(S, t) = G(S,0)∪{p0}= S∪{p0}. Procediendo de manera análoga
a la prueba vista en la Proposición 4.2.4 concluimos que G3(S, t) ∈ Sc(X).

Demostremos (2). Basta notar que G3(S,0) = G(S,0)∪G2(S0×{0}) = S∪{p0}.
Demostremos (3). Basta notar que G3(S,1) = G(S,1)∪G2(S0×{1}) = {p0}∪S0 = S0.

Proposición 4.4.4. Sea (X ,♦) una dendrita. Entonces G3 es continua.

Demostración. Sean {(Sn, tn)}∞
n=1 una sucesión en Sc(X)× [0,1] tal que lı́m

n→∞
(Sn, tn) = (S, t)

y ε>0. Como G es continua, lı́m
n→∞

G(Sn, tn) = G(S, t). No es difı́cil probar que lı́m
n→∞

G2(S0×
{tn}) = G2(S0×{t}). Ası́, existe N ∈ N tal que si n > N, entonces H(G(Sn, tn),G(S, t))<ε y
H(G2(S0×{tn}),G2(S0×{t}))<ε . Por el Lema 2.1.15, H(G(Sn, tn)∪G2(S0×{tn}),G(S, t)∪
G2(S0×{t})) = H(G3(Sn, tn),G3(S, t))<ε . Por lo tanto, lı́m

n→∞
G3(Sn, tn) = G3(S, t); es decir, G3

es continua.

4.5. Contracción
Definición 4.5.1. Sea (X ,♦) una dendrita. Definimos a F : Sc(X)× [0,1]→ Sc(X) como:

F(S, t) =


G1(S,2t), si t ∈ [0, 1

2 ],

G3(S,2t−1), si t ∈ [1
2 ,1].

Es claro que si t = 1
2 , entonces F(S, 1

2) = G1(S,1) = {p0} ∪ S = G3(S,0). Además, por el
Teorema 1.2.9, F es continua.

Para concluir este trabajo, demostremos las siguientes propiedades de F.

1 .- F(S,0) = IdSc(X)(S) = S.

Basta notar que F(S,0) = G1(S,2(0)) = G1(S,0) = G(S,0)∪S = S.

2 .- F(S,1) =CS0(S0) = S0.

Basta notar que F(S,1) = G3(S,2(1)−1) = G3(S,1) = G(S,1)∪G2(S0×{1}) = {p0}∪
S0 = S0.

Por la Observación 2.2.5, concluimos que Sc(X) es contráctil.
A continuación, veremos un esquema llamado “El Árbol” en donde se puede observar cada

movimiento que compone a F. Ası́ como un breve resumen de todos los movimientos que hizo.
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Figura 4.8: El Árbol. Aquı́ podemos observar distintos movimientos que conforman a la contracción: comenzamos con el conjunto S al cual
le uniremos los puntos de propagación

(
G(S, t)

)
hasta que lleguen a ser un único punto

(
{p0}

)
. Cuando t es más grande que 1

2 , el conjunto S
“desaparece” y toma su lugar el conjunto G2(S0×{t}). Además, los puntos de propagación se vuelven a “reiniciar”; es decir, harán el mismo
comportamiento del inicio y lo harán mientras G2(S0×{t}) se “alarga” lo suficiente para convertirse en S0.
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