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Resumen

La mecánica cuántica es el área de la fı́sica que se dedica a estudiar a la materia a niveles atómicos y subatómi-
cos. Por esta razón, los fenómenos fı́sicos en esta área son imposibles de observar directamente. De esto último,
surge la necesidad de obtener las interacciones que ocurren en un experimento a partir de sus resultados, a esto se
le conoce como ”un problema inverso”. En particular, si el experimento consiste en dispersar partı́culas, a este se
le conoce como ”un problema de dispersión inverso”.

En este trabajo de tesis, se da un panorama amplio, sobre la teorı́a fı́sica y matemática relacionada con el
problema de dispersión inverso planteado en el artı́culo:

Naumkin, I., Weder, R. (2015). High-energy and smoothness asymptotic expansion of the scattering amplitude for
the Dirac equation and applications. Math. Meth. Appl. Sci., Vol. 38, 2427-2465.

En este artı́culo, se estudia un sistema de partı́culas cuánticas relativistas con espı́n 1/2, dispersadas por un
potencial electromagnético externo V , el cual, no se conoce, sin embargo, su matriz de dispersión S(E) si.

Éstas, al ser partı́culas cuánticas relativistas con espı́n 1/2, son descritas por la ecuación de Dirac libre y
perturbada:

−iα1
∂ψ

∂x
− iα2

∂ψ

∂y
− iα2

∂ψ

∂ z
+βmψ = iI

∂ψ

∂ t
,

−iα1
∂ψ

∂x
− iα2

∂ψ

∂y
− iα2

∂ψ

∂ z
+βmψ +V= iI

∂ψ

∂ t
.

A partir de hacer ciertas hipótesis apriori en el potencial, se puede demostrar la existencia de las soluciones
de estas dos ecuaciones diferenciales, permitiendo ası́, desarrollar estas soluciones en una serie conocida como
”expansión asintótica”. Estas expansiones permiten relacionar la matriz de dispersión S(E) con estas soluciones
para, posteriormente, relacionar a S(E) y a V.
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1.3. Inicios de la mecánica cuántica relativista: Ecuación de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2. Formalismo matemático de la mecánica cuántica relativista 31
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2.2. Operador de Dirac: Formalismo Matemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3. El operador de dispersión y la matriz de dispersión 63

3.1. Teorı́a espectral de operadores auto-adjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Capı́tulo 1

Introducción fı́sica del problema

1.1. Mecánica cuántica no relativista: Ecuación de Schrödinger

A principios del siglo XX, los paradigmas que la fı́sica clásica habı́a establecido fueron desplazados por la
observación de nuevos fenómeno que no se ajustaban con lo ya establecido; experimentos como el efecto foto-
eléctrico y el movimiento browniano, demostraban que la materia estaba conformada por pequeñas partı́culas a
las cuales se les denominó átomos (en honor a los griegos que antiguamente las nombraron ası́); mientras que, la
propagación de ondas electromagnéticas en el vacı́o y la invariancia de las ecuaciones de Maxwell ante transfor-
maciones de Lorentz (y no de Galileo), demostraron que la dinámica de los cuerpos era distinta a la que se pensaba
hasta ese momento.

Para poder describir estos dos fenómenos, se crearon dos distintas teorı́as:

1. La primera de éstas teorı́as llamada cuántica, se dedica a estudiar a la materia a niveles atómicos y subatómi-
cos.

2. La segunda teorı́a llamada relatividad, se puede dividir en dos grandes ramas: la relatividad especial y la
relatividad general; la primera de éstas se dedica a estudiar la dinámica de cuerpos que se mueven a ve-
locidades cercanas a la de la luz (velocidades relativistas), mientras que la segunda estudia la interacción
gravitacional utilizando los postulados incorporados por la relatividad especial.

Desde esta perspectiva, la relatividad general se dedica a estudiar a la materia a niveles macroscópicos, ya que,
para objetos con poca masa, la interacción gravitacional es prácticamente despreciable. Por ésta y otras razones,
unificar la teorı́a cuántica con la teorı́a de la relatividad general no ha sido posible y es un problema que hasta la
fecha sigue abierto.

Sin embargo, se ha observado en algunos fenómenos cuánticos partı́culas que se mueven a velocidades rela-
tivistas, por lo cual, ha sido de gran interés para los fı́sicos de nuestra época conciliar la teorı́a de la relatividad
especial con la teorı́a cuántica, llamada ”teorı́a de la mecánica cuántica relativista”.

Muchos fı́sicos trataron de conciliar estas dos teorı́as, los mas citados en la literatura corresponden a Oskar
Klein, Walten Gordon y Paul Dirac; los primeros dos son reconocidos por la ecuación de Klein-Gordon, la cual
describe a partı́culas que se mueven a velocidades relativistas pero que no consideran el espı́n o cuyo espı́n es
igual a cero, mientras que la ecuación que propuso Paul Dirac, describe partı́culas que se mueven a velocidades
relativistas con espı́n fraccionario 1/2 conocidas como ”fermiones”, las cuales aparecen en muchos lugares de la
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naturaleza (como el electrón).

Por esto último, la descripción dada por Paul Dirac es mas completa que la de Klein-Gordon, razón por la
cual se utiliza más en experimentos y aplicaciones; este trabajo se dedicará a la dispersión cuántica de partı́culas
relativistas utilizando la ecuación de Dirac, dejando de lado a la de Klein-Gordon. Sin embargo, antes de poder
resolver el problema de interés, se hablará de la mecánica cuántica, de la relatividad especial y de la mecánica
cuántica relativista desde un punto de vista fı́sico y posteriormente, se tocará el formalismo matemático que se
necesita para resolverlo.

En este subcapı́tulo, primero se hablará sobre los postulados de la mecánica cuántica no relativista; cabe recal-
car que todos estos resultados no fueron obtenidos de manera inmediata, hubieron muchos fı́sicos que abordaron
estos problemas para converger a las conclusiones actuales. Sin embargo, por el tipo de trabajo que se está presen-
tando, se presindirá de mencionar a todos éstos autores y solo se enfocará a lo ya comentado.

Para poder empezar a hablar sobre los postulados de la mecánica cuántica, se debe mencionar una de las pro-
piedades mas importantes sobre los sistemas cuánticos: ”la dualidad onda-partı́cula”; ésta se manifiesta por las
perturbaciones que se hacen en un sistema cuántico, cuando se realizan experimentos sobre éstos. Dependiendo
de como se perturbe el sistema, las partı́culas que lo conforman se pueden comportar como si fueran ”partı́cu-
las clásicas” ( i. e. presentan caracterı́sticas como el momento lineal o angular de las ”partı́culas clásicas”), pero
también pueden comportarse como ”ondas clásicas” ( i. e. presentan propiedades como la interferencia o superpo-
sición de las ”ondas clásicas”). Por ésta razón, las leyes de Newton o la ecuación de onda clásica, no logran dar una
descripción completa de éstos sistemas. Además, se observó que las mediciones realizadas en estos sistemas son
múltiplos de un valor ya establecido, y no un continuo como se observaba en las teorı́as clásicas; a este fenómeno
se le denomino ”cuantización”.

Para poder modelar este tipo de fenómenos se postularon los siguientes axiomas para describirlos:

1. El espacio de configuraciones de un sistema cuántico corresponde a un espacio de Hilbert separable y com-
plejo H ; además, todos los posibles estados de un sistema están dados por vectores ψ ∈H con norma
igual a uno.

2. A cada observable a, le corresponde un operador lineal A auto-adjunto, definido en un subconjunto denso
D(A) ⊆ H ; cuyos eigenvalores son las posibles mediciones que se pueden obtener de a en el sistema.
Además, el operador correspondiente al polinomio Pn(a) = ∑

n
j=0 α ja j, con α j ∈ R, está dado por Pn(A) =

∑
n
j=0 α jA j, con dominio D(Pn(A)) =D(An) = {ψ ∈D(A)|Aψ ∈D(A) . . .An−1ψ ∈D(A)}(A0 = I).

3. El valor promedio del observable a, cuando el sistema se encuentra en el estado ψ , está dado por a =
〈ψ,Aψ〉, que debe es real para toda ψ ∈D(A) porque A es autoadjunto.

4. La evolución en el tiempo está dada por un grupo unitario, uni-paramétrico y fuertemente continuo U(t). El
generador de este grupo corresponde a la energı́a del sistema.

Estos postulados se pueden encontrar con mayor detalle en la referencia [20].

En este subcapı́tulo, no se hará tanto incapı́e en el axioma dos, ya que, éste será tocado con mayor detalle en
el capı́tulo dos.

En este subcapı́tulo, los vectores que se utilizarán son funciones complejas

ψ : R3×R−→ C

1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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tales que ψ = ψ(x, t) donde x corresponde a la parte espacial y t a la temporal; estas funciones son conocidas como
”funciones de onda”. Además, la función

ρt(x) = |ψ(x, t)|2 (1.1)

se postula como la densidad de probabilidad de encontrar al sistema en el punto x al tiempo t. Por tal razón, como
el sistema cuántico debe estar en algún lugar del espacio, se debe de cumplir que:∫

R3
|ψ(x, t)|2d3x = 1 ∀t ∈ R. (1.2)

De tal manera que ψ(x, t) ∈ L2(R3) ∀t ∈ R; esto implica que el espacio de Hilbert a utilizar es H = L2(R3).

Puesto que los observables, por el segundo axióma, corresponden a operadores lineales auto-adjuntos, se pos-
tula que el momento lineal p, la posición x y al potencial de interacción V (x, t) corresponden a:

pψ = (−i
∂ψ

∂x
,−i

∂ψ

∂y
,−i

∂ψ

∂ z
) (1.3)

xψ = (xψ,yψ,zψ) (1.4)

V (x, t)ψ =V (x, t)ψ (1.5)

donde se toma como convención que h̄ = 1.

Para poder determinar a la ”función de onda”, se optó por una teorı́a Hamiltoniana, adonde H designa el
Hamiltoniano del sistema. Si el sistema esta compuesto por una sola partı́cula con masa normalizada a m = 1/2,
la cual está siendo perturbada por un potencial V (x, t), el Hamiltoniano del sistema está dado por:

H = |p|2 +V (x, t). (1.6)

Cuantizando la ecuación 1.6, es decir, cambiando las observables clásicas por operadores, se obtiene que:

H(ψ) = (−4+V (x, t))ψ =−4ψ +V (x, t)ψ. (1.7)

Se postula que la evolución temporal de la función de onda viene dada por la ecuación siguiente,

−4ψ +V (x, t)ψ = i
∂ψ

∂ t
. (1.8)

La ecuación 1.8 es ”la ecuación de Schrödinger” para una partı́cula puntual sin espı́n, que interactúa con una
fuerza externa con potencial V (x, t). En los casos en que el potencial no cambia en el tiempo, es decir, V no es
función del tiempo, la ecuación de Schrödinger se reescribe como

−4ψ +V (x)ψ = i
∂ψ

∂ t
. (1.9)

En ésta última, podemos proponer como solución una función de onda ψ(x, t) = ϕ(x)e−itE que, al hacer sepa-
ración de variables se obtiene la ”ecuación de Schrödinger independiente del tiempo”, la cual está dada por

−4ϕ +V (x)ϕ = Eϕ. (1.10)

1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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Esta deducción se puede estudiar con mayor detalle en la referencia [11].

Note que la ecuación 1.10 corresponde a una ecuación de eigenvalores E; estos eigenvalores corresponden a la
energı́a del sistema, por lo cual, es pertinente estudiar el espectro del operador de Schrödinger

H =−4+V (x) (1.11)

para poder obtener sus soluciones.

Para el caso de n partı́culas con masas normalizadas a mi = 1/2 con i = 1 . . .n, el Hamiltoniano toma la forma:

H =
n

∑
i=1
|pi|2 +V (x1, · · · ,xn, t) (1.12)

donde xi es la posición de la i-esima partı́cula, pi es el momento de la i-esima partı́cula y V (x1, · · · ,xn, t) es el
potencial que contiene todas las interacciones que hay entre las partı́culas.. De esta expresión se sigue que:

H =
n

∑
i=1

(−4i)+V (x1, · · · ,xn, t) (1.13)

donde:

4i =
∂ 2

∂ 2xi
+ ∂ 2

∂ 2yi
+ ∂ 2

∂ 2zi

y xi = (xi,yi,zi).

Por último, se hablará del ”espı́n”, el cual corresponde a una de las propiedades mas importantes de las partı́cu-
las cuánticas. Para esto, primero se hablará del momento angular en la mecánica cuántica y posteriormente de éste.

Al igual que en la mecánica clásica, se define el operador de momento angular por medio de la siguiente
expresión:

l = r×p (1.14)

donde, en este caso, r corresponde al operador de posición y p al operador de momento. El momento angular
corresponde a un observable del sistema, por lo cual, debe de cumplir con el segundo axioma de la mecánica
cuántica; esto último se supondrá cierto para los calculos siguientes.

De la definición 1.14, se deduce que el operador de momento angular está dado por:

l = (iz
∂

∂y
− iy

∂

∂ z
, ix

∂

∂ z
− iz

∂

∂x
, iy

∂

∂x
− ix

∂

∂y
) (1.15)

que en términos de componentes se puede escribir como:

l = lx î+ lyĵ+ lzk̂ (1.16)

donde

1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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lx = iz ∂

∂y − iy ∂

∂ z

ly = ix ∂

∂ z − iz ∂

∂x

lz = iy ∂

∂x − ix ∂

∂y

. (1.17)

Se observa que los conmutadores de las componentes del momento angular son:

1.- [lx, ly] = ilz.

2.- [ly, lz] = ilx.

3.- [lz, lx] = ily.

La demostración de estos se pueden encontrar en los libros [11] y [12].

De manera general, si un observable J = Jx î+ Jy ĵ+ Jzk̂ cumple las reglas de conmutación anteriores, es decir,
cumple

[Jx,Jy] = iJz

[Jy,Jz] = iJx

[Jz,Jx] = iJy

entonces, se dice que que el operador J es un momento angular.

Retomando a l, se puede demostrar que el operador |l|2 definido por

|l|2 = l2
x + l2

y + l2
z

cumple las reglas de conmutación

[li, |l|2] = 0

donde i = x,y,z.

De igual manera, esto se puede encontrar en los libros [11] y [12].

Por lo tanto, se pueden encontrar eigenvectores simultáneos para el par de operadores (|l|2, lx); esto también
es válido para los pares (|l|2, ly) y (|l|2, lz). Por esta razón, solo se necesita tomar un par arbitrario de estos, para
encontrar un conjunto completo de eigenvectores; en particular, se tomará el par (|l|2, lz).

Se puede demostrar, que el conjunto de eigenvectores asociados a este par {ψ j,m} cumple las siguientes pro-
piedades:

|l|2ψ j,m = j( j+1)ψ j,m

lzψ j,m = mψ j,m
(1.18)

donde 2 j = p+q con p,q ∈ N∪{0}, − j ≤ m≤ j y 2m = p′+q′ con p′,q′ ∈ Z.

1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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Los resultados anteriores permiten la descripción de un electrón en presencia de un campo magnético estático.
Para poder realizar esta descripción, se debe de modificar el operador de momento 1.3 a lo siguiente:

p→ p− eA(r)
c

(1.19)

donde e es la carga del electrón. De esta expresión, se sigue que:

|p− eA(r)
c |

2 = |p|2− e
c(A ·p+p ·A)+ e2

c2 |A|2

= |p|2− e
c(H · l)+

e2

4c2 |H|2r2
⊥

(1.20)

donde H es el campo magnético, l es el momento angular y r2
⊥ es el cuadrado de la proyección de r al plano

perpendicular del campo H. Por lo cual, el operador de Schrödinger del electrón viene dado por:

H = |p|2− e
c
(H · l)+ e2

4c2 |H|
2r2
⊥. (1.21)

Si se toma un sistema con n electrones y se desprecia la interacción que hay entre estos, el operador de
Schrödinger total queda determinado por:

H =
n

∑
i=1
|p|2i −

e
c
(H ·L)+ e2

4c2 |H|
2(

n

∑
i=1

r2
⊥) (1.22)

donde L es el momento angular total del sistema, definido de la misma manera que en la mecánica clásica. El
tercer término es bastante pequeño desde el punto de vista experimental, por lo cual se puede despreciar, dejando
al operador de Schrödinger como:

H =
n

∑
i=1
|p|2i −

e
c
(H ·L). (1.23)

De la teorı́a electromagnética, se sabe que cada electrón tiene un momento magnético generado por la órbita
en que se desplaza, el cual, es proporcional al momento angular de éste:

µ =
e
c

l

por lo que, el momento magnético total va estar dado por

M =
e
c

L

y por lo tanto, el operador de Schrödinger 1.23 se puede reescribir como

H =
n

∑
i=1
|p|2i −M ·H. (1.24)

Se puede demostrar que este operador conmuta con las tres componentes del momento angular total L (vea las
referencias [11] y [12]), por lo tanto, si se toma el campo H paralelo al eje z, los operadores H, |L|2 y Lz tendrán
un conjunto en común de eigenvectores {ψnLM}, cuyos eigenvalores EnLM son de la forma

1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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EnLM = EnL
0 +MµB|H|

donde L, M cumplen las mismas caracterı́sticas que en 1.18, µB = e
c es el magnetón de Bohr y EnL

0 son los
eigenvalores del operador momento lineal total ∑

n
i=1|p|2i . De esto, se pueden concluir tres cosas:

1. Cada nivel EnL
0 del espectro se divide por el campo H en un ”multiplete” de (2l+1) niveles equidistantes.

2. Estos niveles se distribuyen en cada lado de EnL
0 de tal manera que su distancia de EnL

0 en promedio es cero.

3. La distancia entre dos niveles vecinos siempre es µB|H| independientemente de la cantidad de electrones
que se tomen.

Estas conjeturas fueron parcialmente confirmadas por los experimentos; las discrepancias mas importantes con
estas conjeturas fueron:

1. Si el conjunto n es impar, los multipletes eran todos equitativos, que solo se logra cuando L toma valores
fraccionarios.

2. La distancia entre vecinos en un mismo multiplete es de la forma gµB|H|, donde g, llamado el factor de
Landé, varı́a según el multiplete observado con lı́mites muy grandes.

Para poder arreglar estas dificultades, se introdujo un momento angular fraccionario, el cual está asociado a
cada electrón y es intrénseco a este. Este nuevo momento angular s se conoce como espı́n, el cual tiene magnitud
1
2 y tiene asociado un momento magnético µs dado por:

µs = gs
e
c

s

donde gs ' 2 para fines experimentales.

Este momento angular s = (sx,sy,sz) tiene como componentes

sx =
1
2

σx

sy =
1
2

σy

sz =
1
2

σz

donde σx,σy,σz son las matrices de Pauli, las cuales están dadas por:

σx =

(
0 1
1 0

)

σy =

(
0 −i
i 0

)
1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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σz =

(
1 0
0 −1

)
y, además, cumplen las siguientes relaciones:

σ
2
x = σ

2
y = σ

2
z = 1

σxσy =−σyσx = iσz

σyσz =−σzσy = iσx

σzσx =−σxσz = iσy

σxσyσz = i

Trσz = Trσy = Trσz = 0

detσx = detσy = detσz =−1.

De esta manera, el operador de Schrödinger 1.23 toma la forma:

H =
n

∑
i=1
|p|2i −

e
c
(H · (L+2S)) (1.25)

donde S = ∑
n
i=1 si es el espı́n total del sistema.

Si se observa con detenimiento esta ecuación, esta consiste en una ecuación matricial, cuyas soluciones con-
tienen dos funciones de onda como componentes de un vector de dos entradas

ψ =

(
ψ1
ψ2

)
.

Estas soluciones son conocidas en la literatura como espinores, los cuales cumplen mas propiedades, aparte de
necesitar un vector compuesto por funciones de onda con mas de una entrada para poder determinarlos. Estas pro-
piedades extras no serán enunciadas en este trabajo, ya que, no se utilizan en ningún momento en la resolución del
problema; por lo que, solo se utilizará el hecho de que los espinores necesitan un vector compuesto por funciones
de onda con mas de una entrada para poder describirlos.

1.1. MECÁNICA CUÁNTICA NO RELATIVISTA: ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER
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1.2. Un breve repaso de la relatividad especial

Como se comentó en el subcapı́tulo anterior, a la par de la teorı́a cuántica, se creo la teorı́a de la relatividad,
la cual, se divide en dos grandes ramas: la relatividad especial y la relatividad general. En este subcapı́tulo solo se
abordará la relatividad especial y se darán los puntos mas importantes de ésta. De ahora en adelante, se tomará la
velocidad de la luz c = 1 a lo largo del texto.

En principio, la relatividad especial surgió para describir la dinámica de partı́culas que se mueven a velocidades
muy cercanas a la de la luz (nombradas velocidades relativistas). El surgimiento de ésta empezó gracias a la
electrodinámica clásica y las ecuaciones de Maxwell, ya que, éstas predicen fenómenos que no concordaban con
la intuición fı́sica hasta ese momento.

Como primer punto importante, Lorentz observó que las ecuaciones de Maxwell no eran invariantes ante las
”transformaciones de Galileo”, cuestión que se contrapone a toda la dinámica clásica. Éste tuvo que inventar un
tipo de transformaciones de coordenadas llamadas ”transformaciones Lorentz” (en su honor) para poder dejar
invariantes éstas ecuaciones.

Para poder escribir las transformaciones, suponga que para un observador inercial O , con coordenadas (t,x,y,z),
una onda electromagnética se propaga solamente en la dirección x, esto quiere decir, que la ecuación de onda de
Maxwell del campo eléctrico está dada por:

∂ 2E
∂x2 −

∂ 2E
∂ t2 = 0 (1.26)

análogo para el campo magnético.

Si otro observador inercial O ′, con coordenadas (t ′,x′,y′,z′), observa la misma onda electromagnética, mientras
se mueve a una velocidad v respecto a O , en la dirección x, éste debe realizar el siguiente cambio de coordenadas:

t ′ =
t− vx√
1− v2

(1.27)

(1.28)

x′ =
x− vt√
1− v2

(1.29)

(1.30)

y′ = y (1.31)

(1.32)

z′ = z (1.33)

para que:

∂ 2E
∂x′2
− ∂ 2E

∂ t ′2
=

∂ 2E
∂x2 −

∂ 2E
∂ t2 (1.34)

es decir:

∂ 2E
∂x′2
− ∂ 2E

∂ t ′2
= 0 (1.35)

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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(esto se encuentra en la referencia [18]).

De esta manera, podemos observar que las transformaciones de Lorentz dejan invariantes las ecuaciones de
Maxwell; además, se entrelazan las coordenadas espaciales con las temporales y, por esta razón, para describir estos
fenómenos debemos tomar un espacio de cuatro dimensiones, en el cual, el tiempo y la posición están presentes e
interaccionan; esto es lo que se llama actualmente ”espacio-tiempo”.

Además, se observa que la velocidad lı́mite de cualquier objeto es la de la luz, ya que, en caso contrario, el
factor 1/

√
1− v2 diverge si v = 1 y tiene soluciones imaginarias si v > 1. Esta es la primera razón por la cual no

puede haber objetos que se muevan mas rápido que la velocidad de la luz.

Las transformaciones de Lorentz también son lineales, por lo cual, éstas tienen una representación matricial
dada por:

[Λ
β

α ] =


γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.36)

donde γ = 1/
√

1− v2 es conocido como el factor de Lorentz.

De ésta manera se obtiene que:


t ′

x′

y′

z′

=


γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




t
x
y
z

 . (1.37)

Si el movimiento se realiza en dirección del eje ”y”, entonces, la matriz asociada a la transformación de Lorentz
toma la forma:

[Λ
β

α ] =


γ 0 −vγ 0
0 1 0 0
−vγ 0 γ 0

0 0 0 1

 . (1.38)

Y para la dirección ”z” se tiene que:

[Λ
β

α ] =


γ 0 0 −vγ

0 1 0 0
0 0 1 0
−vγ 0 0 γ

 . (1.39)

Por último, un movimiento compuesto en las tres direcciones es la composición de estas tres matrices según el
orden en que se realice el movimiento.

Posteriormente, se puede demostrar (gracias a las ecuaciones de Maxwell) que las ondas electromgnéticas
pueden viajar en el vacı́o sin la necesidad de estar inmersas en un medio. Éste fenómeno se contrapuso con todo
el conocimiento que se tenı́a sobre las ondas hasta ese momento, ya que, siempre se necesitaba de un medio
para que una onda pudiera propagarse a través de éste; por esta razón, se propuso que el vació en realidad estaba

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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inmerso por una sustancia llamada eter. Este eter poseı́a propiedades muy poco usuales, en principio se consideró
que era isótropo para simplificar las hipótesis, después, éste debı́a permear todo el espacio sin afectar la dinámica
de otros cuerpos como los planetas y, al mismo tiempo, debı́a ser muy rı́gido para permitir que ondas de esa
velocidad viajaran a través de éste; estas dos últimas cualidades en principio se contraponı́an, sin embargo, dadas
las circunstancias se aceptaron en su momento.

Puesto que el eter permeaba todo el espacio, este se podı́a tomar como un sistema de referencia universal, en
el cual, todo fenómeno debı́a describirse con respecto a éste, por lo que, tendrı́a la cualidad de ser un sistema de
referencia preferencial.

Posteriormente, gracias al experimento de Michelson-Morley, se demostró con certeza que el eter no existe y,
por lo tanto, que no existen los sistemas de referencia absolutos. Además, también demostró que la velocidad de
la luz es invariante ante cualquier sistema de referencia inercial que lo observe.

Finalmente Einstein, por su parte, utilizando estos resultados llego a las siguientes conclusiones, proponiendo
ası́ los dos grandes postulados de la relatividad especial:

1. Principio de relatividad: Ningún experimento puede medir la velocidad absoluta de un observador; los re-
sultados de cualquier experimento montado por un observador no van a depender de la velocidad relativa de
los otros observadores que no estén involucrados en el experimentos.

2. La universalidad de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz es la misma respecto a cualquier sistema
de referencia inercial.

Estos dos postulados se encuentran citados en la referencia [18].

El primero de estos se interpreta como que no hay sistemas de referencia preferenciales y los resultados de un
experimento van a depender del observador que lo realice; sin embargo, siempre va haber un cambio de sistema
de coordenadas que haga que estos dos resultados coincidan en sus observaciones. En este caso, las transforma-
ciones de coordenadas que se utilizan son las ”transformaciones de Lorentz”, las cuales tienen como lı́mite las
”transformaciones de Galileo” cuando v << 1, es decir, cuando el observador inercial se mueve a una velocidad
muy pequeña respecto a la de la luz.

El segundo se refiere a que la velocidad de la luz es una constante universal y, además, cualquier observador
inercial que mida la velocidad de la luz obtendrá siempre la misma.

Minkowski observó que todos estos postulados son equivalentes a la geometrización del espacio-tiempo con
la ”métrica de Minkowski”, llamada ası́ en su honor.

Para hablar de esta geometrización, primero se debe mencionar que todos los observadores inerciales tie-
nen asociados un espacio-tiempo de cuatro dimensiones (t,x), donde x = (x,y,z); en este espacio-tiempo, cada
punto (t,x) corresponde a un fenómeno o ”evento” que sucede respecto a éste. La métrica entre dos eventos
(t ′,x′,y′,z′),(t,x,y,z) en un mismo espacio-tiempo está dada por:

(∆s)2 = (t ′− t)2− (x′− x)2− (y′− y)2− (z′− z)2 (1.40)

donde (∆s)2 se conoce como el ”intervalo” entre estos dos eventos.

Ésta es la ”métrica de Minkowski”. En la referencia [18] se demuestra que, dados dos espacio-tiempo diferentes
con intervalos (∆s)2 y (∆s′)2 de los mismo eventos, se cumple que:

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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(∆s)2 = (∆s′)2 (1.41)

es decir, el intervalo es invariante.

De la definición 1.40, se puede demostrar que el intervalo toma valores tanto positivos como negativos, por
esta razón, se pueden clasificar los eventos (t,x) según el signo que tome el intervalo de éstos, es decir, según el
signo de la expresión:

(∆s)2 = t2− x2− y2− z2. (1.42)

Para poder entender ésta clasificación, primero suponga que los eventos que se observan están constreñidos en
la dirección x, de tal manera que, todos éstos se pueden escribir de la forma (t,x,0,0) (que simplificaremos por
notación (t,x)). Note que en el espacio-tiempo, la luz siempre se mueve de manera rectilı́nea y uniforme, ya que,
al ser éste la representación de un sistema de referencia inercial, la velocidad que observará será absoluta y, por lo
tanto, constante; de esto último podemos concluir que la ecuación que describe el movimiento de la luz está dada
por:

x = t y x =−t.

Figura 1.1: Diagrama espacio-tiempo

En el diagrama 1.1, las trayectorias que describen el movimiento de la luz están representadas por rectas de
color rojo, si se rotan éstas dos rectas alrededor del origen se generará un cono; éste cono es llamado en la literatura
como el ”cono de luz”, ya que, representa todas las trayectorias en las cuales la luz puede viajar.

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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En este diagrama, solo se está tomando un corte longitudinal del cono que pasa a través de su vértice; esto
ayudará a simplificar la interpretación de la clasificación de los eventos:

1.- Los eventos ”temporaloides” corresponden a puntos (t,x) cuyo intervalo (∆s)2 > 0, es decir, aquellos que
cumplen la relación |x| < |t|. Esto implica que estos puntos están ubicados dentro del cono de luz, como
se observa en el diagrama 1.1. Fı́sicamente, éstos corresponden a eventos accesibles para el observador, es
decir, puntos en donde el observador puede estar presente. Para observar esto, suponga que se traza una
lı́nea recta x = vt del origen al evento, está debe de cumplir la relación |x| < |t|, por lo cual, se concluye
que |v|< 1; en este caso, la lı́nea recta se puede interpretar como la trayectoria de un objeto en movimiento
rectilı́neo uniforme con velocidad v. Puesto que la velocidad |v| < 1, ésta es accesible por ser menor que
la de la luz, por lo tanto, el observador solo necesitará moverse en esa trayectoria para estar presente en el
evento.

2.- Los eventos ”nulos” corresponden a puntos (t,x) cuyo intervalo (∆s)2 = 0, es decir, aquellos que cumplen
la relación |x| = |t|. Esto implica que estos puntos están ubicados en el cono de luz, como se observa en el
diagrama 1.1. Fı́sicamente, éstos corresponden a eventos que solo son accesibles para la luz o para objetos
que se puedan mover a la misma velocidad que ésta.

3.- Los eventos ”espacialoides” corresponden a puntos (t,x) cuyo intervalo (∆s)2 < 0, es decir, aquellos que
cumplen la relación |x| > |t|. Esto implica que estos puntos están ubicados fuera del cono de luz, como se
observa en el diagrama 1.1. Fı́sicamente, éstos corresponden a eventos no accesibles para el observador, es
decir, puntos en donde el observador nunca podrá estar presente. Siguiendo el mismo razonamiento de los
eventos temporaloides, se puede observar que se necesita una velocidad |v| > 1 para poder acceder a estos
eventos, lo cual es imposible por ser mayor que la de la luz y, por lo tanto, el observador nunca se podrá
enterar de estos.

De manera análoga a la clasificación anterior, si dos eventos (t,x) y (t ′,x′) tiene por intervalo la expresión 1.40:

Se dice que están separados de forma ”temporaloide” si (∆s)2 > 0. Se dice que están separados de forma ”nula
” si (∆s)2 = 0. Se dice que están separados de forma ”espacialoide” si (∆s)2 < 0.

Por otra parte, de la geometrización del espacio-tiempo y las transformaciones de Lorentz, se pudieron encon-
trar dos de los fenómenos mas importantes de la relatividad especial, éstos son:

1.- Dilatación del tiempo: Éste dice que un observador O que ve a otro O ′ moverse a una velocidad relativista
v, observará que el tiempo de éste se dilata y ésta relación está dada por:

(∆t) medido en O =
(∆t)medido en O ′√

1− v2
. (1.43)

Este fenómeno es válido para todos los eventos que son temporaloides respecto a O .

Además, éste es muy importante, ya que se concluye que el tiempo no es absoluto, sino también relativo
respecto al observador.

También se desprende de éste, el concepto de ”tiempo propio” ∆τ asociado al evento (t,x), el cual se define
como el tiempo que mide un reloj en reposo que pasa a través de éste. De ésta definición se deduce que, el
tiempo propio de un evento (t,x) viene dado por la expresión:

(∆τ)2 = (∆s)2. (1.44)

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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Si además, el evento corresponde a un objeto que se mueve a velocidad v, entonces, el tiempo propio está
dado por:

∆τ = ∆t
√

1− v2. (1.45)

2.- Contracción de Lorentz: Éste dice que, si un observador O ve a un objeto de longitud l desplazarse a una
velocidad relativista v, éste percibirá que el objeto está contraı́do a una longitud l′ y éstas están relacionadas
por la siguiente expresión:

l′ = l
√

1− v2. (1.46)

Este fenómeno es válido para todos los eventos separados de manera espacialoide respecto a O .

Además, éste es muy importante, ya que demuestra que la percepción en que se observan los eventos puede
cambiar.

Para continuar con lo siguiente, se asumirá que el lector conoce la notación de Einstein y que tiene conoci-
mientos básicos del álgebra y calculo tensorial.

Regresando al espacio-tiempo, este se puede considerar un espacio vectorial, en el cual, dados dos puntos
(t1,x1,y1,z1), (t2,x2,y2,z2) y un α ∈ R, se define la suma de vectores y la multiplicación por escalar como:

(t1,x1,y1,z1)⊕ (t2,x2,y2,z2) = (t1 + t2,x1 + x2,y1 + y2,z1 + z2)

β � (t1,x1,y1,z1) = (β t1,βx1,βy1,β z1).

Note que, las componentes de cada vector están en su representación covariante, además, para adaptar los
vectores del espacio-tiempo a la notación de Einstein, cada punto se denota como:

(t,x,y,z) = (x0,x1,x2,x3).

De esta manera, cualquier vector A del espacio-tiempo se representa como A = {Aα}, estos son los que se
conocen en la literatura como ”cuatro-vectores”.

Note ahora que, el espacio-tiempo es un espacio de cuatro dimensiones, en el cual, los vectores base están
dados por:

e0 = (1,0,0,0)

e1 = (0,1,0,0)

e2 = (0,0,1,0)

e3 = (0,0,0,1)

los cuales siempre se escriben en su representación contravariante. Además, cada vector se puede escribir (en
notación de Einstein) de la siguiente manera:

A = Aαeα .

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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Recordando ahora que el espacio-tiempo está geometrizado, se puede definir un producto interno en éste de tal
manera que sea consistente con la métrica de Minkowski. Dados dos vectores A = {Aα} y B = {Bβ}, el producto
interior de éstos está dado por:

A ·B = A0B0−A1B1−A2B2−A3B3. (1.47)

De esta manera, la norma de un vector A = {Aα} está dada por:

|A|2 = A ·A = (A0)2− (A1)2− (A2)2− (A3)2. (1.48)

Todo esto lo podemos reescribir en notación de Einstein, representando a la métrica de Minkowski como una

matriz
(

0
2

)
dada por:

{gαβ}=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (1.49)

con su matriz inversa
(

2
0

)
dada por:

{gαβ}=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (1.50)

Por lo cual, las ecuaciones 1.47 y 1.48 se pueden reescribir como:

A ·B = gαβ AαBβ (1.51)

|A|2 = gαβ AαAβ . (1.52)

Note ahora que, por la definición de norma 1.48, los vectores del espacio-tiempo pueden tomar valores tanto
positivos como negativos, por lo cual, se pueden clasificar los vectores según el valor de su norma. Esta clasifica-
ción es análoga a la clasificación que se hace con los eventos: si un vector tiene norma negativa |A|2 < 0 se dice
que es ”espacialoide”, si es igual a cero |A|2 = 0 es ”nulo” y si es positiva |A|2 > 0 es ”temporaloide”; además, la
interpretación que se tiene de la clasificación de los vectores es igual a la de los eventos.

Para finalizar con los cuatro-vectores, se hablará de como cambian éstos entre sistemas de referencia inerciales
y como se transforma un objeto covariante a uno contravariante y viceversa.

Para esto, primero supongamos que existen dos sistemas de referencia inerciales O y O ′ con coordenadas
x = {xα} y y = {yβ}, respectivamente. Cada uno de estos tendrá asociado un espacio-tiempo, en los cuales, se
describirán los eventos según la perspectiva de estos. Por el primer postulado de la relatividad especial, siempre
habrá una manera de relacionar éstas mediciones, la forma de hacerlo es por medio de las transformaciones de
Lorentz. Para explicarlo, suponga que el espacio-tiempo O , observa que el espacio-tiempo O ′, se mueve a una
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velocidad v en la dirección x1, en este caso, la transformación de Lorentz asociada a este movimiento está dada
por:

[Λ
β

α ] =


γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (1.53)

Por lo cual, la relación que existe entre las coordenadas x y y, está dada por:

yβ =Λ
β

αxα (1.54)

donde Λβ

α es la transformación de Lorentz 1.53.

De esto último, se puede demostrar que los vectores de la base de x y y, dados por {eα} y {e′
β
} respectivamente,

se transforman de la siguiente manera:

e′
β
=Λα

β
eα (1.55)

donde Λα

β
es la misma transformación de Lorentz 1.53.

De manera general, si un objeto A
(

n
m

)
tiene componentes A = {Aα1...αn

β1...βm
} en el espacio-tiempo O , éstas, van

a cambiar en O ′ tomando la forma A = {Aα ′1...α
′
n

β ′1...β
′
m
}. La forma de relacionar las diferentes componentes del objeto A,

está dada por:

Aα ′1...α
′
n

β ′1...β
′
m
=Λ

α ′1
α1 . . .Λ

α ′n
αnΛ

β1
β ′1
. . .Λ

βm
β ′m

Aα1...αn
β1...βm

. (1.56)

Se debe puntualizar que, si el movimiento se realiza en dos o mas direcciones, se deberán componer las diferen-
tes transformaciones de Lorentz (según el orden en que se realice el movimiento), para obtener la transformación
final de las componentes.

Ahora, suponga que se tiene un objeto A con representación n covariante, se puede transformar la representa-
ción de A = {Aα1...αn}, a una una representación n−1 covariante y 1 contravariante, tal que, el i-esimo ı́ndice de la
representación n covariante, corresponderá al nuevo ı́ndice contravariante. Esto se define de la siguiente manera:

Aα1...αi−1
αi

αi+1...αn = gαiβ Aα1...αi−1βαi+1...αn (1.57)

donde gαβ es la métrica de Minkowski dada anteriormente.

De manera análoga, se puede transformar la representación de un objeto A = {Aα1...αn} m contravariante, a una
m−1 contravariante y 1 covariante. Ésto está dado por:

Aα1...αi−1
αi

αi+1...αn = gαiβ Aα1...αi−1βαi+1...αn (1.58)

donde gαβ es la inversa de la matriz de la métrica de Minkowski dada anteriormente.
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Para finalizar con este subtéma, se hablará del cuatro-momento y la energı́a relativista, ya que, de esta última
relación se obtiene la ecuación de Dirac.

Suponga que se tiene un espacio-tiempo O con coordenadas (t,x,y,z); de manera análoga a la mecánica clásica,
la descripción del movimiento de una partı́cula puntual que observa O queda completamente determinada por un
cuatro-vector que emerge del origen hasta llegar a la posición de la partı́cula, esto se puede observar en la figura
1.2

Figura 1.2: Descripción del movimiento de una partı́cula

De igual manera, dr representa un cambio en el desplazamiento de la partı́cula, de tal manera que:

dr = r(t ′)− r(t) = (t ′− t,x′− x,y′− y,z′− z)

donde r(s) es el cuatro-vector asociado a la posición de la partı́cula en el tiempo s. Si el cambio es infinitesimal,
entonces:
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dr = (dt,dx,dy,dz).

Se define la cuatro-velocidad U de una partı́cula en movimiento, como el cuatro-vector:

U =
dr
dτ

(1.59)

donde τ es el tiempo propio de la partı́cula.

Note que, la norma de la cuatro-velocidad viene dada por:

|U|2 = U ·U = (
dt
dτ

)2− (
dx
dτ

)2− (
dy
dτ

)2− (
dz
dτ

)2. (1.60)

Como la partı́cula está en movimiento, ésta tiene asociada una velocidad v que puede medir el observador O
desde su sistema de referencia, por lo cual, de la ecuación 1.45 se obtiene que:

dt =
dτ√

1− v2
(1.61)

y por lo tanto:

( dt
dτ
)2− ( dx

dτ
)2− ( dy

dτ
)2− ( dz

dτ
)2 = ( 1√

1−v2 )
2− (dx

dt
dt
dτ
)2− (dy

dt
dt
dτ
)2− (dz

dt
dt
dτ
)2

= ( 1√
1−v2 )

2[1− (dx
dt )

2− (dy
dt )

2− (dz
dt )

2]

= [ 1
1−v2 ][1− v2]

= 1

. (1.62)

Esto concluye que la norma de la cuatro-velocidad para cualquier partı́cula siempre es uno, es decir:

|U|2 = 1. (1.63)

De la misma forma que en la mecánica clásica, se define el cuatro-momento como:

p = mU (1.64)

donde m es la masa en reposo de la partı́cula.

Las componentes del cuatro-momento p son:

p0 =
m√

1− v2

pi =
m√

1− v2

dxi

dt
.
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La primera componente p0 se interpreta como la energı́a relativista de la partı́cula, ya que, si v << 1 p0 se
puede aproximar a lo siguiente:

p0 =
m√

1− v2
≈ m+

1
2

mv2.

Note que esta expresión corresponde a la suma de la energı́a cinética de la partı́cula mas otro término, este
último se interpreta como la energı́a en reposo, ya que, si se está en un sistema de referencia donde la partı́cula
está en reposo p0 = m. Por esta razón, se puede interpretar a p0 como la energı́a total relativista y por lo tanto, las
componentes del cuatro-momento son:

p = (E, p1, p2, p3). (1.65)

Si se toma la norma del cuatro-momento se obtiene:

|p|2 = E2− (p1)2− (p2)2− (p3)2. (1.66)

Tomando la definición de cuatro-momento, se puede observar que:

|p|2 = p ·p = (mU) · (mU) = m2(|U|) = m2 (1.67)

utilizando la ecuación 1.63. Por lo tanto:

m2 = E2−|p|2 o, equivalentemente E2 = m2 + |p|2. (1.68)

Esta última, es la expresión de la energı́a relativista de una partı́cula en movimiento. Esta ayudará a deducir la
ecuación de Dirac en el siguiente subcapı́tulo.

1.3. Inicios de la mecánica cuántica relativista: Ecuación de Dirac

Como se comento en el primer subcapı́tulo, uno de los grandes problemas que hay en la actualidad es conciliar
la mecánica cuántica con la teorı́a de la relatividad. Como primer intento de conciliación, se propuso tomar las
ideas de la relatividad especial y combinarlas con la mecánica cuántica, esto dio como primera aproximación
la ecuación de Klein-Gordon, la cual se puede deducir de la siguiente manera. Dada la expresión de la energı́a
relativista

E2 = m2 + |p|2 (1.69)

se propone cuantizar la anterior, utilizando los operadores de la energı́a E y el momento p de la mecánica
cuántica no relativista. De esto último, se obtiene la ecuación de Klein-Gordon

− ∂ 2ψ

∂ t2 = (−∆+m2)ψ (1.70)

donde ψ es la función de onda a determinar.
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Ésta es una de las primeras aproximaciones para describir partı́culas cuánticas libres a velocidades relativistas;
sin embargo, la descripción que da es para partı́culas de espı́n 0, por lo cual, la información que otorga es insu-
ficiente para electrones y, en general, para átomos. Por esta razón, Dirac dedujo una ecuación que permitiera la
descripción de electrones libres que se movieran a velocidades relativistas.

Para realizar esto, el hizo una linearización de la ecuación de Klein-Gordon, es decir, transformó la ecuación
diferencial de segundo orden a una de primer orden e incluyó el espı́n en esta linearización. Esto se realizo de la
siguiente manera:

Como la descripción de los electrones necesita el uso de espinores, Dirac propuso que cualquier solución de
su ecuación diferencial debe ser un espinor, es decir, debe de ser de la forma:

ψ =


ψ1
ψ2
...

ψn


donde n se debe determinar.

Posteriormente, propuso que la ecuación de Klein-Gordon fuera una ecuación matricial, es decir, fuera una
ecuación de la forma

Ii
∂ 2

∂ t2 ψ = I(−∆+m2)ψ (1.71)

donde I es la matriz identidad de dimensión n×n, es decir,

I=

 1 · · · 0
...

. . . 0
0 · · · 1

 .

Se propone como linearización de la ecuación de Klein-Gordon, al operador

IE = α ·p+βm (1.72)

donde α = (α1,α2,α3) es un vector cuyas componentes son matrices de n× n, β es una matriz de n× n y
p = ( ∂

∂x ,
∂

∂y ,
∂

∂ z) es el operador de momento.

Al elevar al cuadrado este operador, se obtiene que

IE2 = (α ·p+βm)(α ·p+βm)

= (α ·p)(α ·p)+(βm)(α ·p)

+(α ·p)(βm)+(βm)(βm)

. (1.73)

Como α ·p = α1 p1 +α2 p2 +α3 p3, el primer término de la 1.73 se puede reescribir como
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(α1 p1 +α2 p2 +α3 p3)(α1 p1 +α2 p2 +α3 p3) = α2
1 p2

1 +α1α2 p1 p2 +α1α3 p1 p3 +α2α1 p2 p1 +α2
2 p2

2

+α2α3 p2 p3 +α3α1 p3 p1 +α3α2 p3 p2 +α2
3 p2

3

= α2
1 p2

1 +(α1α2 +α2α1)p2 p1 +(α1α3 +α3α1)p3 p1+

+α2
2 p2

2 +(α2α3 +α3α2)p2 p3 +α2
3 p2

3

. (1.74)

El segundo y tercer término de la ecuación 1.74 se puede reescribir como

(βm)(α ·p)+(α ·p)(βm) = (βα +αβ ) · (mp) (1.75)

(1.76)

(βm)(βm) = m2
β

2. (1.77)

Puesto que la expresión 1.73 debe coincidir con la ecuación 1.71 al elevarse al cuadrado, se concluye de 1.74,
1.76 y 1.77 que las matrices α1,α2,α3,β deben de cumplir las siguientes relaciones:

α
2
i = I , ∀i = 1,2,3

β
2 = I

βαi +αiβ = 0 , ∀i = 1,2,3

αiαk +αkαi = 0 , ∀i,k = 1,2,3 con i , k.

De las primeras dos relaciones se concluye que:

1.- ∀i = 1,2,3 los eigenvalores de αi,β son ±1.

2.- ∀i = 1,2,3 las matrices αi,β son invertibles y, además, las matrices inversas son ellas mismas.

De la segunda observación y la tercera relación de las matrices de Dirac se obtiene que:

αi =−βαiβ .

Sacando la traza de la matriz αi con i = 1,2,3 se obtiene que:

Trαi = Tr(Iαi) = Tr(β 2
αi) = Tr(βαiβ ) =−Trαi.

Por lo tanto:
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Trαi = 0 , ∀i = 1,2,3.

De manera análoga se demuestra que

Trβ = 0.

Por otra parte, como a partir de α1,α2,α3,β se obtiene el operador de energı́a, éstas deben ser Hermitianas,
ya que, de lo contrario el operador de energı́a no serı́a auto-adjunto, lo cual, contradice el segundo axioma de la
mecánica cuántica. Esto implica que las matrices αi,β son diagonalizables ∀i = 1,2,3, por lo cual,

Tr(αi) =
n

∑
j=1

λ j , ∀i = 1,2,3

donde λ j son los eigenvalores de la matriz αi y n es la dimensión de esta matriz. Puesto que los eigenvalores
de estas matrices son exclusivamente 1 y −1, se tiene que:

Tr(αi) = p−q

donde p,q ∈ N son la multiplicidad de los eigenvalores de 1 y −1, respectivamente.

Como ∀i = 1,2,3 se cumple que Tr(αi) = 0, se tiene que p = q. Esto implica que si la dimensión de la matriz
αi es n, entonces n = 2p, ya que, n es la suma de las multiplicidades de los eigenvalores de αi. Por lo tanto, la
dimensión de la matriz αi es par y, por lo tanto, αi ∈M2p×2p(C) ∀i = 1,2,3, donde p ∈ N. De manera análoga se
sigue que β ∈M2p×2p(C).

Este es un resultado muy importante, ya que, impone condiciones en la dimensión de la ecuación diferencial
y, por lo tanto, también en las soluciones o espinores.

Para p = 1, las matrices αi ∈M2×2(C) coinciden con las matrices de Pauli σi, esto recupera los resultados de
la mecánica cuántica no relativista que incluyen al espı́n.

Para el caso p = 2 que es el que interesa, las matrices αi,β ∈M4×4(C) toman la forma siguiente:

αi =

(
0 σi

σi 0

)

β =

(
1 0
0 −1

)
.

(1.78)

De esta manera, la ecuación de Dirac libre se puede escribir de la siguiente forma:

− iα1
∂ψ

∂x
− iα2

∂ψ

∂y
− iα2

∂ψ

∂ z
+βmψ = iI

∂ψ

∂ t
. (1.79)

Multiplicando la expresión 1.79 por la matriz β y definiendo las matrices γµ con µ = 0,1,2,3, de la siguiente
manera:

γ
0 = β , γ

i = βαi∀i = 1,2,3.
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Se obtiene que:

− iγ1 ∂ψ

∂x
− iγ2 ∂ψ

∂y
− iγ3 ∂ψ

∂ z
+ Imψ = iγ0 ∂ψ

∂ t
. (1.80)

Ésta última se puede reescribir, utilizando notación de Einstein y omitiendo la matriz I como:

[iγµ
∂µ −m]ψ = 0. (1.81)

Esta expresión se conoce como ”la forma covariante de la ecuación de Dirac libre”; ésta se distinguirá de la
ecuación de Dirac libre 1.72, a pesar de que estas sean equivalentes.

Además, las nuevas matrices γµ cumplirán propiedades análogas a las matrices α y β , heredadas por éstas.
Los anticonmutadores de estas matrices cumplen que:

γ
µ

γ
ν + γ

ν
γ

µ = 2gµνI (1.82)

donde gµν es la métrica de Minkowski definida en el subcapı́tulo anterior.

Las condiciones de Hermeticidad se transforman en:

γ
0† , γ

i† =−γ
i ∀ i = 1,2,3

que se pueden reescribir como:

γ
µ † = γ

0
γ

µ
γ

0 ∀µ = 0,1,2,3.

Por último, es importante notar que las representaciones contravariantes de las matrices γµ , es decir, γµ =
gµνγν , cumplen las siguientes relaciones:

γ0 = γ
0 , γi =−γ

i∀i = 1,2,3 y γ
µ = γµ

† = γ
−1
µ ∀µ = 0,1,2,3.

La forma covariante de la ecuación de Dirac libre 1.81, permite demostrar que la ecuación de Dirac libre es
invariante ante transformaciones de Lorentz. Para esto, suponga que existen dos sistemas de referencia O y O que
observan y describen a la misma partı́cula. Estos dos sistemas de referencia obtendrán sus respectivas funciones
de onda ψ(x0,x1,x2,x3) = ψ(x) y ψ(x′0,x′1,x′2,x′3) = ψ ′(x′) como soluciones de la ecuación de Dirac libre en sus
respectivos sistemas de referencia. Estas ecuaciones serán de la forma:

[iγµ
∂µ −m]ψ(x) = 0

[iγ ′µ∂
′
µ −m]ψ ′(x′) = 0

donde la masa m no cambia por ser la masa en reposo de la partı́cula.

Note que, si Λµ

ν es la transformación de Lorentz que relaciona los sistemas de referencia O y O ′, se obtienen
que:
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xµ =Λ
µ

ν x′ν y ∂µ =Λν
µ∂
′
ν .

Por lo cual, sustituyendo esto en la ecuación de Dirac del observador O se obtiene que:

[iγµΛν
µ∂
′
ν −m]ψ([Λν

µ ]x
′) = 0

donde Λν
µ es la matriz asociada a la transformación de Lorentz.

Renombrando γ̂ν = γµΛν
µ , se puede reescribir la ecuación anterior como:

[iγ̂ν∂
′
ν −m]ψ([Λν

µ ]x
′) = 0. (1.83)

Note que, las matrices γ̂ν cumplen la propiedad 1.82; para esto, observe que:

γ̂
µ

γ̂
ν + γ̂

ν
γ̂

µ = γ
λΛ

µ

λ
γ

θΛν
θ + γ

θΛν
θ γ

λΛ
µ

λ
=Λ

µ

λ
Λν

θ (γ
λ

γ
θ + γ

θ
γ

λ ) = 2Λµ

λ
Λν

θ gλθ I= 2gµνI.

Por lo cual, por el teorema fundamental de las matrices γµ (vea referencia [12]), existe una transformación
unitaria U , tal que,

γ̂
ν =U∗γ ′νU.

Por lo tanto, la ecuación 1.83 se puede reescribir como:

[iU∗γ ′νU∂
′
ν −m]ψ([Λν

µ ]x
′) = 0 (1.84)

que, al multiplicar la ecuación anterior por U se obtiene que:

[iγ ′νU∂
′
ν −mU ]ψ([Λν

µ ]x
′) = 0

o, equivalentemente:

[iγ ′ν∂
′
ν −m][Uψ([Λν

µ ]x
′)] = 0. (1.85)

Note que, la expresión 1.85 corresponde a la ecuación de Dirac libre asociada al observador O ′, por lo tanto,
[Uψ([Λν

µ ]x
′)] es solución de esta ecuación. Como ψ ′(x′) es la solución original a la ecuación 1.85, es decir, es la

función de onda que determinó inicialmente O ′, y éstas dos soluciones describen el mismo fenómeno fı́sico visto
desde el mismo sistema de referencia, entonces, se debe de cumplir que:

ψ
′(x′) =Uψ([Λν

µ ]x
′). (1.86)

De esto último podemos concluir que la ecuación 1.85 se puede reescribir como:

[iγ ′ν∂
′
ν −m]ψ ′(x′) = 0.
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Esto demuestra que, la ecuación de Dirac libre es invariante ante transformaciones de Lorentz; además, da una
regla de correspondencia entre dos distintas funciones de onda, obtenidas por dos distintos observadores inerciales
que describen el mismo fenómeno.

Otra de las propiedades importantes de la ecuación de Dirac libre, corresponde a que ésta tiene una densidad
de probabilidad positiva.

Para observar esto, se tomará la ecuación de Dirac libre en su forma no covariante; multiplicando esta expresión
por la conjugada hermitiana de la función de onda ψ† = (ψ1 · · ·ψ4) se obtiene que:

iψ† ∂ψ

∂ t
=−iψ†

α ·∇ψ +mψ
†
βψ. (1.87)

Ahora, multiplicando por ψ a la conjugada hermitiana de la ecuación de Dirac libre, se obtiene que:

− i
∂ψ†

∂ t
ψ = i∇ψ

† ·αψ +mψ
†
βψ. (1.88)

Restando la expresión 1.88 y a la ecuación 1.87, se obtiene que:

i(ψ† ∂ψ

∂ t
+

∂ψ†

∂ t
ψ) =−i(ψ†

α ·∇ψ +ψ
†
α ·∇ψ)+(mψ

†
βψ−mψ

†
βψ). (1.89)

Ésta se puede reescribir como:

i
∂ψ†ψ

∂ t
=−i∇(ψ†

αψ). (1.90)

De esta última ecuación, se define la densidad de probabilidad como

ρ = ψ
†
ψ.

Ésta siempre es positiva, ya que,

ψ
†
ψ =

4

∑
i=1

ψiψi ≥ 0

para cualquier punto x ∈ R3 y t ∈ R. Por otra parte, se define a la corriente de probabilidad como la expresión

j = iψ†
αψ.

De esta manera, la expresión 1.90 se transforma en:

∂ρ

∂ t
=−∇ · j⇒ ∂ρ

∂ t
+∇ · j = 0. (1.91)

La expresión 1.91 corresponde a una ecuación de continuidad; para verificar esto, se debe de mostrar que la
probabilidad se conserva, es decir, que ρ cumple que:
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∂

∂ t

∫
R3

ρd3x = 0. (1.92)

Para demostrar esto, se integrará la expresión 1.91 en todo el espacio, lo cual transforma a 1.91 en:

∂

∂ t

∫
R3

ρd3x+
∫
R3

∇ · jd3x = 0. (1.93)

Se va a demostrar que el segundo término de la ecuación 1.93 siempre es cero.

Recuerde que ψ una función de cuadrado integrable. Supongamos que:

lı́m
r→∞

ψ = 0. (1.94)

Por lo cual, utilizando el teorema de Gauss en el segundo término de la ecuación 1.93, éste se transforma en:

∫
R3

∇ · jd3x = lı́m
r→∞

∮
∂Br(0)

j · n̂d3x. (1.95)

Sin embargo, como

j = iψ†
αψ

entonces

lı́m
r→∞

j = 0.

Por lo tanto,

∃ r > 0 tal que j≈ 0 ∀x ∈ ∂Br(0).

De esta manera

lı́m
r→∞

∮
∂Br(0)

j · n̂d3x = 0. (1.96)

Esto último demuestra que:

∂

∂ t

∫
R3

ρd3x = 0. (1.97)

Por lo tanto, 1.91 es una ecuación de continuidad y, por lo tanto, ρ se puede interpretar como la densidad de
probabilidad del sistema.

Para terminar con la discusión de la ecuación de Dirac libre, se hablará de las soluciones de esta, ası́ como la
interpretación que se da de ellas.
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Para poder encontrar la soluciones de la ecuación de Dirac libre, primero se supondrá que el observador inercial
O que realiza el experimento, está en el sistema de referencia donde la partı́cula está en reposo, es decir, en el
sistema de referencia donde p = 0. De esto se sigue que 1.79 se puede reescribir como:

mβψ = i
∂ψ

∂ t
. (1.98)

Esta ecuación tiene cuatro soluciones, las cuales están asociadas a los eigenvalores y eigenvectores de la matriz
β ; por tal razón, éstas están dadas por:

ψ1
0 (x) = ω1(0)e−imt , ψ2

0 (x) = ω2(0)e−imt , ψ3
0 (x) = ω3(0)eimt , ψ4

0 (x) = ω4(0)eimt (1.99)

donde ω i(0) corresponde a los eigenvectores de β para i = 1,2,3,4. Note que, las primeras dos soluciones
corresponden a energı́as positivas, mientras que las restantes a negativas; esto se puede observar si se aplica el
operador energı́a E = i ∂

∂ t a las funciones ψ i
0 para toda i = 1,2,3,4. Además, estas soluciones se pueden compactar

definiendo a

εr =

{
1 si r = 1,2
−1 si r = 3,4

.

De esta manera, las cuatro soluciones de la ecuación de Dirac libre se pueden reescribir como:

ψ
r
0(x) = ω

r(0)e−iεrmt .

Por otra parte, note que en el sistema en reposo el cuatro-momento está dado por:

p0 = m , pi = 0 para todo i = 1,2,3.

Además, note que:

t = x0 = g0µxµ = g00t +g01x+g02y+g03z.

Por lo cual,

mt = p0x0 = p0x0 + p1x1 + p2x2 + p3x3 = pµxµ .

Por lo tanto, las soluciones a la ecuación de Dirac libre en este sistema se pueden reescribir como:

ψ
r
0(x) = ω

r(0)e−iεr pµ xµ .

Ahora, suponga que existe otro observador inercial O ′, tal que observa a la partı́cula moverse a una velocidad v.
Como ya se demostró en este subtema, la solución a la ecuación de Dirac libre que determina O ′, está relacionada
con la de O por medio de la expresión 1.86. Por lo cual, si ψr

p(x
′) denota a la función de onda determinada por O ′,

entonces, ésta va a estar dada por:
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ψr
p(x
′) =U [ωr(0)e−iεr pµΛν

µ x′ν ]

=U [ωr(0)e−iεr p′ηΛµ

ηΛ
ν
µ x′ν ]

=U [ωr(0)e−iεr p′η δ ν
η x′ν ]

=U [ωr(0)e−iεr p′ν x′ν ]

= [Uωr(0)]e−iεr p′ν x′ν

. (1.100)

donde {p′ν} es el cuatro-momento determinado por el observador O ′. De esto se concluye que existen siempre
cuatro soluciones con dos energı́as distintas, dos de éstas con energı́a m y dos con energı́a −m.

Esto se contrapone con la mecánica cuántica no relativista, ya que, en el caso del átomo de hidrógeno, el
electrón decaerı́a infinitamente. Esto nunca sucede experimentalmente, por lo que, se debe de dar una nueva rein-
terpretación a estos resultados, surgiendo ası́ el mar de Dirac.

Este establece que, en el vacı́o, todos los estados de energı́a negativa están llenos de electrones ”imaginarios”.
Cuando uno introduce un electrón ”real” en el vacı́o, este ya no puede decaer infinitamente porque vioları́a el
principio de exclusión de Pauli, creando ası́ la estabilidad del átomo de hidrógeno (vea la figura 1.3).

Figura 1.3: Mar de Dirac

Sin embargo, todavı́a hay un problema, éste surge si el sistema es excitado por radiación. Según la fenome-
nologı́a de la mecánica cuántica no relativista, todos los electrones incluyendo los del vacı́o, deben subir a su
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siguiente estado de energı́a para decaer posteriormente. Al haber una cantidad infinita de electrones en el vacı́o,
este proceso se llevarı́a acabo una infinidad de veces en un tiempo finito.

Esto no agradó a la comunidad ciéntifica por muchas razones y, tratando de arreglar este problema conceptual,
se postuló que cuando un electrón ”real” es excitado, un electrón del vacı́o toma su lugar dejando un hueco. Para
que se conserve la carga y energı́a del sistema, este hueco debe ser llenado por una partı́cula que tenga la misma
carga y energı́a (en magnitud) que la del electrón excitado. Esta nueva partı́cula que se genera en el hueco es
conocida como ”positrón”, la cual tiene las mismas caracterı́sticas que el electrón, solo que su carga es positiva(vea
la figura1.4).

Figura 1.4: Creación de un positrón

Experimentalmente se observa que el electrón ”real” decae a su estado original y como consecuencia de este
proceso se emite un fotón. El mar de Dirac explica como se genera este fotón, permitiendo a este modelo ser
consistente con la fenomenologı́a observada. Éste lo explica de la siguiente manera: Cuando el electrón ”real”
decae, el electrón del vacı́o tiene que regresar a su posición original; esto hace que el electrón del vacı́o y el
positrón se aniquilen entre si, dando como resultado un nuevo electrón del vacı́o que tomará ese lugar y un fotón
emitido. A este fenómeno se le conoce como la aniquilación electrón-positrón (vea la figura 1.5) y éste ya está
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demostrado experimentalmente, ası́ como la existencia del positrón.

Figura 1.5: Aniquilación electrón-positrón

Por último y para concluir con este capı́tulo, se hablará de la ecuación de Dirac perturbada. Esta permite la
descripción de sistemas cuánticos relativistas urgidos por un campo externo de potencial V.

Esta ecuación, como lo ı́ndica su nombre, consiste en una perturbación a la ecuación de Dirac libre, es decir,
está viene dada por

−iα1
∂ψ

∂x
− iα2

∂ψ

∂y
− iα2

∂ψ

∂ z
+βmψ +Vψ = iI

∂ψ

∂ t
.

Normalmente, el potencial V corresponde a un campo electromagnético externo, el cual se sabe de la elec-
trodinámica clásica que es covariante, es decir, es invariante ante transformaciones de Lorentz. Sin embargo, en
el caso mas general, este campo externo no necesariamente es covariante, por lo que, esta ecuación deja de ser
relativista en el caso general.
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Capı́tulo 2

Formalismo matemático de la mecánica
cuántica relativista

2.1. Operador de Schrödinger: Formalismo matemático

En esta sección, se hablará un poco del formalismo matemático que hay detrás del operador de Schrödinger,
ası́ como los teoremas que nos ayudarán a resolver el problema de dispersión inverso.

Para éste trabajo en particular, solo tendrá relevancia el operador de Schrödinger de una partı́cula libre (opera-
dor libre de Schrödinger), i. e., solo se estudiará el caso donde el potencial V (x, t) = 0; por lo tanto,

H0Sψ =−4ψ (2.1)

donde los vectores ψ , son ”funciones de onda” ψ : R3×R→ C dadas por:

ψ = ψ(x, t)

donde x corresponde a la dependencia espacial y t a la temporal.

Como el potencial externo V (x, t) = 0 es independiente del tiempo, los vectores ψ se pueden separar en dos
funciones: una función ϕ : R3→ C que dependerá de la parte espacial y otra τ : R→ C con la temporal; de esta
manera, toda ψ queda determinada por:

ψ(x, t) = ϕ(x)τ(t).

Además, como la función de onda ψ debe estar normalizada para cualquier tiempo t, se debe de cumplir que:

∫
R3 |ψ(x, t)|2d3x = 1 ∀t ∈ R

ó, equivalentemente

∫
R3 |ϕ(x)τ(t)|2d3x = 1 ∀t ∈ R.

(2.2)
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Por lo cual, 2.2 se puede reescribir como:∫
R3 |ϕ(x)|2|τ(t)|2d3x = 1 ∀t ∈ R

ó, equivalentemente

(
∫
R3 |ϕ(x)|2d3x)|τ(t)|2 = 1 ∀t ∈ R.

(2.3)

La ecuación 2.3 implica que, la parte espacial ϕ debe de cumplir:

1. ϕ ∈ L2(R3).

2.
∫
R3 |ϕ|2d3x = 1.

Y la parte temporal τ debe de cumplir:

1. τ(t) = eiαt con α ∈ R.

Por ésta razón, el espacio de Hilbert H = L2(R3) corresponde al espacio de configuraciones del sistema
cuántico, cumpliendo ası́ el primer axioma de la mecánica cuántica.

El segundo axioma de la mecánica cuántica, exige que las cantidades observables correspondan a operadores
lineales auto-adjuntos; por lo cual, el operador libre de Schrödinger debe tener estas caracterı́sticas. Por esta razón,
se deben de dar las siguientes definiciones:

Definición 1 Sea (H ,〈·, ·〉) un espacio de Hilbert. Un operador lineal es una pareja ordenada (D(A),A), deno-
tado solo por A, donde D(A)⊆H es un subespacio lineal y

A :D(A)→H

es una función lineal en D(A).

Observación 1 Decimos que dos operadores A y B son iguales si D(A) =D(B) y A f = B f para toda f ∈D(A).

Observación 2 Si D(A)⊆D(B) y A f = B f para cada f ∈D(A), se dice que B es una extensión de A o que A es
una restricción de B y se denota como A⊆ B.

En un espacio de Hilbert, se pueden identificar dos tipos de operadores en general: los operadores acotados y
los no acotados. Para definir a estos, denotaremos por ‖·‖ a la norma inducida por el producto interior 〈·, ·〉. Con
esta precisión, la definición de un operador acotado viene dada por:

Definición 2 Un operador A se dice que es acotado en D(A), si existe 0≤M < ∞, tal que

∀ f ∈D(A) : ‖A f‖ ≤M‖ f‖.

En caso contrario, se dice que el operador A no es acotado.
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Observación 3 El conjunto de todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert H , es denotado por
B(H ).

Observación 4 La continuidad de un operador está ı́ntimamente relacionado con lo anterior. En general, un
operador A es continuo si y solo es acotado.

Si un operador A es acotado yD(A) no es cerrado, siempre se puede dar una extensión natural para A conocida
como la clausura de A y denotada por A. Se define de la siguiente manera:

Definición 3 Sea A un operador acotado. Se define la clausura del operador A, denotada por clausura A, como
el operador que tiene como dominio a D(A) y su regla de correspondencia está dada por:

Si f ∈D(A) tiene como sucesión { fn}∞
n=1 ⊆D(A), tal que fn→ f , entonces A f = s− lı́mn→∞ A fn.

La existencia del lı́mite s− lı́mn→∞ A fn se da porque A es acotado, en caso contrario, este lı́mite no necesaria-
mente existe. Esto hace que, para el caso de un operador no acotado, se creen dos clases distintas de éstos.

Definición 4 Un operador A es cerrable si para cada fn ∈ D(A), tal que s− lı́mn→∞ fn = 0 y {A fn}∞
n=1 es de

Cauchy, entonces s− lı́mn→∞ A fn = 0.

Definición 5 Un operador A es cerrado si para cada fn ∈ D(A), tal que s− lı́mn→∞ fn = f y {A fn}∞
n=1 es de

Cauchy, entonces f ∈D(A) y s− lı́mn→∞ A fn = A f .

Observación 5 Si un operador A es cerrado, entonces es cerrable. Sin embargo, la proposición recı́proca no es
siempre cierta.

Si un operador A es cerrable, entonces, uno puede definir la clausura A de manera muy parecida al caso de
operadores acotados.

Definición 6 Sea A un operador cerrable. Se define la clausura del operador A, denotada por A, al operador que
tiene como dominio a todos los vectores f ∈H , tales que existe { fn}∞

n=1⊆D(A) que cumple que s− lı́mn→∞ fn = f
y la sucesión {A fn} es fuertemente de Cauchy. Si f ∈D(A), se define A f = s− lı́mn→∞ A fn.

Observación 6 Si un operador A es cerrado, entonces A = A.

Ahora, se va a definir el adjunto de un operador para después definir que es un operador auto-adjunto.

Definición 7 Sea (H ,〈·, ·〉) un espacio de Hilbert y A :D(A)⊆H →H un operador lineal, con dominio D(A)
denso en H . Se define el operador adjunto de A, denotado por A∗, de la siguiente manera:

Un vector f ∈H va a pertenecer a D(A∗), si existe un vector f ∗ en H tal que

∀g ∈D(A) : 〈 f ∗,g〉= 〈 f ,Ag〉.

De esta manera, se define A∗ f = f ∗.

Definición 8 Se dice que un operador A es auto-adjunto si A = A∗, es decir, si D(A) =D(A∗) y A f = A∗ f .

Observación 7 Si A⊆ A∗ se dice que el operador A es simétrico.
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Definición 9 Se dice que A es esencialmente auto-adjunto, si A es cerrable y su clausura es auto-adjunta.

El operador libre de Schrödinger corresponde a uno no acotado, por lo cual, para que esté sea auto-adjunto se
debe tener especial cuidado con su dominio D(H0S). Para esto, primero se restringirá éste al conjunto C∞

0 (R3) y,
posteriormente, se ”agrandará” a otro dominio. Además, a partir de este punto y por simplicidad en la notación, se
denotará a la norma del espacio L2(R3) como ‖·‖; en caso de utilizar otra norma se hará la distinción pertinente.

Vamos a denotar por H0S : C∞
0 (R3)→ L2(R3) al operador libre de Schrödinger restringido en el conjunto

C∞
0 (R3), es decir,

∀ f ∈C∞
0 (R3) : H0S f =−4 f .

El siguiente teorema, permite calcular el adjunto del operador libre de Schrödinger H0S en concordancia con
la definición 7, es decir:

Teorema 1 C∞
0 (R3) es denso en L2(R3).

La demostración de este teorema se puede encontrar a detalle en las referencias [20], [19] y [5].

Ahora, como el operador libre de Schrödinger H0S ya se definió en un dominio denso, entonces, ya se puede ha-
cer el computo de su operador adjunto. Para esto, primero se darán algunas definiciones y resultados que permitirán
hacer el cálculo éste, para, posteriormente, demostrar que el operador libre de Schrödinger H0S es auto-adjunto en
un dominio adecuado.

Sea j : R3→ R dada por:

∀x ∈ R3 : j(x) =
{

aexp[(|x|−1)−1] si |x|< 1
0 si |x|> 1

(2.4)

donde a =
∫

B1(0) exp[(|x|−1)−1]d3x. Por lo tanto, se cumple que

∫
R3

j(x)d3x = 1

y, además, j ∈C∞
0 (R3).

Defina para cada k ∈ N\{0}, la función jk : R3→ R3 como

∀x ∈ R3 : jk(x) = kn j(kx). (2.5)

Note que, para toda k ∈ N\{0}
jk(x)> 0 k|x|< 1

jk(x) = 0 k|x| ≥ 1

∫
R3 jk(x)d3x = 1

jk ∈C∞
0 (R3).

Sea f ∈ L2(R3), defina a la sucesión { fk(x)}∞
k=1 dada por:
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fk(x) =
∫
R3

jk(x− y) f (y)d3y = ( jk ∗ f )(x) (2.6)

donde ( f ∗g)(x) es la convolución de f con g.

Con esta sucesión, se obtienen las siguientes propiedades:

Proposición 1 Sea f ∈ L2(R3) y { fk}∞
k=1 la sucesión dada por 2.6, entonces

1. ‖ fk‖ ≤ ‖ f‖ para toda k ∈ N\{0}.

2. ‖ f − fk‖→ 0 cuando k→ ∞.

Nuevamente, la demostración de esta proposición se puede encontrar a detalle en las referencias [20], [19] y
[5].

Ahora, se definirá que es un operador elı́ptico en L2(R3).

Para esto, recuerde que un multi-ı́ndice µ corresponde a una n-tupla de números enteros positivos, es decir,
µ = (µ1, . . . ,µn)∈Nn, además, se define |µ|= µ1+ . . .+µn y si x = (x1, . . . ,xn)∈Rn entonces xµ = xµ1

1 xµ2
2 . . .xµn

n .
Además, se utilizará la siguiente notación:

Dk =−i∂/∂xk para k=1,2,3

D = (D1,D2,D3) y

Dµ = Dµ1
1 Dµ2

2 Dµ3
3 para cada multi-ı́ndice µ.

Definición 10 Sea x∈R3 y sea P(x) = ∑|µ|≤m aµxµ un polinomio de grado m. Los coefficientes aµ son constantes.
Se define el operador diferencial de orden m, asociado al polinomio P(x) como

P(D) = ∑
|µ|≤m

aµDµ .

Observación 8 Observe que el operador libre de Schrödinger, se puede escribir de la siguiente forma:

H0S = −4

= − ∂ 2

∂x2 − ∂ 2

∂y2 − ∂ 2

∂ z2

= (−i ∂

∂x)
2 +(−i ∂

∂y)
2 +(−i ∂

∂ z)
2.

(2.7)

Por lo que, el polinomio asociado a este operador diferencial viene dado por:

P(x) = x2 + y2 + z2 = |x|2

Definición 11 Se define la parte principal del polinomio P(x), denotada por Pm(x), como todos los términos de
grado m de P(x).
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Definición 12 Sea P(x) un polinomio con parte principal Pm(x). Se dice que el operador P(D) es elı́ptico si

Pm(x) = ∑
|µ|=m

aµxµ = 0

implica que x = 0.

En el caso del operador de Schrödinger, la parte principal coincide con el mismo polinomio, por lo que,
encontrar la solución P2(x) = 0 es equivalente a P(x) = 0. Sin embargo, observe que

P(x) = 0⇒ |x|= 0⇔ x = 0.

Por lo tanto, el operador libre de Schrödinger corresponde a un operador elı́ptico.

Lema 1 El operador P(D) definido en C∞
0 (R3) es cerrable en L2(R3).

Demostración:

Sea {ϕk}∞
k=1 ⊆C∞

0 (R3) una sucesión convergente a 0 en L2(R3), tal que {P(D)ϕk}∞
k=1 es de Cauchy y, por lo

tanto, convergente en L2(R3). Suponga que P(D)ϕk→ f cuando k→ ∞. Note que, para toda ψ ∈C∞
0 (R3) y para

toda k = 1,2,3 . . .

〈ψ,P(D)ϕk〉= 〈P(D)ψ,ϕk〉 (2.8)

donde
P(D) = ∑

|µ|≤m
aµDµ .

Para demostrar la ecuación 2.8, note primero que

∫
R3

Di f d3x = 0

para toda f ∈C∞
0 (R3) e i = 1,2,3.

Para esto, sea i = 1,2,3 y f ∈C∞
0 (R3). Dado que Di =−i∂/∂xi, se tiene que

∫
R3 Di f d3x =

∫
R3−i ∂ f

∂xi
d3x

=
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞
(
∫

∞

−∞
−i ∂ f

∂xi
dxi)d2x

=
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞
(−i f (xi) |∞−∞)d

2x

= 0.

(2.9)

También, observe que si f ,g ∈C∞
0 (R3) entonces f g ∈C∞

0 (R3).

Para esto, note que si f y g son C∞, entonces f g es C∞. Por otra parte, también se cumple que

supp( f g) = supp f ∩ suppg.
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En efecto:

Sea x ∈ supp( f g), entonces, por definición

( f g)(x) , 0 o, equivalentemente f (x)g(x) , 0

pero esto pasa si y solo si

f (x) , 0 y g(x) , 0.

Por lo tanto, x ∈ supp f ∩ suppg.

Por lo tanto, supp( f g)⊆ supp f ∩ suppg.

Si x ∈ supp f ∩ suppg, entonces

f (x) , 0 y g(x) , 0

y, por lo tanto,

( f g)(x) = f (x)g(x) , 0.

Por lo tanto, x ∈ supp( f g).

Por lo tanto, supp f ∩ suppg⊆ supp( f g).

Ahora, note que para cada i = 1,2,3 y f ,g ∈C∞
0 (R3)

Di( f g) = g(Di f )+(Dig) f . (2.10)

Además,

Di =−Di

ya que, por definición

Di =−i
∂

∂xi
= i

∂

∂xi
=−(−i

∂

∂xi
) =−Di.

Sustituyendo este resultado en la ecuación 2.10 obtenemos que:

Di( f g) = g(Di f )− (Dig) f .

Por lo tanto, para cada i = 1,2,3 y f ,g ∈C∞
0 (R3) se tiene que:

0 =
∫
R3

Di( f g)d3x = [
∫
R3

g(Di f )d3x]− [
∫
R3
(Dig) f d3x] = 〈g,Di f 〉−〈Dig, f 〉 (2.11)
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y, por lo tanto,

〈g,Di f 〉= 〈Dig, f 〉.

Generalizando el resultado anterior a un multi-ı́ndice µ se obtiene que

〈g,Dµ f 〉= 〈Dµg, f 〉.

Por lo tanto, para toda k = 1,2,3 . . . y para toda ψ ∈C∞
0 (R3) se cumple que:

〈ψ,P(D)ϕk〉 = 〈ψ,∑|µ|≤m aµDµϕk〉

= ∑|µ|≤m aµ〈ψ,Dµϕk〉

= ∑|µ|≤m aµ〈Dµψ,ϕk〉

= 〈∑|µ|≤m aµDµψ,ϕk〉

= 〈P(D)ψ,ϕk〉

(2.12)

lo que demuestra la ecuación 2.8.

Como ϕk→ 0 y P(D)ϕk→ f cuando k→ ∞, entonces

〈ψ,P(D)ϕk〉 → 〈ψ, f 〉 cuando k→ ∞,

y, por otra parte,

〈P(D)ψ,ϕk〉 → 〈P(D)ψ,0〉= 0 cuando k→ ∞.

Por lo tanto,

〈ψ, f 〉= 0. (2.13)

Ya que ψ ∈C∞
0 (R3) es arbitraria, entonces, la ecuación 2.13 se cumple para toda ψ ∈C∞

0 (R3).

Por lo tanto, como C∞
0 (R3) es denso en L2(R3), entonces, f = 0.

Por lo tanto, P(D) es cerrable en L2(R3).

�

Como P(D) es cerrable en C∞
0 (R3), entonces, se puede definir de manera adecuada la clausura del operador

P(D). A esta clausura, denotada por P0, se le conoce como ”la extensión fuerte o mı́nima del operador P(D) ”; sin
embargo, para el cálculo del operador adjunto, conviene mas definir otra extensión de P(D) llamada ”la extensión
débil o maximal de P(D) ”, la cual, es denotada por P y se define de la siguiente manera:
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Definición 13 Se dice que u ∈D(P) y Pu = f si:

1. u, f ∈ L2(R3).

2. 〈P(D)ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉 para toda ϕ ∈C∞
0 (R3).

En lo siguiente, se va a demostrar que:

Teorema 2 Para cualquier polinomio P(x) se tiene que:

P = P0

Demostración:

Primero, se demostrará que P es una extensión de P0; para esto, sea u ∈D(P0) y P0u = f .

Por definición de u y f , existe una sucesión {ϕk}∞
k=1 ⊆C∞

0 (R3), tal que ϕk→ u y P(D)ϕk→ f en L2(R3).

Sabemos por la ecuación 2.8 que

〈ψ,P(D)ϕk〉= 〈P(D)ψ,ϕk〉

para toda k = 1,2, . . . y ψ ∈C∞
0 (R3). Por lo cual, tomando el lı́mite cuando k→ ∞ se obtiene que:

〈ψ, f 〉= 〈P(D)ψ,u〉.

Por lo tanto, por definición, u ∈D(P) y Pu = f .

Ahora se demostrará que P0 es una extensión de P. Observe que, es suficiente demostrar que D(P) ⊆D(P0),
por lo cual, sea u ∈D(P). Por definición, existe f ∈ L2(R3), tal que

〈P(D)ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉

para toda ϕ ∈C∞
0 (R3).

Sea ϕ ∈C∞
0 (R3) dada por:

∀x ∈ R3 : ϕ(x) = jk(y− x)

donde jk(z) está dada por 2.5 e y ∈ R3 es fija. Note que, para cada y ∈ R3

〈P(D)ϕ,u〉(y) =
∫
R3 P(D) jk(y− x)u(x)d3x

=
∫
R3 [P(D) jk(y− x)]u(x)d3x

= [(P(D) jk)∗u](y)

y que

〈ϕ, f 〉(y) = ( jk ∗ f )(y).
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Por lo tanto, por la proposición 1

( jk ∗u)→ u y [(P(D) jk)∗u]→ f

en L2(R3) cuando k→ ∞.

Ahora, defina para cada m ∈ N\{0} y para todo x ∈ R3:

um(x) =
{

u(x) si |x| ≤ m
0 si |x|> m

.

Observe que para cada k,m ∈ N\{0}, ( jk ∗um) ∈C∞
0 (R3) y

P(D)( jk ∗um) = [(P(D) jk)∗um].

Esto se debe a que jk ∈C∞
0 (R3), um ∈ L1(R3) y suppum es acotado.

Por lo tanto, solo falta demostrar que:

1. ( jk ∗um)→ ( jk ∗u) en L2(R3) cuando m→ ∞.

2. P(D)( jk ∗um)→ [(P(D) jk)∗u] en L2(R3) cuando m→ ∞.

para concluir que u ∈D(P0).

Sea ε > 0. Note que existe una k ∈ N, tal que, para toda n ∈ N que cumpla n≥ k, implica que:

‖u− ( jn ∗u)‖< 1
2

ε (2.14)

y que

‖ f − [(P(D) jn)∗u]‖< 1
2

ε. (2.15)

Ahora, observe que:

1. |u−um|2,|u|2 ∈ L1(R3) para toda m ∈ N.

2. |u−um|2→ 0 puntualmente en todo R3.

3. |u(x)−um(x)|2 ≤ |u(x)|2 para toda x ∈ R3.

Por lo tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene que:

lı́m
m→∞

∫
R3
|u−um|2d3x =

∫
R3

0 d3x = 0 o, equivalentemente lı́m
m→∞
‖u−um‖= 0.

Por lo tanto,
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um→ u en L2(R3) cuando m→ ∞. (2.16)

Por lo tanto, existe un m ∈ N, tal que, para toda i ∈ N que cumpla i≥ m, implica que:

‖u−ui‖<
1
2

ε (2.17)

y que

‖u−ui‖<
1

2‖P(D) jk‖1
ε. (2.18)

Esta última expresión está bien definida, ya que, P(D) jk , 0 para toda k ∈ N, por lo tanto, ‖P(D) jk‖ , 0.

Observe entonces que, para toda i ∈ N tal que i≥ m, se tiene que:

‖( jk ∗u)− ( jk ∗ui)‖ = ‖ jk ∗ (u−ui)‖

≤ ‖ jk‖1‖u−ui‖

= ‖u−ui‖

< 1
2 ε

(2.19)

y que

‖[(P(D) jk)∗u]− [(P(D) jk)∗ui]‖ = ‖[(P(D) jk)∗ (u−ui)]‖

≤ ‖P(D) jk‖1‖u−ui‖

< ‖P(D) jk‖1
1

2‖P(D) jk‖1
ε

= 1
2 ε.

(2.20)

Por lo tanto, para toda i ∈ N, tal que i≥ m, se cumple que:

‖u− ( jk ∗ui)‖ = ‖u− ( jk ∗u)+( jk ∗u)− ( jk ∗ui)‖

≤ ‖u− ( jk ∗u)‖+‖( jk ∗u)− ( jk ∗ui)‖

< 1
2 ε + 1

2 ε = ε

(2.21)

y que
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‖ f −P(D)( jk ∗ui)‖ = ‖ f − [(P(D) jk)∗u]+ [(P(D) jk)∗u]− [(P(D) jk)∗ui]‖

≤ ‖ f − [(P(D) jk)∗u]‖+‖[(P(D) jk)∗u]− [(P(D) jk)∗ui]‖

< 1
2 ε + 1

2 ε = ε.

(2.22)

Por lo tanto, para u ∈D(P) existe una sucesión {( jk ∗um)}∞
k,m=1 ⊆C∞

0 (R3) y f ∈ L2(R3), tal que ( jk ∗um)→ u
y P(D)( jk ∗um)→ f .

Por lo tanto, u ∈D(P0) y P0u = f .

Por lo tanto, P0 es una extensión de P.

Por lo tanto, P0 = P.

�

Como corolario se obtiene lo siguiente

Corolario 1 Si P0 es la extensión fuerte del operador P(D), entonces

P∗0 = P0.

Demostración:

Primero, se va a demostrar que P0 ⊆ P∗0 .

Sea v ∈D(P0). Por definición de extensión fuerte de P(D), existe una sucesión {ϕk}∞
k=1 ⊆C∞

0 (R3), tal que

ϕk→ v y P(D)ϕk→ P0v

en L2(R3).

Sea u ∈D(P0) y f ∈ L2(R3), tal que P0u = f . Por el teorema anterior, se sabe que P0 = P, por lo tanto, para
toda ϕ ∈C∞

0 (R3) se cumple que:

〈P(D)ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉.

Note entonces que, para toda k ∈ N

〈P(D)ϕk,u〉= 〈ϕk, f 〉.

Como el producto interior es continuo, al tomar el lı́mite cuando k→ ∞ se obtiene que:

〈P0v,u〉= 〈v, f 〉.

Por lo tanto, sustituyendo P0u = f , se obtiene que
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〈P0v,u〉= 〈v,P0u〉. (2.23)

Dado que u ∈D(P0) es arbitrario, 2.23 se cumple para toda u ∈D(P0). Por lo tanto,

v ∈D(P∗0 ) y P∗0 v = P0v.

lo cual demuestra que P0 ⊆ P∗0 .

Ahora, se va a demostrar que P∗0 ⊆ P0.

Sea v ∈D(P∗0 ). Por definición

∀u ∈D(P0) : 〈P∗0 v,u〉= 〈v,P0u〉.

Como P0 = P, esta expresión se puede reescribir como:

∀u ∈D(P) : 〈P∗0 v,u〉= 〈v,Pu〉.

En particular, como C∞
0 (R3)⊆D(P) por ser (D(P),P) una extensión de (C∞

0 (R3),P(D)), entonces

∀ϕ ∈C∞
0 (R3) : 〈P∗0 v,ϕ〉= 〈v,Pϕ〉

o, equivalentemente

∀ϕ ∈C∞
0 (R3) : 〈P∗0 v,ϕ〉= 〈v,P(D)ϕ〉. (2.24)

Aplicando el teorema anterior al operador P(D), se tiene que

P0 = P

donde P es la extensión débil del operador P(D).

Observe que, 2.24 se puede reescribir como:

〈ϕ,P∗0 v〉= 〈P(D)ϕ,v〉 o, equivalentemente 〈ϕ,P∗0 v〉= 〈P(D)ϕ,v〉. (2.25)

Por lo tanto,

∀ϕ ∈C∞
0 (R3) : 〈ϕ,P∗0 v〉= 〈P(D)ϕ,v〉. (2.26)

Sin embargo, esta es la definición de que v ∈D(P) y que P∗0 v = Pv = P0v.

Por lo tanto, P∗0 ⊆ P0

Por lo tanto, P∗0 = P0.

�
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Como último corolario se obtiene lo siguiente

Corolario 2 Si P(x) es un polinomio de coeficientes reales, entonces P0 es auto-adjunto.

En efecto:

Dado que P(x) es un polinomio de coeficientes reales, entonces,

P(x) = P(x).

Por lo tanto,

P(D) = P(D).

Por lo tanto,

P0 = P0 = (P0)
∗.

�

Dado que el operador libre de Schrödinger tiene como polinomio asociado

P(x) = |x|2.

entonces H0S es un operador auto-adjunto en el dominio definido por su extensión débil. En lo siguiente se
caracterizará a este dominio; para esto, primero se definirá el espacio de Schwartz S , el cual viene dado en la
siguiente definición:

Definición 14 Se define el espacio de Schwartz, denotado por S , como el conjunto

S = { f : R3→ C | f ∈C∞(R3) , sup
x∈R3
|x|k|∂

µ f (x)
∂xµ

|< ∞, ∀k ∈ N y ∀µ ∈ N3 multi-ı́ndice }.

Observación 9 El espacio de Schwartz S es denso en L2(R3), ya que,C∞
0 (R3)⊆S

Ahora, se definirá la transformada de Fourier en L2(R3). Para esto, primero se definirá en el espacio de Sch-
wartz S .

Definición 15 Sea u ∈S . Se define la transformada de Fourier de u, denotada por Fu, como la nueva función
Fu : R3→ C dada por:

Fu(k) =
1

(2π)
3
2

∫
R3

e−ik·xu(x)dx3.

Ahora, se enunciarán algunas propiedades de la transformada de Fourier en este espacio:

Teorema 3 Sea u ∈S .Entonces
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1. Fu ∈S .

2. Dµ

k w(k) = (−1)|µ|F [xµu(x)].

3. kµFu(k) = F [Dµ
x u(x)].

4. F(λu+ v)(k) = λFu(k)+Fv(k) para toda λ ∈ R y u,v ∈S .

5. ‖Fu‖= ‖u‖.

La demostración de este teorema se puede encontrar en las referencias [19], [2] y [5].

Observación 10 Del teorema 3, se sigue que la transformada de Fourier F cumple que:

1. F : S →S es un operador lineal.

2. Es un operador acotado en S .

3.
‖F f‖= ‖ f‖, f ∈S .

4. Es un isomorfismo, cuya inversa viene dada por:

F−1u(x) =
1

(2π)
3
2

∫
R3

eik·xu(k)dk3.

Dado que S es un subconjunto denso de L2(R3), entonces, por la observación anterior, F se puede extender,
como operador lineal, a todo L2(R3), heredando ası́ las propiedades descritas en el teorema 3. Además, al ser F un
operador unitario en L2(R3), se cumple que F−1 = F∗.

Ahora si, se caracterizará el dominio del operador libre de Schrödinger H0S utilizando la definición de extensión
débil dada anteriormente.

Suponga que u ∈D(H0S). Por definición de extensión débil, existe f ∈ L2(R3), tal que

H0Su = f y ∀ϕ ∈C∞
0 (R3) : 〈−4ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉.

Dado que −4=−4, lo anterior se puede reescribir como:

〈−4ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉 (2.27)

para toda ϕ ∈C∞
0 (R3).

Dado que

−4= D2
x +D2

y +D2
z

la expresión 2.27 se puede reescribir como

〈(D2
x +D2

y +D2
z )ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉. (2.28)

Por el inciso 3 del teorema 3, podemos concluir que
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1. F−1k2
xFϕ = D2

x .

2. F−1k2
yFϕ = D2

y .

3. F−1k2
z Fϕ = D2

z .

para toda ϕ ∈C∞
0 (R3).

Por lo tanto, la expresión 2.27 se transforma en

〈F−1[k2
x + k2

y + k2
z ]Fϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉 (2.29)

para toda ϕ ∈C∞
0 (R3).

Dado que F−1 = F∗, se obtiene que

〈F−1[k2
x + k2

y + k2
z ]Fϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉 =⇒ 〈[k2

x + k2
y + k2

z ]Fϕ,Fu〉= 〈ϕ, f 〉

=⇒ 〈Fϕ, [k2
x + k2

y + k2
z ]Fu〉= 〈ϕ, f 〉

=⇒ 〈ϕ,F−1[k2
x + k2

y + k2
z ]Fu〉= 〈ϕ, f 〉

(2.30)

para toda ϕ ∈C∞
0 (R3).

Por lo tanto,

∀ϕ ∈C∞
0 (R3) : 〈ϕ,F−1[k2

x + k2
y + k2

z ]Fu− f 〉= 0. (2.31)

Como C∞
0 (R3) es un conjunto denso en L2(R3), se concluye que:

F−1[k2
x + k2

y + k2
z ]Fu− f = 0 o, equivalentemente F−1[k2

x + k2
y + k2

z ]Fu = f .

Por lo tanto, se pueden concluir dos cosas

1. El dominio del operador libre de Schrödinger está dado por el conjunto

D(H0S) = {u ∈ L2(R3) : F−1[k2
x + k2

y + k2
z ]Fu ∈ L2(R3)}= {u ∈ L2(R3) : F−1|k|2Fu ∈ L2(R3)}.

2. H0Su = F−1[k2
x + k2

y + k2
z ]Fu.

caracterizando ası́, el dominio de H0S y su regla de correspondencia.

Es importante mencionar que, el dominio de H0S es un caso particular de los espacios de Sobolev Ws,p(R3), lo
cuales, aparecerán constantemente en este trabajo, haciendo pertinente dar una definición de éstos:

Definición 16 Sea s ∈ R y 1≤ p < ∞. Considere ahora al espacio Schwartz S con la siguiente métrica:

∀v ∈S : ‖v‖s,p = ‖F−1[(1+ |k|2)
1
2 s]Fv‖p
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donde ‖·‖p corresponde a la norma de Lp(R3).

Se define al espacio de Sobolev, denotado por Ws,p(R3), como la completación del espacio métrico (S ,‖·‖s,p).

En particular, si p = 2 éstos se denotan por Hs(R3)

Observación 11 El espacio de Sobolev Hs(R3) es un espacio de Hilbert, con producto interior:

∀u,v ∈ Hs(R3) : 〈F−1[(1+ |k|2)
1
2 s]Fu,F−1[(1+ |k|2)

1
2 s]Fv〉.

Ahora, se va a demostrar que:

Teorema 4
D(H0S) = H2(R3).

Demostración:

Sea u ∈D(H0S). Por definición de D(H0S)

‖F−1|k|2Fu‖< ∞ y ‖u‖< ∞.

Note entonces que:

‖F−1[(1+ |k|2) 1
2 2]Fu‖ = ‖F−1(1+ |k|2)Fu‖

= ‖u+F−1|k|2Fu‖

≤ ‖u‖+‖F−1|k|2Fu‖< ∞.

Por lo tanto, u ∈ H2(R3).

Sea u ∈ H2(R3). Por definición de Hs(R3)

‖F−1(1+ |k|2)Fu‖< ∞.

Pero note que

‖F−1|k|2Fu‖−‖u‖ ≤ ‖u+F−1|k|2Fu‖

= ‖F−1(1+ |k|2)Fu‖.

Por lo tanto,

‖F−1|k|2Fu‖ ≤ ‖F−1(1+ |k|2)Fu‖+‖u‖< ∞.

Por lo tanto, u ∈D(H0S).

�
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Otra forma de definir los espacios de Sobolev es por medio de las distribuciones y derivadas débiles. Dado
que a lo largo de este trabajo tendrán relevancia estos conceptos, se darán las definiciones pertinentes. Para esto,
primero se definirá ”el espacio de funciones de prueba”, el cual viene dado por:

Definición 17 Sea Ω⊆ R3 y C∞
0 (Ω) el espacio de funciones con soporte compacto en Ω. Se define el espacio de

funciones de prueba, denotado por D(Ω), como el espacio C∞
0 (Ω) dotado con la siguiente topologı́a:

Sea {φn}∞
n=1 una sucesión de funciones en C∞

0 (Ω) y φ ∈C∞
0 (Ω). Se dice que φn→ φ cuando n→ ∞, si:

1. Existe K ⊆Ω compacto, tal que, supp(φn−φ)⊆ K para toda n ∈ N\{0}.

2. Para todo multi-ı́ndice µ arbitrario, ∂ µ

∂xµ φn debe converger a ∂ µ

∂xµ φ uniformemente en K.

Observación 12 El espacio de funciones de prueba D(Ω), es un espacio vectorial con la suma y el producto
escalar usual, por lo cual, se puede considerar el espacio dual D(Ω)∗ asociado a éste.

Por la observación anterior y la topologı́a dada en la definición 17, la continuidad de una funcional lineal
T ∈D(Ω)∗ viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 5 T ∈ D(Ω)∗ es continua si y solo si para toda sucesión {φn}∞
n=1 ⊆ D(Ω) que converja a φ ∈ D(Ω)

en el sentido de la definición 17, implica que T (φn)→ T (φ) en C cuando n→ ∞.

La demostración de este resultado, se puede encontrar con mayor detalle en las referencias [1] y [17].

Esto último, nos permite definir el espacio de distribuciones como:

Definición 18 El espacio de distribuciones, denotado por D ′(Ω), se define como el conjunto

D ′(Ω) = {T ∈D(Ω)∗ : T es continua}.

En lo siguiente, se darán algunos ejemplos importantes de distribuciones, los cuales, aparecerán constantemen-
te en este trabajo.

1. Sea Ω⊆ R3 y u ∈ L1
loc(Ω). Se define la distribución asociada a u, denotada por Tu, como:

∀φ ∈D(Ω) : Tu(φ) =
∫
Ω

u(x)φ(x)d3x. (2.32)

2. SeaΩ⊆R3 y a∈Ω. Se define la distrubución delta de Dirac centrada en el punto a, denotada por δa, como:

∀φ ∈D(Ω) : δa(φ) = φ(a). (2.33)

La demostración de que éstas son distribuciones se puede encontrar en la referencia [1].

Dado que, a lo largo de este escrito se utilizarán constantemente las distribuciones, es importante hacer la
siguiente observación:

Observación 13 Para la delta de dirac δa no existe u ∈ L1
loc(Ω), tal que, Tu = δa.
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Sin embargo, dada una distribución T , existen ciertos teoremas que permiten caracterizar a T como una distri-
bución asociada a alguna función u ∈ L1

loc(Ω); éstos serán citados mas adelante.

Por otra parte, la delta de Dirac se puede ver como el lı́mite de una sucesión de distribuciones asociadas a
funciones; para esto, primero se va a definir la convergencia de sucesiones en D ′(Ω).

Definición 19 Sea Ω⊆ R3. Sea T ∈D ′(Ω) una distribución y {Tn}∞
n=1 ⊆D ′(Ω) una sucesión de distribuciones.

Se dice que Tn→ T si para toda φ ∈D(Ω), la sucesión Tn(φ)→ T (φ) en C cuando n→ ∞.

Por lo tanto, tomando a la sucesión de funciones fn(x) = n√
π

e−n2(x−a)2
, la delta de Dirac se puede ver como el

lı́mite de la sucesión de distribuciones {Tfn}∞
n=1. Esto se puede revisar con mayor detalle en las referencias [1] y

[17].

Ahora, se va a definir el concepto de derivada débil o en el sentido distribucional.

Para esto, primero se definirá la multiplicación de una función suave con una distribución, esto viene dado por:

Definición 20 Sea Ω⊆ R3, ω ∈C∞(Ω) y T ∈D ′(Ω). Se define la distribución ωT como:

∀φ ∈D(Ω) : (ωT )(φ) = T (ωφ).

Ahora, se definirá la derivada parcial de una distribución:

Definición 21 Sea Ω⊆ R3, T ∈D ′(Ω) y µ ∈ N3 un multi-ı́ndice. Se define la derivada parcial de orden µ de T ,
denotada por ∂ µ

∂xµ T , como una nueva distribución dada por:

∀φ ∈D(Ω) : [
∂ µ

∂xµ
T ](φ) = (−1)|µ|T (

∂ µ

∂xµ
φ).

Con esta definición, uno puede calcular la derivada de una distribución Tu asociada a la función u, sin embargo,
por la observación 13, esta derivada no necesariamente va a estar asociada a una función. En caso de ser esto cierto,
se dice que la función u tiene una derivada parcial débil o en el sentido distribucional, es decir:

Definición 22 Sea Ω ⊆ R3, u ∈ L1
loc(Ω) y µ ∈ N3 un multi-ı́ndice. Sea Tu la distribución asociada a la función

u. Se dice que u tiene una derivada parcial de orden µ en el sentido débil o en el sentido distribucional si existe
v ∈ L1

loc(Ω), tal que la distribución ∂ µ

∂xµ Tu = Tv y se denota como ∂ µ

∂xµ u = v

Observación 14 1. Si u,w ∈ L1
loc(Ω) y α ∈ R, entonces Tαu+w = Tαu +Tw.

2. De la definición 20 se sigue la regla de Leibniz.

3. Si u ∈ L1
loc(Ω) es tal que u ∈C|µ|(Ω) y ∂ µ

∂xµ u = v, entonces existe la derivada parcial débil de orden µ de u
y, además, se cumple que ∂ µ

∂xµ Tu = Tv.

Por estas razones, la noción de derivada débil es consistente con la teorı́a que hay hasta el momento.

Por último, se va a dar otra definición de los espacios de Sobolev cuando s es un entero, s≥ 0; ésta viene dada
por:
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Definición 23 Sea s entero, s≥ 0 y 1≤ p≤ ∞. Considere el conjunto

W s,p(R3) = {u ∈ Lp(R3) : ∀µ ∈ N3 con 0≤ |µ| ≤ s ,
∂ µ

∂xµ
u existe en el sentido débil y

∂ µ

∂xµ
u ∈ Lp(R3)}.

Para todo u ∈W s,p(R3), defina la norma:

‖u‖s,p = [∑0≤|µ|≤s‖ ∂ µ

∂xµ u‖p
p]1/p si p ∈ [1,∞)

‖u‖s,∞ = max0≤|α|≤s‖ ∂ µ

∂xµ u‖∞ si p = ∞

Se define al espacio de Sobolev, denotado por Ws,p(R3), como el espacio normado (W s,p,‖·‖s,p).

De igual forma, si p = 2, estos se denotan como Hs(R3)

De esta definición, se obtienen los siguientes teoremas:

Teorema 6 Ws,p(R3) es un espacio de Banach. En particular, Hs(R3) es un espacio de Hilbert.

Teorema 7 Si s es un entero, s≥ 0, las definiciones 16 y 23 son equivalentes para 1≤ p < ∞.

La demostración de estos teoremas se puede encontrar en la referencia [1].

Con esto, se concluye la caracterización del dominio del operador libre de Schrödinger H0S. Ahora, se va a
encontrar el espectro continuo de éste para, posteriormente, enunciar el principio de absorción lı́mite que será
utilizado mas adelante.

Para esto, primero se va a definir que es el espectro de un operador cerrado A y, posteriormente, se hablará del
teorema espectral para operadores auto-adjuntos, ası́ como un poco del cálculo funcional.

Definición 24 Sea (H ,〈·, ·〉) un espacio de Hilbert y A :D(A)⊆H →H un operador lineal cerrado. Se define
el conjunto resolvente de A, denotado por ρ(A), como el conjunto:

ρ(A) = {z ∈ C : A− zI es invertible y (A− zI)−1 es acotado condominioH },

donde I es el operador identidad en H . Además, si z ∈ ρ(A), se define el operador resolvente de A en el punto z,
denotado por RA(z), como

RA(z) = (A− zI)−1.

Recordemos que un operador B :D(B)⊆H →H es invertible sobre su dominio si, B f = 0 implica que f = 0.

Observación 15 Para simplificar la notación, se denotará A− zI ≡ A− z.

Observación 16 Dado un operador A con resolvente ρ(A), se puede definir una relación entre los números com-
plejos C y los operadores lineales acotados B(H ). Esto se hace, pensando al operador resolvente RA(z) como
una función RA : C→B(H ), es decir, una función definida como

∀z ∈ C y ∀φ ∈H : RA(z)φ = (A− z)−1
φ

la cual, es holomórfa en cada componente conexa de ρ(A).
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Por lo cual, primero se dará un teorema que garantice la existencia del operador (A−z)−1; éste viene dado por:

Teorema 8 Sea A :D(A)⊆H →H un operador cerrado. Si existe M > 0 tal que

M‖Ax‖ ≥ ‖x‖

entonces A es invertible y A−1 :R(A)⊆H →D(A)⊆H es un operador acotado.

La demostración de este teorema se puede encontrar en las referencias [10] y [2].

Como consecuencia de este teorema, se tiene que z ∈ ρ(A) si y solo si las siguientes propiedades se cumplen

1. El rango de (A− z) es H .

2. Existe M > 0, tal que, para todo x ∈H

‖x‖ ≤M‖(A− z)x‖.

Otro conjunto importante y que tiene mas relevancia en la mecánica cuántica es ”el espectro de un operador”,
el cual se define de la siguiente manera.

Definición 25 Sea A un operador cerrado. Se define el espectro de A, denotado por σ(A), como el conjunto

σ(A) = C\ρ(A).

En particular, el espectro de los operadores auto-adjuntos permite una descomposición en términos de su
”familia espectral”. Esta familia y su descomposición se definirá con mayor detalle en el siguiente capı́tulo; sin
embargo, con el fin de presentar algunos resultados relevantes en este capı́tulo, se abusará un poco de la confianza
del lector y se definirá lo siguiente:

Definición 26 Sea H un espacio de Hilbert y A un operador auto-adjunto con familia espectral {Eλ}λ∈R. Se
define:

1. El espectro discreto de A como

σd(A) := {z ∈ σ(A) : Ran[E((z− ε,z+ ε))]< ∞ para algún ε > 0}.

2. El espectro esencial de A como

σess(A) = {z ∈ σ(A) : Ran[E((z− ε,z+ ε))] = ∞ para todo ε > 0}.

Observación 17 Observe que, por la definición anterior σess(A) = σ(A)\σd(A).

Ahora, se enunciará el criterio de Weyl, el cual, permite caracterizar al espectro esencial de un operador auto-
adjunto.

Teorema 9 Sea A un operador auto-adjunto en H y λ ∈C. Entonces, λ ∈ σess(A) si y solo si existe una sucesión
{xn}∞

n=1 ⊆D(A), tal que

1. ‖xn‖= 1 para toda n ∈ N\{0}.

2.1. OPERADOR DE SCHRÖDINGER: FORMALISMO MATEMÁTICO
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2. {xn}∞
n=1 converge débilmente a 0 en H .

3. (A−λ )xn→ 0 cuando n→ ∞.

A ésta se le conoce como ”sucesión singular de Weyl”.

La demostración de este teorema se puede encontrar en la referencia [20]. Usando el criterio de Weyl se puede de-
mostrar el teorema siguiente, que caracteriza el espectro de los operadores diferenciales asociados a un polinomio.

Teorema 10 Sea P(x) un polinomio con coefficientes reales. Entonces,

σ(P0) = σess(P0) = {λ ∈ R : λ = P(x), for somex ∈ R3}

Como el polinomio asociado a H0S es x2, este teorema implica que que σ(H0S) = σess(H0S) = [0,∞).

Para concluir con este subtema, se enunciará el principio de absorción lı́mite (LAP), el cual tiene gran reper-
cusión en este trabajo. Se omitirá la demostración por ser bastante amplia, sin embargo, ésta se puede encontrar en
la referencia [23].

Observación 18 Para simplificar la notación, se tomará 〈x〉 ≡ (1+ |x|2)1/2

Definición 27 Sea s ∈ R. Se define el espacio con peso en L2, denotado por L2
s , como el espacio vectorial

L2
s = { f : R3→ C : 〈x〉s f (x) ∈ L2}

Además, se define la norma en L2
s como:

∀ f ∈ L2
s : ‖ f‖L2

s
= ‖〈x〉s f‖L2

Definición 28 Sea α,s ∈ R. Se define Hα,s como el espacio vectorial normado

Hα,s = { f : R3→ C : 〈x〉s f (x) ∈ Hα}

donde su norma viene dada por
∀ f ∈ Hα,s : ‖ f‖Hα,s = ‖〈x〉s f‖Hα

Ahora si, se enunciará el LAP y concluye con este subcapı́tulo.

Teorema 11 Sea H0S := −4 el operador libre de Schrödinger en L2. Sea z ∈ ρ(H0S) y sea R0S(z) el resolvente
de H0S en el punto z. Entonces, el lı́mite R0S(λ ± i0) = lı́mε→+0 R0S(λ ± iε) existe en la topologı́a uniforme de
B(L2

s ,H
α,−s), con s > 1/2 y |α| ≤ 2; además,

‖R0S(λ±i0) f‖Hα,−s ≤Cs,δ λ−(1−|α|)/2‖ f‖L2
s
, para toda λ ∈ [δ ,∞) con δ > 0. Las funciones R±0S :C→B(L2

s ,H
α,−s)

dadas por:

R±0S(λ ) =


R0S(λ ) si Imλ , 0

R0S(λ ± i0) si λ ∈ (0,∞)

están definidas para todo λ ∈ C±∪ (0,∞). Por último, éstas son analı́ticas para toda λ con Imλ , 0 y localmente
Hölder continuas para toda λ ∈ (0,∞), con exponente θ , tal que, 0 < θ ≤ s−1/2 y θ < 1.
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2.2. Operador de Dirac: Formalismo Matemático

Al igual que en el subcapı́tulo anterior, se desarrollará la teorı́a matemática que hay detrás del operador de
Dirac. Para esto, primero se empezará con el operador libre de Dirac para, posteriormente, terminar con la ecuación
perturbada de Dirac.

Observación 19 Para simplificar la notación, en lo siguiente se omitirá la matriz identidad I ∈M4x4 y, en caso
de ser necesario, se precisará la presencia de ésta.

Para obtener el operador libre de Dirac, primero se hará separación de variables en la ecuación no perturbada
de Dirac, i. e., suponiendo que cualquier solución ψ(x, t) de la ecuación de Dirac se puede reescribir de la forma
ψ(x, t) = ϕ(x)τ(t), se obtienen las siguientes ecuaciones:

−iα1
∂ϕ

∂x
− iα2

∂ϕ

∂y
− iα3

∂ϕ

∂ z
+βmϕ = Eϕ,

∂τ

∂ t
=−iEτ.

La segunda ecuación, tiene como solución τ(t) = e−iEt , mientras que la primera ecuación, se puede pensar
como una ecuación de eigenvalores; por esta razón, el operador libre de Dirac se define como

H0Dϕ =−iα1
∂ϕ

∂x
− iα2

∂ϕ

∂y
− iα3

∂ϕ

∂ z
+βmϕ.

A este, lo podemos reescribir como

H0Dϕ = α1Dxϕ +α2Dyϕ +α3Dzϕ +βmϕ.

De manera análoga al operador libre de Schrödinger, el operador libre de Dirac estará definido en el espacio
de Hilbert L2(R3)4 y, nuevamente, encontrar un dominio adecuado para éste.

Para esto, primero se va a definir la transformada de Fourier en L2(R3)4.

Definición 29 Sea ψ ∈ L2(R3)4. Se define la transformada de Fourier de ψ , denotada por Fψ , como la nueva
función Fψ : R3→ C4 dada por

Fψ(k) :=


Fψ1(k)
Fψ2(k)
Fψ3(k)
Fψ4(k)


donde F es la transformada de Fourier definida en el subcapı́tulo anterior.

Observación 20 Todas las propiedades del teorema 3 se heredan a F . Además, se sigue que su inversa

F−1
ψ(k) :=


F−1ψ1(k)
F−1ψ2(k)
F−1ψ3(k)
F−1ψ4(k)


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cumple que F−1 = F ∗.

Ahora, para el cálculo del dominio del operador libre de Dirac, se utilizará la definición de extensión débil
dada en el subcapı́tulo anterior. Observe que esta teorı́a se extiende de manera immediata a operadores matriciales.
Para esto, suponga que u ∈D(H0D) y que H0Du = f , entonces, para toda ϕ ∈C∞

0 (R3)4 se cumple que

〈P0D(D)ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉

donde

P0D(D) = α
∗
1 Dxϕ +α

∗
2 Dyϕ +α

∗
3 Dzϕ +β

∗mϕ

y α∗1 ,α
∗
2 ,α

∗
3 ,β

∗ son las matrices adjuntas de α1,α2,α3,β , respectivamente.

Ya que, α1,α2,α3 y β son matrices hermitianas, entonces

P0D(D) = α1Dxϕ +α2Dyϕ +α3Dzϕ +βmϕ.

Por lo tanto,

〈P0D(D)ϕ,u〉 = 〈[α1Dx +α2Dy +α3Dz +βm]ϕ,u〉

= 〈F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fϕ,u〉

= 〈ϕ,F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu〉.

Por lo cual,

〈P0D(D)ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉 =⇒ 〈[α1Dx +α2Dy +α3Dz +βm]ϕ,u〉= 〈ϕ, f 〉

=⇒ 〈ϕ,F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu〉= 〈ϕ, f 〉.

Por lo tanto, para toda ϕ ∈C∞
0 (R3)4 se tiene que

〈ϕ,F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu− f 〉= 0.

Como C∞
0 (R3)4 es denso en L2(R3)4, se concluye que

F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu− f = 0 o, equivalentemente F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu = f .

Por lo tanto, se pueden concluir dos cosas

1. El dominio del operador libre de Dirac está dado por el conjunto

D(H0D) = {u ∈ L2(R3)4 : F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu ∈ L2(R3)4}
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2. H0Du = F−1[α1kx +α2ky +α3kz +βm]Fu.

Teorema 12
D(H0D) = H1(R3)4.

Demostración:

Para observar esto, primero se va a transformar de manera unitaria al operador libre de Dirac con F , de lo cual
se obtiene que

FH0DF−1 = Fα1Dx +α2Dy +α3Dz +βmF−1

= Fα1F−1kxF +α2F−1kyF +α3F−1kzF +βmF−1

= FF−1α1kx +α2ky +α3kz +βmFF−1

= α1kx +α2ky +α3kz +βm

=


m 0 kz kx− iky

0 m kx + iky −kz

kz kx− iky −m 0
kx + iky −kz 0 −m

 .

Ahora, se diagonalizará esta matriz, por lo cual, se debe plantear la ecuación caracterı́stica que viene dada por

det(FH0DF−1−λ (k)) = 0⇒ [m2−λ
2 + |k|2]2 = 0.

Por lo cual, los eigenvalores de este operador matricial vienen dados por:

λ1(k) = λ2(k) =−λ3(k) =−λ4(k) =
√

m2 + |k|2 = λ (k)

los cuales son funciones del ”momento” k.

Considere la matriz

u(k) =
1√
2

√
1+

m
λ (k)

I+
1√
2

√
1− m

λ (k)
β

α · k
|k|

con inversa

u−1(k) =
1√
2

√
1+

m
λ (k)

I− 1√
2

√
1− m

λ (k)
β

α · k
|k|

la cual es unitaria, ya que
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u(k)∗ = ( 1√
2

√
1+ m

λ (k)I+
1√
2

√
1− m

λ (k)β
α·k
|k| )
∗

= 1√
2

√
1+ m

λ (k)I
∗+ 1√

2

√
1− m

λ (k)(β
α·k
|k| )
∗

= 1√
2

√
1+ m

λ (k)I+
1√
2

√
1− m

λ (k)(
α·k
|k| )
∗β ∗

= 1√
2

√
1+ m

λ (k)I+
1√
2

√
1− m

λ (k)(
α·k
|k| )β

= 1√
2

√
1+ m

λ (k)I−
1√
2

√
1− m

λ (k)β
α·k
|k| = u−1(k).

Transformando ahora a FH0DF−1 por medio de u(k), se obtiene que

u(k)FH0DF−1u−1(k) = ( 1√
2

√
1+ m

λ (k)I+
1√
2

√
1− m

λ (k)β
α·k
|k| )(α · k+βm)( 1√

2

√
1+ m

λ (k)I−
1√
2

√
1− m

λ (k)β
α·k
|k| )

= [1
2(1+

m
λ (k))α · k+

1
2

√
1− ( m

λ (k))
2β

(α·k)2

|k| + m
2 (1+

m
λ (k))β −

m
2

√
1− ( m

λ (k))
2 α·k
|k|

+1
2

√
1− ( m

λ (k))
2β

(α·k)2

|k| + 1
2(1−

m
λ (k))β

α·k
|k| β

(α·k)2

|k|

+m
2

√
1− ( m

λ (k))
2β

α·k
|k| β −

m
2 (1−

m
λ (k))β

(α·k)2

|k|2 ]

= [1
2(1+

m
λ (k))α · k+

1
2

√
1− ( m

λ (k))
2β |k|+ m

2 (1+
m

λ (k))β −
m
2

√
1− ( m

λ (k))
2 α·k
|k|

+1
2

√
1− ( m

λ (k))
2β |k|+ 1

2(1−
m

λ (k))βα · kβ + m
2

√
1− ( m

λ (k))
2β

α·k
|k| β −

m
2 (1−

m
λ (k))β ]

= [( m
λ (k))α · k+

√
1− ( m

λ (k))
2β |k|+( m2

λ (k))β −m
√

1− ( m
λ (k))

2 α·k
|k| ]

= [mI+ |k|2
λ (k)β −

m
λ (k)α · k] = [m[Iλ (k)−α·k]

λ (k) + |k|2
λ (k)β ] = [ m2

λ (k)β + |k|2
λ (k)β ] =

λ (k)2

λ (k) β = λ (k)β .

Por lo tanto, el dominio del operador FH0DF−1 viene dado por

D(FH0DF−1) =D(λ (k)β ) = { f ∈ L2(R3)4 : λ (k)β f ∈ L2(R3)4}.

Ahora, observe que

‖λ (k)β f‖= ‖m
√

1+(
|k|
m
)2β f‖= ‖m

√
1+(

|k|
m
)2 f‖=Cm‖

√
1+ |p|2 f‖

donde p = k
m . Por lo tanto,
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‖λ (k)β f‖< ∞ si y solo si ‖
√

1+ |p|2 f‖< ∞.

Por lo tanto,

f ∈D(FH0DF−1) si y solo si f ∈ H1(R3)4.

Puesto que

λ (k)β = u(k)FHD0F
−1u−1(k)

entonces

D(λ (k)β ) = D(u(k)FHD0F−1u−1(k))

= u(k)D(FHD0F−1)u−1(k)

= u(k)FD(HD0)F−1u−1(k).

Por lo tanto,

D(HD0) = F−1u−1(k)D(λ (k)β )u(k)F = F−1u−1(k)H1(R3)4u(k)F = H1(R3)4.

�

Corolario 3
σ(H0D) = (−∞,−m]∪ [m,∞).

Para observar esto, primero se va a demostrar el siguiente lema.

Lema 2 Sea A un operador en un espacio de Hilbert H y sea U : H →H un operador unitario. Entonces
σ(UAU−1) = σ(A).

Demostración:

Por simplicidad, se demostrará que ρ(UAU−1) = ρ(A), lo cual es completamente equivalente a lo enunciado
en este lema.

Sea z ∈ ρ(A), entonces:

1. El R(A− z) es denso en H .

2. Existe C ∈ R+, tal que, para todo x ∈D(A) se tiene que

‖x‖ ≤C‖(A− z)x‖.

Por lo cual, falta demostrar que
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1. El R(UAU−1− z) es denso en H .

2. Existe K ∈ R+, tal que, para todo v ∈D(UAU−1) se tiene que

‖v‖ ≤ K‖(UAU−1− z)v‖.

Para demostrar el inciso 1, note que

R(UAU−1− z) =R[U(A− z)U−1] =UR(A− z)U−1.

Por lo cual, R(A− z) es denso si y solo si R(UAU−1− z).

Para demostrar el inciso 2, suponga que existe C ∈ R+, tal que, para todo x ∈D(A) se tiene que

‖x‖ ≤C‖(A− z)x‖.

Como U es un operador unitario, para cada x ∈D(A) existe v ∈H , tal que

U−1v = x.

Por lo tanto, para cada x ∈D(A) existe v ∈H , tal que

‖U−1v‖ ≤C‖(A− z)U−1v‖.

Entonces

‖v‖= ‖U−1v‖ ≤C‖(A− z)U−1v‖=C‖U(A− z)U−1v‖.

Por lo tanto, tomando K =C se concluye que,

‖v‖ ≤ K‖(UAU−1− z)v‖

para toda v ∈D(UAU−1).

Por lo tanto, z ∈ ρ(UAU−1).

Ahora, suponga que z ∈ ρ(UAU−1), por definición existe K ∈ R+ tal que para toda x ∈ D(UAU−1) se tiene
que

‖x‖ ≤ K‖(UAU−1− z)x‖.

Como UU−1 = I, la anterior desigualdad se puede reescribir como

‖x‖ ≤ K‖U(A− z)U−1x‖

sin embargo, como U es unitario se concluye que
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‖U−1x‖ ≤ K‖(A− z)U−1x‖.

También, note que para todo x ∈D(UAU−1) existe un v ∈H tal que

U−1x = v.

Por lo tanto,

‖v‖ ≤ K‖(A− z)v‖.

Por lo tanto, tomando C = K se demuestra el inciso 2.

�

Para demostrar el corolario, observe que σ(H0D) = σ(u(k)FH0DF−1u−1(k)); sin embargo, dado que

u(k)FH0DF−1u−1(k) = λ (k)β

entonces, el espectro de u(k)FH0DF−1u−1(k) corresponde a todos son los eigenvalores que puede tomar la
matriz λ (k)β .

Por lo tanto, como los eigenvalores de β son ±1, entonces, los eigenvalores de u(k)FH0DF−1u−1(k) son
todos los valores que toman las funciones λ (k) y −λ (k).

Por lo tanto, σ(u(k)FH0DF−1u−1(k)) = (−∞,m]∪ [m,∞).

�

Observación 21 σess(H0D) = (−∞,−m]∪ [m,∞).

Observación 22 Sea k ∈ R3. Como ya se demostró, los eigenvalores del operador libre de Dirac vienen dados
por ±λ (k), los cuales, tienen como operadores de proyección a las matrices

P±(k) :=
1
2
[I± 1

λ (k)
(α · k+mβ )]

y, por lo tanto, como eigenespacios a χ±(k) =R(P±(k)).

Para terminar con el operador libre de Dirac, se va a enunciar una de las consecuencias del LAP, la cual dice
ası́

R0D(E± i0) = lı́m
ε→+0

R0D(E± iε) =


(H0D +E)R0S((E2−m2)± i0) si E > m

(H0D +E)R0S((E2−m2)∓ i0) si E <−m

existe para todo E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞) con la topologı́a uniforme en B(L2
s ,H

α,−s), tomando a s > 1/2 y
|α| ≤ 1. Además,

‖R0D(E± i0) f‖Hα,−s ≤Cs,δ |E||α|‖ f‖L2
s
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para todo |E| ∈ [m+δ ,∞), con δ > 0. Por otra parte, las funciones R±D0 : C→B(L2
s ,H

α,−s) dadas por

R±D0(E) =


R0D(E) si ImE , 0

R0D(E± i0) si E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞)

están definidas para todo E ∈ C±∪ (−∞,−m)∪ (m,∞), son analı́ticas para toda E con ImE , 0 y localmente
Hölder continuas para toda E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞), con exponente θ , tal que, 0 < θ ≤ s−1/2 y θ < 1.

La demostración se puede encontrar en la referencia [3].

Para este trabajo, se debe también de hablar del operador de Dirac perturbado por un campo electromagnético
independiente del tiempo. Para obtener la expresión de este, debe recordarse que si una partı́cula cuántica está en
presencia de un campo electromagnético con potencial (V,A), entonces la ecuación que la describe viene dada por

[α · (−i∇− eA)+βm+ eV ]ϕ = i
∂ϕ

∂ t
.

Como el potencial (V,A) es independiente del tiempo, entonces se puede proponer como solución de esta a
ϕ(x, t) = ψ(x)τ(t), por lo cual, separando variables en esta ecuación se obtiene que

[α · (−i∇− eA)+βm+ eV ]ψ = Eψ, (2.34)

∂τ

∂ t
= (−iEτ).

Simplificando la ecuación 2.34 se obtiene que

[α · (−i∇)+βm−α · (eA)+ eV ]ψ = Eψ (2.35)

lo cual, es equivalente a

[H0D +V(x)]ψ = Eψ (2.36)

donde H0D es el operador libre de Dirac y V(x) es una perturbación al operador. Por esta razón, se define el
operador de Dirac perturbado como

HD = H0D +V. (2.37)

Ahora, se supondrá que el potencial V cumple lo siguiente:

1. Es de la forma

V=

(
V σ ·A

σ ·A V

)
donde V, y cada componente de A toman valores en los reales.

2. Para algún s0 > 1/2, 〈x〉2s0V es un operador compacto de H1 a L2.
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3. V ∈ L2
s para algún s > 1/2.

Con la hipótesis anterior, se tiene como consecuencia que, el operador de Dirac perturbado cumple lo siguiente:

1. HD es un operador auto-adjunto con dominio D(H) = H1(R3)4.

2. Tiene el mismo espectro esencial que el operador libre de Dirac

σess(H0D) = σess(HD) = (−∞,−m]∪ [m,∞).

La demostración de éstas propiedades se puede encontrar en la referencia [3]. También, de esto se puede
concluir que

RD(E± i0) = lı́m
ε→+0

RD(E± iε) = R0D(E± i0)(1+VR0D(E± i0))−1

existe para todo E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞) \σp(HD), con la topologı́a uniforme en B(L2
s ,H

α,−s), s ∈ (1/2,s0],
|α| ≤ 1. Además, se tiene que las funciones R±D0 : C→B(L2

s ,H
α,−s) dadas por

R±D(E) =


RD(E) si ImE , 0

RD(E± i0) si E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞)\σp(HD),

están definidas para todo E ∈ C± ∪ (−∞,−m)∪ (m,∞) \σp(HD) y, además, son analı́ticas para ImE , 0 y
localmente Hölder continuas para (−∞,−m)∪ (m,∞) \σp(HD) con exponente θ tal que 0 < θ < s− 1/2, s <
min{s0,3/2}.

La demostración de ésta, se puede encontrar en la referencia [3].

Además, con esta hipótesis se puede asegurar la existencia de soluciones de dispersión, es decir, soluciones a
la ecuación diferencial

HDu = Eu

para E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞)\σp(HD). Estas soluciones vienen dadas por:

u±(x,θ ;E) = Pθ (E)eiν(E)〈x,θ〉− (RD(E± i0)V(·)Pθ (E)eiν(E)〈·,θ〉)(x).

Además, estás admiten una expansión asintótica dada por

u±(x,θ ;E) = Pθ (E)eiν(E)〈x,θ〉+a±(x̂,θ ;E)
e±i(sgnE)ν(E)|x|

|x|
+ ô(|x|−1)

donde x̂ = x/|x| y

a±(x̂,θ ;E) =−(sgnE)(
2π|E|
ν(E)

1/2

(Γ±(E)V(·)Pθ (E)eiν(E)〈·,θ〉)(±(sgnE)x̂).
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De esta manera se puede asegurar que el potencial electromagnético V puede recuperarse por una expansión
asintótica de la matriz de dispersión. Esto se verá mas adelante.

Si V cumple la siguiente estimación:

|V(x)| ≤C〈x〉−ρ para algún ρ > 1

donde |V(x)| es la norma de la matriz V, no existen eigenvalores en el espectro absolutamente continuo del opera-
dor HD, es decir,

{(−∞,−m)∪ (m,∞)}∩σp(HD) = /0.

Este resultado se demuestra en [4]. Por último, es importante mencionar que este tipo de potenciales son conocidos
como potenciales de corto alcance y los que cumplan

C〈x〉−ρ ≤ |V(x)| para algún ρ ≤ 1

son conocidos como potenciales de largo alcance.
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Capı́tulo 3

El operador de dispersión y la matriz de
dispersión

3.1. Teorı́a espectral de operadores auto-adjuntos

Para la teorı́a de dispersión, es muy importante el espectro de los operadores auto-adjuntos. Por lo cual, se
enunciará la teorı́a espectral de operadores auto-adjuntos, ası́ como la clasificación de estos.

Para empezar, se definirá que es una proyección en un espacio de Hilbert, para posteriormente, definir que es
una familia espectral y concluir con la medida espectral de un operador auto-adjunto:

Definición 30 Sea H un espacio de Hilbert. Una proyección E : H →H es un operador lineal acotado, tal que

1. E es auto-adjunto.

2. E es idempotente, i. e., E2 = E.

Observación 23 El M (E) = { f ∈H : E f = f} es el subespacio que E proyecta, i. e., EM (E) = M (E) y
EM (E)⊥ = {0}, donde M (E)⊥ es el complemento ortogonal de M (E).

Definición 31 Sea H un espacio de Hilbert y sea {Eλ}λ∈R una familia de proyecciones en H . Se dice {Eλ}λ∈R
es una familia espectral si

1. La familia {Eλ}λ∈R es no-decreciente, i. e. Eλ Eµ = Emı́n{λ ,µ}.

2. s− lı́mλ→−∞ Eλ = O y s− lı́mλ→+∞ Eλ = I.

Definición 32 Sea A : H →H un operador lineal. Se dice que A es un operador positivo si para toda f ∈D(A)
se cumple que

〈 f ,A f 〉 ≥ 0.

Observación 24 La propiedad uno, se puede reescribir como Eλ ≤ Eµ si λ ≤ µ , i. e. Eµ −Eλ es un operador
positivo si λ ≤ µ .
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Observación 25 De la propiedad uno, también se sigue que los lı́mites s− lı́mε→+0 Eλ±ε = Eλ±0 existen para
toda λ ∈ R. Estos lı́mites cumplen que Eλ−0 ≤ Eλ ≤ Eλ+0.

En lo siguiente, todas las familias espectrales de este texto son continuas por la derecha, i. e.

Eλ+0 = s− lı́m
ε→+0

Eλ+ε = Eλ .

Definición 33 Sean a,b ∈ R tales que a < b y {Eλ}λ∈R una familia espectral. Se define

E((a,b]) = Eb−Ea.

Observación 26 De la definición anterior y la observación 25 se sigue que:

E((a,b)) = Eb−0−Ea , E([a,b]) = Eb−Ea−0.

Observación 27 De la propiedad uno de las familias espectrales, es fácil ver que:

E((a,b])E((c,d]) = E((a,b]∩ (c,d]).

Considere ahora a AB el σ -algebra de Borel en R. Con las observaciones anteriores, se puede definir para cada
V ∈AB un operador de proyección E(V ), tal que, E(V ) sea σ -aditiva, i. e.

E(∪k∈NVk) = ∑
k∈N

E(Vk)

si {Vk}k∈N es una familia disjunta de elementos de AB.

La colección de proyecciones {E(V )}V ∈AB es llamada la medida espectral asociada a la familia espectral
{Eλ}λ∈R.

Por otra parte, las propiedades de la familia espectral permiten definir una medida de Stieljes para cada f ∈H .
Esta viene dada de la siguiente manera:

Definición 34 Sea {Eλ}λ∈R una familia espectral y sea f ∈H . Sea define la medida de Stieljies asociada a f ,
denotada por m f , como la función m f : R→ C dada por:

∀λ ∈ R : m f (λ ) = 〈 f ,Eλ f 〉= ‖Eλ f‖2.

Observación 28 La medida anterior, cumple las siguientes propiedades

1. Si µ ≤ λ entonces m f (µ)≤ m f (λ ).

2. m f es continua por la derecha.

3. m f (−∞) = lı́mλ→−∞〈 f ,Eλ f 〉= 0 y m f (+∞) = lı́mλ→+∞〈 f ,Eλ f 〉= ‖ f‖2.

4. Para cada V ∈AB : m f (V ) = ‖E(V ) f‖2.
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De manera análoga al espacio de medida (R,AB,dλ ), se pueden definir integrales en H de funciones conti-
nuas ϕ : [a,b]→C, solo que éstas corresponden a operadores en H . Sin embargo, la construcción de esta integral
no está dentro de los objetivos de este trabajo, por lo que, solo se enunciará el siguiente teorema:

Teorema 13 Sea {Eλ}λ∈R una familia espectral en un espacio de Hilbert H , −∞ < a < b < ∞ y ϕ : [a,b]→ C
una función continua.

1. Sea {Πr} una sucesión de particiones en el intervalo (a,b] tal que, |Πr| → 0 cuando r→ ∞. Entonces la
sucesión de operadores {∑N

k=1 ϕ(uk)E((sk−1,sk])} es fuertemente convergente y su lı́mite es denotado por∫ b
a ϕ(λ )E(dλ ). Además, éste pertenece a B(H ) y es independiente de la sucesión {Πr}.

2.
∫ b

a ϕ(λ )E(dλ ) conmuta con cada Eλ y satisface

‖
∫ b

a
ϕ(λ )E(dλ )‖= sup

µ∈[a,b]∩supp{Eλ }
|ϕ(µ)|

donde
supp{Eλ}= {µ ∈ R : Eµ+ε −Eµ−ε , 0∀ε > 0}

se conoce como el soporte de {Eλ}λ∈R.

3. Si ϕ denota la función compleja conjugada de ϕ , entonces
∫ b

a ϕ(λ )E(dλ ) es el adjunto de
∫ b

a ϕ(λ )E(dλ ).

4. Para cada vector f ∈H :

‖
∫ b

a
ϕ(λ )E(dλ ) f‖=

∫ b

a
|ϕ(λ )|2m f (dλ ).

5. Si ψ : [a,b]→ C es también una función continua, entonces

(
∫ b

a
ϕ(λ )E(dλ ))(

∫ b

a
ψ(µ)E(dµ)) =

∫ b

a
ϕ(λ )ψ(λ )E(dλ ).

6. Si a =−∞ y b = ∞ entonces
∫

∞

−∞
ϕ(λ )E(dλ ) es un operador cerrado y su adjunto es

∫
∞

−∞
ϕ(λ )E(dλ ).

La demostración de este teorema se puede encontrar en la referencia [2].

Por otra parte, la importancia de estas medidas y su integración surge del teorema espectral, el cual dice lo
siguiente:

Teorema 14 (Teorema Espectral) Sea H un espacio de Hilbert y sea A un operador auto-adjunto. Entonces existe
una familia espectral {Eλ}λ∈R tal que

A =
∫
R

λEdλ .

La demostración del Teorema Espectral se puede encontrar en la referencia [20].

Otro teorema importante es la relación de la medida espectral con el espectro de A, la cual está dada por:

Teorema 15 σ(A) = supp{Eλ}.
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Ésta se encuentra demostrada en la referencia [20].

Otra propiedad importante la da el cálculo funcional, la cual, se utiliza mucho en teorı́a de dispersión. Esta
establece lo siguiente

Definición 35 Sea ϕ : R→ C una función continua. Se define ϕ(A) como el operador dado por:

ϕ(A) =
∫

∞

−∞

ϕ(λ )E(dλ ).

Estos operadores heredan todas las propiedades del teorema 13, y como se menciona, su importancia aparece
en la teorı́a de dispersión, en particular, en los operadores de onda.

Por último, el teorema espectral permite la clasificación del espectro, teniendo mayor relevancia el espectro
continuo en teorı́a de dispersión. Para esta clasificación, se utiliza el teorema de descomposición de Lebesgue, el
cual concluye que cualquier medida de Stieltjies en R, se puede escribir como

m = mp +msc +mac

donde mp es una medida puramente puntual, msc es una medida singularmente continua y mac es una medida
absolutamente continua.

Por lo tanto, para cada f ∈H con medida de Stieltjies m f , se cumple que

m f = mp f +msc f +mac f .

Por esta razón, se pueden definir los siguientes subespacios de H , en términos de estas medidas:

1. Hac(A) = { f ∈H |m f es una medida absolutamente continua}.

2. Hsc(A) = { f ∈H |m f es una medida singularmente continua}.

3. Hp(A) = { f ∈H |m f es una medida puramente puntual}.

Estos subespacios cumplen lo siguiente:

Teorema 16 Sea A un operador auto-adjunto en un espacio de Hilbert H , entonces,

H = Hp(A)
⊕

Hsc(A)
⊕

Hac(A).

Corolario 4 Sea A un operador auto-adjunto en un espacio de Hilbert H . Si se define a Ap,Asc,Aac como la
restricción del operador A en los subespacios Hp(A),Hsc(A),Hac(A), respectivamente, entonces

σ(A) = σ(Ap)∪σ(Asc)∪σ(Aac).

La demostración de este teorema y corolario se puede encontrar en la referencia [2].

Definición 36 Sea A un operador auto-adjunto. Se define

1. el espectro puntual de A, denotado por σp(A), como σp(A) = σ(Ap).
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2. el espectro singularmente continuo de A, denotado por σsc(A), como σsc(A) = σ(Asc).

3. el espectro absolutamente continuo de A, denotado por σac(A), como σac(A) = σ(Aac).

En teorı́a de dispersión, los estados mas relevantes del sistema vienen caracterizados por los vectores en Hac

o los que están asociados al espectro absolutamente continuo σac(A); justo por esto son llamados estados de
dispersión. Designamos por Pac(A) al proyector sobre Hac(A).

En los siguientes subtemas, se dará una discusión mas amplia sobre esto.

3.2. Teorı́a de dispersión cuántica

Un fenómeno de dispersión cuántica consiste en un conjunto de partı́culas que viajan inicialmente de forma
libre y que, posteriormente, se ven afectadas por una fuerza externa llamada dispersor. Ésta fuerza cambia el estado
de movimiento de la partı́culas, haciendo que éstas cambien de un estado de movimiento rectilı́neo uniforme a uno
curvilı́neo. Una vez que las partı́culas han cambiado su estado de movimiento, pueden realizar dos acciones:

1. Quedarse atrapados por el dispersor, manteniéndose localizadas en una región.

2. Escapar del dispersor y continuar con un movimiento rectilı́neo uniforme distinto al inicial.

Las partı́culas que cumplen la primera condición se dice que están en un ”estado acotado”; las segundas se
dice que están en un ”estado de dispersión”.

Para caracterizar estos estados matemáticamente, primero se debe observar que si el sistema está descrito por
un Hamiltoniano H, la ecuación de evolución temporal queda determinada por

Hψ(t) = i
d
dt

ψ(t)

y esto es válido para sistemas relativista y no relativistas. Observe que, las soluciones a esta ecuación diferen-
cial vienen dadas por

ψ(t) = e−iHt
ψ(t0)

donde ψ(t0) es el estado inicial del sistema. Por lo tanto, la evolución del sistema queda determinada por la
familia de operadores {Ut = e−iHt}t∈R, los cuales, corresponden a un grupo unitario, fuertemente continuo, de
operadores en el espacio de Hilbert H ; por esta razón, a {Ut = e−iHt}t∈R se le conoce como ”el grupo unitario de
evolución temporal del sistema”.

Haciendo esta precisión, se puede definir un estado acotado y un estado de dispersión de la siguiente manera:
Los estados acotados corresponden a los autovectores, y más generalemente al subespacio puntual Hp(H). Por
otra parte, los estados de dispersión corresponden al subespacio absolutamente continuo Hac(H). Habitualmente
en los sistemas de dispersión el subespacio singularmente continuo, Hsc se reduce al vector zero.

En teorı́a de dispersión, uno requiere que la partı́cula libre que se acerca al dispersor con estado f− ∈Hac(H0),
le corresponda un estado de dispersión f ∈Hac(H) del Hamiltoniano perturbado H. Dicho de otra forma, uno
desea que la evolución del estado f0 corresponda a la evolución del estado f ; esto matemáticamente se traduce en
que
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lı́m
t→∞
‖e−iHt f − e−iH0t f−‖= 0 o, equivalentemente lı́m

t→∞
‖eiH0te−iHt f − f+‖= 0.

Esto pasa análogamente para las partı́culas que se escapan del dispersor; solo que en este caso, el lı́mite a
calcular es el siguiente

lı́m
t→∞
‖e−iH0t f − e−iHt f+‖= 0 o, equivalentemente lı́m

t→∞
‖eiHte−iH0t f − f+‖= 0,

adonde f+ ∈Hac(H0). Esto motiva la definición de los operadores de onda:

Definición 37 Sean H,H0 los Hamiltonianos perturbado y libre, respectivamente. Se definen los operadores de
onda Ω+(H,H0) y Ω−(H,H0) como el lı́mite fuerte,

Ω±(H,H0) = s− lı́m
t→±∞

eiHte−iH0t Pac(H0)

si éste existe.

Observación 29 Los operadores Ω±(H,H0) son parcialmente isométricos con espacio inicial Hac(H0).

Observación 30 Los operadores de onda cumplen las siguientes reglas de conmutación:

HΩ± =Ω±H0

conocidas como las relaciones de entrelazamiento.

Estas propiedades se pueden encontrar demostradas en la referencia [2].

Es importante mencionar que no necesariamente todas las partı́culas en un sistema se van a dispersar, por lo
que, el operador de dispersión S no siempre se podrá definir. Sin embargo, en un fenómeno de dispersión siempre
se espera que haya al menos una partı́cula dispersada, por lo cual, se debe de cumplir que R(Ω−)⊆R(Ω+).

Por otra parte, el siguiente teorema relaciona el espectro absolutamente continuo con los operadores de onda
y, por lo tanto, con el operador de dispersión.

Teorema 17 Sean H,H0 los Hamiltonianos perturbado y libre, respectivamente y Ω±(H,H0) sus operadores de
onda. Entonces

R(Ω±)⊆Hac.

Por esta razón, se dice que el operador de onda Ω+ (o Ω−) es completo si R(Ω+) = Hac (o R(Ω−) = Hac)
y se dice que Ω± son asintóticamente completos si R(Ω+) = R(Ω−) = Hac. En el experimento, esto último
significa que todas las partı́culas que se mandan al dispersor, se dispersan y ninguna se queda atrapada por este o
se absorbe.

Por otra parte, observe que las partı́culas que llegan al dispersor quedan determinadas por el operador

Ω−(H,H0)

y las que salen por
Ω+(H,H0).
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CAPÍTULO 3. EL OPERADOR DE DISPERSIÓN Y LA MATRIZ DE DISPERSIÓN 69

Si una partı́cula llega al dispersor con estado f− y sale de éste con estado f+, es decir, está dentro del conjunto
de partı́culas dispersadas, entonces se van a cumplir la siguiente relacion

Ω−(H,H0) f− =Ω+(H,H0) f+.

Si los operadores de onda son asintóticamente completos, se obtiene que

f+ =Ω∗+(H,H0)Ω−(H.H0) f−.

Por lo tanto, existe un operador que permite relacionar los diferentes estados que tiene una partı́cula dispersada;
éste es conocido como ”el operador de dispersión” y se define de la siguiente manera:

Definición 38 Sean H,H0 los Hamiltonianos perturbado y libre, respectivamente y Ω±(H,H0) los operadores de
onda. Se define el operador de Dispersión, denotado por S, como

S(H,H0) =Ω∗+(H,H0)Ω−(H,H0).

Observación 31 Note que S(H,H0) cumple las siguientes reglas de conmutación

H0S(H,H0) = S(H,H0)H0

y
eitH0S(H,H0) = S(H,H0)eitH0

para toda t ∈ R.

La demostración de esta observación se puede encontrar en la referencia [2].

En casos en que no haya posibilidad de confusión, por simplificidad, utilizaremos la notaciónΩ± para designar
los operadores de onda, y S para el operador de dispersión.

En lo siguiente, se definirá la matriz de dispersión, y se dará una justificación de su existencia. Se omitirán las
demostraciones por no ser el objetivo de este trabajo, sin embargo, estas se pueden revisar en las referencias [15]
y [16].

Definición 39 Sea (M,µ) un espacio de medida σ -finita, sea H0 un espacio de Hilbert separable y H =
L2(M,dµ;H0).

1. Se dice que una función a : M→B(H0) es medible si 〈ψ,a(·)φ〉 es una función medible, para todo ψ,φ ∈
H0.

2. Se dice que una función a : M→B(H0) es L∞(M,dµ;B(H0)) si es medible y, además,
el ess sup{‖a(·)‖B(H0)}< ∞.

Por último, al espacio H se le conoce como la integral directa de fibra constate y es denotada como

H =
∫ ⊕

M
H0dµ.
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Observación 32 Note que si a ∈ L∞(M,dµ;B(H0)) y φ ∈H es fija, entonces, la funcional lineal definida por:

∀ψ ∈H :
∫

M
〈ψ(λ ),a(λ )φ(λ )〉H0dµ(λ )

es acotada en H . Por lo tanto, por el teorema de Riesz existe un operador A : H →H acotado, tal que

〈ψ,Aφ〉H =
∫

M
〈ψ(λ ),a(λ )φ(λ )〉H0dµ(λ )

por lo cual,
(Aψ)(m) = a(m)ψ(m)

casi en todas partes.

Esta observación, hace pertinente la siguiente definición:

Definición 40 Sea (M,µ) un espacio de medida σ -finita, sea H0 un espacio de Hilbert separable y H =∫ ⊕
M H0dµ . Sea a ∈ L∞(M,dµ;B (H0)) y A : H → H un operador acotado en H . Se dice que A se puede

descomponer en una integral directa de a y que a(λ ) es la fibra de A en λ si, para toda ψ ∈H

(Aψ)(m) = a(m)ψ(m).

En tal caso, A se denota como

A =
∫ ⊕

M
a(m)dµ(m).

En teorı́a de dispersión, esta definición toma gran relevancia, ya que, la matriz de dispersión en la energı́a E,
denotada por S(E), corresponde a la descomposición del operador S en la fibra E. Además, experimentalmente
se determina la matriz de dispersión y no propiamente el operador de dispersión S, por lo cual, es necesario dar
condiciones para que el operador de dispersión S se pueda descomponer.

Para este trabajo, estas condiciones vienen dadas por el siguiente teorema:

Teorema 18 Sea H0 un espacio de Hilbert separable y µ la medida de Borel en R. Sea B el operador de multi-
plicación por x en

∫ ⊕
R H0dµ . Suponga que A ∈B(

∫ ⊕
R H0dµ) conmuta con eitB para cada t ∈ R. Entonces A es

un operador descomponible. Además, si A es unitario (auto-adjunto), entonces también sus fibras son unitarias
(auto-adjuntas) c.t.p. en H0.

En este caso, dado que S conmuta con eiH0 , si H0 fuera descomponible, entonces, S es descomponible. Por lo
tanto, todo se reduce a ver que H0 sea descomponible, lo cual se verá mas adelante.

3.3. La matriz de dispersión

En esta sección consideramos la matrı́z de dispersión. Para esto, dadas las hipótesis impuestas en el capı́tulo 2
en el potencial, se debe recalcar que los operadores de onda Ω±(H,H0) existen y son asintóticamente completos,
esto puede encontrarse en la referencia [21]. Por lo tanto, el operador S existe y está bien definido.

Ahora, se va a dar la representación espectral del operador H0, es decir, se va a descomponer al operador H0.

Para esto, sea E ∈ σ(H0D) y s > 1/2. Se va a definir el operador Γ0(E) : L2
s → L2(S2;C4) dado por
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(Γ0(E) f )(ω) := (2π)−
3
2 ν(E)Pω(E)

∫
R3

e−iν(E)〈ω,x〉 f (x)d3x

donde ν(E) = (E2−m2)1/2 y

Pω(E) =


P+(ν(E)ω) si E > m

P−(ν(E)ω) si E <−m.
.

Note que, el operador adjunto Γ0(E)∗ : L2(S2;C4)→ L2
−s está dado por:

(Γ ∗0 (E) f )(ω) := (2π)−
3
2 ν(E)

∫
S2

eiν(E)〈x,ω〉Pω(E) f (ω)d2
ω.

Este operador es unitáriamente equivalente al operador traza T0(E) utilizando la transformada de Foldy-
Wouthuysen, esto se puede encontrar en la referencia [3]. Por lo cual, Γ0(E) es un operador acotado de L2

s a
L2(S2;C4), además, es locálmente Hölder continuo en (−∞,−m)∪ (m,∞), con exponente θ ∈ (0,s− 1

2) y θ < 1.

Ahora, defina a al espacio

H (E) =
∫ ⊕
S2

χ
±(ν(E)ω)dω, ±E > m,

y al espacio

Ĥ =
∫ ⊕
(−∞,−m)∪(m,∞)

H (E)dE

y defina también, al operador F0 : L2→ Ĥ dado por

(F0 f )(E,ω) = (Γ0(E) f )(ω)

Observe que,

F0H0F
∗
0 = E

es el operador multiplicación por E en Ĥ . Esto se puede encontrar en la referencia [3].

Por lo tanto, por el teorema 18, S se puede descomponer y, además,

F0SF ∗
0 = S(E).

Por otra parte, la ecuación estacionaria para S(E) viene dada por

S(E) = I−2πiΓ0(E)(V−VRD(E + i0)V)Γ0(E)∗

donde I es el operador identidad en H (E). Esto se puede encontrar en la referencia [3].
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Defina ahora al operador

Γ±(E) = Γ0(E)(I−VRD(E± i0)).

De las propiedades de T (E) y el resolvente RD(E ± i0), se sigue que Γ±(E) es un operador acotado de L2
s

a L2(S2;C4), para s ∈ (1/2,s0], donde s0 es el real s0 > 1/2, tal que, hace a 〈x〉2s0V un operador compacto.
Además, este operador es Hölder continuo en (−∞,−m)∪(m,∞) a B(L2

s ;L2(S2;C4), con exponente θ ∈ (0,s− 1
2)

y s < min{s0,3/2}. Nuevamente, defina al operador

(F± f )(E,ω) = (Γ±(E) f )(ω)

que va de Hac(HD) a Ĥ , el cual, da una representación espectral para HD, es decir,

F±HF ∗
± = E

Todo esto, permite demostrar que la matriz de dispersión S(E) y el operador de dispersión están bien definido

3.4. Operadores pseudodifferenciales

Primero , se van a definir los siguientes espacios que utilizaremos posteriormente.

Definición 41

1. Ṡ−ρ = {ϕ ∈C∞(R3 \{0}) : ∂ αϕ(x) = O(|x|−ρ−|α|) cuando |x| → ∞ , ∀α ∈ N3}.

2. S−ρ = Ṡ−ρ ∩C∞(R3).

3. S−∞ = S la clase de Schwartz.

Definición 42 Sea f j ∈ Ṡ−ρ j con ρ j→ ∞, cuando j→ ∞. Se dice que f tiene la expansión asintótica ∑
∞
j=1 f j(x) y

se denota como

f (x)'
∞

∑
j=1

f j(x), (3.1)

si para toda N ∈ N, el error

f (x)−
N

∑
j=1

f j(x) ∈ Ṡ−ρ , (3.2)

donde ρ = min j≥N+1{ρ j}.

Observación 33 Note que, una función f ∈C∞ está determinada por una expansión como en la definición anterior
módulo una función en S−∞.

Veremos que el potencial electromagnético V se va a aproximar por una expansión asintótica.

Ahora, se va a definir un operador pseudo-diferencial.
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Definición 43 Un operador A en L2(R3;C4) se dice que es un operador pseudodiferencial (PDO) si existe una
matriz a(x,ξ ) ∈M4×4, tal que

(A f )(x) = (2π)−3
∫
R3

∫
R3

ei〈ξ ,x−ξ ′〉a(x,ξ ) f (ξ ′)dξ
′dξ

para toda f ∈S (R3;C4). A la matriz a(x,ξ ) se le conoce como el sı́mbolo del PDO.

Ahora, se definirán las clases Sn,m de los operadores PDO.

Definición 44 Se define la clase Sn,m de operadores PDO, como aquellos que tienen sı́mbolos a(x,ξ ) ∈C∞(R3×
R3), tales que, para toda x,ξ y para todo multi-ı́ndices α,β , la estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
a(x,ξ )| ≤Cα,β 〈x〉n−|α|〈ξ 〉m−|β |

se cumple.

Por otra parte

Definición 45 Se define la clase Sn,m
± de operadores PDO, como todos aquellos que pertenecen a la clase Sn,m y

que satisfacen

1. Su sı́mbolo a(x,ξ ) = 0 para ∓〈x̂, ξ̂ 〉 ≤ ε , donde x̂ = x/|x|, ξ̂ = ξ/|ξ | y ε > 0.

2. Su sı́mbolo a(x,ξ ) = 0 si |x| ≤ ε1 o |ξ | ≤ ε1, donde ε1 > 0.

Otro tipo de operadores PDO son los siguientes

Definición 46 Un operador A en L2(R3;C4) se dice que es un operador PDO con amplitud a(x,ξ ,ξ ′) si

(A f )(x) = (2π)−3
∫
R3

∫
R3

ei〈ξ ,x−ξ ′〉a(x,ξ ,ξ ′) f (ξ ′)dξ
′dξ

para toda f ∈S (R3;C4).

En este caso

Definición 47 Se define la clase Sn de operadores PDO, como todos aquellos que tienen amplitud a(x,ξ ,ξ ′) y
satisfacen la estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
∂

γ

ξ ′a(x,ξ ,ξ
′)| ≤Cα,β ,γ〈(x,ξ ,ξ ′)〉n−|α+β+γ|.

Ahora, se anotarán algunos resultados de los PDO.

Proposición 2 Si A es un PDO de clase Sn,m con n ≤ 0 y m ≤ 0, entonces A se puede extender a un operador
acotado en L2. La norma de A〈x〉−n es estimada por una constante C que depende solo de Cα,β . Además, si n < 0
y m < 0, entonces A se puede extender a un operador compacto en L2.
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Proposición 3 Sea A j un PDO de clase Sn j,m j , para j = 1,2. Entonces, el sı́mbolo de A1A2 pertenece a la clase
de Sn1+n2,m1+m2 y admite la siguiente expansión asintótica

a(x,ξ ) = ∑
|α|<N

(−1)|α|

α!
∂

α

ξ
a1(x,ξ )∂ α

x a2(x,ξ )+ r(N)(x,ξ )

donde r(N) ∈ Sn1+n2−N,m1+m2−N .

Proposición 4 Si A es PDO con amplitud a(x,ξ ,ξ ′) en Sn, entonces A puede ser extendido como un operador
acotado en L2 para n = 0 y su norma es acotada por una constante C que depende solo de Cα,β ,γ . Además, A
puede extenderse a un operador compacto en L2 para n < 0.

Estos resultados son importantes, ya que si V satisface las hipótesis del capı́tulo 2, entonces, el operador
S(E)− I es un operador PDO con amplitud sint(ω,θ ;E). A la amplitud sint(ω,θ ;E) se le conoce como ”el kernel
de la matriz de dispersión” o ”la amplitud de dispersión”

3.4. OPERADORES PSEUDODIFFERENCIALES



Capı́tulo 4

Propiedades de la matriz de dispersión y
problema de dispersión inverso

4.1. Eigenfunciones generalizadas de la ecuación de Dirac perturbada

En este subtema, se construirán eigensoluciones generalizadas de la ecuación de Dirac perturbada, es decir, se
encontraran las soluciones para la ecuación diferencial parcial

(α · (−i∇+A)+mβ +V )u = Eu (4.1)

donde E =±
√
|ξ |2 +m2 para alguna ξ ∈ R3. Observe que, por las hipótesis en el potencial V se cumple que

|∂ α
x A(x)| ≤Cα,β (1+ |x|)−ρm−|α| , ρm > 1

|∂ α
x V (x)| ≤Cα,β (1+ |x|)−ρe−|α| , ρe > 1

(4.2)

para todo multi-ı́ndice α . Ahora, se va a definir el siguiente conjunto

Definición 48 Sea ω = ξ/|ξ |, x̂ = x/|x|, 0 < ε0 < 1 y 0 < R < ∞. Defina al conjunto Ξ±(E) := Ξ±(ε0,R;E) ⊆
R3×R3 como el conjunto

Ξ±(E) = {(x,ξ ) ∈ R3×R3 : ±(sgnE)〈x̂,ω〉 ≥ −1+ ε0 con |x| ≥ R}.

Se van a construir u±N (x,ξ ;E) ∈M4×4, tales que, cada columna sea una solución aproximada de la ecuación
4.1, cuyo error va estar dado por

r±N (x,ξ ;E) := e−i〈x,ξ 〉(H−E)u±N (x,ξ ;E) (4.3)

y satisface la siguiente estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
r±N (x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−ρ−N−|α||ξ |−N−|β |
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para ρ = mı́n{ρe,ρm}, para toda N ≥ 0, para todo (x,ξ ) ∈ Ξ±(E) y para todos los multi-ı́ndices α,β .

Como las soluciones a la ecuación 4.1 son complejas, entonces, se propone que u±N (x,ξ ;E) sea de la forma

u±N (x,ξ ;E) = eiφ±(x,ξ ;E)w±N (x,ξ ;E) (4.4)

donde φ±(x,ξ ;E) es una función real y w±N (x,ξ ;E) es una función matricial de 4× 4. Sustituyendo uN en la
4.1, se obtiene que

(α · (−i∇+∇φ
±+A)+mβ +V −E)w±N = ei〈x,ξ 〉−iφ±r±N . (4.5)

Proponga a φ± como

φ
±(x,ξ ;E) = 〈x,ξ 〉+Φ±(x,ξ ;E)

donde Φ± tiende a 0 cuando |x| → ∞, tomando a (x,ξ ) ∈ Ξ±(E).

Sustituyendo en la ecuación 4.5 se tiene que

(α ·ξ +mβ −E +α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )w±N = e−iΦ±r±N . (4.6)

Ahora, se va a descomponer w±N como

w±N = (w1)
±
N +Pω(E)(w2)

±
N

que al sustituirla, se obtiene que

(−2EPω(−E)+α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )(w1)
±
N +(α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )Pω(E)(w2)

±
N = e−iΦ±r±N

donde se ha usado que α ·ξ +mβ −E =−2EPω(−E).

Observe que, como consecuencia del álgebra de las matrices α j, se tiene que

α · (−i∇+∇Φ±+A)(α ·ξ ) = 2〈ξ ,(−i∇+∇Φ±+A)〉− (α ·ξ )α · (−i∇+∇Φ±+A).

Utilizando que Pω(E) es una proyección, se tiene que

(−2EPω(−E)+α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )(w1)
±
N +Pω(−E)α · (−i∇+∇Φ±+A)Pω(E)(w2)

±
N

+ 1
E 〈ξ ,(−i∇+∇Φ±+A)〉Pω(E)(w2)

±
N +V Pω(E)(w2)

±
N = e−iΦ±r±N .

(4.7)

Si se propone que Φ± satisfaga la ecuación eikonal

〈ω,∇Φ±+A〉+ E
|ξ |

V = 0 (4.8)
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entonces, la ecuación 4.7 se transforma en

(−2EPω(−E)+α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )(w1)
±
N

+Pω(−E)α · (−i∇+∇Φ±+A)Pω(E)(w2)
±
N + 1

E 〈ξ ,(−i∇)〉Pω(E)(w2)
±
N = e−iΦ±r±N .

(4.9)

Ahora, se propone que (w1)
±
N y (w2)

±
N sean sumas de la forma

(w1)
±
N = ∑

N
j=1

1
|ξ | j b

±
j (x,ξ ;E)

(w2)
±
N = ∑

N
j=0

1
|ξ | j c

±
j (x,ξ ;E)

además, también se busca que w±N tienda a Pω(E) cuando |x| → ∞, por lo tanto, b±0 = 0 y c0 = I.

Sustituyendo las sumas de w1 y w2 en la ecuación 4.9 y multiplicando por el lado izquierdo a Pω(−E), se
obtiene que

∑
N
j=1

1
|ξ | j [−2EPω(−E)+Pω(−E)(α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )]b±j

+∑
N
j=0

1
|ξ | j Pω(−E)α · (−i∇+∇Φ±+A)Pω(E)c±j = e−iΦ±Pω(−E)r±N .

(4.10)

y multiplicando ahora 4.9 por Pω(E) se obtiene que

N

∑
j=1

1
|ξ | j

[(Pω(E)(α · (−i∇+∇Φ±+A)+V ))b±j +
|ξ |
E
〈ω,(−i∇)〉Pω(E)c±j ) = e−iΦ±Pω(E)r±N (4.11)

Observe que, la condición en el error r±N implica que los términos en las ecuaciones anteriores que posean
potencias de 1

|ξ | menores que N tienen que ser cero, por lo que, al comparar las ecuaciones 4.10 y 4.11 se obtiene
las siguientes fórmulas recursivas

b±j+1(x,ξ ;E) =
|ξ |
2E

Pω(−E)(α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )b±j +
|ξ |
2E

Pω(−E)α · (−i∇+∇Φ±+A)Pω(E)c±j (4.12)

para 0≤ j ≤ N−1 y

〈ω,∇c±j 〉=−i
E
|ξ |

Pω(E)(α · (−i∇+∇Φ±+A)+V )b±j

para 0≤ j ≤ N.

Note que, Pω(−E)b±j = b±j , ya que, Pω(−E) es una proyección, por lo tanto, Pω(E)V b±j = 0 y, por lo tanto,
c±j debe satisfacer la siguiente relación

〈ω,∇c±j 〉=−i
E
|ξ |

Pω(E)(α · (−i∇+∇Φ±+A))b±j (4.13)
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es decir, debe satisfacer la siguiente ecuación diferencial

〈ω,∇d〉= F(x,ξ ;E) (4.14)

donde d y F son matrices de 4×4.

Observe que

Φ±(x,ξ ;E) =


±
∫

∞

0 ( |E||ξ |V (x± tω)+ 〈ω,A(x± tω)〉)dt si E > m

±
∫

∞

0 ( |E||ξ |V (x∓ tω)−〈ω,A(x∓ tω〉)〉)dt si −E > m

satisface la ecuación 4.8 y las matrices

c±j (x,ξ ;E) =


±
∫

∞

0 F±j (x± tω,ξ ;E)dt si E > m

±
∫

∞

0 F±j (x∓ tω,ξ ;E)dt si −E > m
(4.15)

donde

F±j (x,ξ ;E) =−i
|E|
|ξ |

Pω(E)(α · (−i∇+∇Φ±(x,ξ ;E)+A))b±j (x,ξ ;E)

resuelve la ecuación 4.13 y j ≥ 1.

Note que, utilizando inducción, las relaciones 4.12 y 4.15 implican que

b±j Pω(E) = b±j y c±j Pω(E) = c±j para toda j ≥ 1. (4.16)

El siguiente lema dará estimaciones para las funciones Φ±, b±j y c±j .

Lema 3 Suponga que la función matricial F satisface la estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
F(x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−ρ−|α||ξ |−|β |

para todo (x,ξ ) ∈ Ξ±(E) y para algún ρ > 1. Entonces, la función matricial

d±(x,ξ ;E) =±
∫

∞

0
F(x± tω,ξ ;E)dt

satisface la ecuación 4.14 y la estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
d±(x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−(ρ−1)−|α||ξ |−|β |

en Ξ±(E), para todo multi-ı́ndice α,β .
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CAPÍTULO 4. PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN Y PROBLEMA DE DISPERSIÓN INVERSO 79

La demostración de este lema se puede encontrar en la referencia [22]

Ahora, se sigue del lema que bajo las hipótesis del potencial V, la función fase Φ± es solución de la ecuación
4.8 y satisface en Ξ±(E) la estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
Φ±(x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−(ρ−1)−|α||ξ |−|β | con ρ = min{ρe,ρm} (4.17)

además, también se obtiene de este lema que

Proposición 5 Suponga que el potencial magnético A y el potencial eléctrico V satisfacen las estimaciones 4.2.
Entonces c±j resuelve la ecuación 4.13 y, además, cumple las siguientes estimaciones en Ξ±(E)

|∂ α
x ∂

β

ξ
b±j (x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−ρ− j+1−|α||ξ |−|β |

y
|∂ α

x ∂
β

ξ
c±j (x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−ρ− j+1−|α||ξ |−|β |

para toda j ≥ 1

La demostración de esta proposición se puede encontrar en la referencia [14].

La proposición anterior demuestra que, las soluciones a la ecuación de eigenvalores generalizada están dadas
por 4.4.

Por otra parte, definiendo a

a±N (x,ξ ;E) := eiΦ±(x,ξ ;E)w±N (x,ξ ;E)

note que

u±N (x,ξ ;E) = ei〈x,ξ 〉a±N (x,ξ ;E). (4.18)

Por lo cual, la relación 4.16 implica que

u±N Pω(E) = u±N , a±N Pω(E) = a±N y r±N Pω(E) = r±N . (4.19)

Con todo esto, finalmente se obtiene el siguiente teorema

Teorema 19 Suponga que el potencial magnético A y el potencial eléctrico V satisfacen las estimaciones 4.2.
Entonces, para cada (x,ξ ) ∈ Ξ±(E) la siguiente estimación se da

|∂ α
x ∂

β

ξ
w±N (x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−|α||ξ |−|β |,

|∂ α
x ∂

β

ξ
a±N (x,ξ ;E)| ≤Cα,β (1+ |x|)−|α||ξ |−|β |.

(4.20)

Además, el error r±N (x,ξ ;E) satisface la estimación deseada.

La demostración de este teorema se puede encontrar en la referencia [14].

4.1. EIGENFUNCIONES GENERALIZADAS DE LA ECUACIÓN DE DIRAC PERTURBADA
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4.2. Singularidad principal en la diagonal del kernel de la matriz de Dispersión

Para esta sección, primero se darán algunos resultados que permitirán la estimación de la matriz de dispesión.
Para esto, se define los siguientes conjuntos

Definición 49 Sea ω0 ∈ S2. Se define a

1. Πω0 el plano ortogonal a ω0

2. Ω±(ω0,δ ) := {ω ∈ S2 : ±〈ω,ω0〉> δ}, para algún 0 < δ < 1.

3. O±j =Ω±(ω0,
√

(1+δ )/2)

4. O j := O+
j ∪O−j

Ahora, se va a utilizar el siguiente lema, el cual está demostrado en la referencia [14].

Lema 4 Sean j y k tales que O j ∩Ok , /0. Entonces, si ω jk ∈ O±j ∩O±k se tiene que O+
j ∪O+

k ⊆ Ω±(ω jk,δ ) y
O−j ∪O−k ⊆Ω∓(ω jk,δ ). Además, si ω jk ∈O±j ∩O∓k se tiene que O+

j ∪O−k ⊆Ω±(ω jk,δ ) y O−j ∪O+
k ⊆Ω∓(ω jk,δ ).

Como S2 es un subconjunto compacto de R3 y la familia {O j} j∈S2 es una cubierta abierta para S2, entonces, por
definición existe una subcubierta abierta finita {O j}n

j=1 de {O j} j∈S2 , tal que, S.P.G. se cumple que si O j∩Ok = /0,
entonces, dist(O j,Ok)> 0.

Para cada j = 1,2, . . .n sea χ j(ω) ∈ C∞(S2), tal que, χ j(ω) = χ j(−ω) y ∑
n
j=1 χ j(ω) = 1 para toda ω ∈ S2.

Observe que, la familia de funciones {χ j}n
j=1 corresponde a una partición de la unidad subordinada a la cubierta

{O j}n
j=1.

Ahora, se va a descomponer a S(E) como la suma

S(E) =
n

∑
j,k=1

χ jS(E)χk

entonces, el kernel s(ω,θ ;E) de la matriz de dispersion S(E) se puede descomponer como

s(ω,θ ;E) =
n

∑
j,k=1

χ j(ω)s(ω,θ ;E)χk(θ).

Por otra parte, suponga que O j ∩Ok , /0 y sea ω jk ∈ O j ∩Ok fija, tal que, ω jk = ωk j. Sea

χ jk(ω,θ) := χ
+
jk(ω)χ+

jk(θ)−χ
−
jk(ω)χ−jk(θ)

donde χ
±
jk(ω) ∈C∞(S2) son tales que χ

±
jk(ω) = χ

±
k j(ω), χ

±
jk(ω) = 1 para toda ω ∈Ω±(ω jk,δ ) y χ

±
jk(ω) = 0

para toda ω ∈ S2, tal que, ±〈ω,ω jk〉 < 0. Nuevamente, la familia de funciones {χ±jk}n
j,k=1 es otra partición de la

unidad subordinada a la cubierta {O j}n
j=1 con las caracterı́sticas antes mencionadas.

Note que χ jk(ω,θ) = χ jk(θ ,ω) y χ jk(ω,θ) = −χ jk(−ω,−θ). Además, por el lema anterior, se sigue que la
familia {χ jk(ω,θ)}n

j,k=1 cumple que
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1. Si ω jk ∈ O+
j ∩O+

k , entonces, χ jk(ω,θ) = ±1 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O±k ⊆Ω±(ω jk,δ )×Ω±(ω jk,δ ) y
χ jk(ω,θ) = 0 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O∓k ⊆Ω±(ω jk,δ )×Ω∓(ω jk,δ ).

2. Si ω jk ∈ O−j ∩O−k , entonces, χ jk(ω,θ) = ∓1 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O±k ⊆Ω∓(ω jk,δ )×Ω∓(ω jk,δ ) y
χ jk(ω,θ) = 0 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O∓k ⊆Ω∓(ω jk,δ )×Ω±(ω jk,δ ).

3. Si ω jk ∈ O+
j ∩O−k , entonces, χ jk(ω,θ) = ±1 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O∓k ⊆Ω±(ω jk,δ )×Ω±(ω jk,δ ), y

χ jk(ω,θ) = 0 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O±k ⊆Ω±(ω jk,δ )×Ω∓(ω jk,δ ).

4. Si ω jk ∈ O−j ∩O+
k , entonces, χ jk(ω,θ) = ±1 para toda (ω,θ) ∈ O∓j ×O±k ⊆Ω±(ω jk,δ )×Ω±(ω jk,δ ), y

χ jk(ω,θ) = 0 para toda (ω,θ) ∈ O±j ×O±k ⊆Ω∓(ω jk,δ )×Ω±(ω jk,δ ).

La demostración de estas propiedades se puede encontrar en la referencia [14].

Sea

sN, jk(ω,θ ;E) := (2π)−2
ν(E)2

χ jk(ω,θ)χ j(ω)χk(θ)
∫
Πω jk

eiν(E)〈y,θ−ω〉hN, jk(y,ω,θ ;E)dy (4.21)

donde

hN, jk(y,ω,θ ;E) := (sgnE)(a+N (y,ν(E)ω;E))∗(α ·ω jk)(a−N (y,ν(E)θ ;E)

y la integral en 4.21 es entendida como una integral oscilatoria.

Observación 34 Note que el operador Spr(E) con kernel ∑O j∩Ok, /0 sN, jk(ω,θ ;E) es un operador Pseudo-diferencial
en la esfera S2, con amplitud de clase S0.

La demostración de esto, se puede ver en la referencia [14].

Se define también a la función gInt
N, jk(ω,θ ;E) dada por

gInt
N, jk(ω,θ ;E) := sN, jk(ω,θ ;E)− s( jk)

00 (ω,θ ;E) (4.22)

donde

s( jk)
00 (ω,θ ;E) := (sgnE)(2π)−2

ν(E)2
χ jk(ω,θ)χ j(ω)χk(θ)

∫
Πω jk

eiν(E)〈y,θ−ω〉Pω(E)(α ·ω jk)Pθ (E)dy.

También, se va a definir a la función s(N)
sing(ω,θ ;E;ω0). Para esto, sea ω0 ∈ S2, considere las funciones de corte

Ψ±(ω,θ ;ω0) ∈C∞(S2×S2), con soporte en Ω±(ω0,δ )×Ω±(ω0,δ ). Además, sea Ψ1(ω,θ) ∈C∞(S2×S2) con
soporte en O×O′, donde O,O′ ⊆ S2 son conjuntos abiertos tales que O×O′ = /0. Se define

s(N)
sing(ω,θ ;E;ω0) :=±Ψ±(ω,θ ;ω0)(2π)−2

ν(E)2
∫
Πω0

eiν(E)〈y,θ−ω〉hN(y,ω,θ ;E;ω0)dy (4.23)

como una integral oscilatoria, donde
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hN(y,ω,θ ;E;ω0) := (sgnE)(a+N (y,ν(E)ω;E))∗(α ·ω0)(a−N (y,ν(E)θ ;E)) (4.24)

y sreg(ω,θ ;E) := Ψ1(ω,θ)s(ω,θ ;E).

Ahora, considere la construcción mas general de un operador de onda. Para esta construcción, suponga que
H0 y H son dos operadores auto-adjuntos definidos en los espacios de Hilbert H0 y H , respectivamente. Si
Γ ⊆ σac(H0), se define el operador de onda Ω±(H,H0;J,Γ ) como

Ω±(H,H0;J,Γ ) := s− lı́m
t→±∞

eitHJe−itH0E0(Γ )

donde J es el operador inclusión entre los espacios H0 y H y E0(Γ ) es la resolución de la identidad para H0.
Si Γ = σac(H0) se escribirá Ω±(H,H0;J) en lugar de Ω±(H,H0;J;Γ ).

De manera análoga, se puede definir un operador de dispersión

Ŝ =Ω∗+(H,H0;J,Γ )Ω−(H,H0;J,Γ )

y, por lo tanto, también se puede definir una matriz de dispersión Ŝ(E).

Se van a construir operadores de inclusión J±, tales que su matriz de dispersión Ŝ(E) coincida con la matriz de
dispersión del experimento S(E) para una energı́a fija E, es decir,

Ŝ(E) = S(E).

Sean ε0 ∈ (0,1), R ∈ (0,∞) y ε ∈ (
√

1−δ 2,1− ε0), donde δ es la misma que la de los conjuntos Ω±(ω0,δ ).

Sea σ+ ∈C∞[−1,1], tal que σ+(τ) = 1 si τ ∈ (−ε,1] y σ+(τ) = 0 si τ ∈ [−1,−1+ ε0] y defina a
σ−(τ) = σ+(−τ).

Sea η ∈C∞(R3), tal que 0≤ η ≤ 1, η(x) = 0 en una vecindad de 0 y η(x) = 1 para |x| ≥ R.

Sean c1,c ∈ (0,ν(E)), tales que 0 < c < c1 < ν(E) y sea θ ∈C∞(R+), tal que es igual a θ(t) = 0 para t ≤ c y
θ(t) = 1 para t ≥ c1.

Finalmente, defina a

ζ
+
± (x,ξ ) := σ±(η(x)〈x̂, ξ̂ 〉)θ(|ξ |) y ζ

−
± (x,ξ ) := σ∓(η(x)〈x̂, ξ̂ 〉)θ(|ξ |).

Note que ζ
+
± tiene soporte en Ξ±(E), para E > m y ζ

−
± tiene soporte en Ξ±(E), para E <−m.

Defina a J± = J(N)
± como el operador pseudo-diferencial

(J± f )(x) = (2π)−3/2
∫
R3

ei〈x,ξ 〉 j±N (x,ξ ) f̂ (ξ )dξ

donde

j±N (x,ξ ) := a±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)ζ+
± (x,ξ )+a±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)ζ−± (x,ξ ), (4.25)
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CAPÍTULO 4. PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN Y PROBLEMA DE DISPERSIÓN INVERSO 83

λ (ξ ) = λ (ξ ;E) := (sgnE)
√
|ξ |2 +m2 (4.26)

Como a±N (x,ξ ;E) satisface la estimación 4.20 en Ξ±(E), entonces, j±N (x,ξ ) ∈ S0,0. Esto implica que J± es un
operador acotado. Además, observe que j±N se puede reescribir como

j±N (x,ξ ) = a±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)P+(ξ )ζ+
± (x,ξ )+a±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)P−(ξ )ζ−± (x,ξ ).

Ahora, se va a enunciar el siguiente lema, el cual tiene una demostración análoga al lema 1.1 de la referencia
[7].

Lema 5 Sean A+
± y A−± operadores pseudo-diferenciales con sı́mbolos a+±(x,ξ ),a

−
±(x,ξ ) ∈ S0,0, respectivamente,

que satisfacen

a+±(x,ξ ) = 0 si ±〈x̂, ξ̂ 〉 ≤ −1+ ε0 y a−±(x,ξ ) = 0 si ∓〈x̂, ξ̂ 〉 ≤ −1+ ε0,ε0 > 0

para |x| ≥ R > 0, y

a+±(x,ξ ) = a−±(x,ξ ) = 0 para |ξ | ≤ c

con alguna c > 0. Además, suponiendo que

a+±(x,ξ )P
+(ξ ) = a+±(x,ξ ) y a−±(x,ξ )P

−(ξ ) = a−±(x,ξ )

entonces, para cada f ∈ S(R3,C4) y para cada N ∈ N existe una constante CN, f , tal que

‖A±e−itH0 f‖ ≤CN, f (1+ |t|)−N para ∓ t > 0

donde A± puede ser A+
± o A−±.

Ahora, defina a

(J± f )(x) := (2π)−3/2
∫
R3

ei〈x,ξ 〉j±(x,ξ ) f̂ (ξ )dξ

donde

j±(x,ξ ) := P+(ξ )ζ+
± (x,ξ )+P−(ξ )ζ−± (x,ξ ).

Entonces, se tiene que

((J±−J±) f )(x) = (2π)−3/2
∫
R3

ei〈x,ξ 〉 j̃±(x,ξ ) f̂ (ξ )dξ

donde j̃±(x,ξ ) ∈ S−(ρ−1),0.

Ahora, se va a enunciar la siguiente proposición:
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Proposición 6 Sea A un operador pseudo-diferencial con sı́mbolo a(x,ξ ) ∈ S−σ ,0 para algún σ > 0, tal que
a(x,ξ ) = 0 para |ξ | ≤ c, tomando a c > 0. Entonces, para f ∈ S(R3;C4) se sigue la siguiente estimación

‖Ae−iH0t f‖ ≤C〈t〉−σ .

.

En particular, se tiene que

lı́m
t→±∞

‖Ae−iH0t f‖= 0 para cualquier f ∈ L2(R3).

Note que, como consecuencia de esta proposición se tiene que

lı́m
t→±∞

‖(J±−J±)e−iH0t f‖= 0

Usando el lema 5 y la identidad anterior, se obtiene que

Proposición 7
s− lı́m

t→±∞
(J±−θ(

√
H2

0 −m2))e−iH0t = 0 (4.27)

s− lı́m
t→±∞

J∗+J−e−iH0t = 0

Como los operadores de onda Ω±(H,H0) existen, la ecuación 4.27 implica que Ω±(H,H0;J±) existe y la
siguiente igualdad se da

Ω±(H,H0)θ(
√

H2
0 −m2) =Ω±(J±). (4.28)

Se define el operador de dispersión S̃ = S(J+,J−), asociado a los operadores de onda Ω±(H,H0;J±), por la
relación

S(J+,J−) :=Ω∗+(H,H0;J±)Ω−(H,H0;J−).

Por la ecuación 4.28, se tiene que

θ(
√

H2
0 −m2)Sθ(

√
H2

0 −m2) = S̃.

Defina ahora el operador T± como

T± = HJ±− J±H0.

Note que

(J±H0 f )(x) = (2π)−3/2
∫
R3

ei〈x,ξ 〉|λ (ξ )|(a±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)ζ+
± (x,ξ )−a±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)ζ−± (x,ξ )) f̂ (ξ )dξ
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por lo cual, usando la relación 4.3 se tiene que

g±(x,ξ ) := (H−|λ (ξ )|)(u±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)ζ+
± (x,ξ ))+(H + |λ (ξ )|)(u±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)ζ−± (x,ξ ))

= ei〈x,ξ 〉(r±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)ζ+
± (x,ξ )+ r±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)ζ−± (x,ξ ))

−i∑
3
j=1(∂x j ζ

+
± (x,ξ ))α ju±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)− i∑

3
j=1(∂x j ζ

−
± (x,ξ ))α ju±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|).

(4.29)

Entonces, tomando t±(x,ξ ) = e−i〈x,ξ 〉g±(x,ξ ) y usando la ecuación 4.18 se obtiene que

(T± f )(x) =
∫

ei〈x,ξ 〉t±(x,ξ ) f̂ (ξ )dξ = (T 1
± f )(x)+(T 2

± f )(x)

donde T 1
± y T 2

± tienen los sı́mbolos

t1
± = r±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)ζ+

± (x,ξ )+ r±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)ζ−± (x,ξ )

y

t2
± =−i

3

∑
j=1

(∂x j ζ
+
± (x,ξ ))α ja±N (x,ξ ; |λ (ξ )|)− i

3

∑
j=1

(∂x j ζ
−
± (x,ξ ))α ja±N (x,ξ ;−|λ (ξ )|)

respectivamente.

Usando la estimación para el error rN , se tiene que

t1
± ∈ S−ρ−N,−N ,N ≥ 0

y, usando las estimaciones de 4.20 se obtiene que

t2
± ∈ S−1,0

± .

Ahora, se va a definir el generador de dilatación, denotado por A, como

A =
1
2i

3

∑
j=1

(x ·∇+∇ · x).

Note que

i[H0,A] = H0−mβ

y

i[H,A] = H−mβ −V+ i[V,A] = H−mβ −V−〈x,(∇V)(x)〉.
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Si V satisface las estimaciones anteriores, entonces, no existen eigenvalores encajados en el espectro absoluta-
mente continuo de H, por lo tanto, por la estimación de Mourre, Teorema 2.5 de [6]

±EH(I)i[H,A]EH(I)≥ cEH(I)

para c > 0, ±E > m e I = (E−ηE ,E +ηE) para alguna ηE > 0.

Ahora, se enunciara el siguiente teorema

Proposición 8 Suponga que las estimaciones en (4.2) se cumplen. Defina a P+ := EA(0,∞) y P− := EA(−∞,0)
las proyecciones espectrales del operador A. Para ±Rez > m y Imz≥ 0, los operadores

〈A〉−pRD(z)〈A〉−p , p >
1
2

〈A〉−1+pP±RD(z)〈A〉−q , q >
1
2
, p < q

, 〈A〉−qRD(z)P±〈A〉−1+p , q >
1
2
, p < q

〈A〉pP∓RD(z)P±〈A〉p , ∀p

son continuos en norma con respecto a z. Además, las normas de los operadores anteriores en z = E+ i0 están
acotadas por C|E|−1 cuando |E| → ∞.

Ahora, se van a enunciar dos proposiciones, para esto, suponga que T es un operador pseudo-diferencial con
sı́mbolo t.

Proposición 9 Sea t ∈ S0,0
± para algún signo y sea p> 0 un número entero. Entonces, el operador 〈x〉p〈∇〉pT 〈A〉−q

es acotado para todo q≥ p.

Proposición 10 Sea t ∈ Sn,m
± para alguna n y m. Entonces el operador 〈x〉q〈∇〉sT P±〈A〉p es acotado para todo

p,q,s ∈ R.

Ya que V satisface la estimaciones del capı́tulo 2, entonces, el resolvente RD(E ± i0) es localmente Hölder
continua en (−∞,−m)∪ (m,∞) y, por lo tanto, de la proposición 4.1 de la referencia [9] se obtiene que:

Proposición 11 Suponga que V es una función con valores en las matrices Hermitiana 4x4, tal que,
|(x ·∇)lV(x)| es acotado para toda x ∈ R3 y l = 0,1,2. Entonces, para cualquier E0 > m, la siguiente estimación
es válida

sup
0<ε<1 , |E|≥E0

‖RD(E± iε) f‖L2
−s
≤Cs,E0‖ f‖L2

s

para 1/2 < s≤ 1.
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Esto implica que

Lema 6 Para cualquier p,q y N tales que N > p−ρ +1/2, N ≥ q, para |Rez|> m y Imz≥ 0, el operador

〈x〉p〈∇〉qT ∗+RD(z)T−〈∇〉q〈x〉p

es continuo en norma con respecto a z y, además, el operador

〈x〉p〈∇〉qT ∗+R+(E)T−〈∇〉q〈x〉p

es uniformemente acotado para |E| ≥ E0 > m y E0 > m.

Para |E|> m, se va a definir los siguientes operadores

S1(E) = 2πiΓ0(E)T ∗+R+(E)T−Γ ∗0 (E)

y S2(E) está dado por

(S2(E) f1, f2) :=−2πi lı́m
µ↓0

(J∗+T−δµ(H0−E)g1,Γ
∗
0 (E)Γ0(E)g2)

donde f1, f2 ∈H (E) y cumplen que f1, f2 ∈C∞(S2,C4), δµ(H0−E) := (2πi)−1(R0(E + iµ)−R0(E− iµ)) y
g j son tales que
ĝ j(ξ ) = ν(E)−1 f j(ξ̂ )γ(|ξ |) para j = 1,2, con ξ̂ = ξ/|ξ |, γ ∈C∞

0 (R+ \{0}) y γ(ν(E)) = 1.

El kernel del operador S1(E) es suave:

Teorema 20 Sea A(x) y V (x) el potencial electromagnético que satisface las estimaciones 4.2, respectivamente.
Entonces, para cualquier p y q, existe N tal que el kernel s1(ω,θ ;E) del operador S1(E) pertenece a la clase de
Cp(S2×S2) y, además, su norma Cp es de orden O(|E|−q) cuando |E| → ∞.

La demostración de este teorema se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, se van a enunciar las propiedades del operador S2(E).

Primero, se sigue de su definición que:

(S2(E) f1, f2) =−2πi lı́m
µ↓0

(T−F∗δ̃ (sgnE)
µ ĝ1,J+Γ ∗0 (E) f2) (4.30)

donde δ̃
(sgnE)
µ = µ

π
((λ (ξ )− E)2 + µ2)−1P(sgnE)(ξ ) y λ (ξ ) está definida en la ecuación 4.26. Note que, la

igualdad λ (ξ ) = E es válida si y solo si |ξ |= ν(E).

Usando la ecuación (4.25) se obtiene que

J+Γ ∗0 (E) f2 = (2π)−
3
2 ν(E)

∫
ei〈x,ν(E)ω j+N (x,ν(E)ω;E) f2(ω)dω

donde j+N (x,ξ ;E) := a+N (x,ξ ;λ (ξ ))ζ
(sgnE)
+ (x,ξ ) y, además,
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(T− f ,J+Γ ∗0 (E) f2) = (2π)−3
ν(E)

∫
(
∫ ∫

ei〈x,ξ ′−ν(E)ω〉(( j+N (x,ν(E)ω;E))∗t−(x,ξ ′) f̂ (ξ ′), f2(ω))dωdξ
′)dx

para f ∈ S(R3;C4).

Sea ϕ ∈ C∞
0 (R3) tal que ϕ(0) = 1, entonces, tomando f = F∗δ̃ (sgnE)

µ ĝ1 en la ecuación anterior y usando la
definición de T±, las ecuaciones (4.19) y (4.30), se tiene que

(S2(E) f1, f2) =−i(2π)−2
ν(E) lı́m

µ↓0
lı́m
ε→0

∫ ∫
S2
(G(ε)(ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dωdξ

′ (4.31)

donde,

G(ε)(ξ ,ξ ′;E) := ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)
∫

ei〈x,ξ ′−ξ 〉( j+N (x,ξ ;E))∗t−(x,ξ ′;E)ϕ(εx)dx

para alguna ς ∈C∞
0 (R+), tal que ς(t) = 1 en una vecindad de ν(E) y ς(t) = 0 para t < c1 y

t−(x,ξ ′;E) := t1
−(x,ξ

′;E)+ t2
−(x,ξ

′;E)

con t1
−(x,ξ

′;E) := r−N (x,ξ
′;λ (ξ ′))ζ

(sgnE)
− (x,ξ ′) y t2

−(x,ξ
′;E) :=−i∑

3
j=1(∂x j ζ

(sgnE)
− (x,ξ ′))α ja−N (x,ξ

′;λ (ξ ′)).

Ahora, con este lema se determina el lı́mite de G(ε)(ξ ,ξ ′;E) cuando ε → 0.

Lema 7 Sea G(ξ ,ξ ′;E) definida en R3×R3, tal que, para cada E con |E| > m, la función G(ν(E)ξ̂ ,ξ ′;E) es
Hölder continua en ξ ′, y uniformemente continua para ω ∈ S2. Sean g1, f1 y f2 como en la definición de S2(E).
Entonces, la siguiente identidad se da

lı́m
µ↓0

∫ ∫
S2
(G(ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dωdξ

′ = ν(E)
∫
S2

∫
S2
(G(ν(E)ω,ν(E)θ ;E) f1(θ), f2(ω))dωdθ .

Su demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Usando la definición de t−, a G(ε)(ξ ,ξ ′;E) se le puede descomponer como

G(ε)(ξ ,ξ ′;E) = G(ε)
1 (ξ ,ξ ′;E)+G(ε)

2 (ξ ,ξ ′;E)

donde

G(ε)
1 (ξ ,ξ ′;E) = ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

∫
ei〈x,ξ ′−ξ 〉( j+N (x,ξ ;E))∗t1

−(x,ξ
′;E)ϕ(εx)dx

y

G(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E) = ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

∫
ei〈x,ξ ′−ξ 〉( j+N (x,ξ ;E))∗t2

−(x,ξ
′;E)ϕ(εx)dx. (4.32)

Ahora, se van a enunciar los siguientes lemas.
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CAPÍTULO 4. PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN Y PROBLEMA DE DISPERSIÓN INVERSO 89

Lema 8 El lı́mite
G(0)

1 (ν(E)ξ̂ ,ν(E)ξ̂ ′;E) := lı́m
ε→0

G(ε)
1 (ν(E)ξ̂ ,ν(E)ξ̂ ′;E)

existe.

Para cualquier p y q, existe una N, tal que G(0)
1 (ν(E)ξ̂ ,ν(E)ξ̂ ′;E) ∈Cp(S2×S2) y su norma Cp es acotada

por C|E|−q, cuando |E| → ∞.

Además, el lı́mite de la integral en 4.31 con G(ε)
1 , en lugar de G(ε), existe y

−i(2π)−2ν(E) lı́mµ↓0 lı́mε→0
∫ ∫

S2(G
(ε)
1 (ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dωdξ ′ =

=−i(2π)−2ν(E)2 ∫
S2
∫
S2(G

(0)
1 (ν(E)ω,ν(E)θ ;E) f1(θ), f2(ω))dθdω.

Lema 9 Sea O,O′ ⊆ S2 conjuntos abiertos tales que O∩O′ = /0. Entonces, existe una función G(0)
2,O,O′(ξ ,ξ

′;E),

tal que, para cada p y q, G(0)
2,O,O′(ξ ,ξ

′;E) es de clase Cp(R3×R3) y su norma Cp es acotada por C|E|−q, cuando
|E| → ∞. Además, para g1, f1 y f2 como en la definición de S2(E), con la propiedad de que f1 ∈ C∞

0 (O
′) y

f2 ∈C∞
0 (O), entonces

−i(2π)−2ν(E) lı́mµ↓0 lı́mε→0
∫ ∫

S2(G
(ε)
2 (ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dωdξ ′ =

=−i(2π)−2ν(E)2 ∫
S2
∫
S2(G

(0)
2,O,O′(ν(E)ω,ν(E)θ ;E) f1(θ), f2(ω))dθdω.

En particular, la función G(0)
2,O,O′ satisface la estimación

‖G(0)
2,O,O′(ν(E)ξ̂ ,ν(E)ξ̂

′;E)‖Cp(S2×S2) ≤Cp(O,O′)|E|−q

para cualquier p y q.

Lema 10 Sean ω,θ ∈Ω+(ω0,δ ) o ω,θ ∈Ω−(ω0,δ ). Suponga que 〈θ , x̂〉 > ε , donde ε >
√

1−δ 2. Entonces,
〈ω, x̂〉>−ε .

La demostración de estos, se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, se necesita conocer las singularidades de G(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E) para ξ ′ = ξ . Para esto, suponga que se tiene

ω0 ∈ S2 arbitrario, Ψ±(ξ̂ , ξ̂ ′;ω0) ∈C∞(S2×S2) las funciones de corte con soporte en {(ξ̂ , ξ̂ ′) ∈ S2×S2 : ξ̂ , ξ̂ ′ ∈
Ω±(ω0,δ )} y considere a Ψ±(ξ̂ , ξ̂ ′;ω0)G

(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E).

Note que,

∂x j ζ
±
− (x,ξ

′) = 0

para ±〈ξ̂ ′, x̂〉< ε y
ζ
±
+ (x,ξ ) = 1

para ±〈ξ̂ , x̂〉>−ε y |ξ | ≥ c1. Entonces, por los lemas anteriores se infiere que
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ζ
±
+ (x,ξ )∂x j ζ

±
− (x,ξ

′) = ∂x j ζ
±
− (x,ξ

′)

para |ξ | ≥ c1 y ξ̂ , ξ̂ ′ ∈Ω+(ω0,δ ) o ξ̂ , ξ̂ ′ ∈Ω−(ω0,δ ). Por lo tanto, de la ecuación (4.32) se obtiene que

G(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E) :=−iς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

3

∑
j=1

∫
(u+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗α ju−N (x,ξ

′;λ (ξ ′))(∂x j ζ
(sgnE)
− (x,ξ ′))ϕ(εx)dx (4.33)

para ξ̂ , ξ̂ ′ ∈Ω+(ω0,δ ) o ξ̂ , ξ̂ ′ ∈Ω−(ω0,δ ).

Ahora, se van a enunciar dos lemas que se pueden encontrar en la referencia [22].

Lema 11 Sea
A(ε)
± (ξ ,ξ ′;E) =

∫
Πω0

ei〈y,ξ ′−ξ 〉g±(y,ξ ,ξ ′;E)ϕ(εy)dy

donde ϕ ∈C∞
0 (R3) es tal que ϕ(0) = 1,

Πω0 := {y ∈ R3 : 〈y,ω0〉= 0,ω0 ∈ S2} y g± ∈ Sp para algún número real p. Suponga que

suppg± ⊆ {(ξ̂ , ξ̂ ′) ∈ R3×R3 : ξ̂ , ξ̂ ′ ∈Ω±(ω0,δ ) , δ > 0 , |ξ ′| ≥ c}.

Sean g1, f1 y f2 como en la definición de S2(E). Entonces, para |E|> m y para n par se tiene que

lı́mµ↓0 lı́mε→0
∫
S2
∫
(A(ε)
± (ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dξ ′dω =

= ν(E)
∫
Πω0

∫
Πω0

∫
Πω0

eiν(E)〈y,ζ ′−ζ 〉〈ν(E)y〉−n〈Dζ ′〉n(g̃′±(y,ν(E)ζ ,ν(E)ζ ′;E) f̃1(ζ
′), f̃2(ζ ))dydζ ′dζ .

donde 〈ν(E)y〉=
√

1+(ν(E)y)2, 〈Dζ ′〉2 = 1−∂ 2
ζ ′ y g̃′±(y,ν(E)ζ ,ν(E)ζ

′;E) := g̃±(y,ν(E)ζ ,ν(E)ζ ′;E)
((1−|ζ |2)(1−|ζ ′|2)1/2 .

Ahora, defina a Π±ω0
(E) := {x ∈ R3 : x = zω0 + y , y ∈Πω0 y ± (sgnE)z≥ 0}.

Lema 12 Sea
A(ε)
± (ξ ,ξ ′;E) = (|λ (ξ )|− |λ (ξ ′)|)

∫
Π

ω
±
0
(E)

ei〈x,ξ ′−ξ 〉g±(x,ξ ,ξ ′;E)ϕ(εx)dx

donde ϕ ∈C∞
0 (R3) es tal que ϕ(0) = 1 y g± ∈ Sp para algún número real p. Suponga que

suppg± ⊆ {(ξ̂ , ξ̂ ′) ∈ R3×R3 : ξ̂ , ξ̂ ′ ∈Ω±(ω0,δ ) , δ > 0 , |ξ ′| ≥ c}

y que satisface la estimación

|∂ α
x ∂

β

ξ
∂

β ′

ξ ′ g±(x,ξ ,ξ
′;E)| ≤Cα,β ,β ′(1+ |x|)p−|α|

para algún número real p y para toda x ∈Π±ω0
(E). Además, suponga que satisface la relación
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g±(x,ξ ,ξ ′;E) = 0 si (sgnE)〈η ,x〉 ≥ c0|η ||x|

para η = ξ +ξ ′, c0 ∈ (0,1), x ∈Π±ω0
(E), |x| ≥ R. Entonces, se tiene que

lı́m
µ↓0

lı́m
ε→0

∫
S2

∫
(A(ε)
± (ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dξ

′dω = 0.

Ahora, se va a tratar de encontrar una expresión para G(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E) que sea independiente de las funciones de

corte ζ
(sgnE)
− . Para esto, observe que si ξ̂ ′ ∈Ω±(ω0,δ ), entonces la función ∂x j ζ

(sgnE)
− (x,ξ ′) = 0 para

±(sgnE)z < 0, por lo cual, la integral de 4.33 solo se localiza en la región de Π±ω0
(E). Integrando por partes en

G(ε)
2 y notando que ζ

(sgnE)
− (y,ξ ′) = 1, para |ξ ′| ≥ c1, se tiene que

Ψ±(ξ̂ , ξ̂
′;ω0)G

(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E) = Ψ±(ξ̂ , ξ̂

′;ω0)(±Ǧ(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E)+R(ε)

± (ξ ,ξ ′;E))

donde

Ǧ(ε)
2 (ξ ,ξ ′;E) := i(sgnE)ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

∫
Πω0

(u+N (y,ξ ;λ (ξ )))∗(α ·ω0)u−N (y,ξ
′;λ (ξ ′))ϕ(εy)dy

y

R(ε)
± (ξ ,ξ ′;E) := i(sgnE)ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

3

∑
i=1

∫
Π±ω0 (E)

∂xi((u
+
N (x,ξ ;λ (ξ ))∗αiu−N (x,ξ

′;λ (ξ ′)))ϕ(εx))ζ (sgn)E
− (x,ξ ′)dx.

Usando la definición de las funciones r±N (x,ξ ;E), se obtiene que

i∑
3
j=1 ∂x j((u

+
N (x,ξ ;λ (ξ ))∗αiu−N (x,ξ

′;λ (ξ ′))) =

= ei〈x,ξ ′−ξ 〉[(r+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗a−N (x,ξ
′;λ (ξ ′))− (a+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗r−N (x,ξ

′;λ (ξ ′))+

(λ (ξ )−λ (ξ ′))(a+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗a−N (x,ξ
′;λ (ξ ′))].

Ahora, se va a descomponer a Ψ±(ξ̂ , ξ̂ ′;ω0)R
(ε)
± en la suma

Ψ±(ξ̂ , ξ̂
′;ω0)R

(ε)
± = Ψ±(ξ̂ , ξ̂

′;ω0)((R
(ε)
1 )±+(R(ε)

2 )±+(R(ε)
3 )±)

donde
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(R(ε)
1 )±(ξ ,ξ

′;E) := iε(sgnE)ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

×∑
3
j=1
∫
Π±ω0 (E)

ei〈x,ξ ′−ξ 〉((a+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗α ja−N (x,ξ
′;λ (ξ ′)))ζ

(sgnE)
− (x,ξ ′)(∂x j ϕ)(εx)dx,

(R(ε)
2 )±(ξ ,ξ

′;E) := (sgnE)ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

×
∫
Π±ω0 (E)

ei〈x,ξ ′−ξ 〉((r+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗a−N (x,ξ
′;λ (ξ ′))− (a+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗r−N (x,ξ

′;λ (ξ ′)))ζ
(sgnE)
− (x,ξ ′)ϕ(εx)dx,

(R(ε)
3 )±(ξ ,ξ

′;E) := (|λ (ξ )|− |λ (ξ ′)|)ς(|ξ |)ς(|ξ ′|)

×
∫
Π±ω0 (E)

ei〈x,ξ ′−ξ 〉(a+N (x,ξ ;λ (ξ )))∗a−N (x,ξ
′;λ (ξ ′))ζ

(sgnE)
− (x,ξ ′)ϕ(εx)dx.

Con estos operadores se obtienen los siguientes lemas

Lema 13 El lı́mite

Ψ±(ξ̂ , ξ̂
′;ω0)(R

(0)
2 )±(ξ ,ξ

′;E) := lı́m
ε→0

Ψ±(ξ̂ , ξ̂
′;ω0)(R

(ε)
2 )±(ξ ,ξ

′;E)

existe. Para cualquier p y q, existe N, tal que la función Ψ±(ξ̂ , ξ̂ ′;ω0)(R
(0)
2 )±(ν(E)ξ̂ ,ν(E)ξ̂ ′;E) es de clase

Cp(S2×S2) y su Cp norma es acotada por C|E|−q, cuando |E| → ∞. Además, la siguiente relación se da

−i(2π)−2ν(E) lı́mµ↓0 lı́mε→0
∫ ∫

S2(Ψ±(ω, ξ̂ ′;ω0)R
(ε)
± (ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dωdξ ′ =

=−i(2π)−2ν(E)2 ∫
S2
∫
S2(Ψ±(ω,θ ;ω0)(R

(0)
2 )±(ν(E)ω,ν(E)θ ;E) f1(θ), f2(ω))dθdω.

Lema 14 Sean g1, f1 y f2 como en la definición de S2(E). Para cualquier ω0 ∈ S2 arbitrario, se tiene que

−i(2π)−2ν(E) lı́mµ↓0 lı́mε↓0
∫ ∫

(±Ψ±(ω, ξ̂ ′;ω0)Ǧ
(ε)
2 (ν(E)ω,ξ ′;E)δ̃ (sgnE)

µ ĝ1(ξ
′), f2(ω))dξ ′dω =

=
∫
S2
∫
S2(s

(N)
sing(ω,θ ;E;ω0) f1(θ), f2(ω))dθdω

donde s(N)
sing(ω,θ ;E;ω0) está dada por la ecuación 4.23.

La demostración de estos lemas se puede encontrar en la referencia [14].

Esto permite obtener el siguiente teorema

Teorema 21 Sea s2(ω,θ ;E) el kernel del operador S2(E). Para cualquier p y q, Ψ1(ω,θ)s2(ω,θ ;E) es de clase
Cp(S2×S2) y su norma Cp es una función O(E−q). Además, para cualquier p y q existe N suficientemente larga,
tal que, Ψ±(ω,θ ;ω0)s2(ω,θ ;E)− s(N)

sing(ω,θ ;E;ω0) es de clase Cp(S2×S2) y, además, su Cp norma es acotada
por C|E|−q, cuando |E| → ∞. Esta estimación es uniforme para ω0 ∈ S2.
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Nuevamente, este teorema está demostrado en la referencia [14].

Ahora, se va a citar el siguiente resultado que se puede encontrar en la referencia [8].

Lema 15 Sea f (x,ξ ) ∈C∞(RN×RN) tal que

|∂ α
x f (x,ξ )| ≤Cα〈x〉−ρ−|α|

para algún 0 < ρ < N. Entonces, se tiene que

|
∫
RN

(e−i〈x,ξ 〉 f (x,ξ ))dx| ≤C|ξ |−(N−ρ)

cuando |ξ | → 0.

Defina la función hint
N dada por

hint
N (y,ω,θ ;E;ω0) := (sgnE)((a+(y,ν(E)ω;E)−Pω(E))∗(α ·ω0)(a−(y,ν(E)θ ;E)−Pθ (E))

+Pω(E)(α ·ω0)(a−(y,ν(E)θ ;E)−Pθ (E))+(a+(y,ν(E)ω;E)−Pω(E))(α ·ω0)Pθ (E))
(4.34)

Con esta función, se obtiene el siguiente lema

Lema 16 La función bN , dada por

bN(ω,θ ;E;ω0) :=±(2π)−2
ν(E)2Ψ±(ω,θ ;ω0)

∫
Πω0

eiν(E)〈y,θ−ω〉(hN(y,ω,θ ;E;ω0)−(sgnE)Pω(E)(α ·ω0)Pθ (E))dy

satisface la estimación
|bN(ω,θ ;E;ω0)| ≤C|ω−θ |−(3−ρ)

para ω , θ y ρ = min{ρe,ρm}< 3.

Su demostración se puede encontrar en la referencia [8].

Para f ,g ∈H (E), defina I jk :=
∫
S2
∫
S2(s jk

00(ω,θ ;E) f (θ),g(ω))H (E)dθdω .

Proposición 12 La función ∑O j∩Ok, /0 s( jk)
00 (ω,θ ;E) es una función de Dirac sobre H (E). Esto es

∑
O j∩Ok, /0

I jk = ( f ,g)H (E)

la demostración de esta proposición se puede encontrar en la referencia [8].

Lema 17 El lı́mite de la ecuación (4.30) existe y el operador S2(E) se descompone como sigue

S2(E) = I +G +R1
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donde I es el operador identidad en H (E), G es un operador integral con kernel
gN(ω,θ ;E) := ∑O j∩Ok, /0 χ j(ω)gint

N, jk(ω,θ ;E)χk(ω) que satisface la estimación

|gN(ω,θ ;E)| ≤C|ω−θ |−(3−ρ)

para ω , θ y ρ = min{ρe,ρm}< 3 y, por último, R1 es un operador integral con kernel

r1(ω,θ ;E) :=−i(2π)−2ν(E)2(∑O j∩Ok= /0 χ j(ω)(G(0)
1 +G(0)

2,O j,Ok
)(ν(E)ω,ν(E)θ ;E)χk(θ)+

+∑O j∩Ok, /0 r jkχ
+
jk(θ)(R

(0)
2 )++χ

−
jk(ω)χ−jk(θ)(R

(0)
2 )−)χk(θ)

donde χ ′jk(ω,θ) = χ
+
jk(ω)χ+

jk(θ) + χ
−
jk(ω)χ−jk(θ). Además, para cualquier p y q existe N suficientemente

larga, tal que, r1(ω,θ ;E) es de clase Cp(S2×S2) y su norma Cp es acotada por C|E|−q cuando |E| → ∞. Por
último, el operador S2(E)− I es un operador compacto en H (E).

La demostración nuevamente se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, el siguiente lema da una fórmula estacionaria para S̃(E).

Lema 18 Para |E|> m, la matriz de dispersión S̃(E) puede se representada como

S̃(E) = S1(E)+S2(E).

Y, como corolario, se obtiene que

Corolario 5 Para cualquier |E|> m, la matriz de dispersión S(E) satisface la relación

S(E) = S1(E)+S2(E).

La demostración de estos, se puede encontrar en la referencia [14].

El siguiente teorema calcula el término principal en la singularidad en la diagonal de sint(ω,θ ;E), para 1 <
ρ < 3, cuando ω−θ → 0 y E está fija.

Para ω0 ∈ S2 fija, se toma la función de corteΨ+(ω,θ ;ω0) con soporte enΩ+(ω0,δ )×Ω+(ω0,δ ), tal que, sea
igual a 1 enΩ+(ω0,δ

′) para alguna δ ′ > δ . Defina también al operador V
(E)

V,A;ω(x) := |E|
ν(E)V (x)+(sgnE)〈ω,A(x)〉.

De esto se sigue que:

Teorema 22 Sea un potencial magnético A(x) y el potencial eléctrico V (x) que satisface las estimaciones 4.2, con
1 < ρ < 3, respectivamente. Entonces, para toda ω ∈ S2 fija y θ ∈Ω+(ω,δ ′), ω , θ , se tiene que

|(sint(ω,θ ;E)− 1
i
(2π)−1/2

ν(E)2 ν(E)
|E|

(FV
(E)

V,A;ω)(−ν(E)θ̃)Pω(E))| ≤C|ω−θ |−2+ρ1 (4.35)

donde θ̃ = θ − 〈θ ,ω〉, ρ1 = 2(ρ − 1), si ρ < 2 y ρ1 = 2− ε , con ε > 0, para ρ = 2. Aquı́ la constante C es
independiente de ω . Si ρ > 2, entonces la diferencia del lado izquierdo es continuo.

4.2. SINGULARIDAD PRINCIPAL EN LA DIAGONAL DEL KERNEL DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN
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Su demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Para lo siguiente, suponga que V,A ∈C∞, son tales que V =V0|x|−ρ y A = A0|x|−ρ para 1 < ρ < 3, |x| ≥ R con
R> 0; además, suponga que V0 es una constante real y A0 es un vector constante real que satisfacen V0+〈ω,A0〉, 0
para toda ω ∈ S2.

Ya que

FV (E)
V,A;ω = F (V

(E)
V,A;ω − (V0 + 〈ω,A0〉)|x|−ρ)+(V0 + 〈ω,A0〉)F (|x|−ρ)

y

F (|x|−ρ) = 23−ρ
π

3
2
Γ (3−ρ

2 )

Γ (ρ

2 )
|ξ |−(3−ρ) = 4πρ(ρ−1)Γ (−ρ)(sin

πρ

2
)|ξ |−(3−ρ)

donde Γ es la función Gamma, entonces, la estimación (4.35) y la relación

|ω−θ |2 = 2(1−〈θ ,ω〉) = 2
|θ̃ |2

1+
√

1−|θ̃ |2

implican que la estimación en el kernel de gN es optima. Esto implica que la relación |sint(ω,θ ;E)| ≤C|ω−
θ |−3+ρ es la mejor posible.

4.3. La sección transversal de dispersión

Designemos por sint(ω,θ ;E) el kernel del operador S(E)− I. Se define la sección transversal de dispersión
para la dirección entrante θ y todas las direcciones salientes ω como

σ(θ ;E;u) =
∫
S2
|sint(ω,θ ;E)u|2dω

donde u ∈ X±(ν(E)θ) es un estado inicial normalizado.

Lema 19 Sea ρ := max{ρe,ρm}. La sección transversal σ(θ ;E;u) es una función continua de θ , para ρ > 2.
Además, la sección transversal total dada por∫

S2

∫
S2
|sint(ω,θ ;E)u|2dθdω

para un estado inicial normalizado u ∈ X±(ν(E)θ), es finita si ρ > 2.

Ahora, se enunciará el siguiente resultado:

Teorema 23 Sea un potencial eléctrico V y un campo magnético B, que satisfacen la estimación (4.2) para alguna
ρe > 1 y r = ρm +1, con ρm > 1 y además supongamos que ∇ ·B = 0. Sea V y B funciones homogéneas de orden
−ρe y −ρm− 1, respectivamente, para |x| ≥ R con R > 0 y al menos una de ellas no es trivial para |x| ≥ R.
Entonces la sección transversal total de dispersión es infinita si y solo si ρ ≤ 2 donde

1. ρ = mı́n{ρe,ρm} si V y B no son triviales para |x| ≥ R.

4.3. LA SECCIÓN TRANSVERSAL DE DISPERSIÓN
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2. ρ = ρm si V es trivial para |x| ≥ R.

3. ρ = ρe si B es trivial para |x| ≥ R.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14].

4.4. El lı́mite de altas energı́as de la matriz de dispersión

Considere la parte principal S0(E) de S(E), la cual viene dada por tomar N = 0 en la relación 4.21. Note que
su kernel, viene dado por s0(ω,θ ;E) = ∑O j∩Ok, /0 s0, jk(ω,θ ;E).

Defina el operador P(E) : L2(S2;C4)→ L2(S2;C4) por la relación (P(E) f )(ω) :=Pω(E) f (ω) y denotamos por
P(±∞) : L2(S2;C4)→ L2(S2;C4) por la relación (P(±∞) f )(ω) :=Pω(±∞) f (ω), donde Pω(±∞) := 1

2(I±(α ·ω)).
Note que P(E) converge a P(±∞) en L2(S2;C4), cuando ±E→ ∞. Ahora se va a enunciar el siguiente resultado:

Proposición 13 El operador S0(E) es uniformemente acotado en L2(S2;C4), para todo |E| ≥ E0, E0 > m y la
siguiente estimación se da

‖S(E)−S0(E)‖= O(|E|−1)cuando |E| → ∞.

Además, el operador S(E)P(E) converge fuertemente al operador S(±∞)P(±∞) en L2(S2;C4), cuando ±E→ ∞,
donde S(±∞) es el operador de multiplicación por la función ∑O j∩Ok, /0 χ j(ω)χk(ω)e−i

∫
∞

−∞
(V (tω)±〈ω,A(tω)〉)dt .

La prueba de esta proposición se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, se va a considerar el caso especial cuando |E| →∞ y ω(E),θ(E)→ ω para algún ω ∈ S2 arbitrario, de
tal forma que η := ν(E)(ω(E)−θ(E)), 0 se mantenga fija. Se van a tomar dos familias de vectores ω(E),θ(E)∈
S2 con estas propiedades, con esto se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 24 Sea un potencial magnético A(x) y potencial eléctrico V (x) que satisface las estimaciones (4.2). Para
η ∈ R3 \{0}, sea ω(E),θ(E) ∈ S2 definida como antes. Entonces, se tiene que

lı́m
±E→∞

ν(E)−2s(ω(E),θ(E);E) = (2π)−1F (e−iR(y,ω;±∞)Pω(±∞))(η) (4.36)

donde R(y,ω;±∞) :=
∫

∞

−∞
(V (y+ tω)±〈ω,A(y+ tω)〉)dt y Pω(±∞) = 1

2(I± (α ·ω)).

La demostración de este teorema se puede encontrar en la referencia [14]. Usando este teorema y la transfor-
mada de Radon se demuestra en el Teorema 7.8 de [14] que el potencial V y el campo magnético B se pueden
reconstruir unı́vocamente a partier del lı́mite de altas energı́as (4.36).

Teorema 25 Supongamos que el potencial eléctrico V (x) y el potencial magnético A(x) satisfacen las estimacio-
nes (4.2). Entonces la amplitud de dispersión s(ω,θ , ;E) conocida en una vecindad de la diagonal ω = θ para
todo E ≥ E0, o E ≤ −E0 para algún E0 > m, determina unı́vocamente el potencial eléctrico V (x) y el campo
magnético B(x) = rotA(x). Además se puede reconstruir V (x) y B(x) a partir del lı́mite de altas enegı́as (4.36).

4.4. EL LÍMITE DE ALTAS ENERGÍAS DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN
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4.5. Problema inverso a energı́a fija para potenciales homogéneos.

Sea ω ∈ S2 fija. Sea la función de corte Ψ+(ω,θ ;ω) con soporte en Ω+(ω,δ ) , tal que, es igual a 1 en
Ω+(ω,δ ′), para algún δ ′ > δ . Se va a reescribir la ecuación (4.24) en términos de potencias del potencial V(x) :=
(V (x),A(x)). Note primero que para |E|> m

eiΦ±(x,ξ ;E) =
∞

∑
j=0

1
j!
(±i

∫
∞

0
(
|E|
|ξ |

V (x± (sgnE)tω)+(sgnE)〈ω,A(x± (sgnE)tω)〉)dt) j.

Sustituyendo esto en la definición de a±N , se puede escribir a ésta como una expansión asintótica

a±N (x,ξ ;E)'
∞

∑
m=0

a±N,m(x,ξ )

donde a±N,ξ
(x,ξ ) es de orden m con respecto a V(x). Sustituyendo esta expansión en la expresión (4.24) y

juntando todos lo términos con las mismas potencias de V(x), se obtiene que

hN(y,θ ,ω;E;ω)'
∞

∑
n=0

an(y,ω,θ ;E) (4.37)

donde an(y,ω,θ ;E) es de orden n con respecto a V(x).

Note que a0(y,ω,θ ;E) = (sgnE)Pω(E)(α ·ω)Pθ (E) y que el término lineal con respecto a V(x) está dado por

a1(y,ω,θ ;E) =

−i(sgnE)(
∫

∞

0 ( |E||ξ |V (y± tω)±〈ω,A(y± tω)〉+ |E||ξ |V (y∓ tθ)±〈θ ,A(y∓ tθ)〉)dt)Pω(E)(α ·ω)Pθ (E)
(4.38)

para ±E > m. Los términos restantes son de clase S−ρ en la variable y, además, también se sigue que an ∈
S−(ρ−1)n.

Ahora, se va a recuperar asintóticamente el potencial V(x) de la parte lineal del sı́mbolo del operador Ssing(E)
con kernel s(N)

sing.

Para esto, se va a calcular el sı́mbolo a(y,ω;E) de Ssing(E) utilizando la amplitud de ν(E)2Ψ+(ω,θ ;ω)hN(y,ω,θ ;E;ω),
haciendo el cambio de variable z =−ν(E)y en la expresión (4.23) y aplicando se obtiene que

ã(y,ζ ;E)'∑
β

ν(E)2

β !
(−iν(E))−|β |∂ β

y ∂
β

ζ ′ h̃N(y,ζ ,ζ ′;E;ω) |ζ ′=ζ

para y ∈Πω . La fórmula explicita del sı́mbolo a(y,ω;E) se obtiene al sustituir la expansión 4.37 en la relación
anterior.

Note que s(N)
sing está relacionada con a(y,ω;E) por la expresión

s(N)
sing(ω,θ ;E;ω) = (2π)−2

∫
Πω

eiν(E)〈y,θ〉a(y,ω;E)dy.

4.5. PROBLEMA INVERSO A ENERGÍA FIJA PARA POTENCIALES HOMOGÉNEOS.
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A partir de esta relación se demuestra que se puede recuperar a la función a(y,ω;E) de la amplitud de disper-
sión s(ω,θ ;E), módulo una función de clase S−p(N), i. e.

a(y,ω;E) =
∫
Πω

eiν(E)〈y,θ〉s(ω,θ ;E)Ψ+(ω,θ ;ω)dθ +a(N)
reg (y,ω;E). (4.39)

donde a(N)
reg ∈ S−p(N) y p(N)→ ∞, cuando N→ ∞.

Usando (4.38), se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 14 Sea un potencial magnético A(x) y un potencial eléctrico V (x) que satisfacen la estimaciones
(4.2). Entonces, la función a(y,ω;E) admite la expansión

a(y,ω;E)' ν(E)
|E|

Pω(E)+
∞

∑
n=1

hn(y,ω;E)

donde hn(y,ω;E) es de orden n con respecto a V(x) y hn ∈ S−(ρ−1)n. Además,

(h1 + i
ν(E)
|E|

R(y,ω;E)Pω(E)) ∈ S−ρ

donde

R(y,ω;E) =
∫

∞

−∞

(V
(E)

V,A;ω(y+ tω))dt

y (a− ν(E)
|E| Pω(E)+ i ν(E)

|E| R(y,ω;E)Pω(E)) ∈ S−ρ+1−ε para ε = mı́n{ρ−1,1}.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, suponga que el potencial eléctrico V (x)∈C∞(R3) y el campo magnético B(x)∈C∞(R3), con ∇ ·B = 0,
admiten la expansión asintótica

V (x)'
∞

∑
j=1

Vj(x), (4.40)

y

B(x)'
∞

∑
j=1

B j(x), (4.41)

respectivamente, donde las funciones Vj(x) son homogéneas de orden−ρ
(e)
j , con 1 < ρ

(e)
j < ρ

(e)
k , y las funcio-

nes B j(x) son homogéneas de orden −r(m)
j , con 2 < r(m)

j < r(m)
k para k > j.

Se demuestra en cite[12], que si el campo magnético B(x) es homogéneo de orden−r(m) <−2 se puede tomar
el potencial magnético A(x) homogéneo de orden−ρ(m) =−r(m)+1<−1. Por lo tanto, si B satisface la expansión
anterior, entonces, cómo se demuestra en [14], podemos suponer que A(x) también es una suma asintótica. Esto se
demuestra de la manera siguiente. Suponga B(x) = (B1(x),B2(x),B3(x)) es el campo magnético, tal que ∇ ·B = 0.
Defina a la matriz

4.5. PROBLEMA INVERSO A ENERGÍA FIJA PARA POTENCIALES HOMOGÉNEOS.
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F =

 0 B3 −B2
−B3 0 B1
B2 −B1 0

 .

y defina a los potenciales auxiliares

A(reg)
i (x) =

∫
∞

1
s

3

∑
j=1

F(i j)(sx)x jds, (4.42)

A(∞)
i =−

∫
∞

0
s

3

∑
j=1

F(i j)(sx)x jds. (4.43)

Note que A(∞)(x) es una función homogenea de grado−1, A(reg)(x) = O(|x|−ρ) con ρ = r−1, cuando |x| →∞

y rotA(∞)(x) = 0 para x , 0. Defina a
Atr(x) = A(reg)(x)+A(∞)(x) (4.44)

como la parte transversal del potencial A(x), i. e., la parte de A(x) que cumple que 〈x,Atr(x)〉 = 0. Por otra parte,
defina a la función U(x), para x , 0, como la función integral curvilinea dada por

U(x) =
∫
Γx0 ,x

〈A(∞)(y),dy〉 (4.45)

donde x0 ∈ R3 es x0 , 0 y Γx0,x es una curva que une a x0 con x y no atraviesa al 0. Se sigue del teorema de
Stokes, que U(x) está bien definida y no depende de la curva Γx0,x y, además, gradU(x) = A(∞)(x).

Ahora, tome el potencial magnético

A(x) = Atr(x)−grad(η(x)U(x)) (4.46)

donde η(x) ∈C∞(R3), tal que, η(x) = 0 en una vecindad del cero y η(x) = 1 para |x| ≥ 1. Se sigue que

rotA(x) = B(x). (4.47)

Además, A ∈C∞ si B ∈C∞ y A(x) = A(reg)(x) para |x| ≥ 1. Por último, también satisface la siguiente estimación

|∂ αA(x)| ≤Cα(1+ |x|)−ρ−|α|,

si suponemos que,

|∂ αB(x)| ≤Cα(1+ |x|)−ρ−1−|α|,

para todo multi-ı́ndice 0≤ |α|.

En esta sección eligiremos el potencial magnético de esta manera, y entonces,

A(x)'
∞

∑
j=1

A j(x)

donde las funciones A j(x) son homogéneas de orden −ρ
(m)
j con 1 < ρ

(m)
j < ρ

(m)
k para k > j.
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Agregando términos iguales a cero en las expansiones para V (x) y A(x), se puede suponer que r(m)
j = ρ

(e)
j +1.

Entonces, el potencial V admite una la expansión asintótica

V(x)'
∞

∑
j=1

Wj(x)

donde Wj(x) = (Vj(x),A j(x)) son funciones homogéneas de orden −ρ j =−ρ
(m)
j =−ρ

(e)
j .

Sustituyendo lo anterior en la expansión (4.39), se sigue que:

Teorema 26 Suponga que un potencial eléctrico V (x) y el campo magnético B(x), con ∇ ·B = 0, son C∞(R3)
y admiten una expansión asintótica como antes. Suponga que los términos Vj y B j son funciones homogéneas
de orden −ρ j y −r j = −ρ j − 1, respectivamente y donde 1 < ρ1 < ρ2 < .. .. Sea A(x) el potencial magnético.
Entonces, la función a(y,ω;E) admite una expansión asintótica

a(y,ω;E)' ν(E)
|E|

Pω(E)+
∞

∑
n=1

∞

∑
m=0

∑
j1,..., jn

hn,m; j1,..., jn(y,ω;E)

donde para cada k = 1,2, . . . ,n, jk toma valores de 1 a ∞. Las funciones hn,m; j1,..., jn son de orden n con
respecto al potencial V(x) y solo dependen de Wj1 ,Wj2 , . . . ,Wjk , además, son funciones homogéneas de orden
n−m−∑

n
k=1 ρ jk con respecto a la variable y.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Se va a definir el mapeo T (y,ω;E;W ) = a(N)(y,ω;E)+ a(N)
reg (y,ω;E)− ν(E)

|E| Pω(E). Como a(N)(y,ω;E) está
definida por una expansiones asintótica, entonces, T es una función de clase S−∞. Se va a definir a Q(y,ω;E;W ) =

T (y,ω;E;W )+ i ν(E)
|E| R(y,ω;E;W )Pω(E). De esto se obtiene lo siguiente:

Teorema 27 Suponga que el potencial eléctrico V (x) y el campo magnético B(x), con divB = 0, son C∞(R3) y
admiten una expansión asintótica como antes, donde Vj y B j son funciones homogéneas de orden −ρ j y −r j =
−ρ j−1, respectivamente, donde 1< ρ1 < ρ2 < .. .. Sea A(x) el potencial magnético. Entonces, el kernel s(ω,θ ;E)
de la matriz de dispersión S(E) para E ∈ (−∞,−m)∪ (m,±∞) en una vecindad de la diagonal ω = θ , determina
de manera única cada una de las Vj(x) y B j(x). Además, V1(x) y B1(x) pueden ser reconstruidas por la fórmula

−i
ν(E)
|E|

R(y,ω;E;W1)Pω(E) = h1(y,ω;E)

donde h1 es el término homogéneo de orden mas alto con respecto a ”y” en la expansión del Teorema 26. Las
funciones Vj(x) y B j(x), para j ≥ 2, pueden ser reconstruidas recursivamente de la fórmula

−i
ν(E)
|E|

R(y,ω;E;Wj)Pω(E) = (a(y,ω;E)− ν(E)
|E|

Pω(E)−T (y,ω;E;
j−1

∑
i=1

Wi))
◦,

adonde designamos por f ◦ el término homogeneo de órden mayor fk en (3.1) que no es idénticamente cero.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Como corolario se obtiene que

4.5. PROBLEMA INVERSO A ENERGÍA FIJA PARA POTENCIALES HOMOGÉNEOS.
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Corolario 6 Sea W ( j) que satisfacen las hipótesis del teorema anterior para j = 1,2. Si s1(ω,θ ;E)−s2(ω,θ ;E)∈
C∞(S2×S2) para algún |E|> m, entonces V1−V2 y B1−B2 son funciones de Schwartz.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14].

4.6. Las soluciones de dispersión promedio y la construcción del potencial eléctri-
co y del campo magnético

Ahora, en este subtema se hablarán de las ”Soluciones Promedio de Dispersión”.

Para esto, primero se definirá ”la solución promedio de dispersión no perturbada”, dada por

ψ0, f (x;E) :=
∫
S2

eiν(E)〈ω,x〉Pω(E) f (ω)dω

para cualquier f ∈ L2(S2;C4).

Note que los coeficientes de ψ0, f son iguales a los de Γ ∗0 (E) f , definidos en el capı́tulo 3, subcapı́tulo 3. Enton-
ces, se sigue que ψ0, f ∈H 1,−s(R3;C4), con s > 1/2 y H0ψ0, f = Eψ0, f .

Sea V que satisface la estimación 4.2.”La solución promedio de dispersión perturbada” viene dada por

ψ+, f (x;E) := [I−R+(E)V]ψ0, f , E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞) , f ∈ L2(S2;C4).

Note que, ψ+, f ∈ H1,−s(R3;C4), con 1/2 < s≤ s0 y Hψ+, f = Eψ+, f .

Si ρ > 2, se tiene que

ψ+, f (x;E) =
∫
S2

ψ
+(x,ω;E) f (ω)dω

donde

ψ
+(x,θ ;E) = Pθ (E)eiν(E)〈x,θ〉− (RD(E + i0)V(·)Pθ (E)eiν(E)〈·,θ〉)(x).

Usando la representación estacionaria de la matriz de dispersión dada en el capı́tulo 3, subcapı́tulo 3, se puede
rescribir a S(E) en términos de las soluciones promedio. Para f ,g ∈ L2(S2;C4) se tiene que

(S(E) f ,g)H (E) = ( f ,g)H (E)− i(2π)−2
ν(E)2(Vψ+, f ,ψ0,g)L2

Las soluciones promedio cumplen la siguiente proposición

Teorema 28 Sea V tal que para algún s0 > 1/2,< x >2s0 V is a compact operator from H1 to L2 and such that,

|∂ α
x V(x)| ≤Cα(1+ |x|)−ρ , ρ > 1 , |α| ≤ 1 , parax ∈ R3 \Ω

4.6. LAS SOLUCIONES DE DISPERSIÓN PROMEDIO Y LA CONSTRUCCIÓN DEL POTENCIAL ELÉCTRICO Y DEL CAMPO MAGNÉTICO
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donde Ω es un conjunto abierto acotado conexo con frontera suave ∂Ω. Entonces, el conjunto de las solu-
ciones promedio de dispersión {ψ+, f , f ∈H (E)} es fuertemente denso en el conjunto de las soluciones de la
ecuación 4.1 en L2(Ω;C4) para toda E ∈ (−∞,−m)∪ (m,∞) fija.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Considere el operador libre de Dirac

L0,ΩE =

 0 −iσ ·∇

−iσ ·∇ 0


en L2(ΩE ;C2)×L2(ΩE ;C2), donde ΩE es un conjunto abierto conexo y acotado con frontera suave ∂ΩE y

σ = (σ1,σ2,σ3) son las matrices de Pauli.

L0,ΩE es un operador auto-adjunto en

D(L0,ΩE) := {u = (u+,u−) : u+ ∈H 1
0 (ΩE ,C2) , u− ∈H (ΩE ;C2)}

donde H 1
0 (ΩE ;C2) es la clausura de C∞

0 (ΩE) en el espacio H 1(ΩE ;C2) y H (ΩE ;C2) es la clausura de
H 1(ΩE ;C2) con la norma ‖·‖H (ΩE ;C2) := ‖(σ ·∇)·‖L2(ΩE ;C2)+‖·‖L2(ΩE ;C2).

Sea V una función con valores en las matrices Hermitianas de 4× 4, cuyas entradas perteneces a L∞(ΩE).
Entonces, LV,ΩE := L0,ΩE +V es auto-adjunto en D(L0,ΩE).

Considere el problema de Dirichlet


(LV,ΩE −E)(u+,u−) = 0 , enΩE

u+ |∂ΩE= g ∈ h(∂ΩE) , en∂ΩE

.

donde h(∂ΩE) es la traza en ∂ΩE de H (ΩE ;C2). Suponga que E pertenece al conjunto resolvente de LV,ΩE ,
entonces, se tiene que para cada f ∈ h(∂ΩE) existe una única solución (u+,u−)∈H (ΩE ;C2)×H (ΩE ;C2) para
la ecuación anterior. Esto se puede encontrar en la referencia [13].

Para cualquier g ∈ h(∂ΩE), se define el mapeó de Dirichlet a Dirichlet (de espinor arriba a espinor abajo)
como

ΛVg = u− |∂ΩE∈ h(∂ΩE)

donde (u+,u−) es la solución única al problema anterior.

Usando las soluciones de dispersión promedio y el mapeo de Dirichlet a Dirichlet se demuestra el teorema
siguiente de unicidad a energı́a fija.

Teorema 29 Sea el potencial V j(x) con j = 1,2, dado por

V j =

 V ( j)
+ σ ·A( j)

σ ·A( j) V ( j)
−


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donde V ( j)
± ,A( j)

k ∈C∞(R3) son funciones reales, tales que V ( j)
± y A( j)

k satisfacen las estimaciones del teorema
28, para k = 1,2,3 y j = 1,2. Sean S j(E) las matrices de dispersión asociadas a V j con j = 1,2. Suponga que para
alguna E ∈ (−∞,−m)∪(m,+∞), S1(E) = S2(E) y que existe un conjunto abierto acotado conexoΩE con frontera
suave ∂ΩE , tal que E pertenece al conjunto resolvente de LV,ΩE para j = 1,2. Suponga que V1(x) = V2(x) para
x ∈ R3 \ΩE . Entonces se tiene que V (1)

± (x) =V (2)
± (x) y rotA(1)(x) = rotA(2)(x) para toda x ∈ R3.

La demostración se puede encontrar en la referencia [14], adonde también se demuestra el teorema siguiente.

Teorema 30 Supongamos que las expansiones (4.40, 4.41) para los potenciales eléctricos Vj y los campos magnéti-
cos B j, con ∇ ·B j = 0, j = 1,2, son válidas. Sean los potenciales magnéticos, A j, j = 1,2 tomados como en (4.42-
4.46). Supongamos que para un E ∈ (−∞,−m)∩ (m,∞), S1(E) = S2(E), adonde S j(E) es la matriz de dispersión
que corresponde a (Vj,B j), j = 1,2. Además supongamos que existe un conjunto abierto conexo y acotado ΩE

con frontera suave ∂ΩE tal que E pertenece al conjunto resolvente de LV j,ΩE para j = 1,2. Finalmente supon-
gamos que las expansiones (4.40, 4.41) convergen en sentido puntual para x ∈ R3 \ΩE . Entonces, tenemos que
V1(x) =V2(x), y B1(x) = B2(x),x ∈ R3.

4.6. LAS SOLUCIONES DE DISPERSIÓN PROMEDIO Y LA CONSTRUCCIÓN DEL POTENCIAL ELÉCTRICO Y DEL CAMPO MAGNÉTICO
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Capı́tulo 5

Discusión y Resultados

5.1. Breve discusión de los resultados obtenidos y sus posibles aplicaciones:

La condición de corto alcance aparece de manera natural en diversas aplicaciones en la fı́sica. Algunos impor-
tantes ejemplos de potenciales de rango corto son los siguientes.

1. El potencial de Eckard

V = V1
1

1+ cer/a +V2
1

(1+ cer/a)2 .

2. El potencial de Wood-Saxon

V =−V0
1

1+ ce(r−R)/a
.

3. El potencial del tipo Yukawa

V =
∫

∞

0
ρ(a)e−r/a.

4. El potencial de Morse
V = D

(
e−2a(r−re)−2e−a(r−re)

)
.

5. El potencial del tipo de Lennard-Jones

V = A
1

(a+ r)12 −B
1

(a+ r)6 .

6. El potencial del tipo de Coulomb apantallado,

V =C
1

α + r
φ(r/a),

adonde φ es una función de apantallamiento. Por ejemplo, φ(r/a) = e−r/a.

Las correcciones relativistas tienen mayor relevancia en los elementos pesados, ya que, sus núcleos generan
una mayor atracción a sus electrones haciendo que se muevan a velocidades practicamente relativistas. Por lo cual,
muchas de las propiedades de estos elementos tienen contribuciones relativistas que no se pueden despreciar como
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en la energı́a de disociación y en la frecuencia vibracional, vea el capı́tulo 22 de la referencia [24] para una mayor
discusión al respecto.

Visto desde esta perspectiva, los electrones de un elemento pesado están siendo dispersados por su nucleo
constantemente a velocidades relativistas, por lo cual, la descripción de estos sistemas recae en la ecuación de
Dirac; sin embargo, si se desconoce la estructura interna del núcleo, primero se debe de determinar el potencial que
genera por medio de la resolución de un problema inverso para, posteriormente, hacer las correcciones relativistas
del sistema. Además, dado que ya se observó que existen potenciales de corto alcance que describen estos sistemas
adecuadamente, los procedimientos planteados en el presente trabajo son aplicables.

5.2. Conclusiones:

Como se menciono en la discusión anterior, la resolución de un problema inverso tiene grandes e importantes
aplicaciones en fı́sica como es el de determinar o aproximar la estructura intrı́nseca del núcleo de un átomo,
permitiendo ası́ mejorar el calculo de las propiedades fı́sicas o quı́micas que tienen los elementos.

Como es habitual en la resolución de problemas inversos, se deben hacer algunas hipótesis a priori sobre las
propiedades del sistema, átomo, molécula, etc., que se está considerando. En nuestro caso se debe suponer que el
potencial es de corto alcance, por lo que se excluye el potencial de largo alcance. Sin embargo, en la naturaleza
los únicos potenciales de largo alcance son el gravitacional y el de Coulomb, y los problemas fı́sicos en los que se
presentan son bien conocidos, por lo que considerar los potenciales de corto alcance es apropiado desde el punto
de vista fı́sico.

Por otra parte, es seguro decir que, al menos, a los elementos pesados se les pueden aplicar los métodos y
aproximaciones propuestos por este trabajo, lo cuales, no son pocos, dando gran utilidad al presente trabajo.

Por último, como se puede observar en el presente trabajo, el planteamiento y la resolución de un problema
inverso requiere, desde una perspectiva matemática, la comprensión profunda del análisis funcional aplicado a
operadores diferenciales. Esto se puede observar con mayor profundidad en los captı́tulos 2 y 3, en donde tienen
gran relevancia: el teorema espectral en espacios de Hilbert de dimensión infinita, la teorı́a de operadores pseudo-
diferenciales, la teorı́a de distribuciones, entre otros temas; en esto reside la complejidad de la resolución de un
problema de dispersión inverso. Desde esta perspectiva, la resolución de un problema inverso consiste en considerar
a los potenciales como una perturbación a un operador diferencial, de tal manera que:

1. Se pueda determinar el comportamiento del espectro del operador diferencial perturbado.

2. Se pueda encuentrar una relación entre el espectro del operador diferencial perturbado y el espectro del
operador diferencial sin perturbar.

Esto permite ver si los operadores de onda están bien definidos y son completos para determinar si el operador
de dispersión S se puede descomponer, relacionando de esta manera al operador de dispersión S del sistema con
la matriz de dispersión S(E) que genera el sistema experimentalmente. Si el sistema cumple con las propiedades
anteriores, todo se reduce a encontrar la relación entre la matriz de dispersión S(E) y el potencial V del sistema.

5.2. CONCLUSIONES:
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dos de América: Academic Press.



BIBLIOGRAFÍA 108
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