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Resumen

La mecénica cudntica es el 4rea de la fisica que se dedica a estudiar a la materia a niveles atémicos y subatémi-
cos. Por esta razén, los fendmenos fisicos en esta drea son imposibles de observar directamente. De esto dltimo,
surge la necesidad de obtener las interacciones que ocurren en un experimento a partir de sus resultados, a esto se
le conoce como “un problema inverso”. En particular, si el experimento consiste en dispersar particulas, a este se
le conoce como un problema de dispersion inverso”.

En este trabajo de tesis, se da un panorama amplio, sobre la teoria fisica y matematica relacionada con el
problema de dispersion inverso planteado en el articulo:

Naumkin, I., Weder, R. (2015). High-energy and smoothness asymptotic expansion of the scattering amplitude for
the Dirac equation and applications. Math. Meth. Appl. Sci., Vol. 38, 2427-2465.

En este articulo, se estudia un sistema de particulas cudnticas relativistas con espin 1/2, dispersadas por un
potencial electromagnético externo V, el cual, no se conoce, sin embargo, su matriz de dispersion S(E) si.

Estas, al ser particulas cudnticas relativistas con espin 1/2, son descritas por la ecuacién de Dirac libre y
perturbada:

L dy . dy . dy L0y

i TG i+ fmy =il

. dy . dy . dy 0y
_lalg_laZaiy_IQZaiz —l—ﬁml//-i—V—l]IW

A partir de hacer ciertas hipdtesis apriori en el potencial, se puede demostrar la existencia de las soluciones
de estas dos ecuaciones diferenciales, permitiendo asi, desarrollar estas soluciones en una serie conocida como
“expansion asintdtica”. Estas expansiones permiten relacionar la matriz de dispersién S(E) con estas soluciones
para, posteriormente, relacionar a S(E) y a V.
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Capitulo 1

Introduccion fisica del problema

1.1. Mecanica cuantica no relativista: Ecuacion de Schrodinger

A principios del siglo XX, los paradigmas que la fisica clasica habia establecido fueron desplazados por la
observacién de nuevos fendmeno que no se ajustaban con lo ya establecido; experimentos como el efecto foto-
eléctrico y el movimiento browniano, demostraban que la materia estaba conformada por pequefias particulas a
las cuales se les denominé dtomos (en honor a los griegos que antiguamente las nombraron as{); mientras que, la
propagacion de ondas electromagnéticas en el vacio y la invariancia de las ecuaciones de Maxwell ante transfor-
maciones de Lorentz (y no de Galileo), demostraron que la dindmica de los cuerpos era distinta a la que se pensaba
hasta ese momento.

Para poder describir estos dos fendmenos, se crearon dos distintas teorias:

1. La primera de éstas teorias llamada cudntica, se dedica a estudiar a la materia a niveles atdmicos y subatémi-
COS.

2. La segunda teoria llamada relatividad, se puede dividir en dos grandes ramas: la relatividad especial y la
relatividad general; la primera de éstas se dedica a estudiar la dindmica de cuerpos que se mueven a ve-
locidades cercanas a la de la luz (velocidades relativistas), mientras que la segunda estudia la interaccién
gravitacional utilizando los postulados incorporados por la relatividad especial.

Desde esta perspectiva, la relatividad general se dedica a estudiar a la materia a niveles macroscépicos, ya que,
para objetos con poca masa, la interaccidén gravitacional es practicamente despreciable. Por ésta y otras razones,
unificar la teoria cudntica con la teoria de la relatividad general no ha sido posible y es un problema que hasta la
fecha sigue abierto.

Sin embargo, se ha observado en algunos fendmenos cudnticos particulas que se mueven a velocidades rela-
tivistas, por lo cual, ha sido de gran interés para los fisicos de nuestra época conciliar la teoria de la relatividad
especial con la teoria cudntica, llamada teoria de la mecanica cudntica relativista”.

Muchos fisicos trataron de conciliar estas dos teorias, los mas citados en la literatura corresponden a Oskar
Klein, Walten Gordon y Paul Dirac; los primeros dos son reconocidos por la ecuacién de Klein-Gordon, la cual
describe a particulas que se mueven a velocidades relativistas pero que no consideran el espin o cuyo espin es
igual a cero, mientras que la ecuacién que propuso Paul Dirac, describe particulas que se mueven a velocidades
relativistas con espin fraccionario 1/2 conocidas como “fermiones”, las cuales aparecen en muchos lugares de la
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naturaleza (como el electron).

Por esto ultimo, la descripcién dada por Paul Dirac es mas completa que la de Klein-Gordon, razén por la
cual se utiliza mds en experimentos y aplicaciones; este trabajo se dedicard a la dispersién cudntica de particulas
relativistas utilizando la ecuacion de Dirac, dejando de lado a la de Klein-Gordon. Sin embargo, antes de poder
resolver el problema de interés, se hablard de la mecdnica cudntica, de la relatividad especial y de la mecénica
cuantica relativista desde un punto de vista fisico y posteriormente, se tocard el formalismo matematico que se
necesita para resolverlo.

En este subcapitulo, primero se hablard sobre los postulados de la mecdnica cudntica no relativista; cabe recal-
car que todos estos resultados no fueron obtenidos de manera inmediata, hubieron muchos fisicos que abordaron
estos problemas para converger a las conclusiones actuales. Sin embargo, por el tipo de trabajo que se estd presen-
tando, se presindird de mencionar a todos éstos autores y solo se enfocard a lo ya comentado.

Para poder empezar a hablar sobre los postulados de la mecénica cudntica, se debe mencionar una de las pro-
piedades mas importantes sobre los sistemas cudnticos: “la dualidad onda-particula”; ésta se manifiesta por las
perturbaciones que se hacen en un sistema cudntico, cuando se realizan experimentos sobre éstos. Dependiendo
de como se perturbe el sistema, las particulas que lo conforman se pueden comportar como si fueran “particu-
las cldsicas” (i. e. presentan caracteristicas como el momento lineal o angular de las “particulas cldsicas”), pero
también pueden comportarse como “ondas cldsicas” (1. e. presentan propiedades como la interferencia o superpo-
sicién de las “ondas cldsicas”). Por ésta razon, las leyes de Newton o la ecuacion de onda clésica, no logran dar una
descripcién completa de éstos sistemas. Ademds, se observé que las mediciones realizadas en estos sistemas son
multiplos de un valor ya establecido, y no un continuo como se observaba en las teorias cldsicas; a este fenémeno
se le denomino “cuantizacién”.

Para poder modelar este tipo de fendmenos se postularon los siguientes axiomas para describirlos:

1. El espacio de configuraciones de un sistema cudntico corresponde a un espacio de Hilbert separable y com-
plejo #7; ademads, todos los posibles estados de un sistema estan dados por vectores ¥ € J# con norma
igual a uno.

2. A cada observable a, le corresponde un operador lineal A auto-adjunto, definido en un subconjunto denso
D(A) C J; cuyos eigenvalores son las posibles mediciones que se pueden obtener de a en el sistema.
Ademds, §l operador correspondiente al polinomio P, (a) = Yj_o & al, con o € R, estd dado por B,(A) =
Yi_o ajA’, con dominio D(P,(A)) = D(A") = {y € D(A)|[Ay € D(A)...A" 'y € D(A)}(A° =1).

3. El valor promedio del observable a, cuando el sistema se encuentra en el estado v, estd dado por a =
(y,Ay), que debe es real para toda y € D(A) porque A es autoadjunto.

4. La evolucion en el tiempo estd dada por un grupo unitario, uni-paramétrico y fuertemente continuo U (¢). El
generador de este grupo corresponde a la energia del sistema.

Estos postulados se pueden encontrar con mayor detalle en la referencia [20].

En este subcapitulo, no se hard tanto incapie en el axioma dos, ya que, éste serd tocado con mayor detalle en
el capitulo dos.

En este subcapitulo, los vectores que se utilizardn son funciones complejas

v:R*xR—C

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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tales que ¥ = y/(x,7) donde x corresponde a la parte espacial y 7 a la temporal; estas funciones son conocidas como
“funciones de onda”. Ademds, la funcién

pi(x) = [y(x0)? (1.1)
se postula como la densidad de probabilidad de encontrar al sistema en el punto x al tiempo ¢. Por tal razén, como
el sistema cudntico debe estar en algin lugar del espacio, se debe de cumplir que:

/3\!//(x,t)|2d3x: 1Vt eR. (1.2)
R

De tal manera que y/(x,t) € L>(R3) Vt € R; esto implica que el espacio de Hilbert a utilizar es ;# = L*(R?).

Puesto que los observables, por el segundo axiéma, corresponden a operadores lineales auto-adjuntos, se pos-
tula que el momento lineal p, la posicién x y al potencial de interaccién V (x,) corresponden a:

., 0y dy dy
py = (—lg,—laiy,—laiz) (13)
Xy = (xy,yy,zy) (1.4)
Vx, )y =V(x,t)y (1.5)

donde se toma como convencién que i = 1.

Para poder determinar a la ’funcién de onda”, se optd por una teoria Hamiltoniana, adonde H designa el
Hamiltoniano del sistema. Si el sistema esta compuesto por una sola particula con masa normalizada a m = 1/2,
la cual estd siendo perturbada por un potencial V (x,t), el Hamiltoniano del sistema estd dado por:

H=|p|*+V(x,1). (1.6)

Cuantizando la ecuacién 1.6, es decir, cambiando las observables cldsicas por operadores, se obtiene que:

H(y)=(-A+V(x,0)y=-Ay+V(x)y. (1.7)
Se postula que la evolucién temporal de la funcion de onda viene dada por la ecuacion siguiente,

.0
—Aw+V@ﬂw:n§¥. (1.8)
La ecuacion 1.8 es ”la ecuacién de Schrédinger” para una particula puntual sin espin, que interactia con una
fuerza externa con potencial V (x,7). En los casos en que el potencial no cambia en el tiempo, es decir, V no es
funcién del tiempo, la ecuacién de Schrodinger se reescribe como
dy

—AY VY =i (1.9)

En ésta dltima, podemos proponer como solucién una funcién de onda y(x,t) = @(x)e "F que, al hacer sepa-
racion de variables se obtiene la “ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo”, la cual estd dada por

—AQ+V(x)p =Eg. (1.10)

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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Esta deduccion se puede estudiar con mayor detalle en la referencia [11].

Note que la ecuacién 1.10 corresponde a una ecuacion de eigenvalores E; estos eigenvalores corresponden a la
energia del sistema, por lo cual, es pertinente estudiar el espectro del operador de Schrédinger

H=-A+V(x) (1.11)
para poder obtener sus soluciones.
Para el caso de n particulas con masas normalizadas a m; = 1/2 coni = 1...n, el Hamiltoniano toma la forma:

H=Y |pil>+V(xi, X0 (1.12)

n
i=1

donde x; es la posicién de la i-esima particula, p; es el momento de la i-esima particula y V (x1,- - ,x,,t) es el
potencial que contiene todas las interacciones que hay entre las particulas.. De esta expresion se sigue que:

n
H=Y (=A)+V(x1, - Xn,1) (1.13)
i=1
donde:
_ 97 02 9?2
D= gt o
yXxi= (Xi,yi,Zi)-

Por dltimo, se hablara del "espin”, el cual corresponde a una de las propiedades mas importantes de las particu-
las cudnticas. Para esto, primero se hablard del momento angular en la mecdnica cudntica y posteriormente de éste.

Al igual que en la mecénica clésica, se define el operador de momento angular por medio de la siguiente
expresion:

I=rxp (1.14)
donde, en este caso, r corresponde al operador de posicién y p al operador de momento. El momento angular

corresponde a un observable del sistema, por lo cual, debe de cumplir con el segundo axioma de la mecanica
cudntica; esto tltimo se supondrd cierto para los calculos siguientes.

De la definicién 1.14, se deduce que el operador de momento angular estd dado por:

. Jd . d . d .d . I . J
l:(lzafy—lya—z,lxa—z—lzg,lya—zxa—y) (1.15)

que en términos de componentes se puede escribir como:
1=Li+ L)+ Lk (1.16)

donde

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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&:&%—W%

ly=ixd —izd . (1.17)
el : d

I =iyg; —ixg;

Se observa que los conmutadores de las componentes del momento angular son:

1= (L 1] = iL..
2 Iy, L] = il,.
3 [, L] =il

La demostracién de estos se pueden encontrar en los libros [11] y [12].

De manera general, si un observable J = J,i + Jy i+ JZIAc cumple las reglas de conmutacién anteriores, es decir,
cumple

[Jx,Jy] =il;
[Jya-]z] =iJ,
[Jza-]x] - lJy

entonces, se dice que que el operador J es un momento angular.

Retomando a 1, se puede demostrar que el operador [1/> definido por

W =r+0+12

cumple las reglas de conmutacion

[lia |l|2] =0

donde i = x,y,z.
De igual manera, esto se puede encontrar en los libros [11] y [12].

Por lo tanto, se pueden encontrar eigenvectores simultineos para el par de operadores (|1/2,1,); esto también
es vélido para los pares (|112,4,) y ([I|?,;). Por esta razén, solo se necesita tomar un par arbitrario de estos, para
encontrar un conjunto completo de eigenvectores; en particular, se tomara el par (|1),1,).

Se puede demostrar, que el conjunto de eigenvectores asociados a este par {y;,,} cumple las siguientes pro-
piedades:

200, — (3 .
P Yjm =70+ DWjm (1.18)
lzll/jym = mll[]7m

donde 2j =p+gqcon p,g e NU{0}, —j<m< jy2m=p' +4¢ conp 4 €Z.

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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Los resultados anteriores permiten la descripcion de un electrén en presencia de un campo magnético estético.
Para poder realizar esta descripcion, se debe de modificar el operador de momento 1.3 a lo siguiente:

A
p—p— AU (1.19)
donde e es la carga del electrén. De esta expresion, se sigue que:
_ eA(r) 12 _ 2 e . e 2
p—=1 =Pl —C(A-ptp-A)+5lAl (1.20)

=[p|>— £(H-1) + 4leI2

donde H es el campo magnético, 1 es el momento angular y ri es el cuadrado de la proyeccién de r al plano
perpendicular del campo H. Por lo cual, el operador de Schrodinger del electrén viene dado por:

=p/* - f<H l)+ |H|2 (1.21)

Si se toma un sistema con n electrones y se desprecia la interaccion que hay entre estos, el operador de
Schrodinger total queda determinado por:

H= ZIpIQ—f (H- L)+f|H| (Z 1) (1.22)
=1

donde L es el momento angular total del sistema, definido de la misma manera que en la mecdnica clésica. El
tercer término es bastante pequefio desde el punto de vista experimental, por lo cual se puede despreciar, dejando
al operador de Schrodinger como:

H:Z]p]%—S(H~L). (1.23)
i=1

De la teoria electromagnética, se sabe que cada electrén tiene un momento magnético generado por la 6rbita
en que se desplaza, el cual, es proporcional al momento angular de éste:

p="
C

por lo que, el momento magnético total va estar dado por

M =°L

C

y por lo tanto, el operador de Schrédinger 1.23 se puede reescribir como

H=Y|p|;—.# H (1.24)
i=1

Se puede demostrar que este operador conmuta con las tres componentes del momento angular total L (vea las
referencias [11] y [12]), por lo tanto, si se toma el campo H paralelo al eje z, los operadores H, |L|? y L, tendrén
un conjunto en comin de eigenvectores {1}, cuyos eigenvalores E" son de la forma

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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E"™M = E5 4 My H]

donde L, M cumplen las mismas caracteristicas que en 1.18, tp = ¢ es el magnet6n de Bohr y E6’L son los
eigenvalores del operador momento lineal total )}, ]p\lz De esto, se pueden concluir tres cosas:

1. Cada nivel E(’)“L del espectro se divide por el campo H en un "multiplete” de (21+1) niveles equidistantes.

2. Estos niveles se distribuyen en cada lado de E(’)’L de tal manera que su distancia de EgL en promedio es cero.

3. La distancia entre dos niveles vecinos siempre es ug|H| independientemente de la cantidad de electrones

que se tomen.

Estas conjeturas fueron parcialmente confirmadas por los experimentos; las discrepancias mas importantes con
estas conjeturas fueron:

1. Si el conjunto n es impar, los multipletes eran todos equitativos, que solo se logra cuando L toma valores
fraccionarios.

2. La distancia entre vecinos en un mismo multiplete es de la forma gug|H|, donde g, llamado el factor de
Landé, varia segtin el multiplete observado con limites muy grandes.

Para poder arreglar estas dificultades, se introdujo un momento angular fraccionario, el cual estd asociado a
cada electron y es intrénseco a este. Este nuevo momento angular s se conoce como espin, el cual tiene magnitud
1 i X . .

5 y tiene asociado un momento magnético (i dado por:

e
;us = gSES

donde g, ~ 2 para fines experimentales.

Este momento angular s = (sy, sy,s;) tiene como componentes

1
Sx = EGX
1
Sy = an
1
S; = EGZ

donde oy, 0y, 0; son las matrices de Pauli, las cuales estdn dadas por:
o — 0 1
L1 0
o — 0 —i
Y \i o0

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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0,0y = —0y,0x = i0;

0,0, = —0,0, = iOx
0,0y = —0,0; = i0y
0,0,0; =

Tro, =Tro, =Tro, =0

deto, = deto, = deto, = —1.

De esta manera, el operador de Schrodinger 1.23 toma la forma:

HzZ]p\f—E(H-(L—iJS)) (1.25)
i=1

donde S =Y ;s; es el espin total del sistema.

Si se observa con detenimiento esta ecuacidn, esta consiste en una ecuaciéon matricial, cuyas soluciones con-
tienen dos funciones de onda como componentes de un vector de dos entradas

y=( Y

L)
Estas soluciones son conocidas en la literatura como espinores, los cuales cumplen mas propiedades, aparte de
necesitar un vector compuesto por funciones de onda con mas de una entrada para poder determinarlos. Estas pro-
piedades extras no serdn enunciadas en este trabajo, ya que, no se utilizan en ningiin momento en la resolucién del

problema; por lo que, solo se utilizard el hecho de que los espinores necesitan un vector compuesto por funciones
de onda con mas de una entrada para poder describirlos.

1.1. MECANICA CUANTICA NO RELATIVISTA: ECUACION DE SCHRODINGER
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1.2. Un breve repaso de la relatividad especial

Como se comentd en el subcapitulo anterior, a la par de la teoria cudntica, se creo la teoria de la relatividad,
la cual, se divide en dos grandes ramas: la relatividad especial y la relatividad general. En este subcapitulo solo se
abordard la relatividad especial y se dardn los puntos mas importantes de ésta. De ahora en adelante, se tomard la
velocidad de la luz ¢ = 1 a lo largo del texto.

En principio, la relatividad especial surgi6 para describir la dindmica de particulas que se mueven a velocidades
muy cercanas a la de la luz (nombradas velocidades relativistas). El surgimiento de ésta empezé gracias a la
electrodindmica clésica y las ecuaciones de Maxwell, ya que, éstas predicen fendmenos que no concordaban con
la intuicidn fisica hasta ese momento.

Como primer punto importante, Lorentz observé que las ecuaciones de Maxwell no eran invariantes ante las
"transformaciones de Galileo”, cuestién que se contrapone a toda la dindmica cldsica. Este tuvo que inventar un
tipo de transformaciones de coordenadas llamadas “transformaciones Lorentz” (en su honor) para poder dejar
invariantes éstas ecuaciones.

Para poder escribir las transformaciones, suponga que para un observador inercial &, con coordenadas (¢, x, y,z),
una onda electromagnética se propaga solamente en la direccion x, esto quiere decir, que la ecuacién de onda de
Maxwell del campo eléctrico estd dada por:

J’E  J0’E
E T (1.26)
analogo para el campo magnético.

Si otro observador inercial &”, con coordenadas (¢',x’,y’,7), observa la misma onda electromagnética, mientras
se mueve a una velocidad v respecto a &, en la direccion x, éste debe realizar el siguiente cambio de coordenadas:

g v :); (1.27)
(1.28)
X = % (1.29)
(1.30)
y’ =y (L.31)
(1.32)
7=z (1.33)
para que:
J’E  0%*E 0J*E J%E
X2 o 9 o (1.34)
es decir:
J°E  0’E

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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(esto se encuentra en la referencia [18]).

De esta manera, podemos observar que las transformaciones de Lorentz dejan invariantes las ecuaciones de
Maxwell; ademads, se entrelazan las coordenadas espaciales con las temporales y, por esta razon, para describir estos
fenémenos debemos tomar un espacio de cuatro dimensiones, en el cual, el tiempo y la posicién estdn presentes e
interaccionan; esto es lo que se llama actualmente “espacio-tiempo”.

Ademéds, se observa que la velocidad limite de cualquier objeto es la de la luz, ya que, en caso contrario, el
factor 1/v/1 —v? diverge si v =1y tiene soluciones imaginarias si v > 1. Esta es la primera razén por la cual no
puede haber objetos que se muevan mas rapido que la velocidad de la luz.

Las transformaciones de Lorentz también son lineales, por lo cual, éstas tienen una representacion matricial
dada por:

Yy —vy 0 0
—v 00
we=1 3y, (136)
0 0 0 1
donde Y= 1/v/1 -2 es conocido como el factor de Lorentz.
De ésta manera se obtiene que:
t Yy —vy 0 0 t
X | —-vy v 00 X
y ol 0 0 10 y (1.37)
7 0 0 01 z

9999

Si el movimiento se realiza en direccién del eje ’y”, entonces, la matriz asociada a la transformacién de Lorentz
toma la forma:

Yy 0 —vy O
0O 1 0 O

AB) = VS (1.38)
0O 0 0 1

Y para la direccién ”z” se tiene que:

Yy 0 0 —vy
0O 10 O

AB) = o 01 o (1.39)
—-vy 0 0 vy

Por tltimo, un movimiento compuesto en las tres direcciones es la composicion de estas tres matrices segun el
orden en que se realice el movimiento.

Posteriormente, se puede demostrar (gracias a las ecuaciones de Maxwell) que las ondas electromgnéticas
pueden viajar en el vacio sin la necesidad de estar inmersas en un medio. Este fenémeno se contrapuso con todo
el conocimiento que se tenia sobre las ondas hasta ese momento, ya que, siempre se necesitaba de un medio
para que una onda pudiera propagarse a través de éste; por esta razén, se propuso que el vacié en realidad estaba

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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inmerso por una sustancia llamada eter. Este eter poseia propiedades muy poco usuales, en principio se considero
que era is6tropo para simplificar las hipétesis, después, éste debia permear todo el espacio sin afectar la dindmica
de otros cuerpos como los planetas y, al mismo tiempo, debia ser muy rigido para permitir que ondas de esa
velocidad viajaran a través de éste; estas dos ultimas cualidades en principio se contraponian, sin embargo, dadas
las circunstancias se aceptaron en su momento.

Puesto que el eter permeaba todo el espacio, este se podia tomar como un sistema de referencia universal, en
el cual, todo fendmeno debia describirse con respecto a éste, por lo que, tendria la cualidad de ser un sistema de
referencia preferencial.

Posteriormente, gracias al experimento de Michelson-Morley, se demostré con certeza que el eter no existe y,
por lo tanto, que no existen los sistemas de referencia absolutos. Ademds, también demostré que la velocidad de
la luz es invariante ante cualquier sistema de referencia inercial que lo observe.

Finalmente Einstein, por su parte, utilizando estos resultados llego a las siguientes conclusiones, proponiendo
asi los dos grandes postulados de la relatividad especial:

1. Principio de relatividad: Ningun experimento puede medir la velocidad absoluta de un observador; los re-
sultados de cualquier experimento montado por un observador no van a depender de la velocidad relativa de
los otros observadores que no estén involucrados en el experimentos.

2. La universalidad de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz es la misma respecto a cualquier sistema
de referencia inercial.

Estos dos postulados se encuentran citados en la referencia [18].

El primero de estos se interpreta como que no hay sistemas de referencia preferenciales y los resultados de un
experimento van a depender del observador que lo realice; sin embargo, siempre va haber un cambio de sistema
de coordenadas que haga que estos dos resultados coincidan en sus observaciones. En este caso, las transforma-
ciones de coordenadas que se utilizan son las “transformaciones de Lorentz”, las cuales tienen como limite las
“transformaciones de Galileo” cuando v << 1, es decir, cuando el observador inercial se mueve a una velocidad
muy pequeiia respecto a la de la luz.

El segundo se refiere a que la velocidad de la luz es una constante universal y, ademads, cualquier observador
inercial que mida la velocidad de la luz obtendra siempre la misma.

Minkowski observé que todos estos postulados son equivalentes a la geometrizacidn del espacio-tiempo con
la ”métrica de Minkowski”, llamada asi en su honor.

Para hablar de esta geometrizacién, primero se debe mencionar que todos los observadores inerciales tie-
nen asociados un espacio-tiempo de cuatro dimensiones (z,x), donde x = (x,y,z); en este espacio-tiempo, cada
punto (¢,x) corresponde a un fenémeno o “evento” que sucede respecto a éste. La métrica entre dos eventos
(¢, x',y',7), (t,x,y,z) en un mismo espacio-tiempo estd dada por:

(As)=('—1) = (X —x)* = () =y)* = (—2)° (1.40)

donde (As)? se conoce como el “intervalo” entre estos dos eventos.

Esta es la ’métrica de Minkowski”. En la referencia [18] se demuestra que, dados dos espacio-tiempo diferentes
con intervalos (As)? y (As’)? de los mismo eventos, se cumple que:

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL



CAPITULO 1. INTRODUCCION FISICA DEL PROBLEMA 12

(As)* = (As')? (1.41)

es decir, el intervalo es invariante.

De la definicién 1.40, se puede demostrar que el intervalo toma valores tanto positivos como negativos, por
esta razon, se pueden clasificar los eventos (z,x) segtin el signo que tome el intervalo de éstos, es decir, segiin el
signo de la expresion:

(As)?> =1 —x* —y* — 2. (1.42)

Para poder entender ésta clasificacion, primero suponga que los eventos que se observan estan constrefiidos en
la direccion x, de tal manera que, todos éstos se pueden escribir de la forma (¢,x,0,0) (que simplificaremos por
notacién (¢,x)). Note que en el espacio-tiempo, la luz siempre se mueve de manera rectilinea y uniforme, ya que,
al ser éste la representacién de un sistema de referencia inercial, la velocidad que observard serd absoluta y, por lo
tanto, constante; de esto ultimo podemos concluir que la ecuacién que describe el movimiento de la luz estd dada
por:

<[=It]

=it T M

[ =It]

Figura 1.1: Diagrama espacio-tiempo

En el diagrama 1.1, las trayectorias que describen el movimiento de la luz estan representadas por rectas de
color rojo, si se rotan éstas dos rectas alrededor del origen se generard un cono; éste cono es llamado en la literatura
como el “cono de luz”, ya que, representa todas las trayectorias en las cuales la luz puede viajar.

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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En este diagrama, solo se estd tomando un corte longitudinal del cono que pasa a través de su vértice; esto
ayudard a simplificar la interpretacion de la clasificacién de los eventos:

1.-

Los eventos “temporaloides” corresponden a puntos (¢,x) cuyo intervalo (As)? > 0, es decir, aquellos que
cumplen la relacion |x| < [f|. Esto implica que estos puntos estdn ubicados dentro del cono de luz, como
se observa en el diagrama 1.1. Fisicamente, éstos corresponden a eventos accesibles para el observador, es
decir, puntos en donde el observador puede estar presente. Para observar esto, suponga que se traza una
linea recta x = vr del origen al evento, estd debe de cumplir la relacién |x| < |¢|, por lo cual, se concluye
que |v| < 1; en este caso, la linea recta se puede interpretar como la trayectoria de un objeto en movimiento
rectilineo uniforme con velocidad v. Puesto que la velocidad |v| < 1, ésta es accesible por ser menor que
la de la luz, por lo tanto, el observador solo necesitard moverse en esa trayectoria para estar presente en el
evento.

Los eventos “nulos” corresponden a puntos (¢,x) cuyo intervalo (As)? = 0, es decir, aquellos que cumplen
la relacion |x| = |¢|. Esto implica que estos puntos estdn ubicados en el cono de luz, como se observa en el
diagrama 1.1. Fisicamente, éstos corresponden a eventos que solo son accesibles para la luz o para objetos
que se puedan mover a la misma velocidad que ésta.

Los eventos “espacialoides” corresponden a puntos (¢,x) cuyo intervalo (As)? < 0, es decir, aquellos que
cumplen la relacion |x| > |¢|. Esto implica que estos puntos estan ubicados fuera del cono de luz, como se
observa en el diagrama 1.1. Fisicamente, éstos corresponden a eventos no accesibles para el observador, es
decir, puntos en donde el observador nunca podré estar presente. Siguiendo el mismo razonamiento de los
eventos temporaloides, se puede observar que se necesita una velocidad |v| > 1 para poder acceder a estos
eventos, lo cual es imposible por ser mayor que la de la luz y, por lo tanto, el observador nunca se podra
enterar de estos.

De manera andloga a la clasificacion anterior, si dos eventos (¢,x) y (¢',x") tiene por intervalo la expresion 1.40:

Se dice que estdn separados de forma “temporaloide” si (As)? > 0. Se dice que estén separados de forma “nula
" si (As)? = 0. Se dice que estan separados de forma “espacialoide” si (As)? < 0.

Por otra parte, de la geometrizacién del espacio-tiempo y las transformaciones de Lorentz, se pudieron encon-
trar dos de los fendmenos mas importantes de la relatividad especial, éstos son:

I.-

Dilatacién del tiempo: Este dice que un observador & que ve a otro ¢’ moverse a una velocidad relativista
v, observard que el tiempo de éste se dilata y ésta relacion estd dada por:

(At)medido en 0’

(At) medidoen & — m

Este fendmeno es valido para todos los eventos que son temporaloides respecto a &'.

(1.43)

Ademéds, éste es muy importante, ya que se concluye que el tiempo no es absoluto, sino también relativo
respecto al observador.

También se desprende de éste, el concepto de tiempo propio” At asociado al evento (¢,x), el cual se define
como el tiempo que mide un reloj en reposo que pasa a través de éste. De ésta definicién se deduce que, el
tiempo propio de un evento (¢,x) viene dado por la expresion:

(A1) = (As)?. (1.44)

1.2. UN BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
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Si ademads, el evento corresponde a un objeto que se mueve a velocidad v, entonces, el tiempo propio estd

dado por:

AT = AtV 1—12.

2.- Contraccién de Lorentz: Este dice que, si un observador & ve a un objeto de longitud / desplazarse a una
velocidad relativista v, éste percibira que el objeto esta contraido a una longitud !’ y éstas estdn relacionadas

por la siguiente expresion:

I'=1v1-—42.

Este fendmeno es valido para todos los eventos separados de manera espacialoide respecto a .

Ademds, éste es muy importante, ya que demuestra que la percepcion en que se observan los eventos puede

cambiar.

Para continuar con lo siguiente, se asumira que el lector conoce la notacién de Einstein y que tiene conoci-

mientos basicos del dlgebra y calculo tensorial.

Regresando al espacio-tiempo, este se puede considerar un espacio vectorial, en el cual, dados dos puntos

(t',x', vy 2h), (12,x%,3%,2%) y un « € R, se define la suma de vectores y la multiplicacién por escalar como:

(thxl Yyl e (2% 2) = (' w2 oy 4yt )

Bo ' x'y' 2" = (Bt Bx', By', Bz').

Note que, las componentes de cada vector estdn en su representacién covariante, ademads, para adaptar los

vectores del espacio-tiempo a la notacion de Einstein, cada punto se denota como:

(t7'x7y7z) = ('x07x17x27‘x3)

De esta manera, cualquier vector A del espacio-tiempo se representa como A = {A%*}, estos son los que se

conocen en la literatura como “’cuatro-vectores”.

Note ahora que, el espacio-tiempo es un espacio de cuatro dimensiones, en el cual, los vectores base estan

dados por:

1,0,0,0)
0,1,0,0)
)
)

0,0,1,0

€0
€]
€2
ez = (0,0,0,1

(
(
(
(

los cuales siempre se escriben en su representacion contravariante. Ademads, cada vector se puede escribir (en

notacién de Einstein) de la siguiente manera:
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Recordando ahora que el espacio-tiempo estd geometrizado, se puede definir un producto interno en éste de tal
manera que sea consistente con la métrica de Minkowski. Dados dos vectores A = {A%} y B = {BP}, el producto
interior de éstos estd dado por:

A -B=A"B'—A'B'—A’B* - A’B’. (1.47)
De esta manera, la norma de un vector A = {A%*} estd dada por:
AP =A-A=(A%%— (A1) - (A%)2 — (A% (1.48)

Todo esto lo podemos reescribir en notacion de Einstein, representando a la métrica de Minkowski como una

matriz ( (2) ) dada por:

1 0 0 O
0 -1 0 O
{ea}=1 0 0 -1 o (1.49)
0 0 0 -1
o 2
con su matriz inversa < 0 > dada por:
1 0 0 O
0 -1 0 O
afy _
0 0 0 -1
Por lo cual, las ecuaciones 1.47 y 1.48 se pueden reescribir como:
A B =g,pA%BF (1.51)
A = gopA”AP. (1.52)

Note ahora que, por la definicién de norma 1.48, los vectores del espacio-tiempo pueden tomar valores tanto
positivos como negativos, por lo cual, se pueden clasificar los vectores segtin el valor de su norma. Esta clasifica-
cién es andloga a la clasificacién que se hace con los eventos: si un vector tiene norma negativa |A|> < 0 se dice
que es “espacialoide”, si es igual a cero |A|> = 0 es “nulo” y si es positiva |A|? > 0 es “temporaloide”; ademas, la
interpretacion que se tiene de la clasificacion de los vectores es igual a la de los eventos.

Para finalizar con los cuatro-vectores, se hablara de como cambian éstos entre sistemas de referencia inerciales
y como se transforma un objeto covariante a uno contravariante y viceversa.

Para esto, primero supongamos que existen dos sistemas de referencia inerciales ¢ y ¢’ con coordenadas
x = {x*} y y = {yP}, respectivamente. Cada uno de estos tendra asociado un espacio-tiempo, en los cuales, se
describirdn los eventos segtin la perspectiva de estos. Por el primer postulado de la relatividad especial, siempre
habréd una manera de relacionar éstas mediciones, la forma de hacerlo es por medio de las transformaciones de
Lorentz. Para explicarlo, suponga que el espacio-tiempo &, observa que el espacio-tiempo &”, se mueve a una
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velocidad v en la direccién x!, en este caso, la transformacién de Lorentz asociada a este movimiento estd dada
por:

Yy —vy 0 O
g, | —vv v 00
0 0 0 1
Por lo cual, la relacién que existe entre las coordenadas x y y, estd dada por:
¥P = ABxe (1.54)

donde Ag es la transformacion de Lorentz 1.53.

De esto ultimo, se puede demostrar que los vectores de la base de x y y, dados por {e } y {e;3 } respectivamente,
se transforman de la siguiente manera:

eb = Ajeq (1.55)
donde Ag es la misma transformacion de Lorentz 1.53.

. . n
De manera general, si un objeto A ( m ) tiene componentes A = {Aa‘ a”} en el espacio-tiempo &, éstas, van

a cambiar en ¢’ tomando la forma A = {A Bl.. ﬁ, } La forma de relacionar las diferentes componentes del objeto A,
estd dada por:

gl = NGy AZAR . A A (1.56)

Bi---Bn By By BB

Se debe puntualizar que, si el movimiento se realiza en dos o mas direcciones, se deberan componer las diferen-
tes transformaciones de Lorentz (segtin el orden en que se realice el movimiento), para obtener la transformacién
final de las componentes.

Ahora, suponga que se tiene un objeto A con representacion n covariante, se puede transformar la representa-
ciéon de A = {A%%} auna una representacion n — 1 covariante y 1 contravariante, tal que, el i-esimo indice de la
representacion n covariante, corresponderd al nuevo indice contravariante. Esto se define de la siguiente manera:

Aal-uai—la Q1.0 gaiﬁAal4--0!i71ﬂ0!i+1--~06n (1'57)

i

donde gqp es la métrica de Minkowski dada anteriormente.

De manera andloga, se puede transformar la representacion de un objeto A = {A% %} m contravariante, a una
m — 1 contravariante y 1 covariante. Esto estd dado por:

Aay...op aiai+l---an = gaiBAa1~-~ai—lﬁai+l~-~an (1.58)

donde g® es la inversa de la matriz de la métrica de Minkowski dada anteriormente.
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Para finalizar con este subtéma, se hablard del cuatro-momento y la energia relativista, ya que, de esta dltima
relacion se obtiene la ecuacion de Dirac.

Suponga que se tiene un espacio-tiempo & con coordenadas (¢, x,y,z); de manera andloga a la mecénica clasica,
la descripcion del movimiento de una particula puntual que observa & queda completamente determinada por un
cuatro-vector que emerge del origen hasta llegar a la posicién de la particula, esto se puede observar en la figura
1.2

dr Particula en

) el tiempo t
Particula |en

el tiempo

Figura 1.2: Descripcion del movimiento de una particula

De igual manera, dr representa un cambio en el desplazamiento de la particula, de tal manera que:

dr=r(t")—r(t) = —t,xX —x,y —y,7 —2)

donde r(s) es el cuatro-vector asociado a la posicion de la particula en el tiempo s. Si el cambio es infinitesimal,
entonces:
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dr = (dt,dx,dy,dz).

Se define la cuatro-velocidad U de una particula en movimiento, como el cuatro-vector:

dr
U=— 1.59
P (1.59)
donde 7 es el tiempo propio de la particula.
Note que, la norma de la cuatro-velocidad viene dada por:
dt dx dy dz
UP=U-U=(—) - (=) —(=2)—(-2)~ 1.60
Ul () = () =)= () (1.60)

Como la particula estd en movimiento, ésta tiene asociada una velocidad v que puede medir el observador &
desde su sistema de referencia, por lo cual, de la ecuacion 1.45 se obtiene que:

dt
dt = 1.61
— (1.61)
y por lo tanto:
d d
(G~ (&)@ (&) = (5= Ge (@GR — (G5’
d
= (5= = (@) = (&)
(1.62)
= [1_1 2][1 - Vz]
= 1
Esto concluye que la norma de la cuatro-velocidad para cualquier particula siempre es uno, es decir:
U =1. (1.63)
De la misma forma que en la mecénica clésica, se define el cuatro-momento como:
p=mU (1.64)

donde m es la masa en reposo de la particula.

Las componentes del cuatro-momento p son:
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La primera componente p° se interpreta como la energia relativista de la particula, ya que, si v << 1 p° se
puede aproximar a lo siguiente:

m 1
pO =~ m+tom’

V1—v? 2

Note que esta expresion corresponde a la suma de la energia cinética de la particula mas otro término, este
ultimo se interpreta como la energia en reposo, ya que, si se estd en un sistema de referencia donde la particula
estd en reposo p° = m. Por esta razén, se puede interpretar a p° como la energfa total relativista y por lo tanto, las
componentes del cuatro-momento son:

p=(E.p".p%p). (1.65)

Si se toma la norma del cuatro-momento se obtiene:

P =E*—(p") - (p*) - ()" (1.66)

Tomando la definicién de cuatro-momento, se puede observar que:

p|>=p-p= (mU)- (mU) =m*(|U|) = m* (1.67)

utilizando la ecuacién 1.63. Por lo tanto:

m? = E* — |p|? o, equivalentemente E* = m* + |p|*. (1.68)

Esta ultima, es la expresion de la energia relativista de una particula en movimiento. Esta ayudard a deducir la
ecuacion de Dirac en el siguiente subcapitulo.

1.3. Inicios de la mecanica cuantica relativista: Ecuacion de Dirac

Como se comento en el primer subcapitulo, uno de los grandes problemas que hay en la actualidad es conciliar
la mecdnica cudntica con la teoria de la relatividad. Como primer intento de conciliacién, se propuso tomar las
ideas de la relatividad especial y combinarlas con la mecanica cudntica, esto dio como primera aproximacion
la ecuacién de Klein-Gordon, la cual se puede deducir de la siguiente manera. Dada la expresién de la energia
relativista

E*=m*+|p|? (1.69)

se propone cuantizar la anterior, utilizando los operadores de la energia £ y el momento p de la mecdnica
cuantica no relativista. De esto ultimo, se obtiene la ecuacion de Klein-Gordon

2’y

donde v es la funcién de onda a determinar.
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Esta es una de las primeras aproximaciones para describir particulas cudnticas libres a velocidades relativistas;
sin embargo, la descripcién que da es para particulas de espin 0, por lo cual, la informacién que otorga es insu-
ficiente para electrones y, en general, para atomos. Por esta razén, Dirac dedujo una ecuacién que permitiera la
descripcion de electrones libres que se movieran a velocidades relativistas.

Para realizar esto, el hizo una linearizacion de la ecuacion de Klein-Gordon, es decir, transformo la ecuacion
diferencial de segundo orden a una de primer orden e incluyé el espin en esta linearizacién. Esto se realizo de la
siguiente manera:

Como la descripcién de los electrones necesita el uso de espinores, Dirac propuso que cualquier solucion de
su ecuacion diferencial debe ser un espinor, es decir, debe de ser de la forma:

41

(%)
ll/ g

Wy

donde 7 se debe determinar.

Posteriormente, propuso que la ecuacién de Klein-Gordon fuera una ecuacién matricial, es decir, fuera una
ecuacion de la forma

92
]Iiﬁllf:ﬂ(—A+m2)w (1.71)

donde I es la matriz identidad de dimensién n X n, es decir,

1 0
I={: 0
0 1

Se propone como linearizacion de la ecuacién de Klein-Gordon, al operador

IE = o p+fm (1.72)

donde o = (04,0, Q3) es un vector cuyas componentes son matrices de n X n, 3 es una matriz de n X n 'y

p= (%, 9%, a%) es el operador de momento.

Al elevar al cuadrado este operador, se obtiene que
IE?2 = (a-p+pm)(o-p+Pm)
= (a-p)(e-p)+ (Bm)(e-p) . (1.73)

+(0-p)(Bm) + (Bm)(Bm)

Como o -p = o p1 + G pa2 + Az p3, el primer término de la 1.73 se puede reescribir como
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(ip1+0nps+o3p3)(oupr + 0pr+03p3) = o pt+ 0 pipa+ 04 03p1p3 + 00 pap1 + 05 p3

+003prp3+ 0301 p3p1 + 0302 p3p2 + 0‘321”%

= a?pl+ (o + ) papi + (005 + 030 ) p3p1+

+0622p% + (052063 + 063052)[72}73 + 0632]9%

El segundo y tercer término de la ecuacién 1.74 se puede reescribir como

(Bm)(oc-p)+(ec-p)(Bm) = (Ba+apB)-(mp)

(Bm)(Bm) = m’B>.

. (1.74)

(1.75)
(1.76)
(1.77)

Puesto que la expresion 1.73 debe coincidir con la ecuacion 1.71 al elevarse al cuadrado, se concluye de 1.74,

1.76 y 1.77 que las matrices &, 0, 03, 3 deben de cumplir las siguientes relaciones:

o =1,vi=1,2,3

B =1

Bo;+o;8=0,Vi=1,2,3

;o +ogo; =0,Vi,k=1,2,3 coni=k.
De las primeras dos relaciones se concluye que:

1.- Vi=1,2,3 los eigenvalores de oy, 3 son £1.

2.- Vi=1,2,3 las matrices &, 3 son invertibles y, ademds, las matrices inversas son ellas mismas.

De la segunda observacion y la tercera relacion de las matrices de Dirac se obtiene que:

o; = —Bop.

Sacando la traza de la matriz o; con i = 1,2,3 se obtiene que:

Tro; = Tr(Ioy) = Tr(B%a;) = Tr(BoyB) = —Tray.

Por lo tanto:
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Tro; =0, Vi=1,2,3.

De manera andloga se demuestra que

TrB = 0.

Por otra parte, como a partir de o, 0, 03, B se obtiene el operador de energia, éstas deben ser Hermitianas,
ya que, de lo contrario el operador de energia no seria auto-adjunto, lo cual, contradice el segundo axioma de la
mecanica cudntica. Esto implica que las matrices ¢;, B son diagonalizables Vi = 1,2, 3, por lo cual,

Tr(oy) =Y A;.Vi=1,23
j=1

donde A; son los eigenvalores de la matriz @; y n es la dimensién de esta matriz. Puesto que los eigenvalores
de estas matrices son exclusivamente 1 y —1, se tiene que:

Tr(o4) =p—q
donde p,q € N son la multiplicidad de los eigenvalores de 1 y —1, respectivamente.

Como Vi =1,2,3 se cumple que Tr(o;) = 0, se tiene que p = g. Esto implica que si la dimension de la matriz
Q; es n, entonces n = 2p, ya que, n es la suma de las multiplicidades de los eigenvalores de ;. Por lo tanto, la
dimensi6n de la matriz o; es par y, por lo tanto, &; € My,x2,(C) Vi = 1,2,3, donde p € N. De manera andloga se
sigue que B € M,»2,(C).

Este es un resultado muy importante, ya que, impone condiciones en la dimensién de la ecuacion diferencial
y, por lo tanto, también en las soluciones o espinores.

Para p = 1, las matrices ¢; € M., (C) coinciden con las matrices de Pauli o;, esto recupera los resultados de
la mecénica cudntica no relativista que incluyen al espin.

Para el caso p = 2 que es el que interesa, las matrices o;, B € Myx4(C) toman la forma siguiente:

o — 0 O;
T O; 0

(1.78)
1 0
p=(o )
De esta manera, la ecuacién de Dirac libre se puede escribir de la siguiente forma:
v dy dy dy
—io = —it—=— —iop—— =il—. 1.79
oy I iop Iy 11053 7z +Bmy =i 5 (1.79)

Multiplicando la expresion 1.79 por la matriz 8 y definiendo las matrices y* con u =0, 1,2,3, de la siguiente
manera:

P=8,¢¥=PBavi=1223.
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Se obtiene que:

d d d
¥ "’ yz P Y iy = ip Y (1.80)
9z at
Esta dltima se puede reescribir, utilizando notacién de Einstein y omitiendo la matriz I como:

[iy" 9y —m]y = 0. (1.81)

Esta expresion se conoce como “’la forma covariante de la ecuacién de Dirac libre”; ésta se distinguird de la
ecuacion de Dirac libre 1.72, a pesar de que estas sean equivalentes.

Ademas, las nuevas matrices y* cumplirdan propiedades andlogas a las matrices & y 3, heredadas por éstas.
Los anticonmutadores de estas matrices cumplen que:

Y Yyt =28 (1.82)

donde gV es la métrica de Minkowski definida en el subcapitulo anterior.

Las condiciones de Hermeticidad se transforman en:

Py =—yvi=1,23

que se pueden reescribir como:

P =Py =0,1,2,3.

Por tltimo, es importante notar que las representaciones contravariantes de las matrices y*, es decir, y, =
guv?Y’, cumplen las siguientes relaciones:

N=".%=-vVi=123y ¢ =y"=y7'vu=0,123.

La forma covariante de la ecuacién de Dirac libre 1.81, permite demostrar que la ecuacién de Dirac libre es
invariante ante transformaciones de Lorentz. Para esto, suponga que existen dos sistemas de referencia &'y & que
observan y describen a la misma particula Estos dos sistemas de referencia obtendran sus respectivas funciones
de onda w(x,x!, x?,x*) = w(x) y w(x*, ¥, x2, x"*) = v/ (x') como soluciones de la ecuacién de Dirac libre en sus

respectivos sistemas de referencia. Estas ecuaciones serdn de la forma:

173 — mly(x) =0
i3} —mly' () =0
donde la masa m no cambia por ser la masa en reposo de la particula.

Note que, si A} es la transformacién de Lorentz que relaciona los sistemas de referencia & y &”, se obtienen
que:
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=AYy 9y = A0,
Por lo cual, sustituyendo esto en la ecuacién de Dirac del observador & se obtiene que:
i Ay —mlp([Ay]x') =0

donde AX es la matriz asociada a la transformacién de Lorentz.

Renombrando 7¥ = y*AY, se puede reescribir la ecuacién anterior como:
[i¥ 0y —my([AL]Y) = 0. (1.83)
Note que, las matrices 9" cumplen la propiedad 1.82; para esto, observe que:

P PP = VAP AS P A AL = ASAG( Y + 707 = 205 A G T = 261V

Por lo cual, por el teorema fundamental de las matrices y* (vea referencia [12]), existe una transformacién
unitaria U, tal que,

7 =U"Y"U.
Por lo tanto, la ecuacion 1.83 se puede reescribir como:
iUy Ud, —mly([A}]x) =0 (1.84)
v 0
que, al multiplicar la ecuacién anterior por U se obtiene que:
iy’ U0y —mUly([Aylx') =0
0, equivalentemente:

1YV 9, —m][Uy([A ]x)] = 0. (1.85)

Note que, la expresion 1.85 corresponde a la ecuacién de Dirac libre asociada al observador ¢”, por lo tanto,
[Uw([A}]x")] es solucién de esta ecuacién. Como y'(x’) es la soluci6n original a la ecuacién 1.85, es decir, es la
funcién de onda que determiné inicialmente &, y éstas dos soluciones describen el mismo fenémeno fisico visto

desde el mismo sistema de referencia, entonces, se debe de cumplir que:
V' () =Uy([AL). (1.86)

De esto dltimo podemos concluir que la ecuacion 1.85 se puede reescribir como:

i3, —m]y/ () = 0.
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Esto demuestra que, la ecuacion de Dirac libre es invariante ante transformaciones de Lorentz; ademds, da una
regla de correspondencia entre dos distintas funciones de onda, obtenidas por dos distintos observadores inerciales
que describen el mismo fenémeno.

Otra de las propiedades importantes de la ecuacidon de Dirac libre, corresponde a que ésta tiene una densidad
de probabilidad positiva.

Para observar esto, se tomard la ecuacién de Dirac libre en su forma no covariante; multiplicando esta expresion
por la conjugada hermitiana de la funcién de onda y' = (W, ---¥,) se obtiene que:

+ 0 .
iw'a—zf = —iyia-Vy+my'By. (1.87)
Ahora, multiplicando por y a la conjugada hermitiana de la ecuacién de Dirac libre, se obtiene que:

:
—i%’;w—iVWT-aw+mwTﬁy/. (1.88)

Restando la expresion 1.88 y a la ecuacién 1.87, se obtiene que:

L0y oy’ .
mﬂ;% Agfw%:—me»Vw+WW»VW%+WwﬂBw—mwmw> (1.89)

Esta se puede reescribir como:

ia‘gt‘" — V(v ay). (1.90)

De esta ltima ecuacion, se define la densidad de probabilidad como

pP=vVy.
Esta siempre es positiva, ya que,

4
vy =Y Wiy >0
i=1
para cualquier punto x € R3 y # € R. Por otra parte, se define a la corriente de probabilidad como la expresién

j=iviay.

De esta manera, la expresion 1.90 se transforma en:

ap . dp .
g——v~l]:>§+v'l]—0. (1.91)

La expresion 1.91 corresponde a una ecuacion de continuidad; para verificar esto, se debe de mostrar que la
probabilidad se conserva, es decir, que p cumple que:
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J 3
5 | pdx=o. (1.92)

Para demostrar esto, se integrard la expresion 1.91 en todo el espacio, lo cual transforma a 1.91 en:

J 3 s 3.
Eé}pdx+/ﬂ£3V-de—0. (1.93)

Se va a demostrar que el segundo término de la ecuacion 1.93 siempre es cero.

Recuerde que y una funcién de cuadrado integrable. Supongamos que:

lim y = 0. (1.94)

r—o0

Por lo cual, utilizando el teorema de Gauss en el segundo término de la ecuacién 1.93, éste se transforma en:

/ V.jd>x = lim j-hdx. (1.95)
R3 r— J9B,(0)
Sin embargo, como

R T

J=wy oy
entonces

limj=0.

r—oo

Por lo tanto,

Jr>0talque j~0Vxe dB(0).

De esta manera

lim j-id’x=0. (1.96)
r— J9B,(0)
Esto dltimo demuestra que:
d
= [ pd’x=0. 1.97
5 |pds (1.97)

Por lo tanto, 1.91 es una ecuacién de continuidad y, por lo tanto, p se puede interpretar como la densidad de
probabilidad del sistema.

Para terminar con la discusion de la ecuacion de Dirac libre, se hablara de las soluciones de esta, asi como la
interpretacion que se da de ellas.
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Para poder encontrar la soluciones de la ecuacion de Dirac libre, primero se supondrd que el observador inercial
O que realiza el experimento, estd en el sistema de referencia donde la particula estd en reposo, es decir, en el
sistema de referencia donde p = 0. De esto se sigue que 1.79 se puede reescribir como:

oy
mﬁl,l/—l?. (1.98)

Esta ecuacion tiene cuatro soluciones, las cuales estan asociadas a los eigenvalores y eigenvectores de la matriz
B; por tal razon, éstas estan dadas por:

Vi) = 0 (0™, () = 02(0)e ™ . yi(x) = 0 (0)e™ . yi(x) = &*(0)e™ (1.99)

donde ®'(0) corresponde a los eigenvectores de 3 para i = 1,2,3,4. Note que, las primeras dos soluciones
corresponden a energias positivas, mientras que las restantes a negativas; esto se puede observar si se aplica el
operador energia E = i% a las funciones 1//6 paratodai=1,2,3,4. Ademads, estas soluciones se pueden compactar
definiendo a

e — 1 sir=1,2
-1 sir=3,4"

De esta manera, las cuatro soluciones de la ecuacién de Dirac libre se pueden reescribir como:

W(;(x) _ (Dr(o)efisrmt‘
Por otra parte, note que en el sistema en reposo el cuatro-momento estd dado por:

pozm,pi:Oparatodoi: 1,2,3.

Ademads, note que:

t = x0 = goux" = goot + go1x + go2y + g032-

Por lo cual,

mt = p’xg = p’xo+ p'x1 + pPxy + pPxy = PHxy.

Por lo tanto, las soluciones a la ecuacion de Dirac libre en este sistema se pueden reescribir como:

Vi (x) = 0’ (0)e "

Ahora, suponga que existe otro observador inercial &”, tal que observa a la particula moverse a una velocidad v.
Como ya se demostré en este subtema, la solucién a la ecuacion de Dirac libre que determina &, estd relacionada
con la de & por medio de la expresion 1.86. Por lo cual, si y;, (x’) denota a la funcién de onda determinada por &,
entonces, ésta va a estar dada por:
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() =Uler(0)e A
_ U[wr(o)efisrp’"AﬁAl‘jx’v]
= Ul (0)e &P %] . (1.100)
= U[a)’(O)e*ie"P’vx’V]
= [Uar (O)]e i7"
donde {p'V} es el cuatro-momento determinado por el observador &”. De esto se concluye que existen siempre

cuatro soluciones con dos energias distintas, dos de éstas con energia m y dos con energia —m.

Esto se contrapone con la mecdnica cudntica no relativista, ya que, en el caso del dtomo de hidrégeno, el
electrén decaeria infinitamente. Esto nunca sucede experimentalmente, por lo que, se debe de dar una nueva rein-
terpretacion a estos resultados, surgiendo asi el mar de Dirac.

Este establece que, en el vacio, todos los estados de energia negativa estdn llenos de electrones “imaginarios”.
Cuando uno introduce un electrén “real” en el vacio, este ya no puede decaer infinitamente porque violaria el
principio de exclusion de Pauli, creando asi la estabilidad del 4&tomo de hidrégeno (vea la figura 1.3).

Electrén, E=-m

Electrén, E=-2m

‘E ectrdn E=3m

Electrén E=-4m

Figura 1.3: Mar de Dirac

Sin embargo, todavia hay un problema, éste surge si el sistema es excitado por radiacién. Segin la fenome-
nologia de la mecédnica cudntica no relativista, todos los electrones incluyendo los del vacio, deben subir a su
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siguiente estado de energia para decaer posteriormente. Al haber una cantidad infinita de electrones en el vacio,
este proceso se llevaria acabo una infinidad de veces en un tiempo finito.

Esto no agradé a la comunidad ciéntifica por muchas razones y, tratando de arreglar este problema conceptual,
se postulé que cuando un electron “real” es excitado, un electrén del vacio toma su lugar dejando un hueco. Para
que se conserve la carga y energia del sistema, este hueco debe ser llenado por una particula que tenga la misma
carga y energia (en magnitud) que la del electrén excitado. Esta nueva particula que se genera en el hueco es
conocida como “’positrén”, la cual tiene las mismas caracteristicas que el electrén, solo que su carga es positiva(vea
la figural.4).

Electron lectron
[ | = o
E=m E=m
o1 -
‘I— ectron,  E=m Positrén E=-m
Electron, E=-2m Electrén,, E=-2m
E=3m E=-3m
Bledrin, E=4m Elactrén
ctron, E=-4m
] [ ]
E=Nm E=-Nm

Figura 1.4: Creacion de un positron

Experimentalmente se observa que el electron “real” decae a su estado original y como consecuencia de este
proceso se emite un foton. El mar de Dirac explica como se genera este fotén, permitiendo a este modelo ser
consistente con la fenomenologia observada. Este lo explica de la siguiente manera: Cuando el electrén “real”
decae, el electron del vacio tiene que regresar a su posicion original; esto hace que el electron del vacio y el
positrén se aniquilen entre si, dando como resultado un nuevo electrén del vacio que tomara ese lugar y un fotén
emitido. A este fendmeno se le conoce como la aniquilacion electrén-positrén (vea la figura 1.5) y éste ya estd
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demostrado experimentalmente, asi como la existencia del positron.

I E=m E n, E=m
o] a
Fotdn
—_—— -
Electron E=-m ‘Electrén E=-m
Positron
Electrén, E=-2m ﬂ Electron., E=-2m
& J ®
. E=-3m s  E=-3m
Electron,  p=_4m .I lectron,  E=4m
E=-Nm E=-Nm

Figura 1.5: Aniquilacion electron-positron

Por ultimo y para concluir con este capitulo, se hablard de la ecuacion de Dirac perturbada. Esta permite la
descripcion de sistemas cudnticos relativistas urgidos por un campo externo de potencial V.

Esta ecuacién, como lo indica su nombre, consiste en una perturbacion a la ecuacién de Dirac libre, es decir,
estd viene dada por

ay oy

d
—ialg —iOCza—y hd

— iaza—w +Bmy +Vy =il—.
2z dt
Normalmente, el potencial V corresponde a un campo electromagnético externo, el cual se sabe de la elec-
trodindmica clasica que es covariante, es decir, es invariante ante transformaciones de Lorentz. Sin embargo, en
el caso mas general, este campo externo no necesariamente es covariante, por lo que, esta ecuacion deja de ser
relativista en el caso general.
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Capitulo 2

Formalismo matematico de la mecanica
cuantica relativista

2.1. Operador de Schrodinger: Formalismo matematico

En esta seccidn, se hablard un poco del formalismo matemético que hay detrds del operador de Schrodinger,
asi como los teoremas que nos ayudaran a resolver el problema de dispersion inverso.

Para éste trabajo en particular, solo tendré relevancia el operador de Schrédinger de una particula libre (opera-
dor libre de Schrodinger), i. e., solo se estudiara el caso donde el potencial V (x,7) = 0; por lo tanto,

Hosy = —Ay (2.1)
donde los vectores y, son “funciones de onda” y : R* x R — C dadas por:
¥ =y(x1)

donde x corresponde a la dependencia espacial y ¢ a la temporal.

Como el potencial externo V (x,7) = 0 es independiente del tiempo, los vectores ¥ se pueden separar en dos
funciones: una funcién ¢ : R* — C que dependerd de la parte espacial y otra 7 : R — C con la temporal; de esta
manera, toda Y queda determinada por:

v(x,1) = @(x)T(2).
Ademas, como la funcién de onda y debe estar normalizada para cualquier tiempo ¢, se debe de cumplir que:
Jeslw(x,0)Pd*x =1Vt €R
0, equivalentemente (2.2)

Jasl@(x)T(t)]Pdx = 1Vt € R.
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Por lo cual, 2.2 se puede reescribir como:
Jeslo@)Ple(0)Pd’x =1 € R
6, equivalentemente (2.3)
(Jpslo(0)Pd’x)|7(1)]> = 1 Vr € R.
La ecuacién 2.3 implica que, la parte espacial ¢ debe de cumplir:

1. ¢ € L2(R3).

2. [ps|@)PdPx=1.
Y la parte temporal T debe de cumplir:
1. 7(t) = ' con a0 € R.

Por ésta razén, el espacio de Hilbert . = L?>(R?) corresponde al espacio de configuraciones del sistema
cuantico, cumpliendo asi el primer axioma de la mecéanica cudntica.

El segundo axioma de la mecdnica cudntica, exige que las cantidades observables correspondan a operadores
lineales auto-adjuntos; por lo cual, el operador libre de Schrodinger debe tener estas caracteristicas. Por esta razén,
se deben de dar las siguientes definiciones:

Definicion 1 Sea (€, (-,-)) un espacio de Hilbert. Un operador lineal es una pareja ordenada (D(A),A), deno-
tado solo por A, donde D(A) C J es un subespacio lineal y

A:DA) =
es una funcion lineal en D(A).
Observacion 1 Decimos que dos operadores Ay B son iguales si D(A) = D(B) y Af = Bf para toda f € D(A).

Observacion 2 Si D(A) C D(B) y Af = Bf para cada f € D(A), se dice que B es una extension de A o que A es
una restriccion de B y se denota como A C B.

En un espacio de Hilbert, se pueden identificar dos tipos de operadores en general: los operadores acotados y
los no acotados. Para definir a estos, denotaremos por ||-|| a la norma inducida por el producto interior (-,-). Con

esta precision, la definicién de un operador acotado viene dada por:

Definicion 2 Un operador A se dice que es acotado en D(A), si existe 0 < M < o, tal que

VfeD(A) : |AfI < M fI].

En caso contrario, se dice que el operador A no es acotado.
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Observacion 3 El conjunto de todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert 7€, es denotado por

B(A).

Observacion 4 La continuidad de un operador estd intimamente relacionado con lo anterior. En general, un
operador A es continuo si y solo es acotado.

Si un operador A es acotado y D(A) no es cerrado, siempre se puede dar una extensién natural para A conocida
como la clausura de A y denotada por A. Se define de la siguiente manera:

Definicion 3 Sea A un operador acotado. Se define la clausura del operador A, denotada por clausura A, como

el operador que tiene como dominio a D(A) y su regla de correspondencia estd dada por:

Si f € D(A) tiene como sucesion {f,}:_, C D(A), tal que f, — f, entonces Af = s —1lim,_wAf;.

La existencia del limite s — 1im,,.. A f, se da porque A es acotado, en caso contrario, este limite no necesaria-
mente existe. Esto hace que, para el caso de un operador no acotado, se creen dos clases distintas de éstos.

Definicion 4 Un operador A es cerrable si para cada f, € D(A), tal que s —1lim, o f, =0y {Afy}5r_, es de
Cauchy, entonces s — lim,_,.Af, = 0.

oo

Definicion 5 Un operador A es cerrado si para cada f, € D(A), tal que s —1im, o fn = f y {Afn}r, es de

Cauchy, entonces f € D(A) y s —lim, . Af, = Af.

Observacion 5 Si un operador A es cerrado, entonces es cerrable. Sin embargo, la proposicion reciproca no es
siempre cierta.

Si un operador A es cerrable, entonces, uno puede definir la clausura A de manera muy parecida al caso de
operadores acotados.

Definicion 6 Sea A un operador cerrable. Se define la clausura del operador A, denotada por A, al operador que
tiene como dominio a todos los vectores f € F, tales que existe { f, } 5, C D(A) que cumple que s —1im,_o f = f
y la sucesion {Af,} es fuertemente de Cauchy. Si f € D(A), se define Af = s —lim, e Af;.

Observacion 6 Si un operador A es cerrado, entonces A=A.

Ahora, se va a definir el adjunto de un operador para después definir que es un operador auto-adjunto.

Definicién 7 Sea (A, (-,-)) un espacio de Hilbert y A : D(A) C 5 — H un operador lineal, con dominio D(A)
denso en €. Se define el operador adjunto de A, denotado por A*, de la siguiente manera:

Un vector f € A va a pertenecer a D(A*), si existe un vector * en F tal que

Vg€ D(A) : (f*.8) = (f.Ag)-
De esta manera, se define A*f = f*.
Definicion 8 Se dice que un operador A es auto-adjunto si A = A*, es decir, si D(A) = D(A*) yAf = A*f.

Observacion 7 Si A C A* se dice que el operador A es simétrico.
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Definicion 9 Se dice que A es esencialmente auto-adjunto, si A es cerrable y su clausura es auto-adjunta.

El operador libre de Schrédinger corresponde a uno no acotado, por lo cual, para que esté sea auto-adjunto se
debe tener especial cuidado con su dominio D(Hyg). Para esto, primero se restringira éste al conjunto C5°(R3) Y,
posteriormente, se “agrandard” a otro dominio. Ademas, a partir de este punto y por simplicidad en la notacién, se
denotard a la norma del espacio L?(IR*) como ||-||; en caso de utilizar otra norma se har4 la distincién pertinente.

Vamos a denotar por Hys : C5(R?) — L?(R?) al operador libre de Schridinger restringido en el conjunto
Cg(R?), es decir,

Ve Co(R?) : Hysf = —Af.

El siguiente teorema, permite calcular el adjunto del operador libre de Schrodinger Hys en concordancia con
la definicién 7, es decir:

Teorema 1 C7(R?) es denso en L*(R?).

La demostracién de este teorema se puede encontrar a detalle en las referencias [20], [19] y [5].

Ahora, como el operador libre de Schrodinger Hyg ya se definié en un dominio denso, entonces, ya se puede ha-
cer el computo de su operador adjunto. Para esto, primero se dardn algunas definiciones y resultados que permitiran
hacer el calculo éste, para, posteriormente, demostrar que el operador libre de Schrodinger Hygs es auto-adjunto en
un dominio adecuado.

Sea j: R? — R dada por:

3 . [aexp[(x =171 si |y <1
Vxe R : j(x) = { 0 si x> 1 (2.4)
donde a = [, ) exp|(|x| — 1)~!]d3x. Por lo tanto, se cumple que
jdix=1
R3
y, ademds, j € C3(R?).
Defina para cada k € N\ {0}, la funcién j; : R?* — R3 como
Vx e R3¢ jp(x) = K"j(kx). (2.5)

Note que, para toda k € N\ {0}
Jk(x) >0 kx| <1

Jk(x) =0 klx| > 1
Jrejk(x)dPx =1
Jjr € CT(RY).

Sea f € L*(R3), defina a la sucesion {fi(x)}7_, dada por:
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febe) = | ikx =) f0)d’y = (jiex £)(x) (2.6)

donde (f *g)(x) es la convolucién de f con g.

Con esta sucesion, se obtienen las siguientes propiedades:

Proposicién 1 Sea f € L>(R?) y { fi}vo, la sucesion dada por 2.6, entonces

L Afill < £ para toda k € N\ {0}.

2. If = fell = O cuando k — oo.

Nuevamente, la demostracién de esta proposicidn se puede encontrar a detalle en las referencias [20], [19] y

[5].
Ahora, se definird que es un operador eliptico en L?(R?).

Para esto, recuerde que un multi-indice y corresponde a una n-tupla de nimeros enteros positivos, es decir,
p=(l1,...,4,) € N", ademds, se define || =ty +...+ W, y six= (x1,...,x,) € R" entonces x* = x| x> ...x}".
Ademas, se utilizard la siguiente notacién:

Dy = —id/dxi para k=1,2,3
D = (Dy,D,D5) y
DH =D|'D5?D5®  para cada multi-indice .

Definicién 10 Sea x € R? y sea P(x) = Y \u|<m @ux* un polinomio de grado m. Los coefficientes ay, son constantes.
Se define el operador diferencial de orden m, asociado al polinomio P(x) como

P(D)= Y auD"

ul<m

Observacion 8 Observe que el operador libre de Schridinger, se puede escribir de la siguiente forma:

Hos = —A
_ 9> 9> 9>
- T2 T oy T a7 (2.7)
9 2

Por lo que, el polinomio asociado a este operador diferencial viene dado por:
Px)=x"+y*+2* = |x]?

Definicion 11 Se define la parte principal del polinomio P(x), denotada por P,,(x), como todos los términos de
grado m de P(x).
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Definicion 12 Sea P(x) un polinomio con parte principal P,,(x). Se dice que el operador P(D) es eliptico si

Pm(x) = Z alix# =0
u|=m

implica que x = 0.

En el caso del operador de Schrodinger, la parte principal coincide con el mismo polinomio, por lo que,
encontrar la solucién P»(x) = 0 es equivalente a P(x) = 0. Sin embargo, observe que

Px)=0=|x|=0<x=0.
Por lo tanto, el operador libre de Schrodinger corresponde a un operador eliptico.
Lema 1 El operador P(D) definido en C3(R?) es cerrable en L*(R?).

Demostracion:

Sea {@}7_; C C3(R3) una sucesion convergente a 0 en L2(R?), tal que {P(D)¢;}7_, es de Cauchy y, por lo
tanto, convergente en L?(R%). Suponga que P(D)@; — f cuando k — 0. Note que, para toda y € Ci(R?) y para
todak=1,2,3...

(v, P(D)gr) = (P(D)y, ¢x) (2.8)
donde

Para demostrar la ecuacion 2.8, note primero que

/ Difdx =0
R3

paratoda f € CJ(R3) ei=1,2,3.
Para esto, seai = 1,2,3y f € C5(R?). Dado que D; = —id /dx;, se tiene que

Je Difd’x = Jps —i5Ldx
oo oo o} .a
= [ —igd)dx

=[S SSu(if () [7.)d?x

= 0.

(2.9)

También, observe que si f, g € C3(IR?) entonces fg € C7(R?).

Para esto, note que si f y g son C™, entonces fg es C”. Por otra parte, también se cumple que

supp(fg) = suppfNsuppg.
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En efecto:

Sea x € supp(fg), entonces, por definicion

(fg)(x) =0 o, equivalentemente f(x)g(x) =0

pero esto pasa si y solo si

f(x)#0yg(x)=0.

Por lo tanto, x € suppf Nsuppg.

Por lo tanto, supp(fg) C suppfNsuppg.
Six € suppf Nsuppg, entonces

f(x) =0y gx)#0

y, por lo tanto,

Por lo tanto, x € supp(fg).

Por lo tanto, supp f Nsuppg C supp(fg).
Ahora, note que para cadai=1,2,3y f,g € C3(R?)

Di(fg) =g(Dif)+(D:g)f- (2.10)
Ademas,
D, = —D;
ya que, por definicién
B d i,
o laxi_laxi_ lax,- a "

Sustituyendo este resultado en la ecuacién 2.10 obtenemos que:

Di(fg) =2(Dif) — (Dig)f-

Por lo tanto, para cada i = 1,2,3 'y f,g € C5(IR?) se tiene que:

0= [ Di(fe)d’x=[[ g(Dif)d’x]—| / (Dig)fd’x) = (¢,Dif) — (Dig, f) (2.11)

R3 R3 8 JR3
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y, por lo tanto,

(g,Dif) = (Dig, f)-

Generalizando el resultado anterior a un multi-indice [ se obtiene que

(8,D"f) = (Dg.f).
Por lo tanto, para toda k = 1,2,3... y para toda ¥ € C3(IR?) se cumple que:
(W, PD)pr) = (¥, Ljuj<mauD" @)
= Yiul<maul{V¥,D" @)
= Lii<m @Dy, 01) (2.12)
= (Ljuj<m@uD" ¥, )

= (P(D)V, o)
lo que demuestra la ecuacién 2.8.
Como ¢y — 0y P(D)@y — f cuando k — oo, entonces
(w,P(D)¢r) — (w,f) cuando k— oo,

y, por otra parte,

(P(D)y, @) — (P(D)y,0) =0 cuando k — oo,

Por lo tanto,

(w,f)=0. (2.13)

Ya que ¥ € C3(R3) es arbitraria, entonces, la ecuacién 2.13 se cumple para toda y € C3(R?).
Por lo tanto, como Cg(R?) es denso en L?(IR3), entonces, f = 0.

Por lo tanto, P(D) es cerrable en L(R3).

O

Como P(D) es cerrable en Cg(R?), entonces, se puede definir de manera adecuada la clausura del operador
P(D). A esta clausura, denotada por Py, se le conoce como “la extension fuerte o minima del operador P(D) ”’; sin
embargo, para el célculo del operador adjunto, conviene mas definir otra extensién de P(D) llamada “la extension
débil o maximal de P(D) , 1a cual, es denotada por Py se define de la siguiente manera:
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Definicion 13 Se dice que u € D(P)y Pu = f si:
1. u,f € L*(R3).
2. (P(D)p,u) = (@, f) para toda ¢ € C3(R?).
En lo siguiente, se va a demostrar que:

Teorema 2 Para cualquier polinomio P(x) se tiene que:

P=PR

Demostracion:
Primero, se demostrard que P es una extension de Py; para esto, sea u € D(Py) y Pou = f.
Por definicién de u y f, existe una sucesion {@}7_; C Ci(R?), tal que @ — u'y P(D)@x — f en L*(R?).

Sabemos por la ecuacion 2.8 que

(w,P(D)gx) = (P(D) W, k)

paratodak=1,2,...y y € C§ (R3). Por lo cual, tomando el limite cuando k — oo se obtiene que:

(W./) = (P(D)y,u).

Por lo tanto, por definicién, u € D(P) y Pu = f.

Ahora se demostrard que Py es una extension de P. Observe que, es suficiente demostrar que D(P) C D(F),
por lo cual, sea u € D(P). Por definicién, existe f € L*(IR?), tal que

(P(D)@,u) = (9. f)
para toda ¢ € C3(R?).
Sea ¢ € C7(R?) dada por:
Vx e R? : @(x) = ji(y—x)
donde ji(z) estd dada por 2.5 e y € R3 es fija. Note que, para cada y € R?
PD)Q.u)(y) = Jps P(D)jily—x)u(x)d’x
= Jp[P(D)jx(y —x)lu(x)d’x

= [(P(D) ji) ul(y)

(0,1 ) = (Jex ().
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Por lo tanto, por la proposicién 1

(kxu) = uy  [(P(D)ji) xu] = f

en L2(R3) cuando k — oo,

Ahora, defina para cada m € N\ {0} y para todo x € R:

_foulx) si x| <m
um(x)—{ 0 si x| >m

Observe que para cada k,m € N\ {0}, (jix xun) € C3(R3) y

P(D)(ji* tm) = [(P(D) ji) * tm]-

Esto se debe a que ji € C7(R?), uy, € L'(R?) y suppu,, es acotado.

Por lo tanto, solo falta demostrar que:

1. (jx*upm) — (jix*u) en L*(R?) cuando m — oo.

2. P(D)(ji*un) — [(P(D) i) *u] en L*(R3) cuando m — oo,

para concluir que u € D(P).
Sea £ > 0. Note que existe una k € N, tal que, para toda n € N que cumpla n > k, implica que:

1
= Ginsw)] < e 214)
y que
1
If = (D)) <]l < 5e. 2.15)

Ahora, observe que:

1. |u—uy|?,|u> € L'(R?) para todam € N.
2. |u—un|* — 0 puntualmente en todo R>.

3. |u(x) — um(x)|? < |u(x)|? para toda x € R3,
Por lo tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene que:

lim [ |u—uy|*d*x = / 0d*x = 0 o, equivalentemente 1im ||u — u,,|| = 0.
m—soo J|R3 R3 m—soo

Por lo tanto,
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Uy — uen L*(R?) cuando m — oo, (2.16)

Por lo tanto, existe un m € N, tal que, para toda i € N que cumpla i > m, implica que:

1
l|lu—ui|| < 5€ (2.17)
y que
Ju—l) < e 18
u—u; T . ¢C-. .
T 2)P(D) il
Esta ultima expresion estd bien definida, ya que, P(D) j; # 0 para toda k € N, por lo tanto, ||P(D) ji|| = 0.
Observe entonces que, para toda i € N tal que i > m, se tiene que:
[Giexu) = Gexwn) | = i (e —wi)|
< [kl lfu =il
(2.19)
= u—ull
< le
y que
I[(P(D)jic) *u] = [(P(D)ji) il | = [[[(P(D)jic) * (u—uy)]]]
< [1PD)jilllJu— uill
(2.20)
- 1
< ||P(D)Jk||lmg
_ 1
= €.
Por lo tanto, para toda i € N, tal que i > m, se cumple que:
Ju—CGieru)l| = = Gerw) + (xxw) = Gierws) |
< lu = Giex )|+ 1[G ) = Giex i) | (2.21)

Yy que
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If=PD)(jx*xu)|| = |If = [(P(D)ji)*ul +[(P(D) i) *u] — [(P(D) i) * uil |
< |f=1PD)jk) = ull| + [[[(P(D) jk) *u] — [(P(D) ji) *uil]| (2.22)
< le+le=ce.

Por lo tanto, para u € D(P) existe una sucesion { (jx xun)}7, _; C Co(R?) y £ € L*(R?), tal que (ji *up) — u
y P(D)(jk* um) = f.

Por lo tanto, u € D(Py) y Pou = f.

Por lo tanto, Py es una extension de P.

Por lo tanto, Py = P.

Como corolario se obtiene lo siguiente
Corolario 1 Si Py es la extension fuerte del operador P(D), entonces

P; =Py

Demostracion:
Primero, se va a demostrar que Py C F;.

Sea v € D(Py). Por definicion de extension fuerte de P(D), existe una sucesion {@}7_; C C(R?), tal que

@ — vy P(D)gx — Pov
en L*(R?).

Seauec D(Py)y fe LZ(R3), tal que Pyu = f. Por el teorema anterior, se sabe que Py = P, por lo tanto, para
toda @ € C3(R?) se cumple que:

(P(D)p,u) = (9, f).

Note entonces que, para toda k € N

(P(D) @y, u) = (@, f)-

Como el producto interior es continuo, al tomar el limite cuando k — o se obtiene que:

(Pov,u) = (v, f).

Por lo tanto, sustituyendo Pyu = f, se obtiene que
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(Pov,u) = (v, Pyu). (2.23)

Dado que u € D(Py) es arbitrario, 2.23 se cumple para toda u € D(F). Por lo tanto,

veD(F;)y Pyv=Pyv.
lo cual demuestra que Py C P;.
Abhora, se va a demostrar que Py C Po.
Sea v € D(Fy). Por definicién
Vu e D(Py) : (Pyv,u) = (v, Pou).

Como Py = P, esta expresion se puede reescribir como:

Yu e D(P) : (Pyv,u) = (v,Pu).

En particular, como C3(R*) C D(P) por ser (D(P), P) una extensién de (C3(R?), P(D)), entonces
v € G5 (RY) : (Ryv.9) = (v, Po)
0, equivalentemente
Vo € G5 (R) = (Pyv,9) = (v, P(D)9). (2.24)
Aplicando el teorema anterior al operador P(D), se tiene que
Py=P

donde P es la extension débil del operador P(D).

Observe que, 2.24 se puede reescribir como:

(@,Pyv) = (P(D)@,v) o, equivalentemente (@, Pyv) = (P(D)@,v). (2.25)

Por lo tanto,

Vo € G5 (R?) : (@,Fyv) = (P(D)g,v). (2.26)

Sin embargo, esta es la definicién de que v € D(P) y que Pjv = Pv = Pyv.
Por lo tanto, P C Py

Por lo tanto, P§ = P.
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Como ultimo corolario se obtiene lo siguiente

Corolario 2 Si P(x) es un polinomio de coeficientes reales, entonces Py es auto-adjunto.

En efecto:

Dado que P(x) es un polinomio de coeficientes reales, entonces,

P(x) = P(x).
Por lo tanto,
P(D) =P(D)
Por lo tanto,
P() :F() = (P())*.

Dado que el operador libre de Schrodinger tiene como polinomio asociado

P(x) = |x[?.

entonces Hys es un operador auto-adjunto en el dominio definido por su extensién débil. En lo siguiente se
caracterizard a este dominio; para esto, primero se definird el espacio de Schwartz .#, el cual viene dado en la
siguiente definicion:

Definicion 14 Se define el espacio de Schwartz, denotado por .#, como el conjunto

oM
S ={f R > C|feC(R%), sup ’x’k’aiff)! < oo, Vk €Ny Yu € N multi-indice }.
X€ER3

Observacién 9 El espacio de Schwartz ./ es denso en L*(R?), ya que,C3 (R3) C .7

Ahora, se definiré la transformada de Fourier en L?(R?). Para esto, primero se definird en el espacio de Sch-
wartz ..

Definicion 15 Sea u € .. Se define la transformada de Fourier de u, denotada por Fu, como la nueva funcion
Fu:R3 — C dada por:

Fu(k) = /R3 e * Ty (x)dx’.

Ahora, se enunciardn algunas propiedades de la transformada de Fourier en este espacio:

Teorema 3 Sea u € .¥.Entonces
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1. Fue ?.

Difw(k) = (= 1)HIF [t u(x)].

kM Fu(k) = F DY u(x)].

F(Au+v)(k) = AFu(k) + Fv(k) para toda A € R y u,v € 7.

“ R WD

[Full = ||ull.
La demostracién de este teorema se puede encontrar en las referencias [19], [2] y [5].

Observacion 10 Del teorema 3, se sigue que la transformada de Fourier F cumple que:

1. F:Y — % esun operador lineal.

2. Es un operador acotado en .¥.

3.
IEf=IAIL fes
4. Es un isomorfismo, cuya inversa viene dada por:
1

F*lu(x) = (271:)% /R3 eik'xu(k)dk3,

Dado que .# es un subconjunto denso de L*(R?), entonces, por la observacién anterior, F se puede extender,
como operador lineal, a todo L?(IR?*), heredando asf las propiedades descritas en el teorema 3. Ademds, al ser F un
operador unitario en L>(R?), se cumple que F~' = F*.

Ahora si, se caracterizard el dominio del operador libre de Schrodinger Hyg utilizando la definicién de extension
débil dada anteriormente.

Suponga que u € D(Hos). Por definicién de extensién débil, existe f € L2(R?), tal que
Hosu=f y V9 € C5(R®) : (~Ag,u) = (9. f).
Dado que —A = —A, lo anterior se puede reescribir como:
(=A¢,u) =(0,f) (2.27)

para toda ¢ € CJ(R?).
Dado que

—A =D;+D;+D;
la expresion 2.27 se puede reescribir como

(D} +D;+D7)p,u) = (9, f). (2.28)

Por el inciso 3 del teorema 3, podemos concluir que
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1. F-Yk2Fo = D2,
2. F-'k}Fo =D3.
3. FUi2Fo =D2.
para toda ¢ € CJ(R?).
Por lo tanto, la expresion 2.27 se transforma en
(FoUk+k +KIF Q1) = (9. f) (2.29)

para toda @ € CJ(RY).

Dado que F~! = F*, se obtiene que
(FI+i5+kIFo.u) =(9.f) = (lK+k +K]FoFu)=(9,f)
—  (Fo,[kk+k +KkFu) = (o,f) (2.30)
= (@ FIE R +k2]Fu) = (9, f)
para toda @ € CJ(R?).
Por lo tanto,
Vo € C5(R) : (@, F'[k; +k; +kJFu— f) =0. (2.31)

Como CJ(IR?) es un conjunto denso en L*(IR?), se concluye que:

FUi2 +k§ +k2)Fu— f =0 o, equivalentemente F ' [k2 +k§ + K2 Fu=f.

Por lo tanto, se pueden concluir dos cosas

1. El dominio del operador libre de Schrodinger esta dado por el conjunto

D(Hos) = {u € *(R?) : F 'k} +k; +k2|Fu e *(R*)} = {u e *(R?) : F'|k|*Fu e L*(R?)}.
2. Hosu=F~'[ki +k; + k2] Fu.

caracterizando asi, el dominio de Hys y su regla de correspondencia.

Es importante mencionar que, el dominio de Hog es un caso particular de los espacios de Sobolev W*?(IR?), lo
cuales, aparecerdn constantemente en este trabajo, haciendo pertinente dar una definicién de éstos:

Definicion 16 Sea s € Ry 1 < p < oo. Considere ahora al espacio Schwartz . con la siguiente métrica:

1

e vlep = IF 1+ KPRV,
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donde |||, corresponde a la norma de LF (R?).
Se define al espacio de Sobolev, denotado por WP (R?), como la completacion del espacio métrico (&, || |s.p)-

En particular, si p = 2 éstos se denotan por H*(R?)

Observacion 11 El espacio de Sobolev H*(R?) es un espacio de Hilbert, con producto interior:

Vu,v € HY(R?) + (F~[(14|k[?) 2 |Fu, F'[(1 + |k|?) 2] Fv).
Ahora, se va a demostrar que:

Teorema 4
D(Hos) = H*(R?).

Demostracion:

Sea u € D(Hys). Por definicién de D(Hops)

IE= kP Full < ooy fJul| < eo.

Note entonces que:

IF~[(1 4 k[2)22)Ful| 1F=1(1+ [k|*) Full

= lu+ F~|k|*Ful

IN

leell + |7~ k[ Ful| < eo.

Por lo tanto, u € H*(R?).
Sea u € H*(R?). Por definicién de H*(R?)

[F~ (1 + [k[*)Ful| < o.
Pero note que
|E= kPFull = [lufl < flutF~k[PFul

1F=H(1+ [K[?)Ful.

Por lo tanto,

IF= P Full < |F~H 1+ ) Ful + Ju]] < eo.

Por lo tanto, u € D(Hos).
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Otra forma de definir los espacios de Sobolev es por medio de las distribuciones y derivadas débiles. Dado
que a lo largo de este trabajo tendran relevancia estos conceptos, se dardn las definiciones pertinentes. Para esto,
primero se definird el espacio de funciones de prueba”, el cual viene dado por:

Definicion 17 Sea Q CR?y Ci(Q) el espacio de funciones con soporte compacto en Q. Se define el espacio de
funciones de prueba, denotado por 2(Q), como el espacio C3(C)) dotado con la siguiente topologia:

Sea {¢,}7_, una sucesion de funciones en Cy(Q) y ¢ € C5(Q). Se dice que ¢, — ¢ cuando n — oo, si:

1. Existe K C Q) compacto, tal que, supp(¢, — @) C K para toda n € N\ {0}.

2. Para todo multi-indice | arbitrario, (%;(])n debe converger a (;97““(;) uniformemente en K.

Observacion 12 El espacio de funciones de prueba 2(Q)), es un espacio vectorial con la suma y el producto
escalar usual, por lo cual, se puede considerar el espacio dual 2(Q)* asociado a éste.

Por la observacién anterior y la topologia dada en la definicién 17, la continuidad de una funcional lineal
T € 2(Q)* viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 5 T € 2(Q)* es continua si 'y solo si para toda sucesion {@,}_, € 2(Q) que converja a ¢ € 7(Q)
en el sentido de la definicion 17, implica que T (¢,) — T () en C cuando n — os.

La demostracién de este resultado, se puede encontrar con mayor detalle en las referencias [1] y [17].

Esto dltimo, nos permite definir el espacio de distribuciones como:
Definicion 18 El espacio de distribuciones, denotado por 9'(Q)), se define como el conjunto

P'(Q)={T € 2(Q)* : T es continua}.

En lo siguiente, se dardn algunos ejemplos importantes de distribuciones, los cuales, aparecerdn constantemen-
te en este trabajo.

1. SeaQ CR3yuec Ll (Q).Se define la distribucién asociada a u, denotada por 7;,, como:

loc

Yo € 2(Q) : Tu(9) = / u(x) 6 (¥)dx. (2.32)

Q

2. Sea ) CR3ya € Q. Se define la distrubucién delta de Dirac centrada en el punto @, denotada por &,, como:

V6 € 2(Q) : 8,(6) = (a). (2.33)

La demostracién de que éstas son distribuciones se puede encontrar en la referencia [1].

Dado que, a lo largo de este escrito se utilizardn constantemente las distribuciones, es importante hacer la
siguiente observacion:

Observacion 13 Para la delta de dirac 0, no existe u € Lllo (Q), tal que, T, = &,.
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Sin embargo, dada una distribucién 7', existen ciertos teoremas que permiten caracterizar a 7 como una distri-

bucién asociada a alguna funcién u € L}OC(Q); éstos serdn citados mas adelante.

Por otra parte, la delta de Dirac se puede ver como el limite de una sucesion de distribuciones asociadas a
funciones; para esto, primero se va a definir la convergencia de sucesiones en 2'(Q).

Definicién 19 Sea Q CR3. Sea T € 9'(Q) una distribucion y {T,,}>_, C 9'(Q) una sucesion de distribuciones.
Se dice que T, — T si para toda ¢ € Z(Q), la sucesion T,(¢) — T(¢9) en C cuando n — oo.

n
‘e
NV
limite de la sucesion de distribuciones {7F, }+_,. Esto se puede revisar con mayor detalle en las referencias [1] y

[17].

-2 . 12 (x— .
Por lo tanto, tomando a la sucesion de funciones f,(x) = n*(x=a)’ 1a delta de Dirac se puede ver como el

Ahora, se va a definir el concepto de derivada débil o en el sentido distribucional.

Para esto, primero se definird la multiplicacién de una funcidn suave con una distribucidn, esto viene dado por:
Definicién 20 Sea Q CR3, @ € C*(Q) y T € Z'(Q). Se define la distribucién ®T como:

Vo € 7(Q) : (0T)(¢) =T (09).
Ahora, se definird la derivada parcial de una distribucion:

Definicién 21 Sea Q CR? T € 2'(Q) y u € N3 un multi-indice. Se define la derivada parcial de orden u de T,
denotada por (%LT, como una nueva distribucion dada por:

Vo € 2(Q) 1 [ T)(9) = (—)HT(L g).

oxH oxH

Con esta definicion, uno puede calcular la derivada de una distribucion 7;, asociada a la funcién u, sin embargo,
por la observacion 13, esta derivada no necesariamente va a estar asociada a una funcién. En caso de ser esto cierto,
se dice que la funcién u tiene una derivada parcial débil o en el sentido distribucional, es decir:

Definicién 22 Sea Q CR? uc L) (Q)y u € N> un multi-indice. Sea T, la distribucion asociada a la funcién

loc

u. Se dice que u tiene una derivada parcial de orden (L en el sentido débil o en el sentido distribucional si existe

Ve L}OC(Q), tal que la distribucion %Tu =T, y se denota como %u =v

Observacion 14 1. Siuwe L}OC(Q) ya € R, entonces Toyrvy = Toy + Ty
2. De la definicion 20 se sigue la regla de Leibniz.

3. SiucL) (Q)estal que uc CH(Q)y a%u = v, entonces existe la derivada parcial débil de orden L de u

Y, ademds, se cumple que %Tu =T,

Por estas razones, la nocion de derivada débil es consistente con la teoria que hay hasta el momento.

Por dltimo, se va a dar otra definicion de los espacios de Sobolev cuando s es un entero, s > 0; ésta viene dada
por:
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Definicion 23 Sea s entero, s > 0y 1 < p < o, Considere el conjunto

o+ o*
WP (RY) ={uc LP(R?) : Vu € N* con 0 < |u| <s, L existe en el sentido débil y L e L’(R®)}.
x x

Para todo u € W*P(R?), defina la norma:

letlls.p = [Zo<iuizsll 2zl 5)V? si pe[l,0)
JH .
[ul|s.0 = maxo< | <sl| Sl 50 p=oo

Se define al espacio de Sobolev, denotado por WP (R3), como el espacio normado (W*P ||-||s.p)-

De igual forma, si p = 2, estos se denotan como H*(R?)
De esta definicion, se obtienen los siguientes teoremas:
Teorema 6 W*”(R?) es un espacio de Banach. En particular, H*(R?) es un espacio de Hilbert.

Teorema 7 Si s es un entero, s > 0, las definiciones 16 y 23 son equivalentes para 1 < p < oo,

La demostracién de estos teoremas se puede encontrar en la referencia [1].

Con esto, se concluye la caracterizacion del dominio del operador libre de Schrodinger Hyps. Ahora, se va a
encontrar el espectro continuo de éste para, posteriormente, enunciar el principio de absorcién limite que serd
utilizado mas adelante.

Para esto, primero se va a definir que es el espectro de un operador cerrado A y, posteriormente, se hablara del
teorema espectral para operadores auto-adjuntos, asi como un poco del cdlculo funcional.

Definicion 24 Sea (7, (-,-)) un espacio de Hilbert y A : D(A) C 5 — S un operador lineal cerrado. Se define
el conjunto resolvente de A, denotado por p(A), como el conjunto:

p(A) ={z€C: A—zlesinvertible y (A—zI)~" es acotado condominio. '},

donde I es el operador identidad en 5€. Ademds, si z € p(A), se define el operador resolvente de A en el punto z,
denotado por Ra(z), como
Ra(z) = (A—z2)~".

Recordemos que un operador B : D(B) C J# — S es invertible sobre su dominio si, Bf = 0 implica que f = 0.
Observacion 15 Para simplificar la notacion, se denotard A —zI = A — z.

Observacion 16 Dado un operador A con resolvente p(A), se puede definir una relacion entre los niimeros com-
plejos C y los operadores lineales acotados HB(.F). Esto se hace, pensando al operador resolvente Rx(z) como
una funcion Ry : C — B(I), es decir, una funcion definida como

VZeC y Vo e A Ri(z)dp=(A—2)"'9

la cual, es holomdrfa en cada componente conexa de p(A).
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Por lo cual, primero se dard un teorema que garantice la existencia del operador (A —z)~!; éste viene dado por:
Teorema 8 Sea A : D(A) C H# — J un operador cerrado. Si existe M > 0 tal que
MAx]| > x|
entonces A es invertible y A~' : R(A) C S — D(A) C JH es un operador acotado.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en las referencias [10] y [2].

Como consecuencia de este teorema, se tiene que z € p(A) si y solo si las siguientes propiedades se cumplen

1. Elrango de (A —z) es 7.
2. Existe M > 0, tal que, para todo x € .77

Il < MI|(A = 2)x]].

Otro conjunto importante y que tiene mas relevancia en la mecénica cudntica es el espectro de un operador”,
el cual se define de la siguiente manera.

Definicion 25 Sea A un operador cerrado. Se define el espectro de A, denotado por 6(A), como el conjunto

o(4) = C\p(A).

En particular, el espectro de los operadores auto-adjuntos permite una descomposicion en términos de su
“familia espectral”. Esta familia y su descomposicion se definird con mayor detalle en el siguiente capitulo; sin
embargo, con el fin de presentar algunos resultados relevantes en este capitulo, se abusara un poco de la confianza
del lector y se definird lo siguiente:

Definicion 26 Sea ¢ un espacio de Hilbert y A un operador auto-adjunto con familia espectral {Ej }; cr. Se
define:

1. El espectro discreto de A como
04(A):={z€0(A) : Ran[E((z—€,z+€))] < o para algiin € > 0}.
2. El espectro esencial de A como
Oess(A) = {z € 0(A) : Ran[E((z—€,z+€))] = oo para todo € > 0}.
Observacion 17 Observe que, por la definicion anterior O.(A) = 6(A) \ 04(A).

Ahora, se enunciara el criterio de Weyl, el cual, permite caracterizar al espectro esencial de un operador auto-
adjunto.

Teorema 9 Sea A un operador auto-adjunto en 7y A & C. Entonces, A € Oes5(A) si'y solo si existe una sucesion
{xn}or_ € D(A), tal que

1. ||xx|| = 1 para toda n € N\ {0}.

2.1. OPERADOR DE SCHRODINGER: FORMALISMO MATEMATICO



CAPITULO 2. FORMALISMO MATEMATICO DE LA MECANICA CUANTICA RELATIVISTA 52

2. {x,}°_, converge débilmente a 0 en .

3. (A—A)x, = 0 cuando n — oo.
A ésta se le conoce como sucesion singular de Weyl”.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en la referencia [20]. Usando el criterio de Weyl se puede de-
mostrar el teorema siguiente, que caracteriza el espectro de los operadores diferenciales asociados a un polinomio.

Teorema 10 Sea P(x) un polinomio con coefficientes reales. Entonces,

G (Py) = Ouss(Py) = {A € R: A = P(x),for somex € R*}

Como el polinomio asociado a Hyg es x?, este teorema implica que que 6 (Hos) = Gegs(Hos) = [0, o).

Para concluir con este subtema, se enunciard el principio de absorcién limite (LAP), el cual tiene gran reper-
cusion en este trabajo. Se omitird la demostracién por ser bastante amplia, sin embargo, ésta se puede encontrar en
la referencia [23].

Observacion 18 Para simplificar la notacion, se tomard (x) = (1 + |x|?)'/?
Definicién 27 Sea s € R. Se define el espacio con peso en L?, denotado por L2, como el espacio vectorial
L2={f:R=C: (x)f(x) e L*}
Ademds, se define la norma en Lf como:
VieLy | flle =10l

Definicion 28 Sea a,s € R. Se define H** como el espacio vectorial normado

H* ={f:R*—C: (x)*f(x) € H*}
donde su norma viene dada por

VEeH™ || fllaes = [|(x)"fllne

Ahora si, se enunciard el LAP y concluye con este subcapitulo.

Teorema 11 Sea Hys := — A\ el operador libre de Schrédinger en L. Sea z € p(Hos) y sea Ros(z) el resolvente
de Hys en el punto z. Entonces, el limite Rys(A +i0) = limg_, 1o Ros(A £ i€) existe en la topologia uniforme de
B(L2H* ), cons > 1/2y |a| < 2; ademds,
IRos(A £i0) f || po—s < C‘Y757L_(1_|a|)/2|]fHLJzﬂ, paratoda A € [8,%) con § > 0. Las funciones Ryy : C — %(L2, H* )
dadas por:
Ros(A) silmA =0
Ris(h) =
Ros(A +i0)  si A € (0,20)

estdn definidas para todo A € C* U (0,0). Por iiltimo, éstas son analiticas para toda A con ImA =0 y localmente
Holder continuas para toda A € (0,0), con exponente 0, tal que, 0 <0 <s—1/2y 6 < 1.

2.1. OPERADOR DE SCHRODINGER: FORMALISMO MATEMATICO



CAPITULO 2. FORMALISMO MATEMATICO DE LA MECANICA CUANTICA RELATIVISTA 53

2.2. Operador de Dirac: Formalismo Matematico

Al igual que en el subcapitulo anterior, se desarrollard la teoria matemética que hay detrds del operador de
Dirac. Para esto, primero se empezara con el operador libre de Dirac para, posteriormente, terminar con la ecuacién
perturbada de Dirac.

Observacion 19 Para simplificar la notacion, en lo siguiente se omitird la matriz identidad 1 € My,y y, en caso
de ser necesario, se precisard la presencia de ésta.

Para obtener el operador libre de Dirac, primero se hara separacién de variables en la ecuacion no perturbada
de Dirac, i. e., suponiendo que cualquier solucién y(x,7) de la ecuacién de Dirac se puede reescribir de la forma
y(x,7) = @(x)7(1), se obtienen las siguientes ecuaciones:

. dp . do . J¢ _
—zalg—laza—y—zo@a—z—i—ﬁm(p—E(p,
g::—iEf.
iE

La segunda ecuacion, tiene como solucién 7(7) = e~ !, mientras que la primera ecuacion, se puede pensar
como una ecuacién de eigenvalores; por esta razon, el operador libre de Dirac se define como

. de . do
—zaza—y—la3a—z+[3m(p.

oL

Hopp = —ioy Ep

A este, lo podemos reescribir como

Hop® = o4 D@ + 0Dy + 3D @ + Bme.

De manera andloga al operador libre de Schrodinger, el operador libre de Dirac estara definido en el espacio
de Hilbert L?(IR3)* y, nuevamente, encontrar un dominio adecuado para éste.

Para esto, primero se va a definir la transformada de Fourier en L*(R?)*.

Definicion 29 Sea y € L*(R?)*. Se define la transformada de Fourier de , denotada por .F v, como la nueva
funcion Fy : R? — C* dada por

donde F es la transformada de Fourier definida en el subcapitulo anterior.

Observacion 20 Todas las propiedades del teorema 3 se heredan a .. Ademds, se sigue que su inversa
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cumple que F~' = F*,

Ahora, para el célculo del dominio del operador libre de Dirac, se utilizard la definicién de extensién débil
dada en el subcapitulo anterior. Observe que esta teoria se extiende de manera immediata a operadores matriciales.

Para esto, suponga que u € D(Hop) y que Hopu = £, entonces, para toda ¢ € Cg’(R?)* se cumple que

(Pop(D)@,u) = (@, f)
donde
Pop(D) = 0/ Dy + 05Dy + ;3 D 9 + B*m¢

y o, 05,05, 8" son las matrices adjuntas de o, &, 03, B, respectivamente.

Ya que, o, 07,03 y B son matrices hermitianas, entonces

FOD(D) =01 D@+ (XQDy(P+ (X3DZ(P+ﬁm(p.
Por lo tanto,
<ﬁ0D(D)q),u> = <[OC1DX+062Dy+OC3DZ+ﬁm](p,u>

= (F ok, + oaky + sk, + Bm)F @, u)

= (@, 7 Houky+ ok, + 03k, + Bm].Fu).
Por lo cual,

(Pop(D)o,u) = (9, f) = ([nDx+ oDy + 03D, + Bml@,u) = (@, f)
= (¢, 7 a1k, + oaky + sk, + Bm| Fu) = (@, f).

Por lo tanto, para toda @ € C(R*)* se tiene que

<(P,c0}\7l[alkx+a2ky+ a3kz+ﬁm]§u_f> =0.

Como C7(R?)* es denso en L2(R?)*, se concluye que

F1 [0k, + aky + 03k, + Bm].Fu— f = 0 o, equivalentemente F! [0tk + Qoky + 03k, + Bm]| Fu = f.

Por lo tanto, se pueden concluir dos cosas

1. El dominio del operador libre de Dirac estd dado por el conjunto

D(Hop) = {u € L*(R)* : Fouk, + ok, + azk, + Bm| Fu € L*(R*)*}
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2. Hopu = F! [OC] ky+ OCzky + o3k, + ﬂm]ﬁu

Teorema 12
D(Hop) = H' (R*)*.

Demostracion:

Para observar esto, primero se va a transformar de manera unitaria al operador libre de Dirac con .#, de lo cual
se obtiene que

FHpF ! = F oDy + Dy + 03D, + fm.F !
= Zu.7 'WTF + 0T T+ o3 F T+ BmT
= FF Lok, + opky + o3k, + fmF F !
= Otlkx+062ky+063kz+ﬁm

m 0 k, ke ik,

k,  ke—ik, —m 0

+iky  —k, 0 —m

Ahora, se diagonalizard esta matriz, por lo cual, se debe plantear la ecuacidén caracteristica que viene dada por

det(FHopF ' —A(k)) = 0= [m* — A* + |k|*]* = 0.

Por lo cual, los eigenvalores de este operador matricial vienen dados por:

A (k) = Ao k) = —As(k) = —Aa(k) = /2 + K2 = A(K)

los cuales son funciones del “momento” k.

1 m 1 m _o-k
W=V aw T ay T awP W

Considere la matriz

con inversa

u ) = L mop L m ok
W=5V"" 1w By el W

la cual es unitaria, ya que

2.2. OPERADOR DE DIRAC: FORMALISMO MATEMATICO



CAPITULO 2. FORMALISMO MATEMATICO DE LA MECANICA CUANTICA RELATIVISTA

= T T

uk)FHopZ \u (k) = (<

+30/1= (G 2BIkl + 5(1 = i) Ba kB +5 /1= (3
= ()t /1= (s BIKI -+ (5)B = my /1=
= ml+ 5B — oK) = (M- 4 8] = (2558 +
Por lo tanto, el dominio del operador .% Hyp.# ~! viene dado por

D(FHp 7 ') = DA(B) = {f € LX(RY)* : 2()BS € L(R3)*}.

Ahora, observe que

12081 = Imy 1+ (g = 14 (B2 = Gy 1 1o

donde p = % Por lo tanto,
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IA(K)BfII < oo siysolosi [|\/1+[p[f]| < e.

Por lo tanto,

feD(FHoppF 1) siysolosi feH (R

Puesto que

entonces

Por lo tanto,

Corolario 3
6 (Hop) = (—o0,—m| U [m, o).

Para observar esto, primero se va a demostrar el siguiente lema.

Lema 2 Sea A un operador en un espacio de Hilbert 7€ y sea U : 5 — ¢ un operador unitario. Entonces
c(UAU ") = o (A).

Demostracion:

Por simplicidad, se demostrard que p(UAU ') = p(A), lo cual es completamente equivalente a lo enunciado
en este lema.

Sea z € p(A), entonces:

1. El R(A —z) es denso en /7.

2. Existe C € R™, tal que, para todo x € D(A) se tiene que

[Ix]l < Cl[(A = 2)x]].

Por lo cual, falta demostrar que
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1. El R(UAU ! —z) es denso en 7.

2. Existe K € R, tal que, para todo v € D(UAU ') se tiene que

Ivll < K (VAU = 2)v]|.
Para demostrar el inciso 1, note que

RWUAU™ —2) =RUA—-2) U | =UR(A—-)U ",

Por lo cual, R(A —z) es denso si y solo si R(UAU ! —z).

Para demostrar el inciso 2, suponga que existe C € R, tal que, para todo x € D(A) se tiene que

[lx]| < C[(A —2)x]].
Como U es un operador unitario, para cada x € D(A) existe v € .7, tal que
Ulv=x.
Por lo tanto, para cada x € D(A) existe v € .7, tal que
lU=v]| < Cll(A—2)Ulv].
Entonces
vl = [lu=vl| < Cl(A =2 U™ v[| =ClU(A—2)U V]
Por lo tanto, tomando K = C se concluye que,

v < KI(UAU™" —2)v]

para toda v € D(UAU ).
Por lo tanto, z € p(UAU!).

Ahora, suponga que z € p(UAU "), por definicién existe K € R* tal que para toda x € D(UAU!) se tiene
que

x|l < Kl(UAU™" = 2)x]].

Como UU~! =1, la anterior desigualdad se puede reescribir como

vl < K[|U (A = 2)U~ ]

sin embargo, como U es unitario se concluye que
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lU™"x]| < K[(A—2)U™x]).

También, note que para todo x € D(UAU ~!) existe un v € 2 tal que

Por lo tanto,

VIl < Kl(A = 2)v].

Por lo tanto, tomando C = K se demuestra el inciso 2.

Para demostrar el corolario, observe que o (Hop) = o (u(k).# Hop-F ~1u='(k)); sin embargo, dado que

u(k).FHop.Z 'u=t (k) = A (k)B
entonces, el espectro de u(k).% Hop.% ~'u~! (k) corresponde a todos son los eigenvalores que puede tomar la
matriz A (k)f.

Por lo tanto, como los eigenvalores de  son +1, entonces, los eigenvalores de u(k).# Hop.# ~'u~'(k) son
todos los valores que toman las funciones A (k) y —A (k).

Por lo tanto, 6 (u(k).# HopF 'u='(k)) = (—o0,m] U [m,).

Observacion 21 0, (Hop) = (—oo, —m| U [m, o).

Observacién 22 Sea k € R?. Como ya se demostrd, los eigenvalores del operador libre de Dirac vienen dados
por £A(k), los cuales, tienen como operadores de proyeccion a las matrices

Lie Lkt mp))

PR =5l

y, por lo tanto, como eigenespacios a x* (k) = R(P*(k)).

Para terminar con el operador libre de Dirac, se va a enunciar una de las consecuencias del LAP, la cual dice
asi

(Hop +E)Ros((E* —m?)+i0) SiE>m
Rop(E +10) = lim Rop(E +i¢) =
et (Hop + E)Ros((E* —m?) Fi0) SiE<—m

existe para todo E € (—oo,—m) U (m,) con la topologia uniforme en % (L2, H*~*), tomando a s > 1/2 y
|| < 1. Ademds,
1Rop (E +0) f | re--s < Cy5|E|' || £1lz2
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para todo |E| € [m+ 8,00), con § > 0. Por otra parte, las funciones Ry, : C — B(L2, H*~*) dadas por

ROD(E) siImE =0
Ri)to(E) =
Rop (E + 10) siE e (—00, —m) U (m, 00)

estan definidas para todo E € C* U (—oo, —m) U (m, o), son analiticas para toda E con ImE # 0 y localmente
Holder continuas para toda E € (—oo, —m) U (m, o), con exponente 6, tal que,0 < 0 <s—1/2y 0 < 1.

La demostracién se puede encontrar en la referencia [3].

Para este trabajo, se debe también de hablar del operador de Dirac perturbado por un campo electromagnético
independiente del tiempo. Para obtener la expresién de este, debe recordarse que si una particula cudntica esta en
presencia de un campo electromagnético con potencial (V,A), entonces la ecuacién que la describe viene dada por

[0t (—iV —eA)+ Bm+eV]p :iaa(f.

Como el potencial (V,A) es independiente del tiempo, entonces se puede proponer como solucién de esta a
©(x,1) = y(x)t(t), por lo cual, separando variables en esta ecuacién se obtiene que

[0 (—iV —eA)+Bm+eV]y =Evy, (2.34)
aT _
E = (—IET)

Simplificando la ecuacién 2.34 se obtiene que

[0 (—iV)+Bm—a-(eA)+eV]y =Ey (2.35)

lo cual, es equivalente a

[Hop +V(x)|ly =Ey (2.36)

donde Hyp es el operador libre de Dirac y V(x) es una perturbacion al operador. Por esta razén, se define el
operador de Dirac perturbado como

Hp = Hop+V. (2.37)

Ahora, se supondra que el potencial V cumple lo siguiente:

%4 c-A
V_(cr~A Vv )

donde V, y cada componente de A toman valores en los reales.

1. Es de la forma

2. Para algiin so > 1/2, (x)2*V es un operador compacto de H' a L2.
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3. V€ L2 para algtin s > 1/2.

Con la hipétesis anterior, se tiene como consecuencia que, el operador de Dirac perturbado cumple lo siguiente:

1. Hp es un operador auto-adjunto con dominio D(H) = H' (R?)*.

2. Tiene el mismo espectro esencial que el operador libre de Dirac

O-ess(HOD) = Gess(HD) = (_°°7 _m] U [m>°°)

La demostracion de éstas propiedades se puede encontrar en la referencia [3]. También, de esto se puede
concluir que

Rp(E +1i0) = lim Rp(E +i€) = Rop(E £10)(1 + VRop(E + i0))~!

et

existe para todo E € (—oo,—m) U (m,) \ 0,(Hp), con la topologifa uniforme en Z(L2,H*~*), s € (1/2,s0),
|| < 1. Ademds, se tiene que las funciones Ry, : C — B(L2, H*~*) dadas por

Rp(E) si ImE =0
R (E) =
RD(EiiO) siE € (—00, —m)U(m,OO)\Gp(HD),

estdn definidas para todo E € C* U (—co, —m) U (m,) \ 6,(Hp) y, ademds, son analiticas para ImE = 0 y
localmente Hélder continuas para (—eo, —m) U (m,0) \ 6,(Hp) con exponente 6 tal que 0 < 6 <s—1/2, s <
min{so,3/2}.

La demostracién de ésta, se puede encontrar en la referencia [3].

Ademads, con esta hipotesis se puede asegurar la existencia de soluciones de dispersion, es decir, soluciones a
la ecuacién diferencial

Hpu=FEu
para E € (—oo, —m)U (m, )\ 0,(Hp). Estas soluciones vienen dadas por:
s (x,0,E) = Pg(E)e™ PO — (Rp(E £i0)V(-) Py (E)e" )00 ().
Ademds, estds admiten una expansion asintética dada por

eii(sgnE)v(E)\x|

i (x,0,E) = Py(E)eE)0) 4 g (%, e;E)T +6(]x|™H

donde X = x/|x| y

ay(%,0;E) = —(sgnE)( V
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De esta manera se puede asegurar que el potencial electromagnético V puede recuperarse por una expansion
asintética de la matriz de dispersion. Esto se verd mas adelante.

Si V cumple la siguiente estimacion:
|V(x)| < C(x)~P para algin p > 1

donde |V (x)| es la norma de la matriz V, no existen eigenvalores en el espectro absolutamente continuo del opera-
dor Hp, es decir,
{(_007 _m) U (mvoo)} N GP(HD) =0.

Este resultado se demuestra en [4]. Por Gltimo, es importante mencionar que este tipo de potenciales son conocidos
como potenciales de corto alcance y los que cumplan

C(x)™P < |V(x)| para algiin p < 1

son conocidos como potenciales de largo alcance.
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Capitulo 3

El operador de dispersion y la matriz de
dispersion

3.1. Teoria espectral de operadores auto-adjuntos

Para la teoria de dispersién, es muy importante el espectro de los operadores auto-adjuntos. Por lo cual, se
enunciard la teorfa espectral de operadores auto-adjuntos, asi como la clasificacion de estos.

Para empezar, se definird que es una proyeccion en un espacio de Hilbert, para posteriormente, definir que es
una familia espectral y concluir con la medida espectral de un operador auto-adjunto:

Definicion 30 Sea 57 un espacio de Hilbert. Una proyeccion E : 7 — 7 es un operador lineal acotado, tal que

1. E es auto-adjunto.

2. E es idempotente, i. e., E?=E.

Observacion 23 El #(E) ={f € s : Ef = f} es el subespacio que E proyecta, i. e., EA#(E) = #(E) y
E#(E)* = {0}, donde .# (E)* es el complemento ortogonal de .# (E).

Definicion 31 Sea 7 un espacio de Hilbert y sea {E) },cr una familia de proyecciones en 7. Se dice {Ej }).cr
es una familia espectral si

1. La familia {Ej }j cr es no-decreciente, i. e. EyE; = Ennij )

2. S—lfml%_mE;L = Oys—h’m;t_wrmE;L =1L

Definicion 32 Sea A : 57 — S un operador lineal. Se dice que A es un operador positivo si para toda f € D(A)
se cumple que

(fLAf) = 0.

Observacion 24 La propiedad uno, se puede reescribir como E; < E, si A < U, i. e. Ey — E) es un operador
positivo si A < UL.



CAPITULO 3. EL OPERADOR DE DISPERSION Y LA MATRIZ DE DISPERSION 64

Observacion 25 De la propiedad uno, también se sigue que los limites s —limg_, 10 Ey . = E; 1o existen para
toda A € R. Estos limites cumplen que E; _o < Ej < Ej ;.

En lo siguiente, todas las familias espectrales de este texto son continuas por la derecha, i. e.
El—}—O =5 — lim El-i—&‘ = E)y.
e—+0

Definicion 33 Sean a,b € R tales que a < by {E) },cr una familia espectral. Se define
E((a,b]) = Ep—E,.

Observacion 26 De la definicion anterior y la observacion 25 se sigue que:

E((Cl,b)) = Eb,() — Ea N E([a,b]) = Eb _Ea—O-
Observacion 27 De la propiedad uno de las familias espectrales, es fdcil ver que:

E((a,b)E((c,d]) = E((a,b] N (c,d]).

Considere ahora a 27 el o-algebra de Borel en R. Con las observaciones anteriores, se puede definir para cada
¥ € o/ un operador de proyeccién E(7), tal que, E(7') sea o-aditiva, i. e.

E(Uken) = Z E(%)
keN

si {4 }xen es una familia disjunta de elementos de 7.

La coleccién de proyecciones {E(7')}yca, es llamada la medida espectral asociada a la familia espectral
{E?L })LGR-

Por otra parte, las propiedades de la familia espectral permiten definir una medida de Stieljes para cada f € 2.
Esta viene dada de la siguiente manera:

Definicion 34 Sea {E) },cr una familia espectral y sea f € . Sea define la medida de Stieljies asociada a f,
denotada por my, como la funcion my : R — C dada por:

VA E€R - mp(A) = (f,Erf) = |Exfl>

Observacion 28 La medida anterior, cumple las siguientes propiedades

1. Sip <A entonces myp(l) <mys(A).
2. my es continua por la derecha.
3. mp(—oo) =limy, o(f,Exf) =0y my(+oo) =1limy oo (f,E1f) = | f]*

4. ParacadaV € o - my(V) = IE(Y) £
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De manera analoga al espacio de medida (R, <7,dA), se pueden definir integrales en 7 de funciones conti-
nuas @ : [a,b] — C, solo que éstas corresponden a operadores en 7. Sin embargo, la construccion de esta integral
no esta dentro de los objetivos de este trabajo, por lo que, solo se enunciara el siguiente teorema:

Teorema 13 Sea {E) }cr una familia espectral en un espacio de Hilbert 7, —c < a <b <oy ¢ : [a,b] - C
una funcion continua.

1. Sea {I1,} una sucesion de particiones en el intervalo (a,b] tal que, |I1,| — O cuando r — . Entonces la
sucesion de operadores {Y_, @(ux)E((si—_1,5¢))} es fuertemente convergente y su limite es denotado por
ff @(A)E(dA). Ademds, éste pertenece a B(.7) y es independiente de la sucesion {I1,}.

2. [P @(A)E(dA) conmuta con cada E), y satisface

b
I[ omE@) = swp o)

pela,b)Nsupp{E; }

donde
supp{E)} ={u €eR : Ey ¢ —E; ¢ #0Ve > 0}

se conoce como el soporte de {E) } ) cg.
3. Si @ denota la funcion compleja conjugada de @, entonces ff@(l)E(dl) es el adjunto de f: Q(A)E(dA).
4. Para cada vector f € F€:

[ o)E@ar = [ lo)ms(an)

5. Siy:[a,b] — C es también una funcion continua, entonces

([ ot ([ viwr@n) = [ papwEa)

6. Sia= —ocoyb =ooentonces [~ @(A)E(dA) es un operador cerrado y su adjunto es [~ @(A)E(dR).

La demostracién de este teorema se puede encontrar en la referencia [2].
Por otra parte, la importancia de estas medidas y su integracién surge del teorema espectral, el cual dice lo

siguiente:

Teorema 14 (Teorema Espectral) Sea 7€ un espacio de Hilbert y sea A un operador auto-adjunto. Entonces existe
una familia espectral {Ej }) cr tal que

A:/AEM.
R

La demostracién del Teorema Espectral se puede encontrar en la referencia [20].

Otro teorema importante es la relacion de la medida espectral con el espectro de A, la cual esta dada por:

Teorema 15 o(A) = supp{E, }.

3.1. TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES AUTO-ADJUNTOS
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Esta se encuentra demostrada en la referencia [20].

Otra propiedad importante la da el calculo funcional, la cual, se utiliza mucho en teoria de dispersién. Esta
establece lo siguiente

Definicion 35 Sea ¢ : R — C una funcion continua. Se define ¢(A) como el operador dado por:

o) = [ o(E(@A).

—o0

Estos operadores heredan todas las propiedades del teorema 13, y como se menciona, su importancia aparece
en la teoria de dispersion, en particular, en los operadores de onda.

Por ultimo, el teorema espectral permite la clasificacién del espectro, teniendo mayor relevancia el espectro
continuo en teoria de dispersion. Para esta clasificacion, se utiliza el teorema de descomposicién de Lebesgue, el
cual concluye que cualquier medida de Stieltjies en R, se puede escribir como

m = mp + Mgc + Mg

donde m,, es una medida puramente puntual, my. es una medida singularmente continua y m,. es una medida
absolutamente continua.

Por lo tanto, para cada f € . con medida de Stieltjies my, se cumple que

myg=mpf~+ngef+ Mgy

Por esta razon, se pueden definir los siguientes subespacios de .77, en términos de estas medidas:

1. J(A) = {f € A |my es una medida absolutamente continua}.
2. H.(A) ={f € S| my es una medida singularmente continua}.

3. J,(A) ={f € | my es una medida puramente puntual }.

Estos subespacios cumplen lo siguiente:
Teorema 16 Sea A un operador auto-adjunto en un espacio de Hilbert 7€, entonces,
H = Hy(A) D He(A) D HelA).

Corolario 4 Sea A un operador auto-adjunto en un espacio de Hilbert 7. Si se define a Ap,As,Aqec como la
restriccion del operador A en los subespacios 7,(A), #5.(A), #4c(A), respectivamente, entonces

0(A)=0(Ap)Uo(Ax) UO(Age).
La demostracion de este teorema y corolario se puede encontrar en la referencia [2].
Definicion 36 Sea A un operador auto-adjunto. Se define

1. el espectro puntual de A, denotado por 6,(A), como 6,(A) = o (A,).
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2. el espectro singularmente continuo de A, denotado por Gs.(A), como Os.(A) = 0 (Asc).

3. el espectro absolutamente continuo de A, denotado por G,.(A), como Gue(A) = 0(Aue).

En teoria de dispersion, los estados mas relevantes del sistema vienen caracterizados por los vectores en 7,
o los que estan asociados al espectro absolutamente continuo o,.(A); justo por esto son llamados estados de
dispersion. Designamos por P,.(A) al proyector sobre ;. (A).

En los siguientes subtemas, se dard una discusién mas amplia sobre esto.

3.2. Teoria de dispersion cuantica

Un fenémeno de dispersién cudntica consiste en un conjunto de particulas que viajan inicialmente de forma
libre y que, posteriormente, se ven afectadas por una fuerza externa llamada dispersor. Esta fuerza cambia el estado
de movimiento de la particulas, haciendo que éstas cambien de un estado de movimiento rectilineo uniforme a uno
curvilineo. Una vez que las particulas han cambiado su estado de movimiento, pueden realizar dos acciones:

1. Quedarse atrapados por el dispersor, manteniéndose localizadas en una region.

2. Escapar del dispersor y continuar con un movimiento rectilineo uniforme distinto al inicial.

Las particulas que cumplen la primera condicién se dice que estdn en un “estado acotado”; las segundas se
dice que estdn en un “estado de dispersion”.

Para caracterizar estos estados matemadticamente, primero se debe observar que si el sistema estd descrito por
un Hamiltoniano H, la ecuacién de evolucién temporal queda determinada por

d
Hy(t)=i—wy(t
w() =i y()
y esto es vdlido para sistemas relativista y no relativistas. Observe que, las soluciones a esta ecuacion diferen-
cial vienen dadas por

—iHt

y(t)=e""ylt)

donde y(1y) es el estado inicial del sistema. Por lo tanto, la evolucién del sistema queda determinada por la
familia de operadores {U, = e 1"},_g, los cuales, corresponden a un grupo unitario, fuertemente continuo, de
operadores en el espacio de Hilbert .7; por esta razon, a {U, = e "'}, se le conoce como “el grupo unitario de
evolucion temporal del sistema”.

Haciendo esta precision, se puede definir un estado acotado y un estado de dispersion de la siguiente manera:
Los estados acotados corresponden a los autovectores, y mas generalemente al subespacio puntual .7, (H ). Por
otra parte, los estados de dispersion corresponden al subespacio absolutamente continuo .7, (H). Habitualmente
en los sistemas de dispersion el subespacio singularmente continuo, % se reduce al vector zero.

En teoria de dispersion, uno requiere que la particula libre que se acerca al dispersor con estado f_ € . (Hy),
le corresponda un estado de dispersion f € %, (H) del Hamiltoniano perturbado H. Dicho de otra forma, uno
desea que la evolucion del estado fj corresponda a la evolucién del estado f; esto matemdticamente se traduce en
que
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llimHe*’.H’f— e ' £ || = 0 o, equivalentemente th’m||e"H°te*’.H’f—f+|| =0.
—00 —>00

Esto pasa andlogamente para las particulas que se escapan del dispersor; solo que en este caso, el limite a
calcular es el siguiente

lim ||e 0! f — ¢ £, || = 0 0, equivalentemente 1im ||e'e=" 0" f — £, || =0,
t—o0 t—yo0
adonde f € 7%, (Hp). Esto motiva la definicion de los operadores de onda:

Definicion 37 Sean H,H, los Hamiltonianos perturbado y libre, respectivamente. Se definen los operadores de
onda Q (H,Hy) y Q_(H,Hy) como el limite fuerte,

Q. (H,Hy) =s— lim ef'e7 11 P, (Hy)

t—r+too

Si éste existe.
Observacion 29 Los operadores Q1 (H,Hy) son parcialmente isométricos con espacio inicial 7,.(Hp).
Observacion 30 Los operadores de onda cumplen las siguientes reglas de conmutacion:
HOQL =Q41H,
conocidas como las relaciones de entrelazamiento.

Estas propiedades se pueden encontrar demostradas en la referencia [2].

Es importante mencionar que no necesariamente todas las particulas en un sistema se van a dispersar, por lo
que, el operador de dispersion S no siempre se podra definir. Sin embargo, en un fenémeno de dispersién siempre
se espera que haya al menos una particula dispersada, por lo cual, se debe de cumplir que R(Q_) C R(Q).

Por otra parte, el siguiente teorema relaciona el espectro absolutamente continuo con los operadores de onda
y, por lo tanto, con el operador de dispersion.

Teorema 17 Sean H,H, los Hamiltonianos perturbado y libre, respectivamente y Q)1 (H,Hy) sus operadores de
onda. Entonces

R(Qi) g %c-

Por esta razén, se dice que el operador de onda QO (0 QO_) es completo si R(Q ;) = . (0 R(Q-) = )
y se dice que Q4 son asintticamente completos si R(QQ4) = R(Q_) = #.. En el experimento, esto dltimo
significa que todas las particulas que se mandan al dispersor, se dispersan y ninguna se queda atrapada por este o
se absorbe.

Por otra parte, observe que las particulas que llegan al dispersor quedan determinadas por el operador
Q- (H ) HO)

y las que salen por
Q-i— (HaHO)

3.2. TEORIA DE DISPERSION CUANTICA



CAPITULO 3. EL OPERADOR DE DISPERSION Y LA MATRIZ DE DISPERSION 69

Si una particula llega al dispersor con estado f_ y sale de éste con estado f, es decir, estd dentro del conjunto
de particulas dispersadas, entonces se van a cumplir la siguiente relacion

Q*(HvHO)ff = Q+(HaH0)f+'

Si los operadores de onda son asintéticamente completos, se obtiene que

f+=CQ%(H,Ho)Q)—(H.Ho) f-.

Por lo tanto, existe un operador que permite relacionar los diferentes estados que tiene una particula dispersada;
éste es conocido como el operador de dispersion” y se define de la siguiente manera:

Definicion 38 Sean H,H, los Hamiltonianos perturbado y libre, respectivamente y Q1 (H,Hy) los operadores de
onda. Se define el operador de Dispersion, denotado por S, como

S(H,Ho) = Q7% (H,Ho)Q-(H,Ho).
Observacion 31 Note que S(H,Hy) cumple las siguientes reglas de conmutacion

HyS(H,Hy) = S(H,Hy)Hy

"™ S(H Hy) = S(H,Hp)e"

para todat € R.

La demostracién de esta observacion se puede encontrar en la referencia [2].

En casos en que no haya posibilidad de confusién, por simplificidad, utilizaremos la notacién () 1 para designar
los operadores de onda, y S para el operador de dispersion.

En lo siguiente, se definird la matriz de dispersidn, y se dard una justificacion de su existencia. Se omitiran las
demostraciones por no ser el objetivo de este trabajo, sin embargo, estas se pueden revisar en las referencias [15]

y [16].

Definicion 39 Sea (M, ) un espacio de medida o-finita, sea 74 un espacio de Hilbert separable y 7 =
L* (M, dp; 7).

1. Se dice que una funcion a : M — B(.Hy) es medible si (y,a(-)9) es una funcion medible, para todo y, ¢ €
F.

2. Se dice que una funcion a : M — B() es L°(M,du; B(#5)) si es medible y, ademds,
el esssup{Ha(-)Hgg(%)} < oo,

Por ultimo, al espacio F€ se le conoce como la integral directa de fibra constate y es denotada como

@
%:/ Hidu.
M
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Observacion 32 Note que si a € L”(M,du; B(74)) y ¢ € F es fija, entonces, la funcional lineal definida por:

Vyet: /M<ll/(/1)aa(7t)¢(l)>%du(7t)

es acotada en 7. Por lo tanto, por el teorema de Riesz existe un operador A . 7€ — € acotado, tal que

(V,AQ) = /M<llf(?l)7a(l)¢(7t)>%du(l)
por lo cual,
(Ay)(m) = a(m)y(m)

casi en todas partes.
Esta observacion, hace pertinente la siguiente definicion:

Definicion 40 Sea (M, ) un espacio de medida G-finita, sea 7€) un espacio de Hilbert separable y 7€ =
fﬁ%’f)du. Sea a € L*(M,du; B(H)) y A A — H un operador acotado en F. Se dice que A se puede
descomponer en una integral directa de a 'y que a(A) es la fibra de A en A si, para toda y €

(Ay)(m) = a(m)y(m).
En tal caso, A se denota como

A= /M Y a(m)dp(m).

En teorfa de dispersion, esta definicién toma gran relevancia, ya que, la matriz de dispersion en la energia E,
denotada por S(E), corresponde a la descomposicioén del operador S en la fibra E. Ademds, experimentalmente
se determina la matriz de dispersién y no propiamente el operador de dispersién S, por lo cual, es necesario dar
condiciones para que el operador de dispersion S se pueda descomponer.

Para este trabajo, estas condiciones vienen dadas por el siguiente teorema:
Teorema 18 Sea 774 un espacio de Hilbert separable y U la medida de Borel en R. Sea B el operador de multi-
plicacion por x en fﬁa Hd . Suponga que A € e%’(fﬂga Hdu) conmuta con e para cada t € R. Entonces A es

un operador descomponible. Ademds, si A es unitario (auto-adjunto), entonces también sus fibras son unitarias
(auto-adjuntas) c.t.p. en F.

En este caso, dado que S conmuta con et si Hy fuera descomponible, entonces, S es descomponible. Por lo
tanto, todo se reduce a ver que Hy sea descomponible, lo cual se vera mas adelante.

3.3. La matriz de dispersion

En esta seccién consideramos la matriz de dispersion. Para esto, dadas las hipdtesis impuestas en el capitulo 2
en el potencial, se debe recalcar que los operadores de onda Q) (H, Hp) existen y son asintéticamente completos,
esto puede encontrarse en la referencia [21]. Por lo tanto, el operador S existe y estd bien definido.

Ahora, se va a dar la representacién espectral del operador Hy, es decir, se va a descomponer al operador Hy.

Para esto, sea E € 6(Hop) y s > 1/2. Se va a definir el operador Iy(E) : L2 — L*(S?;C*) dado por
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(L(E)) (@) i= 2x) HV(EP(E) [ B0 fxd

donde v(E) = (E>—m?)'?y
PT(v(E)w) SiE>m
Po(E) = ‘
P (V(E)®w) SiE<-—m.

Note que, el operador adjunto Ip(E)* : L>(S?;C*) — L? , estd dado por:

(I3 (E)f)(@) = (2m) FV(E) [ MEBOP(E) f(0)0.

SZ

Este operador es unitdriamente equivalente al operador traza Tp(E) utilizando la transformada de Foldy-
Wouthuysen, esto se puede encontrar en la referencia [3]. Por lo cual, I[H(E) es un operador acotado de Lf a
L?(S%C*), ademds, es locdlmente Holder continuo en (—oo, —m) U (m, ), con exponente 6 € (0,s— 1)y 6 < 1.

Ahora, defina a al espacio

2
H(E) = - rE(V(E)w)do,  +E>m,

y al espacio
. @
= / H(E)dE
(—o0,—m)U(m,o0)
y defina también, al operador .% : L> — A dado por

(Fof)(E, 0) = (o(E)f) (@)
Observe que,
FoHoFy =E

es el operador multiplicacién por E en . Esto se puede encontrar en la referencia [3].

Por lo tanto, por el teorema 18, S se puede descomponer y, ademads,
FoSFy =S(E).
Por otra parte, la ecuacion estacionaria para S(E) viene dada por

S(E) = I — 21Ty (E)(V — VRp(E +i0)V)Ty (E)*

donde [ es el operador identidad en .7#°(E). Esto se puede encontrar en la referencia [3].
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Defina ahora al operador

[L(E) =To(E)(I — VRp(E £i0)).

De las propiedades de T(E) y el resolvente Rp(E +i0), se sigue que I'(E) es un operador acotado de L2

a L*(S?;C*), para s € (1/2,s0], donde so es el real 5o > 1/2, tal que, hace a (x)>*V un operador compacto.

Ademds, este operador es Holder continuo en (—eo, —m) U (m, o) a (L%; L*(S*; C*), con exponente 6 € (0,5 — 1)

y s < min{so,3/2}. Nuevamente, defina al operador

(FN)(E,0) = (T (E)f)(®)
que va de #,.(Hp) a H , el cual, da una representacion espectral para Hp, es decir,

FiHT: =E

Todo esto, permite demostrar que la matriz de dispersion S(E) y el operador de dispersion estan bien definido

3.4. Operadores pseudodifferenciales

Primero , se van a definir los siguientes espacios que utilizaremos posteriormente.
Definicion 41

1. S7P ={p € C*(R*\ {0}) : 3%p(x) = O(|x| P~1%) cuando |x| — o,V € N3},

2. P =8S"PNC(RY).

3. 8§ = .7 la clase de Schwartz.

Definicion 42 Sea f; € SPi con p; — oo, cuando j — . Se dice que f tiene la expansion asintdtica Y filx)y
se denota como

fx) =Y filx), 3.1)
j=1
si para toda N € N, el error
N
f) =Y filx) €SP, (3.2)
j=1

donde p = minj>y+1{p;}.

Observacion 33 Note que, una funcion f € C* estd determinada por una expansion como en la definicion anterior
modulo una funcion en S~.

Veremos que el potencial electromagnético V se va a aproximar por una expansion asintotica.

Ahora, se va a definir un operador pseudo-diferencial.
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Definicion 43 Un operador A en L*(R?;C*) se dice que es un operador pseudodiferencial (PDO) si existe una
matriz a(x,&) € My, tal que

@ne=em? [ [ & Da ) f(E)dg ag

para toda f € . (R3;C*). A la matriz a(x,&) se le conoce como el simbolo del PDO.
Ahora, se definiran las clases $™" de los operadores PDO.

Definicién 44 Se define la clase S™" de operadores PDO, como aquellos que tienen simbolos a(x,&) € C*(R3 x
R3), tales que, para toda x,E y para todo multi-indices o, B, la estimacion

19808 a(x,&)| < Cap ) 1¥l(g)" P
se cumple.
Por otra parte

Definicion 45 Se define la clase S'," de operadores PDO, como todos aquellos que pertenecen a la clase S™™ y
que satisfacen

1. Su simbolo a(x,&) = 0 para T(£,€) < &, donde £ =

2. Su simbolo a(x,&) =0si |x| < € o0 |&| < €, donde g > 0.

Otro tipo de operadores PDO son los siguientes

Definicién 46 Un operador A en L*(R3;C*) se dice que es un operador PDO con amplitud a(x,&,E') si
ANW=x)= [ [ Eag &) f(Eag e
r3 JR3

para toda f € ' (R3;CH).
En este caso

Definicion 47 Se define la clase S" de operadores PDO, como todos aquellos que tienen amplitud a(x,&,E') y
satisfacen la estimacion

10208 Oa(x,&,E")| < Carpy((x, &, &) 1B,
Ahora, se anotardn algunos resultados de los PDO.
Proposicion 2 Si A es un PDO de clase S™™ con n <0y m < 0, entonces A se puede extender a un operador

acotado en L?. La norma de A{x)™" es estimada por una constante C que depende solo de Cq p- Ademads, sin <0
y m < 0, entonces A se puede extender a un operador compacto en L?.
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Proposicion 3 Sea Aj un PDO de clase S""™, para j = 1,2. Entonces, el simbolo de A1A, pertenece a la clase
de STty admite la siguiente expansion asintética

donde r(N) € Sritm—N,mi+my—N

Proposicion 4 Si A es PDO con amplitud a(x,&,&") en S", entonces A puede ser extendido como un operador
acotado en L* para n = 0 y su norma es acotada por una constante C que depende solo de Cq .y Ademds, A
puede extenderse a un operador compacto en L* para n < 0.

Estos resultados son importantes, ya que si V satisface las hipdtesis del capitulo 2, entonces, el operador
S(E) — I es un operador PDO con amplitud s (w, 8;E). A la amplitud s™(®, 8;E) se le conoce como el kernel
de la matriz de dispersioén” o ”la amplitud de dispersién”

3.4. OPERADORES PSEUDODIFFERENCIALES



Capitulo 4

Propiedades de la matriz de dispersion y
problema de dispersion inverso

4.1. [Eigenfunciones generalizadas de la ecuacion de Dirac perturbada

En este subtema, se construirdn eigensoluciones generalizadas de la ecuacién de Dirac perturbada, es decir, se
encontraran las soluciones para la ecuacion diferencial parcial

(- (=iV+A)+mB+V)u=Eu 4.1)

donde E = £+/|& |2 +m? para alguna & € R?. Observe que, por las hipétesis en el potencial V se cumple que

|0ZA(X)| < Cop(1+|x) Pl p,y > 1
4.2)
02V ()| < Cap(1+[x)) 7Pl pe > 1

para todo multi-indice o. Ahora, se va a definir el siguiente conjunto

Definicion 48 Sea @ = £/|E|, £ =x/|x|, 0 < & < 1 y 0 < R < oo. Defina al conjunto E=(E) := E* (&9, R;E) C

R3 x R3 como el conjunto

(1]

HE)={(x,&) eR* xR> : +(sgnE)(%,w) > —1+¢ con |x| > R}.

Se van a construir u,jf, (x,&;E) € Myyy, tales que, cada columna sea una solucion aproximada de la ecuacién
4.1, cuyo error va estar dado por

(6, & E) i= e ) (H — E)uss (x, € E) (4.3)

y satisface la siguiente estimacién

1020F ré (v, & E)| < Cp (1 + |x)) PNl jg |-N-1Al
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para p = min{p,,p,,}, para toda N > 0, para todo (x,&) € E*(E) y para todos los multi-indices o, 3.

Como las soluciones a la ecuacién 4.1 son complejas, entonces, se propone que ui (x,&;E) sea de la forma

65 (x, &5 E) = /" EE)yk (v, & E) 4.4)

donde ¢*(x,&;E) es una funcién real y wy; (x,&; E) es una funcién matricial de 4 x 4. Sustituyendo uy en la
4.1, se obtiene que

(0 (—=iV+VO* +A)+mP +V —E)wy = 897 L (4.5)
Proponga a ¢ como
0= (x,8:E) = (x,£) + @ (x,&:E)

donde ®* tiende a 0 cuando |x| — oo, tomando a (x,£) € Z*(E).

Sustituyendo en la ecuacién 4.5 se tiene que

(0-E+mB—E+a-(—iV+VD*+A)+V)wh =e @ rb. (4.6)

Ahora, se va a descomponer w]%, como

wy = (w1)y + Po(E)(w2)y

que al sustituirla, se obtiene que

(—2EPy(—E)+ - (—iV + VD 4 A) + V) (wi)x + (00 (—iV + VL +A) +V)Po(E)(wa)x = ¢ 1

donde se ha usado que o - & +mf3 —E = —2EP,(—E).

Observe que, como consecuencia del dlgebra de las matrices «;, se tiene que

o (—iV+VDF +A) (- &) =2(E,(—iV+ VDT +A)) — (a-E)or- (—iV + VDT +A).

Utilizando que Py (E) es una proyeccion, se tiene que

(—2EPy(—E) + 0t (=iV+ VO +A) + V) (wi)y + Po(—E)at- (—iV + VD= + A)Py(E) (w2)y

4.7)
1 (& (—iV + VO A4)) Py (E)(w2)y +VPo(E) (wa)yy = e 1.
Si se propone que O+ satisfaga la ecuacién eikonal
(0, VO* +A) + +Ev_o (4.8)

4
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entonces, la ecuacién 4.7 se transforma en

(—2EPo(—E) + o (=iV+ VO +A) + V) (w1)y
4.9)
+Po(=E)a- (—iV + VO + A)Py(E) (w2)y + £ (& (—iV)) Po(E) (w2)iy = ¢ r.

Ahora, se propone que (w;)¥ y (w2)5; sean sumas de la forma

(Wl)jE ]]v 1 ‘§|J '(’@&E)

(w2)y =X \% (x,&;E)

ademds, también se busca que wy; tienda a Py (E) cuando |x| — o, por lo tanto, by =0y ¢y = L.

Sustituyendo las sumas de w; y w; en la ecuacion 4.9 y multiplicando por el lado izquierdo a Py(—FE), se
obtiene que

1 25 [—2EPo(—E) + Po(—E)(a- (—iV + VO +A)+ V)b,

Ligy
(4.10)
+):, 0 \é\f Py(—E)o- (—iV+V(Di+A)Pa,(E)ch :e*iq)iPw(—E)rﬁ
y multiplicando ahora 4.9 por P, (E) se obtiene que
| ; + +, ¢l : + —ip* +
Z ? o (—iV+VOF +A)+V))by + F(w,(—zV))Pw(E)cj )=e P Py(E)ry 4.11)

Observe que, la condicién en el error rlj\? implica que los términos en las ecuaciones anteriores que posean

potencias de % menores que N tienen que ser cero, por lo que, al comparar las ecuaciones 4.10 y 4.11 se obtiene
las siguientes formulas recursivas

4 Po(—E)(a- (—iV+ VO +A)+V)b; + |25E|

3E Po(—=E)a- (—iV+ VO +A)Py(E)c; (4.12)

J

]+1( g E)

para0<j<N-—-1ly
E
(0,Vcr) = —imPa,(E)(w (—iV+VD* +A)+V)b;
para0 < j<N.

Note que, Py(—E )bjE = bf, ya que, P,(—E) es una proyeccion, por lo tanto, Py, (E )Vb]i =0y, por lo tanto,
c]i debe satisfacer la siguiente relacion

-
@) =g
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es decir, debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial

(0,Vd) = F(x,&;E) (4.14)

donde d y F son matrices de 4 x 4.

Observe que

+ [ (EV(+r0) + (0,A(x £10))dr 5i E>m
CDi(x,é;E) =

+ [ (EVETro)—(0,AxFto)d  si—E>m

satisface la ecuacion 4.8 y las matrices

+ o (xtt0,&;E)dt si E>m
cE(x,EE) = (4.15)
+ o F (xFto,&:E)dt  si —E>m

donde

FE(oE:E) = —i'é:Pw(E)(a (V4 VO (1, £ ) + A (. E)

resuelve la ecuacion 4.13y j > 1.

Note que, utilizando induccidn, las relaciones 4.12 y 4.15 implican que

biPo(E)=b; y c;Po(E) =cj paratoda j> 1. (4.16)
El siguiente lema dar4 estimaciones para las funciones @+, b}t y chF.

Lema 3 Suponga que la funcion matricial F satisface la estimacion
0L F(x, &5 E)| < Cap(1-+|x]) P11 g | 1A
para todo (x,&) € E*(E) y para algiin p > 1. Entonces, la funcion matricial
d* (x, & E) = i/OOOF(xit(o,é;E)dt
satisface la ecuacion 4.14 y la estimacion
020Fd* (x,&; E)| < Cop (1 + ) P01 g 1B

en 2% (E), para todo multi-indice o, .
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La demostracion de este lema se puede encontrar en la referencia [22]

Ahora, se sigue del lema que bajo las hipétesis del potencial V, la funcién fase @+ es solucién de la ecuacion
4.8 y satisface en Z* (E) la estimacion

020D (x, & )| < Cop(1+[x) =P~ D~1& |l con p = min{p,,pu} 4.17)
ademds, también se obtiene de este lema que

Proposicion 5 Suponga que el potencial magnético A y el potencial eléctrico V satisfacen las estimaciones 4.2.

Entonces cji resuelve la ecuacion 4.13 y, ademds, cumple las siguientes estimaciones en 2+ (E)

0% bF (x,&:E)| < Cap(1-+|x]) =P+ 11l 1A

1020P cF(x, &5 E)| < Cop (14 [x]) 274171 & ~1BI
para toda j > 1

La demostracién de esta proposicion se puede encontrar en la referencia [14].

La proposicién anterior demuestra que, las soluciones a la ecuacién de eigenvalores generalizada estdn dadas
por 4.4.

Por otra parte, definiendo a

note que

U (x, & E) = ™) ak (x, & E). (4.18)
Por lo cual, la relacion 4.16 implica que
USPo(E) =y, , ax.Py(E) = ay y ryPo(E) = ry. (4.19)
Con todo esto, finalmente se obtiene el siguiente teorema

Teorema 19 Suponga que el potencial magnético A y el potencial eléctrico V satisfacen las estimaciones 4.2.
Entonces, para cada (x,&) € Z*(E) la siguiente estimacion se da

192w (v, £ E)| < Cop(1+[]) 11 B,
(4.20)
10%0P ayi(x, & )| < Cop (1-+x]) 11| 1A,

Ademds, el error rﬁ (x,&; E) satisface la estimacion deseada.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en la referencia [14].
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4.2. Singularidad principal en la diagonal del kernel de la matriz de Dispersion

Para esta seccién, primero se dardn algunos resultados que permitirdn la estimacién de la matriz de dispesion.
Para esto, se define los siguientes conjuntos

Definicién 49 Sea ay € S?. Se define a

1. I, el plano ortogonal a wy
2. Qu(ax,8) :={weS?*: £{w,wp) > &}, para algiin 0 < § < 1.

3. Ojt = Q4 (wy, \/m)

et -
4. 0;:=0 U (0] ;
Ahora, se va a utilizar el siguiente lema, el cual estd demostrado en la referencia [14].

Lema 4 Sean j y k tales que O;jN Oy = 0. Entonces, si @j; € Of N O,jf se tiene que 0; Uo; CQ4(0y,8) y
0; U0, CQx(wjk,8). Ademds, si wji € OjFrTO,f se tiene que O} U0, CQL(@p,6)yO0; VO C Q+(wj, 8).

Como S? es un subconjunto compacto de R? y la familia {0;} jes2 es una cubierta abierta para S?, entonces, por
definicion existe una subcubierta abierta finita {O;}_; de {O;} jcs2, tal que, S.P.G. se cumple que si O;N O =0,
entonces, dist(0;j,0) > 0.

Para cada j = 1,2,...n sea x;(®) € C*(S?), tal que, x;(®) = x;(—®) y ¥i_; xj(@) = 1 para toda » € S*.
Observe que, la familia de funciones {¥; .y corresponde a una particion de la unidad subordinada a la cubierta
{0}

Abhora, se va a descomponer a S(E) como la suma

S(E)="Y, x;S(E)x

entonces, el kernel s(@, 0; E) de la matriz de dispersion S(E) se puede descomponer como

n

s(@,0:E)= Y. 2;(0)s(0,0:E)7(6).
jk=1

Por otra parte, suponga que O; N O = 0y sea @, € O; N Oy fija, tal que, @, = ;. Sea

Xjk(@,0) := 253 (0)x;(8) — x (@) x;(0)

donde xlik(a)) € C(S?) son tales que x]ik(w) = xki](a)), xlj,i(a)) =1 paratoda @ € Q1 (@j,8)y xﬁ(w) =0
para toda @ € S, tal que, £(®, ;) < 0. Nuevamente, la familia de funciones { Xﬁ}’},kzl es otra particion de la
unidad subordinada a la cubierta {O j}’}:l con las caracteristicas antes mencionadas.

Note que xjx(®,0) = xjx(0,0) y xjx(®,0) = —xjx(—®,—6). Ademds, por el lema anterior, se sigue que la
familia {y(®,6)}],_, cumple que

4.2. SINGULARIDAD PRINCIPAL EN LA DIAGONAL DEL KERNEL DE LA MATRIZ DE DISPERSION
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1. Si wj; € O;r N O}, entonces, xx(®,0) = £1 para toda (@, 0) € Oj.[ x 0F CQL(0p,8) x Qu(wp,8) y
Xji(®,0) = 0 para toda (@,0) € O?E X OF CQi(@j,8) x Q¢ (@jk, 5).

2. Si oy € O; N0, entonces, xx(@,0) = F1 para toda (@,0) € 0jE x 0 C Q¢ (0, 8) x Qx(0p,8) y
Xji(®,0) =0 para toda (@,0) € O}E x O CQ+(wj, 8) x Qi(a)]k,S)

)
3. Si wjx € 07 NO,, entonces, xjx(®,0) = £1 para toda (o, ) € OJi X OF C Q4 (0jk,0) X Qi (@i, 8), y
Xji(®,0) =0 para toda (@,0) € 0jE x 0 C Qi (0, 8) x Qx(wj, 8).
(@
) %

4. St wjx € 05 N Oy, entonces, xjx(®,0) = +1 para toda
xjk(@,0) =0 para toda (@, 0) € OJi x OF CQ+(wy, 8

s ) € OT X Oki - Qi((x)jk,é) X Qi(a)jk,S), y
Q+(@j,d).

La demostracién de estas propiedades se puede encontrar en la referencia [14].

Sea
vk (@, 0:E) == (21) 2V (E) g (@, 0) () xx(6) /H eV EIO=Ohy (v, 0,0;E)dy 4.21)
Ok

donde

hy ji(y, 0, 0: E) = (sgnE)(ay (v, v(E)0:E))* (- ;) (ay (3, V(E) 0: E)
y la integral en 4.21 es entendida como una integral oscilatoria.

Observacion 34 Note que el operador S,,(E) con kernel Y.0,10,205N, jk(®,0;E) es un operador Pseudo-diferencial
en la esfera S?, con amplitud de clase S°.

La demostracién de esto, se puede ver en la referencia [14].

Se define también a la funcién g{(}fjk( o, 0;E) dada por

gt (0,0;E) = sy u(0,05E) — s (0, 0;E) (4.22)

donde

30 (©,6:E) i= (sgnE) 2x) 2V (EP 1(0.0)1;(@)10(0) [ MO0 Py (E) (0 0,0) Pa(E)dy:

También, se va a definir a la funcion sé(m()g(co 0;E; ). Para esto, sea @y € S?, considere las funciones de corte
V. (w,8;mp) € C*(S* x S?), con soporte en Q4 (@, 5) x Q4 (awy,5). Ademas sea W (®,0) € C*(S? x S?) con

soporte en O x O’, donde O, 0’ C S? son conjuntos abiertos tales que O x 0' = 0. Se define

;ng(w 0:E;an) == £V, (0, 0; ) (27) 2V(E)? / VE) -0 (v @, 0;E; ax)dy (4.23)
ey,

como una integral oscilatoria, donde
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hy (v, ©,0; E; ay) := (sgnE)(ay (v, V(E)@;E))* (- o) (ay (v, V(E) 8;E)) (4.24)

Y Sreg(@,0;E) := W (®,0)s(w,0;E).

Ahora, considere la construccién mas general de un operador de onda. Para esta construccion, suponga que
Hy y H son dos operadores auto-adjuntos definidos en los espacios de Hilbert &) y ¢, respectivamente. Si
I' C 0,.(Hp), se define el operador de onda Q) (H,Hp;J,T') como

Q. (H,Hy;J,T) :=5— lim " je "M Ey(T)

t—rtoo

donde J es el operador inclusion entre los espacios 7 y # y Ey(T') es la resolucion de la identidad para Hy.
SiT = o,.(Hp) se escribird Q4 (H,Hp;J) en lugar de Q. (H,Hy;J;T).

De manera andloga, se puede definir un operador de dispersién

S=Q% (H,Hy;J,T)Q_(H,Hy;J,T)

y, por lo tanto, también se puede definir una matriz de dispersién $ (E).

Se van a construir operadores de inclusién J., tales que su matriz de dispersion S(E) coincida con la matriz de
dispersion del experimento S(E) para una energia fija E, es decir,

Sean & € (0,1), R € (0,00) y € € (v/1 — 82,1 — &), donde § es la misma que la de los conjuntos Q.. (ap, §).

Sea oy € C[—1,1],talque o4 (1) =1sit€ (—¢€,1]yoy(r)=0site[—1,—1+¢&)]ydefinaa
o_(1)=04(—1).

Sean € C*(R3), tal que 0 <1 < 1, n(x) = 0 en una vecindad de 0 y n(x) = 1 para |x| > R.

Sean cy,c € (0,V(E)), tales que 0 < ¢ < ¢; < V(E) y sea 6 € C*(R™"), tal que es igual a 6(r) =0 parar < cy
0(t) =1 parat > c.

Finalmente, defina a

Note que £ tiene soporte en E*(E), para E > m 'y {; tiene soporte en 2 (E), para E < —m.

DefinaaJy = J(iN) como el operador pseudo-diferencial

(Fef)) = @m) 2 [ 8 i £)f(E)de

donde

Jn(x,8) = ay(x,&:

AENEE (x,&) +ay(x,E—|A(E)NEE (x,€), (4.25)
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A(E) = A(5:E) = (sgnE)\/[§[* +m? (4.26)

Como ay (x,&;E) satisface la estimacién 4.20 en 2% (E), entonces, ji (x,€) € S*°. Esto implica que J. es un

operador acotado. Ademas, observe que jﬁ se puede reescribir como

In (6 8) =ay(x,&;

AENPH(E)EE (x,8) +ay(x, & —[A(E))P(E) L% (x,8).

Ahora, se va a enunciar el siguiente lema, el cual tiene una demostracion andloga al lema 1.1 de la referencia

[7].

Lema 5 Sean AT y A} operadores pseudo-diferenciales con simbolos a (x,£),ay (x,&) € S°0, respectivamente,
que satisfacen

at(x,E)=0si £#E < —1+e yaz(x,E)=0si FH&E < —1+e),8>0

para |x| >R >0,y

ai(x,§) =ax(x,§) =0 para |§| <c

con alguna ¢ > 0. Ademds, suponiendo que

al(x,§)PT (&) =al(x,§) y az(x,&)P () = ai(x,§)
entonces, para cada f € S(R3,C*) y para cada N € N existe una constante Cw.y, tal que
[Aze ™o f|| < Cy (1 +t]) ™ para ¥t >0
donde A puede ser AT o AL.

Ahora, defina a

A

(B0 1= 2m) 22 [ 9 (x 6)7(E)aE
donde

J(x,8) =P (E)CL (x, &) + P (§)CL (x,8).

Entonces, se tiene que

N

(U2 =000 = 2m) 2 [ o8] (2, E)F(E)dE

donde i (x,&) € s~(P=10,

Ahora, se va a enunciar la siguiente proposicién:
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Proposicién 6 Sea A un operador pseudo-diferencial con simbolo a(x,E) € S~ para algiin ¢ > 0, tal que
a(x,&) =0 para |E| < ¢, tomando a c > 0. Entonces, para f € S(R3;C*) se sigue la siguiente estimacion

lAe=™0" £ < C{r) .

En particular, se tiene que
g —iHyt _ . 2 3
lim ||Ae™"" f|| = 0 para cualquier f € L*(R”).
t—rdoo
Note que, como consecuencia de esta proposicion se tiene que

. _ —iHyt —
Jim [|(J« = J)e™ ™ f]| =0

Usando el lema 5 y la identidad anterior, se obtiene que

_ I (2 2\ ,—iHot _
s ,Erfm(Ji 0(\/Hy —m?))e 0 (4.27)

s— lim JiJ_e*‘HOt =0
t—ydoo

Proposicion 7

Como los operadores de onda Q1 (H,Hp) existen, la ecuacién 4.27 implica que Q4 (H,Hy;J1) existe y la
siguiente igualdad se da

Q4 (H,Hy)O0(\/HZ —m?) = Q. (Jy). (4.28)

Se define el operador de dispersién S = S(J,,J_), asociado a los operadores de onda Q. (H,Hy;J-), por la
relacion

S(J+,J7) = Q*_i_(H,HO;Ji)Q,(H,HO;J,).

Por la ecuacién 4.28, se tiene que

0(\/HZ —m?)S6(\/H3 —m?) =8.

Defina ahora el operador 7 como

Ty =HJy —J+Hy.

Note que

(JHof)(x) = (2ﬂ)’3/2/R3 ¢S (ay (v, 8 A (E)) T (x,6) —ayy(x, &3~ |2 (§)) {5 (x,€)) F(§)dE
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por lo cual, usando la relacién 4.3 se tiene que

g:(x,8) = (H—|A(&E)])uy (x, & A EE (x,8)) + (H + A (E)]) Gy (x,&: ~[A(E)])EE (v, 6))

_ ¢108) (15 (&3 A (E))EE (. ) i (v, & —AE)N L (1. €))

—i Y51 (95, 8 (0, €)) etjuay (0, &3 IA(E)]) — 13- (9, G5 (v, &) ajuty (x, E: ~[A.(E) ).

(4.29)

Entonces, tomando 7. (x, &) = e ) g (x,&) y usando la ecuacién 4.18 se obtiene que

(1o1)(0) = [ 5t (x,E)FE)E = (TLF)() + (T2F) ()

donde T} y T? tienen los simbolos

)8 (0, 8) +ry (. & = |A(E) N Ex (x,€)

ry (x,8:12.(8)

3
Z 9, G5 (x,8)) ey (x, &5~ A (&)])
s

3
i: - Z aij:I: O‘J“N(

]:

respectivamente.
Usando la estimacion para el error ry, se tiene que

thesPNNN>0
y, usando las estimaciones de 4.20 se obtiene que
2 esyh
Ahora, se va a definir el generador de dilatacién, denotado por A, como

13
ZxV—i—Vx
2i i

Note que
i[Hy,A] = Hy—mp

{[H,A]=H—mB—V+ilV,A] = H—mB —V — (x,(VV)(x)).

4.2. SINGULARIDAD PRINCIPAL EN LA DIAGONAL DEL KERNEL DE LA MATRIZ DE DISPERSION



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE DISPERSION Y PROBLEMA DE DISPERSION INVERSO 86

Si V satisface las estimaciones anteriores, entonces, no existen eigenvalores encajados en el espectro absoluta-
mente continuo de H, por lo tanto, por la estimacion de Mourre, Teorema 2.5 de [6]

+Ey(1)i[H,AlEy(I) > cEx(I)

parac >0, +£E >mel = (E —ng,E + ng) para alguna ng > 0.

Ahora, se enunciara el siguiente teorema
Proposicion 8 Suponga que las estimaciones en (4.2) se cumplen. Defina a P := Ex(0,00) y P_ := Ep(—00,0)
las proyecciones espectrales del operador A. Para £Rez > my Imz > 0, los operadores

(A) PRo(2)(A) 7 p > 3

_ - |
(A)""PP.Rp(z)(A) 14> 5.0<4q

(A) IR (P A) P g > 5 p< g
(A PR ()P (A) VP

son continuos en norma con respecto a z. Ademds, las normas de los operadores anteriores en 7 = E +i0 estdn
acotadas por C|E| ™! cuando |E| — .

Ahora, se van a enunciar dos proposiciones, para esto, suponga que 7 es un operador pseudo-diferencial con
simbolo ¢.

Proposicion 9 Seat € S(io para algiin signo 'y sea p > 0 un niimero entero. Entonces, el operador (x)? (VYPT (A)~1
es acotado para todo q > p.

Proposicion 10 Sea t € ST para alguna n y m. Entonces el operador (x)1(V)STPy(A)? es acotado para todo
D.q,s € R.

Ya que V satisface la estimaciones del capitulo 2, entonces, el resolvente Rp(E £ i0) es localmente Holder
continua en (—oo, —m) U (m, o) y, por lo tanto, de la proposicion 4.1 de la referencia [9] se obtiene que:

Proposicion 11 Suponga que V es una funcién con valores en las matrices Hermitiana 4x4, tal que,
|(x- V)!'V(x)| es acotado para toda x € R y | = 0,1,2. Entonces, para cualquier Ey > m, la siguiente estimacion
es vdlida

sup  [[Rp(E +ie)fll2 < Gl Sl

0<e<1,|E|>Ey

paral/2 <s<1.
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Esto implica que

Lema 6 Para cualquier p,q y N tales que N > p—p +1/2, N > g, para |Rez| > my Imz > 0, el operador

Q)P (VIR (2)T- (V) ()"

es continuo en norma con respecto a z y, ademds, el operador

()P (V)ITIR, (E)T- (V)4 (x)?
es uniformemente acotado para |E| > Ey > my Ey > m.

Para |E| > m, se va a definir los siguientes operadores

$1(E) = 27ily(E)T! R, (E)T_T; (E)

y S2(E) esta dado por
(S2(E) 1, f2) = —2milim(JLT- 8 (Ho — E)g1, Ty (E)To(E)g2)

donde fi, f» € #(E) y cumplen que f1, f» € C(S*,C*), 8y (Ho — E) := (2mi) ' (Ro(E +il) — Ro(E —il)) y
g son tales que

8i(8) = v(E) ' f;(E)y(I&]) para j = 1,2, con & = & /&, v € CF(RT\{0}) y ¥(V(E)) = 1.
El kernel del operador S; (E) es suave:

Teorema 20 Sea A(x) y V(x) el potencial electromagnético que satisface las estimaciones 4.2, respectivamente.
Entonces, para cualquier p 'y q, existe N tal que el kernel s)(®, 0;E) del operador S| (E) pertenece a la clase de
CP(S? x S?) y, ademds, su norma CP es de orden O(|E|™%) cuando |E| — .

La demostracién de este teorema se puede encontrar en la referencia [14].

Abhora, se van a enunciar las propiedades del operador Sy (E).

Primero, se sigue de su definicién que:
(S2(E)f1, fo) = —2nig%(T_F*Sﬁsg"E)gl TG (E) f) (4.30)

donde Sﬁsg"E) = B((A(E) —E)? +u?) 'PUenE)(E) y A(E) estd definida en la ecuacién 4.26. Note que, la

T

igualdad A (&) = E es valida si y solo si |§| = V(E).

Usando la ecuacion (4.25) se obtiene que
LT (E)f = (27) 2 v(E) / ¢VENO i (x V(E)w:E) f>(0)do

donde ji; (x,&;E) :=af, (x,&; A (&)) fg"m(x,é) y, ademds,
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(T T (E)f2) = @) 2V(E) [([ [ 5E 00 (i (x, v(E)0:E)) 1 (v, 8)F(E)). So(@))dod €

para f € S(R%;C*).

Sea ¢ € CJ(R?) tal que ¢(0) = 1, entonces, tomando f = F*§ (Sg"E)gl en la ecuacién anterior y usando la
definicién de T, las ecuaciones (4.19) y (4.30), se tiene que

(Sa(E)fi.f2) = =i2m) 2v(E)timlim [ [ (GO(V(E)0.& B8 81(E), flo)dads’ (33D

uw e—0

donde,

©)(&,&E) = g(!é\)Q(\é’\)/e"“’é’*g)(jﬁ(x,é;E))*t—(x,é’;E)fp(EX)dx

para alguna ¢ € Cj'(R™), tal que g(¢) = 1 en una vecindad de v(E) y (1) =0 parat <c; y

t(x,ELE) =1t (x,E";E) +1* (x,EE)
con ! (x,E"E) == ry (0, E5A(EN) ™ (0, &) y 2 (x, £ E) i= —i X1 (95, C09™ (6, &) ey (x, E5 L (E1)).

Ahora, con este lema se determina el limite de G®) (&, &'; E) cuando € — 0.
Lema7 Sea G(&,E',E) definida en R® x R3, tal que, para cada E con |E| > m, la funcién G(v(E)E,E';E) es

Holder continua en &', y uniformemente continua para @ € S?. Sean gy, f1 y f> como en la definicion de Sy(E).
Entonces, la siguiente identidad se da

tim [ [ (G(E)o.85E)5"01(&). fo(@)dwdg’ = v(E) [ [ (GV(E)0.V(E)8:E)(6). fo())dwd.

ulo

Su demostracién se puede encontrar en la referencia [14].

Usando la definicién de _, a G(&) (&, E', E) se le puede descomponer como

@), E) =G\ (&,EE) + G (£,EE)
donde

Gi(8.8:E) = (ENS(E) [ €59t (.G E)) 't (x. 8 E)p(ex)dx

G (£.85E) = SENS(IE) [ €9 (i (n E:E))'2 (. & E)plex)dr. @32)

Ahora, se van a enunciar los siguientes lemas.

4.2. SINGULARIDAD PRINCIPAL EN LA DIAGONAL DEL KERNEL DE LA MATRIZ DE DISPERSION



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE DISPERSION Y PROBLEMA DE DISPERSION INVERSO 89

Lema 8 El limite

A A

GV (v(E)E,v(E)EE) = 1im G (v(E)E,v(E)E"E)

£—0

existe.

Para cualquier p y q, existe una N, tal que G ( (E )‘g’ v(E )é’;E) € CP(S* x S?) y su norma CP es acotada
por C|E|™4, cuando |E| — co.

(e)

Ademds, el limite de la integral en 4.31 con G|, en lugar de G(S), existe y

—i(27) 2V (E)limy o lime o [ (G (V(E) @, E)8" 81 (&), (@) dwdE' =
~i(27) 2V(E)? [ [ (G (V(E)w,V(E)6;E) /1(6), f2(@))d6d 0.

Lema9 Sea 0,0’ C §? con]untos abiertos tales que ON O’ = 0. Entonces, existe una funcion Gg 0. (&, 81E),

tal que, para cada py g, G 2_0 0/(5 ,E'SE) es de clase CP(R? x R?®) y su norma CP es acotada por C|E|~4, cuando
|E| — . Ademds, para g1, fi y f» como en la definicion de S»(E), con la propiedad de que fi € C3(0') y
f> € C5(0), entonces

~i(2m) 2 V(E)limgolime 5o [ fi2(Gy (v (E)@, §5E)80" 1 (&)). fo(0)) dwrdg =
—i(27) 2V(E)? [z Ji2 (GY o (V(E)@, V(E)O:E) i (6), fo(@) )dOd .
En particular, la funcion Gg?())p, satisface la estimacion
1G, o (V(E)E V(E)E':E) | cnise us2) < Cp(0,0')|E|
para cualquier p y q.

Lema 10 Sean 0,0 € Q. (@y,8) 0 @,0 € Q_ (@, 5). Suponga que (0,%) > €, donde € > \/1— 82. Entonces,
(0,%) > —¢.
La demostracién de estos, se puede encontrar en la referencia [14].

Abhora, se necesita conocer las singularidades de G2 (é E'SE) para &' = &£. Para esto, suponga que se tiene
wy € S? arbitrario, ‘I’i(i,é’, ) € C*(S? x S?) las funciones de corte con soporte en {(§,£') € S2x§? : §,&' €

Q4 (wp,8)} y considere a \Pi(‘ié';wo)Ggg)(é,é’;E)-
Note que,

0, CF(x,€") =0

para +(&' %) < ey
(r(x )=

para j:(é ,%) > —€ey |E| > c1. Entonces, por los lemas anteriores se infiere que
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Cf(x,é)axjéf(x,ﬁ') = anC—i(xﬁél)

para |E| > ¢y E,E' € Q (wy,8) 0 E,E € Q_(ay,8). Por lo tanto, de la ecuacion (4.32) se obtiene que

(8.8 E) = ~ig(1EDs (') Z 0 () iy (1852 (E) 24 5 5 E Nplen)an - 433

para &, &' € Q. (wy,8) 0 E,E' € Q_(an, 8).

Ahora, se van a enunciar dos lemas que se pueden encontrar en la referencia [22].
Lema 11 Sea
AP (E.&"E) :/n ¢ oy (1,E, 6 E) @(ey)dy

R

donde ¢ € C(R?) es tal que ¢(0) = 1,
Mg, :={y€R3: (y,a0) =0,a0 € S*} y g+ € SP para algiin niimero real p. Suponga que

suppgs C{(§,€) eR* xR : £,&' € Qu(a,8), 5 >0, (8| > c}.

Sean g1, f1y f» como en la definicion de S(E). Entonces, para |E| > m'y para n par se tiene que

limy o lime o fi (AL (V(E) @, & E)84™ )81 (E), fo(@))dE do =

= V(E) Jriy, ity i1y €50 VE)Y) (D) (8 (0. VE) S, V()L E)i(E), 2(8))dyd ' d (.

_ p) 2_ 192 5 I g=(nVv(E)S,V(E)LE)
donde (v(E)y) = \/1+(V(E)y)* <DC’> =1 acl y & V(E)S,V(E)LLE) := (( 1 ‘€|2)(1 |ERYI2 "

Ahora, definaa ITg; (E) :=={x € R? : x=zwy+y,y € [1y y = (sgnE)z > 0}.

Lema 12 Sea

/!

AD(EERE) = (AE)| - 1A [ s

*)gi(x,&, & E)p(ex)dx

donde @ € C6°(]R3) es tal que ¢(0) =1y gy € SP para algiin niimero real p. Suponga que
SUppg+ - {(éaél) € R3 X R3 : é?é/ € Qi(a)()75> ) 0 > 07 ‘gl‘ > C}
y que satisface la estimacion
1029F 0L, g1 (x,&, £ E)| < Corp 1+ x|y 71

para algiin niimero real p y para toda x € Hf,O(E ). Ademds, suponga que satisface la relacion

4.2. SINGULARIDAD PRINCIPAL EN LA DIAGONAL DEL KERNEL DE LA MATRIZ DE DISPERSION



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE DISPERSION Y PROBLEMA DE DISPERSION INVERSO 91

g+(x,&, 8" E) = 0si (sgnE)(n,x) > co[n]|x]

paran =&+¢& o€ (0,1), x€T15 (E)

Tm lim /S 2 / AD (V(E)0,ELE)8 g1 (&), fr())dE'de = 0.

nl0e—0

Ahora, se va a tratar de encontrar una expresion para G (& &S E) que sea independiente de las funciones de

corte ¢ ") Para esto, observe que si &/ € Q. (ay, 8), entonces la funcién d; e (58nE) (x, E') = 0 para
+(sgnE)z < 0, por lo cual, la integral de 4.33 solo se localiza en la region de I: (E o, (E). Integrando por partes en

Gg ) y notando que {* (sgnE) (y,&") =1, para |&'| > ¢y, se tiene que

A

W (€8 00)GY (8,81 E) = We (&, & a0) (16 (E,E5E) +RE(E,E1E))

(1A

donde

Gy (E,85E) =i(sgnE)€(|§|)€(!€’!)/H (uy (3, €:4(8)))" (0t @n)uy (v, 6" A (E7)) @ (€y)dy

%

(. 81E) = ilsenE)s (€ D) |¢|2 / W &2 (8))" oy (6, &A1) p(ex)) E¥" (. & )

Usando la definicion de las funciones rﬁ (x,&;E), se obtiene que

i¥ 1 O, ((uy (x, £: A(8)) oy (x,§": (&) =
¢ E(rf (x, 63 A(8))) ay (6, E5 A(E") — (a (6, &3 A (8))) iy (6, E5 A (E)+
(A(8) = A(&")(ay (x,E:A(8))) ay (x,E": A (E"))].

A

Ahora, se va a descomponer a V. (€, &; ) ¥ ) en la suma

A A

W, (8,85 an)RE = Wi (€& a0) (RY)s + (RY))s + (RE)).)

donde
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(R (8,85 E) := ie(sgnE)s (1)) (1€)
XTI g ) € 8 (a6, B A(6))) gy (3, €5 A (E))€") (3,8 (91, 0) (),
(RE)) (8,85 E) := (sgnE)s (1)) (1€
X Jria (5 €89 (5 (6, B3 A(8))) "y (6, A (1)) = (af (v, 5 A(8))) 1y (%, € A(EN)) L") (x,E) p ex)lx,
(RY))£(8.8E) == (1A (8)] - [A(E))s(1EDs (1))
% s ) €8 (@ (6, 6 A(8)) ay (x4, &5 AEN) S (x, €' pex)elx,
Con estos operadores se obtienen los siguientes lemas

Lema 13 El limite

W (8,8 00)(RY) (8. €4 E) o= lim W (8,8 an) (RS) 1 (6,6 E)

existe. Para cualquier p y q, existe N, tal que la funcion \Ifi(é,f’;a)o)(Rgo))i(v(E)é,v(E)é’;E) es de clase
CP(S? x S?) y su CP norma es acotada por C|E|~4, cuando |E| — . Ademds, la siguiente relacion se da

—i(27m) 2V (E) limy o 1imeo [ o (W (@, &5 @0)RYE (V(E)0, 8 E) 805 81(E), fo())dwdE =
—i(27) 2V(E)? [ Jr (Ve (@, 0: 00) (RY) £ (V(E)®, V(E)8:E) £1(6), f>())dBd .

Lema 14 Sean g1, f1 y f» como en la definicion de S>(E). Para cualquier @y € S? arbitrario, se tiene que

—i(27) 2V (E) limy olimeyo | [(£We (0, &5 00)GF (v(E) 0,6 E) 80 81(8), fo(0))dE dw =
= J Jo (s (@, 6: E: ) £1(6), f2(@))dBd

(V)

donde Sing

(w,0;E;ax) estd dada por la ecuacion 4.23.

La demostracién de estos lemas se puede encontrar en la referencia [14].

Esto permite obtener el siguiente teorema

Teorema 21 Sea s>(w, 0;E) el kernel del operador S(E). Para cualquier p 'y g, Wi (®@,0)s2(®,0;E) es de clase
CP(S? x S?) y su norma CP es una funcién O(E~1). Ademds, para cualquier p y q existe N suficientemente larga,

tal que, Vi (@, 0;m)s2(@,0;F) — sV

sing
por C|E|~9, cuando |E| — eo. Esta estimacion es uniforme para @y € S*.

(w,0;E;ax) es de clase CP(S? x S?) y, ademds, su CP norma es acotada
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Nuevamente, este teorema esta demostrado en la referencia [14].

Ahora, se va a citar el siguiente resultado que se puede encontrar en la referencia [8].

Lema 15 Sea f(x,&) € C*(RY x RN) tal que

|02 £(x,&)| < Co ()P~

para algiin 0 < p < N. Entonces, se tiene que

| RN(e’“"@f(x, £))dx| < C|g|~P)

cuando || — 0.
Defina la funcién h%" dada por
hy' (v, 0, 0: E: a) := (sgnE)((a* (v, V(E)0:E) — Po(E))" (- an)(a™ (v, V(E)0:E) — Py (E))
(4.34)
+Po(E)(0- ap)(a™ (3, V(E)B;E) — Po(E)) + (a* (3, V(E)@; E) — Po(E) ) (&t - ) Po (E))
Con esta funciodn, se obtiene el siguiente lema

Lema 16 La funcion by, dada por

by(®,0;E; ) :=+(2m) >v(E)* V. (0, 0; ay) /H V=0l (hy (v 0, 0;E; wy) — (sgnE)Py(E) (0t o) Py (E))dy
o

satisface la estimacion
|by(®,0;E;a0)| < Clo — 9’7(3,,,)

para @ =0y p =min{p,,pm} < 3.

Su demostracion se puede encontrar en la referencia [8].

Para f,g € H(E), defina Iy := [g [52(s}5(@,0:E) £(6),8(®)) - ()d0d 0.
Proposicion 12 La funcion ¥.o,n0,-0 s(()ék) (w,0;E) es una funcion de Dirac sobre 7€ (E). Esto es

Y Ii=(f.8xre

Ojﬁ0k¢0
la demostracion de esta proposicion se puede encontrar en la referencia [8].

Lema 17 El limite de la ecuacion (4.30) existe y el operador S»(E) se descompone como sigue

SHE)=1+9 + %
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donde I es el operador identidad en J(E), 9 es un operador integral con kernel
en(w,0;E) = Zojﬁokiq,xj(w)giN"fjk(a), 0;E)xi(®) que satisface la estimacion

lgn(@,6:E)| < Clo—6] P
para @ = 60y p = min{pe, Pm} < 3y, por ltimo, %, es un operador integral con kernel
. _ 0 0
r1(@,6:E) = —i(2m) 2V(E)*(L0,n0,-0 1;(©) (G} + G ) (V(E)®,v(E)8;E)1(8)+

+ Xo,n000 i () R ) 4 + 2 (@) 2 (0)(RY) ) 2e(6)

donde x;(®,0) = x;;c(w)x;;((e) + X3 (@)X (0). Ademds, para cualquier p 'y q existe N suficientemente
larga, tal que, r(®,0:E) es de clase CP(S* x S?) y su norma CP es acotada por C|E|~9 cuando |E| — . Por
iltimo, el operador S,(E) — I es un operador compacto en 7 (E).

La demostracién nuevamente se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, el siguiente lema da una férmula estacionaria para S(E).

Lema 18 Para |E| > m, la matriz de dispersion S(E) puede se representada como

S(E)=S1(E)+S2(E).
Y, como corolario, se obtiene que

Corolario 5 Para cualquier |E| > m, la matriz de dispersion S(E) satisface la relacion

S(E)=S1(E)+S2(E).

La demostracién de estos, se puede encontrar en la referencia [14].

El siguiente teorema calcula el término principal en la singularidad en la diagonal de s™(®, 8;E), para 1 <
p <3, cuando @ — 6 — 0y E esti fija.

Para ay € S? fija, se toma la funcién de corte W, (@, 8; @p) con soporte en Q (@, 8) x QO (ap, 8), tal que, sea
iguala 1 en Q4 (@, ') para alguna 6’ > 8. Defina también al operador “//V(]j;)w (x):= %V(x) + (sgnE){(w,A(x)).
De esto se sigue que:

Teorema 22 Sea un potencial magnético A(x) y el potencial eléctrico V (x) que satisface las estimaciones 4.2, con
1 < p < 3, respectivamente. Entonces, para toda ® € S? fijay 8 € Q, (0,8'), ® = 0, se tiene que
; 1 V(E ~
(6" (0.6:8) -~ (m) V(e A F KA VEDREN < Clo-0] 27 @35)
l balat
donde 6 =0 — (0,0), py=2(p—1), sip <2yp=2—¢ con & >0, para p = 2. Aqui la constante C es
independiente de @. Si p > 2, entonces la diferencia del lado izquierdo es continuo.
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Su demostracién se puede encontrar en la referencia [14].

Para lo siguiente, suponga que V,A € C*, son tales que V = Vp|x| P y A = Ap|x| P paral < p <3, |x| > R con
R > 0; ademds, suponga que Vj es una constante real y Ay es un vector constante real que satisfacen Vy+ (@, Ag) =0
para toda @ € S.

Ya que
FVE) = F(HE = (Vo + (@,40)) %1 ) + (Vo + (@, A0)).F (x| P)
y p
_ o 30(55) L e . i
Tl ) =2 Pri 5] 3P) —4mp (p — )T (—p)(sin 72§~
2

donde I’ es la funcion Gamma, entonces, la estimacion (4.35) y la relacion

6°
1+4/1—18)2

implican que la estimaci6n en el kernel de gy es optima. Esto implica que la relacién |s™ (@, 8;E)| < C|w —
6|~3*P es la mejor posible.

2

-6 =2(1-(0,))

4.3. La seccion transversal de dispersion

Designemos por s (@, 8;E) el kernel del operador S(E) — I. Se define la seccién transversal de dispersién
para la direccion entrante 0 y todas las direcciones salientes @ como

o(6:E:u) = [ |5 (@,0:E)uldo
S

donde u € X*(v(E)0) es un estado inicial normalizado.

Lema 19 Sea p := max{p,,pm}. La seccion transversal c(0;E;u) es una funcion continua de 0, para p > 2.
Ademds, la seccion transversal total dada por

/ 5™ (@, 0;E)ul*d0dw
S? Js?
para un estado inicial normalizado u € X*(v(E)0), es finita si p > 2.
Ahora, se enunciard el siguiente resultado:
Teorema 23 Sea un potencial eléctricoV 'y un campo magnético B, que satisfacen la estimacion (4.2) para alguna
Pe>1yr=pyu+1, con p, > 1yademds supongamos que V-B = 0. Sea V y B funciones homogéneas de orden

—Pe Y —Pm — 1, respectivamente, para |x| > R con R > 0 y al menos una de ellas no es trivial para |x| > R.
Entonces la seccion transversal total de dispersion es infinita si 'y solo si p < 2 donde

1. p =min{p,,pm} si V y B no son triviales para |x| > R.

4.3. LA SECCION TRANSVERSAL DE DISPERSION
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2. p=pPwsiV estrivial para |x| > R.

3. p = p. si Bes trivial para |x| > R.

La demostracién se puede encontrar en la referencia [14].

4.4. Ellimite de altas energias de la matriz de dispersion

Considere la parte principal Sy(E) de S(E), la cual viene dada por tomar N = 0 en la relacion 4.21. Note que
su kernel, viene dado por so(®, 6;E) = ¥.0,n0,20 50,k (@, 63 E).

Defina el operador P(E) : L*(S?;C*) — L?(S*;C*) por larelacién (P(E) f)(®) := Py (E) f(®) y denotamos por
P(£o0) : L2(S?;C*) — L2(S*; C*) por larelacion (P(£e0) f)(@) := Py () f(®), donde Py (£e0) := L (I £ (- w)).
Note que P(E) converge a P(40) en L?(S?;C*), cuando +E — co. Ahora se va a enunciar el siguiente resultado:

Proposicion 13 El operador So(E) es uniformemente acotado en L*(S*;C*), para todo |E| > Eo, Ey > m y la
siguiente estimacion se da

IS(E) — So(E)|| = O(|E|™") cuando |E| — co.

Ademds, el operador S(E)P(E) converge fuertemente al operador S(+e0)P(d0) en L*(S*;C*), cuando +E — o,
donde S(%e0) es el operador de multiplicacion por la funcion ¥.o,q0,-0 2 () xp(w)e o=V i@)H@A@))dr

La prueba de esta proposicion se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, se va a considerar el caso especial cuando |[E| — ooy @(E), 8(E) — @ para algiin @ € S? arbitrario, de
tal forma que n := v(E)(®w(E)—0(E)) = 0 se mantenga fija. Se van a tomar dos familias de vectores w(E), 6(E) €
S? con estas propiedades, con esto se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 24 Sea un potencial magnético A(x) y potencial eléctrico V (x) que satisface las estimaciones (4.2). Para
n € R*\ {0}, sea w(E),8(E) € S? definida como antes. Entonces, se tiene que

ilggle(E)_2S(w(E)7 0(E);E) = (2m) " F (e KOOIy (do0)) (1) (4.36)

donde R(y,;+o0) := [ (V(y+10) £ (0,A(y+1)))dt y Py(deo) = J(I+ (- 0)).

La demostracién de este teorema se puede encontrar en la referencia [14]. Usando este teorema y la transfor-
mada de Radon se demuestra en el Teorema 7.8 de [14] que el potencial V y el campo magnético B se pueden
reconstruir univocamente a partier del limite de altas energias (4.36).

Teorema 25 Supongamos que el potencial eléctrico V(x) y el potencial magnético A(x) satisfacen las estimacio-
nes (4.2). Entonces la amplitud de dispersion s(®,0,;E) conocida en una vecindad de la diagonal @ = 0 para
todo E > Ey, o E < —Ey para algiin Ey > m, determina univocamente el potencial eléctrico V(x) y el campo
magnético B(x) = rotA(x). Ademds se puede reconstruir V (x) y B(x) a partir del limite de altas enegias (4.36).

4.4. EL LIMITE DE ALTAS ENERGIAS DE LA MATRIZ DE DISPERSION
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4.5. Problema inverso a energia fija para potenciales homogéneos.

Sea ® € S? fija. Sea la funcién de corte W, (®,8;®) con soporte en QO (®,8) , tal que, es igual a 1 en
Q. (w,d"), para algiin 8’ > J. Se va a reescribir la ecuacion (4.24) en términos de potencias del potencial V(x) :=
(V(x),A(x)). Note primero que para |E| > m

/P EE) — i ,l(ii/w(‘E|V(x:t (sgnE)tw) + (sgnE){w,A(x=+ (sgnE)tw)))dr)’.
j=0 J! 0 |5’

Sustituyendo esto en la definicién de aﬁ, se puede escribir a ésta como una expansion asintdtica

TP Sl
aN(x,é,E) - Z aN7m(xa§)
m=0
donde ai £ (x,&) es de orden m con respecto a V(x). Sustituyendo esta expansién en la expresion (4.24) y
juntando todos lo términos con las mismas potencias de V(x), se obtiene que

hy(y,0,0:E;0) ~ Y a,(y,0,6;E) 4.37)
n=0

donde a,(y, m, 6;F) es de orden n con respecto a V(x).

Note que ag(y, ®,0;FE) = (sgnE)Py(E) (0 - ®)Py(E) y que el término lineal con respecto a V(x) estd dado por

a (y, w, G;E) =
(4.38)
—i(sgnE)([§" (g1 (v 1@) & (0, Ay £1@)) + gV (yF10) + (0, A(y F16)))dr) P E) (@ @) Po (E)

para =F > m. Los términos restantes son de clase S en la variable y, ademads, también se sigue que a, €
S—(p—D)n

Ahora, se va a recuperar asintéticamente el potencial V(x) de la parte lineal del simbolo del operador Sqing (E)
con kernel sgiNn)g.
Para esto, se va a calcular el simbolo a(y, ®; E) de Sqing (E) utilizando la amplitud de v(E)?W, (w, 6; ©)hy(y, @, 0; E; ),

haciendo el cambio de variable z = —V(E)y en la expresion (4.23) y aplicando se obtiene que

2
V(ﬁE!) (_iV(E))_‘B‘afagﬁN(y,C,C';E;w) lo—¢

a(y,(:E)~Y
B

paray € I1y,. La férmula explicita del simbolo a(y, ®; E) se obtiene al sustituir la expansién 4.37 en la relacion
anterior.
(N)

Note que s;,, estd relacionada con a(y, o; E) por la expresion

sing

s (0,6;E;0) = (27) / ¢V EO) gy, @ E)dy.

[0}

4.5. PROBLEMA INVERSO A ENERGIA FIJA PARA POTENCIALES HOMOGENEOS.
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A partir de esta relacion se demuestra que se puede recuperar a la funcién a(y, ®; E) de la amplitud de disper-
sién s(®, 0;E), médulo una funcién de clase S—7V), i, e.

a(y,w;E):/ eV EOO)(w,0;E)W, (w,0; 0)d6 —l—aEQQ(y,m;E). (4.39)

)

donde a%\;) € 5PN y p(N) — oo, cuando N — oo,

Usando (4.38), se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 14 Sea un potencial magnético A(x) y un potencial eléctrico V(x) que satisfacen la estimaciones
(4.2). Entonces, la funcion a(y, ®;E) admite la expansion

a(y,w;E) ~ V—Pw(E) + Z hy(y, 03 E)

donde h,(y, ;E) es de orden n con respecto a V(x) y h, € S~V Ademds,

E
o+ RO EDR(E) € 570
donde
R(y,w;E):/_ (K (- 100))dt
y(a— %Pw(E) —i—ivl(TEl)R(y, ®;E)Py(E)) € STP+1=¢ para ¢ = min{p — 1,1}.

La demostracién se puede encontrar en la referencia [14].

Ahora, suponga que el potencial eléctrico V (x) € C*(R?) y el campo magnético B(x) € C*(R?), con V-B =0,
admiten la expansion asintdtica

Vix)~ Y V), (4.40)
j=1
y
B(x) ~ ZBj(x), (4.41)
j=1
respectivamente, donde las funciones V;(x) son homogéneas de orden — p](-e), conl < pj(-e) < p,Ee), y las funcio-

(m)

nes B;(x) son homogéneas de orden —r;"’, con2 < r;" <r;

(m) (m) ;
i i parak > j.

Se demuestra en cite[12], que si el campo magnético B(x) es homogéneo de orden —rlm < —2 se puede tomar
el potencial magnético A(x) homogéneo de orden — p™ = —r(m 41 < —1. Por lo tanto, si B satisface la expansién
anterior, entonces, como se demuestra en [14], podemos suponer que A(x) también es una suma asintética. Esto se
demuestra de la manera siguiente. Suponga B(x) = (B (x),Ba(x),B3(x)) es el campo magnético, tal que V-B = 0.
Defina a la matriz
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0 By -B
F=| —-Bs 0 B
B, -B; O
y defina a los potenciales auxiliares
(e} 3 ..
A7) () = / s Y F0D (sx)x;ds, (4.42)
1T
j=1
(e} 3 ..
Al(m) = —/0 s Z F(”)(sx)xjds. (4.43)
j=1

Note que A (x) es una funcién homogenea de grado —1, A"8) (x) = O(|x| P) con p = r— 1, cuando |x| — oo
y rotA™) (x) = 0 para x # 0. Defina a
Ar(x) = AV (x) + A (x) (4.44)

como la parte transversal del potencial A(x), i. e., la parte de A(x) que cumple que (x,A;-(x)) = 0. Por otra parte,
defina a la funcion U (x), para x = 0, como la funcién integral curvilinea dada por

U= [ A90).d) (4.45)

donde xp e R esxp 20y I}, €s una curva que une a xp con x y no atraviesa al 0. Se sigue del teorema de
Stokes, que U (x) estd bien definida y no depende de la curva I, . y, ademads, gradU (x) = AL (x).

Ahora, tome el potencial magnético
A(x) = Air(x) — grad(n (x)U (x)) (4.46)
donde 7 (x) € C*(R?), tal que, N(x) = 0 en una vecindad del cero y n(x) = 1 para |x| > 1. Se sigue que
rotA(x) = B(x). (4.47)

Ademis, A € C* si B € C* y A(x) = A" (x) para |x| > 1. Por tiltimo, también satisface la siguiente estimacién

[0%A(x)| < Ca(1+|d]) P14,

si suponemos que,

|0“B(x)] < Co(1+ |x]) P11,
para todo multi-indice 0 < |t|.

En esta seccion eligiremos el potencial magnético de esta manera, y entonces,

(m)

J

(m) (m)

donde las funciones A ;(x) son homogéneas de orden —p ;" con 1 < p <Py parak>j.
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Agregando términos iguales a cero en las expansiones para V(x) y A(x), se puede suponer que i = P’

J
Entonces, el potencial V admite una la expansion asintdtica

(m) ()

donde W;(x) = (V;(x),A;(x)) son funciones homogéneas de orden —p; = —p;" = —p;"".

Sustituyendo lo anterior en la expansién (4.39), se sigue que:

Teorema 26 Suponga que un potencial eléctrico V(x) y el campo magnético B(x), con V -B = 0, son C*(R?)
y admiten una expansion asintética como antes. Suponga que los términos V; y B son funciones homogéneas
de orden —p; y —rj = —pj — 1, respectivamente y donde 1 < p; < pr < .... Sea A(x) el potencial magnético.
Entonces, la funcion a(y, ®; E) admite una expansion asintdtica

v E () oo
ay0i8)= Y PE)+ £ T T 01 05E)
n=1m=0ji,...,Jn

donde para cada k = 1,2,...,n, ji toma valores de 1 a oo. Las funciones hy ., ... ;, son de orden n con
respecto al potencial V(x) y solo dependen de W, ,W;,,...,Wj,, ademds, son funciones homogéneas de orden
n—m—Yy_,pj, conrespecto alavariable y.

La demostracion se puede encontrar en la referencia [14].

Se va a definir el mapeo T(y, w;E;W) = a™ (y, w;E) +a£22 (v, 0;E) — %Pa,(E). Como aV)(y, w;E) esta
definida por una expansiones asintética, entonces, 7' es una funcién de clase S~*. Se va a definir a Q(y, @; E; W) =
T(y,0;E;W)+ i%R(y, @; E;W)P,(E). De esto se obtiene lo siguiente:

Teorema 27 Suponga que el potencial eléctrico V(x) y el campo magnético B(x), con divB = 0, son C*(R?) y
admiten una expansion asintética como antes, donde V; y Bj son funciones homogéneas de orden —p; y —r; =
—p;— 1, respectivamente, donde 1 < p; < py < .... Sea A(x) el potencial magnético. Entonces, el kernel s(®, 0;E)
de la matriz de dispersion S(E) para E € (—oo,—m) U (m, £o°) en una vecindad de la diagonal ® = 0, determina
de manera tinica cada una de las Vi(x) y Bj(x). Ademds, Vi (x) y Bi(x) pueden ser reconstruidas por la formula

_,-VISE’?R@,m;E;vvl)Pw(E) — hi(y, 0 E)

9999

donde h; es el término homogéneo de orden mas alto con respecto a ”’y” en la expansion del Teorema 26. Las
funciones Vj(x) y Bj(x), para j > 2, pueden ser reconstruidas recursivamente de la formula

V(E)
E]

- jﬁj)mm T E Y W)

i=1

—i R(y,0;E;W;)Py(E) = (a(y, w;E)

adonde designamos por f° el término homogeneo de orden mayor fi en (3.1) que no es idénticamente cero.

La demostracién se puede encontrar en la referencia [14].

Como corolario se obtiene que

4.5. PROBLEMA INVERSO A ENERGIA FIJA PARA POTENCIALES HOMOGENEOS.
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Corolario 6 Sea W) que satisfacen las hipétesis del teorema anterior para j=1,2. Si s1(®,0:E) —s;(®,0:E) €
C=(S? x S?) para algiin |E| > m, entonces Vi —V, y B — By son funciones de Schwartz.

La demostracién se puede encontrar en la referencia [14].

4.6. Las soluciones de dispersion promedio y la construccion del potencial eléctri-
co y del campo magnético

Ahora, en este subtema se hablaran de las ”Soluciones Promedio de Dispersién”.

Para esto, primero se definird ’la soluciéon promedio de dispersién no perturbada”, dada por

Vo (iE) i= [ "EOIR(E)f(@)do

para cualquier f € L*(S*;C*).

Note que los coeficientes de Yy  son iguales a los de I} (E) f, definidos en el capitulo 3, subcapitulo 3. Enton-
ces, se sigue que Yo 5 € AV (R3CY), cons > 1/2y Hoyy s =Eyy 5.

Sea V que satisface la estimacién 4.2.”La solucién promedio de dispersion perturbada” viene dada por

Vi s (5 E) = [~ Ry (E)V] Yo, E € (oo, —m) U (m,e0), f € L(S%:C).

Note que, y; € HVS(R*C*), con 1/2 <s<soy Hy, s =EY, ;.

Sip > 2, se tiene que

Vis(E) = [ v (v oiE)f(0)do
donde

vt (x,0;E) = Py(E)eV V%0 _ (Rp(E+i0)V(-)Py(E)e’™ B0 (x).

Usando la representacion estacionaria de la matriz de dispersion dada en el capitulo 3, subcapitulo 3, se puede
rescribir a S(E) en términos de las soluciones promedio. Para f,g € L*>(S?;C*) se tiene que

(S(E)f.8) (k) = (f:8) e(e) —i(27) 2V(E (Vs £, Woe) 12

Las soluciones promedio cumplen la siguiente proposicién

Teorema 28 Sea V tal que para algiin so > 1/2,< x >0V is a compact operator from H' to L* and such that,

109V (x)| < Co(1+1x)P,p>1,|a| <1, paraxcR¥\ Q

4.6. LAS SOLUCIONES DE DISPERSION PROMEDIO Y LA CONSTRUCCION DEL POTENCIAL ELECTRICO Y DEL CAMPO MAGNETICO
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donde Q) es un conjunto abierto acotado conexo con frontera suave dQ). Entonces, el conjunto de las solu-
ciones promedio de dispersion {y, r,f € A (E)} es fuertemente denso en el conjunto de las soluciones de la
ecuacion 4.1 en L*(Q;C*) para toda E € (—o0, —m) U (m, ) fija.
La demostracién se puede encontrar en la referencia [14].
Considere el operador libre de Dirac
0 —ic-V
Loo, =

—ic-V 0

en L?>(Qg;C?) x L*(Qg;C?), donde Qf es un conjunto abierto conexo y acotado con frontera suave dQf y
o = (01, 02,03) son las matrices de Pauli.

Lo 0, es un operador auto-adjunto en

D(Lo,Qp) = {u= (uy,u_) : uy € 7} (Qp,C?),u_ € #(Qp;C?)}
donde %! (Qf;C?) es la clausura de C(Qf) en el espacio 521 (Qp;C?) y 5(Qp;C?) es la clausura de
AN (Qp;C?) con lanorma ||| a2 = (6 V) I 2pe2) + 20

Sea V una funcién con valores en las matrices Hermitianas de 4 x 4, cuyas entradas perteneces a L=(Qg).
Entonces, Ly o, := Lo, +V es auto-adjunto en D(Lg, Qf).

Considere el problema de Dirichlet
(LV7QE —E)(u+,u_) = 0, enQE
Uy |pa, =g € h(dQE), endQg
donde h(dQ) es la traza en dQf de 7 (Qx;C?). Suponga que E pertenece al conjunto resolvente de Ly ), ,

entonces, se tiene que para cada f € h(dQg) existe una tnica solucion (u,u_) € 7#(Qg;C?) x 5(Qp;C?) para
la ecuacidn anterior. Esto se puede encontrar en la referencia [13].

Para cualquier g € h(dQE), se define el mapeé de Dirichlet a Dirichlet (de espinor arriba a espinor abajo)
como

Avg =u_ |0, € h(dQr)

donde (u,u_) es la solucién tnica al problema anterior.

Usando las soluciones de dispersion promedio y el mapeo de Dirichlet a Dirichlet se demuestra el teorema
siguiente de unicidad a energia fija.

Teorema 29 Sea el potencial V j(x) con j = 1,2, dado por

V=
- AW yU)

4.6. LAS SOLUCIONES DE DISPERSION PROMEDIO Y LA CONSTRUCCION DEL POTENCIAL ELECTRICO Y DEL CAMPO MAGNETICO
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donde Vij),A,(cj ) e C=(R3) son funciones reales, tales que Vj(Ej ) y A,(cj ) satisfacen las estimaciones del teorema
28, parak=1,2,3y j=1,2. Sean S;(E) las matrices de dispersion asociadas a V j con j = 1,2. Suponga que para
alguna E € (—eo,—m) U (m,+o0), S| (E) = S2(E) y que existe un conjunto abierto acotado conexo Qg con frontera
suave dQg, tal que E pertenece al conjunto resolvente de Ly ¢y, para j = 1,2. Suponga que Vi(x) = V1 (x) para

x € R3\ Q. Entonces se tiene que Vf) (x) = f) (x) y rotA!) (x) = rotA?) (x) para toda x € R3.

La demostracion se puede encontrar en la referencia [14], adonde también se demuestra el teorema siguiente.

Teorema 30 Supongamos que las expansiones (4.40, 4.41) para los potenciales eléctricos V; y los campos magnéti-
cos Bj,conV-Bj=0,j=1,2, son vdlidas. Sean los potenciales magnéticos, A;, j = 1,2 tomados como en (4.42-
4.46). Supongamos que para un E € (—oo,—m) N (m,), S1(E) = S»(E), adonde S;(E) es la matriz de dispersion
que corresponde a (Vj,B;),j = 1,2. Ademds supongamos que existe un conjunto abierto conexo 'y acotado Qf
con frontera suave dQg tal que E pertenece al conjunto resolvente de Ly, o, para j = 1,2. Finalmente supon-

gamos que las expansiones (4.40, 4.41) convergen en sentido puntual para x € R3\ Q. Entonces, tenemos que
Vi(x) = Va(x), y Bi(x) = B2 (x),x € R’.

4.6. LAS SOLUCIONES DE DISPERSION PROMEDIO Y LA CONSTRUCCION DEL POTENCIAL ELECTRICO Y DEL CAMPO MAGNETICO
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Capitulo 5

Discusion y Resultados

5.1. Breve discusion de los resultados obtenidos y sus posibles aplicaciones:

La condicidén de corto alcance aparece de manera natural en diversas aplicaciones en la fisica. Algunos impor-
tantes ejemplos de potenciales de rango corto son los siguientes.

1. El potencial de Eckard
1 1

2 .
[+cela " 2 (14 cerl?

V="

2. El potencial de Wood-Saxon
1

M P I

3. El potencial del tipo Yukawa
V= / pla)e™"?,
0

4. FEl potencial de Morse
V=D (ef2a(r7rg) _ zefa(rfre)> ]

5. El potencial del tipo de Lennard-Jones

1 1
—B .
(a+r)'2 (a+r)®

6. El potencial del tipo de Coulomb apantallado,
V=C_(r/a)
= r/a),
oa+r
adonde ¢ es una funcién de apantallamiento. Por ejemplo, ¢ (r/a) = e~"/%.
Las correcciones relativistas tienen mayor relevancia en los elementos pesados, ya que, sus niicleos generan

una mayor atraccion a sus electrones haciendo que se muevan a velocidades practicamente relativistas. Por lo cual,
muchas de las propiedades de estos elementos tienen contribuciones relativistas que no se pueden despreciar como
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en la energia de disociacion y en la frecuencia vibracional, vea el capitulo 22 de la referencia [24] para una mayor
discusién al respecto.

Visto desde esta perspectiva, los electrones de un elemento pesado estdn siendo dispersados por su nucleo
constantemente a velocidades relativistas, por lo cual, la descripcién de estos sistemas recae en la ecuacién de
Dirac; sin embargo, si se desconoce la estructura interna del nicleo, primero se debe de determinar el potencial que
genera por medio de la resolucién de un problema inverso para, posteriormente, hacer las correcciones relativistas
del sistema. Ademds, dado que ya se observé que existen potenciales de corto alcance que describen estos sistemas
adecuadamente, los procedimientos planteados en el presente trabajo son aplicables.

5.2. Conclusiones:

Como se menciono en la discusién anterior, la resolucién de un problema inverso tiene grandes e importantes
aplicaciones en fisica como es el de determinar o aproximar la estructura intrinseca del nicleo de un dtomo,
permitiendo asi mejorar el calculo de las propiedades fisicas o quimicas que tienen los elementos.

Como es habitual en la resolucién de problemas inversos, se deben hacer algunas hipdtesis a priori sobre las
propiedades del sistema, 4tomo, molécula, etc., que se estd considerando. En nuestro caso se debe suponer que el
potencial es de corto alcance, por lo que se excluye el potencial de largo alcance. Sin embargo, en la naturaleza
los dnicos potenciales de largo alcance son el gravitacional y el de Coulomb, y los problemas fisicos en los que se
presentan son bien conocidos, por lo que considerar los potenciales de corto alcance es apropiado desde el punto
de vista fisico.

Por otra parte, es seguro decir que, al menos, a los elementos pesados se les pueden aplicar los métodos y
aproximaciones propuestos por este trabajo, lo cuales, no son pocos, dando gran utilidad al presente trabajo.

Por ultimo, como se puede observar en el presente trabajo, el planteamiento y la resolucién de un problema
inverso requiere, desde una perspectiva matemdtica, la comprension profunda del andlisis funcional aplicado a
operadores diferenciales. Esto se puede observar con mayor profundidad en los captitulos 2 y 3, en donde tienen
gran relevancia: el teorema espectral en espacios de Hilbert de dimensién infinita, la teoria de operadores pseudo-
diferenciales, la teoria de distribuciones, entre otros temas; en esto reside la complejidad de la resolucién de un
problema de dispersion inverso. Desde esta perspectiva, la resolucion de un problema inverso consiste en considerar
a los potenciales como una perturbacion a un operador diferencial, de tal manera que:

1. Se pueda determinar el comportamiento del espectro del operador diferencial perturbado.

2. Se pueda encuentrar una relacion entre el espectro del operador diferencial perturbado y el espectro del
operador diferencial sin perturbar.

Esto permite ver si los operadores de onda estdn bien definidos y son completos para determinar si el operador
de dispersion S se puede descomponer, relacionando de esta manera al operador de dispersion S del sistema con
la matriz de dispersion S(E) que genera el sistema experimentalmente. Si el sistema cumple con las propiedades
anteriores, todo se reduce a encontrar la relacion entre la matriz de dispersion S(E) y el potencial V del sistema.

5.2. CONCLUSIONES:
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