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10 Resumen

Resumen

Los tejidos blandos bioldgicos reforzados con fibra a menudo se modelan como materiales hiperelasticos
anisotropicos. Se pueden usar cuatro invariantes de deformacion para definir una funcion de energia de
deformacion que describa el comportamiento de tejidos blandos reforzados con una sola familia de fibras:
dos invariantes isotropicos (I, I;) y dos invariantes anisotropicos (I4, I5). El invariante Iz a menudo se
omite en las funciones de energia de deformacion, aparentemente para simplificar matematicamente el
problema hipereldstico. Este trabajo presenta un analisis numérico sobre la implicacién de usar uno o
ambos invariantes anisotropicos en el modelado de tejidos blandos como materiales hiperelasticos
transversalmente isotropicos durante la deformacion. Se pone especial atencion en el invariante I5 que
generalmente es omitido. Se propuso un nuevo modelo constitutivo que contiene ambos invariantes
anisotropicos. Para contrastar el modelo propuesto se usé el popular modelo propuesto por Holzapfel-
Gasser-Ogden (comtinmente conocido como HGO) que solo depende del invariante I,. Los pardmetros
del material se calcularon ajustando los modelos con datos experimentales de traccion uniaxial en el tejido
del tendon tibial anterior de ratas. Se obtuvieron soluciones analiticas generales para los escenarios de
carga simple en el caso totalmente incompresible. Dichas soluciones se toman como referencia para medir
la exactitud de los resultados numéricos obtenidos en las simulaciones de elementos finitos. Las
principales diferencias entre los modelos se observaron en la deformacion cortante. EI modelo propuesto
predice tres respuestas de corte diferentes (dos respuestas con refuerzo de fibra y una respuesta isotrépica),
mientras que el modelo HGO predice dos respuestas isotropicas iguales y solo una con refuerzo de fibra.
Se utilizaron dos conjuntos de datos experimentales de cortante simple en un material elastomero
reforzado con fibra para verificar la prediccion del esfuerzo cortante de los modelos. Los datos
experimentales muestran que los tres comportamientos de corte son diferentes; por lo tanto, el modelo
HGO ofrece una descripcion limitada del comportamiento de corte. Los modelos también se comparan en
deformaciones no homogéneas. Para tal fin, se implementd una geometria irregular en ABAQUS y se
simularon las condiciones de traccidon y cortante. Se analizaron tres escenarios con diferentes inclinaciones
de fibras respecto al eje horizontal: 0°, 45°y 90°. La diferencia mas critica se encontrd cuando el cortante
es paralelo a la direccion de la fibra y la menor diferencia cuando la fibra estaba a 45 © de la direccion de
carga. Ademas, para implementar el modelo propuesto se desarrolld y codific6 en FORTRAN una
subrutina de material para la paqueteria comercial de analisis por elementos finitos ABAQUS. Por lo

tanto, en este trabajo se detalla la metodologia necesaria para desarrollar la subrutina de material conocida



11 Resumen

como UMAT e implementarla. Para verificar el desempefio y la exactitud del UMAT se implementaron
cuatro modelos hiperelasticos, dos modelos isotropicos y dos anisotropicos reportados en la literatura. Se
ajustaron los parametros con datos experimentales de traccion biaxial en tejido adrtico. Se realizé un
modelo simplificado en ABAQUS para la traccion biaxial y los resultados para cada modelo se
compararon con los datos experimentales. También se evalu6 el desempefio del UMAT en simulaciones
con geometrias y cargas complejas, para tal caso se implement6 un modelo de una aneurisma aortica en

ABAQUS.

Abstract

Fiber-reinforced biological soft tissues are often modeled as anisotropic hyperelastic materials. Four strain
invariants can be used to define a strain energy function to describe the behavior of soft tissues reinforced
with a single fiber family: two isotropic invariants (I, I;) and two anisotropic invariants (4, I5). The
invariant 5 is often omitted from strain energy functions apparently to simplify the hyperelastic problem
mathematically. This work presents a numerical analysis on the implication of using one or both
anisotropic invariants in soft tissue modeling as transversely isotropic hyperelastic materials during a
deformation process. Special attention is paid to the invariant I5, which is generally omitted. A new
constitutive model was proposed that contains both anisotropic invariants. In contrast the popular model
proposed by Holzapfel-Gasser-Ogden (commonly known as HGO) which only depends on the invariant
I, was used. Material parameters were calculated by fitting the models to experimental data of uniaxial
traction in rat anterior tibial tendon tissue. General analytical solutions were obtained for the single load
scenarios. These solutions are taken as a reference to measure the correctness of the numerical results
obtained in the finite element simulations. The main differences between the models were observed in the
shear behavior. The proposed model predicts three different shear responses (two responses with fiber
reinforcement and one isotropic response), while the HGO model predicts two equal isotropic responses
and only one with fiber reinforcement. Two experimental data sets of simple shear in a fiber-reinforced
elastomeric material were used to verify the prediction of shear stress from the models. The experimental
data show that the three-shear behavior are different; therefore, the HGO model offers a limited description
of shear behavior. The models are compared on non-homogeneous strains, for this purpose, an irregular
geometry was implemented in ABAQUS, and the traction and shear conditions were simulated by

changing the fiber inclination. The most critical difference was found when the shear was parallel to the
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direction of the fiber and the slightest difference when the fiber was 45° from the load direction.
Furthermore, a material subroutine was developed and coded in FORTRAN for the commercial finite
element analysis package ABAQUS to implement the proposed model. Therefore, this work details the
methodology necessary to create the material subroutine known as UMAT. To verify the performance and
correctness of the UMAT, we implemented four hyperelastic models: two isotropic and two anisotropic
models reported in the literature. The material parameters were fitted to experimental data of biaxial
tension in aortic tissue. A simplified model was performed in ABAQUS for biaxial tension, and we
compared the results for each model to the experimental data. We also evaluated the performance of the
UMAT in simulations with complex geometries and loads by implementing a computational model of an

aortic aneurysm.
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Capitulo 1

1. Introduccién

La biomecanica es la disciplina que estudia el movimiento en los sistemas bioldgicos usando las leyes de
la mecanica newtoniana. Ayuda a caracterizar el comportamiento de tejidos, 6rganos y sistemas bioldgicos
desde el punto de vista estructural, permite predecir los cambios que sufren debido a distintas alteraciones
e interacciones con el medio exterior [1, 2]. Se le considera multidisciplinaria, ya que engloba
conocimientos de diversas dreas como: biologia, medicina, fisica e ingenieria. Por tal motivo la
investigacion en biomecénica generalmente involucra esfuerzos multidisciplinarios, siendo comun la
colaboracion entre universidades, hospitales e industria. Por lo anterior estos proyectos de investigacion

son considerados especialmente complejos [3, 4].

La investigacion en biomecanica se lleva a cabo fundamentalmente bajo tres lineas: tedrica, experimental
o computacional. El elevado costo, las dificultades técnicas y la imposibilidad de estandarizacion de la
experimentacion en tejidos biologicos, junto con el acelerado desarrollo de los recursos computacionales,
en cuanto a velocidad, potencia, versatilidad y visualizacion grafica han motivado un creciente

protagonismo de la biomecanica computacional [5, 6].

Modelar correctamente el comportamiento mecanico de los tejidos blandos es de particular interés para el
diagnéstico biomédico. Por ejemplo, conocer con exactitud el comportamiento mecéanico del musculo
abdominal ayuda en el tratamiento de las hernias [7], estudiar la mecénica de la pared arterial permite
mejorar el diagnostico de aterosclerosis [8], conocer el campo de las deformaciones intraoperatorias en el
tejido cerebral se utiliza para compensar la ubicacidon del tumor durante el proceso de abolicion [9],
conocer informacion sobre la deformacion cortante en el tronco encefélico es util para prevenir una lesion
cerebral traumatica [10] o modelar las propiedades mecénicas del ligamento periodontal ayuda a para

predecir los movimientos de los dientes con dispositivos de ortodoncia y mejorar los planes de tratamiento

[11].

Generalmente, los problemas en biomecénica incluyen geometrias irregulares y condiciones complejas de
carga y a esto se suma la cantidad limitada de datos experimentales disponibles en la literatura. Por lo

tanto, los enfoques numéricos y las simulaciones computacionales se han vuelto casi indispensables para
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resolver los problemas aplicados en biomedicina. La modelacion y simulacion computacional de tejidos
blandos biologicos se realiza a través de la solucion numérica de las ecuaciones constitutivas. Un método
numérico muy utilizado es el método de los elementos finitos debido a su versatilidad y flexibilidad para
resolver problemas complejos con geometrias irregulares en 3D [12, 13]. Un modelo de elementos finitos,
desarrollado adecuadamente, es una poderosa herramienta para predecir el comportamiento del tejido y
los efectos de los diferentes pardmetros involucrados. Ademas, estos modelos requieren de pocos
resultados experimentales y con ellos son posible obtener resultados que serian imposible de alcanzar de

forma experimental [14, 15].

Desde el punto de vista del analisis biomecanico, los tejidos bioldgicos presentan un comportamiento
complejo, ya que son materiales heterogéneos constituidos de diferentes medios incluidos los tejidos
epiteliales, conectivos, adiposos y neuronales por citar algunos [16]. Para simplificar la descripcion estos
materiales a menudo se consideran como células orientadas rodeadas de una matriz extracelular
comportandose en su conjunto como un medio continuo anisotrdpico reforzado por diferentes familias de
fibras. La proporcion de matriz y fibras, asi como sus orientaciones, dependen del tipo de tejido [17, 18].
Algunos de los tejidos biologicos mas importantes son reforzados con una sola familia de fibras, como
ejemplo estan los ligamentos, tendones o los musculos esqueléticos. Estos tejidos poseen una sola
direccion de anisotropia. Ademas, si se considera que el comportamiento mecénico de su matriz

extracelular es isotrdpica, se pueden idealizar como materiales transversalmente isotropicos [19].

Por todo lo anterior, es evidente que existe una necesidad de crear modelos matematicos precisos y
confiables para describir el comportamiento mecanico de los tejidos blandos. Esta necesidad ha sido una
de las principales motivaciones para retomar el estudio de materiales hiperelasticos anisotropicos, que ha
experimentado un auge en los ultimos afios [20-22]. Las teorias constitutivas tienen como objetivo

desarrollar modelos matematicos que reproduzcan el comportamiento real de los tejidos bioldgicos.

1.1 Planteamiento del problema

Dada la complejidad en el modelado de tejidos biologicos, una forma comun de abordar el problema es
simplificar las relaciones constitutivas, siendo la simplificacion més utilizada la de asumir que la funcién
de energia de deformacion no depende de alguno o algunos de los invariantes del tensor de deformacién
o de los invariantes anisotropicos. Generalmente, el mayormente descartado es el invariante anisotropico

Is [23]. Presumiblemente esta formulacion reducida se utiliza para simplificar matematicamente el
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problema hiperelastico ya que I5 produce los términos matematicamente mas complejos [19]. Por ejemplo,
si la funcidon de energia de deformacion no depende de I el célculo del tensor elastico se simplifica
considerablemente. Los pocos datos experimentales disponibles en la literatura también son una razon
para la omision de I5. Se sabe que I, representa el cuadrado del estiramiento de fibra, mientras que Is no
tiene una interpretacion fisica similar. Es decir, los datos experimentales obtenidos con una Unica prueba
mecanica uniaxial o biaxial pueden relacionarse facilmente con I; e I, [24]. Un motivo adicional es la
dispersion en los datos experimentales publicados, que a menudo es muy grande, debido al hecho de que
se obtienen de diferentes pacientes, con diferentes edades, pacientes con una variedad de enfermedades u
otros parametros. Por lo tanto, los investigadores recomiendan limitar el nimero de invariantes y utilizar

modelos reducidos que a menudo son menos propensos a predecir respuestas no fisicas [16].

La omision del invariante I, a pesar de ser la mas utilizada, no posee una justificacion [19, 25].
Simplemente los investigadores realizan esta simplificacion asumiendo que la forma reducida puede
capturar el comportamiento mecéanico de los tejidos bioldgicos. Sin embargo, diversos investigadores
recientemente han cuestionado si la omision de este invariante da como resultado una prediccion limitada
que conduce a resultados que se alejan del comportamiento real del tejido. Por ejemplo, Murphy [19]
mostré que la omision de la invariante I5 conduce a que los mddulos cortantes infinitesimales sean
idénticos, resultado que no concuerda con los resultados experimentales. Feng et al. [26] mostraron que
el uso de I5 es necesario al modelar la sustancia blanca cerebral y, al no usarlo, no hay concordancia con
la formulacién lineal en el limite de pequeiias deformaciones. Concluyeron que usando solo I, no es
posible predecir el cortante anisotropico y que los modelos hipereldsticos para la sustancia blanca deben
incluir ambos invariantes anisotropicos. Feng et al. [23] también realiz6 un estudio de la importancia de
ambos invariantes en el régimen de grandes deformaciones. Mostraron la importancia de ambas
invariantes en el ajuste de los parametros del modelo, concluyendo que I5 aparentemente juega un papel

mas protagonico en la deformacion por cortante. Wang and Liu [27] propusieron un modelo para tejido

arterial reforzado con dos familias de fibras agregando un término con los invariantes Is(l)e Iéz) (los

superindices se refieren a la familia de fibras) al modelo presentado en Nolan et al. [28]. Demostraron

mediante simulaciones por computadora que las deformaciones cortantes son mdas sensibles a los
. . 1 2 . . . .y ’
invariantes Ié e 15( ) respecto a las deformaciones uniaxiales por traccion. Ademas, demostraron que los

invariantes Is(l)e Iéz) son necesarios para que el modulo de corte en el plano de las fibras sea mayor que
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el modulo de corte fuera del plano, como se ha encontrado en los experimentos. Este aspecto ya se habia

discutido previamente en Horgan and Murphy [29].

Las pocas investigaciones realizadas apuntan a que I5 tiene una mayor influencia sobre las deformaciones
cortantes. Sin embargo, ain quedan preguntas por responder. Por ejemplo: considerando que existen tres
formas de cortante simple para un material reforzado con una familia de fibras como lo mostré6 Murphy
[19], (Sobre cual de ellas tendra mayor influencia la invariante I5? ;Existe una diferencia significativa
con respecto al uso de un modelo con solo el invariante 1,? ;Como se comportan los modelos cuando las
fibras se inclinan en un angulo arbitrario? ;Qué influencia tiene el invariante I5 en el ajuste de los
parametros del material con datos experimentales de cortante simple? Para intentar dar respuesta a estas
preguntas y teniendo en cuenta la importancia de las simulaciones numéricas en la resolucion de problemas
biomédicos, se presenta en este trabajo de investigacion; un analisis numérico comparativo sobre la
respuesta mecanica de modelos de materiales formulados solo con I, y modelos de materiales formulados
con las invariantes I, e Is. Se propone agregar un término con la invariante I al modelo popular utilizado
en tejidos blandos presentado por Holzapfel et al. [8], comunmente llamado modelo HGO. El término
adicional estd inspirado en el modelo presentado por Feng et al. [26], pero adoptando una forma
exponencial. Esta es una de las formas matematicas mas utilizadas para representar el aumento drastico
en la rigidez que es caracteristica de los tejidos blandos [30, 31]. El modelo HGO también se utiliza para

comparar los resultados numéricos del modelo propuesto.

1.2 Hipotesis

Al implementar ambos invariantes anisotropicos I, € Is en un modelo constitutivo para tejidos suaves
reforzados con una familia de fibras se mejorara la caracterizacion de este material y proporcionara

resultados numéricos mas cercanos a los datos experimentales reportados.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivos generales

Demostrar que es necesario incluir el invariante de deformacion I5 en las funciones de energia de
deformacion para describir el comportamiento de tejidos blandos modelados como materiales

hiperelasticos transversalmente isotropicos.

1.3.2 Objetivos especificos

e Proponer un modelo constitutivo para un material hiperelastico anisotrépico que incluya ambos
invariantes anisotropicos I, e Is.

e Ajustar los pardmetros del modelo propuesto con datos experimentales reportados en la literatura.

e Codificar en el lenguaje FORTRAN una subrutina de material definido por el usuario para la
paqueteria comercial de analisis por elementos finitos ABAQUS.

e Validar la exactitud de las predicciones de la subrutina implementando el modelo constitutivo
propuesto realizando simulaciones para casos simples y compararlos con las soluciones analiticas
y datos experimentales.

e Realizar una simulacion numérica para un caso en el que se impliquen geometrias complejas, asi
como condiciones de frontera diversas para descartar problemas de convergencia de la subrutina

e Comparar los resultados del modelo propuesto con los resultados del modelo HGO (que solo
depende del invariante 1) en simulaciones de deformaciones homogéneas y no homogéneas para

para mostrar la importancia de incluir el invariante /5 en los modelos constitutivos.

1.4 Estructura general de la tesis

Esta tesis estd estructurada en 7 capitulos. El primer capitulo presenta una introduccion al problema a
estudiar mencionando los antecedentes, el planteamiento del problema, la hipdtesis y también se enumeran
los objetivos generales del trabajo. El segundo capitulo presenta el marco tedrico del estudio
principalmente en el tema de la hiperelasticidad anisotropica. Se presta especial atencion en la deduccion
del tensor de esfuerzo de Cauchy y del tensor de rigidez tangente dado que estos tensores son los que se
tienen que codificar en la subrutina UMAT. Se recomienda al lector leer antes el anexo A1l ya que contiene
la notaciéon matematica basica utilizada en este trabajo. En este capitulo también se presenta una revision

de literatura sobre las funciones de energia de deformacion aplicados al modelado de tejidos blandos
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biologicos. El tercer capitulo presenta los por menores para el desarrollo de la subrutina UMAT. El cuarto
capitulo muestra la implementacion de la subrutina UMAT desarrollada en el capitulo anterior con el fin
de evaluar su funcionamiento y la exactitud de los resultados que predice. El quinto capitulo presenta un
analisis comparativo numérico sobre el uso de los invariantes anisotropicos dentro de un proceso de
deformacion, para tal fin se propone un nuevo modelo hipereldstico y se comparan sus predicciones con
el popular modelo HGO. En el capitulo sexto se presenta las discusiones de los resultados y en el capitulo
siete se presentan las conclusiones generales. Se finaliza con una propuesta de trabajos futuros que puedan

dar continuidad a éste.



19 Marco Tebrico

Capitulo 2

2. Marco teorico

2.1 Respuesta no lineal a las cargas

Los tejidos blandos poseen varias capas, cada una con diferentes composiciones, se considera que existen
cuatro tejidos tipicos en ellos: tejido epitelial, tejido conjuntivo, tejido muscular y tejido neuronal [32].
Para los estudios biomecanicos, el tejido conectivo a menudo se considera como el mas importantes dada
la mayor rigidez que posee en comparacion de los demas [33, 34]. El tejido conectivo estd compuesto de
células orientadas y de una matriz extracelular. La matriz extracelular estd compuesta de sustancia
fundamental (proteinas e hidratos de carbono) y de dos tipos de materiales que forman fibras: colageno y
elastina. Las fibras de colageno son de gran tamafio en comparacion con las otras y representan la mayor
parte del comportamiento mecanico. Las fibras de elastina, por otro lado, presentan un comportamiento
elastico no lineal y estan unidas a las fibras de coldgeno. Las propiedades elasticas de los tejidos blandos
se deben principalmente las fibras de colageno [33]. Debido a esta composicion los tejidos blandos son a
menudo capaces de soportar grandes deformaciones elasticas [30]. La Fig. 2.1 muestra la fisiologia del
tendon, en este texto no se daran mas detalles de la fisiologia de los tejidos biologicos. Si el lector necesita
mayor informacién y detalle de la anatomia de estos tejidos, puede remitirse, por ejemplo, a Marieb [35]

o Tortora and Derrickson [36].

Uno de los aspectos mas representativos de los tejidos blandos, es la capacidad de exhibir grandes
deformaciones elasticas al estar sometidos a cargas relativamente bajas, es decir un comportamiento
elastico no lineal [37]. Este comportamiento se le atribuye a la naturaleza ondulatoria de las fibras de
colageno. La Fig. 2.2 presenta las fases tipicas observadas de los tejidos blandos bajo pruebas de traccion

uniaxial y su correspondiente curva caracteristica.

Fase I. En ausencia de cargas las fibras de coldgeno estan entrelazadas. Se observa que fuerzas
iniciales de pequeia magnitud provocan grandes alargamientos, esto se debe a que las ondulaciones
de las fibras provocan que la rigidez del tejido sea pequena. Esta fase corresponde al rango fisiologico

donde trabaja normalmente el tejido.
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Fase II. Conforme se sigue aplicando la fuerza, las fibras comienzan a alinearse con la fuerza aplicada,
el tejido comienza a presentar una mayor resistencia al alargamiento.
Fase III. Las fibras, una vez alineadas en la direccion de la fuerza aplicada exhiben un comportamiento

lineal, necesitdindose cada vez mas fuerza para provocar un mayor alargamiento.

Fase IV. La relacion deja de ser lineal al presentarse las primeras roturas de las fibras, el tejido puede

presentar una pequefia region pléstica e inmediatamente la falla.
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Fig. 2.1 Fisiologia del tejido tendinoso [38].




21 Marco Tebrico

Fuerza
<

LA

Alargamiento

Fig. 2.2 Curva fuerza-desplazamiento de tejidos musculares, relacion no lineal [39].
2.2 Descripcion de la deformacion

Sea () la configuracion de referencia de un cuerpo continuo B que se asume libre de esfuerzo. Debido a
solicitaciones mecanicas este estado se transforma en una configuracion deformada denotada por (). Cada
punto material genérico (particula) X de €, y x de Q se identifican por los vectores de posiciéon X y X

respectivamente (Fig. 2.3). Para describir el movimiento de (4 a Q se define una funcion y como:

x:y <R3- N cR3 2.1

la cual transforma la posicion de los puntos materiales X € Q, a una posicion x = y(X) € Q. Cada punto
X en (), tiene una unica imagen en {1y viceversa. La funcion y representa una transformacion

(deformations en inglés) [8, 40, 41].
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Fig. 2.3 Deformacion de un medio continuo [42].

El gradiente de deformacion se define como:

dy(X 0x ax;
Fe xX) _ox o Fy=%

0X 0X @2)

El cambio volumétrico infinitesimal esta dado por /| = det(F) que generalmente se le llama Jacobiano.
Dado que el volumen de un material no puede reducirse a cero se necesita que /] > 0 [43]. Los tensores de

deformacion izquierdo y derecho de Cauchy-Green, B y C respectivamente, se relacionan con F como:

B =FFT, C=F"F. (2.3)

Los invariantes principales de deformacion se definen como:

I, = tr(C) I, = %[tr2 (€) —tr(c?)] I; = detC. (2.4)

El operador tr( ) se refiere a la operacion traza.
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Los tejidos blandos son tipicamente considerados incompresibles debido a que estan constituidos en gran
parte por agua [44, 45]. Sin embargo, la implementacion numérica a través del método de los elementos
finitos generalmente se realiza a través del marco de la casi-incompresibilidad. Esto con el fin de evitar
posibles problemas numéricos debido a posibles mal acondicionamiento de las matrices elasticas [44, 46,
47]. Para tal fin se realiza una descomposicion cinematica del gradiente de deformacion que se denota

como:

F = J'/3JF, (2.5)

donde J/°I es la parte del gradiente de deformacion asociada al cambio de volumen y F = J~'/3F es la
parte del gradiente que conserva el volumen, es decir det(F) = 1 [28]. Se definen los tensores de

deformacion modificados como:

B=FFT=]72/3B, C=F'F=]2%/3cC. (2.6a,b)

Con invariantes modificados definidos por las siguientes expresiones [48]

[tr2(C) — tr(C?)] I; = detC = 1. (2.7)

N =

1_1 = tr(C) 1_2 =

2.3 Concepto de esfuerzo

El movimiento y la deformacién en un medio continuo dan lugar a interacciones entre las particulas
vecinas en la parte interior del cuerpo. Una consecuencia de estas interacciones es el esfuerzo que tiene
una dimension fisica de fuerza por unidad de area [49]. Similar a la deformacion, el esfuerzo depende del
marco de referencia, en consecuencia, se pueden definir diferentes medidas de esfuerzo en funcion de este.
Debido a que la configuracion deformada no se conoce en un principio, es conveniente trabajar

inicialmente con las medidas de esfuerzo referidas a la configuracion de referencia [50].

Para definir el concepto de esfuerzo se considera nuevamente un cuerpo continuo B con configuraciones
de referencia y deformada denotadas por Qy y Q respectivamente. d{}, y d{) representan representa la
superficie limite de B en las configuraciones de referencia y deformada respectivamente. Se postula la
existencia de fuerzas arbitrarias que actian sobre partes o la totalidad de la superficie limite (fuerzas
externas) y sobre una superficie (imaginaria) dentro del interior de ese cuerpo (fuerzas internas) de alguna

manera distribuida. Ahora, el cuerpo es cortado por una superficie plana como se ilustra en la Fig. 2.4, la
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superficie plana separa el cuerpo en dos porciones. En el punto X €  de la parte inferior del cuerpo en
la configuracion de referencia estd el vector unitario ng que esta dirigido a lo largo de la normal hacia
afuera de un elemento de superficie infinitesimal dS, € d(),. Después del movimiento, de manera analoga
en la parte inferior del cuerpo en la configuracion deformada se encuentra un punto X € Q en el cual esta
el vector unitario n que esta dirigido a lo largo de la normal hacia afuera de un elemento de superficie

infinitesimal dS € Q.

a9,

Fig. 2.4 Vectores de traccion actuando sobre superficies infinitesimales en las configuraciones de referencia y

deformada [50].
Se denota una fuerza resultante (real) infinitesimal df que actia sobre el elemento de superficie de la

configuracion de deformada. De la Fig. 2.4 se observa que:

df

t=£

2.8)

Donde t es conocido como el vector de traccion de Cauchy (verdadero) y representa la fuerza medida por

unidad de superficie definida en la configuracién deformada dS [51].
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Se puede definir un vector de traccion diferente considerando la misma fuerza df pero con el area

diferencial en la configuracion de referencia, es decir:

df

ty = d_SO (2.9)

Aqui t, representa el primer vector de traccion Piola-Kirchhoff (o nominal) y representa la fuerza medida
por unidad de superficie definida en la configuracion de referencia dS, y apunta en la misma direccion
que el vector de traccion Cauchy t [51]. El Teorema de los esfuerzos de Cauchy expone que existen

campos tensoriales tnicos de segundo orden ¢ y P [52], tal que:
t=on o ¢t = oijn; (2.10b)

to =Pny 0 [tol; = Pijlnol; (2.10b)

Donde o denota un campo tensorial simétrico conocido como tensor de esfuerzos de Cauchy y esta
referido la geometria deformada tanto para la fuerza como para el area, por lo que a menudo se le llama
esfuerzo verdadero. Mientras que P caracteriza un campo tensorial llamado primer tensor de esfuerzos de
Piola-Kirchhoff (nominal) que estd referenciando a la configuracion deformada para la fuerza y a la
configuracion de referencia para el area [50]. De las Ec. (2.8) y (2.9) se puede encontrar una relacion entre

Py o como:

Pn,dS, = ondS (2.11)

La relacion entre el area diferencial en la configuracion de referencia y deformada puede encontrarse con

el gradiente de deformacion [50] y estd dada por:

nds = JF Tnyds, (2.12)

Usando la Ec. (2.12) se puede reescribir (2.11) como:

P=JF 6 o P;=]F; o (2.13)

Si se conoce P la relacion inversa seria:
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1 1
0'=7FP o Ojj =7Fikpkj (2.14)

El primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff tiene una propiedad indeseable: no es simétrico. Se puede
obtener un tensor simétrico al multiplicar P con la transpuesta del inverso del gradiente de deformacion,

es decir:

S=PFT =JF'oF T o  S;=]F;onF;" (2.15)

Aqui S es conocido como el segundo tensor de esfuerzo de Piola-Kirchhoff, este campo tensorial no posee
una interpretacion fisica en términos de tracciones superficiales, pero es simétrico y esta referenciado
completamente a la configuracion de referencia por lo que representa una medida de esfuerzo muy util en

la formulacion de ecuaciones constitutivas [49]. La relacion inversa de (2.15) es:

1 T 1 T
o= 7FSF 0 O-L'j = 7Fik5lelj (216)

Una medida adicional de esfuerzo frecuentemente utilizada es el conocido tensor de esfuerzos de

Kirchhoff que se define como:

t=J6 =FSF' o 1 =Jo;; = FixSk,F]; (2.17)

Este tensor es idéntico al tensor de Cauchy excepto que no utiliza la medida de cambio volumétrico J para
el célculo del esfuerzo. Bajo algunas circunstancias definir el esfuerzo con el efecto del cambio
volumétrico puede traer inconvenientes porque J también depende de la deformacion, por lo que el uso de

(2.17) a menudo resulta conveniente [50].
2.1 Relacion constitutiva para materiales hiperelasticos

Como se ha mencionado anteriormente, la estructura de los tejidos biologicos es compleja, para simplificar
su descripcion, se asume que estan formados por un conjunto de fibras alineadas rodeadas de una matriz
extracelular, que se comportan en su conjunto como un medio continuo anisotropico. Para caracterizar la
direccion de la fibra en el punto X € € se define un campo vectorial unitario mg(X) (es decir ||my(X)|| =

1). La fibra, bajo una deformacion, se mueve con los puntos materiales del cuerpo continuo y llegan a la
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configuracion deformada (). Por lo tanto, la nueva direccion de la fibra en el punto x € Q0 se define por

otro campo vectorial unitario m(x), ver Fig. 2.5.

Fig. 2.5 Deformacion de un medio continuo reforzado con una familia de fibras.

Las deformaciones finitas que exhiben los tejidos blandos hacen inminente la necesidad de una teoria
elastica no lineal. La teoria hiperelastica es la que comunmente se aplica a este tipo de materiales [53]. La
relacion constitutiva para materiales hiperelasticos se puede encontrar a través de la desigualdad entrépica

dada por la Ec. (2.18):

Dipe =P :F—19+67 >0, (2.18)

donde: F es la derivada temporal del gradiente de deformacion, Dj,; representa produccion local de
entropia, ¥ es la tasa de energia libre de Helmholtz relacionada con la energia interna, © es la temperatura
absoluta y 7 es la tasa de entropia generada en el proceso. El término P : F se le conoce como trabajo
conjugado y representa la tasa de trabajo mecanico interno realizado por el cuerpo durante el proceso de
deformacion [49]. Una deduccion detallada de la Ec. (2.18) se puede encontrar en Holzapfel [54]. Por
definicion un proceso elastico se considera reversible, es decir, es un proceso en el cual no se genera
entropia y por lo tanto la disipacion de energia interna es cero [55], entonces la Ec. (2.18) se puede

reescribir como:
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‘Dintzp:F—ljjzo’ (219)

donde y) = Z—f : F, remplazando esta expresion en la Ec. (2.19) se obtiene:

e g Y AT (2.20)
Dint—P.F—ﬁ.F—(P—ﬁ>.F—O.

La igualdad (2.20) se cumple si:

_o oY 2.21)

P= Py ==
oF ° VT oF,

La Ec. (2.21) es la ecuacion constitutiva utilizada para materiales hiperelasticos [56]. Se debe de notar que
los esfuerzos se obtiene a partir de una funcion escalar de energia libre 1, comiinmente llamada funcién
de energia de deformacién [57]. Utilizando la descomposicion polar del gradiente de deformacion F =
RU donde R es un tensor de rotacion y U = VFTF el tensor de elongacion. Una restriccion de objetividad
es que Y debe de permanecer invariante ante rotaciones de cuerpo rigido en la configuracion deformada.
Por lo cual 1 depende de F solo a través del tensor U y por conveniencia, a menudo y se expresa como

una funcion del tensor de deformacion derecho de Cauchy-Green C = U? [54], de esta forma:

Y(F) = ¥(C) (2.22)

Se puede establecer una relacion similar a la Ec. (2.21) para el tensor C y demostrar que:

oY oY

S=2-c 0 Sj=25—, (2.23)
ij

aC

Recordando que S es el segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff.

2.2 Hiperelasticidad transversalmente isotropica

Al suponer que la propiedad de anisotropia se debe inicamente a la presencia de las fibras, el esfuerzo en
cada punto del tejido dependera del gradiente de deformacion y de la direccion de las fibras. Por lo tanto,
se necesita que Y dependa explicitamente del gradiente de deformacion y de la direccion preferencial de

las fibras m, es decir:
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Y = ¢Y(F,my®m,) = (C, my®@m,), (2.24)

donde el simbolo @ representa el producto tensorial y my®m, es un tensor de segundo orden
comunmente denominado tensor estructural que surge del producto tensorial del vector en la direccion de
las fibras en la configuracion de referencia (ver Anexo Al). El tensor my®m, tiene componentes
cartesianas [mg];[m,];. La funcién de energia de deformacion puede expresarse de forma desacoplada

como la suma de las contribuciones volumétrica y desviadora:

Y = Py () + P(C, m®my), (2.25)

aqui Py, representa la contribucion volumétrica (asociada al cambio de volumen) a la funcidn de energia
de deformacion y 1 representa la contribucion desviadora (que conserva el volumen) a . A su vez la
parte desviadora se puede representar como la suma de la contribucion de la matriz isotropica que depende
solo de C y de la parte anisotropica que depende de C y vector de direccion de las fibras a través de

m,®m, [50], de modo que:

P (C, my®my) = Yiso(C) + Pgp(C, me®my). (2.26)

La funcién de energia de deformacion Y debe de ser independiente del sistema de coordenadas e invariante
a rotaciones en la configuracion de referencia descrito por un tensor ortonormal apropiado Q. La parte
volumétrica estd en funcidon de un escalar por lo que por definicién ya es un invariante a rotaciones.

Entonces, la parte desviadora debe de cumplir que:

Prin(C, my®my) = Y5, (QCQT, Qm®m,QT). (2.27)

Trabajos de Rivlin [58] y Spencer [59] demostraron que una forma de cumplir la Ec. (2.27) es a través de
expresar 1 en funcién de los invariantes de C para la parte isotropica y los invariantes relacionados con

m,®m, y C para el comportamiento anisotropico, por lo tanto:

Y = 1!’1;01(]) + 710(11'12'14' Is) = ¢vol(]) + '151'50(1_1:1_2) + ll_)fib(l_zh I_S)l (2.28)

Vale la pena recordar que ¥ no depende de I3 porque para una deformacion sin cambio de volumen I3 =

1. Los invariantes anisotropicos estan dados por:
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1_4_ = mo(_:mo 1_5 = moézmo. (229)

I, e Is surgen directamente de la anisotropia y son la contribucion de las fibras a la funcion de energia de

deformacion [60]. I, e I5 son invariantes solo bajo rotaciones sobre el vector m, por lo que comiinmente

se les llaman pseudo-invariantes [61]. El esfuerzo se obtiene de las Ecs. (2.23) y (2.25) y esta dado por:

_ al/) _ al/)VOI all_} _
S=25¢= 2( ac_ T ac) = Svor t Sdes (2.30)

donde Sy, v Sqes son las partes volumétricas y desviadoras del segundo tensor de esfuerzos de Piola-

Kirchhoff. Debe notarse que S estd dada también de forma desacoplada. La parte volumétrica se desarrolla

aplicando la regla de la cadena como se muestra a continuacion:

al/)vol al/Jvol a] aIpvol
=2 =2 —= -1
Svol aC a] ac J ] ¢

2.31)

Donde se han usado las siguientes propiedades matematicas que estdn demostradas en [50] y que son:

2
o 1., i 1.2 (2.32ab)
ac- /¢ o T3/ ¢

s _261/) 0y 0Cy
» 0 geslij = aCij - aC_‘kl aCij. (2.33)

@
<
Q@
<
|Q)
el

Sqes =257 =2—%"

[T L)

El simbolo
A1.1.3) entre tensores de segundo orden y donde:

representa la doble contraccion también llamada doble producto interno (ver apéndice

oc_ ‘é(u “c c-l)— Spro 2 %(5 5 —=C C—1>
ac =/ P\I=308C )=/ 0 5a =1 0wl =3 Lyt ) (2.34)
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1 (2.35)
PT =1-— §c<zg>c-1,

el término I es el tensor identidad de cuarto orden (ver anexo Al.1). El desarrollo de la Ec (2.34) se

encuentra en el Anexo A.1.2 dado que no es tan evidente. Reescribiendo la Ec (2.33):

_ 2 1 2 1 _ —
—_— . ) —_— _1 = 3 - - _1 : = - :
Sdes =S:J 3<H 3 08¢ )‘1 3<H 3¢ ®C>'S_J S (2.36)

donde:
oy (2.37a.b)

Utilizado la propiedad (A.9) se puede reescribir (2.36) como:

21 1 _
Saes =/ 35 —3 51 )| 239)
Para desarrollar el termino S se utiliza la regla de la cadena de la derivacion obteniendo:
_ oy al; opal, odpol, oyYal, Yol
(ali ac) (611 ac al, aC * al, aC + als aC (2.39)

Tomando las derivadas de los invariantes respecto a C y los invariantes anisotropicos (ver Anexo A.1.2

para demostracion), se obtiene:

al, ar, __  _

o=l SZ=hI-C (2.40a,b)
al, als _ _
ﬁ = m0®m0, E = m0C®m0 + m0®cm0 (24OC,d)

Sustituyendo las Ecs. (2.40a-d) en (2.39) se obtiene:
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S=y,1+¥,C+y;m;®m, + y,(m,CRmM, + my®@Cm,) (2.41)
Donde:
np _ o oY
]/1:2 +11__ B )/2:—2__,
o1, ' 'al, a1, (2.42)
2 il =2 % |
V3 = oL Va ol
Sustituyendo esta tltima expresion la Ec. (2.38) se obtiene:
2= 1 _ _ _
Saes =/ 73 {8 = 5 1+ 7,C + y3mo®my + 7, (meCBM, + my®Cimo)] : €} ¢ 2.43)

Realizando las operaciones correspondientes y simplificando el resultado (ver anexo A.1.2 para el

desarrollo completo) se obtiene:

Sdes = 2 []__ <a1/) +1 %> I- W —C+ %m0®m0 + alf} (m,C®m, + mo®(_:mo)]

ol al, al, al, als
2 I a¢+21 al‘b+1 al‘b+1 o c1 4
3\ar, " %o, tol,  Colg

Sustituyendo las Ecs. (2.44) y (2.31) en (2.30) se encuentra la expresion para el segundo tensor de
esfuerzos de Piola-Kirchhoff para materiales hipereldsticos reforzados con una familia de fibras,

transversalmente isotropicos:

h _0 d oY _ _
S=7J w”‘”c 142 ]“ —+11 v I——¢C+—¢m0®m0+ 1_/)(m0C®m0+m0®Cm0)
0] oL ol, ol, ol, ol (2.45)
Ilalp+212 ¢+14a¢+156¢ c 1 |
oL, ol, ol, ol
0 en notacion indice:
al/Jvol -
Sy =I=5; it
2(0p _ oY oY oY
2 3(—+1,—|6;; ——C; ; ;
+ [] <811+ 1612> RFT ”+614 [mO]l[mO] (2.46)
oY . o _ oY oY\ _,
+a—l_5([m0]kai[m0]j + mo )] ( 61_1 + 212 61_2 +I46_I_4+156_ﬁ5 Cij .
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Para encontrar los esfuerzos en la configuracion deformada (tensor de Cauchy) se utiliza la Ec. (2.16) de

esta forma se obtiene: (ver anexo A.1.2 para el desarrollo completo):

d oY d 0
oc=pl+- [( +1; lp)B —lle l’b _®m+—lp(m®Bm+Bm®m)
Ji a1, al, ~ 814 (2.47)
-= 116¢+212—¢+14a¢ + 20— oy 1f.
ol a1, 0l, ols
O en notacidn indice:
-31/1 o _, p_ _ o, _
o= p6u +] [(a[l a] ) ij — 6[ Blzj + — a] m; m] a—l_s(ml-Bjkmk + Bikmkmj) (2 48)

P op - 9P 0P
—=(1 21 I, 21
3< 011+ 2812+ 4al4+ 5ol %

G ) ., oy
aquip = lf;”"l . La Ec. (2.47) se considera como la ecuacion constitutiva

general para tejidos biologicos modelados como materiales transversalmente isotropicos casi-

incompresible en la configuracion deformada.

2.3 Tensor elastico

Las relaciones entre el esfuerzo y la deformacion para los problemas con deformaciones finitas son
invariablemente no lineales. Para obtener una solucion numérica se deben de aplicar técnicas
iterativas/incrementales siendo el método de Newton-Raphson el ejemplo mas cominmente utilizado [50].

Para poder implementar esta técnica se requiere que la ecuacion constitutiva sea linealizada.

2.3.1 Tensor elastico en la configuracion de referencia

De la ecuacion (2.45) se asume que el segundo tensor de Piola-Kirchhoff es una funcion no lineal que
depende de otra variable tensorial: tensor derecho de deformacion Cauchy-Green, es decir S = S(C) [62].
Expandiendo la ecuacion constitutiva a través de una serie de Taylor y con la ayuda del concepto de
derivada direccional en direccion de un desplazamiento arbitrario [49], se puede obtener la relacion

linealizada como:
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dS = c:dcC (2.49a)

o dS;; = [C"];jdChy, (2.49b)

donde C* es un tensor simétrico de cuarto orden conocido como tensor elastico en la configuracion de

referencia y se define como:

CL

dS _ 46211[’ -2 (asvol + aSdes) = CL

3S;; 402 Svorli;  OlSaesli;
0 [Ciju=2-= L4 —2( Svally [deS]”>=[(cL

L
aCkl aCijaCkl - aCkl aCkl VOI]ijkl + [Cdes]ijkl- (250b)

Aqui Ck, | y Ck.q son las partes volumétricas y desviadoras del tensor C* respectivamente. Este tensor

sirve como operador iterativo en el método de Newton-Raphson [47] .

2.3.1.1 Tensor elastico volumétrico en la configuracion de referencia

A partir de la Ec. (2.50a) y usando (2.31) la parte volumétrica estd dada por

0S.o 0 (]%}Olc_l) @.51)

L _
Cro1 =2 oCc aC

Usando la regla de la cadena de la derivacion, la propiedad (A.18) y la Ec. (2.32a,b) se obtiene

_ al:[Jvol a] d alval av,bvol BC‘l
L _ 9c-1 95 o
Chor = 2C ®[ 5 (ac)“ac( 5 )]+21 o (—ac> (2.522)
2
Co1 =J (algf' 2 alj}f’l) c1l®Cc1-2 algf‘ Ie-1, (2.52b)

d

-1
CC y esta definida en la propiedad (A.22).

donde [¢-1 = 5
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2.3.1.2 Tensor elastico desviador

Partiendo de la Ec. (2.50a) y usando la Ec. (2.36) se tiene:

2
b = 98 _ ’ (] P S) (2.53)
des acC ac

Usando la propiedad (A.18) se tiene:

_2
ck =2P:§®M+2]

_2 a([P) : §) (2.54)
des aC 3 ——

oC

El primer término del lado derecho de la Ec. (2.54) se puede analizar con la ayuda de las Ecs. (2.32b) y

(2.36), de esta forma se obtiene:

? (]%)

_ 2 _ 2 (2.55)
. __Z . -1__% -1
Para analizar el segundo término se desarrolla la expresion con la ayuda de las Ec.(2.36)-(2.38):
20(P:S) 29 (1 <
3 =2/3— —(c1 : ) (2.56)
23 = 2 (545 (C'®0) 5§

Usando laregla de la cadena, las propiedades (A.9), (A.18) y la Ec. (2.35) se puede reescribir (2.56) como:

o20P:8) 205 1 C_1®a(§:é)+(§.(_:)ac—1 aC
/ ac aC 3 aC " aC |] Tac (2.57)
1
== [C + §(1Bl + 2)] . ]P)T,
donde:
— _408 _ _4 OS_U
C=2]"3— Cliing = 2) 3—=, (2.58)
] aC o [ ]l]kl ] aCkl
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Y se definen los siguientes tensores de rango 4:

_4 (S:0C) 4 _9c?
= -1 — = : — (259)
B; =2] 3C"Q® c B, =2/3(5:C) i

Aplicando las propiedades (A.19), (A.23) y la Ec. (2.58), el término B, se puede reescribir como:

B, = 2/5C1® 5:2,¢.%8
1=2 ‘o€ " acC

2_ _ 2.60

=C‘1®[2]_§S:]I+C:(C] (2.60)
2_ _

=C1®2/ 38+ C1®C:C.

El término B, se desarrolla usando las propiedades (A.18), (A.22) y la regla de la cadena, de este modo

se puede reescribir B, como:

-1
B, =236 : 0| ———*|= 273G 0 (1-5 — ) - GOl (26D

Sustituyendo B; y B, en la Ec. (2.57) y desarrollando los términos se obtiene:

20(P:S) o 1y 2o 2 T
2]73 =[<c+—(c ®2/738§+C71QC: C+ -2/ 3(S:C)HC-1>]:IP
ac 3{ , , (2.62)
_ 2_ 2
= <]I -3 c—1®c) :C: PT — 3 Cl®/35: PT + §]‘ﬁ(s : Ollg-1 : PT
Usando las Ec. (2.37a), (2.36), (2.35) y la propiedad (A.21) se puede reescribir (2.62) como:
20(P:S _ 2 2 2 _ 1

2)73 (ac ) _piGipT - €' ®Sges +5/3(5: 0) <11c_1 - §(:—1®c-1). (2.63)

Finalmente sustituyendo las Ecs. (2.55) y (2.63) en (2.54) se obtiene:

_ 2 2 2 _ 1
(Caes =P:C: PT — §(C_1®Sdes + Sdes®c_1) + §]_3(S : C) (Hc—l - §C_1®C_1) (2'643)
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O en notacion indice:

2 _ —
-3 (Cij*[Saeslia + [Saes)ijCia') (2.64b)

1 .
+ ] 3(51161])(Hc ukz_gcijlckll)-

[«:l&es]ijkl = [P] ijmn[c]mnop [PT]opkl

2.3.2 Tensor elastico en la configuracion deformada

El tensor eldstico en la configuracion deformada CF se encuentra aplicando la operacion empuje (push-

forward) sobre el tensor c. Siguiendo las propiedades presentadas en el Anexo Al.1 y algunos desarrollos
presentados en el articulo Itskov [63], se puede demostrar que el tensor eldstico en la configuracion

deformada CE esta dada por:

(€%), 10 = FuFiyFiacFu(CY) e, (2.65)
0 en anotacion tensorial:

= (F®F) (CL (FT®FT) = (F®F) ((Cvol des) (FT@FT) = Cvol + (Cges' (2 66)

Donde CE; y CE, son las partes volumétricas y desviadoras de CE respectivamente.

2.3.2.1 Tensor elastico volumétrico en la configuracion deformada

Desarrollando las operaciones para (Csol se obtiene el tensor en la parte deformada que esta dado por:

CEo = (p +J d )I®I — 2pl (2.67a)

J

[c? ol]Ukl (P +] d]>5ij5kz — 2pbi by (2.67b)
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2.3.2.2 Tensor elastico desviador en la configuracion deformada

Siguiendo el desarrollo de Holzapfel [50] se obtiene el tensor elastico desviador €5, en la configuracion

de deformada el cual que estd dado por:

1 _ _ _ 2 2
CE = 7 (F®F): (P: C: PT): (FT®FT) + 3@ Dp — 3 (I®04es + 04es®D), (2.68)
donde:

P=1-3IQL 0ge= %(FSdeSFT), o= %(F§FT). (2.69a-c)

El segundo y tercer término del lado derecho de la Ec. (2.68) se pueden calcular facilmente con las Ecs.
(2.41) y (2.43). Por el contrario, el primer término de la Ec. (2.68) es mas complejo de calcular, pero es
necesario encontrar una expresion en término de tensores en la configuracion deformada que pueda ser

codificada en la subrutina de material.

— 2 == . . :
En el desarrollo de la expresion C = 2/ 3 dS/0C se utilizan algunas propiedades operacionales del algebra
de tensores de cuarto orden, en el anexo A1.2 se encuentra el desarrollo completo de C cuyo resultado se

muestra a continuacion:

C= ]_%[a11®l + a,(IQC + CRI) + a3CRC + a,l + as(IQM, + M,QI)
+ ag(Mu®C + CRM,) + a,M,®M, + ag(I®N, + N,&I)
+ ag(Ny®C + CO®Ny) + a10No®N, + aq;(Mu®N, + N,®M,) (2.70)
+ a12(1\7[0@l + I@MO)]'

donde My, = my®mg, N, = my®Cmg, + myCR®my y con los coeficientes definidos como:

oPp? _oYr oy oy o oY?
g (Yo O g Y 9V - ) 2.71ab
% <611811+ \3LaL, T 3heL, T al, *2 al.oL, T Yanal, (2.71a.0)
05 07 05 P
=4T' =—4__, :4 = = I = = |, 271 =
%3 = 5101, 4 oT, s =*\orar, T a1, 2.71c-¢)
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P> P? Pz _ oyY?
=4, =4‘T’ =4‘ = = +1 = = | 271f'h
%6 aLal, % =t oL,al, % = *\ol0L, T ‘L0l ( )
o> o? o> P
= —4—=, =4T1 =4Ty :4__ . i-
%o aLoly T "3Lal, T Yanan 2T YOL @715

Al término C se le tiene que aplicar la doble contraccién por la derecha y por la izquierda con los tensores
de proyeccion de cuarto orden y posteriormente la operaciéon empuje con el gradiente de deformacion (ver
Ec.(2.68)). Siguiendo las propiedades de la doble contraccion entre tensores de cuarto orden (propiedades

(A.10-A.17)) se demuestra que le desarrollo de la expresion es:

(F®F) : (P: C: PT) : (FT®F")
= [a1A1 + a; (A + Az) + a3, + aAs + as(Ag + Ay) + ag(Ag + Ay)
+ ;A + ag(Agq + Agp) + ag(Agz + Arg) + arohys + a1 (A +Ay;)  (272)
+ a1 (Agg + Ago)],

Con los siguientes tensores de cuarto orden:

- 1 _ 1.

A; = B®B — - [,(BI + I®B) +§1121®1, (2.73)
-, 1. _ 1. 1. _

A, = B®B? - §(BZ : 1) BQI — §111®BZ + 511(32 : DI, (2.74)
., 1. _ 1__ 1.,

A; = B2Q®B —§(BZ : 1)IQB —§IlBZ®I + 511(32 : DI, (2.75)
I 1, ., 1, 2

A, = B2®B? —5(32 : 1)B2@®I — §(B2 : 1)IQB? +§(B2 1)1, (2.76)
___ 1_ 1, 1,

A: = B®B —§B2®I -3 I®B? + 5(32 : DI, (2.77)
__ o 1__ 1 _ 1__

As = LBOM — 2 ,BOI - 2 L LIQM + 5 [, LIQI, (2.78)

1o _ 1. _ 1__
A; = [,M®B — - [LL,M®I - - [I®B + 5 L1,I®], (2.79)
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1 1, 1 _
Ag = I,B*’QM — §I4B2®I -3 (B2 :1)[,I®M + 5 (B2 : 1),I®],
N R - 1.
Ay = LM®B —§(B : DI, M®I — 3111®B +§(B : DILIQ,
-2  — 1_ 2 — — 1. 2
__ 2 __ 1__ 2 _
Ayy = [,BON — 2 [;BOI — S [ LION + 5 [, /51Q],
o1 2 2__
Az = LN®B — 2 L,N®I - 2 [5I®B + 5 [ 1®1,
__ 2 _ _ 1,_ _ 2 _
A3 = LB?®N — §1532®1 -3 (B2 : I)[,I®N + 5 (B2 : 1)5I®],
o1, _ 2 2, _
A,, =I,N®B?% - §(B2 : ) [,N®I — 351®B% + 5 (BZ: 1)5IQ,
_ 2_ 4 _,
g 2__ _ 1_, 2 _
Ase = I, MON — 2 LIsM®I - 2 I,” ION + 5 LLI5IQ,
o 1_, 2__ . 2__
Ay = [;'NOM — 2 I," N®I - 2 [,I;1OM + 5 [LI5I®1,

_ o 1___ 1. __ 1._
Ag = ,MQB —3 4MBQI —§I4I®BM +§151®1,

(2.80)

2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

Sustituyendo las Ec. (2.73)-(2.91) en la Ec (2.72) y posteriormente en la Ec.(2.68) se obtiene una expresion

analitica para el tensor elastico desviador en términos de los tensores de deformaciones en la configuracion

deformada. Para tomar en cuenta las rotaciones del material ABAQUS utiliza la tasa de esfuerzo objetiva

de Jaumann [64]. Esta se expresa respecto a la variacion temporal del tensor de esfuerzo de Kirchhoff y

como:



41 Marco Teorico

M=t-Wr—-tW=C:D
TET-Wr— W =0T D, (2.92b)

A _ . —_ [rA
T =t — Wi Ty — TaWij = [C]ijaDy, (2.92b)

donde W y D son los tensores de giro y velocidad de deformacidon respectivamente, T es tensor de

[I3R2]

esfuerzos de Kirchhoff, el super indice A se refiere a la derivada objetiva y la notacién se refiere a la
derivada temporal. El tensor C* es conocido como tensor de rigidez tangente consistente y esta
relacionada con el tensor de rigidez tangente en la configuracion deformada como se muestra a
continuacion:

M =CcE+1I® I
C C* +1Q0 + oI, (2.93)

[C¥] k1 = [CElijpy + S0yt + 046y (2.93b)

El tensor de rigidez tangente (Ec. (2.93a)) junto con el tensor de esfuerzo de Cauchy, ((2.47)) seran
llamados en ABAQUS para cada punto de integracion en el cual se haya definido el UMAT como material.
Si bien una forma analitica del tensor de rigidez (Ec. (2.93a)) tangente asegurara la convergencia
cuadratica del método de Newton, se pueden usar formas aproximadas que a menudo son mas simples de

codificar [47, 65, 66].

2.4 Revision de funciones de energia de deformacion i

En esta seccion se presenta una breve revision de algunos modelos desarrollados para la descripcion de
tejidos blandos bioldgicos, se hace hincapié en modelos pioneros e interesantes, realmente son muchos
los modelos propuestos en la literatura, una revision mas completa puede encontrase en [16, 30]. Aunque
la estructura compuesta por fibras y el consecuente comportamiento anisotropico de los tejidos se conoce
desde hace mucho tiempo, en un principio los investigadores suponian que la cantidad de fibras no era lo
suficientemente grande para que su comportamiento mecanico fuera determinante. Por lo cual los primeros
modelos utilizados en la descripcion de los tejidos blandos fueron isotrépicos. Actualmente, dependiendo
de la aplicacion y el tejido que se desea analizar, el enfoque isotropico es suficiente y se ha utilizado en el
modelado, por ejemplo, del higado [67], rifion [68], cerebro [69], piel [70], timpano [71] y utero [72]. Los

primeros modelos isotropicos usados en los tejidos blandos provienen del estudio del caucho: Neo-
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Hookeano, Mooney-Rivlin o el de Ogden. Las ecuaciones constitutivas para materiales similares al caucho
se crearon para representar un endurecimiento por deformacion para deformaciones arriba del 100%,
mientras que los tejidos blandos a menudo se endurecen mucho antes, después de algunas decenas de
porcentajes de deformacion [30]. Esto quiere decir que los modelos para los elastémeros son limitados en
cuanto a aplicaciones en algunos tejidos bioldgicos. Debido a esto, los investigadores se han esmerado en
desarrollar ecuaciones constitutivas especificas y adecuadas para tales tejidos. Una caracteristica principal
de estas ecuaciones es la presencia de un cambio grande en la pendiente de la curva esfuerzo-deformacion
para deformaciones moderadas. Esta propiedad explica porque la mayoria de ecuaciones constitutivas para
tejidos blandos tienen una forma matematica exponencial, ya que su curva permite describir cambios

fuertes en la pendiente [16].

Demiray [73] propuso una de las primeras ecuaciones constitutivas para tejidos blandos, la cual hasta la

fecha se sigue usando continuamente:

W = z—l{exp [%2 (I, — 3) ] - 1}, (2.94)

donde c; y ¢, son parametros del material. Holmes and Mow [74] propusieron un modelo similar a la Ec.

(2.94) usando I,. En la Tabla 2.1 se muestran algunos de los principales modelos isotropicos.

Tabla 2.1 Modelos constitutivos isotropicos

Autor Modelo constitutivo Aplicacion
‘ _ g Cy - . .
Demiray [73] Y =— {exp [? (I, —3) ] - 1} Arteria coronaria
C2
. | C2 - 2 .
Demiray et al. [75] Y = c_{eXp [? (I, —3) ] - 1} Aorta abdominal
2

) = ci{exp[c,(I; — 3)?
Wilhelms-Tricarico [76] v HEpleta _ Lengua
+ c3(=20 + I, + 3)1}
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Raghavan et al. [77]

Arnoux et al. [78]

Hendriks et al. [79]

Volokh and Vorp [80]

Tang et al. [81]

Schiavone et al. [82]

Laksari et al. [83]

Fu et al. [84]

¥ =c1(y = 3) + (I — 3)?

¥ = crexpley(h - 3)] - 2 (- 3)

Y =c (I = 3) + c;(I; = 3)
+c3(h —3)(I; - 3)
+cy(l; —3)* + ¢c5(I; — 3)°

Bmcimerom|-20, -3
20 -9
¥ =c(I; = 3) + c,(I; = 3)
+ cslexples(f; — 3)] — 1]
¥ =c;(I; = 3) + c,(I; = 3)°

Y=c;—3)+c,(I;—3)
+c3(, —3)(I; - 3)

Y=c(; —3)+c,(I; - 3)
+c3(; —3)(Uz—3)
+ca(lh = 3)% + c5(I; — 3)?

Aorta

Ligamento cruzado

Piel

Aorta abdominal

Placa coronaria

Cerebro

Cerebro

Higado

Sin embargo, el enfoque isotrdpico es limitado y en la mayoria de los casos se necesita un modelo

anisotropico para capturar el comportamiento real de muchos tejidos bioldgicos. La forma mas adoptada

en la literatura para la formulacion de funciones de energia de deformacion es que esta dependa de los

invariantes isotropicos y los invariantes anisotropicos [85]. La manera mas comun de realizar la

formulacion es a través de una descomposicion aditiva, que se expresa como:

Y = Piso (1, ) + P (L, I5).

(2.95)
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Se pueden diferenciar los modelos de acuerdo a sus formas matematicas, por ejemplo, polindmico, de
potencias y exponencial. Una buena manera de obtener funciones anisotropicas de energia es
generalizando el modelo de serie de Rivlin et al. [86] para los invariantes anisotropicos, Kaliske [87]

propuso una forma general usando I,

§= all,- D", (296)

k=2

donde c; son los coeficientes del material. Se debe de notar que el término lineal k = 1 no puede ser
utilizado, ya que no se garantiza que el esfuerzo sea cero cuando la deformacion es nula. Cuando k = 1
se genera el conocido modelo de refuerzo estandar que, aunque no fue creado para tejidos bildgicos, ha
sido usado ampliamente en el campo de la biomecanica [88-91]. La generalizacion completa de la serie

de Rivlin fue propuesta por Riiter and Stein [92]:

5= eyl =3 0= 3, - DG~ 1), 2.97)

ijkl
donde c;jj; son los parametros del material. Una modificacion para mejorar el rendimiento numérico fue

propuesto por Horgan and Saccomandi [40]:

¥ = cjulh =3 T—3) =30 - DV (L, - DF( - 27, + D (2.98)
ijkl
Humphrey et al. [93] utiliz6 \/174 en lugar de I, ya que \/174 posee significado fisico, representa el

alargamiento de la fibra, por lo tanto:

P = Z crua(l; — 3)F <\/Z - 1>k- (2.99)

Kl
Las Ecs. (2.98) y (2.99) son formas generales con términos infinitos, obviamente se tienen que usar
modelos truncados, un buen resultado depende de un truncamiento correcto. En la Tabla 2.2 se presentan

algunos modelos truncados reportados en la literatura.
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Tabla 2.2 Modelos constitutivos anisotropicos polinomiales.

Autor Modelo constitutivo

Triantafyllidis and Abeyaratne [91] Yeip, = (I, — 1)?

2 3
lﬁ=C1<\/Z—1> +c2<\/a—1> + c3(I; — 3)
+ cs(I; — 3) (\/Z—l) + ¢c3(I; — 3)?

Peng et al. [94] Yap = (I, — 1D 4 ¢, (I, — 1)*

2
Alastrué et al. [95] Yeip = Cy (\[I_: — 1)

Yrip = ¢, (I, — 1)? ‘|‘_C3(1—4 -1)3 +_C4(1_4 -1
+ C5(14 - 1)5 + C6(I4- - 1)6

Humphrey et al. [93]

Basciano and Kleinstreuer [96]

&fib = C1(I_4 -1) + 02(21_4 - 1_5 - 1)3

Murphy [19] t ey = D — 1)

Otra forma comun que pueden adoptar las funciones de densidad de energia de deformacion son la de

potencias, Ogden [55] desarroll6 una forma general, siendo ésta:

P =) el =1) + (% -1)], (2.100)

T
donde a,, B, ¥», 0, son parametros materiales. Jemioto and Telega [97] realizaron una formulacién

similar usado los otros invariantes:

B= eyl = 3% 0, - (0, ~ D ~ % @101

ijkl
donde ¢;jy, a;, bj, ¢;, d;, son parametros del material. Otra formulacion mas simple fue dado por Ciarletta

et al. [98]:



46 Marco Teorico

n
P = ) kil (2.102)
i

donde k; son las propiedades del material. Una propiedad clave que necesitan las ecuaciones constitutivas
es presentar un aumento considerable de la rigidez para deformaciones moderadas. Las funciones con
formas polinomiales o de potencia necesitan muchos términos para poder ajustar este comportamiento.
Una forma de evitar esto es utilizar funciones de energia basadas en funciones exponenciales, este enfoque

es el mas utilizado en la literatura. Humphrey and Yin [99] propusieron el siguiente modelo:

P =c [eXp (cz (\/Z - 1)2 — 1)‘ (2.103)

Esta expresion fue modificada mas tarde por Holzapfel et al. [8] reemplazando \/174 por I,

¥ = u(fy = 3) + 5= lexp(e, (l, - 12 = 1], (2.104)
2

donde p, ¢4, c, son parametros del material. La Ec. (2.104) ha sido ampliamente utilizada en la literatura
para la descripcion de tejidos blandos. Posteriormente, este modelo se amplié para tener en cuenta la
proporcion de las partes isotropicas y anisotropicas mediante un factor de ponderacidon entre las
contribuciones de I; y I,. Este factor es k y representa una medida de dispersion en la orientacion de la

fibra, asi Holzapfel et al. [31] presentaron:

¥ =pul -3)+ ;Tl{eXp[Cz(l — k) —3)? + k(I - D]} (2.105)
2

Se han propuesto muchos modelos exponenciales en la literatura. La Tabla 2.3 presenta los que mas se

han utilizado en la literatura.

Tabla 2.3 Modelos constitutivos anisotropicos exponenciales

Autor Modelo constitutivo Aplicacion

Y = ci{explc,(I; —3)2 + ¢c5(I; —3)U, — 1)
Fung et al. [100] +cy(Iy — 1)?] — 1} + 5 (I; — 3)?
+ eIy —D? +c; (I = 3)U, — 1)

Vaso

sanguineo
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Weiss et al. [56] Yap = c1lexp(l, — 1) — 1] Arterias
)= ci{explc,(I; = 3)? + c3(I; —=3)(U, — 1) Ventriculo
Lin and Yin [101] V= atexpleath =374 6 lh * o
+ ¢, (I, — 1)?] — 1} izquierdo
Holzapfel et al. [102] Yrp = c1(I, — 1) explc, (I, — 1)?] Pared arterial

_ _ — 2c
Rubin and Bodner [103] Y = ;Tl{exp [cz (cs (L-3)+ 2—3 (\/14 — 1) 4)] - 1} Piel facial
2 4

— — c —
P =u(l = 3) + o~ {exple,(1 - (T, - 3)° Arterias
Holzapfel et al. [31] C2

+ k(- 1% - 1} coronarias
_ c _ _
Pinsky et al. [104] Ygip = C—l{exp[c2(14 -1 ] -1} Cornea
2
_ c _ _
Gasser et al. [105] Y = i{eXP[Cﬂkh + (1 -3k, - 1?*] -1} Arterias
2
_ _ — 4
May-Newman et al. [106] Y = ¢ {exp [cl((ll —-3)) +c, (\/1_4 — 1) ] - 1} Aorta
_ c _ _
Natali et al. [33] Vrip = C—l{exp[CZ (L-1D]-c(,—1) -1} Esofago
2
_ c _ - Musculo
Pefia et al. [107] Piip = —{exple, (I, — D] — (I, = 1) — 1} '
€2 esquelético

P = cy{exple,(I; — 3)* + c3(I, —=3)(I, — 1)
Doyle et al. [108] + ¢, (I, — 1)% + cs(I; — 3) Miocardio
+c6(l, — D] — 1}

Ciarletta et al. [98] Yep = €1 [exp(cll_f) — 1] Arterias

Algunos investigadores han definido en sus modelos el punto donde las fibras comienzan a aumentar

drasticamente su resistencia, ya que consideran que las fibras deben alcanzar este umbral antes de
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comiencen a alinearse con la carga. De esta forma, se puede introducir un pardmetro de umbral en todas
las ecuaciones constitutivas. Consiste en reemplazar (I, — 1) con (I, — I,,), donde I, corresponde a la
deformacion necesaria para alcanzar la zona mencionada. Este nuevo parametro permite el control del
comienzo del endurecimiento por deformacion y, por lo tanto, modelos mas complejos pueden ser

formulados, Calvo et al. [109] presentaron:

Y =pu(l; —3) + gy

0 I, < Iy
c _ _ _ _
G = C—3{exp[c4(14 — L) —ca(ly, — L)} Lo<I, < Lyres (2.106)
fib — 4 !
_ Ce. - -
Cs |1, + ?ln(lz}) +cy Iy > I4ref

Después, Pefia [110] desarrollo una forma general para las funciones exponenciales:

¥ = o el = = fih ) + e [a(l - B)'] - g(B R} @107

dondey,a,n,a, b, c,d, I_f son parametros del material. La eleccion de las funciones f; y g permite una
amplia generalizacion de muchos modelos diferentes. Las funciones exponenciales, polindmicas o de
potencias no son las unicas formas que se pueden utilizar en las funciones de energia de deformacion para
tejidos blandos, por ejemplo, hay formas logaritmicas o trigonométricas. La Tabla 2.4 presenta variadas

formas para funcion de energia de deformacion.

Tabla 2.4. Modelos constitutivos anisotropicos

Autor Modelo constitutivo
Riiter and Stein [92] Ygp = cx[cosh(l, — 1) — 1]
Limbert and Middleton [111] Vep = 2¢sv/ I + cIn(l)
_ — (I, -1
Horgan and Saccomandi [40] Yeip = — 2! CZ(_4 )
c3 — ¢yl — 1)

— C —
Markert et al. [112] Dip = C—l (I* = 1) — ¢, In(I,)
2
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. - C2 (I, — 1)?
Ogden and Saccomandi [113] Yip = — 5 €3 In|1- 0
3
. T 2 1_4_ 2C1
Demirkoparan and Pence [114] Ysip = 3 (C—z + N )
1

I,

Dorfmann et al. [115] Yeip = C [1 — c3tanh < )l [exp(cs(I, — 1)) — 1]

-1
Cy
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Capitulo 3

3. Desarrollo de la subrutina UMAT para materiales hiperelasticos

transversalmente isotropicos

3.1 Subrutina UMAT

En este capitulo se desarrolla la subrutina UMAT (User Material) para poder implementar en ABAQUS
un modelo hiperelastico transversalmente isotrépico. La implementacion de nuevas relaciones
constitutivas a través de subrutinas de materiales definidas por el usuario (UMAT) en el software de
elementos finitos ABAQUS representa una poderosa herramienta para los investigadores en los campos
de la mecénica de s6lidos, la biomecdanica, la mecanica estructural y la ciencia de los materiales [116]. La
subrutina UMAT es un codigo en FORTRAN que ABAQUS llama en cada punto de integracion con el
gradiente de deformacion como principal entrada y con el cual se actualizan las componentes del tensor
de esfuerzo y del tensor de rigidez tangente (también comunmente llamado moédulo tangente o tangente
consistente), correspondientes al modelo definido por el usuario. Si bien el tensor de deformacion
logaritmico también se proporciona como entrada del UMAT, para la cinematica de grandes
deformaciones (hiperelasticidad) el tensor de esfuerzos de Cauchy generalmente se construye a partir del
gradiente de deformacion [117]. Posteriormente se ensamblan las matrices globales y el sistema se
resuelve, se verifica la convergencia del resultado con la condicion de equilibrio, de no haber convergencia
se define un nuevo gradiente de deformacion para el estado actual y se realiza una nueva iteracion (ver
Fig. 3.1), esto dentro del marco de solucion del método de Newton-Raphson que ABAQUS utiliza para
problemas implicitos [47, 66].

La creacion de un UMAT no es una tarea sencilla. Se debe tener un buen dominio de la mecénica de
medios continuos para deformaciones finitas, el algebra de tensores y un conocimiento integral de cémo
se debe implementar un modelo constitutivo [117]. Ademas, se debe estar familiarizado con Fortran, un
lenguaje de codificacion en el que es facil cometer errores menores pero consecuentes y es dificil de
depurar [116]. Incluso con la documentacién disponible, como manuales de software de FE, libros y
articulos de investigacion, no es sencillo adquirir este conocimiento, dado que estos documentos solo

proporcionan expresiones, sin derivaciones, carecen de detalles e informacion de fondo, lo que dificulta
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la extrapolacion a otros modelos materiales y, en consecuencia, puede conducir a errores inconscientes

[117].

ABAQUS utiliza el método de Newton-Raphson para dar solucion a los problemas no lineales [64]. La

Fig. 3.1 muestra la subrutina UMAT dentro del procedimiento de Newton-Raphson.

Se pasa al siguiente
incremento de tiempo &y, 4

Iteracion Newton

Se verifica la
condicion de
equilibrio

Se reinicia el
contador
i=1

Numero de
elementos de
la malla

n = #elem.

Se actualiza el valor
Up = Up_q + Au

i

Se calcula el la solucion

s

al sistema global
Au

R TR I

Se calcula el
Gradiente de

+ Parametros del material
+ Direccion de las fibras en la
configuracion de referencia

Deformacion
F parael
elemento i

UMAT
Se calculan las componentes del tensor
de esfuerzo para el elemento i
g j
Se calculan las componentes del tensor
tangente para el elemento i

G

!

Se ensamblan las componentes ;5 y
A ;
((C )ijkl del elemento i en las

matrices globales de acuerdo a la
conectividad de la malla.

Fig. 3.1. Subrutina UMAT dentro del proceso iterativo de soluciéon en ABAQUS [118].

3.2 Escritura de un UMAT

En esta seccion se detallan los elementos que se necesitan para crear un UMAT.

3.2.1 Pasos necesarios para crear un UMAT

e Definicidn de la ecuacidon constitutiva:

- Definicion explicita del esfuerzo (esfuerzo de Cauchy para grandes deformaciones).

- Definicion de la tasa de esfuerzo de Jaumann.

e Calculo del tensor de rigidez tangente (tensor elastico) del modelo constitutivo.

- Este tensor puede ser no simétrico como resultado de la ecuacion constitutiva o el

procedimiento de integracion.
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3.2.2

323

Ademas, en caso de ser necesario:
- Definir la dependencia de tiempo, temperatura o variables de campo.
- Definir las variables de estado interno, ya sea explicitamente o en forma de tasa de cambio

respecto al tiempo.

Codificacion del UMAT:

- Se puede usar el lenguaje de programacion FORTRAN o C++.
- Se debe de asignar suficiente espacio de almacenamiento para las variables de estado con la

opcion: *DEPVAR.
Convenciones UMAT

Las componentes del tensor de esfuerzos se almacenan en un vector denominado STRESS bajo la

siguiente convencion.

STRESS(1) = 0y4
STRESS(2) = 03,
STRESS(3) = 033
STRESS(4) = 0y,
STRESS(5) = 013
STRESS(6) = 03

(3.1)

Las componentes del tensor te rigidez tangente (C*/ )ijki s€ almacenan una matriz de 6X6

denominada DDSSSE bajo la siguiente convencion

(€111 (€)1120 (€D1133 (€)g110 (€)1155 (€)1125]
(€211 (€Y)g2p0 (€33 (€51, (€CY)213 (€C) 223
DDSDDE(, j) = (€311 (€350 (€Y)3335 (€¥)331, (€313 (CY)3303 (3.2)
(€211 €1z (€133 (€112 (€Y)1313  (€)1503
(€311 (€130 (€)1333 (€312 (€Y)1313  (€4)1323
(€311 (€322 (€333 (€312 (CY)g315  (C2) 533

» El gradiente de deformacion, Fj; , siempre se almacena como una matriz 3x3.
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3.2.4 Subrutinas que se pueden utilizar dentro del UMAT

e ABAQUS pone a disposicion del usuario subrutinas que pueden ayudar a la codificacion del

UMAT, estos son: SINV, SPRINC, SPRIND y ROTSIG.

SINV devolvera el primer y segundo invariantes de un tensor.
SPRINC devolvera los valores principales de un tensor.

SPRIND devolvera los valores y direcciones principales de un tensor.
ROTSIG rotara un tensor con una matriz de orientacion.

EXIT terminard un analisis y cerrara todos los archivos asociados con el andlisis correctamente.

3.2.5 Variables UMAT

e Los siguientes valores estan disponibles en UMAT:

Esfuerzo y deformacion al inicio del incremento.

Incremento de deformacion, incremento de rotacion y gradiente de deformacion al inicio y al
final del incremento

Valores totales e incrementales de tiempo, temperatura y variables de campo definidas por el
usuario

Constantes del material y posicion del punto del material.

Elemento y punto de integracion.

Paso actual y numeros de incremento.

e Se deben definir las siguientes cantidades:

Esfuerzo el tensor de rigidez tangente del material.

e De manera opcional se pueden definir las siguientes variables:

Energia de deformacion.

Incremento de tiempo nuevo (reducido).

3.3 Codificacion UMAT

3.3.1 Encabezado UMAT

El manual de ABAQUS en su parte de subrutinas de usuario proporciona la cabecera o interfaz que se

debera de utilizar al codificar el UMAT que se presenta en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1. Interfaz de la subrutina UMAT
SUBROUTINE UMAT (STRESS, STATEV, DDSDDE, SSE, SPD, SCD,

f RPL, DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT,

B STRAN, DSTRAN, TIME, DTIME, TEMP, DTEMP, PREDEF, DPRED, CMNAME,
El NDI, NSHR, NTENS, NSTATV, PROPS, NPROPS, COORDS, DROT, PNEWDT,
Bl CELENT, DFGRD®, DFGRD1, NOEL, NPT, LAYER, KSPT, JSTEP, KINC)

INCLUDE 'ABA_PARAM.INC'

CHARACTER*80 CMNAME

DIMENSION STRESS(NTENS),STATEV(NSTATV),

il DDSDDE(NTENS,NTENS),DDSDDT (NTENS ), DRPLDE (NTENS),

Bl STRAN(NTENS),DSTRAN(NTENS), TIME(2),PREDEF(1),DPRED(1),

El PROPS(NPROPS),COORDS(3),DROT(3,3),DFGRDO(3,3),DFGRD1(3,3),
B ISTEP(4)

{
Definicién de Variables locales
Cuerpo del programa: Cédigo para definir DDSDDE, STRESS, STATEV,
SSE, SPD, SCD
Y de ser necesario codificar RPL, DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT, PNEWDT
}

RETURN

END SUBROUTINE UMAT

3.3.2 Variables UMAT

Las variables de uso mas importantes en el UMAT se describen en la Tabla 3.2.
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Tabla 3.2. Algunas de las variables disponibles para la subrutina UMAT

Variable Descripcion

DDSDDE (NTENS, NTENS) La matriz de rigidez tangente del modelo constitutivo.
Vector definido como el tensor de esfuerzo al comienzo
STRESS (NTENS) del incremento y debe actualizarse en esta rutina. El
tamafio de esta matriz depende del valor de NTENS. El
tensor utilizado es el de Cauchy
Numero de componentes de esfuerzo o deformacion,

depende del tipo de andlisis que se esté realizando,

NTENS . . . . . . . . .
unidimensional, bidimensional, axi-simétrico o
tridimensional.

Conjunto de constantes de material especificadas por el
PROPS (NPROPS) _ _ . _

usuario asociadas con este material de usuario.

DFGRDI1 (3,3) Matriz que contiene el gradiente de deformacion actual.

Matriz que contiene las deformaciones totales al
STRAN (NTENS) _ _

comienzo del incremento.

Numero de constantes de material definidas por el

NPROPS

usuario asociadas con este material de usuario.

Para una descripcion mas completa y detallada se puede consultar el manual de usuario de ABAQUS

[119] en la parte referente a las subrutinas de usuario.

3.3.3 Algoritmo general

El algoritmo general utilizado en la codificacion de la subrutina UMAT se muestra en la Tabla 3.3.

Tabla 3.3. Algoritmo utilizado en la subrutina

Entradas: Gradiente de deformacion F, propiedades del material, direccion de la fibra

en la configuracion de referencia

1. Se declaran variables locales
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2. Se verifica que se trate de un andlisis tridimensional
Si NTENS # 6
“Error, este UMAT solo se puede usar en un analisis 3D”
Llamar EXIT

3. Se calcula el determinante de F:

J = det(F)

o

. Se calcula el gradiente desviador
F=J)71/3F

5. Se calculan los tensores de deformacion desviadores y sus cuadrados:

C

(@]

C=FTF;C%*=

B

=]
I
=]

= FFT; B?

6. Se crear el tensor identidad de segundo orden

3

. Se asigna la direccion preferencia my
8. Se calculan los invariantes isotropicos
LI
9. Se calculan los invariantes anisotropicos
Iy, I
10. Se calcula el tensor
M, = my®m,
11. Se define el vector en direccion de las fibras en la configuracion deformada
m = Fmo/ /T,
12. Se calculan las derivadas parciales de primer orden del modelo

aj ’ oI, aI, aI, als

13. Se calculan los tensores estructurales en la configuracion deformada
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14. Se calcula el tensor de esfuerzos de Cauchy para la parte volumétrica
Oyo1 = pl

15. Se calcula el tensor de esfuerzas de Cauchy para la parte desviadora

oy o P B2 4 o 0P _ P ap oY 61/)
i Y L PV Uk Y i 4
(011 +h 012> B- L, a5, B al4 Mt oI, 3\'aL ar, T4 oL, o, T al, ar, T4l 015

Odes = ]

16. Se calculan el tensor total de esfuerzos de Cauchy
O = Oy T Oes

17. Se asignan los valores correspondientes de Cauchy a la variable STRESS de
ABAQUS

o - STRESS
18. Se calculan las derivadas parciales de segundo orden del modelo

azll)vol a17’des alj’des alj’des a17’(1es
ajoj ’ oL, ° oL, ' oI, dIs

azlj’des azades azlf’des 3217’1125 azwdes azlﬁdes
oI, 8l,” I, dl,” dI, I  dI, dI, ’ dl, dls ’ A, Al

19. Se crean los tensores necesarios de cuarto orden para el calculo del tensor de rigidez
tangente

20. Se calcula el tensor de rigidez tangente volumétrico

CE, = (p +J )l®l—2p]1

daj
21. Se calcula el tensor de rigidez tangente desviador
Chos = 7 (FOR): (P € F) : (FTGFT) +2 (0 D — 5 (180es + 04es®D)
22. Se calcula el tensor de rigidez tangente completo
C* = Chop + Clies

23. Se calcula el tensor de rigidez tangente completo en la configuracién deformada
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€4 = CE +IQ0 + oQI

24. Se asignas los valores correspondientes de C*J a la variable DDSDDE de ABAQUS

Salidas: valores actualizados del esfuerzo o;; y del tensor de rigidez tangente (c®); jki

El codigo en FORTRAN del UMAT completo se encuentra en el Anexo A2.
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Capitulo 4

4. Implementacion de la subrutina UMAT en ABAQUS

4.1.1 Datos experimentales y predicciones numéricas a la traccion biaxial

Para evaluar el desempeno y exactitud de la subrutina creada, en esta seccion se implementan en ABAQUS
cuatro modelos publicados en la literatura, dos modelos isotropicos y dos modelos anisotropicos. Las

Tabla 4.1 y la Tabla 4.2 muestran los modelos utilizados.

Tabla 4.1 Modelos constitutivos isotropicos

Autor Modelo ll_} = lﬁiso
_ C1Cy -
Amoux et al. [78] c{exple, (I, — 3)] — 1} + 1_2(]2 —3)
Ligamento Cruzado 2
Laksari et al. [83] c(I; —3) + c;(I; —3) + c5(I; — 3)(I, — 3)
Tejido Cerebral

Tabla 4.2 Modelos constitutivos anisotropicos

Autor Modelo ¥ = Pigo + Ysib

_ C1,-
Peng et al. [94] Diso = ?1 (I, = 3)
Anillo Fibroso vertebral _ _ _

Yab = (I — D + c3(I, — 1D*

Riveros et al. [120] Yiso = C1{explc,(I; — 3)] — 13

Aorta Abdominal Do = = I
orta Abdomina Vgp = C—Z{exp[cz(14 -1)?2]-1}
4

Dado que es necesario obtener las derivadas parciales de los modelos respecto a los invariantes de

deformacion, la

Tabla 4.3 presenta tales términos para los modelos isotropicos.
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Tabla 4.3 Derivadas parciales de los modelos isotropicos.

Término Laksari et al. [83] Arnoux et al. [78]

oY _ _
—l{J ¢+ c3(l — 3) c1¢, expley (I — 3)]
ol
oY _ C1Cy
— +c3(I; —3 e
o, ¢z + c3(l; ) )
o _

o7, 01, 0 c1¢5 exple,(I; — 3)]
9 1,2
_1/) = Cy 0

01,01,
9 1,2
_l/) = C1 0

01,01,

Y la Tabla 4.4 presenta los términos correspondientes a las derivadas parciales de los modelos

anisotropicos.
Tabla 4.4 Derivadas parciales de los modelos anisotropicos.
Término Peng et al. [94] Riveros et al. [120]
01/3 Cq _
— - c1cz|expley(l; — 3
oL, ) 1 2[ plc, (I )]]
oy 3 3 3 3 3 2
A 2c,(I, — 1) + 4c3(I, — 1) 2[c3(Iy — D] exp[ca (I, — 1)?]
4
0y 0 cic? explc,(I; = 3)]
o1, 01, 162 €Xplca Uy
op? 3 2 i _2)2 7 _1)2
3757 2c; +12¢5(1, — 1) 2[2¢3c,(I; — 3)* + 03][exp[c4(14 1) ]]
401y

Los demas términos para las derivadas parciales (paso 18 de la Tabla 3.3) que no aparecen en las tablas
4.3 y 4.4 son cero. Para el calculo de los pardmetros de los modelos se utilizaron los datos experimentales
publicados por Bursa et al. [121], estos datos han sido obtenidos sobre muestras de tejido adértico toracico

porcino bajo traccion biaxial y en la Fig. 4.1 se presentan las muestras y parte procedimiento usado.
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Fig. 4.1 Obtencion de datos experimentales; a) Muestras de aorta toracico porcino; b) Muestra rectangular
montada para el ensayo biaxial [121].

El ajuste de curva se realiz6 en MATLAB ® (R2019a, MathWorks Inc., Natick, MA, USA) utilizando el
toolbox curve fitting. Se uso6 el algoritmo de minimizacion Levenberg-Marquardt, este algoritmo ha sido
comunmente usado en el ajuste de modelos para datos experimentales de tejidos biologicos, ver por

ejemplo [31, 107, 122]. Los parametros ajustados para cada modelo se muestran en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5. Parametros materiales para los modelos analizados

Modelo c1 C C3 Cy

Arnoux et al. [78] 0.004982[MPa] 3.457 - -

Laksari et al. [83] 0.00125 [MPa]  0.00018 [MPa] 0.1021[MPa] -
Peng et al. [94] 0.1551 [MPa] 0.00142 [MPa]  0.09384 [MPa] -

Riveros et al. [120] 0.03644 [MPa] 1.135 0.006099 [MPa] 5.236

Los modelos se implementan en ABAQUS utilizando de la subrutina UMAT, para ello se cre6 un modelo
idealizado/simplificado para la prueba de traccion biaxial y las predicciones numéricos se comparan con
los datos experimentales. Para simplificar el modelo se aceptan las condiciones de simetria del ensayo,
por lo que solo se simula en ABAQUS una cuarta parte de lo que seria la geometria real utilizada en las
pruebas de traccion biaxial (ver Fig. 4.2(b)). La direccion de las fibras del tejido mgy de la muestra se
alinean con la direcciéon E; como se muestra en la Fig. 4.2(a) y se aplican desplazamientos simultaneos

u; = u = 0.328 en las direcciones E; y E, respectivamente. Lo anterior es para replicar en ABAQUS



62 Implementacion UMAT

los pardmetros de experimentacion utilizado en Bursa et al. [121]. En ABAQUS se utilizé una malla

estructurada de 800 elementos hexaédricos de formulacion hibrida C3D8H, Fig. 4.2(¢).

b) u, c)

A A A A A A A A 4 A& a

L7

LI 17 77 L7
Ly

u,

YTYYYYY XYY YY YYY

27777177
llll'""-..l""';'

O

E O
2| T O OO0 000 Py
4

E, .
Fig. 4.2 Simplificacion de prueba de traccion biaxial: a) muestra; b) condiciones de frontera; ¢) modelo en
ABAQUS.

LlT77
i

LLZ
L7
',

La Fig. 4.3 muestra las predicciones numéricas de las simulaciones realizadas en ABAQUS

implementando el UMAT y los datos experimentales para los modelos isotrépicos.

b)

) T T T 1

1 T T T
+ Experimento 7 & Experimento 7y ¥
0.9 . 0.9 . l 1
+ Experimento o, + Experimento o, ,
0.8 [ | — UMAT 7 g 0.8 || e UMAT 7 -
+*
e UMAT 07, e UMAT 7, %
0.7 == i 07t 22

1 1.05 1.1 115 1.2 1.25 1.3 135 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 135

A=A 1~

Fig. 4.3 Predicciones numéricas usando el UMAT en ABAQUS para los modelos isotropicos: a) Modelo Arnoux
et al. [78]; b) Modelo Laksari et al. [83].

La Fig. 4.3 muestra que el ajuste no es la misma para los modelos, se observa claramente un mejor ajuste
para el modelo de Amoux et al. [78]. También se debe notar que los modelos isotrépicos no pueden predecir
diferentes comportamientos en diferentes direcciones por lo que se observa solo un comportamiento de

esfuerzo debido a que 077 = d,; (razon por la que no se nota la curva en color negro). Por consiguiente,
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un modelo isotropico resulta limitado para poder reproducir el comportamiento mecanico de tejidos
bildgicos reforzados con fibras dado que los datos experimentales muestran claramente comportamientos

diferentes del tejido en direccion paralela y transversal a la fibra.

a) b)

# Experimento 7 & + Experimento M
0.2 xberi 1 09 S
+ Experimento o, , + Experimento o,,
0.8 _UMATUII * 0.8 —UMATUII
07 e UMAT Tasy 07 —UMAT(‘/22
— 0.6
<
E 0.5 §
S 0y
0.4 F
03 ;‘.’ *
+"‘f
£
0.2
&
0.1
0
1 1.05 1.1 1.15 12 125 13 1.35

ATy

Fig. 4.4 Predicciones numéricas usando el UMAT en ABAQUS para los modelos anisotropicos: a) Peng et al.
[94]; b) Riveros et al. [120]

La Fig. 4.4 muestra nuevamente que el ajuste no es el misma para los modelos anisotropicos, claramente
se observa que el modelo de Riveros et al. [120] presenta una mejor aproximacion, también debe de notarse
que los modelos anisotropicos pueden predecir comportamiento diferentes en las direcciones paralela y
transversal a la fibra. Es importante mencionar que tanto el modelo de Arnoux et al. (2002) y el modelo
de Riveros et al (2013) tienen forma exponencial y son los que mejor ajuste presentan. La forma
exponencial es capaz de capturar el comportamiento creciente de rigidez que caracteristicamente muestran
los tejidos reforzados con fibras y es debido a esto que es ampliamente usada en la propuesta de nuevos

modelos para tejidos biologicos [16].

4.1.2 Solucion analitica particular a la traccion biaxial

Para verificar la exactitud de los resultados del UMAT se utiliza la solucion analitica para traccion biaxial.
Para el caso totalmente incompresible, el gradiente de deformacion y los tensores izquierdo y derecho de

deformacion de Cauchy-Green estan dados por:
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A 0 0 A2 0 0 A2 0 0
Fl=(° % 0| [@=@=[0 % 0|[=@=|0 % O (.0
0 0 3% 0 0 =z 0 0
Los invariantes isotropicos estan dados por
_ 1 1 1 (4.2a,b)
I = ﬂ%){% + @, I ).2/12 /12 + /1—%
Dado que m, = [1,0,0]T y m = [1;, 0, 0]7, los tensores estructurales se dan como:
_[# 0 0 _[221 0 0
MI=|0 o0 of IN[=[{0o 0 0 (4.3a,b)
0 0 O 0 0 0

recordando que M = m®m y N = m®Bm + Bm®m. Los invariantes anisotropicos para este caso son
L=22, I =xt (4.4a,b)

Sustituyendo las Ec. (4.1)-(4.4) en la Ec. (2.47) se puede verificar que el tensor de esfuerzos de Cauchy

para este caso estd dado por

7 7 1.0 0
2(_ 0y oY _ oy
=[p-={I 21 L 21
7= [p <161+ 255, Tl T 5615>H8 é (1)]
22 0 0 A0 0}
7 0 2 a 4 owl[A1 0 O
+2<¢+Il¢>0,1 0 |_0¥lo 23 0 | o ol
| | 2zl | 222
ap[241 0 0
+ﬁ 0 0 off
*Lo 0 0

Asumiendo la condicion de esfuerzo plano para este caso 33 = 0, el valor de la presion hidrostatica p se

puede obtener de la Ec. (4.5). Entonces los componentes en direccion de traccion estdn dados por
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b _op 1\ % AW
=2|(=2+1, pr i P ) 2% 4 4.6
11 Kall var, )\ " 222 | T ap, ) Tan T YA (4.62)
b o 1\ 1
—2 2 _ — 4.
022 Kazl hap \%2~z2) o, % - FEYe: (4.66)

Las Ecs. (4.6a,b) se utilizan para evaluar la exactitud de los valores numéricos obtenidos con el UMAT.
La Fig. 4.5 muestra una buena exactitud de los valores obtenidos en ABAQUS con sus correspondientes
valores analiticos esperados para todos los modelos analizados (ver anexo Al.3 para consultar las

ecuaciones especificas para cada modelo).

—— Analitico 7, = o,,

11
O UMATq, =0

Fig. 4.5 Resultados analiticos vs numéricos; a) modelo Armoux et al. [78]; b) modelo Laksari et al. [83]; ¢)
modelo Peng et al. [94]; d) modelo Riveros et al. [120].

Los resultados de la Fig. 4.5 muestran que el UMAT practicamente predice los mismos valores analiticos
esperados. En ninglin caso el error relativo supera el 1%. Este error se calculd simplemente tomando como

valor real el resultado analitico y el valor aproximado el predicho por el UMAT, es decir: e, =

|(ai Dy~ (0 j)UMAT| /(0) - Esto indica que la subrutina estd elaborada/codificada correctamente.

4.1.3 Implementacion del UMAT en deformaciones no homogéneas

Para evaluar y mostrar el desempefio de la subrutina codificada en deformaciones no homogéneas, en esta
seccion se implementa en ABAQUS una geometria irregular con cargas complejas. La geometria usada

corresponde a un aneurisma de la aorta abdominal (AAA). El AAA es una dilataciéon permanente e
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irreversible de la region inferior de la aorta. Es una condicion asintomadtica que, si no se trata, puede
expandirse hasta el punto de romperse, la ruptura de una AAA puede provocar un sangrado potencialmente
mortal [123]. La geometria se obtuvo de los archivos complementarios del articulo de datos de Wittek et
al. [124] y que corresponden a la investigacion realizada por Miller et al. [125]. En dicho articulo se
estudid a 25 pacientes con AAA, las geometrias se crearon a través de tomografia computarizada (TC) y

en este trabajo se usé la geometria del paciente #1. La geometria se muestra en la Fig. 4.6.

b) ¢)

Fig. 4.6 Aneurisma de aorta abdominal [125]: a) imagenes de TC; b) seccion transversal de la geometria obtenida
a través de TC; c) geometria computacional de la AAA.

Las condiciones de frontera que se usaron fueron las utilizadas por Joldes et al. [123], en donde se fijaron
la parte inferior y superior y se aplicd una presion a la superficie interna de 0.016 MPa (correspondiente
a una presion arterial de 120 mmHg), las condiciones de contorno se muestran en la Fig. 4.7(b,c). Se uso
una malla de 627477 elementos tetraé¢dricos lineales de formulacion hibrida C3D4H y con 166739 nodos
(ver Fig. 4.7(a)).
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a)

Fig. 4.7 modelo de AAA implementada en ABAQUS: a) mallado; b) condiciones de frontera; c) cargas de presion
en la pared interior del AAA.

Se utilizd6 en modelo de Riveros et al. [120] presentado en la Tabla 4.2. y se usaron los parametros
materiales calculados en la Tabla 4.5. La Fig. 4.8 muestra los resultados obtenidos en ABAQUS usando la

subrutina codificada.

S, Mid. Principal

(Avg: 75%)
+9.301e-01
+5.000e-01
+4.583e-01

+2.917e-01
+2.500e-01
+2.083e-01
+1.667e-01
+1.250e-01
+8.333e-02
+4.167e-02
+0.000e+00
-8.714e-01

Fig. 4.8 Resultados obtenidos en ABAQUS usando el UMAT desarrollado y el modelo de Riveros et al. [120].
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Los resultados presentados en la Fig. 4.8 muestran que el UMAT es capaz de resolver problemas con
geometrias y cargas complejas, ademas los patrones de distribucion de esfuerzo son similares al reportado
por Miller et al. [125], se grafico el esfuerzo principal méximo para hacerlo coincidir con el resultado en

el trabajo original.
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Capitulo 5

5. Implicacidén de los invariantes anisotropicos en un proceso de deformacion

5.1 Funcidn de energia de deformacion propuesta en este trabajo

En este capitulo se analiza la implicacién del uso de uno o ambos invariantes anisotropicos en la
formulacion de una funcion de energia de deformacion en tejidos blandos biologicos modelados como
materiales transversalmente isotropicos. Para este fin se propuso una nueva forma para la funcion de
energia de deformacion que estd motivado por el modelo polinomial presentado en Feng et al. [26] pero

adoptando una forma exponencial [126]. La Ec. (5.1) muestra el modelo propuesto.
_ c - c _
Prin = 5 {exples (T4 — D?] = 13 + o {exples (s — )] — 13, -1
3 2¢c5

Para la parte isotrépica se utiliza la tipica forma Neo-Hookean la cual se muestra a continuacion:
- c1 .-
Yiso = ?(11 - 3). (5.2)
La funcién de energia de deformacion volumétrica que se usa en este trabajo es:
1 2
Yyor = EK(] - 1)% (5.3)
donde k es el coeficiente volumétrico del material. Por su simplicidad la Ec. (5.3) ha sido utilizada

ampliamente en la literatura [127-129]. La forma completa para la funcion de energia de deformacién

queda entonces definida como:
1 2, 8.7 2 3 2 Ca 7 72)2
Y =ckU - D%+l —3) + 5 {exples(ly — 1] — 1} + 5 —{exples (Is — 11)°] — 11 (5.4)
C3 2cs

Aqui ¢4 >0, c; >0 y ¢4 >0 son parametros con dimensiones de esfuerzo y c3 > 0, ¢5 > 0 son

parametros adimensionales. Para implementar la casi-incompresibilidad el valor de x debera ser mucho
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mayor en relacién con los valores de ¢y, c; y ¢4 [49]. Debido a la estructura ondulada de las fibras,
generalmente se supone que las fibras contribuyen a la energia de deformacion solo en extension y no en
compresion [37, 60], por lo tanto, en este trabajo se supone que en compresion la respuesta del modelo es
puramente isotropico, es decir, si I, < 1 entonces g, = 0. Las Ecs. (5.5a-¢) muestran los términos para
las derivadas parciales correspondientes al modelo propuesto en la Ec. (5.4)

% % _

p=rU-D.  FF= 1/, 57 =0 (5.5a-c)
- i o _
6_}/: = c,(I4 — D exples(Iy — 2] — 214, (Is — I3) exples(Is — I2)?], (5.5d)
- _
2 o s~ ) exples(ls ~ 17)?). (5.50

5

Para contrastar lo resultados del modelo propuesto y hacer notar la importancia del invariante I, se utiliza
el popular modelo de Holzapfel-Gasser-Ogden [8] comunmente llamado modelo HGO, el cual tiene la

forma:

(I, -3)+ £exp[kz(l_4 -1)%-1], (5.6)

V= 2k,

donde u >0, k; > 0 y k, > 0 son parametros del material. Este modelo solo depende de I, para la parte

anisotropica. Las Ecs. (5.7a-c) muestra las expresiones para las derivadas parciales del modelo HGO

P oy

a_l_1=ﬂ/2’ i: 0 (5.7a,b)
oy _ _
% = ky(I, — 1) exp[k, (I, — 1)]. (5.7¢)

4

Se debe de notar que si ¢, = 0 el modelo propuesto (Ec. (5.4)) se reduce al modelo HGO.
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5.2 Ajuste de parametros a datos experimentales

En esta seccion se presenta el ajuste de los parametros del materiales del modelo propuesto, para
posteriormente implementarlo en una simulacion de elementos finitos. En este caso se utilizaron los datos
experimentales presentados por Calvo et al. [122], estos datos son de traccion uniaxial en tejido tendinoso
de ratas. El ajuste de curva se realiz6 en el toolbox curve fitting de MATLAB® (R2019a, MathWorks
Inc., Natick, MA, USA). Se utiliz6 el algoritmo de minimizaciéon Levenberg-Marquardt, este algoritmo
ha sido utilizado en el ajuste de modelos para tejidos blandos, por ejemplo, Calvo et al. [122], Holzapfel
et al. [31], Pefia et al. [107]. Se tomaron datos de tres especimenes y del promedio de la experimentacion
de los publicados en [122]. Los valores para los pardmetros obtenidos en el ajuste se muestran en la Tabla
5.1.y la Fig. 5.1 muestra los datos experimentales de Calvo et al. [122] y el modelo (Ec. (5.4)) ajustado.
Se debe notar que para todos los diferentes conjuntos de datos experimentales el modelo se ajusta bien,
teniendo en todos los casos un valor del coeficiente de correlacion R? > 0.98 (Tabla 5.1). Para
implementar el modelo en las simulaciones de la seccion 5.44 y 5.5 se eligieron los parametros materiales

calculados a partir del promedio de los datos experimentales.

a) b)
7000 7000
0 Experimento i 0 Experimento 1]
6000 h 6000 .
Modelo Ajustado Modelo Ajustado
5000 5000
E; 4000 E 4000
o o
= =
o 3000 © 3000
2000 2000
1000 & 1000 g
o ]
o a
oc D 0
1 1.05 1.1 115 1.2 125 1 1.05 1.1 115 1.2 125
A A
c) d)
6000 6000 h
0O Experimento 0 Experimento: Promedio
5000 Modelo Ajustado 1] 5000 Modelo Ajustado
4000 4000
g g
¢ 3000 A7 3000
) S
2000 2000
1000 1000
= [m}
o
o 5]
Gl: = 0 o]
1 1.05 1.1 115 1.2 125 1 1.05 1.1 115 1.2 125
A A

Fig. 5.1 Datos experimentales Calvo et al. [122] y modelo ajustado: a) Espécimen I; b) Espécimen II; ¢)
Espécimen III; d) Promedio de datos
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Tabla 5.1 Parametros del modelo propuesto obtenidos en el ajuste con los datos experimentales de Calvo et al.

[122]
Espécimen ¢, [kPa] ¢, [kPa] C3 c, [kPa] Cs R?

1 250 1142.0 3.489 281.80 4.14 0.9857
1 250 831.5 4.485 291.23 5.12 0.9952
i 250 555.2 4.966 201.14 4.12 0.9898

Promedio 250 831.4 4.241 350.96 6.18 0.9912

Para hacer coincidir el modelo propuesto con el modelo HGO se utiliza los siguientes valores para sus

parametros: 4 = 500 kPa, k; = 831.4 kPay k, = 4.241.

5.3 Solucidn analitica e implementacion numérica de casos con cargas simples

En esta seccion se examina la respuesta del modelo propuesto bajo varias condiciones con cargas simples.
Se obtienen las soluciones analiticas para el caso totalmente incompresible en cada escenario analizado.
Las soluciones analiticas son usadas para verificar la exactitud de los resultados numéricos. La Fig. 5.2
muestra los seis escenarios analizados.

La implementacion numérica del modelo se realizo en la paqueteria comercial de analisis por elementos
finitos ABAQUS® (6.14, Simula Dassault Systémes, Francia) mediante el uso de la subrutina de material
definido por el usuario UMAT desarrollada en el capitulo 3 y presentada en el Anexo A2. En todas las
simulaciones de cargas simples, se utilizdo como geometria un cubo unitario con una malla de un elemento

hexaédrico C3D8H y se us6 el valor k = 1x10” MPa.
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Fig. 5.2 Traccion: a) uniaxial en direccion de la fibra; b) biaxial. Cortante simple: c) en direccion de las fibras; d)
en direccion perpendicular a las fibras; €) en direccion transversal a la direccion de las fibras; f) con las fibras
inclinadas en un angulo predeterminado en el plano (E4-E5).

5.4 Extension uniforme de tejidos blandos

Considerando una extension uniforme de un cubo unitario, la expresion x = y(X) que describe la

deformacion tiene las siguientes componentes

X1 = /11X1 y Xy = AzXz, X3 = A3X3, (5'8)

donde A; > 0 i = 1,2,3 representa los alargamientos en las direcciones de las coordenadas cartesianas,
debido a la simetria los ejes coordenados cartesianos corresponden a los ejes principales de deformacion

[52]. Entonces, el gradiente y los tensores de deformacion correspondientes son:

2 0 0 A2 0 0

M 00
[F]=[O 2 0], [Cl=[B]l=[0 2% o],[c}]=[B}=|0 2% o (5.9a-c)
0 0 4 0 0 23 0 0 A%

Ademés, de acuerdo con la restriccién de incompresibilidad se debe de cumplir que
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detF = 11,15 = 1. (5.10)

Se debe de notar que debido a la Ec. (5.10); F = F.

5.4.1 Traccidon uniaxial en direccion de la fibra

Para este caso las fibras estan alineadas en la direccion de E;, que también se toma como la direccion de

traccion, es decir: A; > 1 (ver Fig. 5.2(a)) y de la Ec. (5.10) se deduce que 1, = A3 = /1;1/ 2 El gradiente

y los tensores de deformacion para este caso se pueden calcular con las Ecs. (5.9a-c), por lo tanto:

M 0O 0 2 0 A3 0 0
_ 0 — 0| ~ = L _ 0 = o
[F] = PRE €l=mB=|2 7 9| [C=[BY= z Yl (5.11a-c)
1 1
0 Y [0 0 o 0 0 3

Se puede comprobar que los invariantes isotropicos de deformacion para este caso estdn dados por

- 1 - 1 (5.12a,b)
11=/1%+ZZ, 12=2,11+E.
Dado que my = [1,0,0]T y m = [12,0,0]7, los tensores estructurales estan dados por
2 00 21 0 0
M=|0 o o, N=|o0 0 0 (513a,b)
0 0 O 0O 0 0
Y los invariantes anisotropicos para este caso son
I, = 22, I; = 2%, (5.14a,b)

Sustituyendo las expresiones anteriores en la Ec. (2.47), se obtiene el tensor de esfuerzo de Cauchy para

este caso, que estd dado por
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2(_0¢p __o0Y _op ap\l[Lt O O
=|p—=(I, —=+2I I 21,
9 [p 3(1611+ 250 Tl T Asor 8 é (1)
A2 0 0
— a0 0 |y 2 0 0
oy _op 1 Wlo = 0 a¢1
+2 <8_I_1+116_I_2> 0 //11 0 _6_1_2 /1% 614, 0 0 O
1 1 0 0 0
0 0y 0 0 — (5.15)
E
ap[2At 0 0
+—|0 o ofl
Lo 0 o0

y se puede verificar que los componentes normales estan dados por:

o o oY 67,0 1,0 _0Y 0y
_ o _o|ZY 2 e Y 2 4__ - - 1
011 = 2[611/1 +2612,11++614/1 +2615/1 <11 + 20— + I, — + 215 Al (5.162)

oY 0P 1 1(.0p __op _op __ oY
Oy = 033 = p+2|:611(/11>+a_1—2<}.1_E>_§<Il_—+211_—+14_—+215_—5 . (5.16b)
Para la traccion uniaxial se asume que g,, = 033 = 0, entonces el valor de la presion hidrostatica p se
puede despejar de la Ec. (5.16b). Por lo tanto, la componente o4 es:

0P, 1y 0P 1\ oy , o,
1t 5.1
o1 = [611 (’1 ,11> al, <Al /12> aL it 25 5/1 .17

En la Fig. 5.3 se muestra la grafica de la Ec. (5.17) para ambos modelos, se usa una extension de 25% para

coincidir con los experimentos de [122]. En la Fig. 5.3 también se grafican los resultados numéricos

obtenidos en ABAQUS con el UMAT.
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a) b)
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Fig. 5.3. Resultados numéricos vs resultados analiticos para la traccion uniaxial en direccidn paralela a las fibras:
a) Modelo propuesto (MP); b) Modelo HGO

5.4.2 Traccion biaxial
En este caso se aplican cargas de traccion en dos direcciones de manera simultdnea, de modo que: 4 > 1

y A, > 1. Este caso se ilustra en la Fig. 5.2(b), por conveniencia se supone que A; = 4, y por la Ec. (5.10)

se tiene A3 = (A;1,) 1. El gradiente de deformacion y los tensores de deformacidn para este caso estaran

dados por
A 0 0 22 0 0 A 0 0
_ 0 2 0 _ — 2 _ — 4
[F] = [ 2 } c=m=|" " 0| @=m=" " (5.18a-c)
0 O 0 0 == 0 O
| iy | 2222 | 2473
Los invariantes isotropicos para este estaran definidos como
— 1 — 1 1
L=%+2+ L=2XB4+>+= (5-192,0)

-, + =
A2 A

Dado que para este caso my = [1,0,0]T y m = [1;, 0, 0]7, los tensores estructurales estan dados por

_ [ o0 o0 221 0 0
MI=]0 0 ol [NJ=| 0o o of (5.20a,b)
0 0 0 0 00
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y los invariantes anisotropicos son

L,=2, L= (5.21a,b)

Sustituyendo las expresiones anteriores en la Ec. (2.47) se obtiene el tensor de esfuerzos de Cauchy para

este caso, que es:

- 11 0 0
2 14 oY Y -0y
=lp-=(h—=+2L—+I,—+2[;—
? [p 3(1(’)11 291, T a1, T 5oL 8 (1) 2
B [ 0 o [t 0 0
o _aP\lo 2 o | aPlo a5 o | ap[H 0 O
"oN\en i, 0 0 — _6_1_20 0 — +a_148 8 8 (5.22)
| | pYye Tk '
ap[2at 0 0
+ﬁ 0 0 Ofl
Lo o0 o0

Con componentes normales dadas por:

oy, 0P [, 2 1\ oy 61/) 1/_ 0y o o o

= — — — B2 +2—=1—-=(—=+2L,—+]1, 21, 2

ou =P+ 21GE At <’1 M)t Mt i 151, T2 thagr 2l )| 5239
o 1 o o o
= 2|=—=23 232 I 21 I, 21, )
G2 =P+ [611’1 o <’1 & /12> 3( or, Tl g TN )) (5.23b)
o a1 1 o o o o

—p+2|—~ (= - Lot 2ot 4 [yt + 2[c e 2

% =P T GT (;12,12> T <,1§ ,1§> 3< 191, T ¥2on, e, T AL (5-23¢)

El valor de p se calcula de la Ec. (5.23c) asumiendo que o33 = 0. Entonces, las Ecs. (5.23a,b) se pueden

reescribir como

Y[, 1 Y (2, 1 0P 2 lp (5.24a)
o1 = [5311(’1 ,12/12> alz<’“1 Z) Yt
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oy 5 1 o ,.y 1
ou =257 (18- ) + 57 (2 (240

En la Fig. 5.4 se presentan los resultados de las Ecs. (5.24a,b) y los resultados de la simulacién numérica

obtenidos en ABAQUS con el UMAT para ambos modelos.

b) b)
7000 7000
—— MP Analitico 7| ——HGO Analitico 7| |
6000 O MP Numéricoo, :I 6000 O HGO Numérico o, =
......... MP Analitico o, +rreeee HGO Annalitico o,
5000 O MPHGO Numerico o, 5000 O PM HGO Numérico o,

o [kPa]

o

U
Faat
L=

1 1.06 1.1 1.15 1.2 1.25 1.25

Fig. 5.4. Resultados numéricos vs resultados analiticos para la traccidon biaxial: a) Modelo propuesto; b) Modelo
HGO

Las Fig. 5.3 y Fig. 5.4 muestran que las respuestas de ambos modelos son las mismas. Esto se debe a que
para escenarios de traccion Is — IZ = 0 (ver Ecs. (5.14a,b) y (5.21a,b)). Esto es conveniente para comparar

los modelos dado que al ajustarlos con datos experimentales de traccion sus parametros coinciden.

5.5 Deformacion cortante

La deformacién cortante se presenta en los tejidos blandos en numerosos entornos fisioldgicos [52], el
estudio de cortante en deformaciones finitas se ha realizado a través del cldsico problema conocido como
cortante simple. Esta deformacion homogénea ilustra caracteristicas importantes de la teoria no lineal y
su importancia se debe a que se le puede considerar como una aproximacion al movimiento relativo de
planos paralelos en materiales hiperelasticos que es un modo importante de deformacion que se encuentra
en aplicaciones practicas [130]. Para analizar el cortante simple se asume que se obtiene un cubo unitario
del tejido, debido a la simetria transversal existen tres casos para el cortante simple [19], el primer caso es

cortante simple en direccion a la fibra, aqui denominado direccion longitudinal, el segundo caso es el



79 Invariantes Anisotropicos

cortante simple en direccion perpendicular a las fibras y el tercer caso es el cortante simple en direccion
transversal a la fibra. Estos casos son ilustrados en la Fig. 5.2(c-e) respectivamente. En todos los casos se
asume que la direccion de desplazamiento del cortante es E;, por lo tanto, la expresion matematica que

describe al cortante simple es:

X1 = Xl + VXZ: Xy = Xz; X3 = X3, (525)

donde y es una constante adimensional conocida como el dngulo de corte. El gradiente y los tensores de

deformacion para este caso son:

[t yvop o v 0 [+l y 0
[F]=10 1 0o [Cl=|y y2+1 of [Bl=| ¥ 1 0J (5.26a-c)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
~ Y2 +1 v3+2y 0] Y2+ (@%2+1)?% y3+2y 0
[C*1=|y3+2y y2+@2+1?% o] [B*]= Y342y y>+1 0} (5.26d.e)
0 0 1 0 0 1
Los invariantes isotrdpicos para el cortante simple son
1_1 =I_2 =y2 +3 (5.27)

5.5.1 Cortante simple en direccion longitudinal a las fibras

Este caso es el ilustrado en la Fig. 5.2(c). Dado que my, = [1,0,0]T y m = [1,0,0]T los tensores

estructurales son:

y 0 0 (5.28)

Lo o . [2G%+1) y 0
[M]=[0 0 0], [N] = ]
0 0 0

y los invariantes anisotropicos para este caso son

L=1 IL=y2+1 (5.29)
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Sustituyendo las Ecs. (5.26a-e), (5.28) y (5.29) en (2.47) se obtiene el tensor de esfuerzo de Cauchy que

para este caso es:

2(_ 09 __op _op __ap\][t O O
7 [p 3(1611+ 2312+4614+ >aly 8 (1) (1)

(61/3 . 61/7) Y2+1 vy O] ap Y2+ 0+ 1D vP+2y 0
+2|\++ L5+ 4 1 0l—57| v3+2y y>+1 0
oL on)| ¥ o YT on ! N (5.30)

al/; 1 0 O 61/3 2()/2+1) y 0
+=—=l0 0 o|+=| o oll
Oslg o ol 95| 0 0

De la Ec. (5.30) y después de simplificar se verifica que la componente cortante del tensor de esfuerzos

de Cauchy esta dada por:
op 0P P
= _— -_— b * 1
012 2[<0ll+012+615)y]' (5.31)
y las componentes normales son:
o P oy oY
o1 =p+2|[=0*+D+=0*+2D)+—=+—=U*+1)
n=>r [611 oL oL, " ol (5.32a)
1/_09 __0p _0op __op
-3 <11 T 21, o I ot 215 3|
op oy 1(_-0p __0oP _op __op
=p+2|—=+2—=—|[—=+ 2 —+ [, — + 2[; — (5.32b)
G2 =P+ [611+ oL, 3(1011+ 251, "V on, T an )|
e eb, ., . 1(-0p __3p _dp P (5.320)
O33=p+2 [61_1 ton ?+2) -3 (11 T 21, o I4af4 + 2Ig o) |

Para determinar el valor de la presion hidrostatica se han utilizado ampliamente dos suposiciones en la
literatura, la primera de ellas es asumir que el cortante simple es un problema de esfuerzo plano y con lo
cual o33 = 0, esta es la suposicion mas utilizada en la literatura. La segunda es asumir que la fuerza normal
de traccion de las caras inclinadas necesarias para mantener la deformacion cortante es cero, este enfoque

fue propuesto inicialmente por Rivlin [58] para el caso isotropico y en Horgan and Murphy [130] se
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describe a detalle la implicacion para el caso transversalmente isotropico. Existe ambigiiedad en el calculo
de p. En Horgan and Murphy [131] y Horgan and Murphy [130], los autores analizaron en detalle
diferentes métodos para calcular p y concluyeron que: “diferentes supuestos aparentemente bien
motivados producen distribuciones de esfuerzos normales cualitativamente diferentes. El calculo de p se
puede hacer de varias formas diferentes, siendo las mejores aquellas que apelan tanto a la intuicion fisica
como a la simplicidad matematica”. En este trabajo, por simplicidad se asume la condicién de esfuerzo
plano (en el plano (E4, E;)). Por lo tanto, g33 = 0, y usando la Ec. (5.32c¢) se puede calcular el valor de p,

que para este caso esta dado por:

oF  __ap o _aq‘;)] (5.33)

1/
=—2——22——1—_ 2L — 4 [, — + 2[s —
[ a2 3<1811+ 2612+4614+ >l

a1, oI,

Sustituyendo la Ec. (5.33) en las Ecs. (5.32a,b) se pueden reescribir como

W , 11_’ % > (5.34a)
o,
= 2500 (5.34b)

Los valores obtenidos en la simulacion en ABAQUS de este caso se grafican junto con los valores

analiticos, Ecs. (5.31) y (5.34a,b) para ambos modelos y se muestran en la Fig. 5.5(a),

5.5.2 Cortante simple en direccion perpendicular a las fibras

En este casom, = [0,1,0]T ym = [y, 1,0 ]T, ver Fig. 5.2(d). Por lo tanto, los tensores estructurales estan

dados por
I S 20r*+2y®) 2y3+3y 0
Ml=|y 1 o0 [NI=| 2y3+3y 2(3b%+1) of (5.35)
0 0 O 0 0 0

y los invariantes anisotropicos para este caso son
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L=y*+1, Iy=@*+ 12 (5.36a,b)

Sustituyendo las Ecuaciones anteriores en la Ec. (2.47) se obtiene el tensor de esfuerzos de Cauchy que

para este caso es:

T T 1 0 O
2 8 6 _0
1 4 5 0 0 1
b _ap\[rPt1 v 0] [+ P+ ¥ 42y 0
2 <az ’1az> v 1 0maml yit2y ytH1 0 (5.37)
! 2 0 01 2 0 0 1 '
— 2 — 4 2 3
oplv: v 0 2(y*+2y%) 2y°+3y O
+ﬁ y 1 0 +ﬁ 2y3+3y  2(42+1) O
“*lo 0 0 > 0 0 0

Simplificando la Ec.(5.37) se puede verificar que la componente cortante del tensor de esfuerzos de

Cauchy esté dada por:

op oY oY P
017 = 2 [(611 +—= o%, 614> +—(2y +3y)|, (5.38)

y las componentes normales estan dadas por:

9 P
i=p+2|Laran+ e +2)+_¢y +2 l-p(y + 4 2y2)
ol _ 0L (5.39a)
1/_0p _op _op .o
_§<Ila_l—1+ 2126_+I4a[—4+2156_1—5>:|,
% 3,0 o) __op _op 0y (5.39b)
022—p+2[611+2612 614+2615( +1) 11611+21261 +I461 +2156[5
1/) 2 24 1(_0p __ 0P oY 0P (5.39¢)
953 =P+ 205+ op (" +2) (Il or, T2l T g T 257 )|

Para este caso el valor de la presion hidrostatica esta dado por:
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_ [,

WL, 2+2)__<11 op oy 0P f)w)] (5.40)

+ 2L —=+ I, — + 2I,
o,  “?or, ' *ol, ol

Sustituyendo la Ec. (5.40) en las Ecs. (5.39a,b), las componentes normales de esfuerzo se pueden reescribir

como:

oY oY
011 =2 [(az + 6_Z> Z 4 2 ((y + 2)/2))] (5.41a)
022 —2[—6—;/:]/ +a—;l;+2 ( 2+1)] (5.41b)

La Fig. 5.5(b) muestra los valores obtenidos de la simulacion en ABAQUS para este caso junto con las

soluciones analiticas (Ec. (5.38) y (5.41a,b)).

5.5.3 Cortante simple en direccidn transversal a las fibras

Para este casomy = [0,0,1]T ym = [0,0,1 ]T, ver Fig. 5.2(e), los invariantes anisotropicos para este caso

son:
L=1 L=1. (5.42)

Los valores de los invariantes anisotropicos indican que para este caso las fibras no tienen contribucion
en la deformacion. Esto es de esperarse debido a que en la direccion transversal el material debe de
comportarse como isotropico, entonces, para este caso Y, = s = 0. El tensor de esfuerzos para este caso
esta dado por:

. . . 111 0 0
2000 __op _op __ o
=|p-2(1 2ot g [y 42U e
7= [p <1611+ 251, T laar, T e (|0 L O

0 0 1
(5.43)
113 ap\[y?+1 v 0 61/_) Y2+ @2+1?% y3+2y 0
e <az 11@1) v 1 0= vy y?+1 0
! 2 0 01 2 0 0 1

De la Ec. (5.43) se puede verificar que la componente cortante del tensor de esfuerzos de Cauchy esta

dada por



84 Invariantes Anisotropicos

oY , oY
=2\t )Y 5.44
e [(all ale 49
y las componentes normales estan dadas por:
B oy oy /.0y __op _op __0Y (5.45a)
0'11—p+2|:al—1(]/ +1)+01—2(y +2) 3 Ilal—l“l‘ZIzaI—Z+I4aI—4+215aI—5 ,
aw 1/_ 0y oy oy _ oY (5.45b)
(oY) —p+2[611 a]2 <11 611 +2126 +I4_ aI4+215 61_5 B
Y o, 109 00 -0Y -0y (5.45¢)
033 =p + 2 [611 + 512 ( + ) 11 61_1 + 21 612 —+ 14_ 614 + 215 61_5 .
Para este caso el valor de la presion hidrostatica esta dado por:
_ all) P ,2 ay P 0y Y (5.46)
p=-2i5r o " 2 <Ilaf1+21261‘2+I4al4+215af5 '

Sustituyendo la Ec. (5.46) en la Ecs. (5.45a,b), las componentes normales de esfuerzo se pueden reescribir

como:

Y
o1y =2 [a_zly (5.47a)
a1/J
0-22 = 2 [_ _612 ')/ (5.47b)

La Fig. 5.5(c) muestra los resultados de las simulaciones en ABAQUS vy las graficas de la Ec. (5.44) y
(5.47a,b).
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Fig. 5.5. Resultados numéricos y analiticos para el modelo propuesto (MP) y el Modelo HGO bajo cortante simple
en: a) direccion longitudinal; b) direccion perpendicular; c) direccion transversal.

5.5.4 Cortante simple con una inclinacion arbitraria de la fibra en el plano (E4-E;)

Este caso se presenta en a Fig. 5.2(f), cortante simple con la fibra se encuentra inclinada en un angulo 6
arbitrario respecto a E;. Los vectores en direccion de la fibra en la configuracion de referencia y en la

configuracioén deformada estaran dados por:

m, = [¢,5,0]T, m=[c+ys,s, 0], (5.48)

donde ¢ = cos(0) y s = sin(0) se usa convenientemente para simplificar las expresiones. Los tensores

estructurales para este caso estaran dados por:
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(c+ys)? s(c+ys) 0
[M] = |s(c +ys) 52 of.
0 0 0

(5.492)

2+ yS)ys+(c+ys) 2+ 1] 2y +s?yQy?+3)+csBy?+2) 0
[N] = |c2y + s2y(2y%2 + 3) + cs(3y% + 2) 2s[y(c +ys) +s] 0],

(5.49b)
0 0 0

y los invariantes anisotropicos son:

I, =524+ (c+sy)?, Is=s?>+(c+sy)lcy?+1)+syF?+3)]. (5.50)

Por lo tanto, tensor de esfuerzos de Cauchy para este caso es:
7 7 1 0 0
2(_ 0P oy _ oY
=|p—= = 21
c [p 3<11 +212612+146 + 5615 0 1 0
y3 42y y2+1 0

oL L 00 1

2 (a;p Ilaf)

1 2 0 0 1
_[c+ys)? s(c+ys) 0 (5.51)
+a—— s(c+ys) 52 0
0 0 0
[2(c+ys)lys+ (c+ys)F?+ 1] c?y+s2yQ2y?2+3)+cs(By?+2) 0
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El esfuerzo de Cauchy para la componente cortante esta dado por:

d d oY d
01 =2 {(671) + a—Z)y + a—;{: [s(c +ys)] + a—Z [c?y + s?y(2y? + 3) + cs(3y?% + 2)]}. (5.52)

Y las componentes normales estan dadas por
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9]
o1 =p+2 llb(y +1)+ llb(y +2) +—l'b(c+ys)2 +2—l'b(c+ys)[ys + (c+ys)(y? + 1]
ol, (5.53a)
67# P aJ) P
<11 ol +2Lgr ol, g ol, +2h 57 ol
o zp .2 o 1/_ 0y oY aJ; _ ay\] (5.53b)
Oy =p+2 [611 + 2612 614 +2 o% sly(c +vys) + s] 11 A + 2, — o%, + 146 + 2l — o%.
_ ap  a 1/_09p op _ oY op (5.53¢)
O33=p+2 3 —+ P 2 +2) 11 3 + 2L, — L, + I — L, + 20— T
Para este caso el valor de la presion hidrostatica esta dado por:
1(_ 0y oy _oYp oY
— (y? —_Z — — 5.54
[611 + 612( +2) <11 or + 2, — on +1, oL, + 2I T (5.54)

Sustituyendo la Ec. (5.54) en las Ecs. (5.53a,b), las componentes normales de esfuerzo se pueden reescribir

como:

oY 5.55
[—y +—(c+sy)2 Z—I_IJ(c+sy)(c+25y+cy2 +sy3)] ( 2)
o, ol
B L0, L (5.55b)
022—2[ 612 614 +2 (csy+ys + s%)

Para la simulacion en ABAQUS se utilizaron los valores 8 = 30°,68 = 45°y 0 = 60 °. EnlaFig. 5.6,
se muestra la grafica de los resultados con las soluciones analiticas dadas por las Ec. (5.52) y (5.55a,b)

para cada modelo.
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Fig. 5.6. Resultados numéricos y analiticos para el modelo propuesto (MP) y el modelo HGO bajo cortante simple
con una inclinacion de la fibra: a) 8 = 30°,b)8 = 45°c¢) 0 = 60°.

5.6 Resumen de la respuesta cortante y ajuste a datos experimentales de corte

La respuesta de las componentes cortantes de los tres casos analizados es presentada de manera conjunta
en la Fig. 5.7, los subindices L, P y T corresponden a los casos de cortante en direccion longitudinal,

perpendicular y transversal respectivamente.
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Fig. 5.7 Predicciones numéricas y analiticas para las componentes cortantes para los tres casos de cortante simple:
a) Modelo propuesto; b) Modelo HGO.

La falta de datos experimentales en tejidos bioldgicos, en ocasiones, es compensada con experimentacion
con materiales sintéticos con estructuras similares a los tejidos biologicos. Un ejemplo es el trabajo de
Moreira and Nunes [132] que utilizé un elastdémero reforzado con fibra para investigar la influencia de la
inclinacion en la fibras en deformaciones cortantes. Sus resultados experimentales muestran que los tres
componentes cortantes son diferentes. Para mostrar la diferencian en la prediccion de cada modelo, se
ajustan sus parametros con los resultados de experimentales de Moreira and Nunes [132], los ajustes se

muestran en la Fig. 5.8.
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Fig. 5.8 Ajuste de curva a los resultados experimentales de Moreira and Nunes [132]: a) Modelo propuesto; b)
Modelo HGO.
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Cabe la pena sefialar que el ajuste para el modelo HGO no se nota la curva en color negro () dado que es
igual a la curva azul y se sobreponen.

Los parametros ajustados para el modelo propuesto son: ¢; = 0.1456 Mpa, ¢, = 0.5304 Mpa, c3 =
0.0021, ¢4 = 0.0468 Mpa, c5 = 0.0011, y para el modelo HGO los parametros ajustados son: p =
0.1456 Mpa, k; = 0.5710 MPa, k, = 0.0174. Otro trabajo reciente es el estudio experimental de Aratijo
and Nunes [133], quienes investigaron la respuesta de corte de un material sintético reforzado con una
sola familia de fibras de nylon. Los resultados experimentales y las predicciones numéricas de los modelos
se presentan en la Fig. 5.9.
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Fig. 5.9. Ajuste de curva a los resultados experimentales de Aratjo and Nunes [133]: a) Modelo propuesto; b)
Modelo HGO.

Los parametros materiales calculados con los datos experimentales para el modelo propuesto fueron c; =
0.2454 Mpa, c, = 0.7587 Mpa, c3 = 0.05705, c, = 0.3837 Mpa, c5 = 8.412 y para el modelo HGO
fueron u = 0.2454 Mpa, k; = 1.162 MPa, k, = 0.01449.

5.7 Respuesta de los modelos en simulaciones no homogéneas de elementos finitos

En esta seccion se comparan los esfuerzos predichos por el modelo propuesto y por modelo HGO en
simulaciones de deformaciones no homogéneas. Para esto, se implementa en ABAQUS un sélido con
geometria irregular disefiada para concentrar el esfuerzo en su parte central. La forma y las dimensiones

del s6lido se muestran en la Fig. 5.10(a)
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Fig. 5.10. Solido implementado en ABAQUS: a) Geometria y dimensiones; b) Mallado.

Dos escenarios se implementaron en ABAQUS. En el primer escenario, la parte inferior de la geometria
se fij0 y en la parte superior se aplico un desplazamiento de 0.3 en direccion de E,, creando condiciones
similares a una traccion uniaxial. En el segundo escenario, la parte inferior fue fijada y se aplicd un

desplazamiento de 0.5 a la parte superior en direccion E;, creando condiciones de esfuerzo cortante. Las

condiciones de frontera totales para cada escenario se muestran en la Fig. 5.11.

Fig. 5.11. Condiciones de frontera para las simulaciones de deformacién no homogéneas: a) Caso de traccion b)
Caso cortante
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En ambos escenarios, se realizaron las simulaciones implementando las siguientes inclinaciones de las
fibras: 8 = 0°, 8 = 45°, y 6 = 90°. Se utilizd6 una malla de 3220 elementos hexaédricos tipo C3D8H
(formulacion hibrida), ver Fig. 5.10(b). Los resultados de la primera simulacion se muestran en la Fig. 5.12.
Para este escenario solo se muestran los resultados del esfuerzo de la componente en direccion del
desplazamiento, es decir 0,,. Ademas, para comparar el valor de esfuerzo predicho por los modelos, en

las Figs. 4.12(a3), 4.13(b3), y 4.14(c3) se grafica el valor del esfuerzo del nodo central para cada modelo.
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Fig. 5.12. Distribucion del esfuerzo normal g, en la simulacién de elementos finitos no homogénea para el
escenario predominantemente en tension, en los casos de inclinacion de fibras: a) 8 = 0°; b) 8 = 45°; ¢) 8 = 90°.

La Fig. 5.13 muestra los resultados de las simulaciones en ABAQUS para el escenario cortante y cuando

las fibras se encuentran con una inclinaciéon 6 = 0°. Se muestran las componentes normales y la
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componente cortante. Ademas, para comparar la respuesta de los modelos, se grafican los esfuerzos en el

nodo central.
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Fig. 5.13. Prediccion de elementos finitos del esfuerzo en el escenario predominantemente en cortante y con las
fibras inclinadas 8 = 0° con respecto a E;, componentes: a) g1,; b) d41; €) 02, = 033.

La Fig. 5.14 muestra los resultados de las simulaciones en ABAQUS para el escenario cortante y cuando
las fibras se encuentran con una inclinacion 8 = 45°. Se muestran las componentes normales y la

componente cortante. Ademads, para comparar la respuesta de los modelos se grafican los esfuerzos en el

nodo central.
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Fig. 5.14. Prediccion de elementos finitos del esfuerzo en el escenario predominantemente en cortante y con las
fibras inclinadas 6 = 45° con respecto a E{, componentes: a) g;5; b) g14; ¢) 02, = 033.

La Fig. 5.15 muestra los resultados de las simulaciones en ABAQUS para el escenario cortante y cuando

las fibras se encuentran con una inclinaciéon 8 = 90°. Se muestran las componentes normales y la cortante.

Ademas, para comparar la respuesta los modelos se grafican los esfuerzos en el nodo central.
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Fig. 5.15. Prediccion de elementos finitos de esfuerzo en el escenario predominantemente en cortante y con las
fibras inclinadas 8 = 90° con respecto a E{, componentes: a) g;5; b) g14; €) 02, = 033.

Ademas, se realiz6 un analisis de sensibilidad de malla con el fin de ver hasta qué punto los resultados de
las simulaciones de deformacion no homogéneas dependen de la malla. Se prepararon ocho modelos en
ABAQUS variando el tamafio de la malla (mallal: 224, malla2: 468, malla3: 798, malla4: 1568, malla5:
3220, malla6: 7644, malla7: 9841, y malla8: 11947 elementos) y se graficaron junto con el esfuerzo
predicho por las componentes de cada modelo en el nodo central. Los resultados se muestran en las Figs.

416y 4.17.
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Fig. 5.16. Prediccion de elementos finitos del valor del esfuerzo en el nodo central frente al nimero de elementos
de la malla: a) Traccion; b) Cortante con fibras inclinadas a 8 = 0°.
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Fig. 5.17. Prediccion de elementos finitos del valor del esfuerzo en el nodo central frente al nimero de elementos
de la malla: a) cortante con fibras inclinadas 8 = 45°; b) cortante con fibras inclinadas 8 = 90°.

Las Fig. 5.16 y Fig. 5.17 presentan el analisis de sensibilidad de la malla y los resultados muestran que el
valor de esfuerzo en el nodo central no cambia significativamente cuando la malla se modifica después de
3000 elementos. Estos resultados fueron utiles para seleccionar un tamafio O6ptimo de malla en las

simulaciones de elementos finitos descritas en la Seccion 5.7.
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Capitulo 5

6. Analisis de resultados y discusion

La seccion 3.2 detalla los pasos necesarios para el desarrollo de la subrutina UMAT para materiales
hiperelasticos transversalmente isotropicos. Esta subrutina es necesaria para poder implementar el modelo
propuesto en este trabajo de investigacion en ABAQUS. La mayor parte de esta informacion se tomo del
manual de ABAQUS referente a la parte del desarrollo de subrutinas definidas por el usuario, pero el
desarrollo se presenta de forma resumida y con deducciones especificas para materiales hiperelasticos
anisotropicos. El objetivo fue presentar una aproximacién mas entendible para un ingeniero mecanico,
biomecanico o de materiales, interesado en implementar nuevos modelos constitutivos hiperelésticos
transversalmente isotropicos a través de una subrutina UMAT. En la seccion 3.3 se presentan las
especificaciones para realizar la codificacion de la subrutina UMAT, si bien es posible realizar la
codificacion en lenguaje de programacion C++, en este trabajo se utiliza el lenguaje FORTRAN debido a
la extensa documentacion existente respecto a su uso junto con ABAQUS. La Tabla 3.3 presenta el
algoritmo general para codificar el UMAT y en el Anexo A2 se muestra el codigo completo de la subrutina
desarrollada. Recientemente Fehervary et al. [117] han presentado un manual/tutorial para implementar
materiales hiperelasticos reforzados con fibra, lo presentan para un material reforzado con dos fibras y
desarrollan las ecuaciones para el modelo especifico publicado por Gasser et al. [105]. Si bien, su
explicacion es detallada y completa, al tratarse de dos familias de fibras las ecuaciones son mas complejas
y resultan dificiles de seguir si no se tiene experiencia previa. Por lo cual, la descripcion y las ecuaciones
presentadas en este trabajo siguen siendo una opcion viable para comenzar a implementar modelos

constitutivos via UMAT (User-MATerial).

Con el fin de evaluar el desempeiio y la exactitud de UMAT desarrollado, en el capitulo 4 se implementan
en ABAQUS cuatro modelos hiperelasticos: dos isotropicos y dos anisotropicos. Los modelos se
seleccionaron de tal forma que hayan sido formulados y/o usados en el modelado de tejidos blandos,
procurando que tengan formas matematicas diferentes para contrastar los resultados. Se ajustaron los
parametros de los modelos con datos experimentales de traccion biaxial de tejido adrtico presentados por
Bursa et al. [121]. Se seleccionaron datos de traccion biaxial para hacer notar el comportamiento

anisotropico de los tejidos blandos debido a la presencia de las fibras de refuerzo. La Tabla 4.5 presenta
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los parametros calculados del material en el ajuste de curva, que se usaron en ABAQUS, donde se cre6
un modelo simplificado para simular la traccion biaxial. La Fig. 4.3 muestra las predicciones numéricas
usando el UMAT con los modelos isotrépicos. Se debe de notar que estas predicciones solo muestran una
curva. Esto es debido a que los modelos isotropicos describen el mismo comportamiento en todas las
direcciones, y en este caso: ;1 = 0,,. Este hecho demuestra que los modelos isotrdpicos son limitados
para describir el comportamiento mecanico de los tejidos blandos, situacion que ya se habia comprobado
en [8, 30]. La Fig. 4.3 también muestra que el ajuste no es la mismo para los modelos, el modelo de Arnoux
et al. [78] se ajusta mejor a los datos que el modelo de Laksari et al. [83], esto se debe principalmente a la
forma matematica para cada uno. Como se menciond en el capitulo 2, los tejidos blandos reforzados
presentan un aumento de rigidez considerable cuando las fibras se alinean a la carga y comienzan a
estirarse, lo que se manifiesta como un aumento en la pendiente de la curva esfuerzo-deformacion, la cual
es muy dificil de describir por modelos polindmicos lineales; por el contrario, los modelos exponenciales
son mas adecuados para replicar esta forma de curva. Esto ya se habia discutido en el trabajo de Chagnon
et al. [30] donde se muestra que para que los modelos polindmicos tengan buen ajuste deben de ser de
grados mayores pero eso conlleva utilizar un mayor numero de pardmetros materiales, en contraste con
los modelos exponenciales. La Fig. 4.4 muestra las predicciones numéricas de los modelos anisotropicos,
estos modelos ya predicen diferentes comportamientos en direcciones diferentes y por lo tanto se
aproximan mas a los datos experimentales. Se debe de notar que el ajustes nuevamente no es la misma
para ambos modelos, el modelo de Riveros et al. [120] se ajusta mejor a los datos experimentales y se
debe nuevamente a la forma matematica de las funciones de energia, donde la forma exponencial se ajusta
mejor a los datos experimentales. En la seccion 4.1.2 se presenta el desarrollo de la solucion analitica para
la traccion biaxial para el caso totalmente incompresible y se compara con las predicciones numéricas de
ABAQUS con los modelos analizados en la seccion 4.1.1. Las Ecs. (4.6a,b) muestran que, cuando el
modelo no depende de I, y/o I5 (aportacion de la fibra) las componentes g1, y 05, son iguales (ver Fig.
4.5(a,b)), entonces el modelo se comporta como isotropico. Por el contrario, cuando el modelo contiene
términos con I, y/o Is la componente en direccion de la fibra tendra una rigidez mayor debido a la
aportacion de energia elastica de la fibra, lo que finalmente hace que 0,1 # g, (Fig. 4.5(c,d)). La Fig. 4.5
muestra que los resultados numéricos tienen una muy buena correspondencia con los resultados analiticos

esperados teniendo en todos los casos un error relativo menor al 1%.
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Las simulaciones presentadas en las secciones 4.1.1 y 4.1.2 se desarrollan para geometrias regulares y con
condiciones de carga simples, de tal modo que pueda obtenerse una solucidn analitica. Esto indica que la
subrutina no se encontré en condiciones criticas de calculo que pudieran crear condiciones en las cuales
el resultado no converja. También demuestra la ausencia de errores de programacion en la subrutina. Sin
embargo, es importante también evaluar el desempefio de la subrutina con geometrias irregulares y
condiciones de carga complejos y verificar que la subrutina pueda ofrecer la convergencia del resultado.
Por lo anterior en la seccion 4.1.3 se presenta una simulacion en ABAQUS usando el UMAT sobre la
geometria de un aneurisma aortica abdominal. La Fig. 4.8 muestra los resultados obtenidos en la
simulacion la cual nos demuestra que el UMAT pudo ofrecer una solucion al problema aplicado, ademas
los resultados son similares a los obtenidos en Miller et al. [125] sobre todo en la distribucion del esfuerzo.
Por lo tanto, los resultados presentados en la Fig. 4.8 muestran que el UMAT codificado es capaz de

resolver problemas complejos y es lo que se buscaba evaluar en esta seccion.

En el capitulo 5 se investiga uno de los principales objetivos de este trabajo: mostrar las repercusiones del
uso de uno o ambos invariantes anisotropicos, especialmente la importancia de Is, para tal fin se propone
una nueva forma de funcién de energia. Esta nueva forma contiene un término con el invariante I, el
término est4 inspirado en el modelo presentado en Feng et al. [26] donde invariante Is se agrega a través
de la expresion Is — IZ. Dado que las tultimas investigaciones apuntan a la importancia de Is en
deformacién cortante, la expresion elegida es adecuada para mostrar la importancia de Is dado que en

deformaciones de traccion la expresion tiende a cero y los modelos coinciden.

En la Seccion 5.4 se simularon dos escenarios de traccion uniforme (traccion uniaxial en la direccion de
la fibra y traccion biaxial). En ambos escenarios, la direccion de la fibra se aline6 con E;. Las Fig. 5.3 y
Fig. 5.4 muestran que las respuestas de ambos modelos son las mismas. Estos resultados eran esperados
dado que para los escenarios de traccion Is — IZ = 0 (ver Ecs. (5.14a,b) y (5.21a,b)). Estos resultados
demuestras que cuando las fibras se alinean a la direccion de carga en traccion la contribucion de Is no se
distingue de I, por lo que se puede decir que los modelos pueden prescindir de I5 y obtener aproximaciones

muy buenas el refuerzo de la fibra puede ser caracterizada solo con I,.

En la Seccion 5.5 se analizan las respuestas de los modelos bajo deformaciones de cortante simples. El
primer escenario es en la direccion longitudinal de la fibra (Seccion 5.5.1). La figura Fig. 5.5(a) muestra

la diferencia entre las respuestas a las solicitaciones de los modelos. En este escenario I, = 1 durante la
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., o o . C L, 0
deformacion, lo que indica que la fibra no sufre estiramiento y bajo esta condicion: % = 0 en el modelo
4

HGO. Ademas, debido a que para el modelo HGO: % = 0, la respuesta de la componente (01,)Hgo €S
5

isotropica (ver Ec. (5.31)). Por lo contrario, la respuesta cortante del modelo propuesto tiene una
contribuciéon de las fibras debido a Ig; esto hace que (012)mp # (012)nco (Fig. 5.5(ar)). Para la
componente d;,, el modelo propuesto predice un valor 56% mayor que el predicho por el modelo HGO,
algo. La respuesta de los componentes normales se analiza por su importancia en el mantenimiento de una
deformacion homogénea bajo cortante simple [134]. La Fig. 5.5(a>) muestra la diferencia entre el esfuerzo
normal o4, predicho usando el HGO y el modelo propuesto. Para la componente g4, el modelo propuesto
predice un valor 108% mayor que el predicho por el modelo HGO. Esto se debe a que, en este caso, la
contribucién de las fibras se debe principalmente a la invariante Is (dado que el invariante I, es igual a
uno) y, por consiguiente, el modelo propuesto posee una mayor rigidez debido a la presencia de las fibras.
En ambos modelos, el esfuerzo predicho para la componente normal o0,, (direccion transversal a la fibra
en este escenario) es cero y se debe a que el comportamiento isotropico estd modelado por una forma neo-
Hookeana (no dependiente de I,) y que da como resultado 0,, = 035 = 0 (ver Ec. (5.34b)). Si se agrega
un término con la invariante I, al modelo, el esfuerzo predicho debe ser g,, # 033 y, por lo tanto, g5, #

0. Es preciso sefialar que para el modelo HGO, todos los componentes predicen un comportamiento

. o, 3P . ., .

isotropico y se debe a la contribucion de a7¢ depende de que la fibra esté en extension (o compresion) y en
4

para este caso la fibra no se extiende. Por lo tanto, el modelo HGO no puede predecir un comportamiento

reforzado con fibra bajo condiciones de deformacion cortante en direccion paralela a la fibra.

La Fig. 5.5(b) muestra los resultados para el escenario de cortante simple en la direccion perpendicular de
la fibra y se puede observar que las predicciones de esfuerzo de los modelos son diferentes. Este es el
{inico escenario de deformacién por cortante en el que la fibra se estira; es decir, I, > 1. Por lo tanto, solo
en este escenario el modelo HGO tiene una contribucion de la fibra (comportamiento anisotropico). La
Fig. 5.5(b1-2) muestra que el esfuerzo predicho por el modelo propuesto es mayor que el del modelo HGO,
aunque la diferencia es menor que en el escenario anterior. Para la componente a;,, el modelo propuesto
predice un valor de esfuerzo un 26% mayor que el predicho por el modelo HGO, y para el componente
011 €s un 52% mayor. La Fig. 5.5(b3) muestra que g,, es el mismo en ambos modelos. Este Gltimo

comportamiento se debe al término Is — I7 del modelo propuesto. Usando las Ecs. (5.5d,e) y (5.7¢),
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- 21, % y usando la Ec. (5.36a) se puede observar

5

o

podemos reescribir (5.5d) como: (@)MP = (374)HG0

I,
que el término 22—2 (y? + 1) en la Ec. (5.41b) desaparece en el modelo propuesto y por consiguiente
(022)mp = (022)1c0- Este comportamiento no necesariamente se cumplird en otros modelos con Is. La
Ec. (5.41b) indica que es mas factible que (032)7, i, > (022);, debido al término adicional 2 Z—Z %+ 1).

Este escenario (con la fibra perpendicular al cortante) es el mas estudiado en la literatura, aunque se ha
usado estudiado para distintos fines por ejemplo Horgan and Murphy [134] estudiaron el efecto de del
parametro p en el calculo de las componentes normales y llegd a comportamientos similares a las que se
presentan en la Fig. 5.5(b), en Destrade et al. [135] y Horgan and Murphy [136] se estudié las
consecuencias del comportamiento la componente ag,, cuando es positivo, conocido como efecto Poynting
negativo, y que fisicamente significa que el cubo tiende a contraerse cuando se aplica una deformacion

cortante, sus resultados también tienen buena correspondencia con los obtenidos en esta seccion.

La respuesta a la deformacion cortante en la direccion transversal a la fibra se analiza en la Seccion 5.5.3.

. T T . . . ., a_
Para este escenario, I, = Is = 1 lo que indica que no hay contribucion de las fibras. Por lo tanto, % =
4

a7 : . .
67#} = 0 y ambos modelos tienen un comportamiento puramente isotropico, lo cual es de esperar porque
5

ambos se modelan como materiales transversalmente isotropicos. Ademas, debido a que no dependen de
I, ambos modelos coinciden (ver Fig. 5.5(c)). Muchos autores no suelen analizar este caso debido a que
lo consideran equivalente al caso cuando la fibra es paralela al cortante, aqui mostramos que son
equivalentes solo cuando no se usa el invariante 5 y en el capitulo 5.6 se muestran datos experimentales

que apoyan la idea de que tales comportamientos son diferentes.

En la Seccion 5.5.4 se obtiene la solucidn analitica general para cortante simple cuando las fibras tienen

una inclinacion arbitraria con respecto a E;, y se analiza con los casos particulares de 8 = 30°, 8 = 45°

y 8 = 60°. La Fig. 5.6 muestra que las respuestas de ambos modelos son practicamente las mismas. Para

explicar y analizar este comportamiento, en la Fig. 6.1 se presenta el comportamiento de los invariantes

anisotropicos y del término Is — IZ? cuando se varia el angulo de inclinacién de las fibras y la magnitud

del angulo de deslizamiento. En la Fig. 6.1(b) se muestra que cuando y = 0.5 y 8 esta en el rango entre
oy

40° y 60°, los valores de I? y I5 son casi iguales, lo que da como resultado que (—_) > (a_l_p) y
0li/ygo  \9ls/mp

finalmente que oygo = ovmp. Por ejemplo, la diferencia entre los valores predichos de los componentes
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(012)HG0,9=45° ¥ (012)Mp,g=45° €s menor al 1%. La Fig. 6.1(b) también muestra que cuando 6 = 30° la
diferencia entre I? y Is es mayor que en los escenarios anteriores. Sin embargo, la figura Fig. 5.6(a)
muestra que esta diferencia no es lo suficientemente grande como para generar una diferencia significativa
en los valores finales de los componentes del tensor de esfuerzos. En este caso, la diferencia entre los
valores predichos de los componentes (012)Hgog=30° ¥ (012)pm g=30° €s del 3%; para los componentes
(012)HG0,6=30° Y (G12)Mp,9=30°, €8 2%, Y para los componentes (022)mp,9=30° ¥ (022)HG0,0=30° €5 6%. La
Fig. 6.1(a) muestra que para valores pequefios de ¥, el comportamiento del término Is — I? ~ 0, lo que
implica que cuando las deformaciones son pequeiias ambos modelos coincidirdn, es decir, no hay
diferencia en incluir a Is. Cuando el valor de ¥ aumenta, el valor del término Is — I? aumenta para ciertos
valores de 6. Por ejemplo, cuando ¥ = 0.5 (Fig. 6.1(b)), el valor minimo del término Is — I? ocurre
alrededor del angulo 8 = 50°. Por lo tanto, cuando las fibras se inclinan en un angulo 6 = 50°, ambos
modelos tendran el mismo comportamiento. Por el contrario, la Fig. 6.1(c) muestra que cuando el valor
de y no es pequeilo (y = 5), el rango donde I — I? tiene valores minimos se reduce a solo dos valores de
angulo: = 0°y 6 = 90°. Excepto por estos dos angulos, Is — I7 aumenta en todas partes. Por lo tanto, se
espera que cuanto mayor sea el valor de y, mayor sea la diferencia entre los dos modelos, excepto cuando
el angulo de inclinacion sea 8 ~ 0° 0 8 ~ 90°, correspondiente a los minimos de Is — IZ. El trabajo de

[137] analiza la influencia de la inclinacion las fibras en el cortante simple para un material reforzado con

fibras.

a) b)

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
01°] 01°]

Fig. 6.1. Valores de invariantes anisotropicos cuando se varia el angulo de inclinacion de la fibra de 0° a 90° y
cuando:a)y = 0.1;b)y =0.5;c)y =5

Enla Seccién 5.6, las tres componentes cortantes se resumen para los casos analizados. La Fig. 5.7 muestra
que el modelo propuesto predice tres comportamientos diferentes, mientras que el modelo HGO predice

solo dos comportamientos diferentes. Estas predicciones son algunas de las diferencias mds importantes
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en el uso de uno o dos invariantes anisotropicos. Sin embargo, en la revision de la literatura que se realizo,
no se encontraron datos experimentales de cortante simple en tejido blando reforzado con una familia de
fibras, implementando los tres escenarios analizados. No existen a la fecha experimentos que confirman
esta prediccion. Sin embargo, Dokos et al. [138] realizaron pruebas de cortante simple en tejido de
miocardico y demostraron que para un material ortotropico, existen seis formas de cortante simple y sus
resultados experimentales muestran que todos los comportamientos son diferentes. Entonces, se puede
esperar que, para un material transversalmente isotropico, las componentes de corte en los tres casos de
cortante simple también sean diferentes, ya que esta simetria representa un subconjunto del caso

ortotropico.

Debido a la complejidad en la realizacion de experimentos en tejidos biologicos, los investigadores a
menudo crean materiales sintéticos con propiedades similares a los tejidos y experimentan con ellos con
la esperanza de que estos materiales puedan aproximarse al comportamiento mecénico de los tejidos
blandos bioldgicos y extrapolar sus resultados a ellos. Como ejemplo se tiene a los estudios experimentales
de Moreira and Nunes [132] y Aratjo and Nunes [133]. En ambos estudios, se realizaron pruebas de
cortante simples en un material elastdémero blando reforzado con fibras de nylon, y los resultados se
presentan en las Fig. 5.8 y Fig. 5.9, respectivamente. Los resultados experimentales muestran que los tres
comportamientos bajo deformaciones cortantes son diferentes y, por lo tanto, el modelo propuesto (con
I5) se ajusta mejor a los resultados experimentales que el modelo HGO (Ver Fig. 5.8(a) y Fig. 5.9(a)),
dado que el modelo HGO solo puede describir dos comportamientos, como se muestra en la Fig. 5.8(b) y
la Fig. 5.9(b) donde las dos curvas etiquetadas como “Numérico UMAT (0;,).” y “Numérico UMAT
(012)1” son idénticas.

Ademas, la Ec. (5.44) muestra que, para el ajuste de la curva del modelo propuesto, los datos
. L, ; : L

experimentales de cortante en la direccion transversal estan relacionados con el término % (dado que
1

o

P 0), y se deben de utilizar para ajustar el parametro de material c¢; (Ec. (5.5(b)). Los datos
2

. Y g . . L L
experimentales de cortante en la direccion longitudinal estan relacionados con los términos a—l_/} y % (Ec.
1 5

(5.31)). Debido a que el parametro de material c¢; del término % ya ha sido ajustado, los datos
1
experimentales de cortante en la direccion longitudinal se utilizan para ajustar los pardmetros de material

€4y Cs5 de g—;f; (Ec. (5.5¢)). Se debe notar que, para el modelo HGO, donde Z—Z = 0, el comportamiento
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sigue siendo isotropico. Finalmente, los datos experimentales de deformacion cortante en la direccion

1111,01!1

perpendicular estan relacionados con —— oL, oI,

(Ver Ec. (5.38)) y, dado que los pardmetros de material

de y 61/) ya han sido ajustado, estos datos se utilizan para ajustar ¢, y ¢c3 e — (Ver Ec. (5.5d)).

De los resultados experimentales de Moreira and Nunes [132] y Araujo and Nunes [133], ver ademas Fig.
5.8 y Fig. 5.9, debe de notarse que el comportamiento de (07,)y, tiene cierta similitud con (o;,)T en la
forma de la curva. (o12)p y (042)T se ajustan bien a los datos experimentales extraidos de Moreira and
Nunes [132], mientras que el ajuste de (g;,);, con los datos experimentales es deficiente. Una comparacion

de (012)1 v (012)7 indica que las principales diferencias en las formulas analiticas se deben a las

d
contribuciones de —1’[) LY aw Un aspecto importante observado es que el término _¢ puede representar la

energia elastica debida a la presencia de las fibras cuando el material se somete a deformacion por cortante
en una direccion paralela a la fibra y por lo tanto relacionar el invariante I con la energia eléstica de la
fibra en corte cuando €sta no sufre extension. Los resultados experimentales de Moreira and Nunes [132],
Araujo and Nunes [133], la Fig. 5.7, Fig. 5.8 y Fig. 5.9 muestran claramente la necesidad de incluir un
invariante adicional a I, para capturar completamente el comportamiento del tejido bajo deformaciones
cortantes.

En la Seccién 5.7 se implement6 una geometria irregular en ABAQUS para analizar la diferencia entre
ambos modelos en simulaciones no homogéneas. La Fig. 5.12 muestra los resultados del componente de
esfuerzo g,, obtenido de las simulaciones, donde el comportamiento predominante es la traccion. Estos
resultados predicen practicamente el mismo comportamiento en ambos modelos, incluso cuando las fibras
varian en inclinacion. Cuando las fibras estan alineadas con 6 = 0° la diferencia entre el valor de esfuerzo
en el nodo central (Fig. 5.10(b)) predicho por los modelos es 1.15% (Fig. 5.12(a)). Cuando la inclinacién
de las fibras es 8 = 45° la diferencia es 6.02% (Fig. 5.12(b)) y cuando 8 = 90°, la diferencia es 0.1%
(Fig. 5.12(c)). Estos resultados son consistentes con los resultados de la Seccion 5.4, que demostro que en
el comportamiento de traccion ambos modelos coinciden dado que I — I7 ~ 0. La Fig. 5.13 muestra los
resultados de la simulacion no homogénea con el comportamiento de corte predominante cuando las fibras
estan inclinadas 6 = 0°. Los resultados numéricos indican que existe una diferencia significativa en la
prediccion de los modelos. Para el componente cortante oy,, el modelo propuesto predice un valor de

esfuerzo que es 38% mayor en el nodo central que el predicho por el modelo HGO (Fig. 5.13(a3)). Esta

diferencia también se puede observar en la distribucion de esfuerzos en la geometria (Fig. 5.13(a1 — a2)).
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Este resultado es consistente con los resultados analiticos obtenidos en la Seccidén 5.5.1. La diferencia se

debe a que la contribucién de la fibra se debe principalmente a ZTw y no a ZTw dado que I, =~ 1. Los
5 4

componentes normales también presentan diferencias significativas. Para el componente o, el modelo

propuesto predice un valor de esfuerzo (en el nodo central) que es 21% mayor que el del modelo HGO

(Fig. 5.13(b)), y para el componente 7,,, la diferencia es 68% (Fig. 5.13(c)). Como se describe en la

Seccion 5.5.1, los valores de g, coinciden con los de g33 para cada modelo. La diferencia en los valores

. . , . 0Y , . o .
se debe directamente a la presencia del término 57 que en este caso es el tinico término que proporciona
5

la contribucion de la fibra al esfuerzo. La Fig. 5.14 muestra los resultados de la simulacion de corte cuando
la fibra esta inclinada a 6 = 45°. Estos resultados indican que los modelos exhiben el mismo
comportamiento, lo cual es consistente con los resultados presentados en la Seccion 5.5.4. Esta similitud
en los resultados se debe a que, en este escenario, I — IZ ~ 0 y ambos modelos coinciden, (6)pgo =
(o)mp. Las diferencias entre los valores de esfuerzo para todos los escenarios no superan el 4% y la
distribucion de los esfuerzos en la geometria apenas es diferente. La Fig. 5.15 muestra los resultados de
las simulaciones de cortante no homogéneas cuando la fibra esta inclinada a 8 = 90°. Los resultados
numéricos indican diferencias entre las predicciones de los modelos. El componente cortante g;, en el
modelo propuesto predice un valor de esfuerzos 23% mayor que el predicho por el modelo HGO (Fig.
5.15(a)). Las componentes de esfuerzos normales también presentan diferencias. Para la componente
normal o077, el modelo propuesto predice un valor de esfuerzo 17% mayor (Fig. 5.15(b)). Para el
componente d,,, la diferencia es del 28% (Fig. 5.15(c)). Para el componente ag33, es 29% (Fig. 5.15(d)).
El modelo propuesto siempre predice los valores mas altos. La diferencia entre las respuestas de los
modelos también se puede observar en la distribucidon de esfuerzos en la geometria. En este escenario,
ambos modelos tienen un aporte de las fibras; por lo tanto, la diferencia es menor que en el escenario en
el que las fibras estan inclinadas en 8 = 0°. Estos resultados concuerdan con los valores obtenidos en la
Seccion 5.5.2, donde los comportamientos indican una diferencia entre los modelos, aunque en menor

medida.

Resumiendo, en este trabajo se presentd un analisis numérico comparativo sobre el uso de uno o ambos
invariantes anisotropicos en el modelado numérico de su comportamiento mecanico, para ello se propuso
un nuevo modelo constitutivo. Para poder implementar el nuevo modelo constitutivo se desarrolldo una

subrutina de material para la paqueteria FEA ABAQUS. Se present6 una deduccion detalladamente de las



106 Discusion

expresiones generales para el tensor de esfuerzos de Cauchy y el tensor de rigidez tangente que van
codificados en el UMAT. Se decidiéo documentar esta deduccion, dado que no se encontrd en la literatura
un documento que presente los detalles de los calculos para la expresion general del tensor de rigidez
tangente. Se codificd y evalué una subrutina UMAT para materiales hipereldsticos transversalmente
isotropicos que queda a disposicion de la comunidad. Al estar codificada de forma general, es muy facil
de modificarlo para implementar cualquier otro modelo de interés modificando tUnicamente las
expresiones del modelo y sin la necesidad de volver a codificar un UMAT completo. Los resultados
obtenidos en el andlisis de la implementacion de uno o ambos invariantes anisotropicos muestran la
necesidad de incluir ambos invariantes para poder tener una descripcion completa del material, en
particular para deformaciones cortantes. Este resultado aumenta la evidencia de la necesidad de incluir
ambos invariantes anisotropicos encontrados ya por algunos autores, por ejemplo: Murphy [19]; Feng et
al. [26]; Feng et al. [23] o Wang and Liu [27]. Ademas de dar nuevas primicias, por ejemplo, que I5 tiene
mayor importancia cuando el tejido se encuentra bajo deformacion cortante con la fibra paralela a tal

direccion. También se encontraron algunos indicios sobre la relacion de la parte del modelo que contiene

a I, es decir el término 2_2’ con la energia de las fibras cuando no se extienden, pero si sufren deformacion
cortante, esto ultimo, por supuesto, requiere un estudio mas profundo y ademas de contar con mas
resultados experimentales que lo confirmen. Algunas limitantes del trabajo se encuentran en que el analisis
solo abarca el comportamiento eldstico, se sabe que los tejidos también presentan un comportamiento
viscoso, el cual no se incluye. También el andlisis esta limitado a una sola familia de fibras (caso mas
simple), por lo que es limitado si se requiere analizar tejidos con mas de una fibra (tejido cardiaco, anillo
vertebral, intestinos, musculo abdominal). una limitante en general de este tipo de trabajos son las pocas

y generalmente no coincidentes datos experimentales disponibles en la literatura, esto es debido a la

dificultad de realizar y estandarizar ensayos sobre tejidos bioldgicos.
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Capitulo 6

7. Conclusiones

En este estudio, se describio y analizé numéricamente el comportamiento de los tejidos biologicos blandos
reforzados con fibras mediante la funcion de densidad de energia para materiales hipereldsticos. Esta
energia se expresa a través de los dos invariantes del tensor de deformacion (I; y e ), asi como los
invariantes del tensor estrucural (I, e Is). Hasta la fecha, en la literatura, I ha sido omitido en la mayoria
de los casos. En este trabajo se propuso un nuevo modelo constitutivo que contiene ambos invariantes
anisotropicos (I, Is) para modelar el refuerzo de la fibra y se compard con el modelo HGO que solo
depende de la invariante I,. Los resultados numéricos homogéneos y no homogéneos muestran que, en
las deformaciones por traccion alineadas con las fibras, ambos modelos se comportan de manera similar,
mientras que, para las deformaciones cortantes, los modelos tienen diferencias significativas. La principal
diferencia se produce cuando la deformacion cortante es paralela a las fibras. Una consecuencia de usar
solo I, es que, para las deformaciones cortantes, el modelo reducido predice dos comportamientos
isotropicos iguales para todas las componentes del tensor de esfuerzo y solo un comportamiento reforzado
con fibra que no es compatible con la evidencia experimental presentada. En contraste, el uso de I, e I5
predice dos comportamientos reforzados con fibra (anisotrdpicos) y una respuesta isotropica. Si algin
tejido blando estd bajo deformacion cortante en la direccion de la fibra, el modelo HGO predice un
comportamiento puramente isotropico, mientras que el modelo elaborado en esta tesis demuestra que la
fibra refuerza el tejido. De los resultados experimentales de cortante simple disponibles en la literatura, se
concluye que la invariante Is puede estar en relacionado con la energia elastica de las fibras cuando el
material estd bajo deformacion cortante en la direccion paralela a la fibra y la fibra no se estira, aunque se
necesitaria un andlisis mas profundo y mas evidencia para poder darlo por hecho. La seleccion de la
funcion de energia de deformacion que mejor describa el comportamiento mecénico del tejido de interés
dependera, en gran medida, del tipo de comportamiento dominante en sus condiciones fisiologicas de
funcionamiento o del problema aplicado a analizar. Si el comportamiento analizado es tensién o
compresion, un modelo con solo el invariante I, es suficiente para describir el comportamiento mecénico.
Sin embargo, para a analizar un comportamiento donde los tejidos estén bajo deformacion cortante, el

modelo seleccionado debe contener ambos invariantes anisotropicos I, € Is.
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Finalmente, también se demuestra lo util que puede resultar para este tipo de investigaciones el tener una

subrutina de material en la que se puedan implementar modelos definidos por los investigadores.

Trabajos futuros

En este trabajo se abordaron aspectos tedricos y computacionales que en un futuro seria de interés
continuar desarrollando. A continuacidn, se presentan algunas lineas de investigacion cuya motivacion

surgen de este trabajo.

e Ante la falta de datos experimentales seria de interés general realizar la caracterizacion
experimental de algun tejido biologico reforzado con una familia de fibra en ensayos de cortante
simple en las tres direcciones analizadas en esta tesis.

e Generalizar el modelo propuesto incorporando una segunda familia de fibras y poder analizar la
implicacion de invariante I5 que surge de la segunda familia de fibras.

e Aplicar el modelo propuesto en diferentes aplicaciones clinicas que se conozca que, bajo
condiciones biologicas estén sometidas a cargas de corte. Por ejemplo: se cree que el cortante
transversal de la pared del corazon desempena un papel en el funcionamiento adecuado del
ventriculo izquierdo o también: se sabe que las rotaciones de rodilla producen esfuerzos cortantes
en los ligamentos colaterales laterales que llevan a un posible desgarro (esguince).

e Completar el modelo propuesto para que sea capaz de reproducir fenomenos mecano-biologicos,
por ejemplo: remodelacion y crecimiento del tejido, activacion y contraccidon muscular,

viscoelasticidad.
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Anexos

A1 Notacion basica, definiciones y algebra de tensores

A continuacion, se define la notacion basica utilizada en este trabajo. En la notacién indice se utiliza la

convencion de suma de Einstein en donde los indices repetidos en el mismo termino implican una suma

sobre el rango del indice (a menos que se indique lo contrario). En este trabajo sélo se considera un espacio

euclidiano tridimensional el cual se caracteriza mediante indices latinos i, j, k, [, ... corriendo sobre 1, 2 y

3. La tabla A.1 muestra la notacion basica usada en este texto

Tabla A.1. Notacion basica usada en el texto

. COMPONENTES
TIPO SIMBOLOGIA EJEMPLOS
CARTESIANAS
Escalar (tensor de Letras griegas
. a, B,y --
orden cero) cursivas
Vector (Tensor Letras en minusculas
) a,b,ec,.. a=aqae;
orden uno) y negritas
Tensor de segundo | Letras rnay‘ﬁscula en AB.C, .. A=4,eQe
orden negritas
Tensor de cuarto | Letras maytsculas con
yu A, IB, C, Aijklei®ej®ek®el
orden doble trazo

A1.1 Operaciones con tensores

En esta seccion se presentan algunas operaciones utilizadas en este texto, asi como la nomenclatura usada.

Muchas de las propiedades utilizadas se encuentran en los articulos de Itskov [63] y Itskov [139] donde

también se encuentras sus respectivas demostraciones.

A1.1.1 Algunas propiedades del producto tensorial

A continuacidn, se presentan algunas propiedades del producto tensorial y con sus correspondientes

componentes cartesianas:

- Producto tensorial entre vectores (producto diadico)
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a®b = a;b; (A.1)
- Producto tensorial entre tensores de segundo orden (tensor de cuarto orden)
A®B = A,;By, (A2)
A®B = AyB;
A®B = 4;Bj;
A1.1.2 Algunas propiedades de la simple contraccidon entre tensores.
- Contraccion simple entre tensores de segundo orden
AB = AyBy; (A.3)
- Contraccion simple entre vectores
ab = a; by (A4)
- Contraccion simple entre vector y tensor de segundo orden
Ab = Ayby, (A.5)
A1.1.3 Algunas propiedades de la doble contraccion entre tensores
A:B=Tr(ABT) o A;B;; =Tr(AuBj) (A.6)
A:1=Tr(A) o A6 =Tr(4;) = Ay (A.7)
A=A o Ay =6ubln

(A.8)
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AT=1:A o Aji = 816k Aw

(A®B):C=AB:C)=B:0A o A4;jBCy = A4;j(BiuCri) = (BiuCr)A;j (A9)

A:H":B=B:H:A = (H:A):B

(A.10)
Aij[H Vi By = Bij[H]ijiiAre = ([H]ijx1Arr) Bij
(A®B) : (C®D) = (B: CO)AQD A1)
(Aiijn)(CmnDkl) = (ancmn)AijDkl .
(A®B) : (C®D) = ACB™®D A1)
A.12
(AimBjn)(CmnDkl) = AimCmanjDkl
(A®B) : (C®D) = AQCTBD A1)
A.13
(Aiijn)(kaDnl) = AijCkmanDnl
(A®B) : (C®D) = AC"B"®D
- (A.14)
(AimBjn)(Cankl) = AimCmanjDkl
(A®B) : (C®D) = AQC"™B™D
o (A.15)
(Aiijn)(anDml) = AijCkanmDml
(A®B) : (C®D) = ADQBC
- - (A.16)
(AimBjn)(lean) = AimDmlBannk
(A®B) : (CQD) = ACQBD
o o (A.17)

(AimBjn)(lean) = AimleBjnan
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Al.1.4 Algunas propiedades de la derivacion.

d(pA (oA d A.18
WD) _pp2t, R Aedy) _ , 09 | 04y (A.18)
GB GB aBkl aBkl aBkl

d(A:B) 0B 0A 0(AjiBrr) 0By, 0Aj (A.19)
—_—=A:—+G: — =A + G ’
ac act“ e ° ac; Mac, T M,
0A~! 0A;;
SA B= -A"1BA™1 > A” By = —Ay!Bi AL (A.20)
A1 0A!
e 1=—-A1@A 1 o — L A At = A AR] (A.21)
mn
aA_l — 1 -1 A-1 -1 -1 aAL_Jl _ 1 -14-1 -14-1 A22
=5 (A7®AT +ATIRAT) o aTkl__E(A“‘Aﬂ + Apt A3 (A22)
oA _y 04 _ b6 (A23)
A % a4 it '
0A 0A
a—A: B=B: a_A =B 0 6ik6lekl = Bkl8ik6jl = BU (A24)
0AT 0AT 0A;; 0A;;
— :B=B:—— =RT —2B.=B,— =B. A.25
A A ° B4, KT Prga, T (A.25)

A1.2 Deduccion de algunas ecuaciones importantes mencionadas en el texto

En esta seccion se presenta el desarrollo de algunas ecuaciones que son importantes para el la deduccion
de las ecuaciones generales, que no son muy evidentes y sobre todo que no son desarrollos comunes en

los libros de mecanica de medios continuos
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Derivadas de los invariantes respecto al tensor C:

e Desarrollo para el invariante I; (ecuacion (2.40a))

oI, a(C:D _ al aC
— = — = —— I: — A.26
ac ac ¢ acC * ac ( )
Dado que el tensor identidad no depende de C, g—é = 0, por lo tanto
GIR aC
—=l:—=1:1=1 A.27
aC aC ( )
e Desarrollo para el invariante I, (Ec. (2.40b))
_ 1 = = _ _ _ _
of, o{z[2©) —u @1} 1[o[u?@)] otr(€% ] 1[o7 A(E:0)
aC aC 2| acC ac | 2| acC ac
_Lop % .2C L g% Jnn (€:1+C: D)) == (24,1 - 2C (A28
=212 5e "¢ e T e T2l ' +Dl =524 ]
= 1_11 - (_:
e Desarrollo para el invariante I, (Ec. (2.40c¢))
oI, 0(myCm,) d(C:my®m,) _ Jo(m®m,) aC
— — = — =C: — P —_— A.29
aC aC aC oC T Mo®moioE (4.29)
C 0(my®m,) _ -
Dado que el tensor my®@m, no depende de C, entonces —oc = 0y, por lo tanto, se puede reescribir
(A.29) como:
al, aC
a—g =my®my : ﬁ =my®@mg : [ = myQ@m, (A.30)

e Desarrollo para el invariante I5 (Ec. (2.40d))
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6_1_5 — a(mOCZmO) — a(CZ : m0®m0) (A31)
aC ac aC

Para realizar esta operacion se utilizara la notacion indice

51_5 _ a([mo]kc_kméml[mo]ﬂ = [mole[m a(ékméml) = [moli[mo] c aC_ml i ac_km
ac—‘ij aCTU 01k 0ll BC_'U 0lk 0ll km aCTU ml 6(711
_ _ _ _ (A.32)
= [molk[moli(CkmOmiS1j + CorikiOm;) = [Moli[moli(Cribij + Cj16k:)
= [mo]k[mo]lc_ki5lj + [mo]k[mo]léjlaki = [mo]k[mo]jéki + [mo]i[mo]léjl
Reordenando los términos:
ol i} _
— = [my]iCrilmol; + [mo];CjiIms], (A.33)
aCL'j
En notacion tensorial:
ol _ _
T my,C®m; + m;@Cm, (A.34)

e Desarrollo de la Ec. (2.34), usando la Ec. (2.6b) y la propiedad (A.18), se puede reescribir (2.34)

como:

2
-Z 2
aC a(f 3C) o, 20
ac- ac P75t/ *hc (A.35)

Usando la Ec. (2.32a), la propiedad (A.23) y reordenando los términos se obtiene:

2
oc_ ’ (] 3C> -1 CRC +/ 31 =J3 (11 ! C®C_1>
ac-__ac 3 J 3= 3 (A.36)

e Desarrollo de la Ec. (2.33) para obtener la ecuacion (2.44). Se parte de la ecuacion (2.38):
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21 1 _ 2_ 1 2 _
Sdes =J 3|S— 3 (S: C)c-l] =] 73S — §j_§(S : C)C1 (A.37)

Usando la Ec. (2.6) se puede reescribir (A.37) como

2_ 1 _ _
Sdes =/ 35— §(S :0)Cc! (A.38)

Sustituyendo la ec. (2.41) en (A.39):

2 _ _ _

Sdes =/ 3[r1l +y2C + yame®m, + y,(mCO®mM; + my®Cmy)]
1 (A.39)
—§[yll :C+¥,C: C+y;my®m, : C+y,(m,C®M, : C+ my®Cm, : C)]C~?1

Recordando que:

— — — -1 - — _ - _ _
L=u@)=1:C L= E(I"f —-C:0) I,=my®my:C I=my®Cm,:C (A.40)
Ademas, sustituyendo las Ec. (A.40) y los valores de los coeficientes (2.42) se puede reescribir (A.39)

como:

2 oY oY oy oy oY _
Sdes :]'3[ (a;'b +1 6?0) I+ — 2—¢C +2 l!)m0®m0 +2 lib (m,C®m, + m0®Cm0)]
1 2

oL, al,
\[ (99 o0 o0 o0 (A41)
— — 1
3[2<af1+11612>11+ 26_2c C+261414+2 _(15+15)]c
Reagrupando los términos:
2[(oyp _ oy G _
Sdes =2/ 3 K_l/) +1; l—/)> I+ __l/)C + _l/)m()@mo + l—/} (myC®m, + m0®Cm0)]
al, al, al, al,

(A.42)

3[((31/}) n __"0(11 C:0) +% I_4+%U_5+1_5)] c!

Finalmente, simplificando se obtiene la Ec. (2.44):
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2[(op _ 0 2 b b
Sges = 2/ 3 wa +T1 I’IJ) I+ ——lpC + —¢m0®m0 + —lp(mOC®m0 + m,®Cm,)

(A.43)

Para obtener el tensor de esfuerzos de Cauchy se utiliza la relacion (2.16) y la Ec. (2.45):

_1 al;bvol -1
G—]F{]—a] C

b a d oY _ _
]_§ (% =+ 11 af) | —wc + _llbm()@mo + llb (m0C®m0 + m0®Cm0)
1 2 5

oY Y oy _ oy
——(1 21 I, I.— |C 1} FT
(1611+ 291, + 4614+ 5

1/)1]01 1T
= FC™'F .
] {] 3 (A.44)

2 b oY P P
2 I FIFT — —FCFT + —F FT
+ [] ( + 1612> oL C +a W my®m,

oY _ _
+ ﬁ(FmOCQ@mOFT + Fm0®Cm0FT)]

Y 4 o o\ o
(11611+21261 +146 +158[5 FC~IF

Considerando los siguientes resultados:

2
FCIFT =1 |~ 3FIFT B, 3FCFT =B? J3Fm,®m,FT = m®m,
(A.45)

2 _ _ 2 _ _
3Fm,CQm FT = m®Bm, | 3Fm,®Cm,FT = Bm®m
0 0 0 0

Donde m = Fm,. Sustituyendo las ecuaciones (A.45) en (A.44) se obtiene el tensor de esfuerzos de

Cauchy:
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=7 {] Wvoly , 5 [(61,[) +1 aﬁb) B- ¢ 61[) MQm + a—¢(m®Bm + Bm®m)

] o1, ‘ol 612 HFTA (A46)
2(_ 0P oy _op _ oY ’
_§<Ila_1‘1+2126 +I4614 15615 I

e Desarrollo el tensor de cuarto orden C para llegar a la ecuacion (2.70), se parte de la ecuacion

_ 498
(C=2_§_— A.47
J 35E (A.47)
Recordando que:
< [(od o\ b, ap_ . oP_
_ e __r A48
S 2[(011“612)' al, C+ 6I4M° 615N0 (A48)
Con: 1\7[0 = m0®m0, NO = m0®Cm0 + mo(_:®m0
Entonces:
_ 29 ] o o
<c=zr§__{zl<i -1T¢>1_lc+imo+ i”No]}
aC o1, oI, or, oI, ol
20 a_ _ o _ a__ oy _ o _
a oY a_al/j_ doY_ 0 _ a P _
=4 +—=I—C—-—=—C+—=—My+—=—N
/3 <acal1 oG\ aT, " acar, = acar, 0T aCar, °
2
=4‘]_§((Cl+(CZ_C3+(C4+Cs)
Donde:
o oY o _ oy a P _ 0 oY _ d P _
G E)C@Ill' C2 acllalzl' Cs 6C61C Cs aCal, >~ 9Cal; ° (A-50)

Desarrollando el termino C; usando las propiedades de la derivacion:
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a0y Y al 90 o P a0 a0y Y al
@l 00 9ap_ | a0f_ | 0 (030)_ | 20b op
aCol, oI, aC EENA aI, aC a1, \aI; aC aCol, oI, aC

0 Y o P a(aa¢>

= IQ —=— =1 I
®aca11 ®6116C ®611 al; aC

—1 6w611+6¢612+6¢614+6_w% (A.51)
8, \aI, aC ' oI, aC ' al, aC ' als aC
o% oL oy _al, 9% _adl, 9% 0l

~ oL,01, ®6C+611612 Bt oI, 01, ®5ct aL,0l5 1®5¢

Utilizando las Ec. (2.40) se puede reescribir (A.51) como:

0%y %P 0% 0%
=——IQI + ——=IQ(;]I1 - C I®M, + ——=I®N
G a1,01; ® +011<912 S )+611614 ®Mo + a1, 015 ®No
(A.52)
2 2 2 2 2
%P %P *P o*P %P
—IQI + I, IRl — ——=1IRC I®M, + ——=I®N
~ L0l ®r+ A ® a1,01, ® +611614 Mo + a1, 015 ®No
Desarrollando el termino C, usando las propiedades de la derivacion:
9 _ oy a¢ a¢ oy _d9p Yol
C===h—=1=1®—=l— —=1®0—=h =18 (=~ +—+—=
TR ) A ®ac al, MY 612® ®ac ol, ®hae oI, I, dC
_ 9 ayp apaL _ 9 (0 0y)\ 00
= —_—— _—— :I I — —_——
I®<116126C+612 ac) ®[1612 al; aC +azac
oYol, oyYoal, oyYal, Yol 9P ol
—1®|f 1!’ ol 1!’ 2+ % 4+_1_l1__5 i 1,0 ol
612 dl, aC ' aI,aC  aI,aC alzaC/) al,aC
(A.53)

oYol, oyYal, odyYal, ayYal oY ol
- 1® 11 l/J 1+ l/J 2+ 1!’ Ols 1/J gls +_111’__1
612 611 oC oI, aC 0I, acC 615 aC al, aC

92 o, 82 o, 02 oI, 02 ol
[ (20 1o 0h, 2P GO, 9 ol 9% o
\oLoI, - aC ' 8Lal, ~ oC ' 8Ladl, ~ aC  0Ldls _ aC
op oL
—I® —
+612®6C]

Utilizando las Ec. (2.40) se puede reescribir (A.53) como:



128 Anexos

2 2_ 2.7, 2

P 0% oo 0% %P 0P
C, =|I —1Q(I;1 — €) + ——IQM, I®N, | + —IQI
2 [1<612611 el +612612 o )+612614 ® +612615 ®No |+ 57 L ®

2 _ 62 T, 62 _ 62 T _ 2
[11< v IQI+ I, — id IQI — — w_ IQC + — id IQM, + % 1®N0> (A.54)

o101, EY EY 01,01, o1,01s
op
—IR1
+ il
Desarrollando Cj:
d0p . 90 9poC__ a9y Ehp _ a 9y, 1/) a9y _
3 d0Cal, ®6C812 dl,0C ®612 aC 612 ®612 (ali 6C> 612 acalz
_ aalﬁ opoC _ __ 0 9p P -9 (0 ap)\ oY
C®6C61 9L, aC ®612 ac ' ol C®812 a7 ac ) T o,
I _ _ (A.55)
__ 8 (ayol, opol, oaPpol, oYL\ op
®an\ar,ac Tanac tanac Talac) T on

0
0%y _ I, 0%y _ al 0%y _ al, 2%y _ ol oy
_ 0V oglli, OV gg0l, OV o0l O g0l 0,
olL,0I, ~ oC 0l,0I, oC o0L,0l, ~ oaC a0l ~ aC 0l

Utilizando las Ec. (2.40) se puede reescribir (A.55) como:

%Y %Yy %y 0% P
=—CQI + ——CQ(;1 - M — CQN, + —1
Cs 012011C® +612612C®(1 C)+612614C® °+612615C® °+012
_ 0 cor 2 cor— 2 coe+ LY cof, + 2P coN,  (A.S6)
"~ L0 LaLol, aL,01, aL,01, ot 01,015 0 '
oY
__H
+612

Desarrollando C,:
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) al/j_ 00p 0PpoM, _ _adp _ 9 (0 dy
* 7 aCal, 0®6C614+614 aC a1, aC 0®614 al; aC
_ opoL, opol, opol, oyl
_ 0poh Yol 0 0ls 99 0ls (A57)
614 al, aC ' al,aC ' oI, dC ' a5 aC
0% _ oL, 9%y _ o, o%p _ oI, 0% _ ol
¢M0®1 ¢M®z IIJM®4+ ¢0®5

= an01, °®%5¢C T areL, aC ' ol,01, aC ' 01,015

Utilizando las Ec. (2.40) se puede reescribir (A.57) como:

%P _ 0?2 92 v 0
Cy = did Mo®I + = s’ Mo® (11 =€) + ——— 7 M, ®M, + dal === Mo®N,

oI,01, aI,01I, 01,01, aI,015
2 2 2 2
0%y 0% 9%y 0%y
—M 2 —M,®1 - ——=M —M,®M A.58
~ al,01, o®I+ 1a1,01, 0®I 01,01, °®C+614614 0®Mo (A-58)
2
1/)

Desarrollando para Cs:

J; ®a 611) a9 Ny Crel al/3+az/‘;aﬁo__ a [0 9y, +61/)6N0
als aCals 615 aC  °Tal;aC ' al; aC aI;\dl; oC ) ' a5 oC
_ 9 [opal; opoL, oypol, oYL\ oyYoN
Nl (0%oh 0pol, 0yl 09y 0ls) 0 ONg (A.59)
dI;\aI, aC '~ dI, 0C ' al, oC ' dal;9C) ' als oC
0% _ o, 0%y _ o, o* _ oI, 0% _ _dl; 0yYoN,

=—N, — N, AN i
alsa1, ®6C+615612 No®5E * al501, ®6C+615615 aC ' a5 aC

<c=—_
579

Utilizando las Ec. (2.40) se puede reescribir (A.59) como:
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52 Py 92 0210
EA 1,[) No®I + lp— No®(U;1-C) + lp— No®M, + 1,[)_ No®N,
1.0l

C
57 01501, 01501, 015015

+ ﬁ(ﬁ(,@l +I®M,)

e 0% 0% 0% L (A0
I No®I — ——N
615611 No®I + 19101, o® 9101, No®C +615614 No®M 615615 0®N,
i (1\7[0®l +1Q@M,)
615 - -
Reorganizando los términos de las Ec. (A.60):
4 0y? _ oY az/ﬂ P op? . oy? -
+ 2 — I IR+ ——= -, —— | I®C + CRI
=43 (611611 13105 1t arer, Tan )" T\ "arer,  taner ) 1®CHCOD
L oY p:  _ oy? o
— —CRC——1 4 [ —— | (IQM, + My ®I
+612612 ® ol, +<611614+ toL,al, (ISM, + Mo®D)
op? o
— (M,®C + CQM _—__ M,®M A.61
612614( 0®C+ C® 0)+64614 0®M, ( )
+ o? +1 o? (I®N, + N,®I) o? (No®C + C®Ny) + —— o? No®N
Lol toLals o0 LAl = ° 00 T 9Ll °° 0
l/JZ
+ = (M0®NO+N0®MO)+ (M0®I IQM,)
oI, 015

La Ec. (A.61) es la ecuacion desarrollada y es idéntica a la (2.70).
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A1.3 Ecuaciones especificas para los modelos utilizados en este trabajo

A continuacién, se presentan las ecuaciones utilizadas para dibujar las curvas en la Fig. 4.5. Estas
ecuaciones se obtienen sustituyendo las derivadas parciales de los modelos presentados en las Tablas 4.3

y 4.4 en las Ec. (4.6a,b).

Modelo Arnoux et al. [78]

[ 1 ] 1 C1Cy 1
011 = 23cicoexpc </12/12+——3> </12——>+—</12/12——>}
11 {12 2\ M2+ 72 |\~ 7z 2\

[ 1 ] 1 €1Cy 1
Opp = 2 {clcz exp |c, <AZAZ + == - 3) </12 - —> +—= <AZAZ — —>}
g )|t

Laksari et al. [83]

oy = 2 {[cl e (mg M 3)] (az s 2) [cz e (mg b 3)] (mg - é)}
2Tz 222 222 22
1 1 1 1 1
el ol oo 3)

Modelo Peng et al. [94]

1
011 = 2{ <AZ 12/12> +[2c,(AF — 1) + 4c3(AF - 1)3]/1%}

2¢q 1
=)

Modelo Riveros et al. [120]

1 1
011 =2 {clczexp lcz (/15/1% tE 3)] </12 /'1212> + 2[c3(22 — 1)] exp[c, (12 — 1)?] Af}
112

i 1
Oy0 = 2 {CICZeXp[CZ(Il - 3)] (A% - AZAZ>}
172
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A2. Coédigo completo del UMAT

|

I AUTHOR : JOSE CARLOS CASTILLO MENDEZ I
I CONTACTO : JCASTILLO7@COMUNIDAD.UNAM.MX 1!
11 11
11 UMAT_ANISOHYPER.FOR 11

1 UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO I
I UNIDAD DE INVESTIGACION Y ASISTENCIA TECNICA EN MATERIALES I
Il DIVISION DE INGENIERIA MECANICA E INDUSTRIAL 1!
I FACULTAD DE INGENIERIA I
I CIUDAD DE MEXICO, MEXICO I
|

! SUBRUTINA UMAT PARA MATERIALES HIPERELASTICOS ANISOTROPICOS !
! ESTA SUBRUTINA SOLO SE PUEDE USAR PARA PROBLEMAS EN 3D !

|

¥ MODELO IMPLEMENTADO EN ESTE UMAT: 1
Il W=1/2(3-1)72+C1(I1-3)+C2/2C3[Exp[C3(I4-1)"2]-1}+C4/2C5{EXP[C5(I5-1472)~2]-1] !!
M PARA IMPLEMENTAR OTRO MODELO MATERIAL, 1
Il SOLO ES NECESARIO MODIFICAR LAS EXPRESIONES PARA LAS DERIVADAS PARCIALES. '
|

SUBROUTINE UMAT(STRESS,STATEV,DDSDDE,SSE,SPD,SCD,

. RPL,DDSDDT,DRPLDE,DRPLDT,

¥ STRAN,DSTRAN, TIME,DTIME,TEMP,DTEMP,PREDEF,DPRED, CMNAME,
el NDI,NSHR,NTENS,NSTATV,PROPS,NPROPS,COORDS, DROT, PNEWDT,
Wl CELENT,DFGRD®,DFGRD1,NOEL,NPT, LAYER,KSPT,JSTEP,KINC)

INCLUDE 'ABA_PARAM.INC'

CHARACTER*80 CMNAME

DIMENSION STRESS(NTENS),STATEV(NSTATV),
DDSDDE (NTENS,NTENS ), DDSDDT (NTENS ) , DRPLDE (NTENS) ,
STRAN(NTENS),DSTRAN(NTENS), TIME(2),PREDEF(1),DPRED(1),
PROPS (NPROPS) , COORDS (3),
DROT(3,3),DFGRDO(3,3),DFGRD1(3,3),
ISTEP(4)

Ul B W N B

C VARIABLES LOCALES

A@---->VECTOR UNITARIO EN DIRECCION DE LAS FIBRAS EN LA CONFIGURACION DE REFERENCIA

|

! A------ >VECTOR UNITARIO EN DIRECCION DE LAS FIBRAS EN LA CONFIGURACION DEFORMADA
! DETF------------- >DETERMINANTE DEL GRADIENTE DE DEFORMACION

! BDES,CDES-------- >TENSOR DERECHO E IZQUIERDO DE DEFORMACION DE CAUCHY-GREEN

! IDENT------------ >TENSOR DE IDENTIDAD DE SEGUNDO ORDEN

! I1,12------------ >INVARIANTES DE DEFORMACION ISOTROPICOS

! I4,I5------------ >INVARIANTES DE DEFORMACION ANISOTROPICOS

! DWDI1---=-=-=-=----- >DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I1

! DWDI2------=------ >DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I2

|

DWDI4------------ >DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A T4
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! DWDIS------------ >DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I5

! DUDIJ------------ >DERIVADA DEL MODELO RESPECTO A J (PARTE VOLUMETRICA)

! TVOL,TDES-------- >PARTE VOLUMETRICA Y DESVIADORA DEL TENSOR DE ESFUERZOS DE CAUCHY
! MyN===--cmmee oo >TENSORES ESTRUCTURALES

! TCAUCHY---------- >TENSOR DE ESFUERZOS DE CAUCHY

! TAU-------------- >TENSOR DE ESFUERZOS DE KIRCHHOFF

! DDWDDI1---------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A Il

! DDWDDI2---------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I2

! DDWDDI4---------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I4

! DDWDDI5---------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A IS5

! DDWDI1DI2-------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I1 E I2

! DDWDI1DI4-------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I1 E I4

! DDWDI1DI5-------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I1 E I5

! DDWDI2DI4-------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I2 E I4

! DDWDI2DI5-------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I2 E IS

! DDWDI4DI5-------- >SEGUNDA DERIVADA PARCIAL DEL MODELO RESPECTO A I4 E I5

! DDUDDJ----------- >SEGUNDA DERIVADA DEL MODELO RESPECTO A J

! CE_VOL,CE_DES---->PARTE VOLUMETRICA Y DESVIADORA DEL TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE
! CE--------------- >TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE

! CE_UMAT---------- >TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE CONSISTENTE

! c1,C2,C3,C4,C5---->PROPIEDADES DEL MATERIAL (PARAMETROS MATERIALES)

! Kemmmmm e e - - >MODULO VOLUMETRICO

C ________________________________________________________________

IVARIABLES LOCALES

REAL*8 FDES(3,3),BDES(3,3),IDENT(3,3),BDES2(3,3)

REAL*8 CDES(3,3),FDEST(3,3),CDES2(3,3)

REAL*8 TVOL(3,3),TDES(3,3),TCAUCHY(3,3)

REAL*8 DETF,I1,I2,I4,I5,BB,DWDI1,DWDI2,DWDI4,DWDIS,DUD]

REAL*8 A1T,A2T,A3T,A4T,A5T

REAL*8 AB(3),A(3),M(3,3),N1(3,3),N2(3,3),N(3,3)

REAL*8 ZERO,ONE, TWO, THREE, FOUR,NINE, TER,NOV,MED

REAL*8 DDUDDJ,DDWDDI1,DDWDDI2,DDWDDI4,DDWDDIS5, DDWDI1DI2,DDWDI1DI4
REAL*8 DDWDI1DIS5,DDWDI2DI4,DDWDI2DIS,DDWDI4DIS

REAL*8 IXI(3,3,3,3),I0I(3,3,3,3),CE_VOL(3,3,3,3)

REAL*8 B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7,B8,89,B10,B11,B12,BM(3,3),MB(3,3),I52
REAL*8 BXB(3,3,3,3),B08(3,3,3,3),BXI(3,3,3,3),IXB(3,3,3,3)
REAL*8 BXB2(3,3,3,3)

REAL*8 B2XB(3,3,3,3),B2XI(3,3,3,3),IXB2(3,3,3,3),B2XB2(3,3,3,3)
REAL*8 BXM(3,3,3,3),MXB(3,3,3,3),IXM(3,3,3,3),MXI(3,3,3,3)
REAL*8 B2XM(3,3,3,3)

REAL*8 MXB2(3,3,3,3),BXN(3,3,3,3),NXB(3,3,3,3),IXN(3,3,3,3)
REAL*8 NXI(3,3,3,3)

REAL*8 B2XN(3,3,3,3),NXB2(3,3,3,3),MXM(3,3,3,3),NXN(3,3,3,3)
REAL*8 MXN(3,3,3,3)

REAL*8 NXM(3,3,3,3),M0B(3,3,3,3),B0OM(3,3,3,3),MBXI(3,3,3,3)
REAL*8 IXMB(3,3,3,3)

REAL*8 BMXI(3,3,3,3),IXBM(3,3,3,3)

REAL*8 CE1(3,3,3,3),CE2(3,3,3,3),CE3(3,3,3,3),CE4(3,3,3,3)
REAL*8 CE5(3,3,3,3)

REAL*8 CE6(3,3,3,3),CE7(3,3,3,3),CE8(3,3,3,3),CE9(3,3,3,3)
REAL*8 CE10(3,3,3,3)

REAL*8 CE11(3,3,3,3),CE12(3,3,3,3),CE13(3,3,3,3),CE14(3,3,3,3)
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REAL*8 CE15(3,3,3,3)
REAL*8 CE16(3,3,3,3),CE17(3,3,3,3),CE18(3,3,3,3),CE19(3,3,3,3)
REAL*8 BE1(3,3,3,3),BE2(3,3,3,3),BE3(3,3,3,3),BE4(3,3,3,3)
REAL*8 BES5(3,3,3,3)
REAL*8 BE6(3,3,3,3),BE7(3,3,3,3),BE8(3,3,3,3),BE9(3,3,3,3)
REAL*8 BE10(3,3,3,3)
REAL*8 BE11(3,3,3,3),BE12(3,3,3,3),TE1(3,3,3,3)
REAL*8 D1,D2,D4,D5,TAUFIC(3,3),TAUI,PE(3,3,3,3),TE2(3,3,3,3)
REAL*8 TAUDES(3,3),TAUXI(3,3,3,3),IXTAU(3,3,3,3),TE3(3,3,3,3)
REAL*8 CE_DES(3,3,3,3),CE(3,3,3,3)

REAL*8 TAU(3,3),I0TAU(3,3,3,3),TAU0I(3,3,3,3),I_TAU(3,3,3,3)
REAL*8 TAU_I(3,3,3,3)

REAL*8 TXI(3,3,3,3),IXT(3,3,3,3),CE_UMAT(3,3,3,3)

REAL*8 C1,C2,C3,C4,C5,RAD, GRAD,PI

REAL*8 BA1(3),K

PARAMETER (ZERO=0.D0@,ONE=1.D@, TWO=2.D@, THREE=3.D@, FOUR=4.D@,

il NINE=9.DO)
PARAMETER ( TER=ONE/THREE , NOV=ONE /NINE , MED=ONE/TWO, PI=3.14159265)

! PARAMETROS MATERIALES

IKPA

1 = 250
2 = 831.4
3 = 4.241
c4 = 415.7
5 = 4.2

K = PROPS(2);

ISE DEFINE LA DIRECCION PREFERENCIAL DE LAS FIBRAS

IGRAD TO RAD
GRAD=PROPS (1);
RAD=(PI*GRAD)/180.D@

| EL VECTOR DE DIRECCION PREFERENCIAL ESTA EN EL PLANO (E1-E2)

AB(1)=COS (RAD)
A®(2)=SIN(RAD)
A@(3)=ZERO

IF (PROPS(1).EQ.1)THEN !LA DIRECCION DE LA FIBRA ES PERPENDICULAR A (E1-E2)
A@(1)=ZERO
A@(2)=ZERO
A®(3)=ONE

END IF

ISE CALCULA EL DETERMINANTE DEL GRADIENTE DE DEFORMACION
CALL DETERMINANTE(DETF,DFGRD1)
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ISE CALCULA EL GRADIENTE DESVIADOR DE DEFORMACION
CALL GRAD_DESV(DETF,DFGRD1, FDES)

ISE CALCULAN LOS TENSORES DERECHO E IZQUIERDO DESVIADORES DE CAUCHY-GREEN
FDEST=TRANSPOSE (FDES) !GRADIENTE DE DEFORMACION TRANSPUESTA
BDES=MATMUL (FDES, FDEST)

CDES=MATMUL (FDEST, FDES)

BDES2=MATMUL (BDES , BDES)
CDES2=MATMUL (CDES, CDES)

ISE CREA EL TENSOR IDENTIDAD DE SEGUNDO ORDEN
CALL DELTA_KRONECKER(IDENT)

ISE CALCULAN LOS INVARIANTES DE DEFORMACION

I INVARIANTES ISOTROPICOS
I1=BDES(1,1)+BDES(2,2)+BDES(3,3);
CALL DOBLE_CONTRA2X2(BDES,BDES,BB)
12=0.5%(I1*I1-BB);

I INVARIANTES ANISOTROPICOS
I4=DOT_PRODUCT (A@,MATMUL (CDES,A@))
I5=DOT_PRODUCT(A@,MATMUL (CDES2,A8))

ISE CALCULA EL VECTOR UNITARIO EN LA DIRECCION DE LAS FIBRAS EN LA CONFIGURACION DEFORMADA
A=(MATMUL (FDES,A®) )/SQRT(I4);
ISE CALCULAN LAS DERIVADAS PARCIALES DEL MODELO
DWDI1=C1;
DWDI2=ZERO;
DWDI4=C2* (I4-1)*EXP (C3*(I4-1)%%2)-2%CA*I4* (I5-14%*2)
H*EXP(C5*(I5-14%*2)*%2);
DWDI5=CA* (I5-TI4%%2)*EXP(C5* (I5-T4%**2)**2);
ISE CALCULA LA DERIVADA DE LA PARTE VOLUMETRICA DEL MODELO

DUDJ=K* (DETF-ONE) ;
IPARTE VOLUMETRICA DEL TENSOR DE ESFUERZO DE CAUCHY
TVOL=DUDJI*IDENT;

IPARTE DESVIADORA DEL TENSOR DE ESFUERZO DE CAUCHY

ITENSORES ESTRUCTURALES
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CALL PROD4_TENSOR(A,A,M)

BA1=MATMUL (BDES,A)

CALL PROD4_TENSOR(A,MATMUL (BDES,A),N1)
CALL PROD4_TENSOR(MATMUL (BDES,A),A,N2)
N=N1+N2

ICOEFFICIENTS

Al1T=(DWDI1+I1*DWDI2);

A2T=DWDI2;

AAT=I4*DWDI4;

A5T=I4*DWDIS5;
A3T=TER*(I1*DWDI1+2*I2*DWDI2+I4*DWDI4+2*I5*DWDI5);

TDES=(TWO/DETF)*(A1T*BDES-A2T*BDES2+A4T*M+AST*N-A3T*IDENT);

ITENSOR DE ESFUERZOS DE CAUCHY (COMPLETO)
TCAUCHY=TVOL+TDES;

ISE ASIGNAN LOS VALORES CORRESPONDIENTES A LA VARIABLE DE ABAQUS: "STRESS"

STRESS(1)=TCAUCHY(1,1)
STRESS(2)=TCAUCHY(2,2)
STRESS(3)=TCAUCHY(3,3)
STRESS(4)=TCAUCHY(1,2)
STRESS(5)=TCAUCHY(1,3)
STRESS(6)=TCAUCHY(2,3)

20 FORMAT (9F10.4)

! SE CALCULA EL TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE EN LA CONFIGURACION DEFORMADA

ISE CREAN LOS TENSORES IDENTIDAD DE CUARTO ORDEN
CALL PROD_TENSOR(IDENT,IDENT,IXTI)
CALL PROD2_TENSOR(IDENT,IDENT,IOI)

! SE CALCULA LA SEGUNDA DERIVADA DE LA PARTE VOLUMETRICA DEL MODELO
DDUDDJ=K

ISE CALCULA LA PARTE VOLUMETRICA DEL TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE
CE_VOL=(DUDJ+DETF*DDUDDJ ) *IXI-TWO*DUDJ*IOI,;

ISE CALCULAN LA SEGUNDA DERIVADA DEL MODELO RESPECTO A LOS INVARIANTES



137

Anexos

1
2

DDWDDI1=ZERO;
DDWDDI2=ZERO;
DDWDDI4=C2* (2*C3* (I4-1)**2+1)*EXP(C3*(I4-1)**2)
+(8*CA*CH*¥T4** 2% (I5-T4**2)**2-2%C4* (I5-3%I4%*2))
*EXP (C5* (I5-TI4%%2)*%2)

DDWDDI5=(2*C4*C5% (I5-I4*%2)**2+CA4)*EXP (C5* (I5-14**2)**2)

DDWDI1DI2=ZERO;
DDWDI1DI4=ZERO;
DDWDI1DI5=ZERO;
DDWDI2DI4=ZERO;
DDWDI2DI5=ZERO;

DDWDIADI5=-2*%CA*I4* (2*C5% (I5-T4**2)**2+1)*EXP (C5* (I5-I4**2)**2)

ICOEFFICIENTES

B1=4* (DDWDDI1+2*I1*DDWDI1DI2+DWDI2+I2*I2*DDWDDI2);

B2=-4*(DDWDI1DI2+I1*DDWDDI2);
B3=4*DDWDDI2;

B4=-4*DWDI2;

B5=4* (DDWDI1DI4+I1*DDWDI2DI4);
B6=-4*DDWDI2DI4;

B7=4*DDWDDI4;

B8=4* (DDWDI1DI5+I1*DDWDI2DI4);
B9=-4*DDWDI2DI5;
B10=4*DDWDDI5;
B11=4*DDWDI4DI5;

B12=4*DWDI5;

ITENSORES ISOTROPICOS DE CUARTO ORDEN

CALL PROD_TENSOR(BDES,BDES,BXB);
CALL PROD2_TENSOR(BDES,BDES,BOB);
CALL PROD_TENSOR(BDES, IDENT,BXI);
CALL PROD_TENSOR(IDENT,BDES,IXB);
CALL PROD_TENSOR(BDES,BDES2,BXB2);
CALL PROD_TENSOR(BDES2,BDES,B2XB);
CALL PROD_TENSOR(BDES2, IDENT,B2XI);
CALL PROD_TENSOR(IDENT,BDES2,IXB2);
CALL PROD_TENSOR(IDENT, IDENT,IXI);
CALL PROD_TENSOR(BDES2,BDES2,B2XB2);

CE1=BXB-TER*I1*BXI-TER*I1*IXB+NOV*I1*I1*IXI;
CE2=BXB2-TER*BB*BXI-TER*I1*IXB2+NOV*BB*I1*IXI;
CE3=B2XB-TER*I1*B2XI-TER*BB*IXB+NOV*BB*I1*IXI;
CE4=B2XB2-TER*BB*B2XI-TER*BB*IXB2+NOV*BB*BB*IXI;
CE5=BOB-TER*B2XI-TER*IXB2+NOV*BB*IXI;

ITENSORES ANISOTROPICOS DE CUARTO ORDEN

CALL PROD_TENSOR(BDES,M,BXM); CALL PROD_TENSOR(M,BDES,MXB);
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CALL PROD_TENSOR(IDENT,M,IXM);CALL PROD_TENSOR(M,IDENT,MXI);
CALL PROD_TENSOR(BDES2,M,B2XM);CALL PROD_TENSOR(M,BDES2,MXB2);

CALL PROD_TENSOR(BDES,N,BXN); CALL PROD_TENSOR(N,BDES,NXB);
CALL PROD_TENSOR(IDENT,N,IXN);CALL PROD_TENSOR(N,IDENT,NXI);
CALL PROD_TENSOR(BDES2,N,B2XN);CALL PROD_TENSOR(N,BDES2,NXB2);

CALL PROD_TENSOR(M,M,MXM); CALL PROD_TENSOR(N,N,NXN);
CALL PROD_TENSOR(M,N,MXN); CALL PROD_TENSOR(N,M,NXM);

MB=MATMUL (M, BDES); BM=MATMUL (BDES,M)

CALL PROD3_TENSOR(M,BDES,MOB);CALL PROD3_TENSOR(BDES,M,BOM);
CALL PROD_TENSOR(MB,IDENT,MBXI);CALL PROD_TENSOR(IDENT,MB,IXMB);
CALL PROD_TENSOR(BM,IDENT,BMXI);CALL PROD_TENSOR(IDENT,BM,IXBM);

CE6=I4*BXM-TER*I4*BXI-TER*I1*I4*IXM+NOV*I1*I4*IXI;
CE7=I4*MXB-TER*I1*I4*MXI-TER*I4*IXB+NOV*I1*I4*IXI;

CE8=I4*B2XM-TER*I4*B2XI-TER*I4*BB*IXM+NOV*BB*I4*IXI;
CE9=I4*MXB2-TER*BB*I4*MXI-TER*I4*IXB2+NOV*BB*I4*IXI;

CE10=I4*I4*MXM-TER*I4*I4*MXI-TER*I4*I4*IXM+NOV*I4*I4*IXI;

152=2*I5;
CE11=I4*BXN-TER*I52*BXI-TER*I1*I4*IXN+NOV*I1*I52%IXI;
CE12=I4*NXB-TER*I1*I4*NXI-TER*I52*IXB+NOV*I1*I52%IXI;

CE13=I4*B2XN-TER*I52*B2XI-TER*I4*BB*IXN+NOV*BB*I52*IXI;
CE14=I4*NXB2-TER*BB*I4*NXI-TER*I52*IXB2+NOV*BB*I52*IXI;

CE15=I4*I4*NXN-TER*I52*I4*NXI-TER*I52*I4*IXN+NOV*I52*I52*IXI;

CE16=I4*I4*MXN-TER*I4*I52*MXI-TER*I4*I4*IXN+NOV*I4*I52*IXI;
CE17=I4*I4*NXM-TER*I4*I4*NXI-TER*I4*I52*IXM+NOV*I4*I52*IXI;

CE18=I4*MOB-TER*I4*MBXI-TER*I4*IXBM+NOV*I5*IXI;
CE19=I4*BOM-TER*I4*BMXI-TER*I4*IXMB+NOV*I5*IXTI;

BE1=B1*CE1l; BE2=B2*(CE2+CE3); BE3=B3*CE4; BE4=B4*CE5;
BE5=B5*(CE6+CE7); BE6=B6*(CE8+CE9); BE7=B7*CE10;
BE8=B8*(CE11+CE12); BE9=B9*(CE13+CE14); BE1@=B10*CE15;
BE11=B11*(CE16+CE17); BE12=B12*(CE18+CE19);

TE1=BE1+BE2+BE3+BE4+BE5+BE6+BE7+BE8+BES+BE10+BE11+BE12;

D1=TWO* (DWDI1+I1*DWDI2); D2=-TWO*DWDI2;
D4=TWO*DWDI4; D5=TWO*DWDI5;
TAUFIC=D1*BDES+D2*BDES2+D4*I4*M+D5*I4*N;
CALL DOBLE_CONTRA2X2(TAUFIC,IDENT,TAUI)
PE=IOI-TER*IXI;

TE2=TAUI*PE;
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TAUDES=DETF*TDES;
CALL PROD_TENSOR(IDENT,TAUDES,IXTAU);
CALL PROD_TENSOR(TAUDES, IDENT, TAUXI);
TE3=IXTAU+TAUXI;

ISE CALCULA LA PARTE DESVIADOR DEL TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE

CE_DES=(ONE/DETF)*(TE1+TWO*TER*TE2-TWO*TER*TE3)

! FORMA COMPLETA DEL TENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE !
CE=CE_VOL+CE_DES;

ITENSOR DE RIGIDEZ TANGENTE CONSITENTE
TAU=DETF*TCAUCHY;
CALL PROD2_TENSOR(IDENT,TAU,IOTAU);
CALL PROD2_TENSOR(TAU, IDENT, TAUOI);
CALL PROD3_TENSOR(IDENT,TAU,I_TAU);
CALL PROD3_TENSOR(TAU,IDENT,TAU_I);

IXT=MED* (IOTAU+I_TAU);
TXI=MED*(TAUOI+TAU_I);

CE_UMAT=CE+(1/DETF)*(IXT+TXI);

ISE AIGNAN LOS VALORES CORRESPONDIENTES A LA VARIABLE DE ABAQUS: DDSDDE
CALL CMAT6X6(CE_UMAT,DDSDDE)

RETURN
END SUBROUTINE UMAT

SUBROUTINE DETERMINANTE(DETF,DFGRD1)
REAL*8 DETF, DFGRD1(3,3)

DETF=DFGRD1(1, 1)*DFGRD1(2, 2)*DFGRD1(3, 3)
A  -DFGRD1(1, 2)*DFGRD1(2, 1)*DFGRD1(3, 3)
IF(NSHR.EQ.3) THEN
DET=DET+DFGRD1(1, 2)*DFGRD1(2, 3)*DFGRD1(3, 1)
+DFGRD1(1, 3)*DFGRD1(3, 2)*DFGRD1(2, 1)
-DFGRD1(1, 3)*DFGRD1(3,1)
*DFGRD1(2, 2)
-DFGRD1(2, 3)*DFGRD1
(3, 2)*DFGRD1(1, 1)

Ul BN W N
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END IF

END SUBROUTINE DETERMINANTE

SUBROUTINE GRAD_DESV(DETF,F,FDESV)

REAL*8 DETF,F(3,3), JDESV, FDESV(3,3)
PARAMETER(ONE=1.D@, THREE=3.DO)

JDESV=DETF**(-ONE/THREE)

DO I=1,3
DO J=1,3

FDESV(I,J)=JDESV*F(I,J)

END DO
END DO

END SUBROUTINE GRAD_DESV

SUBROUTINE DELTA_KRONECKER(DELTAKRON)

REAL*8 DELTAKRON(3,3)
INTEGER I,J

PARAMETER (ZERO=0.DO, ONE=1.D®)

DELTAKRON=ZERO

DO I=1,3
DO J=1,3

IF (I.EQ.J)THEN

DELTAKRON(I,J)=ONE

END IF
END DO
END DO

SUBROUTINE CMAT6X6(A,CMAT)

END SUBROUTINE DELTA_KRONECKER

REAL*8 A(3,3,3,3), CMAT(6,6)

CMAT(1,1)=A(1,1,1,1);
CMAT(1,3)=A(1,1,3,3);
CMAT(1,5)=A(1,1,1,3);

CMAT(2,1)=A(2,2,1,1);
CMAT(2,3)=A(2,2,3,3);
CMAT(2,5)=A(2,2,1,3);

CMAT(3,1)=A(3,3,1,1);
CMAT(3,3)=A(3,3,3,3);
CMAT(3,5)=A(3,3,1,3);

CMAT(4,1)=A(1,2,1,1);
CMAT(4,3)=A(1,2,3,3);
CMAT(4,5)=A(1,2,1,3);

CMAT(1,2)=A(1,1,2,2);
CMAT(1,4)=A(1,1,1,2);
CMAT(1,6)=A(1,1,2,3);

CMAT(2,2)=A(2,2,2,2);
CMAT(2,4)=A(2,2,1,2);
CMAT(2,6)=A(2,2,2,3);

CMAT(3,2)=A(3,3,2,2);
CMAT(3,4)=A(3,3,1,2);
CMAT(3,6)=A(3,3,2,3);

CMAT(4,2)=A(1,2,2,2);
CMAT(4,4)=A(1,2,1,2);
CMAT(4,6)=A(1,2,2,3);
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CMAT(5,1)=A(1,3,1,1); CMAT(5,2)=A(1,3,2,2);
CMAT(5,3)=A(1,3,3,3); CMAT(5,4)=A(1,3,1,2);
CMAT(5,5)=A(1,3,1,3); CMAT(5,6)=A(1,3,2,3);

CMAT(6,1)=A(2,3,1,1); CMAT(6,2)=A(2,3,2,2);
CMAT(6,3)=A(2,3,3,3); CMAT(6,4)=A(2,3,1,2);
CMAT(6,5)=A(2,3,1,3); CMAT(6,6)=A(2,3,2,3);

END SUBROUTINE CMAT6X6

SUBROUTINE DOBLE_CONTRA2X2(A,B,C)

REAL*8 A(3,3), B(3,3),C
INTEGER I,3]
C=0;
DO I=1,3
DO J=1,3
C=C+A(I1,J)*B(I1,J);
END DO
END DO

END SUBROUTINE

SUBROUTINE PROD_TENSOR(A,B,C)
! A,B [IJKL]
REAL*8 A(3,3), B(3,3), C(3,3,3,3)
INTEGER I,3,K,L
c=0
DO I

I
=
-
g w

DO L=1,3
C(I,3,K,L)=A(T,3)*B(K,L);
END DO
END DO
END DO
END DO

END SUBROUTINE

SUBROUTINE PROD2_TENSOR(A,B,C)
I A,B IKJL
REAL*8 A(3,3), B(3,3), C(3,3,3,3)
INTEGER I,3,K,L
c=0
DO I=1,3
DO J=1,3
DO K=1,3
DO L=1,3
C(I,3,K,L)=A(T,K)*B(I,L);
END DO
END DO
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END DO
END DO

END SUBROUTINE

SUBROUTINE PROD3_TENSOR(A,B,C)
I A,B [ILIK]
REAL*8 A(3,3), B(3,3), C(3,3,3,3)
INTEGER I,3,K,L
c=0

DO L=1,3
C(I,3,K,L)=A(T,L)*B(3,K);
END DO
END DO
END DO
END DO

END SUBROUTINE

SUBROUTINE CMAT9X9(A,B)

REAL*8 A(3,3,3,3),B(9,9),VTENSOR(81)
INTEGER N,M,I,J,K,L,P

VTENSOR(M)=A(I,J,K,L);
M=M+1;
END DO
END DO
END DO
END DO

P=1
DO I=1,9
DO J=1,9
B(I,J)=VTENSOR(P)
P=P+1
END DO
END DO

END SUBROUTINE
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SUBROUTINE DOBLE_CONTRA4X4X4(A,B,C,D)
REAL*8 A(3,3,3,3),B(3,3,3,3),C(3,3,3,3),D(3,3,3,3)
REAL*8 AM(9,9),BM(9,9),CM(9,9),E(9,9)
REAL*8 VTENSOR(81)

CALL CMATO9X9(A,AM);
CALL CMAT9X9(B,BM);
CALL CMAT9X9(C,CM);

E=MATMUL (MATMUL (AM, BM) , CM)
P=1
DO I=1,9
DO J=1,9
VTENSOR(P)=E(I,J)
P=P+1
END DO

D(I,J,K,L)=VTENSOR(M);
M=M+1;
END DO
END DO
END DO
END DO

END SUBROUTINE

SUBROUTINE PROD4_TENSOR(VEC1,VEC2,C)

REAL*8 VEC1(3), VEC2(3), C(3,3)
INTEGER I,3
DO I=1,3
DO J=1,3
C(I,J)=VECI(I)*VEC2(J);
END DO
END DO

END SUBROUTINE
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