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Antecedentes

Es de gran importancia entender y comprender los métodos numéricos que existen
para calcular las deformaciones que se pueden presentar en elementos estructurales,
ya que el analisis estructural es la base para que, en temas posteriores, se pueda
facilitar el entendimiento de materias como disefio estructural y dinamica estructural.
Estas materias tienen gran importancia en el are de la ingenieria estructural, ya que
permiten la formacién de ingenieros capaces de disefiar todos los elementos
estructurales que puedan conformar una obra de infraestructura.

Es de gran importancia que al leer la presente tesis, se tengan conocimientos solidos
en las materias de algebra, calculo diferencial e integral, estatica y estructuras
isostaticas, ya que en los métodos numéricos enseflados en la presente tesis,
requiere que el lector conozca los distintos tipos de apoyos, las reacciones y los
grados de libertad presentes en cada apoyo, también se requiere que el lector pueda
calcular las reacciones y las ecuaciones de momentos flexionantes presentes en los
elementos estructurales tipo viga. Todos estos conocimientos son ensefiados en la
materia de estructuras isostaticas, por lo que es recomendable que se dominen estos
temas.

Hay diversos libros escritos acerca del analisis estructural, que han sido de gran
ayuda para el entendimiento y la elaboracion de la presente tesis, entre los libros
gue pueden mencionarse se destacan los siguientes:

- Anadlisis Estructural de Gonzales Cuevas

- Anadlisis Estructural de Aslam Kassimali

- Analisis de estructuras de Jack C. McCormac
- Anadlisis Estructural de Hibbeler

Se recomienda leer estos libros para que se tenga un conocimiento mas amplio en
el analisis estructural y se tenga el conocimiento adecuado para calcular
desplazamientos en todo tipo de elementos estructurales como vigas, armaduras y
marcos.



Introduccion

El contenido de la presente tesis se enfocara principalmente en los diferentes
métodos analiticos para la obtencién de los diferentes desplazamientos que se
presentan en los elementos estructurales tipo viga que son sometidas a diferentes
sistemas de cargas.

Se realizaran ejercicios en donde el modulo de elasticidad y el momento de inercia
es constante en toda la longitud de la viga, pero también se realizaran ejercicios
donde se tengan vigas de concreto y de acero a los cuales se les calculara el valor
del médulo de elasticidad y el momento de inercia.

En el capitulo I se presenta un resumen explicando el significado de lo que es un
desplazamiento o una deformacién en un elemento estructural, también se trata de
explicar el porqué es importante para un ingeniero civil conocer el valor de estos
desplazamientos en la rama de la ingenieria estructural, como nos afectan estos
desplazamientos en nuestras estructuras y que consecuencias podriamos tener
como ingenieros civiles si ignoramos estos fendmenos.

En el capitulo II se presentara la deduccion de los principios energéticos del analisis

estructural en donde explicaremos que es la energia interna y externa de
deformacion elastica y como calcularla, también se realizaran diferentes ejercicios
donde se explicara a detalle como se calcula la energia interna de deformacion
elastica en elementos estructurales tipo viga que son sometidas a diferentes sistemas
de cargas.

En el mismo capitulo II se explicara y se realizaran ejercicios utilizando un método
energético para el calculo de deformaciones, este método se le conoce como “El
Teorema de Castigliano “, el cual calcula deformaciones o desplazamientos verticales
en un punto especifico de un elemento estructural, derivando parciamente la energia
total de deformacién interna de un sistema estructural.

De igual manera se explicara a detalle el procedimiento matematico para calcular
en cualquier punto de un elemento estructural un desplazamiento, utilizando otro
método energético el cual se le conoce como “El Principio del Trabajo Virtual”.
También se realizaran ejercicios utilizando este método, explicando por medio de
una serie de pasos detallados el procedimiento que se requieren para la obtencion
de las deformaciones causadas por los momentos flexionantes (deformacion por
flexion) y las deformaciones causadas por la fuerza cortante (deformacion por
cortante) y como influye la deformacion por cortante en un elemento estructural tipo
viga.



En el capitulo III de la presente tesis se enfocara a la enseflanza de un método que
nos ayudara a calcular una ecuacién con la cual podremos conocer el
desplazamiento vertical en cualquier punto de nuestro elemento estructural (viga) y
asi conocer su configuracion deformada, este método se le conoce como "“El Método
de la Doble Integracidn”. Se realizaran ejercicios al igual que en los otros capitulos
explicando el procedimiento que se requiere para calcular la ecuacion del
desplazamiento vertical y la ecuacién de rotacion para conocer la configuracion
deformada y se calculardn los desplazamientos verticales maximos que se
encuentran en cada elemento estructural.

Finalmente, en el capitulo IV se ensefiara el método de las rigideces o también
conocido como el método de los desplazamientos, con el cual podremos resolver
estructuras hiperestaticas. En este capitulo se realizaran diversos ejercicios detallados
explicando el procedimiento matematico que conlleva la ejecucién del método de
las rigideces para que el lector pueda dominar el método mas utilizando en la
practica profesional para la resolucion de estructuras hiperestaticas y por ultimo se
daran las conclusiones de todo lo visto en los capitulos de la presente tesis.



Justificacion

Esta tesis aportara en el lector como calcular deformaciones en elementos
estructurales tipo viga, donde el modulo de elasticidad y el momento de inercia es
constante en toda la longitud de esta, de igual manera se calcularan deformaciones
en vigas de concreto y de acero sometidas a diferentes sistemas de carga. Asi mismo,
beneficiara al lector para retroalimentarse en temas que se impartieron en las clases
de estatica y de estructuras isostaticas.

Objetivo

Estudiar las nociones necesarias del comportamiento de una viga sometida a
distintas cargas, la importancia de conocer las condiciones de frontera presentes en
los distintos apoyos para identificar si los resultados obtenidos son correctos,
conocer como influye el modulo de elasticidad y el momento de inercia de una viga
en las deformaciones que presenta, se pretende que el lector pueda comprender las
deformaciones de una viga y pueda buscar soluciones para disminuirlas. De igual
manera, se busca que el lector pueda entender el procedimiento matematicos de los
diferentes métodos numéricos que se utilizan para el calculo de los valores reales de
las deformaciones en vigas y asi mismo desarrolle objetividad para extrapolar ese
conocimiento a softwares de ingenieria estructural como ETABS, SAP2000, STAAD
PRO, entre otros.

Alcances

En esta tesis se limitara a calcular el valor de las deformaciones por flexion en vigas
isostaticas e hiperestaticas con seccion constante, de concreto y de acero, utilizando
diferentes métodos en los cuales se explicara a detalle paso a paso el procedimiento
matematico que conlleva utilizar cada uno de los métodos.
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I. MARCO TEORICO

QUE ES UNA VIGA

La viga es un elemento estructural horizontal lineal que trabaja principalmente
a flexion y que se ocupa en la construccion de diferentes obras de infraestructura
como: puentes, edificios, naves industriales, aeropuertos, escuelas, casas
residenciales, etc.

Estos elementos estructurales pueden estar elaborados de diferentes materiales
como: madera, concreto y acero, pero en la construccion de obras de infraestructura
en México, es mas comun utilizar vigas de concreto y acero.

Z Z

VIGA /
; LV ;Z ; L/ ;j
VIGA DE ACERO VIGA DE CONCRETO

VIGA DE CONCRETO

Las vigas que se construyen con concreto, son reforzadas con acero para lograr una
resistencia en conjunto, ya que el concreto tiene una alta capacidad de soportar o
de resistir fuerzas a compresién, pero tiene escasa capacidad para soportar fuerzas
a tensién, por lo que a las vigas de concreto se les coloca acero para soportar las
fuerzas a tension y asi, una viga de concreto pueda ser capaz de soportar las fuerzas
a compresién y tension que se generan a someter dicha viga a un sistema de cargas.

Una viga de concreto esta conformada por dos tipos de acero: el acero longitudinal
(varillas) y el acero transversal (estribos).

El acero longitudinal (varillas), es disefiado para resistir los momentos flexionantes a
los cuales este sometida la viga, estos momentos flexionantes provoca que la viga
tenga esfuerzos de compresion y de tension, por lo que el acero longitudinal, se
disefia para soportar estos esfuerzos que el concreto no puede resistir,
adicionalmente el acero longitudinal permite que la viga pueda flexionarse sin que
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se triture el concreto y ademas puede disipar de manera controlada, la energia que
se introduce en la estructura a causa de un terremoto.

El acero transversal que también se le conoce como estribos, es disefiado para
resistir la fuerza cortante que se genera en una viga al ser sometido a un sistema de
cargas, de igual manera, el acero transversal permite que el acero longitudinal
mantenga su posicion, y adicionalmente, evita que las barras de acero longitudinal
sufran un pandeo cuando las fuerzas excesivas de compresion actlan sobre la viga,
los estribos minimizan las fisuras y las gritas que son causadas por la fuerza cortante.

Acero transversal
( Estribos )

Acero longitudinal
( Varillas )

VIGA DE ACERO

Las vigas de acero son barras horizontales fabricadas en su totalidad con acero, las
cuales son disefladas para soportar las cargas a las que este sometida, estos
elementos estructurales de acero brindan mayor resistencia en comparacién con las
vigas de concreto.

Las vigas de acero son elementos fundamentales en la construccién de obras de
infraestructura por la gran capacidad que tiene al resistir esfuerzos a flexién y a
tension, también por su gran capacidad de carga y por su ductilidad que permite
que tenga deformaciones minimas al estar sometida a un sistema de cargas sin
presentar fisuras o grietas.

Las vigas de acero se disefian para soportar o resistir las flexiones y las fuerzas
cortantes que provocan las cargas a las cuales este sometida, esta resistencia
depende de las propiedades mecanicas (esfuerzo de fluencia, médulo de elasticidad)
y de las propiedades geométricas (dimensiones de la seccion transversal, momento
de inercia).

——

11

'



Existe un manual donde viene especificados los distintos tipos de acero, las distintas
designaciones, las distintas propiedades mecanicas y los diferentes perfiles de acero
como: LI/LM, LD, CE, TR, IE, IR, IC, IS, OC, OS, CF y ZF. Cada perfil de acero tiene una
variedad de propiedades geométricas (dimensiones), las cuales vienen especificadas
en el Manual de Construccion de Acero, elaborado por el Instituto Mexicano de la
Construcciéon de Acero (IMCA).

£ 4
7
%
%
7rzrrrs E 771
LI/LM LD CL TR IE IR
IC IS OC 0]@ (ON)

TIPO DE APOYOS

En estructuras planas, existen diferentes tipos de apoyos, pero entre los mas
comunes son los moviles, fijos y empotrados, estos apoyos se caracterizan por los
grados de libertad que presentan. Los grados de libertad son los desplazamientos
permitidos en cada apoyo frente a fuerzas actuantes.

Las vigas pueden estar sometidas a tres tipos de fuerzas: fuerzas verticales (Fuerzas
cortantes), fuerzas horizontales (fuerzas axiales) y momentos flexionantes. Para que
una fuerza sea axial, debera ser aplicada en el eje neutro de la viga.

Cada apoyo presenta una fuerza como reaccién que impide el desplazamiento en la
direccién de dicha fuerza.

APOYO MOVIL

El apoyo movil tiene como reaccion una fuerza vertical (R;) que impide el
desplazamiento vertical, pero al no tener una reaccion horizontal, este podra tener
un desplazamiento horizontal a lo largo del eje longitudinal de la viga, y al no tener
una reaccion de momento, este podra permitir tener una rotacion, por lo que un
apoyo movil tiene dos grados de libertad (2 GDL).

12
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Reaccion Desplazamiento Horizontal Rotaccidén
QU v v S S > zl
L |

— =
TRZ Ax

APOYO FLJO

El apoyo fijo tiene como reaccion una fuerza vertical (R;) que impide el
desplazamiento vertical y una fuerza horizontal (Ry) que impide el desplazamiento
horizontal, al no tener una reaccién de momento, este podra permitir una rotacion,
por lo que el apoyo fijo tiene un grado de libertad (1 GDL).

Az .
Reacciones Rotaccién

| !

R > X N
— ; <. 9

T

APOYO EMPOTRADO

| B

El apoyo empotrado tiene como reacciones, una fuerza vertical (R;), horizontal (Ry)
y un momento (M), que impiden cualquier desplazamiento, por lo que un apoyo
empotrado no presenta grados de libertad.

<
>
N

Reacciones

gbx

X
x
— AANANRRANNY
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TIPO DE VIGAS

Existen distintos tipos de vigas, las cuales dependen de que tipo de combinacion de
apoyos tengan, las vigas mas comunes son:

Viga simplemente apoyada Viga con voladizo

” L o — et

N

) ) Viga fija en un extremo y
Viga continua a simplemente apoyada en el otro

——
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TIPO DE CARGAS

De igual manera, existen diferentes tipos de cargas a las que puede estar sometida
una viga, como lo son:

w
I I" IFERRRREN
;5, Cargas puntuales @” 5 Cargas uniformemente @w

repartidas

P P
u.'(r\ ' VB
5, Cargas diagonales @, 5 @M

Momentos puramente

aplicados
T /rrfl/l/l/ﬂ
Cargas parabohcas , Cargas tr1angulares

VIGAS ISOSTATICAS E HIPERESTATICAS

En un analisis estructural, se pueden encontrar dos diferentes tipos de vigas:
isostaticas e hiperestaticas. Esta division depende de las condiciones de apoyos que
presente el elemento que se esté resolviendo. Las vigas que presenten un nimero
inferior o igual a tres incognitas, se les conoce como vigas isostaticas, las cuales se
pueden resolver utilizando las ecuaciones del equilibrio.

XFx=20 XFy =0 IM=0

Las vigas que presentan mas de tres incognitas, se les conoce como vigas
hiperestaticas, estas estructuras solo pueden ser resueltas utilizando otros métodos
numeéricos, ya que al tener mas incognitas que ecuaciones del equilibrio, es imposible
resolverlas utilizando dichas ecuaciones. Los métodos numéricos que se utilizan para
resolver estructuras hiperestaticas son: método de las fuerzas o también conocido
como método de las flexibilidades y el método de los desplazamientos o también

15
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conocido como método de las rigideces, el método que mas se utiliza en la
actualidad es el método de las rigideces, algunos programas de computadora
utilizan este método para la solucion de estructuras hiperestaticas complejas.

Vigas Isostaticas Vigas Hiperestaticas

DEFORMACION EN VIGAS

En elementos estructurales tipo viga, al ser sometidos a un sistema de cargas, ya sea
una carga puntual, triangular o uniformemente repartida, estas provocaran que haya
una deformacion en la viga. En algunos textos a las deformaciones se les llama
deflexiones, desplazamientos, flexiones o flechas y se representan con diferente
simbologia como: §,A,v,y,u. En la presente tesis a las deformaciones se les llamara
desplazamientos verticales y se representaran con el simbolo (Ay).

111111114
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Las deformaciones que se presentan en una viga al ser sometida a un sistema de
cargas provocaran que haya esfuerzos de compresion en la parte superior y
esfuerzos de tension en la parte inferior de la viga.

En el disefio estructural de una viga de concreto, se hace el calculo del area de acero
necesario que estara colocado en la parte inferior o en el lecho inferior de la viga,
para resistir los esfuerzos de tension, de igual manera se hace el calculo del area de
acero necesario colocado en la parte superior o en el lecho superior, que resistira los
esfuerzos de compresion.

(Esfuerzos de Compresion,

ABefuerzo por compresion

'Esfuerzos de Tension' Refuerzo por tensén

La razén por la cual es importante realizar el calculo del valor de las deformaciones o
deflexiones que sufren los elementos estructurales bajo la accion de cargas, es que existe
unas normas que se les conoce como Las Normas Técnicas Complementaria, que nos
especifica que por motivos estéticos y de seguridad, la deformacién de un elemento
estructural no debe exceder el limite de la deformacion permisible, para el caso de una
viga, la deformacion permisible es una cierta fraccion su claro. Si las vigas de un edifico
presentaran deformaciones excesivas, esto provocaria una mala apariencia, causaria una
sensacion de inseguridad a los ocupantes del edificio, las deformaciones excesivas
producirian graves dafios en otros elementos estructurales o no estructurales, por lo que
se hace un disefio estructural para que las deformaciones de una viga no excedan las
deformaciones permisibles.

El Reglamento de Construcciones del Distrito Federal nos dice que, para un disefio
estructural, se debe de cumplir el estado limite de falla y el estado limite de servicio. Se
considera como estado limite de falla cualquier situacion que corresponda al
agotamiento de la capacidad de carga de cualquier componente de la estructura,
incluyendo la cimentacién, o al hecho de que ocurran dafos irreversibles que afecten
significativamente la resistencia de la estructura a causa de la aplicacién de cargas
nuevas.

——
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En las Normas Técnicas Complementarias vienen establecidos los estados limite de falla
mas importantes para cada material y tipo de estructura, si se superan estos limites de
falla, podrian presentarse fallas irreversibles en una estructura, lo que provocaria el
colapso de esta.

Se considera como estado limite de servicio, la ocurrencia de desplazamientos,
agrietamientos, vibraciones o dafios que afecten el correcto funcionamiento de la
edificacion, pero que no perjudiquen su capacidad para soportar cargas. Los valores de
estos limites se les conoce como deformaciones permisibles y vienen especificados en
las Normas Técnicas Complementarias.

Las Nomas Técnicas Complementarias nos dicen que el desplazamiento permisible (yp)
en vigas que no estén cargando elementos no estructurales como muros de
mamposteria, sera igual al claro entre 240, incluyendo los efectos a largo plazo. En
miembros en los cuales sus desplazamientos afectan a elementos no estructurales, como
muros de mamposteria, que no sean capaces de soportar desplazamientos apreciables,
el desplazamiento permisible medido después de colocar los elementos no estructurales
sera igual al claro de la viga entre 480.

El desplazamiento permisible o el estado limite de falla en vigas en voladizo sin
elementos no estructurales sera igual a el claro de la viga entre 120 y el desplazamiento
permisible en vigas en voladizo con elementos no estructurales sera igual a el claro de
la viga entre 240.

Deformaciones Permisibles (yp)

Elemento no estructural

18
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Elemento no estructural

e

Para cumplir con el estado limite de servicio, el desplazamiento total calculado debe ser
menor o igual al desplazamiento permisible:

YroTrAL < YPERMISIBLE

El desplazamiento total calculado debera de incluir el efecto por agrietamiento, los
factores de carga y la deformacion a largo plazo, todos estos factores vienen
especificados en las normas técnicas complementarias, los cuales solo se toman en
cuenta para el disefio de vigas de concreto, en vigas de acero no se toman en cuenta
estos factores. El disefio estructural de vigas tomando en cuenta estos factores, son
parte de otro tema, por lo que en la presente tesis solo se enfocara en los métodos
que se utilizan para calcular un desplazamiento o una deformacién.

Es fundamental disponer de métodos que permitan el calculo de las deformaciones,
por lo que en la presente tesis se trata de ensefiar a través de ejercicios, el
procedimiento matematico que se lleva a cabo para calcular deformaciones
utilizando diferentes métodos. Como se dijo con anterioridad, es importante conocer
el valor de las deformaciones de una viga, ya que por motivos estéticos y de
seguridad las deformaciones calculadas no deben de ser mayores a las
deformaciones permisibles.

Existen métodos como el teorema de Castigliano y el principio del trabajo virtual que
te permiten calcular una deformacién en un punto especifico, también existe un
método que te permite calcular una ecuacion donde se podrd conocer una
deformacion en cualquier punto de la longitud de la viga, de igual manera existe un
método que permite solucionar vigas hiperestaticas y que a la vez te permite conocer
los desplazamientos presentes en una viga. Se podra observar en el trascurso de la
presente tesis, que las deformaciones de una viga estan en funcion de los momentos
producidos por las cargas a las que es sometida la viga que se esté resolviendo.
Todos los métodos antes mencionados vienen presentes en esta tesis.
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II. CALCULO DE DEFORMACIONES POR METODOS ENERGETICOS
2.1 PRINCIPIOS ENERGETICOS DEL ANALISIS ESTRUCTURAL

En esta seccidn se aprendera a calcular la deformacién de un elemento estructural,
es decir, se calculara la deformacion de una viga basandonos en consideraciones
energéticas, se conocera y calculara la energia que se requiere para deformar un
miembro estructural (energia externa) y de igual manera se conocera la energia que
se desarrolla dentro del mismo miembro estructural al deformarse (energia interna).

El calculo de deformaciones por métodos energéticos estan basados en el principio
de la conservacion de la energia: “La energia no se crea ni se destruye, solo se
transforma”.

En este apartado se hara referencia a la frase anterior. Se sabe que el trabajo externo
o la energia externa producida por fuerzas que actlan sobre un cuerpo, se
transforman en trabajo interno o energia interna que se le conoce como energia de
deformacion elastica.

La energia externa que se genera a causa de las fuerzas externas (Po) aplicada a un
sistema estructural, sera igual a la energia interna producto de la deformacion del
elemento que compone el mismo sistema estructural. Esto en resumidas palabras
quiere decir, que la accion sera igual a la respuesta (véase la ecuacion 2.1).

U, = U, (2.1)
Donde:

U e = Energia externa (fuerzas sobre el sistema estructural).

U i = Energiainterna (deformacion de elementos que componen el
sistema estructural).
2.2 ENERGIA EXTERNA GENERADA POR UNA CARGA AXIAL

Sabemos que el trabajo realizado por una fuerza que se desplaza a lo largo de un
gje es igual a la magnitud de la fuerza por la distancia recorrida. Esto quiere decir
que el trabajo realizado para producir un alargamiento diferencial (dU,) es igual a
la magnitud de la fuerza por un alargamiento diferencial en x (véase la ecuacion 2.2).

dU, = Fdx (2.2)
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Supongamos que se aplica
una fuerza (F) a una barra
con una longitud (L), esta
carga ira  aumentando
uniformemente desde un
valor 0 hasta un valor (P).
Cuando la carga tiene un
valor de 0 no hay ninguna
deformacién, pero conforme
la carga va aumentando la

deformacion igual  ira
aumentando  linealmente
hasta llegar a una

Sistema Estructural

(Efecto de la accién A
Externa)
F (Accién Externa)

deformacion (A), esto lo podemos interpretar de la siguiente manera:

Cuando:

Fuerza (F) =0 —  Desplazamiento (x) =0

Fuerza (F) = P —  Desplazamiento (x) = A

Dicho lo anterior podemos
decir que la barra tiene un
comportamiento elastico
lineal, por lo tanto, podemos
hacer una grafica donde
ilustremos que conforme va
aumentando la fuerza, el
desplazamiento  de  igual
manera aumentara.

Si en la gréafica, yo quisiera
aumentar solamente el
desplazamiento en un tamafio
diferencial x (dx), jcual seria el
diferencial F que tendria que

asignar (df)? la respuesta vend

la formula quedaria expresada

F
A
PL
R o dF _ ¢
4P | | dx A
_ ) |
| | |
| X
0 “ >
dx A

, . . . P
ria siendo la pendiente de la recta la cual seria (Z) y

de la siguiente manera:
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dF P
dx A

Entonces a lo que Ilegamos es lo siguiente:

(2.3)

De la ecuacion 2.3, se despeja el diferencial de la fuerza y después se integra la
ecuacién y con esto se obtendra una ecuacion (2.4) en la cual se podra colocar
cualquier desplazamiento y obtendrad la fuerza necearia para tener dicho
desplazamiento.

dF = —d - de ——f—d - F=— 2.4
X X x (2.4)

Para comprobar si la ecuacién es correcta utilizaremos las condiciones iniciales
mencionadas anteriormente:

Fuerza (F) =0 "cuandoel" Desplazamiento (x) =0
F=Bx F=£(0) - F=0
A A
Fuerza (F) =P "cuando el" Desplazamiento (x) = A
F=£x F=£(A) - F=P
A A

Ya realizada la comprobacién, sustituye la ecuacién de la fuerza (ecuacion 2.4) en la
ecuacion 2.2 y después se integra la ecuacién para conocer la ecuacion de la energia
externa (ecuacion 2.5) que se genera desde un valor 0 hasta un valor A, para ello, se
debe de resolver una integral definida que va desde 0 hasta A.

dU, = Fdx

(o)
for [ o = [
=B - 5 - 5
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U, =5 PA (2.5)
Una manera mas facil para calcular la energia externa que se genera al aplicar una
fuerza a un elemento estructural, es con la ayuda de la grafica. En lugar de realizar
todo el calculo anterior, solo se calcula el area del triangulo que se forma en la
siguiente grafica.

F
A
. bxh
U, = Area del Triangulo = > PL_ -
_ P@)
© 2
1
U, = EPA
Con esto podemos concluir que, la energia //
externa generada por una carga "P" que 0 /‘A p X

deforma a un elemento tipo barra en una
magnitud "A", es igual al area del triangulo
de la grafica fuerza (F)-deformacién (A).

2.3 ENERGIA EXTERNA GENERADA POR UN MOMENTO FLEXIONANTE

Supodngase que se tiene una viga simplemente apoyada en los extremos, a la cual se
le aplica un grupo de cargas gravitacionales, esta viga tiene una distancia (L), ahora
supongase que se toma un elemento diferencial de esta viga y se le aplican unos
momentos flexionantes, se puede observar en la figura 2.1 que al aplicarle los
momentos flexionantes, en la parte de superior del elemento se tienen fuerzas de
compresion y en la parte de inferior se tienen fuerzas de tension, al flexionarse se
genera una curva en el eje neutro, si a esta cuerva de deflexion trazamos unas rectas
tangente obtenemos un angulo, que se le conoce como angulo de rotacion.

Es claro observar que cuando no se le aplica un momento flexionante (M” = 0) a el
elmento diferencial, este no se deflexiona, es decir, no hay una ninguna curvatura
por lo tanto no existe ningun angulo de rotacién (8" = 0), pero cuando aplicamos
un momento al elemento (M” = M) esto provocara que el elemento estructura tenga
una deflexion, por lo tanto, tendremos un angulo de rotacion (8" = ).
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Figura 2.1. Momentos aplicados en un elemento diferencial

Para saber cual es el trabajo externo
realizado por un momento, se hara el
mismo procedimiento que se hizo
anteriormente para el calculo del
trabajo externo realizado por una MF—————————
carga axial, utilizando la manera
sencilla.

Se calculara el area del triangulo que
se genera cuando se grafica el
momento aplicado y la rotacion que

se genera al aplicar dicho momento,

como se muestra en la grafica. / .
4—1> 0

Se puede observar que la grafica 0

coincide con las  siguientes
condiciones iniciales antes mencionadas:

Momento (M") =0 —  Angulo de Rotacion (8") =0
Momento (M) = M —  Angulo de Rotacion (8") = 0

bxh
U, = Area del Triangulo = z

_ M)

¢ 2

1
Ue =3 M6 (2.6)
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| 24 |



Con esto concluimos que la energia externa producida por la accion de un momento
es igual a un medio del momento aplicado por su respectivo angulo de rotacion que
se genera al aplicar dicho momento. Podemos decir que conforme vamos
aumentando el valor del momento flexionante, el valor del angulo de rotacién ira
creciendo linealmente y esto se debe a que se tiene un comportamiento elastico
lineal.

2.4 ENERGIA INTERNA EN UN ELEMENTO TIPO BARRA BAJO CARGA AXIAL

Ya se calculé la energia externa que se requiere para que un elemento tipo barra se
deforme al ser sometido a una carga axial, ahora se pasara a calcular la energia
interna que se desarrolla dentro de un elemento al deformase. El calculo de la
energia interna es mas facil de calcular ya que como se mencioné, la energia
externa que se genera en un elemento debido a la aplicacion de fuerzas es igual a
la energia interna que se desarrolla dentro de un elemento al deformase (véase la
ecuacion 2.7).

1
Ue = U; = 5 PA (2.7)

De la ecuacion (2.7) se Y —
conoce .e: (F\’/)alor de la Modulo de Elasticidad
carga axia pero no se
sabe cual es el valor del (€) \.m
desplazamiento (4),  se _ Longitud de la Barra
puede  calcular la Area de la Seccion | WL
deformacioén o el Transversal |
desplazamiento (A) de @ (A)
un elemento estructural

. v
sometldo a una/carga A= g2 i
axial con una férmula

que esta en funcién de la
carga que se le aplique
(P), del area de la seccion
transversal (A), de la longitud (L) y del médulo de elasticidad de la barra (E).

V¥ Carga Axial (P)

La férmula para calcular el desplazamiento de una barra (elemento estructural)
sometido a una carga axial es la siguiente:

A—PL 2.8
(=)



Sustituye la ecuacion (2.8) en la ecuacién (2.7) para que asi se obtenga la ecuacion
de la energia externa:

U—lPA B 1P<PL) _ U_PZL
t7 9 — 2 \EA - LT 2EA

Si se tiene una estructura con varias barras como una armadura, que es sometida a
un conjunto de fuerzas axiales, la energia interna de deformacién sera igual a la suma
de la energia interna de cada una de las barras que componen la armadura. Esto se
puede expresar con la siguiente ecuacion.
P2%L
U; = (2.10)
2EA

2.5 ENERGIA INTERNA EN UN ELEMENTO SUJETO A FLEXION

(2.9)

Para saber cual es la ecuacion que permita calcular la energia elastica de
deformacion interna en una viga o en una columna sujeta a flexion, se debe
recordar que el angulo de rotacion es igual a la integral de la funcion del momento
flexionante dividido entre el modulo de elasticidad por el momento de inercia del
elemento estructural (véase la ecuacion 2.11).

L

(M)
9—] Zi dx (2.11)

0

En angulo de rotacién de la ecuacion 2.11 se sustituira en la ecuacién de la energia
externa que genera un momento flexionante (ecuacién 2.6). La energia externa
considera que el momento es una funcion de (x), por lo tanto, la energia interna sera
una ecuacion definida que va desde 0 hasta la longitud de la viga o columna, como
se muestra a continuacion:

1 1 1
Uez—MH = Ui = —-MO - Ui =—M(.X)9

2 2 2
_ _ M) 1 M(x)
Ui=3Mx)0 > 0 f = dx + U <§M( )) IT
jMZ(x) d 2.12
Ui= ) 21 & (212)




En caso de tener un sistema estructural con varias vigas o columnas, la energia
interna total serd igual a la sumatoria de cada energia interna de los diferentes
miembros que conforman el sistema estructural.

Las ecuaciones calculadas anteriormente para conocer cual es el trabajo externo o la
energia externa que producen las fuerzas y los momentos en un elemento, y la
energia interna o la energia de deformacion acumulada en el elemento que se
genero al aplicar una carga axial o un momento flexionante, nos permitira calcular el
valor de las rotaciones o el valor de las deflexiones en un elemento, esto con ayuda
de algunos métodos como son los siguientes:

- Método del principio del trabajo y la energia
- Teorema de Castigliano
- Principio del trabajo virtual

Solo veremos los Ultimos dos métodos, el mas utilizado en la practica en la actualidad
es el principio del trabajo virtual. en las siguientes secciones se aprendera a calcular
el valor de un desplazamiento en una viga sometida a un sistema de cargas con
ayuda en la energia interna de un elemento. Los conocimientos de estos métodos
son de gran importancia para comprender la amplia aplicacion de los métodos
energéticos en un analisis estructural.

2.6 CALCULO DE LA ENERGIA INTERNA DE DEFORMACION ELASTICA EN
VIGAS

Ya teniendo claro el concepto de la energia interna de deformacién, se pasara a
resolver ejercicios para que el lector pueda aprender como se utiliza la ecuacion de
la energia interna de deformacion elastica en un elemento sujeto a flexion.

Ejercicio 2.1: Calcular la energia interna de deformacion elastica de una viga
simplemente apoyada de longitud (L) que es sometida a una carga
gravitacional uniformemente repartida (w), utilizando la ecuacion (2.12).

El= Constante
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Se dividira en diferentes pasos el procedimiento matematico para la solucion del
gjercicio.

PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del
equilibrio.

El = Constante

My =0 (4 JFy =0
* Y — + —
. * SFy =0 &
wi (E)_VB(L)ZO —wL+Vp+V;=0 Ny=0
wl2 wl
VB(L):T —wL+—+V, =0
2
v _WL2 wlL
B="or VA—WL_T
wlL wlL
- Va=—
Ve=7 47 2

El = Constante
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PASO (2): Obtencién de la ecuacion del momento flexionante M(x), utilizando
el método de cortes.

w IM =0 o)
r\/@\/\ W) xn WL
® ®© )

WF M(Gx) +wx (E —7x=0
7 wx?  wL
Mx) +———x=0
V- Wl 2 2
A= 72
wlL wx?
DI g MG) = =5

PASO (3): Teniendo la ecuacion del momento flexionante, se pasara a calcular
la energia interna de deformacion elastica, utilizando la ecuacion (2.12).

2

wl  wx? "
U jLMZ(x)d '[L ) p 1 (f/wL wx? p
, — - - — —_ —
i= ), 2E YT, 2E] *Townf\2 T2 )

1 (“(wlL  wx?\’
U= == X — dx
0

Se resuelve el binomio al cuadrado:

(a—b)? = (a)* — 2(a)(b) + (b)?

wl w x2\? wlL \? wl w x? w x2\
(2 T ) =(Tx) _2(7x>< 2 >+< 2 )
w?L?x? w?Lx3 w2x*

(=) - (=) (%)

/-~
Ns
h
=

|

S
N R

N
N——
[l
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Se sustituye la nueva ecuacion en la integral definida y se resuelve:

U = 1 (L /w?l2x? w2Lx3 N wix? y
‘T 2E1), \ T4 2 x|

1 L W2L2x2 L WZLx3 L W2x4
ol o[ 2

Se sacan las constantes fuera de las integrales:

1 W2L2 L WZL L WZ L
U = — 2dy ——— | x3d +—j 4
12E1[4Lxx2foxx4oxx

Se resuelven las diferentes integrales definidas con la siguiente formula:

xn+1
fxndx=f
n+1
1 WZLZ L X2+1 WZL L x3+1 WZ L x4+1
U, = dx — dx + — d
l 2EI[ 4 jo2+1 T2 f03+1 x+4j04+1 x]
1 “[(w?2L?\ [x3 wiL\ [(x* w2\ (x>
U; = - (=)= + (=)=
2e1 [\ 4 J\3 2 J\ 4 4 J\'5
U = 1 “[(w?L2x3 w2Lx* N w2x®
‘T2E |\ 12 8 20

Se evalUa el resultado de la integral en ambos extremos del intervalo (0) a (L):

1

U; =
ET2EI

W2I2(L? wiLL)* wAL)®)  (w2LP(0)°  w2L(0)* s w?2(0)°
<12_8+20>_ 12 8 20

1 [w?L?
Ui S
2E1] 120
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Resultado: Energia Interna de Deformacidn elastica
U w?L®
£ 240E1

Al resolver diferentes vigas con diferentes sistemas de cargas nos encontraremos
con distintas ecuaciones de momento flexionante, algunas de estas ecuaciones seran
faciles de elevarlas al cuadrado y después integrarlas, pero algunas otras ecuaciones
seran mas complejas y dificiles de integrar y hacer el mismo procedimiento que se
hizo en el gjercicio (2.1).

Existen una tabla de integracién de diagramas de momento que simplifican el
procedimiento del calculo de la energia interna de deformacion en vigas, esta tabla
permite obtener directamente el resultado de la integracion a partir de los diagramas
de momento.

la tabla de integracion fue obtenida de la materia de Analisis Estructural que imparte
el Maestro en Ingeniera Miguel Angel Rodriguez Vega en el Departamento de
Estructuras de la Facultad de Ingeniera de la UNAM vy se utiliza de la siguiente
manera:

En un ejercicio se tendra un diagrama de momento (M) y otro diagrama de
momento (M), se sabe que los diagramas de momento son algunas figuras
geomeétricas como son: un rectangulo, un triangulo, un trapecio, etc. Una vez
teniendo los dos diagramas de momento, se buscara en la tabla (2.1) que figura
geométrica se asemeja mas a cada uno de los diagramas de momento.

Una vez determinados los momentos (M) y (M) y seleccionado el tramo en que se
va a plantear la integraciéon del producto de los dos diagramas, se entra a una
columna de la tabla que corresponda al diagrama de (M) y a un renglén que
corresponda al diagrama de (M) o viceversa. La interseccion de la columna vy el
renglén seleccionado proporcionara el resultado de la integracion del producto.

Para que el resultado sea correcto, se debe de ser cuidadoso con los diagramas de
momento, ya que, si los diagramas de momento estan incorrectos, el resultado sera
errébneo. Tambiéen se debe de prestar atencion en la forma en la que estan los
diagramas, por ejemplo, si se tiene un triangulo como figura geométrica de los
momentos (M) y (M), se debe prestar atencion si los vértices estan en el mismo
extremo o en extremos opuestos del tramo para poder seleccionar el resultado
correcto.
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Puede que aun no esté clara la idea de como utilizar la tabla 2.1, para ello se pasara
a resolver la misma viga del ejercicio (2.1), pero ahora utilizando la tabla de
integracion de diagramas y se podra observar que el resultado que se obtenga con
este método sera el mismo obtenido en el gjercicio (1.1).

Cabe recalcar que se seguira utilizando la ecuacién (2.12) de la energia interna de
deformacion elastica, lo Unico que cambiar, es que en lugar de utilizar la ecuacién del
momento flexionante y elevarla al cuadrado para después resolver la integral definida,
se utilizaran las figuras geométricas de los diagramas de momento flexionante como
se muestra a continuacion.

Ejercicio 2.2: Calcular la energia interna de deformacion elastica de una viga
simplemente apoyada de longitud (L) que es sometida a una carga gravitacional
uniformemente repartida (w) utilizando la ecuacion (2.12) y utilizando la tabla
2.1.

El= Constante

PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

El = Constante
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—wL+ Vg +V, =0

wlL
—WL+7+VA =0

v, = wi WL
A_W )

ZMA = 0 (+)
Wi (L) _ V(L) =0
2
V(L) —%
wl?
VB Z
wlL
VB - 7
JFy =0 —_—
Y T"” SFy =0 ¢

El = Constante

——
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PASO (2): Obtener los diagramas de la fuerza cortante y del momento
flexionante utilizando el método de areas.

m
® ®

El = Constante

A ¥ | L
VA: sz VB= WZ
L
-+ > = bxh
wlL Area 1= >
2 Area 1
E} Area 1= >
V (x)
L/2 - wL?
-— Area 1= 8
Area 2= bTXH
Y B
/// Area 2= —
M (x) 0 ,
Area 2= '%

PASO (4): Plantear la ecuacion de la energia de deformacién (ecuacién 2.12) y
expresarla en término del diagrama de momento flexionante.

B LMZ(x)
e ww=)

L L M, M;
U; =j ( 2)* dx = U, =j )\ ) dx
0 2El 0 [

2F
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PASO (5): Buscar la interseccion de la columna (Mk) y el renglén (M)
seleccionados en la tabla 2.1 y tomar el resultado de la integracion del producto.

e | [ — | ]
Mi — L | .I_ L T
|
i Lik %Lilr lﬁuu;, +ka) 2 Likm
L _ |
i 1 1 | 1 1
# i i i 1 Likm
L Lik L Lik s Li(ky +2kz) 1
1 1 | 1 Li(2k; +ks) 1 Likm
i 1 Lik Lik i(2k, +
'I; ] & | B 1 TRe
|
. - 1 1 Lie(i, +2i Lifin(2ky + ka) +] 1L -
uﬁlz 5 Lk(i; +iz) & Lic{iy +2ig) | 2 (ks +2ky)] % Lkm(i; +ig)

% Lim(k;+ka)

(My) (M;)
| | | |
L=L L=L

L (0 ()

wL2 wl? _8W2L5
Ui= 2511 8 " 1920E]
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Resultado: Energia Interna de Deformacidn elastica

U = w2l
L™ 240EI

Se puede observar que los resultados de ambos ejercicios resueltos son los mismos
utilizando cualquiera de los dos métodos, por lo que se pasara a resolver mas
ejercicios utilizando la tabla 2.1, para que se pueda entender de una manera mas clara
como se calcula la energia interna de deformacién elastica utilizando la tabla 2.1.

Ejercicio 2.3: Calcular la energia interna de deformacién elastica utilizando la
ecuacion (2.12) de una viga simplemente apoyada de longitud (L) que es
sometida a una carga puntual (P) que esta localizada a la mitad de la longitud,
como se muestra a continuacion.

P

El= Constante

e
: L .

PASO (1): Calculo de las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del
equilibrio.

L
2

L
2

P
® 1

Na _: El= Constante .
T 2
L L
: 2 o 2 >
: . g
()




EMA=0@ IFy =0 % 5y =0 5
P(%)_VB(L)=O —P+Vg+V, =0 N,=0
VB(L):% —P+§+VA=0
VB="§J VA:IE)

PASO (2): Obtencién de la ecuacién del momento flexionante M(x) por medio

del método de cortes.
l {

®
T Va=—- A Vg=—3-
L L
— .
« 3 >
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L
CORTEA-A [OSxSE]

M) | IEM,; =0 D

M) —g () =0

M@ =7 @)

T A=% B Mz(x)=§(x)—P<x—g)

2 PL

LY R Mp(x) =5 () = PO +—
RGN e
|< (x) ” Mz(x) = _E(x) +?

PASO (3): Teniendo la ecuacién del momento flexionante, se pasa a calcular la
energia interna de deformacion elastica con ayuda de la ecuacion (2.12).

Para este ejemplo la energia interna de deformacion total sera la suma de la energia
del primer tramo que va desde 0 a L/2 y la energia del segundo tramo que va desde
L/2 a L como se muestra a continuacion.

LMZ(x)
Ui = fo SF] dx
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2 P PL\?

L(pP _P 4B
UiTOTAL=f02(§;) dx+fLL( 2;;2) d

X

Se resolvera cada integral definida por separado.

Primera Integral Definida:

L (P \? L L

2 \5X 1 (2 P%x? 1 2[p2x3
[ (zx) , _ [ SRy

0 0

L (P \? L\ L’
[ zx) , 1@ _Poy|_ 1| <§)_0
o 2EI 2EI| 12 12 |  2EI| 12
L (P _\° P2I?
ji (jx) = 1 |—s|_ 1 [PPL%]_  P?L°
o 2EI YT 2EI|T12 | T 2EI| 96 | T 192EI
L (P \*
F (z%) gp BT
. 2Bl YT 192EI

Segunda Integral Definida:
P PL)2
d

jL(_fo“T
L
2

2E] x

Se resuelve el binomio al cuadrado:

(a+b)? = (a)? +2(a)(b) + (b)?

(o) - (o 2B ()

——
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( P +PL)2_ P2x? PZLx N P22
2T %) T\ 1 2 4

P PLy? L
t ( X+ 7) 1 [ (P?x? P?Lx\ (P?L?
f dx = J — + dx
L 2EI 2EI 1 2 1
2 L
2

L(_g’”PzL e | £ P22 [ (P?Lx ) L
jg 2E] *= [j dx j x+J
2 L L L

2 2 2

Se sacan las constantes fuera de cada integral:

2 PLN\? L L L
jL(—7X+7) dx = 1 |[P2J Zd P?L d -I—PZszd -I
L 2E] = 251[4 xaxsmmm e Ty xJ
2 L L L
2 2 2

IR L
1| (PP _PrLy? | PR P2(3) PL(3)
2E]1 12 4 4 12 4 4

P2L3 P2L3 P2L3
N i g i W - e Sl
2E1 12 4 4

12 4+4
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L[(PPEPPE PPR\ (PPP PPPPPL
21|\ 12 4 4 9 16 = 8

P PL\?
fL (—7x+7) dy = 1 [/P?L3 7P2L3 1 pP?I3
L 2E1 * = 2E |\ 12 96 )|~ 2E1|\ 96
(-2 +&)2 23
j 2" 7) 4. _PL
% 2EI 192E1
Energia interna de deformacion total:
L(P \° P, PL\?
z(—x) L(——x+—) PiL®  P*L3
UiTOTAsz 2 dx+f 2 27 gy = +
o 2EI L 2E1 192E1 192EI
Respuesta: Energia interna de deformacion
P2L3

UiroraL = m

Ejercicio 2.4: Utilizando la ecuacion 2.12 y la tabla 2.1, calcular la energia interna
de deformacion elastica de una viga simplemente apoyada de longitud (L) que
es sometida a una carga puntual (P) que esta localizada a la mitad de la longitud.

P

|

El= Constante

: 2 e 2 >
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PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

lp
®
—
Na El= Constante
TVA TVB
L L
) = e .
y : .
IMy =0 (. JFy =0
" —
d *) JFy =0
P(Z) Vs =0
Z_B - —P+VB+VA=0 NA=0
PL
_- P
Va(L) == P45+, =0
PL p
Ve =71 Va=P—7
P P
Ve=73 Va=3
P

El= Constante

. _ P
tVa= 7
L L
< 2 > 2 >
< - >
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PASO (2): Obtener los diagramas de la fuerza cortante y del momento
flexionante utilizando el método de areas.

Fl
® l‘ ®

‘ E El= Constante E :ll'

T
e
| o

m|1-

L

Area 1= bxh

m%}///// S area 1= (15

P
2

]
1
i
% 1 Area 2= bxh

(+) Area2= @ ©

M (x) /// 0

L
Area 2= n

PASO (2): Plantear la ecuacion de la energia de deformacion (ecuacién 2.12) y
expresarla en término del diagrama de momento flexionante y después buscar
en la tabla 2.1 el resultado.

Para este ejercicio, se resolvera de dos formas diferentes y se podra observar que el
resultado sera el mismo:

1._ Si se observa el diagrama de momento, la primera forma de resolver el ejercicio
es dividir el diagrama del momento (A) en dos intervalos, el primer intervalo sera
desde [0 a L/2], en este intervalo se tendra un triangulo rectangulo (4) de longitud
[L/2] y el segundo intervalo sera desde[L/2 a L] en este intervalo se tendra igual un

44

——
| —



triangulo rectangulo (4) que tiene una longitud de [L/2]. Se tendran dos triangulos
con una longitud de [L/2] y la energia interna de deformacién sera igual a la suma
de estos dos triangulos rectangulos.

2._ La segunda forma de resolver este ejercicio es teniendo solo un tridngulo
equilatero que es tal y como esta el diagrama de momento (A) que tiene una
longitud (L).

Se pasa a resolver el ejercicio de las dos formas antes mencionadas:

- Primera forma de solucién (2 triangulos rectangulos).

L MZ (X)
U, = d
l fo 2B

Ui:jOL/Z(M) dx +J (%&szx

L/2 2F]
L/2 M,
Ui=j (4%) M) dx + (%) %) dx
0 L/2
L J L ' J
INTEGRAL 1 INTEGRAL 2

INTEGRAL 1:

L/2 M,
fo (%‘) /%) dx

2E]

——
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ot L _ — L B L A
| i Lik 1 Lik 1 Lifky +k

i ‘ i % 5 (kg +kz)

. L AN A S .
i 1 Lik 1 Lik 1 Li(k; +2k

_— | ‘ 5 - g (ki 2)

ié e Ye '\.| |
i 1 Lik 1 Lik 1 Li{2k; +k

:\. AN AN /. kS r

| . _— oy | 1 Lfi (2k; + +
-“C;’La | L Lk(is +i2) | L k( +2i2) | § [1112 ((kf+eklf)%

Lj2 M,
| () M) ix =1 L o)

/%I /%I"“

=L =L
L= L=

2713 273
s ©0®] =556 () (D) =256 | = 102

L/2
[t - 2
0

~ 192EI

46

——
| —




INTEGRAL 2.

Se puede notar que los triangulos rectangulos de la integral 1 son diferentes que los
triangulos rectangulos de la integral 2, el angulo recto [k] de cada triangulo se
encuentra en diferente lugar.

La tabla 2.1 no tiene un triangulo rectangulo que tenga el sentido que los triangulos
de la integral 2, pero no importa en este caso, lo Unico que importa es que se preste
atencion en la localizacion del angulo recto de cada triangulo rectangulo, se puede
observar en la tabla 2.1 que se tienen dos formulas diferentes cuando se tiene dos
triangulos rectangulos.

Si se tienen dos triangulos rectangulos con el angulo recto en el mismo lugar, el
resultado sera el siguiente:

(D) (A — E (L)(i)(k)l

Pero si se tienen dos triangulos rectangulos donde sus angulos rectos se localizan en
diferente, se tendra el siguiente resultado:

Q) (D) = [; WO

Lo importante es prestar atencion si el angulo recto de ambos triangulos se encuentra
en el mismo lugar o si su angulo recto se encuentra en diferente lugar como se
demostro.

Después de haber explicado lo anterior, se continua con la solucién del gjercicio:

L M, M;
() D) dx

L/2 2E]
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J

M\M A e e T

1 o

A \\b AN L N L », L

| i Lik %Lik 1§Li(k1 +k2)

:‘. L /‘l o

I/_' ¢ 9 I

| 1 1 Lik 1 Lik 1 Li(k +2k
4 ‘ 2 L 8 ( 1 2)
' 1 Lik 1 Lik 1 Li(2k; +k
1% ‘ 2 : 3 8 (2ky 2)

. d A AN

| i i 1 pke(iy +i 1 1k(iy +2i ‘ L i1 (2ky + ke) +
1 C;,m ‘ 2 (i +i2) | 8 (i; +2iz) 2 (s 4 2ko)]

L M,
(D)

M;
D) gy _ L[
L/2 SEI dx = 5E l§ (L)(l)(k)]
(M) - (M) -
k=PL =Pl
| |
L=TL L=TL
1 11 _ 1 11 /L\ /PL\ (PL 1 [P?L3 P%L3
2EI [§ (L)(l)(k)] B ﬁ[§ (E) <T> (T)] - 251[ 96 ] ~ 192E1
L
j (D) ) dxe = 22X
L/2 192E1

2E]

4
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L/2 M, M; L M;, M;
Ui= | D D) ax+ | W) ) g
0 2EI EI

L/2 2

P2L3 P2L3 P2L3
192 EI+ 192 El ' 96EI

U;

- Segunda forma de solucién (1 triangulo equilatero)

B LMZ(X) L
Ui_jo 260 X7 Ui:L(@A_)zdx

2E1
L My M;
Ul=f (o)D) dx
0 2EI
M EH“‘-,RMI‘ k %k kll”//-lkz
i T
A v L . . L v . L A
i Lik % Lik 1§ Li(lk; +k2)
L <l
— 4
i 1 1 1 Lik 1 Li(k +2k
4 3 Lik 5 U 5 (k1 2)
i 1 Lik 1 Lik 1 Li(2k; +k
l‘k s U 6 6 (2ley +hez)
“ﬁ,m 2 (i1 +12) 6 (i1 +2i2) ig(k1 +2ka)]

Se puede observar que en la tabla 2.1 solo se tiene la figura geométrica de un
triangulo rectangulo y el diagrama de momento del ejercicio que se esta resolviendo
tiene como figura geométrica un triangulo equilatero. No existe problema alguno

49

——
| —




del tipo de triangulo que se tenga, lo importante en este caso es conocer el valor de
la altura y la base de triangulo. Por lo tanto, se utilizara la formula del producto de
dos triangulos rectangulos, sin importar que se tenga un producto de dos triangulos
equilateros.

Ya explicado lo anterior, se prosigue con la solucién del gjercicio.

L M, M;
= | () (e _ Lt
jo( Z)EI L dx =55 [ 00w)
(M) T (M) T
k=FL i= PL
| | | |
| L=L | | L=L |

273
25000 =560 (3) (7] = 21| 7w | =

j (@A) @A) dx—P2L3

96E1
Resultado: Energia Interna de Deformacidn elastica
P2L3
U. =
' 96EI

Todos los resultados fueron los mismos en las diferentes maneras en las que se
resolvid el ejercicio, queda a criterio de cada uno como resolver los gjercicios que se
le presente en la vida académica o en lo laboral, si calcular la energia interna de
deformacion utilizando la ecuacion del momento o con la tabla de integracion.

Cada método tiene sus ventajas y desventajas, queda a criterio personal que método
utilizar en los proximos ejercicios que resuelva ya que la leccion de cada método
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depende de diferentes factores como: que método es mas facil, cual fue mas rapido,
cual es mas entendible, etc.

Se pasara a resolver otro ejercicio para que vaya quedando mas claro cdmo obtener
la energia interna de deformacion. Para el siguiente ejercicio se calculara la energia
interna utilizando el principio de superposicion. Se utilizara este principio porque
habra casos en donde el diagrama de momento sera complejo, no sera como los
diagramas de los ejemplos anteriores que son sencillos y faciles de conocer, por ello,
se pasara a utilizar el principio de superposicion para que cuando se tenga una viga
con un sistema de cargas que genere un diagrama de momento flexionante complejo,
con ayuda del principio de superposicion se tenga una viga inicial descompuesta en
varias vigas con cargas sencillas de resolver y con esto se tengan diagramas de
momento que formen figuras geométricas que estén presentes en la tabla 2.1.

El principio de superposicion permite descomponer una viga inicial con un sistema
de cargas complejas en dos o mas vigas con una carga sencilla, esto con el proposito
de encontrar la soluciéon de la viga original resolviendo dos o mas vigas sencillas.

Tal vez lo antes mencionado no quedo muy claro y entendible y pueda que sea algo
confuso, pero para que se entienda mejor se pasara a resolver el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.5: Se desea conocer la energia interna de deformacion de una viga
utilizando la ecuacion (2.12), que es sometida a una carga uniformemente
repartida de 2 ton/m y a una carga puntual de 3 toneladas como se muestra a
continuacion.

®

3 ton

©

El= Constante El= Constante

k 4.0m * 2.0m ﬂ

Se pasara a resolver la viga tal y como se encuentra, sin aplicar el principio de
superposicion. Se calculan las ecuaciones de momentos flexionante y después se
graficara el momento flexionante, esto con el propésito de tener una idea del porque
se emplea el principio de superposicion, una vez graficando el momento flexionante
de la viga original entendera mejor lo antes mencionado.

——
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El ejercicio se dividira en varias partes y cada parte estara conformada por varios
pasos para seguir un orden y no haya alguna confusidon en la solucion de este
gjercicio.

+ PRIMERA PARTE

PASO (1): Obtener las reacciones en los apoyos con ayuda de las ecuaciones del
equilibrio.

Mm
®

El= Constante El= Constante

i %

, t

k 40m * 20m ﬂ

3 ton

©

ZMA=O@ ZFYon(q-)
ton 4m
—VB(4m)+2?(4m)<T>+3tOTl(6m)=0 VA_|_VB_2%I(4m)—3t0n:0

—Vg(4m)+16ton-m+18ton-m =0
17 ton

Vi+—ton—2— (4m) —3ton =0
2 m

—Vg(4m)+34ton-m=0

_34t0n-m 5
B=" 4 o VA—EtOTl—O
17 5
Vg =5 ton Vg =Et0n
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El= Constante El= Constante

T VA= 25 ton T VB= 177 ton

* 20m ﬂ

PASO (2): Obtener las ecuaciones del momento flexionante con el método de
cortes y después con las ecuaciones graficar el momento flexionante.

A B 3 ton
2 ton/m l
®

©

40m

=17
V= 5 V= > fon

h 4.0m *

CORTEA—A'[0m < x < 4.0m]

A
®

A 5
V= 2 ton My () +x% =— () =0

M(x) | XM, =@

M) +20 (3) —523 () = 0

« » My() = —x 42 ()
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CORTEB — B [4.0m < x < 6.0 m]

2 ton/m
®FV4§;:}\”Y\ W2(x)

ZMk=ED

Mz(x)—g(x) —%(x—z;) +204) (x—4+i;) =0
Mz(x)—;(x) —g(x) +3448(x—2) =0

5 17
Mz(x)—z(x) —7(x) +34+8x—16 =0

My(x) —3x+18 =0

M,(x) =3x—18

Con las ecuaciones del momento flexionante se graficara el diagrama del momento
de la siguiente manera:

[0m<x<4m] [Am<x<6m]
5
M;(x) = —x2+5x M,(x) =3x—18
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3 ton

©

El= Constante El= Constante

A
VA= Zi ton T VB= 177 ton

20m

M(x) [ton-m]

+ SEGUNDA PARTE

Como se puede observar en el diagrama de momento, se tienen figuras geométricas
conocidas y que se encuentran en la tabla 2.1, pero el problema de este diagrama de
momento radica en que no se conoce con exactitud la altura maxima y la longitud de
cada figura geométrica. Tal vez haya la posibilidad de resolver el ejercicio con el
diagrama de momento flexionante, pero el resultado que se obtenga no sera muy
exacto, por que como ya se menciono, no se tiene el valor exacto de la altura y la
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longitud de cada figura geométrica y sin estos valores se tendria un marguen de error,
por ello, se empleara el principio de superposicion para obtener un resultado exacto.

VIGA INICIAL
3 ton
2 ton/m l

©

El= Constante @' El= Constante

I‘ 4.0m * 2.0m .l

VIGA 1
Mm
9 ©
El= Constante @ El= Constante
4.0m 20
’ e—20m )
(+)
VIGA 2 1 3 ton
® ©
El= Constante @' El= Constante

l‘ 4.0m * 2.0m .I

Se puede observar que con el principio de superposicion se descompuso una viga
inicial con un sistema de cargas en dos vigas, cada una de estas vigas tiene presente
una carga de la viga original.

Después de emplear el principio de superposicion, se pasa a calcular las reacciones con
las ecuaciones del equilibro y obtener el diagrama del momento flexionante con ayuda
de las ecuaciones de momento que se calcularan con el método de cortes.

Se procede a resolver cada una de las vigas por separado y a obtener el diagrama de
momento flexionante, se resolvera primero la viga 1 y después la viga 2.
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VIGA 1

®

El= Constante El= Constante

k 40m * 20m >{

PASO (1): Obtener las reacciones en los apoyos de la viga 1 utilizando las
ecuaciones del equilibrio.

®

©

©
El= Constante El= Constante
] Z
A A
VA VB
40m 20m
< ple >
My =0 @ IFy =0 T(ﬂ
ton 4m
Vy(am) +2°2 (4m) (27) = 0 i+~ 252 (4m) = 0

—Veg(dm)+16ton-m=20 ton
p(4m) VA+4ton—27 (4m) =0

_l6ton-m
B 4m V, —4ton =0
Vg =4ton Vy=4ton

——
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®

El= Constante El= Constante
] 3
T V= 4 ton TVB= 4 ton
40m 20m

PASO (2): Obtener las ecuaciones del momento flexionante con el método de
cortes y después con las ecuaciones calculas se graficara el momento flexionante
de la VIGA 1.

A B
/\m {
®

) 4om “zom *

CORTEA—A"[0m < x < 4.0 m]

A
2 ton/m

®

IM;, =0 *)

3

T . M, () — 4(x) + 2(2) (%) —0
Va= 4 ton M;(x) —4(x) +x2 =0
k (x) " M;(x) = —x% + 4(x)
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CORTEB — B [4.0m < x < 6.0 m]

IM;, =0 *)

My(0) — 4G +2(4) (x — 4 +g) Cax—H =0

M,(x) —4(x) +8(x —2) —4(x) + 16 =0

My(x) —4(x) +8(x) —16 —4x +16 =0

Mz(X) =0
(x) M(x)
0 0 [om<x<4m]
0.50 1.75
— _ 2
G . M;(x) = —x% + 4(x)
1.50 3.75
2.00 4
2.50 3.75
3.00 3
3.50 1.75
4.00 0
4.00 0 [Am<x<6m]
4.50 0
M =0
5.00 0 2(%)
5.50 0
6.00 0
( )|
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VIGA 1

®

©
El= Constante El= Constante
7 7
A
Va= 4 ton ATVB= 4 ton
40 m 20m
< > -
M(x)[ton-m]

45 (4 ton-m)

4
3.5

3
2.5

2
(+)

1
0.5

0
05 0 1 2 3 4 5 6

metros
VIGA 2 1 3 ton

®

El= Constante El= Constante

k 40m * 2.0m ﬂ




PASO (3): Obtener las reacciones en los apoyos de la viga 2 utilizando las
ecuaciones del equilibrio.

lSton
®

©

El= Constante El= Constante

40m

IM, =0 @ ZFy =0 T‘*’

~Vg(4m) +3ton(6m) =0 Vi+Vg —3ton=0

—Vg(4m)+18ton-m =0 9
Vy+=-ton—3ton=0

Vg(4m)=18ton-m 2
) 3
Bzm Vy+—-ton=20

4m 2

9 3

Vg=7 ton Vpy=—7ton [l]
2 2
lSton
®

El= Constante El= Constante

l V= 3T ton TVB= % ton

40m 20m

——
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PASO (4): Obtener las ecuaciones del momento flexionante con el método de
cortes y después con las ecuaciones calculadas graficar el momento flexionante
de la viga 2.

40m

CORTEA—A"[0m < x < 4.0 m]

IM, =0 *)

M, () +;(x) ~0

' My )= > ()

(%)
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CORTEB — B [4.0m < x < 6.0 m]

IM;, =0 *) o e
3 9 2 0 [Om<x<4m]
Mz(x) +_(x) _ - (x _ 4) =0 0.25 -0.375 -
2 2 0.50 -0.75 M, (x) = 3 (x)
0.75 21125 1 2
My() +2(0) =2 (1) +18 =0 L0 | 15
2 2 1.25 -1.875
1.50 -2.25
MZ(X) _ 3(X) +18=0 1.75 -2.625
2.00 3
2.25 -3.375
M,(x) = 3(x) — 18 2.50 -3.75
2.75 4125
3.00 4.5
3.25 -4.875
3.50 5.5
3.75 -5.625
4.00 6
4.00 6
4.25 -5.25 [4m < x < 6m]
4.50 -4.5 My(x) = 3(x) — 18
4.75 -3.75
5.00 3
5.25 -2.25
5.50 15
5.75 -0.75
6.00 0
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VIGA 2

3 ton

El= Constante El= Constante

l V= 3T ton TVB= % ton

40m 20m

M(x)[ton-m]

(-)

(-6 ton-m)

metros

El principio de superposicién permite descomponer una viga inicial en dos vigas
secundarias, como ya se tienen los diagramas de momento flexionante de ambas
vigas, se pasara a sumar ambos diagramas ya que como se ha venido mencionando,
el diagrama de momento flexionante de la viga inicial es igual a la suma de los
diagramas de momento de la viga 1y de la viga 2.

Después de hacerse la suma de ambos diagramas de momento, se utilizara la
ecuacion 2.12 para plantear la ecuacion que permita conocer cual es la energia interna
de deformacion de la viga inicial, esta energia interna sera igual a la suma de la
energia interna de deformacion del tramo que va desde 0 a los 4 metros mas la
energia interna de deformacion del tramo que va desde los 4 metros a los 6 metros.
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Puede que la idea no esta clara, por lo que se continuara con la solucion del ejercicio:

PASO (5): Calcular la energia interna de deformacion elastica de la viga original
utilizando los diagramas de momento flexionante de la viga 1 y la viga 2.

M(x) [VIGA 1]
4.5

(4 ton-m)
3.5
2.5

1.5

0.5

-0.5 D 1 2 3 1 5 b

metros

(4 m) (2m)

A
\ 4
A
y

M(x) [VIGA 2]

05 ( 1 2 3 } 5 3
15
25 (_)
-3?5
45
55

6 (-6 ton-m)
-6.5

metros
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LM(X‘)Z 4
Ui=j0 g - Ui = (O )+ ")) gy + (W)2

0 2E1 DY

Se resuelve el binomio al cuadrado:

(@ + % )2 = (@2 +2(a)(D) + (b)?

(0 + "2 Y= (DY +2(000) (TG + (" )

Sustituir el trinomio al cuadrado perfecto en la ecuacion de la energia interna de
deformacion:

U, —j <@>2dx+f2(@><‘%)dx+j(%f dx+] (W)de

0 2E1 2E1
| J
Y \ Y J \ Y ) | Y )
INTEGRAL 1 INTEGRAL 2 INTEGRAL 3 INTEGRAL 4

Se resolvera cada una de las integrales por separado y después se sumara el resultado
de cada una de las integrales para obtener la energia interna de deformacion total.

Para los proximos ejemplos ya no se colocara una parte de la tabla 2.1 como se hizo
en los ejercicios pasados, ya se debe de saber que el resultado de la integracion del
producto de las dos ecuaciones del momento flexionante se encuentran en la tabla
2.1, por lo tanto, solo colocara el resultado. Si se desea verificar si el resultado esta
correcto, se recomienda revisar la tabla 2.1 y comprobar el resultado.

Ya dicho lo anterior, se continua con la soluciéon del problema resolviendo cada
integral por separado:

66

——
| —



INTEGRAL 1

[ 4
0 2EI
@y [ Coh,,
° 2B 2E] 2E1[15(L)(‘m)(km)]
(Mo (M)
[
L=4m | | L=4m
- " 1 [512] 256
2E1[15(L)(lm)( m)] ﬁ[l_S(“(“(“] 261115 ) = 1887 Ltom ™
oy, 26
0 2EI ~ 15 El 15 gy lton - ml

INTEGRAL 2

[z @)

2E]

]2(@)<%)dx_j4(m)(%> ax= L[1

2EI I ] l3 (L)(i)(km)]
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(M)

(M)
| | |

= |
L=4m L=4m

1 171 111
=3 WOEm| = = @EO®] = s @WEO@| =~ ton-m)

JZ(@) (™) dx——32 [ton - m]

2E1 El

INTEGRAL 3

fo )y

2EI

‘g, ( @, 1 oo

2EI 2EI 2E1
(M) ()
% K =-6 ton-m 22222 i =-6 ton-m
| | |
| L=4m | | L=4m
1 24
[ WOW| = 5[5 W06 = 351481 = - [ton - m

( 1
L %8 )



2EI El
INTEGRAL 4
6
(Z ) dx
4 2EI
f6 6 Mk Mi
7Y 4o = | @ @) Y |
+ TR e dx = 5 |5 (DO )
(V) (M)
7
W/ K = 6 torm / i =-6 ton-m
\ | |
| L=2m | L=2m |
1
= WOW®] = [z @6)-6)] = 21241 = - [ton m]

L "y dx = [ton m]

2EI
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ENERGIA INTERNA DE DEFORMACION TOTAL

4 4 4 6
0 0 2El 0 4 2EI

2E] 2FI

256 32 24 12

Uy=——————+—+—
‘" 15E1 EI EI EI
Resultado: Energia Interna de Deformacion elastica
U - 316 it |
i~ 15g1 O™

Para confirmar si el resultado es correcto, se resolvera el mismo ejercicio, pero ahora
utilizando las ecuaciones del momento flexionante.

Ejercicio 2.6: Con el proposito de comparar resultados y crear criterios propios
sobre que método es mas eficiente para calcular la energia interna de
deformacion, se resolvera la misma viga del ejercicio 2.5 pero utilizando las
ecuaciones del momento flexionante, en lugar de ocupar la tabla de integracion.

3 ton

Wm
®

El= Constante El= Constante

©

_ 4.0m * 20m ﬁ
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PASO (1): Obtener las reacciones en los apoyos utilizando las ecuaciones del

equilibrio.

El= Constante

4.0m

3 ton
Mm l
Cm
v

©

El= Constante

2.0m

>

e

Z'MA=0@

V(4 m) + 2%1(4 m) (7) +3ton(6m) =0

—Vg(4m)+16ton-m+18ton-m =0

4m

—Vg(4m)+34ton-m=0

(+)

Z‘FY=OT

ton
VA+VB—2? (4m)—-3ton=0

17 ton
Vi+—ton—2— (4m) —3ton=0
2 m

34 ton-m 5
B= " 4 A —Eton =0
VB:7 ton VA=Et0n
3 ton
Mm
El= Constante El= Constante
7 7%
) _ 17
T VA_ T ton T VB— T ton

40m

2.0m

——
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PASO (2): Obtener las ecuaciones del momento flexionante con el método de
cortes.

4.0m

CORTEA—A"[0m < x < 4.0 m]

Mx) | ZM;, =@

M, (%) +2(x) (12‘) —523 (x) = 0

A 5
V= - ton M;(x) + x? —E(X) =0

< > My (x) = —x2 +; (x)
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CORTEB — B [4.0m < x < 6.0 m]

2 ton/m
@M W2(x)

IM, =@

Mz(x)—g(x)—%(x—él) +2(4) (x—4+g) ~0

Mz(x)—g(x) —g(x) 13448(x—2) =0

5 17
Mz(x)—i(x) —7(x) +34+8x—16 =0

M,(x) —3x+18 =0

M,(x) =3x—18

PASO (3): Se calcula la energia interna de deformacion con ayuda de la ecuacion
2.12 y con las ecuaciones del momento flexionante de la viga.

LMZ(x)
Ui —L >F] dx
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[0m<x<4m] [4m<x <6m]
5

M1(x)=—x2+§x M,(x) =3x—18

(MM (MR ° M, (x)
U; _-[o dx _-fo dx+_[4 dx

2E1 2E1 2E1

5 2
“(—x+5x 6 (3x — 18)2
izj( 2 ) dx+f( ) dx
0 4

2E] 2E]

\ ) \ J
Y |

INTEGRAL 1 INTEGRAL 2

Se resuelve cada integral por separado y después se suman los resultados para
obtener el valor de la energia interna de deformacion.

INTEGRAL 1
2

4(—x2+§x) dxt —5x3 4 2242
j 2 dx—j 4 dx
. 2E] 2E]

1 1 (425
— 4d —— | sxddx+—| 2224
2E1 x ZEIJ x x+2EI g

j[<2—z,> () () () + (o) ()]

|Goz) - )+ (o)

) ¢ () - [(2) - (22). ()]
() () (22)]-

(55m:)- (5

——
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2

5
f4(—x2+7x) L, 136
. 2El ¥ = I5EI

INTEGRAL 2
6(3x —18)2 _ j69x2 — 108x + 324 dx
. 2EI \ 2E1
= 69x2dx _ 6108x dx +LJ6324 dx
2El 2E1 2E1 J,

j[<2—z,> )~ () (") + (5a) 200
(=) (22) (e
[355) - (285) - () -3 - (35 + ()
&) - (&) + (o )| L) - Cor) + (7).

[324] [312

J6(3x 182 12
. 26l T E
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2

5
. .[4-(—)(,'2 -|—7 ) p +j6(3x_18)2 .
. = X X
' 0 2E] 4 2E]
U = 136 4 12
‘" 15EI ' EI
Resultado: Energia Interna de Deformacidn elastica
U - 316 ton -
i = 151 ton' ™

El resultado obtenido utilizando cada uno de los diferentes métodos es el mismo,
por lo que se puede concluir que el principio de superposicidon permite obtener
diagramas de momentos mas faciles para que al ocupar la tabla de integracién se
facilite el calculo de la energia interna y se obtenga un resultado mas preciso.

Se pasara a resolver el ultimo ejercicio utilizando el principio de superposicion para
calcular la energia interna de deformacion.

Ejercicio 2.7: Calcular la energia interna de deformacion de una viga empotrada
de 4 metros de longitud que es sometida a una carga uniformemente repartida
de 2 ton/m y a una carga puntual de 3 toneladas, se supone que la seccién
transversal es constante por lo que también lo es el valor del médulo de
elasticidad (E) y el momento de inercia (I) de la viga.

@ 3 ton

My 2 ton/m
C s
El= Constante
A VA
40m
« -
( )|
L 7® )




PASO (1): Aplicar el principio de superposicién en la viga inicial.

VIGA INICIAL

C El= Canstante

40m .i ( )

VIGA 1

C El= Canstante

40m

3 ton

(+)

C El= Canstante

40m




PASO (3): Obtener el diagrama de momento flexionante de la viga 1.

VIGA 1
®

MAM\/\/W\

AVA

>

? El= Constante

40m

Calculo de las reacciones con ayuda de las ecuaciones del equilibrio.

ZMA=0@

ton 4m

My+16ton-m=20

My=-16ton-m 'f)

IMg =0 D

M, ztﬂ@m)( )+ vaam) =0

—16ton-m—16ton-m+V,(4m) =0

Vy(4m) =32ton-m

V,=8ton

®

vz oton D %\fwwm

DZ El= Constante

T V,= 8 ton

40m

«

——
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Calculo de la ecuacion del momento flexionante con el método de cortes.

CORTE #1[0.0m < x < 4.0 m]

Mp=16 ton-m

D————@

®

2 ton/m M(x)

VA= 8 ton

<

>

(x)

EMk=0

X
M) + 16 — 8x + 2(x) (E) —0
M(x) +16 —8x+x2=0

M(x) = —x2+8x—16

*+)

(x) M(x)
0 -16.00
0.50 1225 | [0m=sx<4m|
1.00 -9.00 M(x) = —x%2+8x—16
1.50 -6.25
2.00 -4.00
2.50 -2.25
3.00 -1.00
3.50 -0.25
4.00 0.00

79

——
| —




GRAFICA DEL MOMENTO FLEXIONANTE

®

M,= 16 ton-m % 2 ton/m
2
El= Constante

«

40m

VIGA1[ M (x)]

1 1 2 4

(-16 ton-m)

-18

PASO (4): Obtener el diagrama del momento flexionante de la viga 2.

3t
M ® VIGA 2 l on
Ay
I —
C El= Constante
F'y VA
40
< m >

——
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Calculo de las reacciones con ayuda de las ecuaciones del equilibrio.

Z‘MB:O‘@

M, =0 @ My +Va(4m) =0

M, +3ton(4m) =0 —12ton-m+V,(4m) =0

12 ton-m
Vy=—7""
My +12 ton-m=0 4m
V,=3ton
My=-12ton-m 'i) 4
@ 3 ton
M,=12ton-m 7%
’/—
El= Constante
A
VA= 3 ton

|‘ 40m .‘

Calculo de la ecuacion del momento flexionante con el método de cortes

CORTE #1[0.0m < x < 4.0 m]
®

M,=12ton-m % M(x)

M, =0 *)

M(x) +12—-3x=0

h (x) ﬁ M(x)=3x—-12
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Mp=12ton-m 7

D/E—

-14

(x) M(x)
0 -12.00
0.50 050 | [0msx<4m]
1.00 -9.00 M(x) = 3x — 12
1.50 -7.50
2.00 -6.00
2.50 _4.50
3.00 -3.00
3.50 ~1.50
4.00 0.00
®

|= Constante

40m

VIGA2 [M (x) ]

(-12 ton-m)

——
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PASO (5): Suma de los diagramas de los momentos flexionantes de la viga 1y
de la viga 2.

VIGA1[M (x)]

({ 1 2 1

(-16 ton-m)
-18

(4m)

A
A

VIGA2[M (x) ]

(-12 ton-m)

-14
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PASO (6): Con la ecuacién 2.12, plantear la ecuacién que nos permita conocer
el valor de la energia interna de deformacion de la viga inicial.

=), T2Er

=L4<W Y7,

2E]

Se resuelve el binomio al cuadrado:

a b
(7 + 7 )2 =(a)? +2(a)(b) + (b)?

(W’+ W}Z G Ve +27 Y7 )+ (7 )?

Se sustituye el trinomio al cuadrado perfecto en la ecuacion de la energia
interna de deformacion:

U —j (W)ZdHfZ(W)(W) dx+f w7y

0 2EI 2E] 2EI
l J \ J
1 \ Y J I
INTEGRAL 1 INTEGRAL 2 INTEGRAL 3

Se resuelve cada una de las integrales por separado y después se sumara el resultado
de cada una de las integrales para obtener la energia interna de deformacién total.
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INTEGRAL 1

J "y,

2E]

[Py - [PHE 4ot E(L)(i)(k)]

2E] 2E] ~ 2EI [5

(My)

K=- 16t0nmI % i=- 16tonrrz|: %

L=4m

1024] 512

WO ®| = [

#(-16)(-16)| =

[ton - m]

2EI[ 2EI[

Jo (Z )2 5;2 [ton - m]

2EI

INTEGRAL 2

fﬂW’)(W)dx

2EI

4
jz(W V) = | @) 4, L[
El

2EI El l4 (L)(l)(k)]
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(M)

K=- 16t0nmI % W I_ 12 ton-m

=z woOmw|= E,[ (D(-12)(-16)| = 5 [192] = [ton m]
N o 192

j 2( 227]( )dx=ﬁ[ton-m]

INTEGRAL 3
W 2
'[0( 2E] ) dx

(W)Z )P gy = 2y
0 ZEI j 2E] dx = 2E1[3(L)(l)(k)]

™)

W }_-12tonm W/ I__"gtonm

(L)(L)(k)] s ®12)(-12)| = 51921 =

— [ton - m]

ZEI[ El
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( W )2 [ton m]|

0  2FI EI

4 4
Ui= | 5 gy [ 2 @) dx+j(W)2
0 2E] 0

2E1 2EI
U 512 4 192 4 96
‘" SEI © EI " EI
Resultado: Energia Interna de Deformacidn elastica
1952
i = m [ton . m]

Se preguntaran para que nos sirve calcular la energia interna de deformacioén elastica
y la respuesta es muy sencilla, hay un método que se explicara en el siguiente tema
que nos permite calcular las deformaciones de una estructura con la ayuda de la
energia interna de deformacion elastica, este método se le conoce como el “Teorema
de Castigliano” el cual se explicara a continuacion.

2.7 TEOREMA DE CASTIGLIANO

El ingeniero italiano Alberto Castigliano descubrié un método para calcular el
desplazamiento vertical (A,) o el angulo de rotacién (8) de un sistema estructural,
esto con ayuda de la energia interna de deformacion elastica (U;) de un elemento.

El Teorema de Castigliano establece lo siguiente:

“La primera derivada parcial de la energia total de deformacion de una estructura
con respecto a una de las cargas aplicadas es igual al desplazamiento en el punto y
en la direccion de la carga aplicada.”
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El Teorema de Castigliano puede expresarse matematicamente de la siguiente
manera:

A= oU; 2.13

Se sabe que la ecuacién para calcular la energia interna de deformacion es la

siguiente:
U; = jLMz(x) 2.12

Si se sustituye la ecuacion (2.12) en la ecuacion (2.13) y se deriva parciamente la
ecuacion de la energia intenta con respecto a una carga P, se obtendra como
resultado la siguiente formula:

. OUL _ 0 LMZ(X)
A=%p _500 2EI )
L M(x )laM(x)
A=j0 £ dx (2.14)

Puede que no haya quedado claro lo antes mencionado, por lo que se pasara a
explicar de una manera grafica el Teorema de Castigliano.

Supdngase que se tiene un sistema estructural tipo viga sometido a carga
uniformemente repartida (w) y se desea conocer el desplazamiento vertical (A,) en
un punto B de viga. Lo primero que se debe de hacer es colocar una carga puntual
ficticia (P) en el punto donde se quiere conocer el valor del desplazamiento y la carga
puntual (P) debe de ir en la direccion en la que se crea que es la del desplazamiento
(véase la figura 2.1).
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W [ton/m]

Figura 2.2. Aplicacion de una carga ficticia P

Una vez teniendo este sistema de cargas donde se tiene una carga repartida (w) y una
carga ficticia (P), se calcula la energia interna de deformacién para que después se
derivaré esta energia con respecto a (P). Es evidente notar que la carga puntual (P) es
una carga ficticia por lo que el valor de esta carga es igual a cero (P = 0), por lo tanto,
el resultado de la derivada parcial se evaluara con un valor de P = 0 y el resultado
sera el valor del desplazamiento vertical (A,) que se deseaba conocer.

Existiran casos en los cuales se deseara conocer el valor del desplazamiento vertical
en un punto de la viga donde ya se encuentre una carga puntual real (Pg), en estos
casos en lugar de colocar una carga puntual ficticia (P), lo Unico que se hara es que la
carga real (Pg) se convertira en una variable (P), para que después se pueda derivar
la energia interna de deformacién con respecto a “P". Si la carga puntual real (Pg) no
se convierte en una variable (P), al momento de que se obtenga la energia interna de
deformacion, esta no se podra derivar con respecto a (P) y con esto no se obtendra
el valor del desplazamiento vertical que se requiere conocer.

Pg [ton] =P

Figura 2.3. Carga puntual real localizada en el punto donde se requiere conocer un
desplazamiento
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Una vez haciendo que la carga real (Pg) sea una variable (P), se calcula la ecuacién de
energia interna de deformacién para que después se derive con respecto "P" y se
obtenga una ecuacion, la cual se le sustituira el valor real de la carga “P". Se sabe que
la carga puntual (P) ya no es una carga ficticia por lo que el valor de P tiene un valor,
el cual es el valor real de carga aplicada en el punto donde se deseaba conocer el
desplazamiento (P = Pg). Con esto se puede decir que el resultado de la derivada
parcial se evaluara con el valor real de la carga puntual (Pr) como se muestra en la
figura 2.3 y el resultado final sera el valor del desplazamiento vertical (A,) que
gueriamos conocer.

El procedimiento para calcular el angulo de rotacion (8) de una viga es semejante al
procedimiento que se hizo para calcular un desplazamiento vertical, lo Unico que
cambia es que, en lugar de colocar una carga puntual ficticia, se coloca un momento
(M) ficticio y la derivada es respecto a “M".

Existen dos opciones para calcular un desplazamiento vertical (A,) en un sistema
estructural, que este caso seria una viga. La primera opcion es utilizando la ecuacion
(2.13) y la segunda opcion es utilizando la ecuacion (2.14), estas dos opciones se
describen a continuacion:

ECUACION (2.13)
B aU;
9P

Esta primera opcion se resuelve calculando la energia interna de deformacion de un
sistema estructural que contiene un sistema de cargas, se debe de recordar que este
sistema de cargas debe tener presente una carga puntual ficticia (P) en el punto y en
la direccion donde se requiere conocer el desplazamiento vertical. Una vez teniendo
la energia interna de deformacion, se deriva con respecto a “P” y por ultimo se evalta
el resultado de la derivada parcial con un valor de P = 0, el resultado sera el valor del
desplazamiento vertical que se necesitaba conocer.

(2.13)

Para calcular la energia interna de deformacién elastica se hara uso de la tabla 2.1, ya
se resolvieron ejercicios calculando la energia interna de deformacion utilizando esta
tabla y empleando el principio de superposicion.

ECUACION (2.14)

LM(x)
0 EI

laM(x)

>
I

dx (2.14)
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Esta segunda opcion se resuelve utilizando las ecuaciones del momento flexionante
de un sistema estructural que contiene un sistema de cargas, se recalca que este
sistema de cargas debe tener una carga puntual ficticia (P) en el punto y en la
direccion donde se desea conocer el desplazamiento vertical.

Como se puede observar en la ecuacion (2.14), el desplazamiento vertical sera igual a
la integral definida de 0 a la longitud de la viga (L) del producto de la ecuacién del
momento flexionante por la derivada parcial con respecto a la carga ficticia (P) de la
misma ecuacién del momento flexionante dividida entre el médulo de elasticidad y
el momento de inercia del sistema estructural tipo viga.

Se pasara a revolver unos ejercicios para que se pueda entender mejor lo ya antes
mencionado y para conocer el procedimiento matematico que conlleva el célculo de
un desplazamiento vertical utilizando el Teorema de Castigliano. Como ya se
menciond, existe dos opciones para calcular un desplazamiento en un sistema
estructural, una opcion es utilizando la ecuacién (2.13) y la segunda opcién es
utilizando la ecuacién (2.14), se pasara a resolver la misma viga utilizando cada una
de las ecuaciones para comprobar que el resultado sera el mismo.

Ejercicio 2.8: Calcular el desplazamiento vertical (A,) en el punto B de una viga
empotrada que tiene una longitud de 5 m, esta viga contiene una carga
uniformemente repartida de 5 ton/m, Se supone que la seccidon transversal es
constante por lo que también lo es el valor del médulo de elasticidad (E) y el
momento de inercia (I). Para calcular el desplazamiento se requiere utilizar la
ecuacion (2.13).

“--..._‘_\_\_
~ D7 =47
El= Constante ™~
T
~~
Sy
HbOm
< >
( )|
L %)



PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia (P) en el punto donde se desea
conocer el desplazamiento vertical.

P
Mﬁ\/‘\f\f\/‘i@
Z

@_

El= Constante

n
50 m *
PASO (2): Utilizar el Principio de Superposicién.

VIGA INICIAL

®

El= Constante

5EO0m

VIGA 1

El= Constante

5EO0m

(+)

El= Constante

5EO0m




PASO (3): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 1.

VIGA 1

MAW
3/—

El= Constante

A
Va

50m

« -

e Calculo de las reacciones del apoyo empotrado con las ecuaciones del

equilibrio.
M, =0 (@ IFy =0 T(+)
M 5@(5 )5—m =0 ton
—Mat ST b m = = Vy—5—(5m) =0
m
125
—MA+Tton-m=0 Vg —25ton =0
MAZ%Ston-m V,=25ton
125

D%me
@/—

El= Constante

A
VA =25 ton

BO0Om

. s
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e Calculo de la ecuacion del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 5.0 m]

M, = 125 M, =0 D

5 ton/m
DV 9 +569(3) W15 sy =0
@)

@ 27 2
5 ,, 125 B
N M(x)+5x +T—25x—0
Va= 25
« N M(x) =—gx2+25x—%5
(x)
e Diagrama de momento flexionante.
(x) M(x)
0 625 [0m <x <5m]
0.25 -56.40625
0.50 50625 | M(x) = —2x? 4 25x — 122
0.75 | -45.15625 2 2
1.00 -40
1.25 -35.15625
1.50 -30.625
1.75 -26.40625
2.00 -22.5
2.25 -18.90625
2.50 -15.625
2.75 -12.65625
3.00 -10
3.25 -7.65625
3.50 -5.625
3.75 -3.90625
4.00 -2.5
4.25 -1.40625
4.50 -0.625
4.75 -0.15625
5.00 0
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=75t0n -m

D7

0.00
-10.00
-20.00
-30.00
-40.00
-50.00
-60.00

-70.00

VIGA 1

5 ton/m

TVA = 25 ton

El= Constante

0m

«

VIGA 1 [M(x)]

——
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PASO (2): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 2.

VIGA 2 p

Ma

o]

El= Constante
50m

> g

e Calculo de las reacciones del apoyo empotrado con las ecuaciones del

equilibrio.
My, =0 (¥ ZFy =0 T(+)
—My + 5P = Vi—P=0
M, =5P Vy=P
® P
M, = 5P 2 l
7

El= Constante

bO0m

——
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e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 5.0 m]

A
Ma=5P M(x)
D @ M, =0 )
A _ _
V= P M(x) +5P —P(x) =0
< ﬂ M(x) = Px — 5P
(x)
(x) M(x)
0 5p [0m < x <5m]
0.50 -45P
1.5 -3.5P
2.00 -3P
2.50 -25p
3 -2P
3.50 -1.5p
4.00 -1p
4.5 -0.5P
5.00 0
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VIGA 2

® P
My=5P
N7
D ——
El= Constante
A
VA= P
50m
o >

VIGA 2 [M(x)]

0.00

-1.00

-2.00

-3.00

-4.00

-5.00

-6.00
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PASO (5): Se calcula la energia interna de deformacién elastica [U;] con la tabla
2.1.

VIGA 1 [M(x)]

J 1 2 3

5.0m

VIGA 2 [M(x)]




5
Ui=jo(W L7,

2E]

a b
(7 + 77 )2 =(@)? + 2(a)(b) + (b)?

a b
7 + 7 =7 Y2 +2(P (7 )+ (7 )2

U, —f Vs j Z(WZ)EIW)OIHJ (A

0 2E1 0" 2EI

\ J l ] | J
| Y |

INTEGRAL 1 INTEGRAL 2 INTEGRAL 3
INTEGRAL 1
f(W 2 J(W}(W) _ 1 |
T TR 2El ax =2k S(L)(l)(k)
(Mk)

125>] _ 15625

(L)(z)(k)] 251[ (- 125)(— )| = 58

m[s
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5
L(W)de: 15625

2EI 8EI

INTEGRAL 2
jz<W ) () dx_j - )(W) wx= L o]
2EI Ell4
(My) (M)

e W /
k='% ton-m / i=-5P

o | | | B

| L=5m | L=5m |

= WOw] = [zE P (-50)] = TP

jaW V() 4 3125,

2E1] 8EI

INTEGRAL 3

5

[, G P gy L L o)

2E1 0 2E] 2E1

( ]
| 101 |




(M) (M)

~
k=-5P / i=-5P

L=5m L=5m

125
(5)(=5P)(—5P) | = —— p2

U0 (k)] 2EI [3 6EI

ﬁ[3

I(W)z £5p2

2EI] 6E]

ENERGIA INTERNA DE DEFORMACION

0= [P g, [ 2 YE) 4y @y,

0 2EI 0  2EI

15625 3125 125
Vi=—grr TeEr © teEl
PASO (6): Calculo del desplazamiento vertical (A,) con la ecuacién (2.13).
aU;
~ 9P
A= d <15625 4 3125 P+ 125 P2>
dP\ 8EI 8EI 6E1
3125 125
8= 0+ 22+ @) (5 P)

A 3125 N 125P
Z° 8EI = 3EI

PZ

102

——
| —



La carga puntual (P) es una carga ficticia, por lo que el valor de (P) es igual a O, por lo
tanto, se a evalla la ecuacién con un valor de P = 0 y el resultado sera el
desplazamiento vertical que deseaba conocer.

Haciendo P = 0:
_ 3125 125

A= 8EI +ﬁ(0)

Resultado: Desplazamiento vertical en el punto B

_ 3125

A= 4gr M

5 ton/m
%ﬁ\fm
® —

—— —

-._________‘H-.____‘
—_—
—_—

—_—
—
—_—
—

El= Constante

B0 m

«

Se resolvera la misma viga del ejercicio 2.8, pero ahora se utilizara la ecuacion 2.14
para calcular el desplazamiento vertical.

Ejercicio 2.9: Calcular el desplazamiento vertical (A,) en el punto B de la misma
viga que se resolvio en el ejercicio anterior, pero en este ejemplo se utilizara la
ecuacion (2.14) para calcular lo que se pide.

5 ton/m
%
® —
—~ Z ~¢
El= Constante T~ -
.
~
I
hOm
< >
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ECUACION 2.14
laM(x)

A=LM() dx

El
PASO (D): Colocar una carga puntual ficticia (P) en el punto donde se desea
conocer el desplazamiento vertical.

5 ton/m

%

®
El= Constante

: -

50m

PASO (2): Calculo de las reacciones del apoyo empotrado con las ecuaciones del
equilibrio.

5 ton/m

El= Constante

50m

( ]
| 104 §



IZFy =0 T‘*’

—MA+5—(5m)< >+(P)(5m)—0
ton

—5—(5m) P=0

125
—MA+Tt0n-m+5P=O
Vy—25ton—P =0

125
MA:Tton-m+5P Vp=25ton+ P

M, =12% ton-m + 5P

DMM\K’

EI Constante

T VA= 25ton+ P
b0m

« -

PASO (3): Calculo de la ecuacién del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 5.0 m]

MA — 125 +5P
5 ton/m M(x)
@ :
VA- 25+P
> >
(x)
[ 105 )




M, =0 ‘D

AM@+5&M€)+%?+5P—Q5+HC@=O

5 125
M(x)+§x2 +T+5P—25x—Px=O

5 125
M(x) = —Ex2+ 25x + Px — 5P—T

PASO (4): Calcular el desplazamiento vertical (4,) utilizando la ecuacién (2.14).

L M () [2MX)
A—J op dx
A El
5, 125
M(x)=—§x +25x+Px—5P—T
E)M(x)= Lt
oP
5(—Ex2+25x+Px—5P—£5)(x—5)
A —f 2 2 d
7= X
. EI
5(—%x3+25x2+Px2—5Px—%5x+%x2—125x—5Px+25P+6§—5)
Ay = dx
z j El
0
5(—%x3+775x2—3zl5x+Px2—10Px+25P+%5)
0
1 (55, 75, 375 , 625
AZ:E . (—EX +7X —TX-FPX —10Px+25P+T)dx
[ 106 )




A= 15[ 5/x* +75 x3 375 [x2 i p x3 Lop x2 +25P()+625
27F | 2\4) 723 2 \2 3 2 X)X

1% 5, 25 , 375 , P 625
Z=EO[—§X +7X —TX +3X —SPX +25PX+TX]
375 625
by== [——(5)4 (5)3——(5)2 (5)3+5p(5)2+25p(5)+7(5)]
A 1 [ 3125+3125 9375+125P+125P+125P+31 ]
Z7El 8 2 4 3 2

PASO (5): La carga puntual (P) es una carga ficticia, por lo que el valor de (P) es
igual a 0. por lo tanto, se evalda la ecuacion con un valor de P= 0 y el resultado

sera el valor del desplazamiento vertical que se pide.

Haciendo P = O:

A= 1 3125+3125 9375 125 0) -+ 125(0) + 125(0 +312 ]
| B A (0 +125(0) +125(0) +—
A [ 3125+3125 9375+3125
Z=Fl 2 4 2
Resultado: Desplazamiento vertical en el punto B

A= 3125 (m]
Y

5 ton/m

El= Constante

k 50m ﬁ
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Como se pudo observar, el resultado es el mismo ya sea utilizando la ecuacion (2.13)
o con la ecuacién (2.14), esto quiere decir que se puede calcular un desplazamiento
vertical en cualquier punto de una viga utilizando el Teorema de Castigliano.

Con el objetivo de que se entienda mejor como se calcula un desplazamiento vertical
utilizando el Teorema de Castigliano, se pasara a resolver mas gjercicios, se resolveran
2 ejercicios utilizando la ecuacién (2.13) y también se resolveran otros dos ejercicios
utilizando la ecuacién (2.14), esto con el fin de que el lector pueda calcular un
desplazamiento con cada una de las diferentes ecuaciones y domine mejor cada
ecuacion.

Antes de pasar a resolver otro ejercicio, es necesario presentar atencion en el
resultado del desplazamiento vertical, como se puede observar, el resultado obtenido
fue con signo positivo, esto quiere decir que la carga puntual ficticia (P) se propuso
correctamente en la direccion [1] del desplazamiento. Si se hubiera propuesto la carga
ficticia (P) en otra direccion [T], el resultado tendria un signo negativo.

Es importante mencionar el significado del signo de un desplazamiento vertical
utilizando el método de Castigliano, si en alguna situacion se cree que el
desplazamiento vertical va en una direccion y se propone la carga puntual ficticia (P)
en esa misma direccion, pero al hacer todo el calculo matematico el resultado
obtenido tiene signo negativo, esto significara que el desplazamiento no va en la
direccion que se creia si no que va en la direccion contraria.

Para confirmar lo mencionado, se pasara a resolver una viga en la cual se propondra
la carga ficticia en direccion opuesta a el desplazamiento vertical y se podra observar
que el resultado que se obtenga tendra signo negativo.

Ejercicio 2.10: Calcular el desplazamiento vertical a la mitad del claro de la viga
con la ecuacion 2.13. La viga tiene una longitud de 4 metros y es sometida a una
carga uniformemente repartida de 6 ton/m, Se supone que la seccion transversal
es constante por lo que también lo es el valor del médulo de elasticidad (E) y el
momento de inercia (I).

®

El= Constante

“ . .
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PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia en el punto donde se desea calcular
el desplazamiento vertical, la carga ficticia debe ir en la direccion en la que se
cree que va el desplazamiento.

i

- Ay =~ 6 ton/m
~ ~
MYWW\NM
% El= Constante 7

P
k 2m * 2m >|
F 4m "

PASO (2): Utilizar el Principio de Superposicién.

VIGA INICIAL

Mﬂm

@ﬁ ®
El= Constante
P

I‘ 2m * 2m .'
« -

4m

(=)

VIGA 1 6 tonfm
® ®
El= Constante

+- - "

(+)

VIGA 2
El= Constante
P
I‘ 2m * 2m 'i




PASO (3): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 1.

VIGA 1 6 ton/m

&
El= Constante

o t
: - -

e Calculo de las reacciones de los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

My, =0 (@ 2Fy =0 T(+)
ton 4m
bl hiia _ ton
6o 4 (557) = otem) =0 Va+Vs—6-—(4m)=0
Vg(4m) =48ton-m Vy +12ton—24ton=10
=48t0n-m VA—12ton=0
B= .
4m
Vy=12¢
Vg =12 ton A on

MTVW\

®
. El= Constante -
TVA: 12 tOI‘I TVB: 12 tOI‘I

> im >
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e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 4.0 m]

6 ton/m
:M & IM =0 " )
ton X
”5/’ ¥ MG +6— @) (5) - 1200 =0
VA =12ton M(x) +3x2—-12x =0
— _3x2
k (x) ﬂ M(x) = —3x2 + 12x
e Diagrama de momento flexionante.
(x) M(x)
0.0 0.00
0.5 5.25 [0m < x < 4m]
L9 2-00 M(x) = —3x%+ 12x
1.5 11.25
2.0 12.00
2.5 11.25
3.0 9.00
3.5 5.25
4.0 0.00

111

——
| —



ViGA 1

WWY\

®
- El= Constante .
TVA: 12 ton TVB: 12 ton
[M(x)]
14.00
12 ton-m
12.00
10.00
8.00
6.00 (+)
4.00
2.00
0.00
0 1 2 3 4

PASO (2): Calcular el diagrama de momento flexionante de la viga 2.

VIGA 2

El= Constante

|< 2m * 2m b{

112
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e Calculo de las reacciones de los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

My =0 (v IFy = 0 T(+)
—P(2m)—Vg(4m)=10 Vi +Vg+P=0
Vs(4m) = —P(2m) VA—£+P=O
2
_ P(2m)
Vs = ""um VA+;—)=O
P
vi=-3 [{] va=— []

e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

? ?

I‘ 2m * 2m ﬁ

CORTE AA'[0.0m < x < 2.0m]

{ M, (x)

EMk =0 ‘9
Ml(x)+§x=0
P
Ml(x)=—§x
( ]
| 13 |




CORTE BB’ [2.0m < x < 4.0 m]

B
{ v | EMe=0 ")

M, (x) +§x—P(x— 2)=0

P
V.= P P B Ma(x) +5x = Px +2P =0
v AT 2
P
< * Mz(x)—§x+2P=0
2m (x-2)
P
< =—x—
(X) ﬁ M, (x) S X~ 2P
(x) M(x)
0.0 0.00
1.0 -1/2P
15 —3/4P Ml(X)Z—Ex
2.0 —P
2.0 —P 2m<x<4m]
2.5 —-3/4P
P
3.0 —1/2P M,(x) =—x—2P
35 —~1/4 P 2
4.0 0.00

——
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VIGA 2

0.00

-0.20

-0.40

-0.60

-0.80

-1.00

-1.20

2m

(M(x)]

2m

P

PASO (5): Calcular la energia interna de deformacién elastica [U;] con la tabla
2.1.

2
UFJO(% +%)2dx+

L

msz%@

0

\

2E]
J

I

INTEGRAL A

——
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INTEGRAL A

f(%+%)zdx

2E]

a b
(2D + 2 )? = ()% + 2(a)(b) + (b)?

a b
(2D+ 2 = () +2 20) )+ (")

fo(%ﬂdﬁf 2 L) ") dx+f<“%)2dx

‘ 2E1 \ 2E] | ‘ 2E]
|
Inte;]ral 14 Integral 2A Integ'ral 3A
Integral 1A
2
](%)Zd _j (%}(%) ]
0~ 2E] * 2EI T 2EI 15(”(0(")
(My) (M)
k=12ton-m i=12 ton-m
Y %
| | |
| L=2m | | L=2m
8 L)) (k)| = 2)(12)(12
= WOW| = [m@anan| =18

( ]
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2
| Ay o, 3
0

2E] S5EI

Integral 2A

j 2(27) (™)) dx = j (%) (%) dx = _[ (L)(z)(k)]

2E1
(M,) (M)
k=12 ton-m i=-P
7 L
I L=2m | T Lezm
175 1
=S WO®] =[S @Ena] = -5
ja%)("%)dx_ L,
Integral 3A
2 2 My M; 1
( ) dx=| ( L YOAYE
| C@ - D) - plwow)

——

]
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(My) (M)

k=-P i=-P

| o | -
" L=2m | L=2m

L k ! 2 P P)| = ! P2

ZE,[ WO ®| = ZE,[g( YP-P)| = o

2

| Ty - 1

0 2FI 3EI

INTEGRAL B

4
J (ZZ%Z'+ ZZZ”EF dx
2 2EI

a b
s + 7 )2 = ()2 + 2(a)(b) + (b)?
a b
(Con+ 7 )> = D) + 2 () (7 ) + (7 )?

f(%)dej (W) ) dx+f P ) 4

‘ 2E1 ‘ 2E] | 2E1

Y | Y
Integral 1B Integral 2B Integral 3B
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Integral 1B

j(%)z dx—j (%) (%) [E(L)(i)(k)]
2E1 2E1 ZEI 15
(My) (M)
% k=12 ton-m i=12ton-m
| | |
" L=2m | L=2m
8 1.
[ WOW| =55 @anan| =1

4
| @y o -
2

2E] S5EI

Integral 2B

4
2E1

(My) (M)

/
k=12 ton-m / i=-P

" L=2m | L=2m

%E%m@@ﬂ=%[(m(mﬂd|——*

( ]
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f 2(%)(%) e 10,

El
Integral 3B
4
[@ [ B E) - L [row]
2EI 2EI 2kl
(M) (M)
7
W k=-P // i=-P
| o o
o | L=2m |
1 7r1 ) _ 2
EE]EUJQXkﬂ—~Z§{3QN:PX P)|= -ﬁgP

j(W)Z 1,

2EI 3EI

Energia interna de deformacion

U —j (L +"Z%>2dx+j V) Y

2F 2E1

384 10 1 384 10 1

—_ 2 - _P2

U. =
' 5EI EI +3EI +5EI EI 3EI
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PASO (6): Calculo del desplazamiento vertical (A,) con la ecuacion (2.13).
aU;
~ oP

A_6(384 0, 1, 384 10 1P)
““9P\SEI EI " 3EI" ' SEI EI ' 3EI

10 2 10 2

Ay=——4+—-—P——+-——P
2= TEI T3EI" EI " 3E

La carga puntual (P) es una carga ficticia, por lo que el valor de (P) es igual a 0. Por lo
tanto, se evalla la ecuacion con un valor de P= 0y el resultado sera el desplazamiento
vertical a la mitad del claro de la viga.

Haciendo P = O:
A= 10 0 10 + 0
2= " FI 3E1( ) 3EI( )
10 10
*° El EI
Resultado: Desplazamiento vertical a la mitad del claro
20
Az= - ﬁ [m]

Se puede observar que el resultado fue negativo, esto no significa que el resultado es
incorrecto, lo Unico que indica el resultado negativo es que la carga ficticia (P) que se
propuso no va en la misma direccion que la del desplazamiento.

Si se regresa al ejercicio, se podra observar que se propuso una carga ficticia en la
direccion que se muestra a continuacion:
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Una vez resuelto el ejercicio, el resultado que se obtuvo fue negativo y como ya se
menciono, esto significa que se propuso mal la direccién de la carga ficticia (P) ya que
esta carga no va en direccion del desplazamiento, por lo tanto, el desplazamiento
vertical a la mitad del claro de la viga queda de la siguiente manera.

> am g

Antes de pasar a resolver un nuevo ejercicio, se debe hacer énfasis en un detalle
importante lo cual se explica a continuacion:
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Como se ha mencionado y explicado  pjagrama de momento flexionante

con ayuda de unos ejercicios, el de una carga REAL de 6 ton/m.
Teorema de Castigliano permite

calcular el valor de un desplazamiento ﬁ’“ Ls2 ”‘TE msLsam]

vertical en cualquier punto de un | | —
sistema estructural que en este caso | |
vendria siendo una viga. Para calcular | | 12 ton-m
un desplazamiento vertical, se debe de
colocar una carga ficticia en el punto
donde se desea conocer este | |
desplazamiento. | 4m |

Es asi como se han estado resolviendo
los ejercicios pasados, al colocar una

carca ficticia en una viga, se tendra un
sistema con dos diferentes tipos de Diagrama de momento flexionante

cargas, una carga real y una carga deuna carga puntual FICTICIA (P).

ficticia. En el ejemplo anterior se tuvo [ — — —|—/— — —
una carga real de 6 ton/m, la cual tiene | | |
su propio diagrama de momento
flexionante, de igual manera se tuvo
una carga puntual ficticia (P) la cual
también tuvo su propio diagrama de
momento flexionante.

Al calcular ambos diagramas de I I
momento flexionante, el Teorema de
Castigliano establece que se debe de calcular la energia interna de deformacion del
sistema estructural con el respectivo sistema de cargas. Por lo tanto, con los dos
diagramas de momento flexionante se tiene la siguiente ecuacién para calcular la
energia interna de deformacion:

2 4
U,;=f0(% +%)2dx+fz(% Ty,
|

2E1 2E1
\ J J
1 1
INTEGRAL A INTEGRALB
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La energia interna de deformacion total es igual a la suma de la energia interna de
deformacion del tramo que va desde los 0 metros a los 2 metros mas la energia de
deformacién del tramo que va desde los 2 metros a los 4 metros. Al desarrollar el
binomio al cuadrado de la integral A y de la Integral B, la energia interna de
deformacién de divide en las siguientes integrales:

2 2 2
| by, | \dllh " g, . [ D
0 2EI 0 2EI ‘0 2E

\ )
\ Y ) Y

1
Integral 1A Integral 2A Integral 3A

4 4 4
| @y, | 2 ) g [ P
2‘ 2EI ' 2 2EI ‘2 2EI '

\ J

1 | 1
Integral 1B Integral 2B Integral 3B

Puede que se tenga la pregunta del por qué se explica de nuevo todo lo del gjercicio
anterior, pero toda esta explicacion se debe a la siguiente razon.

Como ya se menciond, la energia interna de deformacién esta compuesta por dos
diferentes diagramas de momento flexionante:

Diagramas de momento flexionante
- g
Yy Do ] CARGA REAL

- Diagramas de momento flexionante
i % y % ] — CARGAFICTICIA

NN

o

La integral 1Ay 1B es el producto de los diagramas de los momentos flexionantes de
la carga real, la integra 2A 'y 2B es el producto del diagrama del momento flexionante
de la carga real y la mitad del diagrama del momento flexionante de la carga ficticia,
la integral 1C y 2C es el producto de los diagramas de los momentos flexionante de
la carga ficticia. Esto se puede ilustrar de la siguiente manera para que se pueda
entender mejor:
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2 4 4
|t ) .
0 2EI ,

|

1

" 4
[ 2cath ")
0 2EI

Momento Momento Momento Momento Momento Momento
CARGA CARGA CARGA CARGA CARGA CARGA
REAL REAL REAL FICTICIA FICTICIA FICTICIA

2 4 4
i+ | T Q)
0 2E1

J

Integral 1A Integral 2A Integral 3A
Momento Momento Momento Momento Momento Momento
CARGA CARGA CARGA CARGA CARGA CARGA

REAL REAL REAL FICTICIA FICTICIA FICTICIA

4 f * 4 f *
) ) | 2> P>
2EI , 2 ‘ 2EI

T

Integral 1B

Integral 2B

4
(
dx+f2
L

4 4
7 (77 )
2E1 |

Integral 3B

Si se regresa al ejercicio 2.10, se podra observar que cada integral se resolvio por
separado y al obtener el resultado de cada integral se hizo una sumatoria para
obtener la energia interna de deformacion. Al obtener la energia interna de
deformacion, el teorema de Castigliano establece que se debe de derivar esta energia
interna con respecto a la carga ficticia (P), al hacer esto, se podra observar en el mismo
gjercicio, que el resultado de las siguientes integrales se hacen cero (0) al derivar la
energia interna con respecto a “P":

[0]
2 2 2
| fat .. .| 2 dll C@ .. | @) @)
0 0 2EI 0 2EI

Y J \ Y J \ v J
Integral 1A Integral 2A Integral 3A

0]

4
) . | 2> P
El J ’ \ 2EI )

Y Y Y
Integral 1B Integral 2B Integral 3B

4
i | )
2‘ 2E1
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Después de derivar la energia interna de deformacion con respecto a “P”, se sustituyé
el valor de "P” en el resultado de la derivada parcial, como ya se ha mencionado en
varias ocasiones, el valor de “P" es igual a cero, ya que la carga "P" es una carga ficticia.
Si se regresa al ejercicio 2.10, se podra observar que al evaluar la ecuacion que resulto
de derivar la energia interna de deformacidén con respecto a la carga ficticia P, el
resultado de las siguientes integrales se hicieron cero (0):

[0] [0]
2 2 2
| fat) . | xdlh) @ ., | @)
0 0 2E] 0

2EI

Y
Integral 3A

J \ J \ )

Y I
Integral 1A Integral 2A

[0]
4

4
) o | 2> P>, | L)
EI ' 2‘ 2EI | 2

Y 1
Integral 1B Integral 2B

Integral 3B

Las Unicas integrales que no resultaron ser igual a cero después de derivarlas o al
sustituir el valor de P igual a cero (P = 0), son las integrales 1B y 2B. Si se les presta
atencion a estas integrales, se podra observar que estas integrales son el producto de
los diagramas del momento flexionante de la carga real y el momento flexionante de
la carga ficticia.

Fue tardado resolver el gjercicio anterior, ya que se tuvo que obtener el resultado de

cada integral por separado y después hacer la suma de cada resultado, con todo lo
explicado anteriormente se podran simplificar los ejercicios que se presenten mas
adelante, esta simplificacién reducira el tiempo para calcular un desplazamiento
vertical utilizando la tabla 2.1.

Lo antes mencionado se puede resumir en las siguientes conclusiones:

e Elresultado de la integral que tenga el producto de dos diagramas de momento
flexionante de una carga "REAL" tendra un valor igual a cero (0) por derivacion,
es decir, cuando se derive la energia interna de deformacion, el resultado de
esta integral sera igual a cero (0).
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e Elresultado de la integral que tenga el producto de dos diagramas de momento
flexionante de una carga “FICTICIA" tendra un valor igual a cero (0) por
sustitucion, es decir, cuando se derive la energia interna de deformacién y al
resultado obtenido se le sustituya el valor igual a cero de la carga ficticia, el
resultado de esta integral sera igual a cero (0).

e La Unica integral que no sera igual a cero (0) ya sea por derivacion o por
sustitucion, es la integral que tenga el producto de un diagrama de momento
flexionante de una carga "REAL" por un diagrama de momento flexionante de
una carga “FICTICIA".

Se resolvera los ultimos ejercicios utilizando la ecuacién 2.13 y la tabla de integracion,
en estos Ultimos ejercicios se empleara la simplificacion que se acaba de explicar y se
podra observar que con esta simplificacién que se dedujo se reducira el tiempo
requerido para calcular un desplazamiento vertical. Toda esta explicacion tiene
relacién con otro método que se vera mas adelante, este método se le conoce como
“El Principio del trabajo virtual” y se vera mas a detalle terminado el tema del Teorema
de Castigliano, por el momento se recomienda que quede bien entendido lo que se
explico.

La simplificacibn que se dedujo solo aplica cuando se desea conocer un
desplazamiento vertical en un punto donde no se tiene una carga puntual “REAL",
como se menciond al principio de esta seccidén, si se requiere conocer un
desplazamiento vertical en un punto donde se tiene aplicada una carga puntual
“REAL", en lugar de colocar una carga puntual "FICTICIA” en ese mismo punto, lo
Unico que se hace es convertir en una variable el valor de la carga puntual “REAL", al
hacer esto, cuando se calcule la energia interna de deformaciéon y después se derive
esta misma, al valor obtenido se le sustituira el valor de (P), este valor ya no sera igual
a cero (0), si no el valor de "P" sera igual al valor de la carga puntual “REAL", todo esto
se entendera mejor resolviendo un ejercicio.

por el momento solo es importante mencionar que todo lo explicado anteriormente
solo aplica cuando se desea conocer un desplazamiento vertical en un punto donde
no se tenga una carga puntual “REAL", es decir, solo aplica cuando se propone una
carga puntual “FICTICIA” en un punto donde se solicita conocer su desplazamiento,
donde el valor de P = 0. Una vez dicho esto, se pasara a resolver un ejercicio
empleando lo que se explicd con anterioridad.
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Ejercicio 2.11: Se desea conocer cual es el desplazamiento vertical a la mitad del
claro de la viga simplemente apoyada. La viga es sometida a dos cargas
triangulares de 7 ton/m, para calcular el desplazamiento vertical se requiere

utilizar la ecuacion (2.13).

7 ton/m 7 ton/m

~ El= Constante P
3 ~ ~ AZ _6? _ - “4
—~ S~ —_ - -
—_— — l - — — —
3.0m 3.0m
< > q

PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia (P) en el punto donde se desea
conocer el desplazamiento vertical.

7 ton/m

El= Constante

|< ' 3.0m * 3.0m ’l
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PASO (2): Utilizar el Principio de Superposicion.

VIGA INICIAL

)

VIGA 1 (

El= Constante

I‘ 3.0m * 3.0m .|

P

VIGA 2 l (+)

® ®
El= Constante

|‘ 3.0m * 3.0m ’l

.‘_

PASO (3): Calcular el diagrama de momento flexionante de la viga 1.

VIGA 1

7 ton/m 7 ton/m

El= Constante

|‘ 3.0m * 3.0m .|
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e Calculo de las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

IM, =0 @
—VB(6m)+[ )“ 3m)] l (Bm)“ (3m)+3m]_o

—Vg(6m)+ [% ton] [2m] + [% ton] [4m] =0

—Vg(6m)+63ton-m =0

_63t0n-m

B~ 6m

Vp=—1t¢

B 2 on
2Fy =0 T(+)

ton (3 ) ton (3m)

Vio+ Vg — =0
V+2t 2t —t =0
A > on > on 5 on

21
Vs Y ton=20

El= Constante

% A B 2

|< 3.0m >|< 3.0m ’|
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e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

D |

CORTE AA'[0.0m < x < 3.0m]

w(x) = % (x)

® ——
| f (x)
(x) — 7 ton/
TV % o w0 =7 tonim
|< (x) ’l w(x) = %(X)
ZMk =0 *)
7
21 zx) (D11
TR IR L G A
21 7
= 23—
M, (x) 5 X +18x 0
M, (x) = —%x3+%x
CORTE BB’ [3.0m < x < 6.0 m]
~ B
7 ton/m Wy T
] e
¢ — 0,
7 B-




W,
7 ton/m L 7ton/m | [
w2 ................... .
N 3m
W, = 7 ton/m - W, W1 _ 7ton/m
(x-3)  3m
W,=7-Z(x-3)
3 W, = Z(x-3)
ZMk - O (+))
(Z(x—3)> (x—3)]
21 (NB3)][1 3 2 7 1 B
Ma0) — S () +[T][§3+x—3] t - Fa-3]+ [(7—§(x— 3)) (x—3)“§(x— 3| =0
21 21 7 2 7 1
I - _ _ _ o __ (+2 _ —
M, (x) 2(x)+[2][x 2]+[6(x2 6x+9)”3x 2]+[7 3x+7”2(x 6x+9)]—0
21 21 7 2112 7 1 9
Mz(x)—7x+7x—21+[gx2—7x+7”§x—2]+[—§x+14] [§x2—3x+§]=0
M()EE 2142w By Tar 21— Da3 72— 2 k2 —a2x 463 = 0
2x—2x+2x— +9x—3x+x—3x+ X — —6x+x—2x+x— x+63=

7 63
My() —=x3 +7x2 =2 x + 21 =
2 (%) T + 7x S X+ 0

7 63
M,(x) g% —TxX+x—21
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Diagrama del momento flexionante.

(x) M(x)
0.0 0.00
05 520 [0m<x<3m]
1.0 10.11 () 7 L, 21
15 14.44 1(0) = — e+ —-x
2.0 17.89
2.5 20.17
3.0 21.00
3.0 21.00
3.5 20.17 [3m<x<6m]
4.0 17.89 7 , . 63
4.5 14.44 Mz(x)=1—8x - 7x +7x—21
5.0 10.11
5.5 5.20
6.0 0.00

7 ton/m 7 ton/m

El= Constante

¢ 3.0m >e 30m >
[M(x)]
25.00
21ton-m
20.00
15.00
10.00 (+)
5.00
0.00
0 1 2 3 4 5 6
( )|
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PASO (2): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 2.
P
VIGA 2 l

®

El= Constante
7% ]

TVA 3.0m 3.0m TVB
k ' - ' -

e Calculo de las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

2Fy =0 T(*-)
ZMA - 0 @
—Vg(6m)+P(3m)=0 p
Vs(6m) = P(3m) Vatg—P=0
_P@3Bm) v —£=0
VB— (6m) A 2
P P
VB=E Va=73
lP
®
El= Constante
% %
A p A
Va= 5 V=2
2
h 3.0m >|‘ 3.0m >
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Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

CORTE AA’[0.0m < x < 3.0 m]

CORTE BB [3.0m < x < 6.0 m]

[

Ma(x)

EMk =0 (+)
M) 5 () =
M;(x) == (x)

P
M, (x) = —Ex+3P

® @ XM, =0 ‘D
7 P
A B My(x) + P(x—3)—=(x) =0
V=P 2
A 2 p
3 Mz(x)+Px—3P—Ex=O
<«  3m *(X- ),
n (x) >
(x) M(x)
0.0 0 [0m < x <3m]
1.0 1/2P p
2.0 P Mi(0) =5 x
3.0 3/2P
3.0 3/2P [3m<x<6m]
4.0 P p
5.0 1/2P | My(x) = -5 x+3P
6.0 0

——
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lp
®

El= Constante

« 3.0m >|< 3.0m >

1.60

1.40

1.20

1.00

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00

PASO (5): Calcular la energia interna de deformacién elastica [U;] con la tabla
2.1.

2E1
| |
| Y

INTEGRAL A INTEGRAL B

3 6
Ui:L(M +A®)2dx+,[3(%;%)zdx
| J
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U; —j (%)de_l_j 2(%)(&) dx+J (4@ )de+

2EI
\ v \ Y J 1 '
Integral 1A Integral 2A Integral 3A
2 2
j(%} dx+j 2(%)(%&_) dx+j (%) i
3 2EI
\ ) \
1 Y 1
Integral 1B Integral 2B Integral 3B

Se eliminan las integrales que tengan el producto de los diagramas del momento
flexionante de la carga real y de la carga ficticia, ya que el valor de estas integrales
sera igual a cero a causa de la derivacion y de la sustitucion.

[0] Sustitucion

j(% %} dx+j 2 ) () dx+j(‘s@

Derivacion

EIl 2EI

Y |

Integral 1A Integral 2A Integral 3A
Derivacion [0] Sustitucién [0]
6

| ¢ (%) dx+f W) D) dx+j( ()
3 2EI
\ ) \ Y J

Integral 1B Integral 2B Integral 3B

La energia interna de deformacién quedara de la siguiente manera:

3 6
- | ) (S ier [ () )
El El
J

l

J \
Y I
Integral 2A Integral 2B
Integral 2A

3 Mk Mi
115 ,
L(% ])EI(A@) dx = E[E(”(”(")l

——
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(My)

% _;= 21 ton-m % T

! L=3m ! L=3m

]
NI
o

i[_(L)(l)(k)] EE(3)< >(21)] 8EIT

3
j(%)@@) ax=Bp

EI
Integral 2B
S o M 1[5
j ) ) dx = —l—(L)(i)(k)]
3 T El|12
(My)
~ —_ (M)
k = 21 ton-m i=3P
I o I
L=3m L=3m !

%[ﬁ“)(‘)(’ﬂ] ﬁﬁ@( )@”] g1’
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6
](%)(%) ax =5,

8EI

ENERGIA INTERNA DE DEFORMACION

3 6
Ui= [ ) (S) 4 | ) W) g,
0 El 3 El

U = 315P N 315P
' 8EI 8EI
PASO (6): Calculo del desplazamiento vertical (4,) utilizando la ecuacién (2.13).
U (2.2)
daP
A =i(§P+§ > 315 315
Z 0P \8EI 8EI 8EI 8EI

Resultado: Desplazamiento vertical a la mitad del claro de la viga

, _ 315
2= 21 ™

7 ton/m 7 ton/m

Se pasara a resolver un ejercicio donde se calcule un desplazamiento vertical en un
punto donde ya se encuentre una carga puntual y se vera como se resuelven este tipo
de ejercicios.
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Ejercicio 2.12: Calcular el desplazamiento vertical en el punto B que se encuentra
a la mitad de una viga simplemente apoyada que tiene una longitud de 6 m, la
viga es sometida a una carga puntual de magnitud de 7 ton a la mitad de la viga,
para calcular el desplazamiento vertical se requiere utilizar la ecuacion (2.13).

ECUACION (2.13)
oy
9P

7 ton

® ©

;\ El= Constante -
3 \\ / 7
RS Dy=¢ 7 -
— — - —
—_— —_— L - ——
3m
2 e 3m -

> 6m g

PASO (1): Como se mencioné al principio de esta seccion, si se tiene una carga
puntual en un punto donde se desea conocer un desplazamiento, no es
necesario colocar una carga puntual ficticia (P) lo unico que se hace es que la
carga puntual de 7 toneladas se convierte en una variable “P".

P

® ©
El= Constante

Z i

k 3m * 3m >|
) &m >
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PASO (2): Calcular el diagrama del momento flexionante.

P

® 1 ©
7 73
T A El= Constante TVC

’< 3m * 3m ﬁ
« om g

e Calculo de las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

M, =0 (v ZFy =0 1,
—Ve(6m)+P(Bm)=0 Vi+Ve—P=0
Ve.(6 m) =P(3m) VA+§—P=0
_P(3m) p
© (6m) =z =0
P P
VC:E VA:E
P
® l ©
73 23
4 P El= Constante i
VA=? Vc=
P 3m * 3m >
< 6m >

——
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e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

A{ lP B
® ©
/
A : : A
v.= P Al El=Constante B V.= P
AT 2 c™2
p 3m ’|< 3m q
< 6m >
CORTE AA’ [0.0 m < x < 3.0 m]
ZMk =0 +)

M, (x) —g (x)=0

My =3 ()

A /‘ .
B

Vo=
<«  3m *(X-3)ﬂ
< (x) >{

EMk=O ‘9

M, (x) + P(x — 3) —g(x) =0
P
Mz(x)+Px—3P—Ex =0

P
M, (x) = —Ex+3P

(
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1.60

1.40

1.20

1.00

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00

(x) M(x)
0.0 0 [0m < x <3m]
1.0 1/2P P
2.0 P M1 () =5 x
3.0 3/2P
3.0 3/2P Bm<x<6m]
4.0 p P
5.0 1/2 P M,(x) = —Ex+3P
6.0 0
lP
]
VA _ El= Constante
3m 3m

e

6m

[M(x)]

—
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PASO (3): Calcular la energia interna de deformacién elastica [U;] con la tabla

2.1.
(M2 (x)
X
Ui:f 2E]
0
6 6 M;, M;
0 2F] 0 2F] 2EI |3
(M,) T (M) e
k=%P |=%P
| | | |
I L=6m | | L=6m |
3\ (3 9
ZEI[ (L)(l)(k)] 2El [3 (6) (EP) (EP)] =2El
6
Ui=| (L2)? dx = > p
i 0( — ) dx 4-EIP

PASO (4): Calculo del desplazamiento vertical (A,) con la ecuacién (2.13).
U,
dP

A—a(ng)—(Z)(9P>— I p
Z7 9P \4EI AEI ) 2EI

A=

La carga puntual (P) no es una carga ficticia, si no una carga puntual real que se
convirtié en una variable "P". Esta variable tiene un valor de 7 ton, por lo que se
sustituye el valor de P = 7 en la ecuacion para calcular el desplazamiento vertical de
desea conocer.

——
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Haciendo P = 7:
A, = 2 P = i 7
Z7 2FE] _ZEI()

Resultado: Desplazamiento vertical en el punto B

A_63[]
z= g1 M

7 ton

> 6m >

Se resolvié una variedad de ejercicios teniendo el mdédulo de elasticidad (E) y el
momento de inercia (I) como un valor constante en toda la longitud de la viga, por lo
tanto, ahora se resolvera un ejercicio en donde se calculara el médulo de elasticidad
y el momento de inercia de una viga de concreto y de esta manera se conocera el
valor de un desplazamiento que sufre una viga de concreto.

145

——
| —




Ejercicio 2.13: Calcular el desplazamiento vertical a la mitad del claro de la viga
simplemente apoyada que es sometida a una carga uniformemente repartida de
7 ton/m, la viga de 20 cm x 40 cm tiene una longitud de 6 metros y esta
elaborada de un concreto de agregado calizo de Clase I que tiene un f'c = 300
Kg/cm?. Calcular el desplazamiento con la ecuacién (2.13).

Seccion Transversal

f'c = 300 Kg/cm? 7 ton/m

®

- o -

40 cm

N

20 cm

PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia (P) en el lugar donde se desea
conocer el desplazamiento.

7 ton/m
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PASO (2): Utilizar el Principio de Superposicién.

VIGA INICIAL

VIGA 1 7 ton/m

PASO (3): Calcular el diagrama de momento flexionante de la viga 1.

VIGA 1 7 ton/m

> = >
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Calculo de las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

IMy =0 G XFy =0 T(+)

ton 6m
—Vg(6m)+7—(6m) (—) =0 ton
m 2 VA+VB_7F(6m)=O

—Vg(6m)+126ton-m=0
Vy+21ton—42ton=0
126 ton-m
B=" om Vy—21ton=0
Vg =21ton Vag=21ton
W\t—n\’;\/—\/—\

T V, =21 ton Vg =21 tonT

« em -

e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 6.0 m]

7 ton/m M(x) SM. =0 D
v ‘ ’
O,

M(x) + 7(x) (326) —21(x) = 0

7
M(x) +Ex2— 21x =0

7
M(x) = —Exz +21x
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Diagrama del momento flexionante.

35.00

30.00

25.00

20.00

15.00

10.00

5.00

0.00

(%) M(x)
0.0 0.00
0.5 9.63 [0m <x<3m]
1.0 17.50 ”
15 23.63 M(x) = —Zx% +21x
2.0 28.00
2.5 30.63
3.0 31.50
3.5 30.63
4.0 28.00
4.5 23.63
5.0 17.50
5.5 9.63
6.0 0.00

K\Wmm

V, =21 ton Vg =21 ton
< 6m >
[M(x)]
31.5ton-m
(+)
0 1 3 4 5
[ 149 }



PASO (2): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 2.

P
VIGA 2 l
®
El= Constante .

ty, v

k 3.0m * 3.0m >{

Calculo de las reacciones de los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

2Fy =0 T(+)
My=0 (v
Vi+ Vg —P=0
—Vg(6m)+P(3m)=0 p
Vs (6m) = P(3 m) Vat 5 =P=0
_P(3m) v —£=0
VB— (6m) A 2
P _P
VB:E VA_ 2
lP
®
El= Constante
A > 4
Va=—- Ve=—5-
< 3.0m * 3.0m >

'
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Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

CORTE AA’[0.0m < x < 3.0 m]

CORTE BB [3.0m < x < 6.0 m]

[

Ma(x)

EMk =0 (+)
M) 5 () =
M;(x) == (x)

P
M, (x) = —Ex+3P

® @ XM, =0 ‘D
7 P
A B My(x) + P(x—3)—=(x) =0
V=P 2
A 2 p
3 Mz(x)+Px—3P—Ex=O
<«  3m *(X- ),
n (x) >
(x) M(x)
0.0 0 [0m < x <3m]
1.0 1/2P p
2.0 P Mi(0) =5 x
3.0 3/2P
3.0 3/2P [3m<x<6m]
4.0 P p
5.0 1/2P | My(x) = -5 x+3P
6.0 0

——
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lp
®

El= Constante

« 3.0m >|< 3.0m >

1.60

1.40

1.20

1.00

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00

PASO (5): Calcular la energia interna de deformacién elastica [U;] con la tabla
2.1.

2E1
| |
| Y

INTEGRAL A INTEGRAL B

3 6
Ui:L(M +A®)2dx+,[3(%;%)zdx
| J
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U; —j (%)de_l_j 2(%)(&) dx+J (4@ )de+

2EI
\ v \ Y J 1 '
Integral 1A Integral 2A Integral 3A
2 2
j(%} dx+j 2(%)(%&_) dx+j (%) i
3 2EI
\ ) \
1 Y 1
Integral 1B Integral 2B Integral 3B

Se eliminan las integrales que tengan el producto de los diagramas del momento
flexionante de la carga real y de la carga ficticia, ya que el valor de estas integrales
sera igual a cero a causa de la derivacion y de la sustitucion.

[0] Sustitucion

j(% %} dx+j 2 ) () dx+j(‘s@

Derivacion

EIl 2EI

Y Y Y
Integral 1A Integral 2A Integral 3A
Derivacion [0] Sustitucién [0]
6
| ¢ (%) dx+f W) D) dx+j( ()
3 2EI
\ ) \ Y J
Integral 1B Integral 2B Integral 3B

La energia interna de deformacién quedara de la siguiente manera:

3 6
Ui= | ) (N) 41 | (> P 4,
0 El 3 El ’

l

| |
Integral 2A Integral 2B

Integral 2A

3 M;, M;
j () (SN 4y = iP(L)(i)(k)]
0 £l Ell12

——
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(M) (M)

/A k=31.5t0n% i P

]
][44

L=3m L=3m
gl 0OW)] = 5[5 (57) 619)] = 7557

16E1

3 Mg M;
| ) () - 9%,
0 EI

Integral 2B

6 Mk Mi
5
L D) ) do = %[E(L)(i)(k)]
El

(Vi) T o (M)

I
NIw
B

k=31.5ton-m |

L=3m L=3m

%[E(L)(l)(k)] E1[12(3)( >(315)] 16E1

——
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ENERGIA INTERNA DE DEFORMACION

3 6
Ui= | ) () 4+ | (> W) 4,
0 El 3 El

945 b 945 p
T 16EI 16EI

PASO (6): Calculo del desplazamiento vertical (A,) utilizando la ecuacién (2.13).

=

U,
~ 9P
0 /945 945 945 945
2= ﬁ(mEIP T3] P) = 16E1 ' 16E1
945
2= BEI

PASO (7): Calculo del momento de inercia de la seccion transversal de la viga.

Seccion Transversal b B3

A 1=

b=20cm=0.2m

h=40cm =04m

IN\N

h=40cm
. (0.2m)(0.4m)3
4 B 12
I=—m?
b=20cm 1875

——

155

'




Para realizar un analisis lineal completo, se deberan de tomar en cuenta dos factores
que se encuentran especificados en las Normas Técnicas Complementarias, los cuales
son:

e Factor de agrietamiento
e Deformacién a largo plazo

FACTOR DE AGRIETAMIENTO

En algunas ocasiones cuando se realiza un analisis estructural en elementos de
concreto, se considera al elemento como una seccidon no agrietada para el calculo de
la rigidez de este mismo, siendo esto inapropiado, debido a que el agrietamiento en
un elemento tipo viga puede ocurrir simplemente al ser sometido a un sistema de
cargas o en eventos sismicos de menor intensidad al nivel del sismo de disefio.

El agrietamiento que se presenta en una viga de concreto ocasionado por las fuerzas
aplicadas en este elemento o por las fuerzas sismicas, reducen la rigidez de este
elemento y como se sabe, el momento de inercia es una propiedad mecanica que
aumenta la rigidez de un elemento, entonces, si se reduce el momento de inercia
debido al agrietamiento que puede presentar un elemento, esto provocara que la
rigidez igual disminuya y se sabe que la rigidez es la capacidad de un elemento
estructural de resistir o de impedir las deformaciones que puedan presentarse en
dicho elemento al ser sometido a un sistema de cargas, por lo que, al reducir la
rigidez, las deformaciones en el elemento tipo viga aumentaran.

Las deformaciones en un elemento en donde no se toma en cuenta el factor de
agrietamiento seran menores que las deformaciones en un elemento en donde si se
toma en cuenta el factor de agrietamiento, ya que como se dijo anteriormente, el
agrietamiento reduce la rigidez de un elemento, lo que provoca que las
deformaciones aumenten.
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Se sabe que el agrietamiento reduce la rigidez de un elemento, por lo que, si no se
toma en cuenta este factor, se podrian tener graves consecuencias estructurales, por
lo tanto, el factor de agrietamiento se considera como una proporcion de la rigidez
de la seccion no agrietada, estos factores de reduccion vienen especificados en las
Normas Técnicas Complementarias para ser aplicados en el momento de inercia del
elemento estructural considerado como no agrietado.

Las Normas Técnicas Complementarias establecen que cuando se apliquen métodos
de analisis lineal, en el calculo de las rigideces de los miembros estructurales se
tomara en cuenta el efecto del agrietamiento, estos factores de reduccion obtenidos
experimentalmente vienen presentes en la siguiente tabla:

Momentos de inerciapara calculo derigideces

Elemento Momento de Inercia

Vigas y muros agrietados 0.5 (Ig)

Columnas agrietadas 0. 7(Ig)

Columnas y muros no agrietados (I q)

Donde:
(Ig) = Momneto de inercia del elemneto estructural considerado

como no agrietado

Como se puede observar en la tabla, en vigas y muros agrietados se debera de reducir
un cincuenta por ciento el valor del momento de inercia.

Al reducir la rigidez de un elemento, provocara que el valor del desplazamiento
vertical aumente, es decir, al reducir un cincuenta por cierto (50%) el momento de
inercia, se reducira a la mitad la capacidad que tiene la viga que se esta resolviendo
de imponerse a una deformacion, por lo que aumentara el valor de la deformacién
que se esta calculando.

Una vez explicado que es el factor de agrietamiento y porque se toma en cuenta, se
pasa a utilizar este factor en el momento de inercia ya calculado:
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VALOR DEL MOMENTO DE INERCIA CONSIDERANDO EL FACTOR DE
AGRIETAMIENTO

1—05()

I
9~ 1875 "

2
=05 (-2 m)
1875

[= L
1875

La deformacion a largo plazo se toma en cuenta al final del ejercicio.
PASO (8): Calculo del Médulo de Elasticidad de la Viga.

Se tiene un concreto de Clase I de agregado calizo que tiene un f'c = 300 Kg/cm?. Las
Normas Técnicas Complementarias de la Ciudad de México establecen que para un
Concreto de Clase I de agregado calizo, el médulo de elasticidad se calcula con la
siguiente formula:

E = 14,000,/f"c

E = 14,000,/300 kg/cm? = 242487.1131 kg/cm?

Se convierte el modulo de elasticidad de (kg/cm?) a (ton/m?).

1ton ) (100 cm>2
1000 kg

E =2,424,871.131 ton/m?

E =242,487.1131 2(
87.1131 kg/cm T

PASO (9): Calculo del desplazamiento vertical a la mitad del claro de la viga.

L_945 945
“ 8EI
8 (1875) (2,424,871.131)

A,= 0.0913 m
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PASO (10): Se considera la deformacion a largo plazo que viene especificada en
las Normas Técnicas Complementarias.

Como se menciono en la pagina 156, para realizar un analisis estructural adecuado,
se deben de considerar dos factores importantes, el factor de agrietamiento que ya
se tomo en cuenta en el calculo del momento de inercia y la deformacién a largo
plazo.

DEFORMACION A LARGO PLAZO

La deformacién a largo plazo, como su nombre lo indica, son deformaciones que se
van presentando en un elemento estructural durante un determinado tiempo, existen
dos tipos de deformaciones, la deformacién instantanea o inmediata que se le conoce
como deformacion elastica la cual se calculd en el paso 9 del egjercicio que se esta
resolviendo, y la deformacion a largo plazo que se va presentando en un determinado
lapso de tiempo.

La deformacion a largo plazo también se le conoce como deformacién por flujo
plastico, esta deformacion se va presentando en las vigas de concreto con el paso del
tiempo y se considera por medio de una férmula que permite conocer el valor de la
deformacion que se puede presentar a largo plazo, a esta férmula se le conoce como
factor de deformacién a largo plazo, el cual incrementa el valor de la deformacion
instantanea, este incremento es la deformacion adicional que ocurre a largo plazo en
miembros de concreto normal clase 1.

El factor a largo plazo puede incrementar el doble o hasta el tripe el valor de la
deformacion instantanea, es decir, si se toma en cuenta la deformacion por flujo
plastico, esto provocara que la deformacion de un elemento de concreto aumente
considerablemente, por lo que, si no se considera esta deformacion se podrian tener
graves consecuencias a futuro en los elementos de concreto.

Las Normas Técnicas Complementarias establecen que la deformacién total en un
elemento estructural tipo viga debe ser igual a la deformacién elastica multiplicada
por un factor de largo plazo, este factor viene especificado en las mismas normas y
se menciona a continuacion:

A no ser que se utilice un analisis mas preciso, la deflexién adicional que ocurra a
largo plazo en miembros de concreto normal clase 1, sujetos a flexion, se obtendra
multiplicando la flecha inmediata, por el factor:

2
1+ 50P
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Donde:

P” = Cuantia de acero a compresion.

Para elementos de concreto normal clase 2, el factor a largo plazo serd igual a
4.

En la pagina 10 de la presente tesis se menciono que las vigas de concreto se
refuerzan con acero para lograr una resistencia en conjunto, se refuerzan con acero
longitudinal (varillas) y con acero transversal (estribos). El acero longitudinal se coloca
en el lecho superior para resistir los esfuerzos a compresion y también se coloca acero
longitudinal en el lecho inferior para resistir los esfuerzos a tension.

Para conocer el factor a largo plazo se debe de calcular la cuantia de acero a
compresién y como ya se menciond, el acero a compresién se localiza en el lecho
superior de una viga y para calcular la cuantia del acero a compresién, se debe de
utilizar la siguiente formula:

Area del Acero a compresion  As
p= =

Area del concreto "~ Ac

(Numero de varillas)(Area de la seccién transversal de la varilla)

p= B)(d)

m\/\/ Acero a compresion

d Donde:

b = Base de la seccion transversal

h = Peralte de la secciodn transversal

I r = Recubrimiento (r = 10% * h)

| I d = Peralte efectivo (d=h-r)

El valor de la cuantia de acero a compresion se conoce cuando de realiza un disefo
estructural, pero como en este ejercicio no se realizo un disefio y por lo tanto no se
conoce el armado de la viga de concreto, se recomienda utilizar las siguientes
consideraciones:
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e Serecomienda suponer que se tienen dos varillas del nUmero cuatro (2 var #4)
en la zona de compresidn y con esto calcular la cuantia de acero a compresion
y asi conocer el valor de P".

e Alno conocer el acero en compresion, se puede proponer una cuantia de acero
aigual a cero (P" = 0).

En este ejercicio se propondra una cuantia de acero a compresion igual a cero (P* =
0).

Para calcular el desplazamiento o la deformacién total presente en una viga de
concreto, se utilizara la siguiente férmula:

—

Arorar= Az(1+ a)

I—> Deformacion a Largo Plazo

Deformacion Instantanea

Donde:
_ 2
* = 1+¥s50P

Se calcula el valor de alfa, pero como se propone una cuantia de acero a compresién
igual a cero (p” =0), el valor de alfa sera igual a:

ho 2 2
1+ 50P 1+ 50(0)
Por lo que, el valor de la deformacion total sera igual a:
Arorar=8z(1+ a)
A,= 0.0913m
a= 2

ATOTALZ 00913(1 + 2)
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Resultado: Desplazamiento o Deformacion Total

ATOTAL= 0 2739 m

N ~ — //
— __,-'"
>
|< 3m 3m ’I

Es importante mencionar que el factor de agrietamiento y el factor de deformacion a
largo plazo solo aplica en vigas de concreto, en vigas se acero no se consideran estos
factores.

Para que la viga que se resolvié cumpla con el estado limite de servicio que viene
especificado en las normas técnicas complementarias y explicado en la pagina 18 de
la presente tesis, el desplazamiento calculado debera ser menor al desplazamiento
permisible, los cuales vienen especificados en la pagina 18 y 19 de la presente tesis:

ATOTAL < APERMISIBLE

Supdngase que se tienen dos diferentes casos, en un caso la viga que se resolvio
tiene aplicado en toda su longitud un elemento no estructural y en el segundo caso
la viga no tiene un elemento no estructural, por lo que se pasara a verificar si en
estos dos casos la viga que se resolvid cumple con el estado limite de servicio.

Caso (1): La viga que se resolvié tiene aplicado un elemento no estructural en
toda su longitud.
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Elemento no estructural

{,_ 7(ton/r31

— = = =

1 | I 1
l I I I
l | I I
| | I I
| | | I

1
|
|
1

1 | I I
I | I I
I | I I
l | I I

®
P~ ~ A=02739m__ )
S~

Se calcula el desplazamiento permisible:

L 6m
ApErMISIBLE= 780 480 0.0125m

Se verifica si se cumple el estado limite de servicio:

AroraL< ApErMISIBLE
ATOTAL= 0 2739 m
Apgrmisipre= 0.0125m

0.2739m > 0.0125m  (NO CUMPE)

Se puede observar que, en el primer caso, no se cumple con el estado limite de
servicio, por lo que se pasara a verificar si en el sequndo caso si se cumple el estado
limite de servicio:

Caso (2): La viga que se resolvié no contiene un elemento no estructural en
toda su longitud.

;7ton/m

o~ A=02739m__ 7 NN =5k -
S>— v == s [P
——_— \"-. — = - //

3m * 3m 'I |‘ L ’I
Se calcula el desplazamiento permisible:

L 6m
ApgrMISIBLE= 540 = 520 = 0.025m
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Se verifica si se cumple el estado limite de servicio:

ATOTALS APERMISIBLE
ATOTAL= 0 2739 m

Apgrmisipre= 0.025m
0.2739m > 0.025m (NO CUMPE)

Como se puede observar, en ninguno de los dos casos se cumple con el estado limite
de servicio, por lo que se debera de reducir la deformacion total.

Para que la deformacién total (Arprar) S€a menor que la deformacion permisible
(ApgrmisiaLe) Y asi se pueda cumplir con el estado limite de servicio, se deberan de
realizar o tomar en cuenta una de las siguientes recomendaciones para reducir la
deformacion total:

1. Aumentar el f'c para que aumente el valor del médulo de elasticidad (E), ya
que el modulo de elasticidad es una propiedad mecanica que disminuye el
valor de los desplazamientos o las deformaciones.

2. Cambiar las medidas de la seccion transversal, de preferencia aumentar el valor
del peralte (h) para que con esto aumente la inercia y asi la viga pueda tener
mayor rigidez y con esto disminuya la deformacion.

3. Aumentar el acero en compresion para que asi disminuya el valor de alfa ()
y se reduzca el valor de la deformacion por flujo plastico.

2
= 1+s0P

Solo en este egjercicio se calcularon las deformaciones permisibles y se explico a
detalle que es el factor de agrietamiento y la deformacién a largo plazo, esto con el
fin de que el lector pueda tener el conocimiento de cdmo realizar un analisis lineal
completo y optimo, en los préximos ejercicios solo se calcularan los desplazamientos
totales, quedara a criterio de cada uno el comprobar si en cada ejercicio se cumple
con el estado limite de servicio.

El objetivo de la presente tesis es que el lector pueda calcular desplazamientos
utilizando diferentes métodos numéricos y entienda la importancia de calcular estos
desplazamientos en los elementos estructurales.
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Es importate recalcar que el factor de agrietamiento y la deformacion a largo plazo
solo se consideran en vigas de concreto, en vigas de acero no se aplican estos
factores.

Es de gran importancia que el lector pueda entender la importancia de considerar
estos factores, ya que, si no se consideran, se podrian tener graves consecuencias, de
igual manera, es importante que se tenga el conocimiento de como se puede
disminuir el valor de los desplazamientos totales presentes en una viga que es
sometido a un sistema de cargas, para que con este conocimiento el ingeniero
estructurista pueda cumplir el estado limite de servicio que demanda las normas
técnicas complementarias.

Una vez explicado que es el factor de agrietamiento, el factor de deformacion a largo
plazo, como se calculan las deformaciones permisibles y para que se calculan estas
deformaciones, se pasara a resolver otro ejercicio utilizando el método de Castigliano.

Ejercicio 2.14: Calcular el desplazamiento vertical utilizando la ecuacion (2.13)
a un extremo de una viga en voladizo. La viga de (30 cm x 50 cm) esta elaborada
de un concreto de Clase I de agregado calizo que tiene un f'c = 350 Kg/cm?.

4 ton/m Seccion Transversal

x

7
®© U/
. — =, ? -
f'c = 350 kg/lcm?® ﬁ"“---..__‘ Az=¢ " h=50cm
~~
7
fe——

I‘ 50m ’I

PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia (P) en el punto donde se desea
conocer el valor del desplazamiento vertical.

4 ton/m

( ]
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PASO (2): Principio de Superposicién.

VIGA INICIAL 4 ton/m
Y VIGA 1 4 ton/m
.‘_
® ® <
|‘ 5m ’l
FI
+

Z VIGA 2 ( )

® -«

’ L "

PASO (3): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 1.

MAM
@)P

TVA

> = g

( ]
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e Calculo de las reacciones del apoyo empotrado con las ecuaciones del

equilibrio.
IM, =0 @ 2Fy =0 T(ﬂ
ton 5m ton
MA+47(5m) T =0 1{4—4?(5m)=0
My +50ton-m=20 Vy—20ton=20
My=-50ton-m E) V,=20ton
M, = 50 ton-m 4 ton/m
%
TVA = 20 ton

- L -

e Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.
CORTE #1[0.0m < x < 5.0 m]

M, =50 ton-m

7 4 ton/m M(x)
@ @ IM, =0 D
. M) +50 = 20() +4(9) (5) = 0
VA= 20 ton
M(x) +50 —20x +2x2 =0
< () > M(x) = —2x%2+20x — 50
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e Diagrama del momento flexionante.

(%) M(x)
0.0 -50.00
0.5 -40.50 [0m < x <5m]
= 3290 1 M(x) = —242 + 20x— 50
1.5 -24.50
2.0 -18.00
2.5 -12.50
3.0 -8.00
3.5 -4.50
4.0 -2.00
4.5 -0.50
5.0 0.00

M, = 50 ton-m

M\f\
O SESREEREELIRRaE

0.00

-10.00

-20.00

-30.00

-40.00

-50.00

-60.00

A

<

VA = 20 tOI‘I

5m

M(x)]

——
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PASO (2): Calcular el diagrama del momento flexionante de la viga 2.

B

) = g

e Calculo de las reacciones del apoyo empotrado con las ecuaciones del

equilibrio.
My, =0 (@ 2Fy =0 1&)
—My+5P =0 Vy—P=0
M, =5P Vy=P

- L g
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Calculo de la ecuacidon del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 5.0 m]

Ma

= 5P

D

0,
7 M(x)
D), =
EMk =0 (+)
A
V=P M(x) +5P —P(x) =0
ﬂ M(x) = Px — 5P
(x)
(x) M(x)
0 5p [0m<x<5m]
0.50 -45P
1.5 -3.5P
2.00 -3P
2.50 -2.5P
3 -2P
3.50 -15p
4.00 -1P
4.5 -0.5P
5.00 0

——
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Z
A
VA = P
< Sm >
[M(x)]
0.00

-1.00

-2.00

-3.00

-4.00

-5.00

-6.00

PASO (5): Calcular la energia interna de deformacién elastica [U;] con la tabla
2.1.

5
v = | D,

2El

Derivacion [0] Sustitucion

5 5 5
A ) s | 2FOS) gy [ S ) o
0 0 2E] 0
r1711
§ J



3 M M;
Ui — — i } ]
| D) 4= L1 O®)

K =-50 ton-m i=-5P
(My)
| | |
L=5m L=5m
=z w0Om| = 5[; e P ] =22
y, = 82
b 2EI
PASO (6): Calculo del desplazamiento vertical (A,) con la ecuacién (2.13).
A= aU;
doP
d (625 625
=5 zm?) =7
5 625
Z 2EI
PASO (7): Calculo del momento de inercia de la seccién transversal de la viga.
b -h3
Seccion Transversal I'=—
A
// b=30cm=0.3m
/ h=50cm=05m
h=50cm
/ _ (0.3m)(0.5m)3
/A v 12
[— -
b=30cm 320
(172 )



VALOR DEL MOMENTO DE INERCIA CONSIDERANDO EL FACTOR DE

AGRIETAMIENTO
Momentos de inerciaparacalculo derigideces
Elemento Momento de Inercia
Vigasy muros agrietados 0.5 (Ig)
Columnas agrietadas 0. 7(Ig)
Columnas y muros no agrietados ( | q)
I=0. 5( )
. =
9= 320
1
=05 (k)
320
1
I=——m*
640

PASO (8): Calculo del médulo de elasticidad de la Viga.

Se tiene un concreto de Clase I de agregado calizo que tiene un f'c = 350 Kg/cm?. Las
Normas Técnicas Complementarias de la Ciudad de México establecen que para un
Concreto de Clase I de agregado calizo el médulo de elasticidad se calcula con la
siguiente formula:

E = 14,000,/f ¢

E = 14,000,/350 kg/cm? = 261,916.0171 kg/cm?

Convertir el modulo de elasticidad de (kg/cm?) a (ton/m?).

1ton ) (100 cm)2
1m

— 2
E =261916.0171kg/cm (1000 kg
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E =2,619,160.171 ton/m?
PASO (9): Calculo del desplazamiento vertical a la mitad del claro de la viga.

625 625

640

A,= 0.0764m

) (2,619,160.171)

PASO (10): Se considera la deformacion a largo plazo que viene especificada en
las Normas Técnicas Complementarias.

DEFORMACION A LARGO PLAZO

Arorar=A7z(1+ @)
2
““1+s0P
P’ = Cuantia del acero en compresion

Para este gjercicio, se supondra que se tienen 2 varillas del nUmero cuatro (2 var #4)
en la zona de compresidn, por lo que se pasa a calcular la cuantia de acero a
compresion y asi conocer el valor de p’.

Se calcula la cuantia de acero en compresién con la siguiente formula:

, _ (Numero de varillas) (Area de la seccion transversal de la varilla)

(b)(d)
d 2var#4 45 cm 2var#4
h 50 cm
1rl — | 5em T
| | | |
b 30 cm
r = Recubrimiento d = Peralte efectivo
r=10% *h d=h-r
[ 174 }



Seccion trasnversal de la varilla del numero 4

Varilla de 4/8 de pulgada
4"
D=

1 pulgada = 2.54 centimetros

Se convierte el diametro de la varilla de pulgadas a centimetros:

4
D == (254 cm) = 1.27 cm

Se calcula el area de la seccion tranversal de la varilla de acero y se sabe que la fromula
para caclular un circulo es la siguiente:

m(D)? m(1.27 cm)?
T mMT T
Una vez teniendo el valor del peralte efectivo (d), de la base de la seccion transversal
de la viga de concreto (b), el area de acero de la seccion trasversal de la varilla del

numero cuatro (A#4) y el numero de varillas, se pasa a calcular la cuantia de acero a
compresion:

. (2varillas)(1.27 cm?) _ 2.54 cm? 127

A = 1.27 cm?

(30 cm)(45cm) 1350 cm? 67500
Se caclula el valor de alfa (a):
_ 2
= 1+s0P
— 2 —
a—1+50( 127 )—1.828
67500

Se caclula el valor del desplzamineto vertical total:

Arorar=0;(1+ a)
A= 0.0764m
a=1.828

——
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ATOTAL= 0 0764‘ m (1 + 1 828)

Resultado: Desplazamiento Total

ATOTAL= 0 2161 m

Wm
®7

—_—
—_—

~ . A=02161m
-
~
~4
50m ’l

<

Se han calculado desplazamientos utilizando la ecuacién (2.13), por lo que se pasara
a resolver ejercicios calculando desplazamientos en diferentes vigas utilizando la
ecuacion (2.14).

Nl
0

£l (2.14)
Ejercicio 2.15: Utilizando la ecuacion 2.14, calcula el desplazamiento vertical en
el punto C que se encuentra en un extremo de la viga, la cual es sometida a dos
cargas, una carga uniformemente repartida de 5 ton/m y una carga puntual de
4 toneladas, se supone que la seccion transversal es constante por lo que
también lo es el valor del médulo de elasticidad (E) y el momento de inercia (I).

4 ton

5 ton/m

El= Constante T — El= Constante
§ 8 T~ ~ AZ =
~
S
" 50m * 20m * 4.0m >
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PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia en el punto donde se quiera conocer
el desplazamiento.

4 ton P
5 ton/m
®

©

El= Constante El= Constante

Z 7

. .
> 5.0m e 2.0m o 4.0m >

PASO (2): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

sMy=0 (v

ton 11m
—Vg(5m) + SW (11m) (T) + 4 ton(7m)+ P(11m) =0

—Vg(5m) +302.5ton-m+28ton-m + 11P(m) =0
—Vz(5m) +330.5ton-m+ 11P(m) =0

330. 5ton-m + 11P(m)
VB -

5m
Vg =66.10ton+ 2.2 P

EFY =0 T(+)

ton
VA+VA—57(11m)—4ton—P=O

V,+66.10ton + 2.2P —55ton—4ton—P =0
Vy+71ton+12P =0

V,=-71ton—1.2P {
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4 ton P
5 ton/m
0y

El= Constante

3

lVA =7.1ton + 1.2P

©

El= Constante

TVB = 66.10 ton + 2.2P

" 50m

5 ton/m C

®

L |

l V4 =7.1ton + 1.2P

>y "

* 20m * 4.0m "

PASO (3): Calcular las ecuaciones del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 5.0 m]

M.(x)

O,

CORTE #2[5.0m < x < 7.0m]

ZMk=O @

M;(x) + (7.1 4 1.2P) (%) + 5(x) (%) —0
M;(x) + 7.1x 4+ 1.2Px + ng =

5
Mq(x) = —Exz —7.1x—1.2Px

Vp=71ton + 1.2P

TVB = 66.10 ton + 2.2P

(5m)

QEPIa.

——

(x) >|
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IM =0 ) |

M,(x) + (7.1 + 1.2P)(x) + 5(x) (;) — (66.10 + 2.2P)(x —5) = 0

5
M,(x)+ 7.1x + 1.2Px + Exz — (66.10x — 330.5+ 2.2Px —11P) =0

5
M,(x)+ 7.1x + 1.2Px + Exz — 66.10x + 330.5—-2.2Px+11P =0

5
M, (x) + Exz —59x — Px+11P +330.5=0

5
M,(x) = —Exz +59x + Px — 11P — 330.5
CORTE #3 [7.0m < x < 11.0 m]

4 ton
5 ton/m

N

=
w
—

>
—

®

Vo =7.1ton + 1.2P TVB = 66.10 ton + 2.2P f

< (5m) * (2m) *(x-?m).l
) (x) g

IM =0 ) |

Ms(x) + (7.1 + 1.2P)(x) + 5(x) (;) (6610 + 2.2P)(x — 5) + 4(x — 7) = 0

5
M3(x)+ 7.1x + 1.2Px + Exz — (66.10x — 330.5 + 2.2Px — 11P) + 4x —28 =0

5
Mz(x) +7.1x + 1.2Px + Exz — 66.10x + 3305 —22Px + 11P+4x—28=10
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M;3(x) + 3

5
x —55x—Px+ 11P +302.5=0

5
Mj3(x) = —=x?>+55x + Px—11P — 302.5

2

PASO (4): Calcular el desplazamiento vertical utilizando la ecuacion 2.14.

Sk

My (o [

0

El
Y

d

x+f
J \
5

[OM (%)

dx

L M(x)
-

v () [P

El

Integral 1

J

El
Y

Integral 2

dx +

f

11

My (o [

d
EI "

1
Integral 3

Se resuelve cada integral por separado y se suman cada uno de los resultados:

Integral 1

dM,(x)
apP

fos M; (x)

5
M;(x) = —Exz —71x—12Px

El

l,

X

My (x)

5P = —-1.2x

oM, (x

le(x)[ alp() 5(—%x2—7.1x—1.2Px) (—1.2%)
j dx=j dx

o El o El

5 (3x° R 2% 2) °I3 x4 L2183 (%) 36 (%
j 25 25 dx = +——P

o El | El to5E1\3 ) T 23R \3
3 ((5)* N 213 /(5)3 s 36 p (5)3 ol '1875+355+60P
EI\ 4 25E1\ 3 25EI 3 []__4EI El ' EI

——
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Jle(x) [ 9P _3295 60
0 El ~ 4El  EI

Integral 2

o [0
J dx
5

El

5
M, (x) = —Ex2 + 59x + Px — 11P — 330.5

M, (x)
6P

=x—11

OM, (x)
= P

5
—_ 2 — — —
£l =7 x“+59x + Px —11P 330.5) (x—11) dx

2

1 (7 5 3 5 ) 55 5
= — (——x 4+ 59x% + Px* — 11Px — 330.5x + — x“ — 649x — 11Px
EI Js 2 2

7271
+ 121P + T) dx

1 7( 5 173

59 7271
——x3 4+ —x?+ Px? - x—22Px+121P+T> dx

TEI)\2 2

T 5 [x*\ 173(x®\ P [x®\ 1959 (x2\ 22P [x? | 121P
= - (F )+ (5 )t (5 ) o (5 ) - (5 (x)
| 2Ei\4) " 2E1\3) "EI\3) 2E1\2) EI \2

17271 ]

| 2E1

7 5t 173x% Px® 1950 11Px* 121Px 7271x

~ | 8EI" 6EI ' 3EI  4EI El El 2E]

5(7)* N 173(7)3 N P(7)® 1959(7)* 11P(7)? N 121P(7) N 7271(7)
8EI 6E1 3EI 4E] El EIl 2E1

——
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8EI 6E1 3E] 4E] El El 2E1

12005 59339 343P 95991 539P 847P 50897
=[_ 8EI ' 6EI ' 3EI 4Bl EI ' EI ' 2EI
3125 21625 125P 48975 275P 605P 36355
T8El T 6EI T 3EI 4Bl EI | E T 251]

[_ 5(5)* N 173(5)3 N P(5)3 _ 1959(5)? B 11P(5)? N 121P(5) N 7271(5)

_ 236159+1267P] [219535+1115P]_2078+152P
| 24E1 3EI 24E] 3EI | 3EI " 3EI
M, (x)
j”"’z(x)[ P ] _2078 152
; EI * =3B T 3El
Integral 3
11 M3(x) OM;(x)
J oP i
; El

5
M;(x) = —Exz + 55x + Px — 11P — 302.5

OM;(x
53P( )=x—11
1 (%, 5
=57 (—Exz +55x+Px—11P—302.5) (x —11) dx
7
1 11

5 55
(——x3 + 55x2% + Px?> —11Px — 302.5x + — x?> — 605x — 11Px

“El), \72 2

6655
+ 121P + T) dx

_ 1 11( > 3+165 2 4 px? 1815 22P +121P+6655>d
_EI , ZX 2 X X 2 X X 2 X
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11

B 5 (x* | 165 x® L P x*\ 1815 (x?\ 22P (x* 121P()
- | 2Ei\%) " 2E1\3) T EI\3) 2E1 \2) EI \2 g
11'6655( )]
X
L 2E1
o 5x* 55x% Px® 1815x® 11Px’ 121Px  6655x
Bl 8EI = 2EI ~ 3EI  AEI El El 2E1
B 5(11)4+55(11)3+P(11)3 1815(11)? 11P(11)2+121P(11)
- 8EI 2E1 3EI AEI El El
6655(11
4 86550
2EI
5(7)* s 55(7)3 N P(7)® 1815(7)> 11P(7)? | 121P(7) | 6655(7)
8EI = 2EI ~ 3EI 4EI El El 2E1
_[ 73205 73205 1331P 219615 1331P 1331P 73205
L 8EI 2E1 3EI AEI El El 2EI
[ 12005 18865 A 343P 88935 539P 847P 46585
8EI 2EI ~ 3EI  AEI El El 2EI
_ 73205+1331P] 71925+1267P] _160 64
8EI ~ 3EI 8EI ~ 3EI | EI " 3EI
OM;(x
11M3(x)[ 2 )] 160 64
f7 El *=F T3m
SMl(.X') 5M1(X) 7M2(X) 5M2(X) 11 M3(X) 5M3(.’X.')
A= J op dx + f op dx + f op dx
a El El El

0

5 7
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3295 60 2078 152 160 64
:[m+ﬁp +[m+m‘° +[ﬁ+§
20117 132
=281 TE T

PASO (5): Sustituir el valor de (P), pero como se conoce que la carga (P) es una
carga ficticia, por lo tanto, el valor de P = 0.

20117 N 132

- 12El  EI

(0)

Resultado: Desplazamiento vertical en el Punto C

N 20117
Z 12EI

[m]

|4 5.0m * 20m >« 4.0 >|

Ejercicio 2.16: Calcular con la ecuacion (2.14) el desplazamiento vertical a 2/3
de la longitud de la viga, la cual tiene una longitud de 6 metros y es sometida a
una carga triangular de 7 ton/m, la viga tiene un modulo de elasticidad y
momento de inercia constante.

7 ton/m
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PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia en el punto donde se desea
conocer un desplazamiento.

/

7 ton/m

El= Constante

Tv.
—o .
«

6.0m

PASO (2): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

sMy=0 (v

(7 ton/m)(6 m)| [2
* [ 2 ] [5

V(6 m) 6 m)] +P(4m) =0

—Vg(6m)+84ton-m+P(4m) =0

84 ton-m + P(4m)
VB ==

6m

2
Vg =14 ton+§P

IFy =0 Tm
Ve 4V, — (7 ton/72n)(6 m) _p—o

2
VA+14t0n+§P—21ton—P=0

1
VA—7ton—§P=0

185
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1
V4 =7t0n+§P

7 ton/m

El= Constante

TVA=7t0n+%P VB=14ton+%PT

I‘ 4.0m * 20m ’{

PASO (3): Calcular las ecuaciones del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 4.0 m]

@“ :gj"" {wm:

L
(x)
1 f W(X) — 7 ton/m
VA=7t0n+§P (x) 6m
|< (x) >| w(x) = %(X)

(
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7 1
M,(x) = —%x + 7x+§Px

CORTE #2 [40m < x < 6.0 m]

El= Constante

AV,ﬂ\z?ton+—P

< >|‘(x—4m)

<

IM =0 ) |

7
M, (x) + (ExT)(ﬂ E(x)] _ (7 +%p) () +P(x—4) = 0

<
Yy v

7 1
Mz(x)+%x3—7x—§Px+Px—4P=0

M()+7 3 7+2P 4P =0
2(x 36x X 3x =

7 2
My(x) =——x°+7x—=-Px + 4P

36 3
PASO (2): Calcular el desplazamiento vertical utilizando la ecuacién (2.14).
oM (x
LM(x) [ 61(3 )
A= d
fo EI *
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4. (x) OM; (x) 5 M, (x) 6M2(x)]
d

6P 6P
A=
j‘ El ‘,lx+j - El ¥
I 4 1

0
Integral 1 Integral 2

Se resuelve cada integral por separado y se suman cada uno de los resultados.

Integral 1

freole,
0

El

X

7 3 1
M;(x) = —%x + 7x+§Px

SM;(x) 1
sp 3%

oM, (x)

4 M, (x) [a—p 1% 7 1 1
j(.) ] dx—ﬁ i (—gx +7x+§Px) <§x> dx

1 4( 7 4_|_7 2+1P2>d
“Er), 108" T3Y Tt )

S A ACATENC
_EIO 108\ 5 3\ 3 9 \3
4 5 3 3

7x +7x N Px
L 540EI " 9EI * 27El

[ 7@ +7(4)3+P(4)3 7(0)° +7(0)3+P(0)3
| 540EI ' 9EI  27EI 540E1 ' 9EI = 27EI

1792 448 64 p
I 135E1+9E1+27EI ]

f4M1(x)[% 4928 64

El X =13581 T 27E1
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Integral 2

oM, (x
j6M2(X) azfg)
dx
4 EIl
M, (x) = ’ 347 2P + 4P
,(x) = 36x X 3 X
oM, (x) 2
sp . 3¥TH
oM, (x
6M2(X)[ GZP( )] 1 (6 7 2 2
to= [ lawre-perap) (- 4)
j £l X EIL 36x+x 3x+ 3x+ X
= 1f +4P 8P ! + 28 8P +16P)d
= x x 3 x? 3 X 9x X 3 X X

= 1f 1 + 28 +4P 16P +16P>d
= x x 3x X 9x 3 Fx X

1°77 (x5 7 (x* 14 (x3 08 x2 +4P x3 16P x2 T 16p
TEIL|54\5) 9\4) 3\3 279 \3) "3\ 2 x
7x5 7x*  14x3 14x?% 4x3 8x?2 16x

4[2705'1 36EI 9EI + EIl +27E1 3EI * EIl ]

(7(6)°  7(6)* 14(6)® 14(6)* 4(6)° 8(6)? 16(6
:()_()_()Jr()Jr()P_()PJr ()P_
270EI 36EI  9EI El 27EI 3EI El
(7(4)°  7(H)* 14(4)° 14(4)* 4@4)3 8(4)? 16(4
4 707 ()+ ()+()P—()P+ ()P
270E1  36EI  9EI El 27EI 3EI El

1008 252 336+504+32P 96P+96 ]
~ L5EI El El El  EI El El
3584 448 896 224 256 128 64 ]

13551 951 ~9El T Er Y27t T3EP tET

[588 32 [13664+ 832P
S5EI 135E1  27EI

——
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6 M, (x) [az\gzp(x) 2212 32
L El U = 13551 T 2781
00 [PEE],  [2H2)
Azj I dx+f £ dx
0 4
_ 4928 64 2212 32
135E1 * 27EI" ' 135E1 ' 27EI
476 32
=91 T 981

PASO (5): Sustituir el valor de (P), pero se sabe que la carga (P) es una carga
ficticia, por lo tanto, el valor de P = 0.

A_476+ 32 0
~ 9E] 951( )

Resultado: Desplazamiento vertical

476

« 4.0 m N ; 2.0
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Ejercicio 2.17: Calcular utilizando la ecuacion (2.14) el desplazamiento vertical
en el punto B que se encuentra a un extremo de la viga empotrada que tiene
una longitud de 6 m. La viga es sometida a dos cargas triangulares, una carga
triangular tiene una magnitud de 5 ton/m y la otra carga triangular tiene una
magnitud de 7 ton/m.

7 ton/m \/_>/_
T 5 ton/m

MM

— — El= Constante

6.0m

|« >

PASO (1): Colocar una carga puntual ficticia en el punto donde se requiere
conocer el desplazamiento.

7 ton/m

--...___““

El= Constante

60m
»
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PASO (2): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado con las ecuaciones del

equilibrio.
ZMA == O @
ton ton
—M#+(5__(6mﬂkawm (%mzﬁno[(6mﬂ+Pwn0—0

—My+30ton-m+84ton-m+ 6P =0
—M, +114ton-m+ 6P =0
My, =114 ton-m+ 6P

SFy =0 T(+)
(5ton/m)(6 m) (7ton/m)(6 m)
7 — _
2 2
V,—15ton—21ton—P =0
Vy—36ton—P =0

—P=0

Vpy=36ton+ P

7 ton/m
T 5 ton/m

MA=
114 ton-m+6P P

9

El= Constante

MM
@

T V, =36ton +P
6.0m
« .
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PASO (3): Calcular las ecuaciones del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 6.0 m]

™~
~——

W, T~
5ton/m =
5 ton/m W W, 7 ton/m
A ! | | |h ﬂ| |
L

1 1 6m (x) (x) ' 6m
(x) 1 5 ton/m w3 7 ton!/
W, =5 ton/m - W, m= 6m w= émmm
- 5
W, =5-5(x) W, = 2(x) Wy=Z(x)

MA:
114 ton-m+6P

V, = 36ton +P

< g

(x)
IM;, =0 ‘D

5 7
M(x)+(5—%x> 0 (5) + 6x) @ [E(x)]+ WI E(x)]+114

2 3
+6P —(36+P)(x) =0
5 5

M(x) +Ex2 ——x3+—x3 +lx3 + 114+ 6P —36x—Px =0
2 12 18 36

1 5
M(x)+1—8x3+§x2—36x—Px+6P+114=0
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ﬂ:

1

5
M(x)——ﬁx —Ex + 36x + Px — 6P — 114

PASO (3): Calcular el desplazamiento vertical utilizando la ecuacién (2.14).

L M(x )[GM(x)
Azjo £l dx
1 5
M(x)——ﬁx —Ex + 36x + Px — 6P — 114
OM(x)
op

1 (° 1 5
A=—| (—=x3-% Px — 6P —114) (x —
Bl < 18x 2x + 36x + Px—6 )(x 6) dx

A—1 6( ! > + 36x“ + P 6Px — 114 +1 + 15
=F ), 18x 2x x? x? X X 3x x?

— 216x — 6Px + 36P + 684) dx

A= L 1 13 +51x% —330x+ P 12Px + 36P + 684
T, ( 18x 6x X X x? X

[

1 1y [x® 13 x? x2 x*
7 |- [@)(5)-()(5) oo (5) -0 (3) o (5)

—(12P) (x_;) + 36P(x) + 684[x)]

6! x> 13x* 17x3® 165x%> Px3® 6Px?> 36Px 684x

A= |- — _ _
90El 24EI + El El + 3EI EIl + El + El ]
A_[_6° _13(6)* 17(6)" 165(6)° P(6)’ 6P(6)* 36P(6)
B 90E] 24F] El El 3EI El El

684(6)
El ] B
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432 702 N 3672 5940 N 72 216P 4 216 P+ 4104
5EI EI El El El El El El
5238 72
= — 4 —
5EI  EI
PASO (5): Sustituir el valor de (P), se sabe que la carga (P) es una carga ficticia,
por lo tanto, el valor de P = 0.

5238 72

A=——+—(0
S5EI + EI( )
Resultado: Desplazamiento vertical en el Punto B
A= 5238
«= 5g1 '™
— 7 ton/m —_
—~<  ~—— 5ton/m -

- -
————— q"“"-u-...
- -
-
-

El= Constante
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Ejercicio 2.18: Calcular con la ecuacion (2.14) el desplazamiento vertical al
centro de la viga simplemente apoyada que tiene una longitud de 12 m. La viga
es sometida a una carga uniformemente repartida de 4 ton/m y a varias cargas
puntuales de distintas magnitudes que se encuentras a cada 3 metros de la
longitud de la viga, como se mostrara a continuacion. La viga tiene una seccion
transversal de 45 cm x 90 cm y esta elaborada con un concreto de Clase I de
agregado calizo que tiene un f'c = 350 Kg/cm?.

3 ton 4 ton 7 ton 6 ton 5 ton
4 ton/m
®
\\\ //
SN Dz=¢7 Pt e
\“'--.. ~— // -~
~ ——_-vy_ - -

7 Concreto Clase I de
Agregado Calizo
f'c = 350 kg/cm?
h =90 cm
7

PASO (1): Se ha estado mencionando que si se tiene una carga puntual en el
punto donde se desea conocer un desplazamiento vertical, en lugar de colocar
una carga FICTICIA (P) en el punto donde se quiere conocer un desplazamiento,
lo Unico que se hace, es convertir el valor de la carga puntual de 7 ton en una
variable “P”.
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3 ton 4 ton P 6 ton 5 ton

Mmm%\/l

®

}‘ 3m * 3m ’I‘ 3m * 3m >|

PASO (2): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

My =0 (v

Vy+ Vg —(4ton/m)(12m) —3ton—4ton—P —6ton—5ton =0

_V,(12m) + (4 %") (12m) (127’") + 4 ton(3m) + P(6m)
+6ton(9m)+5ton(12m) =0
—Vg(12m) + 288ton-m+12ton-m+ P(6 m) + 54 ton-m
+60ton-m=20
—Vg(12m) +414ton-m+P(6m) =0
__4l4ton-m+ P(6m)

B 12m
1% —69t +P
B — 2 on 2
2Fy =0 Tm

Vi+ Vg —(4ton/m)(12m) —3ton—4ton—P —6ton—5ton =0

69 P
Vi+—ton+—-—66ton—P =0

2 2
Va=2 ton+5
A—Z on 2
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3 ton 4 ton P 6 ton 5 ton

L\F\/\/WW

®

}‘ 3m * 3m .|‘ 3m * 3m .l
PASO (3): Calcular las ecuaciones del momento flexionante.

CORTE #1[0.0m < x < 3.0 m]

3 ton

EMk =0 *+)
4 ton/m \ M,(x)
@ My () — (Q ¥ EP) () +3G) +40) (5) = 0

M —Zx-Ly v arr 202 =0
TVA=%ton+% 1 (x X=7x+3x+2x% =

®

2

, 57 P
}4 (x) >{ M;(x) = —2x xS x

CORTE #2[3.0m < x < 6.0 m]
3 ton 4 ton

4 ton/m M,(x)

®
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IM =0 ) |

M, (x) — (ﬁ + g) () + 3(x) + 4(x) (;) +4(x—3) =0

2
63 P
Mz(x)—Tx—§x+3x+2x2+4x—12=O
49 P
Mz(x)+2x2—7x—5x—12=0

49 P
M, (x) = —2x? Tt xt 12

2
CORTE #3[6.0 m < x < 9.0 m]
3 ton 4 ton P

< 3m .I‘ 3m .|‘ (x-6) )

< >

IM=0 D) |

63 P X
My() = (5 +5) () + 300 + 400 (5) + 413 + (= ©)] + P(x—6) = 0

63 P
Mg(x)—Tx—5x+3x+2x2+4(x—3)+Px—6P:O

63 P
Mg(x)—Tx—§x+3x+2x2+4x—12+Px—6P:O
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49 P
M3(x)+2x2—7x+zx—6P—12=0

49 P
M3(x) = —2x? T xS xt 6P + 12

CORTE #4 9.0 m < x < 12.0 m]
3 ton 4 ton P 6 ton

lwhwwﬁivwfva%;fﬁ$lrvw;iWm
® ®
) 5)

< 3m >|‘ 3m .I‘ 3m .I‘ (x-9) .I
< (x) .I

IM =0 ) |

M, (x) — (ﬁ + g) () +300) +4(0) (5) + 46 + (x = 9] + P[3 + (x = 9]

2
+6(x—9)=0
63 P
M4(x)—7x—5x+3x+2x2+4(x—3)+P(x—6)+6x—54=0

63 P
M4(x)—7x—5x+3x+2x2+4x—12+Px—6P+6x—54=O

37 P
M4(x)+2x2—7x+5x—6P—66=0

37 P
M, (x) = —2x? x-St 6P + 66
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PASO (2): Calcular el desplazamiento vertical utilizando la ecuacién (2.14)

oM (x
o) [ 240
A —jo £l dx
3M1( ) 6M1(x) 6 5M2(X) 9M3(X) [61‘{3‘3;36)] 12M4( ) 5M4(x)
=, e [ gt e [ [
0 3 6 Y 9 Y
Integral 1 Integral 2 Integral 3 Integral 4
Integral 1
j 6P 1,
\ El .
0 T
Integral 1
M;(x) = —2x? 274k
1(x) = —2x > X zx
OM;(x) x
oP 2
OM; (x
- M (x) 51; )] ; (—sz 2y Bx) (E)
j dxzj 2 2 2/ dx
EIl EIl
0 0

3

1 57 P

— 3 a2 A2

—E1j<x+4x +4x>dx
0

1 [ x4 N (57) x3 N (P) x3 B Nyt N 19x3 N Px3
" EI L4 4)\3 aJ\ 3 /| L 4EI " 4EI ~ 12EI
(3)* 19(3)} P(3)3 81 513 9
! 261 T 2Er T 1zEI [0] 2E1 T 261 T 2B

——
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3 5M1(X)
le(x) 5P ] 108 9

dx =——+——

2\ El ' ElI  4EI
Inte;]rall

Integral 2
6M2(X) 6M2(X)
f oP do
\ El J

Inte};ral 2

49 P
My(x) = —2x*+—x+—=x+12

2 2
OM,(x)  x
or 2
oM, (x
ea,00 [ e (o s By Py i) ()
j dsz E 2 E dx
El El
3 3
1 49 P
— 3 a2 A2
_EI_[< X +4x +4x +6x>dx

3
1 of x4 N (49) x3 N (P) x3 N 6x2 B or x4 _{_49363 N Px3 N 3x2
B EI| 4 4 )\ 3 4)\ 3 2 | J| 4El  12El  12El  EI
[ (6)* 49(6)3 P(6)3 3(6)2 3)* 49(3)3 P(3)3 3(3)2
_()+()+()+()__()+()+()+()
AEI ~ 12EI ~ 12EI El AEI ~ 12EI  12EI El
324+882+18P+108] 81+441+ 9 P+27
| EI  EI EI EI AE] = AEl = 4AEI El
666 18 117 9 549 63

= T E R T E T aEt T E Y aE
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6 O6M,(x)
sz(x) —5p L. _549 63

= 4+ —
| EI * 7Bl 4EI
3
IntefgralZ
Integral 3
? 13 () | 220
j dx
\ El .
Integral 3
49 P
M;(x) = —2x2 xSt 6P + 12
dM;(x) X
ap ~ 2t°
OM;(x
9M3(x)[ 5313( ) C(2x2+ Px—Lx 6P +12) (-5 +6)
j dx =f 2 2 2 dx
El El
6 6
9
_ 1] s e D e Spy 6w —12x% + 147x — 3Px + 36P
=77 (x 2 X 4x X X X X X
6
+ 72) dx

w

4 4

_ 1 x_4_(9_7) x +<f) x + (141) < — (6P) ) 4 36Px + 72
_5164 4)\3 4/\ 3 2 2

_9[x4 97x3 Px3 141x* 3Px? 36Px 72x]
6

97 P
(x — —x?+—x%+141x — 6Px + 36P + 72) dx

AE] 12EI+ 12EI+ 2E1 El * El * EIl
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[ 97(9)* P9 | 141(9)* 3P(9)? s 36P(9) s 72(9)

4ET ~ 12EI ' 12EI T 2EI El El El
(6)4 97(6)3 N P(6)3 N 141(6)?> 3P(6)? N 36P(6) N 72(6)
4E]  12EI ~ 12EI 2EI El El El

_ [6561 23571 243 11421 243 324 648]

261 2gl Taprt v e T E Pt E Pt E
[324 1746 18 2538 108P 216 432

er B TECtE T E P tE Pt E

2106 567 ] [1548+126 ]_ 558+ 63P
“EI 4E1 EI EI “ | EI ' 4EI

6M3(x)
JMS()[ _558 63
‘ El ", EI ~ 4EI
6 Y
Integral 3
Integral 4
12 M, (x) [51\%}9)
j dx
L E'I )
Integral 4
37 P
My(x) = —2x% + X x+ 6P + 66
OM,(x) X
op ~ 27°
OM,(x
M, (x) 5‘*,3( )] A (—2x2+£x—£x+6P+66) (-5+6)
_ 2 2 2
5] dx = ] dx

9 9
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12
1

P

37
S 3
= El (x
9
+ 396) dx
12
1 85

EI

—Zx +4x —3Px —33x — 12x% + 111x — 3Px + 36P

P
(x —Tx +4x +78x—6Px+36P+396)d

L (85) i +<P) V79 (2) - 67) () + 36Px + 396
“E |4 \4/\3) T \4)\3 2 2 * *
I ES 85x° Px® 39x’ 3Px’ 36Px 3961]
~ 4EI 1261 12E1 T EI T EI CUELEI |
_[az* _8saz? Pa2)’ 39(12)* 3P(12)° 36P(12)  396(12)
~ 4Bl T~ 12EI  12EI El El El El
_[©*_85090° P(9)° 39(9)° 3P(9)* 36P(9)  396(9)
4EI ~ 12EI ' 12EI ' EI El El El
_[5184 12240 144 5616 432P+432P+4752]
~ | El El ' El EI  EI El El
[6561 20655 243 3159 243 324 3564]
4EI  4EI ' 4EI EI  EI El El
[3312 144 ] 6399 567 ] 225 9
2E ' 2Bl 2E1 * 4EI
SM
Mo )[ 25 9
- P
f ‘ El | 2E] ' AEI
9 ||
Integral 4
( H0e )



Suma de los resultados de las integrales:

dx

3 M, (x 6 oM, (x 9 OM;(x 12 OM,(x
My (x) oM, (x) M, (x) M (x) M;(x) SM3(x) M, (x) 1(2)
opP opP opP 6P
A= dx + dx + dx +
N El , . El , N El , . El ,
0 Y 3 Y 6 Y 9 Y
Integral 1 Integral 2 Integral 3 Integral 4

Ae (108 N 9 P) N (549 N 63 P) N (558+ 63 P) N (225 N 9 P)
~ \EI ' 4EI ElI ~ 4EI EI ~ 4EI 2E1  4EI

2655 4 36 p
~ 2EI ' EI
PASO (5): Sustituir el valor de (P), pero en este ejercicio el valor de P no es igual
a cero (0), ya que en el punto donde se esta calculando el desplazamiento

vertical no se colocé una carga puntual ficticia, si no que ya se encontraba una
carga puntal de 7 ton, por lo tanto, el valor de (P) es igual a siete toneladas.

P=7
2655 N 36 p
" 2EI ' EI
_ 2655
~ 2EI

_ 3159
~ 2EI

+367
= ()
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PASO (7): Calculo del momento de inercia de la seccién transversal de la viga.

SECCION TRANSVERSAL [ b - h3
12

b=45cm=0.45m

h=90cm=09m
h=90cm

_ (045 m)(0.9 m)*®
B 12

2187
I= m

\\
A\

4

VALOR DEL MOMENTO DE INERCIA CONSIDERANDO EL FACTOR DE
AGRIETAMIENTO

1=05(,)
L 2187
9780000

2187
I = 0.5( m4)
80000

4

m

I =0.01366875 m*

PASO (8): Calculo del médulo de elasticidad de la viga.

Se tiene un concreto Clase I de agregado calizo que tiene un f'c = 350 Kg/cm?. Las
Normas Técnicas Complementarias de la Ciudad de México establecen que, para un
Concreto Clase I de agregado calizo, el médulo de elasticidad se calcula con la
siguiente formula:

E =14,000,/f"c
E = 14,000\/350 kg/cm? = 261,916.0171 kg/cm?

Convertir el modulo de elasticidad de (kg/cm?) a (ton/m?).

1ton ) (100 cm)2

— 2
E =261916.0171kg/cm (1000 kg

1m
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E =2,619,160.171 ton/m?

PASO (9): Calculo del valor real del desplazamiento vertical a la mitad del claro
de la viga.

A 3159 3159
7 2EI  2(0.01366875)(2,619,160.171)
A,= 0.0441m

PASO (10): Se considera la deformacion a largo plazo que viene especificada en
las Normas Técnicas Complementarias.

DEFORMACION A LARGO PLAZO

Arorar=Az(1 + )

Para este ejercicio se considera la cuantia de acero en compresion igual a cero
(P =0).
Célculo del valor de alfa («):
2 2
= 1Y50P 1+50(0) -

Calculo de la deformacion total:

Arorar=Az(1+ a)

A,= 0.0441m
a =2

ATOTALZ 004‘4‘1 m(1 + 2)
Resultado: Deformacion Total

ATOTAL: 0 1323 m
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3ton 4 ton 7 ton 6 ton 5 ton
4 ton/m

A=01323m _ —_
// -~
~ —__vv - - //

"‘--.._______ —_-_/

—_—— ,—— —

Con este ultimo ejercicio se da por concluido el método del Teorema de Castigliano
para calcular desplazamientos verticales, como ya se sabe, existen dos ecuaciones
diferentes para calcular un desplazamiento con el Teorema de Castigliano, la primera
ecuacioén es la 2.13 y la segunda ecuacion es la 2.14.

El objetivo de los ejercicios resueltos es que el lector aprenda a calcular un
desplazamiento utilizando las dos diferentes ecuaciones que se vieron, de igual
manera, se intenta a través de los ejercicios, formar un criterio propio, para que el
lector pueda crear sus propias conclusiones sobre cual de las dos ecuaciones se le
facilitdé o le gustd mas para calcular un desplazamiento. En lo personal, se prefiere
calcular un desplazamiento con la ecuacion 2.14, ya que con esta ecuacion se facilita
el calculo de un desplazamiento en vigas con cargas complejas y no demora mucho
tiempo el procedimiento matematico que conlleva el uso de esta ecuacion.

Una desventaja de la ecuacién 2.13, es que para calcular la energia interna de
deformacion elastica, se debe de utilizar la tabla 2.1 y habrd vigas con cargas
complejas que ocasionaran que en los diagramas de momento flexionante de estas
vigas no formen figuras geométricas que estén presentes en la tabla 2.1, por esta
razon, se emplea el principio de superposicién, para que una viga con varias cargas
complejas se descomponga en diferentes vigas con una sola carga y asi cada viga
tendra un diagrama de momento flexionante que forme una figura geométrica que
se encuentre en la tabla 2.1 y asi sea mas facil de calcular la energia interna de
deformacion elastica, para que después se calcule el desplazamiento deseado.

Este podria ser el Unico inconveniente que se tiene con la ecuacion 2.13, ya que al
calcular la energia de deformacién aplicando el principio de superposicion y
calculando cada diagrama de momento flexionante de cada una de las vigas que se
tienen al descomponer la viga original, se tendra un procedimiento matematico
tardado y tedioso.
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Lo antes mencionado vendria siendo un criterio personal sobre la diferencia de cada
ecuacioén, pero cada lector puede tener sus propios criterios y generar sus respectivas
conclusiones personales respecto a el procedimiento matematico que se hace con
cada una de las dos diferentes ecuaciones, cada lector tendra sus propios criterios.

Se pasara a explicar y a resolver egjercicios utilizando otro método para calcular un
desplazamiento vertical, este método se le conoce como “Principio del Trabajo
Virtual” y es el método que mas se utiliza en la practica.

2.8 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL
2.8.1 DEFORMACION POR FLEXION

Este método es el mas general y utilizado en la practica, ya que se puede utilizar para
calcular desplazamientos verticales en cualquier tipo de estructura y también por su
facilidad de aprender y utilizar porque en comparacion con otros métodos no
requiere mucho la labor numérica, es decir, no requiere muchos calculos y tiempo
para conocer el valor de un desplazamiento vertical.

Con el principio del trabajo virtual no solo se pueden calcular desplazamientos
verticales si no también angulos de rotacidn, pero en la presente tesis solo se enfocara
en explicar el procedimiento matematico para calcular desplazamientos verticales.

El principio del trabajo virtual establece que para conocer el valor de un
desplazamiento vertical causada por los momentos flexionantes, es decir, una
deformacion por flexion en cualquier punto de un elemento estructural tipo viga, se
debe de multiplicar la ecuaciéon del momento flexionante [M(x)] producido por las
cargas reales por una ecuacion de momento flexionante [m(x)] producido por una
carga virtual unitaria colocada en el punto donde se desea conocer un
desplazamiento y en direccién de la deformacién buscada, este producto de
ecuaciones de momentos se divide entre el producto del médulo de elasticidad (E) y
el momento de inercia (I) del elemento estructural y toda esta ecuacion se integra de
0 a la longitud (L) de la viga que se esté resolviendo.

Todo lo mencionado se puede expresar con la siguiente ecuacion:

L M(x) - m(x)
dx
El

(2.15)
0
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Donde:

A = Desplazamiento vertical.

M (x) = Ecuacion del momento flexionante producido por las cargas reales.

m(x) = Ecuacién del momento flexionante producido por una carga virtual unitaria.
E = Moédulo de elasticidad del elemento estructural.

I = Inercia de la seccidon transversal del elemento estructural.

El principio del trabajo virtual es algo similar al Teorema de Castigliano solo que en
lugar de colocar una carga ficticia (P) en el punto donde se desea conocer un
desplazamiento, se coloca una carga unitaria ficticia y después se calcula la ecuacion
de momento flexionante producido por esta misma carga virtual y se multiplica por
la ecuacion del momento flexionante del mismo sistema estructural (viga) pero ahora
con las cargas reales.

Por ejemplo, si se tiene una viga de longitud (L) y es sometida a una carga
uniformemente repartida (w) y se desea conocer cual es el valor del desplazamiento
o deformacion por flexion a la mitad del claro de la viga, el principio del trabajo virtual
establece que para calcular un desplazamiento, se debe de tener dos ecuaciones del
momento flexionante, una ecuacién del momento producida por las cargas “REALES”
y la otra ecuacién producida por una carga virtual "UNITARIA” colocada en el punto
donde se desea conocer dicho desplazamiento o deformacion.

Por lo tanto, el principio del trabajo virtual nos dice que se deben de tener dos
sistemas de cargas, es decir, dos vigas con una carga diferente. Una viga debe de
tener las cargas reales y la otra viga debe de tener una carga virtual unitaria colocada
en el punto donde se desea conocer un desplazamiento, la carga unitaria debera ir
en direccion de la deformacién buscada, esto se puede ilustrar de la siguiente manera:
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Figura (b): Viga con una carga "VIRTUAL UNITARIA" colocada en
el punto donde se desea conocer su desplazamiento.

Figura 2.4. Principio del trabajo virtual

Si se calcula la ecuacién del momento flexionante de la viga de la Figura (a), se
obtendra la ecuacion del momento flexionante [M(x)] producido por las cargas reales
y si se calcula la ecuacién del momento flexionante de la viga de la Figura (b), se
obtendra la ecuacion del momento flexionante [m(x)] producido por una carga virtual
unitaria. Ya teniendo estas dos ecuaciones de momento flexionante, se pasa a
sustituirlas en la ecuacion 2.15.

(M) - m(x) ]
El x

0

Después de sustituir las ecuaciones del momento flexionante, se resuelve la ecuacion
y el resultado sera el valor del desplazamiento causado por los momentos
flexionantes. Como se puede observar, el principio del trabajo virtual no es complejo
ni dificil de aprender a utilizarlo, solo se deben de tener conocimientos de calculo
integral y saber como calcular ecuaciones de momentos flexionantes.

Si aun no ha quedado claro lo antes mencionado y no se entendié como se calcula
un desplazamiento vertical utilizando el principio del trabajo virtual, se pasara a
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resolver ejercicios empleando este método, esto con el fin de que el lector pueda
aprender el procedimiento para calcular un desplazamiento utilizando el “Principio
del Trabajo Virtual”.

Ejercicio 2.18: Calcular la deformaciéon vertical causada por los momentos
flexionantes a la mitad del claro de una viga que tiene una longitud (L) y que es
sometida a una carga uniformemente repartida (w), para calcular este
desplazamiento se utilizara la ecuacion (2.15), el moédulo de elasticidad y el
momento de inercia es constante en toda la longitud de la viga.

EI= Constante
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My = 0 (¢

V(L) +W(L)( )

wl?
—Vg(L) + T =0

wi?

Ve, = —
B oL

Vg = —
B™ 9

ZFY — 0 (+)
Vi+Vg—w(L) =0
wlL
Vi) +——wL =0
2
wlL
A 2 -
v _wL
47 2

NWYY@VWWYWVWW\

®

EI= Constante
7

fo-

wL
2

VB=WTL

p

PASO (2): Calcular la ecuacion del momento flexionante [M(x)] producido por

las cargas reales de la viga.

CORTE #1[0 < x < L]

—
x
N’

——

L >

M(x) —WTL(x) + w(x) (;) —0

2

M) wlL +wx —0

A R T
M(x) wx? +wL
X) = 2 2x
)|
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PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria
en la direccion que se crea que sera la direccion del desplazamiento

PASO (3): Calcular las reacciones en los apoyos de la viga que tiene la carga
virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

ZMA—O( Xy = 0 e
—VB(L)+1(2 Vi+Vs—1=0
L Vs —1=0
VB(L)=§ A 2 -
! 1
_L Vi—==0
VB_ZL AT
1 1
VB_E VA—E
( >ic )
lZlSJ




®
A 7 A 7
Va=3 Vo=3
< L/2 * L/2 >
< - >

PASO (5): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [m(x)] de la viga
que tiene una carga virtual unitaria ficticia.

L
CORTE #1 [OSxSE]

o0 [IMy = 0 )

® ©) 1
7 my (x) —E(x) =0
T"“% 1

_ a >| my(x) = 2 (x)

L
CORTE #2 [ES X < L]

e IMy = 0%)

my(x)

® @ mz(x)——(x)+1(x—§>=0
7 mz(x)—%x+x—%=0
_1
V, ==
Ao mz(x)+1x—£=0
2 2
e (x-L/z)w 1 1L
< o w m,(x) = —§x+z
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PASO (6): Calcular el desplazamiento utilizando la ecuacién del principio del

trabajo virtual (ecuacion 2.15).
L

M(x) - m(x)

dx

|

0

EIl

Ecuacién del Momento flexionante [M(x)]
de la viga concargas REALES

Ecuaciones de los Momentos flexionantes [m(x)]

delaviga conunacarga UNITARIA FICTICIA

0<x<1L

0<x<L/2 L/2<x<1L

wx? wlL

M(X) = —T+7x

1 1 L

my (x) =5 m,(x) =—§x+§

L/2

(_

M(x) - my(x) p
El x

gl

1

wx? X
2

wx”  wik
2

2
El

L/2

)

_I_
dx +

O\

Calculo de A

L/z<

wx3
4

1
" EI
0

Ay

L/2

——

L

)

L/2

(

M(x) - m,(x) dx
wlL

5 (-

El

1

wx?2
2

2

L

|

L/2

+ x +

1 L/2
El

w wlL
4 .3
16* tT12*

|
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segl %) +26) |- [0 Ho)

1] wi* wlL? 1 [5WL4]

M= 51" 256 T o6 | T EI

Ao 5wL*
17 768EI

Calculo de A,

L
1 wx3  wLx? wl?x
A2= p— - + dx

4 2 4
L ; L
A 1 w [x* wlL [x3 +WL2 x2 1
27 |a\4 2 \'3 4 \ 2| EI
. L/2

gl -To ol [56 -0 O

1 [/wl* wL* wl? wl*  wL* wl?
Ay=— - + - — +
El i 16 6 8 256 48 32

Ao 1 [/wL? 11wL*\] 1 [5wL?
> EI|\ 48 768 )| EI| 768

e S5wL*
27 768EI
CALCULO DE A,
A At Am S5wL* N S5wL*
27 71T 727 768ElI ' 768EI
Resultado: Desplazamiento Vertical

A SwL*
Z7 384EI
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Como se pudo observar en este ejercicio utilizando el método del principio del trabajo
virtual, el procedimiento de este método es mas rapido y facil de utilizar y aprender
a como utilizarlo, pero para que quede mas claro se sequira realizando ejercicios.

Ejercicio 2.19: Calcular la deformacion vertical causada por los momentos
flexionantes utilizando la ecuacion (2.15) al extremo de una viga empotrada
como se muestra continuacion, se supone que la seccion transversal es constante
por lo que también lo es el valor del madulo de elasticidad (E) y el momento de
inercia (I).

) o 3 ton/m
% TI1T11111]
® -
EI= Constante T — —_
—— A,=47

y R
|< 0m * 2.0m ’I

PASO (D): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado con las ecuaciones del
equilibrio.

S 3 ton/m

%Z TI1111111

EI= Constante

I< 2.0m * 2.0m ’I
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My =0 (o

ton (_+2m> _o ZFY =0 T

—-M, + 3—(2 m)

ton A 3t0n(2 )=0
~M; +3—(@2m)(3m) =0 VT W=

—M,+18ton-m=0 Va—6ton =0
My, =18ton-m V4= 6ton
Ma= 18 ton-m ,— 3ton/m

Y vvvvyvvvy

EI= Constante

I‘ 2.0m ’I‘ 2.0 m >|

PASO (2): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)]
producidos por las cargas reales.

CORTE#l[OmeSZ.Om]

Mp= 18t0n -m "
@/__ﬂt-) ZMK — 0@
= 6 ton M;(x) +18 —6(x) =0
<T>| M;(x) = 6x—18
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CORTE #2[2.0m < x < 4.0 m]

IMx = 0%)

M, (x) + 18 — 6(x) + 3(x — 2) (’%2> — 0

3
M,(x) + 18 — 6x +E(x—2)2 =0

Mp= }8 ton-m 3 ton/m

3
M) | M,(x) + 18 — 6x +E(x2 —4x+4)=0

D >

3
Mz(x)+18—6x+5x2—6x+6=0

A
3
Vp=6ton M, (x) +Ex2 —12x+24=0
“<om b (x-2) > 3,
< ,‘ M, (x) ——Ex +12x — 24

(x)

PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria
en la direccion que se crea que sera la direccion del desplazamiento.

1
w l

®)

Va \\\\l.
I‘ 4.0 m ’I

PASO (2): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado con las ecuaciones del
equilibrio de la viga que tiene la carga virtual unitaria.
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sMy =0 (o | ZFr =07

~My+1(4)=0 Va—1=
MA=4' VA=1

Ma = 4 11
@ZW
TVA=1

|‘ 40m ’I

PASO (5): Calcular la ecuacién del momento flexionante [m(x)] de la viga que
tiene una carga virtual unitaria ficticia.

CORTE#1[0m < x < 4.0m]

Ma 2" ﬁmm

0 'y

/ LMy ==()?E)

Vp=1 m(x)+4—1(x) =0

< b{ mx) =x—4

(x)

PASO (6): Calcular el desplazamiento utilizando la ecuacién del principio del
trabajo virtual, la cual es la ecuacion (2.15).

L
) JM(ao-m(x) )
- El x
0
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Ecuaciones de los Momentos flexionantes Ecuacion del Momento flexionante [m(x)]
[M(x)] delavigacon cargas REALES delaviga conunacarga UNITARIA FICTICIA

Om<x<2.0m Om<x<4.0m
M;(x) =6x—18
2.0m<x<4.0m m(x) = x—4

3
M,(x) = —Ex2 +12x — 24

2 4
_ [ Mi(x) - m(x) M;(x) - m(x)
A= f El dx + f El dx

0 2

2 4 3

. f(6x_ 18)(x—4) +j(—§x2 +12x — 24) (x—4)d
) El ; . El e
0 Al 2 Az
Calculo de A4

2
[ (6x—18)(x—4)
Al—f Bl dx

2 2
1 1
A= E](6x2 —24x —18x + 72) dx = Ej(6x2 —42x + 72) dx
0 0

12

A= —
1™ El
0

6 x 42 X +72(x) —12[2 3 21x2 + 72x]
3 > X —EIO.X' X X

A= %{[2(2)3 —21(2)% + 72(2)] — [2(0)® — 21(0)% + 72(0)]}

1 1
A [16 — 84 + 144] = —[76]

1=E
A 76
17 EI
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Calculo de A,

dx

: (—%x2 +12x — 24) (x — 4)
f El

1 3
A,= —f (—§x3 + 12x? — 24x + 6x% — 48x + 96) dx

1 3 . 5
A2=—f(——x + 18x —72x+96) dx

£1) "2
2
pm 2 23 w18 () = 72(2) + 960)
2" F1 |"2\% 3 2 *
A,= L 3x4+6 3 —36x*+96
Z—EI - 3 X X X
1 (] 3(4)*
By= 71 |- =5+ 6(4)* — 36(4)? + 96(4)

B [_ 3(2)*

S~ +6(2)° —36(2) + 96(2)]}

1
A= 7-[(=96 + 384 — 576 + 384) — (=6 + 48 — 144 + 192)]

A_1 96 90 —1 6
Z—E[( ) —( )]_E[]

CALCULO DE A,
6

76
Az= A1+A2:E+E
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Resultado: Desplazamiento Vertical

A 82
2 EI

EI= Constante

k 2.0m Wk 2.0m

Ejercicio 2.20: Se tiene una viga de acero que tiene una longitud de 6 metros que
es sometida a una carga uniformemente repartida de 5 ton/m y a dos cargas
puntuales inclinadas, la primera carga de 3 toneladas tiene un angulo de
inclinacion de 45° y la segunda carga de 4 toneladas tiene un angulo de
inclinacion de 50 °. Calcular el desplazamiento vertical a los dos metros de la
viga donde se encuentra la primera carga puntual inclinada utilizando la
ecuacion (2.15).

4 ton

A3 ton .
B=45 i > 5 ton/m i >¢=50

|‘ 2.0m ’l‘ “2; ;1_ * 2.0m ’|

La viga de acero es un Perfil IR A-572 Grado 50 de (457 mm x 68.5 kg/m).

Las dimensiones de la seccion transversal del perfil de acero IR de 457 mm x 68.5
kg/m son las siguientes:
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b = 154 mm

4 "y

YWwZz7 7774 " te = 15.4 mn

f 1 PERFIL IR
d = 460 mm 2 457 mm x 68.5 kg/m
—b/d—tw = 9.2 mm A-572
/ Grado 50
/ f,= 3515 kg/cm’
/
= 15.4 mm

JA v
N i/ aiss X t

Antes de pasara a calcular las reacciones en los apoyos, se descomponen las fuerzas
diagonales en sus componentes [Fx y Fy].

y
y
3 ton Fy =F sen (45°) Fy =F sen (50°) 4 ton
Fy Fy =3 sen (45°) Ey il; s;r; 25;0 ) Fy
it Fy = 2.121 ton y =2 on d=50°
X
Fx \ X ! Fx
Fx =F cos (45°) Fx =F cos (50°)
Fx =3 cos (45°) Fx =4 cos (50°)
Fx = 2.121 ton Fx = 2.571 ton
Fy = 2.121 ton Fy = 3.064 ton
/M%\/WV\
—
Na Fx = 2.121 ton Fx = 2 571 ton

.

p

X

2.0m *

2.0m

>re

20m .I

PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

ton 6m
—Vg(6m) + 57 (6m) (T) + 2.121 ton(2 m) + 3.064 ton(4m) = 0

—Vg(6m)+90ton-m+4.242ton-m + 12.256 ton-m =0

——
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—Vgz(6m) +106.498ton-m =0

_ 106.498 ton-m
=

6m
Vg =17.75 ton

ZFY =0 (+)

ton
Vy+ Vg — 57(6 m) — 2.121 ton — 3.064 ton = 0

Vy +17.75 ton — 30 ton — 2.121 ton — 3.064 ton =0
Vy, —17435ton =0

V4q=17.435 ton

XFy =05

Ny + 2121 ton —2.571ton =0

N, —045ton =10

N4y =0.45 ton
Fy = 2.121 ton Fy = 3.064 ton
NA:OASWM\/W\/M
—> B
Fx = 2.121 ton Fx = 2.571 ton i
TVA = 17.435 ton Vg =17.75 tonT

|‘ 2.0m * 2.0m ’I‘ 2.0m ’|

PASO (2): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)]
producidos por las cargas reales de la viga. Se despreciaran las fuerzas en “x” ya
que estas fuerzas [Fx] no producen un momento flexionante, por lo cual, no
afectara el calculo del momento flexionante.
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CORTE #1[0m < x < 2.0 m]

N,=0.45 ton 5 ton/m

—> B

7

VA = 17.435 ton

G

M1 (x)

ZMK=0‘@

M, (x) + 5(x) (;) —17.435(x) = 0

5
M; (x) +§x2 —17.435x =0

5
M,(x) = —Ex2 +17.435x

CORTE #2[2.0m < x < 4.0 m]
Fy = 2.121 ton

N,=0.45 ton 5ton/m Ma(x)

— @ ® )
Fx = 2.121 ton
7%

V, = 17.435 ton
* (x-2) ’|

® g

I‘ 20m
«

EMk=O @

M, (x) + 5(x) (;) —17.435(x) + 2.121(x = 2) = 0

5
My(x) + 5% = 17435x + 2.121x — 4.242 = 0

5
M,(x) + Exz —15.314x —4.242 =0
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5
M (x) = =5 " +15.314x + 4.242

CORTE #3[4.0m < x < 6.0 m]
Fy = 2.121 ton Fy = 3.064 ton

NA:OASWW —
—_— ® )
Fx = 2.121 ton Fx = 2.571 ton

TVA = 17.435 ton

o
I‘ (x-2) .I
« 0 g

IM =0 ) |

M5(x) + 5(x) (g) —17.435(x) + 2.121(x — 2) + 3.064(x — 4) = 0

5

Ms(x) + Exz —17.435x + 2.121x — 4.242 + 3.064x — 12.256 = 0
5

M;(x) + Exz —12.25x — 16.498 = 0

5
M3 (x) = —Ex2 +12.25x + 16.498

PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. La carga unitaria debera ir
colocada en la direccion que se crea que sera la direccion del desplazamiento.
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1
®M' ®
~ ~
>\ ~ A, =47 //// 2

\\\\\L /////
Va S T —— Vs

PASO (3): Calcular las reacciones en los apoyos de la viga que tiene la carga
virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

LM, = O(“) Vi+Vg—1=0
—Vg(6m)+1(2m)=0 1
Vg(6m) =2m VA+§_1:0
2m 2
= Vy—==0
Vs 6m 43
1 2
= — V = —
VB 3 A 3

I‘ 2.0m .I‘ 40m ’|
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PASO (5): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [m(x)] de la viga
que tiene una carga virtual unitaria ficticia.

CORTE#1[0m < x < 2.0m]

my(x)

® ®) S = 07%)

7

2
TVA =% mq (x) —§(x)= 0
2
> ) > my (%) =3
CORTE #2[2.0m < x < 6.0 m]
1 2
| i meo-5@ric-2=0
®;; !@ mz(x)—§x+x—2=0
TVA=% mz(x)+%x—2=0
II: 20m ’I‘ (X'Z) :II mz(x) =_§x+2
(x)

PASO (6): Calcular el desplazamiento utilizando la ecuacién del principio del
trabajo virtual (ecuacion 2.15).

N fM(x) me)

N El
0
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Ecuaciones de los Momentos flexionantes
[M(x)] delavigacon cargas REALES

Ecuaciones de los Momentos flexionantes [m(x)]
de la viga conuna carga UNITARIA FICTICIA

Oom<x<2.0m

Om<x<2.0m

5
Mi(x) = —Ex2 +17.435x

2
my(x) = §x

20m<x<4.0m

20m<x<6.0m

5 2
M(x) = — 5 x* +15.314x + 4.242

4.0m<x<6.0m

5 5
M;(x) = X+ 12.25x + 16.498

1
my(x) = —gxt 2

2 4

M; (x) - mq(x) doc

M, (x) - my(x) dx

(M) )

o

2

e |

0

El

my (x) dx +

2
1
A= Elel(x) ’
0 Al

Calculo de A4

2
1
A1=EjM1 (%) -y (x) dx =
0

El
2
AL 5 2, 3487 )\ _
1= E ( 3% 300x> *=
0
A 17 5x*  3487x°
"TEI | 12 900
1 ([ 5(2)* 3487(2)°
A =Ll @) 2)°]
EI|| 12 900
_1[ 20+6974] 1
YEIL 3 7 225 EI

4
1
Elzj M;(x) -

g

4

El EIl

my(x) dx + mo,(x) dx

6
1
EIJ'M?’(X).

2 3

2

i (

0

——

|

5
——x%+17.435x

1)

)
(=)

1

El

N 3487
300

5(0)* . 3487(0)3
12 900

)

5474
225 ]
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A 5474
17 225E1

Calculo de A,

El

4
1 1 5 1
A= E,f M, (x) -m,(x) dx = —f (—Exz + 15.314x + 4.242) (—gx + 2) dx

2 2

1 5 , 7657 , 707 , 7657 2121
Azz—f( X4 ———=x—5x*+ )dx

E1) \6* ~1500" " 500 250 * T 250

4
1 5 2121
A= Ej (—x3 —10.105x2 + 29.214x + —) dx
2
4

6 250
a= = [P 2 10108 () + 20218 () + 222 oy
" EI |6\ 4 3 “\2 ) T 2s0

N 5%  10.105x3 .\ 29.214x2 . 2121x
> El | 24 3 2 250

1 ([5(4)* 10.105(4)% 29.214(4)2 2121(4)
by e

24 3 2 250
5(2)* 10.105(2)3 . 29.214(2)2 s 2121(2)
24 3 2 250
1 (160 — 29214 . 4242) (10 26.946 1 14607 s 2121)]
27 Er(\ 3 ' 125 125 3 ' 250 125
1 1

A, = = [(105.41) — (51.78)] = = [53.63] =
A 53.63

27 EI
Calculo de A4

6

6

1 1 5 1

_ - . —— (2,2 _Z

A= EIfM3 (x) -my(x) dx Elf( > X + 12.25x + 16.498)( 3x+2> dx
4 4
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e 1f(5 , 49, 8249, 49 +8249>
e \6™ T12% “1s00" Y T2 T 250/
4
6
~ 1f 109 2+28501 +8249>
b=g1) 6% ¥ T 1500 T 250 ) ¢
4
oo LB (xt) 109 +28501 x?) 8249
TEILl6\4) 12 1500 \ 2 ) " 250
N °[5x* 1093 4 ooyz 4 B249%
TEIL|24 36 % 77250
1 ([5(6)* 109(6) . 8249(6)
Ag_ﬁ{_ o7~ —3c— * 9:5003(6)? + - —
5(4)*  109(4)° 8249(4)
- = 5003(4)? + ———
[24 e+ 9-5003(8)? + ——
1 160 1744
By= = [(270 — 654 + 342.01 + 197.976) — (T - —5—+152+ 131.984)]

1 1
Az=—[(155.98) — (143.54)] = — [12.44]

_12.44
37 EI

CALCULO DE A,

5474 53.63 12.44
22561 T EI ' EI

90.40
= T E]

AZ= Al + AZ + A3=

[m]
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PASO (7): Calcular el momento de inercia (I) de la seccién transversal de la viga
de acero.

b = 154 mm
) i
VWwoszgg sty = 15.4 mm
2 ? PERFIL IR
d - 460 mm 22 457 mm x 68.5 kg/m
—b/<—tw = 9.2 mm A-572
/ Grado 50
/ f,= 3515 kg/cn’
/
/& v
/I /8 /8D . t; = 15.4 mm

Hay dos formas de calcular el momento de inercia, la primera es con el teorema de
Steiner o teorema de los ejes paralelos y la otra forma es haciendo una resta de
inercias.

TEOREMA DE STEINER O TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS

Se pasa a calcular el momento de inercia con el teorema de Steiner por lo que se
dividira la seccién transversal en figuras geométricas que sean conocidas, en este caso
seran 3 rectangulos como se muestra a continuacion:

y

A
» 154 mm >

v
* 3N 5 15.4 mm

460 mm
—»2l¢—9.2 mm

15.4 mm
v ////,1///?/A >
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El teorema de los ejes paralelos indica que se puede calcular el momento de inercia de un
cuerpo rigido con la siguiente formula:

k k
2
I, = Elxm + EAi(dyi) (2.16)
i=1 i=1

Donde:

IxGi5 Momento de inercia de cada figura geométrica (rectangulo) que conforma
la seccién transversal.
Ai: Area de cada figura geométrica (recténgulo) que conforma
la seccién transversal.
dyi: Distancia que hay entre el centroide de la seccién tranversal

(Perfil IR) al centroide de cada figura geométrica (rectangulo) .

Antes de calcular el momento de inercia del perfil IR, primero se debe de calcular su
centroide, como la seccidon transversal es simétrica, se puede decir que las
coordenadas (x , y) del centroide se calculan de la misma manera como se calcula el

u_,n

centroide de un rectangulo, es decir, la coordenada en “x" sera igual a la base dividida

b 154 mm uoon s REIRT
entre dos (x =5 =" ) y la coordenada en "y sera igual a la altura dividida entre
h 460 mm ; . ,
dos (y =5 = ) . Para que quede mas claro lo que se trata de explicar se pasara

a ilustrar de la siguiente manera:

y
A
4%
A
Centroide
de un
4 | h Rectangulo
h I
2 I
E Y p X
b
2
( )|
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A .
< 124 mm > Centroide
F Y
X = 1542 mm - 77 mm
= 460 mm _
460 mm y 7 = 230 mm
>:’: """"" [~ Coordenadas
E X y
i 230 mm (77 mm , 230 mm)
* > X
b T a—

< 77 mm

Como se puede observar, la seccion transversal es simétrica y por lo tanto fue facil de
saber cuales eran las coordenadas de su centroide, pero si se requiere comprobar el
resultado, se pasara a calcular las coordenadas (x , y) con ayuda de las siguientes
formulas:

11 (4D (xp)

X = 2.17
X 4, (2.17)
1 (A) (s
}_] — Zl—llg I)él(y ) (2.18)
i=14i

Donde:

X,Y: Coordenadas del centroide de la seccién transversal.

Ai: Area de cada figura geométrica (recténgulo) que conforma

la seccion transversal.

Xi: Coordenada "x" del centroide de cada figura geométrica (rectangulo)

que conforma la seccién transversal.

Y;i: Coordenada "y" del centroide de cada figura geométrica (rectangulo)
que conforma la seccion transversal.

Se calculan las coordenadas del centroide de la seccidn transversal de la viga de acero
IR, para lo cual se divide la seccion transversal en tres rectangulos como se muestra a
continuacion:
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Seccidén Transversal

:= 154 mm > i i
i 3 [ 15.4 mm D 5
£ \
460 mm Centroide
—H2¢=2.2.MM 459 2 mm de un
: 4+ h Rectangulo
|
h |
15.4 mm 2 |
| 1 [T y | ¥ _p X
) B
2
Se calculan las areas de cada uno de los rectangulos que conforman la seccion
transversal:
2
RECTANGULO | BASE (mm) | ALTURA (mm) AREA (mm?)
(b) (h) (bxh)
1 154 15.4 2371.60
2 9.2 429.2 3948.64
3 154 15.4 2371.60

Calculo de las coordenadas (x, y) de cada uno de los tres rectangulos:

A

Rectangulo 3

: """"""" rommreneeeeneeey A

i | _—Rectangulo 2

452.3 mm

T » X
77 mm \\\¥—Recténgulo 1
RECTANGULO COORDENADAS
(x) ()
1 77 mm 7.7 mm
2 77 mm 230 mm
3 77 mm 452.3 mm
( )|
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u_,n

Se calcula la coordenada “x" del centroide de la seccion transversal:
k
i1 (A4 (x;)
k
i=1 Ai

Rectangulo 1 Recté:lgulo 2 Rectélngulo 3
A

X =

[ 1 1 1 I 1
(2371.6 mm?) (77 mm) + (3948. 64 mm?)(77 mm) + (2371. 6 mm?)(77 mm)
2371.60 mm? + 3948.64 mm? + 2371. 6 mm?

X =

x=77mm

u_ o n

Se calcula la coordenada "y” del centroide de la seccién transversal:

7= AN
1A

Rectingulo 1 Rectangulo 2 Rectangulo 3
'l I |

r 1 [ | 1 r 1
(2371.6 mm?)(7.7 mm) + (3948. 64 mm?)(230 mm) + (2371. 6 mm?)(452.3 mm)
2371.60 mm? + 3948. 64 mm? + 2371. 6 mm?

y:

y =230mm
y
A

Coordenadas del
Centroide

.................... .Q
Z X y
T : (77 mm , 230 mm)

:‘_

P X
77 mm
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Como se pudo observar, el resultado de las coordenadas del centroide es el mismo
en ambos casos, con esto se llaga a la conclusién de que, si la seccidn transversal es
simétrica, se puede conocer el valor de las coordenadas del centroide de una manera
facil y rapida sin necesidad de utilizar formulas matematicas, solo se calcula el
centroide de la seccidon transversal de la misma manera en cdmo se calcula el
centroide de un rectangulo como ya se vio anteriormente. En caso de que la seccion
transversal sea asimétrica, se calculan las coordenadas del centroide utilizando las
ecuaciones 2.17 y 2.18.

MOMENTO DE INERCIA (I)

Una vez teniendo las coordenadas del centroide de la seccion transversal, se pasa a
calcular el momento de inercia con la ecuacion 2.16.

k k
2
I, = z Lg; + z Ai(dyi)
i=1 i=1

Donde:
IxGi: Momento de inercia de cada figura geométrica (rectangulo) que conforma
la seccion transversal.

A i Area de cada figura geométrica (rectémgulo) que conforma

la seccion transversal.
dyi: Distancia que hay entre el centroide de la seccion tranversal

(Perfil IR) al centroide de cada figura geométrica (rectangulo) .

i‘ 154 mm .i {
1 3 i'_'_;r'__:l_;-_;l mm
460 mm
2«92 MM 4592 mm
15.4 mm
__________ 4
v ] 1 l
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__________ .|.--.T
dy;= 222.3 mm
| —Centroide
dy,= 222.3 mm
---a—P»X
f.
7.7 mm
] BASE (mm) | ALTURA (mm) |AREA (mm?) bh3 dy;
RECTANGULO . =— (mm?
(b) (h) bxh) |%a=1z (mm) s
1 154 15.4 2371.60 46870.72 222.3
2 9.2 429.2 3948.64 60615783.23 0
3 154 15.4 2371.60 46870.72 222.3
k k
2
L, = z Lgi + z Ai(dyi)
i=1 i=1
I, = [46,870.72 mm* + (2,371.60 mm?)(222.3 mm)?] +
[60,615,783.23 mm* + (3,948.64 mm?)(0)?] +

[46,870.72 mm* + (23,71.60 mm?)(222.3 mm)?]

I, = [117,244,915.7 mm*] + [60,615,783.23 mm*] + [117,244,915.7 mm*]

I, = 295,105,614.6 mm*

Se convierte el momento de inercia de mm* a m*

1m
I, = 295105,614.6 4(—
x M \1000 mm

4

)

I,=1= 0.00029511 m*
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Antes de que se calculara el momento de inercia (I) con el método de los ejes
paralelos, se mencion6 que habia otra manera mas facil y rapida de calcular el
momento de Inercia de la seccion transversal de la viga de acero IR, la cual consta de
realizar una resta de inercias.

Se tiene la seccién transversal del perfil IR con sus respectivas dimensiones:

y
4 154 mm !

l ¥
///////////J 15.4 mm
% t

460 mm
—9.2 mm

SONNNNNN

15.4 mm
[/
/////////T//,i .

Se calcula el momento de inercia de la figura geométrica (rectangulo) que esta
achurada de color azul que se muestra a continuacion:

77777777 L b
12

(154 mm) (460 mm)>

//
IX]._ 12
i::;;;z I,= 1,249,145,333 mm?

Y 7777/ 777770,

460 mm

Se observa que la seccion transversal de la viga de acero esta dentro del rectangulo
azul, por lo que se pasara a calcular el momento de inercia de los siguientes
rectangulos que estan achurados de color rojo como se muestra a continuacion:
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> <

3
1..=_bh

X2~

_ (72.4 mm)(429.2 mm)>

X2=

12

1,,= 477,019,857.4 mm®

1,,=I,5= 477,019,859.4 mm*

154 mm ,
| 7Y 15,4
460 mm // /
/Ixz/ /IB% 429.2 mm
0
/A A ~V15.4 mm
Y 72.4 mmi 172.4 mmi ' >
¢ ole I

—v' 9.2 mm

X

Al principio se dijo que este método constaba de realizar una resta de Inercias, por lo
tanto, la inercia del rectangulo azul (Ix1) se le restara la inercia de los dos rectangulos
rojos (Ix2, Ix3) para tener como resultado la inercia de la seccion trasversal de la viga

de acero:
A N N
7777/ 7777 (77777777772
9% AR /
o0 .7
4 7 %
L/
A4 //// /// // 4
777777 sx LLLLLST777A

Ix; = 1,249,145,333 mm*

Ix, = 477,019,859.4 mm*
Ix; = 477,019,859.4 mm*

I = le —1x2 — Ix3
[ =1,249,145,333 mm?* — 477,019,859.4 mm?* — 477,019,859.4 mm*
I = 295,105,614.2 mm*

——
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Se convierte el momento de inercia de mm* a m*:

4

1m
[ = 295105,614.2 mm* (—)
1000 mm

I = 0.00029511 m*

Se comprobd que el resultado del momento de inercia fue el mismo ya sea
calculandolo con el teorema de los ejes paralelos o utilizando una resta de inercias.
para los siguientes ejercicios donde sea necesario calcular el momento de inercia de
una seccion transversal, se utilizara el método de la resta de inercias ya que este
método es mas rapido y facil de utilizar, queda a criterio de cada uno que método
utilizar para calcular el valor de un momento de inercia.

Se continua con la solucion del gjercicio, por lo que ahora se calculara el médulo de
elasticidad del acero para que después se calcule el desplazamiento vertical real de
la viga de acero.

PASO : Calcular el moédulo de elasticidad (Es) de la viga de acero.

Las Normas Técnicas Complementarias de las Ciudad de México establecen que el
modulo de elasticidad del acero es igual a:

E, = 2,039,000 kg/cm?

Se convierte el Mdédulo de Elasticidad de kg/cm? a ton/m?:

E = 2039000 kg ( 1ton )(100 cm>2
ST em2z\1000 kg/ \ 1m

E, = 20,390,000 ton/m?

PASO (9): Calculo del desplazamiento vertical real de la viga de acero IR (457
mm x 68.5 kg/m).

N 90.40
Z EI

E; = 20,390,000 ton/m?
I = 0.00029511 m*

A 90.40
#7(20,390,000)(0.00029511)

[m]
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Resultado: Desplazamiento Vertical

A,= 0.01502 m

~_> ~ A;=0.01502 m — //
~

—
~ —_ —_—
/

—_—— —_— —

—_—

o M o ¢ on M

Es importante mencionar que, si el resultado del desplazamiento vertical es positivo
esto no significa que el resultado sea correcto o si el resultado del desplazamiento
vertical hubiera sido negativo, esto no significaria que el resultado es incorrecto. El
signo del desplazamiento vertical no tiene nada que ver con que si este correcto o
incorrecto el resultado, lo que indica el signo es si se colocd correctamente la carga
puntual unitaria en direccion al desplazamiento vertical deseado.

En el paso 3 de los ejercicios resueltos, se coloca una carga puntual unitaria en
direccién al desplazamiento, si se coloca la carga puntual hacia abajo [!] y el
desplazamiento de la viga esta en la misma direccién, el resultado sera positivo, pero
si se coloca la carga puntual unitaria hacia abajo [1] pero el desplazamiento de la viga
no esta en esa direccidn si no que va hacia arriba, es decir, en la direccion contraria a
la de la carga puntual unitaria, el resultado saldra negativo y esto no significa que el
resultado sea incorrecto, el signo del resultado solo indica si el desplazamiento
vertical estd o no en la misma direccion que la de la carga puntual unitaria.

Para que entendamos mejor lo que se tratd de explicar, se pasara a resolver otro
gjercicio donde se colocara la carga puntual en direccion contraria al desplazamiento
para que asi se pueda observar que el resultado del ejercicio dara negativo.
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Ejercicio 2.21: Utiliza la ecuacion 2.15 para calcular el desplazamiento vertical en
punto (A) que se encuentra en el voladizo de una viga de acero empotrada de 8
metros de longitud, la viga es sometida a tres cargas puntuales como se muestra
a continuacion.

12 ton 12 ton ll ton

®

N, =47 ///
L7
|< 3.0m * 2.0m ’I‘ 3.0m ’|

La viga de acero es un Perfil IR A-572 Grado 50 de (610 mm x 125.1 kg/m).

NN

—_—
—

N

Las dimensiones de la seccién transversal del perfil de acero IR de 610 mm x 125.1
kg/m son las siguientes:

, b =230 mm |
N g
V. A t; = 19.6 mm
Y 4 T
PERFIL IR
d = 613 mm ? 610 mm x 125.1 kg/m
—» ety = 12.0 mm A-572
7 Grado 50
? f,= 3515 kg/cm?
) v
v ] i t. = 19.6 mm

PASO (1): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado con las ecuaciones del
equilibrio.

thon thon ll ton %MB
®

|‘ 3.0m * 2.0m * 3.0 m
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2M3=0@

Mg —1ton (3m)—2ton(5m) —2ton(8m) =0
Mg —3ton-m—10ton-m—16ton-m =0
Mg —29ton-m =0

Mg =29ton-m

ZFY — O T(...)
Vg —1ton—2ton —2ton =0

Vg —5ton =0
Vg =5ton

thon thon ll ton Mg=29 ton-m

|< 3.0m * 2.0m * 3.0m ’|

PASO (2): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)]
producidos por las cargas reales.

CORTE#1[0m < x < 3.0m]

2 ton J "o
®_@ Mg =0 D
f M(x) +2(x) =0
)4(_"1, M, (x) = —2x
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CORTE #2[3.0m <x <50m

]
thon thon - ZMK — 0 ‘@
® © ) | M0+ 20+ 20e—3) =0
My(x) +2x+2x—-6=0
¢ 30m e (x3), My(x) +4x—6=0
< (x) > M,(x) = —4x+6

CORTE #3[5.0m < x < 8.0 m]

2 ton 2ton 1ton
Sl el Gl
|< 3.0m * 2.0m * (x-5)
<
|< (x)

IMy = 0%

Mz(x)+2(x)+2(x—3)+1(x—=5)=0
Mz;(x)+2x+2x—6+x—-5=0
M3;(x) +5x—11=0

M;(x) =—5x+11=0

PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria
en la direccion que se crea que sera la direccion del desplazamiento.

Para este ejercicio, se colocara la carga puntal unitaria en direccion contraria a
la del desplazamiento.

——
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1 VA l

PASO (4): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado de la viga que tiene la
carga virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

IMp =0 o) | [2F, =01,

—Mz+1(8) =0 Vs +1=0
MB:B VB=1

|‘ 8.0m ’|

PASO (5): Calcular la ecuaciéon del momento flexionante [m(x)] de la viga que
tiene una carga virtual unitaria ficticia.

CORTE #1[0m < x < 8.0 m]

m(x)
0 ) [EM = 0 =
1 m(x) —1(x) =0
k (x) > m(x) = x
[ 249 }



PASO (6): Calcular el desplazamiento utilizando la ecuacién del principio del

trabajo virtual (ecuacion 2.15).

L

0

A jM(x) -m(x) s

El

Ecuaciones de los Momentos flexionantes
[M(x)] delavigacon cargas REALES

Ecuaciéon del Momento flexionante [m(x)]
de laviga conunacarga UNITARIA FICTICIA

Om<x<3.0m

Om<x<80m

Ml(X) = —2x

3.0m<x<50m

M,(x) =—4x+6

50m<x<80m

M;(x) = —5x + 11

m(x) =x

3 5

8

A= fMl(x)'m(X) dx+JMz(X)"m(x) dx+jM3(X)'m(X) s

El
0 3

El El

5

3 5 8
(—2x)(x) (—4x + 6)(x) (—=5x+11)(x)
AZ:jT dx+j I dx+.sf I dx

8

| — E———

3 5
1 1 1
— = (92 il ) = li_e.,2
A, Elj( 2x)dx+EIf§ 4x '+6x)clix+EIjl( 5x l+11xl)dx
0 3

Aq

Calculo de A4

A, 5 Ay

3 3
A 1 j 22 g 1 , ¥\ 1 3 243
1= 57 ¢ x)x_E% 3)| T EI |3
0

1 ([ 2(3)3 2(0)3
o 32222 e

——

1
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A 18
1= EI

Calculo de A,

5 5
A—lf(42+6)d—1 4x3 +6x2
2T F] XX x"E13 3 2
3

1 ([ 45)? , 4(3)3 Nt
AT_E7{I— : -+3(5)]-—[— =+ B3 }._——

A= 248
27 3EI
Calculo de A4

8 8
A—-lj sx? 4 110) dox = — -5 (%) 4 11
3= g7 | (7% x)x_ms 3
5

3T EI 3 2 3 2

3 2 3 2
1ﬂ_5@)+}1@)]_lfxm IO

ﬁ}

x2

2

Ay= EI{( 1504) ( 425>] EI[ 1504 425

e 861
37 2EI

CALCULO DE A,

18 248 861
AZ: Al +A2 +A3= e —

El  3EI
3187

A= —gr ml
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PASO (7): Calcular el momento de inercia de la seccién transversal de la viga de
acero.

b = 230 mm

v

v

_te = 19.6 mm

—

PERFIL IR

T v 777
610 mm x 125.1 kg/m

d = 613 mm

tw = 12.9 mm A-572
Grado 50
f,= 3515 kg/cm’

v
V7720777 5 te = 19.6 mm

Se convierten las unidades de las dimensiones de la seccion trasversal de mm a cm:

. b =23 cm ,
—
7777777 t . - 1.3 cn
|
d =61.3 cm

ety = 1.2 cm

o7 T itf=1.95 cm

Calculo del momento de Inercia de la seccion trasversal:

y
A 23 cm

L1 __bn?
i/ b

61.3 cm ] (23 cm)(61.3 cm)?
Ixl=
% 12
V] _ 4
? I,,= 441,497.2609 cm
V]
P X
( )|
l 252 J



<

23 cm X 1..=_bh’
" 3 X272
7 V “‘iL1'96 o I (10.9 cn11)2(57.38 cm)3
61.3 cm 4 /é
Lal/) (/La 7/]57.38 cm 1 - 171,603.7933 cm®
% /// I,,=L= 171,603.7933 cm®
A0
. ___1.96 cm > X
10.9 cm! 10.9 cmi T "
b e
- «1.2 cm
A N N
///// %// 7 7/ ’////////////i
L/
0 A /
%% _/ _ / _ /
=) (=) Vi AVLA (=) 4
4% JL ) el 7
0 YN 4
v/ > X > X /A

Ix, = 441,497.2609 cm*
Ix, = 171,603.7933 cm*
Ixs = 171,603.7933 cm*

I =1Ixy —Ix, — Ix;

I = 441,497.2609 cm* — 171,603.7933 cm* — 171,603.7933 cm*

I =98,289.6743 cm*

Se convierte el momento de inercia de mm* a m*:

I =

4

1m
98,289.6743 4( )
cn 100 cm

P X

1= 0.0009829 m*
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PASO (8): Calcular el médulo de elasticidad (Es) de la viga de acero.

Las Normas Técnicas Complementarias de las Ciudad de México establecen que el
moddulo de elasticidad del acero es igual a:

E, = 2,039,000 kg/cm?

Se convierte el médulo de elasticidad de kg/cm? a ton/m?:

£ =2039.000 kg ( 1ton )(100 Cm>2
ST em2\1000 kg/ \ 1m

E, = 20,390,000 ton/m?

Paso (9): Calculo del desplazamiento vertical real de la viga de acero IR (610 mm
x 125.1 kg/m).

3187
=~ egr ™
E, = 20,390,000 ton/m?
1= 0.0009829 m*

3187
6(20,390,000)(0.0009829 )

A,= —0.02650 m

A,=

Antes de resolver el ejercicio se menciond que si se obtenia un desplazamiento
vertical negativo esto no significaba que el resultado fuese incorrecto, lo Unico que
indica el signo negativo es que la carga unitaria que se propuso no va en la misma
direccion que la del desplazamiento.

Saber esto ayudara al lector a entender el significado del signo en el resultado de un
desplazamiento o deformacion cuando se calcule utilizando el principio del trabajo
virtual. Se presentaran situaciones en las cuales se esté calculando un desplazamiento
vertical y al calcularse dicho desplazamiento, se debera de colocar la carga unitaria
en la direccion en la cual se crea que es la direccidon del desplazamiento, al finalizar el
ejercicio, si se obtiene como resultado un valor negativo, el lector ya sabra que lo que
indica el signo es que el desplazamiento no va en la direccion en la que se creia si no
en la direccion contraria.
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Resultado: Desplazamiento Vertical

A,= 0.02650 m

12 ton thon ll ton

A;=0.02650m __ —

L7
-
|‘ 3.0m

* 2.0m ’I‘ 3.0 m .l

Con este ultimo ejercicio se finaliza el calculo de desplazamientos verticales tomando
en cuenta solo la deformacion por flexion, utilizando el principio del trabajo virtual.

2.8.2 DEFORMACION EN VIGAS CAUSADA POR FUERZA CORTANTE

En las secciones pasadas en el calculo de deformaciones verticales solo se tomaban
en cuenta las deformaciones causadas por los momentos flexionantes, es decir, la
deformacién por flexidn, pero en esta seccion se explicara la manera en la cual se
puede calcular una deformacion causada por fuerza cortante.

En la practica es comun despreciar la deformacién por contante porque en
comparacion con la deformacion por flexién, la deformacidon por cortante es
relativamente pequefia, es decir, la deformacion por flexion es mucho mayor que la
deformacion por cortante y por esta razén es comun omitir la deformacién por
cortante. Sin embargo, si se requiere una gran precisién para el calculo de un
desplazamiento vertical en una viga, lo Unico que se debe de hacer es calcular la
deformacion por cortante y sumarle la deformacion por flexion, es decir, para calcular
con mas precision un desplazamiento, podemos decir que la deformacion total sera
igual a la suma de la deformacién por flexion mas la deformacion por cortante.

ATOTAL= AFLEXION + ACORTANTE

El principio del trabajo virtual no solo permite calcular deformaciones por flexion si
no que con este método también se pueden calcular la deformacion causada por la
fuerza cortante. La ecuacion que permite el calculo de una deformacion por fuerza
cortante es similar a la ecuacién 2.15 que nos ayuda a calcular una deformacion por
flexion.
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El principio del trabajo virtual nos dice que se puede conocer la deformacion por
cortante en cualquier punto de un sistema estructural (viga) multiplicando un factor
de forma de la seccion transversal (K) por la ecuacidon de la fuerza cortante [V(x)]
producido por las cargas reales y esto a su vez se multiplica por una ecuacion de
fuerza cortante [v(x)] producido por una carga virtual unitaria colocada en el punto
donde se desea conocer la deformacion por cortante, el producto del factor de forma
(K) y las ecuaciones de fuerza cortante se divide entre el producto del médulo de
elasticidad por cortante (G) y el area de la seccion transversal (A) del elemento
estructural y todo esto se integra de 0 a la longitud (L) de la viga que se esté
resolviendo.

Todo lo mencionado se puede expresar con la siguiente ecuacion:

L
K- -V(x)- v(x)
AcORTANTE= f GA dx (2.19)

0

Donde:

Acorrante= Deformacion por cortante.

V(x) = Ecuacién de la fuerza cortante producido por las cargas reales.

v(x) = Ecuacion de la fuerza cortante producido por una carga virtual unitaria.
K = Factor de forma de la seccion transversal.

G = Moédulo de elasticidad por cortante.

A = Area de la secciéon transversal del elemento estructural.

Como se puede observar, la ecuacion para calcular la deformacion por cortante es
sencilla y su procedimiento es similar al que se ha utilizado para calcular la
deformacion por flexion, lo que cambia es que en lugar de calcular las ecuaciones del
momento flexionante, se calculan las ecuaciones de la fuerza cortante y en lugar de
calcular el mdédulo de elasticidad (E) y el momento de inercia (I), se calculara el factor
de forma (K), el médulo de elasticidad por cortante(G) y el area de la seccién
transversal (A), pero el procedimiento es similar y esto se entendera mejor resolviendo
gjercicios donde se calcule la deformacién por cortante y la deformacién por flexion
y se podra observar que como ya se ha mencionado, el procedimiento es similar y
facil de aprender.
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No se explicara tan a detalle como calcular la deformacidon por cortante ya que si se
entendié como se calcula la deformacién por flexion, sera mas sencillo de entender
por medio de ejercicios el como calcular una deformacion por cortante.

Antes de pasar a resolver gjercicios es importante explicar como se puede calcular el
factor de forma (K) y el modulo de elasticidad por cortante (G) ya que estas son las
Unicas dos variables que no se ha explicado como calcularlas.

FACTOR DE FORMA (K)

El factor de forma para cortante (K) debe evaluarse para cada perfil particular de la
seccion transversal, pero existe una tabla que proporciona los valores del factor de
forma (K) que depende de la seccion transversal del elemento estructural, la cual es
la siguiente:

SECCION TRANSVERSAL Factor de forma (K)

7 Rectangulo 6
_ :

. 10
@ Circulo T

Tubo delgado 2

SITITTITIE,

/
] Secciénlo Area Total
] seccion cajon Area del Aima
(4
A

’,

TTTTIITISS s

Vi
’
4
4
’
/4
4
4
4
g
4
i

Tabla 2.2 Factor de forma (K)

257

——
| —



EL MODULO DE ELASTICIDAD POR CORTANTE (G)

El modulo de elasticidad por cortante (G) se puede calcular con la siguiente ecuacion:

E
= 2(1+v)
Donde:
G = Modulo de elasticidad por cortante.
E = Moédulo de elasticidad.
VU = Coeficiente de Poisson.

El coeficiente de Poisson se puede calcular experimentalmente de la siguiente

manera.
P 0’ Coeficiente de Poisson
H

T e — 8'
i-:':::______::n o
| , ,
L : | o' = Deformacion transversal
|
: : 8§ = Deformacion axial
| L |
s i,
v ] s

Pero en caso de que no se calcule experimentalmente, el coeficiente de Poisson para
el concreto se tomara como 0.2 y para el acero como 0.3.

Concreto v=0.2

Acero v=0.3

Se resolveran ejercicios calculando desplazamientos verticales tomando en cuenta la
deformacion por flexion y la deformacion por cortante ya que, si se requiere una gran
precision para el calculo de un desplazamiento, se debera de tomar en cuenta estas
dos deformaciones. Como se mencion¢ al principio de esta seccion, la deformacion
por cortante en la practica se desprecia porque en comparacion con la deformacion
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por flexion la deformacion por cortante es relativamente pequefia, pero habra casos
especiales en donde no se recomienda despreciar la deformacion por cortante ya que
en estos casos que se explicaran mas adelante, la deformacién por cortante
aumentara y por lo tanto si se desprecia esta deformacidn se podrian tener graves
consecuencias en los elementos estructurales.

Una vez explicado que es la deformacion por cortante, se pasa a resolver ejercicios
calculando desplazamientos verticales tomando en cuenta la deformacién por flexion
y la deformacion por cortante, se puede decir que el desplazamiento vertical total
sera igual a la suma de la deformacion por flexion mas la deformacién por cortante,
como se muestra en la siguiente ecuacién:

Arorar= Brrexion + AcorTanTE

L L
M(x) -m(x) K-V(x)- v(x)
A OT A =j dx+J dx (220)
TOT AL ], E{ ' J G/'I |
Deformacion Deformacion
por flexion por cortante

Esta ecuacion es la que se estara ocupando en los ejercicios que se resolveran a
continuacion.

Ejercicio 2.22: Calcular el desplazamiento vertical a la mitad del claro de la viga
utilizando el principio del trabajo virtual. La viga de longitud (L) es sometida a
una carga uniformemente repartida (w) y una carga puntual (P). Considere
calcular la deformacién por flexion y la deformacién por cortante.

P E,IK,G,A = Constantes

/VWYY@VYWW\/WYWV\

\\ -
A ~ N, =4 7 -~ ~ 7
~ ~ Z~ ¢ -
~— ~ — /
~ //
\_____ ______.—
L

A A
¥y v

L/2 * L/2
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PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio

-~ 0

®

. E,ILK,G,A = Constantes ;
TVA VBT

“ L »

« >

L/2 ’I‘

L/2

=My =0 (o >Fy =0 1.
—VB(L)+w(L)(>+P(2) 0

wl? PL
—Vp(L) + T

wL P
VA"'(?""E)_P_W(L):O

2
wl? PL
Vs(L) = T

Vs + +PP (L) =0
ATy WA=

T e

Vy ———==0
42 2
v w_ B _ wlL P
5=72 72 Va=—5 13
P
WMWLW\’W\/‘WV\
®
. E,I,K,G,A = Constantes .
A L p A
- W —_
VA - T + ? VB = W?L +%
L
L/2 * L/2
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PASO (2): Calcular las ecuaciones de la fuerza cortante [V(x)] y las ecuaciones de
los momentos flexionantes [M(x)] de la viga con cargas “REALES".

L
CORTE #1 [OSXSE]

My (x) Mg =0 fEE)

VFLD M;(x) + w(x) (;) — <W7L+§> (x) = 0
wx?  wlL P
Ml(x) 44— x——x = 0

=wlL , 2 2 2
2

NI'U

M4 (x) ——£+W—Lx+Px
< ) > 2 2772

Hay dos maneras de calcular la ecuacion de la fuerza cortante, una es haciendo una
sumatoria de fuerzas y la otra es derivando con respecto a (x) la ecuacién del
momento flexionante, por lo que en estos ejercicios se opta por derivar el momento
flexionante para calcular la ecuacion de la fuerza cortante.

d[M(x)]

Vo = — 2
d d wx? wlL P
Vl(x) ZE[Ml(X)] a —T+7X+5X
wlL P
Vl(x) = —WX+T+E
( )|
l 261 J



L
CORTE #2 [ESXSL]

ZMk=O *)
M) +wC) (5) + P (x =) - (5 +3) ) =0
Mz(x)+w—x2+PX—ﬂ—W—Lx—£x=0

2 2 2 2
Mz(x)+W—xZ—W—Lx+Bx—E=O

2 2 2 2

wx? wlL P PL
MZ(x):_T-I_Tx_Ex_'_?

d wlL P
Vo(0) = — [Mp(0)] = ~wx + -~

PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria
en la direccion que se crea que sera la direccion del desplazamiento.

262

—
| —




h, ol
o : >
I‘ L/2 * L/2 .‘

PASO (3): Calcular las reacciones en los apoyos de la viga que tiene la carga
virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

ZMA=0( ZFY=O (+)
_VB(L)_|_1<2) Vy+Vg—1=0
1
L Vi+=-—1=0
V(L) +5 =0 472
1
L —_——_=
VBzﬂ V4 > 0
1 1
VB—E VA:E

L/2 * L/2
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PASO (5): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [m(x)] y fuerza

cortante [v(x)] de la viga que tiene una carga virtual unitaria ficticia.

L
CORTE #1 [OSXSE]

ﬁ my(X)

® ©)
AA
VA=%
™
L
CORTE #2 [ES SL]

My = 0%

1
my (x) —E(x) =0

1
mq (x) =5

d
vy (x) = I [mq (x)] = :
vy(x) = E

(
| 264

mz(x)——(x)+1(x—§)=0

1 L
mz(x)—§x+x—§=0

1 L
mz(x)+5x—5—0

1 L
m,(x) = X +E

d
dx [m,(x)] = —=

vy(x) = —%

v (x) =

'



PASO (6): Calcular el desplazamiento
ecuacion toma en cuenta la deformaci

vertical utilizando la ecuacion 2.20, esta
on por cortante.

L L
M(x) - m(x) K- -V(x)- -v(x)
Arorar= f ] dx +f o dx
0\ ' o\ ' J
Deformacién Deformacion
por flexion por cortante

Arorar= Drrexion + AcorTanTE

Ecuaciones de Momentos flexionantes [M(x)]
y Fuerzas Cortantes [V (x)] de la viga con

Ecuaciones de Momentos flexionantes [m(x)]
y Fuerzas Cortantes [v(x)] de la viga con una

cargas REALES carga UNITARIA FICTICIA
0<x<L/2 0<x<L/2
_ wx> wL P —_ =1x
Ml(x)——T+7x +Ex 1 2
1
wlL P —
Vilx) = —wx+—+= v1(x) = 2
2 2
L/2<x<L L/2<x<L
2 1 L
wx wl P PL
MZ(X)=—T+7.7C—E7C+7 mz(x):_fx+i
1
wlL P - __
Vo(x) = —wx +——= v2(%) 2

2 2

CALCULO DE LA DEFORMACION POR FLEXION

L/2 L
. M; (x) - ml(x) Mz(x) . mz(x)
Aprexion= El dx + El dx
0! Y b2 T '
Apq Ap2
CALCULO DE Apq
L2{ wx?® wL P 1 L2
A _.[ <_—2 +7X+7X)(7X)d B 1 Wx3+WLX2+PX2 p
F1= El = E 4 4 N
0 0
( 25 )




A 1 w [x* +WL x3
F1— pr L o4\4 4 \3
A 1 ([ W(L)4+WL<L)3
FEL| 16\2) T 12\2
A 1 (] w/L* +WL 13
FIUEN| 16\16) " 12\ 8
A 1 WL4+WL4+PL3
FI™Er\ 256 96 96
B S5wL* N PL3
F1= 768EI ' 96EI

CALCULO DE Ap,

2

)+

P

4

P
12

()] st
)
(s

)
[~ 12+ @ + 5 07 ]}

o)

%)

TS

L P
12

P
12

(

1
El

L wx wlL P PL 1 L
A j<_7+7x_7x+7>(_7x+7)dx
L/2
L
1 wx3 wLx? Px? PLx wLx® wlL?x PLx PIL?
Apzz_j - - - + dx
El 4 4 4 4 4 4 4 4
L/2
L
A 1 j wx3® wLx? Px? Plx WL2x+PL2 p
F2= 4 2 4 2 4 N
L/2
oL Tty wi(x SP(E\_PL(xR) Wl (a7 P
T A\e) T 2\3)Ta\3) T 2\2) e \2) T e
N Tw , wL s P oo PL, Wi, PL
TR |16t Te T Tt T et T Y Ty

b= =y =y v Z - Eay
F2= k1|16 6 12 4

L4—

<_

2

L

2

wlL

6

w
16

[556) %

) +

wiz _ PI?
+—5 (L)* + e (L)]

o) TE) T

>_

2

)+

4

wl?

8

J2
12

L

<_

2

PL (L

_<_

4 \2

L

2

L

2

i
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A 1 W WLL3+PL3 PLL2+WL2L2+PL2L
F2— 16 6 12 4 8 4

() -5 (5) =(5)-55) T (7) T Q)

1 KWL4 wl* PL® PL3 wl* PL3>

16 6+12 4+8+4

wl*  wl? N PL® PL3 N wlL* N PL3
256 48 96 16 32 8

1 [/wl* PI3 11wl* 7pPI3 1 (SwI* PI3
Apy= — | —+ — ] — + = — +—
EI|\ 48 ' 12 768 96 EI\ 768 ' 96
A 5wL* N PL3
F2= 768EI '~ 96EI

Aprpxion= Ar1 + Ap
A B 5wL* N PL3 S5wL* N PL3
FLEXION™\ 768EI * 96EI 768El ~ 96EI

s5wL* PIL3

A o=
FLEXION™ 38AE] T A8EI

CALCULO DE LA DEFORMACION POR CORTANTE

L/2 L
[ K-Vi(x) - vi(x) K-V, (x) - v, (x)
AcorTaANTE= j CA dx + j CA dx
0 L/2
L/2 L
A Kjvu @ dx+— [ 1,0 - v,(x) d
= — X) Vi \ X X e X) U\ X X
CORTANTE GA . 1 '1 , GA . 2 '2 ,
0 Ay L/z Ay
CALCULO DE Ay4
L/2 L/2
A= K.[ ( +WL+P)(1>d _ K ( Wx+WL+P)d
1= Ga WXt T5)\2)" T ca 2 g T)
0

0
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L/2

P B W Z )+ 20| = [ L |
Vl_GA . 2\ X X GA x? 4x 4x
K w2 wL/L\ P /L w wlL P
—_ _ | = = N N B 2 - _
1= G2 4(2) T <z)+4(2> ( 7071 (0)+4(0)>

A K WL2+WL2+PL 0] = K WL2+PL
17 GA 16 8 8 ~6A\ 16 ' 8
A _KWLZ_I_KPL
17 1664 ' 8GA
CALCULO DE Ay,
L L
A= K ( +WL P)( 1>d B K J(Wx WL+P>d
2= GA WXTS5 7 )I\72)¥Tea )\ T2 Ty
L/2 L/2
A Kk LTw (%2 WL()+P() [W P ]
VZ_GAL/ZZ > 4 X 2 X GAL/Z X x X

2

(e -Foro)- (56 —W%(%)%(%)

K -<WL2 wl? PL) (WL2 wl? PL)]
Ayy=—|————+—= |- [ -+ =

Ay,=

GA[\ 4 4 4 16 8 8
A _K'(PL> WL2+PL K PL+WL2 PL\ K WL2+PL
27 GA|\ 4 16 8)| GA\4 16 8) GA\16 8
KwL?> KPL

Avo =
V2= T664 T 86GA

Acorrante= Ay1 + Ays

A _ (Kwl? . KPL Kwl? s KPL
CORTANTE™ \ 16GA * 8GA 16GA ' 8GA
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Kwl? KPL
AcoRTANTE= 8CA +4GA

DEFORMACION TOTAL

Arorar= Arrexion T AcorTanTE

A swL*  PL3 N KwL?> KPL
= + +
TOTAL™ \ 3g4F] ' 48EI 8GA = 4GA

Resultado: Desplazamiento Vertical Total o Deformacion Total

A S5wL* N PL3 +KwL2 +KPL
27 384EI A48EI 8GA 4GA

P
W EI,K,G,A = Constantes
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Ejercicio 2.23: Se pide calcular el desplazamiento vertical en el punto D que se
encuentra a un extremo de la viga utilizando el principio del trabajo virtual,
considere calcular la deformacion por flexiéon y la deformacion por cortante. La
viga es sometida a una carga uniformemente repartida de 2 ton/m como se
muestra a continuacion:

2 ton/m

Y vvYYVYYYTVYYYTYYTYTYTOYTY

E,IK,G,A = Constantes ~ \+

|‘ 3.0m * 4.0m * 50m ’l

PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

2 ton/m

Y v vvvvvyyvyyvevvyvyvvyvy
® )

|‘ 3.0m * 40m ’I‘ 50m ’I
=M =0 ("

—VC(4m)—z%"@m)(?’Tm)n%"@m)(ng) —0

—V,.(4m)—-9ton-m+8lton-m=20

ZFY — 0 (+)

—V:.(4m)+72ton-m =0

Vc=m v, +V—2@(12m)=0
4m B e m
Ve =18ton Vs + 18 ton — 24 ton = 0
Vg —6ton=10
Vg =6ton
[270}



o 2 ton/m

B ©

TVB = 6 ton TVC =18 ton
I‘ 30m ’I‘ 40m ’l‘ 5.0m ’I

PASO (2): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)] y las
ecuaciones de la fuerza cortante [V(x)] de la viga con cargas “REALES".

IMy = 0%)

CORTE #1[0 < x < 3.0 m]

2 ton/m M, (x) + 2(x) (x)
111 L | 2
® @ M;(x) +x%2=0
M;(x) = —x?

d
Vi(x) = (M (x)]

« 2y Vi) = -

CORTE #2[3.0m < x < 7.0 m]

M, = ()3
,— 2ton/m JM” K (+)
alX X
® v vvv vy @ Mz(x)+2(x)(§)_6(x_3)=0
AN M,(x) +x2— 6x+ 18 =0
TVB:GtEn M,(x) = —x* + 6x — 18
d
_ 3.0m ’I‘(x-3)’| VZ(X)ZE[MZ(X)]
< (x) > Va(x) = -2x+6

——
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CORTE #3[7.0m < x < 12.0 m]

2 ton/m
N A A Y N A AN A A =
° N ©. D

TVB = 6 ton TVC = 18 ton

< 3.0m bl 4om > (x-7) >
" (x-3)
|‘ (x)

IM =0 D) |

M, (x) + 2(x) (g) —6(x—3)—18(x—7) =0

M;(x) +x?—6x+18—18x+ 126 =0
M3(x) + x% —24x + 144 =0
M3(x) = —x? + 24x — 144

d
Vg(x) = E [Mg(x)] = —2x + 24

PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria
en la direccion en la que se crea que sera la direccion del desplazamiento.

® 0)




PASO (3): Calcular las reacciones en los apoyos de la viga que tiene la carga
virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

ZFY =0 (+)

ZMBZO((*) Vg +V,—1=0
9
~Ve(4m) +1(9m) =0 Vp+7-1=0
s _om 5
C_4m VB+Z=0
9 5
Ve=7 Ve=—-72 [sl«]
1
A 4

PASO (5): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [m(x)] y fuerzas
cortantes [v(x)] de la viga que tiene una carga virtual unitaria ficticia.

CORTE #1[0.0m < x < 3.0 m]

J my(x)

® &) [TMy = 0 )
f my(x) =0
i‘ (X) P V1 (x) =0
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CORTE #2[3.0m < x < 7.0m]

Vg =

4

}‘3.0m>|‘ (x-3) ’|

CORTE #3[7.0m < x < 12.0m]

lVB =% TVC = %
F 3.0m * 4.0m * (x-7 ’|
(x-3) ’I
[ 274

My = 0%

m, (x) +Z(x -3)=0

()+5 15_0
my(x) + 7% —— =

5 15
m, (x) = ¥t

d
v, (x) = o [m, (x)]

5
v (x) = 1

My = 0%)

5 15 9
4 4 4

my(x)—x+12=0

mg(x) =x—12

mg(x)+2(x—3)—z(x—7) =0

mz(x)+-x———-——x+—=0

63
4

v3(x) = % [m3(x)]

v3(x) =1

'




PASO (6): Calcular el desplazamiento

vertical utilizando la ecuaciéon 2.20, esta

ecuacion toma en cuenta la deformacion por cortante.

L L
M(x) - m(x) K- -V(x)- -v(x)
Arorar= f ] dx +f o dx
0\ ' o\ ' J
Deformacién Deformacion
por flexion por cortante

ATOTAL= AFLEXION + ACORTANTE

Ecuaciones de Momentos flexionantes [M(x)]
y Fuerzas Cortantes [V (x)] de la viga con

Ecuaciones de Momentos flexionantes [m(x)]
y Fuerzas Cortantes [v(x)] de la viga con una

cargas REALES carga UNITARIA FICTICIA
Om<x<3.0m Om<x<3.0m
Ml(x) = - ml(x) =0 vl(x) =0
V1(x) = -
3.0m<x<7.0m 3.0m<x<7.0m
My(x) = —x* + 6x— 18 5 15 5
2(%) my(x) = ——x+— va(x) = ——
Vo(x) = -2x+6 4 4 4
7.0m<x<12.0m 7.0m<x<12.0m
2 _
Mg(X) = —x“+ 24x— 144 mg(x) = xr—12 VB(X) =1

Vi(x) = —2x + 24

CALCULO DE LA DEFORMACION POR FLEXION

12

3 7
[ My (x) - my(x) M;(x) - mp(x) M3(x) - m3(x)
AFLEXION—j B dx+j I d +j T, d
1 0 ' ;] 3 ' ] W ' )
Apq Ap2 Ar3
Célculo de Apq
(- 2)(0)
AFl f - O
0
( |
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Célculo de Apo

- (—x2 + 6x — 18) (—%x + 175)
AF2=f El d

3

—x}——x*t—x——x*+—x——

A=
F2 4 2 2 4 2 2

7
1 j 5, 15 , 45 15 45 135

— X
EI ( )

3

7
A_1j(53 15, 135>d
Al VR XT)H
3
7

5 (x*\ 45 (x3 45 x? 135
i(5)-5(5)s(z)-Tw

Apy=

=) -

NW
Ul
o
Ul
S
Ul
—_
w
Ul
——

Apy=

Apy=

S [
w
—
(@)
—_
N
N
[\

o -Tor+ 2@ -0
116 12 2 2

e S+ Ter -2 @)
16 12 2 2

Ar2= 51 [\ 16 2 T3 2 6 2 2
o Ly(1s0s 1215\ _ 1 (1505 1215\ 1
FZ_EI[( 16) ( 16 )]_El( 16 16)_E1( )

L\ 170

Célculo de Ap3

Apz=

12
j (—x? + 24x — 144)(x — 12) p

El x
7
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12

1
Aps= Ej (—x3 + 24x% — 144x + 12x% — 288x + 1728) dx
7

12

1
Aps= Ej (—x3 + 36x2% — 432x + 1728) dx
7

1 2 x* x3 x2
Apa=— |—[=)+36(=)-432(=)+1728(x)
3™ Ep , 4 3 2

12 4
1 X 3 5
Apz=— |——+ 12x° —216x° + 1728x
El ; 4

4
Aps= i{[— (12) +12(12)% — 216(12)2 + 1728(12)]

El
_ [_(74_)4 +12(7)% — 216(7) + 1728(7)]}

1
Ap3= £l [(—5184 + 20736 — 31104 + 20736)

2401
_ (-T + 4116 — 10584 + 12096)]

A 1 [(5184 (20111>] 1 625]
F3™ E] ) 4
625

Apra= ——
3= 4EI

“EIl 4

Arrexion= Ar1 + Apy + Aps

170 625
Aprexion= 0 + E + E

1305

ApLEXION= —4 El
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CALCULO DE LA DEFORMACION POR CORTANTE

3 7 12
K-Vi(x) v1(x) K-V, (x)vy(x) K-V3(x)- vg(x)
A = f dx + j dx + f dx
CORTANTE™ | GA R GA , . GA

7

0 Y 3 Y
V1 Ayz Ays

Célculo de Ayq

3K —2x)(0

0

Célculo de Ay

FK(— 2x+6) —— K [
sz_f =_j x__
3 3

GA GA

a o KB 15 ] [ 15
26 [2\2) " 2| Taa TR

Ay,= %{Z (7)* = 175(7)] [ (3)? - —(3) } — [(345) -(- 4?5)]

A _ K20
2™ A

Calculo de Ay3

12
Aym j K(—2x+ 24)(1) iy

12
—Kj(z +24) d
GA ~GA x x

7

A—K122x2+24() K +24
3T GA 2 x)| = g 9l + 24a]

K 2 2 _K
=7 ([-(12)* +24(12)] - [-(7)* + 24(7)]} = - [(144) — (119)]

A _ K25
V3= ¢4

Ays=

——
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Acortante= Ay1 + Ay, + Ays

K20 K25

Acorrante= 0+ A + CA
K45
AcoRTANTE= A

DEFORMACION TOTAL

Arorar= Drrexi6n + AcorTanTE

A 1305 4 K45
TOTAL™ ~4ry GA
Resultado: Desplazamiento Vertical Total o Deformacion Total

A 1305 N K45
"~ AEI GA

Ejercicio 2.24: Se pide calcular el desplazamiento vertical a la mitad del claro de
una viga simplemente apoyada utilizando el principio del trabajo virtual,
considere calcular la deformacion por flexion y la deformacion por cortante. La
viga de (20 cm x 40 cm) esta elaborada de un concreto clase II que tiene un
f'c = 200 kg/cm?, esta viga que tiene longitud de 4 m es sometida a una carga
triangular de 4 ton/m como se muestra a continuacion:

4 ton/m

(
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Seccion Transversal

Concreto Clase II
40 cm

f'c = 200 kg/cm?

1N

20cm

PASO (1): Calcular las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

4 ton/m

|< - >

4t 4 2
V(4 m) l on/;n( m)l[§(4m)]=o VA+VB_4ton/m(4m):0
2
64
—VB(4m)+?t0n-m=0 Vs +Eton—8ton=0
3

vy =8 Va=ot

B—?ton A=3 on
( )|
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4 ton/m

TVA= % ton Vg= % tonT

|< - >

PASO (2): Calcular la ecuaciéon del momento flexionante [M(x)] y la ecuacién de
la fuerza cortante [V(x)] de la viga con cargas “REALES”.

CORTE#1[0m < x < 4.0m]

w(x) = (x)
m D”“" % I(% [ e
® I 0 i I Zm i

W(X) _ 4ton/m
4 (x) T 4m
V= % ton w(x) = % (x)

w(x) = (x)

I‘ (x) ’I
ZMK — 0@

-3+ [ o] -

8 1
M(x)—=x+-x3=0

3 6

1 8

_ _*+t 3,9
M(x) = 6x +3x

d

Vix) = Ix [M (x)]
1 8
— a2 _
V(ix) = 2% +3

( 1




PASO (3): Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto
donde se desea conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria

en la direccion del desplazamiento.

—
— ——

—
—
— — —

-—
——

—
—— —

2m

2m

PASO (3): Calcular las reacciones en los apoyos de la viga que tiene la carga
virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

ZMAzo@‘

—Vg(4m)+1(2m) =0

ZFY =0 (+)

Vi+Vg—1=0

2m 1
= — V ——1=0
Vs 4m A+2
1 1
VB=§ VA=§
i
TVA=%ton VB=%tonT
I‘ 2m * 2m .I

——
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PASO (5): Calcular las ecuaciones de los momentos flexionantes [m(x)] y fuerzas
cortantes [v(x)] de la viga que tiene una carga virtual unitaria ficticia.

CORTE#1[0m < x < 2.0m]

My = 0%)
ﬁ nw | mG) 5@ =0
Y, @ m, (x) = L
7 2
TVA =1 0 () = Imy (0] = 5
}‘ x) P{ v1(x) =%

CORTE #2[2.0m < x < 4.0 m]

My = 0%7)

mo,(x) —%(x) +1(x—2)=0

11 ﬁ
m;(x) 1
@ mz(x)—§x+x—2=0

® 1
Z mz(x)=—5x+2

v, (x) = I [m (x)]

|< 2m * (x-2) >| ‘ 1

I‘ (X) ’I vz (x) - _E
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PASO (6): Calculo el desplazamiento vertical utilizando la ecuacién 2.20, esta
ecuacion toma en cuenta la deformacion por cortante.

L

AroraL= j

El

M(x) - m(x) s

L

K-V(x) -v(x)
e

0\ —
Deformacion
por flexion

J 0 Y

Deformacion
por cortante

AroraL= Drrexi6n + AcorTanTE

Ecuacion del Momento flexionante [M(x)]
y Fuerza Cortante [V(x)] de la viga con
cargas REALES

Ecuaciones de Momentos flexionantes [m(x)]
y Fuerzas Cortantes [v(x)] de la viga con una
carga UNITARIA FICTICIA

Om<x<4.0m

Oom<x<2.0m

1 8

1
my(x) =5 x v4(x) =%

20m<x<4.0m

M(x) =—-=x3+=
(x) 6x +3x
1 8

_ _+. 2.9
V(ix) = zx +3

vo(x) = —1

1
mz(x)=—ix+2 5

CALCULO DE LA DEFORMACION POR FLEXION

2

M) - my(x) N

M(x) - my(x)
Arrexion= J El dx
0
2
A 1 f 1,8 \(1
FLEXION = ] 6x 3x 2x
0 L Y J
Ap1

Célculo de Apq

2

N Lo BN g
F1= ( 6" +3x>(2x> X =
0

——
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El

4
1 1 8 1
dx +— <——x3+—x><——x+2> dx

El 6 3 2

2\ Y J

A

'




N N I S L ¥\ 1° x| 4
“UEr | 12\5) 3\3)] EI | 60 9

1 ([ (2° 4(2)3 [ (0)5 4(0)*] 1, 8 32
A=t _()+() __()+()=_< N )
EI 60 9 60 9 EI\ 15
A_136
F1™ 45E1

Célculo de Apy

1 1
Apr=— j ——x + x (—Ex+2>dx

El
2
4-
1 15, 16
F2 EI X x 3X 3x> X
2
1 /x5 4/x3\ 1/x*\ 16 /x2
Apz=— = it e il bl B b
El |12\s) " 3\3 ) 3\ 3\ 2

A i{ (4° 44)° @* N 8(4)2]}_ 2° 42)° @* N 8(2)2]
F27Er] 60 9 12 3 60 9 12 3
R ]
sr=51l(35) ~ (5] = il
164
Ap 45E]

136 164
Aprexion= Ar1 + App= 4SE] + ASE]

20
ApLExIoN= m
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CALCULO DE LA DEFORMACION POR CORTANTE

Apormavme= f K-VE) v o f K-V v

GA GA
0 2
2 4
K K
Bcosrants= o7 | V)i dx + | V0O v s
0
2 4
K (1, 8 K 1
AcorranTE= G_A_f —5X +§ dx + ﬁf ) dx
0 L Y J 2 L Y J
Ay1 Ay

Célculo de Ay

GA | 4\3)"3 GA | 123
PSS B CO oS N IO 0 —K[ 2 +o] =L 2]
1T Gall 12 73 12 3 - GAL 3 3] ¢4
2K
V1 GA

Célculo de Ao

4

4
et e
2TGa) \T2Y T3 *=za) &*
2 2
4r 53
LA LYCANE 4
V27 GA |2\3 30| = GA |12 3"

e SISt - - -
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K
Avo= 77 [(0)—( Dl =12l

2K 2K
Acorrante= Ay1 + Ayp= G_A + G_A

4K
AcoRTANTE= G_A

CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO VERTICAL

Arorar= ApLexion T AcorTanTE
20 4K

+ —_—
3EI GA

PASO (7): Calcular el momento de inercia (I) de la seccién trasversal de la viga
de concreto.

AroraL=

I_b-h3
_ 12

b=20cm=0.20m

40 cm h=40cm=0.40m

_ (0.20 m)(0.40 m)3

N

12
2
| I=——m?
" 20cm ' 1875
VALOR DEL MOMENTO DE INERCIA CONSIDERANDO EL FACTOR DE
AGRIETAMIENTO

I=0. 5( )

1

9= 1875

2
=05 (-2 m)
1875
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1

— 4
1875

I

PASO (8): Calcular el médulo de elasticidad (E) de la viga de concreto.

La viga esta hecha de un Concreto Clase II con un f'c = 200 kg/cm?y las Normas
Técnicas Complementarias de las Ciudad de México indican que el mddulo de
elasticidad de un concreto Clase II se calcula de la siguiente manera:

E = 8,000,/fc

E =8,000V200 kg/cm?
E = 113,137.085 kg/cm?

Se convierte el modulo de elasticidad de kg/cm? a ton/m?:

kg ( 1ton )(100 cm)2

E =113,137.085
cm?\1000 kg 1m

E =1,131,370.85 ton/m?

PASO (9): Calculo del factor de forma para cortante (K).

Al principio de esta seccion se dijo que existe una tabla que proporciona los valores
del factor de forma (K) que depende de la seccién transversal del elemento
estructural, la cual es la siguiente:

SECCION TRANSVERSAL Factor de forma (K)
Rectangulo 6
5
, 10
Circulo 9

Tubo delgado 2
Seccion [ o Area Total
seccion cajén Area del Aima

288

——
| —




Por lo tanto, el factor de forma (K) sera el siguiente:

K—6—12
=g=1

PASO (10): Se calcula el médulo de elasticidad por cortante (G).

El mdédulo de elasticidad por cortante (G) se puede calcular con la siguiente ecuacion:

- E
- 2(1+v)

Donde:

G = Modulo de elasticidad por cortante.
E = Modulo de elasticidad.

U = Coeficiente de Poisson.

como se menciond al principio de esta seccion, salvo que se determine
experimentalmente, el coeficiente de Poisson (v) para el concreto se tomarad como
0.2.

E = 1,131,370.85 ton/m?
v=0.2

_E
- 2(1+v)

‘- 1,131,370.85 ton/m?
B 2(1+0.2)

G = 471,404.5208 ton/m?

G

PASO (1D): Se calcula el area (A) de la seccién transversal de la viga de concreto.
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A=bxh

b=20cm=0.20m
h=40cm= 0.40m

40 cm

A=(02m)(0.4m)

_\\‘
N\

A = 0.08 m?

' 20cm

PASO 1): Calculo del desplazamiento vertical real de la viga.

AroraL= 2 + =
3EI GA
Donde:
E =1,131,370.85 ton/m?
1
1= To7E m*
K=12
G = 471,404.5208 ton/m?
A= 0.08m?
A= 20 N 4(1.2)
3(1,131,370.85) (T175) (471,404.5208)(0.08)
A,=0.01105m + 0.000127 m
Az=0.0112m

PASO 13: Se considera la deformacién a largo plazo que viene especificada en
las Normas Técnicas Complementarias.

DEFORMACION A LARGO PLAZO

Arorar=Az(1 + )

Las normas técnicas complementarais establecen que para elementos de concreto normal clase 2, el
valor de alfa sera igual a 4.

A= 0.0112m

——
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ATOTALZ 00112(1 + 4)

Resultado: Desplazamiento Vertical Total

A,= 0.056m

4 ton/m

Ejercicio 2.25: Calcular el desplazamiento vertical total en el punto A que se
encuentra en el voladizo de una viga empotrada de acero que tiene una longitud
de 6 m y es sometida a una carga triangular de 8 ton/m. Recuerda que se
calculara la deformacion por flexiéon y se tomara en cuenta la deformacion por

cortante.

8 ton/m

La viga de acero es un perfil IR A - 572 grado 50 de (762 mm x 184.6 kg/m) y las
dimensiones de su seccion trasversal se muestran a continuacion.
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Seccion Transversal

b = 267 mm
e =23.7 mm
f PERFIL IR
d = 768 mm 762 mm x 184.6 kg/m
tw = 14.9 mm A-572
Grado 50
f,= 3515 kg/cm’

te=23.7 mm
*

PASO (1): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado con las ecuaciones del
equilibrio.

8 ton/m

¢ &l >

zMBzo@ 2Fy =0 1o

B (8 ton/m)(6 m) B

8 ton/m(6 m)|[2 B v 0
MB‘[ 2 “5(6’")]-0 ? 2

Vg —24ton=0
Mg —96ton-m =0

Mg =96 ton-m Vg =24 ton
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8 ton/m
MB = 96 tOﬂ-m

o &

7

Vg = 24 tonT
« L >
PASO (2): Calcular la ecuacién del momento flexionante [M(x)] y la ecuacion de

la fuerza cortante [V(x)] de la viga con la carga “REAL".

CORTE #1[0m < x < 6.0 m]

i
W, =8 - X —— < M(x)
@L@
(
I‘ (x) >

" 8t0n/m:|:% o Wi .

| (x) i

W;  8ton/m

(x) ~ 6m w, =8 ton/m - w,
Wl:% (x) w, =8 -%x
-8
Wy = 6 X
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IM =0 ) |
8
M(x) + (ng)(x)] E(x)]+(8—§x) x) (;) —0

4 2
M(x) +§x3 + 4x? —§x3 =0

M(x) —Ex3 +4x%2 =0
9

2
M(x) = §x3 — 4x?

V() = M) = 2% - 8
x)=—[M(x)| =zx—8x

dx 3
PASO @: Colocar una carga virtual puntual unitaria en la viga, en el punto donde se desea
conocer el desplazamiento vertical. Se coloca la carga unitaria en la direccién del
desplazamiento.

A, =47 - ’
L~ |
6
> - >

PASO (4): Calcular las reacciones en el apoyo empotrado de la viga que tiene la
carga virtual unitaria con las ecuaciones del equilibrio.

IMp =0 (o |[ZF, =0 T‘”
Mg —1(6) =0 Vg —1=0

MB:6 VB=1
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PASO (5): Calcular la ecuacién del momento flexionante [m(x)] y fuerza cortante
[v(x)] de la viga que tiene una carga virtual unitaria ficticia.

CORTE #1[0m < x < 6.0 m]

m(x)

D m(x) +1(x) =0
® ® m(x) = —x
v(x) = % [m(x)]

k (x) ){ v(x) = -1

PASO (6): Calcular el desplazamiento vertical utilizando la ecuacién 2.20, esta
ecuacion toma en cuenta la deformaciéon por cortante y la deformaciéon por
flexion.

L L
M(x) - m(x) K-V(x)- -v(x)
ATOTAL:-[ ] dx +f o dx
0\ . 0 | Y J
Deformaciéon Deformacién
por flexion por cortante

Arorar= DrLexi6n + AcorTanTE
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Ecuacion del Momento flexionante [M(x)]
y Fuerza Cortante [V (x)] de la viga con
cargas REALES

Ecuacion del Momento flexionante [m(x)]
y Fuerza Cortante [v(x)] de la viga con una
carga UNITARIA FICTICIA

Om<x<6.0m

Om<x<6.0m

M(x) = gx — 4x* m(x) = —x
V(x) = Ex2 — 8x v(x) = -1

3

CALCULO DE LA DE DEFORMACION POR FLEXION

o f(%)ﬁ — 4x2) (—x)

M) - m(x) ]

ArLExION= J El
0 0

6
A —1f 24+43d—162x5+4x4
FLEXION™ 7 ( 9% x) x_EIO A 4

0
1°T 2x° 1 ([ 2(6)° 2(0)°
Aprexion = EJ‘%*"C‘}] = E{[ EL) + (6) ] [ ELS) + (0)4]}

1 (4752 4752
tosonon=1[(75) - @] = 7[5

4752
ApLExION= m

] dx

CALCULO DE LA DEFORMACION POR CORTANTE

6
K- -V(x)- v(x)
AcorTanTE= f GA dx =

6
K 2 K °[ 2/(x3 x?
ACORTANTE:G—Af(—gx +8x)dx=G—A —3\3 +8 -
0 0

A CK [ 23 1 K ([ 26)? o2 2000, o2
CORTANTE_ﬁO! 9 4x]—a{[— 9 +4(6) ]—[— 9 +4()]}

6 k) (2x% — 8x) (1)
j (3 — ) dx

( ]
| 2% |




K K
AcorTanTE= G_A [(96) — (0)] = G_A [96]

K96
AcorRTANTE= ﬁ

CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO VERTICAL TOTAL

Arorar= Arrexion + AcorrantE
A _ 4752 N K96
TOTAL= "gpy GA

PASO (7): Calcular el momento de inercia de la seccién transversal de la viga de
acero.

Seccion Transversal

., bg =267 mm
' 'm““tf = 23.7 mm
f PERFIL IR
d = 768 mm 762 mm x 184.6 kg/m
14.9 mm A-572
Grado 50
f,= 3515 kg/cm’
Tty = 23.7 mm

Se convierten las unidades de las dimensiones de la seccidon trasversal de mm a cm:

b'F = 26.7 cm
v
77 te = 2.37 cm
/ *
d=76.8 cm 2
_,454_tw = 1.49 cm

\
NN

te = 2.37 cm

297

——
| —



Calculo del momento de inercia de la seccion trasversal:

bh?

I,,=

AN 12
76.8 cm//g// I - (26.7 cm)(76.8 cm)?
/?/ 12
/2/ I,= 1,007,891.251 cm
///; 7
vt/ /S

» X

bh’
12

1 Ix2=
_.2.37 cm
Y Y

y

L

0 7 _ (12,605 cm)(72.06 cm)3
ml/é 7] e

7 La /ng% 72,66 cm 1 - 393,046.9018 cm’

Z
// I,,=I,5= 393,046.9018 cm*
N,

112.605 cmi §12_665 cmi::-:2.37 My x
< p—id¢ >
—Pi i.._1.49 cm
x K X
/S (L
7/ Y 0 44444
o™ | e
/4;%1/ ( ) /Ixz ;Iﬂ/ (_) ;
/ 7% 7 % 2
Dt I, 7
/S > x oz
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Ix; = 1,007,891.251 cm*
Ix, = 393,046.9018 cm*
Ix; = 393,046.9018 cm*
I = 1Ixy — Ixy — Ix;
I =1,007,891.251 cm* — 393,046.9018 cm* — 393,046.9018 cm*
I =221,797.4474 cm*

Se convierte el momento de inercia de cm* a m#;

4

1m
[ = 221,797.4474 4( )
cmn 100 cm

I = 0.00221797 m*

PASO : Calcular el médulo de elasticidad (Es) de la viga de acero.

Las Normas Técnicas Complementarias de las Ciudad de México establecen que el
modulo de elasticidad del acero es igual a:

E, = 2,039,000 kg/cm?

Se convierte el médulo de elasticidad de kg/cm? a ton/m?:

£ = 2039000 kg ( 1ton )(100 cm)2
ST em2\1000 kg/ \ 1m

E, = 20,390,000 ton/m?

PASO (9): Calculo del factor de forma para cortante (K).
Para una seccion IR el Factor de forma se calcula de la siguiente manera:

Area Total

- Area del Alma
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| 26.7 cm

»
4 ‘2.37 cm
%
%
%
76.8 cm //—Alma
Z
? 72.06 cm
—»Je1.49
? cm
/1 v
v | | 2.37 cm
?

K- (26.7 cm)(2.37 cm) + (72.06 cm)(1.49 cm) + (26.7 cm)(2.37 cm)
B (72.06 cm)(1.49 cm)

P 233.9274 cm?
"~ 107.3694 cm?

K= 2.18

PASO (10): Se calcula el médulo de elasticidad por cortante (G).
El modulo de elasticidad por cortante (G) se calcula con la siguiente ecuacion:
E
6= 2(1+v)
Donde:

G = Modulo de elasticidad por cortante.

E = Modulo de elasticidad.

VU = Coeficiente de Poisson.

como se dijo al principio de esta seccion, salvo que se determine experimentalmente,
el coeficiente de Poisson (v) para el acero se tomara como 0.3.

E = 20,390,000 ton/m2
v=20.3

E

¢= 2070
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_ 20,390,000 ton/m?
B 2(1+0.3)

G = 7,842,307.692 ton/m?

PASO @: Se calcula el drea (A) de la seccion transversal de la viga de acero.

26.7 cm
v
2.37 cm
4 A
2
%
76.8 cm /], — aima
Z
% 72.06 cm
—>41—1.49 cm
¢ v
| | 2.37 cm

A= (26.7cm)(2.37 cm) + (72.06 cm)(1.49 cm) + (26.7 cm)(2.37 cm)
A = 233.9274 cm?
A =0.02339274 m?

PASO (12): Calculo del desplazamiento vertical real de la viga.

4752 K96
Arorar= SE] + CA

Donde:

E = 20,390,000 ton/m?

I =0.00221797 m*

K =218

G = 7,842,307.692 ton/m?
A = 0.02339274 m?

A ~ 4752 . 96 (2.18)
ToTAL™ 5(20,390,000)(0.00221797 )~ (7,842,307.692)(0.02339274 )

——
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ATOTAL: AZ: 0021015m + 000114‘1m

Resultado: Desplazamiento Vertical Total o Deformacién Total

Az=0.022156m

8 ton/m

A;=0.022156m __ — -

L7
e

6m ’l

Como se pudo observar en los ultimos dos ejercicios, la deformacion por cortante es
pequeia en comparacion con la deformacion por flexidon, por eso en la practica se
desprecia la deformacion por cortante y para el calculo de un desplazamiento o una
deformacién solo se toma en cuenta la deformacién por flexion.

Es importante mencionar que hay situaciones en la cual no se recomienda despreciar
la deformacién por cortante, ya que si no se toma en cuenta, esto podria afectar
considerablemente a la estructura porque en estas situaciones, la deformacién por
cortante aumenta su valor y en algunos casos hasta podria igualar a la deformacién
por flexion. Estas situaciones se presentaran a continuacion:

Supdngase que se tiene una viga simplemente apoyada que fue elaborada con un
concreto que tiene un f'c = 280 kg/cm?, esta viga tiene una longitud (L) y es sometida
a una carga uniformemente repartida (w), su deformacién por flexiéon y cortante a la
mitad del claro de la viga es la siguiente:

5wl
ArLexion = M

Kwl?
AcorTanTE = W
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|< L/2 * L/2 .I

Para este ejemplo se programo una hoja de calculo en Excel utilizando formulas que
ocuparon en los ejercicios pasados donde se calcul6 la deformacion por flexion y la
deformacion por cortante. Esta hoja de calculo ayudara a entender mejor como
cambiando algunos valores de las propiedades de la viga puede afectar y cambiar la
deformacion por cortante.

Como ya se ha mencionado, el valor de la deformacion por cortante es pequefia en
comparacion con la deformacién por flexion y por esta razén se suele depreciar en la
practica profesional, pero hay situaciones en las cuales el valor de la deformacion por
cortante llega hacer mayor y despreciar esta deformacién podria traer consecuencias
graves en los elementos estructurales.

Estas situaciones se presentan cuando se tienen vigas con un gran peralte (h), si se
aumenta el peralte de una viga (h) la deformacién por cortante aumenta
considerablemente que podria hasta igualar a la deformacién por flexién o en casos
muy criticos podria superar el valor de la deformacidn por flexion.

Se programo una hoja de Excel para que el lector pueda observar como el porcentaje
de la deformacion por cortante (%Acorrants) V@ aumentando si de igual manera se
aumenta el valor del peralte (h) de una viga. Si se eleva el valor del peralte (h), el
porcentaje de la deformacion por cortante (%Acorrante) @umentara y el porcentaje
de la deformacion por flexion (%Ag; gx6n) disminuira.

Se recomienda programar en Excel la siguiente hoja de calculo con las formulas que
aparecen en el siguiente cuadro, para que uno mismo vaya cambiando los valores del
peralte (h) y asi se pueda observar a detalle cdmo van cambiando los porcentajes de
las deformaciones [(%Acorrante) ¥ (%Apxion)]-
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HOJA DE CALCULO EN EXCEL

DEFORMACION POR FLEXION

w = 10 (ton/m) Swl?
L= 5 m A IN = o
(m) FLEXION = 3g4F]
b= 0.4 (m)
h = 0.6 (m) Aprgxion= | 0.00482480 (m)
fc= 280 (kg/cm?) DEFORMACION POR CORTANTE
: KwlL?
MODULO DE ELAST|C|DAD ACORTANTE == m
E = 140,000,/fc
’ f Acorrante=| 1.60075E-04 (m)
E= 2342648.0743 | (ton/m?) DEFORMACION TOTAL
MOMENTO DE INERCIA _ )
Arorar = BrLexion + AcorTANTE
bh3
I = 17 0.0072 (m*) Arorar= | 0.004984875 |(m)
FACTOR DE FORMA PORCENTAJES (%)
K = 1.2
COEFICIENTE DE POISSON DEFORMACION POR FLEXION (%)
U = 0.2 A .
. __ BFLEXION
MODULO DE CORTANTE (%) Ar; gxi6n = N (100)
i TOTAL
G = 2(1+v) Aprexion= 96.79 (%)
DEFORMACION POR CORTANTE (%)
= t 2
G 976103.3643 (ton/m?) (%A B ACORTANTE(mO)
AREA DE LA SECCION TRANSVERSAL Y0)AcorTanNTE = A
TOTAL
A=bxh
A= 0.240 (mz) ACORTANTEz 3.21 (%)

Se presentaran tres casos en los cuales se ird cambiando los valores de dos propiedades
de la viga [la longitud (L) y el peralte (h)] y se podra observar que cuando se cambian estas
propiedades, el porcentaje de la deformacion por cortante (%Acorrants) también

cambiara.

——
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CASO 1: Si se mantiene el valor de la longitud (L) pero se va aumentando el
valor del peralte (h), el porcentaje de la deformacién por cortante (%AcorrantE)
aumentara y el porcentaje de la deformacion por flexion (%A, gx;6x) disminuira.

DEFORMACION POR FLEXION (%)
W = 10 (ton/m) | ApLExION= 96.79 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 0.6 (m) AcorTanTE= 3.21 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) | ApLEXION= 91.56 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 1 (m) AcorTanTE= 8.44 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
W = 10 (ton/m) | ApLEXION= 73.07 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 2 (m) Acorrante= 26.93 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
W= 10 (ton/m) | ApLEXION= 54.66 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 3 (m) AcorTantE= 45.34 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
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DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) | AprExioN= 40.41 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 4 (m) Acorrante= | 59.59 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)

CASO 2: Si se tiene un gran peralte (h = 2 m) y este valor se mantiene fijo, pero
se va aumentado el valor de la longitud (L), el porcentaje de la deformacion por
cortante (%Acorrante) disminuira y el porcentaje de la deformacion por flexién

DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) | ApLEXION= 73.07 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 2 (m) AcorTantE= 26.93 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
W= 10 (ton/m) |AprLEXION= 79.62 (%)
L= 6 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 2 (m) AcorTanTE= 20.38 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
W = 10 (ton/m) | AprExioN= 84.17 (%)
L= 7 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 2 (m) AcorTanTE= 15.83 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
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DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) | ApLExION= 87.41 (%)
L= 8 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 2 (m) Acorrante= | 12.59 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) | AprLEXION= 91.56 (%)
L= 10 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 2 (m) AcorTantE= 8.44 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)

CASO 3: Si se tiene un peralte normal (h = 0.6 m) y este valor se mantiene fijo,
pero se va disminuyendo el valor de la longitud (L), el porcentaje de la
deformacion por cortante (%Acorrante) aumentara y el porcentaje de la
deformacion por flexion (%Ag; gxion) disminuira.

DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) | ApLExION= 96.79 (%)
L= 5 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 0.6 (m) AcorTanTE= 3.21 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
w = 10 (ton/m) |AfrLExion= 95.07 (%)
L= 4 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 0.6 (m) AcorTanTE= 4.93 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
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DEFORMACION POR FLEXION (%)
W= 10 (ton/m) |ApLEXION= 91.56 (%)
L= 3 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 0.6 (m) AcoRTaNTE= 8.44 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
W = 10 (ton/m) | ApLExION= 82.83 (%)
L= 2 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 0.6 (m) AcorTanTE= 17.17 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)
DEFORMACION POR FLEXION (%)
W= 10 (ton/m) |ArLEXION= 54.66 (%)
L= 1 (m)
b= 0.4 (m) DEFORMACION POR CORTANTE (%)
h= 0.6 (m) AcorTanTE= 45.34 (%)
fc= 280 (kg/cm?)
%TOTAL = 100.00 (%)

Con estos tres casos se puede concluir que la longitud (L) y el peralte (h) son las dos
propiedades de una viga que mas repercuten en la deformacion por cortante. Si
volvemos en los tres casos anteriores, se podra observar que el peralte es la propiedad
que mas aumenta el valor de la deformacion por cortante, la longitud de la viga (L) si
afecta la deformacién por cortante pero el peralte es la propiedad geométrica de una
viga que aumenta considerablemente la deformacion por cortante.

Con esto podemos dar por terminado el método del principio del trabajo virtual y se

pasara a explicar otro método para calcular desplazamientos verticales.

——
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III. CALCULO DE DEFORMACIONES POR EL METODO DE LA DOBLE
INTEGRACION

En las secciones pasadas solo se calculaban desplazamientos verticales o
deformaciones en algun punto de la longitud de una viga, pero si se necesitaba
conocer algunos otros desplazamientos en diferentes puntos de la viga, se tendrian
que calcular dichos desplazamientos punto por punto utilizando los métodos de las
secciones pasadas, este procedimiento se volveria tardado y tediosos, por lo que se
explicara un método que permita conocer un desplazamiento en cualquier punto de
una viga.

Existe un método numérico que permite calcular una ecuacion con la cual se podra
conocer el valor de un desplazamiento vertical en cualquier punto de la longitud de
una viga, esta ecuacién esta en funcién de una variable “x" la cual es un valor de
distancia, es decir, se colocara un valor “x" en la ecuacion del desplazamiento, este
valor sera la distancia de la longitud en donde se quiere conocer el valor del
desplazamiento en una viga, al sustituir este valor “x” en la ecuacion, se obtendra
como resultado el valor del desplazamiento vertical de la viga en la distancia que se
colocé como el valor de “x”

El método que se vera en este tema se le conoce como “Método de la Doble
Integracion”, este método establece que se puede calcular una ecuacién que permita
obtener el valor de un desplazamiento en cualquier punto de la longitud de una viga,
integrando dos veces la ecuacion del momento flexionante [M(x)] y esto dividido
entre el producto del modulo de elasticidad y el momento de inercia (véase la
ecuacion 3.1).

y(x) —ij(x) x (3.

En las secciones pasadas solo se enfocd en utilizar los métodos para calcular
desplazamientos verticales y se omitio el calculo de angulos de rotaciones en una
viga, pero para este tema, si se calcularan angulos de rotaciones porque este método
demanda a hacerlo, ya que si se integra solo una vez la ecuacion del momento
flexionante [M(x)] y esto dividido entre el producto del modulo de elasticidad y el
momento de inercia, se obtendra como resultado una ecuacién que nos permitira
conocer el valor de un angulo de rotacion en cualquier punto de una viga (véase la
ecuacion 3.2).

M(x)

1)

0(x) = | ——— dx (3.2)

El
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Con esta nueva ecuaciéon se puede decir que también se puede calcular la ecuacion
del desplazamiento integrando la ecuacién de rotacién:

y(x) = f 0(x) dx (3.3)

Al resolver las integrales para calcular la ecuacion del desplazamiento y la de rotacion,
este procedimiento generara unas constantes de integracién que se determinara su
valor con ayuda de las llamadas “condiciones de frontera”. Estas condiciones de
frontera son valores de desplazamientos que dependen de las condiciones de los
apoyos de una viga (apoyo fijo, apoyo movil, apoyo empotrado). Estas condiciones
se pueden observar en la figura 3.1.

CONDICIONES DE FRONTERA

Apoyo Fijo Apoyo Movil Apoyo Empotrado
Az =0 Az =0 Az =0
Ax =0 Ax # 0 Ax =0
0 #0 6 #0 0 =0

Figura 3.1. Condiciones de frontera en los apoyos

Se puede observar en la figura 3.1 que, en el apoyo fijo su dngulo de rotacion es
diferente de cero (6 # 0) y en el apoyo movil su desplazamiento en el eje x (A, # 0)
y su angulo de rotacion (6 # 0) son diferentes de cero, estos desplazamientos se
pueden calcular utilizando el principio del trabajo virtual para que asi se puedan
conocer el valor de estas condiciones de frontera.

Es importante mencionar que por cada ecuacion de momento flexionante [M(x)] que
se tenga en una viga, se generaran dos constantes de integracion (C) y por cada
constante de integracién que se tenga, se debera de conocer una condicion de
frontera, por lo tanto, si por cada ecuacion de momento flexionante se tienen dos
contentes de integracion, entonces se deberan de conocer dos condiciones de
frontera (véase la figura 3.2).
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C{ —> Condicionde frontera

y0x) = ij(x) dx Ay=0

El C Condicion de frontera
2 — A,=0

Figura 3.2. Relacion entre constates de integracion y condiciones de frontera

El método de la doble integracion permite conocer la configuracién deformada de un
elemento estructural tipo viga que es sometida a un sistema de cargas. Cabe
mencionar que en las secciones pasadas como por ejemplo en el tema del principio
del trabajo virtual cuando se calculaba un desplazamiento vertical, el signo
(positivo/negativo) del resultado obtenido dependia de la direccién en la cual se
colocaba la carga virtual unitaria.

Si se colocaba la carga virtual unitaria en la misma direccion a la del desplazamiento,
el resultado salia positivo, pero si se colocaba la carga virtual hacia una direccion y la
direccion del desplazamiento era otra, como resultado se obtenia un valor negativo.

La razén por la cual se hace énfasis en el significado del signo en el principio del trabajo
virtual es porque con el método de la doble integracion, el signo negativo indica que
la deformacion o la configuracion deformada de una viga va en un sentido
gravitacional (hacia abajo) y el signo positivo indica que la deformacion o la
configuracién deformada de la viga va en un sentido anti gravitacional (hacia arriba),
como se muestra en la figura 3.3.

Configuracion Deformada [y(x)]

//’_.———' -—-..___-\\
- (+) ~2~
\\\

Carga puntual (P)
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Carga uniformemente repartida (w)

/ / R
~ =~ — — - -

Configuracion Deformada [y(x)]

Figura 3.3. Conveccion de signos en el método de la doble integracion

Habra ejercicios en los cuales sera necesario calcular el valor de un angulo de
rotacion(@) o de un desplazamiento vertical (A;), esto con el fin de conocer el valor
de una condicion de frontera y al hacer esto se tendran que aplicar las siguientes
reglas:

Si se propone una fuerza puntual unitaria en sentido gravitacional [l] para
calcular un desplazamiento vertical utilizando el principio del trabajo virtual, al
resultado sé le debe de cambiar el signo para utilizarlo como condiciéon de
frontera en el método de la doble integracion.

Si se propone una fuerza puntual unitaria en sentido anti gravitacional [T] para
calcular un desplazamiento vertical utilizando el principio del trabajo virtual, al
resultado no sé le debe de cambiar el signo para utilizarlo como condicion de
frontera en el método de la doble integracion.

Si se propone un momento unitario horario [U] para calcular un angulo de
rotacion utilizando el principio del trabajo virtual, al resultado sé le debe de
cambiar el signo para utilizarlo como condicién de frontera en el método de
la doble integracion.

Si se propone un momento unitario antihorario [U] para calcular un angulo
de rotacién utilizando el principio del trabajo virtual, al resultado no sé le debe
de cambiar el signo para utilizarlo como condicién de frontera en el método
de la doble integracion.
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La creacion de estas reglas se debe a que si se calcula un desplazamiento vertical
utilizando el principio del trabajo virtual y se propone una carga puntual unitaria en
sentido gravitacional [1] y en el resultado se tiene un signo positivo (+), esto significa
que la carga unitaria se propuso en el mismo sentido del desplazamiento vertical,
pero para el método de la doble integracidon un desplazamiento vertical en sentido
gravitacional debe de tener un signo negativo (-).

Pero si al calcular un desplazamiento vertical utilizando el principio del trabajo virtual
se propone una carga puntual unitaria en sentido anti gravitacional [T] y en el
resultado da un signo positivo (+), esto significa que la carga unitaria se propuso en
el mismo sentido del desplazamiento vertical, pero para el método de la doble
integracion un desplazamiento vertical en sentido anti gravitacional debe de tener un
signo positivo (+).

Por esta razon se dice que si se propone una carga gravitacional se cambiara el signo
y si se propone una carga anti gravitacional no se cambiara el signo, si se propone un
momento horario se cambia el sigo y si se propone un momento antihorario no se
cambia el signo.

Puede que aun no quede muy claro lo que se trato de explicar por lo que se pasara a
resolver unos ejercicios utilizando el método de la doble integracion para calcular la
ecuacién del desplazamiento y con esto se pueda conocer la configuracion
deformada de un elemento estructural tipo viga.

Ejercicio 3.1: Utilizando el método de la doble integracion calcula la ecuacion
del desplazamiento vertical y la ecuacion de rotacion para conocer las
configuraciones deformadas de una viga simplemente apoyada que tiene una
longitud (L) que es sometida a una carga uniformemente repartida (w). Se
supone que la seccion transversal es constante por lo que también lo es el valor
del médulo de elasticidad (E) y el momento de inercia (I) de la viga.

—W
Y vevvyy

EI= Constante
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PASO (1): Se calculan las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

S—W
Y Y Y YYYYYYIYTYYYYYYYYY

EI= Constante

TVA VBT

« - »
XMy =0 (e _
4 z:FY =0 (+)
1
Vs + w15 | =0 | | 1, + v —w(D) = 0
2
—VB(L)+%=0 VA+W7L—W(L)=O
_wl’ wL
VB = Z(L) VA —7 =
L L
VB ZWT VA ZWT

/—W
Y Y Y Y Y VY Y YV YV YYYY Yy
% EI= Constante
«

] g
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PASO (2): Calculo de la ecuacién del momento flexionante [M(x)].

CORTE #1[0 < x < L]
JM(x) ZMK — O@
v vy D o
® ® M) + w(x) (E)_(7) (x) =0

7 L
TVA =W7L ﬁ M(x)+Ex —WTX—O
}‘ M(x)———x +W—Lx

G =

PASO (3): Se integra la ecuacién del momento flexionante [M(x)] para obtener
la ecuacion de rotacion [6(x)].

M
- [0

1
6 (x) =EJM(x) dx

9()_1](W2+WL>d_1 w [x3 +WLx2 L
Ay 2 X T )T R T2\ 3 2 \2 1

o( —1<W LI 246,
D=gi\"egX¥ T ¥ +tG

PASO (4): Se integra la ecuacién de rotacién [0(x)] para poder obtener como
resultado la ecuacion del desplazamiento [y(x)].

y(x) =f9(x) dx
y(x)=f€(x) dx:fEI( °x +—x +Cl>d

1 wx*\ wL(x
y(X) E —g(z> + T(?) + Cl(X) + 62]
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()—1( d 4+WL3+C +C>
YX)=FI\T24* T2 X ThrT L

PASO (5): Utilizando las condiciones de frontera se calculara el valor de las
constantes (C1y C>).

—W
Y vVYYYYeYVYYyye Az = 0

Az =0
AX = 0 ®m Ax # 0
B#0 Z 7z |60# 0

Como se esta calculando la ecuacion de rotacidon [6(x)], se ocupara el valor de la
condicién de frontera del angulo de rotacién (8), pero como el valor de la rotacion
es diferente de cero (6 # 0), no se puede ocupar esta condicién de frontera porque
no se conoce este valor (6 =;?), pero se puede calcular utilizando el principio del
trabajo virtual, pero para este ejercicio no sé calculara el angulo de rotacion.

De igual manera, se esta calculando la ecuacion del desplazamiento vertical [y(x)],
por lo tanto, se ocupara el valor de la condicion de frontera del desplazamiento
vertical (A;) y como se puede observar, este valor si se conoce ya que el
desplazamiento vertical en ambos apoyos es igual a cero (A,= 0).

Como se tienen dos constantes de integracion (C1y C), se debe de tener dos
condiciones de frontera y como se puede notar, ya se tienen estas condiciones las
cuales son las siguientes:

A o
A2=0| 4 ¢ v ¢ v v v v vvwww || D=0
> L -
(x 2 0) (x=L)
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PRIMERA CONDICION DE FRONTERA

Cuando “x" es igual a cero (x = 0), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
y(x=0)=0

SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA

Cuando “x" esigual a “L" (x = L), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
y(x=L)=0

Con estas condiciones de frontera se puede calcular la ecuacion del desplazamiento
vertical [y(x)] y la ecuacion de rotacion [6(x)].

1w o wL
H(X)=E<—EX +Tx +C1)

(x) = 1( i 4+WL 3+C +C>

Y=\ Ta* T TR TR

Por comodidad se pasan la constante (EI) al otro lado de la igualdad:
wL

EI0(x) = AV BV
6 4 !

Ely(x) = LA +W—Lx3 + Cix + C,
24 12

Como solo se esta ocupando la condicion de frontera del desplazamiento vertical
(A,= 0), solo se ocupara la ecuacidn del desplazamiento vertical [y(x)].

Se pasa a calcular el valor de la primera constante utilizando la primera condicion de
frontera:

PRIMERA CONDICION DE FRONTERA
Cuando “x" es igual a cero (x = 0), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
yx=0)=0

y(x)=0 cuando x=0

Ely(x) = e +W—Lx3 + Cyx + C,
24 12

w wL
EI(0) = _ﬁ(0)4 + 5(0)3 + C,(0) + C,
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CZZO

Con la segunda condicion de frontera se calculara el valor de la segunda constante:
SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA
Cuando “x" esigual a “L" (x = L), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
y(x=L)=0
yx)=0 cuando x=1L

_w o WLk,
Ely(x) = 52" +12x + Cix + G,

w wlL
EI(0) = o (D" + 5 ()* + G + (6, = 0)

0 WL4+WL4+CL 0 wLt +C,L C,L wit C WL
= —-—— B —— e = — e = — = = - —
24 12 1 24 1 1 24 1 241
- wl3
17 24

PASO (6): Ya teniendo el valor de las constantes de integracion, se sustituyen en
las ecuaciones.

- wl3
17 724 (=0

ECUACION DE ROTACION

o) == ( W3+WL2+C)
x) = o X 7 1

1( w , wlL, wl’
0(x) = — —€x+4x—24

ECUACION DEL DESPLAZAMIENTO VERTICAL

()—1( i 4+WL 34+ ¢C +C>
Y =F\ T Tt Tt Tl
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- - ,4 3 _
y () EI( 22 T12% T2 x)

PASO (7): Se calcula el desplazamiento vertical maximo (y,,,,) y la distancia (x)
a la que se encuentra este desplazamiento.

Para conocer el valor maximo del desplazamiento, se debe de derivar la funcion [y (x)]
e igualarse a cero para que después se puedan conocer los valores de las variables
“x" de la ecuacion. Una de estas variables sera el valor de la distancia donde se

encuentra el desplazamiento maximo, este valor de “x" se sustituye en la funcion
original [y(x)] y el resultado sera el valor del desplazamiento maximo (Vpqx)-

1 w wlL wl3 )

= — | ——x* 3 _
y(®) EI( 24" T2F T2 "

Se deriva la ecuacion:

d 1 < w wlL WL3>

a _ (W s W WL
e YOI =g\ —gx + 7 — 53

Se puede observar que el resultado de la derivada de la ecuacion del desplazamiento
vertical es igual a la ecuacién de rotacién 6(x):

0 = (= Was 4 W2 WL = 0= Ly
EFEINTeY T2 Y T = Y
d 1 w wL wl3
ax YD) E1< 6¥ T4 24)

Con esto se puede concluir que la ecuaciéon de rotacion [6(x)] es igual a la derivada
de la ecuacién del desplazamiento vertical :—x [y(x)], por lo tanto, en lugar de derivar

la ecuacion del desplazamiento vertical y(x), solo se igualara a cero la ecuaciéon de
rotacion [6(x)] para que con esto se puedan conocer los valores de las variables “x”
de la ecuacion y una de estas variables sera el valor de la distancia donde se encuentra

el desplazamiento maximo.

n_,n

Este valor de “x" se sustituira en la ecuacion del desplazamiento vertical [y(x)] para
que se pueda conocer el valor del desplazamiento vertical maximo (Vuax) -

u_,n

Se calcula el valor de las variables “x” utilizando la ecuacién de rotacion:
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9()_1 W3+WL 5 wl3
YVEEINTEY T Y T

Se iguala a cero la ecuacion de rotacion:

Por comodidad se supondra lo siguiente:
w=1 ; L=1 ; E= ; I=1

Por lo tanto, la ecuacién de rotacion queda de la siguiente manera:

_ 1,1, 1
0= —g¥ + 25 o
Los valores de las variables “x” son las siguientes:
x; = —0.366 ; x, = 1.366 ; X3 =%

Se tomara el valor de (x3), ya que este valor se encuentra en el rango de (0 < x <L)
pero como se propuso un valor de L = 1 entonces el valor de "x" debe de estar en un
rango de (0 < x < 1) y la Unica variable "x" que se encuentra en este rango es (x3).

Se sabe que el valor de (x3) es un valor de distancia y este valor esta dentro del rango
de la longitud de la viga y la longitud de la viga es (L) por lo tanto, la deformacion
vertical maxima se encuentra a un medio (1/2) de la longitud de la viga (L), es decir,

1
a (—L).
2
Una vez teniendo el valor de “x", se pasa a sustituir el valor de (x3) en la ecuacion del

desplazamiento vertical y(x) para conocer el valor del desplazamiento vertical
Maximo (Vimax)-

(=)= ml56) + 56 % 0)

(
| 320

'



B ( _L)_l w [ L4 +WL 13 WL3<L>
Ymax = Y\* =5 )= Fr724\16) T12\8 ) T 22 \2
1 wl? N wlL*  wl?
Ymax = Fr\ T34 " 96 48

(Deformacion Vertical Maxima)

B A
Ymax = ~ 384T

La deformacion vertical tiene unidades de distancia: metros (m), centimetros (cm),
milimetros (mm), etc.

PASO (8): Con ayuda del programa Excel y con las ecuaciones 8(x) y y(x), se
pasara a conocer la configuracion deformada de la viga que se esta resolviendo.

El 24 12 24
Suponiendo:
w=1 ; L=1 ; E=1 ; [=1
(x) 6(x) y(x)
w = 1.0 0 -0.04167 | 0.00000
0.10 -0.03933|-0.00409
L= 1.0 0.20 -0.03300(-0.00773
0.30 -0.02367 | -0.01059 swl4
E = 1.0 0.40 -0.01233 | -0.01240 Ymax = _384E1
0.50 0.00000 | -0.01302
I = 1.0 0.60 0.01233 | -0.01240 cuando: x = £‘
0.70 0.02367 | -0.01059 2
0.80 0.03300 |-0.00773
0.90 0.03933 |-0.00409
1.00 0.04167 | 0.00000
( ]
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Si se observa la tabla, se podra observar que a la distancia “x” cuando la rotacién es igual
a cero [6(x) = 0], se tiene el desplazamiento maximo [yy,q,], con esto se puede tener

u_,n

una manera de comprobar si el valor de “x” es correcto.

Se puede concluir que cuando se calcule el valor de “x" donde se encuentra el

desplazamiento vertical maximo, una manera de comprobar que este valor de "x" es
correcto es que cuando se sustituya “x” en la ecuacion de rotacion [6(x)], el resultado

debera ser igual a cero.

CONFIGURACION DEFORMADA

—W
I A A O A A A A A A A A A

« : ¥

0.05
0.04
0.03
0.02 (_|_)
0.01
0.00

00

0.01 0.6 0.7 0.8 0.9 L

-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

Distancia (x)

y(x)

0.00
( 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.00
0.00

-0.01 (—)

-0.01

Az

0.01
S5wL*

0.01 —
Ymax = T384p]

-0.01
Distancia (x)
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Una manera de confirmar que las ecuaciones estan correctas es comprobando si las
dos ecuaciones cumplen con las condiciones de frontera presentes en la viga. Se sabe

gue en el apoyo fijo y en el apoyo movil de la viga se tienen las siguientes condiciones
de frontera:

y
Az=0|4 —w=1 Az =0
8 #0 vt v vvvvvvvvvwy || OFO
] EI=1 ] X
a !
(x =0) (x=L=1)

Si se regresa a la tabla donde se tabulo la ecuacion de rotacion [0(x)] y la ecuacion

del desplazamiento vertical [y(x)], se podra observar que efectivamente se cumplen
las condiciones de frontera:

z
Az =0 1 [—w=1 Az =0
soster [ LI T o-ooner
] EI=1 /
i‘ L=1 >i
(x =0) (x=L=1)

Se omitid el desplazamiento horizontal (A,) ya que el calculo de este desplazamiento
no es tema de esta seccion y ademas como se puede observar, en la viga no se tienen
fuerzas en el eje x y por lo tanto no habra un desplazamiento horizontal (A,).

Con esto se concluye el primer ejercicio utilizando el método de la doble integracion

y se pasara a resolver mas ejercicios para que vaya quedando mas claro como se
utiliza este método.
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Ejercicio 3.2: Utilizando el método de la doble integracion calcula la ecuacion
del desplazamiento vertical y la ecuacion de rotacion para conocer las
configuraciones deformadas de una viga simplemente apoyada que tiene una
longitud (L) que es sometida a una carga triangular (w).

w

EI= Constante

< g

L

PASO (1): Se calculan las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del

equilibrio.

EI= Constante

ZMA =0 (+) ZFY =0 T(+)
w(L)] 12 w(L)
V(L) + [T‘ [g(L)] =0| | Va+Vy——==0
w2 wL WL_
_VB(L)+T:O VA+?—7—
v="E o wl
P30 T Vo= =
wlL wl
Vi=3 Va="¢
( |
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®
EI= Constante

- wL

TVA = ? VB = wL
< L >

PASO (2): Calcular la ecuacién del momento flexionante [M(x)].

CORTE #1[0 < x < L]

M(x)

wlL
M) —— (0 +

L2 )

wL  wx3 w o, wi
M(x)—?x+ﬁ=0 M(X)=—ax +?x
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PASO @: Se integra la ecuacién del momento flexionante [M(x)] para obtener
la ecuacion de rotacion [0(x)].

M(x)
EI

0(x) = dx

1
0 (x) =EfM(x) dx

9()_1}‘( w 3+WL )d 1 w [x?* +WL x2 i
)= El 6l "6 )Y TENeL\2) T e \2 1

9()—1< w 4+WL2+C>
x) = 241 T12¥ T4

PASO (2): Se integra la ecuacién de rotacién [0(x)] para poder obtener como
resultado la ecuacion del desplazamiento [y(x)].

y(x) = j 0(x) dx

1 woo, wL 5
y(x)=f9(x) dx:,[ﬁ(_ZALLx + 12x +C1)dx
()_1 w [x° +WL x3 O+ C
Y =Fr"2a0\5 ) T 12\ 3 LX) L2
()—1( d 5+WL 34+ ¢C +C)
YX)=EI\" 1200 T36F TH1*T 2

PASO (5): Se calculan las constantes (Ci y C2) utilizando las condiciones de
frontera.
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Como se esta calculando la ecuacion de rotacidon [6(x)], se ocupara el valor de la
condicién de frontera del angulo de rotacion (8), pero como el valor de la rotacion
es diferente de cero (6 # 0), no sé podra utilizar esta condicion de frontera ya que
no se conoce su valor (8 =;?), pero se puede calcular utilizando el principio del
trabajo virtual, pero para este ejercicio no sé calculara el angulo de rotacion.

De igual manera, se esta calculando la ecuacion del desplazamiento vertical [y(x)]
por lo que se ocupara el valor de la condicién de frontera del desplazamiento vertical
(A7) y como se puede observar, este valor si se conoce ya que el desplazamiento
vertical en ambos apoyos es igual a cero (A,= 0).

Como se tienen dos constantes de integracién (C1y C2), se debera de tener dos
condiciones de frontera, las cuales son las siguientes:

z
w
A =0 N =0
X
R —
(x = 0) (x=1L)

PRIMERA CONDICION DE FRONTERA

n_,n

Cuando “x" es igual a cero (x = 0), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
y(x=0)=0
SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA

n_,n

Cuando “x" esigual a “L" (x = L), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
yx=L)=0

Con estas condiciones de frontera se podra calcular la ecuacion del desplazamiento
vertical [y(x)] y la ecuacion de rotacion [8(x)].
6(x) 1( Y 4+WL2+C>
X)=—|—=—x"+—x
EI\ 24L 12 !

()—1( sy st +C>
YO =g\ T 1200 T36* TP T2
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Por comodidad se pasa la constante (EI) al otro lado de la igualdad:

EI0(x) = LA +W—Lx2 + C,
24L 12

Y s 4 Y p x4 C
120L° T36% THrT 2

Solo se estd ocupando la condicion de frontera del desplazamiento vertical (A,= 0),
por lo que solo se ocupara la ecuacion del desplazamiento vertical [y(x)].

Ely(x) = —

Se pasa a calcular el valor de la primera constante utilizando la primera condicién de
frontera:

PRIMERA CONDICION DE FRONTERA
Cuando “x" es igual a cero (x = 0), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
yx=0)=0

yx)=0 cuando x=0

— w 5 wiL 3
EIy(x)-—lZOLx +¥x + Cix + C,
EI00) = ——Y— (015 + 22 (0)* + €,(0) + C

120L 36 1 2

CZZO

Con la segunda condicion de frontera se calculara el valor de la segunda constante:

SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA

Cuando “x" esigual a “L" (x = L), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).
yx=L)=0

yx)=0 cuando x=1L

W wL 3
EIy(x)z—leLx +£x + Cix + C,
w c wL 3
EI(O)=—m(L) +¥(L) +C (L) + (G, =0)
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wL* wl?* B TwlL* TwL*

0=—m+¥+C1L — 0——36O+61L = Cl=—360L
. - 7wlL3
17 360

PASO (6): Ya teniendo el valor de las constantes de integracion, se sustituyen en
las ecuaciones.

. - 7wl3
1~ 77360 C;=0

ECUACION DE ROTACION

1 w wL
0(x) = —<——x4 +—x%+ C1>

EI\™ 2aL 12
0()_1 woa WL, 7TwL?
YVEFEI\ 24t T12% T 360

ECUACION DEL DESPLAZAMIENTO VERTICAL

1 w wL
y(x)=—< x5+—x3+Clx+CZ)

EI\ 120L 36
() = 1 w 5+wL 3 7wlL3
Y =Fi\" 120" "36% ~ 360 *

PASO (7): Se calcula el desplazamiento vertical maximo (y,,.,,) y la distancia (x)
donde se encuentra este desplazamiento.

Para encontrar la distancia “x” donde se encuentra el desplazamiento vertical maximo
(Vmax). e debe de igualar a cero la ecuacion de rotacion [6(x)]:

1 w wlL Twl3
0(x) = — 4 —x?

EI\ 241" T12% T 360
0 1 woo, N wl Twl3
“EI\ " 241" T12% T 360

Por comodidad se supone lo siguiente:
w=1 ; L=1 ; E=1 ;

~
Il
—_
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Por lo tanto, la ecuaciéon de rotacién queda de la siguiente manera:

R SRS S
~ 722 T12% T 360

Los valores de las variables “x” son las siguientes:

15 + 2v30

X1 = = 1.315407444

q

15+ 2v3

Xy = — = —1.315407444

i

p—
9 |
I
N
:
(=]

X3 = |[—————— =0.5193296224

)

15 -2
X4 = — —q5 = —0.5193296224

Se tomara el valor de (x3), ya que este valor se encuentra en el rango de (0 < x <L)
pero como se propuso un valor de L = 1, entonces el valor de "x" debe de estar en
un rango de (0 < x < 1) y la Unica variable "x" que se encuentra en este rango es

(x3).

15 - 230 15 - 2v30
%= "1 O I B T

Una vez teniendo el valor de “x", se pasa a sustituir el valor de (x3) en la ecuacion del
desplazamiento vertical [y(x)] para conocer el valor del desplazamiento vertical

Maximo (Vimax)-

15 — 2v/30
Xp= |[———— L
3 15

()_1 w 5+WL3 7wl3
Y = 120L" "36% T 360




Se pasa al otro lado de la igualdad el mddulo de elasticidad (E) y el momento de
inercia (I):

El y(x) = W N wl Twl3
Y ="1201" 36" " 360 F
5 3
gy 157230\ w []15-2¥30 | wL( J15 —2v30,
Y 15 = T 120L 15 36 15

Twl3 15—2&EL
360 15

15 — 2v/30 1 15—2\/%L

El Ymax =W 5 ) 1201 15
2
+L 15—2«/%L 713
36 15 360
15 — 24/30 1
_ 4 _ —
EI Yoo = WL / = [ 27000(225 60v30 + 120)
1 7
+§ECS—2%%)—§5]
15 — 24/30 23 1 1 1 7
El = wit| |2 —=2Y2 (—— - - __>
Ymax = W 15 18004_4SOV§6_F36 270\/§6 360
15 — 24/30 1 1
— 4 o
El Ymax = wl 15 ( 225 675“56)
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45v15 + 2252
151875

lﬂ%mx:—< )(15—2%ﬁ>wﬁ

(Deformacion Vertical Maxima)

45115 + 2252\ wL*
VYmax = — | (15 —2V30 VZ\w
151875 EI

La deformacion vertical tiene unidades de distancia: metros (m), centimetros (cm),
milimetros (mm), etc.

PASO (8): Con ayuda del programa Excel y con las ecuaciones 8(x) y y(x), se
conocera la configuraciéon deformada de la viga.

80x) 1 wo, N wL . 7wl
x)=—\— X xX° —
El 24L 12 360
) 1 W N wl 7wl3
X)=—\|— X X~ — X
Y=g\ T 1200 T 36 360
Suponiendo:
w=1 ; L=1 ; =1 ; [=1
(x) 6(x) y(x)
w= 1.0 0 -0.019444 | 0.00000
0.10 | -0.018615 | -0.00192
L= 1.0 0.20 | -0.016178 | -0.00367
0.30 | -0.012282 | -0.00510
E = 1.0 0.40 | -0.007178 | -0.00609
0.50 | -0.001215 | -0.00651
1= 1.0 0.51933 [ 0.000000 |-0.00652218 | e (V1 71)
0.60 | 0.005156 | -0.00631
0.70 | 0.011385 | -0.00548
0.80 | 0.016822 | -0.00406
0.90 | 0.020718 | -0.00217
1.00 | 0.022222 | 0.00000
( )|
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u_,n

Si se observa la tabla, se podra observar que a la distancia "x” cuando la rotacion es igual
a cero [0(x) = 0], se tiene el desplazamiento maximo [y,,q], con esto se puede tener

u_,n

una manera de comprobar si el valor de “x”" es correcto.

Se puede concluir que, cuando se calcule el valor de “x" donde se encuentra el
desplazamiento vertical maximo, una manera de comprobar que este valor es correcto
es que cuando se sustituya “x” en la ecuacion de rotacion [6(x)], el resultado debera ser
igual a cero.

CONFIGURACION DEFORMADA

w

EI= Constante

> L >

0(x)

0.025
0.020
0.015

0.010 (+)

0.005

0.000

Ji\:]

0.005 0.6 0.7 0.8 0.9 L

-0.010
-0.015

-0.020

-0.025
Distancia (x)

y(x)

0.000
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-0.001
-0.002
-0.003 (—)

-0.004

Az

-0.005

-0.006

(y max)

-0.007
Distancia (x)
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Una manera de confirmar que las ecuaciones estan correctas es comprobando si las
dos ecuaciones cumplen con las condiciones de frontera presentes en la viga. Se sabe

gue en el apoyo fijo y en el apoyo movil de la viga se tienen las siguientes condiciones
de frontera:

Z
Az =0 T W Az =0
0# 0 0# 0
X
EI=1
| |
r e
(x =0) (x=L=1)

Si se regresa a la tabla donde se tabulo la ecuacién de rotacion [0(x)] y la ecuacion

del desplazamiento vertical [y(x)], se podra observar que efectivamente se cumplen
las condiciones de frontera:

z
Az =0 w Az =0
6 = -0.019444 mﬂ 0 = 0.022222
X
EI=1
I |
i‘ L=1 ’i
(x=0) (x=L=1)
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Ejercicio 3.3: Utilizando el método de la doble integracion calcula la ecuacion
del desplazamiento vertical y la ecuacion de rotacion para conocer las
configuraciones deformadas de una viga simplemente apoyada que tiene una
longitud (L) que es sometida a una carga puntual (P) a la mitad del claro de la
viga. Se supone que la seccion transversal es constante por lo que también lo es
el valor del médulo de elasticidad (E) y el momento de inercia (I) de la viga.

lP
® ®

EI= Constante
« L »
I‘ L/2 * L/2 .I

PASO (D: Se calculan las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del
equilibrio.
lP

® ®

EI= Constante

TVA VBT

« L/2 > L/2 g

ZMA=OC‘ 2F, =0

—Vg(L) +P (2>

P
PL Vi+=—P=0
- A
Vg oL 2
P
P
_L Vi=—
Ve =3 A=5

]
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lP
® ®
EI= Constante
Tw-

I‘ L/2 .I‘ L/2 .I

PASO (2): Calculo de las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)].

ﬁ M, (x)

NITO
<
[we]
1]
NI
—

L
CORTE #1 [OSXSE]

e My~ () = 0
VA=§
P
x ) > My (x) =5 x
L
CORTE #2 [ESxSL]

[ e [M=0D
%—L@ Mz(x)—g(x)+P<x—%)=O
TVA=§ Mz(x)—§x+Px—%=0
|‘ L/2 ’|‘(x-L/2)’| P PL
) ) > My () = 5%+~
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PASO (3): Se integra la ecuacién del momento flexionante [M,(x)] para obtener
de (0 < x < L/2) la ecuacion de rotacion [0, (x)].

(M)
0(x) = I dx
M (x)
Hl(x)=j 2,1 dx
9 _(gx)d_l Pd_lsz c
@)= [ "2 dx = [ 5 X‘E[E<7>+ ]
1 /P
BI(X) = E(sz + Cl)

PASO (4): Se integra la ecuacién de rotaciéon [0,(x)] para obtener de
(0 <x<L/2) laecuacion del desplazamiento vertical [y;(x)].

y0) = [0 ax
70 = [ 6,6 dx
y1(x) = f%(gxz + Cl) dx = % ze + C1> dx
7100 =2

1[P[/x3
i Z(?>+61(X)+62]

()—1(P 34 Cix+C
YilX) =gr\12® T 0¥ 2)

PASO (5): Se integra la ecuacién del momento flexionante [M,(x)] para obtener
de (L/2 < x < L) la ecuacion de rotacion [0,(x)].

0,(x) = j Mz(lx) dx

1
0,(x) = Esz(x) dx
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1 P PL 1 P [x? PL
0,(x) =—f——x+— dx =—l——<—>+7(x) +C3]

El)] " 2%7 7 E1|l” 2\
0()—1( P2+PL +C)
2=\ T T AT s

PASO (6): Se integra la ecuaciéon de rotacion [0,(x)] para obtener de
(L/2 < x < L) la ecuacion del desplazamiento vertical [y,(x)].

Ya(x) = j 6,(x) dx

1 P PL 1 P PL
yo(x) = j—(——xz +—x+C3> dx = — (——x2+—x+C3) dx

EI\ 4 2 El 4 2
1[ P/x3\ PL(x?
yZ(x)=E[_Z(?>+7<T>+C3(x)+c4]
1, P PL
yz(x)=ﬁ(—ﬁx3+7x2+ch+c4)

PASO (7): Se calculan los valores de todas las constantes de integracion.

Se tienen cuatro constantes de integracion:

0<x<£]
-2
1/,
Hl(x)=E<Zx +Cl>
_ 1P

yl(x)—ﬁ<ﬁx +Clx+C2)
[£<x<L]
> <

1, P , PL
Hz(x)=ﬁ(—zx +7x+C3)

1, P , PL,
yz(x)zﬁ(—ﬁx +Tx +C3x+C4>

338

——
| —




Y solo solo se conocen dos condiciones de frontera:

A T ]

| OSxS% P %SXSLI
Az =0| | | Az =0
Ax=oHﬂ Ax #0
8 #0 , | , [8 # 0

| !
| !
: G=¢7? CG=¢7? :
| !
: G=¢7 C,=¢7? |
L B -

Se debe de conocer el valor de dos condiciones de frontera que estén dentro del
rango de (0 < x < L/2) ya que dentro de este rango se encuentran las constantes C;
y C, y también se deben de conocer otras dos condiciones de frontera que estén
dentro del rango de (L/2 < x < L) ya que dentro de este rango se encuentran las
otras dos constantes C3 y C,.

Dentro del rango de (0 < x < L/2) solo se conoce el desplazamiento vertical del
apoyo fijo el cual tiene un valor de cero (A;= 0) y el valor del &ngulo de rotacién en
el mismo apoyo no sé conoce (6 # 0), por lo que, se pasara a calcular este valor
utilizando el principio del trabajo virtual para que se pueda conocer el valor de las
constantes C; y C,.

Cuando se explico el método del principio del trabajo virtual solo se enfocd en
ensefiar como se calculan los desplazamientos verticales empleando este método,
pero se omitio el calculo de angulos de rotaciones utilizando este mismo método ya
que no era tema de esta tesis.

El calculo de un angulo de rotacién (6 # 0) utilizando el principio del trabajo virtual

es similar al calculo de un desplazamiento vertical utilizando este mismo método, lo
Unico que cambia es que en lugar de colocar una carga puntual unitaria en el punto
donde se desea conocer un desplazamiento vertical, se coloca un momento unitario
en el punto donde se desea conocer el valor de un angulo de rotacion.

Se pasara a calcular el valor del angulo de rotacién en el apoyo fijo de la viga, para
gue se entienda mejor lo antes mencionado.
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Ya se conocen las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)] de las cargas
reales:

P
M;(x) = Ex

P PL
M;(x) = —5xt—

Por lo que se pasara a calcular la ecuacion del momento flexionante de la viga con un
momento unitario en el punto donde se desea conocer el valor del angulo de
rotacion.

Momento unitario colocado en el punto donde
/ ' se desea conocer el valor de un desplazamiento rotacional

1

®

2 L >

Se calculan las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio:

zMA=o@‘ zMB=o@

V(L) +1=0 V,(L)+1=0
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Calculo de la ecuacion del momento flexionante [mg(x)]:

CORTE #1[0 < x < L]

1 ﬁme(x)
i SO N
’ 1 mg(x)+%(x)—1=0

1
|< 0 p{ mg(x)=—zx+1

Se calcula el angulo rotacion utilizando el principio del trabajo virtual:

%sz@ymawd

El
0

L/2
%=jM“’W“%u+f%“*m“%z

El El
0 L/2

L/Z
J M;(x) -my(x) dx+ jMz(x) my(x) dx

A«91 L/ 2 Ag2

Calculo de Ay,

L/2 L/2
P

A91=—f M;(x) - mg(x)dx—% (Ex)(——x+1) dx

L/2
A _1j( P +P)d_1L/2 P
601~ 7 LY T2 T N
0
L/2

1
Ag1=
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Apq

L
1 1
D=5 | Mo ) dx =
L/2

Ap

Agy=

Agz

1
T EI

P

6L

WP
4

-(5)

A PL?
017 24EI

Calculo de Ay,

1
T EI

1

El

P PL
2L T

I

L/2

L p 3

2L

X X

L/2

PLP _PLE PL]
6L 2 ' 2|

[PL? PL*> PL?]

(&)

(5)- <7>

- W+ )] -
6L 2 2

1

p +PL>
25T

1
EIl

PL
+ > (x)

1

P
6L

)

P
6L

P

(5)-3

[PL? PL?

LZ
(7

PL?]

dx = —

B PL? s
EI| 48

L/2

3

L

| El.;

+

6 2 2

B PL?
"~ 48EI

48 8

Calculo de Ag
Ag= Agy + Ag2
PI?  PI?
= 24E1 T 48EI
PL?
~ 16EI

Ag

Ag
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Al angulo de rotacién calculado, se le cambiara el signo para utilizarlo como una
condicién de frontera, ya que como se dijo al principio de esta seccion, si se propone
un momento unitario horario [U] para calcular un angulo de rotacién utilizando el
principio del trabajo virtual, al resultado se le debe de cambiar el signo para utilizarlo
como condicion de frontera en el método de la doble integracion.

Como se propuso un momento unitario en sentido horario para el calculo del angulo
rotacion, se le tendra que cambiar el signo a dicho valor:

PL?
16EI

Con este angulo de rotacion, ya se tendrian dos condiciones de frontera:

Ag=

PRIMERA CONDICION DE FRONTERA

n_,n

Cuando “x" es igual a cero (x = 0), el desplazamiento vertical es igual a cero (A,= 0).

y1(x=0)=0
SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA

PL?
Cuando “x" es igual a cero (x = 0), el &ngulo de rotacion esiguala 8 = — LBl
0. (x = 0) PL?
X = = —
! 16EI

Se calcula la primera constante (C>) utilizando la primera condicién de frontera:

PRIMERA CONDICION DE FRONTERA
y1(x=0)=0

y1(x) =0 cuando x=0

S L S,
yl(x)_E1<12x 1 2)

P
Ely,(x) = Ex:“ + Cyx + C,

P
Ely,(0) = E(O)g + C,(0) + G,

C2=0
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Se calcula la segunda constante (Cy) utilizando la segunda condicion de frontera:
SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA

PL?
16EI

91(x=0) = —

PL?
16EI

- L (s
1(x) E14x+1

0,(x) =— cuando x=0

P
El 91(.X) = sz + Cl

El PLEN_P (0)2+cC
16EI) 4 1

c. — PL?
17 16

Una vez teniendo el valor de las constantes de integracién, se sustituyen para obtener
la ecuacion del desplazamiento vertical [y;(x)] y la ecuacién de rotacion [6,(x)] que
estan dentro del rango de (0 < x < L/2).

1/P PL?
ERE LML

EI\12 16
1(P , PL?
0100 =F1\2% " 16

Ya teniendo el valor de las constates C1 y Cy, se pasara a calcular el valor de las
constantes C3 y C4 que se encuentran en un rango de (L/2 < x < L). Para calcular
estas constantes, no sera necesario utilizar las condiciones de frontera del apoyo
movil (A,= 0y 0 # 0), si no que con la ecuacién del desplazamiento vertical [y, (x)]
y la ecuacion de rotacion [0, (x)] y empleando la condicion de continuidad, se podra
calcular el valor de C3 y Ca.

——
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CONDICION DE CONTINUIDAD

62(x) .
P - ]
[ '
e |
® i ®
7~ _ 7| 0,00 = 8,00 - ’
| T~ ~ I - & Ya(x)

/
R o il
0,0/ V() t Y1(X) = Y2(X)
|‘ L/2 ’|‘ L/2 ’I

Con la condicion de continuidad se puede decir que cuando [x = L/2] la rotacion
[6,(x)] es igual a la rotacion [6,(x)] y de igual manera cuando [x =L/2] el
desplazamiento vertical [y, (x)] es igual al desplazamiento vertical [y, (x)].

Con estas dos nuevas condiciones de frontera, se pasa a calcular las constantes C3 y
Cq:

TERCERA CONDICION DE FRONTERA.

Cuando [x = L/2], la rotacion [6;(x)] es igual a la rotacion [6,(x)].

01(x=3) = 02(x=3)

0,(x) =0,(x) cuando x =




1[P(1?\ PL*] 1] P(I? +PL<L)+C
El|4\ 4 16| EI| 4\4 2 \2 3
PI> PI?\ EI PL2+PL2+C

CEIl 16 @ 4 3

16 16
0= 3PL? +C
T 16 3
o = 3PL>
37 16

CUARTA CONDICION DE FRONTERA.

Cuando [x = L/2], el desplazamiento vertical [y, (x)] es igual al desplazamiento vertical

[y2 ()].
n(x=3)=r(=3)

y1(x) = y,(x) cuando X = 3
_ 1 /P 3 PL?
yl(x)_EI 12x 16x

1 P PL
Vo (x) = E<_Ex +Tx + C3x + C4)

2)=7()
Y1 2 =Yz 2
1[P (L)3 PI? (L) 1] P (L)3+PL(L)2+C (L)+C‘
EI[12\2 16 \2/|  EI| 12\2 4 \2 \2/ " 74
P (P\ PI? (L) EI[ P (L L PL 1*\ 3pPI? <L>+C'
12\8) 16 \2 8) 4\4 16 \2/
PL3 PL3 PL3 PL3 3PP
96 32 32+l

PL® PL3 i ; PI3 . PI3
—_— : e — —_—
48 ~ 24 ' 4 4 48 24
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B PL3

Cir = —
7 48

Ya teniendo el valor de las constantes de integracion, se sustituyen sus valores para
obtener la ecuacidon del desplazamiento vertical [y,(x)] y la ecuacidn de rotacion
[6,(x)] que estan dentro del rango de (L/2 < x < L).

1( P , PL 3P
O(x) = —|—=x°+—=x—

EI\ 4 2 16

Y2 (0) = (= x® + —x? -

1/ P PL . 3PI? +PL3
12 4 16 " a8

De esta manera se concluye el calculo de las constantes de integracién para obtener
las siguientes ecuaciones:

0< <L]

_x_z
: 1P , PI?
N =g ¥ ~ 1%
. )_1 P, PL?
1) =5 7% ~ 16

L< <L]

z_x

9()_1 P, PL 3pI2
2=\ T T YT 16

1( P , PL , 3PL? PL3>
——=x°+—x

X) =147 — X+

(0 =g T Ty 16 © ' 48

PASO (8): Se calculan los desplazamientos maximos (y,,,,) Yy sus respectivas
distancias “x".

Primero se calcula el desplazamiento vertical maximo (y1.mqx) Y l2 distancia “x” que se
encuentra en un rango de (0 < x < L/2). Por lo que se pasara a igualar a cero la
ecuacion de rotacion [0, (x)].
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9()_1 P, PI?
A A VT

1 (P , PL?
0=—/(=x?——
EI\4~ 16

Por comodidad se supondra lo siguiente:

P=1 ; L=1 ; E=1 ; I=1
Por lo tanto, la ecuaciéon de rotacién queda de la siguiente manera:
1 1
0= sz T
Los valores de las variables “x” son las siguientes:
1 1
x, =%L ; Xy =—=L

2 2

Se tomara el valor de (x;), ya que este valor se encuentra en el rango de

(0 < x < L/2).Una vez teniendo el valor de “x", se sustituye este valor (x;) enla
ecuacién del desplazamiento vertical y; (x) para conocer el valor del desplazamiento
vertical maximo (Vymax)-

1 L
x1=§L=E
1P . PL?
)’1(X)=E<EX —¥x>

~
Il
n‘]l,_\

B (_L P(L)3 PLZ(L)
Yimax = V1{X =5 1112 \2 16 \2

_1[P (I3 PI? (L 1 /p? PP*\ 1 PL3
Yimax = Erl12\g 16 2) T EIN96 32 /] EI 48
PL3

ylmax = _4'8EI

Ahora se calculara el desplazamiento vertical maximo (y,mqy) Y la distancia “x” que
se encuentra en un rango de (L/2 < x < L). Por lo que se pasara a igualar a cero la
ecuacion de rotacién [0, (x)].
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0,(x) = i(-EJCZ + Ex — 3PL2>
EIl 4 2 16
0= i(—Exz + Ex - 3PL2>
El 4 2 16
Por comodidad se supone lo siguiente:
P=1 ; L=1 ; E=1 ; I=1
Por lo tanto, la ecuacion de rotacién queda de la siguiente manera:
1 5 1 3
0=-— 7x + TR
Los valores de las variables “x” son las siguientes:
3 1
Xy = EL ; Xy = EL

Se tomara el valor de (x;), ya que este valor se encuentra en el rango de
(L/2 < x < L).Una vez teniendo el valor de “x", se sustituye este valor (x;) en la
ecuaciéon del desplazamiento vertical y,(x) para conocer el valor del desplazamiento

vertical maximo (Vamax)-

1 L
X, = L:E

2
()_1 P o PL, 3PI2 PL
V2RO e\ T2 T T 16 ¥ s

L>3 ﬁ(L )2 _3PL? (L) PIL3

T3 16 \2) 718

= (v=3) = 77|12l

[ P (I P 12\ 3PI% /L +PL3
Yemax = pr1T12\g )T 2 \ 2 16 (2) 48

1< PL® PL® 3PL3 PL3> 1< PL3>

2

Yamax =i\ "9 ¥ 16 " 32 T a8 ) " EI\ 18
B PL3
yZmax - 4'8EI
PL3

Y1imax = Y2max = _4-8EI
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(Deformacion Vertical Maxima)

_ PL?
Ymax = ~ 48F]

PASO (8): Con ayuda del programa Excel y con las ecuaciones [0, (x), y;(x), 0, (x)
y y2(x)], se pasara a conocer la configuracion deformada de la viga.

o=x<3]
<x<g
2
) = 1P PL?
n@=g\2Y T 16"
0,(x) = 1/(P , PL?
AT VAT
(.
__x_
2
6()—1 P2+PL 3PL?
TR\ T2 16
() = 1 P 3+PL 5 3PL? +PL3
YO TE\T1RY Td TT1e T 48
Suponiendo:
P=1 ; L=1 ; E=1 ; I=1
(x) 6 (x) y(x)
[ P=] 10 | 0 -0.062500 [ 0.00000 | ]|
0.10 [-0.060000][-0.00617
| L= 10 | 020 | -0.052500 |-0.01183| | €1(%)
0.30 [-0.040000 [-0.01650 (%)
| E=] 10 | 0.40 |-0.022500 [-0.01967 Y1 pL3
0.50 | 0.000000 [-0.02083| _ Yimax = —
[ 1= | 10 | 0.50 | 0.000000 [-0.02083| > 48EI
0.60 | 0.022500 [-0.01967 cuando:
0.70 | 0.040000 |-0.01650 0,(x) L
0.80 | 0.052500 [-0.01183] [ (x) 2
0.90 | 0.060000 [-0.00617 Y2
1.00 [ 0.062500 [0.00000]

——
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Az

CONFIGURACION DEFORMADA

\

0(x)
0.08
0.06
0.04

0.02

0.00

Ji\:)

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

Distancia (x)

y(x)

0.000

0.4

-0.005

-0.010

-0.015

-0.020

Ymax = ~4gp]

-0.025
Distancia (x)
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EJERCICIO 3.4: Se tiene una viga de acero Perfil IR A-572 Grado 50 de (914 mm
x 342.4 kg/m) y se requiere calcular utilizando el método de la doble integracion
la ecuacion del desplazamiento vertical y la ecuacion de rotacion para conocer
las configuraciones deformadas de una viga que es sometida a un sistema de
cargas como se muestra a continuacion.

20 ton
50 ton-m 100 ton-m
[

|‘ 3m ’I‘ 4m * 5m ’I

Seccidn Transversal

,  bg =420 mm
:" i
oty =32.1 mm
T PERFIL IR
d = 928 mm 914 mm x 342.4 kg/m
te = 19.4 mm A-572
Grado 50
_ 2
fy,= 3515 kg/cm
¥  te=32.1mm

PASO (1): Se calculan las reacciones en los apoyos con las ecuaciones del equilibrio.

20 ton
50 ton-m 100 ton-m
[\

|‘ 3m .I‘ 4m * 5m g
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ZMBzo@

ton
—V:.(4m) + 37(12 m)(3m) —50ton (9m) —10ton-m—30ton-m

+ 100 ton-m —50ton-m—20ton(3m) =0

—Ve(4m)—392ton-m =20

392 ton'm
VC = —T o VC = —98 ton [l]

ton
Vg + V. + 50 ton — 20 ton—37(12m) =0

Vg —98ton—6ton =0 Vg =104 ton

20 ton
50 ton-m 100 ton-m

50 ton
lvc =98 ton

|‘ 3m ’I‘ 4'm ’I‘ 5m ’I
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PASO (2): Calculo de las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)].

CORTE#1[0m < x < 3.0m]

20 ton J z:1\41{ — O‘D
3t M
50 ton-mm ) My (x) +3(x) (g) +20(x) +50=0
S —

©)

3
® My (x) + 2 x* +20x +50 = 0

(

}‘ (x) > M,(x) = —;xz —20x —50

CORTE #2[3.0m < x < 7.0 m]

20 ton
S0ton-m  100ton'm _3i5n/m M0

&)

® /)

7

TVB = 104 ton

5
—

IM =0 ) |

M,(x) + 3(x) (g) +20(x) +50 — 100 — 104 (x —3) = 0

3

My (x) + 5% +20x — 50 — 104x + 312 = 0
3

M, (x) +§x2 —84x+262=0

3
M,(x) = —Ex2 + 84x — 262
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CORTE #3[7.0m < x < 12.0 m]

20 ton
50 ton-m 100 ton-m 3 ton/m 30 ton-m My(x)
i ®
® /(BN @
7 7

TVB = 104 ton ch =98 ton

[« 3m > 4m b (x-7) g
[« 5 »

IM =0 ) |

M5 (%) + 3(x) (;) +20(x) +50 — 100 — 104 (x —3) +30+98 (x —7) = 0

3

M3 (x) +§x2 +20x —20—-104x 4+ 312+98x —686 =0
3

M3 (x) +§x2 +14x —394 =0

3
M3 (x) = —Exz — 14x + 394

PASO (3): Se integran las ecuaciones de los momentos flexionantes [M(x)] para
obtener las ecuaciones de rotacion [0(x)] y después se integran las ecuaciones
de rotacion [6(x)]| para obtener las ecuaciones de los desplazamientos verticales

[y(x)].

0,(x) = JM1(x)

EI

1 3
0,(x) =—j—§x2 —20x — 50 dx

1] 3(x3 x?
91(3() = E [— (g) — 20 <7) - SO(X) + 61]

2
1 1
0,(x) = —(—Ex3 —10x% — 50x + Cl>




yﬂ@=f0ﬂ@dx

1 1
yi(x) = f—(——x3 — 10x2 — 50x + Cl> dx

El 2
1] 1/x* x3 x?
yi(x) = £l —§<Z) —10 (?) — 50 <7> + C;(x) + CZ]
1 1 10
y1(x) = ﬁ<_§x4 - ?xg' —25x% + Cyx + Cz)
M, (x)
o = d
@ = [ 2

3
0,(x) = —j—zxz + 84x — 262 dx

1[ 3/x3 x2
BZ(X) = E [— <?) + 84 (7) - 262()6) + C3]

2
1 13 2
Bz(x)z—(—ix +42x —262x+C3)

yx@=jex@dx

()—jl( 13+422 262x 4+ C, ) d
yzx— El Zx X X + 3)x

1] 1/x* x3 x?
yZ(X) = E —§<Z) + 42 (?> — 262 <7> + C3(X) + C4]

1.1, 3 2
yz(x):—l(—gx + 14x° — 131x +C3x+C4)

M3 (x)
EI

0;(x) = J dx

1 3
0;(x) = Ef —Exz — 14x + 394 dx
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1 3 3 2
0;(x) = 7l [_§<%> — 14 (%) + 394(x) + CS]

1 1
0;(x) = E(—Ex:‘ — 7x%* +394x + Cs)

ya(x) = j 8;(x) dx

1 1
= — [ ==43 — 2
y3(x) fEI( > X 7x +394x+6’5> dx

11Xt x3 x2
y3(x) = o 7(7) -7 (;) + 394 <7> + Cs(x) + 66]

1 1 7
y3(x) = E<_§x4 —§x3 +197x2 + Cgx + C6>

PASO (2): Utilizando las condiciones de frontera, se calcularan los valores de las
constantes de integracion.

CONDICIONES DE FRONTERA

120 ton I I

5
Az # 0 Az = 0 Az=0 0 Az#0
Ax #0 Ax =0 Ax #0 Ax #0
0% 0 6 # 0 8% 0 0 #0

Para calcular las constantes C1 y C, se ocuparan las condiciones de frontera que estan
encerradas en color rojo. Se conoce el valor del desplazamiento vertical (A;) pero no

se conoce el valor de la rotacién (8) por lo que, se pasara a calcular este valor
utilizando el principio del trabajo virtual como en el ejercicio anterior.
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Una vez conocidas las constantes C1 y Cz se podra conocer la ecuacion del
desplazamiento vertical [ y;(x)] y la ecuacion de rotacién 6, (x), con estas ecuaciones
y con la condiciéon de continuidad se podran calcular las constantes C3, C4, Cs y Cey
asi conocer todas las ecuaciones del desplazamiento vertical y de rotacion.

Se pasa a calcular el angulo de rotacién (6) en el punto A utilizando el principio del
trabajo virtual, para lo cual, se coloca un momento unitario antihorario en el punto A:

1
Y

® B\ © 0)

7% %

T VB VC

I‘ 3m * 4 m * 5m .|

Se calculan las ecuaciones de los momentos flexionantes causadas por el momento
unitario:
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CORTE #1[0m < x < 3.0 m]

1 d et
‘;‘h@

ZMK — O (+)
Mgl(X)+ 1=0
Mg (x) = -1

IMy = 0%)

31\ ﬁmez(xl ’

@ Mp20O) + 1= 4 (x=3) =0

® 4@) ) 3
T 1 Mg,(x) +1—=x+-=0

VB:T 4 4

M, ( )_1 7

D T eIk 02(X) =7 x—3

CORTE #3[7.0m < x < 12.0 m]
L imes(x)
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My = 0%

Mg3(x)+1—%(x—3)+%(x—7) =0

Mgs(x) + 1 ! +3+1 7—0
63L% 4 T T T
Mgg(x) =0

Calculo del angulo de rotacion en el punto A:

L

Aesz(x)'me(X) Iy

0

El

Ecuaciones de los Momentos flexionantes
[M(x)] delavigacon cargas REALES

Ecuaciones de los Momentos flexionantes
[mg(x)] de la viga con un momento UNITARIO

Om<x<3.0m

Om<x<3.0m

3
M,(x) = —Ex2 —20x—50

mgqy(x) = —1

3.0m<x<7.0m

3.0m<x<7.0m

3
M,(x) = —ix2 + 84x — 262

1 7
My, (x) = Zx 2

70m<x<12.0m

7.0m<x<12.0m

3
M;3(x) = —Exz —14x+ 394

mg3z(x) =0

3 7

12

A= le(x)'mel(x) dx+jMz(x)'mez(X) s +

El
0 3

j M3(x) mes(x)

El El

7

12

3 7
1 1 1
Ag= E_[-Ml(x) . 1'n91(x) d'x +Ef|M2(x) . Znez(x) c{x + EflMs(X) - My3 dx
0 3 7

1
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Calculo de A4

3

3
1 1 3
_ ) —— | (=2,2_ _ _
A= EIfMl(x) mgq(x) dx EIJ( 5 X 20x 50)( 1) dx
0 0

3
b5
" EI
0

+20 +50)d L3 (% +20(% +50(x)
7%+ 20x El [2\3 2 X
3

1
A= [§x3 + 10x? + SOx]

1
El,

A= %{B (3)% + 10(3)2 + 50(3)] [ (0)% + 10(0)2 + 50(0)]}

1 /27 507
Al:El[(Z +90+150>_(0)] EI( 2 )
507
1= 2E1

Calculo de A,

7

A—le() ) dx = — (32+84 262) (15— 1) a
2= gr ) M) Mex(X) aX = m 2% x )(4" 4) x
3

A—lj( > + 21 131 +21 147 +917)d
2= 8x x? > 8x X+ — X

. j( 3 5, 189 , 425 +917)d
2= gt TTg ¥ Ty T )

L3 189 (x%) 425 (xh\ 917
"F1|"8\4) 8 \3) 2 \2)7 2"
A 171 3 2,63 5 425 , 917 ]
T | TR
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4 3 2 17
to= il e -2+ )
—[——(3)4+—<3)3—4—<3)2+£<3)}
32 8 4 2
11/ 7203 21609 20825 6419
Af:E?[(_ 32 T8 4 2 )
243 1701 3825 2751
_'<_ 32 778 a2 T2 )]
15337y (19977\1 1
Bo= 57[< >_'( 32 >:=ET(_145)
145
2= ~Er
Calculo de A;
12
1 1 3
A3=Ej M3 (x) - mgs(x) dx=ﬁ <—§x —14x+394) (0) dx

Az=0
Calculo de Ay
Ag= Ay + A, + Ag
507 145

0= 51 1

2Bl EI T
A_217
0 2EI

No se le cambiara el signo al angulo de rotacién para utilizarlo como condicién de
frontera en el método de la doble integracién ya que como se dijo al principio de esta
seccion, si se propone un momento unitario antihorario [U] para calcular un angulo
de rotacion utilizando el principio del trabajo virtual, al resultado no se le debe de
cambiar el signo para utilizarlo como condicion de frontera en el método de la doble
integracion.

Se propuso un momento unitario en sentido antihorario para el calculo del angulo de
rotacion, por lo que no se le cambia el signo a dicho valor.
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A 217
" 2EI

Una vez teniendo el angulo de rotacion, se pasa a calcular las constantes con las
condiciones de frontera:

PRIMERA CONDICION DE FRONTERA

217
Cuando "x" es igual a cero (x = 0), el angulo de rotacién es igual a (9 = E)
0,(x=0) = 217
== 2R
0, (x) = 217 d _ 0o
1x)_2EI cuando x=

1 1
0,(x) = E(—§x3 —10x? — 50x + Cl)

217_ 1 103 10(0)2 = 50(0) + C
2EI_E1< 2() (0) (0) 1)
c—217
17 2

SEGUNDA CONDICION DE FRONTERA

Cuando “x" es igual a tres metros (x = 3 m), el desplazamiento vertical es igual a cero
(Az=0).

y1(x=3)=0
y1(x) =0 cuando x=13

1,1, 10, ,
yl(x)zﬁ(—gx -3 — 25x +Clx+62)

1, 10 , , 217
EIyl(x)z—gx -3 — 25x +Tx+C2

0= —1(3)4—2(3)3 — 25(3)2 +£(3) +C
8 3 2 2

0= 134 1033 25(3)2 2173 C
= -5 - TP -2BEP+ 5B+

——
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[O0m < x <3.0m]

1 1 217
0,(x) = —(——x3 —10x% — 50x + —)

El 2 2
_ 1,1, 10, , 217 3
3’1(x)—ﬁ(—§x -5 x° —25x +Tx_§>
20 ton Condiciones de continuidad

50 ton-m 100 ton-m 30 ton-m 10 ton-m

(=600 B,
y1(X) = ya(x) Va(X) = y3(x)
TERCERA CONDICION DE FRONTERA
Cuando [x = 3 m] el angulo de rotacién [6; (x)] es igual al angulo de rotacién [6,(x)].
01(x =3) = 62(x = 3)
0,(x) =0,(x) cuando x=3
0,(x) = l(—lx3 — 10x%2 — 50x + g)
EI\ 2 2
1

0,(x) = El

1
<—§x3 + 42x% — 262x + C3>

1,1, , 217y 1/ 1, ,
(=53 = 1032 = 503) + T7) = = (=5 (3)* + 423 - 262(3) + G;

145 = CL(_ 813 C. = 1454 223
_EI< 7t 3) = 37 T
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CUARTA CONDICION DE FRONTERA

Cuando [x = 3m] el desplazamiento vertical [y,(x)] es igual al desplazamiento
vertical [y,(x)].

y1i(x=3)=y,(x =3)

y1(x) = y,(x) cuando x =3

2

()_1< 1, 10 o o, 21T 3>
N =F\7g¥ 3% S

1 1
y,(x) = E<_§x4 + 14x3 — 131x% + C3x + C4)

1

(x) = ( L 4+ 14x3 1312+553 +C>
yzx—El 8x be X 2x 4

y1(x =3) = y,(x = 3)

L Ly 10 o oy 217 3
=(-5®" -5 - 2567+ @) —5)

El
- i(—1(3)4 F14(3)" — 1313 + 22 (3) + c.)
EI\ 8 2
NI N
EI\ 8 8
147
S

[3.0m < x <7.0m]

1/ 1, , 553
Bz(x)=E<—Ex + 42x —262x+T>

()_1< 1 ot 1aw? 13102 4 553 147)
yzx—EI 8x X X 2 X 3
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QUINTA CONDICION DE FRONTERA
Cuando [x = 7 m] el angulo de rotacién [6,(x)] es igual al angulo de rotacién [05(x)].
O,(x=7) =03(x=17)

0,(x) = 05(x) cuando x=17

1/ 1, , 553
HZ(X)=E<—§X + 42x —262X+T)

1 1
03(x) = E—<—§x3 — 7x%+394x + Cs)

I
0,(x =7) = 03(x=7)

i(—1(7)3 +42(7)% — 262(7) + ﬁ)
EI\ 2 2
= l(—1(7)3 —7(7)% +394(7) + Cs)
EI\ 2
EI 14487 4487
9=E(T 5) = Cs =329 ———
3829
T2

SEXTA CONDICION DE FRONTERA

Cuando [x = 7m] el desplazamiento vertical [y,(x)] es igual al desplazamiento
vertical [y;(x)].

y2(x =7) =y3(x =7)
y2(x) = y3(x) cuando x="17

11, , , 553 147
yz(x)—ﬁ<—§x + 14x° — 131x* + X~ g
1 14 7 5 2
y3(x)=ﬁ<—§x —3* + 197x +C5x+C6>
1,1, 7, , 3829
y3(x)=ﬁ<—§x —3* + 197x° — x+C6>

Yy.(x=7)=y3;(x=7)

——
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1 1 553 147
E(_§(7)4 +14(7) = 131070 + 2= (7) - T)

—1(174 773+19772 38297+C
= = (~5 D =3P +197(7 - =2 (D) + G,
. EI( 116375 ) 0 116375+C
=—\|— - = —
El 24 6 24 6
c 116375
6™ 24
[70m < x <12.0m]
04( —1( 1 s 7x% + 394 3829)
3x)—EI Zx X X 2
()_1( 1, 7 3 19752 3829 +116375>
YsWX)=Fi\"g* 73* x 2 T T4

PASO (5): Calculo de los desplazamientos verticales maximos (y,,,,) y la

distancia (x) a la que se encuentran estos desplazamientos.

Desplazamiento maximo y,,,, de0m<x<3.0m

Se iguala a cero la ecuacion de rotacion [0, (x)], después se encuentran los valores de
“X" y se escoge un valor de “x" que se encuentre enunrangode 0 m < x < 3.0 m para
que después se sustituya este valor de “x” en la ecuacion del desplazamiento vertical
[y1(x)] y de esta manera se pueda conocer el valor del desplazamiento vertical

Maximo (Y1max) que se encuentra en el rango de 0 m < x < 3.0 m.

1 1 217
0, (x) = —(——x3 — 10x? — 50x + —)

EI\ 2 2
1 217
EI 0,(x) = —§x3 —10x? — 50x + —
0= L 3 —10x2% — 50x + 217
=—5x x x+—

x; = 1.609911247
x, = —10.80495562 + 4.247702101i
x; = —10.80495562 — 4.247702101i
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Se tomara el valor de (x;) para sustituirlo en la ecuacion del desplazamiento vertical
[y1(x)], ya que este valor de “x" es el Unico que pertenece a los numero reales y se
encuentraenunrangode O0m < x < 3.0 m.

x, = 1.609911247

()_1( 1, 10 o o, 20T 3)
N =g\Tg* T3 YT 78

1 1 10
Yimax = g7 (— 3 (1.609911247)* — 3 (1.609911247)3

217 3
—25(1.609911247)” + —— (1.609911247) — §>

1
Vimax = E<—0.839687621 —13.90863623 — 64.79535558

3
+ 174.6753703 — 5)

94.75669087
Y1imax = El

Desplazamiento maximo y,,,,, de3.0m < x <7.0m

Se iguala a cero la ecuacion de rotacion [0, (x)], después se encuentran los valores de
“X" y se escoge un valor de “x" que se encuentre en un rango de 3.0 m < x < 7.0 m,
para que después se sustituya este valor de “x” en la ecuacion del desplazamiento
vertical [y,(x)] y asi se pueda conocer el valor del desplazamiento vertical maximo
(V2max) Que se encuentra en elrangode 3.0 m < x < 7.0 m.

1,1, , 553
QZ(X)=E<—§X + 42x —262X+T)

1 553
EI 8,(x) = —§x3 +42x% — 262x +T

1 553
0= —§x3 + 42x% — 262x +T

x, = 77.31504712
x, = 5.347369298
x; = 1.337583578
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Se tomara el valor de (x,) para sustituirla en la ecuacién del desplazamiento vertical
2
[y, (x)], ya que este valor se encuentra enunrangode 3.0 m < x < 7.0 m.

X, = 5.347369298

1 1 553 147
4 1 3 2 )
yz(x)——EI(——8x + 14x 131x“ + > X 3

1 1
Yomax = E<_§(5 347369298)* + 14(5.347369298)3

553 147
-—131(5.347369298)24——5—(5.347369298)—~?;J

1
Yomax = —(—102.2046666 + 2140.66432 — 3745.860952 + 1478.547611

El
147)
8

247.2286876
Y2max = — El

Desplazamiento maximo y3,,,, de 7.0m < x <12.0m

Se iguala a cero la ecuacion de rotacion [05(x)], después se encuentran los valores de
“x"y se escogera un valor de “x" que se encuentreenunrangode 7.0 m < x < 12.0 m,
para que después se sustituya este valor de “x” en la ecuacion del desplazamiento
vertical [y;(x)] y asi se pueda conocer el valor del desplazamiento vertical maximo
(V3max) que se encuentra en el rangode 7.0 m < x < 12.0 m.

05(x) = ! ( e 7x% + 394 3829)
3(X _EI Zx X X 2
05(x) = - ( L 7x? + 394 3829)
3 X _EI Zx X X 5

1 3829
El 05(x) = —§x3 — 7x? +394x — ——
3829

0= —lx3—7x2+394x——
2 2

x, = —37.63870722
x, = 17.98106924
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X3 = 5.657637983

Ningun valor de “x" se encuentra en un rango de (7.0 m < x < 12.0 m), esto quiere
decir que dentro de este rango el angulo de rotacién [85(x)] no se hace cero. Si se
presta atencion en la viga que se esta resolviendo, se podra observar que de 7 m a
12 m se tiene un voladizo por lo que, se puede decir que en el rango de
(7.0m < x <12.0m) el valor del desplazamiento vertical maximo (Vsmax) S€
encuentra al final del voladizo, es decir, cuando “x" es igual a 12 m.

x =12
11, 7, , 3829 116375
y3(X)—E(_§X 3% + 197x° — > x + >4 )
I N2 R A , 3829 116375
hmw—jﬁ(—gﬂZ)—§CM)+49ﬂ1D __f_cu)+_71_)
1 116375
}@max==EY(—2592——4032—F28368——22974-+——EZ——)
86855
)’3max=m

PASO (6): Calculo del momento de inercia de la seccion transversal de la viga de
acero.

Seccidon Transversal

b = 420 mm
N SR ;
_ te=32.1 mm
T PERFIL IR
d = 928 mm 914 mm x 342.4 kg/m
tw = 19.4 mm A-572
Grado 50
= 2
fy- 3515 kg/cm
v Tt = 32,1 mm
( ]
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Se convierten de mm a cm las unidades de las dimensiones de la seccion trasversal:

ty = 3.21 cm

by = 42 cm

N 4

2

‘[ [/

d =92.8 cm

ety = 1.94 cm

|/

4

S

Y. ]

te = 3.21 cm

Se calcula el momento de Inercia de la seccion trasversal:

y
A‘ 42 cm :
YV I227777727) ¢ _ bk
92.8 cm é (42 cm)(92.8 cm)?
f x1= 12
4
/;/ I,= 2,797,125.632 cm*
A
\Nowrssiessss NG
y
42 : _ _bh?
L cm ] Ixz-ﬁ
» ; ::13.21 cm ;
# (20.093 cm)(86.38 cm)
7 // x2= 12
92.8 cm // 4
/Ixz/ /ng/ 86.38 cm I,,= 1,075,819.229 cm*
21 4
I,,=I5= 1,075,819.229 cm
0. )
v — e 3.21 cm > X
120.63 cm | | 20.03 cm i ¥
«¢ b!—!i »
- «1.94 cm
[sn)




P <

N
N
\
P<
\\§

N
\\\\
N
\\\

(

/
/1 - _
;le / ( ) )

N

NH
NN

a\\i\

777777777, oy [ ZZZ7Z

P X

Ix; = 2,797,125.632 cm*
Ix, = 1,075,819.229 cm*
Ix; = 1,075,819.229 cm*
I =1Ixy —Ix, — Ix;
I =2,797,125.632 cm* — 1,075,819.229 ¢cm* — 1,075,819.229 cm*
I = 645,487.174 cm*

Se convierte el momento de inercia de mm*a m*:

4

1m
[ = 645,487.174 4( )
M \100 em

I = 0.00645487174 m*

PASO (7): Calculo del médulo de elasticidad (Es) de la viga de acero.

Las Normas Técnicas Complementarias de las Ciudad de México nos dice que el
modulo de elasticidad del acero es igual a:

E, = 2,039,000 kg/cm?

Se convierte el médulo de elasticidad de kg/cm? a ton/m?:

£ — 2039000 kg ( 1ton )(100 cm>2
ST em2z \1000 kg/ \ 1m

E, = 20,390,000 ton/m?
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PASO (8): Con ayuda del programa Excel y con las ecuaciones de rotacién [0(x)]
y las ecuaciones del desplazamiento vertical [y(x)], sustituyendo el valor del
modulo de elasticidad (E) y el momento de inercia (I) en las ecuaciones, se pasa
a tabular las ecuaciones para conocer la configuracion deformada de la viga de
acero.

E=] 203900000 |(ton/m?)

I = | o0.006s5487174 | (m?)

[O0m < x <3.0m]

1 1 3 ) 217
91(x)=ﬁ(—§x —10x —50x+—2 )
1 1 4 10 3 9 217 3
yl(x)—ﬁ(—gx —?x — 25x +—Z x—g)

[3.0m < x <7.0m]

1,1, 5 553
Bz(x)=—<——x + 42x —262x+—)

EI\ 2 2
()_1( 14_|_143 1312+553 147)
y2(x) = gx(—g* X x > X~ g

[70m < x < 12.0 m]

1,1, _, 3829
03(x)=—<——x —7x +394x—T>

EI\ 2
()_1( 14 7 3 1oy 3829 +116375)
y3(0) = —g¥ —3* YT YT T

——
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041(x)
y1(x) i

0, (x)_
y2(x)

03 (x)_
y3(x)

0(x) y(x) y(x)
(x) [radianes] [m] [mm]
0.00 0.0008244 -0.0000028 [-0.0028492
0.50 0.0006150 0.0003586 0.3586261
1.00 0.0003647 0.0006053 0.6053016
1.60991 | 0.0000000 | 0.0007200 | 0.7199545 = ¥V1max
1.50 0.0000708 0.0007160 0.7160453
2.00 -0.0002697 0.0006683 0.6683011
2.50 -0.0006596 0.0004381 0.4380878
3.00 -0.0011017 0.0000000 |(0.0000000
3.00 -0.0011017 0.0000000 |(0.0000000
3.50 -0.0011202 -0.0005614 | -0.5613563
4.00 -0.0009991 | -0.0010970 | -1.0969508
4.50 -0.0007413 -0.0015377 | -1.5376900
5.00 -0.0003495 | -0.0018159 | -1.8159047
5.34737 | 0.0000000 | -0.0018784 | -1.8784257 bV, 0y
5.50 0.0001733 -0.0018654 | -1.8653506
6.00 0.0008244 -0.0016212 | -1.6212078
6.50 0.0016008 -0.0010201 | -1.0200812
7.00 0.0024997 0.0000000 |(0.0000000
7.00 0.0024997 0.0000000 |(0.0000000
7.50 0.0033113 0.0014556 1.4555770
8.00 0.0040535 0.0032997 3.2997167
8.50 0.0047235 0.0054970 5.4970413
9.00 0.0053185 0.0080107 8.0107484
9.50 0.0058357 0.0108026 |10.8026109
10.00 0.0062721 0.0138330 13.8329771
10.50 0.0066249 0.0170608 |17.0607707
11.00 0.0068913 0.0204435 (20.4434908
11.50 0.0070684 0.0239372 23.9372119
12.0000 0.0071534 0.0274966 |27.4965838 =PV 3max
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A0 (radianes)

0.008
0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001
0.000

-0.001

-0.002

Az (milimetros)

30.00

25.00

20.00

15.00

10.00

5.00

0.00

-5.00

CONFIGURACION DEFORMADA

20 ton
50 ton-m
™)

(+)

0]0 1.0 2.0 3.0 4.0 .0 6.0

Distancia (m)

y(x)

7.0

8.0

9.0

10.0

11.0

Distancia (m)

7.0

8.0

9.0
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Para comprobar que el gjercicio fue resuelto correctamente, se debe de observar en la
tabla si las condiciones de frontera en los apoyos de la viga se cumplen. Si volvemos a
la tabla podremos observar que efectivamente se cumplen las condiciones de frontera
y con esto podemos concluir que el gjercicio fue resuelto correctamente.

Az = 0.0000000 mm Az = 27.4965838 mm
6= -0.0011017 rad 6= 0.0071534 rad

Az = -0.0028492 mm
0= 0.000?3244 rad

|
Az = 0.0000000 mm :
8= 0.0024997 rad |

|

Az #0 Az =0 Az
0 #0 0 #0 0 #0 6 #0

Con este Ultimo ejercicio se culmina el método de la doble integracion para calcular
desplazamientos verticales y angulos de rotacion, como se pudo observar en todos
los ejercicios, el método de la doble integracion no es complejo solo se debe de tener
conocimiento de como calcular la ecuacion de un momento flexionante, saber calculo
integral y plantear correctamente las condiciones de frontera.

Este método es muy eficiente ya que se puede conocer un desplazamiento en
cualquier punto de la longitud de una viga, también se puede calcular el
desplazamiento vertical maximo de una manera sencilla y ademas con las ecuaciones
que se calculan utilizando este método, se conoce con exactitud y de una manera
grafica como se va deformando todo el elemento estructural tipo viga que es
sometido a un sistema de cargas y estos ayudara al lector a entender el
comportamiento fisico y mecanico de una viga.

En todos los métodos anteriores solo se calcularon desplazamientos verticales en
vigas isostaticas, por lo que en el siguiente tema se pasara a explicar un método con
el cual se podran resolver vigas hiperestaticas.
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IV. METODO DE LAS RIGIDECES

En todas las secciones pasadas se calcularon desplazamientos en estructuras
isostaticas tipo viga. Se sabe que una estructura es isostatica, cuando el nimero de
reacciones (NR) es igual al nUmero de ecuaciones del equilibrio (NE) mas el nimero
de articulaciones (NA), como se muestra en la figura 4.1.

Estructura Isostatica

R3 fwwm NGmero de ecuaciones

I 9 del equilibrio:
, NR = NE + NA 7 1._3M, 6 IMg
TR 579+0 R 2. 2F
' 3=3 ; ==y
donde: 3 ZFX

NR = Numero de Reacciones
NE = Numero de Ecuaciones del equilibrio

NA = Numero de Articulaciones

Figura 4.1. Estructura isostdtica tipo viga.

Con el método de las rigideces se podran resolver estructuras hiperestaticas y se sabe
que una estructura es hiperestatica, cuando el numero de reacciones (NR) es mayor
al nimero de ecuaciones del equilibrio (NE) mas el nimero de articulaciones (NA),
como se muestra en la figura 4.2.

Estructura Hiperestatica

R, ’Z 5 4
f' )/ NOmero de ecuaciones

Rs3 A 9 del equilibrio:
NR>NE + NA > 1._3Ma 6 IMg
4>3+0
4>3 -

donde: 3. 5Fy,

NR = Numero de Reacciones
NE = Numero de Ecuaciones del equilibrio

NA = Numero de Articulaciones

Figura 4.2. Estructura hiperestdtica tipo viga.
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En las estructuras isostaticas, solo se empleaban las ecuaciones del equilibrio para el
calculo de las reacciones en los apoyos, pero en estructuras hiperestaticas se deben
de calcular estas reacciones implementando otro método. Existen dos métodos que
se utilizan comunmente en la practica profesional para la solucién de estructuras
hiperestaticas., el primer método se le conoce como el “método de las flexibilidades”
o como el “método de las fuerzas” y al segundo método se le conoce con el nombre
de "método de las rigideces” o "método de los desplazamientos “.

Este Ultimo método es el mas utilizado en la practica y también es el método mas
empleado por programas computacionales que se utilizan en la rama de la ingeniera
estructural, y esto se debe a la sencillez y facilidad del método.

El método de las rigideces es un método numérico matricial que calcula
desplazamientos o deformaciones en los apoyos o en cualquier punto de una
estructura hiperestatica restringiendo con un empotramiento los desplazamientos de
los grados de libertad de cada apoyo o punto donde se desea conocer el valor de
una deformacion. En los apoyos restringidos con un empotramiento se hara una
imposicion de rotaciones o desplazamientos unitarios las cuales generaran
momentos y fuerzas con las cuales se construira una matriz de rigidez.

En este método se tendra una matriz de rigidez y también un vector de
desplazamientos que se construira con los desplazamientos de los grados de libertad
que se desconoce su valor y que se restringen con un empotramiento, a los cuales se
les propone un valor unitario. Por ultimo, se tendra un vector de fuerzas el cual se
construirad con los momentos y fuerzas que se encuentran en los empotramientos,
estos momentos y fuerzas son valores que se generaran por las cargas externas a las
cuales es sometido el elemento estructural.

La matriz de rigidez multiplicada por un vector de desplazamientos mas un vector de
fuerzas igual a cero, sera la ecuacidon que nos ayudara a conocer el valor real de los
desplazamientos de los grados de libertad restringidos con un empotramiento, para
que después con ayuda de los desplazamientos calculados, se puedan conocer los de
las reacciones en cada apoyo.

La ecuacidbn mencionada se puede representar matematicamente de la siguiente
manera:

[K{u} +{F} =0 (4.1)
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Donde:
[K] = Matriz de rigideces
{u} = Vector de desplazamientos

{F} = Vector de fuerzas

Se realizaran ejercicios donde se explicara por medio de una serie de pasos
detallados, el procedimiento matematico que conlleva la implementacion del método
de las rigideces, esto con el fin de que por medio de los ejercicios el lector pueda
entender mejor lo ya mencionado, pero antes de realizar los ejercicios se pasara a
explicar los conceptos basicos que se requieren para entender mejor el método de
las rigideces.

4.1 GRADOS DE LIBERTAD (GDL)

Se puede definir a los grados de libertad como el nUmero minimo necesario de
coordenadas independientes que nos van a permitir conocer la configuracion
desplazada de un sistema estructural.

En los apoyos de una viga, los grados de libertad son los desplazamientos permitidos,
es decir, son los desplazamientos que no son nulos. Los grados de libertad como lo
dice la definicidn, permitiran conocer cobmo se desplaza un elemento estructural que
es sometido a diferentes sistemas de cargas.

Véase en la figura 4.3, que se tiene un viga en un plano bidimensional (x,z), en la cual
la viga presenta diferentes apoyos y un punto en el espacio, es decir, sin condiciones
de apoyo. Como se puede observar en el apoyo empotrado, el desplazamiento
vertical (A,), horizontal (Ay) y el angulo de rotacion (6) son nulos, por lo tanto, un
apoyo empotrado no presenta grados de libertad (0 GDL).

En un apoyo fijo, el desplazamiento vertical (4,) y horizontal (Ay) son nulos, pero la
rotacion (0) es diferente de cero, es decir, el angulo de rotacidon sera el Unico
desplazamiento permitido en el apoyo fijo que tendra un valor, por lo tanto, el apoyo
fijo tiene un grado de libertad (1 GDL).

En un apoyo movil, el desplazamiento vertical (A,) es nulo, pero el desplazamiento
horizontal (Ay) y la rotacion (8) son diferentes de cero, por lo tanto, el apoyo movil
tiene dos grados de libertad (2 GDL). El punto en el espacio que no presenta ninguna
condicion de apoyo tiene (3 GDL), ya que se puede desplazar verticalmente (4,),
horizontalmente (Ay) y tendra una rotacion (0), y esto se debe a que no tiene ningln
apoyo para restringir algun desplazamiento.
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; Az = 0 Az = 0 16oLe]Az # O
Az = 0 Ax =0 1GoLe—Ax # 0 16oLe—Ax # 0

[0GDL] [1GDL] [2GDL ]

Figura 4.3. Grados de libertad en un plano bidimensional.

Ahora supdngase que se tiene un elemento tipo viga en un plano tridimensional (x,
y, Z) como se muestra en la figura 4.4. Este elemento no tiene condiciones de apoyo
en sus extremos, por lo que no tendra ningun apoyo que pueda restringir algun
desplazamiento, por lo tanto, tendra en el punto Ay en el punto B que son sus dos
extremos, desplazamientos traslacionales o linéales (4,, Ay,AZ) en los ejes (x, y, 2) ¥
de igual manera tendra desplazamientos rotacionales (6,,6,,6,) en los mismos ejes
(x, ¥, ), por lo que, en cada extremo la viga tendra seis grados de libertad (6 GDL).

Si se quisiera conocer todos los grados de libertad que se encuentran en el elemento
estructural tipo viga, se tendria que conocer el nimero exacto de nudos o puntos
que conforman a el elemento, ya que por cada punto se tendrian seis grados de
libertad, pero seria imposible conocer con exactitud la cantidad de puntos que
conforman a el elemento tipo viga, ya que cualquier elemento tiene una infinidad de
nudos o puntos, por lo que se puede concluir que cualquier sistema estructural tendra
una infinidad de grados de libertad (GDL).
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[6GDL] B Ay

y‘{ Ox # 0
By # 0
6z # 0

Figura 4.4. Grados de libertad en un plano tridimensional.

En un plano tridimensional como se muestra en la figura 4.5, el apoyo movil tendra
como incognita una fuerza en el eje "z" (F,) que restringira el desplazamiento
traslacional (A;) en el mismo eje, por lo que en este apoyo se tendran cinco grados
de libertad (5 GDL), dos grados de libertad traslacionales (A,,A, ) y tres grados de

libertad rotacionales (6, 6y,6,).

En un apoyo fijo, se tendran como incognitas tres fuerzas, una fuerza en el eje "x" (F,),
una fuerza en el eje "y” (E,) y una fuerza en el eje “z" (F,). Estas fuerzas restringiran
un desplazamiento traslacional en cada eje (A,,A,,4,), por lo que en un apoyo fijo

se tendran 3 grados de libertad (3 GDL) rotacionales (6,,6,,6,).

u_,n

En un apoyo empotrado se tendran seis incégnitas, dos incognitas en el eje "x”", que

u_.n

seria un momento (M,) y una fuerza (F,), dos incégnitas en el eje "y”, que seria un
momento (M,) y una fuerza (E,) y dos incognitas en el eje “z", un momento (M,) y
una fuerza (E,). Las tres fuerzas (Fx,Fy,FZ) restringiran los tres desplazamientos
traslacionales (A,,A,,A,) y los tres momentos (M,, M, M,) restringiran los tres
desplazamientos rotacionales (6,,6,,8,), por lo que en un apoyo empotrado no se

tienen grados de libertad (0 GDL).
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Z A Ax
[5GDL] Ay

HOH

0
0
0
[0GDL] gy = ¢
0
0

Figura 4.5. Fuerzas, momentos y grados de libertad en los apoyos en un plano tridimensional.

Es importante que se entienda a la perfeccion lo que es un grado de libertad en un
sistema estructural, ya que este concepto es de suma importancia para que se pueda
entender el procedimiento matematico para la solucién de una estructura
hiperestatica empleando el método de las rigideces.

Los grados de libertad son de gran importancia en el método de las rigideces, ya que
unos de los pasos a seguir para empezar a utilizar correctamente este método, es
restringir con un empotramiento todos los grados de libertad que sean necesario en
un elemento estructural, por lo que fue necesario realizar una explicacion a detalle lo
que es un grado de libertad en un sistema estructural, ya sea en un plano
bidimensional o en un plano tridimensional.

4.2 RIGIDEZ LINEAL

Supdngase que se tiene un elemento estructural tipo viga empotrada en ambos
extremos, como se muestra en la figura 4.6. Esta viga tiene una longitud (L) y una
seccion transversal constante a lo largo de toda su longitud, esto significa que el
modulo de elasticidad y el momento de inercia de la viga son constantes.

Se sabe que un apoyo empotrado en un plano bidimensional no tiene grados de
libertad, por lo que el desplazamiento vertical (A;), horizontal (Ay) y la rotacién (6)
son nulos en ambos extremos empotrados, como se muestra en la figura 4.6.
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AZ:O; A =0
AX=OI Ax =0
0 = 0% EI = Constante %9 =0

Figura 4.6. Viga doblemente empotrada.

La ley de Hooke nos dice, que cuando estamos en el rango elastico linea, una fuerza
(F) esigual a unarigidez (K) por un desplazamiento (u), y un momento (M) es igual
a una rigidez rotacional (Ky) por una rotacion (6),como se ve en la ecuacion 4.2 y 4.3
respectivamente.

F=(K)(u) (4.2)
M = (Ky)(0) (4.3)

Si el desplazamiento es nulo en ambos extremos empotrados, es evidente que no se
tendran fuerzas o reacciones en la viga, a menos de que se le aplique un sistema de
cargas. Si a la viga se le impone un desplazamiento vertical unitario en el
empotramiento del extremo A, este extremo de la viga se movera una unidad hacia
arriba, como se muestra en la figura 4.7.

Se sabe que una fuerza es igual a una rigidez por un desplazamiento por lo que si se
tiene un desplazamiento unitario, esto generara que se tenga una fuerza en direccion
al desplazamiento. Esta fuerza vendria siendo la reaccion (F,), para que la viga se
encuentre en equilibrio y al no tener otra fuerza mas que la fuerza (F,) , el extremo
empotrado en el punto B debera tener una fuerza (Fg) con un sentido anti
gravitacional para contrarrestar la fuerza (F,). Para que la viga este en total equilibrio,
estas dos fuerzas cortantes (F,, Fg) provocaran que tanto en el extremo A como el
extremo B tengan un momento antihorario (My, Mg), como se muestra en la figura
47.
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A =1 A: =0
=0 — A« =0
6 =0 6=0

Figura 4.7. Imposicion de un desplazamiento vertical unitario.

Como se puede observar en la figura 4.7, se tienen cuatro incognitas (F,, My, Fg, Mg),
de las cuales se requiere conocer su valor. Para conocer el valor de las fuerzas y
momentos, se empleara el método de la doble integracion visto en la seccion pasada,

por lo que se pasara a calcular la ecuacion del momento flexionante (véase la figura
4.8).

My # M(x)
C <)
A

| My = 0%)

Fa M(x) = Fa(x) + My, =0

< (X) w M(X)zFAx—MA

Figura 4.8. Ecuacion del momento flexionante de una viga doblemente empotrada con un
desplazamiento unitario.

Como ya se vio en anteriores egjercicios utilizado el método de la doble integracion,
se integra la ecuacion del momento flexionante para obtener la ecuacion de rotacion:

0(x) = fM(x) dx = %fM(x) dx

El

00) = — [(Fx— M) dx = —(Px2 Mzt c
(x)_ﬁf(Ax_ ) x—ﬁ(?x — Myx + 1)
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F
EI8(x) = 7sz — Myx+Cy Ec.1

Se integra la ecuacion de rotacién, para obtener la ecuacion del desplazamiento
vertical:

Ely(x) = fEIH(x) dx = j (I;—sz — Myx + Cl) dx

Ely(x) = Fa x3 M4

6 2

Se puede observar en las ecuaciones que se tienen cuatro incognitas, por lo que sera

necesario emplear el uso de las condiciones de frontera. Como se observa en la figura

4.9, se tienen tres condiciones de frontera en el extremo Ay tres en el extremo B, se

despreciaran las condiciones de frontera del desplazamiento horizontal (Ay) y solo se

ocuparan las condiciones de frontera del desplazamiento vertical (A;) y la de rotacion

(8), teniendo asi cuatro condiciones de frontera que se ocuparan para calcular el valor
de las cuatro incognitas.

x2+C1x+C2 Ec.2

7

7
; _________ ‘h-‘-\\\:\\\
1 NN
A =17 NN A: = 0
Ax =0 S— Ax=0
A /
B =0 20 =0
< L >
Bx=0 =0 Bx=L =0
Azix=0 = 1 Azx=L =0

Figura 4.9. Condiciones de frontera en una viga doblemente empotrada con un desplazamiento
unitario.

Se utiliza la primera condicion de frontera en la ecuacién de rotacion (Ec 1) para
conocer el valor de la primera constante (C;) :
6(x=0)=0

u,n

El angulo de rotacion es igual a cero, cuando “x” es igual a cero.
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0=0 cuando x=0

F
EIO(x) = ?sz — M,x + C,

Fy
EI(0) = = (0) = My(0) + G,

C]_:O

Ahora se utiliza la segunda condicion de frontera en la ecuacion del desplazamiento
vertical (Ec 2) para conocer el valor de la segunda constante (C,):

A,(x=0)=1
El desplazamiento vertical es igual a uno, cuando “x” es igual a cero.
A,=1 cuando x=0

F M
Ely(x) = EAx3 — Tsz + Cix + C,

EI() = 2(07 -2 (0 + (0) + C;

CZ=EI

Se utiliza la tercera condicion de frontera en la ecuacion de rotacién (Ec 1) para
conocer el momento (M,), pero ahora se sustituye la primera constante (C;) en la
ecuacion:

6(x=L)=0
El angulo de rotacién es igual a cero, cuando “x" es igual a "L".

60=0 cuando x =1L

F
EIO(x) = 7Ax2 — Myx + C,

EI(0) = %(L)Z — My(L) +0

F.
?ALZ—MAL =0
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Se despeja la incognita My:
Fy
MA = 7[; Ec.3

Por ultimo, se utilizarda la cuarta condicion de frontera en la ecuacion del
desplazamiento vertical (Ec 2) para conocer la fuerza (F,), pero se sustituira la primera
constante (C,) y la segunda constante (C,) en la ecuacién:

A,(x=L)=0
El desplazamiento vertical es igual a cero, cuando “x” es igual a “L".

A,=0 cuando x=1L

F M
Ely(x) = EAx3 — Tsz + Cix + C,

EI(0) = %A(L)3 - %(L)Z + (0) + EI

F M
EAL3—7AL2+E1=O Ec.4

Se sustituye el momento M, de la Ec.3 en la ecuacion (Ec.4) y se despeja la fuerza Fj:

F, F, 12
Ly (—L)— El=0
6 2 )2

Fy Fy
A3 A3 EI=0
6 4 +
F, L3
— = —EI
12
12
e
12E1
FA = L3 Ec.5

Se sustituye la fuerza F, (Ec.5) en la ecuacién (Ec.3), para conocer el valor del momento
M, .
Fy

M,=-21L
A7 9

——
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Se puede observar en la figura 4.10 que ya se conoce el valor del momento (M,) y la

fuerza (F,) en el extremo empotrado A. Para conocer el valor del momento (M) y la
fuerza (Fg) en el extremo empotrado B, se hara uso de las ecuaciones del equilibrio.

MA:

—— — ——

—_—————

=
w

|
NN
r
/
/
w
&kB\\\Q

12EI
L3

,_
<
T

p

Figura 4.10. Reacciones en el extremo empotrado A de una viga doblemente empotrada con un
desplazamiento unitario.

A 4

Con las ecuaciones del equilibrio se calculan las reacciones en el empotramiento del

extremo B:
ZMB — O
ZFY — O
6El 1251 D =0
Pt B B o 120
6El _ —Fp 3
Mgt =0
6E] _ 12EI
"TE L
( 1
l3SSJ



—_—

1| 6EL 6EL
2 "
é z
- Z
12EI
12EI E
L3

Figura 4.11. Coeficientes de rigidez lineal.

A una viga doblemente empotrada se le aplico un desplazamiento vertical unitario en
uno de sus extremos, este desplazamiento unitario genero una fuerza y un momento
en cada extremo empotrado, por lo que se calcul6 el valor de cada fuerza y momento,
a las cuales se le conoce como coeficientes de rigidez lineal (véase la figura 4.11).

Podemos decir, que durante todo el procedimiento matematicos se traté de
determinar el valor de los coeficientes de rigidez (figura 4.11) que se generaron en
los extremos de una viga doblemente empotrada cuando uno de los extremos de la
viga sufre un desplazamiento vertical unitario.

Con esto podemos concluir que la rigidez lineal es el valor de los momentos y las
fuerzas que se generan cuando el desplazamiento vertical es igual a 1.

4.3 RIGIDEZ ANGULAR

Supdngase que se tiene la misma viga doblemente empotrada con el médulo de
elasticidad y momento de inercia constante como se mostro en la figura 4.6, a esta
viga se le impone una rotacion unitaria (-1) en el extremo A (véase la figura 4.12). El
momento M,, sera el momento que se debera aplica en el extremo A para producir
una rotacion unitaria (-1) y el momento Mg, sera el momento que se debera
desarrollar en el extremo B para que este permanezca empotrado.

389

——
| —



Los momentos M,y My tienen un sentido horario, por lo que sera necesario tener
fuerzas que provoquen un momento antihorario para que la viga se encuentre en

equilibrio, estas fuerzas son aplicadas en los extremos empotrados como se muestra
en la figura 4.12.

A: =0 Az=0
Ax =0 i/;%/// x =0
0=-1, =0

NN

lllllll p =
|
// 'hh
/
/
/
/
/
/
\
\
\
\
\
v\
\
\
AN
U @

oo T
v
N

Figura 4.12. Imposicién de una rotacidn unitaria.

Se utilizara el método de la doble integracién para conocer el valor de las fuerzas
(F4, Fg) y los momentos (M, Mg) que se encuentran presentes en la viga, por lo que

se pasara a calcular la ecuacion del momento flexionante, como se muestra en la
figura 4.13.

Ma 4 M(x)

C»——‘L‘D M, = 0@

M(x) + Fy(x) —My =0

‘T" M(x) = —F x + My

Figura 4.13. Ecuacién del momento flexionante de una viga doblemente empotrada con una rotacion
unitaria.

Se integra la ecuacién del momento flexionante para obtener la ecuacién de rotacién:

M 1
0 (x) =j E(,;C) dx = EfM(x) dx

——
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0 —1f(F M) dr= — (= p et c
() = g7 | (FFax + Ma) x_EI< g X T At 1)

EIO(x) = —ﬂx2+M x+C Ec.1
2 A 1 .

Se integra la ecuacion de rotacion para obtener la ecuacion del desplazamiento
vertical:

F
Ely(x) = fEIH(x) dx = j (—?sz + Myx + C1> dx

EI (x)=—ﬂx3+&xz+6x+6 Ec.2
Yy 6 2 1 2 .

Se utilizaran las cuatro condiciones de frontera que se muestran en la figura 4.14 para
calcular las cuatro incognitas (Fy, My, Cy, C5).

Bix=0 = -1 Bx=L =0
Azx=0 =0 Azx=0 =0
Figura 4.14. Condiciones de frontera en una viga doblemente empotrada con una unitaria.

Se utiliza la primera condicion de frontera en la ecuacién de rotacién (Ec 1) para
conocer el valor de la primera constante (C;) :

B(x=0)=-1
El angulo de rotacion es igual a menos, cuando “x” es igual a cero.

0 =-1 cuando x=0

Fi
EIf(x) = - + Myx + C;
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Ey
EI(-1) = —?(0)2 + M,4(0) + C;

C1 = —FI

Ahora se utiliza la segunda condicién de frontera en la ecuacion del desplazamiento
vertical (Ec 2) para conocer el valor de la segunda constante (C;) :

A,(x=0)=0
El desplazamiento vertical es igual a cero, cuando “x” es igual a cero.
A,=0 cuando x=0
F, M
Ely(x) = —EAxB’ + Tsz + Cix + C,

EI(0) = —%(0)3 + %(0)2 + C,(0) + G,

CZ=O

Se utiliza la tercera condicion de frontera en la ecuacion de rotacion (Ec 1) para
conocer el momento (M,), pero se sustituye la primera constante (C;) en la ecuacion:

0(x=L)=0
El angulo de rotacién es igual a cero, cuando “x” es igual a "L".

0=0 cuando x=1L

Fy 5
El0(x) = -5 + Myx + C;
Fy )
EI0) = —— (L)* + My(L) — EI
F
—7AL2 +M,L—El=0
Se despeja la incognita My:
M, = Fa L+ i
472 L

Por dltimo, se utilizara la cuarta condicion de frontera en la ecuacion del
desplazamiento vertical (Ec 2) para conocer la fuerza (F,), pero se sustituye la primera
constante (C,) y la segunda constante (C,) en la ecuacion:

Ec.3
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A,(x=L)=0
El desplazamiento vertical es igual a cero, cuando “x” es igual a “L".

A,=0 cuando x=1L

F M
Ely(x) = —EAx3 + TAxZ + C1x + C,

F, M,
EI(0) = —E(L)3 + T(L)2 — EI(L)

aps  Ma

6 2

Sustituimos el momento M, de la Ec.3 en la ecuacién (Ec.4) y se despeja la fuerza Fy:

F, F,  EI\I?
— 23 <—L —)——EIL=
6" \2""T)2 0

L>—EIL=0 Ec.4

F, . F, . EIL
LR+ A3+ ——EIL=0
6 T4V T

F_A 3 EIL:

12 2
F, EIL

3 —

12 2

EILN /12
Fa= (T) (73)
_ 6E1

A—F Ec.5

Se sustituye la fuerza F, (Ec.5) en la ecuacién (Ec.3) para conocer el valor real del
momento M, :

F El
MA =_A

I 4+ —
2+L

(6E1)L El

MA= — | =+ —

L2)2 " L
" _3E1+EI
AT L L
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Se puede observar en la figura 4.15, que ya se conoce el valor del momento (M,) y la
fuerza (F,) en el extremo empotrado A. Para conocer el valor del momento (Mz) y la
fuerza (Fg) en el extremo empotrado B, se hara uso de las ecuaciones del equilibrio.

. L >

Figura 4.15. Reacciones en el extremo empotrado A de una viga doblemente empotrada con una
rotacion unitaria.

Con las ecuaciones del equilibrio se calcula el valor de las reacciones en el
empotramiento del extremo B:

Mg =0 o)
v o HEL_GEL
L 6EI
2F1 Fg=—73-=0
Mo ===
Mp =—— BTz
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Figura 4.16. Coeficientes de rigidez angular

Durante el procedimiento matematico se tratd de conocer el valor del momento M,
que se debe aplicar en el extremo empotrado A para que se genere una rotacion
unitaria en este mismo extremo.

En la figura 4.16 se puede observar el valor del momento en el extremo A que produce
un momento unitario, de igual manera se observa el valor del momento en el extremo
B que provoca que este extremo permanezca empotrado. Por Ultimo, se conoce el
valor de las fuerzas que producen un momento antihorario para que la viga se
encuentre en equilibrio, todos estos valores se les conoce como coeficientes de
rigidez angular.

Con esto podemos definir a la rigidez angular como el valor del momento que es
necesario aplicar en el extremo de una viga para producir una rotacion unitaria,
fijando el resto de los grados de libertad con un empotramiento.

Asi mismo, se puede concluir definiendo a la rigidez como como la fuerza
generalizada necesaria para producir un desplazamiento unitario fijando el resto de
los grados de libertad.

4.4 CONSTRUCCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

Al principio de esta seccion se dijo que un paso a seguir en el método de las rigideces
es restringir los grados de libertad con un empotramiento, para que después se
imponga una rotaciéon o un desplazamiento unitario, dependiendo del grado de
libertad restringido.
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Como se vio en el tema de rigidez lineal, al tener una viga doblemente empotrada y
al imponer un desplazamiento unitario en uno de sus extremos, esto generaba que
en cada extremo se tuviera una fuerza y un momento, los cuales se les conoce como
coeficientes de rigidez lineal. De igual manera, si ahora se le impone una rotacion
unitaria en uno de sus extremos empotrados, esta rotacion generaba que en cada
extremo se tuviera una fuerza y un momento, los cuales se les conoce como
coeficientes de rigidez angular. Estos coeficientes deben de estar presentes en la viga
y tener los valores que se calcularon para que la viga presente un desplazamiento o
una rotacion unitaria, dependiendo del grado de libertad.

Al restringir los grados de libertad de una viga hiperestatica con un empotramiento
y posteriormente imponer un desplazamiento o una rotacion unitaria, esto provocara
que en la viga estén presentes los coeficientes de rigidez lineal o angular.

Existe una tabla de rigideces angulares y lineales la cual es la tabla 4.1 que fue
obtenida de la materia de Analisis Estructural que imparte el Maestro en Ingeniera
Miguel Angel Rodriguez Vega en el Departamento de Estructuras de la Facultad de
Ingeniera de la UNAM.

En la tabla 4.1 vienen presente los valores de los coeficientes de rigidez angular que
se generan en diferentes vigas con distintos apoyos que tienen presente una rotacion
unitaria en un extremo empotrado. De igual manera se presentan los valores de los
coeficientes de rigidez lineal de las vigas que presentan un desplazamiento vertical u
horizontal unitario en un apoyo empotrado.

Se puede observar en la tabla 4.1 que, en la viga doblemente empotrada con un
desplazamiento vertical unitario, presenta los mismos valores de fuerzas y momentos
que se calcularon con el método de la doble integracidn y que estan presentes en la
figura 4.11. De igual manera se puede observar que en la viga doblemente empotrada
con una rotacién unitaria, presenta los mismos valores de los coeficientes de rigidez
angular que estan presentes en la figura 4.16.

Durante los ejercicios que se resuelvan utilizando el método de las rigideces, se
utilizara la tabla 4.1 para construir la matriz de rigidez., por lo que se pasara a explicar
por medio de un ejemplo, el procedimiento que se debe de seguir para la formacién
de la matriz de rigidez de una viga doblemente empotrada, esto con el fin de que
cuando se resuelvan egjercicios, no resulte complejo entender como se construye una
matriz de rigidez.

396

——
| —



RIGIDECES ANGULARES Y LINEALES
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12EI
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Tabla 4.1. Rigideces angulares y lineales
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Supodngase que se tiene una viga doblemente empotrada a la cual se le impondra un
desplazamiento vertical unitario y una rotacién unitaria en el extremo A, de igual
manera a la misma viga se le impondra un desplazamiento vertical unitario y una
rotacion unitaria en el extremo B.

El desplazamiento unitario en el extremo A (Az,), desarrollara una fuerza (F,) y un
momento (M,) en el extremo Ay también una fuerza (Fg) y un momento (Mg) en el
extremo B, como se muestra en la figura 4.17a.

La rotacion unitaria en el extremo A (6,), desarrollara una fuerza (F,) y un momento
(M,) en el extremo Ay también una fuerza (Fg) y un momento (Mg) en el extremo
B, como se muestra en la figura 4.17b.

El desplazamiento unitario en el extremo B (Ap), desarrollara una fuerza (F,) y un
momento (M,) en el extremo Ay también una fuerza (Fz) y un momento (M) en el
extremo B, como se muestra en la figura 4.17c.

La rotacion unitaria en el extremo B (65), desarrollara una fuerza (F,) y un momento
(M,) en el extremo Ay también una fuerza (Fg) y un momento (Mg) en el extremo
B, como se muestra en la figura 4.17d.

Durante toda esta seccidn, se tomara la convencién de que un momento en sentido
antihorario tiene signo negativo y un momento en sentido horario tiene un signo
positivo. Con esta convencion de signos se creara la matriz de rigidez con las fuerzas
y momentos de cada viga (véase la figura 4.18).

(+) (-)

Se puede observar en la figura 4.18, que en la construccion de la matriz de rigidez, en
la primera columna se colocaron los valores de los coeficientes de rigidez lineal del
desplazamiento unitario en el extremo A, en la segunda columna se colocaron los
valores de los coeficientes de rigidez angular de la rotacidn unitaria en el extremo A,
en la tercera columna se colocaron los valores de los coeficientes de rigidez lineal del
desplazamiento unitario en el extremo B y por ultimo, en la cuarta columna se
colocaron los valores de los coeficientes de rigidez angular de la rotacidn unitaria en
el extremo B.

Los valores de los coeficientes de rigidez lineal y angular fueron obtenidos de la tabla
4.1. Se sabe que los coeficientes de rigidez son las fuerzas y momentos que se
desarrollan en una viga al tener una rotacién o un desplazamiento unitario.
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Figura 4.17. imposicion de desplazamientos y rotaciones unitarias.
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AzA ©6a AzB ©Os

Fa |- Fa | -Fy |- Fp | 2 12LE3 I | 65 21 _ 12LE31 i %
'MA MA MA MA yA _6II_521 4EI 6521 %
Fg | Fg | Fg | Fg | F2° i 12LE31 6521 12L§I 6521
-Mg| Mg | Mg | Mg | M,® _6521 2||E_I 6:_521 AELI

Figura 4.18. Matriz de rigidez.

Para comprobar que la formacion de la matriz de rigidez fue correcta, se debe de
tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

- La matriz debe de ser simétrica, es decir, la matriz debe de ser cuadrada, donde
el nimero de columnas debe ser igual al nimero de filas y los valores de una
columna deben de ser igual a los valores de una fila, es decir, que el elemento
en el renglon iy columna j es igual al elemento el renglén j y columna i.

- Los valores de la diagonal principal de la matriz deben ser mayores a cero.
- La matriz original menos su matriz transpuesta debe de ser igual a cero.

Es importante que se tomen en cuenta todas las consideraciones ya mencionadas, ya
gue si no se cumplen estos requisitos, se tendra un resultado erréneo, por lo que se
recomienda que al terminar de construir una matriz de rigidez, se verifique si esta es
simétrica.

4.5 DEDUCCION DE LAS FUERZAS Y LOS MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO

Al resolver una viga hiperestatica y al restringir con un empotramiento ambos
extremos o solo un extremo de la viga, teniendo asi, una viga doblemente empotrada
0 una viga empotrada simplemente apoyada respectivamente, esta estara sometida
a una configuracion de cargas, como una carga puntual, una carga uniformemente
repartida o a una carga triangular o una combinacién de todas estas.
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Estas cargas desarrollaran fuerzas cortantes y momentos flexionantes en los apoyos
empotrados, y en apoyos fijos solo generaran fuerzas cortantes, por ejemplo,
supdéngase que se tiene viga doblemente empotrada a la cual se le aplica una carga
uniformemente repartida, esta carga generara que cada extremo empotrado tenga
como reacciones una fuerza y un momento, como se muestra en la figura 4.19.

Como no se sabe cual es el valor de cada fuerza y momento, se pasara a explicar la
deduccion de cdmo se calculan estos valores, que se les conoce como momentos de
empotramiento.

Se podra observar que el procedimiento matematico que se llevara acabo para
conocer el valor de las fuerzas y momentos que estan presentes en la figura 4.19, es
similar al procedimiento que se hizo en la deduccion de los coeficientes de rigidez
lineal y angular, ya que de igual manera se utilizara el método de la doble integracién
para el calculo de los momentos de empotramiento, como se muestra a continuacion.

MA' W MB

EI = Constante

Fa Fo
« - >

Figura 4.19. viga doblemente empotrada con una carga uniformemente repartida.

Se calcula la ecuacién del momento flexionante de la viga doblemente empotrada
con una carga uniformemente repartida, como se muestra en la figura 4.20.

2 w M(x) ZMK — 0‘9
G @ M(x) + My — F; (%) + w(x) (;) —0

w
M(x)+MA—FAx+Ex2 =0

_ W
‘Tﬂ M(x)— MA+FAx Zx

Figura 4.20. Ecuacion del momento flexionante de una viga doblemente empotrada con una carga
uniformemente repartida.
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Se integra la ecuacién del momento flexionante para obtener la ecuacién de rotacién:

0(x) = j‘M(x) dx = %fM(x) dx

EIl
1 w 1 FA w
0(x) = Ef (_MA + Fyx — fxz) dx = E<_MAx + 7x2 — gx3 + Cl>
Fao , W 4
EI0(x) = _MAx+7x i + C4 Ec.1
Se integra la ecuacion de rotacién, para obtener la ecuacion del desplazamiento

vertical:

Fy w
Ely(x) = ]Ele(x) dx = j (—MAx + 7x2 — €x3 + Cl) dx

M F w
Ely(x) =—7Ax2+?’4x3—ﬁx4+61x+62 Ec.2

Se utilizaran las cuatro condiciones de frontera que se ilustran en la figura 4.21 para
calcular las cuatro incognitas (Fy, My, Cy, C,).

Z W

. L 4
Bx=0 =0 Ox=L =0
Azx=0 =0 Azx=L =0

Figura 4.21. Condiciones de frontera en una viga doblemente empotrada con una carga
uniformemente repartida.

Se utiliza la primera condicion de frontera en la ecuacidén de rotacion (Ec 1) para
conocer el valor de la primera constante (C;) :

B(x=0)=0
El angulo de rotacion es igual a cero, cuando “x” es igual a cero.

0=0 cuando x=0
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Fa 2_ W . 3
Elf(x) = —MAx+?x —Ex + C;

EI(0) = ~M,(0) + 2 (0)* ~ % (0)* + C,

61:0

Ahora se utiliza la segunda condicion de frontera en la ecuacién del desplazamiento
vertical (Ec 2) para conocer el valor de la segunda constante (C,) :

A,(x=0)=0
El desplazamiento vertical es igual a cero, cuando “x” es igual a cero.
A,=0 cuando x=0
My Fy w
Ely(x) = ——x*+=x3——x*+Cix+ C
y(x) > 3 24 1 2

M F w
EI(0) = —TA(O)Z +EA(0)3 —ﬁ(oy* +0+C,

CZ=O

Se utiliza la tercera condicion de frontera en la ecuacion de rotacién (Ec 1) para
conocer el momento (M,), pero se sustituye la primera constante (C;) en la ecuacion:

0(x=L)=0
El angulo de rotacién es igual a cero, cuando “x" es igual a "L".
6=0 cuando x=1L
Fy

w
EIf(x) = —Myx + —x? —€x3 + C,

2

Fy w
EI(0) = —M, (L) + 7(L)2 — g(L)3 +0

F, w
—M,L+-=212——]3=0
ab 5 6

Despejamos la incognita M,:

My=—L——1L? Ec.3




Por ultimo, se utilizard la cuarta condicién de frontera en la ecuacién del
desplazamiento vertical (Ec 2) para conocer la fuerza (F,), pero ahora se sustituye la
primera constante (C;) y la segunda constante (C,) en la ecuacion:

A,(x=L)=0
El desplazamiento vertical es igual a cero, cuando “x" es igual a "L".
A,=0 cuando x=1L
M, Fy w
El =——x?+=x3——x*+Cix+C
y(x) > x 3 X 24x 1X 2

EI(0) = —%(L)Z +%‘(L)3 —;V—4(L)4+0+0

My Fy w
__LZ _L3——L4'= Ec.4
2 © % 24 0 ¢

Se sustituye el momento M, de la Ec.3 en la ecuacion (Ec.4) y se despeja la fuerza Fy:

F, w_\L* F, w
— _L__L2>_ _L3__L4=0
(2 6 2+6 24
Fy w Fy w
DB+ =L+ —-—=I*=
4 +12 * 6 24 0

F w
A+ —1t=0

12 24
w 12
— (__ 714 -
FA_(24L)(L3)
wlL
FA:T ECS

Se sustituye la fuerza F, (Ec.5) en la ecuacién (Ec.3) para conocer el valor real del
momento M, :

FA w
M,=—L——I2
A7 2 6
wINL w w w
— Y- __" 72 __L2__L2
A (2)2 6 4 6
_wL2
47 12




Una vez teniendo el valor de la fuerza cértate y el momento flexionante del extremo
empotrado A como se muestra en la figura 4.22, se calculara con las ecuaciones del
equilibrio el valor de la fuerza cortante y momento flexionante del extremo
empotrado B, para que con esto se pueda conocer con exactitud los momentos de
empotramiento de una viga doblemente empotrada con una carga uniformemente
repartida como se muestra en la figura 4.23.

, W Mg
WL2 7 Z
12 A B 2
wL
2 Fg

« - >

Figura 4.22. Reacciones en el extremo A de una viga doblemente empotrada con una carga
uniformemente repartida.

Con las ecuaciones del equilibrio se calcula el valor de las reacciones en el
empotramiento del extremo B:

EMp =0 o) y =
wlL
MB——+—(L)—W(L)( ) 0 Fp+ o —w(lL) =0
12 2
y WL2+WL2 wil? 0 F _wL
_ —_ — B -
B 12 2 2 2
wlL? wlL
= — F -
Ms =715 B~ 2
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wl?

12 A B 1

wL wL
2 2
|< L >
Figura 4.23. Momentos de empotramiento de una viga doblemente empotrada con una carga
uniformemente repartida.

=

—
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Al principio de esta seccion se dijo que la matriz de rigidez multiplicada por un vector
de desplazamientos mas un vector de fuerzas igual a cero, sera la ecuaciéon que nos
ayudara a conocer el valor real de los desplazamientos de los grados de libertad
restringidos con un empotramiento, para que después con ayuda de los
desplazamientos calculados se pueda conocer el valor de las reacciones en cada
apoyo de la viga hiperestatica.

Ya se explicd cdmo se construye una matriz de rigidez, el vector de desplazamientos
se formara con los grados de libertad que se restrinjan con un empotramiento, estos
grados de libertad son los desplazamientos que estaran como incégnitas en la
ecuacién. Por ultimo, el vector de fuerzas se construird con los momentos de
empotramiento, los cuales dependeran de la carga y del tipo de apoyos que tenga la
viga hiperestatica que se esté resolviendo.

En la tabla 4.2 se muestran los momentos de empotramiento y reacciones de vigas
doblemente empotradas y de vigas empotradas simplemente apoyadas, las cuales
presentan distintos tipos de cargas. Esta tabla sera la que se ocupara para construir
el vector de fuerzas de los proximos ejercicios que se resuelvan.

MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO PERFETO Y REACCIONES EN LOS APOYOS
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Tabla 4.2. Momentos de empotramiento perfecto y reacciones en los apoyos.

Una vez explicado todos los conceptos necesarios para entender el método de las
rigideces, se pasara a resolver egjercicios para que se entienda mejor lo antes
mencionado, pero al resolver los ejercicios se debe de recordar que la convencion de
signos que se estara ocupando, es la que un momento en sentido antihorario tiene
signo negativo y un momento en sentido horario tiene un signo positivo.

(+) (-)

Ejercicio 4.1. Calcular las reacciones en los apoyos de una viga hiperestatica
utilizando el método de las rigideces. La viga tiene dos claros de 4 metros y es
sometida a una carga uniformemente repartida de 6 ton/m, se supone que la
seccion transversal es constante por lo que también lo es el valor del médulo de
elasticidad (E) y el momento de inercia (I) de la viga.

; 6 ton/m
® ©
/'\ EI= Constante A\ EI= Constante / "\

4 7 ”

I‘ 4m * 4 m ’I

PASO (: Se identifican los grados libertad presentes en la viga hiperestatica.
BA £ 0 ; 6 ton/m BB # 0 GC #0
® O
A EI= Constante A@A EI= Constante A

” "’ ”

I‘ 4m ’I‘ 4 m .I
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PASO (2): Se restringen los grados de libertad rotacionales con un

empotramiento.
Z 6 ton/m

® 7 ©

EI= Constante ' EI= Constante

« — e = »

PASO (3): Se calculan los momentos de empotramiento perfecto y reacciones de
la viga restringida con empotramientos y se construye el vector de fuerzas {F}.
Para calcular los valores de los momentos y reacciones, se hara uso de la tabla
4.2.

/2

La tabla 4.2 nos dice que, para una viga doblemente empotrada con una carga
uniformemente repartida, los momentos de empotramiento perfecto y las reacciones
en los apoyos empotrados, son los siguientes:

WLzCMD AL

|< : >|

Se calculan los momentos de empotramiento perfecto y las reacciones:
wl? wl? wl? wl?

(6)(4)° (6)(4)  (6)(4) (6)(4)*
12 12 12 12

(6)(4) (6)(4) : (6)2(4) (6)(4) ;
2 2
I‘ 4m * 4m ’|
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8 ton'm 8ton'm 8ton'm 8 ton'm
Z 6 ton/m , 6 ton/m

14aYa 'a'a'a'a’ a'ah v A’ Aa's "a'a'ay Aava\
(N} X — —— . — —— ()
— Z

== B
12 ton 12 ton 12 ton 12 ton

l‘ 4m * 4 m ’l

Para la construccion del vector de fuerzas, se colocara el momento del
empotramiento A, la suma de los momentos del empotramiento B y el momento del
empotramiento C. Las fuerzas de cada empotramiento se omiten para la construccién
del vector de fuerzas. Como la viga original tiene solo apoyos fijos y estos apoyos
solo tienen un grado de libertad la cual es una rotacion, esto nos indica que en el
vector de fuerzas solo se colocaran los momentos de cada empotramiento.

7

Si se restringe un desplazamiento, en el vector de fuerzas se colocara una fuerza y si
se restringe una rotaciéon, en el vector de fuerzas se colocara un momento. En el
gjercicio en el punto A se restringié una rotacion, por lo que en el vector de fuerzas
se coloca el momento de empotramiento perfecto que se encuentra en el punto A.
En el punto B se restringid otra rotacién, por lo que en el vector de fuerzas se colocara
la suma de los momentos de empotramiento perfecto que se encuentra en el punto
B. Por ultimo, en el punto C se restringio igual una rotacién, por lo que en el vector
de fuerzas se coloca el momento de empotramiento perfecto que se encuentra en el
punto C.

Una vez explicado como se construye el vector se fuerzas, se pasa a construir dicho
vector:
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PASO (2): imposicién de rotaciones unitarias y obtencién de los coeficientes de
rigidez angular para la construccion de la matriz de rigidez [K].

Se impone una rotacion unitaria en el empotramiento A, al hacer esto se generaran
coeficientes de rigidez angular, los cuales estan presentes en la tabla 4.1. Esta tabla
nos dice que en una viga doblemente empotrada que presenta una rotacion unitaria,
tendra como coeficientes de rigidez los siguientes valores:

1
LEL ™7 2EIL
L "“--._._._.-—// 7. L
6EI 6ET
12 L°

Se colocan los coeficientes de rigidez angular en la viga sin cargas externas, es decir,
sin la carga uniformemente repartida de 6 ton/m. Se supone que la rotacion en el
empotramiento A tiene un valor unitario:

(64)

11 /
—~ 2E1
| -/ 4EL L
L
® ©

4m ’l

4m ’I
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Se impone una rotacion unitaria en el empotramiento B y se calculan los valores de
los coeficientes de rigidez angular, utilizando la tabla 4.1:

1, 4EI 4ET 1
L

L
2EI 7 ,/_-__—-"“‘ 7 2EI
L Z “-.._______,_/’ Z l_

6EL 4 6e1 6EI 6EI
L2 L2 12 L2

Se puede observar que, en una viga doblemente empotrada, en el extremo donde se
impone una rotacion unitaria, siempre se tendrd un momento positivo con un valor
de (4EI/L) y el extremo contrario siempre tendra un momento positivo con un valor
de (2EI/L), a su vez, deberan de tener dos fuerzas cortantes que provoquen un
momento antihorario negativo.

Es importante que se entienda lo antes mencionado, para que se facilite la colocacion
de momentos y fuerzas en vigas doblemente empotrada que presentan una rotacion
unitaria. De igual manera, sera de gran ayuda el entender lo mencionado, para que
se coloquen los momentos y fuerzas en el sentido correcto y no haya error alguno en
el procedimiento.

Se prosigue con el calculo de las rigideces angulares que se generan cuando se
impone una rotacidn unitaria en el empotramiento del puto B:
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Por ultimo, se impone una rotacion unitaria en el empotramiento C y se calculan los
valores de los coeficientes de rigidez angular:

2EI g
L ST Y
6ET 6EI
L2 2

Se puede volver a observar que, en el extremo empotrado donde se impone una
rotacion unitaria, se tendra un momento positivo con un valor de (4EI/L) y el extremo
contrario tendra un momento positivo con un valor de (2EI/L) y a su vez, se tendran
dos fuerzas cortantes que provoquen un momento antihorario negativo.

Cr
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Como solo se restringieron grados de libertad rotacionales, en la matriz de rigidez
solo se colocardn momentos, si se hubieran restringido desplazamientos verticales,
se hubieran colocado fuerzas cortantes, pero como solo fueron rotaciones, solo se
ocuparan los valores de los momentos y se despreciaran las fuerzas cortantes para la
construccion de la matriz de rigidez.

Para construir la matriz de rigidez adecuadamente, se debe de colocar en la primera
columna, la suma de los momentos que se encuentran en el empotramiento A,
empotramiento B y en el empotramiento C, que se generan al imponer una rotacion
unitaria en el empotramiento A.

En la segunda columna se debe de colocar la suma de los momentos que se
encuentran en el empotramiento A, empotramiento B y en el empotramiento C, que
se generan al imponer una rotacion unitaria en el empotramiento B.

Y la tercera columna se debe de colocar la suma de los momentos que se encuentran
en el empotramiento A, empotramiento B y en el empotramiento C, que se generan
al imponer una rotacion unitaria en el empotramiento B.

(64)
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MATRIZ DE RIGIDEZ [K]

Si se restringe una rotacion, en la matriz de rigidez se colocara el momento o la suma
de los momentos que se encuentren en el punto o apoyo donde se restringio una
rotacion y si se restringe un desplazamiento vertical, en la matriz de rigidez se
colocara la fuerza o la suma de las fuerzas que se encuentren en el punto o apoyo
donde se restringi¢ un desplazamiento vertical.

En el gjercicio que se esta resolviendo, se restringié una rotacién en los apoyos A, By
C, por lo que, para la construccion de la matriz de rigidez se colocara el momento o
la suma de los momentos que se encuentran en los empotramientos A, By C.

Si se hubiera restringido un desplazamiento vertical en algun punto de la viga que se
esta resolviendo, se colocaria en la matriz de rigidez la fuerza o la suma de las fuerzas
que se encontraran en el punto donde se restringio dicho desplazamiento, pero en
este ejercicio no se da este caso.
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La matriz de rigidez del ejercicio que se esta resolviendo queda se la siguiente
manera:

6o 068 Oc B6a ©Os B¢

er | EL | 0 [Mma 1|5 | 0 |Ma
Eolerver| B yg —> B0 | S| 2 | & |me
o | B | B | Mc o | 5| 1 |Mc

Se puede observar en la matriz de rigidez, que en la primera columna se colocaron
los momentos de cada empotramiento que se generaron al imponer una rotacién en
el empotramiento A. En la segunda columna se colocaron los momentos de cada
empotramiento que se generaron al imponer una rotacion en el empotramiento By
por ultimo, en la tercera columna se colocaron los momentos de cada empotramiento
que se generaron al imponer una rotacion en el empotramiento C.

También se puede observar que la matriz es simétrica, los valores de la diagonal
principal de la matriz son mayores a cero y la matriz menos su transpuesta da igual a
cero, por lo que se puede concluir que la matriz es correcta.

PASO (5): Se construye el vector de desplazamiento {u}.

La construccion del vector de desplazamiento es facil, ya que solo se deben de colocar
los grados de libertad que se desconocen y que se restringieron con un
empotramiento para que después se les impusiera un valor unitario.

En este gjercicio los grados de libertad que se desconocen son las rotaciones en los
puntos A, By C, por lo que, con estas rotaciones se creara el vector de desplazamiento:

, D

“~ o’

Es importante mencionar que estas rotaciones son las incognitas, las cuales se
calculara su valor utilizando la ecuacién 4.1 que se vio al principio de esta seccion.

——

417

'



PASO (6): Se calculan los valores de las rotaciones reales, utilizando la ecuacién
4.1.

[K{u}+{F}=0

Como el vector de desplazamiento {u} es la incdgnita en la ecuacion 4.1, se despeja
este vector para conocer los valores de las rotaciones que conforman este vector:

{u} = —[K]"{F}

Se sustituye la matriz de rigidez y los vectores calculados en los pasos anteriores:

, 3 -~ -1 3
04 1%0 -8
<BB>:—$%2%.<O>
1
| Oc oz 1 |8

Resolviendo la ecuacion, se obtiene como resultado las siguientes rotaciones:

_38 0, =0 0, = 8
T EI B~ ¢~ EI

PASO (7): Con ayuda de las rotaciones, los coeficientes de rigidez y los
momentos de empotramiento, se calculan los valores de las fuerzas y
momentos en cada apoyo.

6,4

VAB VCB

Para calcular el valor de las fuerzas y los momentos en cada empotramiento, se hara
una suma y multiplicacion de valores, por ejemplo, para calcular el valor del momento
My, se hard una suma de momentos, el momento de empotramiento perfecto, mas
el momento que se gener6 cuando se impuso una rotacién unitaria en el
empotramiento A multiplicado por el valor real de la rotacion en A (6,), mas el
momento que se generdé cuando se impuso una rotacion unitaria en el
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empotramiento B multiplicado por el valor real de la rotacién en B (68g), mas el
momento que se generd cuando se impuso una rotacion unitaria en el
empotramiento C multiplicado por el valor real de la rotacion en C (8,). El resultado
de la suma sera el valor del momento (M,z) en el apoyo A.

Para calcular la fuerza F,5, se hara una suma de fuerzas, la fuerza que se generd
debido a la carga uniformemente repartida, mas la fuerza que se gener6 cuando se
impuso una rotacion unitaria en el empotramiento A multiplicado por el valor real de
la rotacidon en A (6,), mas la fuerza que se generd cuando se impuso una rotacion
unitaria en el empotramiento B multiplicado por el valor real de la rotacion en B (63),
mas la fuerza que se gener6 cuando se impuso una rotacion unitaria en el
empotramiento C multiplicado por el valor real de la rotacién en C (8;). El resultado
de la suma sera el valor de la fuerza (F43) en el apoyo A.

El procedimiento matematico que se realizara para calcular el momento y la fuerza
en el empotramiento A, que se acaba de explicar, serd el mismo para calcular los
momentos y fuerzas en cada empotramiento:

8 ton-m 8ton'm 8ton-m 8 ton-m
6 ton/m Y, 6 ton/m
Y Y N Y Y Y MY N VY YTV Y VY YLV YN
1)} | S R——, . S— R— —| ()

= B
12 ton 12 ton 12 ton 12 ton

|‘ 4m * 4 m ’l

4m .l
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(93 =0)

|‘ 4m * 4m ’l

I‘ 4m * 4m >|
8 El

Myp = -8+ EI (E) + 7(0) Mpp=0
3EI /8 3EI

Vg =12 _?(E) _T(O) Vg =9 ton
EI /8

Mg, = 8+7(E)+E1(0) Mg, =12 ton
3EI /1 8 3EI

Vpa =12+ T(E) + T(O) Vpa =15 ton

El 8

Mpgc = —8 + EI(0) + 7(— E) Mpc = —12 ton
3EI 3EI 8

VBC=12_T(O)_T<_E) Vgc =15 ton

M _8+E10+E1< 8) : Mcp =0
CB — 2() E]l “ (B —

——
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V 12+3E 3E1( 8) y Ve =9 t
o = _() 5 =7 - cg =9 ton

MAB=0 Mga =12ton'm M, = 12 ton'm
t~ —~1¢

ol

Vga = 15 ton . =15 ton

Vag = 9 ton Vg = 9 ton

Para concluir, el valor de la reaccion en el apoyo fijo A de la viga original, sera el valor
de la fuerza cortante V5, el valor de la reaccion en el apoyo fijo B de la viga original,
sera igual a la suma de las fuerzas cortantes Vg, y Vg, por ultimo, el valor de la
reaccion en el apoyo fijo C de la viga original, sera el valor de la fuerza cortante V.

La suma de los momentos en el empotramiento B, debera de ser igual a cero, ya que
la viga original presenta un apoyo fijo en el punto B:

Mg = Mgy + Mg, =12ton-m—12ton'm Mgp=0

Vg =Vgqa+ Vge =15ton + 15 ton Vg =30 ton
Vy=Vyp V,=9ton

Ve =Vep Ve=9ton

La viga original esta compuesta solo de apoyos fijos y se sabe que un apoyo fijo no
presenta un momento como reaccién, por lo que, una manera de confirmar si los
resultados son correctos, es que los momentos o la suma de los momentos en cada
apoyo empotrado debe ser igual a cero. Como se puede observar, los momentos en
cada apoyo son igual a cero, por lo que se puede concluir que los resultados son
correctos y las reacciones en los apoyos fijos de la viga hiperestatica, quedan de la
siguiente manera:
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9A=% ; BB=0 Bc=-8&

NMWYVWWVWY\EI

® . ©
A EI= Constante /BN EI= Constante A

Vp =9ton Vg =30 ton TVC =9 ton

I‘ 4 m * 4 m ’I

Asi se concluye la solucién del cdlculo de las reacciones en los apoyos de una viga hiperestatica.

Ejercicio 4.2: Utilizando el método de las rigideces, calcular las reacciones en
los apoyos de la siguiente viga hiperestatica:

6 ton 6 ton 5 ton 7 ton
4 4 ton/m 5ton/m 6 ton/m

®7 o)

EI= Constante ®) El= Constante A0\  EI= Constante

PASO (D): Se identifican los grados libertad presentes en la viga hiperestatica.
6 ton 6 ton 7 ton

PASO (2): Se restringen los grados de libertad con un empotramiento.

17 ton
EI= Constante EI= Constante © EI= Constante @)

|‘2m’|‘2m.|‘2m’|“ 3m * 3m * 4m ’l
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PASO (3): Se calculan los momentos de empotramiento perfecto y reacciones de
la viga restringida con empotramientos y se construye el vector de fuerzas {F}.
Para calcular los valores de los momentos y reacciones, se hara uso de la tabla
4.2.

Para calcular las fuerzas y los momentos que se generan en los apoyos debido al
sistema de cargas, se dividira la viga en tres partes y se calcularan las fuerzas y
momentos de cada parte de la viga por separado:

VIiGA 1

DEEENMEEENEN

Valores de los momentos de empotramiento perfecto y reacciones en los apoyos,
obtenidos de la tabla 4.2:

wl2 . Pa(L-a) w2 . Pa(L-a)
12 L 12 L
P
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(4)(6) | (6)(2)(6-2)
12 6

(4)(6) (4)(6)
T—z * 6 T—z * 0

|‘2m*2m*2m.|

6 ton

(4)(6)° . (6)(2)(6-2)
2 6 ( ®

6 ton

VIGA 2
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VIGA 3

3m

3m

——
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7 ton
Z 6 ton/m
wl? L2
2 (o o)
/A
wlL wL
2 2
|‘ 4m ’I
7 ton
Op A (6)(4Y
1 © 0 12
(6)(4) (6)(4)
> >

—

Las fuerzas externas que se encuentran aplicadas en algun punto donde se restringen
sus grados de libertad con un empotramiento, se les cambiara el sentido para la
construccion del vector de fuerzas, por ejemplo, si en una viga hiperestatica existe
una fuerza en sentido gravitacional (1) en algun apoyo o en algun punto donde se
restringen sus grados de libertad con un empotramiento, para la construccién del
vector de fuerzas, la fuerza se colocara en sentido anti gravitacional (7).

De igual manera, esta regla aplica para los momentos, por ejemplo, si en una viga
existe un momento en sentido horario (U) en algun apoyo o en algun punto donde
se restringen sus grados de libertad con un empotramiento, para la construccion del
vector de fuerzas, el momento se colocara en sentido antihorario (O).

En la viga hiperestatica que se esta resolviendo, existe una fuerza de 7 toneladas en
sentido gravitacional (1) aplicada en el punto D, por lo que, para la construccion del
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vector de fuerzas, se le cambiara el sentido a esta fuerza y se colocara en sentido anti
gravitacional (7):

7 ton
6 ton/m

8ton-m‘ © ) ’Ston-m
‘4
Tthon Tthon

D —

Se colocan en una viga los valores de las fuerzas y los momentos de empotramiento
perfecto que se calcularon en cada tramo de la viga por separado:

20 ton'm 20 ton'm %ton-m %ton-m 8ton'm 8ton-m 7 ton
Y AN 4  Ram¥
® 24 7 20 )Y o
18 ton 18 ton Hton Bion © 2ton 2ton

Se restringio la rotacion en el apoyo B, por lo que en el vector de fuerzas se
colocara la suma de los momentos que se encuentran en el empotramiento B. Se
restringio la rotacion en el punto C, por lo que se colocara en el vector de fuerzas la
suma de los momentos que se encuentran en el empotramiento C. Se restringio la
rotacion en el punto D, por lo que se colocara en el vector de fuerzas el momento
del empotramiento D, y también se restringié el desplazamiento vertical en el
mismo punto, por lo que en el vector de fuerzas se colocara la suma de las fuerzas
gue se encuentran en el empotramiento D:

F 4 75 O (5]
M, 75 43
{F}—>< L —< 78— T
My
8
Fp 7 +12 19
\ J . J . J
(o)



PASO (3): imposicion de desplazamientos y rotaciones unitarias y obtencién de
los coeficientes de rigidez para la construccion de la matriz de rigidez [K].

Se impone una rotacion unitaria en el punto B ya que en este punto se restringié una
rotacion, para que después, utilizando la tabla 4.1 se calculen los coeficientes de
rigidez en la viga que no presenta ninguna carga externa:

1, 4EI 4ET 1
L L

2EI 2 T T T~ 7 2ET
L Z ‘--..___________/’ Z L

6E1 T 6E1 6E1 6EI
L2 L2 v L2 L2

Se puede observar que, en una viga doblemente empotrada, en el apoyo empotrado
donde se aplica una rotacion unitaria, siempre tendrda un momento positivo de
(4E1/L), y el otro apoyo empotrado tendra un momento positivo de (2EI/L).
También se tendran dos fuerzas que provoquen un momento opuesto al de los
momentos que estan presentes en los apoyos empotrados, es decir, que el sentido
de las dos fuerzas provoque un momento negativo antihorario.

Se debe de entender perfectamente lo que se trata de explicar, para poder colocar
los momentos y las fuerzas en el sentido correcto, para que no haya error alguno
cuando se construya la matriz de rigidez.

Una vez explicado como colocar el sentido horario o antihorario de los momentos y
el sentido gravitacional o anti gravitacional de las fuerzas, se pasa a calcular los
coeficientes de rigidez de cada viga imponiendo una rotacién o un desplazamiento,
dependiendo del apoyo y el grado de libertad que se restringio:

(0p)
4EL 01
2EI EI
Z_L A e T,
L
/_
v BEL 2 ©
6EI L2 V6EI 6EI

I‘ 6m .I‘ 6m * 4m .I
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EI
6

|‘ 6m * 6m ’I‘ 4m ’I

o
mlﬂ
—_

Se restringio con un empotramiento una rotacién en el punto C, por lo que, se
impondra una rotacién unitaria en el empotramiento Cy se calcularan los coeficientes
de rigidez que se generan, utilizando la tabla 4.1:

1, 4EI 4ET 1

L L
2ET Z T = 2 E 2EL
L 4 ~—— =" A L
lﬂ T6EI 6EI T6EI
L2

|2 v L2

——
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Se restringidé con un empotramiento una rotacion en el punto D, por lo que, se
impondra una rotacion unitaria en el empotramiento D y se calcularan los coeficientes
de rigidez que se generan, utilizando la tabla 4.1:

(6p)




En el mismo punto D, se restringié con un empotramiento el desplazamiento vertical,
por lo que, se impondra un desplazamiento unitario en el empotramiento D y se
calcularan los ecoeficientes de rigidez que se generan, utilizando la tabla 4.1:

. 1
6EI ( :% - EI 6EI
L2 Z L2
12E] 12E1
L L3

(Azp)




[K]

Como se restringio una rotacién en los apoyos B, Cy en el punto D, se colocara en la
matriz de rigidez el momento o la suma de los momentos que se encuentren en los
empotramientos B, C y D. También se restringié6 un desplazamiento vertical en el
punto D, por lo que en la matriz de rigidez se colocara la fuerza o la suma de las
fuerzas que se encuentren en el punto D.

Asi mismo, con los coeficientes de rigidez que se calcularon al imponer una rotacion
unitaria en los empotramientos B, C, D, y un desplazamiento unitario en el
empotramiento D, se construira la matriz de rigidez, la cual quedara de la siguiente
manera:

OB B¢ Op Ax s Oc Op An
el e 0o | o |Ms 2130 o
0 E_21 EI 3—51 Mb 0 % 1 %
" e [l3l3ls

Se puede observar que en la primera columna se colocaron los momentos que se
encuentran en los empotramientos B, C, D y la fuerza que se encuentra en el
empotramiento D, que se generaron al imponer una rotacién unitaria en el
empotramiento B. En la segunda columna se colocaron los momentos y la fuerza que
se encuentran en los mismos empotramientos, que se generaron al imponer una
rotacion unitaria en el empotramiento C. Esta secuencia se repite para cada columna
de la matriz de rigidez al imponer una rotacion en cada grado de libertad que se
restringio.

De esta manera se construye la matriz de rigidez y es facil de entender visualmente
la secuencia que se sigue, por lo que no debe de haber problema alguno cuando se
construya dicha matriz. Se puede observar que la matriz de rigidez se construye en
funcién de la imposicion de desplazamientos o rotaciones unitarias en los grados de
libertad que se restringen y de los momentos o fuerzas que se generan al realizar esta
imposicion.

Es de gran importancia que se entienda a la perfeccion como se debe de construir
una matriz de rigidez, ya que, si se coloca un momento o una fuerza en un sentido
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incorrecto o con un valor incorrecto, el resultado que se obtenga sera erroneo, por
esa razon, se debe de prestar atencion en los ejercicios que se estan realizando.

Se dijo al principio de esta seccion que, para comprobar que la formacion de la matriz
de rigidez es correcta, se debe de tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

- La matriz debe de ser simétrica, es decir, la matriz debe de ser cuadrada, donde
el nimero de columnas debe ser igual al nUmero de filas y los valores de una
columna deben de ser igual a los valores de una fila, es decir, que el elemento
en el renglon iy columna j es igual al elemento el renglén j y columna i.

- Los valores de la diagonal principal de la matriz deben ser mayores a cero.

- La matriz original menos su matriz transpuesta debe de ser igual a cero.

Y se puede observar que la matriz del ejercicio cumple con estos requisitos, por lo
que se concluye que la matriz es correcta.

PASO (5): Se construye el vector de desplazamiento {u}.

La construccion del vector de desplazamiento es facil, ya que solo se deben de colocar
los grados de libertad que se desconocen y que se restringieron con un
empotramiento para que después se les impusiera un valor unitario.

En este ejercicio los grados de libertad que se desconocen, son las rotaciones en los
puntos B, C, D, y el desplazamiento vertical en el punto D, por lo que, con estas
rotaciones y el desplazamiento se creara el vector de desplazamiento:

{u}—>< >
0p

Es importante mencionar que estas rotaciones son las incognitas, las cuales se
calculara su valor utilizando la ecuacion 4.1 que se vio al principio de esta seccion.
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PASO (6): Se calculan los valores de las rotaciones reales, utilizando la ecuacién
4.1.

[K{u} +{F} =0

Como el vector de desplazamiento {u} es la incdgnita en la ecuacion 4.1, se despeja
este vector para conocer los valores de las rotaciones que conforman este vector:

{u} = —[K]"{F}

Se sustituye la matriz de rigidez y los vectores calculados en los pasos anteriores:

r BB N -, 5/4 N
-1
0, 4/3 1/3 0 0
P79V 1fayz s/3 12 38| [ 43/
0, | — EIfo 1/2 1 3/8 g
o 3/8 3/8 3/16
| Azp | 19

Resolviendo la ecuacion, se obtiene como resultado las siguientes rotaciones:

0. — 717 0 2763 0 6123 . 15457
B ™= 28EI ¢~ 28EI D= 28EI 20— 21EI

PASO (7): Con ayuda del desplazamiento, las rotaciones, los coeficientes de
rigidez y los momentos de empotramiento, se calculan los valores de las fuerzas
y momentos en cada apoyo.

Convencién de Signos

Positivo (+)| Negativo (-)




Fuerzas y momentos generados por el sistema de cargas

75 75

) 20 ton-m 20 ton-m/ Tton-m A ton-m ) 8ton'm 8ton'm 7 ton
A AN M T4 |
® 2 2 ©
18ton  18ton Hion Bin © Rton 12ton

——

]
436 |




6 m * 6m * 4m ’l

Para calcular el valor de las fuerzas y los momentos en cada empotramiento, se hara
una suma y multiplicacion de valores, por ejemplo, para calcular el valor del momento
My, se hara una suma de momentos, el momento de empotramiento perfecto, mas
el momento que se gener6 cuando se impuso una rotacién unitaria en el
empotramiento B multiplicado por el valor real de la rotacion en B (8g), mas el
momento que se generd cuando se impuso una rotacion unitaria en el
empotramiento C multiplicado por el valor real de la rotacion en C (8;), mas el
momento que se generé cuando se impuso una rotacion unitaria en el
empotramiento D multiplicado por el valor real de la rotacién en D (6,), mas la fuerza
gue se generd cuando se impuso un desplazamiento unitario en el empotramiento D
multiplicado por el valor real del desplazamiento en D (Azp).El resultado de la suma
sera el valor del momento (Myp) en el apoyo A.
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Este procedimiento sera similar para cada momento y para las fuerzas en lugar de
hacer una suma de momentos, se hara una suma de fuerzas, pero el procedimiento
sera similar, como se muestra a continuacion:

El El; 717
Myp = =20 + — () = ~20 +—<——)

3 28EI
799
My = BT ton-m
EI EIl 717
VAB:18_€(9B): _€<_ﬁ>
1247
Vi = 56 ton
2EI 2E1 717
Mpa =20+ 5= (65) = 3 (_ 28E1)
41
Mg, = 12 ton-m
EIl EIl 717
Vga = 18+Z(93) = 18+€(_ﬁ>
769
Vpa = 56 ton
75 2EI El 75 2EI 717 El /12763
Myc = =+ 5 On) 4500 = =+ (= 355) + 5 (5gm)
41
Mpc = ~12 ton-m
35 EI 35 El 717 El /12763
Voe =5~ O =5 00 =5~ (~355) 5 (z51)
149
Vec = 28 ton
75 75 EI 717 2EI (2763
Mes =7 _(93) (95) T4 ?( 28E1> T3 (28E1)

Mcp=76ton-m

v _35+E19 . 35 EI( 717>+E1<2763)
CB™ 9 6(3) (C) 6 \ 28EI) 6 \28EI
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e,

831

VCB = E ton

El 3EI
Mcp = =8+ EI(0;) + ?(90) + ?(AZD)

2763) El (6123) N 3E1< 15457)

Mep = _8+E1(28E1 T2 \28er) T 8 T 21E

M =-76ton-m

3EI 3EI 3EI
Vep =12 — ?(Qc) - ?(90) - F(AZD)

Vo =19 3EI(2763> 3E1<6123) 3EI< 15457)
b~ 8 \28EI 8 \28E1 16 21EI

VCD - 31 ton

El 3EI
Mpc =8+ 7(9c) + EI(6p) + ?(AZD)

" _8+EI 2763 CEl 6123 +3EI 15457
be — 2(28E1> (28E1> 8( 21E1)

MDC = 0
3EI 3EI 3EI
Vpe =12 — ?(ec) — ?(90) - E(AZD)

3EI <2763) 4 3EI (6123) 3EI( 15457)

Voe =12+47+ 8 \28EI 8 \2861) T 16 \" Z21EI

Vpc=0
Se colocan los momentos y las fuerzas calculadas en la viga con empotramientos:

41
% ton'm 1z ton'm % ton-m 76 ton'm 76 ton'm
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Se suman los momentos y las fuerzas en los empotramientos B y C. El momento y la
fuerza resultante de la suma en cada empotramiento, sera el valor de la reaccion
presente en cada apoyo de la viga original:

799
MA=MAB=—§ton-m
1247
VA:VABzﬁton
41 41
Mg = Mg, + MBC=Et0n-m—Eton-m=0
769 149 1067
Vg =Vpya + VBC=¥t0n+§t0n= 56 ton
M; =M+ Mcp =76ton-m—76ton-m =20
831 99
Ve =Vep + VCD=§ton+31ton= 28 ton
Mp =Mp, =0
Vp =Vpc =0

Al calcular los valores de los momentos y las fuerzas en cada empotramiento y al
hacer la suma de estos mismos, se puede observar que, solo se tendran los valores
de cada reaccion presente en los diferentes apoyos que conforman la viga original.
Por ejemplo, en el punto A de la viga original se tiene un apoyo empotrado y se sabe
que un apoyo empotrado se tiene como reacciones un momento, una fuerza vertical
y una fuerza horizontal, por ldgica se sabe que no se tendran fuerzas horizontales en
ningun apoyo, pero al realizar la suma de los momentos y fuerzas calculadas, se
obtuvo el valor de un momento en el apoyo empotrado A y una fuerza en el mismo
apoyo.

De igual manera, por légica se sabe que en el apoyo movil y en el apoyo fijo, debe
de estar presente una fuerza vertical (fuerza cortante) pero no un momento
flexionante y como se puede observar, al realizar la suma de los valores de los
momentos y las fuerzas en los empotramientos B y C, el momento en cada
empotramiento tiene un valor igual a cero, pero si se tiene un valor para cada fuerza
cortante presente en cada empotramiento.

En el punto D al no tener ningun apoyo, no debera tener ningin momento o fuerza
y como se puede observar, el valor del momento y la fuerza presente en el
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My

empotramiento D son iguales a cero, por lo que se puede concluir que el
procedimiento matematico que se realizo es correcto y las reacciones en la viga
hiperestatica original quedan de la siguiente manera:

:%%?tonﬂ1 6 ton 6 ton 5ton
7 4 ton/m 5 ton/m 6 ton/m
@ FAY
EI= Constante _ _ EI= Constante AON EI= Constante
- 1699
V, = —1227 ton Vg = —1gg7 ton Ve = 55° ton

|<2m’|<2m>|‘2m>|‘ 3m * 3m * 4m

En los dos ejercicios anteriores, se resolvieron vigas hiperestaticas donde el modulo
de elasticidad y el momento de inercia es constante en toda la longitud de la viga,
por lo que se resolvera un ejercicio donde el modulo de elasticidad y el momento
de inercia ya no es constante.

Ejercicio 4.3. Calcular el valor de las reacciones en cada apoyo de una viga
hiperestatica utilizando el método de las rigideces. La viga es sometida a un
sistema de cargas como se muestra a continuacion:

15 ton 10 ton
4 4 ton/m

EI
2EI ”

I‘ 2m * 2m ’I‘ 1m * Im ’I

Se puede observar en la viga que, en el primer claro de 4 metros el médulo de
elasticidad y el momento de inercia es dos veces mayor al del segundo claro de 2
metros, por lo que este cambio de propiedad se debera de tomar en cuenta cuando
se calculen los coeficientes de rigidez.

Se pasa a resolver la viga hiperestatica empleando los pasos que se han seguido en
los ejercicios pasados.
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PASO (1): Se identifican los grados libertad presentes en la viga hiperestatica.
15 ton 10 ton
p 4 ton/m B # 0 B # 0

O

®

2EI

PN VNI

PASO (2): Se restringen los grados de libertad rotacionales con un

empotramiento.

10 ton
4 ton/m

4

MRRRRRRRNRRRR

2EI

I‘ 2m ’I‘ 2m * 1m * 1m »

PASO (3): Se calculan los momentos de empotramiento perfecto y reacciones
de la viga restringida con empotramientos y se construye el vector de fuerzas
{F}. Para calcular los valores de los momentos y reacciones se hara uso de la
tabla 4.2.

e e 2 C%——L—TED—

wlL wl P
2 2 2
le »l
1« g

——— 7 —f

77 . 77 ton. 23 ton-m 23
£ ton'm 15ton 6 ton'm 6 10 ton T ton'm

( ]
| 442 |




Mpg Z_ﬁ 9
6 6
{F}—>< >—>< >—>< >
M, 23 23
\ J . 6 J \ 64

PASO (4): imposicion de rotaciones unitarias y obtencién de los coeficientes de
rigidez angular para la construcciéon de la matriz de rigidez [K].

1, 4EI 4E1 1
L L

El médulo de elasticidad y el momento de inercia del primer claro es dos veces mayor
al del segundo claro y este cambio de propiedad se debe de tomar en cuenta en el
calculo de los coeficientes de rigidez.

Se podra observar que, no hay gran complejidad cuando se resuelven vigas
hiperestaticas donde el mdédulo de elasticidad y el momento de inercia no es
constante, en el caso del gjercicio que se esta resolviendo, solo se debe de sustituir
el valor de 2EI en los coeficientes de rigidez del primer claro, como se muestra a
continuacion:
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2(2EI)

6(2E1) = @ 6E1

6(2EI) 7

(4)°
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Construccion de la matriz de rigidez con ayuda de los coeficientes de rigidez
calculados:

OB Oc O Oc

2EI +2EI | EI | MB 4 | 1 | Ms
K] = EI
3 2EI | Mc 1 | 2 |Mc

PASO (5): Construccién del vector de desplazamiento {u}.

PASO (6): Se calculan los valores de las rotaciones reales, utilizando la ecuacién
4.1.

[K{u}+{F}=0

Como el vector de desplazamiento {u} es la incdgnita en la ecuacion 4.1, se despeja
este vector para conocer los valores de las rotaciones que conforman este vector:

{u} = —[K]"{F}

Se sustituye la matriz de rigidez y los vectores calculados en los pasos anteriores:

eB r D
L,

< > _ — < >
0 EIl1 2 23
C —

] L ~ 6 L

Resolviendo la ecuacién, se obtiene como resultado las siguientes rotaciones:

9. — 85 0. = 19

B 42EI €™ 21EI

——
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PASO (7): Se calculan los valores de las fuerzas y momentos en cada apoyo con
ayuda de las rotaciones, los coeficientes de rigidez y los momentos de
empotramiento.

Fuerzas y momentos generados por el sistema de cargas

77 ton- 77 ton-m 2 ton'm
s ton'm g ton'm g

4 ton/m

23
15 ton 10 ton ¢ ton'm

I‘ 2m * 2m * Im * 1m ’l

——
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X ©:

|‘ 4m 2m '|
MAB=—Z+EI(BB) +E1( ) ~ Myp = —ﬁton-m
6 42E1 7
Vap = E_E(QB) = E_ ik (_ o ) o Vg = E ton
2 4 2 4 42E1 56
Mg,y = z+ 2EI1(0p) = Z+ 2EI (—£> ~ Mgy = =2 ton-m
6 6 42E1 14
VBA=E+E(93)=E+3EI(— i ) : VBA=Et‘m
2 4 2 4 42E1 56

My, = — 22 4+ 2E1(8,) + EI(6,) = 23+231( 85>+E1< 19)
BE™ ¢ B “7 6 42E]

21E1
123
Mg, = ~1z ton-m
3EI 3EI 3EI 85 3EI 19
Vee =9 ===(05) === (0c) =9 == (_4231> "2 (_21151)
375
VBC = E ton

M 23+131(¢9)+2151(49) 23+151< 85) 2131( 19)
CB =g B ¢~ 6 42E] 21EI

Mcp =0

v —o 351‘9 351(9 o 3E] 85 3E] 19
¢B — +2(B)+2(C)_ +2<4251>+2< )

——
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129

=_—_ ton
B =g
12
) —194 ton-m l_l? ton-m —1123 ton-m 0

‘ 129
% ton % ton 375 ton >g ton

Se suman los momentos y las fuerzas y los resultados seran los valores de las
reacciones presentes en la viga original:

104

My, =My = 7 ton-m

953
Vy=Vyg = =6 ton

123 123
Mg = Mgy + Mg = Fton-m ~ 1z ton-m=20
783 375 219

Vg =Vga + Vg = 3 ton+§ tonzT ton
M=M;p=0

29
Ve =Veg = ET) ton

Se sustituyen los valores de los momentos y reacciones en la viga original y se
concluye con el gjercicio.




Se resolvera un ultimo ejercicio utilizando el método de las rigideces para concluir

con el temay con la presente tesis.

Ejercicio 4.4: Calcular las reacciones en los apoyos fijos de una viga hiperestatica
utilizando el método de las rigideces, se supone que la seccion transversal es
constante por lo que también lo es el valor del médulo de elasticidad (E) y el
momento de inercia (I). La viga hiperestatica es sometida a un sistema de cargas

como se muestra a continuacion:

EI = Constante

/\/\- 5 ton/m

10ton 10 ton 15 ton| |15 ton 10 ton
/rl/m J/ R l 1 4 l
® 20 ton-m © 100 ton-m

10 ton

©

|<1m*1m*1m*;m*2m*2m*3m*3m*3m’l

PASO (1): Se identifican los grados de libertad presentes en la viga hiperestatica.

/\/\" 5 tDn/m

10 ton 10 ton 15ton| |15 ton 10ton 10 ton
AT LN
® @
eA # 0 20 ton-m © lUU ton'm
8 # 0 6 # 0 6 # 0
A,y # 0

——
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PASO (2): Se restringen los grados de libertad rotacionales con un
empotramiento.

10 ton

10 ton

15 ton

10 ton 10 ton

15 ton

© 100 ton'm

|‘1m*lm*lm.l;2m*2m*2m’|.‘3m*3m*3m’|'

PASO (3): Se calculan los momentos de empotramiento perfecto y reacciones

de la viga restringida con empotramientos y se construye el vector de fuerzas
{F}. Para calcular los valores de los momentos y reacciones, se hara uso de la

tabla 4.2.

ViGA 1

I‘lm*lm*lm.ll

W Pa(L-a) | lp lp Pa(t—a)
2 L2 L
WG D | —t—t—
3wl
& K I I
’ L o e—a—| —a—|
[ a0 )




5 ton/m

107 ...
12 ton-m

ton

klm*lm*lm"

VIGA 2
P 5 ton/m

15 ton 15 ton

©

|‘2m*2m*2m’|

Pa(L-a) ” lp lp Pa(L-a)

T 30 ton T 30 ton

I‘Zm*Zm*Zm’l

451

——
| —




VIGA 3

5 ton/m
10 ton 10 ton

© @

7.

|‘3m*3m*3m.|

Pa(L-a) lp lp pa(L-a)
wlL? LC
G D% ,
Twl 3wl
2 B Ir I
«

—a—» —a—s]

¥

5ton/m
10 ton 10 ton

% ton-m @ @D % ton-m
7.
103 67
T T ton T 4 ton
>

|‘3m*3m*3m

En la viga original se tienen dos momentos, un momento negativo en sentido
antihorario de 20 ton - m en el apoyo fijo By un momento positivo en sentido horario
de 100 ton - m en el apoyo fijo C. Se menciono que los momentos o las fuerzas que
se encuentran aplicadas en un punto o en un apoyo donde se restringié un grado de
libertad con un empotramiento, se les cambiaria el sentido para la construccion del
vector de fuerzas, por lo que, el momento aplicado en el punto B de 20 ton - m se
colocara en sentido horario y el momento aplicado en el punto C de 100 ton - m se
colocara en sentido antihorario en la siguiente viga, para la construccion del vector
de fuerzas.

452

——
| —




Fuerzas y momentos generados por el sistema de cargas

107

49

3 ton-m 12 ton-m 35 ton'm 35 ton'm Lzl ton'm 6—27 ton-m
A ~J 4
)
x 30 ton 103 >
20 ton'm 100 ton'm
F ) ~ 49 ™ (49 )
A — —
4 4
M, 9 49
6 6
107 73
{F}—><MB> —>< E‘35+20>—><—E>
161
M, 35— ———100 421
4 4
67
MD - ﬂ
[ \- 2 v [ 2 |

PASO (4): Imposicion de desplazamientos y rotaciones unitarias, y obtencién de

los coeficientes de rigidez para la construccion de la matriz de rigidez [K].

6EI

»,

12EI
L3

L2

453

A

'



454

——
| —




455

——
| —



I‘ 3m

F O

6m
® i
®
|‘ 3m * 6m
Constriccion de la matriz de rigidez:
MATRIZ DE RIGIDEZ [K]
A;n OA Os Oc Bo
4E1 [_2EL[ _ 2EI 4 1.2 |.2
I E 3 0 0 | Fa s | 5|5 o] o
_ 2EI | 4EI 2E1 2| 4| 2
g 3 3 0 0 Ma 3 3 3 0 0
_ |_2er| 21 | 4EI , 2EI EI — 2| 2 L
Kl =55 |33 3 O | Ms =El|l-5|35]|2|3]|O
EL 2EI , 4EI | 2FI 1110 | 2
0o | o 5 5 "o |55 | Mc 01 9({3 |9 |5
2EI 4ET 2 | 4
0 0 0 5 5 | Mo 0 0 0 5 5
(a6 ]




PASO (5): Se construye el vector de desplazamiento {u}.

0
)=

] ”

PASO (6): Se calculan los valores reales del desplazamiento y las rotaciones,
utilizando la ecuacion 4.1.

[K{u}+{F}=0

— -1
{u} = —[K]"{F}
r N r
Aza 1.2 _2 0 0 1 49
9 3 3 4
6, 212120 900 _®9
3 3 3 6
1
< OB > — _E E 2 1 0 ° < _E >
EIl 3 3 3 12
2
0, o | o | 1|10 2 _ 21
3 9 9 4
2 4
0 0 0 0 — — 67
q J 9 9 L 2 )
Resolviendo la ecuacion, obtenemos como resultado:
A 2073 9. — 5773 9. 1137
ZA™  5E] 47 40 B~ 10EI
_ 1599 9. — 6213
¢ T 10EI D= 40EI

——
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PASO (7): Se calculan los valores de las fuerzas y momentos en cada apoyo, con
ayuda del desplazamiento, las rotaciones, los coeficientes de rigidez, las
reacciones y los momentos de empotramiento.

Fuerzas y momentos generados por el sistema de cargas

107
%9 ton-m % ton'm 35 ton'm 35 ton'm lfcl ton-m 6?7 ton-m
Jal R YaN Val 3N YN Vel 3R YoN o
% . %
4?9 ton % ton 30ton 30 ton % ton % ton'm

>0 ton-m 100 ton'm
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(9 _ 6213)
D= 40EI

®
®
|‘ 3m * 6m
49 2EI
MAB = _E - ( ZA) (9,4) (93)
v 49 251< 2073> N 4EI< 5773) s 251( 1137)
AB T g 3 S5EI 3 40E] 3 10EI
MAB = 0
49 4E] 2E]
Vap = T ( 74) — (9A) - 7(93)
i 49 N 4EI( 2073) ZEI( 5773) 2EI( 1137)
AB Ty 9 SEI 3 40E] 3 10E]
VAB = 0
107 2EI
BA= 5~ (AZA) (9A) (93)
v 107 2E1< 2073> N 251( 5773) N 451( 1137)
BA™ 12 3 S5EI 3 40E] 3 10EI
75
Mg, = > ton-m
61 4EI
VBA = 4 ( ZA) (9,4) (93)
. 61 4EI( 2073) N 2EI( 5773) N 2EI( 1137)
BA ™ 4 9 S5EI 3 40E]1 3 10E]
55
VBA = — ton

2
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2E1 EIl 2E1 /1 1137\ EI /1599

3 10E1 10E1
115
Mg =———ton-m
2
v 30 El (9) El (9) 30 EI( 1137) (1599)
BC = B ¢/ = 6 \ 10EI) 6 \10EI
v __223t
T on

El 2E1 El 1137 2EI 11599

3 \"10Er) T 3 \T0E
1037
Mcg = 10 ton-m
El El El; 1137\ EI /1599
Ven =30+ 00) + ¢ (00) = 30 + (=300 ) + ¢ (15)
377
VCB=Eton
161 4EI 161 4EI /1599\ 2EI; 6213
Mep = ===+ =5 (6c) + (GD)'_ 2 79 (1051)4' 9 (“’40E1)
37
Mcpz—ﬁton-m
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La suma de los momentos en los empotramientos B y C deben de ser igual a cero y
el resultado de la suma de las fuerzas en los mismos empotramientos seran los valores
de las reacciones en los apoyos fijos de la viga original, por lo que el valor de las
reacciones de cada apoyo fijo de la viga original, quedan de la siguiente manera:

/\/\« 5 ton/m

10ton 10 ton 15ton| |15 ton 10 ton 10 ton

/AN CRANSLIE VAN

- 568
Vg = 249 14 Ve = Tton Vp = 769 ton

I‘lm*1m*1m*2m*2m*2m*3m*3m*3m

Una vez teniendo las reacciones en los apoyos de una viga hiperestatica se pueden
calcular las ecuaciones del momento flexionante y fuerza cértate, también se pueden
calcular las ecuaciones del desplazamiento y de rotacidn para conocer la
configuracién deformada del sistema estructural que se este resolviendo.

Con el método de las rigideces, no solo se conocen las reacciones en los apoyos de
una viga hiperestatica, sino que también se conocen los valores de los
desplazamientos o rotaciones que se restringen con un empotramiento, por lo que
sera sencillo calcular las ecuaciones del desplazamiento y de rotacién utilizando el
método de la doble integracion y como ya se conocen los valores de las rotaciones o
desplazamientos presentes en la viga, no sera necesario calcular sus valores empleado
el principio del trabajo virtual para conocer una nueva condicién de frontera, como
se vio en los ejercicios que se resolvieron en el tema del método de la doble
integracion.
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Al tener los valores de las reacciones en los apoyos de una viga hiperestatica y al
hacer una sumatoria de fuerzas verticales, puede que el resultado sea igual a cero,
pero esto no significa que el ejercicio este resuelto correctamente. Para confirmar que
los valores de las reacciones en los apoyos calculados con el método de las rigideces
son los correctos, se debe de calcular la ecuacion del desplazamiento y de rotacion y
con estas ecuaciones se deben de cumplir las condiciones de frontera presentes en
la viga que se esté resolviendo.

En conclusion, para confirmar que los valores de las reacciones en los apoyos de una
viga hiperestatica son los correcto, al calcular la ecuacién del desplazamiento y de
rotacion de la viga que se esté resolviendo, se deben de cumplir las condiciones de
frontera para confirmar que la viga fue resulta correctamente.

Como se pudo observar en el transcurso de los ejercicios resueltos en esta seccion, el
método de las rigideces no tiene gran complejidad, solo de debe de tomar en cuenta
las siguientes consideraciones:

Se deben de conocer perfectamente los grados de libertad que se encuentren
presentes en la viga hiperestatica que se este resolviendo, para que después se
restrinjan con un empotramiento y no haya error.

Cuando se imponga un desplazamiento o una rotacién unitaria, se debe de ser
cuidadoso en colocar las fuerzas y los momentos en el sentido o en la direccion
correcta, ya que, si se coloca un momento o una fuerza en un sentido incorrecto, los
resultados que obtengan seran erréneos.

Cuando se construya la matriz de rigidez, se recomienda que se preste atencion si la
matriz es simétrica, porque en caso de que no lo sea, se debera de revisar los
coeficientes de rigidez porque probablemente se coloc6 un momento o una fuerza
con un sentido o valor incorrecto.

Al inicio de cada ejercicio que se resuelva, se debera de tener en cuenta la convencién
de signos, para que no haya error.

Por ultimo, para confirmar que los valores de las reacciones son correctos, se deben
de calcular las ecuaciones del desplazamiento y de rotacién y se deberan de cumplir
las condiciones de fronteras presentes en la viga que se este resolviendo.

De esta manera se concluye con los temas y los ejercicios que conforman la presente
tesis.
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CONCLUSIONES

Como se pudo observar en el trascurso de todos los capitulos que componen la
presente tesis, es indispensable tener conocimientos matematicos en las materias de
algebra, calculo diferencial e integral, estatica y estructuras isostaticas que se
imparten en la carrera de ingenieria civil, esto con el fin de que el lector pueda tener
una mejor comprension en los métodos numéricos que se presentaron con
anterioridad.

Es fundamental que el lector pueda recordar de las clases de la materia de estructuras
isostaticas el método de los cortes para el calculo de las ecuaciones de los momentos
flexionantes de los diferentes elementos estructurales tipo viga, ya que como se
observo en el transcurso de la presente tesis, en todos los métodos es indispensable
el uso de las ecuaciones de momentos flexionantes y de igual manera se debe tener
un amplio conocimiento matematico en el calculo integral.

Se hizo una explicacion a detalle de una serie de pasos a seguir de los diversos
métodos mas utilizados en el campo laboral para el calculo de desplazamientos
verticales. Quedara a criterio personal de cada lector que método le parecié sencillo,
complejo, entendible, practico, laborioso, y cual método utilizar en la practica
profesional.

Al concluir se espera como objetivo principal que el lector pueda entender y dominar
perfectamente cada uno de los métodos numéricos, ya que es de gran importancia
que los estudiantes de ingenieria civil que ejerzan en el area de estructuras en el
campo laboral, puedan calcular con precision los desplazamientos que se generan en
los diferentes elementos estructurales que son sometidos a fuerzas externas, ya que
en la Ciudad de México existe un reglamento que se le conoce como “Las Normas
Técnicas Complementarias”, que nos dice, que para la revision del estado limite de
servicio de una obra de infraestructura, los desplazamientos o las deformaciones que
se calculan en los elementos estructurales no deben ser mayores a las deformaciones
permisibles que se encuentran especificadas en este reglamento. Por lo que es
fundamental que se tenga un dominio en el calculo de deformaciones o
desplazamientos.

Existen programas computacionales como lo son ETABS, SAP2000, STAAD PRO, que
puede calcular desplazamientos o deformaciones en cada elemento estructural como
vigas, columnas, armaduras, marcos, etc. Es recomendable que como estudiantes de
la carrera de ingenieria civil se tenga la iniciativa de aprender el manejo de estos
programas computacionales para que cuando se ejerza la profesidon en el campo
laboral, se facilite el analisis y disefio estructural de cualquier obra de infraestructura.
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Esto con el fin de que el profesionista pueda elaborar con ayuda de los programas
computacionales, modelos matematicos que puedan tener un comportamiento
estructural que en términos racionales se asemejen al problema fisico que se tiene
que estudiar (ante la incertidumbre de los comportamientos de los materiales y en
los procesos constructivos), estos modelos matematicos deberan ser eficientes y
precisos en los cuales se tenga una seguridad estructural confiable.

Con el avance de la tecnologia, se van creando diversos programas computacionales,
gue le otorgaran mejores ofertas laborales a los ingenieros civiles recién egresados
que tengan el conocimiento de manipular estos programas, ya que en diversa
empresa que se dedican a la construccion, solicitan ingenieros que tenga un amplio
conocimiento en las nuevas tecnologias.

Pero para dominar estos programas computacionales, se debe tener una base sélida
de todos los conocimientos matematicos que imparten los profesores en las aulas de
clases, para que se pueda introducir modelos estructurales y a su vez se puedan
interpretar los resultados que arroje el programa y se pueda entender el lenguaje
matematico que emiten estos programas computacionales.

Cabe recalcar y enfatizar que los programas computacionales comerciales solo son
una herramienta que le facilitan al ingeniero estructurista conocer el valor de las
deformaciones presentes en un estructura, estos programas permiten el ahorro de
tiempo para calcular deformaciones, ya que con ayuda de estos programas, un
ingeniero estructurista no tardara horas o hasta dias en realizar un analisis y un disefio
estructural, pero es importante que se entienda que los programas como ETABS o
SAP200 solo son una herramienta de trabajo y estos programas no podran sustituir
el criterio ingenieril ni el juicio ingenieril y mucho menos podran sustituir el
conocimiento y la experiencia que pueda tener un ingeniero estructurista, por lo que,
es obligacion del ingeniero estructurista tener un conocimiento solido en el area de
la ingeniera estructural para que con sus propios criterios ingenieriles pueda realizar
un buen disefo estructural con la ayuda de los programas computacionales.

En la presente tesis solo se enfoco en la ensefianza del procedimiento matematico
que se requiere para calcular deformaciones en elementos estructurales tipo vigas,
pero existen libros en los cuales te ensefian y te explican el procedimiento para
calcular desplazamientos verticales y deformaciones angulares en los diferentes
elementos estructurales como son vigas, armaduras y marcos. Se recomienda leer
estos libros para obtener un sélido conocimiento en el analisis estructural, para que
en las materias que se presenten en los préximos semestres de la carrera, no se tenga
problema alguno en el entendimiento de los diferentes temas que se puedan
presentar.
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