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Introduccion

La importancia del estudio de la Topologia queda de manifiesto en el avance que
ha dado a las diversas ramas que existen en las matematicas, en los cursos elementales
se aborda de manera muy completa contemplando un sinfin de espacios con mucha
variedad de topologias.

En buasqueda de un espacio diferente a los que se estudian en estos cursos me
resulto interesante basar el tema principal de mi tesis en el estudio de los espacios
ordenados como lo son R con el orden usual y [0, 1] con el orden lexicogréfico.

En el capitulo I, expondremos conceptos preliminares tales como conjuntos y es-
pacios métricos, el capitulo II consta de de espacios topoldgicos, ejemplos y sus pro-
piedades. En el capitulo III, estudiamos espacios ordenados en general y el capitulo

IV esté dedicado al cuadrado lexicogréfico.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de conjuntos

Se supondra que el lector tiene conocimiento de conceptos basicos de la teoria de
conjuntos.
IN denotara el conjunto de los nimeros naturales y R el conjunto de los niimeros

reales.

Definicién 1.1 Decimos que F' = {f;}ier es una familia de conjuntos si I es un

conjunto de indices y f; es un conjunto para cada i € I.

Ejemplo 1: Si F' = {fi}icq12y = {0,{0}}, F es una familia de conjuntos, pues
{1,2} es un conjunto de indices y @, {0} son conjuntos.

Ejemplo 2: Haciendo para cada i € N, f; = {i}, F' = {f:}iew es una familia de
conjuntos pues IN es un conjunto de indices y cada f; es un conjunto.

Observacion: Podemos definir las operaciones union, intersecciéon y complemento

de conjuntos en familias de conjuntos.

Definicion 1.2 Dado un conjunto X, decimos que una relacion R entre pares de ele-

mentos de X, denotado por xRy es un preorden si cumple las siquientes propiedades:

La relacion R es reflexiva: Para cada x € X, xRux.

La relacion R es transitiva: Si aRb y bRc entonces aRec.
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Ejemplo: X = {1,2,3,4,5,6} con el orden “<” el heredado por los nameros reales

es un preorden.

Definicion 1.3 Sea X = [0, 1] definimos el orden lexicografico “<x” como: (a1, as) <x

(b1,by) sia; < by 0oa; =by yay <by. (< es el orden usual del [0,1]).

Ejemplo: (3,4) <x (4,2) puesto que 3 <4y (3,1) <x (3,2) puesto que 3=3y
1 <2

Definicién 1.4 Dado X un conjunto no vacio, decimos que (X, <) es un orden total

st < es una relacion entre elementos de X que cumple las siguientes propiedades:

1. La relaciéon < es reflexiva: Para cada z € X, x < x.
2. La relacion < es antisimétrica: Sia < by b < a, entonces a = b.
3. La relacién < es transitiva: Sia < by b < ¢, entonces a < c.

4. La relacion < es total: Si z,y € X, entonces x <y oy < x.

En este caso diremos que (X, <) es un conjunto totalmente ordenado.

Ejemplo: El espacio IN con el orden usual < es un orden total.

Proposicion 1.1 El orden lezicogrdfico < en [0,1]* = L es un orden total.
Demostracion:
Dados (a,b) € L, comoa=a yb<b, (a,b) <g (a,b).
Por lo tanto, < es una relacion reflexiva.
Sean (a,b), (¢,d) € L tales que (a,b) <, (¢,d) y (¢,d) <y, (a,b).
Entonces a < cyc<aporlotantoa=cyasib<dyd<b.
Por lo tanto, (a,b) = (¢,d).
Por lo tanto < es una relacion antisimétrica.
Dados (a,b), (c,d)y (e, f) € L tales que (a,b) <p, (¢,d) y (¢,d) <p, (e, f) tenemos
que a < cyc<e, loqueimplica a <e. Sia<e, entonces (a,b) <, (e, f). Sia=e,

entonces a = c = e y por lo tanto b < d yd < f, asi b < f y entonces (a,b) < (e, f).
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Por lo tanto < es una relacion transitiva.

Por lo tanto < es un orden parcial.

Si (a,b), (c,d) € [0,1]%

Sia # ¢, entonces a < ¢ o ¢ < a, sia < ¢, entonces (a,b) <y, (¢,d). Andlogamente
si ¢ < a, en consecuencia (¢,d) <y, (a,b).

Sia=c, entoncesb < d od<bsib<d, entonces (a,b) <r, (¢,d). Andlogamente
sid <b, en consecuencia (¢,d) <j, (a,b).

Sia=0byc=d, entonces (a,b) <, (¢,d).

Por lo tanto < es un orden total.

Definiciéon 1.5 Definimos los intervalos en R para cualesquiera a,b € R, donde <

es el orden usual, como sigue:
1. [a,b] ={r e R|a<xz<b}.
2. (a,b) ={r € R |a<x<b}.
3. (a,b) ={r e R|a<x<b}.

4. [a,b) ={z €R|a <z <b}

: ) 1 1 : _
Ejemplo: Tomamos —1,3 € R y como —1 < 3, tenemos el intervalo [—1, —} =
{reR|-1<z<3}

Observemos que el intervalo [1, —1] ={z e R | <z < -1} =0.

Definicién 1.6 Definimos los intervalos con el orden lexicogrifico <, para cuales-

quiera (a,b), (c,d) € 0,12 como sigue:
L < (a,b), (c,d) >={(z,y) € [0,1]" | (a,b) <r (z,y) <z (c;d)}.
2. < (a,b), (c,d) >= {(z,y) € [0,1)? | (a,b) <y, (2,y) < (c,d)}.
3. <(a,b),(c,d) >={(z,y) € [0,1]* | (a,b) <z (z,y) <r (c,d)}.

4. < (CL, b)’ (Cv d) >= {(ZE,y) S [07 1]2 | (avb) <L (I7y) <L (C7 d)}
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Ejemplo: Tomamos (3,1), (

intervalo < (3,1),(3,3) >={(z,y) € (0,12 | (3,1) <1 (z,y) <r (3.5)}-

,5) € (0,1 y como (3,1) < (3,3),tenemos el

Definiciéon 1.7 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado, decimos que A C X
estd acotado superiormente si existe b € X tal que a < b, Ya € A. Al elemento b lo
llamamos cota superior de A.

Andlogamente decimos que A C X estd acotado inferiormente si existe ¢ € X tal

que ¢ < a para cada a € A. Al elemento ¢ lo llamamos cota inferior de A.

Ejemplo: Si A ={1,2,3,4,5} C R, notemos que ¢ = 1 es una cota inferior de A
y b =15 es una cota superior de A.
Observemos que no necesariamente las cotas estan en el conjunto, si A = (0,1)

tenemos que c =0y b= 1.

Definiciéon 1.8 Sea (X,<) un conjunto totalmente ordenado y S C X, el supremo
de S, si eziste, es la minima cota superior de S y la denotamos por sup(S).
Andlogamente el infimo de S, si existe, es la mdxrima cota inferior de S y la

denotamos i f(S).

Cuando sup(S),inf(S) € S, entonces sup(S) = max(S) y inf(S) = min(S).

Ejemplo 1: En (N, <), si tomamos S = {1,2,3,4,5,6,7,8}, el sup(S) =8 =
max(S) e inf(S) =1 =min(95).

Ejemplo 2: En (R, <), si tomamos S = (0,1), entonces el sup(S) = 1 e
inf(S) = 0.

Ahora definiremos las funciones que son un recurso que nos resultara muy util en

resultados futuros.

Definicion 1.9 Dados A y B conjuntos, decimos que f C A x B es una funcion de
AenBsiA={a€ A:(a,b) € [ para alguna b € B} y si (a,b),(a,c) € f, entonces
b=c. Si(a,b) € f, denotaremos a b por f(a) = b.
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Diremos que A es el dominio de fy lo denotamos por Dom(f). Al conjunto B se
le llama contradominio y lo denotamos por Img(f).

La imagen de f denotada por Img(f), es el conjunto {b € B | existe a €
A con (a,b) € f}.

Ejemplo 1: Proponemos f C R? tal que V(a,b) € f, b= c con c constante. Asi f

es una funcion llamada funcién constante.

R

_1 is
Figura 1.1: Funcion identidad

Ejemplo 2: Proponemos f C R? tal que V(a,b) € f, a = b, igualmente f es una

funcion llamada funcién identidad. Ver Figura 1.1

Definicion 1.10 Consideremos R con las operaciones de suma y producto usuales
y sean A, B,C C R subconjuntos no vacios de R. Dadas f: A —- Byg: A— B

definimos:

1. La funciéon suma f+g: A — B por (f+g)(z) := f(x)+g(x), para todo x € A,
suponiendo que f(x)+ g(x) € B.

2. Andlogamente la funcion resta f —g: A — B dada por (f —g) :== f(z) — g(x)
para todo x € A tal que f(z) —g(x) € B

3. Dadas f : B— C yg:A— B dos funciones, la composicién de funciones es

la funcion fog: A — B definida por (fog)= f(g(x)), para todo z € A.
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1.2. Espacios métricos

En esta seccion introduciremos la nociéon de espacio metrico y como son muy
utiles para conocer la estructura del espacio donde podamos definir una funcién que

llamaremos distancia donde estudiaremos sus propiedades.

Definicion 1.11 Sea X un conjunto, decimos que una funcion d: X x X — R es

una distancia o métrica si satisface lo siguiente:
1. d(z,y) >0 six#y yd(z,x) =0 para cada v € X.
2. d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X.

3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para cada x,y,z € X.

A esta tltima propiedad se le llama desigualdad del tridngulo.

Cuando X = R la funcion d : R? — R definida como d(z,y) = |z — y|. A esta

funcion d la denotamos por | |.

Denotaremos por |a| = astaz0, cumple que es una distancia.

—a Sia <0.

Sean x,y € R. Si x # y, entonces |x —y| > 0y si x = y, entonces |xr — y| = 0.

Por lo tanto, | | cumple la primera condicién.

Sean z,y € R. Entonces |z —y| = |y — z|.

Por lo tanto, | | cumple la segunda condicion.

Sean z,y,z € R, veamos |z —y| < |z — z| + |z — y|.

Primero observemos que |a| < b siy solo si —b < a < b.

Ya que si a > 0, entonces |a| = a, asi a < b.

Si a <0, entonces |a| = —a, asi —a < b. Entonces —b < a.

Conloque —|jz —z| <z —z<|z—2z2ly —|z—y| < z—y < |z — y| sumando,
—lr =z =lr—yl <z -2t z—y<l|o—zl+]r -yl deaqui, —(Jr —z[+ ]z —y|) <
r—y<l|z—z|+]z—yl|

Por lo tanto, |z —y| < |z — 2| + |z — y|.
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Por lo tanto, | | cumple la tercera condicion.

Por lo tanto, | | es una distancia.

Definicién 1.12 Sea X un conjunto, decimos que (X, d) es un espacio métrico cuan-

do a X se le asocia una funcion distancia.
Ejemplo: En R con la distancia d = | | es un espacio métrico.

Definiciéon 1.13 Sea X un espacio métrico, decimos que f : X — X es una funcion
continua en xg € Dom(f) si para toda € > 0, existe & > 0 tal que, si x,zo € Dom(f)

y d(z, ) < b, entonces d(f(x), f(xg)) < €.

Ejemplo 1: En (R, | |) la funcion f : R — R dada por f(z) = cz, ¢ € R constante
es una funcién continua.

Demostracion:

Sean z,xg € Dom(f)y e > 0.

Si hacemos & = ¢, entonces d(z,xg) = |x — zo| < 6.

Asi d(f(x), f(xg)) = |cx — cxo| = |z — x| < & =€.

Por lo tanto f es una funciéon continua.

Ejemplo 2: En (R,| |) para z,y € R tales que z < y, la funciéon f : [0,1] — R
definida por f(t) = (1 — t)z + ty, es una funciéon continua.

Demostracion

Sea ty € Dom(f)y e > 0.
€

ly — x|

Como = # y, hagamos 6 = > 0, elegimos ¢t € Dom(f) con d(t,ty) < 9,
entonces |t — to] < §.

Asid(f(t), f(to) = |1 =t)z+ty— (1 —to)x+1ty)| = |z —toz+ty —x +tox —toy| =
[ty —x) —to(y — )| = [(y — x)(t — to)| < |y — x||t — to|, entonces |y — z||t — o] < €.

Por lo tanto f es una funcién continua en z.

Definicion 1.14 Sea X un espacio metrico, decimos que f : X — X es una funciéon

continua en X, si cumple que es continua en toda x € X.
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Definicion 1.15 Sea (X, d) un espacio métrico, r € R conr > 0 ya € X, definimos
la bola abierta de centro a y radio r como el conjunto B(a,r) = {x € X | d(a,x) < r}.

Ver Figura 1.2

B(a,r)

Figura 1.2: Bola abierta en X = R?

Definicién 1.16 Sea (X,d) un espacio métrico, decimos que U C X es un abierto

de X siU = J B(a;,r;) donde a; € U yr; > 0.

icl
Definicion 1.17 Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que A C X esta acotado si

el conjunto {d(x,y) = |v —y| | x,y € A} estd acotado superiormente.

Ejemplo 1: En (R, <), si tomamos A = [0, 1] el conjunto C' = {d(z,y) = |z — y| |

x,y € A} esta acotado superiormente por 1.

Definicion 1.18 FEl conjunto R cumple la propiedad arquimediana, es decir dados

a € R yb>0 existe un entero positivo n tal que nb > a.



Capitulo 2

Topologia

2.1. Definiciones

En esta secciéon introduciremos la nociéon de espacio topologia, asi como abiertos
y cerrados asi como los mismos caracterizan la estructura del espacio donde se defi-
nen, igualmente estudiaremos cualidades espacios topologicos como lo son: funciones

continuas, abiertas y cerradas, conexidad y compacidad.

Definicion 2.1 Decimos que la pareja (X, T) es un espacio topologico si X es un
conjunto y T es una topologia sobre X, es decir, una coleccion de subconjuntos de X

que cumple las tres propiedades siguientes:

1. El conjunto vacio y X estdn en T, i.e. D € T,X € T.

2. La interseccion de cualquier subcoleccion finita de conjuntos de T estd en T, es

decir, dado 1 finito, si {A;}ier C T entonces [ A; € T.
i€l

3. La union de cualquier subcoleccion de conjuntos de T estd en T, si {A;}ier C T

entonces | J;op Ai € T

Definicion 2.2 Dado un espacio topoldgico (X, T), definimos los conjuntos abiertos

A C X como A€ Ty los conjuntos cerrados B C X como B = X\A, con A € T.

Definicion 2.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico, decimos que V C X es una vecin-

dad dex six € V y existe A€ T tal quex € AC V.

10
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Ejemplo 1: En (R,t) con la topologia usual en R tenemos que V = [—1,1] es
una vecindad de z = 0, donde T = {{J B; | B; es un intervalo abierto }.

Ejemplo 2: En (R?, t) donde T l:eH{U B; | B; es una bola abierta} es la topologia
usual de R?* y V = (—1,1) x {0} C R? ;e(f es una vecindad del (0, 0).

Supongamos que V' es una vencidad del (0, 0).

Sea A un abierto tal que (0,0) € A C V, entonces existe € > 0 tal que B(x,¢) C A,
asi (0,e) C Ay (0,e) £ V.

Por lo tanto V' no es una vecindad de (0, 0).

Ver Figura 2.1

R -V
V’
14
ps R
_ —t
—2 -1 -05 "1 05 1 2
—1 1
-2 1

Figura 2.1: Vecindad del (0,0).

Definicion 2.4 Sea (X,T) un espacio topoldgico y P(X) el conjunto potencia. Deci-

mos que  C P(X) es base de una topologia de X si se cumple:
1. La union de todos los elementos de 3 es X.

2. Dados By y By € 8 y un punto x € BiNBsy, existe B € [ tal quex € § C B1NBs.

Definicion 2.5 Sea R el conjunto de los nimeros reales, decimos que S es la topolo-
gia del limite inferior de R o de Sorgenfrey si S tiene la siguiente base 3 = {[a;,b;) C

R | a; <b;,ie€l}, conIun conjunto de indices.
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Veamos que es una base.

Es claro que Ula;, b;) C R.

SizeR, entzoeéces Ja;, b; tales que a; < b; y x € [a;, b;).

U [a;,b;) = R.

Daéf)ls la1,b1), [a2,b2) € By x € |a1,b1) N [ag,by) se cumple que a; < = < b,
i € {1,2}, entonces, sin pérdida de generalidad, a; < as.

Si by < by, entonces z € [ag, by) C [a1,b1) N [az, bs).

Si by < by, entonces x € [ag, be) C [a1,by) N [az, by).

Por lo tanto 3 es una base.

Definiciéon 2.6 Sea X un conjunto, decimos que T es la topologia discreta de X si

se cumple que T es el conjunto potencia.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es un espacio topoldgico no vacio y discreto.

2. Todo conjunto de un elemento, i.e. {x} con x € X es un conjunto abierto.

Demostracion:

1) —2)

Supongamos que (X,T) es un espacio con la topologia discreta.

Sea x € X, por definicion de conjunto potencia {x} € P(X) con lo que {z} € T,
i.e. {x} es un conjunto abierto.

2) — 1)

Sea (X,T) un espacio topolégico tal que {x} es abierto, para toda x € X.

Sea A C X.

Si A=, entonces A € T.

Si A # (), entonces sea x € A, asi {x} C A y por hipotesis {z} € T con lo que
U {z} € Ty se cumple que | {z} = A.

€A z€EA
Asi, T es la topologia discreta.

Definiciéon 2.7 Sean (X;,7T;)", espacios topoldgicos, para X = [[ X;, definimos la
i=1

base B ={U C X |U = [[ Ui, U; € 1;} para la topologia producto.

i=1
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Definiciéon 2.8 Sea (X,d) un espacio métrico, definimos una topologia T con base

B ={B(z,r) |z € X,r >0}, donde B(z,r) es la bola abierta de centro x y radio r.

Definicién 2.9 Sea (X,t) un espacio topoldgico, A C X y V(z) el conjunto de

vecindades de x, definimos el interior, frontera y cerradura de A como:
1. Int(A) ={x € A| existe V€ V(z), V C A}.
2. Fr(A)={z e X |z ¢ (Int(A) U Int(X\A))}.

3. Ce(A) ={z e X |VNA#D, para todo V € V(x)}.

— Int(A)
9 | — Ce(B)
Fr(C)
11 *
| | R |
1 2 3

Figura 2.2: Int(A) Fr(B) Ce(C).

En la Figura 2.2 representamos el interior, frontera y cerradura de un circulo en
R2.

Ejemplo: En (R, T) con 7 la topologia usual de R, si A = [—1,1];

Int(A) = (—1,1), Fr(A) ={-1,1} y Ce(A) = [-1,1].

Si A={z, € R|x, == connelN}

Int(A) =0, Fr(A) = AU{0} y Ce(A) = AU{0}.

Si A = Q, afirmamos que Ce(A4) = R.

Demostracion:

Sean z € R y V una vecindad de x.

Veamos que para toda ¢ > 0 existe ¢ € Q tal que ¢ € (z,xz+¢) C V.
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1
Por la propiedad arquimediana, como € > 0, existe n € IN tal que — < ¢, entonces
n
1 < ne. Tomamos k el maximo entero que satisface k < an, entonces k +1 < an+1
yan+1<(zx+e)n.
) . E+1
Asizn <k+1<azn+1<(x+e¢)n,es decir v < —— < (x +¢).
n
Observacion 1: Si el conjunto A es abierto, entonces Int(A) = A, si el conjunto A
es cerrado, entonces Ce(A) = A.
Demostracion:

Es claro que Int(A) C Ay A C Ce(A) para cualquier conjunto A.

1. Sea = € A donde A es un conjunto abierto. Entonces A es una vecindad de x

tal que A C Ay z € Int(A).

Por lo tanto A = Int(A).

2. Sea A un conjunto cerrado, entonces [ C C A.
cec

Por lo tanto A = Ce(A).

Observacion 2: Si A C B, entonces Ce(A) C Ce(B) e Int(A) C Int(B)
La cerradura y el interior preservan el orden con la contencion.
Observacion 3: Se cumple que Int(A) U Fr(A) = Ce(A).
Demostracion:

Primero veamos que Ce(A) C Int(A) U Fr(A).

Sea x € Ce(A), consideramos los casos:

1. Si x € Int(A), se cumple que x € Int(A) U Fr(A).

2. Siz ¢ Int(A).SeaV € ttalquex € V, como = € Ce(A) tenemos que VNA # ()
y V& A, entonces VN X\A # 0, asi x € Fr(A).

Por lo tanto Ce(A) C Int(A)U Fr(A).
Después veamos que Int(A) U Fr(A) C Ce(A).

Sea x € Int(A) U Fr(A), consideramos los casos:

1. Siz e Int(A) C Ce(A), ie. x € Ce(A).
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2. Siz € Fr(A). Sea V € T tal que z € V, entonces V N A # ().
Por lo tanto Int(A) U Fr(A) = Ce(A).

Definicion 2.10 Sea (X,T) un espacio topoldgico, decimos que A C X es denso en

X siCe(A) = X.

Proposicion 2.1 Sea (X,t) un espacio topoldgico, para un conjunto A denso en X

los siguientes enunciados son equivalentes:
1. Ce(A) = X.
2. Dado A C B, si B es cerrado, entonces B = X.

3. 8 VetyAnV =1, entonces V = 0.

Demostracion:

1) —2)

Sea A denso en X con A C By B cerrado en X, como A C B, entonces Ce(A) C
Ce(B) = B, como A es denso en X se cumple que Ce(A) = X asi X C B

Por lo tanto, X = B.

2) — 3)

Sean A C X y V € 1, tales que A NV = (), si llamamos X\V = B, entonces
A C X\V = B. Como B es cerrado, B= X y asi X\V = X.

Por lo tanto V' = 0.

3) — 1)

Sea A C X. Supongamos que Ce(A) # X.

Sea x € X\Ce(A) abierto de X, entonces existe V € V(z) una vecindad de x tal
que VN A=0, conlo que V = 0.

Lo cual es una contradiccion ya que V' # ()

Por lo tanto, Ce(A) = X.

Definiciéon 2.11 Sea X un conjunto, decimos que S es una sucesion de X si S :

N — X es una funcion y la denotamos como S = {S, }nen-
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Ejemplo: En R, se cumple que {%}RE]N es una Sucesion.

Definicion 2.12 Sean (X,t) un espacio topoldgico y S una sucesion de X, decimos
que S converge a x si para todo V € V(z), existe ng € N tal que Yn = ngy tenemos

que x, € V.

Definicion 2.13 Sean (X,t) un espacio topoldgico y S una sucesion de X, decimos
que K es una subsucesion de S, st K : M CIN — X es una funcion tal que K(n) =

S(n) para todan € M, M es infinito.

Definiciéon 2.14 Sean (X,T) un espacio topoldgico y A C X, decimos que T4 es la
topologia que A hereda de X sita={AN U|U € 1}.

Ejemplo 1: Si A =[0,1] C R, con la topologia que hereda de la topologia usual

de R los abiertos son de la forma |J (a;, b;) N [0, 1], donde J es un conjunto de indices.
ieJ
En particular nos interesa los que son de la forma: (a,b) N [0,1] y tendremos tres

Casos:

1. Primero si 0,1 ¢ (a,b), entonces sera de la forma 0, (a,b).
2. Segundo si 1 ¢ (a,b) y 0 € (a,b), entonces sera de la forma [0, b).

3. Tercerosi 1 € (a,b) y 0 ¢ (a,b), entonces sera de la forma (a, 1.

Ejemplo 2: Algunos de los abiertos de IN con la topologia que hereda de R son
de la forma (a,b) N IN = {n € N | a < n < b}. Que resultan de la forma: {n},
{n —1,n,n+ 1}, etc.

Notemos que IN hereda la topologia discreta vista en la Definicion 2.6.

Definicion 2.15 Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es disconexo o sepa-

rado si existen U y V' abiertos que cumplen:
1. U y V son no vacios.

2.U0NV =10.
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3. X=UUV.

Decimos que un espacio topoldgico es conexo si no es disconexo.

Definicion 2.16 Sean (X, 1) y (Y, P) dos espacios topoldgicos, decimos que f es una
funcion continua en z, f: X — Y si para toda V € ® tal que f(x) € V, eziste U € T
conxeUvy f(U)CV.

Diremos que f es continua si es continua en todos lo puntos de X.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f: X — Y es continua.

2. Si B es abierto en Y, f71(B) es abierto en X.
3. Si B es cerrado en Y, f~(B) es cerrado en X.
4. Si AC X, f(Ce(A)) C f1(Ce(A)).

5. Si BCY, Ce(f'Ce(B)) C f~(Ce(B)).

Demostracion:

1) —2)

Sea B abierto en Y y p € f~(B), entonces existe U abierto en X tal que p € Uy
f(U) CV,lo que implicap € U C f~1(B), asi p € Int(f~'(B)) y f~'(B) es abierto.

2) — 3)

Sea B cerrado en Y, entonces f~1(Y\B) = X\ f~!(B) es abierto en X. Por lo
tanto f~1(B) es cerrado en X.

3) — 4)

Sea A C X, entonces A C f7'(f(A)) € f~'(Ce(f(A))). Dado que, por hipo-
tesis f71(Ce(f(A))) es cerrado, Ce(A) C f~*(Ce(f(A))), aplicando f, obtenemos
f(Ce(A)) C f(f7H(Ce(f(A)))) C Ce(f(A)).

4) — 5)

Sea B € Y, hacemos A = f~!(B). Aplicando la hipotesis f(Ce(f~(B))) C
Ce(f(f71(B))). Por lo tanto f=(f(Ce(f~1(B)))) C f~HCe(f(f~(B)))) lo que im-
plica Ce(f~Y(B)) C f~1(Ce(B)).
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5) — 1)

Sean p € X y V abierto en Y tal que p € V' 'y f(p) € V. Sea U = Int(f~*(V)).
Si p ¢ U, entonces p € X\Int(f~1(V)) = Ce(X\fHV)) = Ce(f~1(Y\V)) C
HCe(Y\V)) = f~YY\V) lo que implica que f(p) ¢ V contradiciendo nuestra
eleccion de V. Por tltimo, es claro que f(U) C V lo que demuestra que f es continua

en p y por lo tanto f es continua.

Definicion 2.17 Sean (X, 7) y (Y, ®) espacios topoldgicos, definimos una base para
la topologia producto de X XY como d={A=BxC|Ber,Cec d}.

Definiciéon 2.18 Sea (X X Y,0) con la topologia producto, definimos las funciones
proyeccion de X XY en X yY resp. comom (X xY)={a€ X |(a,b) e X xY} =X
ym(X xY)={beY |(a,b)e X x Y} =Y.

Lema 2.1 Sea (X xY,8) con la topologia producto, entoncesm : C' — A C X,y my :

C — B CY son funciones continuas.

Demostracion:
Sea V € T4, entonces 7, (V) =V x Y € 1x.
Analogamente para .

Por lo tanto 7 , o son funciones continuas.

Definicion 2.19 Sean (X, 1) y (Y, ®) dos espacios topoldgicos, decimos que una fun-

cion f: X =Y es cerrada si para todo B C X cerrado, f(B) CY es cerrado.

Teorema 2.2 Sean (X, T) y (Y, ®) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion

continua y suprayectiva. Si X es conexo, entonces Y es conexo.

Demostracion:

Supongamos que Y es disconexo, entonces existen U, V' € ® ajenos, no vacios tales
que Y = U UV. Como f es una funcién continua, entonces f~1(U), f~1(V) € T son
ajenos no vacios. Dado que f es suprayectiva f~1(U) U f~}(V) = X, entonces X es
disconexo.

Por lo tanto Y es conexo.
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Teorema 2.3 Sean (X, T) un espacio topologico y C = {C; | i € J} una familia de

subconjuntos conexos de X tal que () C; # 0, entonces |J C; es conexo.
ied ieJ

Demostracion:

Supongamos que |J C; es disconexo, entonces existen U,V € T ajenos, no vacios
tales que |J C; =U LZ_JEL‘]/ Como U es no vacio, existe k € J tal que C, N U # 0.

Si C, (ZWE t\]/ # (), entonces U y V son una separacion de Cy.

Con lo que C, NV = 0, entonces C}, C U.

Sea z € (1C; C |JC,, entonces z € U o x € V. Sin pérdida de generalidad
supongamos l(iie x € [}E,Jpor lo anterior cada C con x € C} C U, como z € (;, para
cada 7 € J, se cumple que C; € U. Asi V = ().

Por lo tanto |J C; es conexo.
i€J

Corolario 2.3.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico, si A, B C X son conexos no vacios

tal que AN B # (), entonces AU B es conezo.

R — X
—Y

R

Figura 2.3: X UY C R? es conexo.

Ejemplo: Tomemos el espacio (R, T) donde T es la topologia usual, veamos que
Q € R no es conexo.

Demostracion: Sea U = {:z:E]R\a:<\/§}ﬁ QyV = {a:elR]a:>\/§}ﬂ Q.
Notemos que U (0, V #0, UNV =0 y Q = UUV, notemos que U y V son abiertos
en @ pues {x eER|z< \/5} y {x eER|z< \/5} son abiertos en R y al intersectar

con Q heredan esta propiedad.
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Por lo tanto @ no es conexo.

Lema 2.4 Todo intervalo cerrado de R es conexo.

Primero veremos que el intervalo [0,1] es conexo.

Demostracion:

Supongamos que [0, 1] no es conexo, entonces existen U, V abiertos no vacios de
0,1] tales que UUV = [0,1] y UNV = 0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 € U.

Sea s = sup{z € [0,1] | [0,z) C U}.

Como U es abierto, entonces existe € > 0 tal que [0,¢) C U, asi se cumple que
{x €10,1] | [0,z) C U} # 0.

Si s # 1, entonces tenemos dos casos:

1. Sis € U, como U es abierto existe € > 0 tal que (s —¢e,s+¢) C U, por lo tanto

[0,s+¢) € U, lo cual es una contradiccion.

2. Sis ¢ U, entonces s € V' y como V es abierto existe & > 0 tal que (s—90,s) C V,

lo cual no puede suceder.

Por lo tanto s =1y V = (.
Por lo tanto [0, 1] es conexo.
En general, dados a,b € R tales que [a,b] C R un intervalo cualquiera, hacemos
f:0,1] — [a,b] una funcién dada por f(t) = (b—a)t+a. Como [0, 1] es conexo, f es
una funcién continua y suprayectiva, entonces por el Teorema 2.1.1, [a, b] es conexo.
Observacion: Si el intervalo es de la forma [a, b), entonces [a,b) = |, [a,b— L].

n
nelN

Notemos que Vn € N, [a, b— ﬂ son conexos tales que ) [a, b— ﬂ D {a} # 0.
nelN
Por lo tanto [a,b) es conexo.

Analogamente (a, b] es conexo.
Si el intervalo es de la forma [a, 00), notemos que [a,0) = J [a, b+n] son conexos
nelN

con interseccion [a, b], entonces [a, 00) es conexo.

Analogamente [—o0, b) es conexo.
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Definicion 2.20 Si (X,1) es un espacio topoldgico y B C X, decimos que C' es una
componente conexa de B si dado C' conexo, C' C B y C'NC # (), entonces C' C C.

Definicién 2.21 Sea (X,t) un espacio topoldgico, decimos que X es conexo por

trayectorias si para cualesquiera dos puntos x,y € X, existe una funcion continua

f:00,1] = X tal que f(0) =z y f(1) =vy.

Ejemplo 1: En (R,7) para z,y € R tales que z < y, la funcion f : [0,1] - R
definida por f(t) = (1 — t)z + ty, es una funcién continua por lo visto en el ejemplo
2 de la definicion 1.13, que cumple f(0) =z y f(1) = y con lo que R es conexo por
trayectorias.

Ejemplo 2: En (R,T), dadas las bolas con centro en 1 y -1 de radio 1 hacemos
X = B(-1,1) U B(1,1) C R, Figura 2.4 entonces no es conexo por trayectorias,

puesto que 0 ¢ X.

3 .
X, X
2 1
1
\ X
—_ >
—3 R 23
/_,1” ,

-2 1
_3 1

Figura 2.4: X = B(—1,1) U B(1,1).
Definiciéon 2.22 Sea (X,t) un espacio topoldgico, decimos que X es localmente co-
nexo en x, si para toda vecindad U de x, existe V- C U abierto, conexo yx € V.

Ejemplo: R con su topologia usual es locamente conexo.

Demostracion:
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Sean x € R y U, una vecindad de x, entonces existe A € T un intervalo abierto
tal que x € A C U,, como los intervalos son conexos se cumple que R es localmente

conexo.

Definiciéon 2.23 Sean (X,t) un espacio topoldgico. Una cubierta S de X es una

familia {Sa}aca con A una familia de indices y donde cada S, C X cumple que
U S.=X.
acA

Ademds, diremos que S es una cubierta abierta de X si cada S, es un subconjunto

abierto de X.

Ejemplo 1: En R con su topologia usual, {B,},en con B, = B(n,1) es una
cubierta de R.
Dado que B, = (n—1,n+1) C R.

Sea z € R.

1. Siz =n € N, entonces z € B,.

2. Six ¢ N, por la propiedad arquimediana existe n € IN tal que n < = < n + 1;

entonces x € B,,.

Por lo tanto { B, },ew es una cubierta de R.

11
n’n

Ejemplo 2: Veamos que { B, },en, con B, = B ( ) N[0, 1], no es una cubierta
de [0, 1] con la topologia que hereda de R.

Claramente B,, C [0,1].

Sea z € [0,1].

Si x > 0, entonces z € (0,1] = B; = B(1,1) N[0, 1].

Si x = 0, supongamos que existe By tal que x € B, = B (%,%
tendriamos que x € (O, %)

Por lo tanto { B, },en no es una cubierta de [0, 1].

Definicion 2.24 Sea (X,T) un espacio topoldgico. Una cubierta T = {Ts}sep es

subcubierta de otra cubierta S = {Sa}aca si para cada ( existe un o tal que Ty = S,,.
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Definiciéon 2.25 Decimos que un espacio topoldgico (X ,t) es Lindelof si cada cu-

bierta abierta tiene una subcubierta numerable.

Definicion 2.26 Una familia {F;};c; de conjuntos tiene la propiedad de la intersec-
cion finita (pif), si cada subfamilia finita y no vacia de {F;}icr tiene interseccion no

vacia.

Definiciéon 2.27 Sea (X,T) un espacio topoldgico, decimos que X es compacto si

para cualquier cubierta abierta de X existe una subcubierta finita.

Proposicion 2.2 Sea (X,T) un espacio topoldgico si X es compacto entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:
1. X es compacto.

2. Si {F;}icr es una familia de subconjuntos cerrados en X con la pif, entonces

iel
Demostracion:
Primero veamos que 1 implica 2.
Sean X un espacio compacto y {F;}icr una familia de subconjuntos cerrados de
X con la pif. Si () F; = 0, entonces X = |J X\F; con lo que {X\F;}ic; es una
cubierta abierta dzg IX . En consecuencia existleeff C IN, J finito tal que {X\F,}ics es

una cubierta abierta de X.

Ast X = |J X\F, = X\ N F}, entonces [ F; =0
icJ icJ icJ
Por lo tanto () F; # 0.
iel
Veamos que 2 implica 1.

Si X no es compacto, existe {C;};c; una cubierta abierta que no tiene subcubierta

finita, {X\C;}icr es una familia de subconjuntos cerrados en X con la pif, luego

X =UC;=X\(NX\C) asi N X\C; =10
icl iel icl
Por lo tanto X es compacto.

Definiciéon 2.28 Sea (X,t) un espacio topoldgico, decimos que X es primero nume-

rable si cada punto del espacio tiene una base numerable de vecindades.
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Ejemplo: El espacio R con su topologia usual T es primero numerable.

Demostracion:

Dado = € R, proponemos 3 = {B, CR | B, = B (3:, %) ,n € QT} como base
numerable de vecindades de x.

Donde Q" ={q€ Q| q>0}.

Es claro que |J B, =R

neQt

Sean B, B,, €  con x € B, N B,,.

Sea [ € QT tal que [ > n,m. Entonces B (x,%) CcB (a:, %) , B (x, %) y por lo
tanto B (ZL‘, %) CcB (:L‘, %) NB (x, %)

Asit B= B (z,1) € R cumple que z € B C B, N By,

Por lo tanto 3 es una base numerable de vecindades de .

Definicion 2.29 Sea (X,T) un espacio topoldgico, decimos que X es segundo nume-

rable st T tiene una base numerable.

Ejemplo: (R, T) con T la topologia usual, es segundo numerable.
Proponemos como base 3 = {B(q, %) con g € Qyn € N} como base numerable.
Por el ejemplo anterior V¢ € @ se tiene que 3 es base numerable.

Por lo tanto (3 es numerable.

Definiciéon 2.30 Sea (X,t) un espacio topoldgico, decimos que X es separable si

existe A C X, donde A es denso numerable.

Ejemplo 1: El espacio R es separable.

Demostracion:

Proponemos el conjunto @ como denso numerable de R.

Veamos que Q es denso, es decir, Ce(Q) = R.

Dada x € R.

Sea U(z) una vecindad de z. Entonces existen a,b € R tales que a < by (a,b) C

U(z) pues los intervalos son una base de la topologia usual de R.

1. Como b—a > 0, tomamos ﬁ > (. Por la propiedad arquimediana existe n € IN

1 1
tal que n > — ie. b—a> ..
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2. Dado que n € IN hacemos {%}neﬂ\l' Entonces 5= € (a,b) € U(z).

Entonces existe ¢ € Q tal que g € U(x). Asi z € Ce(Q).

Por lo tanto R es separable.

Ejemplo 2: El espacio [0, 1] con la topologfa que hereda de R? es separable.

Demostracion:

Proponemos el conjunto A = {(a,b) C R? | a,b € Q} C R? como denso y
numerable de [0, 1]2.

Sea U (z) una vecindad de = (z1, z2), entonces existe € > 0 tal que B((z1,x3),€) C
U.

Por el ejemplo anterior existen p,q € Q talesque z; < p < x1+eyze < qg<x9+€
por lo que (p,q) € B(z,e) C U. En consecuencia, U N A # ().

Por lo tanto R es separable.

Observacion: Dado X un espacio topologico si contiene una coleccién no numerable

de conjuntos abiertos ajenos dos a dos, entonces X no es separable.

Definicion 2.31 Sea (X ,t) un espacio topoldgico conexo, decimos que p es un punto

de corte si X\{p} tiene al menos dos componentes.

Ejemplo 1: En (R, T) cualquier punto es de corte.

Demostracion:

Sea x € R proponemos las siguiente separacion de R\{z} = U UV, con U =
(—o0,x) y V = (z,00).

Por lo tanto = es un punto de corte.

Definicion 2.32 Sean (X,t) y (Y,P) dos espacios topoldgicos, decimos que una fun-
cion f: X — Y es un homeomorfismo si es una funcion biyectiva, continua y su
inversa es continua. Si existe un homeomorfismo de X en'Y, decimos que X yY son

homeomorfos y lo denotamos como X =Y.

Ejemplo: En (R, T) cualquier intervalo abierto (a,b) es homeomorfo al (0, 1).
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Demostracion:
t _
Proponemos la funciéon f : (a,b) — (0,1) como f(t) = b—a. Veamos que f es
—a

una funcién biyectiva.

Sean t,ty € (a,b) distintos, entonces £=2 2 ©=% con lo que f es inyectiva.
Sea y € (0,1), entonces z = y(b — a) + a cumple que f(z) = f(y(b—a)+a) =
W =y, con lo que f es suprayectiva.

Dado (c,d) C (0, 1) abierto calculamos f~*[(c,d)] = (a + (b — a)c,a + (b — a)d)
que es un intervalo abierto en (a,b).

Por lo tanto f es una funcién continua.

Dado (e, f) C (a,b) abierto calculamos f[(e, f)] = (&2, ’;:“) que es un intervalo
abierto en (0,1). Con lo que f~! es una funcién continua.

Por lo tanto (a,b) = (0, 1).

Ejemplo 2: Anélogamente en (R, T), para a € R los intervalos:

A = {(—00,b), (a,0), (—00,00)} son homeomorfos al (0, 1).

s 4 . T _ sz
Proponemos las funcién f: A — [—Z, Z] como f(t) = arctang(t) es una funcién
biyectiva, continua con inversa continua.

Usando el ejemplo anterior sabemos que (—%, g) es homeomorfo al (0, 1).

2.2. Resultados

En esta seccion trabajaremos con lo introducido en los capitulos anteriores para

tener resultados que usaremos posterioremente,
Definiciéon 2.33 Sea (X,T) un espacio topoldgico:

1. Decimos que X es Ty si para x,z € X, exviste A un abierto, tal que v € A y

z¢Aox ¢ Ayze A

2. Decimos que X es T si para x,z € X, emisten U,V abiertos, tal que v € U,

x ¢V yademds z €V pero z ¢ U.

3. Decimos que X es Ty o Hausdorff si para x,z € X, existen U,V abiertos dis-

guntos, tal que x € U y z € V. Ver Figura 2.4
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4. Decimos que X es T3 si es T y para cualquier cerrado F de X y cualquier

punto x € X\F, existen U,V abiertos ajenos, tales que x € U y FF C V.

5. Decimos que X es Ty si esTy y cada F,G subconjuntos cerrados ajenos, existen

U,V abiertos ajenos, tales que FF C U y G C V. Ver Figura 2.5

Observaciéon: Podemos notar que si X es T4, entonces X es T'3; si X es T3,

entonces X es T'9; si X es T', entonces X es T'1; y si X es T'1, entonces X es T'g.

X

- S - S
v N e N
’ \ 4 N
’ \ 4 \
/ \ / \
1 \ ! \
1 \ 1 \
I ° | I ° |
| x | | Z |

Figura 2.5: Ejemplo de espacio T5.

Teorema 2.5 Un espacio topoldgico es Ty si y solo si los conjuntos con un solo punto

son cerrados.

Demostracion:

Sean X un espacio topologico T} y © € X. Para cada y € X\{z}, existe B,
abierto tal que y € B, y * ¢ B, como cada B, es abierto, B = |J B, es abierto y
B = X\{z}. Asi, {z} es cerrado. e

Ahora si los conjuntos con un punto son cerrados, sean x,y € X distintos como
{z} y {y} son conjuntos cerrados, X\{z} y X\{y} son conjuntos abiertos. Notemos
que z ¢ X\{z} e y € X\{x} pues z # y anadlogamente y ¢ X\{y} vy x € X\{y} con

lo que X es Tj.

Lema 2.6 Sea X un espacio topoldgico compacto. St A C X es cerrado, entonces A

es compacto.
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Demostracion:

Sea {U;}icr una cubierta abierta de A, donde U; = V; N A con V; € T como A es
cerrado X'\ A es abierto. Se cumple que {V;};c; U (X\A) es una cubierta abierta de
X, entonces existe J C I donde {V;};c; U (X\A) es una subcubierta finita de X.

Asi {U;}ies = {V; N A}ics es una subcubierta finita de A.

Por lo tanto A es compacto.
Teorema 2.7 Si X es un espacio topologico Ty y compacto, entonces X es T;.

Demostracion:
Sean F' un subconjunto cerrado y « ¢ F. Como X es Ty, para cada y € F' existen
abiertos disjuntos V,,, W, tales que = € V,,, y € W,,. Los abiertos W, cubren a F', por

n
ser X compacto, existe n € N tal que |J W,, D F' y basta tomar U =V, N...NV,,,
i=1

V = |JW,. Donde U y V son abiertos tales que x € U y F C V que cumplen
=1

Unv =1
Por lo tanto X es T5.

R

R

Figura 2.6: Ejemplo de un espacio T}.

Teorema 2.8 Si X es un espacio topologico Ty y compacto, entonces X es Ty.

Demostracion:
Sean F', GG cerrados disjuntos de X, dado que X es T3 para cada x € F existen

abiertos disjuntos V,, W, de X tales que x € V, y G C W,. Como X es compacto
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existe n € IN tal que U Vi, O F y tomamos U = U Vi, V=W, N...NW,, . Donde
U y V son abiertos tales que FCcUyGcCV que cumplen unv =1.
Por lo tanto X es Tj.

Lema 2.9 Si f : X — Y una funcion biyectiva, entonces los siguientes son equiva-

lentes:
1. f es un homeomorfismo.
2. f es continua y abierta.

3. f es continua y cerrada.

Demostracion:

Probaremos primero que f[X\B] = f[X]\f[B].

Seay € f[X\B], estonos dice que f~(y) € X\Bsiysolosi f*(y) € X y f~(y) ¢
Bsiysolosiye f[X]ey ¢ fIB]. Asi y € f[X]\f[B].

1) —2)

Sea f : X — Y un homeomorfismo, entonces f es continua. Sea A € Tx como
™'Y — X es continua se cumple que (f~')7'[A] = f[4] € Ty, i.e. f manda
abiertos en abiertos.

Por lo tanto f es una funciéon abierta.

2) — 3)

Sea f: X — Y continua y abierta. Si B es cerrado, X\B € Ty, asi f[X\B] € Ty.

Notemos que como f[X\B] € Ty, entonces f[X]\f[B] =Y\ f[B] € Ty con lo que
f[B] es un conjunto cerrado.

Por lo tanto f es una funciéon cerrada.

3) — 1)

Si f es continua y cerrada, sea A € Ty, asi X\ A es un cerrado de X, con lo que
fIX\A] = Y\ f[A] es un cerrado en Y, entonces f[A] € Ty.

Por lo tanto f~! es una funcién continua.

Por lo tanto f es un homeomorfismo.
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Lema 2.10 Sea (X, T) un espacio topoldgico. St X es un espacio Hausdorff, entonces

dado A C X compacto se tiene que A es cerrado.

Demostracion:

Sea A C X compacto.

Caso 1:

Si A = X, entonces X\A =0 € tx con lo que A es cerrado.

Caso 2:

Si A# X, seay € X\A, como X es Hausdorff para cada = € A, existen U, y V,,
abiertos de X tales que y € V,, y « € U, donde U, NV, = 0.

Notemos que A C J U,, como A es compacto existen zy,Zs,...,z, € Ayn €N
€A

talesque AC | U,, =U.
i=1

Consideremos V' = [ V., que es abierto pues cada V, es abierto. Por otra parte

=1
n

U, NV =U,, 0 (N Vi) = ﬂ(%szxl):w
=1

=1

Por lo tanto VN U = 0 lo que implica VN A =10
Asi VC X\AyV € 1entonces X\A es abierto.

Por lo tanto A es cerrado.

Teorema 2.11 Sea X un espacio topoldgico sequndo numerable. Entonces X es se-

parable.

Demostracion:

Sea {B,}n,en una base numerable de T, tomamos k, € B, un punto cualquiera
para cada B, tal que n € IN. Proponemos K = {k,, | k, € B,} que es numerable.

Veremos que K es denso.

Sea x € X, entonces para cada A € T tal que z € A, como { B, },en es una base,
entonces existe By € {B,}nen tal que By C A con lo que existe kg € By C A, en
consecuencia A N K # ().

Asi, K es denso en X y por lo tanto X es separable.

Observacion: De aqui se deduce que si X no es separable, entonces X no es segundo

numerable.
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Lema 2.12 Sean (X, 1) y (Y,®) dos espacios topoldgicos, de tal forma que X es

compacto y f: X — Y es una funcion continua, entonces f[X] es compacto.

Demostracion:

Sea {U, };¢; una cubierta abierta de f[X]. Como f es una funcion continua, f~1(U;)
es un abierto de X.

Si x € X, entonces existe U, C f[X] tal que f(z) € Up. Asi, z € f~1(Uy),
entonces J f1(Ui) = X, con lo que {f~(U;)}ies es una cubierta abierta de X, en
consecueriila existe J C I tal que {f~'(U;)}ics es una subcubierta finita de X.

Afirmamos que {U;};c; es una subcubierta finita de f[X].

Sea y € f[X], entonces existe x € X tal que f(x) = y, asi existe Uy € {U;}ics
donde x € f~1(Uy), entonces y € U.

Por lo tanto f[X] es compacto.

Teorema 2.13 Sean (X,T) y (Y,®) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una

funcion continua, se cumple:

1. Si X es compacto, Y es Hausdorff y f es biyectiva, entonces f es un homeo-

morfismo.

2. Si X es separable y [ es suprayectiva, entonces f[X] es separable.
Demostracion:

1. Sea A un cerrado de X. Como X es compacto, A es compacto y dado que f es
una funciéon continua, f[A] es compacto en Y. Ademaés, como Y es Hausdorff
por el Lema 2.2.6, f[A] es cerrado y en consecuencia f es cerrada y por el Lema

2.2.5, f es un homeomorfismo.

2. Sea Q C X un denso numerable. Entonces f(Q)) es numerable.
Afirmamos que Ce(f(Q)) =Y, i.e. f(Q)esdensoenY. Sea V € 1y, V £ 0.

Entonces f~!(V) € Tx y se cumple que f~1(V) N Q # 0 puesto que @ es denso
en X. Por lo que V N f(Q) # 0, y por lo tanto Y es separable.
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Teorema 2.14 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Si X es conexo por trayectorias,

entonces X es conexo.

Demostracion:

Supongamos que X es disconexo, entonces existen U,V abiertos de X no vacios
talesque UNV =0y UUV = X.

Si tomamos = € U,y € V, entonces 3 f : [0,1] — X una funcién continua tal
que f(0) = xy f(1) = y. Como Img(f) es conexa, si A = Img(f) como x €
UNA,ye VNA, entonces (UNA)U(VUA)= A es una separacion de A, ya que
(ANU)N(ANV) =0 1lo que contradice la conexidad de A.

Por lo tanto X es conexo.
Teorema 2.15 St Y es un espacio topoldgico numerable, entonces Y es Lindeldf.

Desmotracion:

Sean y € Y y {Sa}aca una cubierta abierta de Y, entonces se cumple que 3.5,
tal que y € S,.

Asi para cada y definimos T, = S,, tal que y € S, es claro que {T},},cy es una
subcubierta numerable de {S,}aca.

Por lo tanto Y es Lindelof.



Capitulo 3

Espacios ordenados

3.1. Topologia del orden

En este capitulo abordaremos el tema central de esta tesis “Espacios topologicos

ordenados”, asi como resultados generales de los mismos.

Definiciéon 3.1 Dado (Y, <) un conjunto ordenado y a,b € Y, distintos tales que

a < b definimos los intervalos como: (a,b) = {x €Y | a < x < b}.

Decimos que Y tiene primer elemento « y tdltimo elemento 3 si @ < & < 3 para
todox €Y.

Si Y tiene primer elemento «, el intervalo [, ) ={z €Y |a <z <}

Si Y tiene ultimo elemento §, el intervalo (a, ] ={z €Y |a <z < B}.

Denotaremos como espacio ordenado a un conjunto ordenado al que le asociamos

una topologia.

Lema 3.1 Sea (Y,<) un espacio ordenado. Entonces el conjunto de intervalos es

base para una topologia en Y .

Demostracion:

SiY = (), se cumple por vacuidad.

33
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SiY # (), sea x € Y, entonces existen a,b € Y tales que a < x, v < b, de este
modo z esté en los intervalos (a, b), [a,b), (a, b] dependiendo de ser el primer o tltimo
elemento. En consecuencia Y = |J(a;,b;) donde cada i € I depende de cada .

Si U,V son intervalos de X, Zeenltonces U=(a,b)yV =(cd).

SiUNV #0, entonces UNV = (z,y), x <y, con z,y € {a,b,c,d}.

Por lo tanto los intervalos abiertos forman una base.

Definicion 3.2 Sea (Y ,t) un espacio topoldgico ordenado, llamaremos topologia del

orden a la topologia en X que tiene como una base a la familia de intervalos abiertos.

Definicion 3.3 Sea (Y ,t) un espacio topoldgico ordenado, decimos que el orden es
denso en si mismo si dados a,b € Y tales que a < b, existe ¢ € Y que cumple
a<c<b.

Observacion: Y no es denso en si mismo si existen u,v € Y tales que u < v y st

u<z<wv, entonces z=1u 0z =".
Lema 3.2 51 Y es un espacio finito ordenado, entonces Y es discreto.

Desmostracion:

Sea b € Y tal que b no es primero ni dltimo elemento de Y entonces existen
a,c € Y tal que a < b < c.Por ser Y finito podemos suponer también que no hay
elementos de Y entre a y b ni entre b y ¢ y como Y tiene la topologia del orden
entonces (a,c) € T. Asi (a,c¢) = {b} € 7. Si b es primero o ultimo elemento de Y,
hacemos [b, c) = {b} € T 0 (a,b] = {b} € T respectivamente.

Por lo tanto Y es discreto.
Teorema 3.3 Si Y un espacio topologico ordenado, entonces Y es T1.

Demostracion:
Sea Y un espacio topolégico ordenado; a,b € Y con a < b. Tomemos e, f € Y
tales que e < a y b < f, asi definimos a los abiertos U = (e,b) y V = (a, f).

Si a es el primer elemento de Y, tomamos b < f, asi definimos los abiertos U =

[avb) yV = (a,f).
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Si b es el ultimo elemento de Y, tomamos e < a, asi definimos los abiertos U =
(e,0) y V = (a,b].

Finalmente, si a es el primer elemento de Y y b es el dltimo elemento de Y.
Definimos U = [a,b) y V = (a, b].

Asi en todos los casos a e U, beV, a¢ VybéeU.

Por lo tanto Y es T'.

Teorema 3.4 Si Y un espacio topoldgico ordenado, entonces Y es T’.

Demostracion:

Sean C cerrado y p € Y\C.

Veamos que existen un intervalo abierto V en Y\C'y U un abierto tales que p € V,
C C U e U y V tienen interseccion vacia.

Counsideremos 4 casos:

1. Si existen r,s € Y tales que a < r < p < s < b, hacemos U ={y € Y | y <
r}U{y €Y |y > s}, entonces C C U donde U es abierto y U N (r,s) = (.

2. Si existe s tal que p < s < b, pero no existe r tal que a < r < p, hacemos
U={yeY|ly<plU{yeY |y>s}, pe(a,s), entonces C C U donde U es
abierto y U N (a,s) = 0.

3. Si existe r tal que a < r < p. Pero no existe s tal que p < s < b es anélogo al

anterior.
4. Sino existen r, s tales que a <r <pyp<s <besanilogoa 2y 3.

En cada caso existen dos abiertos, ajenos U y V talquepe V y C CU.
Por lo tanto Y es T'5.

Y es Ty ya que los conjuntos con un solo punto son cerrados y el espacio Y es T's.

Teorema 3.5 Si (Y,T) es un espacio topoldgico ordenado y J CY es conexo, enton-

ces J es un intervalo.
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Demostracion:

Sea J C Y tal que J es conexo y no es un singular.

Sean u,v € J tales que existe k € Y\J donde u < k < v. Proponemos U = {y €
Y iy<klyV={yeY]|y>k} Como (UNJ)U(VNJ)esuna separacion de J,
entonces J es disconexo. Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto J es conexo.

Por lo tanto J es un intervalo.

Teorema 3.6 Sea (Y ,t) un espacio topoldgico ordenado. Si todo subconjunto de Y

tiene supremo e infimo, entonces Y es compacto.

Demostracion:

Sea {U,};c; una cubierta abierta de Y.

Definimos m = min(y € V), M = maz(y € Y)y A= {a € Y | [m,a) se puede
cubrir con un nimero finito de U; }. Como {U, };cs es una cubierta abierta de Y, existe
Uy tal que m € Uy,.

Como Uy, es abierto, existe b € Y tal que [m,b) C Uy asi b € A.

Por lo tanto A # ()

Sea s = sup(A) suponemos que s < M.

Caso 1:

Si s € A, existe J C NN finito tal que [m,s) C |J U;. Como {U,}icr es una
cubierta abierta de Y, existe U, con s € U,. Por lo tantci,eéxiste (t1,t2) C Y tales que
s € (t1,t2) C Uy, entonces [m,s) U (t1,t2) = [m,t2) C O U; UU,.

Entonces t5 € A, lo cual es una contradiccion pues/ft:o1 que s = sup(A).

Caso 2:

Si s ¢ A, existe Uy € {U;}ier tal que s € Uy, como Uy, es un abierto, entonces

existe f < s tal que (f,s) C Uy, asi [m, f)U[f,s) C |J U;|JUy y se tiene que s € A,
i=1

n

pero supusimos que s ¢ A, por lo que s = M. En consecuencia, Y C |J U;, por lo
i=1
tanto Y es compacto.

Teorema 3.7 Sea Y un espacio finito ordenado con |Y| > 2. Entonces
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1. Y es normal.
2. Y no es conexo.

3. Y es métrico.

Demostracion:

Recordemos que todo espacio finito ordenado es discreto por el Lema 3.2.

1. Sean E,F C Y cerrados ajenos. Por ser Y discreto, tenemos que cualquier

subconjunto finito es abierto, con lo que E, F' son abiertos, entonces Y es normal.
2. Sea A C Y no vacio y distinto de Y. Entonces Y = AU(Y '\ A) es una separacion
de Y.

0Siz=uy,
1 Six #y.

3. Definimos d : Y? — {0,1} como d(x,y) =
Veremos que d es una distancia.

a) Sean x,y € Y tales que x # y, entonces d(z,y) =1 > 0.

b) Sean z,y €Y.
Si z =y, entonces d(x,y) =0 = d(y, z).
Si z # y, entonces d(x,y) =1 = d(y, z).

c) Sean x,y,z € Y.
Si o # z, entonces d(x,z) = 1, asi tenemos que d(z,y) = 1 0 d(y,z) =1
en cualquier caso d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
Si x = z, entonces d(z,z) = 0, por definicion d(z,y) > 0y d(y,z) > 0,
entonces d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Con lo que d es una distancia.

La distancia d genera la topologia discreta en Y. Ya que dado y € Y se cumple que
{y}=Bly.3) et

Entonces Y es métrico.
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Lema 3.8 Sea Y ordenado y no denso en si mismo. Entonces Y es disconezo.

Demostracion:

Sean u,v € Y tales que u < vy (u,v) = 0.

SeaU={yeY |y<viyV={yeY |y>u},esclaroque Y =U UV es una
separacion de Y.

Por lo tanto Y es disconexo.

Aplicando el lema anterior al espacio IN con la topologia que hereda de R, IN es

disconexo.

Definicion 3.4 Sean X,Y espacios topologicos ordenados, decimos que una funcion

f: X — Y preserva el ordensi dados a,b € X tales que a <x b, entonces f(a) <y

f(b).

Teorema 3.9 SiY es un espacio topologico ordenado, numerable y el orden es denso
en st mismo, sin primer ni ultimo elemento, entonces existe f 1Y — @Q una funcion

que preserva el orden.

Demostracion:

Sean {a; | i € N} una numeracion de Y y {¢; | i € N} una numeracion de Q.

Proponemos f : Y — Q de la siguiente manera, f(a;) = ¢;, después tomamos ¢s.

Si g1 < qo (resp. g2 > ¢1) tomamos a;o tal que a; < ap (resp. a; > a;z) donde
io = min(i | ay < a;(resp. a; > a;)) y hacemos f(an) = g2 y 9(q2) = a;2, donde
g=f"!puestoqueg:Q —Y.

Para ag veamos los siguientes casos:

Siaz < a1 < ay tomamos ¢; tal que j es el minimo indice que cumple ¢; < ¢1 < ¢
y hacemos que f(a3) = ¢;. Analogamente si a3 < as < a;.

Respectivamente si a; < as < ag y as < a1 < as.

Siap < az < ay, tomamos ¢; tal que j es el minimo indice que cumple ¢; < g; < @2
y hacemos que f(a3) = ¢;. Analogamente si a; < a3z < a;.

Ahora veamos ¢s.

Caso 1:
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Si g3 = g; en alguno de los casos anteriores, entonces tomamos ¢y.

Si gy < g; cont=1,2, 3, entonces tomamos a, tal que k es el minimo indice que
cumple a; < a; con i = 1,2,3 y hacemos f(ar) = q4. Andlogamente si ¢; < g4 con
1=1,2,3.

Sig. < qq < qsconr,s =123, entonces tomamos a; tal que k£ es el minimo
indice que cumple a, < a < as con f(a,) = ¢,y f(as) = ¢s y hacemos f(ax) = q4.

Caso 2:

Si g3 # ¢; en todos los casos anteriores vemos los siguientes:

Si g3 < g; con i = 1,2, entonces tomamos a, tal que £ es el minimo indice que
cumple a; < a; con i = 1,2 y hacemos f(ar) = ¢3. Andlogamente si ¢; < g3 con
1=1,2.

Si g1 < q3 < qo, entonces tomamos a; tal que k es el minimo indice que cumple
a; < a < ay con ¢ = 1,2 y hacemos f(ay) = ¢3. Anélogamente si ¢» < g3 < ¢i.

Hacemos el n-esimo paso de la construccion:

Para a,, veamos los siguientes casos:

Sia, < a;, i€ {1,2,...,n} tomamos ¢; tal que j es el minimo indice que cumple
¢ < ¢, © € {1,2,...,n} y hacemos que f(a,) = ¢;. Analogamente si ¢; < ¢;, i €
{1,2,...,n}.

Sia; < az < ap,, tomamos g; tal que j es el minimo indice que cumple ¢ < ¢; < ¢,
y hacemos que f(a,) = g;.

Ahora veamos g,,.

Caso 1:

Si ¢, = g; en alguno de los casos anteriores, entonces tomamos gy,1.

Sique1 < ¢q;coni € {1,2,...,n}, entonces tomamos ay, tal que k es el minimo indice
que cumple a; < a; con i € {1,2,....,n} y hacemos f(ay) = ¢n1+1. Andlogamente si
¢ < Gns1 coni € {1,2,....n}.

Caso 2:

Si g, # g; en todos los casos anteriores vemos los siguientes:

Si g, < g coni€ {l1,2, ...,n}, entonces tomamos a;, tal que k es el minimo indice

que cumple ay < a; con i € {1,2,...,n} y hacemos f(ax) = ¢,. Anélogamente si
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¢ < qnconi€ {1,2,...n}.
Siq < g, < qm, entonces tomamos ay tal que k es el minimo indice que cumple
a; < ap < a,, con i € {1,2,...,n} y hacemos f(ax) = ¢y.

Por construccion se cumple que f es una funcion biyectiva que preserva el orden.

Corolario 3.9.1 Sea Y un espacio numerable, ordenado, sin primer ni dltimo ele-
mentos, donde el orden es denso en si mismo. Entonces Y es homeomorfo a Q con

la topologia que Q hereda de R.

Demostracion:

Veamos que si f : Y — @Q es una funciéon que preserva el orden, entonces f es

continua.
Sea V un abierto de @, entonces V' = J (a;, b;). Asi
i€
PV = U b)) = U £ ) = UL ) s 0)) € v

Entonces f es continua.
Anélogamente f~! es continua.
Es claro que si f es definida como en el teorema anterior la funcion es biyectiva.

Por lo tanto f es homeomorfismo entre Y y Q.

Teorema 3.10 SiY es un espacio topoldgico ordenado, sin primer ni ultimo elemen-

to, entonces cualquier z € Y es punto de corte.

Demostracion:

Sea z € Y, entonces Y'\{z} tiene las siguientes componentes U = {y € Y |y < z}
yV={yeY|z<y}

Por lo tanto z es punto de corte.

Observacion: Si Y tiene primer o dltimo elemento, entonces estos no seran puntos

de corte.



Capitulo 4

Cuadrado Lexicografico

4.1. Resultados topologicos

Denotaremos por L al Cuadrado Lexicografico con el orden definido en el
capitulo 1y J" = [0,1]™ con la topologia que hereda de R™.

Para ver que L no es el mismo espacio que J? con la topologia que hereda de R?,
veamos que son espacios no homeomorfos.

Proposicién: Los espacios L y J? no son homeomorfos.

Demostracion:

El conjunto A = {< (2,0),(x,1) >| x € J} C L cumple que sus elementos son
abiertos por definicién y ajenos dos a dos. Ya que dados y, 2z € J distintos, tenemos
que < (v,0), (y,1) >N < (2,0),(2,1) >=0.

Esto demuestra que L no es separable mientras que J? si es separable y como la
separabilidad se preserva bajo homeomorfismos.

Por lo tanto L no es homeomorfo a J?.

Denotamos el limite en L por limp(z,,y,) y para el limite en J? lo denotamos

por lim sz (xmyn)7 donde {(xm yn)}%ozl c J2

Teorema 4.1 Sea {(2,,Yn) tnew una sucesion que converge en J*. Supongamos que

limyax, = ¢ y xy < Tpyy < T (1eSp. T > Tpy1 > x,) para cada n € N, entonces

41
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limp(zn, yn) = (2,0) (resp. limp(xn, yn) = (x,1)).

Demostracion:

Si {x,, fnen es creciente con el orden de J. Entonces dada V' una vecindad de (z, 0)
en L, se cumple que existen & > 0y a,b € J, tales que < (x — §,a), (z,b) >C V
asi, existe ng € IN tal que para toda n > ng, (z,,y,) €< (x — §,a),(x,b) >, lo que
demuestra que limg(z,,y,) = (x,0).

Si {x, }nen es decreciente con el orden de J. Entonces dada V' una vecindad de
(x,1) en L, se cumple que 36 > 0y a,b € J, tales que < (x,a), (x + 5,b) > C V asi,
dng € N tal que para toda n > ng, (Tn,yn) € < (z,a), (r + 8,b) >, lo que demuestra
que limp(z,, yn) = (z,1).

Por lo tanto limy(z,,yn) = (z,0) (resp. limp(x,, y,) = (z,1)).

R

] ——ee e o

0.5 |

‘ ‘ R
0.25 0.5 1

Figura 4.1: Sucesion S = {s, € J? | s, = (1,1) n € N)}.

Teorema 4.2 Si {(x,y,) }new €5 una sucesion que converge a (z,y) en J*, entonces

{(Iuyn)}nelN converge a (.T},y) en L.

Demostracion:

1. Siy ¢ {0,1}. Sea V una vecindad de (z,y) en L. Entonces para alguna ¢ > 0,
< (r,y—¢),(z,y+e)>CV yexiste ng € N tal que si n > ng se cumple que

lyn — y| < e. Por lo tanto (z,y,) € V, si n > ny.
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2. Siy = 0y V una vecindad de (z,0) en L. Entonces para alguna ¢ > 0, <
(2,0), (z,e) >C V y existe ng € IN tal que si n > ng se cumple que y,, < . Por

lo tanto (z,y,) € V, si n > ny.

3. Siy =1y V una vecindad de (x,1) en L. Entonces para alguna ¢ > 0, <
(x,1 —¢),(x,1) >2C V y Ing € N tal que si n > ng se cumple que y,, > 1 —&.

Por lo tanto (z,y,) € V, si n > ny.

Por lo tanto limp(x,, yn)-
Ejemplo: La sucesion {(1,2)} converge a (1,0) en J2 En consecuencia del Teo-

rema anterior (1,1)} converge a (1,0) en L.
Teorema 4.3 FEl cuadrado lexicogrdfico es Ty, Ty y Ts.

Demostracion:

Todo espacio ordenado es 1Y, 15 v T3. Véanse los Teoremas 3.3 y 3.4.
Teorema 4.4 Todo subconjunto del cuadrado lexicografico tiene infimo y supremo.

Demostracion:
Sea A C L distinto del vacio. Veamos que existen el infimo y el supremo de A.

Definimos m; = inf(m(A)).

1. Si ({mq1} x [0,1]) N A = @, proponemos (mq,1) = inf(A). Es claro que (mq, 1)
es una cota inferior de A. Si (a,b) es una cota inferior tal que (m,1) < (a,b),
entonces my < a y existe a; con m; < a; < a tal que a; € m(A) por lo que

(ay,t) € A para alguna t € [0, 1], asi (a,b) no es una cota inferior de A.
Por lo tanto (mq,1) = inf(A).
2. Si ({mi} x [0,1]) N A # 0, tomamos inf(m(({mi} x [0,1]) N A) = my, asi

proponemos (my, mg) = inf(A). Veamos que (my,ms) es una cota inferior de

A. Supongamos que existe otra cota inferior (a,b) tal que (my,m2) < (a,b).

Caso (I)
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Si my < a, entonces existe a;, m; < a; < a tal que a; € 7 (A) por lo que

(ay,t) € A para alguna t € [0, 1], asi (a,b) no es una cota inferior de A.
Caso (II)

Si m; = a, entonces my < b, y asi existe by € [0,1], my < by < b tal que

(my,b1) € A, asi (a,b) no es una cota inferior de A.

Entonces (mq, my) = inf(A).
Definimos s; = sup(m(A)).

1. Si ({s1} x [0,1]) N A = @, proponemos (s1,0) = sup(A). Veamos que (s1,0) es
una cota superior de A. Si (a,b) es una cota superior tal que (a,b) < (s1,0) se
cumple que a < s1, entonces existe a; con a < a; < s; tal que a; € 7r1(A), por

lo que (ai,t) € A para alguna t € [0, 1], asi (a, b) no es una cota superior de A.
Por lo tanto (s1,0) = sup(A).
2. Si ({s1}x[0,1])NA # 0, tomamos sup(ma(({s}x[0,1])NA) = sy; asi proponemos

(s1,52) = sup(A). Veamos que (s1, s3) es una cota superior de A, si (a,b) es una

cota superior tal que (a,b) < (s1, $2) se cumple que:
Caso (I)

Si a < s1, entonces Jay, a < a; < s; tal que a; € m1(A), por lo que (ay,t) € A

para alguna t € [0, 1], asi (a,b) no es una cota superior de A.
Caso (II)

Si a = sy, entonces b < sy y asi by, b < by < sy tal que by € mo(A), por lo que

(s1,b1) € A, asi (a,b) no es una cota superior de A.

Por lo tanto (s1, $2) = sup(A).
Teorema 4.5 Fl cuadrado lexicografico L es compacto.

Demostracion:
Por el Teorema anterior todo subconjunto A de L tiene infimo y supremo. Entonces

por el teorema 3.6, L es compacto.
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R — Inf(A)
L — Sup(A)
0.5 1
QO
< O R
025 05 !

Figura 4.2: Ejemplo de A C L.
Teorema 4.6 FEl cuadrado lexicografico L es Ty.

Desmotracion: Por el Teorema 2.8 puesto que L es T5 y compacto, entonces L es

Ty.

Definicion 4.1 Sea (L, <) el cuadrado lexicogréfico, para ¢ € L definimos el con-

gunto Ic =< (¢,0), (¢, 1) >.
Lema 4.7 Se cumple que I = J.

Sea (c,y) € I, entonces proponemos la funcion f : Ic — J dada por f((c,y)) =
m((¢,9)) 1=y

Veamos que f es inyectiva. Sean f((c,y)) = f((c,w)), entonces y = w.

Por lo tanto f es una funcién inyectiva.

Ahora veamos que f es sobreyectiva. Dada y € J tenemos que f((c,y)) =y.

Por lo tanto f es una funcién sobreyectiva.

La topologia que hereda Is cumple que U € t¢ si U = AN Ig donde A =<
(a,b),(r,s) > es un abierto basico.

Asi tenemos que existen x,y € J tales que.

1. Sia < ¢, entonces U =< (c,0), (c,y) > o U =< (c,0), (c,1) >.

2. Sia=c, entonces U =< (¢, b), (¢, s) >0 U =< (c,b),(c,1) >.
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3. Sia > c, entonces U NI, = 0.

Veamos si f es una funcién continua.

Sea A un abierto bésico de J, calculamos f ~'[A] = U para alguna U de las ya
numeradas, por lo que U es un abierto bésico de I¢.

Por lo tanto f es una funcién continua.

Finalmente veamos si f ~! es una funcién continua.

Sea V' un abierto béasico de I¢, calculamos f[V] = (a,b) o [0,b) o (a,1] que son
abiertos basicos de J.

Asi f~! es una funcién continua.

Entonces f es un homeomorfismo.

Por lo tanto I = J.

Ahora nos centraremos en ver como son los cerrados de L.

Figura 4.3: Propuesta a cerrado K.

Lema 4.8 En el cuadrado lexicogréfico L dado K un cerrado con Int(m(K)) # ()
(interior de K en J), entonces todo p € int(m(K)), cumple que (p,0),(p,1) € K.

Demostracion:

Sea p € int(m (K)).

Supongamos que (p,1) € L\ K, entonces existe U =< (x1,y1), (x2,y2) >C L\K
un intervalo abierto, con (p,1) € U C L\K, asi (p,1) < (x2,y2) con lo que p < x5

como p € Int(m (K)), existe ¢ > 0 tal que (p,p+¢) C m (K).
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Lo que implica que si a € (p,p+¢), existe b € J tal que (a,b) € UNK, contradice
que U C L\K.

Por lo tanto (p,1) € K.

Analogamente si (p,0) € L\K, entonces existe U =< (x1,1y1), (z2,y2) >C L\K
un intervalo abierto, con (p,0) € U C L\K, asi (z1,y1) < (p,0) con lo que x; < p
como p € Int(m(K)), existe € > 0 tal que (p —&,p) C m(K) lo que implica que si
a € (p—e,p) existe b tal que (a,b) e UNK.

Por lo tanto (p,0) € K.

Lema 4.9 Si K es un cerrado del cuadrado lexicogrifico L, entonces m (K) = {z €

J | (z,y) € K para alguna y} es cerrado en J con su topologia usual.

Demostracion:
Por el lema 2.9, la funcién m : K — J es cerrada ya que K es compacto y J es

Hausdorff. Entonces m;[K] es cerrado.

Figura 4.4: Cerrado de K en L.

Teorema 4.10 FEl cuadrado lexicografico L es primero numerable.

Demostracion:

Sea p = (p1,p2) € L.
e Si py ¢ {0,1}, proponemos:
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B={<(p.p2—2),(pr.p2+2) >n({p} x J)|n e N} que es claramente una
base numerable para p.

e Si p, =0y p; # 0 proponemos:

B=A{< (p1 — %, 0) , (pl, %) > n € IN} como base numerable para p.

Veamos que 3 es base para p.

Sea U abierto tal que p € U, entonces existen x, y, u, v tales que p €< (z,y), (u,v) >C
U. SeanE]Ntalquepl—%<xy%<v.

Claramente p €< (p1 — %,0) , (pl, %) >C< (z,y), (u,v) >C U.

eSi py =1y p # 1 proponemos:

B={< (pl, 1— %) , (p1 + %, O) >| n € N} como base numerable para p.

Veamos que (3 es base para p.

Sea U abierto tal que p € U, entonces existen x, y, u, v tales que p €< (x,y), (u,v) >C
U. Seanethalquex<p—%yp+%<u.

Claramente p €< (p1 — 2,1), (p1 + 1,0) >C< (z,y), (u,v) >C U

eSi p=(1,1) proponemos:

B={<(1-2,0),(1,1) >| n € N} como base numerable para p.

eSi p=(0,0) proponemos:

B ={<(0,0),(0,1) >| n € N} como base numerable para p.

Por lo tanto L es primero numerable.

02 04 06 08 1

Figura 4.5: Base local de p en cada caso.
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02 04 06 08 1

Figura 4.6: Conexos en L.

Lema 4.11 Dados C C L y a,b,c,d,e, f € J tenemos que C es conexo si C' =
{(a,0)}, C =< (c,d),(c, f) >, C =< (c¢,d), (e, f) >.

Demostracion:

e Un punto C' = {(a,b)} es conexo por que C' consta de un solo punto.

e Dado C' =< (¢,d), (¢, f) > tenemos el homeomorfismo f : C' — [d, f] dado por
f(e,y) = y implica que como [d, f] es conexo como subespacio de R entonces C' es
conexo.

e Sea C' =< (c,d), (e, f) >. Supongamos que C' no es conexo, entonces existen
U,V abiertos no vacios de C con UUV =C yUNV = (.

Por la segunda estrella. C; =< (¢,d), (¢,1) > es conexo, entonces sin pérdida de
generalidad supongamos que C; C U. Sea A =< (a,b), (u,v) > un abierto bésico de
tal forma que (¢,1) € ACU.

Como ¢ < u. Entonces M = {z € [0,1] |< (¢,d), (z,0) >C U} # 0 y e es una cota
superior de M con lo que tomamos s = sup(z € [0,1] |< (¢,d), (z,0) >C U).

Supongamos que § # e.

e Si (s5,0) € U, entonces (s,1) € U pues < (s,0),(s.1) > es conexo, con lo que
existe € > 0 tal que < (¢, d), (s +¢,0) >C U, lo cual no puede pasar.

e Si (s,0) ¢ U, entonces (s,0) € V y asi e > 0 tal que < (s —¢,0),(s,0) >C V,
con lo que < (¢, d), (x,0) >Z U.
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Por lo tanto s = e.

Por lo tanto < (¢, d), (e, f) > C U, entonces V = ().

Entonces C' es conexo.

Observacion 1: Si (¢,d) = (0,0) y (e, f) = (1,1) tenemos que L es conexo igual-
mente.

Observacion 2: Si L es el cuadrado lexicogréafico, entonces L es localmente conexo

puesto que los intervalos son conexos.
Teorema 4.12 Fl cuadrado lexicografico L es conexo.

Demostracion:

Supongamos que L no es conexo, entonces existen U, V abiertos de L tal que
UuV=LyUnV =10.

Por el Lema 4.11, I es conexo, supongamos que Iy C U. Sea s = sup(z € [0, 1] |<
(0,0),(x,0) =C U).

Como Iy € U, entonces 0 € {z € [0,1] |< (0,0),(x,0) = C U} #0

Veamos los casos si s # 1.

Caso 1: Si (s,0) € U tenemos que (s,1) € U pues [, es conexo, entonces, puesto
que U es abierto, existe € > 0 tal que (s+¢,1) € Uy (s+¢,0) € U lo que contradice
la definicién de supremo.

Caso 2: Si (s,0) ¢ U, entonces (s,0) € V, con lo que [s —e,s] C V. Lo cual es
una contradiccion.

Se concluye que s =1y V =

Por lo tanto L es conexo.

Teorema 4.13 En el cuadrado lexicografico L, dados a,b € J tales que a < b y

x € (0,1) se cumple que C = ((a,x), (b,z)) C L hereda la topologia discreta.

Demostracion:

Sean (c¢,z) € C'y S =< (s,0),(s,1) > que cumple S € Ty (¢, x) € S.

Asi C'N S es un abierto de la topologia que C' que hereda de L, notemos que
cnS=A{(c,2)} € 1c.

Por lo tanto t¢ es la topologia discreta.
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Figura 4.7: Un intervalo C' =< (a,y), (b,y) >

Teorema 4.14 En el cuadrado lexicografico L, los conjuntos C = {(xz,1) e R* | 0 <

x < 1} heredan la topologia del limite inferior o de Sorgenfrey.

Demostracion:

Denotamos por T, a la topologia de Sorgenfrey en C' y por T¢ a la topologia
que C hereda de L. Asi 1, = {< (a,1),(b,1) >0 <a<b<1l}yte={CN<
(c,d), (e, f) >|c,d,e, fe|0,1]}.

Ya que ((a,1),(b,1)) =CnN < (a,d),(b,1) > cond < 1.

Por lo tanto t¢ = 1,

El resultado es analogo para C' = {(2,0) € R* | 0 < z < 1} con ((a,0), (b,0)) =
Cn<(a,0),(b,d) > con d > 0.

Teorema 4.15 FEl cuadrado lexicografico L no es separable.

Demostracion:

Sean x,y € J\{0, 1}, entonces los conjuntos de la forma C, =< (a, ), (a,y) >C L
tienen la topologia discreta, asi A = {C, | a € [0,1]} es un subconjunto de T, con
elementos ajenos dos a dos. Como A es no numerable, entonces no existe ningin
subconjunto denso numerable de L que intersecte a todos los elementos de A.

Por lo tanto L no es separable

Dado que L no es separable, entonces L no es segundo numerable.
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Figura 4.8: Un intervalo B =< (a,x), (b,y) >C L

Teorema 4.16 En cuadrado lexicogréfico L todos los puntos excepto (0,0) y (1,1)

son de corte.

Demostracion:

Sea (z,y) € L.

Los conjuntos L\{(0,0)} =< (0,0),(1,1) >y L\{1,1} =< (0,0),(1,1) > son
conexos, entonces (x,y) € {(0,0),(1,1)} no son puntos de corte.

Sip = (x,y) € L\{(0,0),(1,1)}, entonces los conjuntos U =< (0,0), (x,y) >y
V =< (z,y),(1,1) > son abiertos ajenos de L\{p} cuya union es L\{p}.

Por lo tanto, todos los puntos en L excepto (0,0) y (1,1) son de corte.

Teorema 4.17 El cuadrado lexicografico L no es conexo por trayectorias.

Demostracion:
Sea o : [0,1] — L una funcion continua tal que ¢(0) = (0,0) y o(1) = (1,1).
Afirmamos que o es suprayectiva.
Supongamos que 3 (p1,p2) € L\Img(o), asi Img(c) = (< (0,0), (p1,p2) > NImg(o)) U
(< (p1,p2), (1,1) = NImg(o)), es una disconexion de I'mg(o) lo que contradice que
es conexo ya que es la imagen de un conexo bajo una funciéon continua.

Por lo tanto o es suprayectiva.
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Como J es separable, o es continua y suprayectiva, entonces Img(c) = L es
separable.
Pero ya habiamos demostrado que L no es separable en el comienzo del capitulo.

Por lo tanto L no es conexo por trayectorias.



Capitulo 5

Conclusiones

Considero que las topologias del orden resultan muy accesibles para el estudio
de conceptos generales que son fundamentales en la topologia como los axiomas de
separacion, compacidad, conexidad y numerabilidad, entre otros.

Estos espacios me parecen muy interesantes pues podemos hacer un estudio com-
parativo entre ellos y R con el orden usual <, mostrando sus similitudes o contraejem-
plos. Notamos que en los espacios ordenados es importante el nimero de elementos
para poder hacer una similitud con los intervalos que conocemos como subconjuntos
de Q, R y R

El tema principal de este trabajo es el estudio del cuadrado lexicografico y sus
peculiaridades ya que al ser una topologia del orden es inmediato que muchas de
las propiedades que se cumplen para los espacios ordenados, son heredadas por el
cuadrado lexicografico.

Los abiertos de este espacio tienen caracteristicas unicas como su forma, ya que son
abiertas lineas verticales que llenan todo el cuadrado lexicografico donde los puntos
extremos de los mismos tienen vecindades muy peculiares que se estuadiaron a fondo.

Por otra parte los abiertos que resultan bajo proyecciones en el eje real, son de la
misma forma que los abiertos dados por la topologia del limite inferior.

Mientras que las lineas horizontales (no extremas) heredan la topologia discreta.
Otra peculiaridad de este espacio es la convergencia de sucesiones que hacen diferente

a este espacio de R y R?.

o4
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Un ejemplo concreto es la sucesion (p + %, 0) que converge a (p,0) en R? pero no
converge en el cuadrado lexicografico.
Finalmente, hay mucha diferencia entre los cerrados de R? y los cerrados del

cuadrado lexicografico.
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