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Introduccion

El desarrollo de la teoria de reticulas comenzé con el trabajo de Garret
Birkhoff en la mitad del siglo XX. En una serie de articulos demostré la
importancia de esta teoria y probd que ésta provee un marco de trabajo
unificador para muchas diciplinas matematicas. Birkhoff junto con Valére
Glivenko, Karl Menger, John von Neumann, Oystein Ore y otros, desarro-
llaron suficientemente la teoria de reticulas como para convencer a la comu-
nidad matematica de su importancia. El concepto de reticulas modulares ha
sido de suma importancia en la actualidad, pues ha generalizado y a su vez
probado distintos resultados de la Teoria de Mdédulos y Anillos. Ademés la
Teoria de Reticulas tiene aplicaciones en Légica, Geometria, Algebra, Ané-
lisis Funcional y Teoria de Conjuntos.

La teoria de reticulas estd basada en una relacién de orden (<). Dicha rela-
cién de orden es un orden parcial. Dados dos 6rdenes parciales, una funcién
entre ellos es un morfismo de érdenes si preserva el orden. También recor-
demos que el supremo de un conjunto S (en un orden parcial), si existe, se
denota por \/ S y es la menor de las cotas superiores para S, de forma similar
se define el infimo (A S). Una reticula es un orden parcial donde cualesquiera
dos elementos tienen un supremo y un infimo. En este trabajo trabajaremos
con reticulas acotadas donde hay un elemento mayor (denotado por 1) y un
elemento menor (denotado por 0).

Esta tesina estd basada en el articulo Radicals and socles of lattices de B.
Stenstrom [6], y se divide en tres capitulos. El primer capitulo contiene las
nociones de morfismos entre reticulas, reticulas complementadas, teoria ge-

neral de reticulas compactamente generadas y conjuntos independientes. En



el segundo estudiamos la condiciéon de cadenas ascendentes y descendentes
en reticulas. Estos dos capitulos contienen la teoria necesaria para entender
y poder resolver los problemas expuestos en el articulo, los cuales se tratan

en el capitulo tres.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Morfismos de Reticulas

Definicién 1.1.1 Sean L y M reticulas. Decimos que f : L — M es un
morfismo de reticulas si f(aAb) = f(a) A f(b) y f(aVbd) = f(a)V f(b) para
todo a,b € L. Un morfismo de reticulas que es biyectivo se llama isomorfismo

de reticulas.
Lema 1.1.1 Cada morfismo de reticulas es un morfismo de érdenes.

Demostracion.

Sean L, M reticulas y f : L — M un morfismo de reticulas. Consideremos
a,b € L cona < b. Entonces aAb = a, de aqui f(a) = f(anb) = f(a)Af(b) <
f(b). Por lo tanto f(a) < f(b), es decir, f : L — M es morfismo de érdenes.
[

Definicién 1.1.2 Sean (L,<) y (M,<) dos conjuntos parcialmente orde-
nados. Un isomormisfo de ordenes parciales es una funcion f : L — M

que preserva el orden tal que existe g : M — L que preserva el orden y
fog=1Idny, gof=1dyg.

Lema 1.1.2 Toda funcion inversa de un isomorfismo de reticulas también

es un isomorfismo de reticulas.



Demostracion.

Sean L, M reticulasy f : L — M un isomorfismo de reticulas. Consideremos
f~' : M — L la funcién inversa de f. Para todo u,v € M tenemos que
P Vo) = FUEFN @) VS ©) = G @)Y £ ) = F ) v
f~Y(v). La prueba de que f~Y(u Av) = f~1(u) A f71(v) es similar a la

anterior. W

Teorema 1.1.1 Sean L y M reticulas. Entonces f: L — M es un isomor-

fismo de reticulas si y sélo si es un isomorfismo de ordenes.

Demostracion.

=) Se sigue del Lema 1.1.1

<) Veamos que para todo a,b € L, f(aVb) = f(a) V f(b). Como f es
morfismo de érdenes tenemos que f(a), f(b) < f(aVb). Ahora, consideremos
d € M tal que f(a) <y f(b) <. Como f: L — M es una funcién
biyectiva existe un tnico ¢ € L tal que f~!(¢/) = ¢. Como f~': M — L

también es un isomorfismo de érdenes, tenemos que

FHf@) < ) y fTH0) < fHE)

De aqui podemos concluir que

a=ffa) < fH) =cyb=f1(f) < fH() =¢

por lo que a Vb < ¢. Usando el hecho de que f es un morfismo de érdenes
tenemos que f(a Vv b) < f(c) = . Entonces f(a), f(b) < f(aVb) y tenemos
que f(aVvb) <, por lo que f(a)V f(b) = f(aVDb). La prueba de que
flaAb)= f(a) A f(D) es similar. m

Definicién 1.1.3 Sea L una reticula. L es modular si para todo a,b,c € L
con b < a tenemos que a A (bVec)=bV (aAc).

Teorema 1.1.2 Sean L una reticula modular y a,b € L. Entonces los in-

tervalos [a A'b,a] y [b,a V b] son isomorfos como reticulas.

Demostracion.

Por el Teorema 1.1.1 basta probar que existe un isomorfismo de 6rdenes



entre los intervalos. Para cada x € [a A b, a], definamos ¢(z) = z V b. Como
z < a, tenemos que b <z Vb < aVb, por lo que ¢ esta bien definida.

Para cada y € [b,a V b] consideremos a Ay € L. Como b < y, entonces
aNb<aAy<a,porloqueaAy € [aAb,a]. Comoy < aV b, entonces
y = yA(aVb). Ademds L es modular y b < y, asi que y = yA(aVb) = bV (aAy).
Por lo tanto, dado y € [b,a V b] tenemos que p(a Ay) = (a ANy) V b=y, por
lo que ¢ es suprayectiva.

Consideremos x1,z2 € [a Ab,a]. Como a Ab < x1,x9 tenemos que x1 = x1 V
(aAD) y de forma similar 9 = x2 V (a Ab). Supongamos que p(x1) = p(z2),
entonces x1 Vb = x2 V b. De aqui, a A (1 Vb) = a A (x2 Vb) y como L es
modular y z1,2z9 < a, tenemos que z1 = x1 V (a Ab) = z2 V (a A b) = xa.
Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Finalmente, veamos que ¢ es morfismo de érdenes. Consideremos x1,xs €
[a A b, a] tales que z1 < xa, entonces ¢(x1) = x1 Vb < 22 V b = ¢(x2). Por
otro lado, supongamos que ¢(z1) < ¢(x32). Por lo que hicimos anteriormente,
z1 = aAp(r1) < aAe(ra) = z2, de manera que ¢ es un isomorfismo de

6rdenes. m

1.2. Complementos

Definicién 1.2.1 Sea L una reticula con 0 y 1.

1. Dado a € L, decimos que b € L es un complemento de a si a Nb =10
yaVb=1.

2. Decimos que L es complementada si para todo a € L existe al menos

un elemento a* € L tal que a* es un complemento de a.

Definicion 1.2.2 Sea L una reticula con 0 y 1.

1. Sean [a,b) C L yx € L. Si existey € L tal quex N\y=a yxVy=>b,

entonces y es un complemento de x relativo al intervalo [a,b].

2. L es relativamente complementada si para cada x € L y cada intervalo

[a,b] que lo contenga, x tiene un complemento relativo en [a, b].



Lema 1.2.1 Sean L una reticula modular y a € L un elemento con com-
plemento en L. Si los complementos de a son comparables entonces a tiene

un unico complemento en L.

Demostracion.
Sean ¢, d € L complementos de a y supongamos que ¢ < d. Tenemos, por la
modularidad, que d =dA1=dA(cVa)=cV(dNa)=cV0=c Porlo

tantoc=d. m
Definicién 1.2.3 Sean L una reticula con 0 y 1 y a,b,c € L.

1. Sia<by (a<c<bimplica c=a), diremos que a estd cubierto por
b.

2. 510 esta cubierto por a, diremos que a es un dtomo.

3. Sia estd cubierto por 1, diremos que a es un codtomo (elemento propio

maximo).

Proposicion 1.2.1 Sea L una reticula modular con 0 y 1. Entonces L es

complementada si y sélo si L es relativamente complementada.

Demostracion.

<) Esto es claro pues [0, 1] es un subeintervalo de si mismo.

=) Supongamos que L es complementada. Sean a,b € Ly = € [a,b]. Como L
es complementada existe z* € L tal que xAx* = 0y xVa™ = 1. Consideremos

el elemento (a V 2*) A b. Usando la modularidad de L tenemos que

xA((aVa*)Ab)=(xAb)A(aVa*)=zA(DbA(aVz¥)) =
zA(aVOrz*)=aV(xAbAz"))=aV(x*Nz)=0aV0=a.

Por otro lado,
zV((aVa*)Ab) = (zV(aVz*))Ab = ((zVa)Va*)Ab = (zVa*)Ab=1Ab=b.

Por lo tanto (a V z*) A b es un complemento relativo de x en [a, b]. Por lo

tanto, L es relativamente complementada. m



Lema 1.2.2 Sea L una reticula modular y complementada. Un elemento

a € L es un dtomo st y solo si cada complemento de a es un codtomo.

Demostracion.
Sean a € L y a* un complemento de a, entonces aAa* =0y aVa* = 1. Por

el Teorema 1.1.2, tenemos el siguiente isomorfismo de reticulas
[0,a] =[aAa*,a]l = [a*,aVa*]=[a"1].

Asi, [0, a] tiene el mismo niimero de elementos que [¢*, 1]. Como a es 4tomo
2 =[0,a]| = |[a*, 1]|. Por lo tanto, 1 cubre a a* y a* es un coatomo.

El reciproco es andlogo. m
Definicion 1.2.4 Sea L una reticula con 0 y 1.

1. Sean b,c € L. Decimos que ¢ es un seudocomplemento de b en L si

bAc=0 yc es mdximo con esta propiedad.

2. Una reticula L es seudocomplementada si todo elemento en L tiene al
menos un seudocomplemento y relativamente seudocomplementada si

tiene un seudocomplemento relativo en cada intervalo que lo contenga.

Lema 1.2.3 Sea L una reticula modular con 0 y 1. Entonces cada comple-

mento es un seudocomplemento.

Demostracion.

Sea a € L con complemento b, entonces a Ab =0y aV b= 1. Ahora, sea
bVeLtalqueb<b yaAb =0.EntoncesaVd >aVb=1. Asi, b es un
complemento de a comparable con b. Por el Lema 1.2.1, b’ = b.

Por lo tanto b es un seudocomplemento de a. m

1.3. Reticulas Compactamente Generadas

Definicién 1.3.1 Sea L una reticula. Decimos que {c; : i € I} C L es un
conjunto directo (inverso) si para todo i,j € I, existe k € I con ¢; V¢c; < ¢y,
(ck < ciNcj).



Observacion 1.3.1 Sea L una reticula y S C L una cadena, entonces S es

un conjunto directo e inverso.

Definicion 1.3.2 Sea L una reticula. L es continua superiormente si para

todo conjunto directo {c; :i € I} ya € L, tenemos que a/ \/ ci = \/(a/\ci).
el el
Por otro lado, L es continua inferiormente si para todo conjunto inverso

{ci:ielI} yaeL, tenemos que aV (/\ ¢i) = /\(a\/ci).

i€l i€l
Definicion 1.3.3 Dada una reticula L, decimos que f € L es compacto
(finitamente generado) si siempre que f <\/ S, para algin conjunto directo

S C L, entonces existe x € S de manera que f < x.

Recordemos que una reticula L es completa si cada subconjunto de L tiene

un supremo y un infimo.

Lema 1.3.1 Sean L una reticula completa y D C L no vacio. Si D es un
conjunto directo y F C D es finito y no vacio entonces existe dy € D de tal
que \V F < dy.

Demostracién. (Por induccién sobre el cardinal de F').

Si F' = {a}, claramente \/ F =ay a € D.

Supongamos la afirmacién vilida para todo subconjunto de n elementos. Sea

F C D tal que F = {aj,a,...,an41}. Entonces F' = {a1,...,an} U {ant1};
n

asi, VF = (\/ a;) V apn41. Aplicando la hipétesis de induccién a {ay, ..., an}

i=1
n

tenemos que existe d; € D tal que \/ a; < dy. Como D es un conjunto
i=1
directo, dados dy, an4+1 € D, entonces existe dg € D tal que d; V apy+1 < dp.

Finalmente, por la transitividad del orden, \/ F < dp. m

Proposicion 1.3.1 Sean L una reticula completa y f € L. Entonces f es
compacto si y solo si para todo U C L no vacio con f <\/ U existe F CU
finito tal que f < \/ F.

Demostracion.

=) Sea f € L compacto y U C L no vacio con f <\/U. Consideremos F =



{VF:F CUy F finito }. Veamos que F es un conjunto directo en L. Sean
s,t € F. Entonces s =\/ F1 yt =\ Fs con F1, F5 C U finitos. Consideremos
Fy U Fy que es un subconjunto finito de U. Por propiedades del supremo,
tenemos que V/(F1 U Fy) = (\V F1) V (V F). Por lo tanto \/(F1 U Fy) € Fy
sVt <\V(F1UF,).

Ahora, para cada F C U finito tenemos que \/ F' < \/ U, de manera que
VF < VU. Por otro lado, para cada = € U tenemos que z < \/{z} y
V{z} € F. Entonces por la transitividad del orden = < \/ F para todo
x € U. Concluimos, por propiedades del supremo, que \V U <V F.
Finalmente, como f < \/U < \/ F y f es compacto, existe t' € F tal que
f <t'. Entonces f <\ F con F C U finito.

<) Sea D un conjunto directo en L, y supongamos que para todo U C L con
f < VU existe FF C U finito tal que f < \/ F. Si f <\ D entonces existe
F C D finito tal que f < \/ F. Ahora, por el Lema 1.3.1, existe dy € D con
V F < dy y por la transitividad del orden f < dy. m

Proposicion 1.3.2 Sean L una reticula completa y S C L finito. Si todos

los elementos de S son compactos entonces \/ S es compacto.

Demostracién.

Basta probar la afirmacién para S = {a, b} con a,b compactos (la generali-
zacién se sigue por induccién). Sabemos que \/ S = a V b.

Sea D un conjunto directo tal que a V b < \/ D. Por la transitividad del
orden, a,b < \/ D. Como a y b son compactos existen dy,d; € D tales que
a < dgyb<di. Ahora, como D es un conjunto directo, existe d € D tal
que dg V d; < d. De esta manera, \/ S=aVb<dyVd <d. m

Definicién 1.3.4 Sea L una reticula completa. Decimos que L es compacta

(o finitamente generada) si 1 € L es compacto.

Proposicién 1.3.3 Sean L una reticula compacta y a € L —{1}. Entonces

la subreticula [a, 1] tiene al menos un codtomo.

Demostracién. Consideremos S = [a, 1] — {1}. S es no vacio pues a € S.

Veamos que S tiene un elemento méximo. Sea C' C S una cadena. Probemos



que \/C € S. Para todo ¢ € C tenemos que a < ¢ < 1, por lo tanto
a <V C <1. Afirmamos \/ C < 1. En caso contrario, como C es un conjunto
directo (por ser cadena) y L es compacta, existe ¢y € C tal que 1 < ¢y. Luego
co = 1, pero esto contradice el hecho de que ¢y € S. Por lo tanto \/C' € S'y
por el Lema de Zorn, existe un elemento méximo distinto de 1 en [a, 1], tal

elemento es un coatomo. m

Definicién 1.3.5 Sea L una reticula completa. Decimos que L es compac-
tamente generada (o algebraica) si para todo ¢ € L existe S C L tal que todo

s €S es compactoyc=1VS.

Observacion 1.3.2 Sean L una reticula compactamente generada y a,b €
L. Entonces a < b si y sélo si para cada ¢ € L compacto tal que ¢ < a se

tiene que ¢ < b.

Teorema 1.3.1 Toda reticula compactamente generada es continua supe-

riormente.

Demostracion.
Sean L una reticula compactemente generada, a € L' y D C L un conjunto
directo. Veamos que a A ( \/ d) = \/ (and).

deD deD
Consideremos a A d con d € D. Claramente d < \/ d. Se sigue que a A d <
deD
a A ( \/ d). De esto se concluye que \/ (and) <an( \/ d). Para probar
deD deD deD

la otra desigualdad usaremos la Observacién 1.3.2. Sea ¢ € L compacto tal

que ¢ < a A ( \/ d). Por definicién tenemos que ¢ < ay ¢ < \/ d. Como

deD deD
D es un conjunto directo y ¢ es un elemento compacto en L existe dy € D

con ¢ < dy. Se sigue que c < a Ady < \/ (a A d). Por la Observacion 1.3.2,
deD
a/\(\/ d) < \/ (and). m
deD deD

Lema 1.3.2 Sean L una reticula compactamente generada y a,b € L tales
que a < b. Entonces k € [a,b] es compacto en la subreticula [a,b] siy solo

st existe ¢ € L compacto tal que k =aVc yaVc<b.



Demostracion.
=) Sea k € [a,b] compacto. Como L es una reticula compactamente gene-

rada, existe una familia de elementos compactos {¢; };cs tales que k = \/ .
el
Claramente, k = aVk =aV (\/ ¢i) = \/(a V¢i), con a V¢ € [a,b] pues
iel iel
¢i < k < b. Por ser k compacto en [a,b], la Proposicién 1.3.1 implica que

existe J C I finito tal que k = \/(a\/ ¢)=aV (\/ ¢i) =aVc<b, donde
ieJ ieJ
c= (\/ ¢;) es compacto en L por la Proposicién 1.3.2.
ieJ
<) Sean ¢ € L compacto y X C [a,b] con aV e <\ X. Entonces ¢ <\ X.
Como ¢ es compacto existe F' C X finito con ¢ < \/ F, ademas F' C [a,b].

Por lo tanto, a V¢ <\/ F' y entonces a V ¢ es compacto en [a,b]. ®

Lema 1.3.3 Sean L una reticula completa y continua superiormente y a €
L. Los elementos compactos en la subreticula [0,a] son exactamente los ele-

mentos compactos de L que pertenecen a [0, al.

Demostracion.
=) Si ¢ € [0,a] es compacto en L entonces es claramente compacto en [0, a].
<) Sean ¢ € [0,a] compacto en [0,a] y D un conjunto directo en L con

c < \/ d. Como ¢ € [0,a] tenemos que c =aAc<aA \/ d < \/ (aNd),
deD deD deD
por ser L continua superiormente. Ahora, ¢ < \/ (aAnd), donde {and:de
deD
D} es un conjunto directo en [0, a], de manera que existe dy € D tal que
c < aAdy<dy. Porlo tanto ¢ es compactoen L. m

Proposicion 1.3.4 Sean L una reticula compactamente generada y a € L.

Entonces [0,a] es también compactamente generada.

Demostracion.

Se sigue del T'eorema 1.3.1 y del Lema 1.3.3. m
Proposicion 1.3.5 Sean L una reticula completa y a € L.

1. Si c es compacto en L, entonces ¢V a es compacto en [a,1].

10



2. Si L es una reticula compacta, entonces [a, 1] también es una reticula

compacta.

3. Si L es una reticula compactamente generada, entonces la subrecticula
[a, 1] es compactamente generada.
Demostracion.
1. Sea ¢ € L compacto. Supongamos que ¢V a < \/ a; con {a; :i €1} C
i€l
[a, 1]. Por transitividad ¢ < \/ a;, luego existe F' C [ finito de manera
i€l
quec< \/aiy
iEF
cVa< (\/ a;)Va< \/(ai\/a) < \/ a;.
i€F i€F icF

2. Se sigue de 1) tomando ¢ = 1 pues L es compacta.

3. Si L es compactamente generada y = € |[a, 1], entonces = = \/ Ci,
el
donde ¢; es compacto en L para todo ¢ € I. Entonces x = a Vx =

aV (\/ ¢i) = \/(a V ¢;). Por 1), cada a V ¢; es un elemento compacto
i€l i€l
en [a,1].

1.4. Conjuntos Independientes

En esta seccién, L es una reticula modular.

Definicién 1.4.1 Un subconjunto finito S C L — {0} es independiente si
a(V(S—{a})) =0 para cada a € S. Un subconjunto arbitrario de L — {0}

es independiente si todos sus subconjuntos finitos son independientes.

Proposicién 1.4.1 Sean L una reticula y {a;}ier un subconjunto indepen-
diente finito. Si [ = F UK, donde F N K = (), entonces

(V ap) A\ ax) =0.

fer keK

11



Demostracion.

Supongamos que I = {1,..n}, F = {1,..,p} vy K = {p+1,..,n}. La

demostracién es por induccién sobre p.

Si p = 1 entonces por definiciéon de conjunto independiente, la afirmacién

se cumple. Supongamos la afirmacién valida para p — 1. Sea b = (\p/ a;) A
n P =

( \/ ar). Tenemos que a, < \/ a;, por lo que, usando la modularidad,

k=p+1 i=1

obtenemos
apVb = apV((\/ a)A(\/ ar)) = (\/ a)A(apv \ ar) = (\/ a) AC an).
i=1 p+1 i=1 k=p+1 i=1 k=p
Por lo tanto,
p—1 p—1 P n p—1 n
(V ai) A (ap V) = (\ ai) A\ ai) A (N ar) = (\ @) A\ aw).
i=1 i=1 i=1 k=p i=1 k=p

Usando la hipétesis de induccién concluimos que

p—1

(\/ a;) A (ap vV b) = 0.

Por otro lado,

p—1 p—1 n
(Va)vo=(\a)v((Va)r(\ a)=
1=1 i=1 i=1 k=p+1
p p—1 n p
(Va)n(Va)v(V a))=(a) A\ a) <\ a
=1 i=1 k=p+1 =1 t#p t#p

Concluimos que

p—1
ap/\((\/ a;) V'b) §ap/\(\/ a;) =0.
i=1 t#p

Ahora, usando la modularidad tenemos que

12



- P p—1
\/ )V b)A \/ a;) \/ a;.
i=1 =1 =1

p—1
Con esto tenemos que b < a, A ( \/ a;) = 0, por la independencia. Asi, b = 0.
- i=1
Proposicién 1.4.2 Sean L una reticula y A C L — {0} independiente. Si

a € L—{0} cumple que para cualquier conjunto finito X C A, aA( \/ x) =0
zeX
entonces el conjunto AU {a} es independiente.

Demostracién.
Sea B C AU {a} finito. Si B C A no hay nada que probar pues A es
independiente. Supongamos que B = A'U{a} con A’ C A finito. Terminamos

si vemos que para cualquier a* € A’ a* A (a V ( \/ x)) = 0. Esto se
zeA'—{a*}
sigue de la modularidad de L y las siguientes igualdades:

(Vonr V ova=(C \V 2)ver(Vb)=

be A/ z€A'—{a*} z€A'—{a*} be A’
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( \/ ) V0= \/ x.

zeA'—{a*} z€A'—{a*}

De lo anterior se sigue que

aAav( \/ a)=@r(\))A@v( \ 2)=

zeA'—{a*} be A’ z€A’—{a*}

a*/\((\/b)/\(a\/( \/ x))) =a" A( \/ x) =0,

be A’ z€A —{a*} z€A —{a*}

pues A’ C Ay A es independiente. m

Definicién 1.4.2 Una reticula completa L se llama semiatéomica si 1 es el

supremo de los dtomos de L.

Teorema 1.4.1 Si L es una reticula modular, continua superiormente y

semiatomica entonces es complementada.

Demostracion.

Sea a € L — {1}. Como L es semiatémica, existe s € L &tomo tal que
a Ns = 0. En caso contrario, a A s = s para todo dtomo en L y asi s < a,
con lo que a = 1. Sea {s; }ier el conjunto de todos los 4tomos en L. Conside-
remos el conjunto A = {J C I : {s;}ics es independiente y a A (\/ si) = 0}.
Este conjunto esta parcialmente ordenado por la inclusién. Aderféé, A esno
vacio por lo dicho anteriormente.

Sea {Ji }rex una cadena en A. Entonces cada {s;}icj, es un conjunto inde-

pendiente de dtomos y a/( \/ si) = 0 para cada k € K. Sea by, = \/ s;. Co-
i€Jy i€k

mo {Ji }rek es un cadena, dados I, m € K, tenemos que J; C Jp, 0 Jp, C Jj.

Luego by < by, 0 by, < by, por lo que {bi}rex es un cadena. Entonces, como

L es continua superiormente, se sigue que a A ( \/ br) = \/ (a ANbg) =0.
keK k€K
Por otro lado, sea F' C U {si}ic, finito. Como F' es finito y {Jx}rer es

keK
una cadena existe kg € K tal que F' C {s;}ic ko Ademas como {s;}ic i

es independiente, F' es independiente. Por lo tanto, U {si}icJ, es indepen-

keK
diente.
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Ahora, como V U {sitieq, = \/ bi, por el Lema de Zorn, existe una fa-
keK keK
milia independiente maxima de &tomos {s;}ics con la propiedad de que

a (\/ si) = 0.
i€
Sea ¢ = \/ s;. Veamos que a V ¢ = 1. Como L es semiatémica, basta probar
ieJ
que a V ¢ es mayor o igual a todo 4tomo en L. Supongamos lo contrario, en-

tonces existe t € L dtomo tal que ¢ £ aVe. Luego tA(aVe) =0y aplicando
la modularidad, tenemos que aA(cVt) < (aVe)A(eVE) =cV((aVe)At) = c.
Entonces (tVe¢) Aa < cAa=0.Por otro lado, t A\c < tA(cVa)=0.Porla
Proposicion 1.4.2, {t} U {s;}ics es independiente. Con estas observaciones

se contradice la maximidad de J. m
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Capitulo 2

Reticulas Noetherianas y

Artinianas

En este capitulo todas las reticulas seran completas y modulares.

2.1. Propiedades Elementales

Definicién 2.1.1 Una reticula L es artiniana (respectivamente noetheria-
na) si satisface la condicion de cadena descendente (ascendente) sobre sus

elementos.

Lema 2.1.1 Sea L una reticula. Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:
1. L es artiniana (noetheriana).

2. Todo A C L y A+# 0 tiene un subconjunto finito F tal que NA = \F
(respectivamente, \| A=\ F).

Demostracion.
1) = 2) Sea A C L con A # (). Consideremos U = {A\ F : F C A, F finito}.
Veamos que por ser L artiniana U tiene un elemento minimo.

Supongamos lo contrario. Como A # () existe F; C A finito tal que A F} no
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es minimo en U. Luego existe Fy C A finito tal que A Fy < A F1. Repitiendo

nuestro argumento podemos construir recursivamente la sucesién
NFL 2 NF 2 .. 2 NFy = ..

donde cada F; es finito. Pero dicha sucesion no se estaciona, por lo que L
no seria artiniana. Por lo tanto existe Fy C A tal que A Fy es minimo en U.
Como Fy C A tenemos que A\ Fyp > A A.

Sea a € A, tenemos que (A Fo) Aa = A(FoU{a}) = A Fo por la minimalidad
de A Fy. Por lo tanto, A Fy = A A.

2) = 1) Consideremos una sucesiéon no creciente a; > ag > ... > a, > ... de

elementos en L. Por hipotesis existe N € N tal que

N
/\an: /\an:aN
n=1

neN
De aqui concluimos que ay = a, para todo n > N. Por lo tanto, L es
artiniana.

La prueba para L noetheriana es dual. m

Lema 2.1.2 Si L una reticula noetheriana (artiniana) entonces L tiene

codtomos (dtomos).

Demostracion.

Sea L una reticula noetheriana y consideremos S = {z € L : z < 1}. Cla-
ramente S # (). Supongamos que S no tiene elementos maximos. Entonces
dado a1 < 1 existe as € L tal que a1 < ag < 1. De forma recursiva podemos

construir la sucesion
a < ag < ..<ap<..<l1

la cual no se estaciona, hecho que contradice que L sea una reticula noethe-
riana. Entonces existen elementos maximos en S y esos elementos son coato-
mos en L.

La prueba de existencia de &tomos en reticulas artinianas es andloga. m

Proposicion 2.1.1 Sean L una reticula y a € L. Entonces L es artinia-
na (noetheriana) si y solo si [0,a] y [a,1] son artinianas (respectivamente,

noetherianas).
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Demostracion.

=) Si L es artiniana (noetheriana) entonces claramente cada subreticula de
L es artiniana (noetheriana).

<) Sea {a;}ieN una sucesién no creciente de elementos en L.
Consideremos la sucesién {a; A a};en. Tenemos que 0 < a; A a < a para
todo ¢ € N. Por lo tanto, {a; A a}ieny C [0,a]. Como [0,a] es una reticula
artiniana y la sucesién es no creciente, tenemos que existe I; € N tal que
a;, \a = ap A a para todo n > [;.

Por otro lado, consideremos la sucesion {a;Va};cn. Tenemos que a < a;Va <
1 para todo i € N. Concluimos que {a; V a}ien C [a,1]. Como [a, 1] es una
reticula artiniana y la sucesién es no creciente, tenemos que existe ls € N
tal que a;, V a = ay, V a para todo n > [.

Sea N = maxz{l1,l2}. Sabemos que las sucesiones {a; A a}tien ¥ {a; V a}ien
se estacionan paran > N. Seanb=ayANa=any1 Na=..yc=anyVa=
an+1 Va = .. Entonces b < aytr < ay < ¢y usando la modularidad de
L tenemos que ani+r = a4 Vb =anyi V (ay ANa) =an A (aVayig) =
any A (aVay)=any ANc=apn. Asi, ayyr = ay para todo k € N.

El caso en el que L es noetheriana es dual. m

Proposicion 2.1.2 Sea L una reticula. Todo elemento a € L es compacto

sty sélo si la reticula es noetheriana.

Demostracién.
=) Supongamos que todo elemento en L es compacto y sea a; < ag < ...
una sucesion no decreciente en L. Sea A = {a, : n € N} y tomemos ¢ =

VA= \/ an. Como ¢ < \/ an y ¢ es compacto existe F' C A finito tal que

neN neN
¢ <V F. Como F es finito y subconjunto de una cadena existe ay € F tal

que VV F' = ay. Entonces \/ a, = ¢ < ap, de donde ay = a, para todo

neN
n > N.

«<)Seace Ly #U C Ltal que c < \/U. Por el Lema 2.1.1 existe Fy C U
finito tal que \/ Fy = VV U. Entonces ¢ <V Fp, por lo tanto ¢ es compacto.
]

Corolario 2.1.1 Toda reticula noetheriana es compactamente generada.

18



Demostracion.

Es directo a partir de la Proposicion 2.1.2. m
Corolario 2.1.2 Toda reticula noetheriana es continua superiormente.

Demostracion.

Se sigue del Corolario 2.1.1 y del Teorema 1.3.1. m

2.2. Series de Composicién

Definicion 2.2.1 Dos intervalos A y B son similares si existen elementos
a,b € L tales que {A,B} = {[a A b,a],[b,a V b]} (como dos conjuntos de
reticulas; es decir, uno de los intervalos tiene la forma [a A b,a] y el otro
tiene la forma [b,a\Vb]) y son proyectivos si existe una coleccion de intervalos

A=1Iy14,....I, = B tales que I_1 e I, son similares para todo 1 < k <mn.
Definicion 2.2.2 Sean L una reticula y a,b € L. Dos sucesiones
a=ay<a1 <..<a,=0=b (2.1)

a:bofblﬁ...gbn:b (2.2)

son equivalentes si m = n y existe una permutacion o € S, tal que los

intervalos [a;—1,ai] Y [bs(iy—1,bs()] son proyectivos.

Observacién 2.2.1 Sea L una reticula modular. Todo par de intervalos

similares y todo par de intervalos proyectivos son isomorfos.

Demostracion.

~

Por el Teorema 1.1.2, la modularidad implica [a A b,a] = [b,a V b]. =

Definicion 2.2.3 Una sucesion es refinamiento de otra sucesion si se ob-

tiene insertando nuevos elementos.

Teorema 2.2.1 FEn una reticula modular cualesquiera dos sucesiones entre

los mismos dos elementos tienen refinamientos equivalentes.
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Demostracion.

Para dos sucesiones a =ag < a1 < ...<apm=bya=by<b <..<b, =0,
denotamos por a;; = (a;\bj)Vbj_1y bj; = (bjAa;)Va;—1 dondei € {1,...,m},
j € {1,....,n} respectivamente. Usando la modularidad de L tenemos que
a;j = (a; V bj_1) ANbj, bj; = (bj V ai—1) A a;. Denotemos por z = a; Ab; y
y = a;—1;; asi, zVy = (a; Abj) V ((@i—1 ANbj) Vbj_1) = (a; ANbj) Vbj_1 = ajj,
Ay = (a; Abj) A(ai—1 Vbj—1). Entonces [ai—1j,ai] = [y, zVyly [t Ay, z] =
[(a; Abj) A (ai—1 V bj—1),a; A bj].

De forma analoga, si denotamos por 2’ = bjAa; y ¥’ = b;j_1;, invirtiendo ¢ con
j, obtenemos [z’ Ay, x'] = [(a; A bj) A (ai—1 V bj—1),a; ANbj] y [V, 2" VY] =
[bj—1i,bji]. De aqui se sigue que los intervalos [bj_1i,bji] ¥ [ai—15,ai;] son

proyectivos pues
bj—15,05] = [, &' V] = [ ANy 2] =[x Ay, 2] = [y, 2V y] = [ai—1j, ais).

Entonces, de las sucesiones (2.1) y (2.2) obtenemos las sucesiones
a=ap <app <ayjp <an <...<apmr<ap <. <ap, =0 (2.3)

a=>byp1 <by1 <b11 <bo1 <. <bpy b2 < oS by =0 (2.4)

pero by; = (bn\/ai_l)/\ai = (b\/ai_l)/\ai =bAa; =a;y Umj = (am\/bj_l)/\
bj = (bVbj_1)Abj = bAb;j = b;. Por lo tanto, (2.4) es un refinamiento de (2.1)
y (2.3) es un refinamiento de (2.2). Ademas, (2.3) y (2.4) son equivalentes
(usando la identidad). m

Definicion 2.2.4 Una sucesion entre dos elementos a y b es llamada serie

de composicion si
a=ap< a1 <..<ap,=2>b

no tiene refinamientos (es decir, [agx_1,ar] = {ak—1,ar} para todo 1 < k <

n). Al nimero n se le conoce como la longitud de la serie de la composicion.

Corolario 2.2.1 (Jordan-Hoélder) En una reticula modular, cualesquiera

dos series de composicion entre los mismos dos elementos son equivalentes.
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Por el Teorema 2.2.1, en una reticula modular L toda serie de composiciéon
entre a y b, elementos de L, tiene la misma longitud; asi podemos denotar

su longitud por [[a, b].

Definicién 2.2.5 Sea L una reticula acotada. Denotaremos por (L) al]0, 1]

y diremos que L es de longitud finita (si existe una cadena finita entre 0 y

1).

Teorema 2.2.2 Una reticula modular tiene longitud finita si y sélo si es

artiniana y noetheriana.

Demostracion.

=) Sea 0 =ap < aj < ... < a, = 1 una serie de composicién en L. Entonces,
la subreticula [a;—1,a;] = {a;—1,a;} para cada i € {1,2,...,n}, por lo tanto
cada uno de estos intervalos es artiniano y noetheriano.

Aplicando la Proposiciéon 2.1.1, como [0, a1] y [a1, az] son noetherianas (ar-
tinianas) tenemos que [0, az] es noetheriana (artiniana). Tomando [0, az] y
[a2, ag] y usando nuevamente el Teorema 2.1.1, tenemos que [0, a3 es noethe-
riana (artiniana). Aplicando este argumento n— 2 veces més, concluimos que
L =0, 1] es noetheriana y artiniana.

<) Como L es noetheriana, existe a; € L codtomo. Consideremos {x € L :
x < a;ya # x}. Como L es noetheriana, el conjunto anterior tiene un
elemento méximo as. De manera recursiva, podemos construir la sucesién
decreciente ... < a, < ... < as < a1 < ag = 1. Como L es artiniana la suce-
sion es finita. Supongamos que su ultimo término es a,,. Si a,, # 0 entonces
{x € L:x < anyx# ay} tiene un elemento maximo a1 < @, lo
cual contradice la minimalidad de a,,, por lo que a,, = 0. Por construccién,
[@i—1,a;] = {ai—1,a;} para cada k € {1,...,m}. Entonces L tiene una serie

de composicién. m
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Capitulo 3

Zoclos y Radicales de

Reticulas

En este capitulo L es acotada y completa.
Definicién 3.0.1 Sea L una reticula.

1. L es atomicamente generada si todo elemento de L es supremo de

dtomos.

2. L es localmente atomica st para todo a < 1 existe un elemento que

cubre a a.

3.1. Zoclo y elementos esenciales

En esta seccion supondremos que L es una reticula modular y compac-
tamente generada.
Sea K un subconjunto de L tal quesia € K, b < ay b es compacto, entonces
be K.

Definicion 3.1.1 Un elemento a € L se llama K -esencial si a A\ c # 0 para
todo ¢ # 0 en K. El K-zoclo de L es el supremo de todos los dtomos en K,

y se denota por zock (L).
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Proposicion 3.1.1 El conjunto de todos los elementos K -esenciales es un
filtro en L. (Es decir,

1. Sia <bya es K-esencial entonces b es K-esencial.

2. Sia,b son K-esenciales entonces a ANb es K-esencial).

Demostracion.

Sean a un elemento K-esencial y b € L tal que a < b. Consideremos ¢ € K
distinto de cero, entonces 0 < aAc<bAc;asi, bAc#0.

Sean a, c elementos K-esenciales y d € K distinto de cero, entonces aAd # 0.
Luego, como L es compactamente generada, existe e € K compacto distinto

de cero tal que e < a A d. Entonces
(aNc)Nd=cAN(aNd)>cNe#0

pues c es K-esencial. Por lo tanto, a A ¢ es K-esencial. m

Proposiciéon 3.1.2 zock (L) < b para todo elemento K -esencial b.

Demostracién.
Sean @ un atomo en K y b un elemento K-esencial. Como b es K-esencial,
bAa#0.Pero0<bAa<ayaesatomo; asi, a = b A a, con lo que a < b.

Concluimos que zockx (L) <b. m

Proposiciéon 3.1.3 Sizockx (L) < a, entonces a es el infimo de un conjunto

de elementos K -esenciales.

Demostracion.

Sea e el infimo de todos los elementos K-esenciales mayores o iguales a a. Si
a < e, como L es compactamente generada, existe b € L compacto tal que
b<eybZa.

Sea A={ce L:a<cb%c}, que es no vacio pues a € A. Consideremos C
una cadena no vacia en A. Claramente a < \/ C. Si ocurriera que b < \/C
entonces, como b es compacto, existe ¢ € C tal que b < c. Peroc € C C A,
lo cual es una contradiccién. Por el Lema de Zorn, existe m € A méaximo.

Veamos que m es K-esencial.
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Supongamos que existe d € K, con d # 0 tal que m A d = 0. Para todo
elemento compacto d; < d, por la propiedad de K, tenemos que d; € K vy,
por la maximidad de m, b < m V d; (pues m A d; = 0y por tanto d; £ m).
Por hipétesis, zockx (L) < ay zock(L)ANd < aANd < mAd=0; es decir,
la reticula [0, d] no tiene dtomos ya que todos ellos serian elementos de K.
Como la reticula L es compactamente generada, si denotamos por {d;};cs el

conjunto de todos los elementos compactos en [0, d], tenemos que /\ d; #0

el
cubriria a 0; en otras palabras, seria un dtomo en [0, d], por lo que /\ d; = 0.

el
Observemos que m < /\(m Vd;) < mVd, pues d; < d para todo i € I.

el
Usando la modularidad, tenemos que

Amvd)=(N\mVvd))Amvd)=mV((/\(mVd))Ad)=
iel iel iel
mV (A\((mVvd)nd)=mV (\(dV(mnd))=mV(/\d),
icl icl icl
pues m A d = 0. Con esta igualdad podemos concluir que b < /\(m Vd;) =
el
mV (/\ d;) = mV 0 =m, lo cual no es posible pues m € A. Por lo tanto, m
i€l
es K-esencial.
Entonces, por lo dicho en el primer parrafo, tenemos que b < e < m, lo que

contradice que m € A. Luego, a =e. m

Teorema 3.1.1 El K-zoclo de L es el infimo de todos los elementos K-

esenciales de L.

Demostracion.

Segtin la Proposicién 3.1.3, zock (L) es el infimo de todos los elementos
K-esenciales de L mayores o iguales al zock (L). Pero segtn la Proposicién
3.1.2, éstos son todos los elementos K-esenciales de L. m

3.2. Radicales y elementos pequenos

Definicién 3.2.1 Sea L una reticula completa.
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1. a € L se llama pequeno(superfluo) si aV ¢ # 1 para todo ¢ € L — {1}.
Denotamos por S(L) al conjunto de todos los elementos pequenos de

L.

2. El radical de L es el infimo de todos los odtomos en L, y éste se denota
por rad(L).

Proposicion 3.2.1 El conjunto de todos los elementos pequerios en L es

un ideal.

Demostracién.

Sea I ={x € L:x es pequeno }. Seanx € I, y <z y z € L tal que z # 1.
Entonces y Vz <z V z <1, por lo que y € I.

Por otro lado, consideremos z1,29 € I 'y z € L—{1}, entonces z2Vz =c # 1
pues z3 es pequeno. Tenemos que (x1Vaa)Vz=x1V(xaVz)=21Vec#1

pues ¢ # 1 y x1 es pequeno. Por lo tanto, I es ideal. m
Proposicién 3.2.2 Sia es pequenio, entonces a < rad(L).

Demostracion.
Sea ¢ # 1 un elemento méximo en L. Entonces a V ¢ € {¢,1} y como a es
pequeno, a V ¢ # 1. Tenemos entonces que ¢ = a V ¢. Asi, a < ¢ para todo

¢ € L maximo. Por lo tanto, a < rad(L). m
Proposicién 3.2.3 Si a es compacto y a < rad(L), entonces a es pequerio.

Demostracién.

Supongamos que a no es pequeno. Entonces existe b # 1 tal que bV a =
1. Claramente a ¢ b. Veamos que podemos escoger b méximo con esta
propiedad.

Sea A={ce€L:aVc=1ya<£c}, queesno vacio pues b € A. Sea C C A
una cadena no vacia en A. Sea ¢ € C, entonces ¢ < \/C y por lo tanto,
aVVC>aVec=1;asi,avVyC=1.

Supongamos que a < \/C. Como a es un elemento compacto, existe un
elemento ¢ € C tal que a < ¢, lo cual es una contradiccién pues C C A.

Por lo tanto, a ¢ \/ C. Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximo
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d € A. Ademés, d es maximo en L, pues si ¢ € L es tal que d < ¢, como
d es méaximo en A tenemos que a < ¢. Entonces 1 = a V d = ¢, por lo que
¢ = 1. De aqui, tenemos que a < rad(L) < d, lo que contradice el hecho de

quea<d m

Teorema 3.2.1 Si L es compactamente generada, entonces su radical es el

supremo de todos los elementos pequerios de L.

Demostracion.

Por la Proposicion 3.2.2, \/ S(L) < rad(L). Supongamos que \/ S(L) <
rad(L). Como L es compactamente generada, existe un elemento compacto
a€Ltalquea < VS(L)ya<rad(L). Por la Proposiciéon 3.2.3, dicho a
deberia ser pequetio y por tanto a < \/ S(L), lo cual es una contradiccion.

]
Proposicién 3.2.4 1. Para todo a € L, radfa,1] > a V rad(L).
2. Sia <rad(L), entonces rad[a, 1] = rad(L).
3. Si 1 es compacto, entonces rad(L) es pequerio en L.
Demostracion.

1. Si a € L, entonces rad[a, 1] > a. Ademés,

rad(L) = N{c € L : c es maximo en L} < A{c € L: ¢ es maximo en L
y a < ¢} =radfa,1].

Por lo tanto, rad[a,1] > a V rad(L).

2. Si a < rad(L) entonces a < ¢ para todo ¢ € L méaximo distinto de 1.
Asi, rad[a, 1] = rad(L).

3. Sea a € L tal que rad(L) V a = 1. Por 1), rad[a,1] = 1. Veamos que
esto es posible sélo cuando a = 1. Supongamos que a < 1.
Sea A={zx € L:a<uz <1}, quees no vacio pues a € A. Sea C C A
una cadena no vacfa. Como C # () existe ¢ € C, entonces a < ¢ < \/ C.

Supongamos que \/ C' = 1. Como el 1 es compacto, existe ¢ € C tal
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que ¢ = 1, lo cual no es posible. Asi, \/ C < 1. Por el Lema de Zorn,
existe un elemento méximo en A, que es maximo en L.

Asi, si a # 1, el intervalo [a, 1] tiene un elemento méximo distinto de
1 y la tnica forma de que rad[a, 1] = 1 es que a = 1. Luego, rad(L) es

pequeno.
|
Proposicién 3.2.5 Si L es modular y a € L, entonces rad[0, a] < rad(L).

Demostracién.

Sea ¢ € L un elemento méximo. Si a < ¢, entonces rad[0,a] < ¢. Si a £ c,
entonces a A ¢ es maximo en [0, a] pues, por el Teorema 1.1.2, tenemos que
[a A c,a]l = [e,aVc] = [c1]. Asi, rad[0,a] < a A ¢ < ¢. Concluimos que
rad[0,a] <rad(L). m

Definicién 3.2.2 Sea a € L. Sib € L es un complemento de a, se escribe

a®b=1 y se dice que a y b son sumandos directos.

Proposicién 3.2.6 Si L es modular y a®b = 1, entonces rad(L) = rad[0, a]®
rad|0, b].

Demostracién.

Por la Proposicion 3.2.5, tenemos que rad|0, a]Vrad[0,b] < rad(L). Ademads,
rad[0,a] A rad[0,b0] < aAb=0.

Sea ¢ un elemento méximo en [0, a], como a y b son complementarios b £ c.

Por el Teorema 1.1.2 y la modularidad, tenemos que
[c,a] =[cV (aAb),a] =[aA(cVb),a] Z[cVb (cVb)Va]=][cVb,1].

Por lo tanto, ¢ V b es mdximo en L.
Sea {c;}tier el conjunto de los elementos maximos en [0,a]. Veamos que

/\(cl- Vb) = (/\ ¢i) V b. Tenemos que b < /\(cZ Vb) <1=aVb. Usando la
iel i€l iel
modularidad, se sigue que

A(eivb) = (avb) A (N VD) =bV(an (VD)) =
i€l el i€l
bV(Nan®Ve)=bVv(AVbra)) =bv (A a),

iel el icl
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pues a @ b = 1. Concluimos que rad[0,a] Vb = (/\ ¢i)Vb= /\(cZ vV b) >
iel iel
rad(L), pues ¢; V b es maximo en L para todo ¢ € I. De forma similar,

rad|0,b] V a > rad(L).

Finalmente, utilizando la modularidad, tenemos que

rad(L) < (rad[0,a] V b) A (rad[0,b] V a) = rad]0,a] V (b A (rad]0,b] V a)) =
rad[0,a] V (rad]0,b] V (a A b)) = rad[0,a] V rad|0, b].

Proposicion 3.2.7 Si L es continua superiormente, modular y atomica-

mente generada, entonces rad(L) = 0.

Demostracion.

Por el Teorema 1.4.1, L es complementada. Supongamos que rad(L) # 0.
Sea {s;}ics un conjunto independiente maximo de Atomos contenido en
[0,rad(L)]. La prueba de la existencia de este conjunto es andloga a lo hecho

en el Teorema 1.4.1. Afirmamos que ¢ = \/ si = rad(L). Si ¢ < rad(L),
entonces existe un dtomo ¢t < rad(L) tal zleuJe t £ c AsitAc= 0y por
la Proposicion 1.4.2, {s;}ic; U {t} es independiente y estd contenido en
[0,7ad(L)], lo cual es una contradiccién.

Sea t; el complemento de s; para cada i € J. Por el Lema 1.2.2, t; es un
elemento méximo. Ahora, 1 = t; V's; < t; V rad(L). Entonces rad(L) % t;

para todo i € J, lo que es una contradiccién. m

3.3. Reticulas con Radical Cero

Proposicion 3.3.1 Sea L una reticula noetheriana y localmente atéomica.

Entonces L es de longitud finita.

Demostracién.
Por el Teorema 2.2.2, basta probar que L es artiniana.
Sea A= {a € L:[0,a] es artiniana} que es no vacia pues 0 € A. Como L es

noetheriana, existe un elemento a € L maximo en A. Ademaés, a > 0 pues
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L localmente atémica, implica que existe un dtomo c y la reticula [0,c] es
artiniana. Supongamos que a < 1. Como L es localmente atémica, existe un
elemento b que cubre a a. Afirmamos que [0,b] es una reticula artiniana.

Hagamos primero dos observaciones:

1. Sicgbyc;{aentoncesagc\/ayc\/agb. Como b cubre a a
tenemos que ¢V a = b (pues si ¢V a = a implica a < ¢, lo cual es

imposible).

2. Sid <cyd £ a,porl), tenemos que ¢’ Va = b. Aplicando el T'eorema
1.1.2, tenemos que [aAc,aNc] = [(aNe) AN ane] Z [, dV(ane)] =
[, c] pues, por la modularidad, ¢ V (aAc) =cA(aV)=cAb=c.

Por el isomorfismo anterior, concluimos que a A ¢ < a A c.

Sea {cp}neny una sucesion decreciente en [0,b]. Si existe N € N tal que
ey < a entonces para todo m > N, tenemos que ¢, < a. Como [0, a] es
artiniana existe Ny > N tal que ¢, = cn, para todo m > Nj.

Supongamos que para todo n € N, ¢, £ a y que la sucesién no se estaciona;
es decir, para cada c¢,, € {cn}nen existe na > ny tal que ¢, < ¢,,. Sin
perdida de generalidad, podemos suponer que la sucesién {c, },cn satisface
que cp+1 < ¢ para todo n € N.

Por las observaciones 1) y 2), la sucesion {c, A alnen es estrictamente de-
creciente en [0,a] e infinita, lo cual contradice que [0,a] sea una reticula
artiniana. Asi, [0,b] es artiniana, lo que contradice la minimalidad de a. Por

lo tanto, a = 1 y L es artiniana. m

Teorema 3.3.1 Sean L una reticula modular y a € L. Entonces las siguien-

tes condiciones son equivalentes:

1. i) [0,a] es atémicamente generada y de longitud finita.

i7) [0,a] es complementada en L.

2. 4) aArad(L) = 0.

i7) [0,a] es artiniana.
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3. i) aArad(L) = 0.
i7) [0,a] es localmente atomica.

iii) [0, a] es noetheriana.

4. 1) aArad(L) =0.
i1) [0, a] es noetheriana.

iii) Sib e L ya £ b, entonces existe un dtomo u < a tal que bAu = 0.

5. 1) aArad(L) =0.
i7) [0,a] es noetheriana.

iii) Para todo b < a existe un elemento ¢ minimo tal que bV ¢ = 1.

Demostracién.

1) = 4) Sea b € L el complemento de a. Por la Proposicién 3.2.6, tenemos
que rad(L) = rad|0, a] ® rad[0, b].

Ademas, como [0, a] es de longitud finita, por el T'eorema 2.2.2, es noethe-
riana y, por el Corolario 2.1.2, [0, a] es una reticula continua superiormen-
te. Como [0, a] es continua superiormente y atémicamente generada, por la
Proposiciéon 3.2.7, concluimos que rad[0,a] = 0. Finalmente, a A rad(L) =
a Arad]0,b] <aAb=0.

Sea b € L tal que a £ b. Como [0,a] es atémicamente generada entonces

a= \/ ¢;, donde ¢; es atomo para todo i € J. Entonces existe j € J tal que
i€J
¢j £byciAb=0, pues ¢; Ab < ¢jy como c¢j es dtomo, ¢; Ab € {0,¢j} pero

Cjﬁb.

4) = 3) Resta probar que [0, a] es localmente atémica.
Sea b € [0,a] tal que 0 < b < a. Por 4iii), como a £ b existe un dtomo u < a
tal que b A u = 0. Por el Teorema 1.1.2, tenemos que [0,u] = [b A u,u] =

[b,bV u]. Como u es atomo, |[b,bV u]| = 2, por lo que bV u cubre a b.

3) = 2) Como [0, a] es noetheriana y localmente atémica, por la Proposicién

3.3.1, es artiniana.

2) = 1) Supongamos que a no tiene complemento en L. Sea A = {c €
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[0,a] : ¢ no es complementado}. Como [0,a] es artiniana y A # (), existe
b € A un elemento minimo. Observemos que b # 0 pues 0 es complementado

y por 2i), tenemos que b A rad(L) = 0. Entonces b A (/\ m;) = 0, donde
{m;}ier denota el conjunto de todos los elementos mé;ierilos en L. Luego,
existe m € {m;};csr tal que bV m = 1, pues si bV m; = m; para todo i € [
entonces b < m; para todo i € I y asi b < rad(L), lo cual es una contradic-
cién pues b # 0. Se sigue que b Am < b pues si b = b A m, entonces b < m
ym =mV b= 1. Por la minimalidad de b, tenemos que b A m tiene un
complemento ¢ € L.

Sea d = ¢ A m. Veamos que d es un complemento de b. Tenemos que
bAd =bA(cAm) = (bAm)Ac= 0. Por otro lado, aplicando la modularidad,
tenemos (bAm)Vd=0bAmM)V(cAm)=mA((bAm)Ve)=mAl=m.
Finalmente, 1 = bV m =bV ((b Am)V d) = bV d. Por lo tanto, b es com-
plementado, lo que es una contradiccién. Asi, a es complementado.

Si a’ < a entonces o satisface las condiciones de 2), por lo que a’ tiene un
complemento en L. Aplicando la Proposicién 1.2.1, podemos concluir que
la reticula [0, a] es complementada, y por la misma proposicién, tenemos que
[0, d’] es complementada para todo a’ < a.

Supongamos ahora que existe a’ < a tal que @’ no es el supremo de todos
los 4tomos contenidos en [0,a’]. Sea u = \/{c € [0,d'] : ¢ es 4&tomo}. Enton-
ces u < d, luego existe v € [0,d'] tal que u Vv = d y uAv = 0. Como
[0,v] es artiniana, existe un dtomo ¢ < v; pero ¢ < u pues ¢ € [0,4d'], lo
cual es una contradiccién ya que ¢ # 0. Por lo tanto, para todo o’ < a,
a'=\V{ce0,d]:cesdtomo} y [0,a] es localmente atémica.

Por el Teorema 2.2.2, nos resta probar que [0, a] es noetheriana.

Sea A={ce€ L:c<ay [calesnoetheriana}. Por el Lema 2.1.2 y el Lema
1.2.2, A # (0 pues [0, a] tiene codtomos por ser artiniana y complementada.
Como A C [0,a] es no vacio y [0, a] es artiniana, existe b € A minimo. Afir-
mamos que b = 0.

Supongamos que b # 0. Como [0,b] C [0, al, la subreticula [0, b] es artiniana,
modular y complementada; asi, existe m € [0,b] maximo (codtomo). Por

construccién b cubre a m. Consideremos la subreticula [m,a] C [0, a]. Como
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las subreticulas [m,b] y [b,a] son noetherianas, por la Proposicién 2.2.1,
[m,a] es noetheriana, lo que contradice la minimalidad de b en A. Por lo

tanto, b = 0 y [0, a] es noetheriana.

1) = 5) La prueba de que a A rad(L) = 0 es indéntica a la que se hizo
en 1) = 2). Como [0, a] es de longitud finita, por el T'eorema 2.2.2, [0, a] es
noetheriana.

Sea b < a, como [0, a] es complementada en L, existe ¢ € L tal que bV e =1
vy b A c = 0. Veamos que ¢ es minimo con la propiedad de que bV c = 1.
Sea b € L tal que b/ < ¢y bV b = 1. Entonces, por la modularidad,
V=bVv0o=bV(cAb)=cA{l Vb)) =cA1l=c. Porlo tanto, b =c

5) = 1) Probemos primero que [0, a] es complementada en L. Sean b < a y
¢ € L minimo tal que bV ¢ = 1. Veamos que b A c es un elemento pequeno en
[0, c]. Sea d < ¢ tal que (bAc)Vd = ¢, entonces 1 = bVe = bV ((bAc)Vd) = bvd
y d = ¢ por la minimalidad de ¢. Asi, b A ¢ es pequeno en [0, ¢|]. Entonces,
por la Proposicion 3.2.5, bAc < a Arad[0,c] < aArad(L) = 0.

Por lo tanto, [0,a] es complementada en L y como ademés es noetheriana,
para concluir nos resta probar que [0, a] es artiniana (pues tendriamos las
hipétesis de 2) y ya probamos 2) = 1)).

Sea A ={c€0,a]:0< cy|0,c| es artiniana}. Por el Lema 2.1.2 y el Lema
1.2.2, A # ) pues [0, a] tiene dtomos por ser noetheriana y complementada.
Como A C [0,a] es no vacio y [0, a] es noetheriana, existe b € A maximo.
Afirmamos que b = a.

Supongamos que b # a. Como [b, a] C [0, a], la subreticula [b, a] es noetheria-
na, modular y complementada; asi existe ¢ € [b, a] &tomo. Por construccién
¢ cubre a b. Entonces las subreticulas [0,0] y [b, ] son artinianas y por la
Proposicion 2.2.1, tenemos que [0, ¢] es artiniana. Esto contradicce la ma-

ximalidad de b en A. Por lo tanto, b = a y [0, a] es artiniana. m

Corolario 3.3.1 Una reticula modular L es atémicamente generada y de

longitud finita si y sdlo si es artiniana y rad(L) = 0.

Demostracion.
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En el Teorema 3.3.1 basta tomar a =0. m
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