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Introduccion

Un continuo de Hausdorff es un espacio compacto, conexo, de Hausdorff y
no vacio. Si ademas X es metrizable, diremos que X es un continuo. Dado
un espacio topologico X a las familias de subconjuntos de X que cumplen
caracteristicas especificas les llamamos hiperespacios de X. Algunos de los
hiperespacios méas conocidos son:

e 2X = {A C X : A es compacto y no vacio} y
o O(X)={Ae€2X:Aes conexo}.

Desde nuestros primeros cursos de topologia nos familiarizamos con el
concepto de conexidad por trayectorias. Cuando X es un espacio que no
es metrizable, no es tan conveniente utilizar trayectorias, pues no siempre
podemos asegurar la existencia de funciones continuas del intervalo [0, 1] al
espacio X. Por tal motivo, en la Secciéon 4.2 introduciremos el concepto
de arco generalizado (Definicién 4.2.1). La motivacién de tal definicién es
precisamente generalizar las propiedades, tanto de orden como topolégicas,
del intervalo [0,1] para una clase de espacios que no necesariamente son
metrizables. De esta manera, en vez de considerar funciones continuas cuyo
dominio sea [0, 1], tomaremos funciones continuas para las cuales su dominio
sea un arco generalizado. Este tipo de funciones sera mucho més ttil al
considerar continuos de Hausdorff que no necesariamente son metrizables.

El presente trabajo estd basado en algunos resultados de [4]. En tal
articulo, J.T. Goodykoontz presenta condiciones necesarias y suficientes para
que se cumpla la arco-conexidad local de 2% en elementos de C'(X) y 2%,
siempre y cuando X sea un continuo. Lo que se hara en esta tesis es genera-
lizar estos resultados para cuando X no es metrizable; es decir, para cuando
X es un continuo de Hausdorff.



8 Introduccion

En el Capitulo 1 se introducira la notacion general. Ademas, se probaran
algunos resultados bésicos que utilizaremos a lo largo de esta tesis.

En el Capitulo 2 presentaremos la definiciéon de conexidad local fuerte
por continuos (Definicién 2.0.2). Asimismo, veremos algunas relaciones que
existen entre tal definicién y los conceptos de conexidad local y compacidad
local.

En el Capitulo 3 introduciremos el concepto de hiperespacio, definiremos
los hiperespacios tales como 2% y C(X) y veremos que podemos dotar a
2% y C(X) de una estructura de espacio topolégico. Tal topologia recibe
el nombre de topologia de Vietoris. También, veremos algunos resultados
sobre la topologia de Vietoris y sobre uniones en hiperespacios. Finalmente,
se presentara la definicion de arco ordenado en hiperespacios de continuos
de Hausdorff (Definicién 3.4.1), la cual es una herramienta muy importante
dentro de la teoria de hiperespacios.

En el Capitulo 4 veremos que a partir de un conjunto totalmente ordenado
podemos obtener un espacio topolégico de manera natural, introduciremos
el concepto de arco generalizado y presentaremos propiedades relevantes de
esta clase de espacios.

Para el Capitulo 5 ya casi estaremos listos para generalizar las propiedades
de arco-conexidad y de arco-conexidad local que Goodykoontz probd en
[4]. Para esto, definiremos lo que son un camino y un camino inyectivo
(Definicién 5.2.1). Posteriormente, introduciremos los conceptos de conexi-
dad por arcos y conexidad local por arcos (Definicién 5.2.6 y Definicién 5.2.7).

Para el Capitulo 6, probaremos las versiones no métricas de los teoremas
sobre arco-conexidad local para 2% que Goodykoontz demostré en [4, Teo-
rema 1, p. 42] y [4, Teorema 2, p. 43]. Mas precisamente, tales resultados
nos daran condiciones necesarias y suficientes para que 2% sea localmente
conexo por arcos en elementos de C'(X) y 2%, siempre y cuando X sea un
continuo de Hausdorff.

Finalmente, en el Apéndice nos dedicaremos a recordar algunos conceptos
sobre la convergencia de redes.
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En la pagina 121 de [7], Makuchowski hace referencia al resultado obtenido
por Goodykoontz en [4, Teorema 2, p. 43]. Menciona que, a pesar de que
Goodykoontz hace la prueba para continuos métricos, de manera andloga se
puede demostrar para continuos de Hausdorff. Por ello, hace omisién de la
prueba. Por tal motivo, en esta tesis nos dimos a la tarea de hacer la de-
mostracion. En el camino descubrimos que habia que usar més herramienta
de la que parecia a simple vista, por lo que hubo que incluirla. Asimismo,
hubo que rellenar algunos huecos que el mismo Goodykoontz no probé para
el caso métrico. Makuchowski tampoco repar6 en ello, por lo que tuvimos
que rellenar estos huecos para el caso general, ademéas de incluir toda la he-
rramienta necesaria de los capitulos 4, 5, 6 y 7. Esto nos llevo por un camino
nada sencillo, pero logramos ingeniarnoslas para obtener el resultado. En
conclusion, en esta tesis presentamos argumentos que, hasta donde sabemos,
no se habian desarrollado con anterioridad.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos la notacién general que se utilizara a lo largo
de este trabajo. Asimismo, probaremos algunos resultados sobre conexidad
y compacidad local. Los resultados son relativamente sencillos, pero serdn
incluidos a fin de hacer este trabajo lo més autocontenido posible.

1.1 Notacion y resultados generales

Los simbolos N y R denotaran al conjunto de los ntimeros naturales y al
conjunto de los niimeros reales, respectivamente.

Los simbolos inty (A), cly(A), fry (A) y exty(A) denotaran el interior, la
cerradura, la frontera y el exterior de un conjunto A, relativo al subespacio
Y, de un espacio topoldgico X, respectivamente. Si X = Y, se omitiran los
subindices.

Definicién 1.1.1 Sea X un conjunto. Decimos que X es no degenerado si
X tiene al menos dos elementos.

El siguiente resultado es muy conocido. Lo incluiremos pues se usara
varias veces en capitulos posteriores.

Lema 1.1.2 Sean X yY espacios topologicos y sean Ay, As, - -+ , A, subcon-
juntos cerrados de X tales que X = Ay UA;U...UA,. Si fi: A —Y,
foir Ay =Y ..., fn: A, = Y son funciones continuas tales que para todo
i,j€{1,...,n} ypara todo v € A;NA; se tiene que fi(x) = f;(z), entonces
la funcion h : X =Y dada por:

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

fi(z), si x€ Ay
fo(z), st x€ Ay;
falz), si z€A,
esta bien definida y es continua.

Prueba.

Como para todo 4,j € {1,...,n} y cada x € A; N A, se cumple que
fi(xz) = f;(z), la funcién h estd bien definida.

,,,,,

K = ATK] (1.3)
i€{1,...,n}
Debido a que para cada i € {1,...,n} la funcién f; es continua, se tiene que

f'[K] es cerrado en A; y dado que A; es cerrado en X, se concluye que
fi'[K] es cerrado en X. Usando esto tltimo y (1.3), obtenemos que h~'[K]
es cerrado en X y por consiguiente h es continua. m

1.2 Conexidad

Recordemos que un espacio es conezo si no se puede ver como la uniéon de
dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios. En esta seccién introducimos
algunos resultados relacionados con la conexidad que usaremos més adelante.
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Definicién 1.2.1 Sean X un espacio topoldgico y z,y € X. Una cadena
simple que conecta a x con y es un conjunto {Uy, Us, ..., U,} de subconjuntos
abiertos de X, tal que x € Uy, y € U, vy U;NU; # 0 siysolosi |t —j| < 1.

Lema 1.2.2 Sea X un espacio topoldogico. Entonces X es conexo si y solo
st para cada cubierta abierta U de X y cada par de puntos x,y € X, existe
una cadena simple que conecta a x con y, formada por elementos de U.

Prueba. Supongamos que X es conexo. Sean U una cubierta abierta para
X y x,y € X. Consideremos el conjunto

Z={z € X : existe una cadena simple que conecta a = con z, formada por
elementos de U }.

Teniendo en cuenta que U es una cubierta abierta de X, existe U € U tal
que x € U. Luego, {U} es una cadena simple que conecta a x con z. Por
tanto x € Z y asi

Z 40, (1.4)

Sea z € Z. Entonces existe {Uy,...,U,} CU tal que x € Uy, z € Uy, y
UNU; #0siysolosi i —j| < 1.

Si tomamos w € U, se tiene que {U, ..., U,,} es una cadena simple que
conecta a x con w, es decir, w € Z. Asi, U,, C Z y puesto que z € U,, C Z

deducimos que
Z es abierto en X. (1.5)

A continuaciéon mostraremos que
Z es cerrado en X. (1.6)

Sea z € cl(Z). Debido a que U es cubierta abierta de X, existe U € U
tal que z € U, y gracias a que z € cl(Z) se sigue que Z NU # 0.
Si consideramos w € Z NU, existe {Uy,...,U,} CU tal que

relUy,wel, vy UnNU;#0siysolosi|i—j| <1. (1.7)

Como w € UNU,, el conjunto {i e N: 1 <i<nyUNU # D} es no vacio,
por lo que podemos tomar

=min {ieN:1<i<nyUnU=#0}.
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Para cada j € {1,...,7'}, sea Uy = Uj y fijemos U;,; = U. Observamos
que {Uy,...,U;,U; 1} CUYyestal quex € Uy yw € Ui,,. Ademas,
UpaNU; # D siysolosij=i"0j=4+1 Usando esto iltimo y (1.7)

1
obtenemos que {U},...,U;, U}, } es una cadena simple que conecta a x con

w, formada por elementos de U. Dado que z € U;_;, podemos concluir que
{Uy,...,U;, U5} también es una cadena simple que conecta a x con z,
formada por elementos de U. Por consiguiente, z € Z y por tanto se cumple
(1.6).

De la conexidad de X y de (1.4), (1.5) y (1.6) se infiere que X = Z,
garantizando que existe una cadena simple que conecta a x con y, formada
por elementos de U.

Reciprocamente, si suponemos que X es disconexo, entonces existen sub-
conjuntos abiertos, ajenos y no vacios Uy y Us de X tales que X = U; U Us.

Si definimos U = {Uy,Us} y tomamos x € Uy y y € Us, se sigue que U es
una cubierta abierta de X tal que no existe una cadena simple que conecta
a x con y, formada por elementos de /. m

Lema 1.2.3 Sean X un espacio topolégico y {C, : o € A} una familia de
subespacios conexos de X. Si ewiste ag € A tal que para cada o € A se
cumple que Co, N Coy # 0, entonces |J e 4 Ca €s conezo.

Prueba. Sea {C, : @ € A} una familia de subespacios conexos de X y
supongamos que existe ag € A tal que, para cada a € A, se cumple que

CaNCqy # 0. (1.8)

Sean U y V dos subconjuntos abiertos y ajenos de |J,. 4 Ca tales que
Upea Ca = UUV. Dado que C,, es conexo podemos suponer sin pérdida de
generalidad que

Co, C U. (1.9)

Si consideramos a € A, gracias a que C, es conexo, a (1.8) y a (1.9) se
infiere que Co C U. Asi, ,c4Ca € U, por lo que V = 0. Luego, |J,c4Ca
es conexo. W

Lema 1.2.4 Sean X un espacio topolégico y {C, : o € A} una familia de
subespacios conexos por trayectorias de X. Si ewiste ag € A tal que para
cada o € A, el conjunto C, N Cy, es no vacio, entonces C,, es conexo
por trayectorias.

acA
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Prueba. Si w,z € UaeA «, entonces existen ay, as € A tales que w € C,,
y 2 € Cy,. Tomemos 1 € Cy, N Cy, v x2 € Cy, N C,,. Dado que C,,, Cy,
y Cq, son conexos por trayectorias, podemos considerar funciones continuas
fo:[0,1] = Cqp, f1:]0,1] = Cy, v f2:]0,1] = C,, tales que:

Jo(0) = 21, fo(1) = 29, f1(0) =w,
fi(1) =21, f2(0) =22y fo(1) = 2. (1.10)
Sean hg : [, 2] = [0,1], hy :[0,3] = [0,1] y he : [2,1] — [0,1] dadas por
ho(t) :3t—1, hl(t) :3tyh2(t) =3t — 2. (111)

Claramente hg, h1 y ho son continuas. Notamos que:

o(3) =1, hi(0) = 0

1.12
- ha(h) = 0y ha(1) - (112
Fijemos funciones go : |
dadas por:

%7%] - Cam g1 - [07 %] - Ca1 y 92 - [%71] - Ca2

go=fooho, g1 =f1oh1y g2 = fa0ha. (1.13)

Por ser composicién de funciones continuas, gy, g1 v ¢g» también lo son.
Definamos una funcién f : [0, 1] — X de la siguiente manera:

gi(t), si telo,
ft) =12 golt), si te[%

3
2, (1.14)
), si tel 1.

Observamos que

0510530 =Gy 5l n5.1 = {5 (1.15)
De (1.10), (1.12) y (1.13) se deduce que

91 (3) = (foh)(3) = A1) =21 = fo(0) = (foo ho)(3) = 90 (5)
y
90 (3) = (fooho)(3) = fo(1) = x2 = f2(0) = (f20 ha)(3) = 92 (3) -
(1.16)
Si conjuntamos (1.14), (1.15), (1.16) y el Lema 1.1.2, se infiere que f esta
bien definida y es continua. Ademas, por definicién de fy, f1 v fo se tiene que
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f10,1]] € Unea Ca- Finalmente, de (1.10), (1.12), (1.13) y (1.14) se colige
que
f(0) =g1(0) = (froh1)(0) = f1(0) = w
y
f(1) =g2(1) = (fao ha)(1) = fo(1) = =.

Asi, f es una trayectoria en |J,. 4 Co de w a z. Por lo tanto, |J,. 4 Ca es
conexo por trayectorias. m

Concluimos esta seccién recordando los conceptos de vecindad y de cone-
xidad local.

Definicién 1.2.5 Sean X un espacio topoldgico y x € X. Decimos que un
subconjunto U de X es vecindad de x, si x € int(U).

Definicién 1.2.6 Sean X un espacio topolégico y © € X. Decimos que
X es localmente conexo en x si para cada subconjunto abierto U de X tal
que x € U, existe un subespacio abierto y conexo V de X tal que z € V' y
V C U. Si para cada x € X se cumple que X es localmente conexo en =,
diremos que X es localmente conexo.

1.3 Compacidad Local

Dedicamos esta seccién a recordar la definiciéon de compacidad local y algunas
de sus propiedades. La mayoria de los resultados de esta parte son muy
conocidos, pero los introducimos a fin de que este trabajo quede lo méas
autocontenido posible.

Definicién 1.3.1 Sean X un espacio topoldgico y © € X. Decimos que X
es localmente compacto en x, si existe una vecindad compacta U de z. Si
para cada x € X el espacio X es localmente compacto en x, diremos que X
es localmente compacto.

Observacion 1.3.2 Sea X un espacio compacto. Dado que para cada x €
X, el espacio X es una vecindad compacta de x, se deduce que X es local-
mente compacto.

Lema 1.3.3 Sea X un espacio topologico. Si X es localmente compacto y
15, entonces X es TS%'
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Prueba.
Consideremos un subconjunto cerrado F'de X y p € X \ F.. Por hip6tesis
X es localmente compacto, es decir, existe una vecindad compacta V' de p
en X. Dado que V es compacto y 15, el subespacio V' es Ty, por lo que V es
Tsé- Sea
F'= fr(VY)U(FNV). (1.17)
Puesto que X es Ty y V es compacto, se tiene que V es cerrado en X. Asi,

fr(V) y FNV son cerrados en V' y, por consiguiente, F” es cerrado en V.
Ademas, p € V' \ F' y debido a que V es T} 1 existe una funcién continua

f:V —10,1] tal que

fp)=0y fIFTC{1}. (1.18)
Sea f': X — [0, 1] definida por:

flx), si reV;

['() = { 1, sio zec(X\V). (1.19)

Supongamos que existe y € V Necl(X \ V). Como V es cerrado en X,
se sigue que V' = cl(V). Luego VNcl(X \ V) =c(V)Nnc(X \ V) = fr(V),
asegurando que y € fr(V). Tomando en cuenta que fr(V) C F’, de (1.18) se
obtiene que f(y) =1y asi f’ estd bien definida.

Por el Lema 1.1.2; la funcién f’ es continua. Puesto que p € V', de (1.18)
y (1.19) deducimos que

f'(p) = f(p) =0. (1.20)

Observamos que
F=(FNV)U(FN(X\V)). (1.21)

Gracias a (1.17) y (1.21) se cumple que
FCFUX\V)CFUdX\V). (1.22)

De (1.18), (1.19) y (1.22) se infiere que
f'I[F] C {1}. (1.23)

Finalmente, conjuntando (1.19), (1.20) y (1.23), se concluye que X es T3%.
]
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Lema 1.3.4 Sea X un espacio localmente compacto yTy. Six € X y U es
un subconjunto abierto de X tal que x € U, entonces existe un subconjunto
abierto V- de X tal que x € V C cl(V) CU y cl(V) es compacto.

Prueba. Sean x € X y U un subconjunto abierto de X tal que z € U. Como
X es localmente compacto, existe un subconjunto W de X, el cual es una
vecindad compacta de z. Luego, z € U Nint(W). Dado que X es locamente
compacto y T, por el Lema 1.3.3 el espacio X es TS% y por lo tanto T3. Asi,
existe un subconjunto abierto V' de X tal que

eV Cc(V)CUNInt(W) CUNW. (1.24)

De (1.24) se deduce que cl(V) C U y cl(V) C W. Finalmente, puesto que
cl(V) es un subconjunto cerrado del subespacio compacto W, se concluye
que cl(V) es compacto. m

Lema 1.3.5 Sea X un espacio Ty, localmente conexo y localmente compacto.
Six e X yU es un subconjunto abierto de X tal que x € U, entonces existe
un subespacio abierto y conexo V de X tal que x € V C cl(V) C U y cl(V)
es compacto y conexo.

Prueba. Sean z € X y U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Como
X es localmente compacto y T5, por el Lema 1.3.4 existe un subconjunto
abierto W de X tal que

xeW Cc(W)CU y cl(W) es compacto. (1.25)

Dado que X es localmente conexo, existe un subespacio abierto y conexo
V de X tal que z € V. C W. Usando esto ultimo y (1.25) se sigue que
c(V) C U y que cl(V) es compacto. Finalmente, puesto que V' es conexo, se
concluye que cl(V') es conexo. =

Lema 1.3.6 Sea X un espacio T3, localmente conexo y localmente compacto.
Si U es un subespacio conexo y abierto de X y x,y € U, entonces existe un
subespacio compacto y conexo L C X tal que x,y € L y L C U.

Prueba. Sean U un subespacio conexo y abierto de X y z,y € U.
Tomemos z € U. Como X es localmente conexo, localmente compacto y
T,, por el Lema 1.3.5 existe un subespacio conexo y abierto W, de X tal que

zeW, Ccl(W,) CU y cl(IW,) es compacto y conexo. (1.26)
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Consideremos el conjunto W = {W, : z € U} y notemos que es una
cubierta abierta para U. Por el Lema 1.2.2 existe {z1,...,2,} C U tal que

reW,,yeW,, v W,nW,, #0siysolosil|i—j| <1 (1.27)

Sea L = Uicqy, ny cl(Ws,). Gracias a (1.26) y (1.27) podemos asegurar que
L C U y que L es conexo. Ademads, puesto que L es una union finita de
espacios compactos, se tiene que L también lo es. Luego, L es el subespacio

buscado. m
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Capitulo 2

Conexidad Local Fuerte por
Continuos

En este capitulo introducimos un concepto que usualmente no se estudia en
los cursos de topologia: la conexidad local fuerte por continuos. Comparamos
este concepto con otros conocidos, como la conexidad local y la compacidad
local. Concluiremos el capitulo con un ejemplo que ilustrara la diferencia
entre la conexidad local y la conexidad local fuerte por continuos.

Definicién 2.0.1 Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es un con-
tinuo de Hausdorff si X es un espacio compacto, conexo, T y no vacio. Si
dados un espacio topoldgico Y, y un subespacio A de Y, se tiene que A es
un continuo de Hausdorff, diremos que A es un subcontinuo de Y .

Definicién 2.0.2 Sean X un espacio 75 y x € X. Decimos que X es fuerte-
mente localmente conexo por continuos en x si para cada subconjunto abierto
U de X tal que x € U, existe un subconjunto abierto V' de X que cumple
lo siguiente: x € V C U y para cada subconjunto cerrado B de X con la
propiedad de que B C V| existe un subcontinuo L de X talque BC L C V.
Si para todo z € X el espacio X es fuertemente localmente conexo por con-
tinuos en z, diremos que X es fuertemente localmente conexo por continuos.

Los siguientes seis resultados nos daran informacion sobre relaciones entre
la conexidad local fuerte por continuos y la conexidad (compacidad) local.

Teorema 2.0.3 Si X es un espacio Ty, localmente conexo vy localmente com-
)
pacto, entonces X es fuertemente localmente conexo por continuos.

21
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Prueba. Sean x € X y U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Como
X es localmente conexo, localmente compacto y 75, gracias al Lema 1.3.5
existe un subespacio abierto y conexo V de X tal que

reV Cc(V)CUy cl(V) es compacto. (2.1)

Si B es un subconjunto cerrado de X tal que B C V', entonces B C cl(V'). De
esto ultimo y de (2.1), se sigue que B es compacto. Para cada z € B, por el
Lema 1.3.5 podemos considerar un subespacio abierto y conexo V, de X tal
que z € V, Ccl(V,) CV ycl(V,) es compacto. Observamos que {V, : z € B}

es una cubierta abierta para B, por lo que existe {z1,...,2,} C B tal que
Bc |J v.c |J dv)cv (2.2)
ie{l,...,n} ie{l,....,n}

Utilizando el hecho de que V' es un subespacio abierto y conexo de X, y el
Lema 1.3.6, obtenemos que para cada i € {1,...,n} existe un subespacio
compacto y conexo L; de X tal que

{7,z CLiy Li CV. (2.3)

Sean K = ey Li YW = Uicqr,_ny cl(Vz,). Debido a que K'y W son
uniones finitas de espacios compactos, estos espacios son compactos. Usando
(2.3) y el Lema 1.2.3 derivamos que K es conexo. Si definimos L = W U K,
dado que L es una union finita de espacios compactos, se colige que L también
lo es. Ademds, para cada i € {1,...,n} el subespacio cl(V,,) es conexo y
cl(V,,) N K # . Luego, por el Lema 1.2.3 se concluye que L es conexo. Asi,
L es un continuo de Hausdorff y, finalmente, de (2.2) y (2.3) se infiere que
B C L C V. Por consiguiente, L es un subcontinuo de X talque BC L CV

y, por lo tanto, X es fuertemente localmente conexo por continuos en x. m

Corolario 2.0.4 5i X es un continuo de Hausdorff localmente conezxo, en-
tonces X es fuertemente localmente conexo por continuos.

Prueba. Dado que X es compacto, de la Observacion 1.3.2 se sigue que
X es localmente compacto. Asi, por el Teorema 2.0.3 se obtiene que X es
fuertemente localmente conexo por continuos. m

Lema 2.0.5 Sean X un espacio Ty yx € X. St X es fuertemente localmente
conexo por continuos en x, entonces X es localmente conexo en x.



23

Prueba. Sea U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Como X
es fuertemente localmente conexo por continuos en x, existe un subconjunto
abierto V' de X que cumple lo siguiente: x € V' C U y para cada subconjunto
cerrado B de X con la propiedad de que B C V, existe un subcontinuo L de
X talque BCLCV.

A continuaciéon probaremos que

V' es conexo. (2.4)

Consideremos z € V. Dado que X es T}, se sigue que {z} es un subconjunto
cerrado de X. Luego, {z, z} es un subconjunto cerrado de X tal que {z, z} C
V', por lo que existe un subcontinuo L, de X tal que {z,z} C L, C V. Asi,
el conjunto {L, : z € V'} es una familia de subespacios conexos de X con las
siguientes caracteristicas:

V= U L, y, para cada z € V, se tiene que L, N L, # (. (2.5)

zeV

Gracias a (2.5) y al Lema 1.2.3, se deduce (2.4). Finalmente, como V' es un
subespacio abierto y conexo de X tal que x € V C U, se concluye que X es
localmente conexo en z. m

Lema 2.0.6 Sean X un espacio T3 yx € X. Si X es fuertemente localmente
conexo por continuos en x, entonces X es localmente compacto en x.

Prueba. Notamos que X es un subconjunto abierto de X. Como X es fuerte-
mente localmente conexo por continuos en z, podemos tomar un subconjunto
abierto V' de X que cumple lo siguiente: z € V' y para cada subconjunto ce-
rrado B de X con la propiedad de que B C V, existe un subcontinuo L de
X tal que B C L C V. Dado que X es T3, podemos tomar un subconjunto
abierto W de X tal que

reW Ccl(W)CV. (2.6)

Puesto que cl(W) es cerrado en X, podemos encontrar un subcontinuo L de
X tal que cl(W) C L C V. Gracias a esto dltimo y a (2.6), se tiene que
xr €W C L, por lo que L es una vecindad compacta de x. Por lo tanto, X
es localmente compacto en . m
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Corolario 2.0.7 Sea X un espacio T5. FEntonces X es fuertemente local-
mente conexo por continuos si y solo si X es localmente conexo y localmente
compacto.

Prueba. Supongamos que X es fuertemente localmente conexo por con-
tinuos y sea x € X. Como X es T3, en particular es 7,. Luego, por el
Lema 2.0.5, se tiene que X es localmente conexo en x. Gracias a que X es
T y al Lema 2.0.6, se infiere que X es localmente compacto en x. Por lo
tanto, X es localmente conexo y localmente compacto.

Reciprocamente, supongamos que X es localmente conexo y localmente
compacto. Puesto que X es T3, también es Ts. Asi, por el Teorema 2.0.3, se
concluye que X es fuertemente localmente conexo por continuos. m

Corolario 2.0.8 Sea X un continuo de Hausdorff. Entonces X es fuerte-
mente localmente conexo por continuos st y solo si X es localmente conexo.

Prueba. Dado que X es un continuo de Hausdorff, se tiene que X es com-
pacto y Ts. De la Observacién 1.3.2 se sigue que X es localmente compacto.
Gracias a esto ultimo y a que X es T5, del Lema 1.3.3 se infiere que X es T3%.
Luego, X es T3 y asi, por el Corolario 2.0.7 se colige que X es fuertemente
localmente conexo por continuos si y solo si X es localmente conexo. m

Del Lema 2.0.5 se infiere que si X es un continuo de Hausdorff, = es
un elemento de X y el espacio X es fuertemente localmente conexo por
continuos en z, entonces X es localmente conexo en z. En el Ejemplo 2.0.14
mostraremos un continuo de Hausdorff X para el cual el reciproco de esta
ultima afirmacién no es valido. Para ello introduciremos algunas notaciones
y observaciones.

Definicién 2.0.9 Sean X un espacio topolégico, {z,}n,en una sucesién en
X y z € X. Decimos que {x,},en converge a = si para cada subconjunto
abierto U de X con la propiedad de que x € U, existe N € N tal que si
n > N, entonces x, € U. Si {x, },en converge a z, lo denotaremos por:

T, — T.

Definicién 2.0.10 Sean n € N\ {0}, « € Ry w € R". Dado A C R"
definimos los siguientes conjuntos:

A+w={a+w:a€ Al y aA={aa:a € A}.
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Observacién 2.0.11 Sean n € N\ {0} y w € R™. Notamos que la funcién
gw : R" — R™ definida por g,(z) = x + w es continua. De igual manera,
g—w : R" — R" dada por g_,(z) = z + (—w) también lo es. Finalmente,
Guw © §—w = Idgn v g_y © gy = Idgn, por lo que g, es un homeomorfismo.

Observacién 2.0.12 Sean n € N\ {0} y a € R\ {0}. Advertimos que la

funcién f, : R" — R" determinada por f,(z) = ax es continua. Simi-
larmente, la funcion f,-1 : R® — R" cuya regla de correspondencia es
fa—1(x) = a7z vuelve a ser continua. Por tltimo, f, o fo-1 = Idge y

fa—1 0 fo = Idgn, por lo que f es un homeomorfismo.

Notacién 2.0.13 Sea n € N\ {0}. Si z,y € R" y x # y, denotaremos al
segmento de recta que va de x a y por:
xy.

Ejemplo 2.0.14 En R3, denotemos el punto (0,0,0) por py. Sea C' la cir-
cunferencia que resulta de intersecar el cilindro 22+ (z — $)? = 1 con el plano

y = 0. Fijemos una sucesién inyectiva {a, }nen de elementos de C' tal que:

a, = (af,0,ay) para cada n € Ny a, — po (ver Figura 1.1). (2.7)

Figura 1.1: La circunferencia C' y la sucesion {a, }nen-

Consideremos sucesiones {b, }nen ¥ {¢n }nen dadas por:

b, = (af, % — n+r2,ag‘) y cn = (0, % — n+r2,0) para cada n € N. (2.8)

Definamos
Y = cl( U (anb, Ubycy)) (ver Figura 1.2). (2.9)

neN
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Figura 1.2: El espacio Y.

Consideremos la sucesion {w,, }reny dada por:

w, = (0, 2%, 0) para cada n € N. (2.10)
Dado k € N\ {0}, sea X} = (35=)Y + wy (ver Definicién 2.0.10) y tomemos
las funciones g5 : R* — R3 y fi, : R® — R3, con reglas de correspondencia
ge(z) = v +wy y fu(z) = (=), respectivamente. Gracias a la Obser-
vacién 2.0.11 y a la Observacion 2.0.12, la funcién g o fi es un homeomor-
fismo. Notamos que

(g 0 fi)[Y] = (%) Y 4wy, = X (2.11)



27

Ademas
diam(X,) —s 0. (2.12)

Observamos que (gx © fi)(po) = wy ¥ (gx © fi)(w1) = wy,—1, por lo que
(g% © fi)[pow1] = wrwi—1 € X (2.13)

Finalmente, precisamos el espacio X como

X = c|( U Xk) = powo U U Xk | (ver Figura 1.3). (2.14)
kEN\{0} keN\{0}
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Figura 1.3: El espacio X.

Lema 2.0.15 57 X es el espacio definido en el Ejemplo 2.0.14, entonces X
es un continuo de Hausdorff.
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Prueba. Por (2.9) del Ejemplo 2.0.14, Y es un subespacio cerrado de [0, 1]3.
Puesto que [0,1]® es compacto y Ty, se colige que

Y es compacto y Th. (2.15)
Notamos que

Y = powr U (U, en(@nbn U bycy)). (2.16)

Como para cada n € N, los espacios a,b, vy b,c, son conexos por trayectorias,
anbp, Ny, = {by} v {bs} es conexo por trayectorias, del Lema 1.2.4 se deduce
que

anb, Ubyc, es conexo por trayectorias. (2.17)

Por otra parte, pow; es un subespacio conexo por trayectorias de Y tal que
para cada n € N, el conjunto pow; N (anb, U byc,) es no vacio. De esto
ultimo, de (2.16), de (2.17) y del Lema 1.2.4 se desprende que Y es conexo
por trayectorias y por consiguiente

Y es conexo. (2.18)

Por lo tanto,
Y es un continuo de Hausdorff. (2.19)

Debido a que X es un subespacio cerrado de [0,1]* y [0,1]* es compacto y
T,, se infiere que
X es compacto y Tb. (2.20)

Dado que para cada k > 0, el espacio X es homeomorfo a Y, se obtiene que
X}, es conexo por trayectorias. (2.21)

Ademas, para todo k£ > 0 tenemos que
X N powg # 0. (2.22)

Gracias a (2.14) del Ejemplo 2.0.14, a (2.21), a (2.22) y al Lema 1.2.4 se
colige que X es conexo por trayectorias. Luego,

X es conexo. (2.23)
Finalmente, de (2.20) y (2.23) se deriva que

X es un continuo de Hausdorff.
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Lema 2.0.16 Si X es el espacio definido en el Ejemplo 2.0.14, entonces X
es localmente conexo en py.

Prueba. Sea U un subconjunto abierto de X tal que pg € U. De (2.10) del
Ejemplo 2.0.14 se sigue que
Wk — Po- (2.24)

Gracias a (2.13) del Ejemplo 2.0.14 se colige que
wy € Xp. (2.25)

Debido a (2.12) del Ejemplo 2.0.14, (2.24) y (2.25) existe K € N tal que,
para todo k > K, se tiene que X}, CU. SiV = X'\ (ngK Xk,), entonces V
es un subconjunto abierto de X, po € V C U y V es conexo. Luego, X es
localmente conexo en py. m

Lema 2.0.17 Si X es el espacio definido en el Ejemplo 2.0.14, entonces X
no es fuertemente localmente conexo por continuos en py.

Prueba. Si U = X \ {wp}, entonces U es abierto en X y py € U. Sea V
un subconjunto abierto de X tal que pg € V' C U. A consecuencia de (2.24)
podemos elegir K € N, tal que para todo k > K, se tiene que wp € V y K
es el minimo nimero natural con esta propiedad. Asi,

wx €V y K #0. (2.26)

Consideremos la sucesion {21%1(1” + W fnen que es un subconjunto del plano

Y = QLK Notemos que

1

—2K71an+w[( — Wg- (227)

De (2.26) y (2.27) se infiere que existe N € N tal que

1

Fijemos B = {5#—a, + wg : n = N} U{wk}. Conjuntando (2.26), (2.27) y
(2.28) se deduce que B es cerrado en X y B C V. Supongamos que existe

un subcontinuo L de X tal que B C L C V. Para cada n € N, tomemos el
subespacio 2K#,l(anbn U byc,) +wgi de Xg. Dado que L es conexoy B C L,
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se colige que para cada n > N, el subespacio %(anbn U bncn) + wg esta
contenido en L. Consecuentemente,

1
U (%(anbn U bncn) + wK) CLCV. (2.29)
n>N

Gracias a que L es un continuo de Hausdorff y a (2.29) se obtiene que

cl ( g\, (%(anbn Ubycn) + wK)) Ccl(L)=L. (2.30)

Observamos que

1 1
wx_1 € cl ({FCH +wgin > N}) Cel (U (W(anbn Ubyen) + wK>> )

n>N

Debido a esto tdltimo, a (2.29) y a (2.30) se sigue que wx—; € V, lo cual
contradice la eleccion de K. Por lo tanto, X no es fuertemente localmente
conexo por continuos en py. M



Capitulo 3

Hiperespacios

Parte medular del presente trabajo es el estudio de espacios nuevos a partir de
espacios ya conocidos. Tal es el caso de los hiperespacios. En este capitulo
introduciremos el concepto de hiperespacio. Ademas, veremos que a cada
hiperespacio definido se le puede dar una estructura de espacio topoldgico.
Asimismo, daremos prueba o referencia de algunos resultados que posterior-
mente nos seran de gran utilidad.

Definicién 3.0.1 Sea X un espacio topoldgico. Un hiperespacio de X es
una familia de subconjuntos de X que cumple caracteristicas especificas.

Dado un espacio X, los hiperespacios que consideraremos en este trabajo son
los siguientes:

e 2X = {A C X : A es compacto y no vacio},
o O(X)={A€2X: Aes conexo},

o (,(X)={A € 2% : Atiene a lo mis n componentes}, para cada n €

N\ {0}y
o F,(X) = {A € 2¥ : A tiene a lo més n elementos}, para cada n €

N\ {0}.

A continuacién definiremos la topologia para estos hiperespacios.

Definicién 3.0.2 Sean X un espacio topoldgico y Uy, ..., U, subconjuntos
de X. Al conjunto

31
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Uy, ..., U) ={Ac2X: ACU Uy ANU; # 0 para cada i €
{1,...,k}}

lo llamamos el wvietorico de Uy, ..., Us.

Lema 3.0.3 [2, Proposicion 1.20, p. 25] Sea X un espacio topoldgico. En-
tonces el conjunto

B={{U,...,Ux) : k € N yU; es abierto en X para cadai € {1,... k}}

es base para una topologia en 2% ; ésta es llamada la topologia de Vietoris.

En adelante, dado un espacio X, consideraremos a los hiperespacios
C(X), Co(X) y F(X) para cada n € N\ {0}, como subespacios de 2%.

Los siguientes cinco resultados no los demostraremos, pero resaltan la
importancia de que un espacio sea un continuo de Hausdorff, para el estudio
de sus hiperespacios.

Lema 3.0.4 [2, Proposicion 1.23, p. 27] Sea X un continuo de Hausdorff.
El hiperespacio 2% es un espacio topoldgico de Hausdorff.

Lema 3.0.5 [2, Teorema 1.26, p. 28] Sea X un continuo de Hausdorff. El
hiperespacio 2% con la topologia de Vietoris es compacto.

Lema 3.0.6 [2, Corolario 1.28, p. 29] Sea X un continuo de Hausdorff. El
hiperespacio C(X) es compacto.

Lema 3.0.7 [2, Corolario 2.24, p. 41] Sea X un continuo de Hausdorff.
Los hiperespacios C(X) y 2% son conexos.

Conjuntando el Lema 3.0.4, el Lema 3.0.5, el Lema 3.0.6 y el Lema 3.0.7
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.0.8 Sea X un continuo de Hausdorff. Entonces los hiperespa-
cios C(X) y 2% son continuos de Hausdorff.

Gracias al Teorema 3.0.8, dado un continuo de Hausdorff X, en adelante
podremos usar que los hiperespacios 2% y C'(X) son también continuos de
Hausdorff.
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3.1 Resultados sobre la topologia de Vietoris

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades sobre la topologia de Vie-
toris. Algunas seran probadas y otras solamente seran enunciadas con la
referencia correspondiente, pero todas y cada una de ellas seran de gran
importancia para el desarrollo del presente trabajo.

Lema 3.1.1 Sean X un espacio topoldgico y A € 2X. Sean U, y U, subcon-
Juntos abiertos y ajenos que satisfacen que A € (Uy,Us). Entonces

Aﬂfr(Ul) = @ Yy Aﬂfr(Ug) = @

Prueba. Dado que A € (U, Us) se sigue que A C Uy UU,. Sea i € {1,2}.
Sin pérdida de generalidad pensemos que ¢ = 1. Supongamos que existe
x € ANfr(U;). Como U es abierto ocurre que Uy Nfr(Uy) = 0. Asi, z € Us.
En vista de que Us es abierto en X y x € fr(U;) se colige que Uy NUy # 0, lo
cual es una contradiccion. De esta manera, llegamos al resultado. m

Lema 3.1.2 Sean X un espacio topolégico y Vi, ..., V, subconjuntos de X.
Si existen B y L elementos de 2% tales que

1. Be(Vi,....V,);
2.LCU_,Viy
3. BCI,

entonces L € (Vi,...,V,).

Prueba. Puesto que L C |J;_, V;, basta probar que para cada i € {1,...,n}
se tiene que

LNV, #0.
Sea 1 € {1,...,n}. Dado que B € (V},...,V,), se sigue que
D#BNV;C LNV,
Consecuentemente, L € (V4,...,V,). &
Corolario 3.1.3 Sean X un continuo de Hausdorff y Uy, ..., U, subconjun-

tos de X. Si existen C,E € (Uy,...,U,) con la propiedad de que C C E,
entonces {D € 2X :C C D C E} C(Uy,...,U,).
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Prueba. Tomemos D € 2% con la caracteristica de que C C D C E. A
continuaciéon probaremos que

D e (Uy,...,Up). (3.1)

Dado que F € (Uy,...,U,) obtenemos que

Luego,
DclJu.
i=1

Debido a que C' € (Uy,...,U,) v al Lema 3.1.2, se infiere (3.1). m

Lema 3.1.4 Sean X un espacio topolégico y L C 2X. Sean U y V subcon-
Juntos de X tales que |JL =U UV, entonces L C (U) U(V)U(U,V).

Prueba. Sea A € L. Luego,
Acle. (3.2)
Si existe W € {U,V} tal que A C W, se sigue que
Ae (W) C(U)u (V).

Supongamos que A € Uy A Z V. Dado que |JL£ = UUV, por (3.2) se tiene
que
Ae (UV).

Consecuentemente, A € (U) U(V)U (U, V). =

La prueba del siguiente resultado es un poco técnica, por lo que solamente
lo enunciaremos. Usaremos este resultado en el Corolario 3.1.6.

Lema 3.1.5 [6, Proposicion 1.26, p. 16] Sean X un espacio topolégico com-
pacto y de Hausdorff, A € 2X \ C(X) y M una componente de A. Si W es
un subconjunto abierto de X tal que M C W, entonces existe un subconjunto
abierto U de X de tal manera que M C U C cl(U) CW, fr(U)NA=0y
A\U # 0.
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Corolario 3.1.6 Sea X un continuo de Hausdorff y sea A € 2%\ C(X). Si
K es una componente de A, entonces para cada subconjunto abierto W de X
con la propiedad de que K C W, existen subconjuntos abiertos y ajenos Uy y
Uy de X con las siguientes caracteristicas:

1 KCU CW;
2. r(Uy)NA=0;
3. A\U; CUyy
4o Ae (U, Uy).

Prueba. Gracias al Lema 3.1.5 podemos encontrar un subconjunto abierto
U, de X tal que

KCU Ccl(h) CW, fr(U)NA=0y A\ Uy # 0. (3.3)

Notamos que A\ cl(Uy) = A\ (U1 Ufr(Uy)) = (A\U)N(A\fr(U;)) = A\ U;.
Luego,

A\ cl(Uy) = A\ U;. (3.4)
Sea Uy = X \ cl(Uy). Asi, U, es abierto en X y A\ U; C U,. Veamos que
A e (U, Us). (3.5)
De (3.3) y (3.4) se sigue que
ANU 0y ANUy = A\ U # 0. (3.6)

Debido a que cl(Uy) = Uy U fr(Uy), teniendo en cuenta (3.3) obtenemos que
A=(ANnc(U))U(A\cl(Uh)) =(ANTUp) U(A\cl(Th))
(A N Ul) U (A \ Cl(U1>> Q gl U (X \ Cl(U1>> = U1 U UQ.

Finalmente, de (3.6) deducimos (3.5). m

El siguiente resultado nos dard condiciones necesarias y suficientes para
que se cumpla la contencién entre vietoricos.

Lema 3.1.7 Sean X un espacio topologico y Uy, ..., Uy, Vi,...,V, subcon-
Juntos no vacios de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1LAUL,.. U C Vi, V).

nUi © UJG{1 2y Vi Y para cada j € {1,...,n} eziste i €

..........

{1 .k} tal que U; C V.

Prueba. Supongamos que (Ui, ..., Uy) € (V4,...,V,). Siz € Uze{l y Ui,

,,,,,

entonces existe ¢/ € {1,...,k} con la propiedad de que x € U;. Dado 1€
{1,...,k}\{i'}, sea x; € U;. Asi,

{z;ie{l,... k}\{i'}}u{z} € (Uy,...,Us). (3.7)
Del hecho de que (Uy,...,Ux) C (V4,...,V,) y de (3.7), se infiere que

(g€ {1, K\ {Z} Uiz} € (Vi, ..., V).

Luego, {xz D€ {1 k;} \{} U{a} C Ujeqn,my Vi por lo que z €

-----

.....

ie{1,....k} je{1,...,n}
A continuacién mostraremos que
para cada j € {1,...,n} existe ¢ € {1,...,k} tal que U; C V. (3.8)

Supongamos que existe j € {1,...,n} tal que para cada ¢ € {1,...,k},
podemos encontrar z; € U; \ V;. Consideremos el conjunto B = {z; : i €
{1,...,k}}. Observamos que

B€<U1,...,Uk>yBﬂV}:@.

En otras palabras, B € (Uy,...,Uy) vy B ¢ (Vi,...,V,), lo cual es una
contradiccién. Luego, se cumple (3.8).
Reciprocamente, supongamos que

Uicr,. iy Ui S Ujeqn, oy Vi v que (3.9)

para cada j € {1,...,n} existe i € {1,...,k} tal que U; CV;.  (3.10)

Si tomamos A € (Uy,. .., Ug), entonces

ACUicq,..n Uiy (3.11)

.....
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para cada i € {1,...,k}, el conjunto U; N A es no vacio. (3.12)
Conjuntando (3.9) y (3.11),

Ac U v (3.13)

Gracias a (3.10) y (3.12), se colige que
para cada j € {1,...,n} la interseccién de A con V; es no vacia. (3.14)

Finalmente, debido a (3.13) y (3.14), podemos concluir que A € (V4,...,V,).
m

En los siguientes tres resultados se vera la relacion que hay entre un
vietorico y su cerradura.

Corolario 3.1.8 Sean X un espacio topologico y Uy, ..., Uy subconjuntos no
vacios de X . Entonces (Uy,...,Ug) C (cl(Uy),...,cl(Uy)).

Prueba. Notamos que para cada i € {1,...,k}, ocurre que
Asi,
U vc |J aw). (3.16)

Del Lema 3.1.7, se infiere que (U, ..., Uy) C (cl(U1),...,cl(Ug)). =

Lema 3.1.9 Sean X wun espacio topologico y Uy, ..., Uy subconjuntos no
vacios de X. Entonces (cl(Uy),...,cl(Uy)) es un subconjunto cerrado de 2.

Prueba. Notamos que
(cl(Uy),...,cl(Uy)) C clyx ({(cl(U7),...,cl(Uy))). (3.17)
A continuacion mostraremos que

clyx ((cl(Th), ..., cl(T))) C (cl(Th), . .., cl(T)). (3.18)
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Sea A € clyx ((cl(Uh),...,cl(Ug))). Si A & (cl(Uy),...,cl(Ux)), entonces
A¢ U cl(U;) o existe i € {1,...,k} tal que ANcl(U;) =0. (3.19)

CASO 1. Si A ¢ Uy, cl(Uy).

1e{1,...,

.....

.....

una contradiccion.

CASO 2. Siexiste i € {1,...,k} tal que AN cl(U;) = 0.

En este caso, A € (X \ cl(U;)). Puesto que (X \ cl(T};)) es abierto en 2X y
A € clyx ({cl(Uy), ..., cl(Ug))), existe C € (X \ cl(U;)) N {(cl(Uy), ..., cl(U)).
Asi, C C X\ cl(U;) vy, para cada j € {1,...,k}, el conjunto C' Ncl(U;) es no
vacio, generando nuevamente una contradiccion.

Conjuntando el CASO 1 y el CASO 2, deducimos que (3.19) no puede
ocurrir. Consecuentemente A € (cl(U;),...,cl(Uy)). Por lo tanto, se cumple
(3.18).

Finalmente, gracias a (3.17) y (3.18) se colige que (cl(U;), ..., cl(Ux)) es
un subconjunto cerrado de 2.

[

.....

Lema 3.1.10 Sean X wun espacio topologico y Uy, ..., Uy subconjuntos no
vacios de X. Entonces (cl(Uy),...,cl(Uy)) = clox((Uy, ..., U)).

Prueba. Del Corolario 3.1.8 se sigue que
(Uy,...,Ux) C(cl(U),...,cl(Ug)). (3.20)
Gracias al Lema 3.1.9, se colige que

clox (U1, -, U)) C clyx ({l(Th), .. ., cl(U))) = (l(T), ..., cl(UR)).
(3.21)
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Veamos que
(cl(Uy),...,cl(Uy)) C clox((Uy, ..., Ug)). (3.22)

Sean A € (cl(Uy),...,cl(Ug)) y Vi,...,V, subconjuntos abiertos de X tales
que A € (Vi,...,V,). Dadoi € {1,...,k}, fijemos a; € ANcl(U;). Puesto que
A C Ujeq,..my Vi» existe ji € {1,...,n} tal que a; € Vj,. Como a; € cl(U),
podemos encontrar z;, € U; NV;,. Tomemos By = {2, : i € {1,...,k}}.
Entonces
,,,,, yWUinV;)y (3.23)
para cada i € {1,...,k}, se tiene que z;, € By N (U; NV},). (3.24)
Consideremos j € {1,...,n}\{j1,-..,jk}- Envistade que A € (V4,...,V,),
podemos elegir b; € ANV,. Ademds, A € (cl(Uh),...,cl(Uy)), impli-
cando que b; € A C Uieqy. gy (Vi) = ¢ <Uie{1 K Ui>. Luego, existe

~~~~~

z; € VN (Uie{l ,,,,, K Ui). Si By ={z:5€{l,....n}\{,...,Jk}}, ocurre

lo siguiente:

B, C U vinl U (3.25)

j€{1 """" n}\{]l 7777 Jk} ie{l ..... k‘}

y para cada j € {1,...,n}\ {ji1,...,Jx} obtenemos que

Zj € B2 N V} N U Ul . (326)

BuUB,c| |J winv)|u U vinl U w
iE{l 7777 k} jE{l 7777 n}\{Jl ----- ]k} iE{l 7777 k}
Consecuentemente,
BiUB,C |J UyBUBC (] V. (3.27)
i€{1,....k} je{l,...,n}

Ademas, por (3.24) y (3.26),

para cada i € {1,...,k},(BiUB)NU; # 0 y

para cada j € {1,...,n}, (B1UBy) NV, # 0. (3.28)
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Gracias a (3.27) y (3.28),
BiUBy € (Uy,...,U) N (Vi,...,Vy).

De esta manera, queda mostrado (3.22). m

3.2 Resultados sobre uniones en hiperespa-
cios

Dado un subconjunto de 2%, se sigue que la unién de sus elementos es un
subconjunto de X. En esta seccién probaremos que hay ciertas propiedades
de subconjuntos de 2% que se preservan bajo este tipo de unién.

El siguiente lema ilustra una propiedad que puede que para nosotros sea
natural o intuitiva.

Definicién 3.2.1 Sean X un espacio topolégico y {Uy, ..., U,} una familia
finita de subconjuntos de X. Si V = {Uy,...,U,}, definimos

(V) =(Uy,...,Uy).

Lema 3.2.2 Sean X wun espacio topologico y U un subconjunto abierto de
2%, Entonces |JU es abierto en X.

Prueba. Sea I/ un subconjunto abierto de 2¥. Veamos que

UZ/{ es abierto en X. (3.29)

Si z € |JU, entonces existe K € 2% tal que
re Kel. (3.30)

Dado que U es abierto en 2¥ y K € U, podemos encontrar un subconjunto
finito V de subconjuntos abiertos de X tal que

Ke(V)cu. (3.31)
Sea V' = JV. Notamos que

V es abiertoen X y K C V. (3.32)
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Tomemos y € V. De (3.31) se colige que

ye KUyl e (V) Cu.

Luego,
Yy € UL{.
Asi,
Vel Ju. (3.33)
Finalmente, conjuntando (3.30), (3.32) y (3.33), se infiere (3.29).
u

El siguiente resultado corresponde a la propiedad de compacidad.

Teorema 3.2.3 Sean X un continuo de Hausdorff y A un subespacio com-
pacto de 2%. Entonces | J A es un subespacio compacto de X.

Prueba. Sea A un subespacio compacto de 2%. Ya que X es un continuo
de Hausdorff, basta probar que | J.A es cerrado en X. Veamos que

X\ U A es abierto en X. (3.34)
Siz e X \|JA, para cada A € A, se tiene que A C (JA C X \ {z}. Asi,
A C (X \{z}).

Como 2% es compacto y T5, entonces 2% es T,. Consecuentemente, 2% es T;.
De este modo, para cada A € A existen U}, ..., U;L“A subconjuntos abiertos
de X tales que

Ae(Uf,...,U7) C (U, UL)) © (X \ {z}). (3.35)
Gracias al Lema 3.1.10 se sigue que

(U, ... ULY) = (U, ..., cl(UL)). (3.36)

na
Observamos que {(U{!,..., Uz ) : A € A} es una cubierta abierta para A.

Puesto que A es compacto, podemos encontrar Ay, ..., A; € A tales que

Ac | Wk, (3.37)

na,;
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Dado i € {1,...,k}, fijemos

B;= |J UuM). (3.38)

Notamos que B; es cerrado en X, por lo que

U B; es cerrado en X. (3.39)

Uac U s (3.40)

Seai € {1,...,k}. Por (3.38), el conjunto B es elemento de (c1(U7Y), ..., cl(UL)).
Asi, por (3.35) y (3.36) se tiene que B; € (X \ {z}). Consecuentemente

B; € X\ {z}.
Luego,
U BicXx\{z} (3.41)
e{l,....k}
Combinando (3.40) y (3.41)
wrex\[ U B gX\(UA). (3.42)
€{l,....k}

Finalmente, de (3.39) y (3.42) deducimos (3.34).
|

Los siguientes tres resultados corresponden a la propiedad de conexidad.

Lema 3.2.4 Sea X un continuo de Hausdorff y sean H y K subconjuntos
de X tales que A(H)NK =0y N(K)NH=0. SiH={A€2X: ACH}
yK={Ae2X : ANK # 0}, entonces l(H)NK =01y (K)NH=10.

Prueba. Sea A € cl(H). A continuacién probaremos que

A C cl(H). (3.43)
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Supongamos por el contrario que AN (X \ cl(H)) # 0, entonces
Ae (X, X\ c(H)).
Gracias a que A € cl(H), podemos elegir L € 2% con la propiedad de que
LeHN(X, X\ cl(H)).

Asi, L C Hy LN(X\H) # 0, lo cual es una contradiccién. Por consiguiente,
(3.43) es cierto. Luego

ANK =0,
por lo que
Aé¢K.
De esta manera, queda demostrado que
c(H)Nn K =0. (3.44)
Si A € cl(K), veremos que
AnNcl(K) # 0. (3.45)

Si se da el caso de que A C X \ cl(K), entonces
A e (X \ c(K)).
Usando que A € cl(K) es posible escoger L € 2% de tal modo que
LeKN({X\c(K)).

En otras palabras, LN K # () y L C X \ K, lo cual es absurdo. Consecuente-
mente, (3.45) es verdadero. Por lo tanto,

A¢H,
concluyendo que
A¢H.
Por ende,
c(K)NH =10. (3.46)

Finalmente, combinando (3.44) y (3.46) hemos llegado al resultado.
n
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Lema 3.2.5 Sean X un conjunto, A una familia de subconjuntos de X y
K CUA. Si K #0, entonces el conjunto K={Ae€ A: ANK # 0} es no

vacio.

Prueba. Sea x € K. Entonces existe B € A tal que x € B. Luego

BNK#0,porloque BEK. m

Lema 3.2.6 Sean X un continuo de Hausdorff y A un subespacio conezxo de

2%, Si ANC(X) # 0, entonces |JA es conezo.
Prueba. Sean H; y H, subconjuntos de X tales que
l(H)NHy =0, cl(Hy)NHy =0y HHUH, = J A
A continuacién probaremos que
H =00 Hy=0.
Tomando Y € AN C(X), notamos que
yclJA
Gracias a que Y € C(X) y a (3.47), existe ¢ € {1,2} tal que
Y C H,.

Sij € {1,2}\ {i}, definimos los siguientes conjuntos:

Hi={Ac A:ACH}yH;={Ac A: AnH; #0}.

Dado A € A se colige que
Ac|JA

De (3.47) y (3.50) se sigue que
AngoAﬂH]%@

Luego,
AeH; U Hj.

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Entonces
ACH, UH;. (3.51)

Debido a (3.49) y a (3.51), obtenemos que

A=H, UH,. (3.52)
Sabemos que Y C H;. Asi
Y € ‘H;,
es decir
H; # 0. (3.53)

Por otro lado, de (3.47), (3.49) y el Lema 3.2.4, se tiene que
Cl(/HJ N Hj =0 y Cl(?‘[j) NH;, = 0. (354)

Como A es conexo y se cumplen (3.52), (3.53) y (3.54), se infiere que H; = 0.
Por el Lema 3.2.5, resulta que H; = ). De esta manera, se deduce (3.48).
n

El siguiente resultado es muy conocido, por lo que no lo demostraremos.
Lo recordamos aqui pues lo usaremos en el Lema 3.2.8.

Teorema 3.2.7 (del cable cortado)[5, Teorema 12.9, p. 101] Sea X un es-
pacio compacto y de Hausdorff y sean A y B subconjuntos cerrados y no
vacios de X, tales que minguna componente de X interseca tanto a A como
a B. Entonces existen subconjuntos abiertos y cerrados U y 'V de X con las
siguientes propiedades:

1. UNV =0;
2. ACU,BCVy
3. UUV =X.

Los siguientes tres resultados dan informacién sobre las componentes de
una union. Son de gran importancia y los usaremos en la Seccién 6.3.

Lema 3.2.8 Sean X un continuo de Hausdorff, A,B € 2%X ya € A. Sea L
un subcontinuo de 2% con la propiedad de que A y B son elementos de L.
Sea K la componente de |J L tal que a € K. Entonces K N B # ().
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Prueba. Supongamos por el contrario que K N B = (). Luego, a € X \ B.
Puesto que L es compacto, por el Teorema 3.2.3 se tiene que

U L es compacto. (3.55)
Por otro lado, dado que X es de Hausdorff se sigue que

U L es de Hausdorff. (3.56)

Notamos que {a} y B son subconjuntos cerrados y no vacios de | £ tales que
ninguna componente de | J £ interseca a ambos. Gracias a (3.55), a (3.56)
y al Teorema 3.2.7, existen subconjuntos cerrados U y V' de |JL£ con las
siguientes propiedades:

1. UNV = 0;
2. {a}CU,BCVy
3. UyL=0uVv.
Del Lema 3.1.4 se infiere que
L CU)U(V)u(U,V). (3.57)
Como U y V son cerrados en |J L y |J L es cerrado en X, obtenemos que
U y V son cerrados en X.
Por el Lema 3.1.9 sabemos que
(U), (V) y (U, V) son cerrados en 2. (3.58)
Observamos que A € (U) U (U, V) y B € (V), por lo que
({UYyu U, V)y#0y (V) #0. (3.59)
Ademds, como U NV = () se colige que
(U) UU, V) n(V)y = 0. (3.60)

Conjuntando (3.57), (3.58), (3.59) y (3.60), llegamos a que L es disconexo,
lo cual es una contradiccion.
[
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Corolario 3.2.9 Sean X un continuo de Hausdorff y B € 2X. Sea L un
subcontinuo de 2% con la propiedad de que B € L. Si K es una componente
de |J L, entonces K N B # 0.

Prueba. Tomemos a € K. Como K C L podemos encontrar A € L con la
cualidad de que a € A. Asi, del Lema 3.2.8 se sigue que K N B #(. m

Lema 3.2.10 Sean X un continuo de Hausdorff y A un subcontinuo de 2.
Si existe N € N tal que AN Cn(X) # 0, entonces | J A € Cy(X).

Prueba. A razén del Teorema 3.2.3 resulta que
JAe2" (3.61)

Fijemos Y € AN Cy(X) y notemos que

y < JA
Consideremos el conjunto {Y7,...,Y,,} de componentes de Y. Observamos
que m € {1,...,N}. Para cada i € {1,...,m} determinemos el siguiente
conjunto:

ICi = {C : C es componente de UA yCNY; #0}. (3.62)

Definamos

K =K. (3.63)
Del Lema 1.2.3 se colige que

K; es conexo. (3.64)

Ademéds, de (3.62) se sigue que

O&QUA (3.65)

Por otro lado, dado z € |J.A, tomemos la componente C, de | J.A de tal
manera que
zeC,.
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Gracias al Lema 3.2.8 se infiere que C, N'Y # (). Por ende, podemos hallar
i € {1,...,m} que cumpla que C,NY; # 0. A consecuencia de (3.62) y (3.63)
ocurre que z € C, C Kj, por lo que 2 € [Jj_, Kj. Por lo tanto,

JAc O K;. (3.66)

Conjuntando (3.65) y (3.66) llegamos a que

j=1
Finalmente, en vista de (3.61) y (3.64) podemos concluir que

A € C(X) € Ov(X).

3.3 Una funcién especial

En esta seccién se estudiara una funcién especifica. Tal funcion aparece
a lo largo de la Seccién 6.3, pues es indispensable para poder probar el
Lema 6.3.12. Cabe resaltar que dicho lema es parte fundamental de este tra-
bajo, puesto que es la implicacién directa de uno de los resultados principales:
el Teorema 6.3.25.

Comenzaremos introduciendo un lema, el cual serd muy ttil al estudiar
las propiedades de la funcién en cuestién.

Lema 3.3.1 [6, Lema 3.10, p. 50] Sean X un espacio compacto y de Haus-
dorff, U y V' subconjuntos abiertos y ajenos de X yU un subconjunto abierto
de 2% tal que U C (U, V). Si A es un elemento de U, entonces existe un
abierto bdasico (Py, ..., P,, Pyy1,..., Py de 2% tal que:

1. U?:l CI(PZ) g Ua.
2. U;in—o—l CI(P1> g V;

3. A€ (Py,..., Py, Posrs.r s P)
C (cl(P),...,cl(P,),cl(Puy1), .-, cl(Py)) CU.
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La prueba del Lema 3.3.1 esta hecha para cuando X es un espacio métrico
compacto. Se utiliza la métrica para justificar que X es T3. Si suponemos
que X es compacto y de Hausdorff, entonces X es Ty. En particular, X serd
T3. De esta manera, se puede sustituir la hipotesis de que X es métrico por
la hipétesis de que X es de Hausdorff.

A partir de este momento y hasta el final de esta seccién, se dara prueba o
referencia de resultados relacionados con propiedades que cumple la funcion
que definiremos en el Lema 3.3.2.

Lema 3.3.2 [6, Lema 2.18, p. 36] Sean X un espacio topoldgico, U y V
subconjuntos abiertos y ajenos de X y B C 2% tal que B C (U, V). Si
f:B — (U) estd dada por f(B) = BNU, entonces f estd bien definida y es
continua.

Lema 3.3.3 [6, Lema 3.11, p. 52] Sean X un espacio topoldgico, U y V

subconjuntos abiertos y ajenos de X y Py, ..., Py, Pyi1, ..., Py subconjuntos
no vacios de X tales que J._, Pi C U, U, 1P CV y(P,...,Pyn) C

(U, V). Si f:{(P,...,P,) — (U) esta dada por f(B) = BNU, entonces
FUP, ..., Pn)) =(Py,...,P,).

Corolario 3.3.4 Sea X un continuo de Hausdorff y sean Uy y Uy subconjun-
tos abiertos, ajenos y no vacios de X. Si consideramos f : (Uy,Us) — (Uy)
dada por f(B) = BN U, entonces [ es abierta.

Prueba. Fijemos un subconjunto abierto I de 2% de tal manera que
U C (U, Us).

Tomemos C' € f[U] y B € U de tal forma que f(B) = C. Gracias al
Lema 3.3.1, existe un abierto bésico (Pi,..., P, Puy1,..., Py) de 2% tal
que:

1. UL, c(P) C Us;
2. U?;n+1 c(P) CUyy

3. Be(P,...,P,,Pyi1,...,Py)
C (cl(Pr),...,cl(P,),cl(Puy1), ..., cl(Py)) CU.
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Del Lema 3.3.3 se obtiene que

fUP, ..., Py)) =(P,...,P,).

De la Propiedad 3 se sigue que C' = f(B) € f[(P,...,Pn)] C flU]. Asi,
C € (Py,...,P,) C flU]. Por ende, f[U] es abierto en 2%. Por lo tanto, f es
abierta. m

Lema 3.3.5 [6, Lema 3.12, p. 53] Sean X un espacio compacto y de Haus-
dorff, U y V subconjuntos abiertos y ajenos de X yU un subconjunto abierto
de 2% tal que B C (U, V). Si f : U — (U) estd dada por f(B) = BNU,

entonces |J fIU] es un subcongunto abierto de X.

Lema 3.3.6 Sean X un continuo de Hausdorff y A € 2%. Sean U, y Uy sub-
conjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que A € (Uy, Us).
Sea V un subconjunto abierto de 2% tal que A € V C (Uy,Us). Si conside-
ramos f : (Uy,Us) — (Uy) dada por f(B) = BN U, entonces se cumple lo
siguiente:

1. Uf[V] - U1;
2. An(UfV) =ANnU; y

3. Ant (U FV]) = 0.

Prueba. Empezaremos demostrando la Propiedad 1. Sea x € (J f[V]. Por
ende, existe B € f[V] de tal manera que x € B. Puesto que f[V] C (U;) se
sigue que B C U;. Asi, z € U;. Por lo tanto,

Urvicu. (3.67)

Por consiguiente,
An(UJrvy cAanu. (3.68)

Ahora, probaremos la Propiedad 2. Tomemos z € A N U;. Notamos que
AeVy f(A) = ANU;. Es decir, z € f(A) € f[V]. Luego, z € An(U f[V)).
Consecuentemente,

AnU C AN fVD. (3.69)
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Conjuntando (3.68) y (3.69) llegamos a que

AN (U f[V]> — AN, (3.70)

A continuacién probaremos la Propiedad 3. Gracias a (3.67) se tiene que

cl (Uf ) C cl(Uy).
Asi,
ANt (USV]) € Andy) i (U fIV)
y (3.71)
ANc(Uy) N (U FV) = (U UR(UD) N (AN (U V).

Notamos que

(U, UE(U)) N (AN (V) (3.72)
=(UnAnfr(UfV]) U (fr(Uy) nAnfe( f[V]))- '

Del Lema 3.3.5 se sigue que |J f[V] es un subconjunto abierto de X. Por
(3.70) resulta que

vinAnt (U rvl) = Urv) nAnt (U V)

y (3.73)
(UrvhnAntr(U VD) € U V)Nt (U fV]) = 0.
Por el Lema 3.1.1 colegimos que A N fr(U;) = (), por lo que
f(U) N AN fr (Uf[V]) C fr(U) N A= 0. (3.74)

Conjuntando (3.71), (3.72), (3.73) y (3.74) inferimos que

Amfr(Uf ) (U U fr(U1)) N (Amfr<Uf[V]>)=(7).

En conclusiéon, ANfr (Y f[V])=0. =
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3.4 Arcos ordenados

En esta seccién introducimos el concepto de arco ordenado. A pesar de que
algunos resultados unicamente seran enunciados, cabe senalar que los arcos
ordenados son una herramienta muy importante para el estudio de la teoria
de hiperespacios de continuos. En esta tesis, también tienen gran relevancia
y se usaran en las secciones 4.2 y 5.2. Posteriormente, apareceran de nuevo
en el Capitulo 6.

Definicién 3.4.1 Sean X un continuo de Hausdorff y A, B € 2¥X. Un arco
ordenado de A a B es un subespacio A de 2% que cumple lo siguiente:

1. A es no degenerado;

2. A es compacto y conexo;

3. para cada C,D € Asetieneque CC Do DCC(Cy
4. A=NAy B=A.

El siguiente teorema es fundamental, pues nos da condiciones necesarias
y suficientes para asegurar la existencia de arcos ordenados.

Teorema 3.4.2 [2, Teorema 2.15, p. 35] Sean X un continuo de Hausdorff
y A, B € 2%, tales que A C B. Entonces existe un arco ordenado de A a B
st y solo si toda componente de B interseca a A.

A partir de aqui y hasta el final de esta seccién, se probardn algunos resul-
tados sobre arcos ordenados que utilizaremos para probar el Teorema 4.2.21.

Lema 3.4.3 Sean X un continuo de Hausdorff y A, B € 2% tales que A C
B. Supongamos que existen subconjuntos Uy, ..., U, de X tales que A, B €
(Uy,...,Up). Si A esun arco ordenado de A a B, entonces A C (Uy,...,U,).

Prueba. Del Corolario 3.1.3 se sigue que {D € 2X : A C D C B} C
(Uy,...,U,). Ademéds, A = AN{D € 2¥ : A C D C B}. Por ende,
AQ<U1,,UTL> ||

Lema 3.4.4 Sean X un continuo de Hausdorff, A, B € 2% tales que A C B
y A un arco ordenado de A a B. Si C,D € A, entonces los conjuntos H =
{FEA:CCF},K={FEA: FCD}yM={FeA:CCFCD}
son abiertos en A.
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Prueba. Notamos que F' € H siysolosi F'e Ay C C F. Esto ocurre si y
solosi F'e AN (X, X \ C), que es abierto en A.
A continuaciéon probaremos que

KzAﬂ(LﬂX\wH). (3.75)

deD

Consideremos F' € K. Luego, '€ Ay FF C D. Tomemos z € D\ F. Asi,
FeAn (X \{:}),

por lo que

KgAm(LyX\wp>. (3.76)

deD

Si L € AN (Ugep(X \{d})), existe d € D con la propiedad de que L €
(X \ {d}). De esta manera, L€ Ay L C X \{d}. Comode D\ Ly Aes
un arco ordenado, podemos asegurar que L. C D. Consecuentemente L € K
y, por lo tanto,

Aﬂ(LﬂX\MD)gK. (3.77)

deD

Conjuntando (3.76) y (3.77) inferimos (3.75). Ademas, para cada d € D el
conjunto (X \ {d}) es abierto en 2%. Por ende, |, p(X \ {d}) es abierto en
2%, De (3.75) resulta que K es abierto en A.

Finalmente, observamos que M = H N K. En conclusién, M es un subcon-
junto abierto de A. m

Lema 3.4.5 Sean X un continuo de Hausdorff, A, B € 2% tales que A C B
y A un arco ordenado de A a B. Sean Uy,...,U, subconjuntos abiertos de
X. SiCe An(Uy,...,U,) yC C B, entonces existe D € AN(Uy,...,Uy,)
de tal manera que C' C D.

Prueba. Contemplemos

v=Ju. (3.78)

Notemos que
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Dado F' € A, podemos garantizar que F' C C' o C' C F. De esta manera
Fe (U)o F e (X, X\C), resultando que

A= (AN{U)U AN (X, X\ CY). (3.79)

También,
AN(U) y AN (X, X \ C) son abiertos en A. (3.80)

Ademas,
CeAn{U)y Be An(X,X\C).

Gracias a que A es conexo, a (3.79) y a (3.80) se colige que
(ANUN)NAN(X, X\ C)) #0.

Fijemos
J De (AN ({U)N (AN (X, X\C)).

Como A es un arco ordenado, C,D € Ay DN (X \ C) # 0, se deduce que
C C D. Adicionalmente se satisface que D C U. Finalmente, conjuntando
(3.78) y el Lema 3.1.2 podemos concluir que D € AN (Uy,...,U,). =

Lema 3.4.6 Sean X un continuo de Hausdorff, A, B € 2% tales que A C B
y A un arco ordenado de A a B. Sean Uy,..., U, subconjuntos abiertos de
X. SiCe An(Uy,...,U,) y AC C, entonces eziste E € AN(Uy,...,U,)
de tal manera que E C C.

Prueba. Consideremos el siguiente conjunto:
K={FeA:FCC}
Del Lema 3.4.4 se deriva que

KC es abierto en A. (3.81)

Asimismo,

AN(Uy,...,U,, X) es abierto en A. (3.82)
Puesto que C' € (Uy, ..., U,) se satisface que

Cc Lnj U; C (O Ui> UX (3.83)
i=1 =1
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y para cada i € {1,...,n}, el conjunto
C' N U; es no vacio.

Por ende,
Ce(Uy,...,U,,X).

Dado L € A se cumple que L C CoC C L. Si L C C resulta que L € K. Si
C C L, del Lema 3.1.2 se deduce que L € (Uy,...,U,, X). Por consiguiente,

A=KU AN (Uy,...,U,, X)). (3.84)

Ademas,
AeKkyCeAn(U,...,U,, X).

En vista de que A es conexo, de (3.81), de (3.82) y de (3.84) se sigue que
Kn(AN(Uy, ..., U, X)) # 0.

Tomemos £ € KN (AN (Uy,...,U,, X)). Entonces para cualquier i €
{1,...,n} se tiene que ENU; # 0. A causa de (3.83) podemos asegurar
que E C C CJ, U;. En conclusién, E € AN(Uy,...,U,), lo que nos lleva
al resultado. m
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Capitulo 4

La topologia del orden

En el presente capitulo, veremos que a partir de un conjunto totalmente orde-
nado podemos obtener un espacio topolégico de manera natural. Asimismo,
combinaremos ambas estructuras para probar algunos resultados que, a pe-
sar de que son ya conocidos, agregaremos a este trabajo a fin de que quede
lo mas autocontenido posible. Ademas, introduciremos el concepto de arco
generalizado. Tal concepto es fundamental en el desarrollo de esta tesis y lo
estudiaremos mas a fondo en la Seccién 4.2.

4.1 Resultados generales

4.1.1 Conjuntos totalmente ordenados

Empezaremos esta subseccién recordando un par de definiciones.

Definicién 4.1.1 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado, A C X y
a € X. Diremos que a es el supremo de A si a es cota superior de A y para
cada z € X tal que z es cota superior de A, se tiene que a < z. Al elemento
a lo denotaremos por sup A.

Definicién 4.1.2 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado, B C X'y
b € X. Diremos que b es el infimo de B si b es cota inferior de B y para cada
w € X con la propiedad de que w es cota inferior de B, se tiene que w < b.
Al elemento b lo denotaremos por inf B.

57
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El siguiente resultado, a pesar de que estd enunciado para un conjunto
totalmente ordenado, nos habla de propiedades con las que ya estamos fa-
miliarizados.

Lema 4.1.3 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado y A C X.

1. Si existe sup A, entonces para cada v € X con la propiedad de que
x < supA, existe c € A de tal manera que x < ¢ < sup A.

2. Si emiste inf A, entonces para cada y € X con la propiedad de que
inf A <y, existe d € A de tal manera que iInf A < d < y.

Prueba. Sea z € X con la cualidad de que = < sup A. Luego, = no es cota
superior de A. Asi, podemos encontrar ¢ € A de tal suerte que x < ¢ < sup A.
Anélogamente, si tomamos y € X con la caracteristica de que inf A < y, se
tiene que y no es cota inferior de A. Consecuentemente podemos hallar d € A
que cumple que nf A <d<y. =

Definicién 4.1.4 Sea (X,<) un conjunto totalmente ordenado. Decimos
que X cumple la propiedad del supremo si para todo subconjunto no vacio y
acotado superiormente B de X, existe sup B.

Definicién 4.1.5 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Decimos
que X cumple la propiedad del infimo si para todo subconjunto no vacio y
acotado inferiormente B de X, existe inf B.

Los siguientes tres resultados nos relacionan las propiedades del supremo
y del infimo.

Lema 4.1.6 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X cumple la
propiedad del supremo, entonces X cumple la propiedad del infimo.

Prueba. Sea B un subconjunto de X no vacio y acotado inferiormente.
Tomemos x € X tal que x es cota inferior de B. Consideremos el siguiente
conjunto:

A ={z € X : para cada b € B se tiene que z < b}. (4.1)



4.1. RESULTADOS GENERALES 99

Notamos que x € A. Ademés B # (), por 1o que A es acotado superiormente.
Como X cumple la propiedad del supremo, podemos encontrar a € X de tal
manera que

a = sup A.

Si elegimos | € X con la cualidad de que [ es cota inferior de B, de (4.1)
obtenemos que [ € A. Luego, | < a.

En caso de que hubiese w € B de tal manera que w < a, por el Lema 4.1.3
existirfa t € (w,a] N A, lo cual es una contradicciéon. Consecuentemente a es
cota inferior de B, por lo que a = inf B. =

Lema 4.1.7 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X cumple la
propiedad del infimo, entonces X cumple la propiedad del supremo.

Prueba. Sea A un subconjunto de X no vacio y acotado superiormente.
Consideremos z € X de tal manera que z es cota superior de A. Definamos
el siguiente conjunto:

B = {w € X : para cada a € A se tiene que a < w}. (4.2)

Observamos que z € B. Puesto que A # (), podemos hallar una cota inferior
para B. Debido a que X cumple la propiedad del infimo, existe b € X de tal
manera que

b=1inf B.

Sil € X es una cota superior de A, de (4.2) obtenemos que [ € B. Asi, b <.
Por otro lado, si tuviésemos t € A de tal suerte que b < t, por el Lema 4.1.3
podriamos elegir s € [b,t) N B, en contradiccién con (4.2). Por lo tanto b es
cota superior de A, concluyendo que b =sup A. =

Corolario 4.1.8 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Entonces
X cumple la propiedad del supremo si y solo st X cumple la propiedad del
infimo.

En la siguiente observacion, retomamos el concepto de arco ordenado.
Observacién 4.1.9 Sean X un continuo de Hausdorff y A, B € 2% tales que

A C B. Si A es un arco ordenado de A a B, entonces (A, C) es un conjunto
totalmente ordenado.
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4.1.2 La topologia inducida

En esta subseccién definimos la topologia del orden y vemos algunas propiedades
de la misma.

Definicién 4.1.10 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado y a,b €
X. Definimos los siguientes conjuntos:

(a,b) ={x € X :a<x<b},[a,b] ={zr € X :a<x<b}
a,b) ={r e X :a<x <b},(a,b] ={r € X :a <z <b},
la,—)={re X :a<z},(«,a={re X :z<a},
(a,—)={reX:a<z}, (¢a)={reX:x<a}y

(«,—) =X.
Definicién 4.1.11 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado y sea
S={(a,—):ae X} U{(+,b) :be X}.

Definimos la topologia del orden en X inducida por < como la topologia
generada por la subbase S.

Estamos listos para probar nuestra primera propiedad acerca de la topologia
del orden.

Lema 4.1.12 Sea (X,<) un conjunto totalmente ordenado y consideremos
la topologia del orden inducida por < en X. Entonces X es de Hausdorff.

Prueba. Tomemos z,y € X tales que © # y. Puesto que (X, <) es un
conjunto totalmente ordenado, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que z < y. Siexiste z € X con la cualidad de que ¢ < z < y, podemos
inferir lo siguiente:

r € («,2),y € (2,—),

(<, 2) y (z,—) son abiertos en X y
(<_7 Z) N (Za _>) == (Z)

En caso contrario se cumple que

T € (+,y),y € (z,—),
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(<=, y) v (x,—) son abiertos en X y
(<_7y) N (l’, _>) == (Z)
Por lo tanto, X es de Hausdorff. m

Lo que queremos hacer ahora es estudiar la propiedad de compacidad.
Por ende, aqui recordamos la siguiente definicion:

Definicién 4.1.13 Sean X un conjunto y F una familia de subconjuntos
de X. Decimos que Fcumple la propiedad de la interseccion finita si para
cualquier subconjunto finito B de F se tiene que (B # 0.

El teorema que enunciaremos a continuacién es muy conocido, por lo que
no se incluird la prueba del mismo.

Teorema 4.1.14 [9, Teorema 17.4, p. 118] Sea X wun espacio topoldgico.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es compacto;

2. cada familia F de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la
interseccion finita, tiene interseccion no vacia.

Lema 4.1.15 Sea (X,<) un conjunto totalmente ordenado. Si X tiene la
topologia del orden inducida por < y X es compacto, entonces X posee un
elemento mdzximo.

Prueba. Consideremos el siguiente conjunto:
K={z,—):ze X}
Notamos que
IC es una familia de subconjuntos cerrados de X. (4.3)
A continuaciéon probaremos que
KC cumple la propiedad de la interseccién finita. (4.4)

Tomemos z1,...,x, € X y veamos que

k

(i, —) # 0. (4.5)

=1
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Dado que (X, <) es un conjunto totalmente ordenado, podemos elegir | €
{1,...,k} de tal manera que z; = max{z,...,x}.
Asi,

k
x € ﬂ[xi7—>),
i=1

por lo que (4.5) es verdadero. Por consiguiente, se cumple (4.4).

En virtud de (4.3), de (4.4) y del Teorema 4.1.14, podemos encontrar z* €
NK.

Ademas, si y € X se sigue que [y, —) € K. Consecuentemente, z* € [y, —)
y, por ende, y < z*. Luego, x* = max X. m

Lema 4.1.16 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X tiene la
topologia del orden inducida por < y X es compacto, entonces X posee un
elemento minimo.

Prueba. Sea
L=A{(«,z]: 2z e X}

Entonces, £ es una familia de subconjuntos cerrados de X.

Consideremos z1, ...,z € X. Como (X, <) es un conjunto totalmente or-
denado, existe m € {1,...,k} tal que x,, = min{xy,... x4}
Luego,

k
Ty € ﬂ(%,xi].
i=1

Asi, £ cumple la propiedad de la interseccién finita. Gracias a que £ es una
familia de cerrados y al Teorema 4.1.14, podemos encontrar z* € (| L.

Por otro lado, si y € X se sigue que («—,y] € L. En consecuencia, z* € (<, y|
y, por lo tanto, x* < y. En conclusién, z* = min X. m

Corolario 4.1.17 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X tiene
la topologia del orden inducida por < y X es compacto, entonces X posee un
elemento mdzrimo y un elemento minimo.

El siguiente resultado estd relacionado con la propiedad de conexidad.

Lema 4.1.18 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X tiene la
topologia del orden inducida por < y X es conexo, entonces X cumple la
propiedad del infimo.
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Prueba. Sea B un subconjunto no vacio de X y tomemos m € X de tal
manera que m es cota inferior de B. Consideremos el siguiente conjunto:

A ={z € X : para cada b € B se tiene que x < b}.

Observamos que
m € A. (4.6)

Si existe [ € AN B, entonces [ es cota inferior de b. Ademas, si z € X es

cualquier otra cota inferior de B, se tiene que z < [. Consecuentemente,
[ =inf B.
Supongamos que AN B = (). De este modo,

0 #£BCX\A (4.7)
Notamos que A = [,c(<, b, por lo que
A es cerrado en X.
De (4.6) y (4.7) obtenemos que
A¢{0,X}.
Como X es conexo, podemos asegurar que
int(A) # A = cl(A) = int(A) U fr(A).

Por ende, podemos encontrar z € fr(A) \ int(A). Puesto que z € A, se sigue
que z es cota inferior de B. Ademas, si hubiera a € A con la propiedad de
que z < a, llegarfamos a que z € (<—,a) C A, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, z =inf B. m

Lo que sigue ahora es estudiar un poco qué sucede con los subespacios de
un conjunto totalmente ordenado.

Notacién 4.1.19 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado y A C X.
Denotamos por <4 a la restriccién de < al conjunto A.

Observacién 4.1.20 Si (X, <) es un conjunto totalmente ordenado y A C
X, resulta que (A, <4) es un conjunto totalmente ordenado.
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Lema 4.1.21 Sean (X,<) un conjunto totalmente ordenado, A C X vy
consideremos a X con la topologia del orden inducida por <. FEntonces la
topologia en A inducida por <4 es subconjunto de la topologia de subespacio
para A.

Prueba. Notamos que para cualesquiera a,b € A se cumple lo siguiente:
l.{re Az <y a} = (+,a)N A4
2. {reA:a<qaz}=(a,—)NAy
. {reA:a<qsx<ab}=(a,b)NA.

Es decir, cada subconjunto abierto basico de la topologia de A inducida por
<4 es también abierto en la topologia de subespacio para A, con lo que
llegamos al resultado. m

En general, el reciproco del Lema 4.1.21 no se cumple:

Ejemplo 4.1.22 Sea < el orden usual en R y fijémonos en R con la topologia
del orden inducida por <. Sea A = {—1} U {5 : n € N}. Observamos que
{—=1} = (—=2,0) N A, por lo que {—1} es un elemento de la topologia de
subespacio para A. Sin embargo, para cada n € N, el conjunto {t € A :
-1 <yt < n+r1} es elemento de la topologia del orden inducida por <4 y
no degenerado. En conclusién, {—1} no pertenece a la topologia del orden
inducida por <4.

Bajo ciertas condiciones, si podemos asegurar que la topologia del orden
y la de subespacio coinciden. Esto tltimo queda ilustrado en el siguiente
resultado:

Lema 4.1.23 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado, A C X y con-
sideremos a X con la topologia del orden inducida por <. Supongamos que
A satisface lo siguiente:

1. A es no degenerado;

2. para cada a € A\ {max A} y cada x € X con la cualidad de que a < x,
eriste a; € (a,z) N A y

3. para cualquier a € A\ {min A} y cualquier x € X con la caracteristica
de que x < a, eziste az € (x,a) N A.
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Entonces la topologia en A inducida por < coincide con la topologia de
subespacio para A.

Prueba. Denotemos por 7, y por 74 a la topologia del orden inducida
por <4 en A y a la topologia de subespacio para A, respectivamente. Del
Lema 4.1.21 se obtiene que 7<, C 74.

Consideremos U € 74 v a € U. Asi, podemos encontrar un intervalo abierto
W de X de tal manera que

aceWNACU. (4.8)

CASO 1. Si a = min A, existe x € X con la caracteristica de que a < =y
[a,z) N A C W N A. De la Propiedad 1 se desprende que a € A\ {méx A}.
Gracias a la Propiedad 2, podemos hallar a; € (a,2) N A. Luego, a € {z €
Ata<sz<asa1} Cla,z)NACU.

CASO 2. Si a = méx A, podemos tomar z € X con la peculiaridad de que
r<ay (r,a]NACWnNA. Notando la Propiedad 1 se puede afirmar que
a € A\ {min A}. De la Propiedad 3 se deriva que hay un elemento as en el
conjunto (z,a) N A. En vista de (4.8) resulta que

ac{zeA:as<sz<aa}C(z,aNACU.

CASO 3. Sia € A\ {min A, méx A}, podemos fijar z,y € X que satisfagan
que z < a <yy(x,yyNA C WnNA. Debido a la Propiedad 2 y a la
Propiedad 3, podemos elegir a; € (x,a) N Ay as € (a,y) N A. De (4.8) se
infiere que a € {z € A: a1 <q4z<aa0} C(x,y) NACU.

Conjuntando el CASO 1, el CASO 2y el CASO 3 concluimos que U € 7,.
Por lo tanto, 7, =74. ®

4.1.3 Un espacio cociente particular

Esta subseccion estd dedicada a la construccion de un espacio cociente es-
pecifico. Tal espacio aparece nuevamente en las secciones 4.2 y 5.2 y es de
vital importancia para demostrar el Teorema 4.2.19 y el Teorema 5.2.19.

Observacion 4.1.24 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordena-
dos tales que X NY = ) y existen méax X y minY. Definamos la siguiente
relacién en X UY:

rwysiysolosiz=yo {z,y} C{mixX minY}. (4.9)
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Notamos que « es una relacién de equivalencia en X UY. Dadox € X UY,
denotamos la clase de equivalencia de = por

T={ye XUY z~y} (4.10)

Asi, podemos considerar el conjunto cociente
Zy={t:z€ XUY} (4.11)

Ahora, establezcamos una relaciéon de orden < en Z)Y( como sigue:

(

r,y€ X yr<xy
0
r,yeYyvr<yy
T < g siy solo si 0 (4.12)
reXyyeY
0
| {z,y} € {mdx X, minY'}.

Lema 4.1.25 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados tales
que X NY =0 y existen méx X y minY. Si Z¥% y < son como en (4.11) y
(4.12) respectivamente, entonces < estd bien definida.

Prueba. Sean 7,9 € Z¥ de tal manera que 7 < §j y tomemos w € Ty z € .
Denotemos por v* al conjunto {méx X, minY}.

CASO 1. Si {Z,7} N {v*} = 0 se tiene que w = x y z = y. Luego, w < Z.
CASO 2. Supongamos que {z, 7} N {v*} # 0.

SUBCASO 2.1. Si ocurre que & = v* y § = v* se sigue que {w,z} C
{méx X, minY'}. Por (4.12) de la Observacién 4.1.24 resulta que @ < Z.
SUBCASO 2.2. Si pasa que ¥ # v* o y # v*, deducimos que ¥ # y. Sin
pérdida de generalidad supongamos que ¥ # v*. Por consiguiente, § = v*.
Puesto que Z < g, a consecuencia de (4.9) y (4.12) de la Observacién 4.1.24
podemos asegurar que ¥ = {z} C X \ {méx X}. Por ende w =z y z €
{max X,minY}. A causa de (4.12) de la Observacion 4.1.24 se concluye que
w < Z.

Finalmente, conjuntando el CASO 1 y el CASO 2 llegamos a que < estd bien
definida. m
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Observacion 4.1.26 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordena-
dos tales que X NY = () y existen max X y minY. Definamos Z% y <
como en (4.11) y (4.12) de la Observacién 4.1.24, respectivamente. Por el
Lema 4.1.25 tenemos que < estd bien definida. Ademads, puesto que (X, <x)
v (Y, <y) son conjuntos totalmente ordenados resulta que (Z¥, <) es también
un conjunto totalmente ordenado.

Lo que sigue ahora es definir el espacio suma, que es otro ejemplo de un
espacio que se construye a partir de espacios ya conocidos.

Observacion 4.1.27 Sean X y Y espacios topoldgicos tales que X NY = ().
Consideremos la siguiente familia de subconjuntos de X UY":

T ={AC XUY : paracada Z € {X,Y}, el conjunto ANZ es abierto en Z}.
(4.13)
Entonces T es una topologia para X UY.

Definicién 4.1.28 Sean X y Y espacios topoldgicos tales que X NY = ().
Llamamos la suma topologica de X y Y al espacio obtenido al considerar la
topologia 7 definida en (4.13) de la Observacién 4.1.27 en X UY. A este
espacio lo denotaremos por X @Y.

Observacion 4.1.29 Sean X y Y espacios topoldgicos tales que X NY = ().
Siix : X 2 X®dY eiy:Y - X DY son la funcidén inclusién de X en
X @Y y la funcion inclusion de Y en X @ Y respectivamente, se tiene que
1x € 1y son continuas.

Los siguientes tres resultados nos muestran la relacion que hay entre la
topologia del orden y la topologia cociente, para el espacio Z¥.

Lema 4.1.30 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados tales
que X NY = y existen méx X y minY. Consideremos Z% y < definidos
como en (4.11) y (4.12) de la Observacion 4.1.24, respectivamente. Supon-
gamos que X y Y tienen la topologia del orden generada por <x y <y,
respectivamente. Sip : X @Y — Z¥ es la funcion cociente, entonces la
topologia cociente inducida por p en Z% es subconjunto de la topologia del
orden generada por < en Z%.
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Prueba. Denotemos por 7, a la topologia cociente inducida por p en Z¥,
por T< a la topologfa del orden generada por < en Z¥% y por v al conjunto
{méx X, minY}. Sean U € 7, y © € U. Asi, p~'[U] es abiertoen X &Y y
p~1(z) C p~!U]. En vista de la Observacién 4.1.27 obtenemos que p~ [U]NX
y p U] NY son subconjuntos abiertos de X y Y, respectivamente.

CASO 1. Si & # v se tiene que z € X \ {méax X} oz € Y\ {minY}. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que x € X \ {max X }.

SUBCASO 1. Si z # min X podemos encontrar elementos z y w de X que
satisfagan que 2 <z < wy (z,w) C p U] N X. Luego, & € (,w) C U. En
este subcaso, U € 7.

SUBCASO 2. Si ocurre que x = min X, podemos hallar ¢ € X con la
caracterfstica de que = € [x,t) C p~![U]NX. Por consiguiente, & € [7,1) C U.
En este subcaso, U € 7.

CASO 2. Supongamos que Z = v. Por ende, podemos tomar z € X yw € Y
que cumplen que §) # (2, méx X| C p ' [UNX y @ # [minY,w) C p~H{U]NY.
Consecuentemente, Z € (2,w) C U. En este caso, U € 7<.

Conjuntando el CASO 1y el CASO 2 concluimos que 7, C 7. m

Lema 4.1.31 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados tales
que X NY = 0 y existen méx X y minY. Consideremos Z% y < definidos
como en (4.11) y (4.12) de la Observacion 4.1.24, respectivamente. Supon-
gamos que X y Y tienen la topologia del orden generada por <x y <y,
respectivamente. Sip : X @Y — ZX es la funcién cociente, entonces la
topologia del orden generada por < en Z% estd contenida en la topologia
cociente inducida por p en Zx.

Prueba. Bastara probar que cada elemento subbasico de la topologia in-
ducida por el orden < en Z¥ pertenece a la topologia cociente inducida por
pen Z¥. Sea ¥ € Z%.

CASO 1. Si z € X, notemos que

P )] = (¢ 2) y p (7, =) = (2, max X]UY.

A consecuencia de la Observacién 4.1.27 se sigue que (+,Z) y (Z,—) son
subconjuntos abiertos de Z¥ con la topologfa cociente inducida por p.
CASO 2. Si sucede que x € Y, observamos que

p () = X UninY2) y p[(5,-)] = (5, -).
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De la Observacién 4.1.27 se desprende que (+—, %) y (&, —) son subconjuntos
abiertos de Z¥ con la topologfa cociente inducida por p.
Finalmente, gracias al CASO 1 y al CASO 2 hemos terminado. =

Corolario 4.1.32 Sean (X, <x) y (Y,<y) conjuntos totalmente ordenados
tales que X NY = () y existen mdx X y minY. Consideremos Z% y <
definidos como en (4.11) y (4.12) de la Observacion 4.1.24, respectivamente.
Supongamos que X y'Y tienen la topologia del orden generada por <x y <y,
respectivamente. Sip : X @Y — Z¥ es la funcion cociente, entonces la

topologia cociente en Z% coincide con la topologia del orden generada por <
en Z¥.

El siguiente lema nos habla de un tipo de “inclusién” de los espacios X
y Y en el espacio Z¥.

Lema 4.1.33 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados tales
que X NY =0 y existen méx X y minY. Consideremos Z% y < definidos
como en (4.11) y (4.12) de la Observacion 4.1.24, respectivamente. Supon-
gamos que X tiene la topologia del orden inducida por <x y Z¥ tiene la
topologia del orden inducida por <. Si definimos la funcién f : X — Z%
como f(x) =1 y la funcién g : Y — Z% como g(y) = 7, entonces f y g son
continuas.

Prueba. Seap: X &Y — Z¥ la funcién cociente. Siix : X - X @Y e
1y : Y = X @Y estan definidas como en la Observacién 4.1.29, para cada
r € X ycada y € Y se cumple lo siguiente:

(poix)(z) =Ty (poiv)(y) =1

Luego, f = poix y g = poiy. Conjuntando la Observacion 4.1.29 y el
Corolario 4.1.32 se deduce que f y ¢ son continuas. m

El resultado final de esta subseccion, nos arroja las propiedades de com-
pacidad y conexidad para Z, a partir de la compacidad y la conexidad de
XyY.

Lema 4.1.34 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados tales
que X NY =0 y existen méx X y minY. Consideremos Z% y < definidos
como en (4.11) y (4.12) de la Observacion 4.1.24, respectivamente. Supon-
gamos que X, Y y Z¥ tienen la topologia del orden generada por <x, <y y
<, correspondientemente. St X y'Y son conexos y compactos, entonces Z}g
es conexo y compacto.
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Prueba. Tomemos las funciones f : X — Z%¥ y g : Y — Z¥ con las
siguientes asignaciones:

fl@)=2ygly) =7
Debido a que X y Y son conexos y al Lema 4.1.33 resulta que
fIX] y g[Y] son conexos. (4.14)
Ademds, {max X, minY'} € f[X]Ng[Y]. También,
Zx = fIX]uglY]. (4.15)
Conjuntando (4.14) y el Lema 1.2.3, concluimos que
Z¥ es conexo.
Por otro lado, dado que X y Y son compactos, gracias al Lema 4.1.33
fI1X] vy g[Y] son compactos.
Finalmente, de (4.15) se puede deducir que

Z¥ es compacto.

4.2 Arcos generalizados

Desde los primeros cursos de Célculo nos familiarizamos con el intervalo
[0,1] y sus propiedades, tanto de orden como topoldgicas. El objetivo de
esta seccion es generalizar estas propiedades para introducir el concepto de
arco generalizado. Asimismo, se daran condidiones necesarias y suficientes
para que un continuo de Hausdorff sea un arco generalizado.

Definicién 4.2.1 Sea X un espacio topologico. Diremos que X es un arco
generalizado si se cumplen las siguientes propiedades:

1. X es no degenerado;
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2. existe < C X x X de tal manera que (X, <) es un conjunto totalmente
ordenado;

3. para cualquier subconjunto no vacio A de X, existen sup A e inf A;

4. para cualesquiera x,y € X tales que x < y, existe z € X con la cualidad
dequezrz<z<yy

5. la topologia de X es la topologia del orden inducida por <.

Observaciéon 4.2.2 Si X esun arco generalizado, por 1y 3 de la Definicién 4.2.1
existen max X y min X.

Notamos que el intervalo [0,1] y el cuadrado lexicografico son algunos
ejemplos de arcos generalizados.

Teniendo en cuenta la Propiedad 2 y la Propiedad 5 de la Definicién 4.2.1
y el Lema 4.1.12 podemos inferir el siguiente resultado:

Lema 4.2.3 Si X es un arco generalizado, entonces X es de Hausdorff.

Los siguientes dos lemas nos hablan de un par de propiedades que cumplen
el supremo y el infimo, con respecto al operador cerradura.

Lema 4.2.4 Sean X un arco generalizado y A un subconjunto no vacio de
X. Sia=supA, entonces a € cl(A).

Prueba. Si a = min X, se infiere que A = {a}. Es decir, a € cl(A).
Supongamos que min X < a y consideremos un subconjunto abierto U de X
tal que

acU.

De este modo, podemos hallar x € X con la propiedad de que
r<ay(z,al CU. (4.16)

Puesto que o = sup A, gracias al Lema 4.1.3 podemos tomar ¢ € A con la
cualidad de que

r<c<a.

De (4.16) se sigue que
ce ANU.

Por lo tanto, o € cl(4). =
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Lema 4.2.5 Sean X un arco generalizado y A un subconjunto no vacio de
X. Si p=inf A, entonces B € cl(A).

Prueba. Si f = max X, deducimos que A = {}. Por ende, 3 € cl(A).
En caso contrario, f < max X. Consideremos un subconjunto abierto V' de

X con la propiedad de que
B eV.

Por consiguiente, podemos encontrar x € X tal que
p<zyl[B,x) CV. (4.17)

Dado que f = inf A, debido al Lema 4.1.3 podemos elegir d € A con la
cualidad de que
g <d<u.

De (4.17) se obtiene que
deVnA.

En conclusién, § € cl(A). =

En algin curso de Calculo, se prueba la compacidad del espacio [0, 1].
Intuyendo que lo que estamos haciendo es generalizar las propiedades del
intervalo, podemos pensar que pasa lo mismo con los arcos generalizados.
Esto tultimo queda escrito en el siguiente resultado:

Lema 4.2.6 Si X es un arco generalizado, entonces X es compacto.

Prueba. Fijemos a = min X y b = max X. Sea U una cubierta abierta para
X y definamos

H = {z € X : hay un subconjunto finito B, de U, tal que [a,z] C UB”C}
(4.18)
Puesto que U es una cubierta abierta para X, podemos tomar U € U/ con la
propiedad de que a € U, por lo que [a,a] C U. Asi,

H#0.

Por 3 de la Definicién 4.2.1, existe h = sup H.
Enseguida se demostrara que
h e H. (4.19)
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Si h = a, trivialmente se cumple lo que queremos.
En otro caso, supongamos que a < h y consideremos W € U de tal manera
que h € W. Como W es abierto en X, podemos hallar w € X con la cualidad
de que

w<hy (wh] CW.

Dado que w < h y h = sup H, gracias al Lema 4.1.3 podemos elegir ¢ €
H N (w, h]. En virtud de (4.18), existe un subconjunto finito B, de U con la
caracteristica de que

[a,c] C U B..
Notamos que

mm:m@u@mgQﬂQuw

Consecuentemente, se cumple (4.19).
A continuacion probaremos que

h=b. (4.20)

Supongamos que h < by seleccionemos un subconjunto finito B, de U de
tal suerte que [a,h] C |JBp. Asimismo, fijamos V € B, y I € X con la
peculiaridad de que

helhl)CV

En vista de 4 de la Definicion 4.2.1, podemos tomar d € X que cumpla que
h < d < I. Observamos que

[m@gmmum@g(U&JuV

Concluimos que d € H, lo que contradice la eleccion de h.
Por lo tanto, hemos inferido (4.20). =

A continuacién, daremos la definicién de lo que es un intervalo. Como
veremos un poco mas adelante, cuando se trata de arcos generalizados, la
nocion de intervalo esta relacionada con la de conexidad

Definicién 4.2.7 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado y A C X.
Decimos que A es un intervalo si para cualesquiera z,y € A con la propiedad
de que x < y, se tiene que si z es elemento de X y x < z < y, entonces z € A.
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Observacion 4.2.8 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado y A C
X. Si Aesunintervaloy z,y € A son tales que = < y, entonces (z,vy), [z,v),
(x,y] ¥ [z,y] son subconjuntos de A.

Lema 4.2.9 Sean X un arco generalizado y A C X. Si A es conexo, en-
tonces A es un intervalo.

Prueba. El resultado se probard por contrapuesta. Supongamos que A no
es un intervalo. Por ende, existen x,y € A tales que = < y y existe z € X
con la propiedad de que x < z < y, pero z ¢ A. Notamos que se cumplen
las siguientes condiciones:

1. (+-,2)N Ay (z,—)N A son subconjuntos abiertos y ajenos de A;
2.x€(+,2)NA ye(z,—»)NAy
3. A=((+-,2)NA)U((z,—)NA).

Consecuentemente, A es disconexo. m

Lema 4.2.10 Sean X un arco generalizado y A C X. Si A es un intervalo,
entonces A es conexo.

Prueba. Supongamos por el contrario que A no es conexo. Por consiguiente,
existen subconjuntos no vacios U y V' de A con las siguientes propiedades:

1. U y V son abiertos y cerrados en A;
2.UNV =0y
3. A=UUV.

Seana € U y b € V. Puesto que (X, <) es un conjunto totalmente ordenado,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que a < b. Definamos

H={teU:t<b}.

Notamos que a € H. Por 3 de la Definicién 4.2.1, podemos considerar
h =sup H. Asi,
a< h<b.
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Como A es un intervalo y a,b € A, podemos colegir que
h € A.
Del Lema 4.2.4 se deriva que
h € cl(H).

Luego,
he Ancl(H) = cla(H).

Ademds, H C U y U es cerrado en A, por lo que cly(H) C U. Consecuente-
mente,

heU.

Por lo tanto,
h <b.

Dado que U es abierto en A, podemos hallar y € X tal que
y<byhelhynACU. (4.21)

En vista de que A es un intervalo, de que h,b € A y de que para cualquier
z € |h,y) se tiene que h < z < b, podemos deducir que

[h,y) € A.
A consecuencia de (4.21) se sigue que
(h,y) € U.

De la propiedad 4 de la Definicién 4.2.1 obtenemos que existe s € U de tal
manera que h < s, lo que contradice la eleccién de h. Por lo tanto, A es
conexo. W

Corolario 4.2.11 Sean X un arco generalizado y A C X. Entonces A es
conexo si y solo si A es un intervalo.

Ya hemos probado que todo arco generalizado es de Hausdorff, conexo y
compacto. Por esta razon, podemos deducir el siguiente resultado:

Teorema 4.2.12 Si X es un arco generalizado, entonces X es un continuo
de Hausdorff.
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Prueba. Gracias al Lema 4.2.3, al Lema 4.2.6 y a la Propiedad 1 de la
Definicién 4.2.1 colegimos que X es compacto, de Hausdorff y no vacio.
Ademas, notamos que

X es un intervalo.

En virtud del Corolario 4.2.11 se obtiene que X es conexo.
Por lo tanto, X es un continuo de Hausdorff. m

La idea ahora es ver qué condiciones necesitamos para que un espacio
sea un arco generalizado. Tales condiciones las veremos en los siguientes dos
resultados.

Lema 4.2.13 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X tiene la
topologia del orden inducida por < y X es conexo, entonces X satisface la
propiedad 4 de la Definicion 4.2.1.

Prueba. Sean z,y € X tales que x < y. Notamos que (+,z]| y [y,—) son
subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X. Como X es conexo, se tiene
que

(@,y) = X\ (< 2] U [y, =) #0.
Luego, existe z € X con la propiedad de que

T <z<uy.

Teorema 4.2.14 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X es no
degenerado, tiene la topologia del orden inducida por <, es compacto y es
conexo, entonces X es un arco generalizado.

Prueba. Claramente, se cumplen las condiciones 1, 2 y 5 de la Definicién 4.2.1.
Dado que X es compacto, del Corolario 4.1.17 se sigue que podemos encon-
trar

min X y max X.

Notamos que cualquier subconjunto no vacio B de X es acotado superior-
mente e inferiormente. Gracias a que X es conexo y al Lema 4.1.18, existe
inf B. Ademas, del Corolario 4.1.8 se infiere que también podemos hallar
sup B, por lo que se cumple 3 de la Definicién 4.2.1.

Finalmente, a consecuencia de que X es conexo y al Lema 4.2.13 obtenemos
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que se satisface la condicién 4 de la Definicién 4.2.1.
Concluyentemente, X es un arco generalizado. =

Conjuntando el Teorema 4.2.12 y el Teorema 4.2.14, inferimos el siguiente
resultado:

Teorema 4.2.15 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Entonces
X es un arco generalizado si y solo st X es un continuo de Hausdorff no
degenerado y con la topologia del orden inducida por <.

En el siguiente resultado, se prueba que en los arcos generalizados, los
intervalos cerrados considerados como subespacios, poseen la topologia del
orden.

Lema 4.2.16 Sea (X,<) un conjunto totalmente ordenado. Si X es un
arco generalizado, entonces para cualesquiera x,y € X tales que v < y, la
topologia del orden inducida por <, coincide con la topologia de subespacio

para [x,y].

Prueba. Como x < y, el conjunto [z, y] tiene la Propiedad 1 del Lema 4.1.23.
Sean a € [z,y), w € (a,—)y z = min{y,w}. A causa de la Propiedad 4 de la
Definicién 4.2.1 podemos encontrar t € (a, z). Ademads, dado que a, z € [z, 1]
y que [z,y]| es un intervalo, se deduce que t € [z, y]. Luego, [z, y] cumple la
Propiedad 2 del Lema 4.1.23.

Andlogamente, si elegimos b € (z,y|, | € (+-,b) y s = max{z,l}, debido
a la Propiedad 4 de la Definicién 4.2.1 podemos hallar v € (s,b). Como
s,b € [z,y] y [z, y] es un intervalo, se colige que v € [z, y]. Consecuentemente,
[z, y] satisface la Propiedad 3 del Lema 4.1.23.

Finalmente, por el Lema 4.1.23 hemos concluido. m

Para el siguiente teorema retomaremos la definicién del espacio Z¥ de la
Observacién 4.1.24. Ademas, atenderemos la importancia de que los espacios
X y Y sean arcos generalizados.

Teorema 4.2.17 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados
tales que X NY = 0 y existen méx X y minY. Consideremos Z% y <
definidos como en (4.11) y (4.12) de la Observacion 4.1.24, respectivamente.
Supongamos que X, Y y Z¥ tienen la topologia del orden generada por <x,
<y y <, correspondientemente. St X y 'Y son arcos generalizados, entonces
Z¥ es un arco generalizado.
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Prueba. Dado que X NY =0 y que X y Y son no degenerados se tiene
que min X # maxY. Luego, Z% es no degenerado. A consecuencia del
Teorema 4.2.15 se sigue que X y Y son continuos de Hausdorff. Asi, del
Lema 4.1.34 y del Lema 4.1.12 resulta que Z¥ es un continuo de Hausdorff.
Gracias al Teorema 4.2.15, llegamos a que Z¥ es un arco generalizado. m

Definicién 4.2.18 Sean (X, <x) y (Y, <y) conjuntos totalmente ordenados
tales que X NY = () y existen max X y minY. Al espacio (Z¥, <) definido
en la Observacién 4.1.24, lo llamamos la concatenacion de X y Y.

De esta manera, el Teorema 4.2.17 queda reescrito como sigue:

Teorema 4.2.19 La concatenacion de dos arcos generalizados es también
un arco generalizado.

Corolario 4.2.20 La concatenacion finita de arcos generalizados es también
un arco generalizado.

Retomemos el concepto de arco ordenado. El siguiente resultado nos dice
que los conceptos de arco ordenado y de arco generelizado no solamente estan
relacionados por la palabra “arco”.

Teorema 4.2.21 Sean X un continuo de Hausdorff y A, B € 2% tales que
AC B. Si A es un arco ordenado de A a B, entonces A es un arco genera-
lizado con la topologia del orden inducida por la contencion en A.

Prueba. Denotemos por 7 y 7 a la topologia de subespacio de A y a la
topologia del orden inducida por la contencién en A, respectivamente.

Dados C, D € A, notamos que (+,D) ={F € A: F C D}y (C,—) =
{FeA:C C F}. Del Lema 3.4.4 se infiere que (<, D), (C,—) € 7. Por lo
tanto, la subbase S = {(+—, D), (C,—) : C, D € A} cumple que § C 7. Asi,

" CT. (4.22)
Tomemos ahora subconjuntos abiertos Uy, ...,U, de X y consideremos el
abierto basico AN (Uy,...,U,). A continuacién se probara que

AN (Uy,... U €7 (4.23)
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Fijemos C' € AN (Uy,...,U,).

CASO 1. Si C' = A, resulta que C ¢ B. Gracias al Lema 3.4.5 podemos
encontrar D € AN (Uy,...,U,) de tal suerte que C' C D. Por el Lema 3.4.3
se satisface que

C e («,D)CAN(U,,....Up).

CASO 2. Si C = B, es claro que A C C. Debido al Lema 3.4.6 podemos
hallar E € AN (Uy,...,U,) de tal manera que £ C C. A consecuencia del
Lema 3.4.3 se colige que

Ce (B, —)CAN (U, ..., U,).

CASO 3. Si A C C € B, conjuntando el Lema 3.4.5 y el Lema 3.4.6, elegimos
M,N € An{(Uy,...,U,) con la cualidad de que M C C' C N. Teniendo en
cuenta el Lema 3.4.3 se deriva que

Ce(M,N)CAN(U,...,Uy,).

En vista del CASO 1, del CASO 2 y del CASO 3 llegamos a que (4.23) es
verdadero, lo que nos lleva a que

TCT. (4.24)

Combinando (4.22) y (4.24), colegimos que 7 = 7’. Finalmente, notamos que
A es un continuo de Hausdorff, no degenerado y con la topologia del orden
inducida por C. Gracias al Teorema 4.2.15 hemos terminado. m

Corolario 4.2.22 Sean X un continuo de Hausdorff y A, B € 2% tales que
A C B. Si A es un arco ordenado de A a B, entonces {A, B} C A.

Prueba. Del Teorema 4.2.21 se tiene que A es un arco generalizado con la
topologia del orden inducida por la contencién en A. Ademas, dado C' € A,
debido a la Propiedad 4 de la Definicién 3.4.1 se cumple que A C C' C B. Se
sigue que A = inf A y B = sup A. Finalmente, gracias a la Observacion 4.2.2
concluimos que {A,B} C A. =

Concluimos esta seccion con el siguiente resultado. Es un poco técnico,
pero lo ocuparemos a lo largo de la Seccién 6.3.

Lema 4.2.23 Sean X un continuo de Hausdorff y K un subcontinuo de 2.
Consideremos K € K y N € N. Si existe E € Cn(X) tal que K C E y cada
componente de E interseca a K, entonces ((JK)UFE € Cn(X).
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Prueba. Si K = FE, en vista del Lema 3.2.10 se consigue el resultado. Su-
pongamos que K C E. Gracias al Teorema 3.4.2 podemos encontrar un arco
ordenado A de K a E. Del Corolario 4.2.22 se deduce que

{K,E} C A.

De la Propiedad 2 de la Definicién 3.4.1 resulta que A es un subcontinuo de
2X. Como K € AN K, a consecuencia del Lema 1.2.3 se colige que K U A
es un subcontinuo de 2X. Puesto que £ € (KU A) N Cn(X), a razén del
Lema 3.2.10 se satisface que

JkuA) e onx). (4.25)

Por otro lado, de la Propiedad 4 de la Definicién 3.4.1 se sigue que | J A = E.
Consecuentemente,

v = (Ur)u(U4a) = (Uk) vE. (4.26)

Finalmente, combinando (4.25) y (4.26) hemos terminado. m



Capitulo 5

Conexidad por caminos y por
arcos

Recordemos que una trayectoria es una funcién continua del intervalo [0, 1]
a un espacio X. Cuando X no es un espacio métrico, dificilmente podemos
asegurar la existencia de este tipo de funciones. Una vez que sabemos qué
es un arco generalizado, estamos listos para generalizar la nociéon de trayec-
toria. En este capitulo introduciremos los conceptos de camino y de camino
inyectivo. Asimismo, daremos la definicion de conexidad por caminos y de
conexidad por arcos y probaremos algunos resultados candnicos.

5.1 Intervalos de constancia

En esta seccion introduciremos la definicion de intervalo maximal de constan-
cia y daremos prueba o referencia de algunos resultados. Tales resultados nos
ayudardn a probar el Lema 5.2.9.

Definicién 5.1.1 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado, ¥ un con-
juntoy f : X — Y una funcién. Consideremos z,y € X tales que z < y.
Decimos que [z,y] es un intervalo de constancia de f, si existe ¢ € Y con
la propiedad de que para cada z € [z,y] se tiene que f(z) = ¢. Maés atin,
decimos que [z, y] es un intervalo mazimal de constancia de f si [x,y] es un
intervalo de constancia de f y, para cualquier intervalo de constancia [z, w]
de f con la cualidad de que [z,y] C [z, w], se cumple que [z, y] = [z, w].

81
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Teorema 5.1.2 [8, p. 879] Sean X un arco generalizado y 'Y un espacio de
Hausdorff. Si f : X — Y es una funcion continua, entonces existen un arco
generalizado C, un encaje g : C' — Y y una funcion continua y creciente
a: X — C, con la cualidad de que si [to,t1] es un intervalo mazimal de
constancia de o, entonces f(to) = f(t1) = (g o a)(to).

Lema 5.1.3 Sean X y C arcos generalizados. Si existe una funcion continua
y creciente o : X — C, entonces cada elemento de X pertenece a un intervalo
mazximal de constancia de .

Prueba. Sea z € X y consideremos el siguiente conjunto:
H={[t,]] CX:z€tl]yaes constante en [t,{]}.

Fijemos [t

] € H. Como z € [t,1] y a es constante en [t,[], podemos afirmar
que o[t []] =

{a(z)}. Por consiguiente
o JHl =al U 0]= | allt.l] = {a(=)}. (5.1)
tleH [tleH

Por otro lado, dado H € H, del Corolario 4.2.11 se sigue que H es conexo.
Ademads, z € H. Del Lema 1.2.3 se infiere que | JH es conexo. Por ende,
cl(U#H) es conexo. Asi, del Corolario 4.2.11 se colige que cl(|lJH) es un
intervalo. Debido a la Propiedad 3 de la Definicién 4.2.1, podemos hallar
supcl(JH) e infcl(lH), que los denotaremos por b y a, respectivamente.
Gracias al Lema 4.2.4 y al Lema 4.2.5 se tiene que

{a,b} C (| JH).

Consecuentemente,
cl(| M) = [a,0]. (5.2)

Sea v = «a(z). En vista de que C' es de Hausdorff podemos asegurar que {~}
es cerrado en C'. También « es continua, por lo que

a~(y) = clla (7). (5.3)

Por otra parte, de (5.1) se deriva que

UH Ca'(v).
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Teniendo en cuenta (5.3) obtenemos que

A(JH) Sl (1) =a"' (7).

Por lo tanto,
alel(( JH)] € ala™ ()] = {7} = {a(2)}. (5.4)

Conjuntando el hecho de que z € |JH, (5.2) y (5.4), llegamos a que cl(|JH)
es un intervalo maximal de constancia de «, que tiene a z como elemento. m

Corolario 5.1.4 Sean X un arco generalizado y'Y un espacio de Hausdorff.
Si f: X =Y es una funcion continua y existen un arco generalizado C,
un encaje g : C' — 'Y y una funcion continua y creciente o : X — C, con
la cualidad de que si [to,t1] es un intervalo maximal de constancia de « se
cumple que f(to) = f(t1) = (g o @) (to), entonces f(min X) = (g o a)(min X)
y f(max X) = (g o o) (max X).

Prueba. Por el Lema 5.1.3 hay intervalos maximales de constancia [t,(] y
[s,m] de a tales que min X € [t,]] y mdx X € [s,m]. Asi, minX =ty
max X = m. Notamos que

f(min X) = f(t) = (g 0 @)(t) = (g © @)(min X). (5.5)

Por hipdtesis tenemos que f(s) = f(m) = (goa)(s). También, « es constante
en [s,m|. Por ende, a(s) = a(m). Asi,

f(méx X) = f(m) = f(s) = (goa)(s) = (goa)(m) = (goa)(mdx X). (5.6)

Combinando (5.5) y (5.6) hemos concluido. =

5.2 Resultados sobre caminos
En esta seccion empezaremos por generalizar el concepto de trayectoria.

Definicién 5.2.1 Sean Y un espacio topolégico v z,w € Y. Si existen un
arco generalizado X y una funcién continua f : X — Y tal que f(min X) = z
y f(max X) = w, diremos que f[X] es un camino de z a w en Y. Si ademds
f es inyectiva, diremos que f[X]| es un camino inyectivo de z a w en Y.
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Los siguientes tres resultados nos dicen que los arcos generalizados y los
caminos inyectivos estan estrechamente relacionados.

Lema 5.2.2 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Si X es un arco
generalizado, entonces para cualesquiera x,y € X tales que x < y, existe un
camino inyectivo de x ay en X.

Prueba. Sean x,y € X de tal manera que x < y. Gracias al Lema 4.2.3,
al Lema 4.2.6 y al Corolario 4.2.11 se sigue que [z,y] es un continuo de
Hausdorff no degenerado. También, del Lema 4.2.16 resulta que [z, y| tiene
la topologia del orden inducida por <. Del Teorema 4.2.15 se colige que

[,y] es un arco generalizado.

Si f:[x,y] = X esla funcién inclusién, se tiene que f es continua e inyectiva.
Ademas,

f(min[z,y]) =z y f(max[z,y]) = y.

Luego, f([z,y]) es un camino inyectivo de x a y en X. m

Lema 5.2.3 Sean (X, <) un conjunto totalmente ordenado y z,w € X tales
que z < w. Stz =min X, w = max X, existe un camino inyectivo de z a
w en X y X tiene la topologia del orden inducida por <, entonces X es un
arco generalizado.

Prueba. Sean Y un arco generalizado y f : Y — X una funcién continua e
inyectiva con la cualidad de que f[Y] es un camino inyectivo de z a w en X.
Del Teorema 4.2.15 se deriva que

Y es un continuo de Hausdorff.
Puesto que f es continua, se infiere que
fIY] es compacto y conexo. (5.7)

Del Lema 4.2.9 se deduce que f[Y] es un intervalo. Dado que z,w € f[Y]

resulta que
fIY] = X.

Ademas, en vista del Lema 4.1.12 se colige que

X es de Hausdorff.
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De (5.7) se sigue que
X es un continuo de Hausdorff.

Finalmente, del Teorema 4.2.15 se concluye que X es un arco generalizado.
]

Corolario 5.2.4 Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado con elemento
maximo y elemento minimo, distintos entre si. St X tiene la topologia del
orden inducida por <, entonces X es un arco generalizado si y solo si para
cada x,y € X tales que x < y, existe un camino inyectivo de x ay en X.

Prueba. Si X es un arco generalizado, del Lema 5.2.2 se obtiene la impli-
cacion directa.

Reciprocamente, si tomamos min X y max X podemos hallar un camino in-
yectivo de min X a max X en X. Asi, por el Lema 5.2.3 podemos colegir que
X es un arco generalizado. m

A partir de los conceptos de camino y de camino inyectivo, podemos
definir las siguientes tres propiedades:

Definicién 5.2.5 Sea Y un espacio topoldgico. Diremos que Y es conezo
por caminos si para cualesquiera z,w € Y, existe un camino de z a w en Y.

Definicién 5.2.6 Sea Y un espacio topoldgico. Diremos que Y es conezo
por arcos si para cualesquiera z,w € Y tales que z # w, existe un camino
inyectivo de z a w en Y.

Definicién 5.2.7 Sean Y un espacio topoldgico y y € Y. Diremos que Y
es localmente conexo por arcos en y si para cualquier subconjunto abierto U
de Y tal que y € U, existe un subespacio abierto y conexo por arcos V de Y
con la propiedad de que y € V C U.

Los enunciados comprendidos entre la Observacion 5.2.8 y el Lema 5.2.12,
son algunos resultados candnicos correspondientes a las propiedades de co-
nexidad por caminos, conexidad por arcos y conexidad local por arcos, asi
como ciertas relaciones entre ellas, la conexidad y la conexidad local.

Observacién 5.2.8 Sea X un espacio topologico. Si X es conexo por arcos,
entonces X es conexo por caminos.
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Lema 5.2.9 Sea Y un espacio topolégico. Si'Y es conexo por caminos iy de
Hausdorff, entonces Y es conexo por arcos.

Prueba. Sean z,w € Y tales que z # w. Como Y es conexo por caminos,
existen un arco generalizado X y una funcién continua f : X — Y de
tal suerte que f(minX) = 2z y f(mdxX) = w. Gracias a que Y es de
Hausdorff y al Teorema 5.1.2, podemos hallar un arco generalizado C', un
encaje g : C — Y y una funcién continua y creciente o : X — ', con la
propiedad de que si [tg,t1] es un intervalo maximal de constancia de «, se
cumple que f(tg) = f(t1) = (g o a)(tp). Denotemos por mxy y Mx a los
elementos minimo y méaximo de X, respectivamente.

Dado que « es creciente,

a(my) < a(Mx). (5.8)

A causa de que C es un arco generalizado, del Lema 4.2.3 y del Coro-
lario 4.2.11 podemos inferir que

[a(my),a(Mx)] es conexo y de Hausdorff. (5.9)

También, [a(mx),a(Mx)] es cerrado en C. Teniendo en cuenta el Teo-
rema 4.2.15, podemos asegurar que

[a(my), a(Mx)] es compacto. (5.10)
Del Corolario 5.1.4 se obtiene que
fmx) = (goa)(mx)y f(Mx) = (g0 a)(Mx).

Luego,
(goa)(mx) = 2 y (g0 a)(Mx) = w. (5.11)
Ademas ¢ es un encaje, por lo que
9 Ta(mx),a(My)] €S continua e inyectiva. (5.12)
Debido a que z # w, a (5.11) y a (5.8) se colige que
a(my) < a(Mx).

En vista de (5.9), de (5.10), del Lema 4.2.16 y del Teorema 4.2.15 deducimos
que
[a(my),a(Mx)] es un arco generalizado.
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Finalmente, considerando (5.11) y (5.12) concluimos que g([a(mx), a(Mx)])
es un camino inyectivo de zawen Y. m

Lema 5.2.10 Sea X un espacio topolégico. Si X es conexo por arcos, en-
tonces X es conexo.

Prueba. Fijemos z € X. Si X = {z}, se cumple que X es conexo.
Supongamos que X \ {z} # (. Dado que X es conexo por arcos, para
cada y € X \ {z} existen un arco generalizado A, y una funcién continua e
inyectiva f, : A, — X de tal manera que f[A,] es un camino inyectivo de
x ay en X. Del Teorema 4.2.15 se obtiene que A, es conexo. Como f es
continua, podemos asegurar que f[A,] es conexo. Consideremos la familia

{flA,] -y € X}.

Puesto que para cada y € X se cumple que x € f[A,], gracias al Lema 1.2.3
resulta que

U f1A,] es conexo.

yeX

Finalmente, notando que X = {J,x f[A4,] podemos concluir que X es conexo.
n

Corolario 5.2.11 Sean X wun espacio topologico y x € X. Si X es local-
mente conexo por arcos en x, entonces X es localmente conexo en x.

Prueba. Fijemos un subconjunto abierto U de X de tal suerte que z €
U. Como X es localmente conexo por arcos en x, podemos encontrar un
subsespacio abierto y conexo por arcos V' de X con la peculiaridad de que
x €V CU. A consecuencia del Lema 5.2.10 se tiene que V es conexo. Por
lo tanto, X es localmente conexo en z. m

Lema 5.2.12 Sean X yY espacios topologicos y sea f : X — Y una funcion
continua y suprayectiva. St X es conexo por arcos, entonces Y es conexo por
caminos.
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Prueba. Sean w,z € Y. Como f es suprayectiva, existen z,y € X de tal
manera que

fla)=wy fly) == (5.13)
De la Observacién 5.2.8 se colige que X es conexo por caminos. Luego,
existen un arco generalizado A y una funcién continua g : A — X de tal

suerte que
g(min A) =z y g(méx A) = v. (5.14)

Dado que f y ¢ son continuas se tiene que f o g es continua. Ademas,
combinando (5.13) y (5.14) resulta que

(fog)(minA) = f(z) =w
y
(f o g)(méxA) = f(y) = 2.

En conclusién, (f o g)[A] es un camino de w a z en Y. Por lo tanto, Y es
conexo por caminos. M

Un resultado general correspondiente a trayectorias nos dice que dado un
espacio X y x,y, 2z € X, si existen trayectorias de x a y y de y a z, entonces
existe una trayectoria de x a z. Para nuestra buena suerte, también tenemos
un resultado general para caminos. Por ende, nos enfocaremos en recopilar las
herramientas necesarias para poder probar dicho resultado (Teorema 5.2.19).

Observacién 5.2.13 Sea (X, <x) un conjunto totalmente ordenado y sea i
cualquier conjunto. Definamos la siguiente relaciéon de orden en X x {i}:

(2,1) <xxgiy () siysolosiz<xy. (5.15)
Entonces
(X x {i}, <xxqy) es un conjunto totalmente ordenado. (5.16)

Ademas, si existe max X, entonces max(X X {i}) = (mdx X,i) y si existe
min X, entonces min(X x {i}) = (min X, 7).

Lema 5.2.14 Sea (X, <x) un conjunto totalmente ordenado y sea i cualquier
conjunto. Definamos <xxgy como en (5.15) de la Observacion 5.2.13. Su-
pongamos que X y X x {i} tienen la topologia del orden generada por <x y
Sxx{i}, respectivamente. Si f : X — X x {i} estd definida por f(x) = (x,1)
yg:Xx{i} = X estd dada por g((z,)) = x, entonces f y g son continuas.
Mads aun, f y g son homeomorfismos.
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Prueba. Notamos que, dado = € X se satisface que

(fog)(z,i)) = f(z) = (z,1) y (g0 f)(z) = g((z,1)) = =.
Por ende,
fog=1tdxx ygof=ridx. (5.17)

También, para cada z € X se cumple que

FH E)) = (=, 2) y [7H((2,0), =)] = (2, ).

Es decir, f7!(+,(z,4))] y f[((2,7),—)] son subconjuntos abiertos de X.
Luego,
f es continua. (5.18)

Por otro lado, para cualquier w € X resulta que

gil[(<_7 w)] = (<_7 (w? Z)) y 971[<w7 _>)] = ((w’ i)? _>)

Por consiguiente, ¢~ '[(+—,w)] y ¢ *[(w,—)] son subconjuntos abiertos de
X x {i}. Por lo tanto,
g es continua. (5.19)

Finalmente, conjuntando (5.17), (5.18) y (5.19) se concluye que f y g son
homeomorfismos. m

Corolario 5.2.15 Sea (X, <x) un conjunto totalmente ordenado y sea i un
conjunto. Definamos <xxy como en (5.15) de la Observacion 5.2.13. Su-
pongamos que X y X x {i} tienen la topologia del orden generada por <x y
Sxx{i}, respectivamente. Si X es un arco generalizado, entonces X x {i} es
un arco generalizado.

Prueba. Del Teorema 4.2.15 se obtiene que

X es un continuo de Hausdorff no degenerado.

Gracias Lema 5.2.14, la funcién f: X — X x {i} definida por f(z) = (x,1)
es un homeomorfismo. Asi,

X x {i} es un continuo de Hausdorff no degenerado.

Finalmente, aplicando el Teorema 4.2.15 concluimos que X x {i} es un arco
generalizado. m
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Corolario 5.2.16 Sean X un espacio topoldgico y x,y € X. Sea (Y, <y) un
conjunto totalmente ordenado y sea i cualquier conjunto. Definamos <y x
como en (5.15) de la Observacion 5.2.13. Supongamos que Y y Y x {i}
tienen la topologia del orden generada por <y y <yx{:, respectivamente. Si
Y es un arco generalizado y hay una funcion continua f :'Y — X de tal
manera que f[Y] es un camino de x ay en X, entonces existe una funcion
continua F 1Y x {1} — X de tal manera que F[Y x {i}] es un camino de x
ay en X.

Prueba. Dado que Y es un arco generalizado, por el Corolario 5.2.15 con-
seguimos que
Y x {i} es un arco generalizado. (5.20)

Tomemos f':Y x {i} = Y con regla de correspondencia f'((y,i)) = y. Del
Lema 5.2.14 se sigue que
f' es continua.

Precisemos F': Y x {i} — X como
F=Ffof (5.21)

Luego,
F' es continua. (5.22)

Debido a la Observacion 5.2.13 podemos asegurar que
méx(Y x {i}) = (méxY,i) y min(Y x {i}) = (minY,q).
En vista de (5.21) resulta que

Fmax(Y x {i})) = (f o f/)(mdx(Y" x {i})) = (f o f')(méx Y, 1))
y (5.23)
(f o f)((mdxY,4)) = f(mdxY) = y.

Asimismo,

F(min(Y x {i})) = (f o f)(min(Y x {i})) = (f o f/)((min Y, 7))
y (5.24)
(f o /) (minY; 1)) = fminY) = 2.

Conjuntando (5.20), (5.22), (5.23) y (5.24) concluimos que F[Y x {i}] es un
caminode r ayen X. m



5.2. RESULTADOS SOBRE CAMINOS 91

Corolario 5.2.17 Sean X wun espacio topologico y x,y,z € X. Si existe
un camino de x a y en X y existe un camino de y a z en X, entonces
existen arcos generalizados A y B y existen funciones continuas F': A — X
y G : B — X con las siguientes caracteristicas:

1. AN B =y
2. F[A] es un camino de x ay en X y

3. G[B] es un camino dey a z en X.

Prueba. Consideremos conjuntos totalmente ordenados (Y, <y) y (W, <w)
y funciones f: Y — X y g : W — X con las siguientes propiedades:

1. Y y W son arcos generalizados que poseen la topologia del orden ge-
nerada por <y y por <y, respectivamente;

2. f y g son continuas;
3. fminY) =z, f(médxY) =y, gmin W) =y y g(max W) = z.

Definamos <y o} ¥ <wx{1} como en (5.15) de la Observacion 5.2.13, corres-
pondientemente. Supongamos que Y x {0} y W x {1} tienen la topologia del
orden generada por <y {0} ¥ Swx{1}, respectivamente. Fijemos A =Y x {0}
y B =W x {1}. Luego,

ANB=4.

También, del Corolario 5.2.15 se sigue que
Ay B son arcos generalizados.

Gracias al Corolario 5.2.16 podemos encontrar funciones continuas F' : A —
X y G: B — X de tal suerte que F[A] es un camino de z a y en X y G[B]|
esun caminode y a zen X. m

Teorema 5.2.18 [1, Teorema 3.2, p. 123-124] Sean X, Y y Z espacios to-
pologicos, p : X — Y wuna identificacion y h : X — Z una funcion continua.
Sipara caday €Y, la funcion h 1,-1(,) es constante, entonces hop™ Y — Z
es una funcién continua y (hop=')op=h.

Ahora si, estamos listos para enunciar y demostrar un resultado general
para la unién de caminos:
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Teorema 5.2.19 Sean X un espacio topologico y x,y,z € X. Si existe un
camino de x ay en X y existe un camino dey a z en X, entonces existe un
camino de x a z en X.

Prueba. Gracias al Corolario 5.2.17, podemos considerar conjuntos total-
mente ordenados (Y, <y) y (W, <w) y funciones f : Y - X yg: W — X
con las siguientes propiedades:

L.YNW =0;

2. Y y W son arcos generalizados que poseen la topologia del orden ge-
nerada por <y y por <y, respectivamente;

3. f y g son continuas;
4. f(minY) =z, f(maxY) =y, g(lmin W) =y y g(méx W) = z.

Denotemos por my y My a los elementos minimo y maximo de Y, respecti-
vamente y por my y My a los elementos minimo y maximo de W, corres-
pondientemente.
Tomemos Zy¥ y < como en (4.11) y (4.12) de la Observacién 4.1.24. Si Z¥
tiene la topologia del orden inducida por <, del Teorema 4.2.19 se desprende
que

ZY es un arco generalizado. (5.25)

Definamos una funcién h: Y @ W — X como

| flz), s zeY;
) = { g(x), si xzeW (5.26)

Puesto que f y ¢ son continuas se sigue que h ]y y h 1w son continuas.
También, Y y W son subconjuntos cerrados de Y @ W. Ademds, Y NW = ().
En vista de (5.26), por el Lema 1.1.2 podemos inferir que

h esta bien definida y es continua. (5.27)

Seap:Y @ W — Z} la funcién cociente. Considerando el Corolario 4.1.32
resulta que la topologia del orden inducida por < en Zj¥ coincide con la
topologia cociente inducida por p en Z}/.

Por otro lado, si £ € Z}/ obtenemos que p~![{t}] = {t} o bien p~![{t}] =
{My,mw}. Gracias a (5.26) y a la Propiedad 4, en ambos casos se satisface
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que h evaluada en p~![{f}] es un conjunto unipuntual. Del Teorema 5.2.18
se deduce que

hop™:ZY¥ — X es una funcién continua y (hop*)op=~h. (5.28)

Observamos que min Zy¥ = p(my) y max Zy¥ = p(My). A razén de (5.26)
podemos concretar que

(hop™")(min Z3") = (hop~)(p(my)) = h(my) = f(my) =z
y (5.29)
(hop™")(méx Zy") = (hop™ ") (p(Mw)) = M(Mw) = g(Mw) = 2.

Conjuntando (5.25), (5.28) y (5.29) concluimos que (h o p~!)[Z}"] es un
caminoder a zen X. m

Corolario 5.2.20 Sean X un espacio topolégico y x1,...,x, € X. Si para
cada i € {1,...,k — 1} existe un camino de z; a x;11 en X, entonces existe
un camino de x1 a x en X.

Prueba. Por hipétesis, hay un camino de x; a x5 en X. Recursivamente,
supongamos que hemos encontrado un camino de z; a x,_; en X. Sabe-
mos que podemos hallar un camino de zp 1 a z, en X. Asi, gracias al
Teorema 5.2.19 hemos concluido. m

Para terminar esta seccion, veremos que el concepto de arco ordenado y
el de camino inyectivo estan estrechamente relacionados.

Lema 5.2.21 Sean X un continuo de Hausdorff y A, B € 2% tales que A C
B. Si A es un arco ordenado de A a B, entonces A es un camino inyectivo
de A a B en 2¥.

Prueba. Por el Teorema 4.2.21 se tiene que A es un arco generalizado con
la topologia del orden inducida por la contencién en A. Sea f : A — 2% la

funcién inclusién, entonces f es continua e inyectiva.

Ademas,
min A=Ay mix A= B.

Luego,
f(minA) = f(A) = Ay f(mix.A) = f(B) = B.

Consecuentemente, A es un camino inyectivo de A a B en 2.
|
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Capitulo 6

Conexidad local por arcos en
2X

En este capitulo se demostraran los resultados principales del presente tra-
bajo. Dichos resultados nos dan condiciones necesarias y suficientes para que
2% sea localmente conexo por arcos en elementos de C(X) y 2X. Asimismo,
se probara que podemos relacionar la propiedad de conexidad local por arcos
en 2% con la propiedad de conexidad local fuerte por continuos en X.

6.1 Resultados para elementos de C'(X)

En esta seccion, nos enfocaremos en estudiar la propiedad de conexidad local
por arcos de 2% en elementos de C'(X).

Lema 6.1.1 Sean X un continuo de Hausdorff y M € C(X). Si 2% es
localmente conexo por arcos en M, entonces para cada subconjunto abierto
U de X tal que M C U, existe un subconjunto abierto V- de X que cumple
lo siguiente:

1. MCVCUy

2. para cada subconjunto cerrado B de X con la propiedad de que B C'V,
existe un subcontinuo L de X tal que BC L C V.

Prueba. Sea U un subconjunto abierto de X tal que M C U. Entonces M &€
(U). Como 2% es localmente conexo por arcos en M, existe un subespacio

95
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abierto y conexo por arcos V de 2% que cumple que
M eV C(U). (6.1)
Definamos
v=_Jv (6.2)

Notamos que
MCV CU.

Ademas, del Lema 3.2.2 se infiere que
V es abierto en X.

Sea B un subconjunto cerrado de X tal que B C V y tomemos b € B.
Gracias a (6.2), podemos elegir B, € V tal que b € B,. Puesto que 2% es T,
podemos encontrar una familia {V}?, ..., V,fb} de subconjuntos abiertos de X
que cumple lo siguiente:

Bye (V... V) Ce((V),...,VE) CVybe VY (6.3)
Asi, {V} : b € B} es una cubierta abierta para By, dado que B es compacto,
existen by, ..., by € B de tal manera que
k
Bc|Jw. (6.4)
j=1

Para cada j € {1,...,k}, sea

Cy, = (7). (6.5)

Del Lema 3.1.10 y de (6.3) se deduce que
Cy, € (l(V7), ..., (V2 )y C V. (6.6)
J
Debido a que V es conexo por arcos, a (6.1) y a (6.6), existe un camino

inyectivo £; tal que
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Si L; = J L;, entonces

Conjuntando que M es un subcontinuo de X y (6.7), por el Lema 3.2.6 se
sigue que
L; es conexo.

Ademas, por el Teorema 3.2.3 se obtiene que
L; es compacto.

Por consiguiente

L; € C(X). (6.9)
Sea L = U?:1 L;. De (6.8), (6.9) y el Lema 1.2.3, se infiere que
L e CX).
En virtud de (6.4), (6.5), y (6.8) resulta que
B CL.
Finalmente, de (6.8) se concluye que

LCV.

Los siguientes dos resultados técnicos los utilizaremos para demostrar el
Lema 6.1.4.

Lema 6.1.2 Sean X wun continuo de Hausdorff y Vi,...,V, subconjuntos
abiertos de X. Consideremos By, By, L € (V1,...,V,) tales que L € C(X),
By C L y By C L. Entonces eziste un camino de By a By en (Vi, ..., V,).

Prueba. En vista del Teorema 3.4.2, podemos tomar arcos ordenados L£; y
Lo de By a Ly de By a L, respectivamente. Del Corolario 3.1.3 se deduce
que

L1 C Vi, . V) y Lo CTHV o V).

Debido al Lema 5.2.21 y al Teorema 5.2.19, hay un camino de B; a By en
(Vi,...,V,). m
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Lema 6.1.3 Sean X un continuo de Hausdorff y Vi,...,V, subconjuntos
abiertos de X. Consideremos By, Ba, L € (Vi,...,V,,) tales que By # Bs,
L € C(X)y BiUBy C L. Entonces eziste un camino de By a By en
(Vi,..., Vo).

Prueba. Notamos que para cada j € {1,2} se cumple que
B; C ByUDBy C L.

Dado que By # Bj se tiene que By # L o bien By # L. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que By # L. Asi, By C Ly By C L.
Si By = L, a consecuencia del Teorema 3.4.2, podemos encontrar un arco
ordenado H de B; a By. Gracias al Lema 3.4.3 y al Lema 5.2.21 se sigue el
resultado.

Si por el contrario, By C L, del Lema 6.1.2 concluimos que podemos hallar
un camino de By a By en (Vy,..., V).

[ |

Lema 6.1.4 Sean X un continuo de Hausdorff y M € C(X). Si para cada
subconjunto abierto U de X tal que M C U, existe un subconjunto abierto V-
de X que cumple lo siguiente:

1. MCVCUy

2. para cada subconjunto cerrado B de X con la propiedad de que B C'V,
ezxiste un subcontinuo L de X tal que BC L CV,

entonces existe una base local para M, formada por vietoricos conexos por
arcos.

Prueba. Sea {Uy,...,U,} una familia de subconjuntos abiertos de X tal
que M € (Uy,...,U,). SiU =}, U;, resulta que M C U. Por hipétesis,
existe un subconjunto abierto V' de X tal que:

1. MCVCUYy

2. para cada subconjunto cerrado B de X con la propiedad de que B C V,
existe un subcontinuo L de X tal que BC L CV.
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Para cada i € {1,...,n}, sea
Vi=VnU. (6.10)

Notemos que

n n

UW=UWﬂMPWW<O%>=V§O%- (6.11)

i=1 i=1
Asi,
Mc| v
i=1
El hecho de que M = M NV y M € (Uy,...,U,) implica que para cada
ie{l,...,n}
MNV,=Mn(VNU)=MnU; #0.

Luego,
Me(WV,...,V,).

Conjuntando (6.10) y (6.11), del Lema 3.1.7 se desprende que
(Viy. Vi) C (UL, .. U,
Enseguida, se probara que
(Vi,...,V,) es conexo por arcos. (6.12)

Sean Bj y By elementos de (V1,...,V,,) tales que By # B,. Entonces B; U B,
es cerrado en X. Notemos ademas que

BiUBy € (Vi,....V,). (6.13)

Gracias a que B; U By C (J, Vi, a (6.11) y a la Propiedad 2, podemos
encontrar un subcontinuo L de X con la cualidad de que BiU B, C L C V.
Por el Lema 3.1.2, por (6.13) y por (6.11) se sigue que

Le(Vi,....,V,).
Debido al Lema 6.1.3, hay un camino de By a By en (Vi,...,V,). Conse-
cuentemente, (V1,...,V,,) es conexo por caminos. Finalmente, del Lema 5.2.9

se concluye (6.12). m

A consecuencia del Lema 6.1.1 y del Lema 6.1.4, podemos inferir la
siguiente caracterizacion:
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Teorema 6.1.5 Sean X un continuo de Hausdorff y M € C(X). Entonces
2% es localmente conexo por arcos en M si y solo si para cada subconjunto
abierto U de X tal que M C U, existe un subconjunto abierto V de X que
cumple lo siguiente:

1. MCVCUy

2. para cada subconjunto cerrado B de X con la propiedad de que B C'V,
existe un subcontinuo L de X tal que BC L C V.

Corolario 6.1.6 Sean X un continuo de Hausdorff y x € X. Entonces 2%
es localmente conexo por arcos en {x} siy solo si X es fuertemente localmente
conexo por continuos en x.

Prueba. Supongamos que 2% es localmente conexo por arcos en {z} y sea U
un subconjunto abierto de X con la cualidad de que z € U. Luego, {z} C U.
En vista del Teorema 6.1.5 podemos hallar un subconjunto abierto V' de X
con las siguientes caracteristicas:

1. {z} CVCUYy

2. para cada subconjunto cerrado B de X con la peculiaridad de que
B C V, existe un subcontinuo L de X de tal forma que BC L CV.

Por ende, X es fuertemente localmente conexo por continuos en .
Reciprocamente, si X es fuertemente localmente conexo por continuos en x,
para cualquier subconjunto abierto S de X de tal suerte que x € S, existe
un subconjunto abierto W de X con la particularidad de que x € W C Sy,
para cada subconjunto cerrado K de X que satisfaga que K C W, hay un
subcontinuo M de X tal que K C M C W. Asi, del Teorema 6.1.5 se deriva
que 2% es localmente conexo por arcos en {r}. =

6.2 Un resultado técnico

En esta seccion introduciremos algunos resultados técnicos relacionados con
la escritura de elementos de 2%, a partir de los abiertos bésicos de la topologia
de Vietoris. Usaremos estos resultados técnicos en la prueba de los teoremas
principales de la Seccion 6.3.
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Observacién 6.2.1 Sean X un continuo de Hausdorff, B € 2X y Uy, ..., U,
una familia de subconjuntos abiertos de X tales que B € (Uy,...,U,). Sea

I={ie{l,...,n}: BNnfe(U;) #0}. (6.14)

Supongamos que i € I. Puesto que X es un continuo de Hausdorff y BNfr(U;)
es cerrado en X, se sigue que

BN fr(U;) es compacto. (6.15)

Como B € (Uy,...,U,), fijamos
b, € BNU;. (6.16)

Dado x € BN fr(U;), definimos
J.={j€{l,....,n}:x e U} (6.17)

Debido a que = € fr(U;), a que U; es abierto y a que b; € U;, podemos
encontrar un subconjunto abierto V! de X tal que

bigV,yzeViCdV)c (U (6.18)
Jj€Jx

Notamos que {V : x € BN fr(U;)} es una cubierta abierta para B N fr(U;).
Gracias a (6.15), existe {xy,...,2n,} € BNfr(U;) de tal manera que

Bnfr(U;) C | Vi, (6.19)
=1
Para cada [ € {1,...,m;}, escribamos
Vi = Vi (6.20)
Consideremos el siguiente conjunto:
V= {‘/(i,l) : (l,l) el x {17 . ,mz}} (621)

Asi, sic € {1,...,n}, podemos definir

BﬂUi, si Z%I,

CZ = m; . .
{ (BNU)\ (Uzzzl V(i,z)) , si 1€l

(6.22)
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A causa de (6.16) y de (6.18), se colige que
Ci # 0. (6.23)
Finalmente, teniendo en cuenta los siguientes conjuntos:
Vi={VeV:cdlV)CU}y A ={cd(V):V eV} (6.24)
podemos precisar
B, =C; U (B N (U Ai)>. (6.25)
A consecuencia de (6.23), resulta que
04 B, CU. (6.26)

Lema 6.2.2 Sean X un continuo de Hausdorff, B € 2% y Uy,...,U, una
familia de subconjuntos abiertos de X tales que B € (Uy, ..., U,). Sise define
I como en (6.14) de la Observacion 6.2.1 ei ¢ I, entonces BNel(U;) = BNU;.
En particular, si C; es como en (6.22) de la Observacion 6.2.1, el conjunto
C; es cerrado en X cada vez que i ¢ I.

Prueba. Notamos que

Puesto que i ¢ I se tiene que B N fr(U;) = 0.
Luego,

BN CI(UZ) =BnN (Uz U fI‘(UZ)) = (B N Uz) U (B N fI‘(UZ)) =BnN (]z

Asi, si C; es como en (6.22) de la Observacion 6.2.1, el conjunto C; es cerrado
en X cadavezquei ¢ . m

Lema 6.2.3 Sean X un continuo de Hausdorff, B € 2% y Uy,...,U, una
familia de subconjuntos abiertos de X tales que B € (Uy,...,U,). Si se
define I como en (6.14) de la Observacion 6.2.1 e i € I, entonces

(BNel(U;)) \ (U V(u)) = (BNU;)\ (U V(u))-

En particular, si C; es como en (6.22) de la Observacion 6.2.1, el conjunto
C; es cerrado en X cada vez que i € 1.



6.2. UN RESULTADO TECNICO 103

Prueba. Notamos que

Puesto que 7 € [ se tiene que
Bnfr(U;) € | Vi

Luego,

(BN (U (U Vi ) = 0. (6.28)

De (6.27) se infiere que

(BNel(U (U V”)> (BNU,) (U V”>
Finalmente, de (6.28) se concluye que
(BNcl(U (Uv”) (BNU;) (UVW)).
I=1

Asi, si C; es como en (6.22) de la Observacion 6.2.1, el conjunto C; es cerrado
en X cadavezquet €. m

Corolario 6.2.4 Sean X un continuo de Hausdorff, B € 2% y Uy,...,U,
una familia de subconjuntos abiertos de X tales que B € (Uy,...,U,). Si
B; es como en (6.25) de la Observacidén 6.2.1, entonces B; € 2%. Mds aiin,
B; € (U;).

Prueba. De (6.22) y (6.25) de la Observacién 6.2.1 se sigue que
B; =C;U (Bm (UA))
En vista del Lema 6.2.2 y del Lema 6.2.3, se infiere que

C; es cerrado en X.
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Conjuntando (6.21) y (6.24) de la Observacién 6.2.1, obtenemos que A; es
una familia finita de subconjuntos cerrados de X, por lo que

B; es cerrado en X.

Finalmente, en virtud de (6.26) de la Observacién 6.2.1 podemos concluir
que
B; € (U;).

Lema 6.2.5 Sean X un continuo de Hausdorff y Uy, ..., U, una familia de
subconjuntos abiertos de X. Si B € 2% y B € (Uy,...,U,), entonces existen
By, ..., B, € 2% con las siquientes propiedades:

1. para cada i € {1,...,n}, se tiene que B; € (U;) y

Prueba. Para cada i € {1,...,n}, sea B; como en (6.25) de la Obser-
vacién 6.2.1. Del Corolario 6.2.4 se sigue que

B; € (U;).

A continuacién probaremos que

De (6.22) y (6.25) de la Observacion 6.2.1 resulta que, para cadai € {1,...,n},

B, C B.
Luego,
B csB (6.29)
i=1
Sea b € B. Como B € (Uy,...,U,), existe ¢ € {1,...,n} de tal manera que

be BNU,.
CASO 1. Si Bnfr(U;) = 0, debido a (6.22) y a (6.25) de la Observacién 6.2.1

se deriva que
be B,.
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CASO 2. Supongamos que BN fr(U;) # 0 y sea b; € X como en (6.16) de la
Observacién 6.2.1. Por (6.14), (6.22) y (6.25) de la Observacién 6.2.1 surge

h (BNT,) (Uv”> ulBn(UJaA)]

Sibe (BNU;) \ (U " Viiny)» autométicamente b € B;.
Si por el contrario b ¢ ( NU)\ (Ui, Vi), existe I € {1,...,m;} con la
propiedad de que

B, =

b e Vi (6.30)

Gracias a (6.17), a (6.18) y a (6.20) de la Observacién 6.2.1, podemos encon-
trar j/ € {1,...,n} con la cualidad de que

cl(Viiy) C Ujr.
Teniendo en cuenta (6.21) y (6.24) de la Observacién 6.2.1, deducimos que
V(i,l) € Vj.

Por consiguiente
cl(Viiy) € Ajr. (6.31)

Conjuntando (6.30) y (6.31), obtenemos que

ve B (JAr).
Notando (6.25) de la Observacién 6.2.1,
be Bj.
Asi, del CASO 1 y del CASO 2, inferimos que

BgOBi.

Finalmente, de (6.29) se concluye que
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6.3 Resultados para elementos de 2¥

En esta seccién ya estamos listos para presentar los teoremas fundamentales
de este trabajo: aquellos que caracterizan la conexidad local por arcos en
elementos de 2.

Comenzamos esta ultima seccién enunciando dos resultados importantes
sobre la conexidad local de 2%, en elementos de C'(X) y de 2%, respectiva-
mente.

Teorema 6.3.1 [3, Teorema 2, p. 390] Sean X un continuo de Hausdorff y
M € C(X). Entonces 2% es localmente conexo en M si y solo si para cada
subconjunto abierto U de X tal que M C U, existe un subsespacio abierto y
conexo V de X con la caracteristica de que M CV C U.

Teorema 6.3.2 [3, Teorema 5, p. 395] Sean X un continuo de Hausdorff y
A € 2% Entonces 2% es localmente conexo en A si y solo si 2% es localmente
conexo en cada componente de A.

Los siguientes tres resultados son muy técnicos, pero los necesitaremos
para probar el Lema 6.3.12, que es la implicacion directa de uno de los
teoremas mas importantes de esta tesis: el Teorema 6.3.25.

Lema 6.3.3 Sean X un continuo de Hausdorff y A € 2%X. Sea Q un subcon-
junto abierto de X tal que ANQ # 0 y Anfr(Q) = 0. Si 2% es localmente
conexo en A, entonces existe N € N y existe E € Cn(X) que satisface que
ANQ C E CQ ytoda componente de E interseca a AN Q.

Prueba. Definamos el siguiente conjunto:
C={C e C(X):C es componente de Ay CNQ # 0}

Notamos que

AnQcl e (6.32)

Adem4s, teniendo en cuenta que A Nfr(Q) =0 y que @ = int(Q) podemos
asegurar que

ANQ =Anint(Q) = A\ (fr(Q) Uext(Q)) = A\ ext(Q).
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Por consiguiente, ANQ es cerrado en X. Asi, debido a que X es un continuo
de Hausdorff llegamos a que

AN Q es compacto. (6.33)

Tomemos C' € C. Puesto que C C Ay ANfr(Q) = 0 se sigue que CNfr(Q) =
(). Luego,
C Cint(Q) U ext(Q).

Dado que C es conexo, @ = int(Q) y C' N Q # B resulta que
CCQ.

Como X compacto y de Hausdorff, X es Tj. en particular, X es T5. También
C' es compacto. Por consiguiente, podemos considerar un subconjunto abierto
We de X con la peculiaridad de que

C C We Ca(We) CQ. (6.34)

Por hipétesis sabemos que 2% es localmente conexo en A. Del Teorema, 6.3.2
se deduce que 2% es localmente conexo en C. Asimismo, gracias al Teo-
rema 6.3.1 podemos encontrar un subespacio abierto y conexo Vo de X de

tal suerte que
C C Ve CWe.

De (6.34) se colige que

A consecuencia de (6.32) obtenemos que

AnQc Ve

ceC

En virtud de (6.33) podemos hallar C1,...,Cy € C de tal manera que
N N
AnQc Ve, Ve, Q.
j=1 j=1

Determinemos F = Uj\le cl(Vg;). Consecuentemente, ANQ C E C Q.
Sabemos que para cada j € {1,..., N}, el conjunto Vg, es conexo. Luego,
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cl(Vg,;) es conexo. Asi, £ € Cy(X). Fijemos una componente L de E y
x € L. Entonces existe j € {1,..., N} con la caracteristica de que = €
cl(Ve,) € E. Por (6.35), C; C cl(Vg,) € L. Por definicién de C, el conjunto
C; N (AN Q) es no vacio, por lo que LN (AN Q) # 0. De esta forma, hemos
terminado. m

Lema 6.3.4 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A. Supongamos que 2~ es localmente conexo en A. Sean U, y Us
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que Ay C Uy
y A € (Uy,U)). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (Uy,Us) — (Uy) dada por
f(B) = BNU,. Entonces eziste N € N y existe E € Cn(X) que cumple que
An(U fIV]) € E CUfIV] y cada componente K de E interseca al conjunto

AN UV

Prueba. Por el Lema 3.3.6 obtenemos lo siguiente:
L Urvlc U
2. AnUfV)=AnlUyy
3. Anfr (U f[V]) = 0.

Del Lema 3.3.2 se sigue que [ estda bien definida y es continua. De la
Propiedad 2 se desprende que

0+ f(A)=ANU, = AN (U fm) . (6.36)
Aplicando el Lema 3.3.5 inferimos que

U f[V] es abierto en X. (6.37)

Conjuntando (6.36), (6.37), la Propiedad 3 y que 2% es localmente conexo en
A, teniendo en cuenta el Lema 6.3.3 podemos encontrar N € Ny E € Cy(X)
con la singularidad de que

an(Usm) ceclUsm

y toda componente de K de F satisface que

Kntan (UJsml) 0.
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Lema 6.3.5 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A. Supongamos que 2% es localmente conexo en A. Sean U, y U,
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que Ay C U
y A € (U,Uy). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (Uy,Us) — (Uy) dada por
f(B) = BNU,. Entonces para cada B € 2% con la caracteristica de que
B C | f[V], existen by, ..., by € B de tal forma que para cada j € {1,...,k}
podemos hallar una familia {Vfﬂ e ,Vfgj} de subconjuntos abiertos de X
que cumpla lo siguiente:

Locd((Vy, .. Val)) € FIVI,
2. bj S Vibj Yy

b;
3. B C U§:1V1 :

Adicionalmente, para cada j € {1,...,k} podemos encontrar un subcontinuo

L; de 2%, con la peculiaridad de que {f(A), szbjl cl(Vibj)} CL; CfV].
Prueba. Del Corolario 3.3.4 se sigue que
f[V] es abierto en 2. (6.38)

Dado, b € B podemos elegir By, € f[V] tal que b € By,. Puesto que 2% es Ty,
gracias a (6.38) podemos encontrar una familia {V}, ..., V;? } de subconjuntos
abiertos de X que cumple lo siguiente:

Bye (VP,..., VD) Ce((VY,...,VE)) C fV] y be VY. (6.39)
Asf, {V? : b € B} es una cubierta abierta para By, dado que B es compacto,
existen by, ..., by € B de tal manera que
k
Bc|Jw”.
j=1

Para cada j € {1,...,k}, sea
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Del Lema 3.1.10 y de (6.39) se deduce que
Gy, € (cl(V)7), ..., cl(VY ) C fIVI. (6.40)

En vista que V es conexo por arcos y que f es continua, del Lema 5.2.12 se
colige que
f[V] es conexo por caminos. (6.41)

Debido a que A € V, a (6.40) y a (6.41), existe un camino £; tal que
L; C fVIy {f(A), Gy} € L;.

A continuacion se introducird un nuevo concepto al que denominaremos
Propiedad (*). Inmediatamente después se probaran algunos resultados co-
rrespondientes a la misma. Dichos resultados son algo técnicos, pero sin
ellos no hubiera sido posible demostrar uno de los teoremas principales de
este trabajo (Teorema 6.3.25).

Definicién 6.3.6 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A; una com-
ponente de A. Sean U; y U, subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X
que satisfacen que A; C Uy y A € (Uy,Uy). Sea V un subconjunto abierto
de 2% tal que A € V C (U, Us,). Consideremos f : (U, Uy) — (U;) dada por
f(B) = BNU. Sea D C X. Decimos que D cumple la Propiedad (x) si
ocurre lo siguiente:

. DCUYfV]y

IT. para cada subconjunto cerrado B de X de tal manera que B C D,
existe Lp € C'(X) con la caracteristica de que Ay UB C L C D.

Lema 6.3.7 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A. Supongamos que 2% es localmente conezxo en A. Sean U, y U,
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que Ay C Uy
y A € (Uy,Uy). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (Uy,Us) — (Uy) dada por
f(B) = BNU,. Definamos el siguiente conjunto:

p=|Jirecx): A cLc| ]V (6.42)

Entonces P cumple la Propiedad (x) de la Definicion 6.3.6.
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Prueba. Por el Lema 3.3.6 obtenemos que:
L U/fvlc Uy,
2. AN(UFIV) = ANU, y
3. Anfr (U V) = 0.

Notamos que
pclJrm. (6.43)

Consideremos un subconjunto cerrado B de X con la cualidad de que
BCP. (6.44)

Probaremos que existe M € C'(X) de tal manera que
AuBCMC|Jrv. (6.45)

Debido al Lema 6.3.5, existen by,...,b, € B de tal forma que para cada
j € {1,...,k} podemos hallar una familia {Vlbj, e Vfgj} de subconjuntos
abiertos de X que cumpla lo siguiente:

4 (V7 Ve ) € IV
b.

5. b]' S ‘/Ylj y

6. BC U\, 1.

Ademds, para cada j € {1,...,k} podemos encontrar un subcontinuo £; de
2% con la peculiaridad de que

ny

{7, Javmy c £, € 1) (6.46)

(o

s
Il
—

De la Propiedad 6 se consigue que

B=JBn). (6.47)
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Para cada j € {1,...,k}, fijemos
Gy = | Jl(vP). (6.48)

De (6.46) se infiere que

ray ey cUrviva, clyg cUJrm (6.49)

Por otro lado, gracias al Lema 6.3.4, existe N € N y existe F € Cn(X) que
satisface que

an(Usmv)cecUsm (6.50)

y para cada componente K de E resulta que

KN[AN (U f[V])] "y (6.51)

Sabemos que f(A) = AUU;. A razén de que £; es un subcontinuo de
2% y combinando la Propiedad 2, (6.50) y (6.51), en vista del Lema 4.2.23
se sigue que (|JL£;) U E tiene a lo mds N componentes. Supongamos que
{(Fi. ... ,Egj} es el conjunto de componentes de (|J£;) U E. Asi,

(Uﬁj)UE:OEljydjE{l,...,N}. (6.52)
=1

Consideremos

Hy={hec{l,...,d;}: El N B #0}. (6.53)

Elijamos h € H; y '
b, € E}JL N B. (654)

A consecuencia de (6.44) y (6.42) existe T/ € C(X) de tal suerte que
b€ T]y A T CJfIV]. (6.55)
Definamos

L= |J (T uE). (6.56)

heH;
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Teniendo en cuenta (6.54) y (6.55), del Lema 1.2.3 se colige que
T!UE] € O(X). (6.57)

Como A; € C(X), combinando (6.55), (6.56), (6.57) y el Lema 1.2.3 se
deduce que

A C @ UE) =Ly L€ CX). (6.58)
heH;
También, de (6.49), (6.50), (6.52), (6.55) y (6.56) se desprende que
L= J (@ uE) (Uf )uEgUf[V]. (6.59)
heH;

A continuacion probaremos que
BNV} C L;. (6.60)
Size BN Vlbj, conjuntando (6.47), (6.48) y (6.49) pasa que
reBNG, C|JL;. (6.61)

Puesto que |J£; C (UL;)UE, por (6.52) podemos tomar [ € {1,...,d;} de
tal forma que .
S (6.62)

Por ende, x € BN El] A causa de (6.53), el elemento [ pertenece a H;.
A base de (6.56) podemos asegurar que x € L;, llegando a (6.60). Ahora,

definamos
= U (6.63)

Recordemos (6.58). Aplicando el Lema 1.2.3 se acierta que
A C M e C(X). (6.64)

Asimismo, juntando (6.63), (6.47) y (6.60) se logra que

B=JBnW)c|JL=M (6.65)

7j=1 7j=1
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Reparando en (6.59) y (6.63) ocurre que

M= |J LyclUrm. (6.66)
K}

Uniendo (6.64), (6.65) y (6.66) hemos probado (6.45). Por tltimo, fijAndonos
en (6.43) y (6.45) podemos concluir que P cumple la Propiedad (*) de la
Definicién 6.3.6. m

Lema 6.3.8 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A y supongamos que 2% es localmente conexo en A. Sean Uy y Us
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que A, C U
y A € (U,Uy). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (U, Us) — (Uy) dada por
f(B) = BNU,. Definamos el siguiente conjunto:

P=([recx):aicLcl s (6.67)
Entonces AN P C int(P).

Prueba. Como f[V] C (U;) se colige que

Urvicu. (6.68)

También, del Lema 6.3.7 se obtiene que P tiene la Propiedad (x) de la
Definicién 6.3.6. Tomemos x € AN P. Puesto que v € Py X es Ty,
resulta que {z} es un subconjunto cerrado de X con la caracteristica de que
{z} C P. Gracias a la Propiedad II de la Definicién 6.3.6, existe L, € C'(X)
de tal suerte que

Au{zt c L, cPC|Jrvl (6.69)
Sea A, la componente de A que tiene como elemento a x. Luego,
ze AN (U fm) . (6.70)
Notamos que A, C A€V C (Uy,Us). Por ende,

A, CACU UUs. (6.71)
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Dado que A, es conexo, conjuntando que U; N U = (), (6.68), (6.70) y (6.71)
llegamos a que

A, CU;.
Asi,

Por consiguiente,
A <1

A razén del Lema 3.3.5 se deduce que | J f[V] es abierto en X. En vista de
que X es compacto y de Hausdorff, X es T5. También, A, es compacto, por
lo que podemos hallar un subconjunto abierto W de X de tal manera que

A, W CdWw) <. (6.72)

Por otro lado, debido a que 2% es localmente conexo en A, del Teorema 6.3.2
se sigue que 2% es localmente conexo en A,. Aplicando el Teorema 6.3.1
podemos encontrar un subespacio abierto y conexo C' de X con la particu-
laridad de que

A, CCCW. (6.73)
Dado que = € A,, podemos asegurar que
z e C. (6.74)
A continuacién se probara que
CCP. (6.75)
Fijemos z € C'. Observamos que
c(C) e C(X) y z € cl(O). (6.76)
Combinando (6.69), (6.74) y el Lema 1.2.3 se da que
A Ccel(C)UL, € C(X). (6.77)

Asimismo, uniendo (6.69), (6.72) y (6.73) se satisface que
(C)UL, CJfIV]. (6.78)

Ademds, considerando (6.76), (6.77) y (6.78) podemos concluir que z € P,
lo que nos lleva a (6.75). Finalmente, reparando en (6.74) se desprende que
x € int(P). Por lo tanto, AN P Cint(P). m
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Lema 6.3.9 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A y supongamos que 2% es localmente conexo en A. Sean U, y Us
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que Ay C Uy
y A € (U,Uy). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (Uy,Us) — (Uy) dada por
f(B) = BNU,. Sea x € X y asumamos la existencia de un elemento B
de f[V] tal que x € B. Tomemos una red {x)}ren en X de tal forma que
xy — x. Entonces existen \g € A y un subcontinuo L de 2% con la carac-
teristica de que

LC VI y{f(A), BU(Cpan)} € L.

Prueba. Del Corolario 3.3.4 se sigue que f es abierta, por lo que f[V] es
abierto en 2%. Dado que 2% es Ty, podemos considerar un abierto bésico
(Wy,...,W,) de 2% de tal manera que

Be (Wy,...,W,) Cecl((Wq,...,W,)) C f[V]y x € W. (6.79)
Gracias al Lema 3.1.10 resulta que
cl((Wh, ..., W,)) = (cl(Wy),...,cl(Wy)). (6.80)
Puesto que x), — x, existe \g € A de tal suerte que
Cirozy) © Wi C cl(W7).

Luego,
CI(C(AO,IA)) Q Cl(Wl) (681)

Observamos que
BUC(Cipay) € 2% (6.82)

Conjuntando (6.79), (6.80) y (6.81) se obtiene que
BCBU Cl(C()\O7xA)) - U?:l Cl(Wz)
y (6.83)
B e (cl(W),...,cl(W,)) C fIVI].
En vista de (6.82) y (6.83), debido al Lema 3.1.2 colegimos que

BUCA(Cirgay) € (W), ..., cl(W,) C fIV]. (6.84)



6.3. RESULTADOS PARA ELEMENTOS DE 2% 117

Por otro lado, dado que V es conexo por arcos, del Lema 5.2.12 se deduce
que
f[V] es conexo por caminos.

Teniendo en cuenta (6.84) existe un camino £ de tal forma que
LS [V y {f(A), BU(Ciran)} € L.

Finalmente, notando que £ es un subcontinuo de 2% hemos terminado. m

En la prueba del Lema 6.3.10, se utilizaran resultados conocidos sobre
redes. A fin de que tales resultados no interrumpan la continuidad de esta
seccion, seran incluidos en el Apéndice.

Lema 6.3.10 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A y supongamos que 2% es localmente conexo en A. Sean U, y U,
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que Ay C U
y A € (U,Uy). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (Uy,Usy) — (Uy) dada por
f(B) = BNU,. Sea x € X y admitamos la ezistencia de un elemento B
de f[V] tal que x € B. Tomemos una red {x\}ren en X de tal forma que
r)\ — x. Supongamos que existen \g € A y un subcontinuo L de 2% con la
caracteristica de que

£C FV] y {f(A), BUC(Copun)} € £ (6.85)
Para cada X\ > Ny sea Ly la componente de | J L de tal forma que
xx € Ly. (6.86)
Entonces existe L € C(X) que satisface lo siguiente:
1. L es punto de acumulacion de {Ly : X > Ao},
2. LCU [V
3. xely

4. LNA#D.
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Prueba. Como X es de Hausdorff, del Teorema 3.2.3 se sigue que
U L es cerrado en X. (6.87)
Asi, para cualquier A > )\g se cumple que
Ly e C(X).
En vista del Lema 3.2.8, para cada A > g se tiene que
DALLiNfA=LN(ANTU;) C LyNA. (6.88)

Ya que C'(X) es compacto, a razén del Teorema 7.0.15 y la Observacién 7.0.8
podemos tomar L € C'(X) con la peculiaridad de que

L es punto de acumulacién de {Ly : A > A\o}.

Debido al Teorema 7.0.13 podemos elegir una sub-red {Lj, }sea de {Ly : A >
Ao} con la particularidad de que

Ly, — L. (6.89)

Combinando el hecho de que cada 6 € A obedece que Ly, € |JL y (6.87),
del Lema 7.0.18 se deriva que
Lcljc

Fijémonos en (6.85). Luego,
LclJsmm.

Ademas, aplicando el Lema 7.0.10 obtenemos que {z) : A > A¢} converge a
x. Asimismo, del Lema 7.0.11 se consigue que

Ty, — T (6.90)

Reparando en (6.86), para cada 6 € A ocurre que x), € L),. Reuniendo
(6.89), (6.90) y Lema 7.0.17 se infiere que

r € L.

Finalmente, conjuntando (6.88), (6.89) y el Lema 7.0.19 se concluye que
LNA#D.
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Lema 6.3.11 Sean X un continuo de Hausdorff, A € 2% y A, una compo-
nente de A y supongamos que 2% es localmente conexo en A. Sean Uy y U,
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X que satisfacen que Ay C U
y A € (U,Uy). Sea V un subespacio abierto y conexo por arcos de 2%
tal que A € V C (Uy,Uy). Consideremos f : (Uy,Us) — (Uy) dada por
f(B) = BNU;. Definamos el siguiente conjunto:

P=J{recx):AcrLclJs (6.91)
Entonces P es abierto en X.

Prueba. Sea z € P. Notamos que = € |J f[V]. Tomemos una red {z)}ea
en X tal que ) — x. Como z € |J f[V], podemos hallar B € f[V] de tal
suerte que x € B. Gracias al Lema 6.3.9 existen A\g € A y un subcontinuo £
de 2% con la caracteristica de que

LC f[V] y {f(A)7 BU CI(C(AO,IA))} C L.

Por ende,
U<y BUd(Cpay) €L (6.92)

Observamos que C(xgz,) € cl(C(agey)). Para cada A > Ay consideremos la
componente Ly de | £ de tal forma que

meLyclJL. (6.93)

A consecuencia del Lema 6.3.10 podemos tomar L € C(X) que satisface lo
siguiente:

1. L es punto de acumulacién de {Ly : A > Ao};
2. LSU SV

3. x€Lly

4. LN A#0.

En vista del Teorema 7.0.13 podemos elegir una sub-red {L), }sca de {Ly :
A > X} con la propiedad de que

Ly, — L. (6.94)
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Consideremos a € L N A. Puesto que z € P, podemos asegurar la existencia
de un subcontinuo D de X que cumpla que

reDy A CDC|JfV] (6.95)
De la Propiedad 2 se sigue que
A cpurLcl v (6.96)

Debido a que L € C(X), la Propiedad 3 y (6.95), aplicando el Lema 1.2.3
llegamos a que
a€e DUL e C(X). (6.97)

Conjuntando (6.96) y (6.97) obtenemos que
ac PNA.

Del Lema 6.3.8 se colige que PN A C int(P). Por ende,
a € int(P).

Por consiguiente,
LN ACint(P).

De la Propiedad 4 resulta que
L € (int(P), X).
Usando (6.94) podemos elegir §y € A con la cualidad de que
Cloo,Lrg) © (int(P), X).
A continuacion se probard que para cada 0 > dg se da que
Ly, C P (6.98)
Fijemos § > dg y s € L,,. De (6.3) se tiene que
0 # Ly, Nint(P) C Ly, N P.
Sea t € Ly, N P. Luego, existe F; € C(X) de tal modo que

te F,y Ay CF CJfV]. (6.99)
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Como Ly, € C(X), del Lema 1.2.3 se infiere que Ly, U F}; € C(X). Ademss,
podemos notar que

seLyUFyA CLy,UFE. (6.100)
Tomemos en cuenta (6.92), (6.93) y (6.99). Asi,
Ly UFE v (6.101)

Combinando (6.100) y (6.101) deducimos que s € P, por lo que hemos
probado (6.98). Por lo tanto, para cada 6 > Jy pasa que

T ) e P

Es decir,
0(6071?A5) CP

Finalmente, del Lema 7.0.16 se puede concluir que P es abierto. m

A continuaciéon probaremos uno de los resultados principales de esta
seccion. Nos daremos cuenta de que para poder demostrarlo, era necesario
definir la Propiedad (%) de la Definicién 6.3.6.

Lema 6.3.12 Sean X un continuo de Hausdorff y A € 2%. Si 2% es local-
mente conexo por arcos en A, entonces 2% es localmente conexo por arcos en
cada componente de A.

Prueba. Sea A; una componente de A. Si A; = A se sigue el resultado.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que A; # A. Por consiguiente,
A € 2%\ C(X). Del Corolario 5.2.11 resulta que

2% es localmente conexo en A. (6.102)

Consideremos un subconjunto abierto U de X tal que A; C U. Gracias al
Corolario 3.1.6, existen subconjuntos abiertos y ajenos U; y U, de X con las
siguientes caracteristicas:

1. A, CU, CU;
2. fr(Uy) N A = 0;
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4. A€ (U, Uy).

Debido a que 2% es localmente conexo por arcos en A y a la Propiedad 4
podemos encontrar un subespacio abierto y conexo por arcos ¥ de 2% con la
cualidad de que

AeV C(Uy,Us,). (6.103)

Sea [ : (Uy,Us) — (Uy) dada por f(B) = BNU; y definamos el siguiente
conjunto:

P=|J{Lecx): A cLclJrv (6.104)
Notamos que f[V] C (U), por lo que

Urvicu. (6.105)

Conjuntando las Propiedades 1, 2 y 4, (6.102) y (6.103), en vista del Lema 6.3.11
se infiere que
P es abierto en X. (6.106)

A consecuencia del Lema 6.3.7, el conjunto P cumple la Propiedad (%) de la
Definicién 6.3.6. Asi, se satisface lo siguiente:

L PCUSV]y

IT. para cada subconjunto cerrado B de X de tal manera que B C P,
existe Lg € C(X) con la peculiaridad de que Ay UB C L C P.

Observando la Propiedad I, (6.105) y la Propiedad 1 se obtiene que
AiCPCU CU. (6.107)

Combinando la Propiedad II, (6.106) y (6.107), a razén del Teorema 6.1.5 se
puede concluir que 2% es localmente conexo por arcos en A;. m

Ahora, introduciremos la definicion de vietérico esencial. Dicha definicion
junto con algunos resultados, facilitara la prueba del Lema 6.3.18.
Definicién 6.3.13 Sean X un espacio topolégico y A € 2%, Decimos que un
abierto basico (Uy,...,U,) es esencial con respecto a A si A € (Uy,...,U,)

.....

A partir de este momento daremos prueba o referencia de algunos resul-
tados técnicos. Dichas proposiciones nos ayudaran a probar el Lema 6.3.24.
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Lema 6.3.14 [6, Lema 2.17, p. 34] Sean X wun espacio topoldgico T3 y
A€ 2% Si (Vi,...,V,) es un abierto bdsico que contiene a A, entonces
existe un abierto basico esencial con respecto a A contenido en (Vy,..., V).

Corolario 6.3.15 Sean X un continuo de Hausdorff y B € 2%. Sea
{Vi e Voo VA ’“,...,szk

una familia de subconjuntos abiertos de X con la caracteristica de que

Be (VP Vo Ve Vo),

» Ve » Ymay,
Entonces existen By, ..., B, € 2% con las siquientes propiedades:
1. para cada j € {1,...,k}, se tiene que B; € (V;7,..., mij> y
k
2. B= szl B;.
Prueba. Gracias al Lema 6.2.5 podemos encontrar
B ..., B .. BM™ ... B ¢2¥
a1 k
que satisfagan lo siguiente:
a) para cualquier j € {1,...,k} y cualquier i € {1,...,mq,} se cumple
que Bi” € (Vi) y
k Mey: o
b) B = Uj:l (Ui:lj B; ]>-
Dado j € {1,...,k}, definamos
maj
B;=|JB". (6.108)
i=1

Asi,
B; € 2%,

Combinando la Propiedad a) y (6.108) resulta que

Bje (V{7,...,V% ).

) maj
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Por otro lado, conjuntando la Propiedad b) y (6.108) se colige que

De esta manera, hemos terminado. m

Observacion 6.3.16 Sean X un continuo de Hausdorff y Uy, ..., U, una
familia de subconjuntos abiertos de X. Sea A € 2% con la cualidad de que
Ae(Uy,...,U,). Sea {A, : a € A} el conjunto de componentes de A. Para
cada a € A, consideremos

Uy =W e {Ur,... .U} : WN A, £ 0} (6.109)
Luego, existe {U7,..., U } € {Ui,...,U,} de tal manera que
U, = {U?,... U} (6.110)

Entonces
A, € (Uf‘,...,U;j‘a). (6.111)

El siguiente resultado nos muestra una propiedad importante que cumplen
los abiertos vietoricos esenciales.

Lema 6.3.17 Sean X un continuo de Hausdorff y Uy,...,U, una familia
de subconjuntos abiertos de X. Sea A € 2% con la cualidad de que A €
(Ur,...,U,) y (Uy,...,Up,) es esencial con respecto a A. Sea {A, : a € A}
el conjunto de componentes de A. Para cada o € A, consideremos Uy,
Ufp,..., Uy como en (6.109) y (6.110) de la Observacion 6.5.16, correspon-

dientemente. Sea {V*,..., V> } una familia de subconjuntos abiertos de X
con la peculiaridad de que

A, € (Vf“,...,VfLa) - <Uf“,...,UfL‘a>. (6.112)
Entonces existen oo, ..., € A tales que
A€ <V1°‘1,...,V,fl‘i e, VR ...,Vni‘z ) C (U, ..., U,).
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Prueba. Puesto que A = [J{A4, : @ € A} y A es compacto, gracias a (6.112)

podemos encontrar componentes A,,, ..., A,, de A, de tal forma que
k
Acl (U{vﬁj, . .,v;;;;_}) . (6.113)
j=1

Teniendo en cuenta (6.112), para cada j € {1,...,k} ycadat € {1,...,mq,}
se sigue que

ANV £0. (6.114)
Asi, de (6.113) resulta que
A (V™ LV VLV ), (6.115)

Debido al Lema 3.1.7 y a (6.112), para cualquier j € {1,...,k} podemos
asegurar que

UJme...., Vi } € o, Upi } C Ju. (6.116)
=1
Consecuentemente,
k n
(Utvie, v ) c U (6.117)
j=1 ’ 1=1
Ahora, fijemos [ € {1,...,n}. Como (Ui, ...,U,) es esencial con respecto a
A, podemos tomar
acA\ |J U, (6.118)
pe{l,...n\{1}

Notando (6.113) y (6.116), existen j € {1,...,k} y s € {1,...,nq,} con la
peculiaridad de que
acU™. (6.119)

A razén de (6.112) y del Lema 3.1.7 podemos hallar ¢ € {1,...,mq,} de tal
suerte que

VI C UM, (6.120)
Observando (6.118) y (6.119) llegamos a que Uy’ = U;. Es decir,

ViV C U (6.121)
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Combinando (6.117), (6.121) y el Lema 3.1.7 se deduce que

(VI Vit VS Ve ) C (UL Uy, (6.122)

May ) » Ymay,

Finalmente, conjuntando (6.115) y (6.122) hemos terminado. m

El siguiente resultado nos dice que, bajo ciertas condiciones, podemos
encontrar un vietérico conexo por arcos, intermedio entre un elemento de 2%
y un abierto vietorico que lo contiene.

Lema 6.3.18 Sean X un continuo de Hausdorff y Uy, ...,U, una familia
de subconjuntos abiertos de X. Sea A € 2% con la cualidad de que A €
(Uy,...,U,) y (Uy,...,Uy,) es esencial con respecto a A. Si 2% es local-
mente conexo por arcos en cada componente de A, entonces existen sub-
conjuntos abiertos V™', ..., Vn%l, VR V,ggk de X con las siguientes
caracteristicas:

1. Ae (Vo Ve ,..J/lak’...,Vn‘fb‘ng(Ul,...,Un> Y

1 Vmaq

2. para cualquier j € {1,...,k}, el vietérico (V7 ..., Vﬁij) es un subes-

pacio conexo por arcos de 2.

Prueba. Sea {A, : @ € A} el conjunto de componentes de A. Para cada
a € A, consideremos U, y U7,...,US como en (6.109) y (6.110) de la
Observacién 6.3.16, correspondientemente. De la Observacién 6.3.16 se sigue
que

A, € (UL, ..., U).

Como 2% es localmente conexo por arcos en A,, combinando el Teorema 6.1.5
y el Lema 6.1.4 podemos asegurar la existencia de un abierto bésico (Vy*,..., V> )
que cumpla que

A, e (Ve . Ve Yy Uy, ..., U ).

» Ymg No

y (6.123)
(V2,..., V2 ) es conexo por arcos.
Gracias al Lema 6.3.17, podemos encontrar aq, ..., a; € A tales que
Ae (V™M ... ,V;j;l, VR V,ff(’zk) C(Uy,...,Up). (6.124)

Conjuntando (6.123) y (6.124) hemos terminado. m
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Lema 6.3.19 Sean X un espacio topoldgico y B € 2X. Sean By, ..., B €

2% de tal manera que B = U§:1 B;. Sean V™', ..., Ve, LV "'7Vr?:§
subconjuntos abiertos de X con la caracteristica de que para cadaj e{l,...,k}
sucede que

Bje (V{7 ..., Vil ) (6.125)
Entonces B € (Vi™, ..., Vot . V™, 7V£§k>-

Prueba. Por hipétesis, dado j € {1,...,k} se cumple que

B; | v, Vi (6.126)
y para cualquier i € {1,...,m,, } se satisface que
B; NV £ ). (6.127)

Gracias que B = ’?: B; y a (6.126) inferimos que
7=1"J

C CJ (U{Vf‘j, N .,v;;gj}) . (6.128)

Ademds, de (6.127) podemos deducir quesi j € {1,...,k} ei € {1,...,mq,}
pasa que
B; NV £ ). (6.129)

Combinando (6.128) y (6.129) concluimos que

Be (Ve . Ve VR Vo,

» Vg » Ymay,

Los siguientes cuatro resultados nos seran de gran utilidad para la de-
mostracién del reciproco del Lema 6.3.12 (Lema 6.3.24). Dicha prueba con-
siste en la construccion de ciertos caminos.

Lema 6.3.20 /6, Lema 2.7, p. 30] Sean X un espacio topolégico y B € 2%.
Si f 2% — 2% estd dada por f(D) = DU B, entonces f es una funcién
contlinua.
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Lema 6.3.21 Sean X un espacio topolégico y B,C € 2%X. Sean By, ..., By,
Ci,...,C, € 2% de tal manera que

k k
B=|JBjyC=JC;
j=1 j=1

Supongamos que existen subconjuntos abiertos V™, ..., Vn%l, VR Vrggk
de X con la caracteristica de que para cualquier j € {1,... k} sucede que
B;,C; € <V1aj,...,Vn°;i,). (6.130)
J

Si para cada j € {1,k} hay un camino de B; a C; en (Vi .. .,Vrffij), en-
tonces existen caminos de B a Cy U (Uf:g BZ-> y de (Ui.:ll Ci> UBg aC en
(VEr, . Ves Ve e ),

» Vmag ) » Vmay,

Prueba. Dado j € {l1,k}, consideremos un arco generalizado K; y una
funcién continua g; : K; — 2% de tal suerte que

g;|K;] es un camino de B;j a Cj en (Vi7,..., V2 ). (6.131)

Fijemos fi : g1[K1] = 2% v fi : gi[Ki] — 2% de tal forma que

k k—1

A consecuencia del Lema 6.3.20 se satisface que f; y fr son funciones con-
tinuas. Si definimos

Fy=fiogry Fr = fr o gr, (6.133)
podemos asegurar que
Fy y F}. son continuas. (6.134)
Ahora, tomemos L € g1[K1] y L' € gi[Kk]. A razon de (6.131) ocurre que
Le Vi,V )y y L e (V™ ..., Vik ).

» Y'may,

Debido a (6.130) y al Lema 6.3.19 se sigue que

k k—1
LU (UBi> , (U Ci> UL € (VP Vi oV, Vae ). (6.135)
=2 =1
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Conjuntando (6.132), (6.133) y (6.135) inferimos que para cualesquiera [ €
K, y cada l' € K, se da que

Fi(l), F(l') € (e, Ve ek ey,

’ T May ) » Y may,
Luego,
F[Ky, Fy[Ky]) € (V™. Vn‘fil, VR Vr?ffik> (6.136)

Observando (6.131), (6.132) y (6.133) resulta que

Fi(min Ky) = (f1 0 g1)(min Ky) = fi(By) = UL, B;
y (6.137)
Fl(mzixKl) = (fl ogl)(méx Kl) == fl(C'l) == Ol U <U§:2 Bz) .

Asimismo,
v (6.138)
. . k
Fi(méx Ki) = (fi © gr) (méx Ky) = fi(Cr) = Uiz, Ci
De (6.134), (6.136), (6.137) y (6.138) y del hecho de que B = U§:1 B;y
C= U§:1 C; podemos concluir que Fy[K;] y Fj[K)| son caminos de B a C; U
<Uf:2 Bi> y de <Uf:_11 C’i) UByaCen (V... VL oo VL ,Vﬁ{zk),

respectivamente. ®

Lema 6.3.22 Sean X un espacio topoldgico y B,C € 2%. Sean By, ..., By,
Ci,...,C € 2% de tal manera que

k k
B=|JByc=JC;
j=1 j=1

Supongamos que existen subconjuntos abiertos V™, ..., V,fl‘;l, VR Vn?jzk
de X con la caracteristica de que para cualquier j € {1,... k} sucede que
B;,C; e (Vlaj,...,VTf;i). (6.139)
J

Si para cada j € {2,...,k—1} hay un camino de B; a C;j en (V}7,...,Via? ),

J

entonces para cualquier j € {2,...,k — 1} existe un camino de (Uf;ll C’Z-) U
k j k a a «a «a
<Ui:jB,») a ( i Ci>U<Ui:j+1 BZ-> en (Vi Ve VR LV )
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Prueba. Para cada j € {2,...,k — 1} consideremos un arco generalizado
K y una funcién continua g; : K; — 2% de tal suerte que

g;|K;] es un camino de Bj a C; en (V... Vg;) (6.140)
Dado j € {2, .. — 1}, definamos f; : g;[K;] — 2% de la siguiente manera:
j—1 k
f;(L) = (U Oi) ULU ( U B,-) . (6.141)
i=1 i=j+1

Del Lema 6.3.20 se sigue que
f;j es una funcién continua. (6.142)

Sea F; : K; — 2% con la siguiente regla de correspondencia:
Fj(t) = (fj 0 9;)(t). (6.143)
Como g; es continua, de (6.142) se infiere que
F} es continua. (6.144)

Ahora, tomemos j € {2,...,k — 1} y L € ¢g;[Kj]. A razén de (6.140) ocurre
que

Le(V\9,.. ., V),

 Vma

Debido a (6.139) y al Lema 6.3.19 se colige que

j—1
(UC) ULU ( U B) (Vi VeV Ve ) (6.145)
i=1 =j+1
Conjuntando (6.141), (6.143) y (6.145), para cualquier [ € K; podemos ase-
gurar que

Fi(l) € (V.. Vo VR L Ve ),

» Ymaq » Vmay,
Por ende,
Fi[K;] C (Vf”,...,Vn‘iil . ,Vf’“,...,Vﬁl(’jk). (6.146)

Teniendo en cuenta (6.140) y (6.143) notamos que

Fj(min Kj) = (fj 0 g;)(min Kj) = f;(B;)
y (6.147)
Fi(méx K;) = (f; 0 g;)(méx Kj;) = f;(C}).
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Ademas, de (6.141) se da que

fi(Bj) = ( i Cz‘) U <Uf:j B,-)
y (6.148)
fi(C5) = ( g:l Ci) U (U?:j—l-l Bi) :
Combinando (6.147) y (6.148) resulta que
Fymin i) = (U} ¢:) u (UL, B)

y
Fymax Kj) = (U, ©) U (UL Br)

Finalmente, de (6.144) y (6.146) se deduce que Fj[K;] es un camino de
(Uf;ll CZ~> U (Uf:j Bi> a ( Ll C’Z-) U (LJf:jJr1 Bi) en el abierto vietérico
(ver . lves Ly

» Y may )

Vor ) m

> VYmay 1t

Corolario 6.3.23 Sean X un espacio topoldgico y B,C € 2%X. Sean By, ..., By,
Cy,...,C, € 2% de tal manera que

k k
B=|JByC=]JC;
j=1 j=1

Supongamos que existen subconjuntos abiertos V™', ... Ver VML Vek

) mal Y ) mak
de X con la caracteristica de que para cualquier j € {1,... k} sucede que
B;,C; e (Vi ..., V% ),

» Vma;

Sipara cada j € {1,...,k} hay un camino de B; a Cj en (Vi”,..., Vil ), en-

al a1 (875 Qg e - .
tonces B, C € (V] ""7Vma17 A ,...,Vmak> y ademas existe un camino
al « (€75 @
de B a C en (Vi™,... VOl .. V™, V).

Prueba. Gracias al Lema 6.3.21 podemos encontrar caminos £,y Ly de B a
01u<U§:2 Bi> v de (Ujf‘;f O,)UBk aCen (Vi .. Ve L VL Ve ),

? mak

respectivamente. Asi,

B,C € (V& ..., Ve V& L Vo,

Y mal ) ) mak
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Debido al Lema 6.3.22, dado j € {2,...,k — 1} podemos tomar un camino
L; de (Uf;ll C’i> U (Uf:j BZ-> a ( g:l C’Z-> U (Ufszrl Bi> en 2% de tal suerte
que

L5 SV, VS VR LV,

Finalmente, en vista del Corolario 5.2.20 hemos terminado. m

Lema 6.3.24 Sean X un continuo de Hausdorff y A € 2%. Si 2% es local-
mente conexo por arcos en cada componente de A, entonces 2% es localmente
conexro por arcos en A.

Prueba. Sea (Ui,...,U,) un abierto bésico tal que A € (Uy,...,U,).
Debido al Lema 6.3.14, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

(Ui, ...,Up,) es esencial con respecto a A. A consecuencia del Lema 6.3.18,
podemos encontrar subconjuntos abiertos V™, ... 7qu{;17 VR Vn‘jik
de X con las siguientes caracteristicas:
1. Ae (Vf‘l,...,Vﬁ;l,...,mak,...,vnﬁgk> C(U,...,Uny
2. para cualquier j € {1,...,k}, el vietérico (V;7,. .., V,f{;) es un subes-
pacio conexo por arcos de 2%.
A continuacién probaremos que
Vs V- B Vn‘i‘zk> €S CONexXo POor arcos. (6.149)
Sean B,C € (V™ ,...,Voer V™ .. Ve ). Gracias al Corolario 6.3.15,
a1 A
existen By,..., By, C1,...,C, € 2% con las siguientes propiedades:
a) para cada j € {1,...,k}, se tiene que B;,C; € (V;", ..., ﬁij),
k
b) B = Uj:l Bjy
k
C) C = Uj:l Cj.

Teniendo en cuenta la Propiedad 2 y la Propiedad a), para cada j € {1,...,k}
podemos hallar un camino inyectivo £; de B; a C; en (V;™ ..., Vrffi]) No-
tando la Propiedad a), la Propiedad b) y la Propiedad c), en vista del Coro-
lario 6.3.23 sucede que existe un camino £ de B a C en 2% con la cualidad
de que

LTV, Ve VRV,

) ma17 ) mak
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Luego,

» Vmaq

(Vi o v VR , Vine ) €8 conexo por caminos.

Como 2% es de Hausdorff, aplicando el Lema 5.2.9 concluimos (6.149). Fi-
nalmente, conjuntando la Propiedad 1y (6.149) hemos terminado. m

A consecuencia del Lema 6.3.12 y del Lema 6.3.24 podemos inferir una de
las caracterizaciones més importantes de este trabajo (y la més importante
de esta seccion):

Teorema 6.3.25 Sean X un continuo de Hausdorff y A € 2X. Entonces 2%
es localmente conexo por arcos en A si y solo si 2% es localmente conexo por
arcos en cada componente de A.

Corolario 6.3.26 Sean X un continuo de Hausdorff y {z1,...,x2x} C X.
Entonces 2% es localmente conexo por arcos en {1, ..., xy} siy solo si para
cada j € {1,...,k} se tiene que X es fuertemente localmente conexo por
continuos en ;.

Prueba. Sea C el conjunto de componentes de {z1,...,z;}. Notamos que
C={{x}:ie{l,... . k}}. (6.150)
Supongamos que 2% es localmente conexo por arcos en {zy,..., 73} y consi-

deremos j € {1,...,k}. Gracias a (6.150) y al Teorema 6.3.25 se colige que
2% es localmente conexo por arcos en {xz;}. Por el Corolario 6.1.6 se deduce
que X es fuertemente localmente conexo por continuos en z;.
Reciprocamente, si para cada j € {1,...,k} se cumple que X es fuertemente
localmente conexo por continuos en z;, del Corolario 6.1.6 resulta que para
cualquier j € {1,...,k} se da que 2% es localmente conexo por arcos en {z;}.
Combinando (6.150) y el Teorema 6.3.25 llegamos a que 2% es localmente
conexo por arcos en {xy,...,Tg}. ®

El siguiente resultado es consecuencia directa del Corolario 6.3.26.
Corolario 6.3.27 Sean X un continuo de Hausdorff, n € N\ {0} y A €

F.(X). Entonces 2% es localmente conexo por arcos en A si y solo si X es
fuertemente localmente conexo por continuos en cada elemento de A.
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Capitulo 7

Apéndice: Redes

Este capitulo adicional estd dedicado a recordar resultados fundamentales
de un tipo especial de convergencia: la convergencia de redes. El concepto
de red es muy 1util, pues es una nociéon que se puede aplicar a cualquier
espacio topologico, sea métrico o no. Daremos referencia o prueba de algunos
resultados que se utilizaron en la Seccién 6.3.

Definicién 7.0.1 Sean A un conjunto y < una relacion en A. Decimos que
(A, <) es un conjunto dirigido si para cualesquiera elementos A, A; y Ay de A
se satisfacen las siguientes condiciones:

LA A
2. si A< A1y A < Ao, entonces A < Ay y

3. existe A3 € A con la caracteristica de que A\; < A3 y Ay < As.

Observacién 7.0.2 Sea (A, <) un conjunto dirigido y consideremos Ay € A.
Entonces ({A € A: A > Ao}, <) es también un conjunto dirigido.

Definicién 7.0.3 Sean X un conjunto y (A, <) un conjunto dirigido. Si
P : A — X es una funcién, diremos que P[A] es una red en X. Si para cada
A € A denotamos a P(\) por z,, entonces P[A] = {x)}aea.

Definicién 7.0.4 Sea X un conjunto y sean (A, <) y (A, <) conjuntos di-

rigidos. Sean P : A — X y ¢ : A — A funciones. Supongamos que para
cualesquiera elementos d; y 9, de A y para cada A € A se cumple lo siguiente:

135
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1. si 01 =< &, entonces p(d1) < ¢(d2) y
2. existe 0 € A tal que A < ¢(0).

Entonces diremos que (P o p)[A] es una sub-red de P[A]. Si para cada § € A
denotamos a (P o ¢)(d) por x,,, entonces (P o ¢)[A] = {z), }sea.

Observacion 7.0.5 Toda sub-red de una red, es también una red.
Observacion 7.0.6 Toda red es sub-red de si misma.

Notacién 7.0.7 Sean X un conjunto, {z)} ep una red en X y A\* € A.
Denotaremos por Ciy« 5,y al conjunto {zy : A > A*}.

Observacién 7.0.8 Sean X un conjunto, {z)}rea una red en X y \* € A.
En vista de la Observacion 7.0.2 se tiene que C(«,,) también es una red en

X.

Definicién 7.0.9 Sean X un espacio topolégico, {z)}rea una red en X y
x € X. Decimos que {z)}rea converge a x si para cada subconjunto abierto
U de X con la propiedad de que x € U, existe \g € A tal que C(yy,) € U.
En general, lo denotaremos por x), — x.

Lema 7.0.10 Sean X un espacio topolégico y {x)}ren una red en X. Sea
r € X tal que xy — x. Consideremos \* € A. Entonces Cy« 4,y converge a
x.

Prueba. Sea U un subconjunto abierto de X de tal manera que x € U.
Como z) — z, existe Ay € A con la cualidad de que C(y,.,) € U. Gracias la
Propiedad 3 de la Definiciéon 7.0.1 podemos encontrar \; € A de tal suerte
que )\1 > /\0 y )\1 > A ASi,

Conzy) € Cony)

y
CO\IJ)\) c C(Ao,m) cU.

Es decir, existe \; > A* con la caracteristica de que C(y, ,,) € U. Por lo
tanto, C(y« z,) converge a z.

Lema 7.0.11 Sean X un espacio topologico y {xx}ren una red en X. Sea
x € X tal que xy — x. Entonces toda sub-red de {x)}ren converge a x.
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Prueba. Consideremos una sub-red {z),}sca de {z)}rea. Fijemos un sub-
conjunto abierto U de X tal que x € U. Dado que x) — = podemos hallar
Ao € A con la peculiaridad de que

Clroan) € U (7.1)

En vista de la Propiedad 2 de la Definicién 7.0.4 podemos elegir d; € A que
cumpla que \;, > Ag. Gracias la Propiedad 1 de la Definicién 7.0.4, para
cada 0 > Jp podemos asegurar que \s > \s,. A razon de la Propiedad 2 de
la Definicién 7.0.1 se obtiene que As > A\g. Consecuentemente,

C(Eo,rxé) € Ciron)-

Asi, de (7.1) se colige que Cisy,,) € U. En conclusién, zy, — z. =

Definicién 7.0.12 Sean X un espacio topoldgico, {z)}rea una red en X y
x € X. Decimos que = es punto de acumulacion de {x)} ep si para cada
subconjunto abierto U de X tal que x € U y cada \y € A, existe A > Ag
cumple que x, € U.

Teorema 7.0.13 [9, Teorema 11.5, p. 75] Sean X un espacio topoldgico y
{zr}ren una red en X. Fijemos x € X. Entonces x es punto de acumulacion
de {x)}ren sty solo si existe una sub-red de {x)}ren que converge a x.

Teorema 7.0.14 [9, Teorema 11.7, p. 75] Sean X un espacio topoldgico y
A C X. Tomemos x € X. Entonces x € cl(A) si y solo si existe una red
{za}ren en X tal que {zahrea C Ay 2y —

Teorema 7.0.15 [9, Teorema 17.4, p. 118] Sea X wun espacio topoldgico.
Entonces X es compacto si y solo si toda red en X tiene un punto de acu-
mulacion.

Lema 7.0.16 Sea X wun espacio topolégico y sea U un subconjunto de X.
Entonces U es abierto en X si y solo st para cada x € U y para cada red
{zr}rer en X tal que xx — x, existe una sub-red {xy,;}sen de {xr}ren ¥
eziste 0g € A con la caracteristica de que 0(50,96)\5) CcU.
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Prueba. Supongamos que U es abierto en X. Consideremos x € U y una
red {z)}xea en X con la cualidad de que x) — . Luego, existe \g € A de
tal suerte que

Clron) € U-

Notando la Observaciéon 7.0.6 hemos terminado la implicacién directa.

El reciproco se probara por contrapuesta. Si U no es abierto en X, existe
x € U\ int(U). Equivalentemente, x € Uy x € X \ int(U) = cl(X \ U).
Gracias al Lema 7.0.14 podemos encontrar una red {z)} ea en X que cumpla
que {zx}rea € X\ U y ) — x. Asimismo, si {z),}sca €s una sub-red de
{zr}rer se obtendrda que {z),}sea € X \ U. Finalmente, para cualquier
0o € A se satisfara que C’((gom5) C X\ U, con lo que hemos terminado la
prueba. m

A partir de este punto y hasta el final del presente capitulo, se probaran
algunos resultados canénicos sobre convergencia de redes en el hiperespacio
2,

Lema 7.0.17 Sea X un continuo de Hausdorff y sea {Dx}ren C 2% una
red. Asumamos que existe D € 2% de tal manera que Dy — D y tomemos
r € X. Sea {xx}ren € X tal que xy — x y para cada A € A, el elemento x)
pertenece a Dy. Entonces x € D.

Prueba. Supongamos que z ¢ D. Dado que X es compacto y de Hausdorff,
X es Ty. Como D y {z} son subconjuntos cerrados y ajenos de X, podemos
escoger subconjuntos abiertos U y V' de X, ajenos y con la particularidad de
que D C Uy {z} CV. Puesto que Dy — Dy D € (U), podemos asegurar
la existencia de A\; € A de tal manera que

C(>\17D/\) - <U> (7'2)
En vista de que xy — =y z € V, podemos fijar \s € A de tal suerte que
Cirnoey) CV. (7.3)

Teniendo en cuenta la propiedad 3 de la Definiciéon 7.0.1, podemos hallar
A3 € A con la peculiaridad de que A\ < A3 ¥y A2 < A3. Por consiguiente, si
A€ Ay A3 <A por la Propiedad 2 de la Definicion 7.0.1 podemos aseverar
que A} < Ay Ay < A\ Asi, gracias a (7.2) y a (7.3) resulta que D, € (U)
y ) € V. Ademas, x), € D,. Por lo tanto, z € U NV, lo cual es una
contradiccién. m
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Lema 7.0.18 Sea X un continuo de Hausdorff y sea {Dy}rea C 2% una
red. Asumamos que existe D € 2% de tal manera que Dy — D. Sea K

un subconjunto cerrado de X tal que para cada N\ € A, el elemento D) estd
contenido en K. Entonces D C K.

Prueba. Supongamos por el contrario que D N (X \ K) # ). Se sigue que
D e (X, X\ K). (7.4)
Dado que K es cerrado en X se tiene que X \ K es abierto en 2%. Luego,
(X, X \ K) es abierto en 2.
Como Dy, — D, en vista de (7.4) existe A\yp € A con la caracteristica de que
Ciny) € (X, X\ K).
Por ende, para cada A > Ay resulta que
Dyn(X\ K) #0,
lo cual es una contradicciéon. En conclusion, D C K. =
Lema 7.0.19 Sea X un continuo de Hausdorff y sea { Dy }rea C 2% una red.

Asumamos que existe D € 2% de tal manera que Dy — D. Sea K € 2% tal
que para cada \ € A, el conjunto Dy N K es no vacio. Entonces DN K # ().

Prueba. Si D C X \ K se satisface que
D e (X \ K).

Dado que K es cerrado en X se colige que X \ K es abierto en X. Por lo
tanto,
(X \ K) es abierto en 2.

Teniendo en cuenta que Dy — D podemos hallar Ay € A con la peculiaridad
de que
C’(>\0,DA) c <X \ K>

Es decir, para cualquier A > g pasa que
Dy C X\ K,

lo que es un absurdo. En conclusién, DN K # (). =
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