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INTRODUCCION

Se puede afirmar que los nameros han sido una herramienta indispensable
a lo largo de la historia de la humanidad. Desde contar a la idea abstracta
de cantidad, pasando por la ordenacién. Llegando a propuestas tan
interesantes como equiparar una versién «un poco mds elaborada» de los
numeros reales, R3, con el espacio en el que habitamos; o incluso con R*
en la teoria de relatividad, eso si, con una estructura mas «compleja», en
la que también literalmente tienen que ver los nimeros complejos, sistema
de nimeros que expande las posibilidades de los reales, mediante una
unidad imaginaria i. De hecho, este sistema C, también tiene un papel
protagoénico en la teorfa cudntica. No sobra mencionar que son las dos
ramas de la fisica moderna protagoénicas en estos tiempos. Sin embargo,
la cosa no termina aqui, pues resulta que otro sistema que incluye tres
unidades imaginarias, que por cierto result6 ser de gran utilidad también
para la fisica y en la teoria de espacios vectoriales a tal nivel que por éste
se debe el uso de la ahora tradicional notacién de i, j, k para los vectores
bésicos ortonormales de IR?, dicho sistema es el de los cuaterniones: H. Si
tres unidades imaginarias resultaron interesantes, ;podremos considerar
mads, cudntas mas? La respuesta depende, como muchas cosas, de cuanto
estamos dispuestos a dejar. Un punto que parece apenas razonable es
perder la asociatividad, una propiedad por demds préctica, esto pasa
con siete unidades imaginarias en los llamados octoniones: O. ;Por qué
interesarnos en todo esto? Basta responder que por gusto, pero podemos
ahondar en explicaciones: con cada generalizacién que puede hacerse,
podemos notar (a veces) con més claridad propiedades que podrian parecer
sosas en un principio; basta traer a colaciéon la historia de «Planilandia»
y cémo ver las cosas desde «arriba» nos permite notar méas detalles que
antes; cada sistema incluye a los anteriores, por lo que encontramos
nuevas maneras de reconocer lo que ya conociamos. Y finalmente para las
mentes pragmadticas, ya hemos mencionado que estos sistemas numéricos
han servido a la fisica de manera fructifera, y los octoniones no son la
excepcion, de hecho hay quienes han visto en éstos una posible conexién
entre la ahora famosa teoria de cuerdas con su propuesta de espacio de
diez dimensiones y ciertas simetrias de un espacio proyectivo de O.
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Daremos un breve paseo por algunas de las propiedades de estos sis-
temas, en particular los octoniones. Nos hemos inspirado en las exposi-
ciones de John C. Baez (2002, The Octonions), y Tevian Dray y Corinne
A. Manogue (2015, The Geometry of the Octonions). Complementando la
exposicion al situarla en un contexto general, siguiendo a Schafer (1966) y
Voight (2021). Finalmente, mencionamos que uno de los objetivos de este
texto es servir como presentacién o introduccién a estos sistemas numéri-
cos, para quienes estén interesados mds en la parte concreta, pueden
lanzarse directamente a la segunda parte de este texto donde se presentan
las propiedades basicas, asi como algunas interpretaciones geométricas,
de C, H y O, incluyendo cémo tratar con algebras que no son conmu-
tativas como IH o ni siquiera asociativas, pero si alternativas como O, al
respecto de estos tltimos aspectos se pueden encontrar més detalles en la
primera parte del texto, misma donde quienes estén més interesados en la
parte abstracta de la construccién de estds dlgebras y posibles generaliza-
ciones tedricas podrdn encontrar un detallado tratamiento. En la parte de
apéndices pueden encontrarse algunas definiciones y propiedades que se
usan en las primeras partes y que podrian considerar como requerimientos
minimos para seguir la exposicion del texto, y que ahora mencionamos:
nociones bdsicas de teoria de conjuntos, algebra lineal y una pizca de
algebra abstracta, en particular la de estructuras algebraicas como grupos,
anillos y médulos.

Nota sobre el uso de estilos tipograficos enfaticos y de puntuacion.
Usamos negrita para resaltar palabras que se refieren a definiciones clave
para la exposicién, asi facilmente hallarlas; inclinada para nombres al-
ternativos a definiciones clave o para definiciones secundarias, o bien
simplemente enfatizar; y comillas «» para palabras o frases cuyo uso (no
tan literal) se entiende por analogfa, enfatizando que es una manera de
expresarse. Finalmente, cuando hacemos una demostracion, la colocamos
entre los simbolos > <.
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ALGEBRAS

La idea es presentar el sistema de los octoniones, pasando por los com-
plejos y cuaterniones, abriendo camino de la manera mds general posi-
ble. Podriamos simplemente definirlos en unos cuantos pasos y ver qué
propiedades resultan. Pero consideramos que esto seria como atrapar un
ave y tratar de estudiarla en una jaula; ciertamente algo aprenderemos,
pero adentrarnos en su hébitat y estudiarla ahi resultarfa mas enriquece-
dor, claro que tendriamos que enfrentarnos a algunos desafios. En nuestro
caso, el habitat en el que nos aventuramos (en esta seccién) es el de las
algebras abstractas, luego tendremos la oportunidad de capturar por un
momento a nuestras aves y revisar sus alas y bello plumaje. Ademaés de
esta motivacion, este enfoque tiene otra ventaja, situarlo en un contexto
general, permite mostrar cémo se han generalizado nociones inspiradas en
sistemas numéricos y el «estado de conocimiento» en el que se encuentra
este tema.

2.1 PRIMERAS DEFINICIONES Y PROPIEDADES

A continuacién comenzamos estableciendo algunas definiciones y algunos
resultados importantes para las siguientes secciones. Vale mencionar
que como es usual, cuando hablemos de estructuras algebraicas, para
referirnos a un conjunto con una estructura usemos el mismo nombre
del conjunto, por ejemplo, el campo de los niimeros reales, lo denotamos
como R, en vez de (R, +,-,0,1). Es un uso pragmatico del lenguaje y
facilmente se puede distinguir si nos referimos al conjunto como tal o al
conjunto con la estructura conforme al contexto.

En lo que sigue consideraremos un campo (K, +,,0,1), denotando su
multiplicacién, yuxtaponiendo los elementos en cuestién: ab. Vale men-
cionar que asumimos nociones bdsicas de la teoria de conjuntos y para
nosotros IN = {0,1,2,...}. Un repaso sobre estructuras algebraicas y élge-
bra lineal puede encontrarse en los apéndices al final, donde mencionamos
con mads detalle varias de las propiedades que en lo que sigue usaremos.
Vale mencionar que seguimos el ya usual enfoque de la teoria de cate-
gorias, considerando estructuras y los morfismos que las preservan. La
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mayoria de las definiciones, asi como algunos resultados que presentamos
a continuacién se basan en los textos de Voight (2021) y Schafer (1966),
la exposicion sigue mds la de éste tltimo y considera al primero para
algunos detalles.

Un dlgebra A sobre un campo K (o K-algebra) es un K-espacio vectorial
con una operacién binaria K-bilineal llamada producto o multiplicacién
(que denotaremos yuxtaponiendo el par de elementos y usando paréntesis
cuando sea necesario), tal que Va,b € Ay VA € K:

(1) a(b+c)=ab+acy (b+c)a=Dba+ca
leyes distributivas izquierda y derecha, respectivamente.

(2) (Aa)b = A(ab) = a(Ab) asociatividad con escalares.

Si ademads el producto es asociativo o conmutativo, se dice que el
dlgebra es asociativa o conmutativa, respectivamente. Si el producto
tiene un neutro (o unidad; derecho e izquierdo), se denotard como e y
el algebra serd llamada unital; cabe recordar que este neutro resulta ser
tnico. Cuando sea claro a qué campo nos referimos podemos omitir
mencionarlo; también omitiremos el uso de paréntesis cuando no haya
ambigiiedad, por ejemplo, por (2) podemos escribir simplemente Aab. Més
aun tenemos que (A1a)(A2b) = (AAz)ab, pues, por la asociatividad de
la accién de escalares (propiedad de espacios vectoriales), tenemos que
(A1a)(A2b) = Aq(a(Axb)) = A1 (Agab) = (MA2)ab .

Una K-subalgebra B de una K-dlgebra A es un subconjunto B C A tal
que al restringir las operaciones de A a B, resulta que éste es una K-édlgebra.
Notemos que en el caso de élgebras unitales, Ke = {ke : k € K} C A es
una subélgebra de A. Un ideal (bilateral) es un subconjunto I C A tal que
cumple: i) Vx,y € I: x —y € 1,1ii) Va € A, Vx € I: ax,xa € I. Un &lgebra
A tiene al menos dos ideales {0} y la misma A, que llamamos triviales o
impropios, cualquier otro ideal es llamado ideal propio, un dlgebra con
solo dos ideales, es decir, sin ideales propios es llamada simple.

Un morfismo de K-élgebras es una funcién f : A — B entre K-algebras
que preserva la suma, la acciéon por cualquier escalar en K y el producto,
i.e. fla+a) = f(a) + f(a'), f(Aa) = Af(a),y f(ab) = F(a)f(b) (es decir
es K-lineal y preserva productos); si las algebras son unitales, ademas
ha de preservar las unidades: f(e4) = ep. Un isomorfismo entre dos
dlgebras es un morfismo f : A — B de éalgebras invertible (existe un
morfismo inverso: §: B — A tal que fog = Iday go f = Idp). Cuando
exista un isomorfismo entre algebras diremos que éstas son isomorfas y lo
denotamos como A = B. De hecho tenemos un ejemplo, K mismo es una
KK-algebra con el producto y multiplicacion con escalares coincidiendo, més
ain K = Ke: Consideremos la proyeccién p : Ke — K definida como
p(Ae) = Ay la «inclusién» i : K — Ke, como i(A) = Ae. Claramente
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una es inversa de la otra, veamos que son morfismos de 4lgebras. La K-
linealidad se tiene por las conocidas propiedades de asociacién de escalares
y distributividad de un espacio vectorial, tenemos, para x, A1, A, € K:

p (k(A1e) + Aze) = p ((kA1)e + Aze) = p ((kA1 + Az)e)
= KA + Ay = kp(Aie) + p(Aae), v

i (K/\l -+ /\2) = (K)Ll + Az) e = kAe+ Aye
= k(M) + Age = xi(A1) +i(A2).

Y como (A1e)(Aze) = (A1Az)e, también preservan productos:

p ((Ae)(Az2e)) = p ((MA2)e) = AiAz = p(Are)p(Aze),
i(/\l)L2> = (/\1)\2)6 = <A1€>(/\2€) = Z(/\l)l(/\z)

Finalmente, es claro que p(e) = p(le) =1ei(l) =le=e(queVa € A :
la = a es una propiedad de espacio vectorial). Entonces cada algebra
unital tiene una «copia»isomorfa de K como subélgebra.

Dada una K-algebra A, definimos su dimensién como su dimensién
como K-espacio vectorial, la denotamos dim(A). Como tenemos la nocién
de que un subespacio vectorial puede ser generado por un conjunto de
vectores, también tenemos una nocién para élgebras: dado un conjunto
finito X = {ay,...,a,} C Ay una K-subalgebra B de A, decimos que B
es generada por X (o X genera a B) cuando B es la minima subalgebra
de A que contiene a X (considerando el orden dado por la contencién);
también tenemos la nocién de (in)dependencia lineal y de base. Resulta
interesante que al contar un 4lgebra con la nocién de base, debido a (1) y
(2), podemos caracterizar el producto en ésta a través de las constantes de
estructura que aparecen en la expresion de los productos de los elementos
de una base {ay, ..., a, }:

n
aiaj =y Aijl,
k=1

siendo A € K las n3 constantes de estructura (donde hemos supuesto
que el algebra tiene dimensién finita 1) que dependen de dicha base. Para
aclarar a qué nos referimos con caracterizar el producto consideremos
x =Yg xa,y =Y Yyia;, conx;,y; € Kparaie {1,..,n}, asi tenemos
que

n

n
xy = (%181 + oo 4 Xty (Y181 + o A Yutn) = Y Y Xjyiaia;.
i—1i=1

Con lo que nos basta conocer los productos a;a; para conocer cualquier
producto en el 4lgebra.
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Como vemos, no requerimos propiedades como asociatividad o con-
mutatividad del producto, como a veces se suele definir. Asi queda bien
definido algo como a? = aa, pero resulta ambiguo lo que pueda significar
%, si a(aa) o (aa)a. Lo que si, tenemos manera de «medir» qué tan con-
mutativo es un producto mediante el conmutador, [—, —]: A X A — A,
definido como [a,b] = ab — ba (que resulta ser la funcién constante o si
y so6lo si el producto es conmutativo); también tenemos manera de hac-
erlo para la asociatividad, con el asociador (—, —, —) : AX AX A — A
definido como (a,b,c) = (ab)c — a(bc) (que resulta ser la constante o si y
solo si el producto es asociativo). Tenemos como propiedades bastante
utiles que el conmutador es KK-bilineal y el asociador es K-trilineal. Com-
probar la linealidad en cada entrada es similar en cada caso, depende de
la distributividad, por eso presentamos aqui solo para la primera: Sean
AeKya,a, b e A De paso mencionamos que aprovechando que la
suma de A es asociativa y conmutativa omitiremos paréntesis, usandolos
cuando nos parezca 1til enfatizar; otro pragmatismo tipico que seguiremos
serd denotando a + (—b) como a — b.

Para el conmutador:

[Aa+d',b] = (Aa+a")b—b(Aa+a')
= (Aa)b+a'b—b(Aa) — bd
(ab) — A(ba) + a'b — ba’
[a,b] + [, D],

en donde cada igualdad se cumple debido a: la definicién de conmu-
tador, la distributividad, la asociatividad con escalares y reorganizando
términos gracias a las propiedades de +, y la distributividad de la accién
de escalares (propiedad de espacio vectorial). Argumentos casi idénticos
sustentan lo siguiente.

Para el asociador:

A
A

(Aa+d',b,c) = (Aa+a' )b+ a'b)c — (Aa+a’)(be)
= (Aab)c + (a'b)c — (Aa(bc) + a’(bc))
Alab)c + (a'b)c — Aa(be) — a’(be)
= A((ab)c —a(bc)) + (a'b)c — a’(be)
Ala,b,c) + (a',b,¢).

Ya que mencionamos la asociatividad, hay una propiedad que requiere
la asociatividad solo de ciertos productos, llamada alternatividad: una
K-4lgebra es alternativa cuando Va,b € A, a’b := (aa)b = a(ab) y
ba? := b(aa) = (ba)a, llamadas leyes alternativas izquierda y derecha, re-
spectivamente, y en términos del asociador esto es (a,4,b) =0 = (b,a,a).
Se le llama asf a esta propiedad por la alternancia de signo del asociador al
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«permutar sus entradas»: siendo ¢ € Sz una permutacién de {1,2,3}, pasa
que (A (1), 4o(2), Ao(3)) = 8n(0)(a1,a2,a3). Podemos comprobarlo medi-
ante la trilinealidad del asociador; notemos que cualquier permutacién de
{1,2,3} puede expresarse como la composicion de estas dos:

12 3 123
132 y 321/

En lo que sigue consideraremos a,b,c,d € A. La comprobacién es similar
en ambos casos, veamos el de la primera, por la ley alternativa derecha
tenemos y la trilinealidad:

0= (a,b+cb+c)
= (a,b,b+c)+ (a,c,b+c)
= (a,b,b) + (a,b,c) + (a,c,b) + (a,c,c)
=0+ (a,b,c)+ (a,c,b) +0= (a,b,c) + (a,c,b).

Por lo tanto (a1,as3,a2) = (a,c,b) = —(a,b,c) = —(ay,az,a3).

La asociatividad es una propiedad a la que quizd estamos acostum-
brados, pues en muchas ramas de la matemadtica la tenemos casi simpre.
No contar con ella podria parecer abrumador, incluso en el caso de la
alternatividad, sin embargo, como hemos visto, el asociador nos es de
mucha ayuda. Veamos dos propiedades mas que cumplen las 4lgebras
alternativas:

Ley flexiva: a(ba) = (ab)a.

Esta equivale a que (a,b,a4) = 0, lo cual tenemos por la alternatividad del
asociador (a,b,a) = —(a,a,b) = —0 = 0. Estos nos permite expresar aba
sin ambigtiedad en algebras alternativas.

Identidades de Moufang: ((ca)c)b = c(a(cb))
b(c(ac)) = ((bc)a)c
(cb)(ac) = c(ba)c
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Debidas a la matemética Ruth Moufang (1935). Probaremos la segunda,
usando las propiedades que hemos visto del asociador, la alternatividad y
sumando ceros muy «convenientes»:

((be)a)e —b(e(ac))

= ((be)a)e — (be)(ac) + (be)(ac) — b(c(ac))
(b c,a,¢)+ (b,c ac)
—(a,be,c) — (b, ac,c)

—(a(be))c +a((be)e) — (b(ac))c + b((ac)c)

= (— (be) — b(ac))c + a((be)e) + b((ac)c)

= (—a(bc) — b(ac))c + a(bc®) + b(ac?)

+ (ab)c® — (ab)c* + (ba)c® — (ba)c?

= (—a(bc) — b(ac))c + (—(ab)c® + a(bc*)) + (—(ba)c* + b(ac?))
+ (ab)c® + (ba)c®

= (—a(bc) — b(ac))c — (a,b,c*) — (b,a,c?) + (ab)c?® + (ba)c?

= (—a(bc) — b(ac))c — (a,b,c*) + (a,b,c?) + (ab)c® + (ba)c?

= (—a(bc) — b(ac))c + (ab)c? + (ba)c?

—a(bc) — b(ac) + (ab)c + (ba)c) ¢
ab)c — a(bc) + (ba)c b(ac)) c

Finalmente dos propiedades que nos seran tiles:
(b,ca,c) = —(b,c,a)c 'y
(b,ca,d)+ (b,ca,c) = —(b,c,a)d — (b,d,a)c.

Para la primera usamos la segunda identidad de Moufang en la tercera

igualdad:

(b,ca,c) = (b(ca))c —b((ca)c)
= (b(ca))c — b(c(ac))
— (blca))c — ((bc)a)c
= (b(ca) — (bc)a)c
= —((bc)a — b(ca))c
= —(b,c,a)c

Para la segunda, usando la primera propiedad, tenemos que

(b,(d+c)a,d+c)=—(bd+c,a)(d+c),

10
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y por la trilinealidad del asociador y la distributividad, desarrollando cada
lado de esta igualdad tenemos:

(b,(d+c)a,d+c) = (b,da+ ca,d+c)
= (b,da,d) + (b,da,c) + (b,ca,d) + (b,ca,c),

—(b,d+c,a)(d+c) = (—(b,d,a) — (b,c,a)) (d+c)
= (b,d,a)d — (b,d,a)c — (b,c,a)d — (b,c,a)c
= (b,da,d) — (b,d,a)c — (b,c,a)d + (b, ca,c),

donde hemos usando nuevamente la primera propiedad, ahora en la
altima igualdad. Con esto tenemos que

(b,da,d)+(b,da,c) + (b,ca,d) + (b, ca,c)
= (b,da,d) — (b,d,a)c — (b,c,a)d + (b,ca,c),

despejando y anulando términos, queda finalmente
(b,ca,d)+ (b,da,c) = —(b,d,a)c — (b,c,a)d.
Ahora, un resultado muy til en algebras alternativas, debido a Emil Artin:

Teorema 2.1. Sea A una K-dlgebra alternativa. Consideremos dos elementos
a,b € A, entonces la subdlgebra generada por éstos es asociativa. Asi una K-
dlgebra A es alternativa si y solo si cualesquiera dos elementos generan una
subdlgebra alternativa.

Seguimos la prueba que presenta Schafer (1966) con algunas modifica-
ciones. > Sean p, q y r productos de n,, n, y n, factores, cada factor siendo
a o b, sendos con alguna distribucion de paréntesis (1,,1,,1, € INT).
Para comprobar la asociatividad en el subédlgebra generada nos basta
entonces comprobar que (p,q,7) = 0. Lo haremos por induccién sobre
n = ny,+mny+n,. Paran < 3 no hay nada que probar, nuestra base
comienza en n = 3, como en este caso los tres p, q y r estdn conformados
por un factor y como necesariamente dos de ellos coinciden, (p,q,7) =0
por alguna de las leyes alternativas o la ley flexiva. Supongamos que se
cumple para m, siendo 3 < m < n. Entonces, como 1 < Ny, Mg, Ny < 1,
en cada uno de p, q y r no se requieren paréntesis. Como tenemos tres
productos conformados por dos elementos, al menos dos productos co-
inciden en su primer factor, sigamos el caso en que g4 y r empiezan con
a (en el caso de fueran p y g u otro caso, podemos volver al primer caso
permutando, lo cual nos afadiria a lo mds un signo «menos», lo cual no
afecta, pues al final vemos que el asociador es cero y —0 = 0). Tenemos
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tres casos: 1) n; = n, = 1, entonces q = a y r = a4, y la ley alternativa
izquierda nos da (p,q,r) = (p,a,a) = 0. 2) Solo se cumple uno de los dos
ng > 10 n, > 1, supongamos que el primero. Entonces g = aq’ (siendo ¢’
el resto de factores de ¢), y por tanto, por la propiedad que dijimos que
seria util (la primera) tenemos

(p.q,r) = (p,aq’,a) = —(p,a,q")a =0,

por la hipétesis de induccién, ya que ny = n; — 1y asi n, +ny +n, =
n—1 < n. 3) Ambos ny,n, > 1. Entonces podemos escribir g = ag’ y
r = ar’ (con r’ el resto de factores de r), asi tenemos, usando la (segunda)
propiedad que dijimos nos seria ttil, sustituyendo a,b,c,d por q',ar’,a, p
respectivamente, queda

(ar',aq’,p) + (ar', pq',a) = —(ar’,a,9")p — (ar', p,q')a,

despejando tenemos que

—(ar',aq',p) = (ar',pq’,a) + (ar',a,q")p + (ar', p,q')a,

con esto se satisface:

(p.q,r) = (p,aq’,ar’)
= —(ar',aq’, p)
= (ar', pq’,a) + (ar',a,9")p + (ar’, p,q')a
= (ar',pq’,a) + (r,a,q9")p+ (r,p.q )a
= (ar/, pq/,a) +0p +0a
= —(pq’,ar’,a)
= (pq’,a,7")a = 0a = 0.

Donde la segunda y sexta igualdades se deben a la alternancia del asoci-
ador y los ceros en la quinta y séptima, a la hipétesis de inducciéon: en
la quinta tenemos (r,4,q9") = 0 pues n, + n, + ng =n+1+n;—1=
ne+ng, < ny+ng+n = n(yaquen, > 1),y (r,p,q) = 0 pues
Ny +np +ny =n,+np,+n;—1=n—1<n, finalmente, en la séptima
(pq',a,7") debido a que npy +n,+ny = (np +n,—1) +14 (n, — 1) =
ntn,+n—1l=n—-1<n.«

Veamos qué pasa cuando tratamos con algebras unitales, una propiedad
interesante concierne a la subélgebra Ke:

Proposicién 2.2. En una K-dlgebra unital A, considerando los productos que
involucren uno o mds elementos de su subdlgebra Ke, se cumple que los de tres
elementos son asociativos, y los de dos elementos son conmutativos.
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> Nos basta comprobar el caso en el que involucra un elemento de Ke.
Seana,b € Ay c = ke € Ke C A. De inmediato, por la K-linealidad del
asociador tenemos:

(a,c,b) = (a,ke,b) = k(a,e,b)
=k ((ae)b —a(eb)) = k(ab — ab) = k0 = 0.

De manera similar (¢,a,b) =0 = (a,b,c), gracias a que e es la unidad de
A. Ahora, por la asociatividad con escalares, de inmediato tenemos que

ac = a(ke) = k(ae) = ka = k(ea) = (ke)a = ca. <

Ahora veamos algunas propiedades concernientes a la divisiéon e in-
versos. Primero notemos que para toda K-algebra A tenemos para cada
a € A dos funciones K-lineales: multiplicaciéon por a a la izquierda y a
la derecha, respectivamente, L,, R, : A — A definidas como L,(b) = ab
y Ru(b) = ba; éstas como el asociador resultan muy dtiles cuando no
contamos con la asociatividad, por ejemplo la alternatividad equivale a
que (Ly)?:=LsoL; =Ly y (R;)* = R, para todo a € A.

Una K-algebra A (no trivial: A # {0}) es un &lgebra con divisién
cuando Va,b € A tal que a # 0, las ecuaciones:

ax =b, ya=>b

tienen soluciones tnicas x,yy € A. Esto equivale a decir que L, y R, tienen
inversos. Dados dos elementos a # 0y b # 0, se dice que son divisores
de cero si ab = 0 = ba. Es claro que entonces un algebra con divisién
no tiene divisores de cero (pues 0 no seria la tinica solucién de ax = 0).
Sin embargo, en general, no son equivalentes, solo en dimensiones finitas:
Paraa € A— {0}, L, y R, son inyectivas si y solo si no hay divisores de
cero, y para el caso de un dlgebra de dimensién finita, la inyectividad
basta para asegurar que una funciéon K-lineal A — A tiene inverso; asi,
para dimension finita, ser un dlgebra con division equivale a no tener divisores de
cero.

En un élgebra unitaria podemos definir inversos multiplicativos: un
elemento b es un inverso de a cuando ba = e = ab. La unicidad de los
inversos la tenemos al requerir la asociatividad, asi podemos denotar un
inverso como 4~ L. Considerando un algebra unital alternativa, las nociones
de ser algebra con division y que todo a # 0 tenga inverso multiplicativo
a~ !, coinciden.

2.2 ALGEBRAS CON INVOLUCION
Una éalgebra con involucién A sobre K, es una K-dlgebra con una op-

eracion involutiva, llamada usualmente involucién * : A — A tal que es
K-lineal y Va,b € A:
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(3) (a*) =a
(4) (ab)* = b*a*.

Nota: Esta es similar a la definicién de &dlgebra-* para la cual K = C e
involucra, en vez de K-linealidad, linealidad con conjugaciéon compleja:
VA € C: (Aa+b)* = Aa* + b* (Cf. Davidson (1996) y Khalkhali (2013)).
Esto resulta ttil para la teoria de algebras C*, para nuestros fines, requeri-
mos la K-linealidad. Mencionamos esta nota para vincular lo que vemos
con otras ramas de la matemadtica y quizd inspirar asi nuevos senderos a
seguir.

Un morfismo de dlgebras con involucién es un morfismo de K-dlgebras
que preserva la involucién. Un isomorfismo entre dos algebras con in-
volucién es lo que podemos esperar conforme a lo que hemos visto: un
morfismo de algebras con involucién con un morfismo de algebras con
involucién inverso.

Las 4lgebras con involucién que estaremos tratando serdn unitales y
cumplen ademas:

(5) aa* € Ke.

Podemos llamarlas dlgebras con involucién cuadrdtica, por una razén que
en breve serd evidente.

Con las definiciones anteriores, de inmediato, tenemos dos propiedades
que nos serdn ttiles:

i) Para el neutro de la suma de A: 0" = 0.

Esto, pues sabemos que para todo a € A, 0 = Oa (siendo el 0 de la
izquierda el neutro de la suma de A y el de la derecha un escalar del
campo), y * es K-lineal, ast:

0* = (0a)* =0(a*) = 0.

ii) Siendo A un 4lgebra unital, e* = e, y por tanto para todo k € K,

(ke)* = ke.
Por las propiedades (3) y (4), y al ser e neutro del producto tenemos
que:

efa=((e*a)*)" = (a*(¢")*)" = (a%e)* = (a*)* =a

Es decir, e*a = a; andlogamente ae* = a. Entonces, por la unicidad
del neutro de la multiplicacién, e* = e. Ahora, al ser * K-lineal, para
k € K tenemos que (ke)*ke* = ke.

Schafer (1966) requiere, en vez de (5), que a + a*, aa* = a*a € Ke,
sin embargo, como Voight (2021) lo muestra, esto ultimo se sigue de
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(5): Partiendo de que (a+e)(a+e)* = ke € Ke, y considerando la K-
linealidad de * y que ¢* = e, como:

(at+e)(a+e) =(ate)(a"+e*)=(ate)(a*+e)
=aa*+ae+ea"+e=aa*+a+a*+e.

Entonces a + a* = ke —aa* — e € Ke, pues aa* € Ke. Asia+a* = ke € Ke,
y recordando que los elementos de Ke conmuntan con los de A en los
productos (proposicion 1.2), tenemos que a(a + a*) = (a + a*)a. Con lo
que aa +aa* = a(a+a*) = (a+a*)a = aa+ a*a, entonces, al sumar —(aa)
de ambos lados, queda aa* = a*a.

Recordemos ahora que una forma cuadratica se define como una funcién
entre K-espacios vectoriales g : A — K tal que:

Q1. Va € A Vk € K: g(ka) = k*>q(a).

Q2. La funcion (, )4 : A x A — K, definida como (a,b); = q(a+b) —
g(a) —q(b), es K-bilineal.

Asumiendo que tratamos con espacios de dimensién finita 7, una forma
cuadratica g es no degenerada cuando la forma bilineal asociada (, ), lo
es, y eso ultimo ocurre cuando para todo a € A — {0}, existe algin b € A
tal que (a,b),; # 0 (esto equivale a que para cualquier a € A, si para todo
b € A pasa que (a, b)q = 0, entonces a = 0); cabe notar que dicha forma
bilineal resulta ser simétrica: (a,b), = (b, a),, pues la conmutatividad de
la suma nos da g(a+b) — q(a) —q(b) = q(b+a) —q(b) — q(a), y por eso
no requerimos que la propiedad se dé en ambas entradas por separado.
Otros nombres que se le dan a esta propiedad es no singular, o regular.

Un algebra de composicién A es una K-édlgebra con involucién (de
dimensién finita) con una forma cuadrética n : A — K no degenerada
tal que respeta el producto, esto es Va, b € A: n(ab) = n(a)n(b) y cumple
que

n(a) = aa*.

En donde hemos identificado Ke con K, es decir denotamos el k € K
tal que aa* = ke, como aa*; podemos justificar la identificaciéon que men-
cionamos recordando que Ke = K como K-dlgebras. Cabe notar que
entonces podemos denotar la unidad del algebra con e, como lo hemos
hecho, o con 1, segtin queramos enfatizar. Ahora vemos un interesante
resultado de requerir (5).

Proposicion 2.3. Toda K-dlgebra A con involucién que cumple (5), 1. e., Va € A:
aa* € Ke, tiene una forma cuadrdtica natural definida como N(a) = aa*.

> Para un &lgebra con involucién, de acuerdo con (5), tenemos que
aa* € Ke. Considerando que Ke = K y la consiguiente identificacién de
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éstos, podemos ver que definiendo N(a) = aa*, obtenemos una forma
cuadrética, mas atin N(e) = ee* = ee = e = 1. Para la propiedad Q1 basta
usar la K-linealidad de * (y las asociatividades con escalares), asi:

N(ka) = (xa)(ka)* = (xa)(xa*) = (xx)(aa*) = x*N(a).
Y para Qz, tenemos:

(Aa+b,c)n
=N ((Aa+b)+c) — N(Aa+b) — N(c)
= ((Aa+b)+c) ((Aa+Db)+c)" — (Aa+b)(Aa+b)* — cc*
=Aa+b+c)(Aa* +b*+c*)— (Aa+Db)(Aa" +b") —cc*
= A%aa* + Aab* 4 Aac* + Aba* 4 bb* + bc* + Aca* + cb* + cc*
— (A%aa* + Aab* + Aba* 4 bb*) — cc*
= Aac* + Aca™ + bc* + cb*
= Aac* + ca*) + bc* +cb*.

Por un lado, y por otro,

Aa,¢)n + (b,
=A(N(a+c)—N(a) —N(c)) + (N(b+c) — N(b) — N(c))
=A((a+c)(a+c) —aa* —cc*) + ((b+c)(b+c)* — bb* —cc*)
= AMaa* 4+ ac* + ca* + cc* —aa® — cc*) + bb* + bc* 4 cb* — bb* — cc*
= Alac* + ca*) + bc* + cb*.

Con lo que (Aa+b,c)ny = A(a,c)n + (b, c)n, es decir, es K-lineal en la
entrada derecha. Andlogamente se tiene la K-linealidad izquierda, de
hecho debido a la conmutatividad y asociatividad de la suma en A, la
misma prueba funciona al reordenar términos; asi (, )y es K-bilineal. <
Asi, las algebras con involuciéon que hemos definido y que cumplen (5),
son casi dlgebras de composicién, requerimos de algunas propiedades
adicionales para poder asegurar que N sea no degenerada y preserve
productos; luego volvemos a este asunto. Con esto vemos la importancia
de que una involucién cumpla (5), incluso, varios nombres se les han dado
a las involuciones que cumplen dicha propiedad (Voight, 2021): involucién
principal, conjugacién, Voight prefiere involucién estindar, y nosotros prefe-
rimos un nombre que hiciera referencia a que dicha propiedad permite
definir una forma cuadrética natural: involucién cuadratica.

Ahora veremos uno de los resultados mas famosos al respecto de éstas
algebras, planteado primero por Adolf Hurwitz y desarrollado por maés
matemadticos. Lo presentamos parafraseando el enunciado de Schafer
(1966), donde también puede encontrarse una prueba del mismo.
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Teorema 2.4. Sea A una K-dlgebra unital, con K de caracteristica distinta de 2.
Existe una forma cuadrdtica N(a) que hace a A un dlgebra de composicion, si y
solo si A es (salvo isomorfismos) alguna de las siguientes dlgebras:

a) Ke

b) K @ K la suma directa

c) Un campo cuadrdtico separable S sobre K
d) Un dlgebra de Hamilton H sobre K

e) Un dlgebra de Cayley C sobre K.

Con lo que las posibles dimensiones de A son: 1, 2, 4 y 8. Mds aiin, si A = Ke,
entonces N (ae) = a?, y en otro caso N(a) = aa*.

En el siguiente capitulo conoceremos las algebras de Hamilton y de
Cayley.
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LA CONSTRUCCION DE CAYLEY-DICKSON

3.1 CONSTRUCCION GENERAL

Sea A una K-dlgebra unital de dimensién finita con involucién cuadratica
(i. e. cumple (5) de la seccién pasada). Queremos «construir» otra dlgebra
con las mismas propiedades y que contenga a A como subdlgebra (salvo
isomorfismos), con la misma unidad. Esto resulta posible mediante la
construccién o proceso de Cayley-Dickson:

Definimos esta nueva dlgebra como ¢€(A) = A x A con la suma y accién
por escalares definida coordenada a coordenada, y multiplicacion definida
como

(a1,b1)(az, ba) = (a1az + pbyby, aiby + axby),

con u € K fijo, e involucion definida como
(a,b)" = (a*,—b).

Nota: Schafer (1966) requiere que y # 0, pero aqui no habra tal restric-
cién salvo lo especifiquemos. Esto nos traerd consecuencias que iremos
mencionando.

Teorema 3.1. Con estas operaciones, €(A) es en efecto una K-dlgebra unital con
involucién cuadrdtica (i. e. cumple Vx € €(A) : xx* € Ke); siendo (e,0) su
unidad.

> Que es un K-espacio vectorial con las operaciones definidas coorde-
nada a coordenada es un hecho bien conocido, de hecho considerando sélo
la estructura de espacio vectorial tenemos que dim(€(A)) = dim(A x
A) = 2dim(A), pero nos interesa que sea un algebra con involucién.
Veamos que se cumplen el resto de propiedades que involucran la multi-
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plicacién e involucién. Sean A € Ky a,a1,a2,b,b1,by,¢,c1,02,d,d1,dy € A.

Primero veamos que se cumple la asocitividad con escalares del producto:
(A(a,b)) (c,d) = (Aa,Ab)(c,d)

= ((Aa)c+ pud(Ab)*, (Aa)*d + c(Ab))

((Aa)c + ud(Ab*), (Aa*)d + c(AD))

=

= (M

Aac + A(udb*), Aa*d + Acb)
ac + udb*), A(a*d + cb))
= A (ac + pdb*,a*d + cb)
=A((a,b)(c,d)).
Cada igualdad se cumple respectivamente pues: el escalar acttia coorde-
nada a coordenada por definicién, la definicién del producto en €(A), * es
K-lineal, asociatividad con escalares del producto de A, distributividad

de escalares (propiedad de K-espacio vectorial de A), y nuevamente, el
escalar acttia coordenada a coordenada. De manera similar tenemos que

A((a,b)(c,d)) = (a,b) (A(c,d)).
Ahora, veamos que la multiplicacién es bilineal:
(Alar, br) + (a2, b2)) (c, d)
= ((Aa1, Ab1) + (a2, b2)) (c,d)
= (Aay + ap, Aby + by)(c,d)

(Aay + az)c + pd(Aby + by)*, (Aay + az)*d + c(Aby + by))
(Aaq + az)c + ud(Aby + b3), (Aaj + a3)d + c(Aby + by))
(Aarc + aze) + (pd) (AbY) + (ud)by, (Aajd + azd) + (Achy + cby))
(
(
(

Aayc + axc) + (A(ud)by + pdby), (Aajd + a5d) + (Acby + cby))
Aayc + axc) + (A(udby) + pdby), (Aajd + a5d) + (Acby + cby))
Aayc + A(udby)) + (axc + pdby), (Aajd + Acby) + (a3d + cby))

Aaic + A(udby), Aajd + cby) + (axc + pdbz, a5d + cby)

= A(ayc + pdby,ajd + cby) + (azc + pdb3, ayd + cby)

= A(ay,by)(c,d) + (az,b2)(c,d).

En cada paso se cumple la igualdad respectivamente pues: el escalar
actia en cada coordenada, la suma se hace coordenada a coordenada,
la definicién del producto, * es K-lineal, la asociatividad con escalares
del producto y la distributividad del producto sobre la suma en A, la
asociatividad con escalares del producto, de nuevo la asociatividad con
escalares, asociatividad y conmutatividad de la suma en A, la suma
es coordenada a coordenada, el escalar acttia en cada coordenada, y la
definicioén del producto. De manera similar tenemos que

(c,d) (A(a1,b1) + (a2,b2)) = Ac,d) (a1, br) + (¢, d)(az, ba).

=
(
=
(
= (
(
= (
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Pasamos a ver la distributividad del producto sobre la suma en €(A),
aqui comprobamos la distributividad izquierda:

(a,b) ((c1,d1) + (c2,d2))
= (a,b)(c1+ co,dy +do)

a(cr +c2) + p(dy +do)b*, a* (dy + da) + (c1 4 ¢2)b)
(ac1 + acy) 4+ pu(d1b* + dyb*), (a*d1 4 a*dy) + (c1b + c2b))
(aci + ac) + (ud1b* + pdyb*), (a*dy + a*dy) + (c1b + c2b))
(ac1 + pd1b*) + (acy + pdab*), (a*dy + c1b) + (a*dy + c2b))
acy + pd1b*,a*dy + c1b) + (acy + pdyb*, a*dy + cob)

b)(c1,d1) + (a,b)(c2, da).

= (a
=
=
(
= (
= (a,

La justificaciéon de cada paso es: definicién de suma, distributividad en
A, distributividad de escalares (propiedad de K-espacio vectorial de A),
asociatividad y conmutatividad de la suma en A, definicién de suma y
definiciéon de producto. Similarmente se tiene la derecha:

((a1,01) + (a2,b2)) (c,d) = (a1,b1)(c,d) + (a2, b2)(c, d).

Resulta inmediato, debido que 0* = 0, ¢* = e y a las conocidas
propiedades de 0 con respecto al producto y la multiplicacién por es-
calar, ver que (e,0) es el neutro de este producto:

(e,0)(c,d) = (ec + ud0*,e*d + c0) = (c + ud0,ed + c0) = (¢, d) y

(a,b)(e,0) = (ae + u0b*,a*0+eb) = (a, b).

Pasemos ahora a las propiedades relativas a la involucién. Por la
definicién de la involucién en €(A), las propiedades de * en A y las
conocidas propiedades que involucran inversos aditivos y el producto en
A, se tiene que ((a,b)*)" = (a*, —b)* = ((a*)*, —(=b)) = (a,b). También
tenemos, por un lado:

((a,0)(c,d))" =

ac + pdb*,a*d + cb)"
ac + ydb* )", —(a*d+cb))
ac ]/tdb*)* a*d — cb)
c*a + u(b*)*d*, —a*d — cb)
c*a* + ybd* —a*d —cb) .

(
((
((ac
= (
= (¢

Y por otro:

(c,d)"(a,b)" = (¢, —d)(a", =)

= (0" + pbd", (¢*)* (=) + a*(—d))
= (c*a* + pbd*, —cb — a*d)
= (¢

c*a* + pbd*, —a*d — cb) .
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Con lo que ((a,b)(c,d))" = (c,d)*(a, b)*.

Resta ver que es K-lineal en €(A), para lo cual usamos fundamen-
talmente la K-linealidad de * en A, ademdas de las definiciones de las
operaciones en €(A):

(AMa,b) + (c,d))" = (Aa+c, Ab+d)" = ((Aa+c), —(Ab+d))
= (Aa" +c*,—Ab—d) = (Aa*, —Ab) + (c*, —d)
= A(a*, =b) + (c*, —d) = Ala,b)* + (c,d)".
Finalmente, recordando que N(a) := aa* € Ke = K, tenemos:
(a,b)(a,b)" = (a,b)(a*, —b) = (aa™ + pu(—b)b*,a*(—b) +a*b)
= (aa* — ubb*, —a*b + a*b) = (aa* — ubb*,0)
N(a) — uN(b),0) = ((N(a) — pN(b))e, 0)
N(a) —uN(b))(e,0) € K(e,0).

—~ o~ o~~~

Con todo esto hemos comprobado que €(A) es una K-4lgebra con
involucién unital, con (e,0) como unidad, que cumple la propiedad (5) de
la seccién anterior, tiene una involucién cuadrética. <

Ahora notemos que A’ = {(4,0) :a € A} C €(A) es una subdlgebra de
ésta isomorfa a A: es claro que la funcién 1 : A — A’, con 1(a) = (a,0),
es K-lineal con inversa la proyeccion 7t(a,b) = a (claramente también
K-lineal) restringida en su dominio a A’. Y también son morfismos de
algebras con involucién: Como, (a,0)(b,0) = (ab+ p00*,a*0+b0) = (ab +
0,0+ 0) = (ab,0), para ¢ tenemos que ((a)i(b) = (a,0)(b,0) = (ab,0) =
t(ab) y también tenemos que ((a)* = (4,0)* = (a*,—0) = (a*,0) = 1(a*);
mientras que para 7, tenemos 7 ((a,0)) 7 ((c,0)) = ac = 7 ((ab,0)) =
7t ((a,0)(b,0)) y también 7 ((2,0)*) = m(a*,—0) = m(a*,0) = a* =
7t(a,0)*.

Aunque esto puede resultar interesante por si mismo, poder definir
una nueva 4lgebra con involucién a partir de una dada y que esta nueva
incluya una versién isomorfa de la original, surgen dos preguntas: ;por
qué definimos el producto asi? y ;es la tinica manera de obtener un dlgebra
con involucién asi a partir de una dada?

Para responder a la primera, haremos uso de algunas definiciones
e identificaciones que nos dan una primera idea, que quizd pudo ya
sospecharse al comprobar la propiedad (5). Primero definamos v = (0, ¢),
y notemos que vA’ := {(0,¢)(a,0) : (a,0) € A’} = {(0,a) : a € A}, esto
pues (0,e)(a,0) = (0a + p0e*,0°0 4+ ae) = (0+0,0+44a) = (0,a). Con esto,
considerando a €(A) como espacio vectorial, es claro que éste es la suma
directa de A’ y vA’. Més aun, identificando los elementos de A’ con los
de A, esto es (a,0) = a, tenemos que (a,b) = a+ vb (asi €(A) = AGvA
como espacio vectorial). De esta forma las operaciones de suma, producto
e involucién en €(A) toman la forma:
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3.2 ALGUNOS RESULTADOS

(a+vb)+ (c+vd) =(a+c)+v(b+4d)
(a+ovb)(c+vd) = (ac + udb*) 4+ v(a*d + cb)
(a+vb)* =a* —vb.

Que nos recuerdan a las operaciones definidas en C. Con una ligera
modificacién en la involucién y con el detalle de que v? = y, pues

vo = (0,¢)(0,e) = (00 + pee*,0%e + Oe)
= (0+ pee,0+0) = (ue,0)
(e, 0) € K(e,0).

~

Nota: Conforme a las identificaciones que hemos hecho de Ke = K,
anotaremos 0 + v0 como 0 simplemente, y v*> = y; también escribiremos
0 + vb como vb, asi tenemos, por ejemplo (vb)? = (0 + vb)(0 + vb) = 0+
bb* +v(0+0) = bb* +v0 = bb*. Entonces, podemos pensar en €(A) como
una extension del dlgebra con involucién A obtenida a afiadirle un nuevo
elemento v (y los de la forma a + vb necesarios para hacerla un dlgebra
con involucién) tal que v*> = pe’ = p, con ¢’ siendo la unidad de esta
extension. Es decir, el proceso de Cayley-Dickson es una generalizacion
de la idea intuitiva de extender el dlgebra de R para incluir un elemento
i tal que i = —1, aplicable a cualquier dlgebra con involucién. Con esto
nos podemos preguntar ;es R un dlgebra con involucién? Si es asi, ;cudl
es la involucién de IR? Pues R es una R-dlgebra con involucion trivial, es
decir, su involucién es la identidad * = idR.

Para responder a la segunda, el teorema 2.4 (Hurwitz) ya nos adelanta
algo, esperaremos hasta la siguiente secciéon para detallar un poco maés
acerca de esta cuestion.

3.2 ALGUNOS RESULTADOS

Ahora que conocemos el proceso de Cayley-Dikson, nos interesa conocer
qué otras relaciones hay entre el dlgebra de la que se parte A y esta nueva
algebra €(A). Antes veremos una propiedad que nos permite tratar la
alternatividad con la involucién.

Proposicién 3.2. En una K-dlgebra A con involucion cuadrdtica se cumple que
Va,b,c € A:

(a*,b,c) = —(a,b,c), (ab*,c)=—(ab,c) y (abc*)=—(ab,c);
mds aiin, las leyes alternativas equivalen a que Va,b € A

(a,a*,b) =0=(b,a,a").
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LA CONSTRUCCION DE CAYLEY-DICKSON

> En cuanto a la primera parte mostraremos la primera igualdad (las
otras son andlogas). Usando el conocido «truco» de sumar un cero con-
veniente y luego asociando tenemos por la linealidad del asociador y
recordando que (5) nos dice que a + a* = ke € Ke:

(a*,b,c) = ((a+a*)—a,b,c)
= (ke,b,c) — (a,b,c) =0—(a,b,c) = —(a,b,c).

Ya que (a,ke,b) = 0 por la proposicién 2.2. Para la segunda parte de la
proposicién requerimos los casos particulares de la primera: (a,a%,b) =
—(a,a,b) y (b,a,a*) = —(b,a,a), de los cuales es claro que equivalen a las
leyes alternativas. <

Ahora si, un primer resultado es el siguiente:

Teorema 3.3. Siendo A un dlgebra alternativa con involucion cuadrdtica, esto es,
que cumple (5), A es un dlgebra asociativa si y solo si €(A) es alternativa.

> Supongamos que A es asociativa. Sean x,y € €(A),asix =a+vby
y = ¢+ vd para ciertos a,b,c,d € A. Por la proposicion anterior, basta que
veamos que (x,x*,y) =0 = (y,x,x*). Usando la definicién de producto
en €(A):

(
(2, x*)y — x((a+vb)*(c +vd))
= (xx™)y — x((a* —vb)(c + vd))
(xx*)y — (a+vb)((a*c — udb*) + v(ad — cb))
(xx)y — (aac — pudb") + u(ad — cb)b")
— v (a*(ad — cb) + (a*c — pdb*)b)
— (xx")y — (ala"c) — pa(db) + pu(ad)b* — pu(ch)b")
—v (a*(ad) — a*(cb) + (a*c)b — u(db*)b)
= )y = ((0°0) = p(e0l") =0 5" (0d) = (db})
— i ((ad)b* — a(db*)) — o ((a"c)b— a*(cb))
— (uy— ((an")e — p(68)e) — o (a"ad — i) ¢
—u(a,d,b*)—v(a*cb)
= (xx*)y — (aa* — ubb*) (c + vd)
—u(a,d,b*)—v(a*,cb)
= (aa* — ubb*) (c + vd) — (aa* — ubb*) (c + vd)
—u(a,d,b*)—v(a*cb)
=0—pu(adb*)—v(a%cD)
= 0+ 0.

24



3.2 ALGUNOS RESULTADOS

En f usamos que A es alternativa por hipétesis y hemos aprovechado
que b*b = bb* € Ke y que los elementos de Ke conmutan con los de A
en los productos (proposicién 2.2). En la Gltima igualdad tenemos que
los asociadores de anulan por que suponemos que A es asociativa. Asi
(x,x*,y) = 0y por tanto €(A) es alternativa.

Ahora supongamos que €(A) es alternativa, considerando x = a* + vb,
y = ¢ + v0. Por los cdlculos anteriores tenemos que

0= (x,x",y) = —u(a*,0,b) —v(a,c,b) =0—1v(a,c,b)

Lo cual implica que (a,c,b) = 0, siendo a,b,c € A arbitrarios, esto es que
A es asociativa. <

Ahora algunas definiciones antes de que pasemos a mas resultados.
Una algebra de Hamilton o cuaterniénica es un dlgebra con involucién
que cumple (5) de dimensién 4 obtenida mediante el proceso de Cayley-
Dickson aplicado a una algebra bidimensional (que puede ser K® K o
bien un campo cuadrético separable sobre K) tomando y # 0 en ambos
casos. En Voight (2021) se define como una K-algebra tetradimensional B
para la cual existen 7, j € B tales que ¢, i, j, ij forman una base como espacio
vectorial y satisfacen:

?=a, P=b vy ji=—ij

para ciertos a,b € Ke — {0} (ambas definiciones se refieren a la misma
entidad). Un dlgebra de Cayley u octoniénica es una algebra con in-
volucién que cumple (5) de dimensién 8 obtenida mediante el proceso de
Cayley-Dickson con p # 0. Un algebra con involucién A es real cuando
¥ =idy.

Las algebras cuaternidnicas son dlgebras asociativas (y simples centrales,
Schafer (1966), p. 47) Nota: Una K-4lgebra A es simple central cuando
los productos de Kronecker, i. e. las K-algebras definidas para los pro-
ductos tensoriales K @k A con el producto definido por la distributividad,
resultan ser simples para toda extension K del campo K. Como son aso-
ciativas, entonces tenemos que las dlgebras de Cayley u octoniénicas son
alternativas. De hecho, tenemos el siguiente:

Teorema 3.4. Dada una K-dlgebra A con involucién * que satisface (5): Va € A:
aa* € Ke. Se cumple lo siquiente

a) Si A es real, entonces también es conmutativa.
b) Sicar(KK) # 2, entonces €(A) no es real.
c) €(A) es conmutativa si y solo si A es real.

d) €(A) es asociativa si y solo si A es conmutativa y asociativa.
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e) €(A) es alternativa si y solo si A es asociativa.

> Para comprobar esto haremos uso de la definicién del producto en
¢(A) usando la notacién a + vb para ahorrarnos paréntesis. Sean x,y,z €
C(A),asix=a+vby=c+vd,yz= f+vg cona,b,c,d,f,g € Alesuti
recordar que x = y siy solo sia = cy b = d). Para a), por las propiedades
de * y al suponer que A es real tenemos que:

ab = (ab)* = b*a* = ba.

Esto es, A es conmutativa.
Para b), supongamos que car(K) # 2. Tenemos por definiciéon que:

x*=(a+ob)" =a"—ovb#a+ovb=x.

Para el caso en que b # 0, pues evidentemente b # —b, pues eso implicaria
que 2b = 0 y por tanto que b = 0. Asi que €(A) no puede ser real.
Pasemos al caso c), tenemos que:

xy = (a+ovb)(c+vd) = ac+ udb* +v(a*d+cb) y

yx = (c+ovd)(a+ovb) = ca+ ubd* + v(c*b +ad),

de lo cual resulta evidente que si A es real (y por tanto conmutativa),
entonces xy = yx, i. e. €(A) seria conmutativa. Por otro lado si €(A) es
conmutativa para (4,0),v := (0,e) € €(A), resulta que (aqui usaremos la
notacién de pares ordenados para evitar confusiones):

(0,a*) = (0+0,a%¢+0) = (a,0)(0,e)
=(0,¢)(a,0) =(0+0,04+4a) = (0,a).

Asia = a*, por tanto, A es real.
Para el caso d) consideraremos los productos:

(xy)z = (ac + pdb* 4+ v(a*d + cb)) (f + vg)
= (ac+ pdb*)f + pg(a*d +cb)”
+ v ((ac + pdb*)* g + f(a*d + cb))
= (ac+ pdb*)f + ug(d*a+b*c*)
+ v ((c*a* + ubd*)g + f(a*d + cb))
= (ac)f + p(db®) f + ug(d*a) + ug(b*c*)
+o((c"a)g + pu(bd")g + f(a*d) + f(cb)),
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x(yz) = (a+vb) (cf +pgd" +v(c’g + fd))
= a(cf +pugd") +p(c'g + fd)b*
+o(a%(cg + fd) + (ef + pgd")b)
= a(cf) +pa(gd”) + p(c"g)b” + u(fd)b”
o (a(e"g) +a" (fd) + (cf)b + p(gd")b)
= a(cf) +pu(fd)b” + pa(gd™) + u(c"g)b*
+o(a"(c"g) + p(gd")b+a*(fd) + (cf)b) -
En donde, en la dltima igualdad s6lo hemos reorganizado términos para
comparar mas facilmente las dos expresiones finales de (xy)z y x(yz).
Claramente si A es asociativa y conmutativa, entonces €(A) es asociativa.
Por otro lado si ahora suponemos que €(A) es asociativa, tomando x =
a+v0,y = c+v0yz = f+ 00, casi todos los términos en dos las
expresiones de arriba se anulan, excepto el primero, como suponemos
que (xy)z = x(yz), tenemos que (ac)f = a(cf), con lo cual resulta que
A es asociativa (lo cual también podiamos argumentarlo recordando que
A= A" C €(A)). Ahora tomando x = 0+ve,y =c+v0y z = f+ 00,
nuevamente se anulan casi todos los términos, exceptuando, esta vez, al
altimo; como (xy)z = x(yz), tenemos que fc = f(ce) = (cf)e = cf, asi
que A también es conmutativa.
En cuanto al caso e), ya lo comprobamos en el teorema anterior, pero lo
pusimos nuevamente para recolectar estos resultados. <
Considerando este teorema, a partir de aqui, asumiremos que la carac-
teristica car(K) # 2. Sabemos que el proceso de Cayley-Dickson requiere
partir de un dlgebra con involucién para construir otra, y ;qué mejor?, de
hecho tenemos una, IK mismo es una K-4lgebra con involucién con el pro-
ducto y multiplicacion con escalares coincidiendo y operacion involutiva
la identidad idk. Entonces en cada paso t € IN podemos elegir una y; € K
(siendo el paso o no hacer nada), usamos la notacién (€(A), i) cuando sea
necesario especificar la y particular. Como es evidente, obtenemos una
sucesion de 4dlgebras con involucién que cumplen (5): aa* € Ke, cuyas
dimensiones van duplicindose (2). Pero para élgebras alternativas el
proceso no llega a més de tres pasos:

Proposicién 3.5. Cualquier dlgebra de Cayley es no asociativa.

> De hecho el teorema anterior nos dice que al partir del campo K
considerado como K-algebra real (*= idk), como ésta es asociativa y
conmutativa, tenemos que €(A) es no real (pues car(K) # 2), asociativa
y conmutativa; asi ¢%(A) := €(€(A)) es asociativa, pero no conmutativa;
@3(A) es no asociativa ni conmutativa, pero si alternativa; y a partir
de ¢*(A) resultaran algebras no alternativas. Asi que las K-4lgebras
cuaterniénicas son no conmutativas, y las de Cayley u octoniénicas son no
asociativas, pero alternativas. <
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Ahora veremos qué relaciones hay en el caso de formas cuadraticas no
degeneradas, y la divisién y los inversos multiplicativos.

Veamos que el proceso de Cayley-Dickson, cuando tomamos p # 0,
también nos da una forma cuadrética Ng(4) no degenerada si partimos de
un élgebra A con una forma cuadratica N no degenerada:> Consideremos
de nuevo x = a4 vb,y = c + vd, asi tenemos para la forma K-bilineal

(X, Y)Neay = Neay(x +y) — Ne(ay (x) — Neay (v)
= Ne(ay(@+c+0v(b+d)) — Negay(a +vb) — Nega)(c +0d)
=N(a+c)—uN(b+d)—N(a)+uN(b) — N(c) +uN(d)
=N(a+c)—N(a) — N(c) — u(N(b+d) — N(b) — N(c))
= (a,¢)y —u(b,d)N.

Con esto, resulta que si para todoy = ¢ +vd € €(A) pasa que (X, Y) Ny, =
0, tenemos que (a,¢)ny = u(b,d)n. En particular para ¢ = 0, como p # 0,
entonces tenemos que para todo d € A: (b,d)y = 0, y como N es no
degenerada, esto implica que b = 0. Ahora, para d = 0, tenemos entonces
que para todo ¢ € A: (a,c)y =0, esto es a = 0, pues N es no degenerada.
Por lo tantoa =0 =b,i. e. x = 04 v0 = 0, esto nos dice que Ne¢(a) es no
degenerada <y establecemos lo siguiente:

Proposicién 3.6. Para una K-dlgebra A con involucion cuadrdtica (i. e. que
cumple (5)), considerando la forma cuadritica Ny(a) = aa*, y aplicando el
proceso de Cayley-Dickson con yu # 0, tenemos que si N es no degenerada,
entonces Ng(4) también lo es.

Ahora, para el caso de un algebra alternativa con involucién cuadratica
tenemos que la forma cuadrética natural en esta, N(a) = aa*, permite
hacerla un algebra de composicién, si N es no degenerada. > Para esto
definiremos de una vez la parte «real» y la parte «imaginaria» de un
elemento: En una K-algebra A con involucién cuadrética, definimos la
parte real y la imaginaria de un elemento a € A, respectivamente, como:

Re(a) = %(ﬂ +a"), Im(a) = %(a —a*).

Evidentemente a = Re(a) + Im(a) y a* = Re(a) — Im(a), asi que tanto
a como a* son elementos del dlgebra generada por los dos elementos
Re(a), Im(a) € A. Recordemos que por el teorema de Artin (teorema
2.1), siendo A alternativa, el dlgebra generada por los dos elementos
Re(a), Im(a) € A, es una subdlgebra asociativa de A. Por lo tanto tenemos
que:

N(ab) = (ab)(ab)* = (ab)(b*a*) = a(bb*)a* = (bb*)(aa*) = N(a)N(b).

En las tdltimas dos igualdades hemos usado la conmutatividad con los
elementos de Ke.< Resumimos esto mediante la siguiente:
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Proposicién 3.7. Una K-dlgebra alternativa con involucion cuadrdtica cuya
forma cuadrdtica N(a) = aa* es no degenerada, es un dlgebra de composicion.

También podemos definir la parte real y la parte imaginaria de una
algebra A con involucién cuadrética, respectivamente como

Re(A)={a€A:Im(a)=0}={acA:a=a"} y

Im(A) ={ac A:Re(a) =0} ={acA:a+a"=0}={ac A:a" = —a}.

Entonces un elemento a es real si a = a* y es imaginario si a* = —a. Mas
aun, es claro que como espacio vectorial se tiene que A = Re(A) & Im(A).

Considerando las dos proposiciones anteriores, cabe notar que cuando
partimos de K con * = idg, tenemos que Nk(x) = %2, y claramente
(x,A) Nk = 2kA, siendo K un campo, Nk resulta ser no degenerada. Por
lo tanto partiendo del algebra de composiciéon K obtenemos mediante el
proceso de Cayley-Dickson una sucesién de dlgebras de composicién hasta
el tercer paso, tomando y # 0 en cada iteracion.

Llamaremos K-dlgebras de Cayley-Dickson a las dlgebras obtenidas
mediante el proceso de Cayley-Dickson aplicado a K cierta cantidad
de veces o iteraciones, incluyendo a K (la iteracién o). Cabe notar que
para un élgebra de Cayley-Dickson A se tiene que Re(A) = K, pues

para t la dltima iteracién, aj, — viby = ay + viby, implica que by = 0,
siendo #' = t — 1 la iteracién anterior, asi, sucesivamente se concluye que
by =b;1=..=b=0,i. e. a;_1+vby_1 = ag+ v:0 € Ke. Antes de

indagar en otras propiedades, veremos la muy dtil:

Proposicion 3.8. Dada un dlgebra unital alternativa A con involucion cuadrdtica.
Si una subdlgebra B C A, cumple las siguientes condiciones: 1 € B, hay un
v € A—Btal quev? = u € Kyparatodob € B bv = vb* (0 equivalentemente
b*v = vb), entonces la multiplicacion en el subespacio vectorial B @ vB C A,
que es la que se sigue por la propiedad distributiva de A, resulta ser la definida en
el proceso de Cayley-Dickson; mds aiin, si y # 0y v* = —v, el mismo subespacio
B © vB resulta ser el dlgebra obtenida mediante el proceso de Cayley-Dickson:
(€(B), ).

> Sean By v como en la hipétesis. Para probarla usaremos las siguientes
identidades validas para Va,b € B:

a(vb) = v(a*b) (va)b = v(ba) (va)(vb) = pba*.
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Para corroborar la primera, por ser A alternativa, tenemos que (v,a*,b) =
—(a*,v,b), asi, considerando las hipétesis sobre v y que a +a* € K,
tenemos que

= (v,a",b) + (a*,v,b)
= (va*)b —v(a*b) + (a*v)b — a* (vb)
= (va*)b —v(a*b) + (va)b — a*(vb)
= (va* +va)b —v(a*b) — a*(vb)
(U(ﬂ+a )) a”(vb) —v(a”b)
=(a+a" a*(vb) — v(a*b)
((u+a ) a*)ob —v(a*b)

= a(vb) — v(a*b).

Para la segunda, algo similar ocurre. Para la tercera, usamos la tercera
identidad de Moufang que satisface A por ser un algebra alternativa, asi
tenemos que

(va)(vb) = (va)(b*v) = v((ab*)v) = v(v(ab")")
= v(v(ba*)) = v*ba* = pba*.

Mediante las tres identidades verificamos que para (a + vb), (c + vd) €
B @ vB, por la distributividad del producto,

(a+vb)(c+vd) = ac+ a(vd) + (vb)c + (vb)(vd)
=ac+v(a*d) + v(bc) + ubd*
= ac+ ubd* +v(a*d + be).

Con lo cual comprobamos que la multiplicacién en B @ vB es la definida en
el proceso de Cayley-Dickson. Ahora supongamos que y # 0y v* = —o.
Con esto tenemos que (a + vb)* = a* + (vb)* = a* + b*v* = a* — b*v =
a* — vb, asi que la involucién en B @ vB es la definida en el proceso de
Cayley-Dickson. Solo nos resta ver que podemos identificar B y vB espa-
cios vectoriales, es decir, definir un isomorfismo de K-espacios vectoriales
entre ambos, pues asi B® vB = B @ B como espacios vectoriales y entonces
B ® vB, por como son sus operaciones, es el dlgebra obtenida mediante
la construccién de Cayley-Dickson para dicha u. Esto es facil, definamos
r: B — vB como r(b) = vb, asi es claramente es K-lineal y suprayectiva,
y también inyectiva, pues su nucleo es {0}: si 0 = r(b) = vb, entonces
0 = v0 = v(vb) = v®b = ub, como u # 0, esto implica que b = 0; por tanto
r es un isomorfismo. <
Ahora trataremos la divisién, para lo cual, partiremos de la siguiente:

Proposicién 3.9. Un dlgebra alternativa A, con involucién cuadritica, es un
dlgebra con division si y solo si Ya € A —{0}: N(a) # 0, en tal caso cada
a € A — {0} tiene inverso.
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> Supongamos que Va € A — {0}: N(a) # 0, asi, como aa* = a*a =
N(a), tenemos que a*(ab) = (a*a)b = (aa*)b = N(a)b. Como N(a) €
Ke = K, existe N(a) ', més atin, evidentemente tenemos que N(a) 'Ly
es la inversa de L, pues

N(a) 'Le (Lo (b)) = N(a) Ly (ab)
= N(a)a*(ab) = N(a) 'N(a)b = 1b = b,

y también L(a)N(a) 'L, (b) = b. Andlogamente para R,, tenemos su
inversa N (a)_lRu*, por lo tanto A es un algebra con divisién. Ahora, si
existieraa € A tal que a # 0y 0 = N(a) := aa* = a*a, evidentemente
a 'y a* serian divisores de cero, asi que no puede ser un algebra con
divisién; por lo tanto, si A es un algebra con divisién, entonces Va €
A —{0}: N(a) # 0. De hecho en estos casos (con unidad, alternatividad

e involucién), cada elemento a # 0 tiene inverso multiplicativo: N%u) at =

N(a) 'a*. <

Estaremos tratando con estas dlgebras construidas mediante el proceso
de Cayley-Dickson hasta la tercera iteracion, asi todas seran &lgebras
unitales alternativas con involucién. Podemos encontrarnos con un algebra
con divisién o una con divisores de cero, estas tltimas pueden provenir
de haber tomado y = 0 en una o varias iteraciones, en este caso las
llamaremos algebras duales, o pueden provenir de iteraciones todas con
1 # 0, en este caso las llamamos algebras escindidas.

Como nota citamos un resultado concerniente a la divisién, es un coro-
lario de teorema de Wedderburn-Artin (Voight, 2021, p. 96) que nos dice
que un &lgebra cuaternidnica es simple central y que en el caso de no ser
un algebra de division, es isomorfa a la de las matrices de 2 x 2 sobre K:
M, (K). Para las algebras de Cayley, tenemos un resultado similar (Schafer,
1966, p. 52, 72): una algebra de Cayley escindida es tnica (salvo isomor-
fismos), y es la obtenida al aplicar el proceso de Cayley-Dickson al dlgebra
cuaterni6nica escindida M;(K) con p = 1, esto es (€(Mz(K)),1). Schafer
(1966) considera p # 0 es su definicién del procesos de Cayley-Dickson,
por lo que las tnicas dlgebras con divisores de cero que considera son
las escindidas; en nuestro caso, al admitir y = 0 obtenemos otras alge-
bras con divisores de cero, pero no isomorfas a estas escindidas. Esto lo
corroboramos mads adelante.

Veremos un resultado que nos facilita saber cuando estamos tratando
con la misma é&lgebra salvo isomorfismo, este resultado se atribuye al
matematico Nathan Jacobson. Para ver este resultado, daremos otro breve
paseo por la teoria de formas cuadraticas.

En el pérrafo siguiente, nos hemos basado en Lam (2005) y Artin (1957)
para los detalles. Llamamos espacio cuadritico (V,q) a un K-espacio
vectorial V y una forma cuadratica q definida para éste; como sabemos, con
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esto tenemos una forma bilineal (, ); que nos permite definir la nociones de
«tamafio» y «ortogonalidad». Definimos la suma ortogonal de dos espacios
cuadréticos (V1,41) v (V2,42), como el espacio cuadratico (Vi L V5,91 L
q2), donde Vi L Vo = V1 & Vo y g1 L g2 es la forma cuadrética para Vi & V5
definida como q1 L g2(v1,v2) = g1(v1) + g2(v2). Un isomorfismo entre
espacios cuadrdticos es un isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : V| — V>
tal que Vu € Vi: q2(¢@(u)) = q1(u), también se dice que es una isometria y
decimos que son espacios isométricos y lo denotamos (V1,41) = (Va,q2),
o que las formas cuadraticas son equivalentes denotdndolo también
como g1 = gp; en tal caso también se cumple que para todo u,v € Vi:
(@(u), p(v))y = (u,v)4, pues @ es lineal y asi tenemos que

(p(u), 9(0)g = (¢(u) + ¢(v)) — q'(p(u)) — 4" (¢(v))
=q(p(u+0)) —q'(pu) —q'(¢(v))
=q(u+v) —q(u) —q(v) = (u,0)q".

Dado un espacio cuadratico (V,q), el complemento ortogonal de un
subconjunto U C V es el subespacio Ut = {w € V : Vu € U(w,u), =
0} (que en efecto es subespacio por la bilinealidad de (, );); notemos
que no necesariamente pasa que V = U L U%, se requieren algunas
condiciones adicionales, por ejemplo, que g sea no degenerada, que U sea
un subespacio y g|y sea no degenerada, como lo vemos en Artin (1957)
(parte del teorema 3.5, p. 117) y que mencionamos porque nos servird mas
adelante:

Dado un espacio bilineal no singular V, y un subespacio U; este U es no
singular si y solo si U es no singular. En cuyo caso se tiene que V.= U 1 U~ .

Un K-espacio bilineal es un K-espacio vectorial V' con una forma
bilineal (,) : V x V — K. La terminologia de no singular se usa cuando
la forma bilineal es no singular (i. e. es no degenerada) y corresponde a
que

{ueV:VoeV, (vu)=0}={ueV:VoeV, (uv)=0} = {0},

es decir, los ntcleos de la forma bilineal son, ambos, el subespacio cero o
trivial, y usada con subespacios U C V, se refiere a que la forma bilineal
restringida a tal subespacio; claramente la nocién de que un (sub)espacio
sea no singular equivale a que U N U+ = {0}, y claro que tenemos la
nocién de espacio «singular» como aquel que no cumple tal propiedad.
Artin llama a una forma bilineal estructura métrica y de ahi que a un
isomorfismo de espacios bilineales le llame isometria, término que ya vimos y
que se aplica para un isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : V. — W tal
que (¢(u), (v))w = (1,v)y, donde (, )w y (, )v son las formas bilineales
correspondientes a cada espacio bilineal.
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En nuestro contexto tenemos lo siguiente: un &dlgebra unital .4 con
involucién cuadratica y su forma cuadratica N(a) = aa* se puede de-
scomponer como K | K+ (recordemos que hemos identificado K = Ke),
esto se debe a que si b € K', entonces para todo k € K tenemos que
0 = (b,k)N = bk* + kb* = bk + kb* = kb + kb* = 2k(b + b*), por lo tanto
b+0b* =0, asi KNK* = {0}; de hecho podemos notar que K = Re(.A)
y K+ = Im(A), con esto podemos expresar cualquier a € A como k + b,
con k € Ky b € K+, mas atin, como k* = k y b* = —b, tenemos que

N(a) = (k+b)(k+b)* = (k+b)(k* +b*)
= kk* + kb* + bk* + bb* = kk + k(b — b) + bb*
= k? 4 bb* = N (k) + Ny (b).

Siendo Nk y Ng. la restriccién de N respectivamente a K y K+, clara-
mente son formas cuadréticas y asi tenemos que N = Ng L Ny =
Nge(A) - Nip(a)-

Ahora mencionamos uno de los resultados mds célebres en esta area, el
teorema de Witt, cuya demostracién aparece en Artin (1957), teorema 3.9,
p- 121 (una version sélo para formas cuadréticas en Lam (2005), p. 14);
nombrado en honor al matematico Ernst Witt. Antes, hace falta mencionar
que dos espacios bilineales (V, (,)v) y (W, (, )w) son isométricos cuando
existe un isomorfismo de K-espacios vectoriales ¢ : V. — W tal que
Vu,v €V (u,v)y = (0(u),o(v))w. Nocién que coincide con la de espacios
cuadréticos considerando la forma bilineal (, ), relacionada con una forma
cuadrética q.

Dados dos espacios bilineales no singulares isométricos V y V'. Una isometria
entre dos subespacios o : U C V. — U’ C V' puede extenderse a una isometria
entre los espacios que los contienen @ : V. — V', i. e. 7|y = oy o[U+] = U'*.

Finalmente algunas definiciones que nos serén ttiles, dado un espacio
bilineal V, decimos que v € V es un vector isotrépico cuando (v,v) =0
y un subespacio U C V es un subespacio isotrépico cuando Vu,v € U
ocurre que (u,v) = 0; con lo cual, que U # {0} y U sea isotrépico
implica que es también un espacio singular; por cierto, un ejemplo de
espacio isotrépico es el subespacio {0} (el anico espacio isotrépico no
singular). Vale mencionar que una relacién entre estos dos conceptos de
isotropia se da cuando la forma bilineal es simétrica (es decir, Vu,v € V :
(u,v) = (v,u)), en tal caso, si todo vector en V es isotrépico, entonces V
es isotrépico, o la contrapositiva equivalente: dado un espacio no isotrdpico
V, existe algiin vector v € V no isotrdpico que nos serd tutil; siendo facil
verificarlo, pues que todo vector en V' sea isotrépico implica que para u, v €
V arbitrarios, como 0 = (u+v,u +v) = (w,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) =
0+ (u,v) + (v,u) + 0, entonces (u,v) = —(v, 1), y cOmo suponemos que
(,) es simétrica también tenemos que (#,v) = (v, u), por lo tanto — (v, u) =
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(v,u), asi que (v,u) = 0, es decir V es isotrépico. Cabe mencionar que
en nuestro contexto partimos de formas cuadraticas (obtenidas de la
involucién que a propésito hemos llamado involucién cuadratica); pero
como hemos podido apreciar, resulta interesante ver qué pasa si se parte
de formas bilineales, como hace Artin (1957) en el capitulo III.

Para ver la prueba del teorema de Jacobson que a continuacién enunci-
amos, nuevamente seguimos a Schafer (1966) (teorema 2.23, p. 71) y nos
serd util el siguiente lema. (Aclaramos que estaremos usando las letras
N y N’ para las formas cuadraticas correspondientes, considerando las
restricciones en cada caso):

Lema 3.10. Sea C, un dlgebra de Cayley-Dickson alternativa, y consideremos
una subdlgebra propia B C C y B # C, que también podemos considerar como
un espacio bilineal con la forma bilineal (, )N inducida por la forma cuadrdtica
N(a) = aa*. Si B es tal que 1 € B y es no isotrdpica, entonces existe una
subdlgebra D C C tal que D = B © vB y es el dlgebra obtenida mediante el
proceso de Cayley-Dickson aplicado a BB para cierta y € K con p = N(v) y
v € Bt

Que comprobamos haciendo uso de la proposicién 3.8. > Primero
notemos que la involucién de C induce una en B; primero, de que 1 € B se
sigue que K1 C B, entonces, para b € B, tenemos que b+ b* € K1 C By
entonces b* = (b + b*) — b € B. Siendo B # {0} no isotrépico, es también
no singular y por lo mencionado antes, tenemos que C = B L B+, B+
es no isotrépica también, y hay un vector no isotrépico v € B+, que en
nuestro contexto significa que

0 # (v,v)Ny = vo* + v*v = 2007,

asi digamos que N(v) = vv* = —u € K — {0}. Por otro lado, tenemos que
v+ 0" =0l + 10" = 01" + 1v* = (v,1)y = 0, pues v € B+ y 1 € B, asi
v* = —v, y por tanto v?> = —vv* = y; con esto también tenemos que para

todo b € B: bv = vb*, pues vb* — bv = vb* + bv* = (v,b)y = 0. Ahora
veremos que vB3 C B*; para esto usaremos que Va, b,c € A

(ab)c + ((ab)c)* = a(bc) + (a(bc))*,
para comprobarlo notemos que debido a la proposicién 1.6, Va,b,c € A
(a,b,¢c) = —(c,b,a) = —(—1)3(c*,b*,a*) = (c*,b*,a"),
con lo que se cumple la serie de igualdades en cada columna

(ab)c —a(bc) = (c*b*)a* —c*(b*a")

(ab)c+c*(b*a*) = (c"b")a" +a(bc)
(ab)c+ c*(ab)* = (bc)*a* + a(bc)
(ab)c+ ((ab)c)* = (a(bc))* + a(be).
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Ahora, considerando a,b € B, como a* € B tenemos que ba* € B, asi
(v,ba*)y = 0; entonces, lo anterior nos permite asegurar la segunda
igualdad en

(va,b)n = (va)b* + ((va)b*)*
= v(ab*) + (v(ab*))* = (v, (ab*)*) = (v,ba* )N = 0.

Por tanto va € B+, siento a € B arbitrario, entonces v8 C BL; asi podemos
considerar B @ vB3. Con esto hemos reunido las hipétesis necesarias en la
proposicién 3.8 y por tanto B @ vB = (€(B), 1), con lo que probamos el
lema. <

Teorema 3.11. Sean n € {1,2,3} y uy, po, u3, py, wh, W € K — {0}, ast dos
dlgebras de Cayley-Dickson A = (€"(K), u1, ..., ptn) y A" = (€"(K), py, ..., 4y,)
(alternativas pues n < 3) son isomorfas si y solo si sus formas cuadrditicas
correspondientes, N y N', son equivalentes (es decir, son isomorfas como dlgebras
con involucion si y solo si son isomorfas como espacios cuadrdticos).

> Al ser Ay A’ dlgebras unitales, ambas contienen una «copia isomorfa»
de K, que para facilitar los célculos identificaremos (Ke = K = K¢/,
denotando con 1 la unidad en las tres). Supongamos que A = A’ y que
t: A — A es el isomorfismo de algebras unitales con involucién que
lo corrobora, entonces es claro que (por definicién) es K-lineal, también
t(1) =1y t(a*) = (t(a))*, y preserva productos; mds aun como aa* € K
para cualquier a € A, tenemos que

t(a))(t(a))"
(a)t(a”) = t(aa”)
(

(
=y
t((aa*)1) = aa*t(1) = aa*(1) = aa™ = N(a),

con lo cual hemos mostrado que sus formas cuadréticas son equivalentes.
De hecho podemos notar que esta implicacion se cumple en general para
cualesquiera dos dlgebras unitales con involucién cuadratica isomorfas.
Ahora probaremos la implicacién en sentido contrario. Supongamos
que las formas cuadréticas de A y A’, respectivamente N y N’, son
equivalentes, esto es, son espacios cuadraticos isométricos. Si B C Ay
B’ c A’ son respectivamente subalgebras no isotrépicas con unidad e
involucién, y tenemos un isomorfismo de algebras unitales con involucién
0 : B — B, con lo que son isométricos, conforme a lo visto en la
primera implicacion del teorema; entonces el teorema de Witt nos dice que
existe una extensién de hy, como isometria, digamos hy: A — A, asi
ho[B+] = B'+, con lo que también B+ y B+ son isométricos, considerando
las restricciones de N y N’ correspondientes. Ahora, como B es no
isotrépica, por lo visto en la prueba del lema 3.10, entonces existe un
vector no isotrépico v € Bt con N(v) = vo* = —u € K — {0}; sea
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v’ = ho(v) € B'*, asi, como 1 € B/, tenemos que 0 = (v/,1) = 0'1* +
1(v')* = o + ()%, asi que (v')* = —0/, entonces (v')? = —o/'(v/)* =
1, pues v'(v')* = ho(v)(ho(v))* = N'(ho(v)) = N(v), asi que v’ es no
isotropico, por tanto podemos considerar a las subalgebras B ® vB y
B' @ v'B’ como las obtenidas mediante el proceso de Cayley-Dickson,
respectivamente para 4 = N(v) y 4’ = N(v') = u. De inmediato podemos
definir un isomorfismo de &dlgebras unitales con involucién entre éstas,
como h: B&vB — B' @ 0B/, h(a+vb) = ho(a) + v'ho(b), paraa,b € B;
claramente es K-lineal, preserva la unidad 1 y respeta productos, pues hg
lo hace (asi lo supusimos), para muestra, sean a,b,c,d € B, asi

h ((a+vb)(c+ vd))
= h(ac + pdb* + v(a*d + cb))
= ho(ac + udb*) + v'ho(a*d + cb)
= ho(a)ho(c) + pho(d)ho(b)* + 0" (ho(a) ho(d) + ho(c)ho(b))
= (ho(a) + 9'ho(b)) (ho(c) + v'ho(d)) = h(a+ vb)h(c + vd).

Finalmente, tenemos

h((a+ob)*) = h(a* — vb)
= ho(a)* —v'ho(b)
= (ho(a) +v'ho(b))" = h(a+vb)*.

Después de todo esto podemos finalmente probar el teorema. Como
cada algebra A y A’ tiene una copia isomorfa de K, y claramente K es
no isotrépica, podemos partir de dicho isomorfismo de algebras unitales
con involucién y aplicar lo anterior, lo cual lo podemos hacer pues n < 3
y asi Ay A’ son alternativas, por tanto tenemos que C = K& vK C Ay
C' =K & 'K C A’ son algebras unitales con involucion isomorfas, para
ciertosv € A-Kyv € A —K; sidim(A) = dim(A") = 2, con esto
ya terminamos, si no, podemos partir de este isomorfismo y tendremos
un isomorfismo entre H = CowC C Ay H = C' dw'C' C A, para
ciertosw € A—Cyw' € A —C',sidim(A) = dim(A’) =22 = 4, con esto
terminamos, si no, volvemos a aplicar un razonamiento similar y como
dim(A) = dim(A') < 23 = 8, necesariamente tenemos el isomorfismo
entre Ay A’ que buscamos. <

Antes de pasar a ver ejemplos concretos con K = IR, planteamos algunas
propiedades que cumplen estas dlgebras en general, una es la siguiente:

Proposicién 3.12. Dada un dlgebra con involucion cuadrdtica A, entonces para
cualquier b € Im(A) = K+ se cumple que

b*=-b y b =-Nb)cK
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Con esto podemos probar que un isomotfismo de dlgebras f : A — A’ entre dos
dlgebras con involucion cuadrdtica es un morfismo de dlgebras con involucion (y
también una isometria), ademds f[Im(A)] C Im(A").

> Ya habfamos visto que para b € K+ = Im(A) se tiene que b + b* = 0
cuando tratamos propiedades de espacios cuadraticos y bilineales, mas
atn, como N(b) = bb* = —bb = —b?, por tanto tenemos ambas igual-
dades.

Para probar la dltima parte, sean A y A’ dos algebras con involuciéon
cuadréaticay f : A — A’ un isomorfismo de algebras, es decir una funcién
K-lineal que preserva productos y f(1) = 1, entonces queremos probar
que también preserva la involucién, para esto veremos varias propiedades
interesantes. De la K-linealidad se sigue que para todo k € Re(A) =K,
f(k) € Re(A’") = K, pues tenemos que f(k) = f(k1) = kf(1) = k1 = k.
Por otro lado, es claro que un b € A cumple que b € Im(A) siy solo si
b ¢ K, lo cual se sigue de que Im(A) = K+; siendo f un isomorfismo de
algebras, tiene una inversa f~!, esto nos ayuda a probar que b € Im(A)
implica que f(b) € Im(A’), pues tenemos que si f(b) € K, entonces
b= FUF0)) = FUFOIL) = FB)F L) = f(B)1 = F(b) (pues f!
también es morfismo de algebras), esto es, b € KK, por tanto b ¢ K implica
f(b) ¢ K, que es lo queriamos comprobar, asi f[Im(A)] C Im(A’); ahora
tomamos a € A, como

Re(f(a)) + Im(f(a)) = f(a) = f(Re(a) + Im(a)) = f(Re(a)) + f(Im(a)),

y sabemos que A" = Re(A’) & Im(A’), f(Re(a)) € Re(A") y f(Im(a)) €
Im(A’), tenemos que Re(f(a)) = f(Re(a)) e Im(f(a)) = f(Im(a)). Esto
por si mismo es muy ttil, pero tenemos atn, ya que con esto podemos
probar que f es una isometria, primero notemos que para b € Im(A),
como f(b) € Im(A’), tenemos:

=N'(f(b)) = (f())* = f(b?) = f(=N(b)) = =N(b)f(1) = =N(b),

pues para k € Re(A) = K tenemos que N (k) = k?, y de manera similar
concluimos que N'(f(k)) = N(k); entonces tenemos que

N'(f(a)) = f(a)f(a)" = (Re(f(a)) + Im(f(a))) (Re(f(a)) + Im(f(a)))"
= (Re(f(a)) + Im(f(a))) (Re(f( >>*+1m< ())")
= (Re(f(a)) + Im(f (a))) (Re(f(a)) — Im(f(a)))
= (Re(f(a)))* — (Im(f(a)))?
= (f(Re(a)))* — (f(Im(a)))
= N’ (f(Re(a))) + N’ (f(Im(a)))
= N ((Re(a))) + N ((Im(a))) = N(a)
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Esto nos asegura que para todo 4,4’ € A, se satisface que (f(a), f(a’))n =
(a,a")N (una propiedad que vimos cuando definimos las isometrias).
Esto dltimo nos permite, finalmente, comprobar que f preserva involu-
ciones, pues f(a)” = (f(a) + f(a)") — f(a) = (f(a)1" + f(a)'1) — f(a) =
(F(a), ) — f(a), ast

fa) = (f(a), )n — f(a)
= (f(a), f(1))n — f(a)
= (¢, )N — f(a)
=f((a1)n) - f(a)
=f(( a) =

fa®).

Cabe mencionar que este resultado nos indica que en el caso de isomorfis-
mos entre dlgebras con involucién cuadrética no se requiere que preserven
involuciones, pues basta con que preserve productosy 1 +— 1. <

Ahora aprovecharemos para ver algunos detalles concernientes a lo que
podemos llamar una base «canénica» para un algebra de Cayley-Dickson.

ﬂ,N

Teorema 3.13. Sea un dlgebra de Cayley-Dickson A de dimension 2", n € N™.
Los elementos v; que definimos en el proceso de Cayley-Dickson nos sirven para
definir una base

1,v1,v2, 0201, 3, U301, V3V, V3020, ...

Mds miin, exceptuando 1, el resto de elementos de la base anticonmutan entre
si. Con esto podemos calcular la forma cuadrdtica para cada a € A, pues
a = lay + viax + vaa3 + vv1a4 + ..., Yy entonces:

N(a) = a3 — p1a3 — poa3 + popraj + ...

Finalmente, cuando en alguna iteracién t € {1,...,n} se tomé p; = 0, entonces
A tiene divisores de cero de la forma v:b, con b # 0 un elemento de la iteracion
anterior t — 1; si t = n (es la iiltima iteracion), entonces el dlgebra obtenida no es
simple.

> Por como se define el producto en el proceso de Cayley-Dickson,
en cada iteracién obtenemos elementos de la forma a + v;b, siendo a y
b elementos de la iteracion anterior t — 1y vy = (0,1), con 1 la unidad
de la iteracion anterior (identificable con el 1 de K), asi, es claro que los
elementos uy, up, u3, ug, us, ug, Uz, U, ..., definidos respectivamente como:

1,01, 02,0201, 03, V301, V30V, V3020, ...,

forman una base para A, pues por ejemplo, para n = 2, tenemos que
cualquier elemento es de la forma (1a + v1b) + v2(1c + v1d) = la + v1b +
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vyc + vav1d, para ciertos a,b, ¢, d € K. Calculando, podemos ver cémo es
parte de la tabla de multiplicacion

1 01 (%] U201 U3
1 1 U1 (%) V201 U3
01 U1 M1 —0201 —HU2 —U301
U2 U2 0201 H2 H271 —U302
U201 0201 WU2 —H2U1  —H2l1 — 030201
U3 U3 U301 U302 U300 M3
Podemos notar que para i,j > 2, anticonmutan: u;u; = —u;u;, y que los

elementos de la diagonal son s6lo productos de y;, esto se cumple en
general, como ahora comprobamos. Es claro que para t {1,..,n} se
tiene que v? = ;. Notemos que podemos representar los u;, para i > 2
con la ayuda de funciones estrictamente crecientes oy, : {1,...,k;} —
{1,...,n} (donde k; es la cantidad de factores que conforman a u;), asi, para
jij2 € {1,..,ki}, si jo > ji1, entonces oy, (j2) > 0%, (j1), que de acuerdo a
cadai € {2,3,..,2"} expresan u; = H;{":l Vg, (j)r €N la cual adoptamos la
convencién de que los productos se aplican a la izquierda: por ejemplo
[T, v; = vk (-.v3(v2(v1))...). Mds atin proponemos que en general se

]
tiene

ki
uf = (—1)kH! Hyaki(j)'
j=

Probamos mediante induccion para n. Los casos n =1y n = 2 los vimos
en la tabla de multiplicacién. Supongamos que se cumple paran —1y
veamos que se cumple para n: Para u; con ! € {2,3..,2"} se tienen dos
casos, 1) u; = u; + v,0, es decir, no aparece v, en su expresién y por tanto
1 €{2,3,..,2"1}, y 2) si aparece, entonces u; = 0 + vuU;, donde u; es un
bésico de la iteracién anterior, i. e. i; € {2,3, ...2”_1}. Para el primer caso,
de inmediato, por la hipétesis de induccién

ki
(1t + v40) (1 + v4,0) = 12 + 0,0 = 12 = (—1)k "1 nﬂak,<f>~
=

Para el segundo caso
u? = (0 + v,u;) (0 + vqu;) = Pnthiyuj, + 0,0 = —ynu?l,

recordando que u; € Im(A) y asi up = —uj; pork otro lado, por la
hipétesis de induccién tenemos que u; = (—1>ki1+1 IT; " V‘Tkil (j), entonces

considerando ¢ : {1, ..., k; +1 = k;} — {1,...,n} definida como o (j) =
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0k, (j) para 1 < j < ki y o(ki, +1) = n, tenemos que ¢ = 0y, siendo ¢y, la
funcién que esperamos para u;, y asi tenemos que

ki +1 1ki’Jrl k ges
uf = gty = (DS T pogy = D" [T -
j= =

Ahora probemos la anticonmutatividad. Supongamos que, para i # j, con
i,j €{2,3,..,2" 1}, se cumple uiuj = —uju;. Parai,j € {2,3,...,2"}, con
i # j, tenemos tres casos: i) 2 < i,j <2" 1 qi)2<i<2ml <j< 2y
iii) 21 < i,j < 2", es decir, se tiene que i) u; = u; + 0,0y u; = u; + 0,0,
11) u; = u; +v,0 y uj = 0+vnuk]., o 111) u; = 0+vnuki y uj = O—FUnUk].,
con kj, k; € {2,3,..., 2”_1} ; claramente, en el primer caso la hipétesis de
induccién nos da inmediatamente que (u; + v,,0)(u; + v,0) = u;ju; +v,0 =
uinj = —uju; = —uu; + 0,0 = (uj + v,0)(u; + v,0). Para el segundo
tenemos (recordando que u} = —u;, pues u; € Im(A)) que
uittj = (u; + 040) (0 + vy ;)
— 0+ v (1] 1)

= —vn(uiu;),

uju; = (0 + vquiy,) (u; + 040)
= 0+ o (uiuy,)
= Un(uiukj)'
Por tanto u;u; = —u;u;. Finalmente para el tercer caso tenemos
uintj = (0 + vquy,) (0 + vniy;)
= pn (g ug,) +vn0

— _,un(uk/-uki)/

ujuj = (04 vutg;) (0 + vnit,)
= yn(ukiu,’gj) + 0,0
= —pn (e ;)
= pn (U, )-

En donde, en la dltima igualdad aplicamos la hipétesis de induccién, por
tanto, también en este caso Ujlj = —U;l;j.
Ahora veamos como calcular N(a), a € A, sabiendo que
27!

a = lay + v1a + v2a3 + V20104 + ... = Y_u;a;, cona; € K.
i=1
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3.2 ALGUNOS RESULTADOS

Como es claro que, parai > 1, u; € Im(A), entonces u; = —u; y por tanto

L n
wiut = —u?, asi a* = la; — v18y — V2a3 — .. = a1 — Y2, Uid; Y

2n 2"
N(a) = aa" = (ﬂl + Z“i%‘) <ﬂ1 - ZW@)
i= i=2

2}’!
_ 2 29
=4ay — Z”iai
i=2
2n

ki
=ai =) (V5 ] o 2
=T

i=2

n ki
=ai + ) (=D ] T #o, 0
i—2 =1
= 0] — j1a3 — J2d3 + popnag — Paaz + pspindg + ..

Ahora supongamos que para algun t € {1,...,n} se tomé6 y; = 0 en
alguna iteracion, asi los elementos de la forma v;b con b # 0 siendo un
elemento de la iteracién anterior t — 1, resultan ser divisores de cero:
considerando la definicién del producto en esa iteraciéon tenemos

(vtb) (veb") = (04 0:b) (0 + vsb") = 0 + ub'b* + 0:(0b’ + 0b) = 0.

Lo interesante de este tipo de divisores es que no existen en las dlgebras
escindidas: consideremos un algebra de Cayley-Dickson escindida A/,
i. e. tiene divisores de cero, pero en ninguna iteracién se tomé y = 0;
sea dim(A’) = 2", con n € N, la altima iteracién; suponiendo que el
producto (a + vy,b)(c + v,d) = 0, tenemos que ac + py,db* = 0y a*d +
cb = 0, si ademds, suponemos que alguno 4, b, ¢ o d es cero, recordando
que u, # 0, concluimos que su pareja correspondiente es cero o los otros
dos lo son, por ejemplo, sia = 0, entonces b = 0 0 c = 0 = d, es decir
uno de los factores es cero, lo cual contradice que A’ es escindida, por
tanto concluimos que ninguno de estos cuatro elementos puede ser cero
en ninguna iteracién. En cambio en un &lgebra dual si tenemos divisores
de cero de la forma 0 + v:b 0 v;b + v,,0, segtn ¢ sea la dltima iteracién o
no, por tanto las dlgebras escindidas y las duales no pueden ser isomorfas,
como habiamos adelantado antes. Es interesante notar que si la tltima
iteracién se hace con p, = 0 obtenemos un algebra no simple, es decir,
podemos encontrar un ideal propio: Sea I = {x + v,y : x = 0}, donde
x,y son elementos de la iteracion anterior, es claro que es un subconjunto
propio de A y para todo v,b,v,b" € I, v,b —v,b' = v,(b—V") € I, pues
b — b’ es un elemento del dlgebra de la iteracién anterior, ademads para todo
a € Atenemos que a = X, + vnY, v asi a(v,b) = (X, + vnya) (0 + v,b) =
0+ pnbys +vn(xb+0) = v,(x;b) € Iy (vib)a = (04 vub) (Xa + Vnya) =
0+ pnyab*™ 4+ v, (0 + x,b) = v, (x;b) € I, pues x;b y x,b son elementos del
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algebra de la iteracion anterior, por tanto, I es en efecto un ideal (bilateral)
propio. <
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EJEMPLOS CON R

4.1 ALGEBRAS NORMADAS Y ORTOGONALIDAD

En esta parte nos fijaremos en algebras sobre R, por lo que podremos
hacer uso de propiedades conocidas de este campo, como el orden y el
valor absoluto | |. Primero tenemos la siguiente definicion:

Una R-algebra normada A es una R-dlgebra con una norma ||.|| : A —
R, es decir, cumple que VA € R Va,b € A:

la]l > 0 (no negativa),
[Aa[| = [Al[|a[] (homogénea),
la+ b < |a]l +|b| (desigualdad del tridngulo),
||la|]| = 0 implica a = 0 (definida positiva, junto con la primera).
Y dicha norma es tal que Va,b € A:
lab]l < lall|o]]-

Si A es unital, ||e|]| = 1. Un morfismo de R-dlgebras normadas es lo
mismo que un morfismo de R-dlgebras; puede haber morfismos contrac-
tivos, expansivos o isométricos.

En nuestro contexto, las algebras con involucién cuadrética, tenemos el
resultado siguiente:

Teorema 4.1. Para una R-dlgebra de composicién A, podemos obtener una norma
para esta dlgebra, partiendo de su forma cuadrdtica que denotamos como N, cuando
Va € A: N(a) > 0 (es no negativa); mds aiin el proceso de Cayley-Dickson nos
da una forma cuadrdtica con la misma propiedad (no negativa) cuando y < 0y
€(A) es alternativa, por tanto, en este caso €(A) también es normada e incluso
con division.

Podemos requerir en vez de composicion que A sea una R-dlgebra alternativa
con involucion cuadrdtica cuya forma cuadrdtica es no degenerada, con esto y bajo
el supuesto de que Ya € A: N(a) > 0 obtenemos, ademds, que A sea un dlgebra
con division.
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> Definamos ||a|]| = y/N(a), lo cual tiene sentido pues N(a) € Ry
estamos requiriendo que N(a) > 0. Consideremos a,b € Ay A € R,
evidentemente se cumple que ||a]| > 0y |[Aa]| = \/N(Aa) = \/A2N(a) =
|A|\/N(a) = |A|||a]|, por otro lado, como N(ab) = N(a)N(b) por ser A
algebra de composicién, entonces ||ab|| = ||a||||b||. Pasemos a probar la
desigualdad del tridngulo, lo cual equivale a probar que

N(a +b) <\/N )+ /N () >

El caso a = 0 = b es inmediato:

N(0+0)=N(0)=00*=0=0%= (\/6+\/6)2.

Ahora supongamos que a # 0 # b, notemos que ab* + ba* = ab* +
(ab*)* € R, asi que ab* + ba* < |ab* + ba*|. Si tuviéramos que |ab* +
ba*| < 24/N(a)N(b), podriamos asegurar la ultima desigualdad y por
tanto tendriamos lo que buscamos probar en:

N(a+b)=(a+b)(a+b)" = (a+b)(a*+b")
= aa* + ab” + ba* + bb*
= N(a) + ab* + ba" + N(b)
N(a) + |ab* 4 ba™| + N(b)

< N(a) +2y/N(a)N(b) + N(b) = <\/N(a) + \/N(b)>2.

Veamos entonces que, de hecho, si lo tenemos y es, nada menos que, la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para esto usaremos la forma bilineal
asociada (que resulta ser un producto interior). Notemos para empezar
que para todo a,b € A tenemos:

(a,a) Ny = N(a+a)— N(a) — N(a)
=(a+a)(a+a)*—aa* —aa*
= 2aa* = 2N(a) >0,

(a,b)y = N(a+b) — N(a) — N(b)
=(a+b)(a+b)" —aa* —bb*
= ab* + ba”
= ba* +ab* = (b,a)n.
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4.1 ALGEBRAS NORMADAS Y ORTOGONALIDAD

Denotemos como N, := \/(a,a)y, asi por lo anterior y la bilinealidad, y
conmutatividad del producto del campo R, tenemos que:

0 < (Nab £ Nya, Nyb £ Nya)
= N2(b,b)N & NN, (a,b)n + NNy (a,b)n + Ni(a,a)n
= N2N{ + NyN,(a,b)ny + NyN,(a,b)n + NZN?
= 2N?N? £ 2N, N, (a,b)y.

Por lo tanto, como N, = \/(a,a)N = V/2aa* > 0, pues a # 0 y andloga-
mente N; > 0 se sigue:

F2N,Ny(a,b)y < 2N2N?
:F(ll, b)N < N;Njp.

Estoes (a,b)y < N;N, v —NN; < (a,b)n, es decir, |(a,b)n| < N;N,, (que
es una version de la desigualdad de Cauchy-Schwarz). Por lo tanto:

lab* + ba*| = |(a,b)n| < N,N, = V2aa*V/2bb* = 24/ N(a)N(b).

Asi hemos probado casi todas las propiedades requeridas. Solo resta
verificar que ||a|| = 0 implica que a = 0, para lo cual usaremos la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz y que (, )n sea no degenerada: Si ||a|| =0,
entonces tenemos que aa* = 0 y por tanto N, = 1/2(0) = 0; con lo que
para cualquier b € A tenemos que

0 < \(a,b)N] < NaNb = ONb =0.

Asi que |(a,b)n| = 0, concluimos que para todo b € A (a,b)N = 0, por lo
tanto 2 = 0 (no degeneracion). Con esto tenemos que N(a) = 0 si y solo si
a =0 (es claro que N(0) = 00* = 0) y por tanto |la|| =0siysolosia =0.

Ahora comprobemos que estas propiedades las conserva Ng(,) cuando
€(A) resulta ser alternativa y tomamos y# < 0. Como se puede notar, en
lo anterior casi todo se sustenta en que para todoa € A: N(a) >0y N
es no degenerada; por la proposiciéon 3.6 tenemos ya casi todo listo, pues
Ne(a) resulta ser no degenerada, mas atin, como suponemos que ¢(A) es
alternativa tenemos que Ng(4)(xy) = Ng(a)(x)Ne(a)(y), i- e. €(A) es un
algebra de composicién (proposicién 3.7). Entonces nos basta verificar que
Ne(ay(x) > 0, para todo x € €(A), para establecer que €(A) es normada.
Esto es fécil, siendo x = a+vb € €(A), como u < 0, tenemos que

Ng(a)y(x) = N(a) — uN(b) > 0,

pues N(a), N(b) > 0.
Entre las propiedades que vimos antes, en particular, €(A) cumple que
N(a) = 0siy solo sia = 0; esto aunado a la alternatividad que suponemos
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en €(A) nos permite concluir que C(A) es un algebra con divisién, debido
a la proposicion 3.9. Vemos que la alternatividad es un nexo entre varias
propiedades, otro ejemplo lo tenemos en la prueba de la dltima parte del
teorema: si suponemos que A es un algebra alternativa con involucién
cuadrética cuya forma cuadratica es no degenerada, de hecho, obtenemos
que es un algebra de composicién (proposicion 3.7), pero el supuesto de
ser alternativa nos permite usar el argumento de antes (proposicion 3.9)
para concluir que, ademads, A es con divisién. < Ahora pasamos a otro
asunto.

Es interesante notar que la nocién de ortogonalidad que definimos
en general en las algebras con involucién cuadréitica (y por tanto en
las de Cayley-Dickson) en los casos particulares de R, con y; = —1 en
cada iteracién, nos da la nocién usual. Sea A una R-dlgebra de Cayley-
Dickson, conforme lo definimos, 4,b € A son ortogonales cuando 0 =
(a,b)N, y recordando que (a,b)N = ab* + b*a = Re(ab*) y considerando la
expresion mediante la base «candnica», a = a1 + v1ap + v2a3 + v2v1a4 + ...,
y similarmente para b; entonces, haciendo los célculos podemos notar que
en general

Re(ab*™) = a1by — praxby — paaszbs + popiasbs
— uaasbs + pzp1aebe + pspaazby — pspopiiagbs + ...
Con lo que considerando y; = —1 en cada iteracion, nos da
(a,b)n = Re(ab*) = a1by + aby + asbs + auby
+ asbs + agbg + a7by + agbg + ...

Que no es més que la expresién del producto interior usual en un espacio
sobre R, por lo que (, )y generaliza al producto interior usual. A proposito,
ya que tratamos la ortogonalidad, podemos considerar la «forma diagonal».
Considerando la base canénica u1 = 1,uy = v1,uU3 = Uy, Uy = V01, ...
podemos notar que la forma R-bilineal (, )y permite definir una matriz
A asociada a esta base A;; = (u;, uj) N (apéndice sobre &lgebra lineal y
grupos de morfismos cldsicos). Por el teorema 3.13, tenemos que

(Lli, ui)N = 21/11‘1/1;k = —21/[1-2 = 2N(Mi)
y también que
(ui,u]-)N = uiu]’-‘ + Ll]‘lxl;-K = —uiu]- — u]-uz- = —uiu]- — (—Llﬂ/l]‘) =0.

Con lo que usando la forma bilineal %(, )N Obtenemos una matriz diagonal
cuyos elementos de la diagonal son

ki ki
A= N(ug) =~ = —(~ 1" Tt ) = (~ 05T oy -
j=1 j=1
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Podemos definir la forma diagonal «canénica» de la forma cuadratica N
como (N(u1), N(uz), N(u3), N(us),...) = (1, —p1, —p2, y21, ...). Por otro
lado, tenemos la siguiente:

Proposicion 4.2. En una R-dlgebra de Cayley-Dickson, A, tal que en cada
iteracion se tomé y; = —1 se tiene que para cualesquiera a,b € Im(A), son
ortogonales, i. e. (a,b)n = 0, si y solo si anticonmutan: ab = —ba.

> Considerando su expresion en términos de la base canénica, esta
vez, COmo a € Im(A), tenemos a = u10 + urap + uzas + ... y de manera
similar b. Entonces, considerando que los elementos de la base candnica

anticonmutan u;u; = —u;u;, para i,j > 2, y en este caso cumplen que
u? = —1 (conforme a lo visto en el teorema 3.13) y que (, )y es simétrica,
tenemos:

2" 2"
ab = (Z I/liﬂi> Z u]b]
i=1 j=1

2}1 21’1

=) ) uinaib;
i=1j=1
2n
= Z u%akbk + Zuiujaibj
k=1 iZ
271
= Z —apby + Z uiujaibj
i i,
ij>2
= —(tZ, b)N + 2 —u]-uiaib]-
l#]/
ij>2
= —(b,a)N — Z ujuibjui,
i#],
ij>2

donde hemos podido asumir que i,j > 2, pues a9 = 0 = by, ya que
a,b € Im(A). Similarmente y en menos pasos obtenemos

2n
—ba=— | Y_ upbiar+ Y ujuibja;
k=1 i£
= —(b,a)N — Z ujuibjai,
i#],
ij>2
de lo cual se sigue inmediatamente que ab = —ba si y solo si (a,b) =

(b,a) =0. <
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4.2 PRIMER ENCUENTRO CON LA FAMILIA COMPLEJA

Podemos definir directamente a los ntimeros complejos, cuaterniones
y octoniones, respectivamente, como C = (R, —1), H = (¢2(R),—1) y
O = (¢€3(R), —1), es decir, tomando y1 = jp = u3 = —1 en cada iteracién
del proceso de Cayley-Dickson. jPor qué tomamos —1 y no otro valor?,
(qué motivacién seguimos? Es lo que tratamos a continuacion.

Teorema 4.3. Las iinicas dlgebras con division normadas son R, C, Hy O.
Teorema 4.4. Las iinicas dlgebras alternativas con division son R, C, H y O.
Teorema 4.5. Toda dlgebra con divisién tiene dimension 1,2, 4 u 8.

> La existencia la tenemos debido al proceso de Cayley-Dickson y las
propiedades que hemos visto en esta y la seccién anterior, en particular
porque son élgebras alternativas y ||a|| = 0 si y solo si a = 0, por tanto ten-
emos algebras con division en cada caso (proposicion 3.9). La unicidad la
obtenemos del teorema 2.4 al asegurarnos que un algebra de composicién
como éstas tiene que ser una de Cayley-Dickson, solo nos restaria ver que
no importa la eleccién de y que se haga en cada iteracién, eso lo veremos
a continuacion.

Teorema 4.6. Para el caso de R, no importa qué u se tome, aplicar el proceso de
Cayley-Dickson nos da tres dlgebras distintas seqiin y < 0, u =00 u > 0, es
decir, las dlgebras obtenidas de distintos y < 0 son isomorfas, y asi para y > 0y
u = 0. Esto para las iteraciones n < 3.

> Partamos de una R-dlgebra de Cayley-Dickson A de dimensién finita
(pudiendo ser R y de dim(A) < 2"1) y consideremos 1, 2 € R — {0}.
Queremos enfatizar que no estamos suponiendo ninguna propiedad de
A, en cambio, queremos notar propiedades del dlgebra que resulta del
proceso de Cayley-Dickson. Por el teorema 3.11, nos basta encontrar una
isometria o equivalencia de formas cuadraticas para las édlgebras A; =
(€(A), m1) y Az = (€(A), u2), con sus formas cuadraticas respectivas N;
y Ny. Considerando & : A1 — A, definida como h(a + vb) = a + v'kb,
dondea,be A,v=(0,1) € A;,v/ =(0,1) € Ay y

k=£\/p; ',

claramente es R-lineal y tiene inversa cuando yip2 > 0, es decir, cuando
pi, 2 > 00 uy,pup < 0, siendo h'(a+v'b) = a+ vk 'b. Maés atn,
es isometria, pues Np(h(a + vb)) = Ny(a + v'kb) = N(a) — u2k®N(b) =
N(a) — piapi; 'u1N(b) = N(a) — u1N(b) = Ni(a + vb); por tanto, por el
teorema 3.11, ambas dlgebras son isomorfas. Para ver que las adlgebras A,
y Ajp no son isomorfas cuando yjp2 < 0 (i. e. tienen signos opuestos), nos
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4.2 PRIMER ENCUENTRO CON LA FAMILIA COMPLEJA

basta comprobar que cuando y > 0, entonces el dlgebra obtenida tiene
divisores de cero: como sabemos que no importa qué y tomemos, mientras
su valor sea positivo, para facilitar los calculos, consideremos y = 1 asi
los elementos x =1+0vl =1+v #0yx*=14+0(-1)=1—-v#0,y
xx*=N(x)=1—ul=1-1=0=0+00, conlo que x y x* son divisores
de cero. Notemos que N(v) =v0* =0—-1= -1y 0> = (0+0)(0+0) =
0+ 1+ v(0+0) = 1; entonces, podemos pensar que (€(A), ) es una
extension de A, obteniendo un 4lgebra con involucioén tal que incluye un
nuevo elemento v tal que v?> = 1. De vuelta a nuestro asunto, tenemos
que con una y > 0 obtenemos una algebra escindida, i. e. con divisores
de cero, mientras que con y < 0, por el teorema 4.1, obtenemos una con
division, por tanto no pueden ser isomorfas. Para el caso de y = 0, por lo
visto en la tltima parte del teorema 3.13, sabemos que el dlgebra obtenida
tiene divisores de cero de la forma 0 4 v:b o v:b 4+ v,0 y por tanto no es
isomorfa a las anteriores, de hecho el dlgebra obtenida con = 0 no es
simple (I = {a+vb € A:a =0} es un ideal propio), a diferencia de las
algebras escindidas o con divisién. <<

Las propiedades que presentan estas adlgebras son las que més solemos
relacionar con la idea de operaciones numéricas, incluyendo las del pro-
ducto: existencia de inversos multiplicativos, asociatividad en el producto
de tres de estas dlgebras, y al menos alternatividad en la dltima, y en
ciertos casos también divisién, también la nocién de «tamafio», dado por
la forma cuadrética. Vemos también cémo el proceso de Cayley-Dickson
nos conduce a una versién mds abstracta (dlgebra general) al disminuir
alguna propiedad que cumpla el producto en cada paso: R es asociativa
conmutativa y real (la involucién es trivial: * = idR); C es asociativa y
conmutativa, pero no real, H es asociativa, pero no conmutativa ni real; y
O no es real, conmutativa ni asociativa, pero si, alternativa. Hasta aqui,
todas son algebras con divisién. Es interesante notar que ¢(0) = ¢*(R)
con y = —1, resulta ser un algebra no alternativa y tampoco con division,
cuyos elementos son llamados sedeniones; no es con division pues tiene
divisores de cero, para ver un ejemplo, usaremos la base canénica que
vimos para un algebra de Cayley-Dickson 1, v1, v2, 501, ..., recordando que
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v; € K+ y por tanto v; = —v;, que vy, 02, v3 cumplen la alternatividad y
que ;= .= ug = —1:

(0103 + v402) (V203 + V401
= (v103) (v203) + Hav105 + V4((v103) V1 + (V203)02)
= —(v3v1)(0203) + v4((v307)v1 + (v203)02)
= —03((v102)v3) + (—1)v1(—02) + v4((v301)v1 + (V203)v2)
= —03(—v3(v102)) + V102 + v4(v3(v101) — (V3V2)V2)
= (v303)(0102) + 0102 + v4(v3(v101) — v3(V202))
(=1)(v102) + v102 + v4(v3(—1) — v3(—1))
= —010y + 0102 + v4(—0V3 + v3)
=04+19v40=0.

Entonces los sedeniones tampoco es un algebra de composicién pues
no cumple que N(ab) = N(a)N(b). Si continuamos aplicando el proceso
con y = —1, tenemos nuevas algebras no alternativas sin divisién, para
las cuales puede ser interesante investigar qué propiedades «dejan» de
cumplir respecto a las anteriores. Esto en cuanto a continuar iterando el
proceso, pero en cuanto a qué otras propiedades se presentan de acuerdo
ala y € R, atin nos tiene sorpresas.

4.3 (QUE SE OBTIENE PARA CADA CASO DE } € R?

Acotamos esta pregunta a las primeras tres iteraciones del proceso de
Cayley-Dickson, en las cuales obtenemos dlgebras alternativas. El teo-
rema 4.6 nos indica que cada vez que apliquemos la construccién de
Cayley-Dickson no hace falta considerar cada caso particular de y € R,
solo tres son distintos y por facilidad en los cédlculos, podemos tomar
ne{-1,01}.

El teorema 4.1 nos dice qué obtenemos para y = —1, partiendo de R
iterando el proceso de Cayley-Dickson tres veces: R-dlgebras de com-
posicion alternativas normadas con division, de hecho, por los teoremas
siguientes (4.3 y 4.4), dichas 4lgebras son, salvo isomorfismos, C, H y
O. Podemos decir mads al respecto para la primera iteracién, recordando
lo que mencionabamos cuando presentamos la construccion general de
Cayley-Dickson, podemos pensar que €(R) con i < 0 es una extensiéon
de R que resulta ser un algebra con involucién tal que incluye un nuevo
elemento v tal que v> = u < 0 (v = 0+ v1); esto es un tipo particular de
ntmeros hipercomplejos uniparamétricos (Harkin y Harkin, 2004; Yaglom,
1968), que ahora sabemos, son isomorfos, como algebras con involucién, a
C; en general se estipula que v2 = p 4 vg, con p,q € R, lo que nos lleva al
estudio de los niimeros hipercomplejos.
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Con u = 1, podemos definir los complejos escindidos, cuaterniones escindi-
dos y octoniones escindidos, respectivamente, como

C' = (¢(R),1),

H' = (C(R), 1 = ~1,p2=1) = (¢(C),1), y

O = (CR), = ~Lp=—1,ps=1) = (¢(H),1),

es decir, tomar y; = 1 en la tltima iteracién del proceso de Cayley-
Dickson. Sabemos de estas élgebras, por las proposiciones 3.6 (partimos
de K que es no degenerado), 3.7 y lo visto en la prueba del teorema 4.6,
que son algebras (alternativas) de composicién, pero no con divisioén, pues
contienen divisores de cero. En cuanto a C’, que podemos pensar como
una extensién de R que incluye un nuevo elemento v tal que v =1,
resulta ser un sistema de «ntimeros» ya conocido desde el siglo XIX,
también llamados niimeros dobles y fueron descritos y usados por William
K. Clifford, también son llamados nimeros complejos hiperbdlicos; siendo
C ntimeros complejos elipticos, esto conforme a como se ven los «circulos»

en cada plano representado por estos ntiimeros (Harkin y Harkin, 2004).

Para y = 0, por la proposicion 3.6, sabemos que no se puede asegurar
que la forma cuadratica del dlgebra obtenida mediante el proceso de
Cayley-Dikcson sea no degenerada. Estos son llamados niimeros duales
y también son conocidos desde el siglo XIX, presentes en los trabajos
de Eduard Study, también son llamados nameros complejos parabélicos
(Harkin y Harkin, 2004) y nosotros los denotaremos como Cy. Sabemos que
forman un &lgebra no simple (dltima parte del teorema 3.13). Regresando
a la formulacién general de los hipercomplejos, se sabe que como anillos,
los hipercomplejos con v? = p +vq, p,q € R, son isomorfos a C, Cy o C/,
respectivamente, cuando (p + 4°) es negativo, cero o positivo (Yaglom,
1968).

También podemos preguntarnos qué obtenemos para mds iteraciones.
Para responder a esto, el teorema 3.13 nos es de gran utilidad para definir
isomorfismos entre las algebras obtenidas del proceso de Cayley-Dickson
con distintas y. Sean Ay A’ dos 4lgebras de Cayley-Dickson de igual di-
mensién < 23, y sean sus bases «candnicas», respectivas, {1,v1, 03,0201, ...}
y {1,v},v5,050],...}. Sabemos que al asignar biyectivamente (uno a uno)
los elementos de una base {u;} a los de la otra {u}}, podemos definir
un isomorfismo lineal ¢ : A — A/, siendo a = Y} ;uja; € A, con a; € K,
como ¢ (Y ;u;a;) = Y; ¢(u;)a;, més aun requiriendo que ¢(1) = 1y que
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los productos de basicos se preserven ¢(u;u;) = ¢(u;)@(u;), obtenemos
un morfismo de algebras pues en efecto, preserva productos en general:

¢ (Zi uia; Y ujbj> =9 (Zi Y Miujaibj)
=Y X o(ui) p(uj)aib;
= Y p(ui)a;i ¥ ¢(u;)b;

= ¢<Zi uiai> [ <Zj u]-b]-) .

Esto nos basta para que también preserve la involucion, pues sabemos que
para u; # 1 se tiene que u; € Im(A) y por tanto u; = —u;, andlogamente
para A', asi ¢(u}) = ¢(—u;) = —¢(u;) = ¢(u;)*, con lo cual, como la
involucién es K-lineal, se cumple para todo elemento ¢ ((¥;u;a;)*) =
¢ (Liufai) = Xy (i) a; = (L (ui)ai)” = (@(L;wiar) "

Entonces solo requerimos hacer una asignacién uno a uno de los elemen-
tos de una base u; a los de la otra u;- tal que 1 — 1y preserve los productos
de basicos, para asi obtener un isomorfismo de dlgebras con involucién
entre Ay A’. Una manera de reconocer qué asignaciones preservan pro-
ductos involucra considerar u? = (—1)kitt H?":l Hoy (j) (seguimos usando el
teorema 3.13), pues si, por ejemplo, consideramos algebras de dimensién
22 con (u1 = =1, = 1) y (4} = 1, ph, = 1) respectivamente, tenemos que
v? = —1,v5 = 1y (vp01)? = 1 para la primera, y para la otra (v])? =1,
(v5)? =1y (vhv})* = —1, con lo cual podemos hacer la asignacién para g:

1—1
V1 > V50
Uy 5 V)

Va0 > VY,

4ol - ! .
la cual en efecto preserva productos de basicos pues ¢(v2)¢(v1) = v5(v50))
(vh)?v} = v} = @(v20v1), recordando que hasta la tercera iteracién pode-
mos usar que las dlgebras obtenidas son alternativas. Esto se relaciona
con la forma diagonal canénica de la forma cuadrética que mencionamos
antes

(N(Ml), N(I/lz),N(ug,), N(M4), ) = (1, —H1, —H2, W2H1, ),

recordando que N(u;) = —u?, parai > 1. Esto nos ayuda a identificar las
algebras que son isomorfas segun la yi; € {—1,0,1} que se tome en las tres
primeras iteraciones, pues nos basta notar que su forma diagonal canénica
contiene los mismos elementos, aunque posiblemente en orden distinto,
exceptuando el primer 1 pues sabemos que todas han de comenzar por
1; siguiendo el ejemplo de antes, tenemos que la forma diagonal para la
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4.3 (QUE SE OBTIENE PARA CADA CASO DE y € R?

primera algebra es (1,1, —1,—1), y para la segunda, (1,—1,—1,1); esto
es de hecho una manera de expresar la ley de inercia de Sylvester que
nos indica que la cantidad de elementos positivos, negativos y ceros en
la diagonalizacién de una matriz simétrica (proveniente de una forma
cuadrética) es invariante (independiente de la base con respecto a la cual se
use). Se puede ver que entonces, partiendo de IR, obtenemos tres algebras
distintas para la primera iteracién C, Cy y C’, que ya las conocemos; en la
segunda iteracién obtenemos cinco distintas H, Hy, Hoy, Hj, y H' y para
la tercera, siete O, Og, Oy, Ogoo, Ofy, O y O'. A continuacion expresamos
la forma diagonal candnica de cada una:

Cc: (1,1
c EO; 0:(1,1,1,1,1,1,1,1)
C(i 1) Oo:(1,1,1,1,0,0,0,0)
’ O : (1,1,0,0,0,0,0,0)
H:(1,1,1,1)
0000(10000000)
Hp : (1,1,0,0) )
Oy : (1, — 1000000)
Ho : (1,0,0,0) )
) 0,: (1,1, 10000)
H) : (1,-1,0,0) ;
X 0:(1111 ~1,-1,-1)
H :(1,1,-1,-1)

Con esto encontramos una justificacién a nuestra notacién, usamos la
forma primada ’ para indicar que alguno o algunos v; cumplen que
N(v;) = —1, es decir v% = 1, usamos uno, dos o tres subindices 0 para
indicar, si uno, dos o los tres v; cumplen que N(v;) = 0, esto es, v% =0.

53






Parte II

LA FAMILTIA COMPLEJA NORMADA






LOS COMPLEJOS C: REVISION DE PROPIEDADES

En esta y las siguientes dos secciones, nos hemos basado en la interesante
exposicién de Dray y Manogue (2015), presentando un poco de historia y
algunas propiedades particulares; asumiremos los resultados que vimos
en la parte anterior. En particular, para presentar mas detalles sobre los
ntmeros complejos, en esta seccién consideramos también el conciso, pero
profundo, texto de Moskowitz (2002).

5.1 GENERALIDADES

Primero haremos un repaso de algunas de las propiedades de los niimeros
complejos, pues haremos uso de éstas en nuestro posterior tratamiento de
los cuaterniones y octoniones. De hecho, con los niimeros complejos em-
pieza la historia de considerar nuevos elementos para encontrar soluciones
a ecuaciones polinomiales (en particular ecuaciones ctbicas, pues algunas
soluciones reales requieren usar niimeros complejos para obtenerlas) y
poder operar estos con el resto de ntimeros. Se suelen atribuir a Rafael
Bombelli los primeros intentos por formalizar las reglas aritméticas de
los nameros complejos (en 1572; quien también formaliz6 las reglas para
operar con nimeros negativos). Reglas que se siguen de la idea intuitiva
de operar con niimeros compuestos por una parte «ordinaria» y otra
que tuviera un nuevo elemento que diera cuenta de la raiz de ntimeros
negativos, considerando la distributividad del producto sobre la suma y
la propiedad de que el cuadrado de este nuevo elemento es un ntimero
negativo.

Sabemos que estos niimeros los podemos denotar como parejas orde-
nadas (4,b) € R? o como a + ib, donde > = —1; usando la letra i, pues
corresponde al término «imaginario», nombre dado por René Descartes (en
1637) para este nuevo elemento con la «singular» propiedad de ser /—1.
En la construccién general de Cayley-Dickson usamos genéricamente v en
vez de esta i u otras letras; vale mencionar que también los encontramos
escritos como a + bi, pero al ser un sistema conmutativo, resulta irrelevante.
Veamos la relacién entre la construccién de Cayley-Dickson que vimos
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LOS COMPLEJOS C: REVISION DE PROPIEDADES

y la nomenclatura tradicional. Consideremos x = a+ib, y = c+id; la
conjugacion que se suele denotar con una barra superior, es una involucién
cuadraética, siendo

x*=x=a"—ib=a—1ib,

recordando que a € R y ahi la involucién es trivial (idr). Tenemos que al
suponer la ley distributiva y considerar > = —1, la multiplicacién de dos
elementos compuestos da

xy = (a+ib)(c+id) = (ac — db) +i(ad + cb),

que es la multiplicaciéon que definimos en la construccién general. La
norma, llamada también mddulo complejo, es

x| = /N(x) = Vax* = Va2 + b2.

Cuando x # 0, su inverso es

*

Al XX
Coxxt [l
Ademéds tenemos que ||x||||y|| = ||xy||, una propiedad incluida en la

definicién de dlgebra de composicién; es interesante que equivale a que
(a* 4+ 1*)(c* +d?) = (ac — db)? + (ad + cb)?,

la llamada regla de dos cuadrados: «el producto de la suma de dos
cuadrados es otra suma de dos cuadrados». Ahora vamos a tratar la
geometria de los nimeros complejos. Ya que podemos representar a
los complejos en IR?, podemos usar no solo las coordenadas cartesianas,
también las polares, asi tenemos, para x # 0, que x = (ry,6x), donde
ry = ||x]| y 6« es el &ngulo medido desde el eje «horizontal» generado por
(1,0) hasta el segmento de linea que une al origen 0 y x, a este d&ngulo se
le llama el argumento de x, denotado arg(x), notemos que arg(x) € [0,27).
Considerando esto también podemos escribir

x =1y (cos(0) +isen(6)),

de manera casi tinica con ciertos ry, 0 € IR; decimos casi tinica pues, para
6, salvo multiplos enteros de 27, lo es, ya que para ' = arg(x) + 2k,
con k € Z, también podemos escribir x = ry (cos(6') + isen(6')). Asi,
los elementos de la circunferencia unitaria St = {z € C : ||z|]| = 1} nos
bastan para indicar cualquier dngulo; con esto podemos también expresar
— x x 1
x = ||x||w, con iy € S¢-
Ahora pasamos a ver la famosa férmula de Leonhard Euler, para lo cual,
primero veremos la funcién exponencial compleja, misma que nos trae
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5.2 DESCRIPCION DE SO(2), U(1) Y O(2)

otras interesantes sorpresas. La exponencial compleja se puede definir
directamente mediante una serie de potencias, siendo z € C,

e“=exp(z) = )

nelN

Zn
n!’

la cual converge absolutamente para todo z € C, y uniformemente en
subconjuntos compactos de C, considerando la topologia inducida por la
métrica inducida por la norma. La convergencia absoluta es consecuencia
de que es un &lgebra de composicién, pues N(z?) = N(z)N(z) nos da,
por induccién, que ||z"|| = N(z") = N(z)" = ||z]|", con lo que ||¢*| =

Y oueN HZ—W,H = el?ll, que es la exponencial real. También tenemos la «clasica»

definicién e* = lim,, (1 + %)". Reunimos algunas propiedades tipicas,

cuya demostraciéon puede encontrarse en Moskowitz (2002), por ejemplo.
Vz,w € C,Vt € R:

AT — ezew’ (82)71 — % y HetzH — ||eZHt~
También podemos definir directamente mediante serie de potencias a

las funciones trigonométricas:

ZZrH—l Z2n

sen(z) = Y (—1)”m y cos(z) =) (—1)”(2n)!.

nelN nelN

De lo que se sigue que e = cos(z) + isen(z) € St, en particular 2™ =
1 (la famosa identidad); con la cual tenemos, para k € Z, que ¢ =
72k = e2+2kTi mostrando que la exponencial compleja es una funcién
periédica, de periodo 27ti. Entonces, podemos escribir z = ||z||¢/8(2), y
por consiguiente tenemos

210 = |2 ]} 255 = |2 s ),

Por tanto arg(zw) = arg(z) + arg(w), que no otra cosa que una manera
de expresar la identidad trigonométrica para la suma de dngulos; también
podemos usar la notacién mas compacta que vimos antes

ZW = 1oryeteit,

con 0, = arg(z) y 6, = arg(w). Finalmente veamos una propiedad con-
cerniente a la norma de la exponencial compleja: si z = a + ib, también
tenemos que ||é*|| = [|e”|[|e”®|| = |e?|1 = eR¢(). Hasta aqui nuestro bre-
viario de propiedades.

5.2 DESCRIPCION DE SO(2), U(1) Yy O(2)

Antes de comenzar propiamente esta seccién, mencionamos que esta y las
secciones que traten sobre geometria asumen algunos detalles que pueden
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LOS COMPLEJOS C: REVISION DE PROPIEDADES

encontrarse en Ramirez-Galarza y Seade-Kuri (2002), capitulo 1. Ahora
si, empecemos. De acuerdo a lo que vimos antes, podemos decir que
la multiplicacion compleja, zw = r,r,e'% e, es reescalar el tamafio de z
por un factor de r,, y rotarlo un dngulo de 6,; entonces multiplicar por
w € C fijo nos da una homotecia (expansién o contraccién) combinada
con una rotacién del plano IR? que representa a C. Al considerar un w de

«tamafo» unitario, es decir, |w| = 1 obtenemos s6lo rotaciones. Esto nos
da dos pistas, la primera es que como ||w|| = ww*, consideremos al grupo
unitario

U(1) = {w € M1,1(C) : w*w = I}
={weC:w'w=1}
={?eC:0e02n)}.
Por otro lado, al ser rotaciones del plano, nos sugiere al grupo SO(2), pues,

en efecto este grupo representa las rotaciones del plano: Si M € SO(2),
entonces M'M = I, y det(M) = 1, y considerando

a b
M = ,
entonces tenemos que

a>+c® ab+cd \ [ a c a b
ba+de b*+d*> |\ b d c d

=M'M

10
_b_<o1>’

es decir, a2 +¢2 = 1 = b? + d2 y ab+cd = 0, la primera de las cuales
nos permite notar que no puede ser que a = 0 = cni b = 0 = 4,
respectivamente, alguna es distinta de cero; también nos dan que

V=1-d> y *=1-d> y ab=—cd

Vemos que la tercera igualdad implica que a?b?* = c%d?; sustituyendo
en esta igualdad, la informacién dada por las dos primeras, nos da la
siguiente serie de igualdades:

aZbZ — C2d2
*(1—-d?) = (1 —a?)d?
[12 _a2d2 — dZ _a2d2

a? = d°.
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Por tanto d = sa, con s € {—1,1}. Calculos similares nos dan que 2 = b?
y por tanto b = tc, con t € {—1,1}. Recordando que ab = —cd, tenemos
que tac = —sac, i. e. t = —s, de lo cual resulta que b y d han de tener
signos opuestos. Ahora, como ad — bc = det(M) = 1, lo anterior implica
que

+a® +c? = a(+a) — (Fc)c =1,

lo cual solo puede ocurrir si tomamos d = +a y por tanto b = —c. Entonces

y queda solo la ecuacién a2 + c* = 1, que representa una circunferencia, i.
e. a = cos(f) y ¢ = sen(6), y entonces

cos® —send
M = ’
senf  cost
asi, M representa una rotacién del plano por un angulo de 6.
Lo anterior nos dice que podemos estudiar las rotaciones del plano R?

mediante la multiplicacién de nimeros complejos unitarios, pues en otras
palabras tenemos un isomorfismo de grupos t : SO(2) — U(1), definido

como
a —b )
t( b g ) =a-+1ib.

Mads atn, podemos representar estos grupos en la circunferencia S(..

La historia no termina aqui, pues la conjugacién compleja significa
geométricamente una reflexion del plano con respecto al eje vertical o
«imaginario», el generado por i; por otro lado, cualquier reflexién en el
plano puede obtenerse como la composicién de rotaciones y una reflexion
fija: si consideramos una linea recta cuyo dngulo de su pendiente sea 6, la
reflexion del plano con respecto a esta linea viene dada por

ot (e*ie(z)>* )

donde z € C es el punto al que le aplicamos la reflexién. Y como sabemos
que O(2) esta conformado por las rotaciones SO(2) y las reflexiones del
plano R? (Ramirez-Galarza y Seade-Kuri, 2002), con esto concluimos que
las operaciones de C nos bastan para describir O(2).
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LOS CUATERNIONES H

6.1 DOS REPRESENTACIONES Y GENERALIDADES

Tomando como punto de partida a los complejos, podemos preguntarnos
qué pasa si incluimos una nueva unidad imaginaria j, es decir, una raiz
de —1; si se pretende obtener una nueva algebra que incluya a ambas
unidades, hace falta proponer qué da ij. Esta y otras preguntas rela-
cionadas rondaron la cabeza de William Rowan Hamilton por un largo
rato, no consiguiendo definir satisfactoriamente un algebra tridimensional,
hasta que un 16 de octubre de 1843, le «lleg6» la inspiracién, considerando
que ij = k debia ser otra unidad imaginaria, incluso, por la emocién, grab6
en un puente de Dublin la relacién fundamental que figuraba en su mente

7= =k =ijk=-1
Entonces la multiplicacion de unidades debia ser ciclica y anticonmutar:
ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik

Esto tiene una representacion linda:

/@

(D

Donde las flechas indican un producto positivo en ese sentido, por ejemplo,
ij da k, pero en sentido contrario a la flecha, uno negativo: ji da —k.

El mismo Hamilton propuso darles el nombre de cuaterniones haciendo
alusién a sus cuatro generadores 1, i, j, k; ahora usamos la notacién H
para denotar el conjunto de cuaterniones en honor a Hamilton. Podemos
representarlos naturalmente en R*, considerando como base a {1,1,],k},
asi q € H se expresa como q = 1q1 + iq2 + jg3 + kqs, con qq,...,q2 € R;
considerando que k = ij, también tenemos que q = (g1 +iq2) + (g3 + iq4)],
con lo que también podemos representarlos como una pareja de niimeros
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complejos g = (c1,¢2) en C?, 0 como una suma q = ¢; + caj, lo que nos
lleva a poder representarlos como

H=C&Cj.

Esta es la semilla de la construccién de Cayley-Dickson. Veamos cémo se
corresponde ésta con nuestra definicion. Para el producto, considerando
la construccion de Cayley-Dickson sean x = (x1 + v1x2) + v2(Xx3 + v1x4) y
y = (y1 + v1y2) + v2(y3 + v1ya), entonces el producto toma la forma

xy = (x1 +01x2) (Y1 + v1y2) + p2(y3 + v1ya) (X3 + v1x4)*
+ 02 ((v1 +01%2)" (Y3 + 0194) + (Y1 + v1y2) (X3 + 0134))
= (21 +01%2) (Y1 + v1y2) + p2(y3 + v1ya) (X3 — v1xy)
+ 02 ((x] — 01%2) (y3 + 01y4) + (Y1 + v1y2) (3 + V1x4))
= X1y1 + payax; + 01(x1y2 + y1x2)
+ 2 (y3x5 — pxayy + v1(—y5%a + X31))
%-vz(xfys—-ﬂ1y4x§—%zh(x1y4——y3xz)
+%%+WM%+WWUﬁﬂwﬁ>

= X1Y1 + payaxs + PaYaX3 — Pap1 XYy
+ 01 (¥]y2 + y1x2 — p2y3xa + Hax3ya)
+ 02 (¥]Y3 — pyaxs + y1xs + p1xay;)
+ 0201 (Y14 — Y3X2 + Y1 Xa + X312) -

Entonces considerando que x;,y; € R, para s, t € {1,...,4}, tenemos que

X; = Xs, Y = Y, y conmutan entre si; ademds y; = yp = —1, entonces,

re-ordenando para la notacién vy, v, V201, tenemos que
XY = X1Y1 — X2Y2 — X3Y3 — X4l4
+ 01 (X1y2 + X2y1 — X34 + X4Y3)
+ 02 (X1y3 + X2y4 + X3Y1 — X412)
+ 0201 (x1y4 — X2Y3 + x3Y2 + x4y1) .

Ahora, considerando x = 1x1 + ixy + jxz + kxa, y = 1y1 + iyo + jys + kya,
tenemos que la notacién i, j, k da

XY = X1Y1 — X2Y2 — X3Y3 — X4Y4
+ i(x1y2 + X2y1 + X3Y4 — X4Y3)
+ j(x1y3 — X2y4 + X3y1 + X4Y2)
+ k(x1ya + x2y3 — X3Y2 + Xay1)-

Vemos que los signos en ambas expresiones, con i,j,k y con vy, v, 0201,
no corresponden exactamente; como pudimos notar en la expresién como
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parejas de complejos usamos (g1 + iq2) + (43 +ig4)j con j a la derecha para
que obtuviéramos ij, la notacién «clasica», pero si lo escribimos como en
la construccién de Cayley-Dickson, a la izquierda, necesitamos un signo
menos: (g1 +i92) + j(93 — iga), lo que nos hace pensar que la asignacién

1q1 +iqa +jgs +kqa  — g1 + 011 + 0292 + 020;(—q4),

relaciona ambas, y en efecto, con este signo menos en la tltima coordenada,
en una u otra notacion, se igualan ambas expresiones; esto indica el cambio
debasel <+ 1,i <+ vy, ] <> vp y k = ij <+ —v,01 que las relaciona. Esto solo
se debe a la eleccién en el orden de multiplicacién de i y j, conforme a la
lectura; no es algo relevante, pues sabemos que estudiamos el sistema, por
los teoremas de unicidad que vimos en la parte anterior; cabe mencionar
que la notacién i, j, k es mas comoda para hacer calculos por eso optamos
seguir con ésta el resto del capitulo, sin embargo no es tan facilmente
generalizable como lo es la notacién vy, vy, v201.

Ademas de las propiedades que ya conocemos sobre la involucién, que
también es llamada conjugacion como con los complejos, ¢* = 1q1 — i —
jqs — kqq, y los inversos multiplicativos g1 = q}y*q* = ﬁq*, también
tenemos que || x||||y|| = ||xy||, para x, ¥ € H, que no es més que la llamada
regla de cuatro cuadrados: «el producto de la suma de cuatro cuadrados
es otra suma de cuatro cuadrados», como vemos:

(F+5+5+x) i+ +y5+vi)
= (x1y1 — Xay2 — X3y3 — Xay4)* + (X2y1 + X1y2 — X4y3 + X3y4)*
+ (x3y1 + Xayo + x1y3 — Xoys)® + (Xay1 — X3y2 + Xoy3 + x1x4)2.

6.2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ EN UNO, GEOMETRIA

Presentamos una seccién particular para este tema, pues buscamos enfati-
zar esta interesante propiedad que es el origen de la notacién 7, 7 y k en
el algebra vectorial tridimensional. Considerando la asignacién biyectiva
¢ : R3 — Im(H), definida como

r=(ry, Ty, T2) = Il +1yf + k= iry + jry +krz,

la cual es claramente R-lineal, tenemos para r,s € R3, siguiendo los
célculos del producto en H que vimos:

P(r)Q(s) = —rxsx — 1ysy — 125,
+i(rys; — 125y)
+ j(—7xSz + 125x)
+ k(rysy —1rysx).
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De lo cual es claro que puede representar el producto punto y cruz:

—Re(p(r)g(s)) =7-s, 'y ¢ ' (Im(p(r)g(s))) =7 xs.

Sigue un poco de la geometria de H. Primero veamos que esto del
producto punto y cruz no es solo una expresién linda, también nos ayuda
a establecer propiedades sobre los cuaterniones, como la que sigue:

Dados dos cuaterniones x,y € H — {0}, tenemos que conmutan, esto es
xy = yx, si y solo si son «paralelos», esto es y = rx, para cierto r € R.

Ahora probamos tal afirmacién, sean x,y € H — {0} y denotemos
Re(x) = x,, Im(x) = x; y andlogamente para y, asi, considerando que los
elementos de R conmutan con todos los de H, tenemos que

xy = (xr + X)) (Yr + Yi) = XYr + XrYi + XiYr + XiYi
= XrYr + XrYi + YrXi + XiYi,

yx = (yr +yi) (% + Xi) = YoXe + yrXi + YiXe +YiXi
= XrlYr + XrYi + YrXi + YiXi,
por lo que, xy = yx siy solo si Im(x)Im(y) = Im(y)Im(x). Entonces nos

basta considerar las partes imaginarias de los factores. A continuacion
usaremos la notacién £ = ¢~ 1(x):

xiy; = Re(xjy;) + Im(x;y;)
= —%i-i+ o (% xH),

yix; = Re(y;x;) + Im(y;x;)
= —0i- i+ (9 x %)
—Xi i+ (2 x i),

donde la tltima igualdad se cumple pues sabemos que el producto punto
es conmutativo, y el cruz, anticonmutativo; de esto es claro que x;y; = y;x;
siysolosiX; X §; = —%; X ; y esto pasa si y solo si £; X §J; = 0, es decir, %;
e 1J; son vectores paralelos, lo cual ocurre si y solo si §J; = r%;, para cierto
r € R, esto es, y; = rx;.

Es interesante que los elementos imaginarios de IH tienen propiedades
como los imaginarios complejos, pero con mas «grados de libertad», por
ejemplo, sabemos que para todo b € Im(IH) tenemos que b* = —by b* =
—N(b) < 0, en particular si ||b|| = 1, entonces b> = —1, asi que tenemos
infinitas raices de —1. Denotamos S%m(]H) ={g € Im(H) : |g| =1}, con
la notacién de una 2-esfera, pues es claro que forman una esfera que
podemos situar en R3 conforme a la asignaciéon que vimos antes. Con
estos imaginarios unitarios u € S%m(]H) podemos considerar las subélgebras
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generadas por {1,u}, cuyos elementos son de la forma 1a + ub = a + ub,
con a,b € R, claramente son isomorfas a C, podemos denotarlas C,, y lo
interesante es que podemos usar todo lo que sabemos de los complejos en
estas. Asi, podemos expresar cualquier g € H como:

g = |q|e"% = rq (cos(Gq) + uqsen((?q)> ,

siendo
" g im(@) s l[Im(q)]] #0
0 s [[Im(q)| =0,
con 0, = arg(uy), r; = ||q||. También podemos expresarlo como g =

ag + ugbg, para ciertos a4, b; € R, y como sabemos que g = Re(q) + Im(q),
resulta que a; = Re(q) y ugb; = Im(q); también tenemos la relacién:
ag = rqcos(6y), by = rysen(6,). En otras palabras, 1, nos dice la «direccién
imaginaria» de g y 6, el &ngulo formado por el eje «real» (generado por
1) y g, el cual se ubica en el plano 1u, (no confundir con la notacién del
producto).

Sea q € H y consideremos la conjugacién por un elemento p € H — {0},
esto es pqp_l ; para el caso en que p y g conmuten, tenemos que pqp_l =
g, veamos qué pasa en el caso general. Notemos que sin pérdida de
generalidad podemos tomar ||p|| = 1, pues no importa el tamafio de p:

lpap= 1l = lIplllalllp =1 = lIpllallipl = = llqll,

ademds, asi tenemos que p~! = p*. Por otro lado, recordemos que la
nocién de ortogonalidad (,)y = 0 resulta ser la usual para R*, entonces
consideremos una base ortonormal (i. e. ortogonal y cuyos elementos
son unitarios), digamos {r,, ¢, k}, tal que un elemento sea real y el resto
imaginarios, asi, r = 1 € Re(H) = R, y el resto 1, ¢,k € Im(H), con
kK = 1§, con lo cual, 1, ¢ y ¥ anticonmutan entre si (proposiciéon 4.2),
entonces podemos escribir g = ¢1 + 2§, con c1,c; € C,. Veamos un caso
facil, considerar p = 1, asi, como los elementos de C, conmutan entre si,
tenemos:

pqp_l = 1(c1 4 281" = 1c11" + 1281

=i’ — cu¢ =1 — 3¢,

lo cual nos indica que la conjugacién por un p = ¢ es una rotacién de
180° en el plano ¢« (notemos que lo tnico que requerimos estrictamente
es la ortogonalidad de la base); resultados andlogos tenemos para los
otros basicos: expresando g = c} + c5k, con ¢}, c;, € Cg, tenemos que
gqZ~t = ¢} — chi, esto es, la conjugacién por ¢ es una rotaciéon de 180°
en el plano i, y la conjugacién por «x, es una en el plano . Asi, al
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conjugar q = €' por &, tenemos una rotacién en el plano ki y en particular
Zee* = e, con lo que
Cet@ — 6719 ér

Esta relacion nos serd muy ttil, pero primero concluyamos nuestro analisis
de la conjugacién por un elemento, ahora veamos qué pasa si tomamos
p = e para conjugarlo con g = ¢1 + c2¢, recordando que ¢1,c; € C, y que
los elementos de C, conmutan entre si:

pap~t = e(c1+ e
— ezﬂcle—ze —|—819C2§€_19

— Clel()efz() + Czezf)ef(ft(?)g

=1+ C2€2£9(:.

Con esto tenemos que la conjugacién por ¢ es una rotacién de 26 en

el plano ¢k, y cdlculos similares muestran que la conjugacién por e’
es una rotacién de 26 en el plano xi, y conjugacién por e*?, una en el
plano . Entonces podemos describir cualquier rotaciéon en los planos
formados por imaginarios unitarios ortogonales (ortonormales), esto lo
usaremos en la siguiente seccién. Antes, veamos que con todas estas
relaciones podemos ver qué significa geométricamente la multiplicacién de
cuaterniones. Sean p,q € IH, sabemos que podemos expresar p = ||p||e*r®,
para hacer coincidir la notacién que usamos antes, definamos : = u, y
0 = 6,,asi p € C, C H, y entonces, partiendo de : podemos considerar una
base ortonormal que lo incluya: {1, &,k = i} (para esto basta considerar
un ¢ unitario ortogonal a ¢); con esto tenemos que q = ¢ + c»¢ para ciertos
c1,¢c2 € C, con lo que

pg = ||plle (c1 + c28)
= ||lpll(e?c1 + ?c2€)
= |Ipll(c1e® 4 c2e"¢),

donde hemos usado que los elementos de C, conmutan entre si, ahora
veamos qué pasa con la multiplicacién cambiando lugares:

qp = (c1 + c2g)llpe”
= [Ipli(c1e® + cage®)
= |Ipll(cre”? + c2e72),
asi tenemos que la multiplicacién consiste en reescalar el tamafio de g
por un factor de ||p|| y efectuar rotaciones en los planos generados por

1y el unitario : = uy, la «direccién imaginaria» de p, y por un elemento
ortogonal a este, { y k = i, siendo la rotacion del plano 1. de 6 = 0,, y la
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del plano ¢x de 6 o —0, segtin se multiplique p a la izquierda o derecha,
respectivamente.

Ya que mencionamos que hay una relacién entre los cuaterniones y la
rotaciones, al respecto cabe mencionar que varios matemaéticos antes de
Hamilton ya habian notado esta relacién aunque ellos no los llamaran cu-
aterniones, describieron algunas de sus propiedades, por ejemplo, Olinde
Rodrigues en 1840, Carl Friedrich Gauss en 1819, e incluso Leonhard Euler
(Pujol, 2012).

6.3 DESCRIPCION DE SO(3) Y SO(4)

En R? y IR? la nocién de rotacién se suele asociar con un giro de un plano
entorno a un punto o un eje (ortogonal al plano) fijo, respectivamente.
En espacios de mdas dimensiones, los grados de libertad nos permiten
abstraer la idea, y no solo «girar» un plano y dejar el espacio ortogonal fijo,
sino girar varios planos ortogonales a la vez. Considerando un espacio
vectorial V' con una forma bilineal simétrica o una forma cuadrética y su
correspondiente forma bilineal (simétrica) asociada, denotando cualquiera
de las dos como (, ), podemos definir la nocién generalizada de «tamafio»
(1, u) y la de ortogonalidad (u,v) = 0 o «angulo» entre vectores (u,v). Asi
podemos definir una rotacién general como una transformacién del espacio
que deja al origen fijo, preserva tamafios (forma cuadréatica), angulos u
ortogonalidad (forma bilineal) y orientaciéon (det > 0), que es la que
representan los grupos ortogonales especiales generalizados SO (V, (,))
(apéndice sobre dlgebra multilineal y grupos de morfismos clasicos). Para
ver cOmo se relacionan ambas nociones de rotacién, volvemos a citar un
resultado que podemos encontrar en Artin (1957) (teorema 3.22) o en un
lenguaje mds cercano al actual, en Grove (2002) (proposicién 6.13):

Sea (V,q) un K-espacio cuadritico (car(K) # 2) de dimensién n > 3. Si T
es una isometria tal que su matriz asociada T (respecto a cualquier base) cumple
que det(T) =1,i. e. T € SO (V, (, ),7), entonces T puede expresarse como el
producto de 2k «medios giros», con 2k < n.

Un medio giro (o giro de 180°) es una isometria ¢ de V de la forma
o= —1y L 1,1, siendo U un subespacio de dimensioén 2, donde (—)1y; es
la funcion (menos) identidad: (—)1y(x) = (—)x (vale recordar la notacién
que vimos en la seccién 2.2 cuando tratamos con espacios bilineales y
cuadréticos). El nombre de estos no es en vano, pues corresponden a
girar 180° un plano dejando invariante el espacio ortogonal a dicho plano.
Para girar cualquier plano nos basta saber girar los planos generados por
los bésicos (los vectores de una base {by, ..., b, } del espacio). Esto tltimo
es facil y sabemos como representar las matrices correspondientes: los
béasicos del espacio ortogonal quedan inalterados, mientras que los dos
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correspondientes al plano que se gira se modifican solo en las coordenadas
correspondientes a estos mismos conforme al dngulo que se gira y que
podemos expresar con senos y cosenos. Para n = 3 tenemos, por ejemplo:

cosf —senf 0
Rp,p,(0) = Ryy(0) = | senf cosf O
0 0 1

1 0 0
Rpp,(0) =Ryz(0) = | 0 cosf —send
0 senf cos6
senf® 0 cos6

Rb3b](9) = R (0) = 0 1 0
cosf 0 —send

donde hemos usado también la notacién cldsica para los ejes x,y, z. Para
concluir la idea, lo que decimos es que estos tres tipos de matrices nos
bastan para expresar cualquier matriz de SO(3), es decir, el grupo SO(3)
puede generarse mediante {R,y(0), Ryz(0), R.x(6) : 6 € [0,27)}, esto es,
cada M € SO(3) es un producto de este tipo de matrices de rotacion
de los planos generados por los basicos. En general, para n, usando la
combinatoria tenemos (3) = in(n — 1) planos generados por los 7 bésicos
(son las combinaciones de dos elementos tomados de un conjunto de n
elementos sin importar el orden en que se tomen).

Con esto en mente, recordemos lo que obtuvimos para la multiplicacion
de cuaterniones en sus tres versiones, multiplicaciéon izquierda, derecha
y conjugacién por un elemento, expresandolo con la base candnica, sea
p,q € H, con ||p|| = 1, digamos p = ¢, expresemos q = c¢; + c2j, con
c1, ¢ € C;, entonces

pq = c1e” + ce', qp = 1" + coe™Y, pap~t = c1 + c2e*].
Con esto es claro que la conjugacién por p = e2i0 corresponde a Rjx(0), y

ko , correspon-

andlogamente tenemos que la conjugacién por e2/f y por e2
den respectivamente a Ry;(0) y R;;(6). Entonces tenemos una relacién entre
SO(3) y el grupo multiplicativo generado por la conjugacion por estos
elementos. Para el caso tridimensional tenemos atin maés, las transforma-
ciones que preservan tamarno, ortogonalidad y orientacién son justamente
las rotaciones efectuadas en un plano a la vez, ya que no tenemos sufi-
cientes grados de libertad para hallar otro plano en el espacio ortogonal
a dicho plano, entonces solo hallamos una linea o eje ortogonal, el lla-
mado eje de rotacion. Es decir, SO(3) consta de las rotaciones de todos

los posibles planos de IR* que pasen por el origen; y conforme a lo que
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vimos, incluyendo la identificacién de Im(H) y R?, dada una rotacién de
6 en cualquier plano, nos basta tomar un vector unitario u ortogonal a tal
plano (un vector normal al plano) y entonces la rotacion serd representada
mediante la conjugacién por ez o por su negativo —e2%0_ En otras pal-
abras, tenemos una relacién dos a uno entre el subgrupo multiplicativo de
unitarios de H y SO(3), por lo cual tendriamos una biyeccién al considerar
el cociente por Z, = {0,1} = {1, —1} (segun se use notacién de suma o
producto), lo cual tiene sentido, pues es un subgrupo normal y el cociente
es en efecto un grupo, como esperamos. Entonces, el grupo multiplicativo
de unitarios, S3; = {p € H : ||p|| = 1}, es el doble cubriente de SO(3);
también podemos considerar a las transformaciones dadas al conjugar por
cada unitario en IH, con lo cual, la igualdad de funciones nos ahorra el
cociente y asi tenemos:

SOB) = {ucH:||ul| =1}/2Z> =S}/ Z>
={p.p ' "H-—H|peSy},

donde hemos usado la notacién p_p~! para denotar dénde se coloca
el argumento de la funcién o transformacién: p_p~1(q) = pgp~!. Vale
mencionar que estas asignaciones son morfismos de grupos, es decir,
preservan la operacién de grupo, considerando el producto de matri-
ces como operacion en SO(3) (cuyo neutro es I3) y la multiplicacién
en S3; y la composicién de transformaciones (cuyo neutro es conjugar
por 1), respectivamente; entonces tenemos un isomorfismo entre am-
bos grupos. Por otro lado, podemos comprobar lo que afirmamos de
las transformaciones, primero, conjugar por p y por —p dan lo mismo:
(=p)a(=p)' = (=p)a(=p~") = —(—pqp~") = pqp~'; ademds si pasa
que para algtn r € H, con ||r|| = 1, se tiene que r _r~ ! = p _p~! (como
funciones), en particular, tenemos que r = rrr~! = prp~!, por tanto
rp = pr, asi que, por lo que vimos antes, debe ser que son paralelos y
como ||p|| =1 = ||r||, tenemos que r = —p. Més aun, lo que nos muestra
el primer isomorfismo es la identificaciéon de antipodas en la 3-esfera, ‘5%,
lo cual es el llamado espacio proyectivo IP?(R) y nos indica cémo es la
topologia de SO(3).

Hasta aqui hemos podido expresar las rotaciones en los tres planos
generados por los bésicos imaginarios i, j, k, si expresamos las rotaciones
de los planos restantes: 1i, 1j y 1k, podemos generar todas las rotaciones
del espacio tetradimensional R*, esto es, SO(4). Esto lo podemos hacer
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mediante la multiplicacién por ambos lados, sea p = ¢ y g = ¢; + caj,
con ci,cp € Cj:

pap = € (c1 + czj)e”

0 0

= ecie? + efcyje!

0 ,—if

= c1e”? + cree ]

2i6 .
= 167 + c2j,

lo cual es una rotacién del plano 1i por 26; calculos similares mues-
tran que e%ief ezt corresponde a Ry;(6), e%jef e1l? a Ryj(0) y e%kef 2k o
R1x(0). Entonces, de nuevo, al considerar que las transformaciones corre-
spondientes a ekt y —e2k coinciden, podemos afirmar que tenemos dos
series de relaciones dos a uno que denotamos mediante ~, considerando
u,v,w € {i,j,k} (distintos entre si) y 6 € [0,27):

1 _1 1
eiu@fe Fud PN 32”9 ~ va(e) y

1 1 1
ezu@f 37”9 AN €7u9 ~ R1u<9)/

donde en el lado izquierdo consideramos funciones H — H, en medio,
elementos de S3; y a la derecha, elementos de SO(4). Por otro lado,
sabemos que SO(4) es generado por esos seis tipos de rotaciones, entonces
tenemos

SO(4) = <{Rm(6),R1u(6) cu,0,w € {i,j,k}, 0 € [0,27‘[)}>,

donde la notacién representa al grupo generado por un subconjunto, esto
es, dado un subconjunto X C G de un grupo G:

(X) ={g € G:35; € X(g =Tleg,s [Ss| €N)},

siendo Sy = S U S, con S, = {s7! s € S¢}, son los elementos de G
que pueden expresarse como el producto finito de elementos e inversos
de elementos tomados de X, en nuestro caso el grupo G es el conjunto de
matrices ortogonales O(4). Ya que hemos repasado esta nocioén de grupo
generado se nos ocurre que podemos decir algo al respecto de SO(4)
mediante las relaciones que mencionamos con S3; y en efecto, veremos
varias maneras en que esto se puede expresar, por lo que vimos antes,
primero podemos afirmar que entonces

SO(4) = <{e%”eie’%”9, e%“{ e H — H |u,0,we {i,jk}, 6¢€ [0,2n)}>.

Para ver otras relaciones, comencemos por notar que las rotaciones que
representan la multiplicacién izquierda y derecha, las cuales giran dos
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planos ortogonales por el mismo dngulo (llamadas isoclinicas, por cierto),
también pueden generar SO(4): definimos, considerando la multiplicacién

por la izquierda por la derecha
Si(8) = Rjx(8)Rii(6) ~ ¢ 5;(8) = Rix(6)Rui(—6) ~ _e™®
S5(8) = Rii(0)Ry;(0) ~ ¢°_ S5 (8) = Rei(6)Raj(—6) ~ _e ™/
S(0) = Ry(0)Ryx(0) ~ ¢*_ S7(8) = Ryj(0)Rye(—0) ~ _e ™,

donde hemos empleado el simbolo ~ para denotar las correspondencias
de la transformacion y la matriz. También tenemos biyecciones, e
e'? ¢ S]H y _ e 0 5 e ¢ 3 para u = i,j,k, como las que antes
conocimos (considerando la conjugacién por un elemento y multiplicaciéon
por ambos lados), por tanto tenemos relaciones de la forma S, (6) ~ e*¢
y S (8) ~ e~ 0. Por otro lado, considerando estas rotaciones isoclinicas y
la asociatividad de la multiplicacién, tenemos que, por ejemplo:

Sk(30)S5(36) ~ e 72 ~ Ry (6) y

S (30)S7(—30) ~ €2 _e2® ~ Ryy(6),

y de manera andloga, podemos expresar la correspondencia de las otras
cuatro rotaciones Ry;(6) y Ryj(0), y R;;(6) y Rix(); con lo que

SO(4) = ({8%(6),55(0),55(0) : 0 € [0,m)} )
= <{67”97, 7671[9 "H—H|uov,we{ijk},0c [O,27r)}>.

Tenemos mds atin: como ya notamos, la asociatividad de la multipli-
cacién nos permite notar que para p,r € S3;, tenemos que (pq)r = p(qr),
en otras palabras, para las rotaciones isoclinicas correspondientes, dig-
amos S, y Sy, se tiene que S,(S,(q)) = Sp(5:(q)), esto es, conmutan:
S5y = §,5,. Como la composicién de funciones es asociativa, entonces
podemos acomodar todas las rotaciones correspondientes a multiplica-
ciones por la izquierda como factores a la izquierda en un producto de
rotaciones, y lo propio con las correspondientes a las multiplicaciones por
la derecha, asi SO(4) =

({516, 5(6),5](0) 16 € [0,7)} x {S3(6), 5;,(6), 55 (6) :6 € [0, )} ).

Esto nos da una idea interesante para describir la topologia de SO(4),
consideremos las funciones p_r:IH — H, con p,r € S%{, para las cuales
es claro que con (p,r) € S3; x S3; v (—p, —r) € S3; x S3; obtenemos la
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. . . 1 .
misma funcién; ademas el grupo generado por los e2*? que involucran los
basicos u € {i, ], k}, resulta ser toda la 3-esfera en cada caso, por lo que

SO4)={p.rH—H|pre S]?f{}
~ 83 X S5,/ Z,.

Lo cual nos indica que S3; x S3; es el doble cubriente de SO(4).
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7.1 REPRESENTACIONES Y GENERALIDADES

Seguimos agregando unidades imaginarias... Después de que Hamilton
concibiera la relacién fundamental de los cuaterniones, compartié esto
con su amigo John Thomas Graves escribiéndole una carta. Cerca de
dos meses después, Graves respondié describiendo un sistema que llamé
octavas, incluyendo siete unidades imaginarias. Independientemente, en
1845, Arthur Cayley también describi6 a este sistema con ocho bdsicos, una
unidad real y siete imaginaras; por eso también son llamados ntimeros de
Cayley. Luego, Leonard Eugene Dickson mostré el proceso para definir
los octoniones partiendo de los cuaterniones, asi como de los cuaterniones
partiendo de los complejos (Dickson, 1919), de ahi el nombre del proceso
que presentamos y fue el foco de la primera parte. Pero volvamos al asunto
de los, también llamados en concordancia a sus «hermanos menores»,
octoniones denotados con su correspondiente letra O. Si agregamos otra
unidad imaginaria a los cuaterniones, digamos I, resulta necesario decir
qué da il, ij e kI, y resulta que para que obtengamos un algebra debe
ser que estos tres también sean unidades imaginarias, es decir, raices de
—1. Como con los cuaterniones, incluir una nueva unidad imaginaria
en C implic6 incluir otra unidad, en este caso incluir otra en H implica
incluir otras tres, esto no es més que una version del teorema de Hurwitz
(teorema 2.4). Con estas siete unidades imaginarias y la unidad real 1 se
puede representar cualquier octonién

x = 1x1 +ixp + jx3 + kxg + Ixs5 + ilxe + jlx7 + klxg,

con x1, ..., xg € R, es decir podemos representar a los octoniones en RR8. Sin
embargo, atn nos hace falta mencionar lo que dan el resto de productos
entre estas unidades imaginarias (con la real ya sabemos que 1 es la unidad
del algebra), para lo cual hacemos uso de otra linda representacion, esta
vez mediante un diagrama que también representa al espacio proyectivo
de siete puntos y siete lineas, también llamado plano de Fano en honor
al matematico Gino Fano, y vale mencionar que el circulo interior es una
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linea. Las flechas en una misma linea indican un producto positivo en ese
sentido: (il)k = jI, pero en sentido contrario, negativo k(il) = —jl.

Para ejemplificar més el uso de esta representacién aqui mostramos los
productos que representa la base (linea horizontal) del tridngulo:

@ik = jl, k(jl) = il, (jI)(il) = k, k(il) = —jl, (jDk = —il y (i)(jl) = —k.

Recordemos que en este sistema no se cumple la asociatividad, como
podemos comprobar y para lo cual usaremos un punto para enfatizar que
nos referimos al producto entre dos elementos y no a su resultado, que
denotamos yuxtaponiendo, esto solo para enfatizar, pues sabemos que
representan la misma entidad, asi tenemos: (i - j)! = (k) = kl mientras
que i(j-1) = i(jl) = —kl; podriamos decir que estos productos son an-
tiasociativos, es interesante notar que no es una propiedad general, ya
que algunas tercias de productos si cumplen la asociatividad y otras la
«antiasociatividad».

Otra manera en que podemos representar a los octoniones es con-
siderando que cualquier x € O se puede expresar como

x = (%1 4 ixg + jxz + kxg) + (x5 + ixg + jx7 + kxg)l = q1 + g2,

con q1,q2 € H, es decir, mediante parejas de cuaterniones en H? o mds
especificamente O = H @ HI. También podemos representarlo como

x = (%1 +ixa) + (x3 +ixa)j + (x5 +ixg)l + (x7 +i(—x3))jl
= c1 + cpf + c3l + c4jl,

con cq,...,c4 € C, esto es, mediante tétradas de ntimeros complejos en
C* como C @ Cj @ CI & Cjl. Podemos notar que en esta representacion
«clasica» (con i,j,k,I) estamos considerando productos de bdésicos a la
derecha, mientras que en la construccién de Cayley-Dickson los consid-
eramos a la izquierda, lo cual nos lleva a signos «menos» al cambiar de
una a otra; lo cual sabemos que no tiene importancia, pues representan
al mismo sistema O. También cabe mencionar que pudimos definir el

76



7.2 ;COMO TRABAJAR CON LA NO ASOCIATIVIDAD DE O?

producto de otra manera, ligeramente distinta a la de la construccién de
Cayley-Dickson que presentamos, con tal de que los productos aparecieran
a la derecha, sin embargo, insistimos, los teoremas de unicidad salvo iso-
morfismo que vimos nos dicen que todos los caminos que tomemos nos
llevan al mismo lugar, y seguiremos la notacién clédsica por su facil uso.

Ahora veamos algunas particularidades, tenemos para x,y € O, que su
producto es:

xy = (X1Y1 — X2Y2 — X3Y3 — X4Y4 — X5Y5 — XeY6 — X7Y7 — X8Ys)
+i(x1y2 + X2y1 + X3Ya — XaY3 + X5Y6 — XeY5 — X7Y8 + X8Y7)
+ j(x1y3 — X2y4 + x3y1 + X4Y2 + X5Y7 + XeYs — X7Y5 — X8Ys)
+ k(x1y4 + X2y3 — X3Y2 + X4Y1 + X5Ys — X6Y7 + X7Y6 — X8Y5)
+ 1(x1y5 — X2Y6 — X3Y7 — Xays + X5y1 + Xey2 + X7Y3 + Xsy4)
+il(x1y6 + X2y5 — X3Ys + Xay7 — X5Y2 + XeY1 — X7Y4 + X8Y3)
+ jl(x1y7 + X2Y8 + X3Y5 — X4l — X5Y3 + XeY4 + X7Y1 — X8Y2)
+ kl(x1y8 — X2y7 + X3Y6 + XaY5 — X5Ya — X653 + X7Y2 + XgY1)-
La involucién queda x* = x1 — ixp — jx3 — kxy — Ix5 — ilxg — jlx7 — kixg,
y los inversos x ! = x}(* x* = HlT”x*, y de hecho, que la norma preserve
productos (propiedad de algebras de composicién) significa una nueva
regla de cuadrados, esta vez de ocho.

7.2 (:C(’)MO TRABAJAR CON LA NO ASOCIATIVIDAD DE O?

Como hicimos con los niimeros complejos y los cuaterniones, podemos
considerar la 7-esfera

SZ): {x €O : x| =1},

en particular para s € Im(O) tal que ||s|| = 1, podemos considerar la
subdlgebra generada por 1y s:

Cs={la+sbecO:abeR},

la cual hemos nombrado asi porque evidentemente es isomorfa a la de
los complejos. Esta subdlgebra que podemos llamar «compleja» tiene
las propiedades que ya conocemos de los complejos; con esto podemos
expresar cualquier octonién x € O como

x = ||x]|e%% = ry (cos(6x) + sysen(6y)),

siendo
HIml(x)H Im(x)  si|[Im(x)|| #0

Sy =
0 si|[Im(x)]| =0,
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con 0, = arg(sy), ¥+ = ||x||; donde, sy nos dice la «direccién imaginaria»
de x y 6y el dngulo formado por el eje «real» y x, el cual se ubica en el
plano 1s,.

Podemos considerar dos unitarios imaginarios s, t € S?m(@) ortogonales
(o equivalentemente que anticonmuten entre si, por el teorema 4.2), asi
resulta que la subalgebra generada por {1,s,t,st}

Ht ={la+sb+tc+std € O:ab,c,d € R},

es isomorfa (como &lgebra) a la de los cuaterniones, veremos que esto nos
es de gran utilidad. Entonces, para un octonién x € O, podemos considerar
el dlgebra compleja correspondiente; para dos, x,y € O, si el primero lo
expresamos como x = 1x; + ixp para cierto unitario 1 € Im(O) y x1,x2 €
R, para el segundo se requiere a lo mas otra «direccién» imaginaria,
digamos la de un unitario ¢ € Im(O) ortogonal a ¢, asi podemos expresar
y =1y + w2+ Cys € H, g, con y1,y2,y3 € R; para un tercero, digamos
z € O, se requiere a lo mas otra direcciéon imaginaria independiente,
digamos la de un A € Im(O) unitario y ortogonal a los tres dependientes,
1,¢,1¢ (dependientes porque el dltimo depende de los primeros), entonces
expresamos

z = 1zy +1zp + §z3 + 1§24 + Az,

con z1,...,25 € R; solo hasta que consideremos un cuarto octonién w,
posiblemente requerimos usar todos los ocho grados de libertad posibles
para expresarlo, lo cual puede hacerse en términos de los tres unitarios
imaginarios ortogonales que mencionamos, ¢, { y A, asi

w = 1wy 4 1wy + Cws + 1wy + Aws + tAwg + CAwy + (té)Aws,

a estas tercias se les llama tercias bdsicas (Baez (2002)) pues definen una
base ortonormal. Cabe notar que al considerar dos octoniones (y sus
multiplos escalares), los productos de estos cumplen la asociatividad,
siendo elementos de la subélgebra cuaterniénica correspondiente, lo cual
no es mds que la propiedad que vimos resulta equivalente a ser dlgebra
alternativa y que nos da el teorema de Artin (teorema 2.1).

7.3 GEOMETRIA Y EL PRODUCTO CRUZ EN 7 DIMENSIONES

Vimos que, para el caso de los cuaterniones, la biyeccién o identificacion
entre Im(H) y R3 nos permiti6 expresar el producto punto y el producto
cruz como el producto de imaginarios, respectivamente siendo su parte
real e imaginaria. En el caso de los octoniones nos encontramos con algo
similar, para facilitar la notacion, identificamos x = (x2,x3,...,X3) € R’

78



7.3 GEOMETRIA Y EL PRODUCTO CRUZ EN 7 DIMENSIONES

con x = 0+ ixy + jx3 + ... + klxg € Im(0O), asi, el producto cruz en siete
dimensiones puede definirse como:

x Xy = Im(xy)
= i(x3ys — XaY3 + X5Y6 — XeY5 — X7Y8 + Xsy7)

+ j(—X2y4 + X4Y2 + X5Y7 + XeYg — X7Y5 — X8V )

+ k(x2y3 — x3y2 + X5ys — XeY7 + X7Y6 — XsY/5)

+ 1(—x2Y6 — X3y7 — Xays + XeY2 + X7Y3 + XgYa)

+il(x2ys — x3Ys + XaY7 — X5Y2 — X7Y4 + X8Y3)

+ jl(x2ys + X3Y5 — X4¥6 — X5Y3 + XeYa — XsY2)

+ kI(—x2y7 + X3V + Xay5 — X5Ya — X6Y3 + X7Y2).
Y a todo esto jqué es el producto cruz? En tres dimensiones es muy
conocido y usado en varias aplicaciones, pero ;como generalizarlo a
mas dimensiones? En Lounesto (2001), capitulo 7, podemos encontrar

respuestas. Las propiedades basicas que definen al producto cruz en 3
dimensiones x : R3 x R?® — R3 son: Va,b € R3

e (axb)-a=0=(axb)-b: Ortogonalidad del producto a sus
factores.

e |laxb| = |la]|||b|]lsen(f) : El tamafio representa el area que com-
prende en el paralelepipedo definido por a y b, siendo 0 el angulo
entre éstos, este equivale a ||a x b||*> = ||a||?||b]|*> — (a - b)>.

Estas pueden ayudarnos a definir una versién en mas dimensiones. Este
producto resulta ser R-bilineal y anticonmutativo a x b = —b x 4, con lo
cual a x a = —a x a, esto esa xa = 0. Siendo a = (ay,az,a3) = are1 +
axe; + azes y de manera similar b, y siendo e; = (1,0,0),e, = (0,1,0), ...,
los bésicos candnicos, podemos escribirlo como

€1 € €3
axb= a1 dap 4as
by by bs

En el caso de més dimensiones, digamos en R”, una posible generalizaciéon
consiste en considerar el producto de n — 1 factores, es decir una operacién
n — l-aria que nos da un vector ortogonal a éstos y cuya norma es igual al
«hipervolumen» del «hiperparalelepipedo» definido por éstos; una manera
de definir esto surge de la expresion mediante determinantes

er ey e3

ay dp das
x(a,b,c,..) = by by bs
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Pero si buscamos un producto de dos factores que cumpla las propiedades
de ortogonalidad y norma-drea en n dimensiones resulta que solo existe
paran =3y n =7. En el caso de siete dimensiones se puede definir en
términos de los bésicos canénicos ey, e, ..., eg, considerando las relaciones
e X ej = —ej X ej,coni,je€ {1,...,8}, y considerando los indices médulo 7
en:
€ X €41 = €i43, €iy1 X €43 =€, €13 X € = €i11.

Extendiendo bilinealmente a todos los elementos de R, i. e. para a x b =
Y7 aje; X 2]7:1 bjej = Y7, Zle(aibj)ei X ej, claramente estas relaciones
definitorias hacen que este producto cruz sea bilineal y anticonmutativo.
Para notar como se relaciona esta definicién con la que ya habiamos
presentado en el contexto de los octoniones, basta considerar la asignacion

e <> 1

. €5<—>jl
e <]
%H—kl
63Hl .
. ey < 1il,
es < ij=k

con la cual vemos cémo se cumplen las relaciones definitorias, mismas que
podemos verificar en el plano de Fano, confirmando que lo que llamamos
producto cruz en Im(O) en efecto cumple las propiedades basicas que aso-
ciamos a éste (ortogonalidad a factores, norma-drea, anticonmutatividad).

En el caso de 3 dimensiones la «direccién» ortogonal de a x b al plano
donde se encuentren a y b (distintos de 0) es tinica y basta definir un
sentido de orientacién, derecho o izquierdo; en el caso de siete dimensiones
no es asi, por eso la importancia de esta definicién; ademds en R3, a x
b = ¢ x d implica que a,b,c y d estén en el mismo plano, algo que no
necesariamente ocurre en siete dimensiones. Al situar el producto cruz en
el contexto de los octoniones nos permiten definirlo naturalmente, pues,
dados x,y € Im(O) podemos considerar alguna subélgebra H;; que los
contenga y en ésta el producto cruz es el de 3 dimensiones y por tanto
estd definido en su direccién de manera tinica. Notemos mds propiedades
que desde la perspectiva de los octoniones son claras; dados a,b € Im(O),
tenemos que

ab = Re(ab) + Im(ab) = —a-b+a x b,

y considerando que ba = —b-a+bxa = —a-b—axb, con lo que
ax b= 1(ab—ba) = }[a,b]; también podemos expresar el producto de
octoniones en términos del producto real, escalar, punto y cruz, para
a=a+Ab=p+B€O,cona fcRyABEe In(0), tenemos que
ab=ap+aB+ BA+ AB
=af+aB+ BA+ Re(AB) + Im(AB)
=af+aB+BA—-A-B+AXB.
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7.4 DESCRIPCION DE SO(7) Y SO(8)

Finalmente, una propiedad interesante es que para 3 dimensiones, el
producto cruz es invariante bajo SO(3), algo que no ocurre para lo corre-
spondiente en 7 dimensiones, en cambio es invariante bajo el grupo G, un
subgrupo propio de SO(7), el cual veremos con més detalle en la tltima
seccion.

En la siguiente seccién veremos el significado geométrico de la mul-
tiplicacién por uno y otro lado y la conjugacién por un elemento dado,
como vimos con los cuaterniones. Requerimos una propiedad que también
cumplen los octoniones. Comencemos por considerar una base ortonormal
{1,1,¢,x,A,1A,EA, Ak} y notar que, para g = la + b+ ¢c +xd € H, ¢, con
a,b,c,d € R, tenemos que

Ag=A(la+ b+ Cc+ xd)
= Ala+ Awb + Alc + Axd
= laA — ibA — CcA — kdA
= (la—1b—Cc—xd)A = g*A,

por lo tanto Aq* = gA, y de hecho s6lo requerimos la ortogonalidad de los
elementos de la base para usar el teorema 4.2.

7.4 DESCRIPCION DE SO(7) Y SO(8)

Para describir las rotaciones en R’ y R8, de acuerdo a lo que vimos
al principio de la seccién 5.3, nos basta saber cémo girar los planos
generados por los basicos. Comencemos por reconocer que la conjugacion
por un unitario imaginario ¢ € Im(0O) representa una rotacién isoclinica
de 180° que deja al plano 1! inalterado, para esto consideremos una base
ortonormal que incluya a ¢, digamos {1, &, x = i, A, 1A, {A, kA}, asi, para
cualquier x € O tenemos que

x = 1x1 + 1o + ¢x3 + kx4 + Axs + tAxg + CAx7 + KAXs,

y como tenemos solo dos octoniones, ¢ y x, sabemos que podemos situarnos
en una subdlgebra cuaterniénica asociativa y por tanto podemos expresar

it =x(—1)
= 1(—1)x1 + u(—1)xp + 1&(—1)x3 + 1 (—1)xg + LA(—1)x5
+ 1(tA) (—1)xe + 1(EA) (—1)x7 + (kA ) (—1)xg
= x1 + 1xp — {X3 — kX4 — AX5 — IAXg — CAXy — KAXg,
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donde hemos usado la distributividad, la anticonmtatividad debida a la
ortogonalidad de los bésicos y en especial la alternatividad para aligerar
la notacién pues tenemos por ejemplo

(H(EA)) (=1) = = (u(gA)) (1)
= — (=€) ()
= {A? = —CA = £(EA)

= —1(—1(CA))
_ i(@N)) = (@A) (1),

con lo que podemos escribir (({A)(—t) sin ambigiiedad, lo cual estd de
acuerdo con que consideramos solo dos octoniones y no tiene porqué
haber asuntos con respecto a la asociatividad en el producto de estos,
incluso en su expresion en términos de basicos.

Ahora revisamos una propiedad geométrica general de R", n > 3:
cualquier rotacion en un plano puede expresarse como el producto de dos rotaciones
de 180° en planos ortogonales al primero. Para ver esto, tomemos por ejemplo,
una rotacién de 26 en el plano e;jep, entonces basta considerar una rotacién
de 180° del plano eze3 (Ree; (7)) y una de 180° del plano por el origen
ortogonal al unitario u = cos(0)e; + sen(0)ey y que contenga a ez (Rye, (77),
donde v = cos(0)e; — sen(0)ey); esta idea tiene su origen en IR* donde se
consideran rotaciones de 180° en torno a dos ejes que se sitian en el plano
que se quiere rotar y que forman un dngulo de 6 entre ellos. Mediante
la representaciéon matricial de estas rotaciones, vemos que es asi, donde
abreviamos cos(0) = ¢y y sen(6) = sg:

1 0 0O 0

0 -1 0 O
R%(n) — 0O 0 -10 ,

0 0 0 1
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y para la segunda rotacién no hemos usado méas que el cambio de base
para rotar el plano vez que equivale a rotar —6 el plano eje;, luego rotar
180° el plano eye3 y finalmente rotar 0 el plano e;e; nuevamente:

Roe (77)

Cp —Sp 0 (1) 1 0 8 Cop —Sp 0
_ Sp Co 0 0 0 1 0 Sp Co 0
-1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1
cé—sé 2cgSg 0 0
2c9s9 —(c3—s3) 0 O
= 0 0 -1 0
0 0 0 1
cos(20) —sen(20) 0 O
sen(20) —cos(20) 0 O
= 0 0 -1 0
0 0 0 1

El producto de ambas rotaciones es, en efecto, una rotacién de 26 en el
plano ejep, como podemos verificar enseguida:

RU@S (71') R€2€3 (T[)

c0s(20) —sen(20) 0 0 1 0 0 0
sen(20) —cos(26) 0 O 0 -1 0 O

= 0 0 -1 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

cos(20) —sen(20) 0
sen(20) cos(20) 0
- 0 0 1

Calculos similares funcionan para otros planos.

Ahora reunimos las ideas que vimos en los parrafos anteriores, tomando
como ejemplo una rotacién de 26 en el plano ij, primero conjugamos
por i para hacer la primera rotacién de 180° y luego conjugamos por
ug = icos(0) + jsen(6), asi la rotacién estd dada, para x € O, por:

R;j(20)(x) = ug (ix(—i)) (—ug) = ug(ixi)uy,
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expresiéon que no podemos simplificar més debido a la falta de asociativi-
dad, lo cual es interesante, pues requerimos dos transformaciones para
conseguir una rotacién del plano, a diferencia de los sistemas numéricos
anteriores. Es claro que, mediante transformaciones similares, podemos
representar las rotaciones de los planos formados por parejas de los bésicos
imaginarios, ,j,k,1,il, jl, kl, y en general para cualquier pareja de unitarios
u,v € S?m(@) ortogonales (i. e. tales que u-v = 0 o equivalentemente
vu = —uv) podemos expresar una rotacion de 26 en dicho plano como

(ucos(0) +vsen(0))(u_u)(ucos(0) + vsen(0)).

Notemos que considerar —f no nos da la misma transformacién, tampoco
considerar alguno (pero no ambos) —u 0 —v, pero si considerar ambos
—u y —v. Entonces podemos afirmar que SO(7) =

<{(uce+059)(u7u)(uc@+059) 0 —O0|uve S?m(o), u-v=0,0€l0, 7'()}>

De hecho, recordando que lo que estamos considerando son todas conju-
gaciones por unitarios imaginarios tenemos que

SO = ({p_p 10— 0| peS,o}).

Enfatizamos que la no asociatividad del producto implica que esto no
puede definir un morfismo de grupos, solo una biyeccién, ademas de la
relevancia que tiene para servir como guia para describir un conjunto
generador para SO(7), algo que también serd relevante en la descripcion
de SO(8).

Veamos entonces, como describir SO(8), sucede algo similar a lo que
vimos con SO(4) y SO(3). Para esto requerimos considerar a la subalgebra
compleja C; y entonces considerar O = C; L Cj', con lo que x € O puede
expresarse como x = re'* + x1, donde x* € C;-. Por otro lado, tenemos
que para u € S?m(@)’ e = cos(9) + usen(8), de lo cual es claro que si

w € Im(O) es ortogonal a u, tenemos que

uf

ew = w(e")* = we ",

Entonces, en nuestro caso, como en particular xtes ortogonal a l, tenemos
que el producto por el unitario ¢/’ por ambos lados (a la izquierda y a la
derecha) aplicado a x es

Oxel® — olf (el 1 x1)lf
— olOpplugld o0 L6

— releel(xele + xJ_e—leele

— reltx+29 + xi‘
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Lo cual evidentemente es una rotacion del plano 1/ por 26. Calculos
similares nos dan las rotaciones en los planos formados por 1 y las demaés
unidades imaginarias, y en general tenemos que para p € S, podemos
considerar que p = ¢!’ para cierto A € S Im(0) Y considerando una base
ortonormal que lo contenga tenemos que p_p : O — O es una rotacién
de 20 del plano 1A, misma que obtendriamos al multiplicar por —p por am-
bos lados. Con estas rotaciones y las rotaciones de los planos imaginarios
que ya vimos, obtenemos que

SO(8) = <{(uce +vsg)(u_u)(ucg +vsg) :O — O | u,v € S?m(o), u-v=0}

U{p_p:0— 0 | p656}>
~({q.97:0—0]g€85,0}U{p.p:0—0|pesh}).

Notemos que, de hecho, nos basta considerar la multiplicacién por ambos
lados, pues para q € S?m(@) tenemos que g_q ' = q_q* = q_(—¢q) =
—(q_q). Atn més, nos basta considerar la multiplicacién por ambos lados
por elementos de S?m(o), algo que resulta sorprendente y que se debe a
la no asociatividad. Veamos los detalles, para lo cual nos basamos en
Manogue y Schray (1993) (un articulo, por demds interesante, en el cual
encontramos una representacion de las transformaciones de Lorentz en
diez dimensiones). Comenzamos por establecer dos propiedades, primero,
mediante las identidades de Moufang, para x,y,z € O, tenemos que
z(y(zxz)y)z = (zyz)x(zyz). Segundo, para r,s € S?m(@) ortogonales y

por tanto tales que rs = —sr, tenemos que para cualquier 6 € [0,27),
se cumple e*? = ¢~"Fe(rcos(®)+s8en(0))30-7% 1o cual podemos comprobar a
continuacion:

e(r cos(G)—&-sSen((?))%e—r%

= (cos(%) + (rcos(8 )-I—ssen(@)sen(%)) (cos(—%) +rsen(—%))

= (O+(rcos( ) +ssen(0)1) (cos(—%) +rsen(—7%))

= — cos( )sen(T”)—i—rcos( ) cos(=f) + ssen(0) cos(—*) + srsen(8)sen(—*)
= cos(0)sen(F) 4 rcos(6) cos(%) + ssen () cos(F) + rssen(0)sen (%),
donde hemos usado conocidas propiedades del coseno y seno, y la anticon-

. L o 7
mutatividad de los imaginarios r y s, por otro lado, como cos (%) = sen (%),
tenemos:

e"ie? = (cos(Z) +rsen(T)) (cos(8) + ssen(8))
= cos(0) c os(%) + rcos(8) cos(F) + ssen(6) cos(F) + rssen(6)sen (%)
= cos(8)sen () 4 rcos(6) cos(% ) + ssen () cos(F) + rssen(0)sen (7).

L

Conjuntando ambos resultados, tenemos que ¢35 = e(7cos(0)+sSen(0))3 o=
y por tanto lo que querfamos probar. Ahora veamos para qué nos sir-
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ven estas dos propiedades. Sea p € SJ, entonces p = ¢ para cier-
tos s € S° o) Y 0 € [0, 77), considerando r € S?m(@) ortogonal a s y

u =rcos(0)+ssen() € S?m(@)’ entonces tenemos que

6 .,.,50

xe’

pxp = €’

con lo que vemos que puede expresarse como producto de multiplicaciones
T

a ambos lados por elementos de la forma e”, con v € S?m(@)’ entonces

constatamos que podemos parametrizar mediante estos elementos:

S0(8) = <{U 0 -—0|ve S?m<0)}>-

Por otro lado, podemos notar que al considerar x € O como x =
c1+ c2i + c3j + cak, con ¢y, ..., ca € C), tenemos que

% = el (cy + coi + c3j + cak)
— elGCl —|—619(C2i) +619(C3j) +616(C4k)
=% + (elecz)i + (619C3>j + (619C4)k,

donde no hemos tenido dificultades con la asociatividad porque en cada
caso se trata con dos unidades imaginarias, es decir, podemos usar la
alternatividad de O, esto es una rotacién isoclinica de 6 en los cuatro
planos 11, (il)i, (jl)j y (kl)k a la vez; por otro lado como sabemos que
e"w = we™" cuando w es ortogonal a I, tenemos que

xe'? = (c1+ coi+c3j + c4k)ew
= c1€'? + (c2i)e! + (caj)e’® + (cak)e!®
= c1e" + (c2e710)i 4 (c3e710)j + (cae )k,

lo cual es una rotacién de 6 en el plano 1/ y de —6 en los tres planos (il)i,
(j1)j y (kl)k a la vez. Resultados andlogos obtenemos al multiplicar por
" a la izquierda o derecha, siendo v € {i,j,k,1,il,jl,kl} para los otros
planos. Lo cual nos da un indicio de que las multiplicaciones izquierda
y derecha también pueden servirnos para describir SO(8). En efecto,
sear,s,t € {i,j,k,1,il,jl,kl}, con st = r, entonces la multiplicacién a la
izquierda e(8°03(0)+15en(0)5 (=53 ) resulta que gira los mismos planos que
e’_, por el mismo angulo 6 excepto por un signo menos para las partes
de x que «anti-asocian» con s y t (lo cual comprobamos haciendo célculos

86



7.5 DESCRIPCION DE Gj

como los propuestos en Manogue y Schray (1993)), con lo cual componer
ambas nos da una rotacién de solo un plano y no cuatro a la vez, asi
podemos generar todas las rotaciones; de nuevo vemos cémo la falta de
asociatividad tiene un papel de suma importancia. Cabe mencionar que
nuevamente nos basta considerar u € 86 (0)" Algo similar ocurre para la
multiplicacién a la derecha. Entonces tenemos que

SO(8) = <{z)7 :0—O0|ve S?m(@)}>
= <{7U :0—0]|ve S?m(@)}>-

Finalmente mencionamos, como una nota, que las tres representaciones
estdn relacionadas, y de hecho que obtuviéramos tres a diferencia de los
otros casos, es una manifestacion mds del concepto de «trialidad» que
también es interesante. Estas tiltimas dos representaciones son llamadas
«espinoriales» y tienen que ver, claro, con en concepto de espinor; tam-
bién es interesante ver todo esto desde la perspectiva de las algebras
geométricas o de Clifford.

7.5 DESCRIPCION DE G

Hasta ahora hemos tratado con los grupos SO(n) C O(n) que podemos
considerar como grupos de isometrias, siendo SO(n) el subgrupo de
isometrias que preservan la orientacién; este tltimo concepto se refiere
a R-espacios vectoriales con producto interior (y por tanto con norma y
métrica) con orientacién, es decir, consideramos espacios con bases orien-
tadas y las transformaciones entre estos espacios preservan la orientacion,
que no es otra cosa que requerir que el determinante de la matriz asociada
a la transformacion sea 1. Considerando K € {R,C,IH,O} como espacio
vectorial o como algebra segtin el contexto, lo que afirmamos es que hemos
tratado las simetrias de K como espacio vectorial con producto interior
con orientacién (cuyo grupo podemos denotar como SO(K) o SO(Im(K))
segtn el caso), pero no hemos visto qué hay sobre sus simetrias como al-
gebra, es decir, considerar funciones K-lineales K — K que preserven el
producto del dlgebra y que tengan inversas con las mismas caracteristicas,
es decir, sean isomorfismos de édlgebras; estas forman un grupo llamado
el grupo de automorfismos, denotado Aut(IK). Notemos que en ambos
casos la parte imaginaria es la que permite més simetrias, pues tanto
isometrias como isomorfismos de dlgebras (unitarias) asignan al 1 € R
en 1 mismo, por lo que basta analizar lo que pasa en la parte imaginaria
Im(K). Es interesante que hasta ahora no lo hemos considerado porque
no ha sido necesario, para el caso de H, definimos isometrias asignando
i,j,k a elementos de Im(IH) que sean ortogonales entre si y con la misma
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orientacion, lo cual asegura que la multiplicacion sea preservada; lo que
decimos es que
SO(3) = SO(Im(H)) = Aut(H).

Para el caso de K = O la situacién cambia, pues como mencionamos al
definir el producto cruz en 7 dimensiones, la orientacién no nos basta, hay
varios grados de libertad para definirlo, para ver los detalles, a contin-
uacion seguimos la exposicién de Baez (2002). Conforme a lo que vimos
sobre tercias bdsicas en la primera seccién de este capitulo, éstas definen
una base ortonormal que permite recuperar toda la multiplicacién de O,
recapitulando lo que se requiere es una tercia de raices de —1, esto es
1,1,13 € S?m(@) tal que 1, es ortogonal a 11, e 13 es ortogonal a la subalge-
bra cuaterniénica generada por /1 e 1, es decir, ortogonal a 11, 12 e 1115. De
modo que definir un automorfismo f € Aut(O) corresponde definir una
asignacion tal que dada una tercia bésica 11, 12, 13, 1a tercia f(11), f(12), f(13)
también sea una tercia bésica, esto quiere decir que podemos definir f(i7)
como cualquier elemento de la 6-esfera S?m ) luego f(i2) como cualquier
elemento de la 5-esfera ortogonal a f(11), hasta aqui necesariamente ten-
emos que definir f(1112) = f(11)f(12), finalmente podemos definir f(i3)
como cualquier elemento de la 3-esfera de elementos ortogonales a f(11),
f(12) v f(1112), con lo cual obtenemos que dim(Aut(0)) =6+5+3 = 14.

Todos los grupos SO(n) son grupos de Lie, es decir, grupos con una
estructura de variedad diferenciable que hace que las operaciones de grupo
(incluyendo la de inversos) sean suaves (diferenciables); ademds estan los
grupos SU(n) y Sp(n), siendo estos tltimos una versién de los llamados
grupos simplécticos, mismos que representan las transformaciones R-
lineales que preservan un producto antisimétrico interior definido en
el espacio R*" (o isomorfo a este), donde antisimétrico se refiere a que
(b,a) = —(a,b), esto es (en esto seguimos a Dray y Manogue (2015)),

definiendo la matriz
0 I,
0O =

siendo I, la matriz identidad de n x n, tenemos que son de la forma
Sp(2n,R) = {H € Maux2:(R) : HHQH = Q}.

Entonces, considerando matrices con entradas complejas y tomando la
interseccion con SU(2n), obtenemos la llamada forma real compacta de
estos grupos simplécticos, que es

Sp(n) = {H € Mpyx2,(C) : HOH = Q, H"H = I, }.

Mads atin, Baez (2002) nos propone una clarificante manera de considerar a
estos, también llamados grupos «clasicos» de Lie:

SO(n) = {H € Myxn(R) : H'H = I, y det(H) = 1},
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SU(n) = {H € Myxn(C) : H'H = I,, y det(H) = 1},
Sp(n) = {H € Myxn,(H) : H'H = I}

A estos grupos les corresponden sus dlgebras «clasicas» de Lie respectivas,
y de hecho al estudiar estos temas, en 1887, el matematico Wilhelm Killing
encontrd seis algebras de Lie «excepcionales», sin embargo, en 1894, Elie
Cartan mostré que dos eran isomorfas, asi que solo hay 5 dlgebras excep-
cionales y por tanto 5 grupos excepcionales correspondientes. El adjetivo
de «excepcionales» se usa porque en ese entonces éstas no correspondian
al estudio de las simetrias relacionadas con los reconocidos R, C o H;
como puede sospecharse, tienen que ver con los (entonces poco conocidos)
octoniones O. El grupo excepcional més pequefio (dimensionalmente) es
de hecho Aut(O) al cual también se le denota como G, nombre que el
mismo Cartan le dio al notar este hecho en 1914.

Veamos que G, C SO(7), sabemos que f € G, es R-lineal, preserva
productos y f(1) = 1, entonces, recordando la tltima propiedad que nos
presento la proposicién 3.12, sabemos que f es una isometria, ademds
para todo r € Re(O) =R, f(r) = rf(1) = r1 = r, entonces se sigue que
flim(o0) es una isometria también (hecho que también se sigue del teorema
de Witt, pues Im(O) = R*), de hecho, podemos considerar sélo f| Im(0)
pues su parte real no aporta informacién, en otras palabras, considerar
que f : Im(O) — Im(0O), y asi f € SO(7) o bien considerar la biyeccion
f < flimo)-

Ahora regresamos a lo que mencionamos en la primera secciéon del
capitulo: el producto cruz en 7 dimensiones es invariante bajo G,. Para
ver esto, recordemos que en la prueba de la proposiciéon 3.12, vimos que
un morfismo de dlgebras entre dlgebras con involucién cuadrética como f
cumple que para todoa € O, f(Re(a)) = Re(f(a))y f(Im(a)) = Im(f(a)),
con lo cual tenemos, para a,b € Im(O), que f(a x b) = f(Im(ab)) =
Im(f(ab)) = Im(f(a) (b)) = £(a) x (D).

Podemos comentar algo mds sobre el resto de grupos excepcionales. Lo
primero que hay que mencionar es que esto tiene que ver con fisica y en
particular fisica cudntica. Las observables son funciones que representan
las propiedades del estado de un sistema, en otras palabras representan
cantidades fisicas que se pueden medir, en fisica clasica son funciones
reales, mientras que en la cudntica suelen describirse mediante matrices
hermitianas complejas, esto es matrices complejas cuadradas tales que
coinciden con su conjugada transpuesta, las denotamos h,(C) = {M €
Myxn(C) : M = M*'}. Como «mediciones» de un sistema, las observables
han de ser cerradas bajo la adicién y multiplicacién escalar, incluso puede
considerarse un «algebra de observables»; en el caso cuantico ésta resulta
no asociativa. En 1932, Pascual Jordan investig6 los axiomas minimos que
algebras asi debian de cumplir, el resultado es lo que ahora llamamos
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algebras de Jordan (formalmente reales). Como suele suceder, éstas ya han
sido clasificadas y sabemos que cada una es la suma directa de simples, lo
que nos lleva a clasificar sélo a las simples, las cuales resultan pertenecer a
alguna de las cuatro familias infinitas b, (R), h,(C), b, (IH) con el producto
AoB = }(AB+BA), el dlgebra R" & R con cierto producto que involucra
el producto interior, o a una familia «excepcional» h3(O) con el producto
AoB = %(AB + BA), es claro el uso del término y por tanto que se le
llame a esta ultima, 4lgebra de Jordan excepcional. Resulta interesante
que de éstas, solo la familia h,(C) parezca ttil para la fisica, ain no
sabemos si las otras lo puedan ser. La excepcional parece mostrar un
camino prometedor en cuanto a ciertas relaciones que se han encontrado
con la teoria de cuerdas y las 10 dimensiones, y no es por menos, pues
esta dlgebra es la piedra fundamental para varios conceptos interesantes
que ahora vemos de pasada. Resulta que una M € h3(O) resulta ser de la
forma

x z y*
M: Z* ‘B X 7
y oxt oy

conw, 8,7 € R C Oy podemos definir un «determinante» para estas matri-
ces como det(M) = aBy — (a|x||? + Blly|*> + 7]z]|*) + Re(xyz). Llegamos
a mencionar los espacios proyectivos IP¥(R), también pueden definirse
para C y H con ciertas consideraciones debido a la no conmutatividad,
sin embargo, la no asociatividad de O hace que encontrar un analogo para
este no sea tan evidente: definimos el plano proyectivo octoniénico IP?(O)
de la siguiente manera, los puntos son las proyecciones p € h3(O) (i. e.
p? = p) de traza 1, esto los hace de la forma

x xx*  xy* xz*
p= v | (y) = oyt oyt oy |
z zx*  zy*  zz*

con x,y,z € O tales que (xy)z = x(yz) y ||x||*> + |[y||> + ||lz]| = 1, y lineas
proyecciones de la forma 1 — p, con p un punto. Aunque no lo parezca esta
definicion estd inspirada y generaliza la usual para espacios reales de cierta
manera, en Baez (2002) podemos hallar més detalles, en la tercera seccién
de su articulo, justamente llamada geometria proyectiva octoniénica. Este
P2(O) cumple en efecto los axiomas para considerarse como un plano
proyectivo y presenta interesantes propiedades, es una variedad de 16
dimensiones, es un ejemplo de plano en el que no se cumple la propiedad
de Desargues y lo que resulta pertinente para nosotros en este momento,
se relaciona con los grupos excepcionales. Siguiendo el orden dimen-
sional, el siguiente grupo excepcional de Lie, después de Gy, es F, es
de dimension 52 y resulta ser el grupo de automorfismos Aut(h3(0)), e
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isomorfo al grupo de isometrias de IP?(O), entonces representa las trans-
formaciones R-lineales que preservan el determinante que mencionamos
y la traza. Luego estd Es de dimensioén 78, y justamente tiene que ver con
las transformaciones que solo preservan el determinante y con el grupo
de colineaciones de IPZ((D), esto es, las transformaciones que preservan la
colinealidad de puntos, denotado como Col(IP?(O)); ademads tenemos la
interesante relacion

Spin(9) ——— Isom(IP?(0)) = F,

| |

Spln(9,1) e CO](IPZ(O)) = E6(—26)I

donde Eg(_y) es la forma real no compacta de Eq cuya forma de Killing
tiene signatura -26. Por eso se dice que F; es a la geometria Euclidiana
de dimension 9, como Eg_y) s a la geometria Lorentziana de dimension
10. Finalmente, los otros dos grupos excepcionales, E; y Eg, son respec-
tivamente de dimensién 133 y 24, y aunque pueden considerarse como
los grupos de simetrias de ciertos espacios que involucran octoniones, su
descripcién nos llevaria mas alld de los objetivos de este trabajo.

Con esto damos por terminado nuestro paseo por estos interesantes
sistemas numéricos; como cabe esperar, tuvimos la oportunidad de ver
s6lo unos cuantos detalles, esperando que esto sirva como un breviario
para inspirar a quien le interesa incursionar en estos temas.
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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

En este primer apéndice plasmamos la definicién y varias propiedades de
algunas estructuras algebraicas, que aunque conocidas, no esta de mas
recordarlas, en especial por algunos detalles que omitimos en las pruebas
en el desarrollo del trabajo y que se deben a las propiedades de estas
estructuras. Nos basamos en las definiciones de Mac Lane y Birkhoff
(1999).

Un grupo es un conjunto G con una operacién binaria (funcién) que
podemos denotar como « : G x G — G que satisface las siguientes
propiedades o axiomas: Va,b,c € G

w(a,a(b,c)) =a (ax(a,b),c) es asociativa
JueG:ua=a=au existe un neutro o unidad
Ja' € G:ad =u=4da existen inversos.

Es comtn que esta operacion se denote de diversas maneras segtin sea el
caso, por ejemplo «(a,b) = a+b, ab, 0 a-b. Como vemos es posible s6lo
yuxtaponer el par de elementos en cuestiéon. Debido a esta notacion se le
suele llamar grupo aditivo o multiplicativo segtin el caso. Cuando ademads
la operacién es conmutativa, i. e., cumple que Va,b € G: a(a,b) = a(b,a)
decimos que el grupo es conmutativo o abeliano. Un subconjunto H C G
de un grupo es un subgrupo cuando u € H y es un grupo con la restriccién
de la operacién binaria a éste. Decimos que un subgrupo H C G es
generado por un conjunto de elementos X C G cuando H es un minimo
subgrupo de G que contiene a X (considerando el orden de la contencién
Q), esto quiere decir que cualquier elemento de H puede expresarse como
una combinacién de elementos hecha al aplicar la operacién binaria a una
cantidad finita de elementos de X, incluyendo sus inversos; por ejemplo si
X = {x1,..., x4} y consideramos la operacién con la notacién de producto,
bien puede pasar que cierta i € H puede expresarse como x3x3x, . Sobre
la notacién, que H sea generado por X lo denotamos H = (X).

Un par de propiedades que se siguen de inmediato de estos tres ax-
iomas es que el neutro u (también denotado como 0 o 1 segtn se denote
la operacién con el simbolo de suma o multiplicacion respectivamente)
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es el inico elemento que puede cumplir dicha propiedad en el grupo, y
asi también para cada a € G su inverso es tnico, por lo cual le suele dar
nombre: —a 0 a~! (segtin se denote la operacién como suma o multipli-
cacién). Entonces, una manera de referirnos a un grupo seria indicando
su operacién y neutro: Por ejemplo (Z,+,0), y como pragmatismo sim-
plemente Z cuando por el contexto sea claro si nos referimos al conjunto
o al conjunto y su estructura algebraica.

Cuando tratamos con grupos y funciones entre éstos, resultan ttiles
aquellas que preserven o respeten la estructura u operaciones. Consid-
eremos dos grupos (G,+,0) y (H,-,1), y una funciéon f : G — H, ésta
preserva las operacion de grupo si f(g1 + £2) = f(g1) - f(g2), preserva
neutro si f(0) = 1y preserva inversos si f(—a) = (f (a))fl. Es intere-
sante que al estar relacionadas las propiedades de neutro e inverso con
la operacién del grupo, una funcién que preserve la operacion de grupo
inmediatamente satisface las otras dos como podemos comprobar:

Como 0 es neutro en G sabemos que 0+ 0 = 0, y al preservar f la
operacién de grupo y al ser 1 el neutro de H tenemos que f(0) - f(0) =
f(0) -1 pues f(0)- f(0) = f(04+0) = f(0) = f(0) - 1. Por otro lado, como
f(0) € H, existe su inverso, asi, por la asociatividad de la operacién en

H se cumple que £(0) = 1- £(0) = ((f(0))™'- £(0)) - (0) = (£(0))"-
(f0)- f(O) = (FO) - (£(0)-1) = ((FO) - f(©) -1 =1-1 =1

(que no es mds que la ley de cancelacién izquierda), asi f(0) = 1. Ahora,
sabemos que en G, a + (—a) = 0, asi tenemos que f(a) - f(—a) = f(a+
(—a)) = f(0) =1, y por la ley de cancelacién izquierda tenemos f(—a) =
(f(a)

Esto motiva la definicién siguiente: Un morfismo de grupos es una
funcién entre dos grupos que preserva la operaciéon de grupo; un ejemplo
que no puede faltar es el de la funcién identidad idg : G — G que
claramente lo es. Un morfismo de grupos f : G — H es un isomorfismo
cuando existe un morfismo inverso para éste, esto es un morfismo de
grupos k: H — Gtalque ko f =idgy fok =idy.

Un grupo cualquiera (G, +,0) también cumple la ley de cancelacion
derecha y las siguientes propiedades:

-0=0, —(—a) =a, —(a+b) = (—a)+ (=b).

Dado un grupo (G, -, 1) no es necesario que nos limitemos a estudiar
cédmo acttia la operacién en el conjunto G, también podemos hacer «actuar»
a G sobre un conjunto X, definimos la accién como una funcién a :
G x X — X tal que:

a(Lx) =x  a(g1-g,x) =a(g1,a(g2%)),
es decir, la funcién toma en cuenta el neutro y la operacién del grupo.
Pasemos ahora a conjuntos con dos operaciones binarias.
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Un anillo (R, +,-,0) es un conjunto R con dos operaciones binarias, +
y -, tales que:

(R,+,0) esun grupo conmutativo, y

Va,b,ce R, a-(b+c)=(a-b)+(a-c) y (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Las dltimas dos igualdades son llamadas leyes distributivas derecha e
izquierda, respectivamente, y para hacer mds ligera la notacién se suelen
denotar

a-(b+c)=a-b+a-cy (a+b)-c=a-c+b-g

algo que se suele llamar «ponderar las operaciones», primero se aplica el
producto y luego la suma. Estas propiedades de distributividad son las
que hacen que estén relacionadas ambas operaciones del anillo.

La operacién - puede ser asociativa, conmutativa o ambas, en cada caso
decimos que el anillo es asociativo o conmutativo; también puede existir
un neutro (o unidad) para esta operacion, lo podemos denotar como 1y
decimos que el anillo es unital y podemos denotarlo como (R, +,-,0,1). Es
comun que se tome como definicién de anillo a lo que nosotros llamamos
anillo asociativo unital, pero aqui preferimos no requerir propiedades
adicionales a la segunda operacion, salvo la interaccién con la primera: las
leyes distributivas. Hasta aqui nada evita que podamos tener que 0 =1,
lo cual puede ocurrir y tendriamos lo que llamamos un anillo trivial, que
es un conjunto con un solo elemento; mas frecuentemente trataremos con
anillos no triviales.

Los anillos presentan propiedades interesantes que tienen lugar debido
a la interaccién de las dos operaciones:

VaieR:a-0=0=0-a
Va,b € R:(—a)-b=—(a-b) =a(-b) leyes de los signos.

Un morfismo de anillos es una funcién que preserva las dos operaciones
binarias, y en el caso de anillos unitarios que preserve el neutro del
producto. Un isomorfismo es un morfismo que tiene morfismo inverso.

La caracteristica de un anillo asociativo unital (R, +,,0,1), denotada
car(R) es el orden de su unidad, esto es el minimo ntimero natural # tal que
sumando 1 n veces da 0: 1+ ... +1 = 0, si no existe tal nimero decimos
que su orden es o (0 0 segtin gustos).

Ahora algunas estructuras algebraicas relacionadas, aqui estaremos
requiriendo que el anillo sea asociativo para hacer més sencillas las defini-
ciones. En un anillo R, dos elementos a # 0y b # 0 se dice que son
divisores de cero si a-b = 0 = b-a. Un dominio entero es un anillo
asociativo unitario no trivial conmutativo sin divisores de cero. Una
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equivalencia de que un anillo asociativo unitario no trivial conmuta-
tivo K no tenga divisores de cero es que cumpla la ley de cancelacién:
VYa,b,cc K: a-b=a-cya#0,implican que b = c.

Un anillo con divisién es un anillo asociativo unital (R,+,-,0,1) en
el que cada elemento r € R — {0} tiene inverso para la operacién -, i.
e. existe 1. Esta propiedad aunada a la conmutatividad del producto
implican la ley de cancelacion y asi todo anillo con divisién conmutativo
es un dominio entero, y un campo es un anillo con divisién conmutativo.

Dado un anillo asociativo unitario R, un R-médulo o médulo sobre R
es un grupo conmutativo M con una funcién R x M — M, denotada
yuxtaponiendo pares: (A,a) — Aa, que es una accién del anillo sobre el
grupo, esto es, cumple, Vk,A € Ry Va,b € M:

Ala+b) =Aa+Ab distributividad sobre la operacién del grupo
(k+A)a=xa+Aa  distributividad sobre la suma de escalares
(kA)a = x(Aa) asociatividad de la accién por escalares

la=a accion neutral del neutro multiplicativo.

De las primeras dos propiedades se sigue que fijando A € Rya € M,
se tiene las restricciones M = {A\} x M — My R = Rx {a} — M
preservan la suma (son morfismos aditivos), y al ser las sumas respectivas
parte de un grupo, esto implica que también preservan neutros e inversos
de dicha operaciéon: A0 =0, A(—a) = —(Aa), y0a =0, (—A)a = —(Aa).

A los elementos de M les llamamos vectores, y a los de R, escalares. De
acuerdo a la notacién que se use, puede que el neutro aditivo de R y el
de M los denotemos ambos mediante 0, con lo cual el contexto despejara
ambigiiedades, si se refiere a un vector o un escalar.

Un morfismo de R-médulos es una funcién f : M — N que preserva
sumas y escalares:

fla+b)=f(a)+f(b),  f(Aa) = Af(a).

Son conocidos comtinmente como transformaciones R-lineales. Dichos
requerimientos equivalen al requerimiento que Va,b € M VA € R: f(Aa+
b) = Af(a) + f(b). Como cabe esperar, un isomorfismo es un morfismo
para el cual existe un morfismo inverso. Cabe mencionar que ademads de la
coherencia de tratar con funciones que respeten las estructuras algebraicas
en cuestion, esto nos permite situar nuestra presentacion en el contexto de
la teoria de categorias.
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ALGEBRA LINEAL Y GRUPOS DE MORFISMOS
CLASICOS

Siguiendo la ténica del apéndice anterior aqui recordamos las definiciones
concernientes a esta importante rama de la matematica: el algebra lineal.
Para esto nos inspiramos en Mac Lane y Birkhoff (1999) y para algunos
detalles en Lluis-Puebla (2008), en ambos pueden consultarse los resul-
tados «clasicos» de esta drea. Un K-espacio vectorial es un K-modulo,
siendo K un campo. Un K-subespacio vectorial de un K-espacio vectorial
V es un subconjunto U tal que al considerar las restricciones de la suma
y la accién por escalares (sobre todo K) de V en U, resulta que U es un
KK-espacio vectorial. Podemos definir el espacio vectorial producto finito
de espacios vectoriales {V; : i € {1,..,7}}, conr € N* yr > 1, como el
producto cartesiano IT/_,V; con las operaciones definidas coordenada a
coordenada; la notacién V; x ... X V, también es usual, y para un mismo
espacio V' = V x ... x V. Dado un espacio vectorial V y un conjunto
de subespacios vectoriales de este, {U; C V :i € {1,..,r}}, definimos el
espacio vectorial suma de estos como

;:1 U, = {U eV:3u € Uy,...,u, € U,»(ZJ = Zle Mi)} cv

con las restricciones de las operaciones de V; la notacién Vi 4 ... +V,
también es usual; cuando la expresion es tnica, es decir, para cada
v € Y ;U existen tnicos u; € U; tales que v = Y;_; u;, se dice que
se tiene una suma directa, denotada U; @ ... ® U,, esto equivale a que para
todos € {2,3,...,r}, se cumpla que (;_; U; = {0}. Los morfismos de espa-
cios vectoriales son las transformaciones K-lineales; una funcién m-lineal
(m € NV), es una funcién IT" | V; — W entre un producto de espacios
y un espacio que es lineal en cada entrada: hay bilineales, trilineales,
etcétera. Nota: Todas estas definiciones tienen su version para cardinali-
dad arbitraria, pero nos basta el caso finito. Mds definiciones: sea V un
KK-espacio vectorial y un conjunto finito de vectores X = {v1, ..., v} CV,
decimos que a un subespacio U de V es generado por X cuando cada
vector u € U se puede expresar como una combinacién lineal de los vec-
tores en dicho conjunto: u = Aoy + ... + A, vy, con ciertos Aq, ..., A, € K
(otra manera de decir esto es que X genera el espacio vectorial U); el
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conjunto es linealmente independiente cuando cada vector del espacio
generado por este conjunto se expresa como una tinica combinacién lin-
eal de los elementos de éste, lo cual equivale a que para cada coleccion
M,y Ay €K, 81 Ao + ... + A0, = 0, entonces Ay = ... = A, = 0. Una
base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores que genera al
espacio y es linealmente independiente. Todo espacio vectorial tiene al
menos una base. La dimensién de un espacio vectorial V es la cardinali-
dad de alguna base de dicho espacio; la dimensién es un invariante, en
el sentido de que cualquier otra base del espacio vectorial dado tiene la
misma cardinalidad, la denotamos como dim (V). Para el caso de dimen-
sién finita tenemos que si dim(V) = n, entonces V = K"; asi tenemos la
base canénica {e; = (0, ...,1,...,0)}, siendo cada ¢; una n-ada con ceros en
todas sus coordenadas, excepto en la i-ésima, la cual es 1.

El estudio de las funciones lineales va de la mano con el de las ma-
trices: dados dos K-espacios vectoriales U y V, siendo dim(U) = m,
dim(V) = n € N" y considerando bases respectivamente {uy, ..., uy, } C U
y {v1,..,vn} C V, podemos asociar a una funcién K-lineal t : U — V,
una matriz T € M, ,(K) con respecto a dichas bases, a saber, cada
tHu;) = 27:1 a;jv; para ciertos a;; € KK, asi tomamos T = (a;;); con esto la
funcién puede expresarse como t(u) = Tu, considerando al vector u como
una matriz m x 1 columna. Con esto también resulta evidente que las
matrices pueden servirnos para difinir funciones lineales.

Las matrices también nos dan otra perspectiva para las formas bilineales.
Sea V un K-espacio vectorial, {b, ...,b,} una base para aquel, y a : V x
V — K una forma bilineal. (Aqui seguimos a Artin (1957)) Notamos que
los 12 valores que toma la forma bilineal para los basicos «(b;, b]-) =a; €K,
1 < i,j < n, definen todos los valores de la forma bilineal, pues para
u=y, ub,v= 2;7:1 vib; € V (u;,0; € K), por la bilinealidad tenemos
que

n

a(u,v) = E Zuiv]-(x(bi,bj) = Z Euivjﬂij-

n
i=1j=1 i=1j=1

Asi, definimos la matriz A cuyas entradas son 4;;, siendo i la posicion en
las filas y j en las columnas. Por otro lado, los vectores v € V son matrices
de 1 x n, entonces podemos expresar la forma bilineal como el producto
de matrices

a(u,v) = u' Ao,

donde u' es el transpuesto de u: (u');; = uj;. Ahora, consideremos otro
espacio vectorial W con una forma bilineal que denotamos B, y considere-
mos una isometria entre estos i : V. — W y la matriz, H, asociada a ésta
con respecto a ciertas bases de V 'y W y también consideremos las matrices
asociadas a las formas bilineales con respecto a esas mismas bases para
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V' y W, digamos A y B, respectivamente, entonces la condicién de ser
isometria implica que

u'H'BHv = (Hu)'B(Hv) = (h(u),h(v))w = (u,v) = u' Ao,

es decir, H'BH = A; y para el caso de isometrias sobre el mismo espacio
V — V, tenemos que H'AH = A (que es la relacion de cambio de
bases, pues un isomorfismo V — V no es méas que un cambio de base).
Hasta aqui nada nos asegura que a(u,v) = u'Av = 0 implique que
a(v,u) = o' Au = 0, esto no impide definir una nocién de ortogonalidad
«homogénea», para solucionarlo tenemos dos opciones: i) Definir una
geometria simpléctica: asumir que para todo u € V se tiene que a(u,u) =0
y por tanto a(u,v) = —a(v,u), en particular a(u,v) = 0 implica que
a(v,u) = —0 = 0; o ii) Definir una geometria ortogonal: asumir que
a(u,v) = a(v,u), i. e. que es una forma simétrica. El mismo nombre ya
nos adelant6 lo que vamos a definir a continuacién, asumiendo que « es
simétrica, definimos el grupo ortogonal generalizado como

O(V,a) = {H € Myxn(K) : HHAH = A},

mismo que representa a las isometrias V. — V y justifica el nombre,
pues éstas preservan la ortogonalidad definida mediante la forma bilineal
(u,v) = 0; es también el grupo de simetrias que define la «geometria» del
espacio, y decimos que es un grupo porque en efecto lo es considerando
la composicién, o en este caso, el producto de matrices como operacién de
grupo y matriz identidad el neutro. Cabe mencionar que en vez de partir
de una forma bilineal simétrica podemos partir de una forma cuadratica
q:V — V, considerar su forma bilineal asociada (, ), y usar esta tltima;
ambos enfoques coinciden cuando car(IK) # 2. Notemos que la relaciéon
H'AH = A implica que

det(A) = det(H'AH = A)

= det(H") det(A) det(H)
— det(H) det(A) det(H) = det(H)?det(A),

es decir, det(H) = +1, entonces podemos definir el grupo ortogonal
especial generalizado como

SO(V,a) = {H € Myxn(K) : HHAH = Ay det(H) =1},

que representa a las isometrias que preservan la «orientaciéon»; también
llamado grupo de rotaciones generalizadas, pues para los casos n = 2,3
corresponde a las isometrias que podemos considerar como rotaciones
comunes. Hemos usado el adjetivo «generalizado» pues estas definiciones
se hicieron considerando espacios sobre IR con el producto interno estandar
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siendo la forma bilineal simétrica, para la cual su matriz asociada a la
base canonica es la matriz identidad I,,; siendo dim(V)) = n, en este caso
tenemos que H'H = H'I,H = I, (lo cual sirve para definir a una matriz
ortogonal, como aquella que cumple dicha relacién), entonces tenemos los
grupos clasicos:

O(n) = {H € Myx,(R) : H'H = I,,},

SO(n) = {H € Myxn(R) : H'H = I, y det(H) = 1}.

Finalmente, podemos consideramos espacios vectoriales sobre C con el
producto interior estindar para estos, que es una forma sesquilineal (en
vez de bilineal, lineal en la primera entrada y lineal conjuga en la segunda:
f(x1a +12b) = x1f(a) + x5 f(b), para k1, kp € C), definida positiva. Los
correspondientes grupos de matrices son llamados grupos unitarios y para
definirlos se requiere la nocién correspondiente: una matriz M € M, (C)
es unitaria cuando M*M = I, € M;x,(C), donde M*' es la matriz
conjugada transpuesta que involucra a la involucién (también llamada
conjugacién compleja), siendo (M*);; = M.

U(n) = {H € Myxx(C) : H'H = I},

SU(n) = {H € Myxn(C) : H'H = I,, y det(H) = 1}.
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