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Introducción v

Introducción
Un continuo es un espacio topológico métrico, compacto, conexo y con más de

un punto. Los hiperespacios de un continuo X son ciertas familias de subconjuntos
de X con alguna característica particular. Algunos de los hiperespacios más estudia-
dos son:

2X = {A ⊆ X : A es cerrado y no vacío},

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos},

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}.

Los hiperespacios Cn(X) y Fn(X) han sido ampliamente estudiados por varios
autores. Estas investigaciones han tenido diferentes direcciones, por ejemplo, se
han encontrado resultados que permiten conocer mejor la estructura de estos
hiperespacios a partir de las propiedades del continuo que los determina. Un
ejemplo de esto es que en el estudio de estos hiperespacios es útil saber si éstos
contienen celdas o cubos de Hilbert. Se conoce que el hiperespacio C(X) contiene
n-celdas si y sólo si X contiene n-odos ([10]). Se conoce también que Cn(X) es
un cubo de Hilbert si y sólo si X es localmente conexo sin arcos libres. Estos
hiperespacios también han sido utilizados en el estudio de funciones inducidas, ya
sea considerando los hiperespacios de manera separada, o cocientes combinándolos,
por ejemplo, las suspensiones Cn(X)/C(X), Fn(X)/F1(X) o Cn(X)/Fn(X).

Otra manera de combinar estos hiperespacios es considerar hiperespacios de
hiperespacios. Una observación interesante a este respecto es que si consideramos
los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)) para alguna n ≥ 2, éstos son similares en
el siguiente sentido. En cuanto al hiperespacio Cn(X), estamos considerando la
colección de cerrados de X con a lo más n componentes y en cuanto a Fn(C(X)),
estamos considerando conjuntos de subcontinuos de X con a lo más n elementos.
Si consideramos E1, ..., En elementos disjuntos dos a dos de C(X), las vecindades
pequeñas del elemento E1 ∪ ... ∪ En en Cn(X) son homeomorfas a vecindades
pequeñas del elemento {E1, ..., En} en Fn(C(X)). De tal manera que un primer
acercamiento para un posible homeomorfismo entre Fn(C(X)) y Cn(X) es la
función unión ⋃

: Fn(C(X)) → Cn(X).

Sin embargo, esta función no es inyectiva, porque el subcontinuo X puede ser
representado de muchas maneras diferentes como unión de n subcontinuos de X.
De hecho, si un subcontinuo no degenerado C de X es expresado como unión de
dos subcontinuos E1, E2 de X, entonces E1 ∩ E2 ̸= ∅.

De este análisis surge la pregunta que es la motivación principal de este trabajo:
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¿Bajo qué condiciones sobre un continuo X y sobre n ≥ 2, se tiene
que los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)) son homeomorfos?

Se sabe que los hiperespacios C([0, 1]) y C(S1) son ambos homeomorfos a
[0, 1]2, donde S1 es la circunferencia unitaria. Por tanto, F2([0, 1]2) es homeomorfo a
F2(C([0, 1])) y a F2(C(S1)). Por otro lado, en [16], R. Molski mostró que F2([0, 1]2)
es homeomorfo a [0, 1]4. En [13] se muestra el resultado de Schori que dice que
C2([0, 1]) es homeomorfo a [0, 1]4. Por tanto, tenemos que F2(C([0, 1])) es homeo-
morfo a C2([0, 1]). Sin embargo, en [13], A. Illanes mostró que C2([0, 1]) no es
homeomorfo a C2(S1). Más aún, en [9] mostró que C2(S1) es homeomorfo al cono
sobre un toro sólido. Por tanto, C2(S1) no es homeomorfo a F2(C(S1)).

Entonces cuando X es el intervalo, los hiperespacios C2(X) y F2(C(X)) son
homeomorfos, pero cuando X es la circunferencia, los hiperespacios no lo son.

Sean F la familia de continuos localmente conexos sin arcos libres y Q el
cubo de Hilbert. Como mencionamos anteriormente, si X ∈ F , entonces Cn(X) es
homeomorfo a Q. Por lo tanto, F es una familia grande de continuos que cumple lo
siguiente: Para toda X ∈ F , los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)) son homeomorfos
a Q.

En este trabajo probamos que para toda gráfica finita G diferente del intervalo
y la circunferencia, el hiperespacio Fn(C(G)) no es homeomorfo a Cn(G). También
probamos que lo mismo sucede cuando en lugar de tomar una gráfica finita,
consideramos un continuo que contiene subcontinuos terminales.

También exhibimos dos abanicos no localmente conexos (el armónico y el de
Cantor) para los cuales los hiperespacios Fn(C(X)) y Cn(X) no son homeomorfos
y probamos que para el abanico localmente conexo conocido como Fω, se cumple
que F2(C(Fω)) y C2(Fω) son homeomorfos.

Gracias al trabajo de D. W. Curtis en [2], se sabe que para algunas compacta-
ciones especiales de un rayo, existe una retracción de C2(X) a C(X). En este
trabajo mostramos que para dos de las compactaciones abordadas en [2], también
se puede retraer el hiperespacio F2(C(X)) en C(X).

Finalmente, mostramos que en cuanto a la labor de diferenciar a los hiperespa-
cios Fn(C(X)) y Cn(X), la propiedad de contractibilidad no es un buen discriminan-
te, pues demostramos que para todo continuo X y para todo n ≥ 2, el hecho de
que Cn(X) sea contráctil es equivalente a que Fn(C(X)) sea contráctil.



CAPÍTULO 1
Preliminares

En este capítulo incluimos (y/o recordamos) algunos resultados generales de
topología e hiperespacios que nos ayudarán a desarrollar los temas centrales de
este trabajo.

Lema 1. Sea f : X → Y una función entre espacios métricos. Entonces f es
continua en un punto p ∈ X si y sólo si dada una sucesión {pn}n∈N en X tal
que ĺım pn = p, tenemos que existe una subsucesión {pnk

}k∈N de {pn}n∈N tal que
ĺım f(pnk

) = f(p).

Demostración. (⇒) Supongamos que f es continua en p. Sea {pn}n∈N una sucesión
tal que ĺım pn = p, entonces ĺım f(pn) = f(p). Entonces para cualquier subsucesión
{pnk

}k∈N de {pn}n∈N, tenemos que ĺımk→∞ f(pnk
) = f(p).

(⇐) Demostraremos esta implicación por contrapositiva. Supongamos que f
no es continua en p. Entonces existe ε > 0 tal que para δ > 0 existe q ∈ X tal que
d(p, q) < δ y d(f(p), f(q)) ≥ ε.

Sea ε > 0. Para cada n ∈ N, tomamos pn ∈ X tal que d(pn, p) < 1
n

y
d(f(pn), f(p)) ≥ ε. Con esto construimos una sucesión {pn}n∈N tal que ĺım pn = p
pero d(f(pn), f(p)) ≥ ε para cada n ∈ N. Por lo tanto, ninguna subsucesión de
{pnk

}k∈N cumple que ĺımk→∞ f(pnk
) = f(p).

Lema 2. Sea X un continuo. Si A ∈ 2X y U es un subconjunto abierto de X tal
que A ⊆ U . Entonces existe ε > 0 tal que N(ε, A) ⊆ U .

Demostración. Si U = X, por definición, para cualquier ε > 0, N(ε, A) ⊆ X = U .
Supongamos entonces que U ̸= X. Como A ⊆ U , tenemos que A ∩ (X \ U) = ∅.
Como A y X \ U son subconjuntos cerrados de X y X es compacto, entonces A y
X\U son compactos y no vacíos. Por lo tanto, H(A, X\U) > 0. Sea ε = H(A,X\U)

2 y
veamos que N(ε, A) ⊆ U . Si p ∈ N(ε, A), entonces existe a ∈ A tal que d(a, p) < ε.
Entonces p ∈ B(ε, a). Si p ∈ X \ U , entonces H(A, X \ U) ≤ d(a, p). Entonces,
H(A, X \ U) < ε, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, p ∈ U .

1
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Lema 3. Sea X un continuo. Para toda n ≥ 2 se tiene que si U1, ..., Un son
abiertos no vacíos y disjuntos dos a dos de X, entonces el vietórico ⟨U1, ...Un⟩Fn(X)
es homeomorfo a U1 × ... × Un.

Demostración. Como U1, ..., Un son ajenos dos a dos, cualquier elemento A del
vietórico ⟨U1, ..., Un⟩Fn(X) es un conjunto de n elementos distintos p1, ..., pn tales
que pi ∈ Ui para cada i ∈ {1, ..., n}. Consideremos la función h : ⟨U1, ..., Un⟩Fn(X) →
U1 × ... × Un tal que a cada elemento {p1, ..., pn} ∈ ⟨U1, ..., Un⟩Fn(X) le asigna la
n-ada ordenada ⟨p1, ..., pn⟩ en el producto U1 × ... × Un.

Sean {p1, ..., pn} y {q1, ..., qn} dos elementos del vietórico ⟨U1, ..., Un⟩Fn(X) tales
que pi, qi ∈ Ui para toda i ∈ {1, ..., n} y

h({p1, ..., pn}) = ⟨p1, ..., pn⟩ = ⟨q1, ..., qn⟩ = h({q1, ..., qn}).

Como las n-adas ordenadas son iguales, entonces pi = qi para toda i ∈ {1, ..., n}.
Por lo tanto, {p1, ..., pn} = {q1, ..., qn}, es decir, h es inyectiva.

Si consideramos un elemento ⟨p1, ..., pn⟩ del producto U1 × ...×Un, es claro que
h({p1, ..., pn}) = ⟨p1, ..., pn⟩. Por tanto, h es suprayectiva.

Falta mostrar que tanto h como h−1 son continuas.
Si consideramos un abierto básico V1 × ... × Vn del producto U1 × ... × Un

tenemos que h−1[V1 × ... × Vn] = ⟨V1, ..., Vn⟩Fn(X) ⊆ ⟨U1, ..., Un⟩Fn(X). Por lo tanto,
h es continua.

Por otro lado, si consideramos V1, ..., Vn abiertos de X tales que Vi ⊆ Ui para
toda i ∈ {1, ..., n}, tenemos que h[⟨V1, ..., Vn⟩F (X)] = V1 × ... × Vn es un abierto del
producto U1 × ... × Un. Por tanto, h−1 es continua.

Lema 4. Sea X un continuo. Definimos la función unión ⋃ : 22X → 2X dada por⋃(A) = ⋃{A ⊆ X : A ∈ A}. Entonces:

1. la función ⋃ está bien definida, es decir, ⋃(A) ∈ 2X ,

2. ⋃ : 22X → 2X es una función continua.

Demostración. Para el probar el primer punto tenemos que demostrar que ⋃(A) ̸=
∅ y que ⋃(A) es cerrado en X.

Como A ̸= ∅, tomamos A0 ∈ A. Como A ⊆ 2X , se tiene que A0 ∈ 2X . Por
tanto, A0 ̸= ∅ y A0 ⊆ ⋃{A : A ∈ A} = ⋃(A). Por lo tanto, ⋃(A) ̸= ∅.

Por otro lado, si p ∈ cl(⋃(A)), entonces existe una sucesión {pn}n∈N en ⋃(A)
que converge a p. Entonces para cada n ∈ N, existe An ∈ A tal que pn ∈ An. Como
A es cerrado en 2X , se tiene que A es compacto. Entonces existe una subsucesión
{Ank

}k∈N de {An}n∈N que converge a A para algún A ∈ A. Entonces p ∈ A por lo
que p ∈ ⋃{A ⊆ X : A ∈ A} = ⋃(A) y entonces ⋃(A) es un conjunto cerrado en
X. Por lo tanto, ⋃(A) ∈ 2X .
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Ahora probaremos que la función ⋃ es continua.
Sean A ∈ 22X y ε > 0. Supongamos que C ∈ B(ε, A), es decir, H(C, A) < ε.

Así, A ⊆ N(ε, C) y C ⊆ N(ε, A). Veremos que ⋃(A) ⊆ N(ε,
⋃(C)).

Sea p ∈ ⋃(A), entonces existe A ∈ A tal que p ∈ A. Como A ∈ N(ε, C),
existe C ∈ C tal que H(A, C) < ε. Dado que A ⊆ N(ε, C) existe q ∈ C tal
que d(p, q) < ε. Entonces q ∈ ⋃(C) y d(p, q) < ε. Así, p ∈ N(ε,

⋃(C)). Por lo
tanto, ⋃(A) ⊆ N(ε,

⋃(C)). Análogamente podemos ver que ⋃(C) ⊆ N(ε,
⋃(A)).

Por lo tanto, H(⋃(A),⋃(C)) < ε. Con esto queda demostrado que ⋃ es continua
en A.

Definición 5. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función continua. Definimos
2f : 2X → 2Y , la función inducida entre los hiperespacios 2X y 2Y , por 2f (A) =
f(A) (la imagen de A bajo f) para cada A ∈ 2X .

Teorema 6. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función continua. Entonces
2f es continua.

Demostración. Si V1, ..., Vn son abiertos no vacíos de Y , entonces

⟨V1, ..., Vn⟩2Y = ⟨V1 ∪ ... ∪ Vn⟩2Y ∩ ⟨Y, V1⟩2Y ∩ ... ∩ ⟨Y, Vn⟩2Y .

Entonces la colección

C = {⟨V ⟩2Y : V es abierto en Y } ∪ {⟨Y, V ⟩2Y : V es abierto en Y }

es una subbase para la topología de Vietoris en 2Y . Para probar que 2f es continua,
basta probar que la imagen inversa de los elementos de C bajo 2f son abiertos en
2X .

Sea V un abierto no vacío de Y . Primero mostraremos que (2f )−1(⟨V ⟩2Y ) =
⟨f−1(V )⟩2X . Sea A ∈ (2f )−1(⟨V ⟩2Y ) (la imagen inversa del vietórico ⟨V ⟩2Y bajo
2f ). Entonces 2f (A) ∈ ⟨V ⟩2Y , por lo que f(A) ⊆ V (la imagen de A bajo f). Por
lo tanto, A ⊆ f−1(f(A)) ⊆ f−1(V ), por lo que A ∈ ⟨f−1(V )⟩2X . Por otro lado, si
A ∈ ⟨f−1(V )⟩2X , entonces A ⊆ f−1(V ) y f(A) ⊆ V . Por lo tanto, 2f (A) ∈ ⟨V ⟩2Y

y A ∈ (2f )−1(⟨V ⟩2Y ).
Ahora mostraremos que (2f )−1(⟨Y, V ⟩2Y ) = ⟨X, f−1(V )⟩2X . Supongamos que

A ∈ (2f )−1(⟨Y, V ⟩2Y ), entonces 2f (A) ∈ ⟨Y, V ⟩2Y . De la definición del vietórico,
tenemos que f(A)∩V ̸= ∅. Entonces A∩f−1(V ) ̸= ∅, por lo que A ∈ ⟨X, f−1(V )⟩2X .
Por otro lado, si A ∈ ⟨X, f−1(V )⟩2X , entonces A ∩ f−1(V ) ̸= ∅, por lo que f(A) ∩
V ̸= ∅. Por lo tanto, 2f (A) ∈ ⟨Y, V ⟩2Y , por lo que A ∈ (2f )−1(⟨Y, V ⟩2Y ).

Corolario 7. Sean X y Y continuos. Si f : X → Y es un homeomorfismo,
entonces 2f : 2X → 2Y es un homeomorfismo.
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Demostración. Por el Teorema 6 aplicado a las funciones f y f−1, tenemos que
2f es continua y la función (2f )−1 : 2Y → 2X dada por (2f )−1(A) = 2(f−1)(A) =
f−1(A) (la imagen de A bajo f−1) es continua. Finalmente, tenemos que (2f )−1 ◦
2f (A) = f−1(f [A]) = A y 2f ◦ (2f )−1(B) = f(f−1[B])) = B, pues f es biyectiva.
Por lo tanto, (2f ) ◦ (2f )−1 = Id2Y y (2f )−1 ◦ (2f ) = Id2X . Como (2f )−1 es la
inversa de 2f , hemos mostrado que 2f es biyectiva, continua y su inversa también
es continua.

Definición 8. Sean n ∈ N, X y Y continuos y f : X → Y una función continua.
Definimos Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y ) y la función inducida entre los hiperespacios
Cn(X) y Cn(Y ), por Cn(f) = 2f |Cn(X).

Definimos Fn(f) : Fn(X) → Fn(Y ) la función inducida entre los hiperespacios
Fn(X) y Fn(Y ), por Fn(f) = 2f |Fn(X).

Teorema 9. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función continua. Para
toda n ∈ N se cumple que si f es un homeomorfismo, entonces Cn(f) y Fn(f) son
homeomorfismos.

Demostración. Como f es homeomorfismo, por el Teorema 7, tenemos que 2f

es un homeomorfismo. Para toda n ∈ N, definimos las funciones (Cn(f))−1 =
(2f )−1|Cn(Y ) y (Fn(f))−1 = (2f )−1|Fn(Y ).

Tenemos que para cada n ∈ N, las funciones (Cn(f))−1 y (Fn(f))−1 son las
inversas de Cn(f) y de Fn(f) respectivamente. Por lo tanto, para cada n ∈ N, Cn(f)
y Fn(f) son biyectivas. Además, para cada n ∈ N, tenemos que las funciones Cn(f),
(Cn(f))−1, Fn(f) y (Fn(f))−1 son continuas pues son restricciones de funciones
continuas.

Lema 10. Sea X un continuo y sean U y V abiertos ajenos de X. Entonces
⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X) ⊆ C(X) × C(X) es homeomorfo a ⟨U, V ⟩C2(X) ⊆ C2(X).

Demostración. Sea h : ⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X) → ⟨U, V ⟩C2(X) la función dada por
h(⟨A, B⟩) = A ∪ B. Mostraremos que h es un homeomorfismo.

Como U ∩V = ∅, cualquier elemento F ∈ ⟨U, V ⟩C2(X) cumple que F = F1 ∪F2,
donde F1 ⊆ U y F2 ⊆ V . Definimos la función h−1 : ⟨U, V ⟩C2(X) → ⟨U⟩C(X) ×
⟨V ⟩C(X) dada por h−1(F1 ∪ F2) = ⟨F1, F2⟩. Tenemos que

h−1 ◦ h(⟨G1, G2⟩) = h−1(G1 ∪ G2) = ⟨G1, G2⟩

y
h ◦ h−1(F1 ∪ F2) = h(⟨F1, F2⟩) = F1 ∪ F2.

Por lo tanto, h−1 es la inversa de h y h es biyectiva.
Probaremos ahora que h es continua. Como U y V son abiertos ajenos de X,

entonces ⟨U⟩C(X) y ⟨V ⟩C(X) son abiertos ajenos de C(X). Por el Lema 3 tenemos
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que ⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X) es homeomorfo a ⟨⟨U⟩C(X), ⟨V ⟩C(X)⟩F2(C(X)) y la función
f : ⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X) → ⟨⟨U⟩C(X), ⟨V ⟩C(X)⟩F2(C(X)) dada por f(⟨A, B⟩) = {A, B}
es un homeomorfismo.

Por el Lema 4, la función ⋃ : 22X → 2X dada por ⋃(A) = ⋃{A ⊆ X : A ∈ A}
es continua. Sea ⟨A, B⟩ ∈ ⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X), entonces⋃

◦f(⟨A, B⟩) =
⋃

(f(⟨A, B⟩)) =
⋃

({A, B}) = A ∪ B = h(⟨A, B⟩).

Por lo tanto, h es continua al ser composición de funciones continuas.
Ahora mostraremos que h−1 es continua. Mostraremos que para todo ⟨F1, F2⟩ ∈

⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X) y toda vecindad básica U de ⟨F1, F2⟩, existe una vecindad V de
h(⟨F1, F2⟩) en ⟨U, V ⟩C2(X) tal que h−1[V ] ⊆ U .

Sea ⟨F1, F2⟩ ∈ ⟨U⟩C(X) × ⟨V ⟩C(X). Entonces F1 ⊆ U y F2 ⊆ V . Por el Lema 2,
existe ε1 > 0 tal que N(ε1, F1) ⊆ U y N(ε1, F2) ⊆ V . Sean 0 < ε < ε1

2 y δ = ε
2 .

Definimos U = BC(X)(ε, F1) × BC(X)(ε, F2) y V = BC2(X)(δ, F1 ∪ F2). Veamos que
h−1[V ] ⊆ U .

Sea G ∈ V . Como HC2(X)(G, F1 ∪ F2) < δ, entonces

G ⊆ N(δ, F1 ∪ F2) = N(δ, F1) ∪ N(δ, F2).

Supongamos que G ⊆ N(δ, F1). Como U ∩ V = ∅, N(δ, F1) ⊆ N(ε, F1) ⊆
U y N(δ, F2) ⊆ N(ε, F2) ⊆ V , entonces F2 ⊈ N(δ, G). Esto contradice que
HC2(X)(G, F1 ∪ F2) < δ. Por lo tanto, G ⊈ N(δ, F1). Análogamente, tenemos que
G ⊈ N(δ, F2). Por lo tanto, G = G1∪G2, G1 ⊆ N(δ, F1) ⊆ U y G2 ⊆ N(δ, F2) ⊆ V .

Como G1 ⊆ N(δ, F1) y G2 ⊆ N(δ, F2), entonces

N(δ, G1) ⊆ N(δ, cl(N(δ, F1))) = N

(
ε

2 , cl

(
N

(
ε

2 , F1

)))
⊆ N(ε, F1) ⊆ U,

y

N(δ, G2) ⊆ N(δ, cl(N(δ, F2))) = N

(
ε

2 , cl

(
N

(
ε

2 , F2

)))
⊆ N(ε, F2) ⊆ V,

Además, F1∪F2 ⊆ N(δ, G1∪G2) = N(δ, G1)∪N(δ, G2), esto porque HC2(X)(F1∪
F2, G) < δ. Como N(δ, F1) ⊆ U , N(δ, G1) ⊆ U , N(δ, F2) ⊆ V , N(δ, G2) ⊆ V y
U ∩ V = ∅, entonces F1 ⊆ N(δ, G1) y F2 ⊆ N(δ, G2).

Por lo tanto, H(F1, G1) < ε y H(F2, G2) < ε, es decir, G1 ∈ BC(X)(ε, F1) y
G2 ∈ BC(X)(ε, F2). Concluimos entones que

h−1(G) = h−1(G1 ∪ G2) = (G1, G2) ∈ BC(X)(ε, F1) × BC(X)(ε, F2) = U .
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Lema 11. Sean X un continuo, n ≥ 2, F ∈ Cn(X) \ Cn−1(X) y F1, ..., Fn

las distintas componentes de F . Entonces existe ε > 0 tal que para todo G ∈
BCn(X)(ε, F ), G cumple las siguientes propiedades:

1. G ∈ Cn(X) \ Cn−1(X),

2. para toda i ∈ {1, ..., n}, existe una componente Gi tal que H(Fi, Gi) < ε,

3. para cualesquiera i ̸= j, N(ε, Fi) ∩ N(ε, Fj) = ∅ y N(ε, Gi) ∩ N(ε, Gj) = ∅.

Demostración. Sea F = F1 ∪ ...∪Fn ∈ Cn(X)\Cn−1(X). Si i, j ∈ {1, , , .n} y i ̸= j,
entonces Fi ∩ Fj = ∅. Entonces existen abiertos disjuntos dos a dos U1, ..., Un de
X tales que Fi ∈ Ui para cada i ∈ {1, ..., n}. Por el Lema 2, existe ε1 > 0 tal que
N(ε1, Fi) ⊆ Ui para cada i ∈ {1, ..., n}.

Sean 0 < ε < ε1
2 y G ∈ BCn(X)(ε, F ). Como HCn(X)(F, G) < ε, entonces G ⊆

N(ε, F ) = N(ε, F1) ∪ ... ∪ N(ε, Fn). Como para toda i ∈ {1, ..., n}, N(ε, Fi) ⊆ Ui

y U1, ..., Un son ajenos dos a dos, entonces G ∈ Cn(X) \ Cn−1(X). Además, G =
G1 ∪ ...Gn, donde G1, ..., Gn son las distintas componentes de G y Gi ⊆ N(ε, Fi)
para cada i ∈ {1, ..., n}.

Entonces para toda i ∈ {1, ..., n}, tenemos que

N(ε, Gi) ⊆ N(ε, cl(N(ε, Fi))) ⊆ N

(
ε1

2 , cl(N(ε, Fi))
)

⊆ N(ε1, Fi) ⊆ Ui.

Además, F1 ∪ ... ∪ Fn ⊆ N(ε, G1 ∪ ... ∪ Gn) ⊆ N(ε, G1) ∪ ... ∪ N(ε, Gn), pues
HCn(X)(F1 ∪ ... ∪ Fn, G) < ε. Como para todo i ∈ {1, ..., n}, N(ε, Fi) ⊆ Ui y
U1, ..., Un son ajenos dos a dos, entonces Fi ⊆ N(ε, Gi) para cada i ∈ {1, ..., n}.
Por lo tanto, H(F1, G1), ..., H(Fn, Gn) son menores que ε.



CAPÍTULO 2
Conexidad en pequeño en los hiperespacios

Cn(X) y Fn(C(X))

En este capítulo recopilamos algunos resultados relacionados a la conexidad en
pequeño en los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)).

J. T. Goodykoontz en [6] abordó la conexidad local en el hiperespacio C(X).
Por otra parte, en [1], J. J. Charatonik y A. Illanes abordaron distintas variantes
del concepto de conexidad local en distintos hiperespacios, en particular, en los
hiperespacios Cn(X) y Fn(X). A lo largo de esta sección haremos uso de algunos
resultados de [6] y de [1] para estudiar la conexidad en pequeño en los hiperespacios
C2(X) y F2(C(X)).

La siguiente es la definición de un espacio localmente conexo que aparece en
[1] que para nosotros es la definición de un espacio conexo en pequeño.

Definición 12. Un espacio X es conexo en pequeño en un punto p de X si
y sólo si para cada subconjunto abierto U de X tal que p ∈ U , se tiene que p es
punto interior de la componente de U que tiene a p.

A continuación presentamos el Teorema 2 de [6].

Teorema 13. Sean X un continuo y A ∈ C(X), entonces C(X) es conexo
en pequeño en A si y sólo si para cada abierto U de X que contiene a A, los
elementos de cada sucesión de continuos contenidos en U que converge a A están
eventualmente contenidos en la componente de U a la que A pertenece.

Lema 14. Sean X un continuo, A ∈ C(X) y p ∈ A. Si X es conexo en pequeño
en p, entonces C(X) es conexo en pequeño en A.

Demostración. De acuerdo al Teorema 13 tenemos que mostrar que si U es un
abierto de X que contiene a A, entonces los elementos de cada sucesión de continuos
contenidos en U que converge a A, están eventualmente contenidos en la componente
de U a la que A pertenece.

7



8 CAPÍTULO 2. CONEXIDAD EN PEQUEÑO

Sean U un subconjunto abierto de X tal que A ⊆ U y {Ai}i∈N una sucesión
de subcontinuos de X tales que Ai ⊆ U para cada i ∈ N y ĺım Ai = A. Como
X es conexo en pequeño en p, la componente K de U que tiene a p cumple que
p ∈ int(K). Como ĺım Ai = A, entonces existe una sucesión de puntos {pi}i∈N tal
que pi ∈ Ai para cada i ∈ N y ĺım pi = p. Como ĺım pi = p y p ∈ int(K), existe
N ∈ N tal que para todo i > N tenemos que pi ∈ int(K). Dada i > N tenemos
que Ai ∩int(K) ̸= ∅. Entonces Ai ∪K es conexo. Como Ai ⊆ U y K es componente
de U , entonces Ai ⊆ K. Por lo tanto, C(X) es conexo en pequeño en A.

A continuación presentamos versiones particulares de algunos resultados de [1].
En [1] los siguientes resultados están probados para espacios compactos y Hausdorff
y los particularizamos para continuos. El siguiente teorema es una particularización
del Teorema 2.12 de [1] y nos ofrece una forma de identificar a los elementos F
con exactamente dos componentes en los que el hiperespacio C2(X) es conexo en
pequeño a través de la conexidad en pequeño del hiperespacio C(X) en las distintas
componentes de F .

Teorema 15. Sean X un continuo, n ∈ N y A ∈ Cn(X) \ Cn−1(X) tales que
A1, ..., An son las componentes de A. Entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. Cn(X) es conexo en pequeño en A,

2. C(X) es conexo en pequeño en Ai para cada i ∈ {1, ..., n}.

El siguiente teorema se obtiene como una combinación del inciso (2.5.2) del
Teorema 2.5 de [1] y del inciso (1.1.1) del Teorema 1.1 de [1].

Teorema 16. Sea X un continuo y A ∈ C(X). Entonces el hiperespacio 2X es
conexo en pequeño en A si y sólo si para todo abierto U de X tal que A ⊆ U ,
existe un conexo V de X tal que A ⊆ int(V ) ⊆ V ⊆ U .

Teorema 17. Sean X un continuo, n ≥ 2 y A ∈ Cn−1(X). Entonces Cn(X) es
conexo en pequeño en A si y sólo si 2X es localmente conexo en cada una de las
componentes de A.

Teorema 18. Sean X un continuo, A ∈ C(X) y n ≥ 2. Entonces Cn(X) es conexo
en pequeño en A si y sólo si para todo subconjunto abierto U de X que contiene a
A existe un conjunto conexo V tal que A ⊆ intX(V ) ⊆ V ⊆ U .

El siguiente es una particularización del inciso (6.3.1) del Teorema 6.3 de [1]
y nos brinda una herramienta para determinar los elementos A en los que el
hiperespacio Fn(X) es conexo en pequeño, a través de la conexidad en pequeño
del continuo X en los elementos de A.
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Teorema 19. Sean X un continuo, n, r ∈ N con r ≤ n y A = {a1, ..., ar} ∈ Fn(X),
donde a1, ..., ar son diferentes entre sí. Entonces Fn(X) es conexo en pequeño A si
y sólo si X es conexo en pequeño en cada ai.
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CAPÍTULO 3
Gráficas finitas

En esta sección analizaremos los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)) para los
continuos llamados gráficas finitas.

Definición 20. Decimos que un continuo G es una gráfica finita si G es una
unión finita de arcos tal que cualesquiera dos de ellos cuya intersección no sea
vacía, sólo se intersectan en un punto que es extremo de ambos. A esos arcos les
llamaremos las aristas de G.

La gráfica finita más sencilla es un arco. Se sabe que el hiperespacio C([0, 1]) es
homeomorfo a [0, 1]2. Por lo tanto, F2(C([0, 1])) es homeomorfo a F2([0, 1]2). Por
otro lado, en el corolario del Teorema 1 de [16], R. Molski mostró que F2([0, 1]2)
es homeomorfo a [0, 1]4. En el Lema 2.2 de [13], se muestra el resultado de Schori
que dice que C2([0, 1]) es homeomorfo a [0, 1]4. Por tanto, tenemos que C2([0, 1])
y F2(C([0, 1])) son homeomorfos pues ambos son 4-celdas.

11
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Para analizar estos hiperespacios de gráficas finitas distintas del intervalo,
introduciremos algunos conceptos relacionados con las gráficas finitas.

Definición 21. Sea n ≥ 3. Una gráfica finita G es un n-odo si es la unión de n
arcos distintos A1, A2, ..., An tales que existe un punto v que es extremo de todos
ellos y {v} = Ai ∩ Aj si i ̸= j. Al punto v lo llamaremos vértice.

Sean G una gráfica finita, p ∈ G y n ∈ N. Decimos que n es el orden de
p si existe una vecindad cerrada de p que es un n-odo, de tal manera que p se
corresponde con el vértice del n-odo.

Diremos que el orden de p es 2 si existe una vecindad de p que es un arco, pero
p no es un extremo de ese arco.

Diremos que el orden de p es 1 si existe una vecindad de p que es un arco, y p
es un extremo de ese arco.

Denotaremos al orden de p como ord(p).
A los puntos de G de orden 1 les llamaremos puntos terminales de G.
A los puntos de G de orden 2 les llamaremos puntos ordinarios de G.
A los puntos de una gráfica G de orden mayor o igual a 3 les llamaremos

puntos de ramificación.
Denotaremos por R(G) al conjunto de puntos de ramificación de la gráfica G.

Ejemplo 22. Ejemplificamos esta definición en la siguiente gráfica G.

En la imagen están resaltados los puntos de ramificación de G, exhibiendo
vecindades de cada uno, las cuales son n-odos. El orden de p1 es 3, ya que tiene una
vecindad que es un 3-odo cuyo vértice es p1. El orden de p2 es cuatro, pues existe
una vecindad de p2 que es un 4-odo el cual tiene como vértice a p2. Procediendo
de esta manera tenemos que:
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ord(p3) = 5,

ord(p4) = 4,

ord(p5) = 3,

ord(p6) = 4,

ord(p7) = 3,

ord(p8) = 3.

Presentamos ahora un lema sencillo relacionado con los puntos de ramificación.
Éste afirma que para cualquier gráfica finita G, no homeomorfa a un arco, existe
un subcontinuo propio T de G que tiene a todos los puntos de ramificación de G.

Lema 23. Sea G una gráfica finita. Entonces existe un subcontinuo propio T de
G tal que R(G) ⊆ T .

Demostración. Si G es un arco o una circunferencia, entonces R(G) = ∅. En esos
casos consideramos p cualquier punto de G y definimos T = {p}. Entonces T es
un subcontinuo propio de G que contiene al conjunto de puntos de ramificación de
G.

Ahora analicemos el caso en el que G no es un arco ni una circunferencia.
Construiremos a T recursivamente. Lo primero que notamos es que R(G) ̸= ∅. Sea
p1 ∈ R(G). Si p1 es el único punto de ramificación, entonces hacemos T = {p1}.
Como p1 es punto de ramificación de G, entonces T es un subcontinuo propio de
G.

Si no, consideramos p2 ∈ R(G) \ {p1}. Sea T1 un arco de p2 a p1 en G. Si
R(G) ⊆ T1, entonces definimos T = T1. De modo que T1 es un subcontinuo propio
de G pues los extremos de T1 son puntos de ramificación de G.

De otra forma, sea p3 un punto de ramificación de G que no es elemento de T1.
Sea T2 un arco de p3 a p2 en G. Si R(G) ⊆ T1 ∪T2, entonces definimos T = T1 ∪T2.
p3 es un punto terminal de T y es punto de ramificación de G, por lo que T es un
subcontinuo propio de G.

Si no, entonces consideramos un punto de ramificación p4 de G que no es
elemento de T1 ∪ T2 y T3 un arco de p4 a p3 en G. Si R(G) ⊆ T1 ∪ T2 ∪ T3, entonces
definimos T = T1∪T2∪T3. Como p4 es punto terminal de T y punto de ramificación
de G, entonces T es subcontinuo propio de G. Si T contiene a todos los puntos de
ramificación de G ya terminamos.

Si no, continuamos recursivamente hasta agotar los puntos de ramificación de
G con lo que podemos obtener un subcontinuo T = T1 ∪ ... ∪ Tn de G que contiene
al conjunto de puntos de ramificación de G y un punto pn+1 que es punto terminal
de T y punto de ramificación de G, por lo que T es subcontinuo propio de G.
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Ahora introducimos el concepto de dimensión.

Definición 24. El conjunto vacío y sólo el conjunto vacío tiene dimensión −1.
Un espacio topológico X tiene dimensión menor o igual a n en un punto

p si p tiene vecindades arbitrariamente pequeñas cuyas fronteras tienen dimensión
menor o igual a n − 1.

El espacio X tiene dimensión menor o igual a n si X tiene dimensión
menor o igual a n en cada uno de sus puntos.

El espacio X tiene dimensión n en el punto p si X tiene dimensión menor
o igual a n en p y X no tiene dimensión menor o igual a n − 1 en p.

El espacio X tiene dimensión n si la dimensión de X es menor o igual a n
pero la dimensión no es menor o igual a n − 1.

El espacio X tiene dimensión infinita si la dimensión de X no es menor o
igual que ninguna n ≥ −1.

Denotaremos dimp[X] a la dimensión del espacio X en el punto p y dim(X) a
la dimensión de X.

A continuación citaremos algunos resultados de la Teoría de la Dimensión que
necesitaremos para probar el teorema principal de esta sección. Los presentaremos
sin demostración pero dando referencias pertinentes por si el lector quiere hacer
una consulta de las demostraciones de éstos. Es pertinente mencionar que algunos
de ellos no son para nada triviales.

El siguiente es el Teorema 1.2 de [20].

Teorema 25. Las nociones de que la dimensión de un espacio X en un punto p
sea menor o igual a n, igual a n o infinita y que la dimensión de un espacio sea
menor o igual a n, igual a n o que sea infinita son invariantes topológicos.

El siguiente es el Teorema III 1 de [8].

Teorema 26. Si la dimensión de X es menor o igual a n y A es un subespacio
de X, entonces la dimensión de A es menor o igual a n.

Lo que dice el siguiente resultado seguro que empata con la intuición. Éste es
el Teorema 9.5 de [20].

Teorema 27. Para todo n ∈ N, la dimensión de [0, 1]n es n.

Un resultado interesante es cómo se comporta la dimensión en el producto de
espacios. El siguiente es conocido como el Teorema del Producto en dimensión y
es el Teorema III 4 de [8].

Teorema 28. Sean A y B dos espacios tales que al menos uno de ellos es no
vacío. Entonces la dimensión del producto topológico de A y B es menor o igual
que la suma de las dimensiones de cada uno.
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En vista de este teorema, es natural preguntarse bajo qué condiciones se cumple
la ecuación logarítmica

dim(X × Y ) = dim(X) + dim(Y ).

Se sabe que la ecuación se cumple cuando uno de los espacios tiene dimensión 0.
Como consecuencia de los Teoremas 25 y 27 se tiene que en el caso en el que los
espacios sean celdas también se cumple la ecuación anterior.

Teorema 29. dim([0, 1]n × [0, 1]m) = dim([0, 1]n) + dim([0, 1]m).

Acompañados del concepto de dimensión, regresamos a las gráficas finitas para
exponer algunos resultados que nos permiten calcular la dimensión de algunos
hiperespacios de gráficas finitas.

R. Duda obtuvo una fórmula para calcular la dimensión del hiperespacio C(G)
en los elementos A de C(G) en 7.4 de [4].

Teorema 30. Si G es una gráfica finita y A ∈ C(G), entonces

dimA[C(G)] = 2 + Σp∈R(G)∩A(ord(p) − 2).

La lectura del artículo [4] es bastante complicada. Afortunadamente el resultado
anterior se encuentra expuesto de una manera más sencilla y más clara en el
capítulo 11 de [11]. Para ilustrar lo que dice este teorema, consideremos la gráfica
G del ejemplo anterior. En la siguiente imagen, se resalta un elemento A de C(G).

Tenemos que R(G)∩A = {p2, p3, p4, p6, p8}. Ahora para visualizar una vecindad
de A, nos preguntamos cómo son los elementos de C(X) cercanos al elemento A.
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Especificamente podemos extender un poco a A a partir de los puntos p2, p3, p4,
p6 y p8 sobre los arcos de la gráfica G que inciden en esos puntos. Como se muestra
en la imagen, tenemos 12 posibilidades para hacerlo. Tomando estos 12 caminos
para extender al elemento A, en una vecindad de A tendríamos una 12-celda, la
cual, como ya mencionamos, tiene dimensión 12.

Ahora usando el Teorema 30 para calcular la dimensión del hiperespacio C(X),
tenemos lo siguiente:

dimA[C(G)] = 2 + Σp∈(R(G)∩A)(ord(p) − 2).

Tomando en cuenta que R(G) ∩ A = {p2, p3, p4, p6, p8} y los órdenes en el
ejemplo 22 tenemos que

dimA[C(G)] = 2 + Σp∈{p2,p3,p4,p6,p8}(ord(p) − 2) =

= 2 + (4 − 2) + (5 − 2) + (4 − 2) + (4 − 2) + (3 − 2) = 12.

Una vez que hemos ilustrado el Teorema 30 señalaremos que para calcular la
dimensión de C(G) en un elemento A de C(G), Duda demostró que C(G) es una
unión finita de celdas y que dimA[C(G)] es la dimensión de la celda de mayor
dimensión en C(G) que contiene al elemento A. Esto es consecuencia de 5.4 de [4]
y el Teorema III 2 de [8] y lo enunciamos en el siguiente lema:

Lema 31. Sean G una gráfica finita, A un elemento de C(G) tal que dimA[C(G)] =
n y U una vecindad de A en C(G). Entonces U contiene una n-celda que tiene a
A.
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La doctora Verónica Martínez de la Vega, extendió en [15] la fórmula de Duda a
los hiperespacios Cn(G). Citamos la extensión de la fórmula en el siguiente teorema
que sólo cubre el inciso (a) del Teorema 2.4 de [15]:

Teorema 32. Sean G una gráfica finita y A un elemento de Cn(X). Entonces

dimA[Cn(G)] = 2n + Σp∈(R(G)∩A)(ord(p) − 2).

El proceso para obtener esta fórmula es diferente y más complicado que el que
usó Duda porque no se sabe si Cn(G) tiene que ser un poliedro para toda gráfica
finita G, mientras que Duda sí mostró que C(G) es un poliedro si G es una gráfica
finita. El Teorema 32 no sólo nos ofrece una herramienta útil para calcular la
dimensión de Cn(G), sino que nos muestra que los puntos de ramificación juegan
un papel importante en este cálculo al igual que pasa en la fórmula de Duda.

Ya tenemos todos los elementos necesarios para demostrar el teorema principal
de esta sección. Antes de presentarlo, exponemos brevemente las ideas principales
detrás de este resultado.

Como hemos visto en los dos teoremas anteriores, los puntos de ramificación de
una gráfica finita juegan un papel importante al momento de calcular la dimensión
de los hiperespacios Cn(G). Consideramos un punto de ramificación p de una
gráfica finita G y un elemento F en el hiperespacio C2(G) que tiene a p, p es
elemento de alguna de las componentes (quizás sólo tenga una componente) de
F . Por lo que un elemento F sólo puede hacer uso de p una vez para sumar en
el cálculo de su dimensión. Sin embargo, en el hiperespacio F2(C(G)) podemos
considerar un par de elementos diferentes y superpuestos de C(G) tales que ambos
tienen a p como elemento, pudiendo sumar dos veces la aportación que hace p
en el hiperespacio C2(G) al momento de calcular la dimensión. De esta manera,
demostraremos que si una gráfica finita G tiene al menos un punto de ramificación,
entonces la dimensión de F2(C(G)) es mayor que la dimensión de C2(G).



18 CAPÍTULO 3. GRÁFICAS FINITAS

Teorema 33. Sea G una gráfica finita tal que G no es homeomorfa a un intervalo
ni a una circunferencia. Entonces F2(C(G)) no es homeomorfo a C2(G).

Demostración. Por el Lema 23, existe un subcontinuo propio T de G que tiene a
todos los puntos de ramificación de G, es decir, R(G) ⊆ T .

Sean U y V dos abiertos de C(G) tales que

T ∈ U y G ∈ V ,

U ∩ V = ∅.

Por el Lema 3 aplicado a los abiertos U y V del continuo C(G) tenemos que

⟨U , V⟩F2(C(G)) ∼= U × V .

Por el Teorema 25, dim(⟨U , V⟩F2(C(G))) = dim(U × V).
Por el Teorema 32,

dimT [C(G)] = 2 + Σp∈R(G)∩T (ord(p) − 2)

y
dimG[C(G)] = 2 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2).

Como R(G) ⊆ T , tenemos que

dimT [C(G)] = 2 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2) = dimG[C(G)].

Sea m = 2 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2).
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Por el Lema 31, U contiene una m-celda que tiene a T como elemento y V
contiene una m-celda que tiene a G como elemento. Como U y V son ajenos,
entonces dichas m-celdas son ajenas.

Por el Teorema 26, tenemos que

dim([0, 1]m × [0, 1]m) ≤ dim(U × V)
Por los teoremas 29 y 27, tenemos que

dim([0, 1]m × [0, 1]m) = 2m.

Por lo tanto,
2m ≤ dim(U × V).

Esto nos dice que la dimensión de F2(C(G)) es al menos 2m.
Por otro lado, podemos ver por la fórmula del Teorema 32 que la dimensión

del hiperespacio C2(G) en cualquiera de sus elementos depende de los puntos
de ramificación de G que tenga como elementos. De tal manera que la mayor
dimensión del hiperespacio C2(G) se obtiene en los elementos de este hiperespacio
que contienen a R(G). Por lo tanto, podemos calcular la dimensión del hiperespacio
C2(G) calculando la dimensión del hiperespacio en G, es decir:

dim[C2(G)] = dimG[C2(G)] = 2(2)+Σp∈R(G)(ord(p) − 2) = 4+Σp∈R(G)(ord(p) − 2).

Como G ≇ [0, 1] y G no es homeomorfa a una circunferencia, entonces G tiene
al menos un punto de ramificación, por lo que Σp∈R(G)(ord(p) − 2) ≥ 1.

Por tanto,

4 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2) < 4 + 2Σp∈R(G)(ord(p) − 2) = 2m,

y entonces

dim[C2(G)] = 4 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2) < 2m ≤ dim(F2(C(G))).

Como la dimensión del hiperespacio C2(G) es menor que la dimensión del
hiperespacio F2(C(G)), por el Teorema 25 tenemos que F2(C(G)) no es homeomorfo
a C2(G).

Podemos generalizar el teorema anterior con el siguiente resultado:

Teorema 34. Si G es una gráfica finita no homeomorfa al intervalo [0, 1] ni a
una circunferencia, entonces Cn(G) no es homeomorfo a Fn(C(G)) para ninguna
n ≥ 2.

Para probar este resultado procediendo como en el teorema anterior necesitamos
lo siguiente:
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1. Generar n diferentes subcontinuos K1, K2, ..., Kn de G tales que cada uno de
ellos contenga al conjunto de puntos de ramificación de G.

2. Separar a los subcontinuos K1, K2, ..., Kn con n diferentes vecindades ajenas
U1, U2, ..., Un en C(X).

3. Considerar el vietórico

⟨U1, U2, ..., Un⟩Fn(C(X)).

4. Finalmente, verificar que este vietórico tiene una dimensión mayor que la
dimensión de Cn(G) usando la fórmula del Teorema 32.

El siguiente lema muestra que es posible el punto 1 en la lista anterior.

Lema 35. Sean G una gráfica finita que no es homeomorfa al intervalo ni a una
circunferencia. Para toda n ≥ 3, existen K1, K2, ..., Kn ∈ C(G), distintos dos a
dos, tales que R(G) ⊆ Ki para todo i ∈ {1, 2, ..., n}.

Demostración. Por el Lema 23, existe un subcontinuo propio T de G tal que
R(G) ⊆ T . Sea α : [0, 1] → C(G) un arco ordenado de T a G. Sean 0 = t1 <
t2 < ... < tn = 1. Definimos, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, Ki = α(ti).

Como α es arco ordenado y 0 = t1 < t2 < ... < tn = 1, entonces

α(t1) ⊊ α(t2) ⊊ ... ⊊ α(tn).

Además R(G) ⊆ T = K1, por lo que R(G) ⊆ Ki para toda i ∈ {1, 2, ..., n}.

Ahora procedemos a probar el Teorema 34.

Demostración. Sea G una gráfica finita que no es homeomorfa a un intervalo ni a
una circunferencia. El caso en el que n = 2 está probado en el Teorema 33. Sea
n ≥ 3. Por el Lema 35, existen subcontinuos distintos K1, K2, ..., Kn de G tales
que cada uno contiene al conjunto de los puntos de ramificación de G. Separamos
a los subcontinuos K1, K2, ..., Kn con vecindades disjuntas dos a dos U1, U2, ..., Un

en C(G).
Consideremos el vietórico ⟨U1, U2, ..., Un⟩Fn(C(G)).
Por el Lema 3 aplicado a los abiertos U1, U2, ..., Un del continuo C(G) tenemos

que
⟨U1, U2, ..., Un⟩Fn(C(G)) ∼= U1 × U2 × ... × Un.

Por el Lema 25,

dim(⟨U1, U2, ..., Un⟩Fn(C(G))) = dim(U1 × U2 × ... × Un).
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Además, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, R(G) ⊆ Ki, por lo que, por el Teorema 32,
tenemos que para cada i ∈ {1, 2, ..., n},

dimKi
[C(G)] = 2 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2).

Sea m = 2 + Σp∈R(G)(ord(p) − 2).
Por el Teorema 31, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, Ui contiene una m-celda que

tiene a Ki como elemento. Como las vecindades U1, U2, ..., Un son ajenas dos a dos,
entonces las m-celdas contenidas en las vecindades Ui son ajenas dos a dos.

Por el Teorema 26, tenemos que

dim([0, 1]m × ... × [0, 1]m︸ ︷︷ ︸
n veces

) ≤ dim(U1 × U2 × ... × Un).

Por los teoremas 29 y 27, tenemos que

dim([0, 1]m × ... × [0, 1]m︸ ︷︷ ︸
n veces

) = n · m.

Por lo tanto,
n · m ≤ dim(U1 × U2 × ... × Un).

Esto nos dice que la dimensión de Fn(C(G)) es al menos n · m.
Por otro lado, podemos ver, por la fórmula del Teorema 32, que la dimensión

del hiperespacio Cn(G) en cualquiera de sus elementos depende de los puntos
de ramificación de G que tiene como elementos. De tal manera que la mayor
dimensión del hiperespacio Cn(G) se obtiene en los elementos de este hiperespacio
que contienen a R(G). Por lo tanto, podemos calcular la dimensión del hiperespacio
Cn(G) calculando la dimensión del hiperespacio en G, es decir:

dim[Cn(G)] = dimG[Cn(G)] = 2n + Σp∈R(G)(ord(p) − 2).
Como G no es homeomorfa a un intervalo ni a una circunferencia, entonces G

tiene al menos un punto de ramificación, por lo que Σp∈R(G)(ord(p) − 2) ≥ 1.
Por tanto,

2n + Σp∈R(G)(ord(p) − 2) < 2n + nΣp∈R(G)(ord(p) − 2) ≤ n · m

y entonces

dim[Cn(G)] = 2n + Σp∈R(G)(ord(p) − 2) < n · m ≤ dim(Fn(C(G)).

Como la dimensión del hiperespacio Cn(G) es menor que la dimensión del hiperespa-
cio Fn(C(G)), por el Teorema 25 tenemos que Fn(C(G)) no es homeomorfo a
Cn(G).
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Con esto terminamos el resultado principal de este capítulo. En el capítulo 8,
daremos una versión más fuerte del Teorema 34, pues mostraremos en el Teorema
188 que los hiperespacios Fn(C(X)) y Cn(X) no son homeomorfos para ninguna
n ≥ 2 si X pertenece a una colección de continuos de la cual las gráficas finitas
distintas al intervalo y a la circunferencia son elementos.

Terminamos este capítulo con una pregunta aún por contestar con respecto a la
comparación de los hiperespacios Cn(G) y Fn(C(G)) en el contexto de las gráficas
finitas.

Pregunta. Sea n ≥ 3, ¿es Fn(C([0, 1])) homeomorfo a Cn([0, 1])?



CAPÍTULO 4
Abanicos

Después de mostrar que la única gráfica finita X que cumple que Cn(X) y
Fn(C(X)) (n = 2) son homeomorfos es el intervalo [0, 1], volteamos a revisar otros
continuos relativamente simples. Por esta razón en este capítulo estudiamos el
abanico armónico y el de Cantor. Como se puede ver, mostramos que, cuando
X es uno de esos abanicos, Cn(X) y Fn(C(X)) no son homeomorfos. Para esto,
hacemos un estudio cuidadoso de los elementos de conexidad en pequeño de esos
hiperespacios, combinándolo con cálculos de dimensión. En la segunda parte de
este capítulo analizamos Fω (el abanico localmente conexo que no es un árbol).
Sorpresivamente resultó que C2(Fω) es homeomorfo a F2(C(Fω)). Como se puede
intuir, no es fácil dar el homeomorfismo necesario, su construcción pasa por la
famosa caracterización del cubo de Hilbert dada por H. Toruńczyk.

4.1. El abanico armónico
Definición 36. Describiremos al abanico armónico en el plano en coordenadas
polares.

Denotaremos por S a la sucesión armónica junto con su límite, es decir, S =
{0} ∪ { 1

n
: n ∈ N}.

Para cada θ ∈ S, sea Lθ = {⟨t, θ⟩ : t ∈ [0, 1]}.
El abanico armónico es el espacio FH = ⋃{Lθ : θ ∈ S} con la topología que

hereda del plano. Tenemos pues que el abanico armónico es la unión numerable de
los segmentos Lθ.

Al punto ⟨0, 0⟩ le llamaremos v por ser el vértice de FH .
En lo siguiente cuando queramos referirnos a los segmentos que conforman al

abanico armónico en la definición, lo haremos como segmentos Lθ.
Por otro lado, cuando hagamos referencia a los segmentos abiertos Lθ, nos

referiremos a los segmentos Lθ \ {v} con θ ∈ S.

23
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El resultado principal de esta sección es que si n ≥ 2, los hiperespacios Cn(FH) y
Fn(C(FH)) no son homeomorfos. Para esto analizaremos las propiedades topológi-
cas de la dimensión y la conexidad local.

Con respecto a la conexidad local, buscamos los elementos en los cuales los
hiperespacios Cn(FH) y Fn(C(FH)) son conexos en pequeño.

A continuación presentamos algunos resultados que nos serán de utlilidad para
identificar los elementos de conexidad en pequeño del hiperespacio Cn(FH). El
siguiente lema caracteriza los elementos de conexidad en pequeño del abanico
armónico.

Lema 37. Sea p ∈ FH . Entonces FH es conexo en pequeño en p si y sólo si p no
es elemento del segmento abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Sea p ∈ L0 \ {v}. Entonces p es elemento del abierto U =
FH \ {v} de FH y la componente de U que tiene a p es L0 \ {v} cuyo interior es
vacío. Por lo tanto, FH no es conexo en pequeño en p.

(⇐) Sean p un punto de FH que no es elemento del segmento abierto límite
L0 \ {v} y U un subconjunto abierto de FH que tiene a p. Si p = v, consideramos
ε > 0 tal que B(ε, v) ⊆ U . Notamos que B(ε, v) es conexo, pues es una unión de
conexos que tienen al vértice v en común. Por lo tanto, v es elemento del interior
de la componente de U que tiene a v. Si p ̸= v, entonces p ∈ Lθ \ {v} para alguna
θ ∈ S \ {0}. Tomamos ε > 0 tal que B(ε, p) ⊆ U ∩ (Lθ \ {v}). Entonces B(ε, p)
es un subintervalo del segmento abierto Lθ \ {v}, el cual es conexo. Por lo tanto,
B(ε, p) está contenido en la componente de U que tiene a p. Por lo tanto, en ambos
casos, FH es conexo en pequeño en p.
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Ahora caracterizaremos a los elementos en los que el hiperespacio C(FH) es
conexo en pequeño.

Lema 38. Sea A ∈ C(FH). Entonces C(FH) es conexo en pequeño en A si y sólo
si A no está contenido en el segmento abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositiva.

Supongamos que A ⊆ L0 \ {v}. Usando coordenadas polares, como en la
Definición 36, tenemos que existen 0 < a ≤ b ≤ 1 tales que A = {⟨t, 0⟩ : t ∈ [a, b]}.
Definimos A0 = {⟨t, 0⟩ : t ∈ [a, b]}, B0 = {⟨s, 0⟩ : s ∈ [0, a

2 ]} y para cada i ∈ N
definimos Ai = {⟨t, 1

i
⟩ : t ∈ [a, b]} y Bi = {⟨s, 1

i
⟩ : s ∈ [0, a

2 ]}. Tenemos que
B = ⋃

i∈N∪{0} Bi es cerrado en FH por lo que U = FH \ B es un abierto de FH que
además contiene a A y a cada elemento de la sucesión {Ai}i∈N, la cual converge
a A. Tenemos que la componente de FH \ B que contiene a A está contenida en
el segmento abierto límite L0 \ {v} y ningún elemento de la sucesión {Ai}i∈N está
contenido en el segmento abierto límite L0 \ {v}. Por el Teorema 13, C(X) no es
localmente conexo en A.

(⇐) Supongamos que A no está contenido en el segmento abierto límite L0\{v},
entonces existe p ∈ A tal que p no es elemento de L0 \ {v}. Por el Lema 37, FH es
conexo en pequeño en p. Como A tiene un punto de conexidad en pequeño de FH ,
por el Lema 14 tenemos que C(FH) es conexo en pequeño en A.

Lema 39. Sean ε > 0, p = ⟨a, 0⟩ un punto en el segmento abierto límite L0 \ {v}
y M el arco de v a p. Entonces para todo q ∈ N(ε, M), el arco que une a v con q
está contenido en N(ε, M).

En atención al lector, no daremos una demostración de este lema, pues la
siguiente ilustración hace que sea claro. Si tenemos un arco M contenido en el
segmento límite L0 tal que uno de sus extremos es el vértice v, entonces para
cualquier ε > 0 la nube N(ε, M) es arcoconexa, pues la nube es prácticamente
una unión de segmentos con el vértice en común, como se muestra en la siguiente
imagen.
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Lema 40. Sea A ∈ C(FH) tal que A no está contenido en el segmento abierto
límite L0 \ {v}, entonces Cn(FH) es conexo en pequeño en A.

Demostración. Sea U un abierto de FH tal que A ⊆ U y sea K la componente de
U que contiene a A. Mostraremos que A ⊆ int(K). Sea p ∈ A. Si p no es elemento
del segmento abierto límite L0 \ {v}, por el Lema 37 tenemos que FH es conexo
en pequeño en p, por lo que p es elemento del interior de K.

Finalmente, si p ∈ L0 \ {v}, como A no está contenido en L0 \ {v} y A es
conexo, entonces el arco M que une a v con p está contenido en A. Por el Lema 2,
existe ε > 0 tal que N(ε, M) ⊆ U . Por el Lema 39, para toda q ∈ N(ε, M), el arco
que une a v con q está contenido en N(ε, M). Por lo tanto, N(ε, M) es conexo,
por lo que p ∈ N(ε, M) ⊆ K.

Por lo tanto, A ⊆ int(K). Por el Teorema 18, Cn(FH) es conexo en pequeño
en A.

Ahora procedemos a caracterizar los elementos de conexidad en pequeño del
hiperespacio Cn(FH) para n ≥ 2.

Lema 41. Sean n ≥ 2 y A ∈ Cn(FH). Entonces Cn(FH) es conexo en pequeño
en A si y sólo si ninguna componente de A está contenida en el segmento abierto
límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositiva.
Supongamos que alguna componente de A está contenida en el segmento abierto

límite L0 \ {v}. Dividiremos la demostración de esta implicación en dos casos:
A ∈ Cn−1(FH) o A ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH).

Caso 1. Supongamos que A ∈ Cn−1(FH) y sea A1 una componente de A que
está contenida en el segmento abierto límite L0 \ {v}. Sea U un abierto de FH
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tal que A1 ⊆ U , (A \ A1) ∩ U = ∅ y v /∈ U . Por el Lema 2, existe ε > 0 tal que
A1 ⊆ N(ε, A1) ⊆ U .

Notamos que la componente de N(ε, A1) que contiene a A1 es N(ε, A1) ∩ (L0 \
{v}) e int(N(ε, A1) ∩ (L0 \ {v})) = ∅. Por lo tanto, si V es conexo y A1 ⊆ V ⊆
N(ε, A1), entonces int(V ) = ∅. Por el Teorema 16, 2FH no es conexo en pequeño
en A1. Por el Teorema 17, Cn(FH) no es conexo en pequeño en A.

Caso 2. Supongamos que A ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH). Sea A1 una componente
de A que está contenida en el segmento abierto límite L0 \ {v}. Por el Lema 38,
C(FH) no es conexo en pequeño en A1. Por el Teorema 15, Cn(FH) no es conexo
en pequeño en A.

(⇐) Sea A ∈ Cn(FH) y supongamos que ninguna componente de A está
contenida en el segmento abierto L0 \ {v}. Dividiremos la demostración de esta
implicación en dos casos: A ∈ Cn−1(FH) o A ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH).

Caso 1. Supongamos que A ∈ Cn−1(FH). Sea D una componente de A.
En el caso en el que v /∈ D, como ninguna componente de A está contenida

en el segmento abierto límite L0 \ {v}, tenemos que existe θ ∈ S \ {0} tal que
D ⊆ Lθ \ {v}. Sea U un abierto de FH tal que D ⊆ U . Por el Lema 2, existe ε > 0
tal que D ⊆ N(ε, D) ⊆ U . Definimos O = N(ε, D) ∩ (Lθ \ {v}). Tenemos que O es
abierto de FH pues es intersección de dos abiertos de FH y D ⊆ O. Notamos que
O es conexo. Como D ⊆ O ⊆ U , por el Teorema 16, 2FH es conexo en pequeño en
D.

En el caso en el que v ∈ D, tomamos un abierto U de FH tal que D ⊆ U . Por
el Lema 2, existe ε > 0 tal que D ⊆ N(ε, D) ⊆ U . Como v ∈ D, entonces N(ε, D)
es conexo. Por el Teorema 16, 2FH es conexo en pequeño en D.

Hemos demostrado que 2FH es conexo en pequeño en toda componente de A.
Por el Teorema 17, tenemos que Cn(FH) es conexo en pequeño en A.

Caso 2. Si A ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH). Como ninguna componente de A está
contenida en el segmento abierto límite L0 \{v}, por el Lema 38, C(FH) es conexo
en pequeño en cada componente de A. Por el Teorema 15, Cn(FH) es conexo en
pequeño en A.

Ahora vamos a caracterizar a los elementos en los que el hiperespacio Fn(C(FH))
es conexo en pequeño.

Teorema 42. Sean n ≥ 2 y A ∈ Fn(C(FH)). Entonces Fn(C(FH)) es conexo en
pequeño en A si y sólo si ningún elemento de A está contenido en el segmento
abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Supongamos que algún elemento A de A está contenido en el
segmento abierto límite L0 \ {v}. Entonces A es un elemento de C(FH) que está
contenido en el segmento abierto L0 \ {v}. Por el Teorema 38, C(FH) no es conexo
en pequeño A. Por el Teorema 19, Fn(C(FH)) no es conexo en pequeño A.
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(⇐) Supongamos que ningún elemento de A está contenido en el segmento
abierto L0 \{v}. Por el Teorema 38, C(FH) es conexo en pequeño en los elementos
de A. Por el Teorema 19, Fn(C(FH)) es conexo en pequeño en A.

Una vez que hemos caracterizado los elementos de conexidad en pequeño de
ambos hiperespacios, procedemos a analizar la propiedad de la dimensión.

Definición 43. Sean X un continuo y p ∈ X. Definimos el espacio anclado de
X en p, denotado por C({p}, X), como la colección de todos los subcontinuos de
X que tienen a p como elemento.

El siguiente es el Teorema 2.3 de [5].

Teorema 44. Sea X un abanico con un número infinito de puntos finales y sea v
el vértice de X. Entonces C({v}, X) es homeomorfo a un cubo de Hilbert.

Usando este resultado probamos lo siguiente.

Lema 45. Sean n ≥ 2 y F ∈ Cn(FH) tales que v ∈ F . Entonces la dimensión de
Cn(FH) en F es infinita.

Demostración. Sean F1, ..., Fr las componentes de F . Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que v ∈ F1. Sean U1, ..., Ur abiertos en FH tales que

1. cl(Ui) ∩ cl(Uj) = ∅ para cualesquiera i, j ∈ {1, ..., r} con i ̸= j, y

2. Fi ⊆ Ui para todo i ∈ {1, ..., r}.

Por el Teorema 44, C(FH) tiene dimensión infinita en F1. Como ⟨U1⟩C(FH)
es abierto en C(FH) y F1 ∈ ⟨U1⟩C(FH), tenemos que ⟨U1⟩C(FH) también tiene
dimensión infinita en F1. Como ⟨cl(U1)⟩C(FH) × {F2} × ... × {Fr} es homeomorfo a
⟨cl(U1)⟩C(FH), tenemos que dim⟨F1,F2,...,Fr⟩(⟨cl(U)⟩ × {F2} × ... × {Fr}) es infinita.
Como la función φ : cl(⟨U1⟩) × {F2} × ... × {Fr} → Cr(FH) dada por

φ(⟨A, F2, ..., Fr⟩) = A ∪ F2 ∪ ... ∪ Fr

es un encaje y F = φ(⟨F1, F2, ..., Fr⟩), tenemos que dimF (Imφ) es infinita. Por lo
tanto, la dimensión de Cr(FH) en F es infinita. Como Cr(FH) ⊆ Cn(FH), entonces
la dimensión de Cn(FH) en F es infinita.

Lema 46. Sean n ≥ 2 y A ∈ Fn(C(FH)) tales que v ∈ ⋃A. Entonces la dimensión
de Fn(C(FH)) en A es infinita.
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Demostración. Supongamos que A = {A1, ..., Ar} y que v ∈ A1. Por el Teorema 44,
tenemos que C(FH) tiene dimensión infinita en A1. Sean U abierto en Fn(C(FH))
y U0 = clFn(C(FH))(U) tales que {A1} ∈ U y {A2}, ..., {Ar} /∈ U0.

Entonces U0 ∩ F1(C(FH)) tiene dimensión infinita en {A1}.
Entonces (U0 ∩F1(C(FH)))×{A2}× ...×{Ar} es homeomorfo a U0 ∩F1(C(FH))

y tiene dimensión infinita en ⟨{A1}, A2, ..., Ar⟩.
Definimos φ : (U0 ∩ F1(C(FH))) × {A2} × ... × {Ar} → Fr(C(FH)), dada por

φ(⟨{B}, A2, ..., Ar⟩) = {B, A2, ..., Ar}.
Notemos que φ es un encaje y A = φ(⟨{A1}, A2, ..., Ar⟩). Por tanto, dimA[Imφ]

es infinita.
Como Imφ ⊆ Fn(C(FH)), concluimos que la dimensión de Fn(C(FH)) en A es

infinita.

Lema 47. Sea F ∈ Cn(FH) tal que F ∩ L0 = ∅. Entonces dimF [Cn(FH)] es finita.

Demostración. Como v /∈ F , F tiene un número finito de componentes, y puesto
que F ∩ L0 = ∅, existe m ∈ N tal que F está contenido en el interior del conjunto
T = L1∪L 1

2
∪...∪L 1

m
⊆ FH . Por el Teorema 32 aplicado a la gráfica T y al elemento

F ∈ Cn(T ), tenemos que dimF [Cn(T )] = 2n. Ya que F ∈ ⟨T \{v}⟩Cn(FH) ⊆ Cn(T ),
tenemos que Cn(T ) es una vecindad de F en Cn(FH). Por tanto dimF [Cn(FH)] =
dimF [Cn(T )] = 2n.

Lema 48. Sea A ∈ Fn(C(FH)) tal que (⋃A)∩L0 = ∅. Entonces dimA[Fn(C(FH))]
es finita.

Demostración. Dada A ∈ A, A es un subcontinuo de FH tal que A ∩ L0 = ∅. De
manera que A está contenido en Lθ para alguna θ ∈ S \ {0}. Ya que A es finito,
existe m ∈ N tal que ⋃A está contenido en el interior del conjunto

T = L1 ∪ L 1
2

∪ ... ∪ L 1
m

.

Por el Teorema 32, dimC(T ) es finita. En la prueba del Lema 3.1 de [3], se muestra
que si X es un continuo que tiene dimensión finita, entonces la dimensión de Fn(X)
es menor o igual que n(dimX), por lo tanto, como dimC(T ) es finita, tenemos que
dim[Fn(C(T ))] es finita.

Dada A ∈ A, tenemos que A ∈ ⟨intFH
(T )⟩C(FH). Esto muestra que A ∈

⟨⟨intFH
(T )⟩C(FH)⟩Fn(C(FH)). Dada B = ⟨⟨intFH

(T )⟩C(FH)⟩Fn(C(FH)) y dada B ∈ B,
tenemos que B ∈ ⟨intFH

(T )⟩C(FH), así que B ⊆ intFH
(T ) ⊆ T . Así que B ∈ C(T ).

Esto muestra que B ∈ Fn(C(T )). Por tanto

⟨⟨intFH
(T )⟩C(FH)⟩Fn(C(FH)) ⊆ Fn(C(T )).

Hemos probado que Fn(C(T )) es una vecindad de A en Fn(C(FH)). Por tanto
dimA[Fn(C(FH))] = dimA[Fn(C(T ))], la cual es finita.
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Una vez hecho este análisis nuestro objetivo es caracterizar a los elementos de
ambos hiperespacios que sean de conexidad en pequeño y que tengan dimensión
infinita.

Teorema 49. Sean n ≥ 2 y F ∈ Cn(FH). Entonces Cn(FH) tiene dimensión
infinita y es conexo en pequeño en F si y sólo si v ∈ F y ninguna componente de
F está contenida en el segmento abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositiva. Sea F ∈
Cn(FH). Dividiremos la demostración de esta implicación en dos casos: v /∈ F o
alguna componente de F está contenida en el segmento abierto límite L0 \ {v}.

Caso 1. Si alguna componente de F está contenida en el segmento abierto
límite L0 \ {v}, entonces por el Teorema 41 Cn(FH) no es conexo en pequeño en
F .

Caso 2. Si v /∈ F y ninguna componente de F está contenida en el segmento
abierto límite L0\{v}, entonces existen θ1, ..., θm ∈ S\{0} tales que las componentes
de F están contenidas en segmentos abiertos Lθ1 \ {v}, ..., Lθm \ {v}. Por el Lema
47, tenemos que la dimensión de Cn(FH) en F es finita.

(⇐) Supongamos que v ∈ F y ninguna componente de F está contenida en
el segmento abierto límite L0 \ {v}. Por el Teorema 41 tenemos que Cn(FH) es
conexo en pequeño en F y por el Lema 45 el hiperespacio Cn(FH) tiene dimensión
infinita en F .

Ahora caractericemos los elementos de Fn(C(FH)) que son de dimensión infinita
y de conexidad local.

Teorema 50. Sean n ≥ 2 y A un elemento de Fn(C(FH)). Entonces Fn(C(FH))
es conexo en pequeño y tiene dimensión infinita en A si y sólo si algún elemento
de A tiene al vértice de FH como elemento y ningún elemento de A está contenido
en el segmento abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositva.
En el caso en el que algún elemento de A está contenido en el segmento abierto

límite L0 \ {v}, por el Teorema 42, Fn(C(FH)) no es conexo en pequeño en A.
En el caso en el que ningún elemento de A tiene al vértice de FH como elemento

y ninguno de los elementos de A está contenido en el segmento abierto límite
L0 \ {v}. Entonces (⋃A) ∩ L0 = ∅. Por el Lema 48, tenemos que la dimensión de
Fn(C(FH)) en A es finita.

(⇐) Supongamos que algún elemento de A tiene al vértice de FH y que ninguno
de sus elementos está contenido en el segmento abierto límite L0 \ {v}. Por el
Teorema 42, Fn(C(FH)) es conexo en pequeño en A y por el Lema 46 Fn(C(FH))
tiene dimensión infinita en A.
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Definición 51. Sean n ≥ 2 y Hn(X) uno de los hiperespacios Cn(X) o Fn(C(X)).
Diremos que un elemento A de Hn(X) tiene la propiedad P si Hn(X) tiene
dimensión infinita y es conexo en pequeño en A.

Definimos los siguientes subespacios de los hiperespacios que estudiamos

Definición 52. Sea n ≥ 2 y Hn(X) uno de los hiperespacios Cn(X) o Fn(C(X)).
Definimos E(Hn(X)) a la colección de elementos de Hn(X) que tienen una base
de vecindades β tal que todo básico U de β cumple lo siguiente: para todo A ∈ U ,
A tiene la propiedad P .

Como las propiedades de conexidad local y de dimensión son propiedades
topológicas, si existiera un homeomorfismo h : Cn(FH) → Fn(C(FH)), entonces
h[E(Cn(FH))] = E(Fn(C(FH))). Nuestro objetivo en este punto de la sección es
caracterizar a los elementos de E(Hn(FH)) para cada uno de los dos hiperespacios
que estamos estudiando y diferenciarlos topológicamente.

Ya sabemos cuáles son los elementos que tienen la propiedad P en ambos
hiperespacios, ahora tenemos que encontrar elementos que además de poseer la
propiedad P , también posean vecindades compuestas únicamente por elementos
con la propiedad P . Así que comencemos con el análisis en el hiperespacio Cn(FH).

Vamos a usar las siguientes familias de funciones.
Dada t ∈ (0, 1), definimos ft : FH → FH dada por ft(p) = tp.

Lema 53. Para toda t ∈ (0, 1) se cumple lo siguiente

1. ft es continua.

2. Para toda p ∈ FH , ∥p − ft(p)∥ ≤ 1 − t.

3. ft(v) = v.

Dada m ∈ N, definimos gm : FH → FH dada por

gm(⟨t, θ⟩)

⟨t, θ⟩, si θ ∈ {1, 1
2 , ..., 1

m
},

⟨t, 1
m

⟩, si θ ∈ {0} ∪ { 1
m+1 , ...}.

Lema 54. Para todo m ∈ N, se cumple lo siguiente

1. gm es continua.

2. Para toda p ∈ FH , ∥p − gm(p)∥ ≤ 1
m

.

3. gm(v) = v.
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Lema 55. Sean ε > 0, n ≥ 2 y F ∈ Cn(FH). Si F es disconexo y toda componente
de F está contenida en un segmento de FH , entonces existe G ∈ Cn(FH) tal que
G es ε-cercano a F , G es disconexo y cada componente de G está contenida en
algún segmento abierto de FH distinto del segmento límite.

Demostración. Sean F1, ..., Fm las componentes de F . Entonces para cada i ∈
{1, ..., m}, existe θi ∈ S tal que Fi ⊆ Lθi

. Podemos suponer que θ1 ≤ ... ≤ θm.
Usando coordenadas polares, como en la Definición 36, tenemos que para todo
i ∈ {1, ..., m}, existen ai, bi ∈ [0, 1] tales que Fi = {⟨t, θi⟩ : ai ≤ t ≤ bi}.

Veamos que existe E ∈ Cn(FH) que satisface las condiciones que le pedimos a
F , que está ε

3 -cercano a F y además E no interseca al segmento abierto L0 \ {v}.
En el caso en el que F no intersecta a L0 \ {v}, definimos E = F .
En el caso en el que F ∩ (L0 \ {v}) ̸= ∅, tenemos dos posibilidades: todas las

componentes de F están contenidas en el segmento límite L0 o al menos alguna
componente de F está contenida en algún segmento abierto de FH distinto del
segmento abierto límite.

1. θ1 = ... = θm = 0.
Consideramos s ∈ N tal que 1

s
< ε

3 . Definimos E = gs[F ]. Tenemos que todas las
componentes de E están contenidas en el segmento L 1

s
, por lo que E no interseca

al segmento abierto límite L0 \ {v}. Además, H(F, E) = 0 < ε
3 .

2. r < m, θ1 = ... = θr = 0 y θr+1 > 0. Consideramos s ∈ N tal que
1
s

< mı́n{ ε
3 , θr+1}. Definimos E = gs[F ]. Tenemos que E tiene la misma cantidad

de componentes que F , gs[F1], ..., gs[Fr] son las componentes de E contenidas en
el segmento L 1

s
y gs[Fr+1] = Fr+1, ..., gs[Fm] = Fm son las componentes de E

contenidas respectivamente en los segmentos Lθr+1 ,..., Lθm . Por lo tanto, ninguna
componente de E interseca al segmento abierto límite L0 \ {v}. Finalmente, por
el inciso 2 del Lema 54, H(E, F ) ≤ ε

3 .
Con esto hemos mostrado que existe E ∈ Cn(FH) tal que E es disconexo, toda

componente de E está contenida en un segmento de FH , E es ε-cercano a F y E
no interseca al segmento abierto límite L0 \ {v}.

Tomamos t0 ∈ (0, 1) tal que 1 − t0 < ε
3 . Definimos D = ft0(E). Por el inciso

2 del Lema 53, H(E, D) ≤ 1 − t0 < ε
3 . Como ft0 es una homotecia, el número de

componentes de D coincide con el de E y cada componente de D está contenida
en el mismo segmento que su correspondiente componente de E, así que D no
interseca a L0 \ {v}.

Dado que para toda e ∈ E, ∥e∥ ≤ 1, tenemos que para toda p ∈ D,

∥p∥ ≤ t0 < 1.

Sean D1, ..., Dm las componentes de D. Sean α1, ..., αm ∈ S \{0} tales que para
toda i ∈ {1, ..., m}, Di ⊆ Lαi

. Para toda i ∈ {1, ..., m}, existen ai, bi ∈ [0, 1] tales
que Di = {⟨t, αi⟩ : ai ≤ t ≤ bi}. Como ⟨bi, αi⟩ ∈ D, se sigue que bi ≤ t0.
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Fijamos r0 > 0 tal que r0 < 1 − t0.
Para cada i ∈ {1, ..., m}, hacemos Gi = {⟨t, αi⟩ : ai + r0 ≤ t ≤ bi + r0}. Como

bi+r0 < 1, tenemos que Gi ⊆ FH . Ya que 0 < ai+r0, tenemos que v /∈ Gi. Notemos
que H(Di, Gi) = r0 < 1 − t0 < ε

3 . Como los arcos D1, ..., Dm son ajenos dos a dos,
tenemos que G1, ..., Gm son ajenos dos a dos. Por tanto G = G1 ∪ ... ∪ Gm, es un
elemento de Cn(FH), v /∈ G, las componentes de G son G1, ..., Gm y cada una de
ellas está contenida en un segmento abierto de FH , diferente de L0 \ {v}.

Además H(F, G) ≤ H(F, E) + H(E, D) + H(D, G) < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε.

Lema 56. Sean n ≥ 2, F ∈ Cn−1(FH) tal que v ∈ F y ε > 0. Entonces existe
G ∈ Cn(FH) tal que G es ε-cercano a F y alguna componente de G está contenida
en el segmento abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. Sea m ∈ N tal que 1
m

< ε
2 .

Definimos E = gm(F ). Por el inciso 2 del Lema 54, H(F, E) ≤ 1
m

< ε
2 .

Como v ∈ F , por el inciso 3 del Lema 54, E ∩ L0 = {v}.
Finalmente, E ∈ Cn−1(FH). Esto porque al aplicar la función gm a F , el número

de componentes de E es menor o igual que el número de componentes de F .
Definimos G = E ∪ {⟨ ε

2 , 0⟩}. Entonces H(E, G) ≤ ε
2 . Como E ∈ Cn−1(FH) y el

número de componentes de G es igual al número de componentes de E más uno,
entonces G ∈ Cn(FH). Además, H(F, G) ≤ H(F, E) + H(E, G) ≤ ε

2 + ε
2 = ε.

Por último, {⟨ ε
2 , 0⟩} es una componente de G contenida en L0 \ {v}.

Lema 57. Sea A ∈ C(FH). Si existen α, β ∈ S, α ̸= β tales que A∩(Lα \{v}) ̸= ∅
y A ∩ (Lβ \ {v}) ̸= ∅, entonces v ∈ A.

Demostración. Supongamos que v /∈ A. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que α < β. Entonces los abiertos ⋃{Lθ : β ≤ θ ≤ 1} \ {v} y ⋃{Lθ : θ < β} \ {v}
intersecados con A forman una desconexión de A en FH . Esto contradice el hecho
de que A sea subcontinuo de FH . Por lo tanto, v ∈ A.

Teorema 58. Sean n ≥ 2 y F ∈ Cn(FH). Entonces F ∈ E(Cn(FH)) si y sólo
si F ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH), alguna componente de F intersecta al menos a dos
segmentos abiertos distintos y ninguna componente de F está contenida en el
segmento abierto límite L0 \ {v}.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositiva.
Dividiremos la demostración de esta implicación en tres casos: F ∈ Cn−1(FH)

o toda componente intersecta a lo más a un segmento abierto de FH o alguna
componente de F está contenida en el segmento abierto límite L0 \ {v}.

Caso 1. F ∈ Cn−1(FH).
En el caso en el que v /∈ F , cada componente de F está contenida en algún

segmento abierto de FH . Si alguna componente de F está contenida en el segmento
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abierto límite L0 \ {v}, entonces por el Lema 41 Cn(FH) no es conexo en pequeño
en F y entonces F /∈ E(Cn(FH)). Si ninguna componente de F está contenida
en el segmento abierto límite L0 \ {v}, entonces F ∩ L0 = ∅. Por el Lema 47, la
dimensión de Cn(FH) en F es finita y F /∈ E(Cn(FH)).

En el caso en el que v ∈ F , por el Lema 56, cualquier vecindad de F tiene
un elemento G que tiene una componente contenida en el segmento abierto límite
L0 \ {v}. Por el Lema 41, Cn(FH) no es conexo en pequeño en G, por lo que
F /∈ E(Cn(FH)).

Caso 2. Ninguna de las componentes de F intersecta a dos segmentos abiertos
de FH .

Por el Lema 55, para cada ε > 0, existe G ∈ Cn(X), tal que G es ε-cercano a F
y cada componente de G está contenida en algún segmento abierto de FH distinto
del segmento abierto límite. Entonces G ∩ L0 = ∅. Por el Lema 47, la dimensión
de Cn(FH) en G es finita. Esto implica que F /∈ E(Cn(FH)).

Caso 3. Alguna componente de F está contenida en el segmento abierto límite
L0 \ {v}.

Por el Lema 41, Cn(FH) no es conexo en pequeño en F , por lo que F /∈
E(Cn(FH)).

(⇐) Ahora supongamos que F ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH), que alguna componente
de F intersecta al menos a dos segmentos abiertos de FH y que ninguna componente
de F está contenida en el segmento abierto límite L0 \ {v} de FH .

Sean F1, ..., Fn las componentes de F . Supongamos sin pérdida de generalidad
que F1 es la componente de F que intersecta al menos a dos segmentos abiertos de
FH . Por el Lema 57, v ∈ F1. Como para toda i ∈ {2, ..., n}, F1 ∩ Fi = ∅ y v ∈ F1,
entonces para toda i ∈ {2, ..., n}, existe θi ∈ S \ {0} tal que Fi ⊆ Lθi

\ {v}. Sea
ε1 > 0 tal que

1. Para toda i ∈ {2, ..., n}, N(ε1, Fi) ⊆ Lθi
\ {v},

2. Para cualesquiera i ̸= j, N(ε1, Fi) ∩ N(ε1, Fj) = ∅, y

3. si A ∈ C(FH) y H(A, F1) < ε1, entonces A intersecta a dos segmentos
abiertos distintos de FH .

Por el Lema 11, existe 0 < ε < ε1 tal que para todo G ∈ BCn(FH)(ε, F1∪...∪Fn),
se tiene que G = G1 ∪ ... ∪ Gn ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH), y H(F1, G1), ..., H(Fn, Gn)
son menores que ε.

Definimos W = BCn(FH)(ε, F ). Sea G ∈ W . Como H(G, F1 ∪ ... ∪ Fn) < ε,
entonces G = G1 ∪ ... ∪ Gn ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH) y H(F1, G1), ...H(Fn, Gn) son
menores que ε. Como 0 < ε < ε1, entonces G1 intersecta al menos a dos segmentos
abiertos de FH y Gi ⊆ Lθi

\ {v} para cada i ∈ {2, ..., n}. Por el Teorema 49, G
tiene la propiedad P . Por lo tanto, F ∈ E(Cn(FH)).
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Ahora caracterizamos a los elementos de E(Fn(C(FH))).

Teorema 59. Sean n ≥ 2 y A ∈ Fn(C(FH)). Entonces A ∈ E(Fn(C(FH))) si y
sólo si algún elemento de A intersecta al menos a dos segmentos abiertos distintos
de FH y ningún elemento de A está contenido en el segmento L0.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositiva. Sea ε > 0.
Dividiremos la prueba de esta implicación en dos casos: ningún elemento de A
interseca al menos a dos segmentos abiertos distintos de FH o algún elemento de
A está contenido en el segmento abierto L0.

Caso 1. Ningún elemento de A interseca a dos segmentos abiertos distintos de
FH .

Sea A = {A1, ..., Ar}. Entonces para cada i ∈ {1, ..., r} existe θi ∈ S tal que
Ai ⊆ Lθi

. Entonces existen subcontinuos B1, ..., Br de FH tales que H(Ai, Bi) < ε
y Bi ⊆ Lθi

\ {v} para cada i ∈ {1, ..., r}. Entonces (⋃{B1, ..., Br}) ∩ L0 = ∅. Por
el Lema 48, tenemos que la dimensión de Fn(C(FH)) en {B1, ..., Br} es finita y
además {B1, ..., Br} es ε-cercano a A en Fn(C(FH)). Por tanto, A /∈ E(Fn(C(FH))).

Caso 2. Sea A = {A1, ..., Ar} y supongamos sin pérdida de generalidad que
A1 ⊆ L0. Entonces existe B ∈ C(FH) tal que H(A, B) < ε y B ⊆ L0\{v}. Entonces
{B, A2, ..., Ar} es ε-cercano a A en Fn(C(FH)) y por el Lema 42, Fn(C(FH)) no
es conexo en pequeño en {B, A2, ..., Ar}. Por lo tanto, A /∈ E(Fn(C(FH))).

(⇐) Supongamos que algún elemento de A interseca a dos segmentos abiertos
de FH y que ningún elemento de A está contenido en el segmento L0. Sea A =
{A1, ..., Ar}.

Sin pérdida de generalidad supongamos que A1 interseca a dos segmentos
abiertos distintos Lα \ {v} y Lβ \ {v} y ninguna Ai está contenida en el segmento
L0. Elegimos ε > 0 que cumpla lo siguiente:

1. Para cualesquiera i, j ∈ {1, ..., r} tales que i ̸= j, tenemos que BC(FH)(ε, Ai)∩
BC(FH)(ε, Aj) = ∅,

2. para todo B ∈ C(FH) tal que H(A1, B) < ε, B interseca a dos segmentos
abiertos de FH y

3. para todo i ∈ {2, ..., r} y para todo B ∈ C(FH), si H(B, Ci) < ε, B no está
contenido en el segmento L0.

Para cada i ∈ {1, ..., r}, definimos Ui = BC(FH)(ε, Ai) y W = ⟨U1, ..., Ur⟩Fn(C(FH)).
Sea {B1, ..., Bm} ∈ W . Como U1, ..., Ur son disjuntos dos a dos, entonces para

cada i ∈ {1, ..., m}, existe j ∈ {1, ..., r} tal que Bi ∈ Uj. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que B1 ∈ U1. Como B1 ∈ U1, tenemos que B1 interseca a
dos segmentos abiertos Lθ1 \ {v} y Lθ2 \ {v}. Por el Lema 57, v ∈ B1. Además,
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para todo i ∈ {2, ..., m}, existe j ∈ {1, ..., r} tal que Bi ∈ Uj. Por lo tanto, para
todo i ∈ {2, ..., m}, Bi no está contenido en el segmento límite L0. Entonces, por
el Teorema 50, {B1, ..., Bm} tiene la propiedad P .

Con esto generamos una vecindad de A en Fn(C(FH)) compuesta sólo de
elementos con la propiedad P . Por lo tanto, A ∈ E(Fn(C(FH))).

Una vez que hemos caracterizado a los elementos de los espacios E(Cn(FH))
y E(Fn(C(FH))), vamos a probar que son topológicamente distintos. Probaremos
que el segundo es conexo mientras que el primero no lo es.

Lema 60. Sean n ≥ 2, F ∈ Cn(FH) \ C(FH) y E una componente de F tal que
E ⊆ Lθ \ {v} para algún θ ∈ S \ {0}. Entonces existe ε > 0 que cumple las
siguientes propiedades:

1. N(ε, E) ⊆ Lθ \ {v},

2. cl(N(ε, E)) ∩ cl(N(ε, F \ E)) = ∅, y

3. si G ∈ C(FH) y H(E, G) < ε, entonces cl(N(ε, G)) ∩ cl(N(ε, F \ E)) = ∅.

Demostración. Tenemos que E y F \ E son cerrados disjuntos de FH . Entonces
existen abiertos disjuntos O y V de FH tales que E ⊆ O y F \ E ⊆ V . Definimos
U = O ∩ (Lθ \ {v}). Tenemos que U es abierto de FH ya que es la intersección de
dos abiertos de FH . Además, E ⊆ U y U ∩ V = ∅.

Por el Lema 2, existe ε1 > 0 tal que E ⊆ N(ε1, E) ⊆ U y F \E ⊆ N(ε1, F \E) ⊆
V .

Sea 0 < ε < ε1
2 . Como ε < ε1, entonces

N(ε, E) ⊆ N(ε1, E) ⊆ U ⊆ Lθ \ {v}.

Por otro lado, como ε < ε1
2 , tenemos que

cl(N(ε, E)) ⊆ N(ε1, E) ⊆ U

y
cl(N(ε, F \ E)) ⊆ N(ε1, F \ E) ⊆ V

Como U y V son disjuntos, entonces cl(N(ε, E)) ∩ cl(N(ε, F \ E)) = ∅.
Finalmente, tomamos G ∈ C(FH) tal que H(E, G) < ε. Entonces

G ⊆ N(ε, E) ⊆ cl(N(ε, E)) ⊆ N(ε, E) ⊆ U.

Como F \ E ⊆ V y U ∩ V = ∅, entonces

cl(N(ε, G)) ∩ cl(N(ε, F \ E)) = ∅.
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Lema 61. Para todo F ∈ E(Cn(FH)), existe ε > 0 tal que para toda G ∈
BCn(FH)(ε, F ) se cumplen las siguientes propiedades:

1. G ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH),

2. alguna componente de G interseca al menos a dos segmentos abiertos de FH ,

3. para todo θ ∈ S \ {0}, el número de componentes de F contenidas en el
segmento abierto Lθ \ {v} y el número de componentes de G contenidas en
el segmento abierto Lθ \ {v} son iguales.

Demostración. Sea F ∈ E(Cn(FH)). Entonces F ∈ Cn(FH)\Cn−1(FH). Si F1, ..., Fn

son las distintas componentes de F , podemos suponer sin pérdida de generalidad
que F1 es la componente de F que interseca al menos a dos segmentos abiertos de
FH y para cada i ∈ {2, ..., n}, existe θi ∈ S \ {0} tal que Fi ⊆ Lθi

\ {v}.
Tomamos ε1 > 0 tal que si E ∈ C(FH) y H(E, F1) < ε1, entonces E interseca

al menos a dos segmentos abiertos de FH .
Para cada i ∈ {2, ..., n}, aplicamos el Lema 60 a Fi para obtener εi tal que

1. N(εi, Fi) ⊆ Lθi
\ {v},

2. cl(N(εi, Fi)) ∩ cl(N(εi, F \ Fi)) = ∅, y

3. si G ∈ C(FH) y H(Fi, G) < εi, entonces cl(N(εi, G)) ∩ cl(N(εi, F \ Fi)) = ∅.

Sea 0 < ε < mı́n{ ε1
2 , ..., εn

2 }. Tomamos G ∈ Cn(F ) tal que HCn(FH)(F, G) < ε.
Entonces G ⊆ N(ε, F ) = N(ε, F1) ∪ ... ∪ N(ε, Fn).

Tomamos i, j ∈ {1, ..., n} distintos. Como ε < mı́n{εi, εj}, entonces

cl(N(ε, Fi)) ∩ (cl(N(ε, F \ Fi) = ∅.

Como Fj ⊆ F \ Fi, entonces N(ε, Fj) ⊆ cl(N(ε, F \ Fi)). Por lo tanto,

N(ε, Fi) ∩ N(ε, Fj) = ∅.

Por lo tanto, N(ε, F1), ..., N(ε, Fn) son disjuntos dos a dos.
Supongamos que existe i ∈ {1, ..., n} tal que N(ε, Fi) ∩ G = ∅. Sea p ∈ Fi.

Como F ⊆ N(ε, G), entonces existe q ∈ G tal que d(p, q) < ε. Como G ⊆ N(ε, F )
y G∩N(ε, Fi) = ∅, entonces p ∈ N(ε, Fj) para alguna j ̸= i. Como ε < εj

2 , entonces

B(ε, q) ⊆ N(ε, Fj) ⊆ N

(
εj

2 , Fj

)
⊆ N

(
εj

2 , cl

(
N

(
εj

2 , Fj

)))
⊆ N(εj, Fj).

Esto contradice que cl(N(εj, Fj)) ∩ cl(N(εj, F \ Fj)) = ∅. Por lo tanto, para todo
i ∈ {1, ..., n}, G ∩ N(ε, Fi) ̸= ∅.
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Como G ⊆ N(ε, F1) ∪ ... ∪ N(ε, Fn), los conjuntos N(ε, F1), ..., N(ε, Fn) son
ajenos dos a dos y N(ε, Fi) ∩ G ̸= ∅ para toda i ∈ {1, ..., n}, entonces G tiene n
componentes G1, ..., Gn tales que Gi ⊆ N(ε, Fi) para cada i ∈ {1, ..., n}.

Mostremos ahora que H(Fi, Gi) < ε para cada i ∈ {1, ..., n}. Ya tenemos que
Gi ⊆ N(ε, Fi) para cada i ∈ {1, ...n}. Basta demostrar que para todo i ∈ {1, ..., n},
Fi ⊆ N(ε, Gi).

Como HCn(FH)(F, G) < ε, entonces

Fi ⊆ F ⊆ N(ε, G) = N(ε, G1) ∪ ... ∪ N(ε, Gn).

Supongamos que Fi ⊈ N(ε, Gi), entonces existen p ∈ Fi y j ̸= i tal que p ∈
N(ε, Gj). Como ε < εj

2 y Gj ⊆ N(ε, Fj) entonces

N(ε, Gj) ⊆ N(ε, cl(N(ε, Fj))) ⊆ N

(
εj

2 , cl

(
N

(
εj

2 , Fj

)))
⊆ N(εj, Fj).

Como N(ε, Fj) ∩ N(ε, Fk) = ∅ para toda k ̸= j, Fi es disconexo, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, Fi ⊆ N(ε, Gi) para toda i ∈ {1, ..., n}.

Por lo tanto, H(Fi, Gi) < ε para cada i ∈ {1, ..., n}. Como ε < ε1, entonces G1
interseca al menos a dos segmentos abiertos de FH . Como para toda i ∈ {2, ..., n}
tenemos que ε < εi, entonces Gi ⊆ Lθi

\ {v}.

Lema 62. El espacio E(Cn(FH)) no es conexo.

Demostración. Definimos

U = {F ∈ E(Cn(FH)) : sólo una componente de F no está contenida en L1 \ {v}}

y
V = E(Cn(FH)) \ U .

Demostraremos que U y V forman una desconexión de E(Cn(FH)). Primero
veamos que U y V son abiertos.

Sea F ∈ U . Como F ∈ E(Cn(FH)), F ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH). Si F1, ..., Fn son
las distintas componentes de F , podemos suponer sin pérdida de generalidad que
F1 interseca a dos segmentos abiertos de FH . Como F ∈ U , entonces F2, ..., Fn

están contenidas en L1 \ {v}. Por el Lema 61, existe ε > 0 tal que para toda
G ∈ BCn(FH)(ε, F ) se cumplen las siguientes propiedades:

1. G ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH),

2. alguna componente de G interseca al menos a dos segmentos abiertos de FH ,

3. n − 1 componentes de G están contenidas en L1 \ {v}.
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Entonces BCn(FH)(ε, F ) ⊆ U , por lo que U es abierto.
Sea E ∈ V . Como E ∈ E(Cn(FH)), E ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH). Si E1, ..., En son

las distintas componentes de E, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
E1 interseca a dos segmentos abiertos de FH . Como E /∈ U , para cada i ∈ {2, ..., n},
existe θi ∈ S \{0} tal que Ei ⊆ Lθi

\{v} y existe algún j ∈ {2, ..., n} tal que θj ̸= 1.
Por el Lema 61, existe ε > 0 tal que para toda G ∈ BCn(FH)(ε, E) se cumplen las
siguientes propiedades:

1. G ∈ Cn(FH) \ Cn−1(FH),

2. alguna componente de G interseca al menos a dos segmentos abiertos de FH ,

3. para todo θ ∈ S \ {0}, el número de componentes de E contenidas en el
segmento abierto Lθ \ {v} y el número de componentes de G contenidas en
el segmento abierto Lθ \ {v} son iguales.

Sea G ∈ BCn(FH)(ε, E), entonces por 1 y 2, tenemos que G ∈ E(Cn(FH)).
Como hay al menos una componente de E contenida en el segmento abierto Lθj

\
{v}, entonces por 3 tenemos que al menos una componente de G está contenida
en el segmento abierto Lθj

\ {v}. Como θj ̸= 1, entonces G /∈ U . Por lo tanto,
BCn(FH)(ε, E) ⊆ V , por lo que V es abierto.

Por definición, E(Cn(FH)) = U ∪ V .
Tomamos p1, ..., pn−1 ∈ L1 \ {v} y q1, ..., qn−1 ∈ L 1

4
\ {v}. Definimos

E = L 1
2

∪ L 1
3

∪ {p1, ..., pn−1}

y
F = L 1

2
∪ L 1

3
∪ {q1, ..., qn−1}.

Tenemos que L 1
2

∪ L 1
3

es componente tanto de E como de F que interseca a
los segmentos abiertos L 1

2
\ {v} y L 1

3
\ {v}. Las componentes restantes de E están

contenidas en el segmento abierto L1 \ {v} y las componentes restantes de F están
contenidas en el segmento abierto L 1

4
\ {v}, por lo que E ∈ U y F ∈ V . Por lo que

U y V son no vacíos.
Por lo tanto, U y V forman una desconexión de E(Cn(FH)).

Lema 63. Para todo n ≥ 2, el espacio E(Fn(C(FH))) es conexo.

Demostración. Mostraremos que el espacio E(Fn(C(FH)) es conexo por trayectorias.
Esto lo haremos mostrando que para cualquier A ∈ E(Fn(C(FH))) existe una
trayectoria α : [0, 1] → Fn(C(FH)) de A a {FH} tal que para todo t ∈ [0, 1],
α(t) ∈ E(Fn(C(FH))).
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Sea A = {A1, ..., Ar} ∈ E(Fn(C(FH))). Para todo i ∈ {1, ..., r} tomamos un
arco ordenado βi : [0, 1] → C(FH) de Ai a FH . Definimos la función α : [0, 1] →
Fn(C(FH)) dada por α(t) = {β1(t), ..., βr(t)}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que:

A1 ∩ (Lθ1 \ {v}) ̸= ∅ ̸= A1 ∩ (Lθ2 \ {v}) para algunos θ1 y θ2 en S tales que
θ1 ̸= θ2, y

para todo i ∈ {2, ..., r}, Ai ⊈ L0.

Como para todo i ∈ {1, ..., r}, βi es un arco ordenado, entonces para todo
t ∈ [0, 1], Ai ⊆ βi(t). Por lo tanto, para todo t ∈ [0, 1] se tiene que:

β1(t) ∩ (Lθ1 \ {v}) ̸= ∅ ≠ β1(t) ∩ (Lθ2 \ {v}), y

para toda i ∈ {2, ..., r}, βi(t) ⊈ L0.

Por lo tanto, para todo t ∈ [0, 1], tenemos que α(t) ∈ E(Fn(C(FH)).

Con todo el trabajo desarrollado concluimos con el resultado que anunciamos
desde el principio.

Corolario 64. Para todo n ≥ 2, los hiperespacios Cn(FH) y Fn(C(FH)) no son
homeomorfos.

Demostración. Como la dimensión y la conexidad local son propiedades topológicas,
entonces si existiera un homeomorfismo h : Cn(FH) → Fn(C(FH)) entre ambos
hiperespacios, la imagen bajo h de E(Cn(FH)) sería E(Fn(C(FH))). Por lo que h
restringido a E(Cn(FH)) sería un homeomorfismo entre los subespacios E(Cn(FH))
y E(Fn(C(FH))). Sin embargo, E(Cn(FH)) no es conexo y E(Fn(C(FH))) es conexo,
lo cual es una contradicción.
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4.2. El abanico de Cantor
Después de analizar el abanico armónico, consideramos un abanico más complejo:

el abanico de Cantor.

Definición 65. Dados puntos p, q ∈ R2 denotamos por pq al segmento convexo
que los une. Denotamos por C al conjunto ternario de Cantor y nos referiremos
a el simplemente como conjunto de Cantor. Definimos v = (1

2 , 1). Al punto
v le llamaremos el vértice del abanico. Para cada x ∈ C definimos px = (x, 0).
Definimos Lx = vpx.

Definimos el abanico de Cantor como el conjunto ⋃{Lx : x ∈ C}. Denotaremos
al abanico de Cantor por FC. A los segmentos Lx les llamaremos los segmentos
del abanico de Cantor.

En esta sección demostraremos que los hiperespacios Cn(FC)) y Fn(C(FC)) no
son homeomorfos. Aunque este espacio es más complejo que el abanico armónico,
demostrar que los hiperespacios no son homeomorfos resulta más sencillo. Para
esto, demostraremos que los elementos en los que el hiperespacio Cn(X) no es
conexo en pequeño forman un conjunto denso en Cn(X) mientras que en Fn(C(X))
existe una vecindad compuesta únicamente de elementos de conexidad en pequeño.

Lema 66. Sean X un continuo, p un punto de corte de X, U y V dos abiertos
disjuntos y no vacíos de X tales que X \ {p} = U ∪ V y X es conexo en pequeño
en p. Entonces para todo B ∈ ⟨U, V, X⟩C(X), p ∈ B y C(X) es conexo en pequeño
en B.
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Demostración. Si p /∈ B, entonces B ⊆ U ∪ V , B ∩ U ̸= ∅ y B ∩ V ̸= ∅, lo cual
contradice la conexidad de B. Por tanto p ∈ B. Por el Lema 14, C(X) es conexo
en pequeño en B.

Definición 67. Para un continuo X y n ≥ 2, denotamos por CP(Fn(C(X))) al
conjunto

{A ∈ Fn(C(X)) : Fn(C(X)) es conexo en pequeño en A}

y por CP(Cn(X)) al conjunto

{E ∈ Cn(X) : Cn(X) es conexo en pequeño en E}.

Lema 68. Sean X un continuo, p un punto de corte en X y n ≥ 2. Entonces
intFn(C(X))(CP(Fn(C(X)))) ̸= ∅.

Demostración. Sean U y V dos abiertos disjuntos y no vacíos de X tales que
U ∪ V = X \ {p}.

Por el Lema de las orejas los conjuntos A = U ∪ {p} y B = V ∪ {p} son
subcontinuos de X. Usando un arco ordenado de A a X, podemos encontrar
subcontinuos B1,..., Bn de X tales que A ⊊ B1 ⊊ B2 ⊊ ... ⊊ Bn−1 ⊊ Bn = X.

Elegimos puntos p1 ∈ B1 \ A, p2 ∈ B2 \ B1, p3 ∈ B3 \ B2,..., pn ∈ Bn \ Bn−1 y
abiertos U1, U2,..., Un−1 de X con las siguientes propiedades.

B1 ⊆ U1 y clX(U1) ∩ {p2, ..., pn} = ∅,
B2 ∪ clX(U1) ⊆ U2 y clX(U2) ∩ {p3, ..., pn} = ∅,
B3 ∪ clX(U2) ⊆ U3 y clX(U3) ∩ {p4, ..., pn} = ∅,
...
Bn−1 ∪ clX(Un−2) ⊆ Un−1 y pn /∈ cl(Un−1).
Sean U0 = U y Un = X.
Para cada i ∈ {1, ..., n}, definimos

Ui = ⟨Ui⟩C(X) ∩ ⟨U, X \ clX(Ui−1), X⟩C(X).

Notemos que Ui es abierto en C(X) para cada i ∈ {1, ..., n}.
Como para toda i ∈ {1, ..., n}, Bi ⊆ Ui, pi ∈ Bi \ clX(Ui−1) y U ⊆ Bi, entonces

Bi ∈ Ui para cada i ∈ {1, ..., n}.
Si 1 ≤ i < j ≤ n y existe D ∈ Ui ∩ Uj, entonces D ⊆ Ui y

∅ ≠ D ∩ (X \ clX(Uj−i)) ⊆ D ∩ (X \ clX(Ui)),

lo cual es absurdo. Por tanto U1,..., Un son ajenos dos a dos.
Sea U = ⟨U1, ..., Un⟩Fn(C(X)). Entonces U es abierto en Fn(C(X)). Notamos que

{B1, ..., Bn} ∈ U, así que U ̸= ∅.



4.2. EL ABANICO DE CANTOR 43

Dado D ∈ U, D interseca a cada uno de los conjuntos U1,..., Un, y como éstos
son ajenos dos a dos y D tiene a lo más n elementos, entonces tenemos que D tiene
exactamente n elementos D1,..., Dn tales que D1 ∈ U1,..., Dn ∈ Un.

Dada i ∈ {1, ..., n}, Di ∩ U ̸= ∅ y

∅ ≠ Di ∩ (X \ clX(Ui−1)) ⊆ Di ∩ (X \ clX(U)) = Di ∩ V.

De manera que Di interseca a V y a U para cada i ∈ {1, ..., n}, por lo que
Di ∈ ⟨U, V, X⟩C(X) para cada i ∈ {1, ..., n}. Por el Lema 66, C(X) es conexo en
pequeño en Di para cada i ∈ {1, ..., n}.

Por el Lema 19, Fn(C(X)) es conexo en pequeño en D para toda D ∈ U. Por
tanto intFn(C(X))(CP(Fn(C(X)))) ̸= ∅.

Lema 69. Sean x ∈ C y F ∈ C(FC) tales que F ⊆ Lx \ {v}. Si ε > 0 es tal que
v /∈ N(ε, F ), entonces existen sucesiones {yn}n∈N ⊆ C, {An}n∈N ⊆ C(FC) tales
que:

1. Para toda n ∈ N, yn ̸= x,

2. para todo n ∈ N, An ⊆ N(ε, F ), y

3. {An}n∈N converge a F .

En atención al lector, para no llenarlo de símbolos, no daremos una demostración
de este lema, pues la siguiente ilustración hace que sea claro. En la imagen podemos
ver un subcontinuo F de C(FC) que no tiene al vértice y por tanto es un arco
contenido en algún segmento Lx \ {v}.

Como todos los puntos del conjunto de Cantor son puntos de acumulación,
entonces existen sucesiones de segmentos distintos de FC que convergen a Lx.
Entonces para cualquier ε > 0 podemos encontrar arcos dentro de los segmentos
que convergen a Lx que converjan a F contenidos en la nube N(ε, F ).
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Lema 70. Sea F ∈ C(FC) tal que v /∈ F . Entonces C(FC) no es conexo en pequeño
en F .

Demostración. Como v /∈ F , entonces existe x ∈ C tal que F ⊆ Lx \ {v}. Sea
ε > 0 tal que v /∈ N(ε, F ). Notamos que la componente de N(ε, F ) que tiene a F
es N(ε, F )∩Lx \{v}. Por el Lema 69, existe una sucesión {An}n∈N de subcontinuos
de FC contenida en el abierto N(ε, F ), que converge a F y tal que para todo n ∈ N,
An ⊈ Lx \ {v}. Por el Teorema 13, tenemos que C(FC) no es conexo en pequeño
en F .

Lema 71. Sean X un continuo, n ≥ 2 y ε > 0. Entonces para todo F ∈ Cn(X),
existe G ∈ Cn(X) \ Cn−1(X) tal que G es ε-cercano a F .

Demostración. En el caso en el que F ∈ Cn(X) \ Cn−1(X), definimos G = F .
En el caso en el que F ∈ Cn−1(X), tenemos que F tiene m componentes y que

m < n.
Si F ̸= X, por la conexidad de X, existe un punto p ∈ FrX(F ). Entonces

B(ε, p) \ F es un abierto no vacío de X. Por la conexidad de X, B(ε, p) no puede
ser finito. Por tanto es posible elegir puntos diferentes entre sí, pm+1, ..., pn ∈
B(ε, p) \ F . Definimos G = F ∪ {pm+1, ..., pn}. Entonces G tiene exactamente n
componentes y es ε-cercano a F .

Finalmente, si F = X, usando un arco ordenado de un conjunto singular {q}
a X, podemos encontrar un subcontinuo G1 de X tal que H(F, G1) < ε

2 y G1 ̸=
X. Procediendo como en el párrafo previo, podemos encontrar un elemento G ∈
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Cn(X) \ Cn−1(X) tal que H(G1, G) < ε
2 . Por tanto

H(F, G) ≤ H(F, G1) + H(G1, G) = ε

2 + ε

2 < ε.

Teorema 72. Sean n ≥ 2 y F ∈ Cn(FC). Entonces para toda vecindad U de F en
Cn(FC), existe G ∈ U tal que Cn(FC) no es conexo en pequeño en G.

Demostración. Sean n ≥ 2, F ∈ Cn(FC) y ε > 0. Por el Lema 71, existe G ∈
Cn(FC) \ Cn−1(FC) que es ε-cercano a F . Sean G1, ..., Gn las distintas componentes
de G. Como n ≥ 2, existe alguna componente de G que no tiene al vértice. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que v /∈ G1. Por el Lema 70, tenemos que
C(FC) no es conexo en pequeño en G1. Por el Teorema 15, tenemos que Cn(FC) no
es conexo en pequeño en G.

Teorema 73. Para todo n ≥ 2, Fn(C(FC)) no es homeomorfo a Cn(FC).

Demostración. Sea n ≥ 2. Supongamos que existe un homeomorfismo

h : Fn(C(FC)) → Cn(FC).

Como la conexidad en pequeño es una propiedad topológica, entonces la imagen
bajo h de CP(Fn(C(FC))) es CP(Cn(FC)). Como h es homeomorfismo, entonces la
imagen bajo h de intFn(C(FC))(CP(Fn(C(FC)))) es intCn(FC)(CP(Cn(FC))).

Como el vértice v es un punto de corte de FC, entonces por el Lema 68, tenemos
que intFn(C(FC))(CP(Fn(C(FC)))) ̸= ∅.

Por otro lado, por el Lema 72, intCn(FC)(CP(Cn(FC))) = ∅. Esto contradice que
h[intFn(C(FC))(CP(Fn(C(FC))))] = intCn(FC)(CP(Cn(FC))).

Por lo tanto, para todo n ≥ 2, no existe homeomorfismo entre Fn(C(FC)) y
Cn(FC).

Como se puede observar, el argumento usado para el abanico armónico no se
puede usar para el de Cantor y lo mismo ocurre en la otra dirección. Como no
pudimos encontrar un argumento unificado, la siguiente pregunta resulta natural.

Pregunta. ¿Existe un abanico no localmente conexo X tal que para alguna
n ≥ 2, Cn(X) es homeomorfo a Fn(C(X))?
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4.3. El abanico Fω

Ahora analizaremos un abanico que es localmente conexo: el continuo conocido
como Fω. Mostraremos que los hiperespacios C2(Fω) y F2(C(Fω)) son homeomorfos.

Definición 74. El continuo conocido como Fω es definido como la unión de una
sucesión de segmentos de recta cuya longitud tiende a 0, donde todos los segmentos
tienen un extremo en común.

Describiremos al continuo Fω en el plano en coordenadas polares. Para cada
n ∈ N, definimos Ln = {⟨t, 1

n
⟩ : t ∈ [0, 1

n
]}.

Definimos Fω = ⋃{Ln : n ∈ N}.
Al punto ⟨0, 0⟩ le llamaremos el vértice de Fω y lo denotaremos por v.
A lo largo de esta sección cuando hagamos referencia a los segmentos de Fω,

nos referiremos a los segmentos Ln de la definición del continuo. Por otro lado,
cuando hagamos referencia a los segmentos abiertos de Fω, nos referiremos a
los segmentos Ln \ {v}.

Definición 75. Para toda A ∈ C(Fω), denotamos por C2(A, Fω) al conjunto
{E ∈ C2(Fω) : A ⊆ E}.

Mostraremos que el espacio C2({v}, Fω) es homeomorfo a un cubo de Hilbert.
Para esto usaremos algunos conceptos y resultados que presentamos a continuación.
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Definición 76. Sean X un espacio topológico y Y un subespacio de X. Una
función continua y suprayectiva r : X → Y es una retracción si r|Y es la función
identidad sobre Y .

Diremos que Y es un retracto de X si existe una retracción r : X → Y .

Teorema 77. Sea X un espacio métrico. Si Y es un retracto de X, entonces Y
es cerrado en X.

Demostración. Mostraremos que X \ Y es abierto en X. Sean r : X → Y una
retracción y x ∈ X \ Y . Tenemos que r(x) ∈ Y . Como r(x) ∈ Y y x ∈ X \ Y ,
entonces x ̸= r(x). Tomamos dos abiertos disjuntos U y V de X tales que r(x) ∈ U
y x ∈ V . Por la continuidad de r, tenemos que r−1(U ∩ Y ) es un abierto de X tal
que x ∈ r−1(U ∩ Y ). Definimos W = r−1(U ∩ Y ) ∩ V . Entonces W es un abierto
de X tal que x ∈ W .

Mostraremos que W ⊆ X \ Y . Sea w ∈ W . Tenemos que w ∈ V y w ∈
r−1(U ∩ Y ). Entonces r(w) ∈ U ∩ Y . Como U ∩ V = ∅, entonces r(w) ̸= w. Por lo
tanto, w ∈ X \ Y .

Definición 78. Decimos que un espacio métrico X es un retracto absoluto si
para cualquier espacio métrico Z y cualquier encaje h : X → Z tal que h(X) es
un cerrado de Z, se tiene que h(X) es retracto de Z.

El siguiente es la Proposición 7.7 de la página 97 de [7].

Lema 79. Todo retracto de un retracto absoluto es un retracto absoluto.

El siguiente es el Teorema IIm de [22].

Teorema 80. Un continuo X es localmente conexo si y sólo si para cada n ∈ N,
Cn(X) es un retracto absoluto.

Definición 81. Sea (X, d) un continuo. Decimos que A es un Z-conjunto en X
si y sólo si A es un subconjunto cerrado de X y para todo ε > 0, existe una función
fε : X → X \ A tal que d(x, fε(x)) < ε para cada x ∈ X.

El siguiente resultado es el Teorema 1 de [23]. Este teorema es conocido como
la Caracterización de Toruńczyk del cubo de Hilbert

Teorema 82. Si X es un retracto absoluto, compacto y métrico tal que la función
identidad sobre X puede ser aproximada por funciones continuas cuyas imágenes
son Z-conjuntos en X, entonces X es un cubo de Hilbert.

Lo primero que haremos es mostrar que el espacio C2({v}, Fω) es un retracto
absoluto.
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Definición 83. Sea A ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω).
Diremos que A es del tipo 1 si existe n ∈ N tal que A ⊆ Ln \ {v}.
Diremos que A es del tipo 2 si existen n, m ∈ N tales que n ̸= m, A ⊆

(Ln \ {v}) ∪ (Lm \ {v}), A ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅ y A ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅.
Denotamos por εA al supremo del conjunto {ε > 0 : B(ε, v) ∩ A = ∅}.
Notemos que εA = mı́n{d(v, a) : a ∈ A}.
Definimos LA como sigue

LA =


{⟨t, 1

n
⟩ : 0 ≤ t ≤ εA}, si A es del tipo 1 y A ⊆ Ln,

{⟨t, 1
n
⟩ : 0 ≤ t ≤ εA} ∪ {⟨t, 1

m
⟩ : 0 ≤ t ≤ εA}, si A es del tipo 2 y

A ⊆ Ln ∪ Lm.

Tipo 1

Tipo 2

Sean A ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω) y 0 < εA < ε. Entonces LA ⊆ B(ε, v).
Consideramos la función r : C2(Fω) → C2({v}, Fω) dada por

r(A) =

A, si A ∈ C2({v}, Fω),
A ∪ LA, si A ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω).
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Lema 84. La función r es una retracción.

Demostración. Tenemos, por la definición de r, que para todo A ∈ C2({v}, Fω),
r(A) = A. Ya que para toda A ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω), v ∈ LA, tenemos que
r(A) ∈ C2({v}, Fω).

Veamos ahora que r es continua. Sean {Ai}i∈N una sucesión en C2(Fω) y A ∈
C2(Fω) tales que ĺım Ai = A. Mostraremos que ĺım r(Ai) = r(A). Dividiremos la
prueba en los siguientes dos casos: A ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω) o A ∈ C2({v}, Fω).

Caso 1. A ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω).
Entonces A es del tipo 1 o del tipo 2.
En el caso en el que A es del tipo 1, existe n ∈ N tal que A ⊆ Ln \ {v}. Como

Ln \ {v} es un abierto de Fω, por el Lema 2, existe δ > 0 tal que

A ⊆ N(δ, A) ⊆ Lm \ {v}.

Sea 0 < ε < δ
2 . Como ĺım Ai = A, existe N ∈ N tal que si i > N , entonces

H(A, Ai) < ε.
Sea i > N . Entonces Ai ⊆ N(ε, A) ⊆ N(δ, A) ⊆ Ln \ {v}. Entonces Ai es del

tipo 1. Como H(Ai, A) < ε, entonces |εAi
− εA| < ε. Por lo tanto, H(LAi

, LA) < ε,
por lo que H(Ai ∪ LAi

, A ∪ LA) < ε.
En el caso en el que A es del tipo 2, existen n, m ∈ N tales que n ̸= m,

A ⊆ (Ln \ {v}) ∪ (Lm \ {v}), A ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅ y A ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅.
Como (Ln \ {v}) ∪ (Lm \ {v}) es un abierto de Fω, por el Lema 2, existe δ > 0

tal que A ⊆ N(δ, A) ⊆ (Ln \ {v}) ∪ (Lm \ {v}).
Sea 0 < ε < δ

2 . Como ĺım Ai = A, entonces existe N ∈ N tal que si i > N ,
entonces H(A, Ai) < ε.

Sea i > N . Entonces Ai es del tipo 2. Como H(A, Ai) < ε, entonces

|εA − εAi
| < ε.

Por lo tanto, H(LA, LAi
) < ε. Por lo tanto,

H(r(A), r(Ai)) = H(A ∪ LA, Ai ∪ LAi
) < ε.

Caso 2. A ∈ C2({v}, Fω).
Tomamos ε > 0. Como ĺım Ai = A, entonces existe N ∈ N tal que si i > N ,

entonces H(Ai, A) < ε.
Sea i > N . Tenemos que Ai ∈ C2({v}, Fω) o Ai ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω).
Si ocurre que Ai ∈ C2({v}, Fω). Entonces r(Ai) = Ai. Como r(A) = A, entonces

H(r(Ai), r(A)) = H(Ai, A) < ε.
Si se cumple que Ai ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω). Como A ⊆ N(ε, Ai) y v ∈ A,

entonces existe a ∈ Ai tal que d(a, v) < ε. Por lo tanto, εAi
< ε. Por lo tanto,

LAi
⊆ B(ε, v) ⊆ N(ε, A).
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Como H(Ai, A) < ε, entonces Ai ⊆ N(ε, A). Por lo tanto,

r(Ai) = Ai ∪ LAi
⊆ N(ε, A).

Por otro lado, como H(Ai, A) < ε, entonces

A ⊆ N(ε, Ai) ⊆ N(ε, Ai ∪ LAi
) ⊆ N(ε, r(Ai)).

Por lo tanto, H(r(Ai), r(A)) < ε.

Corolario 85. C2({v}, Fω) es un retracto absoluto.

Demostración. Como Fω es localmente conexo, por el Teorema 80, C2(Fω) es un
retracto absoluto. Por el Lema 84, C2({v}, Fω) es retracto de C2(Fω). Por el Lema
79, C2({v}, Fω) es retracto absoluto.

Ahora mostraremos que la función identidad sobre el espacio C2({v}, Fω) puede
ser aproximada por funciones continuas cuyas imágenes son Z-conjuntos en el
espacio C2({v}, Fω).

Definición 86. Para toda 0 ≤ ε < 1 y para toda n ∈ N, denotamos por Lε
n al

conjunto {〈
t,

1
n

〉
: 0 ≤ t ≤ ε

2n

}
.

Definimos Fε = ⋃
n∈N Lε

n.

Notamos que para toda 0 ≤ ε < 1, Fε ∈ C(Fω). Además, F0 = {v}.

Lema 87. Para todo 0 ≤ ε < 1, el espacio C2(Fε, Fω) es cerrado en C2(Fω).

Lema 88. Para toda 0 < ε < 1, C2(Fε, Fω) es un Z-conjunto en C2({v}, Fω).

Demostración. Por el Lema 87, C2(Fε, Fω) es cerrado en C2(Fω).
Dada n ∈ N, consideramos la función rn : Fω → Fω dada por

rn(p) =

p, si p ∈ ⋃
i≤n Li,

v, si p ∈ Fω \ (⋃i≤n Li).

Notemos que rn es continua, así es una retracción de Fω en la unión de los
primeros n segmentos de Fω y d(p, rn(p)) ≤ 1

n+1 para toda p ∈ Fω.
Por el Lema 6, la función inducida C(rn) : C(Fω) → C(Fω) dada por

C(rn)(A) = rn[A]
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es continua.
Definimos gn = C(rn)|C2({v},Fω).
Entonces gn es continua. Además, para todo A ∈ C2({v}, Fω),

HC2(Fω)(A, gn(A)) <
1
n

.

Ahora, si A ∈ C2(Fε, Fω), entonces Fε ⊆ A. Por tanto, para todo m ∈ N,
A ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅.

Por otro lado, si m > n, se tiene que para todo E ∈ C2({v}, Fω),

gn(E) ∩ (Lm \ {v}) = ∅.

Por lo tanto, gn[C2({v}, Fω)] ∩ C2(Fε, Fω) = ∅.
Por lo tanto, C2(Fε, Fω) es un Z-conjunto en C2({v}, Fω).

Lema 89. Para toda ε > 0, existe una función fε : C2({v}, Fω) → C2({v}, Fω)
que cumple las siguientes propiedades:

1. Para todo A ∈ C2({v}, Fω), HC2(Fω)(A, fε(A)) < ε y

2. la imagen de fε es un Z-conjunto en C2({v}, Fω).

Demostración. Sea 0 < ε < 1.
Consideremos la función fε : C2({v}, Fω) → C2(Fε, Fω) dada por

fε(A) = A ∪ Fε.

Sea A ∈ C2({v}, Fω). Como A ⊆ A ∪ Fε = fε(A), entonces A ⊆ N(ε, fε(A)).
Por otro lado, para toda n ∈ N, tenemos que la longitud de Lε

n es ε
2n

y ε
2n

< ε.
Entonces Fε = ⋃

n∈N Lε
n ⊆ B(ε, v). Como A ∈ C2({v}, Fω), entonces v ∈ A, por lo

que Fε ⊆ B(ε, A) ⊆ N(ε, A). Además, A ⊆ N(ε, A). Por lo tanto,

fε(A) = A ∪ Fε ⊆ N(ε, A).

Por lo tanto, HC2(Fω)(A, fε(A)) < ε.
Tenemos que C2(Fε, Fω) ⊆ C2({v}, Fω) y para todo E ∈ C2(Fε, Fω), se tiene

que fε(E) = E ∪ Fε = E. Por lo tanto, fε es suprayectiva.
Por el Lema 88, la imagen de fε es un Z-conjunto en C2({v}, Fω).

Corolario 90. C2({v}, Fω) es un cubo de Hilbert.

Demostración. Por el Lema 87, C2({v}, Fω) es cerrado en C2(Fω). Como C2(Fω)
es compacto, entonces C2({v}, Fω) es un compacto.

Por el Lema 85, C2({v}, Fω) es retracto absoluto. Por el Lema 89, la función
identidad sobre C2({v}, Fω) puede ser aproximada por funciones continuas cuyas
imágenes son Z-conjuntos en C2({v}, Fω). Por el Teorema 82, C2({v}, Fω) es un
cubo de Hilbert.
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Definición 91. Para cada A ∈ C(Fω), denotamos por F2(A, C(Fω)) al conjunto

{B ∈ F2(C(Fω)) : A está contenido en algún elemento de B}.

En particular, denotamos por F2({v}, C(Fω)) al conjunto{
B ∈ F2(C(Fω)) : v ∈

⋃
B
}
.

Ahora mostraremos que el espacio F2({v}, C(Fω)) es un retracto absoluto.

Lema 92. El espacio F2(C(Fω)) es un retracto absoluto.

Demostración. Como Fω es localmente conexo, por el Teorema 80, C(Fω) es un
retracto absoluto. Como C(Fω) es un continuo, podemos pensarlo encajado en
un cubo de Hilbert Q. Como C(Fω) es retracto absoluto, existe una retracción
r : Q → C(Fω).

Consideramos la función inducida F2(r) : F2(Q) → F2(C(Fω)), dada por
F2(r)({a, b}) = {r(a), r(b)}. Entonces F2(r) es una retracción. Como F2(Q) es
homeomorfo a Q (Teorema 2.4 de [12]) y Q es retracto absoluto, por el Lema 79,
F2(C(Fω)) es un retracto absoluto.

Lema 93. Sean a1, b1, a2, b2 ∈ (0, 1] y ε > 0 tales que

0 < mı́n{a1, b1} − ε,

|a2 − a1| < ε y

|b2 − b1| < ε.

Entonces | mı́n{a1, b1} − mı́n{a2, b2}| < ε.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que a1 ≤ b1. Entonces
mı́n{a1, b1} = a1.

Como |a2 − a1| < ε, entonces a1 − ε < a2 < a1 + ε.
Como |b2 − b1| < ε, entonces b1 − ε < b2 < b1 + ε
Como a1 ≤ b1, entonces a1 − ε ≤ b1 − ε < b2.
En el caso en el que a1 − ε < b2 < a1 + ε, entonces

a1 − ε < mı́n{a2, b2} < a1 + ε,

es decir, | mı́n{a1, b1} − mı́n{a2, b2}| = |a1 − mı́n{a2, b2}| < ε.
En el caso en el que a1 + ε ≤ b2, como a2 < a1 + ε, entonces a2 < b2, es decir,

mı́n{a2, b2} = a2. Por lo tanto, |a1 − a2| = | mı́n{a1, b1} − mı́n{a2, b2}| < ε.
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Definición 94. Sea {A, B} ∈ F2(C(Fω)) \ F2({v}, C(Fω)). Definimos

ε{A,B} = mı́n{εA, εB}.

Ver la Definición 83.
Definición 95. Sea {A, B} ∈ F2(C(Fω))\F2({v}, C(Fω)). Entonces existen n, m ∈
N (posiblemente n = m), 0 < a1 ≤ a2 ≤ 1

n
y 0 < b1 ≤ b2 ≤ 1

m
tales que

A =
{〈

t,
1
n

〉
: a1 ≤ t ≤ a2

}
⊆ Ln \ {v}

y

B =
{〈

t,
1
m

〉
: b1 ≤ t ≤ b2

}
⊆ Lm \ {v}.

Denotamos por SA al conjunto{〈
t,

1
n

〉
: a1 − ε{A,B} ≤ t ≤ a1

}
.

Denotamos por SB al conjunto{〈
t,

1
m

〉
: b1 − ε{A,B} ≤ t ≤ b1

}
.
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Notamos que la longitud de SA y de SB es ε{A,B}.
Consideramos la función r : F2(C(Fω)) → F2({v}, C(Fω)) dada por

r({A, B}) =

{A, B}, si {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)),
{A ∪ SA, B ∪ SB}, si {A, B} /∈ F2({v}, C(Fω)).

Lema 96. La función r es una retracción

Demostración. Por la definción de r, tenemos que r|F2({v},C(Fω)) = idF2({v},C(Fω)).
Veamos ahora que r es continua. Sean {{Ai, Bi}}i∈N una sucesión en F2(C(Fω))

y {A, B} un elemento de F2(C(Fω)) tales que ĺım{Ai, Bi} = {A, B}. Mostraremos
que ĺım r({Ai, Bi}) = r({A, B}).

Dividiremos esta prueba en los siguientes dos casos: {A, B} ∈ F2(C(Fω)) \
F2({v}, C(Fω)) o {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)).

Caso 1. {A, B} ∈ F2(C(Fω)) \ F2({v}, C(Fω)).
Entonces existen n, m ∈ N tales que A ⊆ Ln \{v} y B ⊆ Lm \{v}. Por el Lema

2, existe δ > 0 tal que
A ⊆ N(δ, A) ⊆ Ln \ {v}

y
B ⊆ N(δ, B) ⊆ Lm \ {v}.

Sea 0 < ε < δ
2 . Como ĺım{Ai, Bi} = {A, B}, entonces existe N ∈ N tal que si

i > N , entonces HF2(C(Fω))({Ai, Bi}, {A, B}) < ε.
Sea i > N . Como HF2(C(Fω))({Ai, Bi}, {A, B}) < ε, entonces podemos suponer

sin pérdida de generalidad que H(Ai, A) < ε y H(Bi, B) < ε.
Como ε < δ

2 , entonces Ai ⊆ Ln \ {v} y Bi ⊆ Lm \ {v}, entonces |εAi
− εA| < ε

y |εBi
− εB| < ε. Por el Lema 93, | mı́n{εA, εB} − mı́n{εAi

, εBi
}| < ε. Por lo tanto,

|ε{A,B} − ε{Ai,Bi}| < ε.
Entonces, H(SA, SAi

) < ε y H(SB, SBi
) < ε.

Entonces, H(A ∪ SA, Ai ∪ SAi
) < ε y H(B ∪ SB, Bi ∪ SBi

) < ε.
Entonces, HF2(C(Fω))({A ∪ SA, B ∪ SB}, {Ai ∪ SAi

, B ∪ SBi
}) < ε.

Por lo tanto, HF2(C(Fω))(r({A, B}), r({Ai, Bi})) < ε.
Caso 2. {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)).
Sea ε > 0.
Como ĺım{Ai, Bi} = {A, B}, existe N ∈ N tal que si i > N , entonces

HF2(C(Fω))({Ai, Bi}, {A, B}) <
ε

2 .

Sea i > N .
En el caso en el que {Ai, Bi} ∈ F2({v}, C(Fω)), entonces

HF2(C(Fω))(r({Ai, Bi}), r({A, B})) = HF2(C(Fω))({Ai, Bi}, {A, B}) <
ε

2 < ε.
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En el caso en el que {Ai, Bi} ∈ F2(C(Fω)) \ F2({v}, C(Fω)), podemos suponer sin
pérdida de generalidad que v ∈ A, H(A, Ai) < ε

2 y H(B, Bi) < ε
2 .

Como v ∈ A y H(A, Ai) < ε
2 , entonces existe a ∈ Ai tal que d(v, a) < ε

2 . Por lo
tanto, ε{A,B} < ε

2 < ε.
Por lo tanto,

SAi
⊆ B

(
ε

2 , v

)
⊆ N

(
ε

2 , A

)
⊆ N(ε, A).

Como H(A, Ai) < ε
2 , entonces Ai ⊆ N

(
ε
2 , A

)
⊆ N(ε, A).

Por lo tanto, Ai ∪ SAi
⊆ N(ε, A).

Como H(A, Ai) < ε
2 , entonces

A ⊆ N

(
ε

2 , Ai

)
⊆ N(ε, Ai) ⊆ N(ε, Ai ∪ SAi

).

Por lo tanto, H(Ai ∪ SAi
, A) < ε.

Por otro lado, como ε{A,B} < ε
2 < ε y H(B, Bi) < ε

2 , entonces existe b ∈ B tal
que d(b, bi) < ε

2 donde bi es el punto de Bi más cercano al vértice.
Como SBi

tiene longitud ε{A,B} < ε
2 , entonces SBi

⊆ B(ε, b) ⊆ N(ε, B).
Como H(B, Bi) < ε

2 , entonces Bi ⊆ N
(

ε
2 , B

)
⊆ N(ε, B).

Por lo tanto, Bi ∪ SBi
⊆ N(ε, B).

Por otro lado, como H(B, Bi) < ε
2 , entonces

B ⊆ N

(
ε

2 , Bi

)
⊆ N(ε, Bi) ⊆ N(ε, Bi ∪ SBi

).

Por lo tanto, H(B, Bi ∪ SBi
) < ε.

Como H(A, Ai ∪ SAi
) < ε y H(B, Bi ∪ SBi

) < ε, entonces

HF2(C(Fω))({A, B}, {Ai ∪ SAi
, Bi ∪ SBi

}) = HF2(C(Fω))(r({A, B}), r({Ai, Bi})) < ε.

Corolario 97. El espacio F2({v}, C(Fω)) es retracto absoluto.

Demostración. Por el Lema 92, tenemos que F2(C(Fω)) es retracto absoluto. Por
el Lema 96, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es retracto de F2(C(Fω)). Por el Lema
79, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es retracto absoluto.

Lema 98. El espacio F2({v}, C(Fω)) es cerrado en F2(C(Fω)).

Demostración. Por el Lema 96, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es retracto del espacio
F2(C(Fω)). Luego, por el Teorema 77, F2({v}, C(Fω)) es cerrado.
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Ahora mostraremos que la función identidad sobre el espacio F2({v}, C(Fω))
puede ser aproximada por funciones continuas cuyas imagenes son Z-conjuntos en
el espacio F2({v}, C(Fω)).

Definición 99. Una métrica ρ para un continuo X es una métrica convexa si
para cualesquiera x, y ∈ X, existe z ∈ X tal que

ρ(x, z) = ρ(x, y)
2 = ρ(y, z).

Definición 100. Definimos ρ : Fω × Fω → R+ dada por ρ(⟨x, y⟩) es la longitud
del arco en Fω que une a x con y.

Lema 101. La métrica ρ es convexa.

Definición 102. Definimos Kρ : [0, ∞) × C(Fω) → C(Fω) dada por

Kρ(t, A) = {x ∈ Fω : ρ(⟨x, y⟩) ≤ t para algún y ∈ A}.

El siguiente es el Teorema 3.3 de [17]

Teorema 103. Sea (X, ρ) un continuo. Entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. Kρ es continua,

2. cl(Nρ(t, A)) = Kρ(t, A) para cada t > 0 y para cada A ∈ 2X .

El siguiente es el Corolario 3.4 de [17]

Corolario 104. Si (X, ρ) es un continuo y ρ es una métrica convexa, entonces
Kρ es continua.

Como corolario de los dos resultados anteriores tenemos el siguiente resultado.

Corolario 105. Para todo ε > 0, la función φε : C(Fω) → C(Fω) dada por

φε(A) = cl(Nρ(ε, A))

es una función continua.

Lema 106. Para cualesquiera n, m ∈ N y para todo A ∈ C(Fω) tal que v ∈ A,
tenemos que cl

(
Nρ

(
1
n
, A
))

∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅.

Demostración. Sean n, m ∈ N y A ∈ C(Fω) tales que v ∈ A. Sea r = máx{n, m}.
Consideramos al punto p =

〈
1
2r

, 1
m

〉
. Tenemos que ρ(v, p) = 1

2r
< 1

n
y p ∈ Lm \{v}.

Por lo tanto, p ∈ cl
(
Nρ

(
1
n
, A
))

∩ (Lm \ {v}).



4.3. EL ABANICO Fω 57

Como para todo t > 0, φt es una función continua, por el Lema 6 tenemos que
la función inducida F2(φt) : F2(C(Fω)) → F2(C(Fω)) dada por

F2(φt)({A, B}) = {φt(A), φt(B)} = {cl(Nρ(t, A)), cl(Nρ(t, B))}

es continua para cada t > 0.

Definición 107. Para cada n ∈ N, definimos fn = F2(φ 1
n
)|F2({v},C(Fω)).

Tenemos que Imfn ⊆ F2({v}, C(Fω)) y fn es continua para toda n ∈ N, pues
es restricción de una función continua.

Lema 108. Para toda n ∈ N y para toda A ∈ F2({v}, C(Fω)), H(A, f2n(A)) < 1
n
.

Demostración. Sean n ∈ N y A = {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)). Tenemos que

A ⊆ cl

(
Nρ

(
1

2n
, A

))
⊆ N

(
1
n

, cl

(
Nρ

(
1

2n
, A

)))
.

Por otro lado,

cl

(
Nρ

(
1

2n
, A

))
⊆ N

(
1

2n
, cl

(
Nρ

(
1

2n
, A

)))
⊆ N

(
1
n

, A

)
.

Por lo tanto, H
(
A, cl

(
Nρ

(
1
n
, A
))

< 1
n
. Análogamente,

H
(
B, cl

(
Nρ

( 1
n

, B
)))

<
1
n

.

Por lo tanto, HF2(C(Fω))

(
{A, B},

{
cl

(
Nρ

(
1

2n
, A

))
, cl

(
Nρ

(
1

2n
, B

))})
=

= HF2(C(Fω))(A, f2n(A)) <
1
n

.

Lema 109. Para toda n ∈ N, Imfn es cerrado en F2({v}, C(Fω)).

Demostración. Sea n ∈ N.
Por el Lema 98, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es cerrado en F2(C(Fω)). Como

F2(C(Fω)) es compacto, entonces F2({v}, C(Fω)) es compacto.
Como fn es continua y dom(fn) = F2({v}, C(Fω)) es compacto, entonces Imfn

es compacto en F2({v}, C(Fω)).
Como Imfn es compacto en F2({v}, C(Fω)), entonces Imfn es cerrado, pues

F2({v}, C(Fω)) es métrico.
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Para cada n ∈ N, consideramos la función rn : Fω → Fω dada por

rn(p) =

p, si p ∈ ⋃
i≤n Li,

v, si p ∈ Fω \ (⋃i≤n Li).

Tenemos que para cada n ∈ N, rn es continua y es una retracción de Fω en la
unión de los primeros n segmentos de Fω.

Por el Lema 6 la función inducida C(rn) : C(Fω) → C(Fω) dada por

C(rn)(A) = rn[A]

es continua para cada n ∈ N.
Por el Lema 6, la función inducida F2(C(rn)) : F2(C(Fω)) → F2(C(Fω)) dada

por F2(C(rn))({A, B}) = {C(rn)(A), C(rn)(B)} es continua para cada n ∈ N.

Definición 110. Para cada n ∈ N, definimos Gn = F2(C(rn))|F2({v},C(Fω)).

Lema 111. Para todo A ∈ C(Fω) y para toda n ∈ N, H(A, C(rn)(A)) < 1
n
.

Demostración. Veamos que para toda p ∈ Fω, d(p, rn(p)) < 1
n
. En el caso en que

p ∈ ⋃
i≤n Li, rn(p) = p y la desigualdad es clara. En el caso en que p /∈ ⋃

i≤n Li,
tenemos que p ∈ Li, para alguna i > n. Como la longitud de Li es igual a 1

i+1 < 1
n
,

tenemos que d(p, v) < 1
n
, así que d(rn(p), p) < 1

n
. Dada A ∈ C(Fω), para cada

a ∈ A, d(rn(a), a) < 1
n
, de manera que H(rn(A), A) < 1

n
(pues rn(A) ⊆ N

(
A, 1

n

)
y

A ⊆ N(rn(A), 1
n
)).

Lema 112. Para todo n ∈ N y para todo {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)),

HF2(C(Fω))({A, B}, Gn({A, B})) <
1
n

.

Demostración. Sean n ∈ N y {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)). Por el Lema 111, tenemos
que H(A, C(rn)(A)) < 1

n
y H(B, C(rn)(B)) < 1

n
, entonces

HF2(C(Fω))({A, B}, Gn({A, B})) = HF2(C(Fω))({A, B}, {C(rn)(A), C(rn)(B)}) <
1
n

.

Lema 113. Para todo n, m ∈ N, Imfn ∩ ImGm = ∅.

Demostración. Sea {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)).
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que v ∈ A.
Entonces cl

(
N
(

1
n
, A
))

∩ (Lj \ {v}) ̸= ∅ para todo j, n ∈ N
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Por lo tanto, si {C, D} ∈ Imfn para alguna n ∈ N, entonces C ∩ (Lj \ {v}) ̸= ∅
para toda j ∈ N o D ∩ (Lj \ {v}) ̸= ∅ para toda j ∈ N.

Por otro lado, para toda n ∈ N, si {C, D} ∈ ImGn, entonces C∩(Ln+1\{v}) = ∅
y D ∩ (Ln+1 \ {v}) = ∅.

Por lo tanto, Imfn ∩ ImGm = ∅ para cualesquiera n, m ∈ N.

Corolario 114. Para toda n ∈ N, Imfn es un Z-conjunto en F2({v}, C(Fω)).

Demostración. Sea n ∈ N. Por el Lema 109, tenemos que Imfn es cerrado en
F2({v}, C(Fω)).

Sea m ∈ N. Consideramos la función Gm definida en la Definición 110. Por el
Lema 112, para todo {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)),

HF2(C(Fω))({A, B}, Gm({A, B})) <
1
m

.

Por el Lema 113, Imfn ∩ ImGm = ∅.
Por lo tanto, Imfn es un Z-conjunto en F2({v}, C(Fω)).

Corolario 115. El espacio F2({v}, C(Fω)) es un cubo de Hilbert.

Demostración. Por el Corolario 97, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es un retracto
absoluto.

Por el Lema 98, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es cerrado en F2(C(Fω)). Como
F2(C(Fω)) es compacto, entonces F2({v}, C(Fω)) es compacto.

Sea n ∈ N. Consideramos la función fn+1 : F2({v}, C(Fω)) → F2({v}, C(Fω)).
Por el Lema 108, para toda A ∈ F2({v}, C(Fω)), H(A, fn+1(A)) < 1

n
.

Finalmente, por el Corolario 114, Imfn+1 es un Z-conjunto en F2({v}, C(Fω)).
Por el Teorema 82, F2({v}, C(Fω)) es un cubo de Hilbert.

Definición 116. Denotamos por ∂(C2({v}, Fω)) a la frontera del espacio C2({v}, Fω)
en el espacio C2(Fω).

Ahora vamos a caracterizar a los elementos de ∂(C2({v}, Fω)).

Lema 117. Sea F ∈ C(Fω) tal que F interseca a tres segmentos abiertos distintos
de Fω. Entonces existe ε > 0 tal que si G ∈ C2(Fω) es ε-cercano a F , alguna
componente de G interseca a dos segmentos abiertos distintos de Fω y v ∈ G.

Demostración. Por hipótesis, existen i, j, k ∈ N distintos tales que F ∩ (Li \ {v}),
F ∩(Lj \{v}) y F ∩(Lk \{v}) son no vacíos. Entonces existen bi ∈ (0, 1

i
], bj ∈ (0, 1

j
],

bk ∈
(
0, 1

k

]
tales que

F ∩ Li =
{〈

r,
1
i

〉
: 0 ≤ r ≤ bi

}
,
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F ∩ Lj =
{〈

s,
1
j

〉
: 0 ≤ s ≤ bj

}
y

F ∩ Lk =
{〈

t,
1
k

〉
: 0 ≤ t ≤ bk

}
.

Consideremos los puntos pi =
〈
bi,

1
i

〉
, pj =

〈
bj,

1
j

〉
y pk =

〈
bk, 1

k

〉
. Los puntos

pi, pj y pk son los extremos distintos del vértice de F ∩ Li, F ∩ Lj y F ∩ Lk,
respectivamente. Sea ε > 0 tal que B(ε, pi) ⊆ Li \ {v}, B(ε, pj) ⊆ Lj \ {v} y
B(ε, pk) ⊆ Lk \ {v}

Sea G ∈ C2(Fω) que es ε-cercano a F . Entonces F ⊆ N(ε, G). Entonces existen
qi, qj, qk ∈ G tales que d(pi, qi) < ε, d(pj, qj) < ε y d(pk, qk) < ε. Por la propiedad
de ε, tenemos que qi ∈ Li \ {v}, qj ∈ Lj \ {v} y qk ∈ Lk \ {v}. Entonces G
interseca a los segmentos abiertos Li \ {v}, Lj \ {v} y Lk \ {v}. Si G es conexo,
entonces v ∈ G. Si G es disconexo, al tener G dos componentes, alguna de sus
componentes, digamos G1, interseca al menos a dos de los tres segmentos abiertos
Li \ {v}, Lj \ {v} y Lk \ {v}. Como G1 es conexo, entonces v ∈ G1. Por lo tanto,
v ∈ G.

Lema 118. Sea F ∈ C2(Fω) \ C(Fω) tal que alguna componente de F interseca
al menos a dos segmentos abiertos de Fω. Entonces existe ε > 0 tal que para
todo G ∈ C2(Fω) que es ε-cercano a F , alguna componente de G interseca a dos
segmentos abiertos de G y v ∈ G.

Demostración. Sea F ∈ C2(Fω)\C(Fω) tal que alguna componente de F interseca
al menos a dos segmentos abiertos de Fω. Sean F1 y F2 las dos componentes de F .
Supongamos sin pérdida de generalidad que F1 interseca al menos a dos segmentos
abiertos de Fω. Entonces existen n, m ∈ N distintos tales que F1 ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅
y F1 ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅. Sean pn ∈ F1 ∩ (Ln \ {v}) y pm ∈ F1 ∩ (Lm \ {v}).

Por el Lema 11, existe ε1 > 0 tal que para todo G ∈ BC2(Fω)(ε, F ), G es la
unión de dos subcontinuos G1 y G2 de Fω tales que G1 es ε1-cercano a F1, G2 es
ε1-cercano a F2 y N(ε1, F1) ∩ N(ε1, F2) = ∅.

Sea 0 < ε < ε1 tal que B(ε, pn) ⊆ Ln \ {v} y B(ε, pm) ⊆ Lm \ {v}.
Sea G ∈ BC2(Fω)(ε, F ). Como ε < ε1, entonces G es la unión de dos subcontinuos

G1 y G2 de Fω tales que G1 es ε-cercano a F1, G2 es ε-cercano a F2 y N(ε, F1) ∩
N(ε, F2) = ∅. Como F1 ⊆ N(ε, G1), entonces existen qn, qm ∈ G1 tales que
d(pn, qn) < ε y d(pm, qm) < ε. Como G1 es conexo, entonces v ∈ G1 ⊆ G.

Lema 119. Sea F ∈ C2(Fω). Entonces F ∈ ∂(C2({v}, Fω) si y sólo si v ∈ F y F
cumple alguna de las siguientes propiedades:

1. F es conexo e interseca a lo más a dos segmentos abiertos de Fω, o
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2. F es disconexo y cada componente de F está contenida en algún segmento
de Fω.

Demostración. (⇒) Probaremos esta implicación por contrapositiva. Supongamos
que F no cumple ni la propiedad 1 ni la propiedad 2. Dividiremos esta prueba en
dos casos: F es conexo o F es disconexo.

Caso 1. F es conexo.
En este caso F interseca al menos a 3 segmentos abiertos distintos de Fω. Por

el Lema 117, existe ε > 0 tal que para todo G ∈ BC2(Fω)(ε, F ), alguna componente
de G interseca al menos a dos segmentos abiertos de Fω. Por lo tanto, v ∈ G y
F ∈ int(C2({v}, Fω)), así que, F /∈ ∂(C2({v}, Fω)).

Caso 2. F es disconexo.
En este caso alguna componente de F interseca al menos a dos segmentos

abiertos distintos de Fω. Por el Lema 118, existe ε > 0 tal que para todo G ∈
BC2(Fω)(ε, F ), alguna componente de G interseca a dos segmentos abiertos distintos
de Fω. Esto implica que v ∈ G y F ∈ int(C2({v}, Fω)), así que, F /∈ ∂(C2({v}, Fω)).

(⇐) Supongamos que v ∈ F y F cumple la propiedad 1 o la propiedad 2.
Caso 1. F es conexo e intersecta a lo más a dos segmentos abiertos de Fω.
Sean ε > 0 y n ∈ N tal que 1

n
< ε.

En el caso en el que F no interseca a ningún segmento abierto de Fω, entonces
F = {v}. Consideramos el punto p =

〈
1
n
, 1

n

〉
. Entonces v /∈ {p} y H({p}, {v}) < ε.

Por lo tanto, F ∈ ∂(C2({v}, Fω)).
En el caso en el que F sólo intersecta a un segmento abierto de Fω, entonces

existe m ∈ N tal que F ⊆ Lm. Usando coordenadas polares como en la Definición
74, existe 0 < b ≤ 1

m
tal que F = {⟨t, 1

m
⟩ : 0 ≤ t ≤ b}. Sea 0 < δ < mı́n{ ε

2 , b
2}.

Definimos G = {⟨t, 1
m

⟩ : δ ≤ t ≤ b}. Entonces v /∈ G y H(F, G) < ε. Por lo tanto,
F ∈ ∂(C2({v}, Fω)).

En el caso en el que F intersecta solamente a dos segmentos abiertos de Fω,
entonces existen l, m ∈ N tales que l ̸= m y F ⊆ Ll ∪ Lm. Usando coordenadas
polares como en la Definición 74, existen 0 < bl ≤ 1

l
y 0 < bm ≤ 1

m
tales que

F =
{〈

t,
1
l

〉
: 0 ≤ t ≤ bl

}
∪
{〈

r,
1
m

〉
: 0 ≤ r ≤ bm

}
.

Sea 0 < δ < mı́n{ ε
2 , bl

2 , bm

2 }. Definimos

G =
{〈

t,
1
l

〉
: δ ≤ t ≤ bl

}
∪
{〈

r,
1
m

〉
: δ ≤ r ≤ bm

}
.

Entonces v /∈ G y H(F, G) < ε. Por lo tanto, F ∈ ∂(C2({v}, Fω)).
Caso 2. F es disconexo y cada componente de F está contenida en algún

segmento de Fω.
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Sean F1 y F2 las dos componentes de F . Supongamos sin pérdida de generalidad
que v ∈ F1. Entonces existen n, m ∈ N tales que F1 ⊆ Ln y F2 ⊆ Lm \ {v}.
Usando coordenadas polares como en la Definición 74, existen 0 ≤ b1 ≤ 1

n
y

0 < a2 ≤ b2 ≤ 1
m

tales que F1 = {⟨t, 1
n
⟩ : 0 ≤ t ≤ b1} y F2 = {⟨r, 1

m
⟩ : a2 ≤ r ≤ b2}.

Sea ε > 0.
En el caso en el que b1 = 0, entonces F1 = {v}. Sea r ∈ N tal que r > m + n y

1
r

< ε. Consideramos al punto p = ⟨1
r
, 1

r
⟩. Definimos G = {p}∪F2. Entonces v /∈ G

y H(F, G) < ε. Por lo tanto, F ∈ ∂(C2({v}, Fω)).
En el caso en el que 0 < b1, consideramos 0 < δ < mı́n{ ε

2 , b1
2 }. Definimos

G = {⟨t, 1
n
⟩ : δ ≤ t ≤ b1} ∪ F2. Entonces v /∈ G y H(F, G) < ε. Por lo tanto,

F ∈ ∂(C2({v}, Fω)).

Definición 120. Denotamos por ∂(F2({v}, C(Fω))) a la frontera de F2({v}, C(Fω))
en el espacio F2(C(Fω)).

Ahora vamos a caracterizar a los elementos de ∂(F2({v}, C(Fω))).

Lema 121. Sea A ∈ F2(C(Fω)) tal que algún elemento de A interseca al menos
a dos segmentos abiertos de Fω. Entonces existe ε > 0 tal que para todo C ∈
F2(C(Fω)) que es ε-cercano a A, algún elemento de C interseca a dos segmentos
abiertos de Fω y v ∈ ⋃ C.

Demostración. Dividiremos esta prueba en dos casos: A = {A} o A = {A, B} con
A ̸= B.

Caso 1. A = {A} y existen m, n ∈ N tales que m ̸= n, A ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅ y
A ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅.

Sean pn ∈ A ∩ (Ln \ {v}) y pm ∈ A ∩ (Lm \ {v}). Tomamos ε > 0 tal que
B(ε, pn) ⊆ Ln \ {v}, B(ε, pm) ⊆ Lm \ {v}. Sea C = {C, D} ∈ F2(C(Fω)) tal
que C es ε-cercano a A. Entonces H(A, C) < ε y H(A, D) < ε. Entonces A ⊆
N(ε, C) y A ⊆ N(ε, D). Entonces existen cn, cm ∈ C y dn, dm ∈ D tales que
d(pn, cn) < ε, d(pm, cm) < ε, d(pn, dn) < ε y d(pm, dm) < ε. Por la propiedad de ε,
cn, dn ∈ Ln \ {v} y cm, dm ∈ Lm \ {v}. Entonces tanto C como D intersecan a dos
segmentos abiertos de Fω. Como C y D son conexos, entonces v ∈ C y v ∈ D.

Caso 2. A = {A, B} y A interseca a dos segmentos abiertos de Fω.
En este caso existen n, m ∈ N tales que n ̸= m, A ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅ y A ∩ (Lm \

{v}) ̸= ∅. Sean pn ∈ A ∩ Ln \ {v} y pm ∈ A ∩ Lm \ {v}. Tomamos ε > 0 tal que
B(ε, pn) ⊆ Ln \ {v} y B(ε, pm) ⊆ Lm \ {v}. Sea C = {C, D} que es ε-cercano a A,
entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que H(A, C) < ε. Entonces
A ⊆ N(ε, C). Entonces existen cn, cm ∈ C tales que d(pn, cn) < ε y d(pm, cm) < ε.
Por la propiedad de ε, cn ∈ Ln \ {v} y cm ∈ Lm \ {v}. Por la conexidad de C,
v ∈ C.
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Lema 122. Sea A ∈ F2(C(Fω)). Entonces A ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))) si y sólo si
cada uno de los elementos de A está contenido en algún segmento de Fω y algún
elemento de A tiene al vértice.

Demostración. (⇒) Demostraremos esta implicación por contrapositiva.
Supongamos que algún elemento de A interseca al menos a dos segmentos

abiertos de Fω o que ningún elemento de A tiene al vértice.
Caso 1. Algún elemento de A interseca al menos a dos segmentos abiertos

distintos de Fω.
Por el Lema 121, existe ε > 0 tal que para todo C ∈ BF2(C(Fω))(ε, A), algún

elemento de C interseca a dos segmentos abiertos de Fω. Por lo tanto, A ∈
intF2(C(Fω))(F2({v}, C(Fω))) y A /∈ ∂(F2({v}, C(Fω))).

Caso 2. v /∈ ⋃A.
Tomamos A ∈ A. Por hipótesis tenemos que v /∈ A. Utilizando coordenadas

polares como en la Definición 74, existen n ∈ N y a, b ∈ (0, 1
n
] tales que a ≤ b

y A =
{〈

t, 1
n

〉
: a ≤ t ≤ b

}
. Entonces v /∈ N(a

2 , A). Por lo tanto, para todo
B ∈ BC(Fω)(a

2 , A), v /∈ B.
Por lo tanto, para todo A ∈ A, existe ε > 0 tal que si H(A, B) < ε, entonces

v /∈ B. Por lo tanto, para todo C ∈ BF2(C(Fω))(ε, A), v /∈ ⋃ C. Por lo tanto, A /∈
∂(F2({v}, C(Fω))).

(⇐) Sea A ∈ F2(C(Fω)) tal que cada elemento de A está contenido en algún
segmento de Fω y algún elemento de A tiene al vértice.

Sea A un elemento de A tal que v ∈ A. Entonces existe n ∈ N tal que A ⊆ Ln.
Usando coordenadas polares como en la Definición 74, existe 0 ≤ b ≤ 1

n
tal que

A =
{〈

t, 1
n

〉
: 0 ≤ t ≤ b

}
.

Sea ε > 0.
En el caso en el que b = 0, entonces A = {v}. Tomamos r ∈ N tal que

1
r

< ε. Consideramos al punto p =
〈

1
r
, 1

r

〉
. Definimos C = {p}. Entonces v /∈ C y

H(A, C) < ε.
En el caso en el que 0 < b, tomamos 0 < δ < mı́n

{
b
2 , ε

}
. Definimos

C =
{〈

t,
1
n

〉
: δ ≤ t ≤ b

}
.

Entonces v /∈ C y H(A, C) < ε.
Con esto demostramos que para cualquier elemento A de A tal que v ∈ A,

existe C ∈ C(Fω) tal que v /∈ C y H(A, C) ≤ ε. Sean A y B los elementos de A.
Si v ∈ A ∩ B, tomamos C, D ∈ C(Fω) tales que H(A, C) < ε, H(B, D) < ε

y v /∈ C ∪ D. Por lo tanto, HF2(C(Fω))({A, B}, {C, D}) < ε y v /∈ C ∪ D. Por lo
tanto, A ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))).
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Si v ∈ A \ B, tomamos C ∈ C(Fω) tal que H(A, C) < ε y v /∈ C. Considerando
al par {C, B}, tenemos que H({A, B}, {C, B}}) < ε y v /∈ B ∪ C. Por lo tanto,
A ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))).

Ahora mostraremos que ∂(C2({v}, Fω)) y ∂(F2({v}, C(Fω))) son Z-conjuntos
en C2({v}, Fω)) y en F2({v}, C(Fω)) respectivamente.

Lema 123. El espacio ∂(C2({v}, Fω)) es un Z-conjunto en C2({v}, Fω).

Demostración. Tenemos que ∂(C2({v}, Fω)) es un cerrado en C2(Fω). Por el Lema
119, tenemos que ∂(C2({v}, Fω)) ⊆ C2({v}, Fω). Por lo tanto, ∂(C2({v}, Fω)) es
cerrado en C2({v}, Fω).

Sea n ∈ N. Consideramos la función f 1
n

: C2({v}, Fω) → C2({v}, Fω) dada por
f 1

n
(A) = A ∪ F 1

n
definida en la demostración del Lema 89

Tenemos que f 1
n

es continua. Además, para todo A ∈ C2({v}, Fω),

H(A, f 1
n
(A)) <

1
n

.

Por otro lado, F 1
n

∩ (Lj \ {v}) ̸= ∅ para todo j ∈ N.
Por el Lema 119, si E ∈ ∂(C2({v}, Fω)), entonces existe j ∈ N tal que

E ∩ (Lj \ {v}) = ∅.

Por lo tanto, Imf 1
n

∩ ∂(C2({v}, Fω)) = ∅.
Por lo tanto, ∂(C2({v}, Fω)) es un Z-conjunto en C2({v}, Fω).

Lema 124. El espacio ∂(F2({v}, C(Fω))) es un Z-conjunto en F2({v}, C(Fω)).

Demostración. Tenemos que ∂(F2({v}, C(Fω))) es cerrado en F2({v}, C(Fω)) pues
∂(F2({v}, C(Fω))) es un cerrado de F2(C(Fω)) y está contenido en F2({v}, C(Fω)).

Sea n ∈ N. Consideramos la función f2n : F2({v}, C(Fω)) → F2({v}, C(Fω))
definida en la Definición 107.

Sea A = {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)). Por el Lema 108, tenemos que

H(A, f2n(A)) <
1
n

.

Por el Lema 106, tenemos que para todo m ∈ N, cl
(
Nρ

(
1

2n
, A
))

∩(Lm\{v}) ̸= ∅.
Por el Lema 122, tenemos que

f2n(A) =
{

cl

(
Nρ

(
1

2n
, A

))
, cl

(
Nρ

(
1

2n
, B

))}
/∈ ∂(F2({v}, C(Fω))).
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Definición 125. Denotamos por B0 al espacio {A ∈ F2(C([0, 1])) : 0 ∈ ⋃A}.
Denotamos por B1 al espacio {A ∈ F2(C([0, 1])) : 1 ∈ ⋃A}.

Definición 126. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función continua.
Denotamos por ∼f a la relación en X tal que x ∼f y si y sólo si f(x) = f(y).

Lema 127. Sean X y Y continuos. Supongamos que f : X → Y es una función
continua y suprayectiva. Entonces Y es homeomorfo a X/ ∼f .

Demostración. Consideremos la función h : X/∼f
→ Y dada por h([x]∼f

) = f(x).
Por la definición de ∼f , tenemos que h está bien definida. Además, la función

h−1 : Y → X∼f
dada por h−1(f(x)) = [x]∼f

es inversa de h.
Sea π : X → X/∼f

la proyección dada por π(x) = [x]∼f
. Tenemos que

h ◦ π = f.

Como f es continua, por la propiedad fundamental de las identificaciones,
tenemos que h es continua. Como f es una identificación, π es continua y h−1 ◦f =
π, entonces por la propiedad fundamental de las identificaciones, tenemos que h−1

es continua.

Lema 128. El espacio B0 es homeomorfo a [0, 1]3.

Demostración. Consideramos el triángulo

T = {⟨a, b⟩ ∈ [0, 1] × [0, 1] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Consideramos la función g : [0, 1] × T → B0 dada por

g(⟨t, ⟨a, b⟩⟩) = {[0, t], [a, b]}.

Sean {⟨tn, ⟨an, bn⟩⟩}n∈N una sucesión en [0, 1] × T y ⟨t, ⟨a, b⟩⟩ un elemento de
[0, 1] × T tales que ĺım⟨tn, ⟨an, bn⟩⟩ = ⟨t, ⟨a, b⟩⟩. Entonces

ĺım g(⟨tn, ⟨an, bn⟩⟩) = {[0, tn], [an, bn]} = {[0, t], [a, b]}.

Por lo tanto, g es continua.
Para cada {[0, t], [a, b]} ∈ B0, tenemos que g(⟨t, ⟨a, b⟩⟩) = {[0, t], [a, b]}. Por

tanto, g es suprayectiva.
Consideramos la relación ∼g en [0, 1] × T dada por ⟨t, ⟨a, b⟩⟩ ∼g ⟨s, ⟨c, d⟩⟩ si y

sólo si g(⟨t, ⟨a, b⟩⟩) = g(⟨s, ⟨c, d⟩⟩). Por el Lema 127, tenemos que B0 es homeomorfo
al cociente ([0, 1] × T )/ ∼g.

Notamos que g(⟨t, ⟨a, b⟩⟩) = g(⟨s, ⟨c, d⟩⟩) si y sólo si {[0, t], [a, b]} = {[0, s], [c, d]}
y esto ocurre si y sólo si se cumple una de las siguientes condiciones:
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1. t = s, a = c y b = d,

2. a = 0 = c, t = d y s = b.

En el caso en el que a ̸= 0, tenemos que g−1[{{[0, t], [a, b]}}] = {⟨t, ⟨a, b⟩⟩}.
En el caso en el que a = 0, tenemos que

g−1[⟨⟨[0, t], [a, b]⟩⟩] = {⟨t, ⟨0, b⟩⟩, ⟨b, ⟨0, t⟩⟩}.

Los elementos de la forma ⟨t, ⟨0, b⟩⟩ son precisamente los pertenecientes al cuadrado
C = [0, 1] × ({0} × [0, 1]) ⊆ [0, 1] × T . Además, si t = b, ⟨t, ⟨0, t⟩⟩ es elemento de
la diagonal D de C y g−1[{{[0, t], [0, t]}}] = {⟨t, ⟨0, t⟩⟩}.

Denotamos por T1 al triángulo {⟨t, ⟨0, b⟩⟩ ∈ [0, 1] × T : t < b} y por T2 al
triángulo {⟨s, ⟨0, d⟩⟩ ∈ [0, 1] × T : d < s}. Notamos que C = T1 ∪ T2 ∪ D.

Entonces cada elemento de [0, 1]×T que no pertenece a T1 ∪T2 está relacionado
bajo ∼g únicamente consigo mismo. Y cada elemento de ⟨t, ⟨0, b⟩⟩ de T1 está
relacionado con el elemento ⟨b, ⟨0, t⟩⟩ de T2. Por tanto, el espacio ([0, 1]×T )/ ∼g es
el espacio que se genera a partir del prisma [0, 1]×T al identificar el triángulo T1 con
el triángulo T2 de la siguiente manera: al elemento ⟨t, ⟨0, b⟩⟩ de T1, lo identificamos
con el punto ⟨b, ⟨0, t⟩⟩ de T2, o lo que es lo mismo, doblando el cuadrado C por su
diagonal.
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Con la imagen anterior, es fácil convencerse de que el espacio ([0, 1] × T )/ ∼g

es homeomorfo a [0, 1]3.

Definición 129. Para cada n ∈ N, denotamos por En al conjunto

En = {A ∈ F2(C(Ln)) : {v} ∈ A}.

Para cada n ∈ N, denotamos por Bn
v al conjunto

Bn
v = {A ∈ F2(C(Ln)) : v ∈

⋃
A}.

Lema 130. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces {A ∈ F2(X) : x ∈ A} es
cerrado en F2(X).

Demostración. Sean U = X \ {x} y U = ⟨U⟩F2(X).
Entonces U = F2(X) \ {A ∈ F2(X) : x ∈ A}.
Como U es abierto en F2(X), concluimos que {A ∈ F2(X) : x ∈ A} es cerrado

en F2(X).

Lema 131. Para todo n ∈ N, existe un homeomorfismo g : Bn
v → Cono(En) tal

que para todo A ∈ En, g(A) = ⟨A, 0⟩.

Demostración. Al igual que en el Lema 128, consideramos el prisma P = [0, 1] × T
donde T es el tríangulo

T = {⟨a, b⟩ ∈ [0, 1] × [0, 1] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Consideramos también el cuadrado C = T1 ∪ T2 ∪ D donde T1 es el triángulo

T1 = {⟨t, ⟨0, b⟩⟩ ∈ [0, 1] × T : t < b},

T2 es el triángulo
T2 = {⟨s, ⟨0, d⟩⟩ ∈ [0, 1] × T : d < s}
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y D es la diagonal
D = {⟨t, ⟨0, t⟩⟩ : t ∈ [0, 1]}.

Le pedimos al lector que se imagine y se convenza de que si identificamos los
triángulos T1 y T2, doblando el cuadrado C por su diagonal resulta un espacio Z
que es homeomorfo a P y que de hecho, se puede dar un homeomorfismo entre Z
y P que es la identidad en el triángulo T3 = {0} × T .

Y entonces el lector ya puede imaginarse que existe un homeomorfismo entre
Z y el cono de T3 que es la identidad en T3.

En el Lema 128 mostramos que B0 = {A ∈ F2(C([0, 1])) : 0 ∈ ⋃A} es
homeomorfo a Z. En la demostración, identificamos a cada elemento ⟨t, ⟨a, b⟩⟩
de P con el par {[0, t], [a, b]}. Entonces, como los puntos de T3 son los de la
forma ⟨0, ⟨a, b⟩⟩, con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1, éstos se identifican con los pares de la
forma {[0, 0], [a, b]} = {{0}, [a, b]} que son precisamente los puntos de E = {A ∈
F2(C([0, 1])) : {0} ∈ A}. Por tanto, existe un homeomorfismo f : B0 → Cono(E),
tal que para todo A ∈ B0, f(A) = ⟨A, 0⟩.

Tomando un homeomorfismo h : [0, 1] → Ln que manda a 0 en v, se obtiene que
h(B0) = Bn

v y h(E) = En. Por tanto, existe un homeomorfismo g : Bn
v → Cono(En)

tal que para todo A ∈ Bn
v , g(A) = ⟨A, 0⟩.

Definición 132. Denotamos por D0 al espacio {F ∈ C2([0, 1]) : 0 ∈ F}.
Denotamos por D1 al espacio {F ∈ C2([0, 1]) : 1 ∈ F}.

Definición 133. Decimos que F ∈ C2(Ln) tiene la propiedad Pn si y sólo si F
cumple las siguientes propiedades:
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1. v ∈ F ,

2. Si F ∈ C2(Ln) \ C(Ln), entonces {v} es una componente de F .

Para cada n ∈ N, denotamos por En al espacio

En = {F ∈ C2(Ln) : F tiene la propiedad Pn}.

Para cada n ∈ N, denotamos por Dn
v al espacio

Dn
v = {F ∈ C2(Ln) : v ∈ F}.

Lema 134. Para toda n ∈ N, existe un homeomorfismo G : Dn
v → Cono(En) tal

que para todo F ∈ En, G(F ) = ⟨F, 0⟩.

Demostración. Sea gn : [0, 1] → Ln un homeomorfismo tal que gn(1) = v. Entonces
g−1

n (En) = g−1
n ({A ∈ C(Ln) : v ∈ A}∪

{A ∈ C2(Ln) \ C(Ln) : {v} es una componente de A}) = E ,
donde

E = {A ∈ C([0, 1]) : 1 ∈ A}∪
{A ∈ C2([0, 1]) \ C([0, 1]) : {1} es una componente de A} =

= {[a, b] ∪ {1} ∈ C2([0, 1]) : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Además g−1
n (Dn

v ) = g−1
n ({A ∈ C2(Ln) : v ∈ A}) = D, donde

D = {A ∈ C2([0, 1]) : 1 ∈ A}.

Ya que gn es un homeomorfismo, para probar nuestro lema, basta con que mostremos
que existe un homeomorfismo f : D → Cono(E) tal que para toda A ∈ E ,
f(A) = ⟨A, 0⟩.

En el Lema 2.2 de [13] se probó el resultado de R. Schori que dice que C2([0, 1])
es homeomorfo a [0, 1]4. En la prueba de este lema, se definieron varios conjuntos
y funciones, y se probaron varias propiedades que mencionamos a continuación.

D1
0 = {A ∈ C2([0, 1]) : {0, 1} ⊆ A},

D = {A ∈ C2([0, 1]) : 1 ∈ A},

T = {⟨a, b⟩ ∈ R2 : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1},

∆ = {⟨a, a⟩ ∈ T : a ∈ [0, 1]},

h : T → D1
0, dada por h(⟨a, b⟩) = [0, a] ∪ [b, 1],



70 CAPÍTULO 4. ABANICOS

g : Cono(D1
0) → D, dada por g(⟨A, t⟩) = t + (1 − t)A.

Se mostró que g es un homeomorfismo, que h es continua y que h(⟨a, b⟩) =
h(⟨c, d⟩) si y sólo si ⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩ o (a = b y c = d).

Ahora definimos S el continuo que resulta de identificar la diagonal ∆ en un
solo punto. Sea π : T → S la identificación. Entonces π(⟨a, b⟩) = π(⟨c, d⟩) si y sólo
si ⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩ o ⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩ ∈ ∆, lo que es equivalente a: ⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩ o (a = b
y c = d). Entonces las fibras de la función h coinciden con las de π. El Teorema
de la Transgresión, garantiza que existe un homeomorfismo φ : D1

0 → S que hace
conmutativo el siguiente diagrama:

T D1
0

S

h

π
φ

Notemos que S es una 2-celda, de manera que D1
0 también es una 2-celda.

Sea E0 = E ∩ D1
0 = {A ∈ E : 0 ∈ A} = {[0, a] ∪ {1} : 0 ≤ a ≤ 1}.

Entonces E0 ⊆ D1
0 y E ⊆ D.

Sea A ∈ E0. Entonces A = [0, a] ∪ {1}, con a ≤ 1. Así que, para ⟨a, b⟩ ∈ T ,
h(⟨a, b⟩) ∈ E0, si y sólo si [0, a] ∪ [b, 1] ∈ E0, es decir, a = b o (a < 1 y b = 1),
equivalentemente ⟨a, b⟩ ∈ ∆ o ⟨a, b⟩ ∈ [0, 1] × {1}. Por tanto, h−1(E0) = ∆ ∪
([0, 1] × {1}). Esto implica que φ(E0) = π(h−1(E0)) = π(∆ ∪ ([0, 1] × {1})). Como
π(∆) = π(⟨1, 1⟩) ∈ π([0, 1] × {1}), tenemos que φ(E0) = π([0, 1] × {1}).

Esto prueba que E0 es homeomorfo a π([0, 1] × {1}).
Sea K = π([0, 1] × {1}). Recordemos que S es una 2-celda y como [0, 1] × {1}

es un segmento en la frontera de T , tenemos que K es un arco en la frontera de
S. Podemos entonces representar a S como un triángulo con K como uno de sus
lados.
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Veamos que g(E0 × [0, 1]) = E .
Dadas A ∈ E0 y t ∈ [0, 1], sabemos que A = [0, a] ∪ {1} para alguna a ∈ [0, 1],

así que g(A, t) = (t + (1 − t)([0, a] ∪ {1})) = [t, t + (1 − t)a] ∪ {1}. Notemos que
t ≤ t + (1 − t)a ≤ 1, de modo que g(A, t) = [t, a1] ∪ {1}, donde a1 = t + (1 − t)a.
Entonces g(A, t) ∈ E . Por otra parte, si tomamos [a, b] ∪ {1}, con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1
y a < 1, hacemos t = a y a1 = b−a

1−a
. Entonces t, b−a

1−a
∈ [0, 1] y g([0, a1] ∪ {1}, t) =

[a, a + (1 − a)( b−a
1−a

)] ∪ {1} = [a, b] ∪ {1}. Así que [a, b] ∪ {1} ∈ g(E0 × [0, 1]).
En el caso en que a = 1, [a, b] ∪ {1} = {1} y, entonces g([0, 1], 1) = [1, 1 + 0] ∪

{1} = {1}. Así que en este caso, también se cumple que [a, b]∪{1} ∈ g(E0 × [0, 1]).
Por tanto, E = g(E0 × [0, 1]). Esto nos indica que (topológicamente) E es el

cono sobre E0.
Como φ : D1

0 → S es un homeomorfismo y φ(E0) = K, tenemos que φ̂ :
Cono(D1

0) → Cono(S) dada por φ̂(A, t) = (φ(A), t) es un homeomorfismo que
envía el cono de E0 en el cono de K. Entonces φ̂ envía a E en el cono de K.

Sea L el cono de K dentro del cono de S. Entonces L = K × [0, 1] = φ̂(E).
Como S es un triángulo, Cono(S) es un tetraedro. Ya que K es un lado de S, L
es una cara del tetraedro Cono(S). De manera que Cono(S) también es el cono de
L. Entonces Cono(S) = Cono(L) (y lo podemos pensar de las dos maneras).

Sea σ : D → Cono(S) = Cono(L) dada por σ = φ̂◦g−1. Como E = g(E0×[0, 1]),
σ(E) = φ̂(E0 × [0, 1]) = Cono(K) = L × {0}. Por tanto la función α = σ|E : E →
L × {0} es un homeomorfismo. Escribimos α = α1 × {0}. Entonces α1 : E → L
es un homeomorfismo y consideramos el homeomorfismo β : Cono(E) → Cono(L)
dado por β(A, t) = (α1(A), t).

Definimos f : D → Cono(E) por f = β−1◦σ. Entonces f es un homeomorfismo.
Dada A ∈ E , f(A) = β−1(σ(A)) = β−1(α1(A), 0) = ⟨A, 0⟩. Por tanto f(A) = ⟨A, 0⟩
para toda A ∈ E .

Lema 135. Para toda n ∈ N, la función hn : En → En dada por

hn({A, B}) = A ∪ B

es un homeomorfismo.

Demostración. Sea n ∈ N. Es claro que hn es una función continua.
Veamos que es inyectiva.
Sean {{v}, A}, {{v}, B} ∈ En. Por la definición de En, tenemos que existen

números 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ 1 y 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ 1 tales que

A =
{〈

t

n
,

1
n

〉
: a1 ≤ t ≤ a2

}
y

B =
{〈

r

n
,

1
n

〉
: b1 ≤ r ≤ b2

}
.
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Supongamos que A ̸= B. Entonces a1 ̸= b1 o a2 ̸= b2.
Caso 1. a1 ̸= b1.
En este caso podemos suponer sin pérdida de generalidad que a1 < b1. Si

a1 = 0 = a2, entonces hn({{v}, A}) = {{v}}. Como 0 = a1 < b1, entonces〈
b1

n
,

1
n

〉
∈ (B ∪ {v}) \ (A ∪ {v}).

Si a2 > 0, entonces existe a1 ≤ c1 < mı́n{a2, b1}. Entonces〈
c1

n
,

1
n

〉
∈ (A ∪ {v}) \ (B ∪ {v}).

Caso 2. a2 ̸= b2.
En este caso podemos suponer sin pérdida de generalidad que a2 < b2. Entonces

⟨ b2
n

, 1
n
⟩ ∈ (B ∪ {v}) \ (A ∪ {v}).

En ambos casos, tenemos que hn({{v}, A}) ̸= hn({{v}, B}). Por lo tanto, hn

es inyectiva.
Ahora veamos que hn es suprayectiva. Sea F ∈ En.
Caso 1. F es conexo.
Por la definición de En, tenemos que v ∈ F ⊆ Ln. Entonces {{v}, F} ∈ En y

hn({{v}, F}) = {v} ∪ F = F .
Caso 2. F es disconexo.
Sean F1 y F2 las componentes de F . Por la definición de En, tenemos que

F1 ∪ F2 ⊆ Ln y alguna de las componentes es {v}. Entonces {F1, F2} ∈ En y
hn({F1, F2}) = F1 ∪ F2 = F .

Por lo tanto, hn es suprayectiva.
Por el Lema 130 aplicado al continuo C(Ln) y a {v}, tenemos que En es cerrado

en F2(C(Ln)). Como F2(C(Ln)) es compacto, entonces En es compacto. Además,
En es métrico. Como hn es una biyección continua de un espacio compacto a un
espacio Hausdorff, entonces hn es homeomorfismo.

Corolario 136. Para cada n ∈ N, existe un homeomorfismo Hn : Bn
v → Dn

v que
extiende a hn.

Demostración. Sea n ∈ N. Por el Lema 131, tenemos que existe un homeomorfismo
g1 : Bn

v → Cono(En) tal que g1(A) = ⟨A, 0⟩ para cada A ∈ En.
Por el Lema 135, tenemos que la función hn : En → En dada por

hn({A, B}) = A ∪ B

es un homeomorfismo. Entonces la función g2 : Cono(En) → Cono(En) dada por
g2(⟨A, t⟩) = ⟨hn(A), t⟩ es un homeomorfismo.
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Por el Lema 134, existe un homeomorfismo g3 : Cono(En) → Dn
v tal que

g3(⟨A, 0⟩) = A para cada A ∈ En.
Entonces la función g3 ◦ g2 ◦ g1 : Bn

v → Dn
v es un homeomorfismo.

Sea A ∈ En. Tenemos que g1(A) = ⟨A, 0⟩. Además, g2(⟨A, 0⟩) = ⟨hn(A), 0⟩.
Finalmente, g3(⟨hn(A), 0⟩) = hn(A). Por lo tanto, g3 ◦ g2 ◦ g1(A) = hn(A) para
cada A ∈ En.

Definición 137. Para cada n ∈ N, fijamos un homeomorfismo de Bn
v a Dn

v que
extiende a hn cuya existencia está asegurada por el Corolario 136 y lo denotamos
por Hn.

Definición 138. Definimos la función J : ∂(F2({v}, C(Fω))) → ∂(C2({v}, Fω))
dada por

J({A, B}) =

A ∪ B, si A ⊆ Ln, B ⊆ Lm y n ̸= m,
Hn({A, B}), si A ∪ B ⊆ Ln.

A continuación argumentaremos que J es una función de ∂(F2({v}, C(Fω))) a
∂(C2({v}, Fω)).

Por el Lema 122, si {A, B} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))), entonces v ∈ A ∪ B y tanto
A como B están contenidos en algún segmento de Fω. Supongamos primero que
A ⊆ Ln, B ⊆ Lm y n ̸= m.

En el caso en el que v ∈ A∩B, entonces A∪B es conexo e interseca a lo más a los
segmentos abiertos Ln \ {v} y Lm \ {v}. Por el Lema 119, A ∪ B ∈ ∂(C2({v}, Fω)).

En el caso en el que v ∈ A \ B, entonces A ∪ B es disconexo, v ∈ A ⊆ Ln y
B ⊆ Lm. Por el Lema 119, tenemos qu e A ∪ B ∈ ∂(C2({v}, Fω)).

Ahora veamos el caso en el que A ∪ B ⊆ Ln para alguna n ∈ N. Entonces
Hn({A, B}) ∈ Dn

v , es decir, v ∈ Hn({A, B}). Por otro lado, Hn({A, B}) ⊆ Ln. Por
el Lema 119, Hn({A, B}) ∈ ∂(C2({v}, Fω)).

Sea {A, B} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))) tal que A ∪ B ⊆ Ln, A ⊆ Ln, B ⊆ Lm y
n ̸= m.

Como B ⊆ Ln ∩ Lm, entonces B = {v}. Entonces {A, B} ∈ En. Como Hn

extiende a hn. Entonces Hn({A, B}) = hn({A, B}) = A ∪ B.
Con esto mostramos que J es una función.

Teorema 139. El espacio ∂(F2({v}, C(Fω))) es homeomorfo a ∂(C2({v}, Fω)).

Demostración. Para demostrar este teorema mostraremos que la función J de la
Definición 138 es un homeomorfismo.

Veamos que J es una función continua.
Sean {An, Bn}n∈N una sucesión de elementos de ∂(F2({v}, C(Fω))) y {A, B} un

elemento de ∂(F2({v}, C(Fω))) tales que ĺımn→∞{An, Bn} = {A, B}. Supongamos
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sin pérdida de generalidad que ĺım An = A y que ĺım Bn = B. Como la función
J está definida en dos partes, existe una infinidad de números n para los cuales
{An, Bn} cumple la primera parte de la definición de la función J o existe una
infinidad de números n para los cuales {An, Bn} cumple la segunda parte de la
definición de la función J . Entonces existe una subsucesión {{Ank

, Bnk
}}k∈N tal que

para toda k ∈ N cumple alguna de las dos partes de la definición de la función J .
Mostraremos que para dicha subsucesión se cumple que ĺımk→∞ J({Ank

, Bnk
}) =

J({A, B}). Por el Lema 1, esto implica que J es continua.
Para no usar una notación innecesariamente complicada, podemos suponer que

la sucesión completa satisface alguna de las dos partes de la definición de la función
J . Por lo que distinguimos dos casos.

Caso 1. Para toda n ∈ N, existen rn, sn ∈ N distintos, tales que An ⊆ Lrn y
Bn ⊆ Lsn .

En este caso, por la definición de la función J , tenemos que

ĺım
n→∞

J({An, Bn}) = ĺım
n→∞

An ∪ Bn = A ∪ B.

Como para toda n ∈ N, {An, Bn} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))) y {A, B} es un elemento
de ∂(F2({v}, C(Fω))), por la Lema 122, tenemos que para todo n ∈ N, cada uno
de los continuos An y Bn está contenido en algún segmento de Fω, tanto A como
B están contenidos en algún segmento de Fω y v ∈ A ∪ B.

Afirmamos que si existe r ∈ N tal que A ∪ B ⊆ Lr, entonces {v} ∈ {A, B}.
Supongamos que {v} /∈ {A, B}. Como A ⊆ Lr y A ̸= {v}, tenemos que A ∩
Lr \ {v} ̸= ∅. Sea U = Lr \ {v}. Entonces U es abierto en X y A ∈ ⟨X, U⟩. Ya
que ĺımn→∞ An = A, existe N ∈ N tal que An ∈ ⟨X, U⟩ para toda n ≥ N . Así
que An ∩ Lr \ {v} ≠ ∅. Sea n ≥ N . Como An ⊆ Lrn , concluimos que r = rn.
Por tanto, para toda n ≥ N , r = rn. Similarmente, existe M ≥ N tal que para
toda n ≥ M , r = sn. En particular sM = rM , lo que es una contradicción. Esto
prueba que {v} ∈ {A, B}. De manera que {A, B} ∈ Er (Definición 129). Entonces
J({A, B}) = Hr({A, B}) = hr({A, B}) = A ∪ B. En el caso en que A y B están
contenidos en diferentes intervalos de Fω también tenemos que J({A, B}) = A∪B.

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

J({An, Bn}) = ĺım
n→∞

An ∪ Bn = A ∪ B = J({A, B}).

Caso 2. Para toda n ∈ N, existe rn ∈ N tal que An ∪ Bn ⊆ Lrn .
En el caso en el que existen r ∈ N y una subsucesión {{Ank

, Bnk
}}k∈N tales que

para toda k ∈ N, Ank
∪ Bnk

⊆ Lr, entonces por la definición de la función J y por
la continuidad de la función Hr, tenemos que

ĺım
k→∞

J({Ank
, Bnk

}) = ĺım
k→∞

Hr({Ank
, Bnk

}) = Hr({A, B}).
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Como F2(C(Lr)) es cerrado y ĺımk→∞{Ank
, Bnk

} = {A, B}, entonces {A, B} ∈
F2(C(Lr)), es decir, A ∪ B ⊆ Lr. Por la definición de la función J , tenemos que
J({A, B}) = Hr({A, B}). Por lo tanto,

ĺım
k→∞

J({Ank
, Bnk

}) = ĺım
k→∞

Hr({Ank
, Bnk

}) = Hr({A, B}) = J({A, B}).

En el caso en el que para toda m ∈ N, el número de elementos de la sucesión
{{An, Bn}}n∈N cuya unión está contenida en el segmento Lm es finito. Entonces
es posible construir m1 < m2 < m3 < ... y una subsucesión {{Ank

, Bnk
}}k∈N tales

que
Ank

∪ Bnk
⊆ Lmk

.

Como la longitud de los segmentos de Fω tiende a cero a medida que sus índices
correspondientes tienden a infinito, entonces ĺımk→∞{Ank

, Bnk
} = {A, B} = {{v}}.

Por la Definición 129, tenemos que {{v}} ∈ En para cada n ∈ N. Por el Lema 135,
tenemos que para toda n ∈ N, hn({{v}}) = {v}. Por el Definición 137, tenemos
que para toda n ∈ N, Hn({{v}}) = hn({{v}}) = {v}. Por la definición de la
función J , tenemos que J({{v}}) = H1({{v}}) = {v}.

Tenemos que para toda k ∈ N, Hmk
({Ank

, Bnk
}) ⊆ Lmk

. Como la longitud
de los segmentos de Fω tiende a 0 cuando los índices tienden a infinito, entonces
ĺımk→∞ Hmk

({Ank
, Bnk

}) = {v}.
Por lo tanto,

ĺım
k→∞

J({Ank
, Bnk

}) = ĺım
k→∞

Hmk
({Ank

, Bnk
}) = {v} = J({{v}}) = J({A, B}).

Con esto terminamos la demostración de que J es continua.
Veamos que J es inyectiva.
Sean {A, B}, {C, D} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))) tales que {A, B} ≠ {C, D}.
Caso 1. Los pares {A, B} y {C, D} cumplen la segunda parte de la definición

de J para la misma n ∈ N. Es decir, A∪B ⊆ Ln y C ∪D ⊆ Ln para alguna n ∈ N.
Como Hn es inyectiva, entonces Hn({A, B}) ̸= Hn({C, D}).
Caso 2. A ∪ B ⊆ Ln, (C ∪ D) ∩ (Lm \ Ln) ̸= ∅ para algunas n, m ∈ N tales

que n ̸= m.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C ∩ (Lm \ Ln) ̸= ∅.
Como A ∪ B ⊆ Ln, entonces J({A, B}) = Hn({A, B}) ∈ C2(Ln).
Si C ∪ D ⊆ Lm, entonces Hm({C, D}) ∈ C2(Lm). Como C ∩ (Lm \ Ln) ̸= ∅,

entonces {C, D} ̸= {{v}}. Por la Definición 129, tenemos que {{v}} ∈ Em. Por
la Definición 137, Hm({{v}}) = hm({{v}}) = {v} ∪ {v} = {v}. Como Hm es
biyectiva, entonces Hm({C, D}) ̸= {v}. Como C2(Ln) ∩ C2(Lm) = {{v}}, entonces
Hm({C, D}) /∈ C2(Ln). Por lo tanto, J({A, B}) ̸= J({C, D}).

Si C ∪ D ⊈ Lm, como {C, D} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))), por la Definición 122,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que C ⊆ Lm y que existe r ̸= m
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tal que D ⊆ Lr. Entonces {C, D} cumple la primera parte de J , por lo que
J({C, D}) = C ∪ D. Por otro lado, como A ∪ B ⊆ Ln, entonces J({A, B}) =
Hn({A, B}). Por el Corolario 137, tenemos que Hn({A, B}) ⊆ Ln. Como

(C ∪ D) ∩ (Lm \ Ln) ̸= ∅,

entonces J({A, B}) ̸= J({C, D}).
Notemos que con estos dos primeros casos, abarcamos los casos en

el que alguno de los pares cumple la segunda parte de la definición de
J . Falta por considerar los casos en los que ambos pares {A, B} y {C, D}
cumplen la primera parte de la definición de J pero no la segunda.

Caso 3. Los pares {A, B} y {C, D} cumplen la primera parte de la definición
de J para los mismos m, n ∈ N. Es decir, A ∪ C ⊆ Ln, A ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅,
C ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅, B ∪ D ⊆ Lm, B ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅, D ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅ para
algunos m, n ∈ N tales que n ̸= m.

Como {A, B} ̸= {C, D}, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
A /∈ {C, D}, es decir, A ̸= C y A ̸= D.

Si A ̸= C, entonces existe a ∈ Ln \ {v} tal que a ∈ A \ C o existe c ∈ Ln \ {v}
tal que c ∈ C \ A.

En el caso en el que existe a ∈ Ln \{v} tal que a ∈ A\C, entonces a ∈ A∪B =
J({A, B}). Como D ⊆ Lm, entonces a /∈ D. Por lo tanto, a /∈ C ∪ D = J({C, D}).
Por lo tanto, J({A, B}) ̸= J({C, D}).

El caso en el que existe c ∈ Ln \ {v} tal que c ∈ C \ A es análogo.
Caso 4. A ⊆ Ln, A ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅, B ⊆ Lm, B ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅, C ⊆ Lr,

C ∩ (Lr \ {v}) ̸= ∅, D ⊆ Ls y D ∩ (Ls \ {v}) ̸= ∅ para algunos n, m, r, s ∈ N tales
que {n, m} ≠ {r, s}.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que r /∈ {n, m}. Elegimos c ∈
C ∩ Lr \ {v}. Entonces c ∈ C ∪ D \ A ∪ B = J({C, D}) \ J({A, B}). Por lo tanto,
J({A, B}) ̸= J({C, D}).

Ahora veamos que J es suprayectiva. Sea F ∈ ∂(C2({v}, Fω)). Por el Lema
119, tenemos que v ∈ F y cumple alguno de los siguientes dos casos:

1. F es conexo e interseca a lo más a dos segmentos abiertos de Fω, o

2. F es disconexo y cada componente de F está contenida en algún segmento
de Fω.

Caso 1. F es conexo e interseca a lo más a dos segmentos abiertos de Fω.
Si F es conexo y F no interseca a ningún segmento abierto de Fω, entoncees

F = {v}. En este caso, J({{v}}) = {v}.
Si F es conexo e interseca a un único segmento abierto de Fω, entonces existe

n ∈ N tal que F ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅ y F ⊆ Ln. Como v ∈ F , entonces F es
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un subarco de Ln tal que uno de sus extremos es v. Entonces {{v}, F} ∈ En y
J({{v}, F}) = Hn({{v}, F}) = hn({{v}, F}) = {v} ∪ F = F .

Si F es conexo e interseca a dos segmentos abiertos distintos de Fω, entonces
existen n, m ∈ N distintos tales que F ∩ (Ln \ {v}) ̸= ∅ y F ∩ (Lm \ {v}) ̸= ∅.
Definimos A = F ∩ Ln y B = F ∩ Lm. Entonces v ∈ A ∩ B, A ⊆ Ln y B ⊆ Lm.
Por lo tanto, {A, B} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))). Además, J({A, B}) = A ∪ B = F .

Caso 2. F es disconexo y cada componente de F está contenida en algún
segmento de Fω.

En el caso en el que F ⊆ Ln para alguna n ∈ N, como F ∈ ∂(C2({v}, Fω)), por
el Lema 119, tenemos que v ∈ F . Entonces F ∈ Dn

v . Como Hn es suprayectiva,
entonces existe A ∈ Bn

v tal que Hn(A) = F . Por la Definición 129, v ∈ ⋃A
y cada elemento de A está contenido en Ln. Por el Lema 122, entonces A ∈
∂(F2({v}, C(Fω))). Por lo tanto, existe A ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))) tal que

J(A) = Hn(A) = F.

En el caso en el que F1 y F2 son las componentes de F , F1 ⊆ Ln, F2 ⊆ Lm y m ̸=
n, tenemos que v ∈ F por el Lema 119. Supongamos sin pérdida de generalidad
que v ∈ F1. Por el Lema 122, tenemos que el par {F1, F2} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))).
Entonces J({F1, F2}) = F1 ∪ F2 = F .

Con esto terminamos de mostrar que J es suprayectiva.
Como ∂(F2({v}, C(Fω))) es cerrado en F2(C(Fω)) y F2(C(Fω)) es compacto,

entonces ∂(F2({v}, C(Fω))) es compacto. Además, ∂(C2({v}, Fω)) es métrico. Como
J es una biyección continua de un espacio compacto a un espacio Hausdorff,
entonces J es un homeomorfismo.

El siguiente es el Teorema 1.3 de [5] y es conocido como el Teorema de homoge-
neidad de Anderson.

Teorema 140. Sean A y B dos Z-conjuntos en un cubo de Hilbert Q. Si h : A → B
es un homeomorfismo, entonces existe un homeomorfismo H : Q → Q tal que H
es extensión de h.

Teorema 141. Existe un homeomorfismo H : F2({v}, C(Fω)) → C2({v}, Fω) tal
que H es extensión del homeomorfismo J : ∂(F2({v}, C(Fω)) → ∂(C2({v}, Fω))
(véase Definición 138 y Lema 139).

Demostración. Por el Lema 115, tenemos que F2({v}, C(Fω)) es un cubo de Hilbert.
Por el Lema 90, tenemos que C2({v}, Fω) es un cubo de Hilbert.
Por el Lema 124, tenemos que ∂(F2({v}, C(Fω))) es un Z-conjunto en el cubo

de Hilbert F2({v}, C(Fω)).
Por el Lema 123, tenemos que ∂(C2({v}, Fω)) es un Z-conjunto en el cubo de

Hilbert C2({v}, Fω).
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Por el Lema 139, J : ∂(F2({v}, C(Fω))) → ∂(C2({v}, Fω)) es un homeomorfismo.
Por el Teorema 140, existe un homeomorfismo

H : F2({v}, C(Fω)) → C2({v}, Fω)

que extiende a J .

Definición 142. Fijamos un homeomorfismo de F2({v}, C(Fω)) a C2({v}, Fω) que
extiende al homeomorfismo J de la Definición 138 cuya existencia está asegurada
por el Teorema 141 y lo denotamos por K.

Lema 143. Existe un homeomorfismo g : Cono(B0) → F2(C([0, 1])) tal que
g(⟨A, 0⟩) = A para cada A ∈ B0 (véase Definición 125).

Demostración. Consideramos la función h : Cono(B1) → F2(C([0, 1])) dada por

h(⟨{A, B}, t⟩) = {(1 − t)A, (1 − t)B}.

Como h(⟨{A, B}, 1⟩) = {{0}} para cada {A, B} ∈ B1, entonces h está bien
definida.

Claramente h es continua.
Veamos que h es inyectiva. Supongamos que h(⟨{A, B}, t⟩) = h(⟨{C, D}, s⟩).

Entonces {(1 − t)A, (1 − t)B} = {(1 − s)C, (1 − s)D}.
Como {A, B}, {C, D} ∈ B1, entonces 1 ∈ (A ∪ B) ∩ (C ∪ D).
Entonces

1 − t = máx{((1 − t)A) ∪ ((1 − t)B)}
y

1 − s = máx{((1 − s)C) ∪ ((1 − s)D)}.

Como {(1 − t)A, (1 − t)B} = {(1 − t)C, (1 − t)D}, entonces

(1 − t)A ∪ (1 − t)B = (1 − s)C ∪ (1 − s)D.

Por lo tanto, 1 − t = 1 − s, así que, t = s.
En el caso en el que t = s = 1, ⟨{A, B}, t⟩ representa al mismo elemento que

⟨{C, D}, s⟩ en el cono de B1.
En el caso en el que t < 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

(1 − t)A = (1 − t)C y (1 − t)B = (1 − t)D. Entonces A = C y B = D. Entonces
{A, B} = {C, D}. Por lo tanto, h es inyectiva.

Ahora veamos que h es suprayectiva. Sea {[a, b], [c, d]} ∈ F2(C([0, 1]))
En el caso en el que {[a, b], [c, d]} = {{0}}, la imagen del vértice de Cono(B1)

bajo h es {{0}}.
En el caso en el que {[a, b], [c, d]} ̸= {{0}}, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que b ≤ d. Sea t = 1 − d. Entonces d = 1 − t.
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Consideramos al par A = {[a
d
, b

d
], [ c

d
, 1]}. Como b ≤ d, entonces A ∈ B1.

Además,

h(⟨A, t⟩) =
{

d

[
a

d
,

b

d

]
, d

[
c

d
, 1
]}

= {[a, b], [c, d]}.

Por lo tanto, h es suprayectiva.
Como h es una biyección continua, Cono(B1) es compacto y F2(C([0, 1])) es

métrico, entonces h es un homeomorfismo.
Consideremos el homeomorfismo f : [0, 1] → [0, 1] dado por f(t) = 1 − t.
Por el Lema 9, tenemos que la función inducida F2(C(f)) : F2(C([0, 1])) →

F2(C([0, 1])) es un homeomorfismo.
Como f(0) = 1, entonces F2(C(f))[B0] = B1. Por lo tanto, F2(C(f))|B0 : B0 →

B1 es homeomorfismo.
Entonces la función F : Cono(B0) → Cono(B1) dada por

F (⟨{A, B}, t⟩) = ⟨F2(C(f))({A, B}), t⟩

es un homeomorfismo.
Entonces la función g = F2(C(f)) ◦ h ◦ F : Cono(B0) → F2(C([0, 1])) es un

homeomorfismo pues g es composición de homeomorfismos.
Sea {A, B} ∈ B0. Tenemos que

g(⟨{A, B}, 0⟩) = F2(C(f))(h(⟨F2(C(f))({A, B}), 0⟩)) =
= F2(C(f))(h(⟨{C(f)(A), C(f)(B)}, 0⟩)) =
= F2(C(f))({(1 − 0)C(f)(A), (1 − 0)C(f)(B)}) =
= F2(C(f))({C(f)(A), C(f)(B)}) =
= {C(f)(C(f)(A)), C(f)(C(f)(B))} = {A, B}.

Por lo tanto, g(⟨A, t⟩) = A para cada A ∈ B0.

Lema 144. Para toda n ∈ N, existe un homeomorfismo h : Cono(Bn
v ) → F2(C(Ln))

tal que h(⟨A, 0⟩) = A para cada A ∈ Bn
v .

Demostración. Sea n ∈ N. Consideremos un homeomorfismo fn : [0, 1] → Ln

tal que fn(0) = v. Por el Lema 9, tenemos que la función inducida F2(C(fn)) :
F2(C([0, 1])) → F2(C(Ln)) es un homeomorfismo.

Como fn(0) = v, entonces F2(C(fn))[B0] = Bn
v . Entonces F2(C(fn))|B0 : B0 →

Bn
v es un homeomorfismo.

Entonces la función hn : Cono(B0) → Cono(Bn
v ) dada por

hn(⟨A, t⟩) = ⟨F2(C(fn))(A), t⟩
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es un homeomorfismo.
Por el Lema 143, tenemos que existe un homeomorfismo g : Cono(B0) →

F2(C([0, 1])) tal que g(⟨A, 0⟩) = A para cada A ∈ B0.
Entonces la composición h = F2(C(fn)) ◦ g ◦ h−1

n : Cono(Bn
v ) → F2(C(Ln)) es

un homeomorfismo.
Sea A ∈ Bn

v . Tenemos que
h(⟨A, 0⟩) = F2(C(fn))(g(h−1

n (⟨A, 0⟩))) = F2(C(fn))(g(⟨F2(C(fn))−1(A), 0⟩)).
Como F2(C(fn))−1(A) ∈ B0, tenemos que
F2(C(fn))(g(⟨F2(C(fn))−1(A), 0⟩)) = F2(C(fn))(F2(C(fn))−1(A)) = A.
Por lo tanto, h(⟨A, 0⟩) = A para toda A ∈ Bn

v .

Lema 145. Para todo n ∈ N, existe un homeomorfismo g : Cono(Dn
v ) → C2(Ln)

tal que g(⟨F, 0⟩) = F para todo F ∈ Dn
v .

Demostración. Sea n ∈ N. En el Lema 2.2 de [13] se probó que la función h :
Cono(D1) → C2([0, 1]) dada por h(⟨A, t⟩) = (1 − t)A es un homeomorfismo.

Notamos que para todo A ∈ D1, h(⟨A, 0⟩) = (1 − 0)A = A.
Consideramos un homeomorfismo fn : [0, 1] → Ln tal que fn(1) = v.
Por el Lema 9, tenemos que la función inducida C2(fn) : C2([0, 1]) → C2(Ln)

dada por C2(fn)(A) = fn[A] es un homeomorfismo.
Como fn(1) = v, entonces C2(fn)[D1] = Dn

v . Entonces la función

C2(fn)|D1 : D1 → Dn
v

es un homeomorfismo.
Entonces la función hn : Cono(D1) → Cono(Dn

v ) dada por

hn(⟨A, t⟩) = ⟨C2(fn)(A), t⟩

es un homeomorfismo.
Entonces la composición

g = C2(fn) ◦ h ◦ h−1
n : Cono(Dn

v ) → C2(Ln)

es un homeomorfismo pues g es composición de homeomorfismos.
Sea F ∈ Dn

v . Tenemos que
g(⟨F, 0⟩) = C2(fn)(h(h−1

n (⟨F, 0⟩))) = C2(fn)(h(⟨C2(fn)−1(F ), 0⟩)).
Como C2(fn)−1(F ) ∈ D1, entonces
C2(fn)(h(⟨C2(fn)−1(F ), 0⟩)) = C2(fn)(C2(fn)−1(F )) = F .
Por lo tanto, g(⟨F, 0⟩) = F para todo F ∈ Dn

v .

Teorema 146. Para todo n ∈ N, existe un homeomorfismo f : F2(C(Ln)) →
C2(Ln) tal que para todo A ∈ Bn

v , f(A) = Hn(A) donde Hn es el homeomorfismo
de la Definición 137.
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Demostración. Sea n ∈ N.
Por el Lema 144, existe un homeomorfismo g1 : F2(C(Ln)) → Cono(Bn

v ) tal
que g1(A) = ⟨A, 0⟩ para cada A ∈ Bn

v .
Consideramos el homeomorfismo Hn : Bn

v → Dn
v de la Definición 137. Entonces

la función g2 : Cono(Bn
v ) → Cono(Dn

v ) dada por g2(⟨A, t⟩) = ⟨Hn(A), t⟩ es un
homeomorfismo.

Por el Lema 145, existe un homeomorfismo g3 : Cono(Dn
v ) → C2(Ln) tal que

g3(⟨A, 0⟩) = A para cada A ∈ Dn
v .

Entonces la composición g3◦g2◦g1 : F2(C(Ln)) → C2(Ln) es un homeomorfismo.
Sea A ∈ Bn

v . Tenemos que
g3(g2(g1(A))) = g3(g2(⟨A, 0⟩)) = g3(⟨Hn(A), 0⟩) = Hn(A).

Definición 147. Para cada n ∈ N, fijamos un homeomorfismo de F2(C(Ln)) a
C2(Ln) que extiende al homeomorfismo Hn de la definición 137 cuya existencia
está asegurada por el Teorema 146 y lo denotamos por Kn

Teorema 148. El hiperespacio F2(C(Fω)) es homeomorfo al hiperespacio C2(Fω).

Demostración. Consideramos la función K de la Definición 142 y para cada n ∈ N
la función Kn de la Definición 147.

Definimos la función G : F2(C(Fω)) → C2(Fω) dada por

G({A, B}) =


K({A, B}), si {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)),
Kn({A, B}), si A ∪ B ⊆ Ln, para alguna n ∈ N,
A ∪ B, si A ⊆ Ln \ {v}, B ⊆ Lm \ {v} y m ̸= n.

Veamos que G es continua. Sean {An, Bn}n∈N una sucesión de elementos de
F2(C(Fω)) y {A, B} un elemento de F2(C(Fω)) tales que ĺımn→∞{An, Bn} =
{A, B}. Supongamos sin pérdida de generalidad que ĺım An = A y que ĺım Bn = B.
Como la función G está definida en tres partes, para alguna de ellas hay una
infinidad de números n para los cuales {An, Bn} cumple dicha parte. Entonces
para alguna de las partes de la definición de la función G, existe una subsucesión
{{Ank

, Bnk
}}k∈N tal que para toda k ∈ N, el par {Ank

, Bnk
} cumple dicha parte.

Mostraremos que para dicha subsucesión se cumple que ĺımk→∞ G({Ank
, Bnk

}) =
G({A, B}). Por el Lema 1, esto implica que G es continua en {A, B}.

Para no usar una notación innecesariamente complicada, podemos suponer que
para alguna de las tres partes de la definición de G, la sucesión completa satisface
dicha parte. Por lo que distinguimos tres casos:

Caso 1. Para toda n ∈ N, {An, Bn} ∈ F2({v}, C(Fω)).
Como F2({v}, C(Fω)) es cerrado y ĺımn→∞{An, Bn} = {A, B}, entonces

{A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)).
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Por la definición de la función G y la continuidad de la función K, tenemos que

ĺım
n→∞

G({An, Bn}) = ĺım
n→∞

K({An, Bn}) = K({A, B}) = G({A, B}).

Caso 2. Para toda n ∈ N, existe rn ∈ N tal que An ∪ Bn ⊆ Lrn .
En el caso en el que existen r ∈ N y una subsucesión {{Ank

, Bnk
}}k∈N tales

que para toda k ∈ N, Ank
∪ Bnk

⊆ Lr, entonces por la definición de la función G
y por la continuidad de la función Kr, tenemos que

ĺım
k→∞

G({Ank
, Bnk

}) = ĺım
k→∞

Kr({Ank
, Bnk

}) = Kr({A, B}).

Como F2(C(Lr)) es cerrado y ĺımk→∞{Ank
, Bnk

} = {A, B}, entonces {A, B} ∈
F2(C(Lr)), es decir, A ∪ B ⊆ Lr. Por la definición de la función G, tenemos que
G({A, B}) = Kr({A, B}). Por lo tanto,

ĺım
k→∞

G({Ank
, Bnk

}) = ĺım
k→∞

Kr({Ank
, Bnk

}) = Kr({A, B}) = G({A, B}).

En el caso en el que para toda m ∈ N, el número de elementos de la sucesión
{{An, Bn}}n∈N cuya unión está contenida en el segmento Lm es finito. Entonces
es posible construir m1 < m2 < m3 < ... y una subsucesión {{Ank

, Bnk
}}k∈N tales

que
Ank

∪ Bnk
⊆ Lmk

.

Como la longitud de los segmentos de Fω tiende a cero a medida que sus índices
correspondientes tienden a infinito, entonces ĺımk→∞{Ank

, Bnk
} = {A, B} = {{v}}.

Por la Definición 129, tenemos que {{v}} ∈ En para cada n ∈ N. Por el Lema 135,
tenemos que para toda n ∈ N, hn({{v}}) = {v}. Por la Definición 137, tenemos
que para toda n ∈ N, Hn({{v}}) = hn({{v}}) = {v}. Por la Definición 147,
tenemos que para toda n ∈ N, Kn({{v}}) = Hn({{v}}) = {v}. Por la definición
de la función G, tenemos que G({{v}}) = K1({{v}}) = {v}.

Tenemos que para toda k ∈ N, Kmk
({Ank

, Bnk
}) ⊆ Lmk

. Como la longitud
de los segmentos de Fω tiende a 0 cuando los índices tienden a infinito, entonces
ĺımk→∞ Kmk

({Ank
, Bnk

}) = {v}.
Por lo tanto, ĺımk→∞ G({Ank

, Bnk
}) = {v} = G({{v}}) = G({A, B}).

Caso 3. Para toda n ∈ N, existen rn, sn ∈ N distintos tales que An ⊆ Lrn \{v}
y Bn ⊆ Lsn \ {v}.

Por la definición de la función G, tenemos que

ĺım
n→∞

G({An, Bn}) = ĺım
n→∞

An ∪ Bn = A ∪ B.

En el caso en el que existen r, s ∈ N distintos tales que A ⊆ Lr \ {v} y
B ⊆ Ls \ {v}, entonces G({A, B}) = A ∪ B.
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Como {A, B} es límite de pares {An, Bn} tales que sus elementos están contenidos
en segmentos distintos de Fω, existen r, s ∈ N tales que A ⊆ Lr y B ⊆ Ls.

Supongamos que r ̸= s. Como ya vimos el caso en que A ⊆ Lr \ {v} y B ⊆
Ls \ {v}, podemos suponer que v ∈ A ∪ B. Por la Definición 91, tenemos que

{A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)).

Por la definición de la función G, G({A, B}) = K({A, B}). Por la Definición 122,
{A, B} ∈ ∂(F2({v}, C(Fω))). Por la Definición 142, tenemos que K({A, B}) =
J({A, B}). Por la Definición 138, tenemos que

G({A, B}) = K({A, B}) = J({A, B}) = A ∪ B.

Ahora supongamos que r = s. Entonces G({A, B}) = Kr({A, B}). Como A ⊆
Lr y A ̸= {v}, tenemos que A∩Lr\{v} ≠ ∅. Sea U = Lr\{v}. Entonces U es abierto
en X y A ∈ ⟨X, U⟩. Ya que ĺımn→∞ An = A, existe N ∈ N tal que An ∈ ⟨X, U⟩
para toda n ≥ N . Así que An ∩ Lr \ {v} ̸= ∅. Sea n ≥ N . Como An ⊆ Lrn ,
concluimos que r = rn. Por tanto, para toda n ≥ N , r = rn. Similarmente, existe
M ≥ N tal que para toda n ≥ M , r = sn. En particular sM = rM , lo que es una
contradicción. Esto prueba que {v} ∈ {A, B}. Por la Definición 129, tenemos que
{A, B} ∈ Er. Por el Lema 135, tenemos que hr({A, B}) = A ∪ B. Por la Definición
147, tenemos que Kr({A, B}) = Hr({A, B}). Por la Definición 137, tenemos que
Hr({A, B}) = hr({A, B}) = A ∪ B.

Con esto concluimos que ĺım G({An, Bn}) = A ∪ B = G({A, B}).
Con esto terminamos la prueba de que G es continua.
Veamos que G es inyectiva.
Sean {A, B}, {C, D} ∈ F2(C(Fω)) tales que {A, B} ≠ {C, D}.
Caso 1. {A, B}, {C, D} ∈ F2({v}, C(Fω)).
En este caso, como K es inyectiva, entonces

G({A, B}) = K({A, B}) ̸= K({C, D}) = G({C, D}).

Caso 2. Existe n ∈ N tal que A ∪ B, C ∪ D ⊆ Ln \ {v}
En este caso, como Kn es inyectiva, entonces

G({A, B}) = Kn({A, B}) ̸= Kn({C, D}) = G({C, D}).

Caso 3. {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)) y C ∪ D ⊆ Ln \ {v}.
Por el Lema 122, tenemos que ∂(F2({v}, C(Fω))) ⊆ F2({v}, C(Fω)). Entonces,

G({A, B}) ∈ C2({v}, Fω). Por otro lado, como {C, D} ∈ F2(C(Fω))\F2({v}, C(Fω)),
entonces G({C, D}) = Kn({C, D}). Por el Teorema 146, tenemos que Kn extiende
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al homeomorfismo Hn de la Definición 137. Por lo tanto, Kn({C, D}) /∈ Dn
v . Por

lo tanto, Kn({C, D}) /∈ C2({v}, Fω). Por lo tanto,

G({A, B}) ̸= G({C, D}).

Caso 4. {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)), C ⊆ Ln \ {v}, D ⊆ Lm \ {v} y m ̸= n.
En el caso anterior argumentamos que G({A, B}) ∈ C2({v}, Fω). Por otro lado,

G({C, D}) = C ∪ D /∈ C2({v}, Fω). Por lo tanto, G({A, B} ≠ G({C, D}).
Con esto completamos los casos en los que algún par es elemento

de F2({v}, C(Fω)). Resta analizar los casos en los que ambos pares son
elementos de F2(C(Fω)) \ F2({v}, C(Fω)).

Caso 5. Existen m, n ∈ N tales que A ∪ B ⊆ Ln \ {v}, C ⊆ Lm \ {v} y m ̸= n.
Como {C, D} ∈ F2(C(Fω)) \ F2({v}, C(Fω)), entonces existe r ∈ N tal que

D ⊆ Lr \ {v}. Como A ∪ B ⊆ Ln \ {v}, entonces G({A, B}) = Kn({A, B}).
En el caso en el que r = m, como C ∪ D ⊆ Lm \ {v} tenemos que G({C, D}) =

Km({C, D}). De acuerdo con la Definición 147, Kn({A, B}) ⊆ Ln y Km({C, D}) ⊆
Lm. Entonces tenemos que la única forma en la que podría pasar que Kn({A, B}) =
Km({C, D}) es que Kn({A, B}) = {v} = Km({C, D}). Por la Definición 147,
tenemos que Kn y Km extienden a las funciones Hn y Hm, respectivamente. De
acuerdo con la Definición 137, las funciones Hn y Hm extienden a las funciones
hn : En → En y hm : Em → Em, respectivamente. Por el Lema 135, tenemos
que hn({A, B}) = A ∪ B y hm({C, D}) = C ∪ D. De acuerdo a la Definición 129,
tenemos que {{v}} ∈ En y {{v}} ∈ Em y hn({{v}} = {v}∪{v} = {v} = hm({{v}}).
Por lo tanto, Kn({{v}}) = {v} = Km({{v}}). Como tanto Kn como Km son
inyectivas y {A, B} ≠ {{v}} ≠ {C, D}, entonces G({A, B}) ̸= G({C, D}).

En el caso en el que r ̸= m, como C ⊆ Lm \ {v} y D ⊆ Lr \ {v}, entonces
G({C, D}) = C ∪D. De acuerdo con la Definición 147, tenemos que Kn({A, B}) ⊆
Ln. Como C ⊆ Lm \{v} y m ̸= n, entonces (C ∪D)∩ (Lm \{v}) ̸= ∅. Por lo tanto,
G({A, B}) ̸= G({C, D}).

Caso 6. Existen m, n, s ∈ N tales que A ⊆ Ln\{v}, B ⊆ Lm\{v}, C ⊆ Ls\{v}
y m, n, s son distintos dos a dos.

En el caso en el que D ⊆ Ls \ {v}, tenemos que G({A, B}) = A ∪ B y
G({C, D}) = Ks({C, D}). Ya mostramos en el caso anterior (Caso 5) que bajo
estas condiciones, G({A, B}) ̸= G({C, D}).

En el caso en el que existe r ∈ N tal que r ̸= s y D ⊆ Lr \ {v}, entonces
G({A, B}) = A ∪ B y G({C, D}) = C ∪ D. Como A ∪ B ⊆ (Ln ∪ Lm) \ {v},
C ⊆ Ls \ {v} y n, m, s son distintos dos a dos, entonces

G({A, B}) = A ∪ B ̸= C ∪ D = G({C, D}).

Caso 7. Existen m, n ∈ N tales que A ∪ C ⊆ Ln \ {v}, B ∪ D ⊆ Lm \ {v} y
m ̸= n.
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Como {A, B} ≠ {C, D}, entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad
que A /∈ {C, D}, es decir, A ̸= C. Entonces A ⊈ C o C ⊈ A.

En el caso en el que A ⊈ C, tenemos que existe a ∈ A \ C. Entonces a ∈
A ∪ B = G({A, B}). Como A ⊆ Ln \ {v}, D ⊆ Lm \ {v} y m ̸= n, entonces a /∈ D.
Por lo tanto, a /∈ C ∪ D = G({C, D}). Por lo tanto, G({A, B}) ̸= G({C, D}).

El caso en el que C ⊈ A es análogo.
Con esto mostramos que G es inyectiva.
Veamos ahora que G es suprayectiva.
Sea F ∈ C2(Fω).
Caso 1. F ∈ C2({v}, Fω).
Como K es suprayectiva, existe {A, B} ∈ F2({v}, C(Fω)) tal que

G({A, B}) = K({A, B}) = F.

Caso 2. F ∈ C2(Fω) \ C2({v}, Fω) y existe n ∈ N tal que F ⊆ Ln \ {v}.
En este caso como Kn es suprayectiva, entonces existe {A, B} ∈ F2(C(Ln)) tal

que G({A, B}) = Kn({A, B}) = F .
Caso 3. F ∈ C2(Fω)\C2({v}, Fω), F1 y F2 son las componentes de F y existen

m, n ∈ N tales que m ̸= n, F1 ⊆ Ln \ {v} y F2 ⊆ Lm \ {v}.
En este caso, G({F1, F2}) = F1 ∪ F2.
Como G es una biyección continua, F2(C(Fω)) es compacto y C2(Fω) es métrico,

entonces G es un homeomorfismo.
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CAPÍTULO 5
Continuos con subcontinuos terminales

Después de estudiar los abanicos, buscamos otras familias naturales en las
que se pudiera determinar si Cn(X) y Fn(C(X)) son homeomorfos. Esto hizo que
pusiéramos nuestro esfuerzo en las compactaciones del rayo [0, 1). Como veremos
en este capítulo la respuesta fue contundente. La única compactación del rayo para
la que estos hiperespacios pueden ser homeomorfos es el continuo [0, 1].

Definición 149. Al continuo que resulta de la cerradura de la gráfica de la función
sen

(
1
x

)
en el intervalo (0, 1] le llamaremos compactación sen

(
1
x

)
o simplemente

sen
(

1
x

)
.
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El segmento límite de esta compactación posee la siguiente peculiaridad.
Consideremos un subcontinuo propio A del segmento límite y B un subcontinuo

propio del rayo de la compactación. Si queremos unir a A con B por medio de una
trayectoria en C2(X), necesitamos pasar por el segmento límite de la compactación.
Esto implica que si al hiperespacio C2(X) le quitamos el segmento límite, nos
queda un espacio que no es conexo por trayectorias. Por otro lado, el hiperespacio
F2(C(X)) es más versátil a este respecto. No sólo en el caso de que X sea la
compactación sen

(
1
x

)
, sino en el caso en que X sea cualquier compactación del

rayo con residuo no degenerado. Algo que demostraremos en esta sección es que si
X es un continuo, entonces para todo A ∈ F2(C(X)), se tiene que F2(C(X))\{A}
es conexo por trayecorias.

Con este análisis, tenemos que para el caso en el que X es la compactación
sen

(
1
x

)
, los hiperespacios C2(X) y F2(C(X)) no son homeomorfos. Resulta ser

que la peculiaridad que tiene el segmento límite de la compactación, tiene un
nombre especial en la literatura. Como veremos en este capítulo.

Definición 150. Sea X un continuo. Un subcontinuo propio no degenerado Y de
X es un subcontinuo terminal de X si para cualquier subcontinuo Z de X tal
que Z ∩ Y ̸= ∅ ≠ Z ∩ (X \ Y ), tenemos que Y ⊆ Z.

En esta sección mostraremos que para toda n ≥ 2, si un continuo X tiene
un subcontinuo terminal E, entonces Cn(X) \ {E} no es conexo por trayectorias.
Por otra parte, demostraremos que para toda n ≥ 2 y para todo continuo X se
cumple que si A ∈ Fn(C(X)), entonces Fn(C(X)) \ {A} es un espacio conexo por
trayectorias.

Teorema 151. Sean X un continuo y F un subcontinuo terminal de X. Entonces
para toda n ≥ 2, Cn(X) \ {F} no es conexo por trayectorias.

Demostración. En el Teorema 11.5 de [21] se demostró que si F es un subcontinuo
terminal de X, entonces 2X \{F} no es conexo por arcos. Para hacer esto, se probó
que para cualquier función continua f : [0, 1] → 2X tal que f(0) ∈ C(F ) \ {F} y
f(1) ⊈ F se cumple que si t0 = sup{t ∈ [0, 1] : f(t) ⊆ F}, entonces f(t0) = F . De
tal manera que si consideramos un subcontinuo propio E de F , un subcontinuo G
de X tal que G ⊈ F y una trayectoria α : [0, 1] → Cn(X) de E a G, entonces al
ver a α como una función de [0, 1] a 2X , tenemos que α pasa por F . Por lo tanto,
Cn(X) \ {F} no es conexo por trayectorias.

Ahora probaremos que para cualquier continuo X conexo por arcos y cualquier
n ≥ 2, si al hiperespacio Fn(X) le quitamos un elemento, obtenemos un espacio
conexo por trayectorias.

Teorema 152. Sean X un continuo conexo por arcos, n ≥ 2 y A ∈ Fn(X).
Entonces Fn(X) \ {A} es un espacio conexo por trayectorias.



89

Demostración. Sea p ∈ X \ A. Mostraremos que para cualquier B ∈ Fn(X) \ {A},
existe una trayectoria α : [0, 1] → Fn(X) de {p} a B tal que para toda t ∈ [0, 1],
α(t) ̸= A.

Sea B = {b1, ..., bm} ∈ Fn(X) tal que A ̸= B. Como p /∈ A, entonces {p} ≠ A.
Como X es conexo por arcos, para toda i ∈ {1, ..., m} existe una función continua
αi : [0, 1] → X tal que αi(0) = p y αi(1) = bi y además:

si bi ̸= p, entonces αi es inyectiva, y

si bi = p, entonces αi es la función constante bi.

Analizaremos dos casos sobre la cardinalidad de B: m = 1 y 2 ≤ m ≤ n.
Caso 1. m = 1.
Tenemos entonces que B = {b1}.
En el caso en el que existe t ∈ [0, 1] tal que {α1(t)} = A, entonces existe a ∈ X

tal que A = {a}. Como A ̸= B, tenemos que b1 /∈ A. Consideramos la función
α : [0, 1] → Fn(X) dada por

α(t) =

{p, α1(2t)}, si 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

{b1, α1(2t − 1)}, si 1
2 ≤ t ≤ 1.

Notamos que las dos partes de la definición de α son continuas, pues α1 es continua.
Como{

p, α1

(
2
(

1
2

))}
= {p, α1(1)} = {p, b1} = {b1, α1(0)} =

{
b1, α1

(
2
(

1
2

)
− 1

)}
,

entonces las evaluaciones en 1
2 de las dos partes de la definición de α coinciden.

Por el Lema del pegado, α es continua. Como α(0) = {p, α1(2(0))} = {p, α1(0)} =
{p} y α(1) = {b1, α1(2(1) − 1)} = {b1, α1(1)} = {b1} = B, entonces α es una
trayectoria de {p} a B. Notamos que para toda t ∈ [0, 1], α(t) ∩ {p, b1} ≠ ∅. Como
A ∩ {p, b1} = ∅, tenemos que para todo t ∈ [0, 1], α(t) ̸= A.

En el caso en el que para toda t ∈ [0, 1], {α1(t)} ≠ A, consideramos la función
α : [0, 1] → Fn(X) dada por α(t) = {α1(t)}. Como α(0) = {α1(0)} = {p} y
α(1) = {α1(1)} = {b1} = B, entonces la función α es una trayectoria de {p} a B
que no pasa por A.

Caso 2. 2 ≤ m.
Analizaremos dos posibilidades para la cardinalidad de A: |A| ≤ m y m < |A|.
En el caso en el que |A| ≤ m, como A ̸= B, entonces existe i ∈ {1, ..., m} tal

que bi /∈ A. Supongamos sin pérdida de generalidad que b1 /∈ A. Por el Caso 1,
tenemos que existe una trayectoria γ de {p} a {b1} que no pasa por A. Entonces
basta con mostrar que existe una trayectoria α : [0, 1] → Fn(X) de {b1} a B que
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no pasa por A. Como X es conexo por arcos, para cada i ∈ {2, ..., m}, existe una
trayectoria βi : [0, 1] → X de b1 a bi. Consideramos la función α : [0, 1] → Fn(X)
dada por α(t) = {b1, β2(t), ..., βm(t)}. Tenemos que α es continua, pues β2,..., βm

son continuas. Como para todo i ∈ {2, ..., m}, βi(0) = b1, tenemos que

α(0) = {b1, β2(0), ..., βm(0)} = {b1}.

Como para toda i ∈ {2, ..., m}, βi(1) = bi, tenemos que

α(1) = {b1, β2(1), ..., βm(1)} = {b1, ..., bm} = B.

Por lo tanto, α es una trayectoria de {b1} a B.
Como para todo t ∈ [0, 1], b1 ∈ α(t) y b1 /∈ A, entonces para todo t ∈ [0, 1],

α(t) ̸= A.
En el caso en el que m < |A|, consideramos la función α : [0, 1] → Fn(X)

dada por α(t) = {α1(t), ..., αm(t)}. La función α es continua, pues α1, ..., αm son
continuas. Como para toda i ∈ {1, ..., m}, αi(0) = p y αi(1) = bi, tenemos que

α(0) = {α1(0), ..., αm(0)} = {p}

y
α(1) = {α1(1), ..., αm(1)} = {b1, ..., bm} = B.

Por tanto, α es una trayectoria de {p} a B. Notamos que para toda t ∈ [0, 1], la
cardinalidad de α(t) es menor o igual que m. Como la cardinalidad de A es mayor
que m, tenemos que para toda t ∈ [0, 1], α(t) ̸= A.

Tenemos que si X es un continuo, entonces C(X) es conexo por arcos, por lo
tanto, como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 153. Sean X un continuo, n ≥ 2 y A ∈ Fn(C(X)). Entonces Fn(C(X))\
{A} es conexo por trayectorias.

Hemos demostrado que para toda n ≥ 2 y para todo continuo X, si a Fn(C(X))
le quitamos un elemento, lo que nos queda es un espacio conexo por trayectorias.
Por otro lado, si n ≥ 2, X es un continuo y F es un subcontinuo terminal de
X, entonces Cn(X) \ {F} no es conexo por trayectorias. Por lo tanto, tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 154. Si X es un continuo que tiene subcontinuos terminales, entonces
los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)) no son homeomorfos para ninguna n ≥ 2.



CAPÍTULO 6
Promedios

Recordemos que un promedio es una retracción de F2(X) sobre F1(X). Los
continuos X que admiten promedios han sido ampliamente estudiados. En partícu-
lar, se sabe que el continuo sen

(
1
x

)
no admite promedios y que el continuo que

consiste de una espiral rodeando una circunferencia tampoco admite promedios.
Trabajando con el hiperespacio F2(C(X)) se observa que C(X) tiene mejores
propiedades que X. En este capítulo reforzamos esta afirmación pues mostramos
que cuando X es el continuo sen

(
1
x

)
o la espiral rodeando una circunferencia, se

tiene que C(X) admite promedios.
En 1939 M. Wojdysławski mostró lo siguiente.

Teorema 155. Un continuo X es localmente conexo si y sólo si para todo n ∈ N,
Cn(X) es un retracto absoluto.

Una consecuencia de este teorema es el siguiente corolario.

Corolario 156. Sean X un continuo localmente conexo y n ∈ N. Entonces existen
retracciones rn : Cn(X) → C(X) y Rn : Fn(C(X)) → F1(C(X)).

Esto nos indica que para los continuos localmente conexos, ambos hiperespacios
se pueden retraer a C(X). Nos preguntamos si lo mismo ocurre para continuos no
localmente conexos.

En [2], D. W. Curtis muestra que para una colección de compactaciones existe
una retracción del hiperespacio 2X en el hiperespacio C(X). Como consecuencia
tenemos que para estas compactaciones, existe una retracción del hiperespacio
Cn(X) a C(X).

En esta sección mostraremos que para dos de esas compactaciones el hiperespacio
F2(C(X)) también se puede retraer al hiperspacio F1(C(X)).

Las retracciónes del hiperespacio F2(C(X)) en el hiperespacio C(X) tienen una
relación con los promedios.
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Definición 157. Sea X un continuo. Un promedio para X es una función
continua m : F2(X) → X tal que para todo p ∈ X, m({p}) = p.

Tenemos que si existe un promedio para C(X), dicho promedio es una función
continua M : F2(C(X)) → C(X) tal que M({C}) = C. Es decir, M es una
retracción del hiperespacio F2(C(X)) en el hiperespacio C(X).

6.1. La curva del topólogo sen(1
x).

La primera de las compactaciones que analizaremos es la curva del topólogo.
En el Teorema 1.1 de [18] se muestra que si X es la curva del topólogo, entonces
C(X) es homeomorfo a Cono(X). De tal forma que para mostrar que C(X) admite
promedios, dotaremos de un promedio al cono de X.

Recordamos que la curva del topólogo X es la cerradura de la gráfica de la
función sen( 1

x
) en el intervalo (0, 1].

Para mayor simplicidad en el análisis que haremos, tomaremos el siguiente
espacio X, el cual es homeomorfo a la curva del topólogo en el espacio.

Definición 158. Para todo n ∈ N, denotamos por An el segmento rectilíneo cuyos
extremos son los puntos

〈
(−1)n, 1, 1

n

〉
y
〈

(−1)n+1, 1, 1
n+1

〉
. Denotamos por A el

segmento rectilíneo cuyos extremos son los puntos ⟨1, 1, 0⟩ y ⟨−1, 1, 0⟩.
Definimos X = (⋃n∈N An) ∪ A.
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Tomamos ahora el cono de X cuyo vértice v es el punto ⟨0, 0, 0⟩.

Lo primero que haremos es dotar de un promedio al triángulo límite de Cono(X).
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6.1.1. Triángulo límite
Para no lidiar con la tercera coordenada, en lugar del triángulo límite T del

Cono(X), cuyos vértices son los puntos ⟨−1, 1, 0⟩, ⟨1, 1, 0⟩ y ⟨0, 0, 0⟩, consideraremos
el triángulo T1 en el plano cuyos vértices son ⟨−1, 1⟩, ⟨1, 1⟩ y ⟨0, 0⟩.

Definición 159. Denotamos por S1 al lado de T1 determinado por los puntos
⟨−1, 1⟩ y ⟨0, 0⟩.

Denotamos por S2 al lado de T1 determinado por los puntos ⟨1, 1⟩ y ⟨0, 0⟩.
Denotamos por S3 al lado de T1 determinado por los puntos ⟨−1, 1⟩ y ⟨1, 1⟩.

Definición 160. Consideramos la homotecia H : T1 × [0, 1] → T1 dada por
H(⟨p, t⟩) = (1 − t)p.

Definimos la función f : T1 \ {⟨0, 0⟩} → S3 dada por

f(⟨a, b⟩) =
〈

a

b
, 1
〉

.

Como ⟨a, b⟩ ∈ T1 \ {⟨0, 0⟩}, |a| ≤ b, así que |a
b
| ≤ 1.

Definimos la función g : T1 \ {⟨0, 0⟩} → [0, 1] dada por g(⟨a, b⟩) = 1 − b.

Lema 161. Para todo p ∈ T1 \ {⟨0, 0⟩}, H(⟨f(p), g(p)⟩) = p.

Demostración. Sea ⟨a, b⟩ ∈ T1 \ {⟨0, 0⟩}. Entonces
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H(⟨f(⟨a, b⟩), g(⟨a, b⟩)⟩) = H
(〈〈

a

b
, 1
〉

, 1 − b
〉)

=

= (1 − (1 − b))
〈

a

b
, 1
〉

=

= ⟨a, b⟩.

Definición 162. Definimos la función m1 : F2(S3) → T1 dada por la siguiente
regla, considerando que −1 ≤ a ≤ b ≤ 1,

m1({⟨a, 1⟩, ⟨b, 1⟩}) =


⟨b, 1 − (b − a)⟩, si b ≤ 0,
⟨a, 1 − (b − a)⟩, si 0 ≤ a,
⟨0, 1 − máx{−a, b}⟩, si a ≤ 0 ≤ b.

Notemos que si b ≤ 0, −b ≤ 1 − b + a ≤ 1; si 0 ≤ a, a ≤ 1 − b + a ≤ 1; y si
a ≤ 0 ≤ b, 0 ≤ 1 − máx{−a, b} ≤ 1. De manera que m1({⟨a, 1⟩, ⟨b, 1⟩}) ∈ T1.

Lema 163. La función m1 es continua y para todo ⟨a, 1⟩ ∈ S3, m1({⟨a, 1⟩}) =
⟨a, 1⟩.

Demostración. Notemos que las tres partes de la definición de m1 son continuas.
Veamos entonces que la evaluación coincide en los pares {⟨a, 1⟩, ⟨b, 1⟩} que cumplen
dos o tres condiciones de la definición de m1.

Sean −1 ≤ a ≤ b ≤ 1.
En el caso en el que b ≤ 0 y 0 ≤ a, tenemos que a = b = 0. En las tres partes

de la definición de m1, tenemos que m({⟨0, 1⟩}) = ⟨0, 1⟩.
En el caso en el que a ≤ 0 ≤ b y b ≤ 0, tenemos que a ≤ b = 0. De acuerdo

con la primera parte de la definición de m1, tenemos que

m1({⟨a, 1⟩, ⟨0, 1⟩}) = ⟨0, 1 − (0 − a)⟩ = ⟨0, 1 + a⟩;

de acuerdo con la tercera parte de la definición de m1, tenemos que

m1({⟨a, 1⟩, ⟨0, 1⟩}) = ⟨0, 1 − máx{−a, 0}⟩ = ⟨0, 1 + a⟩.

Finalmente, en el caso en el que 0 ≤ a y a ≤ 0 ≤ b, entonces 0 = a ≤ b. De
acuerdo con la segunda parte de la definición de m1, tenemos que

m1({⟨0, 1⟩, ⟨b, 1⟩}) = ⟨0, 1 − (b − 0)⟩ = ⟨0, 1 − b⟩;

de acuerdo con la tercera parte de la definición de m1, tenemos que

m1({⟨0, 1⟩, ⟨b, 1⟩}) = ⟨0, 1 − máx{0, b}⟩ = ⟨0, 1 − b⟩.
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Ahora veamos que para todo ⟨a, 1⟩ ∈ S3, m1({⟨a, 1⟩}) = ⟨a, 1⟩.
En el caso en el que a < 0 o a > 0, tenemos que

m1(⟨a, 1⟩) = ⟨a, 1 − (a − a)⟩ = ⟨a, 1 − 0⟩ = ⟨a, 1⟩.

En el caso en el que a = 0, tenemos que

m1(⟨0, 1⟩) = ⟨0, 1 − máx{−0, 0}⟩ = ⟨0, 1⟩.

Definición 164. Definimos la función mT1 : F2(T1) → T1 dada por

mT1({⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩}) =


H(⟨m1({f(⟨a, b⟩), f(⟨c, d⟩)}), máx{g(⟨a, b⟩), g(⟨c, d⟩)}⟩),

si ⟨0, 0⟩ /∈ {⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩},

⟨0, 0⟩, si ⟨0, 0⟩ ∈ {⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩}.

Teorema 165. La función mT1 es un promedio para T1.

Demostración. Tenemos que la primera parte de la definición de mT1 es una
composición de funciones continuas.

Por otro lado, consideramos sucesiones {⟨an, bn⟩}n∈N y {⟨cn, dn⟩}n∈N tales que
ĺım⟨an, bn⟩ = ⟨0, 0⟩, ĺım⟨cn, dn⟩ = ⟨c, d⟩, y para todo n ∈ N,

⟨0, 0⟩ /∈ {⟨an, bn⟩, ⟨cn, dn⟩}.

Entonces ĺım bn = 0, por lo que ĺım g(⟨an, bn⟩) = 1.
Entonces

ĺım máx{g(⟨an, bn⟩), g(⟨c, d⟩)} = 1.

Como |H(⟨p, t⟩)| = |(1 − t)p| ≤ (1 − t)
√

2 para toda ⟨p, t⟩ ∈ T1 × [0, 1],
concluimos que

ĺım H(⟨m1({f(⟨an, bn⟩), f(⟨c, d⟩)}), máx{g(⟨an, bn⟩), g(⟨c, d⟩)}⟩) = ⟨0, 0⟩.

Por lo tanto, mT1 es continua.
Ahora veamos que para todo ⟨a, b⟩ ∈ T1, mT1({⟨a, b⟩}) = ⟨a, b⟩.
En el caso en el que ⟨a, b⟩ = ⟨0, 0⟩, por la segunda parte de la definición de

mT1 , tenemos que mT1({⟨0, 0⟩}) = ⟨0, 0⟩.
En el caso en el que ⟨a, b⟩ ≠ ⟨0, 0⟩, tenemos que

mT1({⟨a, b⟩}) = H(⟨m1({f(⟨a, b⟩)}), g(⟨a, b⟩)⟩).

Por el Lema 163, tenemos que m1({f(⟨a, b⟩)}) = f(⟨a, b⟩).
Por el Lema 161, tenemos que H(⟨f(⟨a, b⟩), g(⟨a, b⟩)⟩) = ⟨a, b⟩.
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Lema 166. Para todo {p, q} ∈ F2(T1), se cumple lo siguiente:

1. si p ∈ S1, entonces mT1({p, q}) ∈ S1,

2. si p ∈ S2, entonces mT1({p, q}) ∈ S2.

Demostración. Sean p = ⟨a, b⟩, q = ⟨c, d⟩ ∈ T1.
1. Supongamos que p ∈ S1.
En el caso en el que p = ⟨0, 0⟩, entonces mT1({p, q}) = ⟨0, 0⟩ ∈ S1.
En el caso en el que p ̸= ⟨0, 0⟩ y q ̸= ⟨0, 0⟩, tenemos que

mT1({p, q}) = H(⟨m1({f(⟨a, b⟩), f(⟨c, d⟩)}), máx{g(⟨a, b⟩), g(⟨c, d⟩)}⟩).

Como p ∈ S1, entonces p = ⟨−t, t⟩ para alguna 0 < t ≤ 1.
Tenemos que f(⟨−t, t⟩) =

〈
−t
t

, 1
〉

= ⟨−1, 1⟩ y f(⟨c, d⟩) = ⟨ c
d
, 1⟩.

En el caso en el que c
d

≤ 0, tenemos que

m1({f(p), f(q)⟩}) =
〈

c

d
, 1 −

(
c

d
− (−1)

)〉
=
〈

c

d
, − c

d

〉
∈ S1.

En el caso en el que 0 ≤ c
d
, tenemos que

m1({f(p), f(q)}) =
〈

0, 1 − máx
{

− (−1), c

d

}〉
= ⟨0, 0⟩ ∈ S1

Por tanto en ambos casos m1({f(p), f(q)}) ∈ S1. Recordemos que para toda
⟨p, t⟩ ∈ T1 × [0, 1], H(⟨p, t⟩) = (1 − t)p, así que si p ∈ S1, entonces H(⟨p, t⟩) ∈ S1.
Por tanto,

H(⟨m1({f(⟨a, b⟩), f(⟨c, d⟩)}), máx{g(⟨a, b⟩), g(⟨c, d⟩)}⟩) ∈ S1.

2. Supongamos que p ∈ S2.
En el caso en el que p = ⟨0, 0⟩, tenemos que mT1({p, q}) = ⟨0, 0⟩ ∈ S2.
En el caso en el que p ̸= ⟨0, 0⟩ y q ̸= ⟨0, 0⟩, tenemos que

mT1({p, q}) = H(⟨m1({f(⟨a, b⟩), f(⟨c, d⟩)}), máx{g(⟨a, b⟩), g(⟨c, d⟩)}⟩).

Como p ∈ S2, entonces p = ⟨t, t⟩ para alguna 0 < t ≤ 1.
Tenemos que f(⟨t, t⟩) = ⟨ t

t
, 1⟩ = ⟨1, 1⟩ y f(⟨c, d⟩) = ⟨ c

d
, 1⟩.

En el caso en el que 0 ≤ c
d
, tenemos que

m1({f(p), f(q)}) =
〈

c

d
, 1 −

(
1 − c

d

)〉
=
〈

c

d
,

c

d

〉
∈ S2.
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En el caso en el que c
d

≤ 0, tenemos que

m1({f(p), f(q)}) =
〈

0, 1 − máx
{

1, − c

d

}〉
= ⟨0, 0⟩.

Como en ambos casos m1({f(p), f(q)}) ∈ S2, entonces

H(⟨m1({f(⟨a, b⟩), f(⟨c, d⟩)}), máx{g(⟨a, b⟩), g(⟨c, d⟩)}⟩) ∈ S2.

6.1.2. Cono de la curva del topólogo
Definición 167. Denotamos por T al triángulo cuyos vértices son los puntos
⟨−1, 1, 0⟩, ⟨1, 1, 0⟩ y ⟨0, 0, 0⟩.

Denotamos por L1 al lado de T cuyos vértices son ⟨−1, 1, 0⟩ y ⟨0, 0, 0⟩.
Denotamos por L2 al lado de T cuyos vértices son ⟨1, 1, 0⟩ y ⟨0, 0, 0⟩.
Denotamos por L3 al lado de T cuyos vértices son ⟨−1, 1, 0⟩ y ⟨1, 1, 0⟩.
Definimos la función mT : F2(T ) → T dada por

mT ({⟨a, b, 0⟩, ⟨c, d, 0⟩}) = ⟨x, y, 0⟩,

donde ⟨x, y⟩ = mT1({⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩}).

Como consecuencia del Teorema 165, tenemos el siguiente resultado.

Lema 168. La función mT es un promedio para T .

Como consecuencia del Lema 166, tenemos el siguiente resultado.

Lema 169. Para todo {p, q} ∈ F2(T ), se cumple lo siguiente

1. Si p ∈ L1, entonces mT ({p, q}) ∈ L1,

2. si p ∈ L2, entonces mT ({p, q}) ∈ L2.

Definición 170. Denotamos por v = ⟨0, 0, 0⟩.
Para todo n ∈ N, definimos pn = ⟨(−1)n, 1, 1

n
⟩.

Denotamos por Tn al triángulo determinado por los puntos v, pn y pn+1.
Denotamos por Ln

1 al lado de Tn cuyos extremos son v y

pn+1, si n es par, o

pn, si n es impar.

Denotamos por Ln
2 al lado de Tn cuyos extremos son v y
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pn+1, si n es impar, o

pn, si n es par.

Denotamos por Ln
3 al lado de Tn cuyos vértices son pn y pn+1.

Denotamos así a los lados de los triángulos Tn de manera que se correspondan
con los lados del triángulo T . De tal manera que para todo n > 1, Ln

1 = Ln+1
1 .

Además, para toda n ∈ N, Ln
2 = Ln+1

2 . A continuación ilustramos la definición
anterior para T1 y T2.
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Definición 171. Denotamos por P : Cono(X) → T a la función dada por

P (⟨a, b, c⟩) = ⟨a, b, 0⟩.

Para cada n ∈ N, definimos la función Pn : Tn → T como la función P
restringida al triángulo Tn.

Como la función Pn proyecta el triángulo Tn al triángulo T , tenemos el siguiente
resultado.

Lema 172. La función P es continua y para toda n ∈ N, la función Pn es un
homeomorfismo.

Definición 173. Definimos la función m : F2(Cono(X)) → Cono(X) dada por

m({p, q}) =

P −1
k (mT ({P (p), P (q)})), si n ≤ k, p ∈ Tn y q ∈ Tk,

mT ({P (p), P (q)}), si {p, q} ∩ T ̸= ∅.

Lema 174. La función m está bien definida.

Demostración. Sean p, q ∈ T . Si p = v, entonces P (v) = v y mT ({P (v), P (q)}) =
mT ({v, P (q)}) = v, y como P −1

k (v) = v, tenemos que no importa cual de las dos
definiciones apliquemos, tenemos que m({p, q}) = v. De manera que m está bien
definida en este caso. Podemos suponer entonces que v /∈ {p, q}. Sean n, k ∈ N,
p, q ∈ Cono(X) tales que n ≤ k, p ∈ Tn y q ∈ Tk.

Supongamos sin pérdida de generalidad que q ∈ Lk
1 y que Lk

1 = Lk+1
1 . Tenemos

que P (q) ∈ L1. Por el Lema 169, tenemos que mT ({P (p), P (q)}) ∈ L1. Como
Lk

1 = Lk+1
1 , entonces

P −1
k (mT ({P (p), P (q)})) = P −1

k+1(mT ({P (p), P (q)})).

Lema 175. La función m es un promedio para Cono(X).

Demostración. Veamos que m es continua.
Dadas k, n ∈ N con n ≤ k, sea

A(n, k) = {{p, q} ∈ F2(Cono(X)) : p ∈ Tn y q ∈ Tk}.

Entonces A(n, k) = ⟨Tn, Tk⟩F2(Cono(X)) es cerrado en F2(Cono(X)) y la definición
de m está dada por una composición de funciones continuas. Como ya vimos que
m está bien definida, tenemos que m|A(n,k) es continua.
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Sea A = {p, q} ∈ F2(Cono(X)). Veamos que m es continua en A. Consideramos
tres casos.

Caso 1. A ∩ T = ∅.
En este caso, podemos suponer que n ≤ k, p ∈ Tn y q ∈ Tk. Sea

B = {A(n′, k′) : 1 ≤ n′ ≤ k′ ≤ k + 1}.

Como m|A(n′,k′) es continua para cualesquiera 1 ≤ n′ ≤ k′ ≤ k + 1 y m está bien
definida, tenemos que m|B es continua. Como A ∈ intF2(Cono(X))(B), tenemos que
m es continua en A.

Caso 2. v ∈ A.
Para este caso, necesitamos primero ver que si ⟨x, y, z⟩ ∈ Cono(X), entonces

0 ≤ z ≤ y ≤ 1. Para ver esto, primero observemos que X ⊆ [−1, 1] × {1} × [0, 1].
Definimos ρ : Cono(X) → R2 por ρ(⟨x, y, z⟩) = ⟨y, z⟩. Como el Cono(X) está
contenido en la pirámide con base en el rectángulo [−1, 1] × {1} × [0, 1] y vértice
en ⟨0, 0, 0⟩. La proyección ρ aplicada a esta pirámide es el triángulo de vértices
⟨1, 0⟩, ⟨1, 1⟩ y ⟨0, 0⟩ y, en coordenadas, este triángulo está dado por

{⟨y, z⟩ ∈ R2 : 0 ≤ z ≤ y ≤ 1}.

Esto termina la prueba de la afirmación.
Ahora sí, veamos la demostración de la continuidad de m en A. Supongamos

que p = v = ĺım pn, q = ĺım qn, para cada n ∈ N, pn ̸= v, pn = ⟨xn, yn, zn⟩ y
qn = ⟨un, vn, wn⟩.

Calculemos:

mT ({P (pn), P (qn)}) = mT ({⟨xn, yn, 0⟩, ⟨un, vn, 0⟩}) =
= ⟨mT1({⟨xn, yn⟩, ⟨un, vn⟩}), 0⟩ =

= ⟨H(⟨m1({f(⟨xn, yn⟩), f(⟨un, vn⟩)}), máx{g(⟨xn, yn⟩), g(⟨un, vn⟩)}⟩), 0⟩ =
= ⟨H(⟨m1({f(⟨xn, yn⟩), f(⟨un, vn⟩)}), máx{1 − yn, 1 − vn}), 0⟩).

Sean rn = máx{1−yn, 1−vn} ≥ 1−yn y ⟨sn, tn⟩ = m1({f(⟨xn, yn⟩), f(⟨un, vn⟩)}).
Ya que ĺım pn = ⟨0, 0, 0⟩, tenemos que ĺım yn = 0. De manera que ĺım rn = 1.
Entonces mT1({P (pn), P (qn)}) = H(⟨sn, tn⟩, rn) = (1 − rn)⟨sn, tn⟩. Por tanto
ĺım mT ({P (pn), P (qn)}) = ⟨0, 0, 0⟩.

Dada n ∈ N, m({pn, qn}) es de la forma mT ({P (pn), P (qn)}) o de la forma
P −1

k (mT ({P (pn), P (qn)})) = P −1
k (⟨H(⟨sn, tn⟩, rn), 0⟩) = ⟨(1 − rn)⟨sn, tn⟩, zn⟩ para

alguna zn ∈ [0, 1]. Ambas formas son del tipo ⟨(1 − rn)⟨sn, tn⟩, zn⟩ para alguna
zn ∈ [0, 1] (en la primera forma ponemos zn = 0). Como m({pn, qn}), por lo que
probamos al principio de este caso, tenemos que 0 ≤ zn ≤ (1 − rn)tn ≤ 1 − rn. Por
tanto ĺım zn = 0.
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Por tanto ĺım m({pn, qn}) = ĺım⟨(1 − rn)⟨sn, tn⟩, zn⟩ = ⟨0, 0, 0⟩ = m({p, q}).
Esto completa la prueba de que m es continua en {p, q}.

Caso 3. {p, q} ∩ T ̸= ∅ y v /∈ {p, q}.
Podemos suponer que p ∈ T (y claro, p ̸= v). Notemos que p /∈ Tk para

toda k ∈ N. Sean ε > 0 y K ∈ N tal que 1
K

< ε
2 . Como la función {a, b} →

mT ({P (a), P (b)}) de F2(Cono(X)) en Cono(X) es continua, existe δ > 0 tal
que δ < 1

K
, Bδ(p) ∩ (T1 ∪ ... ∪ TK) = ∅ y si H({p, q}, {a, b}) < δ, entonces

|mT ({P (p), P (q)}) − mT ({P (a), P (b)})| < 1
K

.
Sea {a, b} ∈ F2(Cono(X)) tal que H({p, q}, {a, b}) < δ. Para concluir que m es

continua, veremos que |m({p, q})−m({a, b})| < ε. En el caso en que {a, b}∩T ̸= ∅,
tenemos que

|m({p, q}) − m({a, b})| = |mT ({P (p), P (q)}) − mT ({P (a), P (b)})| <
1
K

< ε

y entonces se cumple la desigualdad buscada. Supongamos ahora que {a, b}∩T = ∅.
Como {p, q} ⊆ Nδ({a, b}), podemos suponer que |p−a| < δ. De manera que existe
k > K tal que a ∈ Tk. Entonces m({a, b}) = P −1

n (mT ({P (a), P (b)})), donde n ≥ k
(la elección de n depende del conjunto Ti tal que b ∈ Ti. Si i ≥ k, entonces n = i
y si i < k, entonces n = k).

Aquí hacemos un paréntesis para argumentar que para toda c ∈ T ,

|P −1
n (c) − c| ≤ 1

n
.

Sea e = P −1
n (c) = ⟨x, y, z⟩. Entonces Pn(e) = c = ⟨x, y, 0⟩. Como e ∈ Tn y

Tn es el triángulo con vértices ⟨(−1)n, 1, 1
n
⟩, ⟨(−1)n+1, 1, 1

n+1⟩ y ⟨0, 0, 0⟩, z es una
combinación convexa de los números 0, 1

n
y 1

n+1 . Por tanto 0 ≤ z ≤ 1
n
. Como

|P −1
n (c) − c| = |⟨x, y, z⟩ − ⟨x, y, 0⟩| ≤ |z| ≤ 1

n
, concluimos que |P −1

n (c) − c| ≤ 1
n
.

Entonces

|m({p, q}) − m({a, b})| = |mT ({P (p), P (q)}) − P −1
n (mT ({P (a), P (b)}))| ≤

≤ |mT ({P (p), P (q)}) − mT ({P (a), P (b)})|+

|mT ({P (a), P (b)}) − P −1
n (mT ({P (a), P (b)}))| <

<
ε

2 + 1
n

< ε.

Por tanto m es continua en {p, q}.
Esto termina la prueba de que m es continua.
Ahora veamos que para todo a ∈ Cono(X), m({a}) = a.
Sea {a} ∈ F2(Cono(X)).
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En el caso en el que a ∈ T , entonces m({a}) = mT ({a}). Como mT es promedio
para T , entonces m({a}) = mT ({a}) = a.

En el caso en el que a ∈ Tn para alguna n ∈ N, tenemos que

m({a}) = P −1
n (mT ({P (a)})).

Como mT es promedio para T y P ({a}) ∈ T , entonces

m({a}) = P −1
n (mT ({P (a)})) = P −1

n (P (a)) = a.

Por lo tanto, m es promedio para Cono(X).

6.2. Espiral

En esta sección denotaremos por e a la función e : R → R2 dada por e(θ) =
⟨cosθ, senθ⟩. También definimos la función g : [1, ∞) → (1, 2] dada por g(θ) = 1+θ

θ
.

Notemos que g es un homeomorfismo con inversa g−1(t) = 1
t−1 .

Denotamos por S a la circunferencia unitaria definida por:

S = {⟨e(θ), 1⟩ ∈ R3 : θ ∈ [1, ∞)}.

Definimos por R al siguiente conjunto

R = {⟨g(θ)e(θ), 1⟩ ∈ R3 : θ ∈ [1, ∞)}.

Definimos entonces E = S ∪ R ⊆ R2 × {1}.
Podemos construir los conos de S, R y E en R3 uniendo a los puntos de estos

conjuntos con el origen ⟨0, 0, 0⟩ de R3, y obtenemos:

Cono(S) = {(1 − r)⟨0, 0, 0⟩ + rp ∈ R3 : p ∈ S y r ∈ [0, 1]} =

{⟨re(θ), r⟩ ∈ R3 : θ ∈ [1, ∞) y r ∈ [0, 1]},

Cono(R) = {⟨rg(θ)e(θ), r⟩ ∈ R3 : θ ∈ [1, ∞) y r ∈ [0, 1]}, y

Cono(E) = {rp ∈ R3 : p ∈ E y r ∈ [0, 1]} = Cono(S) ∪ Cono(R).
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Cono(E)

Notemos que cada uno de los puntos de Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩} tiene la forma
p = ⟨p1, p2, p3⟩ = ⟨rpg(θp)e(θp), rp⟩, donde θp ∈ [1, ∞) y rp ∈ (0, 1]. Notemos
que rp es la proyección de p en la tercera coordenada y θp = g−1( 1

rp
(rpg(θp))) =

g−1( 1
rp

||rpg(θp)e(θp)||) = g−1( 1
p3

||(p1, p2)||). Esto prueba que las funciones p → rp

y p → θp de Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩} en (0, 1] y [1, ∞), respectivamente están bien
definidas y son continuas.

En esta sección definiremos un promedio para el cono de E. Empezaremos
definiendo promedios para los espacios Cono(R)\{⟨0, 0, 0⟩} y Cono(S)\{⟨0, 0, 0⟩}.
Los definiremos de manera paralela para no repetir argumentos de manera innece-
saria.

6.2.1. Promedio para Cono(R) \ {(0, 0, 0)}.
Dados puntos p = ⟨rpg(θp)e(θp), rp⟩ y q = ⟨rqg(θq)e(θq), rq⟩ en Cono(R) \

{⟨0, 0, 0⟩}, con θq ≤ θp, como e tiene periodo 2π, existe θ(p, q) ∈ [θp − π, θp + π]
tal que e(θ(p, q)) = e(θq).

Definimos
r(p, q) = 1

π
(π − |θp − θ(p, q)|) mı́n{rp, rq}.

Definimos mR : F2(Cono(R) \ {(0, 0, 0)}) → Cono(R) por

mR({p, q}) =
〈

r(p, q)g
(

θ(p, q) + θp

2

)
e
(

θ(p, q) + θp

2

)
, r(p, q)

〉
.
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6.2.2. Promedio para Cono(S) \ {⟨0, 0, 0⟩}.
Dados puntos p = ⟨rpe(θp), rp⟩ y q = ⟨rqe(θq), rq⟩ en Cono(S)\{⟨0, 0, 0⟩}, como

e tiene periodo 2π, existe θ(p, q) ∈ [θp − π, θp + π] tal que e(θ(p, q)) = e(θq).
Definimos

r(p, q) = 1
π

(π − |θp − θ(p, q)|) mı́n{rp, rq}.

Definimos mS : F2(Cono(S) \ {⟨0, 0, 0⟩}) → Cono(S) por

mS({p, q}) =
〈

r(p, q)e
(

θ(p, q) + θp

2

)
, r(p, q)

〉
.

Lema 176. mR y mS están bien definidas.

Demostración. Para empezar, en el caso en que θ(p, q) ∈ {θp − π, θp + π}, se
podría escoger cualquiera de los dos valores, pero para ambos valores tenemos que
|θp − θ(p, q)| = π, así que r(p, q) = 0, y el valor tanto de mR como de mS es igual
a ⟨0, 0, 0⟩. Por tanto, no importa cual de los valores θp − π o θp + π tomamos.

Por otra parte, notemos que si θq = θp, podemos tomar las siguientes dos
opciones: θ(p, q) ∈ [θp − π, θp + π] es tal que e(θ(p, q)) = e(θq) = e(θp) o θ(q, p) ∈
[θq − π, θq + π] es tal que e(θ(q, p)) = e(θp) = θq. En ambos casos θ(p, q) y θ(q, p)
coinciden con el valor común θp = θq. Así que r({p, q}) = mı́n{rp, rq} y θ(p,q)+θp

2 =
θp = θ(q,p)+θq

2 . Por tanto, en los dos casos los promedios mR y mS coinciden.
En el caso de R, vimos antes que rp y θp son únicas. En el caso de S, rp

está bien definido y depende continuamente de p porque es la tercera coordenada
de p. En este caso, θp no es única pues en lugar de θp se puede tomar cualquier
número de la forma θp+2kπ, con k ∈ Z. Cuando tomamos θp+2kπ, podemos tomar
θ(p, q)+2kπ en lugar de θ(p, q). Notemos que al tomarlos así, el valor de r({p, q}) no
se altera y tampoco se alteran los valores de e( θ(p,q)+θp

2 ) y mS({p, q}). Observemos
que una vez que se elige θ(p, q), las definiciones de r({p, q}) y mS({p, q}) dejan
de depender de θq, por lo tanto, para la definición de mS({p, q}) se puede tomar
θq o cualquiera de sus equivalentes módulo 2π. Finalmente, si en lugar de tomar
θ(p, q), tomamos un θ(q, p) tal que e(θ(q, p)) = e(θp) y θ(q, p) ∈ [θq − π, θq + π],
debido a que e(θ(q, p)) = e(θp), existe k ∈ Z tal que θ(q, p) = θp + 2kπ. Entonces
θp = θ(q, p)−2kπ ∈ [(θq −2kπ)−π, (θq −2kπ)+π]. Así que θq −2kπ ∈ [θp−π, θp+π]
y e(θq − 2kπ) = e(θq), podemos entonces tomar θ(p, q) = θq − 2kπ. Así que

r(p, q) = 1
π

(π − |θp − θ(p, q)|) mı́n{rp, rq} =

= 1
π

(π − |θp − (θq + 2kπ)|) mı́n{rp, rq} =

= 1
π

(π − |θq − θ(q, p)|) mı́n{rp, rq}.
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Además, e
(

θ(p,q)+θp

2

)
= e

(
θq−2kπ+θp

2

)
= e

(
θq+2kπ+θp

2

)
= e

(
θ(q,p)+θq

2

)
.

Hemos demostrado que da lo mismo tomar e(p, q) que e(q, p).

Lema 177. mR y mS son continuas.

Demostración. Tomamos puntos p = ⟨p1, p2, p3⟩, q = ⟨q1, q2, q3⟩ en uno de los
conjuntos Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩} o Cono(S) \ {⟨0, 0, 0⟩}.

Para el caso del Cono(S), notemos que rp = p3 > 0 y 1
p3

⟨p1, p2⟩ es un elemento
de la circunferencia unitaria S1 en el plano complejo (centrada en el origen) y θp es
un argumento de este punto. Sea W un abierto en S1 con 1

p3
⟨p1, p2⟩ ∈ W tal que es

posible definir una rama arg del argumento tal que arg( 1
p3

⟨p1, p2⟩) = θp. Entonces
existe un abierto U de Cono(S1) tal que p ∈ U y para todo p′ = ⟨p′

1, p′
2, p′

3⟩ ∈ U ,
tenemos que 1

p′
3
⟨p′

1, p′
2⟩ ∈ W . De modo que es posible definir θp′ = arg( 1

p′
3
⟨p′

1, p′
2⟩)

y obtener una función continua p′ → θp′ , de tal manera que e(θp′) = 1
p′

3
⟨p′

1, p′
2⟩.

Además p′ = ⟨p′
3e(θp′), p′

3⟩. Similarmente, existe un abierto V de Cono(S1) tal que
q ∈ V y para toda q′ = ⟨q′

1, q′
2, q′

3⟩ ∈ V , se puede definir continuamente un θ′
q tal

que q′ = ⟨q′
3e(θq′), q′

3⟩. En el Lema 176, vimos que podemos tomar cualquiera de
los argumentos de p′ (y de q′) para definir mS. De modo que podemos usar θp′ y
θq′ para definir mS en los respectivos puntos de U y V .

Tomamos T ∈ {R, S}. Para demostrar la continuidad de mT , tomamos puntos
p, q ∈ Cono(T ) \ {⟨0, 0, 0⟩}. Analizamos dos casos.

Caso 1. θ(p, q) ∈ (θp − π, θp + π).
Como e(θq) = e(θ(p, q)), existe k ∈ Z tal que θ(p, q) = θq + 2kπ. Entonces

|θp − θq − 2kπ| < π. Ya hemos visto que en el caso T = R, θp y θq dependen
continuamente de p y q y en el caso en que T = S, podemos hacer que también
dependan continuamente en vecindades de p y q. Entonces existen abiertos U y V
de Cono(T ) tales que p ∈ U , q ∈ V y que cumplen que si p′ ∈ U y q′ ∈ V , entonces
|θp′ − θq′ − 2kπ| < π. De modo que θq′ + 2kπ ∈ (θp′ − π, θp′ + π). De manera que
θq′ + 2kπ es el único número en (θp′ − π, θp′ + π) tal que e(θq′ + 2kπ) = e(θq). Por
tanto, θ(p′, q′) = θq′ +2kπ en la vecindad ⟨U, V ⟩. Como θq′ depende continuamente
de q′, tenemos que θ(p′, q′) es una función continua de p′ y q′ en ⟨U, V ⟩. Como en
esta vecindad las funciones p → rp′ y p → θp′ son funciones continuas, concluimos
que las funciones θ, r y g (para el caso en que T = R) son continuas en ⟨U, V ⟩.
Por tanto la función mT es continua en el par (p, q).

Caso 2. θ(p, q) ∈ {θp − π, θp + π}.
Tomamos sucesiones {pn}∞

n=1 y {qn}∞
n=1 en Cono(T ) \ {⟨0, 0, 0⟩} convergiendo

a p y q, respectivamente. Como los números naturales n se pueden descomponer
en los que cumplen que θpn ≤ θ(pn, qn) ≤ θpn + π y los que cumplen que θpn − π ≤
θ(pn, qn) ≤ θpn . Basta con que consideremos sucesiones tales que para toda n
cumplen una de las dos desigualdades. Vamos a suponer que para toda n ∈ N se
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cumple la primera desigualdad. El caso de que cumpla la otra se puede tratar en
forma similar. Como θ(p, q) ∈ {θp −π, θp +π}, tenemos que e(θ(p, q)) = e(θp ±π) =
e(θp)e(π)±1 = −e(θp). De manera que e(θp)

e(θq) = −1. Para cada n ∈ N, hacemos
zn = θ(pn, qn) − θpn . Entonces zn ∈ [0, π] y

ĺım
n→∞

e(zn) = ĺım
n→∞

e(θ(pn, qn)−θpn) = ĺım
n→∞

e(θ(pn, qn))
e(θpn) = ĺım

n→∞

e(θqn)
e(θpn) = e(θq)

e(θp) = −1.

Por tanto, zn ∈ [0, π] y ĺımn→∞ e(zn) = −1. Esto implica que (tomando la rama
del logaritmo correspondiente) que ĺımn→∞ zn = π.

Por tanto, ĺımn→∞ |θpn − θ(pn, qn)| = π. De aquí que ĺımn→∞ r(pn, qn) = 0. Ya
que |θp−θ(p, q)| = π, tenemos que r(p, q) = 0. Así que mT ({p, q}) = ⟨0, 0, 0⟩.Ya que
la función g es continua (en el caso en que T = R), ĺımn→∞ mT ({pn, qn}) = ⟨0, 0, 0⟩.
Por tanto, mT es continua en {p, q}.

Ya que hay una retracción natural de E sobre S, tenemos que hay una retracción
natural f : Cono(E) → Cono(S) dada por

f(p) =

⟨re(θ), r⟩, si ⟨rg(θ)e(θ), r⟩ ∈ Cono(R),
p, si p ∈ Cono(S) .

Es fácil probar que f es continua.

Lema 178. Para cualesquiera p, q ∈ Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩},

f(mR({p, q})) = mS({f(p), f(q)}).

Demostración. Para probar esto, sean p = ⟨rpg(θp)e(θp), rp⟩ y q = ⟨rqg(θq)e(θq), rq⟩,
con θq ≤ θp. Sea θ(p, q) ∈ [θp − π, θp + π] tal que e(θ(p, q)) = e(θq). Así que

mR({p, q}) =
〈

r(p, q)g
(

θ(p, q) + θp

2

)
e
(θ(p, q) + θp

2

)
, r(p, q)

〉
,

donde r(p, q) = 1
π
(π − |θp − θ(p, q)|) mı́n{rp, rq}. Entonces

f(mR({p, q})) =
〈

r(p, q)e
(

θ(p, q) + θp

2

)
, r(p, q)

〉
.

Por otra parte, f(p) = ⟨rpe(θp), rp⟩, f(q) = ⟨rqe(θq), rq⟩ y mS({f(p), f(q)}) =〈
r(p, q)e

(
θ(p,q)+θp

2

)
, r(p, q)

〉
. Por tanto, f(mR({p, q})) = mS({f(p), f(q)}).

Definimos m : F2(Cono(E)) → Cono(E) por

m({p, q}) =


mR({p, q}), si {p, q} ∈ F2(Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩}),
mS({f(p), f(q)}), si p, q /∈ {⟨0, 0, 0⟩} y {p, q} ∩ Cono(S) ̸= ∅,
⟨0, 0, 0⟩, si ⟨0, 0, 0⟩ ∈ {p, q}.
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Lema 179. m es continua.

Demostración. Para probar esta propiedad, tomemos p, q ∈ Cono(E). Considera-
mos 3 casos.

Caso 1. {p, q} ∈ F2(Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩}).
Como {p, q} ∈ F2(Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩}) es abierto en F2(Cono(E)) y mR es

continua, tenemos que m es continua en cada uno de los elementos de este conjunto.
Entonces m es continua en {p, q}.

Tomemos sucesiones {pn}∞
n=1 y {qn}∞

n=1 que convergen respectivamente a p y
a q. Para probar la continuidad de m en {p, q} basta con que supongamos que la
sucesión {m({pn, qn})}∞

n=1 converge a un elemento w = ⟨w1, w2, w3⟩ en Cono(E) y
que probemos que w = m({p, q}).

Caso 2. p, q /∈ {⟨0, 0, 0⟩} y {p, q} ∩ Cono(S) ̸= ∅.
En este caso, podemos suponer que p ∈ Cono(S) y que pn, qn /∈ {⟨0, 0, 0⟩} para

toda n ∈ N.
Subcaso 2.1. Existe una infinidad de números n tales que {pn, qn}∩Cono(S) ̸=

∅.
Tomando una subsucesión si fuera necesario, podemos suponer que esto ocurre

para toda n. Por la continuidad de las funciones f y mS tenemos que

w = ĺım
n→∞

m({pn, qn})

= ĺım
n→∞

mS({f(pn), f(qn)}) =

= mS({f(p), f(q)}) = m({p, q}).

Subcaso 2.2. Sólo un número finito de números n satisfacen que {pn, qn} ∩
Cono(S) ̸= ∅.

En este caso podemos suponer que ninguna n cumple esto y entonces tenemos
que para toda n ∈ N, {pn, qn} ∈ F2(Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩}).

Subcaso 2.2.1. w = ⟨0, 0, 0⟩.
Escribimos p = ⟨u1, u2, u3⟩ y q = ⟨v1, v2, v3⟩. Entonces u3 = rp > 0 y v3 = rq >

0 (recordemos que p ̸= ⟨0, 0, 0⟩ ≠ q).
Notemos que

⟨0, 0, 0⟩ = w = ĺım
n→∞

m({pn, qn})

= ĺım
n→∞

mR({pn, qn}) =

= ĺım
n→∞

〈
r(pn, qn)g

(
θ(pn, qn) + θpn

2

)
e
(

θ(pn, qn) + θpn

2

)
, r(pn, qn)

〉
.

De aquí tenemos que

ĺım
n→∞

r(pn, qn) = ĺım
n→∞

1
π

(π − |θpn − θ(pn, qn)|) mı́n{rp, rq} = 0.



6.2. ESPIRAL 109

Como ĺımn→∞ mı́n{rpn , rqn} = mı́n{rp, rq} > 0, tenemos que

ĺım
n→∞

π − |θpn − θ(pn, qn)| = 0.

Así que ĺımn→∞ |θpn − θ(pn, qn)| = π. Entonces, a medida que n crece, los valores
de θpn − θ(pn, qn) se aproximan a π o a −π, por lo que

ĺım
n→∞

e(θpn)
e(θqn) = ĺım

n→∞
e(θpn − θ(pn, qn)) = −1.

Dado que f es continua, ĺımn→∞ f(pn) = f(p) y ĺımn→∞ f(qn) = f(q). Así que
ĺımn→∞⟨rpne(θpn), rpn⟩ = ⟨rpe(θp), rp⟩ y ĺımn→∞⟨rqne(θqn), rqn⟩ = ⟨rqe(θq), rq⟩. De
modo que ĺımn→∞ e(θpn) = e(θp) y ĺımn→∞ e(θqn) = e(θq). Por tanto,

e(θp) = −e(θq) = e(θq + π).

Entonces
m({p, q}) = mS({f(p), f(q)}).

Notemos que para calcular mS({f(p), f(q)}), se elige

θ(f(p), f(q)) ∈ [θp − π, θp + π]

tal que e(θ(f(p), f(q))) = e(θf(q)) = e(θq). De manera que se puede elegir

θ(f(p), f(q)) = θp + π.

De modo que r(f(p), f(q)) = 1
π
(π −|θp −θ(f(p), f(q))|) mı́n{rp, rq} = 0. Por tanto,

m({p, q}) = mS({f(p), f(q)}) = ⟨0, 0, 0⟩ = w.

Subcaso 2.2.2. w ̸= ⟨0, 0, 0⟩.
Por las continuidades de f y mS, el Lema 178 y como ĺımn→∞{pn, qn} = {p, q},

tenemos que

f(w) = ĺım
n→∞

f(m({pn, qn})) =

= ĺım
n→∞

f(mR({pn, qn})) =

= ĺım
n→∞

mS({f(pn), f(qn)}) =

= mS({f(p), f(q)}) = m({p, q}).

De manera que m({p, q}) = f(w).
Por otra parte, como

ĺım
n→∞

⟨rpng(θpn)e(θpn), rpn⟩ = ĺım
n→∞

pn = p = ⟨rpe(θp), rp⟩
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y ĺımn→∞ rpn = rp > 0, tenemos que ĺımn→∞ g(θpn)e(θpn) = e(θp). Así que

ĺım
n→∞

θpn

1 + θpn

= ĺım
n→∞

g(θpn) = ĺım
n→∞

||g(θpn)e(θpn)|| = ||e(θp)|| = 1.

De modo que ĺımn→∞
1

θpn
= ĺımn→∞( θpn

1−θpn
− 1) = 0. Entonces ĺımn→∞ θpn = ∞.

Para cada n ∈ N, θ(pn, qn) ∈ [θpn −π, θpn +π]. Esto implica que ĺımn→∞ θ(pn, qn) =
∞. De manera que ĺımn→∞ g

(
θ(pn,qn)+θpn

2

)
= 1. Dado que

⟨w1, w2, w3⟩ = w = ĺım
n→∞

m({pn, qn}) =

= ĺım
n→∞

mR({pn, qn}) =

= ĺım
n→∞

〈
r(pn, qn)g

(
θ(pn, qn) + θpn

2

)
e
(

θ(pn, qn) + θpn

2

)
, r(pn, qn)

〉
,

obtenemos que w3 = ĺımn→∞ r(pn, qn) > 0 (pues w ̸= ⟨0, 0, 0⟩). Esto implica que
||⟨w1, w2⟩|| = ĺımn→∞ ||⟨r(pn, qn)g( θ(pn,qn)+θpn

2 )e( θ(pn,qn)+θpn

2 )⟩|| = w3. De manera
que 1 = ||⟨w1

w1
, w2

w3
⟩|| y existe θ ∈ [1, ∞) tal que ⟨w1

w1
, w2

w3
⟩ = e(θ). De modo que

w = ⟨w3e(θ), w3⟩. Por tanto, w ∈ Cono(S) y f(w) = w. Con esto concluimos que
m({p, q}) = w y terminamos el Caso 2.

Caso 3. ⟨0, 0, 0⟩ ∈ {p, q}.
En este caso podemos suponer que p = ⟨0, 0, 0⟩. Si para una infinidad de

números n se tiene que ⟨0, 0, 0⟩ ∈ {pn, qn}, entonces w = ⟨0, 0, 0⟩ = m({p, q}).
Podemos suponer entonces que para ningún número n se tiene que ⟨0, 0, 0⟩ ∈
{pn, qn}. Escribimos pn = ⟨p(n)

1 , p
(n)
2 , p

(n)
3 ⟩ y qn = ⟨q(n)

1 , q
(n)
2 , q

(n)
3 ⟩. Como ĺımn→∞ pn =

⟨0, 0, 0⟩. Entonces ĺımn→∞ p
(n)
3 = 0 y ĺımn→∞ mı́n{p

(n)
3 , q

(n)
3 } = 0. Esto implica que

ĺımn→∞ r(pn, qn) = 0 y como m({pn, qn}) es igual a mR({pn, qn}) o a mS({pn, qn}),
concluimos que w = ĺımn→∞ m({pn, qn}) = ⟨0, 0, 0⟩ = m({p, q}).

Esto termina el Caso 3

Teorema 180. m es un promedio.

Demostración. Sea p ∈ Cono(E). En el caso en el que p = ⟨0, 0, 0⟩, por la definición
de m, tenemos que m({p}) = ⟨0, 0, 0⟩ = p.

En el caso en el que p ∈ Cono(R) \ {⟨0, 0, 0⟩}, por la definición de m, tenemos
que

m({p}) = mR({p}) =

=
〈

r(p, p)g
(

θ(p, p) + θp

2

)
e
(

θ(p, p) + θp

2

)
, r(p, p)

〉
.

Como θ(p, p) = θp, entonces r(p, p) = 1
π
(π − |θp − θ(p, p)|)rp = rp. Por lo tanto,

m({p}) = ⟨rpg(θp)e(θp), rp⟩ = p.
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Finalmente, en el caso en el que p ∈ Cono(S) \ {⟨0, 0, 0⟩}, por la definición de
m, tenemos que

m({p}) = mS({f(p)}) =
= mS({p}) =

=
〈

r(p, p)e
(

θ(p, p) + θp

2

)
, r(p, p)

〉
.

Como θ(p, p) = θp, entonces r(p, p) = 1
π
(π − |θp − θ(p, p)|)rp = rp. Por lo tanto,

m({p}) = ⟨rpe(θp), rp⟩ = p. Por lo tanto, m es promedio.

En vista de los resultados de este capítulo, las siguientes preguntas surgen de
manera natural.

Pregunta. ¿Existe un continuo X tal que F2(C(X)) no admite promedios?,
¿existe una tal X que sea una compactación del rayo [0, 1)?, ¿y si X es una
compactación del rayo [0, 1) con residuo un arco?
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CAPÍTULO 7
Contractibilidad

Para diferenciar los hiperespacios Cn(X) y Fn(C(X)) buscamos entre las distin-
tas propiedades topológicas. En esta sección mostramos que la contractibilidad no
es útil para este fin, pues vemos que para toda n ∈ N, el que Cn(X) sea contráctil
es equivalente a que Fn(C(X)) sea contráctil.

Teorema 181. Sea X un continuo. Para toda n ≥ 2, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. 2X es contráctil,

2. Cn(X) es contráctil,

3. C(X) es contráctil.

Demostración. Sea n ≥ 2. Probaremos simultáneamente (1 ⇒ 2) y (2 ⇒ 3),
es decir, probaremos que el hecho de que 2X es contráctil implica que Cn(X) es
contráctil y que el hecho de que Cn(X) es contráctil implica que C(X) es contráctil.

Sean G1 : 2X × [0, 1] → 2X y G2 : Cn(X) × [0, 1] → Cn(X) funciones continuas
que cumplen las siguientes propiedades:

para todo E ∈ 2X , G1(⟨E, 0⟩) = E y G1(⟨E, 1⟩) = X y

para todo F ∈ Cn(X), G2(⟨F, 0⟩) = F y G2(⟨F, 1⟩) = X.

Por medio de la función G1 construiremos una contracción H1 de Cn(X) y por
medio de la función G2 construiremos una contracción H2 de C(X).

Definimos las funciones J1 : 2X × [0, 1] → 2X y J2 : Cn(X) × [0, 1] → 2X dadas
por

J1(⟨E, t⟩) =
⋃

{G1(⟨E, s⟩) : 0 ≤ s ≤ t}
y

J2(⟨F, t⟩) =
⋃

{G2(⟨F, s⟩) : 0 ≤ s ≤ t},

113



114 CAPÍTULO 7. CONTRACTIBILIDAD

respectivamente.
Por el Lema 16.3 de [21], tenemos que J1 y J2 son funciones continuas.
Notemos que se cumplen las siguientes propiedades:

Para todo E ∈ 2X , J1(⟨E, 0⟩) = ⋃{G1(⟨E, 0⟩)} = G1(⟨E, 0⟩) = E y

J1(⟨E, 1⟩) =
⋃

{G1(⟨E, t⟩) : 0 ≤ t ≤ 1} = X,

para toda F ∈ Cn(X), J2(⟨F, 0⟩) = ⋃{G2(⟨F, 0⟩)} = G2(⟨F, 0⟩) = F y
J2(⟨F, 1⟩) = ⋃{G2(⟨F, t⟩) : 0 ≤ t ≤ 1} = X y

para todo E ∈ 2X y para todo F ∈ Cn(X), J1({E}× [0, 1]) y J2({F}× [0, 1])
son arcos ordenados en 2X de E a X y de F a X, respectivamente.

Por el Teorema 1.8 de [21], tenemos que se cumplen las siguientes propiedades:

si A ∈ Cn(X), entonces para todo B ∈ J1({A} × [0, 1]), B ∈ Cn(X).

si C ∈ C(X), entonces para todo D ∈ J2({C} × [0, 1]), D ∈ C(X).

Por lo tanto, para todo ⟨A, t⟩ ∈ Cn(X)×[0, 1] y para todo ⟨C, s⟩ ∈ C(X)×[0, 1],
J1(⟨A, t⟩) ∈ Cn(X) y J2(⟨C, s⟩) ∈ C(X).

Hacemos H1 = J1|Cn(X)×[0,1] : Cn(X) × [0, 1] → Cn(X) y H2 = J2|C(X)×[0,1] :
C(X) × [0, 1] → C(X). Entonces las funciones H1 : Cn(X) × [0, 1] → Cn(X) y
H2 : C(X) × [0, 1] → C(X) son continuas, pues J1 y J2 son funciones continuas.
Además, notamos que se cumple lo siguiente:

para todo A ∈ Cn(X),

H1(⟨A, 0⟩) = J1(⟨A, 0⟩) = A

y
H1(⟨A, 1⟩) = J1(⟨A, 1⟩) = X,

para todo C ∈ C(X),

H2(⟨C, 0⟩) = J2(⟨C, 0⟩) = C

y
H2(⟨C, 1⟩) = J2(⟨C, 1⟩) = X.

Por lo tanto, las funciones H1 y H2 son contracciones de Cn(X) y de C(X),
respectivamente.

(3 ⇒ 1) Ésta es una de las implicaciones del Teorema 16.7 de [21].
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Teorema 182. Sea X un continuo. Si X es contráctil, entonces Fn(X) es contráctil
para toda n ∈ N.

Demostración. Supongamos que X es contráctil. Entonces existen a ∈ X y una
función continua H : X × [0, 1] → X tal que para todo x ∈ X, H(⟨x, 0⟩) = x y
H(⟨x, 1⟩) = a.

Para cada n ∈ N, definimos la función Hn : Fn(X) × [0, 1] → Fn(X) dada por

Hn(⟨{x1, ..., xm}, t⟩) = {H(⟨x1, t⟩), ..., H(⟨xm, t⟩)}.

Entonces Hn es una función continua tal que

Hn(⟨{x1, ..., xm}, 0⟩) = {H(⟨x1, 0⟩), ..., H(⟨xm, 0⟩)} = {x1, .., xm}

y
Hn(⟨{x1, ..., xm}, 1⟩) = {H(⟨x1, 1⟩), ..., H(⟨xm, 1⟩)} = {a}.

Por lo tanto, Hn es una contracción.

El siguiente es el Teorema 9.1 de [11]:

Teorema 183. Para cualquier continuo X las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. F1(X) es contráctil en C(X),

2. F1(X) es contráctil en 2X ,

3. C(X) es contráctil,

4. 2X es contráctil.

Teorema 184. Sea X un continuo. Para todo n ≥ 2 se cumple que Cn(X) es
contráctil si y sólo si Fn(C(X)) es contráctil.

Demostración. Sea n ≥ 2.
(⇒) Supongamos que Cn(X) es contráctil. Por el Teorema 181, tenemos que

C(X) es contráctil. Aplicando el Teorema 182 al continuo C(X) tenemos que
Fn(C(X)) es contráctil.

(⇐) Supongamos que Fn(C(X)) es contráctil. Entonces existe una función
continua K : Fn(C(X)) × [0, 1] → Fn(C(X)) tal que para todo A ∈ Fn(C(X)) se
tiene que

K(⟨A, 0⟩) = A,
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K(⟨A, 1⟩) = {X}.

Definimos c : F1(X)×[0, 1] → 2X tal que para todo p ∈ X y para todo t ∈ [0, 1],
c(⟨{p}, t⟩) = ⋃

K(⟨{{p}}, t⟩). Entonces

c es continua,

para todo p ∈ X, c(⟨{p}, 0⟩) = ⋃
K(⟨{{p}}, 0⟩) = ⋃{{p}} = {p},

para todo p ∈ X, c(⟨{{p}}, 1⟩) = ⋃
K(⟨{{p}}, 1⟩) = ⋃{X} = X.

Entonces c es una contracción de F1(X) en 2X , es decir, F1(X) es contráctil
en 2X . Por el Teorema 183 C(X) es contráctil. Finalmente, por el Teorema 181,
Cn(X) es contráctil.



CAPÍTULO 8
k-odos y n-celdas

En este capítulo veremos una generalización del resultado principal del Capítulo
1.

Definición 185. Sean X un continuo, B un subcontinuo de X y k ∈ N. Decimos
que B es un k-odo de X si existe un subcontinuo A de B tal que B \ A tiene al
menos k componentes. Notamos que B es un 1-odo si y sólo si B es no degenerado.

Sea m ∈ N. Una m-celda es un continuo homeomorfo al producto cartesiano
[0, 1]m

El siguiente resultado es el Corolario 5.9 de [19].

Corolario 186. Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X. Entonces
si K es una componente de X \ A, entonces K ∪ A es un continuo.

El siguiente resultado aparece en el Teorema 2.6 de [14].

Teorema 187. Sean X un continuo y 1 ≤ n ≤ m. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Cn(X) contiene una m-celda,

2. existen números naturales k1, ..., kn y subcontinuos disjuntos dos a dos B1, ...,
Bn de X tales que para todo i ∈ {1, , , .n}, Bi es un ki-odo en X y

k1 + ... + kn = m.

Teorema 188. Sean X un continuo conexo por arcos y m > 2 tales que X contiene
un m-odo pero no contiene (m+1)-odos. Entonces para todo n ≥ 2, el hiperespacio
Fn(C(X)) contiene mn-celdas pero Cn(X) no.

117
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Demostración. Sea B un m-odo de X. Entonces existe un subcontinuo A de X tal
que A ⊆ B y B \ A tiene al menos m componentes.

Sean C1, C2, ..., Cm distintas componentes de B \ A.
Sean α1, α2, ..., αm arcos ordenados de A a A∪C1, A∪C2, ..., A∪Cm, respectiva-

mente.
Definimos

R = {{Y1, Y2, ..., Yn} ∈ Fn(C(X)) : Yi = α1(ti
1) ∪ ... ∪ αn(ti

n) y

ti
1, ..., ti

n ∈ [2(i−1)
2n−1 , 2i−1

2n−1 ]}.

Como la función φ : [0, 1
2n−1 ]m × [ 2

2n−1 , 3
2n−1 ]m × ...× [2n−2

2n−1 , 2n−1
2n−1 ]m → Fn(C(X))

dada por
φ(t1

1, ..., t1
n, t2

1, ..., t2
n, ..., tn

1 , ..., tn
n) =

= {α1(t1
1) ∪ ... ∪ αn(t1

n), α1(t2
1) ∪ ... ∪ αn(t2

n), ..., α(tn
1 ) ∪ ... ∪ α(tn

n)}

es continua e inyectiva, tenemos que R es una nm-celda en Fn(C(X)).
Demostraremos que Cn(X) no tiene nm-celdas, por contradicción. Supongamos

que Cn(X) contiene una nm-celda. Por el Teorema 187 existen n números naturales
k1, ..., kn y subcontinuos disjuntos dos a dos B1, ..., Bn de X tales que para todo
i ∈ {1, ..., n}, Bi es un ki-odo de X y k1 + k2 + ... + kn = nm.

Como X no contiene (m + 1)-odos, entonces para todo i ∈ {1, ..., n}, tenemos
que ki = m.

Como n ≥ 2, consideramos a los m-odos B1 y B2. Como B1 y B2 son m-odos
de X, existen subcontinuos A1 y A2 de B1 y B2, respectivamente, tales que B1 \A1
y B2 \ A2 tienen al menos m componentes.

Sean H1, ..., Hm componentes distintas de B1 \ A1 y K1, ..., Km componentes
distintas de B2 \ A2.

Sean p1 ∈ H1 y q1 ∈ K1. Como X es arco conexo, entonces existe un arco L1
en X tal que p1 y q1 son sus puntos extremos.

Sea α : [0, 1] → L1 un homeomorfismo tal que α(0) = p1 y α(1) = q1. Definimos
t1 = ı́nf{t ∈ [0, 1] : α(t) ∈ cl(K1) ∪ ... ∪ cl(Km)}. Como α es continua, entonces
t1 > 0. Definimos t0 = sup{t ∈ [0, t1] : α(t) ∈ cl(H1) ∪ ... ∪ cl(Hm)}. Como α es
continua, entonces

α(t0) ∈ cl(H1) ∪ ... ∪ cl(Hm)
y

α(t1) ∈ cl(K1) ∪ ... ∪ cl(Km).
Podemos suponer que α(t0) ∈ cl(H1) y α(t1) ∈ cl(K1). Por el Corolario 186,

tenemos que A1 ∪ H1 y A2 ∪ K1 son continuos. Entonces

α(t0) ∈ cl(H1) ⊆ A1 ∪ H1
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y
α(t1) ∈ cl(K1) ⊆ A2 ∪ K1.

Como α es continua y B1 ∩ B2 = ∅, entonces t0 < t1. Notamos que para todo
t0 < s < t1, α(s) ∩ Hi = ∅ si i > 1 y α(s) ∩ Kj = ∅ si j > 1.

Hacemos L = {α(s) : t0 ≤ s ≤ t1}. Entonces L es un arco en X que cumple las
siguientes propiedades:

α(t0) ∈ (A1 ∪ H1) ∩ L,

α(t1) ∈ (A2 ∪ K1) ∩ L,

si i > 1, entonces L ∩ Hi = ∅ y

si j > 1, entonces L ∩ Kj = ∅.

Definimos T1 = A1 ∪ H1 ∪ ... ∪ Hm y T2 = A2 ∪ K1 ∪ ... ∪ Km. Por el Corolario
186, tenemos que para todo i ∈ {1, ..., m}, A1 ∪ Hi y A2 ∪ Ki son continuos. Como
A1 ∪ H1, ..., Am ∪ Hm son continuos que tienen a A1 como subcontinuo en común,
entonces T1 es un continuo. Como A2 ∪ K1, ..., A2 ∪ Km son continuos que tienen
a A2 como subcontinuo en común, entonces T2 es un continuo.

Definimos T = T1 ∪ T2 ∪ L. Como T1, T2 y L son continuos, α(t0) ∈ T1 ∩ L y
α(t1) ∈ T2 ∩ L, entonces T es un continuo.

Definimos A = A1 ∪H1 ∪L∪A2 ∪K1. Como A1 ∪H1, A2 ∪K1 y L son continuos,
α(t0) ∈ (A1 ∪ H1) ∩ L y α(t1) ∈ (A2 ∪ K1) ∩ L, entonces A es un subcontinuo de T .

Como α(t0) ∈ H1 ∪A, α(t1) ∈ K1 ∪A2 y para todo t0 < s < t1, si i > 1 y j > 1,
entonces α(s) /∈ Hi y α(s) /∈ Kj, entonces tenemos que se cumplen las siguientes
propiedades:

T \ A = H2 ∪ ... ∪ Hm ∪ K2 ∪ ... ∪ Km,

para toda i > 1, entonces Hi es componente de T \ A,

para toda j > 1, entonces Kj es componente de T \ A.

Entonces T \ A tiene al menos 2m − 2 componentes.
Como m > 2, entonces 2m − 2 > m, por lo que 2m − 2 ≥ m + 1. Por lo tanto,

T \ A tiene al menos m + 1 componentes, es decir, T es un (m + 1)-odo. Esto es
una contradicción, la cual surge de suponer que Cn(X) contiene nm-celdas.

En lo referente a continuos conexos por arcos que contengan k-odos pero no
(k + 1)- odos, con k ≥ 3, resulta natural pensar en la unión de tres o más arcos
tales que existe un punto v que es extremos de todos y que la intersección de
cualesquiera dos de ellos sea v. Sin embargo, también pertenecen a esta categoría
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continuos como el que se muestra en la siguiente figura, el cual esta compuesto por
un segmento al cual le convergen cuatro rayos.

Al final del Capítulo 1 mencionamos que el Teorema 188 es una versión más
fuerte del Teorema 34. Para ver esto, demostraremos que las gráficas finitas distintas
del intervalo y de la circunferencia cumplen las hipótesis del Teorema 188. De
la Definición 20, podemos notar que las gráficas finitas son conexas por arcos.
Entonces resta por mostrar que si G es una gráfica finita que no es homeomorfa al
intervalo ni a la circunferencia, entonces existe k > 2 tal que G contiene k-odos,
pero no contiene (k + 1)-odos. Este hecho lo mostramos en el siguiente lema.

Lema 189. Sea G una gráfica finita que no es homeomorfa al intervalo ni a la
circunferencia. Entonces existe k > 2 tal que G contiene algún k-odo, pero no
contiene k + 1-odos.

Demostración. Sea G una gráfica finita que no es homeomorfa al intervalo ni a
la circunferencia. Entonces R(G) ̸= ∅. Notemos que si p ∈ R(G), entonces existe
una vecindad cerrada B de p tal que B es un n-odo de G para alguna n > 2,
es decir, B \ {p} tiene al menos n componentes. Esto implica que el conjunto
N = {n ∈ N : G contiene algún n-odo} no es vacío y para todo n ∈ N , n > 2.

A continuación mostraremos que N es un conjunto acotado. Esto implica que
N tiene máximo, de tal manera que si k = máx N , entonces k > 2, G contiene
k-odos pero no contiene k + 1-odos.

Sea m = Σp∈R(G)ord(p). Sea B un n-odo de G. Entonces existe un subcontinuo
A de B tal que B \ A tiene al menos n componentes. Sean K1, ..., Kn distintas
componentes de B \ A.

Por el Corolario 186, tenemos que A ∪ Ki es un subcontinuo de la gráfica
G para toda i ∈ {1, ..., n}, de tal manera que A ∪ Ki es conexo por arcos para
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cada i ∈ {1, ..., n}. Como m > 2, entonces A ∩ R(G) ̸= ∅. Para cada i ∈ N,
consideramos puntos p1, ...pn elementos de K1, ..., Kn, respectivamente. Como A ∪
Ki es un continuo conexo por arcos para cada i ∈ {1, ..., n}, entonces para todo
i ∈ {1, ..., n}, podemos unir a cada pi con algún elemento qi ∈ A ∩ R(G) con un
arco Li tal que Li ∩ A ∩ R(G) = {qi}. Por lo tanto, n ≤ m = Σp∈R(G)ord(p). Por
lo tanto, m es cota superior del conjunto N .

Con esto obtenemos el siguiente corolario del Teorema 188, el cual tiene como
consecuencia el Teorema 34.

Corolario 190. Sea G una gráfica finita que no es homeomorfa al intervalo ni
a la circunferencia. Entonces para toda n ≥ 2, existe m > 2 tal que Fn(C(G))
contiene nm-celdas pero Cn(G) no.
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