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Introducción

En [23], Scharlemann y Thompson introducen el concepto de posición delgada para 3-

variedades como una descomposición generalizada de Heegaard. Pensando una descomposición

generalizada de Heegaard como una sucesión de descomposiciones de Heegaard pegadas a

través de sus fronteras, una posición delgada es aquella con descomposiciones de Heegaard que

en cada nivel son sencillas. En particular, hereda caracteŕısticas de irreducibilidad conocidas

para las descomposiciones de Heegaard (ver definición 2.3.6).

Recientemente, en el año 2012, Gay y Kirby [7] introducen el concepto de trisección para

4-variedades suaves, cerradas, orientables. En varios sentidos, las trisecciones funcionan como

el análogo 4-dimensional de las descomposiciones de Heegaard. Un sumario de las analoǵıas

entre trisecciones y descomposiciones de Heegaard se puede encontrar en [6]. Meier, Schirmer

y Zupan en [17] desarrollan las ideas de Gay y Kirby. En particular, hacen notar que una

trisección se puede ver.

Un resultado de Laudenbach y Poénaru [14] nos dice que, al construir una 4-variedad como

una sucesión de asas, existe sólo una forma de pegar las 3- y 4-asas. Esto sugiere que la

mayor información sobre la variedad está en las colecciones de 2-asas. Uno de los aspectos más

importantes sobre las 2-asas 4-dimensionales es que los mapeos de pegado son equivalentes a

enlaces enmarcados. Lo cual nos permite utilizar teoŕıa de nudos para estudiar 4-variedades.

De ah́ı, tomando a las trisecciones como el análogo 4-dimensional a las descomposiciones

de Heegaard, Román Aranda en [4] propone una definición de trisección generalizada. Para

luego definir la posición delgada de una 4-variedades como una trisección generalizada, en la

cual los enlaces enmarcados asociados a las 2-asas sean sencillos en las 3-variedades de nivel

respectivas.

Personalmente, me parece fascinante la construcción de variedades suaves a través de “blo-

ques” tales como las asas, de manera que puedas armar la variedad para forzar que, en cierta

medida, tenga las caracteŕısticas que uno busca; O desarmarla, para poder estudiar y entender

a la variedad a través de sus partes. Las variedades de dimensiones 3 o 4 tienen la particula-

ridad de que pueden ser descritas por diagramas de nudos. Buscar descripciones distinguidas

de estas variedades, tales como las posiciones delgadas, es un paso natural.

El objetivo de este trabajo es dar una exposición del concepto de posición delgada para 3-

y 4-variedades, dando las bases necesarias para dar las definiciones respectivas, y demostrando

algunos resultados básicos.

En el primer caṕıtulo vemos una breve introducción a la teoŕıa de Morse. Vemos primero

las definiciones básicas y algunos ejemplos. En la segunda sección, vemos cual es el comporta-

miento de las variedades suaves cerca de los puntos cŕıticos no degenerados. Esto nos lleva al
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concepto de k-asa. En la tercera sección, mostramos que toda variedad suave compacta tiene

una descomposición en asas. Vemos algunas descomposiciones particulares y describimos las

operaciones que podemos hacer en asas.

En el caṕıtulo dos, estudiamos el caso de descomposiciones en asas de 3-variedades. Para

esto, vemos primero algunos resultados generales de 3-variedades. En la sección 2.2, defini-

mos lo que es una descomposición de Heegaard y demostramos que toda 3-variedad cerrada

(compacta con frontera vaćıa) admite una. En la tercera sección, extendemos la definición pa-

ra 3-variedades compactas. En las últimas dos secciones vemos los resultados sobre nudos y

ciruǵıa en 3-variedades que nos servirán al momento de definir y estudiar la posición delgada

para 4-variedades.

En el tercer caṕıtulo estudiamos el caso de las variedades suaves compactas de dimensión 4.

En particular, tratamos de extender los resultados que obtuvimos para el caso 3-dimensional.

Vemos primero algunos resultados generales sobre 4-variedades. En la segunda sección, intro-

ducimos el concepto de trisección para 4-variedades cerradas suaves y orientadas, dando los

resultados más relevantes. En particular, estudiamos la relación entre la ciruǵıa de 3-variedades

y las trisecciones. Terminamos dando la definición de posición delgada para 4-variedades, junto

con algunos resultados.
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CAṔITULO 1

Teoŕıa de Morse

1.1. Funciones de Morse

Consideremos la esfera unitaria en R3, S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}. Sea

f : R3 → R la función altura f(x, y, z) = z. Dado t ∈ R, al conjunto f−1(t) le llamamos

conjunto de nivel. Los conjuntos de nivel para la restricción f a S2 se muestran en la figura 1.1.

f−1(t) =





∅ t > 1

punto t = 1

ćırculo −1 < t < 1

punto t = −1

∅ t < −1

punto

punto

ćırculo
f

R
t = 1

t = −1

Figura 1.1: Función altura en la esfera.

Al incrementar t, podemos ver como, por intervalos, la topoloǵıa de los conjuntos de nivel

se mantiene constante, cambiando sólo en valores espećıficos. Podemos ver algo análogo en

el toro. Consideremos el toro en R3, acomodado de manera vertical. En este caso, tenemos
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cuatro valores donde la topoloǵıa cambia. En la figura 1.2, los puntos en el toro p1, p2, p3, p4

son aquellos donde cambia la topoloǵıa de la superficie. Tomando ci = f(pi), tenemos para

t ∈ (ci, ci+1) las preimágenes f−1(t) en la figura 1.2

f−1(t) =





∅ t > c4

ćırculo c3 < t < c4

par de ćırculos c2 < t < c3

ćırculo c1 < t < c2

∅ t < c1

R
c4

c3

c2

c1

p4

p3

p2

p1

f

Figura 1.2: Función altura en el toro.

Definición 1.1.1. Sean M una variedad diferencial y f : M → R una función suave. Decimos

que p ∈ M es un punto cŕıtico de f si dfp = 0. En caso contrario decimos que p es un punto

regular. Dado t ∈ R, decimos que este es un valor regular de f si todo punto p ∈ f−1(t) es un

punto regular. En caso contrario decimos que t es un valor cŕıtico de f .

Observación. Los puntos cŕıticos y puntos regulares pertenecen al dominio de la función, mien-

tras que los valores cŕıticos y valores regulares pertenecen al contradominio. Por vacuidad, un

valor que no pertenece a la imagen de la función es un valor regular.

Los valores regulares de f son aquellos donde la función se comporta bien. En particular,

tenemos la siguiente proposición, cuya demostración puede revisarse en [8]1.

Proposición 1.1.2. Sea f : M → R una función suave. Si t ∈ R es un valor regular de f ,

entonces f−1(t) es una subvariedad regular de codimensión 1.

1De hecho, Guillemin y Pollack prueban algo un poco más fuerte. A saber, si y es un valor regular de

f : X → Y , entonces f−1(y) es una subvariedad de X de codimensión 1. La prueba se encuentra en la cuarta

sección del primero caṕıtulo.
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Si t es un valor regular, decimos entonces que f−1(t) es una superficie o hipersuperficie de

nivel.

La función de la esfera tiene dos puntos cŕıticos. Mientras que la función altura del toro

tiene cuatro puntos cŕıticos. Los puntos cŕıticos son los puntos donde cambia la topoloǵıa

de los conjuntos de nivel. La idea es describir la topoloǵıa de la variedad M utilizando la

información de f en estos puntos cŕıticos. Buscamos primero los puntos cŕıticos de la función

f , y estudiamos el comportamiento de la función en una vecindad de estos. En general, la

segunda derivada de f no está bien definida en toda la variedad M . Sin embargo, śı podemos

dar una definición en los puntos cŕıticos.

Definición 1.1.3. Sea p ∈M un punto cŕıtico de f . Definimos la segunda derivada de f en p

como la transformación bilineal

d2f(p) : TpM × TpM −→ R,

que en cartas locales tiene matriz asociada

(d2f(p))ij =
∂2f

∂xi∂xj
(p)

A la matriz de segundas derivadas se le suele llamar la matriz Hessiana de f . Al determi-

nante se le llama el Hessiano de f .

Definición 1.1.4. Sea f : M → R una función suave. Un punto cŕıtico p ∈M es no degenerado

si la forma bilineal d2f(p) es no degenerada. Decimos que la función f es una función de Morse

si todos los puntos cŕıticos de f son no degenerados, y distintos puntos cŕıticos toman distintos

valores. Es decir, si p, q ∈M son puntos cŕıticos distintos de f , entonces f(p) 6= f(q).

Observación. No todos los autores piden que distintos valores cŕıticos tomen valores distintos

como condición al definir funciones de Morse. Se puede demostrar que las funciones de Morse

según nuestra definición son las funciones estables de C∞(M).

Ejemplos de funciones de Morse son las funciones altura de la esfera y el toro.

Ejemplo 1.1.5 (La esfera Sn). Sea Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn : x2
1+· · ·+x2

n = 1. Consideremos

la función

f : Sn −→ R f(x1, . . . , xn) = xn+1.

Afirmamos que los puntos cŕıticos de f son xn+1 = ±1. Denotemos por pN = (0, . . . , 0, 1),

el polo norte de Sn. Sea UN = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn : xn+1 > 0} y ϕ : UN → Rn dada por
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ϕ(x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xn), con inversa ϕ−1(x1, . . . , xn,
√

1−∑n
i=1 x

2
i ). La expresión de f

en estas carta local es

fN(x1 . . . xn) = f ◦ ϕ−1(x1 . . . xn) =

(
1−

n∑

i=1

x2
i

)1/2

.

Un punto p ∈ UN es punto cŕıtico de f si y sólo si ϕ(p) ∈ ϕ(UN) es punto cŕıtico de fN .

Calculamos las derivadas parciales de fN :

∂fN
∂xk

(x) =
−xk(

1−
n∑
i=1

x2
i

)1/2
.

Por lo tanto x ∈ ϕ(UN) es punto cŕıtico de fN si y sólo si x1 = x2 = · · · = xn = 0. Es decir, el

origen es el único punto cŕıtico de fN . Veamos que no es degenerado. Calculando las segundas

parciales de fN , tenemos

∂2fN
∂xk∂xj

=





(
1−

n∑
i=1

x2
i

)−1/2

− xk

(
1−

n∑
i=1

x2
i

)−3/2

si xk = xj

xkxj

(
1−

n∑
i=1

x2
i

)−3/2

si xk 6= xj

Al evaluar en 0,

d2fN(0) = Id

Por lo tanto 0 es un punto cŕıtico no degenerado de fN . De esto concluimos que pN es un punto

cŕıtico no degenerado de f . Considerando la carta local

ϕS : US ⊆ Sn → Rn ϕS(x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xn),

donde US = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn : xn+1 < 0}. Obtenemos, de manera análoga, que el origen

es el único punto cŕıtico de fS = f ◦ ϕ−1
S , con matriz Hessiana

d2fS = −Id.

Aśı pS = ϕ−1
S (0) = (0, . . . , 0,−1) es un punto cŕıtico no degenerado de f . Veamos que estos son

todos los puntos cŕıticos. Sea i ≤ n, consideremos U±i = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn : xi > 0}. Toman-

do ϕ±i : U±i → Rn dada por ϕ±i (x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1), donde x̂i significa que

se omite la i-ésima entrada. En estas coordenadas tenemos fi(x) = f ◦ (ϕ±i )−1(x1, . . . , xn+1) =

xn+1. Tenemos entonces
∂fi
∂xn+1

= 1

y por lo tanto fi no tiene puntos cŕıticos. Como la colección {U±i }ni=1, junto con UN y US

cubren la esfera, podemos concluir que los únicos puntos cŕıticos de f son pN y pS, los cuales

son no degenerados. Por lo tanto, f es una función de Morse para Sn.
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Observación. Si M es una variedad compacta, entonces toda función f : M → R alcanza su

máximo y su mı́nimo. Si ∂M = ∅ y f es una función de Morse, entonces f debe tener, por

lo menos, dos puntos cŕıticos. Si ∂M 6= ∅ esto no es necesariamente cierto. Por ejemplo, si

M = N × I, donde N es una variedad suave compacta, entonces la función f : N × I → R
definida por f(p, t) = t no tiene puntos cŕıticos.

Ejemplo 1.1.6. [El toro] Consideremos el toro en R3 parametrizado por

ϕ : R2 −→ R3 (u, v) 7−→ (senu, (cosu+ 2) sen v, (cosu+ 2) cos v).

De manera que T = ϕ(R2) = { (senu, cosu sen v, cosu(cos v + 2)) : u, v ∈ R }, es el toro

acomodado de manera vertical en R3, como en la figura 1.2. La función altura (x, y, z) 7→ z

restringida a T es

f : T −→ R f(senu, (cosu+ 2) sen v, (cosu+ 2) cos v) = (cosu+ 2) cos v

Los puntos cŕıticos de f son aquellos que satisfacen el sistema de ecuaciones

∂f

∂u
= − senu cos v = 0 (1.1)

∂f

∂v
= −(cosu+ 2) sen v = 0 (1.2)

Este sistema tiene 4 soluciones. De ecuación (1.2), como |cosu| ≤ 1, cosu+2 no puede ser igual

a cero. Luego, necesariamente sen v = 0, por lo tanto cos v 6= 0. Lo cual implica que senu = 0.

De esto se sigue que cosu = ±1, cos v = ±1. Sustituyendo en (senu, (cosu+ 2) sen v, (cosu+

2) cos v). Hay 4 combinaciones posibles. Podemos ordenar las soluciones según los signos que

toman cosu y cos v de la siguiente manera:

(sgn(cosu), sgn(cos v)) ( +, + ) ( +, − ) ( −, +) (− , − )

Sustituyendo ( 0, 0, 3 ) ( 0, 0, 1 ) ( 0, 0,−3 ) ( 0, 0,−1 )

donde, por ejemplo, el par (+, −) corresponde a cosu = 1, cos v = −1. Aśı, f tiene 4 puntos

cŕıticos, ordenados por altura (ver figura 1.2), son

p1 = (0, 0, 3), p2 = (0, 0, 1), p3 = (0, 0,−1), p4 = (0, 0,−3).

Calculemos ahora la matriz Hessiana de f .

∂2f

∂2u
(u, v) = − cosu cos v,

∂2f

∂2v
(u, v) = −(cosu+ 2) cos v,

∂2f

∂u∂v
(u, v) = senu sen v =

∂2f

∂v∂u
(u, v).
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La matriz Hessiana de f es

d2f(u, v) =

(
− cosu cos v senu sen v

senu sen v −(cosu+ 2) cos v

)
.

Expresamos los puntos cŕıticos pi en coordenadas locales. Tomando p̃i = ϕ−1(pi), tenemos

p̃1 = (0, 0), p̃2 = (0, π), p̃3 = (π, 0), p̃4 = (π, π).

Evaluando en los puntos cŕıticos

d2f(p̃1) =

(
−3 0

0 −1

)
, d2f(p̃2) =

(
1 0

0 −1

)
,

d2f(p̃3) =

(
1 0

0 −1

)
, d2f(p̃4) =

(
3 0

0 1

)
.

Como las matrices son no degeneradas, los puntos cŕıticos son no degenerados. Por lo tanto, f

es una función de Morse para T .

De los ejemplos anteriores, vemos que los puntos cŕıticos son los puntos donde la topoloǵıa

de los conjuntos de nivel cambia. En el sentido de que, si c1, c2 son valores cŕıticos consecutivos,

entonces para cada t1, t2 ∈ (c1, c2), f−1(t1) y f−1(t2) son homeomorfos. Otra cosa interesante de

notar es que al rededor de los puntos cŕıticos la superficie tiene un comportamiento particular.

Si nos fijamos en el ejemplo del toro, en los puntos cŕıticos que no son ni el máximo ni el

mı́nimo, hay una dirección que “baja” y otra que “sube” respecto a la función f . En otras

palabras, localmente la superficie se ve como una silla de montar. En este sentido, la información

anaĺıtica de una función de Morse nos da información topológica de la variedad. Esto es un

comportamiento general de las funciones de Morse y una de sus caracteŕısticas más importantes.

Lema 1.1.7 (Lema de Morse). Sean M una variedad suave compacta y f : M → R función de

Morse. Si p ∈ M es un punto cŕıtico de f , entonces existe una carta coordenada ϕ : (U, p)→
(Rn, 0), de manera que

f̃(x) = f ◦ ϕ−1 (x1, . . . , xn) = f(p)−
λ∑

i=1

x2
i +

n∑

i=λ+1

x2
i

Milnor en [21]2 da una demostración usando el Lema de Hadamard. Daremos aqúı una

demostración como una aplicación directa de teorema de la función impĺıcita, la cual se puede

encontrar en [1], en inglés3.

2Lema 2.2
3Me parece que la demostración original es de Laudenbach [13], pero el texto está en francés.
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Demostración. Al ser un resultado local, pasando a una carta local, podemos suponer que

f : U ⊆ Rn → Rn. Con U abierto y 0 ∈ U es el único punto cŕıtico de f , el cual es no

degenerado. Al ser d2f(0) una forma bilineal simétrica, es diagonalizable. Bajo un isomorfismo

de espacios vectoriales, podemos suponer d2f(0) diagonal.

Procedemos a mostrar el resultado por inducción sobre la dimensión n. Para n = 1, tenemos

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2
f ′′(0)x2 + e(x)x2

= f(0)± ax2(1 + e(x)),

donde a es un número positivo y e es una función C∞, la cual se puede expresar como

e(x) =
1

2

x∫

0

f (3)(t)(x− t)dt.

Definimos la función

ϕ(x) = x
√
a(1 + e(x)).

Entonces ϕ′(0) =
√
a 6= 0, por lo que ϕ es un difeomorfismo local en 0. Hacemos el cambio de

variable x̃ = ϕ(x). Aplicando el teorema de la función inversa, tenemos que

f ◦ ϕ−1(x̃) = f(x) = f(0)± ax2(1 + e(x)) = f(0)± y2.

Por lo tanto, bajo un cambio de coordenadas, f tiene la forma buscada. Con esto concluimos

el caso n = 1.

Supongamos n > 1. Escribimos Rn = R×Rn−1, con puntos denotados por (x, y). Para cada

y ∈ Rn−1, consideremos la función fy(x) = f(x, y). Desarrollando en serie de Taylor hasta el

segundo término

f(x, y) = fy(x) = fy(0) + f ′y(0)x+ f ′′y (0)x2 + e(x)x2.

Como 0 es punto cŕıtico no degenerado de f , f ′′y (0) 6= 0. Esto ya que estamos suponiendo

d2f(0) diagonal y f ′′y = ∂2f
∂2x

. Ahora, si f ′y(0) = 0, entonces procedemos como en el caso n = 1.

Escribimos

f(x, y) = fy(0)± a(y)x2(1 + e(x, y)),

donde a(y) > 0. Bajo el cambio de variable

ϕ(x, y) = (x
√
a(y)(1 + e(x)), y) = (x̃, ỹ),

de manera análoga al caso n = 1, obtenemos f ◦ ϕ−1(x̃, ỹ) = x̃2 ± f(0, ỹ).
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Veamos que podemos reducirlo al caso f ′y(0) = 0. Para esto, busquemos los puntos cŕıticos

de la función fy : R→ R. Los cuales son soluciones a la ecuación

∂f

∂x
(x, y) = 0. (1.3)

Al ser d2f(0) diagonal, sabemos por hipótesis que

∂2f

∂2x
(0) 6= 0.

Por el Teorema de la Función Inversa, en una vecindad de (0, 0), las soluciones de ecuación (1.3)

constituyen la gráfica x = ϕ(y). Con ϕ una función suave definida en una vecindad del origen

en Rn−1. De nuevo, al ser d2f(0) diagonal, la derivada de ∂f
∂x

respecto a la variable y es cero.

Por lo tanto dϕ0 = 0.

Consideremos ahora el cambio de variable

Φ(x, y) = (x+ ϕ(x), y).

Por lo anterior, dΦ0 = Id, la matriz identidad. La función f en estas coordenadas satisface




∂
∂x

(f ◦ Φ)(0, y) = 0,

d2f ◦ Φ(0, 0) = d2f(0, 0).

Tomando la función f̃ = f ◦Φ, lo reducimos al caso f̃ ′y(0) = 0. Con esto terminamos la prueba

del Lema de Morse.

Como consecuencia del lema 1.1.7, los puntos cŕıticos de una función de Morse son aislados.

Aśı, si M es compacta, entonces toda función de Morse para M tiene una cantidad finita de

puntos cŕıticos.

Sean p ∈ M un punto cŕıtico no degenerado de f : M → R. Decimos que una carta

coordenada ϕ : U → R es una carta de Morse si satisface el Lema de Morse. Bajo una

traslación, f es una forma cuadrática. El número λ no depende de la carta escogida, ya que λ

es igual a la signatura de d2f(p). 4

Definición 1.1.8. Sea p ∈ M un punto cŕıtico no degenerado de f : M → R. Se define el

ı́ndice de p respecto a f como la signatura de d2f(p). De manera que si ϕ : U → M es una

carta de Morse centrada en p, entonces

f̃(x) = f ◦ ϕ−1 (x1, . . . , xn) = f(p)−
λ∑

i=1

x2
i +

n∑

i=λ+1

x2
i ,

donde λ es el ı́ndice de p.

4Entendemos por signatura de una matriz simétrica como el número de entradas negativas de su diagonali-

zación. La signatura de una forma bilineal simétrica es la signatura de la matriz asociada.
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Una consecuencia interesante del Lema de Morse es el Teorema de Reeb.

Teorema 1.1.9 (Teorema de Reeb). Sea M una variedad suave compacta. Si existe una fun-

ción de Morse f con sólo dos puntos cŕıticos, entonces M es homeomorfa a la esfera.

Se puede probar que existen funciones de Morse en cualquier variedad suave. De hecho, se

puede mostrar que las funciones de Morse son densas en el espacio de funciones suaves C∞(M).

Proposición 1.1.10. Sea M una variedad compacta suave de dimensión n. Dada g : M → R,

existe una función Morse f : M → R arbitrariamente cercana a g.

En particular, si ∂M = ∂−M∪∂+M es una descomposición de la frontera de M en abiertos5

ajenos, existe una función de Morse f tal que f(M) = [0, 1], ∂−M = f−1(0), y ∂+M = f−1(1),

de manera que los valores cŕıticos de f están en el intervalo (0, 1).

1.2. Puntos cŕıticos

En esta sección veremos los teoremas que nos interesan sobre el comportamiento de la va-

riedad en una vecindad de los puntos cŕıticos de una función de Morse. Daremos los enunciados

sin demostración, los cuales se pueden consultar en [16] o en [1].

Sea M una variedad suave y f : M → R una función de Morse. Para a ∈ R, denotamos

por Ma = f−1(−∞, a], y por M[a,b] = f−1[a, b]. De manera que Ma tiene frontera topológica

∂Ma = f−1(a). El conjunto Ma no tiene por qué ser una subvariedad de M .

Teorema 1.2.1. Sea M una variedad suave y f : M → R una función de Morse. Sean a, b ∈ R,

con a < b. Si no existen valores cŕıticos de f en el intervalo [a, b], entonces Ma
∼= Mb. De

hecho, Ma es un retracto por deformación de Mb.

Tenemos en particular el siguiente corolario que nos precisa la idea de que la topoloǵıa de

la variedad no cambia en valores regulares.

Corolario 1.2.2. Bajo las hipótesis del teorema 1.2.1, M[a,b]
∼= Ma × I.

Veamos ahora qué sucede en los valores cŕıticos de una función de Morse.

Consideremos M una variedad compacta suave. Sea f : M → R una función de Morse. Sean

p0, p1, . . . , pk los puntos cŕıticos de f . Denotemos ci = f(pi), el valor cŕıtico correspondiente

al punto cŕıtico pi. Sea λi el ı́ndice del punto cŕıtico pi. Acomodamos los ı́ndices de manera

creciente, c0 < c1 < . . . < ck ( recordemos que nuestra definición de función de Morse exige

5Abiertos en ∂M , donde ∂M tiene la topoloǵıa relativa.
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que los puntos cŕıticos tomen valores cŕıticos distintos). En particular, c0 es el mı́nimo y ck el

máximo.

Al ser c0 el mı́nimo de f , es claro que, para t < c0, Mt = ∅. Cuando llegamos a c0,

espontáneamente, aparece un punto Mc0 = {p0}. Para ε pequeño, Mc0+ε se ve localmente (ver

lema 1.1.7) como {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2
1 + · · · + x2

n ≤ 1} ⊆ Rn. En una vecindad de p0, la

variedad M se ve como un tazón (un tazón n-dimensional). Al tomar t entre c0 y c1, la variedad

Mt no cambia.

Al llegar al siguiente valor cŕıtico, al efecto topológico en M al pasar de Mc1−ε a Mc1+ε se

le conoce como pegar una λ1-asa.

Definición 1.2.3. Una k-asa n-dimensional es una n-bola cerrada parametrizada por

Dn = Dk ×Dn−k.

Cuya frontera es

∂(Dk ×Dn−k) = Sk−1 ×Dn−k ∪Dk × Sn−k−1

La cual está dividida en la región de pegado Sk−1×Dn−k, y la región libre Dk × Sn−k−1. En el

caso de las 0-asas, la región de pegado es el conjunto vaćıo, y la región libre es la 0-asa. Para

k > 0, pegamos una k-asa a una variedad con frontera M v́ıa un encaje de la región de pegado

ϕ : Sk−1 ×Dn−k → ∂M . Pegar una 0-asa h es tomar la unión ajena M ∪ h.

Si h es una k-asa n-dimensional, se define el core(h) = Dk×{0} y el cocore(h) = {0}×Dn−k.

A la frontera de ∂core(h) = Sk−1×{0} se le llama esfera de pegado. A la frontera ∂cocore(h) =

{0} × Sn−k−1 se le llama la esfera cinturón.
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región de pegado

esfera cinturón

cocore

esfera de pegado

core

Figura 1.3: 1-asa de dimensión 3

En la figura 1.3 tenemos una 1-asa de dimensión 3. En este caso, tenemos n = 3, y k = 1.

Tomamos S0 = {1,−1}. Las esferas de pegado S0 × {0} son los dos centros de los discos que

forman la región de pegado. La esfera cinturón {0} × S1 acota el disco cocore = {0} ×D2.

Observación. Formalmente, al pegar una k-asa sobre una variedad M , no obtenemos una

variedad suave. Esto ya que el pegado tiene esquinas. Hay distintas maneras de darle la vuelta

a este problema. Se puede demostrar que las esquinas siempre se pueden suavizar. Otra forma

es dar una parametrización distinta a la n-bola, de manera que el pegado no tenga esquinas.

Los detalles se pueden consultar en [12]6.

Teorema 1.2.4. Sea f : M → R una función de Morse. Si p ∈ M es el único punto cŕıtico

de M[a,b], entonces Mb es el resultado de pegar una λ-asa a Ma, donde λ es el ı́ndice de p. Es

decir

Mb
∼= Ma ∪ϕ h,

donde h es una λ-asa con mapeo de pegado ϕ.

La demostración se puede encontrar en [16]7 o en [1]8.

6Sección VI.6: “Attaching handles”
7Teorema 3.2
8Teorema 2.1.11
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Podemos perturbar la función f para mover los puntos cŕıticos. En particular, nos interesa

reordenarlos.

Lema 1.2.5. Sea f : M → R una función de Morse. Sean pi, pi+1 ∈M dos puntos cŕıticos de

f tales que el ı́ndice de pi es mayor o igual al de pi+1. Supongamos que f(pi) < f(pi+1), y no

hay otro valor cŕıtico en el intervalo [f(pi), f(pi+1)]. Entonces existe una homotoṕıa ft tal que

f = f0, ft = f fuera de una vecindad abierta de M[f(pi),f(pi+1)], y f1 es tal que f(pi+1) < f(pi).

Esto nos permite reordenar los puntos cŕıticos de una función de Morse de la siguiente

manera.

Teorema 1.2.6. Sea f : M → R una función de Morse. Existe una homotoṕıa de mapeos

ft : M → R tal que f = f0, los puntos cŕıticos de f1 están ordenados por ı́ndice. Es decir, si

p, q son puntos cŕıticos de f de ı́ndices i, j respectivamente, entonces i < j implica f(p) < f(q).

Y ft es función de Morse para cada t ∈ [0, 1] excepto en una cantidad finita de puntos. Los

valores de t donde ft no es de Morse corresponden a tiempos donde ft tiene dos puntos cŕıticos

distintos que toman el mismo valor.

Decimos que una función de Morse es indexada si sus puntos cŕıticos están ordenados por

ı́ndice.

Tomando como modelo la función ft : R → R dada por ft(x) = x3 + tx. Para t > 0, ft no

tiene puntos cŕıticos. Para t = 0, el 0 es un punto cŕıtico degenerado. Para t < 0, tenemos dos

puntos cŕıticos de ı́ndices 0 y 1. De manera que, al pasar de f−1 a f1 estamos cancelando un

par de puntos cŕıticos. El siguiente lema debido a Morse extiende la idea anterior a funciones

de Morse arbitrarias.

Lema 1.2.7. (Lema de cancelación) Sea f : M → R una función de Morse. Sean pi, pi+1

puntos cŕıticos de f . Supongamos lo siguiente

a) El ı́ndice de pi+1 es uno más que el de pi.

b) Sean hi, hi+1 las asas asociadas a pi y pi+1. La esfera cinturón de hi y la esfera de pegado

asociada de hi+1 se intersecan transversalmente en un solo punto.

Existe una homotoṕıa ft tal que f = f0, f1 no tiene puntos cŕıticos en una vecindad abierta

de M[ci,ci+1], y coincide con f fuera de esta vecindad.

La idea de la prueba es mostrar que existe una carta coordenada V tal que pi, pi+1 ∈ V y

f en estas coordenadas es la función

f(x1, x2, . . . , xn) = −x2
1 − x2

2 − · · · − x3
i − xi+1 + x2

i+1 + . . . x2
n.

14



De aqúı, tomando la homotoṕıa

ft(x1, x2, . . . , xn) = −x2
1 − x2

2 − · · · − x3
i − txi+1 + x2

i+1 + . . . x2
n,

con t ∈ [−1, 1], cancelamos los puntos cŕıticos. La parte más complicada de la demostración es

encontrar la carta V . Los detalles de la prueba se pueden encontrar en [20].

Decimos que dos puntos cŕıticos de ı́ndices respectivos α y β forman un par (α, β)-cancelable

si satisfacen las hipótesis del lema 1.2.7 (En particular, debe darse que β = α + 1). Notemos

que el proceso en la dirección contraria también es válido. Podemos perturbar una función f

para generar un par (α, β)-cancelable.

Teorema 1.2.8 (Desigualdad de Morse). Sea M una variedad suave, y f : M → R una función

de Morse. Denotamos por cλ el número de puntos cŕıticos de ı́ndice λ, por bλ el λ-ésimo número

de Betti de M . Para cada 0 ≤ k ≤ n, se tiene las siguientes desigualdades

cλ ≥ bλ y
k∑

λ=0

(−1)λcλ ≥
k∑

λ=0

(−1)λbλ.

Si k = n, entonces se da la igualdad. En particular, la suma alternada nos da la caracteŕıstica

de Euler:
n∑

λ=0

(−1)λcλ = χ(M) =
n∑

λ=0

(−1)λbλ.

Esta desigualdad nos da una cota inferior para el número de puntos cŕıticos que debe tener

una función de Morse. Si se da el caso que bλ 6= 0, entonces toda función de Morse debe tener

por lo menos bλ puntos cŕıticos.

Consideremos M una n-variedad cerrada (compacta y sin frontera) suave de dimensión

impar. Tomemos f : M → R función de Morse cuyos puntos cŕıticos toman valores distintos.

Sea ci el número de puntos cŕıticos de f con ı́ndice i. Por el teorema 1.2.8, sabemos que

la caracteŕıstica de Euler de M satisface la igualdad χ(M) =
∑n

0=1(−1)ici. Al ser n impar,

tenemos que n = 2m + 1 para alguna m ∈ N. Consideremos la función −f : M → R, la cual

también es de Morse. Si p ∈ M es punto cŕıtico de f con ı́ndice i, entonces p es punto cŕıtico

de −f con ı́ndice n− i. Denotemos por bj el número de puntos cŕıticos de f con ı́ndice j. De

lo anterior, tenemos la igualdad bj = c2m+1−j.

χ(M) =
2m+1∑

i=i

(−1)ibi =
2m+1∑

i=1

(−1)ic2m+1−i =
2m+1∑

j=1

(−1)2m+1−jcj = −
2m+1∑

j=1

(−1)jcj = −χ(M).

Por lo tanto χ(M) = 0. Acabamos de demostrar la siguiente proposición

Proposición 1.2.9. Toda variedad suave cerrada de dimensión impar tiene caracteŕıstica de

Euler cero.
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1.3. Descomposición en asas

Una de las consecuencias más interesantes de lema 1.1.7 es que podemos descomponer una

variedad compacta M en asas. Si la variedad M tiene frontera no vaćıa, podemos apoyarnos

en una parte de la frontera para construir la variedad.

Sean M una variedad suave compacta y f : M → R una función de Morse con puntos

cŕıticos p1, p2, . . . , pk ∈ M y valores cŕıticos c1 < c2 < . . . < ck, tomados de manera que

f(pi) = ci. Sean a0, a1, . . . , ak ∈ R tales que

a0 < c1 < a1 < c2 < . . . < ak−1 < ck < ak.

Para cada ı́ndice 0 ≤ i ≤ k, ai es un valor regular de f , y en el intervalo [ai, ai+1] el único

valor cŕıtico de f es ci. Dada una descomposición de la frontera en abiertos ajenos ∂M =

∂−M ∪ ∂+M , por la proposición 1.1.10, podemos suponer f(∂−M) < a0, y f(∂+M) > ak. Por

el corolario 1.2.2, Ma0
∼= ∂−M × I. Por teorema 1.2.4, Ma1 es el resultado de pegar una λ1-asa

a ∂−M × I en ∂−M × {1}, donde λ1 es el ı́ndice de p1. En general, la variedad Mai+1
es el

resultado de pegar una λi+1-asa a la variedad Mai .

Definición 1.3.1. . Sea M una variedad suave. Dada una descomposición de la frontera de

M en abiertos (respecto a ∂M) ajenos ∂M = ∂−M ∪ ∂+M , una descomposición en asas para

M relativa a ∂−M es una sucesión de asas

H = h0 ∪ h1 ∪ · · · ∪ hN ,

donde la asa hi se pega en la variedad determinada por

(∂−M × I) ∪ϕ1 h1 ∪ϕ2 h2 ∪ ϕ3 · · · ∪ϕi−1
hi−1,

donde ϕj es el mapeo de pegado del asa hj.

Teorema 1.3.2. Sean M una variedad suave compacta. Toda función de Morse f : M → R
induce una descomposición en asas para M .

La proposición 1.1.10 junto con el teorema anterior implican el siguiente corolario.

Corolario 1.3.3. Sea M una variedad suave. Dada una descomposición de la frontera de

∂M = ∂−M ∪ ∂+M , existe una descomposición en asas de M relativa a ∂−M .

De manera rećıproca, toda descomposición en asas de una variedad suave M nos da una

función de Morse. La idea es primero definir en cada k-asa la función

(x1, x2, . . . , xn) 7→ −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
k + x2

k+1 + · · ·+ x2
n.

Pegamos las funciones adecuadamente usando una partición de la unidad.
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Teorema 1.3.4. Toda descomposición en asas induce una función de Morse.

Por lo general, al hablar de descomposiciones en asas, omitiremos el mapeo de pegado y

escribiremos simplemente M ∪ h. Entendiendo que la unión es a través de una identificación

del mapeo de pegado del asa h.

En figura 1.4, tenemos las asas de dimensión 3. La parte sombreada es la región de pegado

respectiva. La 0-asa pensamos que simplemente aparece. La 1-asa tiene región de pegado dos

discos. La 2-asa tiene región de pegado un cilindro. La 3-asa tiene región de pegado la esfera

S2.

0-asa 1-asa 2-asa 3-asa

Figura 1.4: Asas de dimensión 3

Los resultados sobre funciones de Morse nos permiten realizar operaciones o movimientos en

la descomposición de asas. Resumimos los resultados en el siguiente teorema. La demostración

se puede consultar en [16].

Sean M,N dos variedades suaves. Una isotoṕıa entre M y N es una homotoṕıa

F : M × I −→ N, F (x, t) = Ft(x),

tal que el mapeo asociado

F̂ : M × I −→ N × I, F̂ (x, t) = (Ft(x), t).

es un difeomorfismo. Decimos que M y N son isotópicas si existe una isotoṕıa entre ellas. Se

puede probar que la relación de isotoṕıa entre variedades es una relación de equivalencia. En

general, consideramos sólo variedades módulo esta relación de isotoṕıa.

Teorema 1.3.5. Sea M una variedad suave compacta. Sucede lo siguiente
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• Si M ′ se obtiene pegando una λ-asa a M , entonces la estructura diferenciable de M ′ no

cambia bajo isotoṕıas en ∂M del mapeo de pegado de h.

• Si una µ-asa se pega sobre una λ-asa, y µ ≤ λ, entonces , bajo una isotoṕıa de la frontera,

los mapeos de pegado respectivos pueden hacerse ajenos. (Esto corresponde al lema 1.2.5.)

• Existe una descomposición en asas

H = h0 ∪ h1 ∪ · · · ∪ hN ,

donde los ı́ndices están ordenados de manera creciente: indice(hi) ≤ indice(hi+1).

• Si una (λ + 1)-asa se pega en una λ-asa de manera tal que la esfera de pegado de la

(λ + 1)-asa interseca la esfera cinturón de la λ-asa transversalmente en un solo punto,

entonces estas asas se pueden cancelar (ver lema 1.2.7).

En lugar de construir la variedad M pegando una asa a la vez, podemos construirla por

bloques, pegando colecciones de asas en cada paso. Para esto, necesitamos que, en cada paso,

los mapeos de pegado sean ajenos. Por el teorema 1.3.5, una condición suficiente es que cada

colección de asas sea del mismo ı́ndice. Esto nos permite describir una descomposición en asas

para M relativa a ∂−M como

H = Aλ11 ∪ Aλ22 ∪ · · ·AλNN ,

donde Aλii es una colección de λi-asas que se pegan en la variedad construida

(∂−M × I) ∪ Aλ11 ∪ Aλ22 ∪ · · ·Aλi−1

i−1 .

En particular, siempre existe una descomposición en asas ordenada por ı́ndice:

H = A0 ∪ A1 ∪ · · · ∪ An,

donde Ai es una colección, posiblemente vaćıa, de i-asas.

Definición 1.3.6. Sea M una variedad suave y N una subvariedad sin frontera. Una vecindad

tubular abierta de N en M es una pareja (f, ξ), donde ξ = (p, E,M) es un haz vectorial sobre

N y f : E →M es un encaje tal que

1) f |N = IdN , donde N está identificado con la sección cero de E.

2) f(E) es una vecindad abierta de N en M .
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Una vecindad tubular cerrada de N en M es la restricción g : D(E)→M de una vecindad

tubular g = f |D(E), donde D(E) = {x ∈ E : |x| ≤ 1}, es el subhaz de discos de ξ de radio 1

para una métrica en ξ.

De manera menos formal, llamamos también vecindad tubular abierta al abierto f(E), y

vecindad tubular cerrada al cerrado f(D(E)).

En particular, ϕ(Sk−1×Dn−k) es la cerradura de una vecindad tubular cerrada de la (k−1)-

esfera ϕ(Sk−1 × {0}) en M . A la imagen de una vecindad tubular cerrada f(D(E)) para una

subvariedad M la llamaremos vecindad tubular y la denotaremos η(N).

La frontera de una variedad no puede tener una vecindad tubular. En este caso, se define

una especie de vecindad “medio-tubular”. Dada M una variedad suave. Se define un collar

para ∂M , como un encaje

f : ∂M × [0, 1)→M,

tal que f |∂M = Id∂M .

Se tiene el siguiente teorema de existencia y unicidad para vecindades tubulares.

Teorema 1.3.7. Sea M una variedad suave y N una subvariedad de M con ∂N = ∂M = ∅.

Existe una vecindad tubular para N en M . Dadas dos vecindades tubulares para N en M , estas

son isotópicas.

La demostración se puede consultar en [10]9.

Sea M una variedad suave con frontera ∂M 6= ∅. Sea M ′ la variedad resultante de pegar

una k-asa h = Dk ×Dn−k en M bajo el mapeo de pegado ϕ : Sk−1 ×Dk → ∂M . La variedad

M ′ tiene frontera

∂M ′ = (∂M − ϕ(Sk−1 ×Dn−k)) ∪ϕ| Dk × Sn−k−1,

donde ϕ| es la función ϕ restringida a Sk−1×Sk, que es la frontera tanto de la región de pegado

como de la región libre.

9Teorema 5.1

19



CAṔITULO 2

Dimensión 3

2.1. 3-variedades

En esta sección veremos primero algunas definiciones generales de variedades que no suelen

incluirse en un primer curso de topoloǵıa diferencial, nociones que son de particular interés

al estudiar variedades de dimensión 3. Es importante notar que, en el caso 3 dimensional, las

estructuras topológicas, lineal a pedazos (PL), y diferenciable son equivalentes. Es decir, dada

una variedad topológica de dimensión 3, esta tiene una única triangulación (módulo isomorfis-

mo) y una única estructura diferencial (módulo difeomorfismo). Por esto, no nos preocuparemos

mucho por especificar cuándo hablamos de una variedad suave y cuándo de una topológica.

Esto cambia en dimensiones mayores.

Definición 2.1.1. Sea M una n-variedad suave.

• Una variedad inmersa en M es la imagen de una inmersión f : N → M , donde N es

una variedad suave. (En particular, N no tiene por qué tener la topoloǵıa inducida como

subconjunto de M).

• Una variedad encajada en M es una variedad inmersa que, además, tiene la topoloǵıa

inducida como subconjunto de M . Es decir, es una variedad inmersa donde la inclusión

es un encaje topológico.

• Una variedad propiamente encajada en M es una variedad encajada tal que la inclusión
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es una función propia. En particular, si S está propiamente encajada en M , entonces

∂S ⊆ ∂M .

Definición 2.1.2. Sean M y N dos variedades conexas de dimensión n. Sean BM y BN dos

bolas abiertas encajadas en M y N , respectivamente, con SM = ∂BM ⊆M , y SN = ∂BN ⊆ N .

Tomamos un homeomorfismo f : collar(SM)→ collar(SN). Definimos la suma conexa de M y

N , M #N como el resultado de pegar M con N bajo la función f .

M #N = (M −BM) ∪f (N −BN).

Se puede probar que la suma conexa está bien definida. Módulo homeomorfismo es conmu-

tativa, asociativa y la esfera Sn actúa como elemento neutro.

Definición 2.1.3. Sean M y N dos variedades de dimensión n con frontera no vaćıa. Sean BM

y BN dos bolas abiertas encajadas en ∂M y ∂N . Tomamos un difeomorfismo f : BM → BN .

Definimos la suma conexa por la frontera de M y N como resultado de pegar M con N bajo

la función f .

M \N = M ∪f N.

En el caso de suma por la frontera existe una ambigüedad cuando la frontera de M o de

N es disconexa. Pegar usando distintas componentes de la frontera puede resultar en distintas

variedades.

Definición 2.1.4. Una variedad M de dimensión n-dimensional es irreducible si toda (n− 1)-

esfera encajada Sn−1 ⊆ M es frontera de una n-bola contenida en M . En caso contrario,

decimos que M es reducible.

Si M es reducible, entonces existe una esfera encajada Sn−1 ⊆M que no acota una n-bola.

Una esfera de este tipo se llama esencial o reductora.

Ejemplo 2.1.5. Por el Teorema de Jordan-Schönflies, R3 y S3 son irreducibles.

Definición 2.1.6. Decimos que una n-variedad M es prima si no es la n-esfera Sn, y toda

descomposición en una suma conexa M = M1 #M2 implica Mi
∼= Sn para alguna i = 1, 2.

Observación. Toda variedad irreducible es prima. Si M se descompone en una suma conexa no

trivial, entonces la esfera por donde se pegan las variedades agujeradas Mi −Bn es una esfera

que reduce a M . Sin embargo, no toda variedad prima es irreducible. En el caso 3-dimensional,

existen, módulo difeomorfismo, exactamente dos variedades primas que no son irreducibles:

S1 × S2 y S1×̃S2, dónde S1×̃S2 es el resultado de identificar en [0, 1] × S2 a {0} × S2 con

{1} × S2 bajo el mapeo antipodal.
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Para 3-variedades compactas y orientables se tiene el siguiente teorema de descomposición

en primos, el cual afirma que la descomposición existe y es única. Esto justifica el nombre de

variedad prima.

En lo que resta de la sección, sólo consideraremos variedades de dimensión 3.

Teorema 2.1.7. Sea M una 3-variedad compacta orientable y conexa, posiblemente con fron-

tera no vaćıa. Si M no es la 3-esfera S3, entonces M es difeomorfa a una suma conexa

M = P1 #P2 # · · ·#Pk

de variedades primas. Los sumandos Pi están determinados de manera única, salvo por el orden

y por difeomorfismo.

Kneser demuestra la existencia de la descomposición. Milnor demuestra la unicidad en [19].

Su demostración es para el caso ∂M = ∅. Sin embargo, la demostración para el caso con

frontera no vaćıa es esencialmente la misma. Haciendo uso de la conjetura de Poincaré, da

también una demostración de la existencia de una descomposición.

En el mismo art́ıculo, Milnor hace notar que la unicidad de la descomposición no se puede

extender al caso no orientable. Da el siguiente ejemplo,

(S1×̃S2) #(S1×̃S2) ∼= (S1×̃S2) #(S1 × S2),

pero (S1×̃S2) 6∼= (S1 × S2).

Damos aqúı la demostración de Milnor [19], donde hace uso de la conjetura de Poincaré.

Prueba: Existencia de una descomposición. Sea M una 3-variedad compacta y conexa. Supon-

gamos que M no es prima, entonces existen M1 y M2, distintas de S3, tales que M = M1 #M2.

Si ambas son primas, terminamos. Si alguna Mi no es prima, podemos descomponerla en

una suma conexa no trivial. Falta mostrar que este proceso termina en un número finito de

pasos. Aqúı Kneser da un argumento ingenioso. Probada ya la conjetura de Poincaré, pode-

mos hacer lo siguiente. Sea ρ(M) el mı́nimo número de generadores del grupo fundamental

de M . Podemos definir ρ por la compacidad de M . Por un teorema de Gruŝko- Neumann,

ρ(M1 #M2) = ρ(M1) + ρ(M2). Por lo tanto, si M = M1 #M2 # · · ·#Mk con k > ρ(M),

entonces alguna Mi debe satisfacer ρ(Mi) = 0. Por la conjetura de Poincaré, esto implica que

Mi es homeomorfa (y por lo tanto también difeomorfa) a S3.

Observación. Notemos que en esta demostración no usamos la orientabilidad de M , por lo que

es también válida para variedades no orientables. En otras palabras, toda 3-variedad compacta

y conexa, orientable o no, tiene una descomposición en variedades primas. SiM es no orientable,

entonces la descomposición no es necesariamente única.
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Definición 2.1.8. Sea S una superficie compacta propiamente encajada en una 3-variedad

M . Un disco de compresión D para S es un disco encajado en M tal que S ∩D = ∂D.

Los discos de compresión se definen para hacer la siguiente operación en superficies.

Definición 2.1.9. Sea D un disco de compresión para una superficie compacta S propiamente

encajada en M . Sea η(D) una vecindad tubular de D en M . Tomando η(D) suficientemente

pequeña, tenemos que A = η(D)∩S es difeomorfa a un anillo, el cual es una vecindad tubular

de ∂D en S. Notemos también que ∂η(D) = D1 ∪D2 ∪A es la unión de dos discos ajenos, los

cuales tienen sus fronteras contenidas en S. Decimos que la superficie S ′ = (S−A)∪ (D1∪D2)

es el resultado de hacer compresión sobre D.

Ejemplo 2.1.10. Sea M = S3, el cual pensamos como R3 con un punto al infinito, S3 =

R3 ∪ {∗}. Sea T el toro vertical como en ejemplo 1.1.6. Recordando la ecuación de T

ϕ(u, v) = (senu, (cosu+ 2) sen v, (cosu+ 2) cos v),

de manera que T = ϕ(R2). Módulo isotoṕıa, hay tres disco de compresión para T en M .

Sean S1 = ϕ({(u, π/2) : u ∈ [0, 2π] } y S2 = ϕ({, (π/2, v) : v ∈ [0, 2π] }) figura 2.1. Las

curvas S1 y S2 acotan, cada una, un disco en M . Sean D1 y D2 estos discos, de manera que

Di ∩ T = ∂Di = Si. El resultado de hacer compresión tanto sobre D1 como sobre D2 es la

esfera S2. Sea S3 una curva simple cerrada en T que acote un disco D̃ en T . Perturbando un

S1

S2

S3

Figura 2.1: Las curvas S1, S2, y S3 en el toro vertical.

poco al disco D̃, obtenemos un disco de compresión D3 para T tal que T ∩ D3 = S3 = ∂D3.

Al hacer compresión sobre D3, el resultado es la unión ajena del toro T y una 2-esfera.
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Como muestra el ejemplo anterior, existen dos tipos de discos de compresión: Los que

simplifican la variedad, y los que separan una componente homeomorfa a una 2-esfera. Los del

segundo tipo no nos interesan, ya que siempre existen y no nos dicen nada sobre la relación de

S con la variedad ambiente M .

Definición 2.1.11. Sea S una superficie propiamente encajada en una variedad M . Un disco

de ∂-compresión es un disco encajado D ⊆M tal que S ∩ ∂D = α es una arco en ∂D. El resto

está contenido en la frontera de M , ∂D − α ⊆ ∂M .

Hacer compresión sobre un disco de ∂-compresión es análogo a la definición 2.1.9.

Ejemplo 2.1.12. Sean M = S1 × D2 el toro sólido, y X = {(x, 0) ∈ R2 : |x| ≤ 1 } ⊆ D2,

un diámetro del disco D2. Consideremos la superficie S = S1 × X ⊆ M , un anillo contenido

en M , cuya frontera consiste de dos ćırculos ajenos contenidos en ∂M . En este caso, existe,

esencialmente (módulo isotoṕıa), dos discos de ∂-compresión.

Sea B = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 }. Consideremos el disco D = {1} × B. Formal-

mente este disco no es de ∂- compresión. No está encajado en M , ya que tiene esquinas. Bajo

una pequeña isotoṕıa, obtenemos un disco encajado, pero ya no tendrá una parametrización

cómoda. Aśı que, por comodidad, ignoraremos estos problemas. Parametrizando nuevamente

S1 = [0, 1]/ ', tenemos

A = (3/4, 1/4)×X, D1 = {3/4} ×B, D2 = {1/4} ×B.

Aśı S ′ = D1 ∪ ([1/4, 3/4]×X) ∪D2, un disco con frontera contenida en ∂M .

Definición 2.1.13. Sea S una superficie contenida en una 3-variedad M .

Decimos que S es compresible si existe un disco de compresión D ⊆M para S, tal que ∂D

no acota un disco en S. Un disco de compresión que satisface esto se dice que es no trivial. Si

S no es la esfera y no es compresible, decimos entonces que es incompresible. El caso de la

esfera es especial, ya que por el Teorema de Jordan-Schönflies, todo disco de compresión para

S2 es trivial. Algunos autores dicen que una 2-esfera encajada en M es incompresible si es una

esfera esencial.

Decimos S es ∂-incompresible si para cualquier disco de ∂-compresión, existe otro disco

D′ ⊆ S con α ⊆ ∂D′ y ∂D′ − α ⊆ ∂S ⊆ ∂M .

Una superficie que es incompresible y ∂-incompresible decimos que es esencial.

De nuevo, el caso para un disco encajado D ⊆ M es especial, ya que este es trivialmente

∂-incompresible. En este caso, se dice que un disco es esencial si es un disco de compresión no

trivial para ∂M .
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Definición 2.1.14. Sea S una superficie compacta. Si es S conexa, definimos la complejidad

de S como el entero positivo

c(S) =





0 S ∼= S2

1− χ(S) = 2g − 1. S 6∼= S2.

Si S es disconexa, definimos su complejidad como

c(S) =
∑

S′⊆S
c(S ′) donde S ′ son las componentes conexas de S.

Hacer compresión en una superficie reduce su complejidad. Sea S ′ el resultado de hacer

compresión en la superficie S, entonces c(S ′) < c(S). Si el disco es trivial, entonces el hacer

compresión sobre D separa una esfera de S, de manera que

S ′ ∼= S t S2,

en cuyo caso la complejidad de la variedad no cambia.

Los discos de compresión nos permiten recortar la superficie en sus partes esenciales den-

tro de M . De cierta manera, la complejidad de la variedad se ve reflejada en sus superficies

esenciales.

Ejemplo 2.1.15. 1) Para M = S3, M no tiene superficies esenciales.

2) Sean M1 y M2 dos 3-variedades cerradas no homeomorfas a la 3-esfera. La suma conexa

M1 #M2 tiene coomo esfera esencial a la esfera de pegado.

3) La superficie del ejemplo ejemplo 2.1.12 es incompresible pero no ∂-incompresible, por

lo que no es esencial.

4) La superficie S1 × S1 × {0} ⊆ S1 × S1 × S1 es esencial.

Definición 2.1.16. Una variedad de Haken es una 3-variedad M compacta, orientable, irre-

ducible que contiene una superficie orientable incompresible.

Sea M una 3-variedad compacta, orientable. La frontera ∂M es una superficie cerrada

orientable. En este caso, pegar una 2-asa 3-dimensional en M tiene el efecto en la frontera de

hacer compresión sobre un disco esencial. Si ϕ : S1 ×D1 → ∂M ,

Vemos en la figura 2.2 una 3-variedad M con frontera una superficie cerrada de género 3,

cuya complejidad es c(∂M) = 5 . En el primer caso, pegar la 2-asa reduce el género de la

frontera. En este caso, la complejidad de la frontera es c(∂M1) = 3. En el segundo caso, la

2-asa desconecta a la frontera. La complejidad resultante es c(∂M2) = 1 + 3 = 4.
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∂M

∂M

M

∼=

M

∼=

M1

M2

∂M1

∂M2

Figura 2.2: Efecto en la frontera de pegar 2-asas en una 3-variedad M.

En cambio, pegar 1-asas tiene el efecto de aumentar la complejidad de la frontera. En la

figura 2.3, la 3-variedad M1 tiene frontera una superficie cerrada orientable de género 2. Al

pegar una 1-asa, la variedad resultante M ′
1 tiene frontera una superficie cerrada de género

3. Las complejidades correspondientes son c(∂M1) = 3 y c(∂M ′
1) = 5. El segundo caso es la

variedad M2 con frontera la unión ajena de un toro y una superficie cerrada de género 2. El

efecto de pegar la 1-asa es el de conectar la frontera. La complejidad pasa de ser c(∂M2) = 4

a c(∂M ′
2) = 5.
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∂M1

M1

∼=
∂M ′

1

M ′
1

∂M2

M2

∼=
∂M ′

2

M ′
2

Figura 2.3: Efecto en la frontera de pegar 1-asa en una 3-variedad M.

Pegar una 1-asa aumenta la complejidad de la frontera. Pegar una 2-asa la disminuye.

2.2. Descomposiciones de Heegaard

Sea M una 3-variedad cerrada. Sea f : M → R función de Morse con sólo un punto cŕıtico

de ı́ndice 0 y sólo uno de ı́ndice 3. Por la proposición 1.2.9, tenemos

0 = χ(M) = −1 + c1 − c2 + 1 = c1 − c2,

donde ci denota el número de puntos cŕıticos de ı́ndice i. Por lo tanto c1 = c2. Denotemos por

c este valor.

Consideremos una descomposición de M en asas:

M = h0 ∪ϕ1 (h1
1 t h1

2 t · · · t h1
c) ∪ϕ2 (h2

1 t h2
2 t · · · t h2

c) ∪ϕ3 h
3,
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donde hλ denota una λ-asa Dλ × D3−λ. Usamos hλi para denotar la i-ésima λ-asa. Por lo

anterior, hay tantas 1-asas como 2-asas. Sea

H = h0 ∪ϕ1 (h1
1 t · · · t h1

c)

h1 h2

c− 3 asas

hc

H

Figura 2.4: Cubo con c asas

ComoM es orientable,H es una 3-variedad orientada cuya frontera es una superficie cerrada

de genero c. Nos fijamos ahora en la descomposición en asas asociada a −f . De manera análoga

obtenemos

H ′ = (h2
1 t h2

2 t · · · t h2
c) ∪ψ h3,

Como ya vimos, las i-asas de −f son las m − i asas de f . En este caso, tomando m = 3, las

0-asas y 1-asas de −f corresponden a las 3-asas y 2-asas de f . Como hay tantas 1-asas como

2-asas, H ′ tiene el mismo género que H. Luego, H y H ′ son difeomorfas.

Aśı, M es el resultado de pegar H con H ′ a lo largo de sus fronteras, que son superficies

orientables de género c, bajo un difeomorfismo ϕ : ∂H → ∂H ′, donde ϕ está dada por la

descomposición en asas de M .

Definición 2.2.1. Una descomposición de Heegaard de M es una descomposición de M en

dos cubos con asas M = H ∪ϕ H ′, donde ϕ : ∂H → ∂H ′ es un difeomorfismo que invierte la

orientación. La superficie ∂H ∼= ∂H ′ se llama superficie de Heegaard de la descomposición. Sea

Σ ∼= ∂H ∼= ∂H ′, denotaremos de manera indistinta a la descomposición de Heegaard de M por

M = H ∪ϕ H ′ = H ∪Σ H
′.
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Se define el género de Heegaard de M como el género mı́nimo que alcanza una superficie

de Heegaard para M ,

g(M) = mı́n{g(S) : M = H ∪S H ′ es descomposición de Heegaard para M}

De lo anterior, podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Toda 3-variedad cerrada admite una descomposición de Heegaard.

Cada 1-asa h1
i = D1 × D2 tiene una copia del ćırculo, al cual denotamos por mi. Si nos

fijamos en D1 × ∂D2 = D1 × S1 ⊆ h1
i , el ćırculo mi es un generador del grupo de homoloǵıa

H1(D1 × S1,Z) ∼= Z. Por lo tanto, es único salvo homoloǵıa. A estos ćırculos, vistos dentro de

H, se les llama meridianos (ver figura 2.5).

Tc

∂H

∼=

m1

m2

mc

m1 m2 mc

Figura 2.5: Superficie de Heegaard con meridianos.

De manera análoga tenemos definidos c meridianos m′1, . . . ,m
′
c en H ′. Sea M = H ∪ϕ H ′

una descomposición de Heegaard para M . Entonces M es el resultado de pegar los cubos con

asas H y H ′ a través de un difeomorfismo ϕ : ∂H ′ → ∂H, el cual invierte la orientación.

Dada Σ ∼= ∂H ∼= ∂H ′ abstracta, podemos construir M pegando H y H ′ en Σ a través de sus

fronteras. Un difeomorfismo que preserva orientación f : ∂H → Σ está determinado por las

imágenes de los meridianos mi ⊆ ∂H. Esto ya que ∂H − ∪mi
∼= S2. Todos los difeomorfismos

de S2 que preservan orientación son isotópicos a la identidad (ver [26]). Por lo que existe una

única forma, módulo isotoṕıa, de extender la función f |∪mi
a ∂H. De manera análoga, un

difeomorfismo h : ∂H ′ → Σ que invierte la orientación queda determinado por las imágenes de

los meridianos m′i, por lo que basta indicar las imágenes que toman los meridianos mi y m′i en

Σ para determinar la descomposición H ∪Σ H
′.

Definición 2.2.3. Un diagrama de Heegaard es una tercia ordenada (Σ;α, β), donde Σ es una

superficie cerrada, y α y β son colecciones completas de curvas esenciales para Σ.
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Observación. Un diagrama de Heegaard determina una 3-variedad cerrada. Distintos diagra-

mas de Heegaard pueden determinar la misma variedad. Por ejemplo, si f : Σ → Σ es un

difeomorfismo cualquiera, entonces (Σ, α, β) y (Σ, f(α), f(β)) determinan la misma variedad.

En particular, bajo un difeomorfismo, podemos suponer que las curvas α son meridianos de Σ.

Por esto, algunos autores llaman diagrama de Heegaard a una pareja ordenada (Σ, β), dando

por hecho que las curvas α de nuestra definición son meridianos de Σ.

Definición 2.2.4. Un diagrama de Heegaard (Σg, α, β) es (g, k)-estándar si las curvas α y β

pueden indexarse de manera que

• αi = βi para i ≤ k.

• |αi ∩ βj| = δij para i > k, o j > k.

Decimos que un diagrama de Heegaard es estándar si es (g, k)-estándar para algunos 0 ≤ k ≤ g.

α1 β1

α2 β2

α3

β3

Figura 2.6: Un diagrama de Heegaard (3,2)-estándar.

Un diagrama de Heegaard (g, k)-estándar define una descomposición de Heegaard de género

g para #k(S1 × S2) para cada 0 ≤ k ≤ g. Tomamos #0(S1 × S2) = S3. El diagrama en

figura 2.6 es un diagrama (3, 2)-estándar para #2(S1 × S2). Waldhausen [28] demuestra el

siguiente teorema de unicidad.

Teorema 2.2.5. Sea Y = #k(S1 × S2). Para cada g ≥ k ≥ 0 módulo isotoṕıa1, existe una

única descomposición de Heegaard para Y de género g.

1De acuerdo a Schleimer [25] la demostración original de Waldhausen sólo demuestra unicidad salvo difeo-

morfismo. La demostración para unicidad salvo isotoṕıa (parece que) fue demostrada por Carvalho y Oertel en

[2]
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De manera que un diagrama de Heegaard (g, k)-estándar es el único diagrama de género g

para #k(S1 × S2).

Consideremos ahora M una 3-variedad orientable conexa con frontera no vaćıa, entonces

∂M es una superficie cerrada orientable. Existe una función de Morse f : M → [0, 1] tal

que sus puntos cŕıticos de ı́ndice 0 y 1 toman valores menores a 1/2, y sus puntos cŕıticos

de ı́ndice 2 y 3 toman valores mayores a 1/2. En particular, 1/2 es un valor regular de f .

Tenemos entonces que C1 = f−1[0, 1/2] y C2 = f−1[1/2, 1] son 3-variedades compactas con

frontera. Bajo una perturbación que no afecta los puntos cŕıticos de f , podemos suponer que

f(∂M) = {0, 1}. Denotamos por ∂+M = ∂M ∩ f−1{1}, y por ∂−M = ∂M ∩ f−1{0}. De esta

manera, ∂C1 = ∂−M ∪ f−1{1/2}, y ∂C2 = ∂+M ∪ f−1{1/2}. La 3-variedad C1 está construida

a partir de pegar algunas 0-asas y 1-asas a ∂−M × I. Mientras que C2 se construye de manera

dual, a partir de adherir 3-asas y 2- asas a ∂+M × i
Lo anterior motiva la siguiente definición, que generaliza el concepto de cubo con asas.

Definición 2.2.6. Sea S una superficie cerrada distinta a la esfera. Un cuerpo de compresión

es el resultado de hacer una de las siguientes dos construcciones:

i) Pegar 0 y 1-asas a S × [0, 1] en S × {1}.

ii) Pegar 3 y 2-asas a S × [0, 1] en S × {0}. Tapar todas las esferas frontera resultantes con

3-asas.

Notemos que la segunda construcción es dual a la primera.

Si C es un cuerpo de compresión, entonces ∂C se divide de manera natural en dos abiertos

ajenos, ∂C = ∂−C ∪ ∂+C, donde ∂−C = S × {0} y ∂+C = ∂C − ∂−C para la construcción

i). Para la construcción ii), separamos la frontera como ∂+C = S × {1} y ∂−C = ∂C − ∂+C.

Cada abierto puede contener varias componentes de ∂C.

Decimos que el cuerpo de compresión C es trivial si es un producto C = S × [0, 1].

En S× [0, 1] diremos que S×{1} es el exterior, y S×{0} el interior. La idea de la primera

construcción es que estamos armando el cuerpo de compresión hacia afuera, pegando las 1-asas

en el exterior de S× [0, 1]. Mientras que la segunda construcción es hacia adentro, pegando las

2-asas en el interior de S × [0, 1]. En ambos casos, un cuerpo de compresión es un cobordismo

de ∂−C a ∂+C.

Observación. Se puede probar que todo cuerpo de compresión es irreducible.

Observación. Por convención un cubo con asas es un cuerpo de compresión C con ∂−C = ∅.
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Definición 2.2.7. Sea C un cuerpo de compresión como en i). Un sistema completo de discos

para C es una unión ajena de discos esenciales D ⊆ C tal que ∂D ⊆ ∂+C, de manera que C

cortada por los discos D es homeomorfo a




∂−C × I, si ∂−C 6= ∅

B3 si ∂−C = ∅.

Podemos generalizar la definición de descomposición de Heegaard utilizando cuerpos de

compresión y no sólo cubos con asas.

Definición 2.2.8. SeaM una 3-variedad compacta. Separamos su frontera en abiertos relativos

a ∂M ajenos ∂M = ∂+M ∪ ∂−M . Una descomposición de Heegaard de M relativa a ∂−M es

una descomposición de M en dos cuerpos de compresión C1 y C2 como sigue

M = C1 ∪Σ C2, con ∂−M = ∂−C1, ∂+M = ∂−C2,

Decimos que Σ ∼= ∂+C1
∼= ∂+C2 es una superficie de Heegaard para esta descomposición.

La idea en la definición anterior es que C1 se construye pegando 1-asas, mientras que C2 se

construye pegando 2-asas.

Teorema 2.2.9. Sea M una 3-variedad compacta. Dada una descomposición de la frontera

de M , ∂M = ∂−M ∪ ∂+M , con ∂−M y ∂+M abiertos de ∂M , existe una descomposición de

Heegaard de M relativa a ∂−M .

Una clase importante de 3-variedades son los espacios lente. Estos son aquellas variedades

con género de Heegaard 1.

Definición 2.2.10. (Espacios Lente) Sean V1, V2 dos copias del toro solido S1 × D2. Sea

h : ∂V2 → ∂V1. Formamos la 3-variedad

M = V1 ∪h V2

El homeomorfismo h está determinado por la imagen del meridiano m2 ⊆ V2. Tomando la

curva ` = S1 × {1}, podemos describir α = h(m2) ⊆ V1 por el número de vueltas que da α

respecto a `, y el número de vueltas que da respecto al meridiano m1 = {1}×S1 ⊆ V1 (esto lo

veremos de manera más precisa en apartado 2.5, en definición 2.5.8). Si α da p vueltas respecto

a ` y q vueltas respecto a m, a la variedad resultante se le conoce como espacio lente de tipo

(p, q) y denotado por L(p, q).
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Algunos ejemplos de espacios lente:

L(1, q) ∼= S3, L(0, 1) ∼= S1 × S2, L(2, 1) ∼= RP3.

Como casos especiales tenemos cuando p = 0 y cuando p = 1. Algunos autores no consideran

ni a S3 ni a S1 × S2 como espacios lente.

Las 3-variedades con género de Heegaard 1 son los espacios lente L(p, q) que no son la

3-esfera.

No todos los espacios lente son distintos. Por ejemplo, L(p, q + kp) ∼= L(p, q), por lo que se

adopta la convención 0 < q < p. Algunas de las caracteŕısticas de estos espacios se pueden ver

en la sección 3.B del libro de Rolfsen [22].

2.3. Descomposición de Heegaard Generalizada

Sean M y N dos variedades compactas y conexas. Dadas descomposiciones de Heegaard

M = HM ∪SM
H ′M N = HN ∪SN

H ′N ,

estas inducen una descomposición de Heegaard para la suma conexa

M #N = (HM \HN) ∪SM #SN
(HM \HN).

El género de Heegaard es aditivo. Para demostrarlo haremos uso del Lema de Haken. Damos

aqúı una versión más fuerte, enunciada por Casson y Gordon en [3].

Lema 2.3.1 (Lema de Haken). Sea M una 3-variedad cerrada, conexa y orientable con des-

composición de Heegaard H ∪F H ′, con superficie de Heegaard F . Sea S ⊆M una unión ajena

de 2-esferas y discos esenciales, con ∂S ⊆ ∂M . Entonces existe una unión ajena de 2-esferas

y discos esenciales S∗ ⊆M que satisfacen lo siguiente:

1) S∗ se obtiene de S mediante isotoṕıas del ambiente.

2) Cada componente de S∗ interseca F en un único ćırculo.

3) Existe un sistema completo de discos D,D′ para H, H ′, respectivamente, tales que D∩S =

D′ ∩ S∗ = ∅.

Observación. En el enunciado original de Casson y Gordon S∗ no tiene porque ser igual a

S. Dicho esto, en 2020, Scharlemann [24] probó que S∗ se puede obtener v́ıa isotoṕıas de S.

En 2021, Schultens y Hensel [9] dieron una prueba, original y más corta, del mismo resultado

usando complejos de esferas.
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En particular, si M es reducible, entonces existe una esfera esencial que interseca la super-

ficie de Heegaard en un ćırculo, lo cual nos permite separar la descomposición de Heegaard en

dos sumandos.

El lema original de Haken considera sólo esferas esenciales. Esta generalización toma en

cuenta discos esenciales, los cuales existen cuando ∂M 6= ∅.

Corolario 2.3.2. Sea M una 3-variedad compacta con descomposición en variedades primas

M = P1 #P2 # · · ·#Pn.

Entonces

g(M) =
n∑

i=1

g(Pi).

Demostración. Haremos la demostración por inducción sobre el número de componentes en la

descomposición en variedades primas. Si M es prima, el resultado es inmediato. Supongamos

ahora que si N se descompone en k < n sumandos primos, entonces su género de Heegaard es

la suma de los géneros de sus componentes primas.

Sea M una 3-variedad. Supongamos que M tiene descomposición prima con n sumandos.

Digamos

M = P1 #P2 # · · ·#Pn.

Sea M = HM ∪Σ H
′
M una descomposición de Heegaard para M con g(Σ) = g(M). Al ser M

reducible, existe una esfera esencial S ⊆ M la cual induce descomposiciones de Heegaard en

cada sumando. Es decir M = M1 #SM2, donde Mi tiene descomposición Hi ∪Σi
H ′i tal que

HM = H1 \H2, H ′M = H ′1 \H
′
2, Σ = Σ1 # Σ2.

En particular g(M) = g(M1) + g(M2). Reordenando los ı́ndices de ser necesario, podemos

suponer que cada sumando Mi se descompone

M1 = P1 #P2 # · · ·#Pk, M2 = Pk+1 # · · ·#Pn,

donde 1 < k < n. Aplicando la hipótesis de inducción, tenemos

g(M) = g(M1) + g(M2) =
k∑

i=1

g(Pi) +
n∑

i=k+1

g(Pi) =
n∑

i=1

g(Pi),

que es lo que buscábamos demostrar.

Como corolario inmediato, tenemos:

34



Corolario 2.3.3. El género de Heegaard es aditivo.

Corolario 2.3.4. El género de Heegaard es aditivo bajo suma conexa por la frontera.

Demostración. Sea M = M1 \M2. Sin pérdida de generalidad, supongamos M conexa. Su-

pongamos primero que M es irreducible. Sea D un disco en M que realiza la descomposición

M = M1 \M2. Si ∂D es inesencial en ∂M , entonces alguno de M1 o M2 es una 3-bola. Suponga-

mos M2
∼= B3, entonces M ∼= M1 y g(M) = g(M1) = g(M1)+g(M2). Supongamos entonces que

∂D es esencial en M . Consideremos la descomposición de ∂M = ∂−M ∪ ∂+M con ∂−M = ∅
y ∂+M = ∂M . Sea M = H ∪H ′ una descomposición de Heeegaard para esta descomposición

de la frontera, de manera que ∂+M ⊆ ∂H ′. En particular ∂−H = ∅, y ∂+H
′ = ∂+M = ∂M .

Por el Lema de Haken, bajo una isotoṕıa, podemos suponer que el disco D interseca a F en un

ćırculo esencial. Como ∂D ⊆ ∂M = ∂+H
′, este disco desconecta a F , por lo que D interseca

a H en un disco. Este disco separa a H en dos cubos con asas, digamos H − D = H1 ∪ H2.

Por lo mismo, D ∩H ′ separa a H ′ en dos cuerpos de compresión, digamos H ′−D = H ′1 ∪H ′2.

Entonces Mi = Hi ∪Fi
H ′i es una descomposición de Heegaard de género g(Fi), de manera que

g(F1)+g(F2) = g(F ) ≥ g(M). Lo que muestra la desigualdad faltante g(M1)+g(M2) ≤ g(M).

Supongamos ahora que M no es irreducible. Sea M = M1 \M2. Descomponemos cada Mi

en sumandos primos

M1 = P 1
1 #P 1

2 # · · ·#P 1
k , M2 = P 2

1 #P 2
2 # · · ·#P 2

l .

Reordenando los ı́ndices de ser necesario, podemos suponer que la suma por la frontera ocurre

en las fronteras de P 1
1 y P 2

1 . De manera que la suma es de la forma

M = M1 \M2 = (P 1
1 \ P

2
1 ) #

(
k

#
i=2

P 1
i

)
#

(
l

#
i=2

P 2
i

)
.

Al ser P 1
1 y P 2

1 variedades primas con frontera no vaćıa, son irreducibles. Luego, la suma

por la frontera P 1
1 \ P

2
1 es también irreducible, por lo que g(P 1

1 ) + g(P 2
1 ) = g(P 1

1 \ P
2
1 ). Por la

aditividad de la suma conexa, tenemos entonces que

g(M) = g

(
(P 1

1 \ P
2
1 ) #

(
k

#
i=2

P 1
i

)
#

(
k

#
i=2

P 2
i

))

= g(P 1
1 \ P

2
1 ) +

k∑

i=2

g(P 1
i ) +

l∑

i=2

g(P 2
i )

=
k∑

i=1

g(P 1
i ) +

l∑

i=1

g(P 2
i )

= g(M1) + g(M2).

Con lo que terminamos la prueba.
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Definición 2.3.5. Decimos que una descomposición de Heegaard para M = H ∪F H ′ es

reducible si existen discos esenciales (D, ∂D) ⊆ (H,F ), (D′, ∂D′) ⊆ (H ′.F ) tales que ∂D =

∂D′. En caso contrario decimos que la descomposición es irreducible.

En particular, si M tiene una descomposición reducible, entonces M es reducible. Esto ya

que D ∪ D′ forma una esfera esencial en M . El regreso nos lo da el Lema de Haken. Por lo

tanto M es reducible si y sólo si M tiene una descomposición de Heegaard reducible. En cuyo

caso todas las descomposiciones de Heegaard de M serán reducibles.

Definición 2.3.6. Decimos que una descomposición de Heegaard M = H ∪Σ H
′ es fuerte-

mente irreducible si ni H ni H ′ son triviales, y no existen discos esenciales (D, ∂D) ⊆ (H,Σ),

(D′, ∂D′) ⊆ (H ′,Σ), tales que ∂D ∩ ∂D′ 6= ∅. Si la descomposición no es fuertemente irredu-

cible, entonces decimos que es débilmente reducible.

Teorema 2.3.7. Sea M una 3-variedad compacta orientable. Si M tiene una descomposición

de Heegaard fuertemente irreducible, entonces M es irreducible y ∂M es incompresible.

Demostración. SeaM = H∪ΣH
′ una descomposición de Heegaard. SiM es reducible, entonces,

por el lema 2.3.1, existe una esfera esencial S que interseca la superficie de Heegaard en un

ćırculo. Tomando D = H ∩ S y D′ = H ′ ∩ S, tenemos que D y D′ son discos esenciales de

H y H ′ respectivamente tales que ∂D = ∂D′. En particular, ∂D ∩ ∂D′ 6= ∅, por lo que la

descomposición es débilmente reducible. Por contrapositiva, si la descomposición es fuertemente

irreducible, entonces M es irreducible.

La demostración de que fuertemente irreducible implica ∂M incompresible la haremos tam-

bién por contrapositiva. Supongamos que ni H ni H ′ son triviales. Sea D ⊆ M un disco de

compresión no trivial para ∂M . Supongamos sin perdida de generalidad que D ⊆ ∂+M ⊆ ∂H ′.

Por el Lema de Haken podemos suponer que el disco D interseca a la superficie de Heegaard

Σ en un ćırculo, por lo que D′ = D ∩H es un disco esencial para Σ en H. Nuevamente, por el

lema 2.3.1, existe un sistema completo de discos para H ′ ajeno a D. Sea D̃ una componente

conexa del sistema de discos. Entonces D′ y D̃ son discos esenciales para Σ en H y H ′, res-

pectivamente, con fronteras ajenas. Por lo tanto la descomposición de Heegaard H ∪F H ′ es

débilmente reducible.

Sea M una 3-variedad compacta, orientable. Dada una descomposición de la frontera ∂M =

∂−M ∪ ∂+M , consideremos una descomposición de M en asas relativa a ∂−M

H = b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪Nk ∪ Tk ∪ b3,
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donde b0 es la colección de 0-asas junto con ∂−M × I, Ni y Ti son colecciones de 1-y 2-asas,

respectivamente, y b3 es la colección de 3-asas junto con ∂+M × I. Sean

Si = ∂(b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪ Ti−1 ∪Ni)− ∂−M
Fi = ∂(b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪Ni ∪ Ti)− ∂−M

Las superficies cerradas Si son las fronteras positivas de la variedad resultado de pegar las

primeras i colecciones de 1-asas Ni, y las primeras i−1 colecciones de 2-asas Ti. Las superficies

Fi son las fronteras positivas de la variedad cuando pegamos las primeras i-colecciones de 1-

asas Ni y de 2-asas Ti. Sea Ci el cuerpo de compresión resultado de pegar la i-ésima colección

de 1-asas Ni en Fi−1× I, y C ′i el cuerpo de compresión resultado de pegar la i-ésima colección

de 2-asas Ti en Si × I. Entonces, estos cuerpos de compresión inducen una descomposición de

Heegaard Wi = Ci ∪Si
C ′i, con superficie de Heegaard Si (ver figura 2.7).

Ti

Ni

Si

Fi

Fi−1

Wi

Figura 2.7: Representación esquemática de Wi.

Para cada 1 ≤ i ≤ k, tenemos la descomposición de Heegaard

Wi = Ci ∪Si
C ′i, con ∂−Wi = Fi−1, ∂+Wi = Fi.

Definición 2.3.8. Sea M una 3-variedad compacta. Una descomposición de Heegaard gene-

ralizada (DHG) para M es una descomposición en cuerpos de compresión Ci, C
′
i, donde Ci fue

construida pegando 1-asas, C ′i fue construida pegando 2-asa (ver definición 2.2.6). De manera

que

M = C1 ∪S1 C
′
1 ∪F1 · · · ∪FN−1

C ∪SN
C ′,

donde Si = ∂+Ci = ∂+C
′
i, y Fi = ∂−Ci+1 = ∂−C ′i son superficies cerradas.

Las superficies Si se llaman superficies gruesas, mientras que las superficies Fi se llaman

superficies delgadas. El nombre viene del hecho de que, al pegar 1-asas a ∂−Ci, la complejidad

crece, por lo que la superficie ∂+Ci es más compleja (o es más gruesa) que la superficie ∂+Ci.
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b0

T1

N1

S1

T2

N2

S2

F2

F1

Tk

Nk

Sk

Fk

Fk−1

b3

Figura 2.8: Representación esquemática de una DHG.

Dadas dos 3-variedades compactas M y N , con DHG respectivas

HM = bM0 ∪NM
1 ∪ TM1 ∪ · · · ∪ TMk ∪ bM3 HN = bN0 ∪NN

1 ∪ TN1 ∪ · · · ∪ TNl ∪ bN3 .

Estas inducen una descomposición para la suma conexa M #N . Removemos una 3-asa de bM

de HM , y una 1-asa bN de HN , y pegamos las variedades a lo largo de la frontera de estas asas

∂bM ∼= S2 ∼= ∂bN . En este primer paso obtenemos una descomposición de la forma

bM0 ∪NM
1 ∪ TM1 ∪ · · · ∪ TMk ∪ b̃M3 ∪ b̃N0 ∪NN

1 ∪ TN1 ∪ · · · ∪ TNl ∪ bN3 ,

donde b̃M3 = bM3 −bM , resultado de quitar la 3-asa bM , y b̃N0 = bN0 − bN . Para obtener una DHG,

simplemente recorremos las 3-asas bM3 al final de la descomposición, y las 0-asas bN0 al inicio.

Por los resultados de Teoŕıa de Morse (ver lema 1.2.5), sabemos que podemos hacer esto sin

modificar las otras asas. De esta manera obtenemos la siguiente descomposición para la suma
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conexa

HM #N = bM #N
0 ∪NM

1 ∪ TM1 ∪ · · · ∪ Tk ∪NN
1 ∪ TN1 ∪ · · · ∪ TNl ∪ bM #N

3 ,

donde bM #N
0 = bM0 ∪ (bN0 − bN) y bM #N

3 = bN3 ∪ (bM3 − bM).

2.4. Posición delgada de una 3-variedad

Consideremos M una variedad suave compacta y orientable. M. Scharlemann y A. Thom-

pson introducen en [23] la noción de posición delgada para 3-variedades. Basándose en la

definición que da D. Gabai para posición delgada en nudos, definen una posición delgada para

3-variedades como una descomposición de Heegaard que tenga cada superficie gruesa Si lo más

simple posible.

Definición 2.4.1. Sea M una 3-variedad compacta. Dada una descomposición de la frontera

de M , ∂M = ∂−M ∪ ∂+M , Sea

H = b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪Nk ∪ Tk ∪ b3

una descomposición en asas de M relativa a ∂−M . Consideremos las complejidades de las

superficies gruesas c(S1), c(S2), . . . , c(Sk), Cada c(Si) es un número natural. Definimos el ancho

de la descomposición en asas H como la tupla de las complejidades c(Si) ordenada de manera

descendente. Por ejemplo, si las complejidades son 1, 3, 2, 3, el ancho de esta descomposición

es (3, 3, 2, 1). Denotamos por w(H) al ancho de la descomposición H.

Una descomposición H de M es más ancha mientras más niveles complejos tenga. Esto

nos da un orden en el conjunto de descomposiciones de una variedad M . De manera más

concreta, dada M una variedad compacta, sea PM = {w(H) : H es DHG de M }. Ordenamos

PM con el orden lexicográfico. Dados H, H̃ ∈ P . Entonces H = (a1, . . . , ak) y H̃ = (b1, . . . , bl),

para algunos ai, bi ∈ N. Decimos que H < H̃ si l > k y ai = bi para cada 1 ≤ i ≤ k, o

si existe un natural n0 ∈ N tal que an0 < bn0 y, si m < n, entonces am = bm. Por ejemplo

(3, 3, 2, 1) > (3, 2, 2, 2, 1, 1), y (3, 3, 2, 1) > (3, 3, 2).

Lema 2.4.2. El conjunto PM está bien ordenado. En particular, M siempre tiene una des-

composición H con ancho mı́nimo.

Demostración. Sea P el conjunto de sucesiones decrecientes de números naturales que son

eventualmente cero. Podemos definir el mismo orden sobre P . Dado p ∈ PM , p es una sucesión

finita de elementos, digamos

p = (p1, . . . , pn) con p1 ≥ p2 ≥ . . . pn,
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podemos extender p a un elemento p̃ ∈ P agregándole una cola de ceros

p̃ = (p1, . . . , pn, 0, 0, . . . ).

De manera que la aplicación p 7→ p̃ es un encaje de órdenes, por lo que basta mostrar que P ,

bajo este orden, está bien ordenado.

Sea A ⊆ P un conjunto distinto del vaćıo. Definimos recursivamente

A0 = A, B1 = {a1 : a ∈ A0 } ⊆ N, α1 = mı́nB1

Notemos que A1 = {a ∈ A0 : a1 = α1 } 6= ∅. Supongamos que para j ≤ n existen Bj, αj y Aj,

tales que Aj ⊆ Aj−1 ⊆ A, y Bj, son conjuntos no vaćıos, αj = mı́nBj. De manera que existe

un elemento a ∈ An tal que aj = αj, para cada j ≤ n. Definimos

An+1 = {a ∈ An : an = αn }, Bn+1 = {an+1 : a ∈ An+1 } ⊆ N, αn+1 = mı́nBn+1

La sucesión α = (α1, α2, . . . , αn, . . . ) ∈ P . Sea a ∈ A. Supongamos a 6= α. Sea N el primer

natural tal que aN 6= αN . Entonces, para j < N , aj = αj. En particular, a ∈ AN y aN ∈ BN .

Como αN = mı́nBN , tenemos que αN < aN . Por lo tanto α < a. Luego, α es el mı́nimo de A,

por lo que P está bien ordenado, y por lo tanto también lo está PM .

Definición 2.4.3. Una descomposición o posición delgada es una descomposición que alcanza

el ancho mı́nimo. Definimos el ancho de una 3-variedad M compacta como el ancho de una

descomposición delgada. Al ancho de M lo denotamos por w(M).

Notemos que si Σ es una superficie de Heegaard para M , entonces w(M) ≤ {c(S)}, donde

c(S) es la complejidad de S. Luego, el género de Heegaard de M es una cota superior para

el ancho de M . En particular, w(M) tiene longitud 1 si y sólo si w(M) = (c(Σ)), donde Σ es

una superficie de Heegaard de género mı́nimo, por lo que M tiene ancho (0) si y sólo si tiene

una descomposición de Heegaard de género 0. Por lo tanto, la única 3-variedad de ancho (0) es

S3. El siguiente caso a considerar es cuando M tiene género de Heegaard 1. Equivalentemente,

cuando la superficie de Heegaard de genero mı́nimo tiene complejidad 1. En este caso, sabemos

que M es difeomorfa a un espacio lente L(p, q) o al producto S1 × S2.

Lema 2.4.4. Sea M una 3-variedad compacta. Entonces w(M) ≤ (1) si y sólo si M es difeo-

morfa a S3, a un espacio lente L(p, q), o a S1 × S2.

Ejemplo 2.4.5. Consideremos dos espacios lente Mi = L(pi, qi), con i = 1, 2. Sabemos que

los espacios lente tienen descomposición de Heegaard de género 1

Mi = Hi ∪Ti H ′i.
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Tomando la descomposición de Heegaard para la suma conexa

M1 #M2 = (H1 #H2) ∪T1 #T2 (H ′1 #H ′2).

Esta descomposición tiene ancho (3). Tenemos también la descomposición resultado de colocar

primero la descomposición de M1, seguida de la de M2 (ver descripción 2.3). Esta descomposi-

ción tiene ancho (1, 1). Por el lema 2.4.4, podemos concluir que el ancho de M es w(M) = (1, 1).

Veamos ahora algunas caracteŕısticas de las descomposiciones delgadas. En lo que sigue,

sea M una 3-variedad compacta y conexa, con una descomposición de su frontera ∂M =

∂−M ∪ ∂+M , y descomposición en asas relativa a ∂−M

H = b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪Nk ∪ Tk ∪ b3.

Lema 2.4.6. a) Si alguna superficie delgada Fi tiene como componente conexa una esfera

inesencial, entonces la descomposición no es delgada.

b) En una descomposición delgada, cada componente conexa de las superficie delgada Fi−1

o persiste en la siguiente superficie Fi sin alterarse, o tiene asas de ambos Ti y Ni.

Demostración. a) Sea S ⊆ Fi una esfera componente conexa de Fi. Supongamos que S es

inesencial. Entonces S es la frontera de una 3 bola B ⊆ M . Esta 3 bola está compuesta por

1 y 2-asas. Sean h1
1, . . . h

1
k las 1-asas y h2

1, . . . , h
2
k las 2-asas que componen a B. Como esta

es una descomposición en asas de B, debe haber tantas 1-asas como 2-asas. Modificamos la

descomposición H, quitando las 1 y 2-asas que componen a B, y reemplazándolas por B. Sea

entonces

Ñj = Nj − h1
1 ∪ · · · ∪ h1

k, T̃j = Tj − h2
1 ∪ · · · ∪ h2

k,


b̃0 = b0 ∪B, b̃3 = b3 si B está contenida en niveles inferiores a Fi

b̃3 = b3 ∪B, b̃0 = b0 si B está contenida en niveles superiores a Fi.

Notemos que si ninguna de las asas que componen B está contenida en Nj, entonces Ñj = Nj.

Lo anterior disminuye el género de las superficies gruesas en donde alguna asa hlj aparezca,

por lo que la nueva descomposición

H̃ = b̃0 ∪ Ñ1 ∪ T̃1 ∪ · · · ∪ Ñk ∪ T̃kcupb̃3,

es más delgada que la original. En particular, H no es delgada.

b) Supongamos que existe una componente conexa f ⊆ Fi−1 a la cual no se le adhieren

1-asas de Ni, pero śı 2-asas de Ti. Es decir, Ci tiene una componente f × I.
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Ci

C ′
i−1

C ′
i

f

f

C̃i

C̃ ′
i−1

C̃ ′
i

f ′

f ′

Figura 2.9: Movemos las 2-asas que se pegan sobre f a un nivel anterior.

Sea h ⊆ Ti una 2-asa que se pega sobre f ×{1}. El mapeo de pegado está determinado por

una curva esencial α ⊆ f × {1}. Tenemos una copia de α en f × {0} ⊆ Fi−1. Sea f ′ ⊆ Si la

componente de Si tal que f es el resultado de pegar 2- asas de Ti−1 en f ′. Como el efecto en f ′

de pegar 2-asas es el de hacer compresión, existe una copia de α en f ′, digamos α′. Podemos

pegar h en α′. De esta manera recorremos la 2-asa h de la colección Ti a la colección Ti−1 (ver

figura 2.9). Recorriendo todas las 2-asas de Ti que se pegan en la componente f , obtenemos

una nueva descomposición H̃ con j-ésimo nivel

Ñj = Nj, T̃j =





Tj si j 6= i, j 6= i− 1

Ti − {2− asas que se adhieren a f }
Ti−1 ∪ {2− asas que se adhieren a f }.

Las únicas superficies de la descomposición que cambian son Fi−1 y Si. En particular, como

las 2-asas disminuyen el ancho, y como la única superficie gruesa que cambia es la i-ésima.

Tenemos

c(S̃j) = c(Sj) ∀j 6= i, c(S̃i) < c(Si).

Por lo tanto w(H̃) < w(H).

De manera similar, si f ⊆ Fi−1 es tal que se le adhieren 1-asas pero no 2-asas, entonces por

un argumento dual, podemos encontrar una descomposición en asas más delgada. Con esto
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podemos concluir que f ⊆ Fi−1 o se mantiene intacta hasta Fi, o se le adhieren tanto 1-asas

como 2-asas.

Lema 2.4.7. a) Si algún Wi = Ci∪Si
C ′i es débilmente reducible, entonces la descomposición

no es delgada.

b) En una descomposición delgada, las 1-asas de Ni y las 2-asas de Ti se pegan en la misma

componente conexa de Fi−1.

Demostración. a) Supongamos que existe un ı́ndice i tal que Wi es débilmente reducible.

Entonces existen discos DN ⊆ Ci, DT ⊆ C ′i tales que ∅ = ∂DN ∩ ∂DT ⊆ Si. Para reducir

el ancho, hacemos compresión en DN y en DT sobre Si. Al hacer compresión, estamos remo-

viendo una vecindad tubular η(DN) de Ni, y una vecindad tubular η(DT ) de Ti. Considerando

η(DN) y η(DT ) respectivamente como una 1-asa y una 2-asa, obtenemos los nuevos cuerpos

de compresión

C1
i = Ci−η(DN), C1

i
′
= (Si×I)∪η(DT ), C2

i = (∂+C
1
i
′×I)∪η(DN), C2

i
′
= ′Ci−η(DT ).

Sustituimos el i-ésimo nivel Ci ∪Si
C ′i por dos niveles C1

i ∪ C1
i
′

y C2
i ∪ C2

i
′

(ver figura 2.10).

C ′
i

Ci

Si

C2
i
′

C2
i

S2
i

C1
i
′

C1
i

S1
i

Figura 2.10: Sustituimos el i-ésimo nivel por dos niveles con superficies más delgadas.

La superficie S1
i es el resultado de hacer compresión sobre DT en Si. La superficie S2

i es

el resultado de hacer compresión sobre DN Si. Por lo que las complejidades de las nuevas

superficies gruesas satisfacen las desigualdades

c(Si0) > c(S1
i0

), c(Si0) > c(S2
i0

).
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Por lo tanto, el ancho de la descomposición resultado de sustituir Ci∪C ′i por C1
i ∪C1

i
′∪C2

i ∪C2
i
′

es menor.

b) Si las hubiera una 1-asa de Ni y una 2-asa de Ti que se pegaran en componentes

conexas distintas, entonces Wi seŕıa débilmente reducible. Por la parte a), esto no sucede en

una descomposición delgada.

Por los dos lemas anteriores, pueden ocurrir dos casos. Existe exactamente una componente

conexa de Fi en la cual actúan las 1-asas de Ni y las 2-asas de Ti, o una 1-asa de Ni conecta dos

componentes de Fi, y luego se pegan 2-asas. A estas componentes se les llama las componentes

activas de Fi. De manera que Fi tiene una o dos componentes activas, según sea el caso.

Observación. Por el teorema 2.3.7, si Fi∪Fi+1 es compresible en Wi, entonces Wi es débilmente

reducible, por lo que en una descomposición delgada cada Fi es incompresible en Wi y en Wi+1.

El siguiente lema nos dice que cada Fi debe ser también incompresible en toda M .

Definición 2.4.8. Sea S una superficie y α ⊆ S una colección de curvas simples cerradas en

S. Decimos que una componente α0 ⊆ α es una curva de más adentro de α si α0 acota un

disco el cual no contiene curvas de la colección.

En un disco D toda colección finita de curvas simples cerradas α ⊆ D tiene siempre al

menos una curva de más adentro. Esta puede no ser única.

Lema 2.4.9. En una descomposición delgada, cada Fi es incompresible en M .

Demostración. Sea D ⊆ M un disco de compresión no trivial para Fi0 en M . Sea F =
⋃
Fj.

Podemos suponer que D interseca transversalmente a F , de manera que int(D)∩F consiste de

una cantidad finita de curvas simples cerradas. Tomamos una curva de más adentro en D para

esta colección, la cual acota un disco en D que no contiene ningún otro ćırculo de la intersección

int(D) ∩ F . Sea D′ este disco. Entonces D′ interseca una única superficie delgada Fi1 , por lo

que D′ ⊆ Wi1 o D′ ⊆ Wi1+1. En cualquier caso, como Fi1 es incompresible tanto en Wi1 como

en Wi1+1, existe un disco D′′ ⊆ Fi1 tal que ∂D′ = ∂D′′. Sea D1 = (D − D′) ∪ D′′, el disco

resultado de intercambiar D′ por D′′ en D. El disco D1 sigue siendo un disco de compresión no

trivial para Fi0 , pero int(D1) ∩ F tiene menos componentes que int(D) ∩ F . Repitiendo este

proceso, obtenemos un disco de compresión no trivial para Fi0 , digamos D̃, el cual satisface

int(D̃)∩ F = ∅. En particular, D̃ está contenido en Wi0 o está contenido en Wi0+1. El primer

caso implica Wi débilmente reducible, el segundo caso implica Wi+1 débilmente reducible. En

cualquier caso, tenemos que la descomposición no es delgada.

Definición 2.4.10. Una superficie propiamente encajada S ⊆M separante, con M orientable,

es fuertemente compresible si existe un par de discos compresores para S que se encuentren en
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lados opuestos de S con intersección vaćıa. Si no es fuertemente compresible, decimos que es

débilmente incompresible.

Observación. Sea S una superficie encajada en W que induce una descomposición de Heegaard

W = C∪SC ′. Entonces S es débilmente incompresible si y sólo si W es fuertemente irreducible.

En particular, en una descomposición delgada, cada superficie gruesa Si es débilmente

incompresible en Wi. El siguiente lema nos dice que, de hecho, cada Si es débilmente incom-

presible en toda M .

Lema 2.4.11. En una descomposición delgada, toda superficie Si es débilmente incompresible

en M .

Demostración. Sabemos que F =
⋃
Fj es incompresible. Sean S =

⋃
Sj, y D ⊆ M un disco

de compresión para Si. Si D ∩F 6= ∅, entonces, tomando el disco de más adentro, tendŕıamos

un disco de compresión no trivial para algún Fj, contradiciendo lema 2.4.9. Por lo tanto, todo

disco de compresión para Si está contenido en Wi. Aśı, si Si es fuertemente compresible en M ,

también lo es en Wi, y por lo tanto Wi es débilmente reducible. Por lema 2.4.7, terminamos.

Lema 2.4.12. Supongamos que M es irreducible y no es un espacio lente. Si alguna superficie

gruesa Si tiene como componente conexa un toro, entonces la descomposición no es delgada.

En particular 3 no aparece en w(M).

Demostración. Supongamos que la descomposición es delgada. Si la componente C ⊆ Si es un

toro. Como M no es un espacio lente, no puede darse el caso que M tenga sólo un nivel. Es

decir, W1 6= M . Supongamos que C es la componente activa de Si. Sea W ⊆ Wi la componente

conexa de Wi que contiene a C. Entonces ∂W es una colección no vaćıa de esferas. Esto ya que

las 1-asas aumentan el género, mientras que las 2-asas disminuyen el género, lo que fuerza a

∂W a contener sólo esferas. Como la descomposición es delgada, por lema 2.4.6, las esferas de

∂W son esenciales, contradiciendo la hipótesis de que M es irreducible. Por lo tanto, no puede

existir una componente C difeomorfa al toro.

Teorema 2.4.13. Sean M una 3-variedad compacta orientable y

H = b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪ TN ∪ b3

una descomposición de Heegaard generalizada para M . Si H es una descomposición delgada,

entonces H satisface lo siguiente

1) Las superficies gruesas son débilmente incompresibles.

2) Las superficies delgadas son incompresibles.
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Los resultados anteriores motivan la siguiente definición.

Definición 2.4.14. Si H es una descomposición generalizada de Heegaard para M , decimos

que esta es una descomposición generalizada fuertemente irreducible si las superficies gruesas

son débilmente incompresibles y las superficies delgadas son incompresibles.

En particular, toda descomposición delgada es fuertemente irreducible.

Corolario 2.4.15. Sea g el género de Heegaard de la 3-variedad compacta e irreducible M . Si

M no contiene superficies incompresibles de género menor a g. Entones una descomposición

de Heegaard que alcance el género mı́nimo es delgada. Por lo tanto w(M) = (2g − 1).

Demostración. Por definición, si el ancho de w(M) tiene longitud 1, es decir, si consta de

un solo elemento, entonces la descomposición de Heegaard que alcanza el género mı́nimo es

delgada. Sea H una DHG tal que w(H) contenga, al menos, dos elementos. Entonces F1 tiene

una componente que es incompresible, digamos f . Como el género de f es mayor o igual a g

y las superficies gruesas S1 y S2 son más complejas que F1, las complejidades respectivas son

mayores

C(S1) ≥ 2g − 1, C(S2) ≥ 2g − 1.

Por lo tanto el ancho de esta descomposición es mayor a (2g−1). Por lo tanto el ancho (2g−1)

es mı́nimo.

En particular, las variedades irreducibles no-Haken (ver definición 2.1.16) satisfacen las

hipótesis del corolario anterior.

2.5. Nudos y Ciruǵıa en 3-variedades.

En esta sección veremos una manera de modificar 3-variedades compactas conocida como

ciruǵıa de Dehn. Para esto, necesitamos antes estudiar un poco sobre nudos. Veremos también

algunos resultados sobre nudos y cubos con asas 3-dimensionales que nos serán de utilidad

para estudiar 4-variedades. Para finalizar, enunciaremos el Teorema de Lickorish-Wallace, el

cual afirma que toda 3-variedad cerrada orientable se puede construir realizando ciruǵıa.

El efecto en la frontera de pegar 2-asas 3-dimensionales es el de hacer compresión. De ma-

nera análoga, veremos más adelante que el efecto en la frontera de pegar 2-asas 4-dimensionales

es el de hacer ciruǵıa de Dehn. En este sentido, hacer ciruǵıa sobre un nudo en una 3-variedad

es el análogo a hacer compresión sobre una superficie.
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Definición 2.5.1. Sea M una 3-variedad. Un enlace es un encaje L : tni=1S
1 →M . Si n = 1,

decimos que es un nudo. Identificaremos al enlace L con su imagen en M .

Nos interesan los enlaces módulo isotoṕıa del espacio. Decimos que dos enlaces L,L′ son

equivalentes si existe un homeomorfismo h : M →M tal que h(L) = L′. En el caso de enlaces

con más de una componente, asignamos un orden fijo a los enlaces. Pedimos al homeomorfismo

h que respete este orden.

Llamamos nudo trivial o no nudo a cualquier nudo equivalente a S1 = {(x, y, 0) : x2 + y2 =

1}.

Definición 2.5.2. Sea M una 3-variedad cerrada con L ⊆M un enlace. Definimos el número

de túneles de L en M , tM(L), como el mı́nimo número de arcos encajados

t =
⋃

i

ti ⊆M, con t ∩ L = ∂t,

tal que M − η(t ∪ L) es un cubo con asas. A la colección de arcos t se le llama sistema de

túneles para L.

En el caso L−∅, definimos tM(∅) = g(M)− 1.

Notemos que si t es un sistema de túneles para L, entonces t∪L inducen una descomposición

de Heegaard para M . La cual está dada por

M = η(t ∪ L) ∪M − η(t ∪ L).

Con superficie de Heegaard ∂η(t∪L). En esta descomposición L está contenido en el alma del

cubo con asas η(t ∪ L).

Observación. Un cuerpo de compresión C se retrae por deformación a su frontera interna unión

una colección de arcos encajados, con frontera la frontera interior ∂−C.

Definición 2.5.3. Sea L ⊆M un enlace contenido en una 3-variedad cerrada. Se define gL(Y )

como el género mı́nimo de una descomposición de Heegaard para M tal que L esté contenido

en el alma de alguno de los cubos con asas.

En particular, si L = ∅, entonces gL(M) = g(M) es el género de Heegaard de M . Tenemos

la siguiente relación entre el número de túneles de L y de gL(M)

Proposición 2.5.4. Sea L un enlace contenido en la 3-variedad cerrada M . Entonces

tM(L) = gL(M)− 1.

En particular

tM(∅) = g(M)− 1.
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Lema 2.5.5. Sean L1, L2 enlaces en 3-variedades cerradas M1, M2, respectivamente. Sean

M̃ = M1 #M2, L̃ = L1 ∪ L2.

Entonces

tM̃(L̃) = tM1(L1) + tM2(L2) + 1. (2.1)

En particular, si L1 6= ∅ y L2 = ∅, entonces

tM̃(L̃) = tM1(L1) + g(M2) = tM1(L1) + tM2(∅) + 1.

Demostración. Supongamos que L1 6= ∅ 6= L2. Veamos primero que el lado derecho de ecua-

ción (2.1) es mayor o igual al lado izquierdo. Si ti es un sistema de túneles para Li, entonces

existe un arco t′ que va de L1 a L2, entonces t1 ∪ t2 ∪ t′ es un sistema de túneles para L1 ∪L2.

Mostremos ahora la otra desigualdad. Sea t ⊆ M̃ un sistema de túneles para L̃ que alcanza

el mı́nimo. Es decir, t tiene tM̃(L̃) componentes. Sean

H = η(L̃ ∪ t), H ′ = M̃ − int(H), Σ = H ∩H ′.

La descomposición de Heegaard de M̃ inducida por L̃. Por definición, la superficie Σ tiene

género tM̃(L̃) + 1 > 0.

Consideremos la variedad con frontera

M̃ − int(η(L̃)) =
(
H − int(η(L̃)

)
∪Σ H

′.

Con H ′ un cubo con asas y H−int(η(L̃)) un cuerpo de compresión cuya frontera es la colección

ajena de toros ∂η(L̃). Como M̃ = M1 #M2, M̃ contiene una esfera esencial S. Por el Lema

de Haken, bajo una istotoṕıa de S, podemos suponer que S ∩ Σ es una curve simple cerrada,

y que S separa a M̃ en punc(Mi) y punc(M2), Con Li ⊆ punc(Mi), donde punc(Mi) es la

variedad agujerada Mi −D2. Tenemos entonces que S separa la descomposición de Heegaard

en descomposiciones respectivas

M1 = H1 ∪Σ1 H
′
1, M1 = H2 ∪Σ2 H

′
2.

De manera que Hi − int(η(Li)) es un cuerpo de compresión. Luego, cada Hi es una vecindad

tubular para Li unión cierto número de arcos, digamos que son ni arcos. Entonces ni ≥ tMi
(Li).

Por otro lado, como ni + 1 = g(Σi), y Σ = Σ1 # Σ2, entonces

tM̃(L̃) + 1 = g(Σ) = g(Σ1) + g(Σ2) = n1 + n2 + 2 ≥ tM1(L1) + tM2(L2) + 2.

Por lo tanto tM̃(L̃) ≥ tM1(L1) + tM2(L2) + 1, que era la desigualdad faltante.
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Notemos que la vecindad tubular de un nudo K es difeomorfa al toro sólido.

Definición 2.5.6. Sea M una 3-variedad. Dados

1) Un enlace L = L1 ∪ L2 ∪ · · · ∪ Lk ⊆ int(M).

2) Vecindades tubulares cerradas ajenas a pares Vi = η(Li).

3) Curvas simples cerradas Ji ⊆ ∂Vi.

Construimos la variedad

M [L] = (M − η(L)) ∪h
(
∪ki=1Vi

)

donde h es la unión de los homeomorfismos hi : ∂Vi → ∂Vi que manda el meridiano en la curva

Ji, hi(µi) = Ji.

Dado un enlace L el homeomorfismo h está determinado por la colección de curvas J = ∪Ji,
y un homeomorfismo h determina una colección de curvas J en ∂η(L). Llamaremos marco de

L a una colección de curvas J o al homeomorfismo asociado h.

La 3-variedad construida de esta forma se dice que es el resultado de realizar ciruǵıa de

Dehn en M a lo largo del enlace L con instrucciones de ciruǵıa J , donde J = ∪Ji.

De particular importancia son los enlaces en R3 y S3. Tomando S3 = R3 ∪ {∗}, el espacio

con un punto al infinito, todo enlace en R3 lo podemos pensar en S3. Sea L ⊆ S3 un enlace.

En este caso podemos expresar las instrucciones de la ciruǵıa asignando un número racional, o

infinito, ri ∈ Q ∪ {∞}, a cada componente Li del enlace L. Para esto, necesitamos de algunas

definiciones.

Definición 2.5.7. Sean K1, K2 nudos orientados en S3. Dado un diagrama de K1∪K2, a cada

punto donde K1 pase por arriba de K2, contamos como en la figura 2.11

K1

K2

K1

K2

+1 −1

Figura 2.11: Contar intersecciones entre los nudos K1 y K2.

49



La suma sobre todos los cruces donde K1 pasa por arriba de K2 es el número de enlace de

K1 con K2, denotado por lk(K1, K2).

Se puede demostrar que el número de enlace no depende del diagrama. Además, satisface

las siguientes igualdades

lk(K1, K2) = lk(K2, K1), lk(−K1, K2) = −lk(K1, K2).

donde −K1 es el resultado de invertir la orientación de K1.

Consideremos el toro sólido S1 × D2, al cual denominaremos como toro sólido estándar.

Este es un cubo con una 1-asa, con meridiano m = {1} × S1. El meridiano se caracteriza por

la única curva que bordea un disco de compresión no trivial en el toro sólido. Una longitud

es una curva en S1 × S1 que interseca en un solo punto al meridiano m. Un meridiano junto

con una longitud nos dan un marco de referencia para describir cualquier curva en S1 × S1.

Existen muchas longitudes, las cuales se pueden diferenciar por el número de enlace que tienen

respecto al alma del toro sólido K = S1×{0}. De manera que, si consideramos orientación, hay

tantas longitudes como enteros. Sin contar orientación, hay tantas longitudes como números

naturales.

La curva ` = S1 × {1}, interseca al meridiano m en sólo un punto, y su número de enlace

con respecto a K es 0. A ` se le llama la longitud preferente. Sea α ⊆ S1 × S1 es una curva

simple cerrada. Módulo homotoṕıa, la curva α está determinada por cuantas vueltas orientadas

da al primer factor, y cuantas vueltas orientadas da en el segundo factor. El meridiano m y la

longitud ` nos dan un marco de referencia para describir la curva α. Escribimos α = pm + q`

para denotar a la curva en el toro que da p vueltas en la longitud y q vueltas en el meridiano.

Esta descripción la podemos extender a cualquier toro sólido encajado en S3.

Definición 2.5.8. Sea K un nudo en S3. La vecindad tubular de K es un toro sólido encajado

en S3. Sea µ un meridiano de η(K). Definimos la longitud preferente de η(K) como la curva

λ ⊆ ∂η(K) que satisface lo siguiente

• λ interseca µ en un solo punto.

• lk(λ,K) = 0.

De manera análoga al caso del toro sólido estándar, una curva α ⊆ ∂η(K) la podemos

escribir como α = pµ + qλ, donde p es el número de vueltas que da α respecto a µ y q el

número de vueltas que da respecto a λ. En particular, p = |α ∩ λ| y q = |α ∩ µ|. A la pareja

µ, λ se le llama el marco preferente para K.

Dados M una 3-variedad y L un enlace en M el exterior de L es E(L,M) = M − L ∼=
M − η(L). Cuando M = S3, escribiremos simplemente E(L).
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Observación. En términos de homoloǵıa. Sea X = E(η(K), S3). Se puede demostrar que

H1(X,Z) ∼= Z. Un meridiano µ de η(K) es un generador de H1(X,Z) que es trivial en

H1(η(K),Z). La longitud preferente λ es un generador de H1(η(K),Z) que es trivial en

H1(X,Z). El conjunto {µ, λ} genera a H1(∂η(K),Z).

El marco preferente no siempre es el que a uno se le puede ocurrir a primera vista. En la

figura 2.12, orientamos K y λ de manera que se recorren en paralelo. En este caso lk(λ,K) = 4.

Por lo que λ no es la longitud preferente. A dicha λ se le conoce como el marco inducido por

el pizarrón (”blackboard framing.en inglés). Uno puede aplicar movidas de Reidemeister tipo 1

para alterar el número de enlace del marco de pizarrón.

K
λ

Figura 2.12: El nudo K con longitud λ tales que lk(λ,K) = 4.

Sea K es un nudo en S3 con instrucción de ciruǵıa J . Sean µ, λ el marco preferente para

K. Escribimos J = pλ + qµ, donde p es el número de vueltas que da J respecto a λ y q es el

número de vueltas que da respecto a µ. Existe una ambigüedad de signo ±, ya que podemos

escribir la instrucción de ciruǵıa como J = −pλ−qµ. Esta ambigüedad desaparece si tomamos

la fracción r = p/q. Al racional r se le llama el coeficiente de ciruǵıa. Si q = 0, entonces p = ±1

y escribimos r =∞.

La orientación del nudo K es irrelevante para la definición de r. Ya que, si cambiamos su

orientación, tanto p como q cambian de signo. Sin embargo, la orientación de S3 śı cambia el

signo de r. Aśı, supondremos S3 siempre orientado. Tomaremos la orientación usual de R3,

llamada de la mano derecha.

Dado un diagrama de un nudo K junto a un nudo paralelo J , tenemos una forma de sumar

o restar vueltas a este. Utilizando la regla de la mano derecha, podemos hacer el siguiente

movimiento figura 2.13 en una sección del nudo para modificar el coeficiente de ciruǵıa.
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K

Marco

−1+1

K

Marco + 1

K

Marco - 1

Figura 2.13: Suma y resta de vueltas

Por ejemplo, podemos modificar el siguiente marco de la figura 2.12 dando cuatro vueltas

en la dirección −1 al marco obtenemos la longitud preferente ` en la figura 2.14.

K
ℓ

Figura 2.14: La longitud preferente del nudo ocho.

Notemos que si K ⊆ S3 es el nudo trivial, entonces E(K) ∼= S1 × D2. En cuyo caso, el

meridiano de η(K) es la longitud de E(K), y la longitud de η(K) es el meridiano de E(K).

Esto se puede apreciar mejor en un dibujo. En la figura 2.15 tenemos el meridiano m y la

longitud ` de η(K). Considerando S3 = R3 ∪ {∞}, el eje z es el núcleo de E(K). Al ser este

paralelo a la meridiano m, es claro que m es una longitud de E(K).
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m

ℓ

z

Figura 2.15: Toro sólido en S3 con meridiano m y longitud `.

Ejemplo 2.5.9. Un espacio lente L(p, q) es el resultado de pegar dos toros sólidos en su

frontera bajo un homeomorfismo f : T → T , donde T es la superficie del toro sólido, que

mande el meridiano µ a una curva α = pµ+ qλ, donde µ, λ es el marco preferente para el toro

sólido S1 ×D2.

Sea K ⊆ S3 el nudo trivial. Sea J ⊆ ∂η(K) una curva tal que J = pm+ q`, donde m es el

meridiano y ` la longitud preferente de η(K). El resultado de hacer ciruǵıa de Dehn en S3 a

lo largo de K con instrucción de ciruǵıa J es el espacio lente L(p, q).

De manera que el espacio lente L(p, q) queda descrito por el nudo trivial con coeficiente de

ciruǵıa p/q.

Terminamos enunciando el Teorema de Lickorish-Wallace.

Teorema 2.5.10 (Lickorish-Wallace). Toda 3-variedad cerrada, orientable, conexa se obtiene

como resultado de hacer ciruǵıa de Dehn en S3 a lo largo de un enlace L. De hecho, siempre

se puede encontrar una presentación de la ciruǵıa de manera que todos los coeficientes sean

±1, y todos las componentes del enlace L sean triviales.

Wallace demuestra el teorema en 1960. Lickorish da una demostración independiente en

1962. La prueba de Lickorish se encuentra en [15]. Una versión simplificada se puede encontrar

en la sección 3.I del libro de Rolfsen [22].

2.6. Cálculo de Kirby

Por el Teorema de Lickorish-Wallace, toda 3-variedad orientada se describe como un enlace

enmarcado en S3. Sin embargo, distintos enlaces pueden generar la misma tres variedad. Por

ejemplo, el espacio lente L(p, q) tiene las siguientes dos representaciones.
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Ejemplo 2.6.1 (Espacios Lente). Del ejemplo 2.5.9, tenemos que el espacio lente L(p, q) se

describe por el nudo trivial con coeficiente de ciruǵıa p/q.

El siguiente diagrama de un enlace con N componentes corresponde al espacio lente L(p, q),

donde [n1, n2, . . . , nN ] es la fracción continua de p/q.

n1 n2 n3 nN−1 nN

Figura 2.16: Diagrama de un Espacio Lente

Surge entonces la pregunta ¿Cuándo dos enlaces generan la misma 3 variedad? Para respon-

der esto es que Kirby define dos operaciones o movimientos entre enlaces enmarcados. Kirby

demuestra en [11] que si dos enlaces producen la misma 3-variedad entonces, se puede pasar

de uno a otro utilizando estos movimientos.

Los movimientos definidos por Kirby se conocen como el Cálculo de Kirby. Estos están

definidos para cuando los coeficientes de ciruǵıa son números enteros. En este caso la ciruǵıa

se conoce como ciruǵıa entera. Sea K ⊆ S3 un nudo con instrucción de ciruǵıa J . Si µ, λ es

el marco preferente de η(K). Por convención, en ciruǵıa entera el coeficiente de J respecto al

meridiano µ es siempre 1. Si el coeficiente de ciruǵıa z ∈ Z, entonces J = zµ+λ. Aśı, J sólo da

vueltas en la dirección µ. En la figura 2.12 el coeficiente de ciruǵıa correspondiente es 4. Por

lo tanto es ciruǵıa entera. En otras palabras, en una ciruǵıa entera, la instrucción de ciruǵıa J

consta de una longitud y varios meridianos.

El Teorema de Lickorish-Wallace implica en particular que toda 3-variedad cerrada orien-

tada se obtiene de hacer ciruǵıa entera. En la sección 9.H del libro de Rolfsen [22] se puede

encontrar un método para pasar de un nudo con coeficiente de ciruǵıa racional a uno equiva-

lente con coeficiente entero. Equivalente en el sentido de que hacer ciruǵıa en ellos produce la

misma 3-variedad.

Veamos ahora las operaciones que definen al cálculo de Kirby.

Dados K0, K1 nudos en S3, sea b : I × I → S3 un encaje tal que

b(I × I) ∩K0 = b({0} × I), b(I × I) ∩K1 = b({1} × I).
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K0 K1

b(I×I)

Figura 2.17: Nudos con banda.

Definimos la suma conexa de los nudos K1 y K2 sobre la banda b por

K0#bK1 = (K0 ∪K1 ∪ b(I × ∂I))− b(∂I × I).

K0 #bK1

Figura 2.18: La suma de los nudos K0 y K1 bajo la banda b.

Ahora śı, definimos las siguientes operaciones sobre L

O1: Agregar o remover un nudo trivial de L con marco ±1, el cual está separado de L por

una esfera S2.

L

n

O1

L′

n

±1

Figura 2.19: L′ es el resultado de aplicar O1 a L.
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O2: Sean Ki, Kj ⊆ L. Sea Ji ⊆ η(Ki) la instrucción de ciruǵıa correspondiente a Ki. Sumamos

Ki con Kj de la siguiente manera. Tomamos b : I × I →M de manera que evite al resto

de L. Reemplazamos Kj por K ′j = Ji #bKj.

Veamos que marco corresponde a K ′j. Orientando cada componente Ki de L, determina-

mos una base para H1(M ;Z), donde M es la 3-variedad resultado de hacer ciruǵıa a lo

largo de L. Denotemos por K̄i la clase de Ki, entonces Γ = {K̄1, . . . K̄n} es una base.

Consideremos la matriz

AL =




aij si i 6= j

zi si i = j,

donde aij = lk(Ki, Kj) = aji. La matriz AL es simétrica. La operación O2 en H1(M ;Z)

corresponde a sustituir K̄i por K̄ ′j en Γ. La expresión de K̄ ′j en la base Γ es K̄ ′j = K̄i±K̄j.

El signo depende de si b coincide o no con las orientaciones de Ki y Kj. Si coincide

entonces es suma, y es resta en el caso contrario. Haciendo el cambio respectivo en la

matriz AL, el coeficiente que corresponde a K ′j es

z′j = zi + zj ± 2aij

La operación O2 consiste de reemplazar en L el nudo Kj por el nudo K ′j con coeficiente

z′j.

Decimos que dos enlaces, L1 y L2 son ∂-equivalentes, si podemos pasar de uno a otro usando

las operaciones O1 y O2. Si L1 es ∂-equivalente a L2 escribimos L1 ∼∂ L2. Kirby demuestra en

[11] que estas operaciones caracterizan a las 3-variedades cerradas orientadas2.

Teorema 2.6.2 (Kirby-Craggs). Sean L1 y L2 enlaces enmarcados en S3, con marcos enteros.

Sean M1 y M2 el resultado de hacer ciruǵıa a lo largo de L1 y L2, respectivamente. Entonces

L1 ∼∂ L2 si y sólo si M1 es difeomorfa a M2 bajo un difeomorfismo que preserva la orientación.

Al tratar de probar que dos enlaces son ∂-equivalentes, podemos usar movimientos adiciona-

les, que son consecuencia de aplicar O1 y O2. Presentamos a continuación algunos movimientos

útiles.

Lema 2.6.3. Sea L un enlace enmarcado en S3. Si L′ es el resultado de aplicar alguno de las

siguientes operaciones a L, entonces L ∼∂ L′.
2Tengo entendido que Robert Craggs, de manera independiente, da una prueba alternativa, pero no he

podido encontrar la referencia.
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O3: Podemos realizar los siguientes movimientos:

2k 0 0 0 2k + 1 0 1 0

Figura 2.20: Enlaces ∂-equivalentes.

Movida-K: Sea K ⊆ L un nudo trivial con marco ±1. Siempre podemos separar K del resto del

enlace L con el efecto de dar un giro completo de ∓1 a todos los arcos que pasan por K.

Si cada arco pasa una sola vez por él, se cambian sus marcos por ∓1. Por lo general, los

marcos cambiarán según la suma de enlaces.

n1 n2 n3

−1

n1 + 1
n2 + 1

n3 + 1

−1Movida-K
K

Figura 2.21: Un ejemplo de movida-K. Suponiendo que cada nudo pasa una sola vez por el

nudo K, los marcos ni cambian por un −1.

De hecho, Fenn y Rouke [5] muestran que la movida-K y O1 son equivalentes a las opera-

ciones O1 y O2.

Idea de la prueba. El movimiento-K es el resultado de sumar cada nudo que pasa por el nudo

K trivial. En O3, al sumar con una banda adecuada el nudo izquierdo al nudo derecho con

marco 0, obtenemos el mismo enlace pero el marco de la izquierda cambia por un −2.

Ejemplo 2.6.4 (Variedad E8). Los siguientes enlaces son ∂-equivalentes.
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−1

Trébol izquierdo

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

Enlace E8

Figura 2.22: Enlaces equivalentes.

Para mostrar esto empezamos con el nudo E8, aplicando tres veces O1, agregamos tres

nudos triviales con marco +1 como en figura 2.23.

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

+1 +1

+1

Figura 2.23

Sumamos las componentes de las esquinas con estos nuevos ćırculos. Obtenemos el enlace

de la figura 2.24.

+1 +1

+1

−1 −2 −2 −2 −2 −2 −1

−1

Figura 2.24

58



Aplicando ahora en cada extremo del enlace la movida-K en los nudos con marco −1. Luego,

aplicando la operación O1 nos deshacemos de cada nudo trivial sobrante. Obtenemos el enlace

de la figura 2.25.

2 −1 −2 −2 −1 −1 2

2

Figura 2.25

Repetimos el proceso, aplicando movida-K para separar los núdos de los extremos y luego

nos deshacemos de los nudos triviales sobrantes utilizando O1 hasta obtener el enlace de la

figura 2.26.

5 1 3

2

Figura 2.26

Aplicamos la movida-K respecto al ćırculo de en medio con marco 1 y removemos el ćırculo

sobrante. Podemos realizar ahora movidas-K en sucesión como en la figura 2.27, el nudo de la

derecha con marco −1 es equivalente al nudo trébol izquierdo.
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1

24

1

3

−1

Figura 2.27

La 3-variedad resultado de hacer ciruǵıa en el enlace E8 es una variedad de Seifert conocida

como la Esfera Homológica de Poincaré. Tiene el mismo tipo de homoloǵıa que la esfera S3,

pero no es homeomorfa a esta (ver 9.D de [22]).
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CAṔITULO 3

Dimensión 4

3.1. 4-variedades.

La idea ahora es tratar de traer al mundo de las 4-variedades conceptos análogos a los que

ya estudiamos para 3-variedades. En particular, buscamos extender la definición de posición

delgada. En el caso de las 3-variedades, primero definimos lo que es una descomposición de

Heegaard. Descompusimos la 3-variedad en una sucesión de descomposiciones de Heegaard,

esto es, en una descomposición de Heegaard generalizada. Para luego describir una descompo-

sición en particular, la descomposición delgada. La cual vimos tiene caracteŕısticas interesantes.

Buscamos extender estos conceptos al caso de 4-variedades. El análogo a la descomposición de

Heegaard en dimensión 4 son las trisecciones, que fueron introducidas por Kirby y Gay en [7].

En [6], David Gay da un sumario de las analoǵıas que hay entre estos dos conceptos. En [4],

Román Aranda propone una definición de trisección generalizada para luego definir el concepto

de posición delgada para 4-variedades compactas.

En este caṕıtulo seguiremos un camino análogo al caso 3-dimensional para dar la definición

de posición delgada en 4-variedades.

Aunque hay varias analoǵıas entre dimensión 3 y 4, también hay cosas que los hacen dife-

rentes. Por ejemplo, el Teorema de existencia y unicidad de descomposición para 3-variedades

teorema 2.1.7, no se extiende al caso 4 dimensional. Hirzebruch demuestra que (ver ejem-

plo 3.1.4)

CP2 #CP
2

#CP
2 ∼= (S2 × S2) #CP2,
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pero CP2 #CP
2

ni siquiera tiene el mismo tipo de homotoṕıa que (S2 × S2).

En el caso 3-dimensional, vimos que el efecto en la frontera de pegar 2-asas era el de hacer

compresión en la superficie frontera. Mientras que el efecto de pegar 1-asas era el de hacer la

operación inversa. Veamos qué sucede con el caso 4-dimensional.

Sea X es una 4-variedad suave, compacta, conexa, y orientada, con frontera M = ∂X.

De manera que M es una 3-variedad cerrada orientada. Si hk es una k-asa 4-dimensional con

mapeo de pegado

ϕ : Sk−1 ×D4−k −→M.

Entonces el efecto en M al pegar la k-asa h es

M ′ = M − ϕ(Sk−1 ×D4−k) ∪ϕ| Dk × S3−k, (3.1)

donde ϕ| es la restricción de ϕ a Sk−1×S3−k. Consideremos una descomposición en asas de X

indexada

H = b0 ∪ C ∪D ∪ E ∪ b4,

donde b0, C,D,E, b4 son, respectivamente, colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas. Podemos

escoger la descomposición de manera que b0 consiste de una sola 0-asa. En particular, las 1-

asas de C se pegan sobre la esfera S3 = ∂b0, y las 2-asas se pegan sobre #k(S1 × S2), donde

k ≥ 0 es el número de 1-asas en C.

Sea h1 ∈ C. Esta tiene mapeo de pegado

ϕ : S0 ×D3 −→ S3,

cuya imagen son dos bolas ajenas en S3. Sustituyendo k = 1 en ecuación (3.1), tenemos

S3[h] = S3 − ϕ(S0 ×D3) ∪ϕ| D1 × S2.

Si orientamos S3, existe un único mapeo de pegado módulo isotoṕıa. Aśı, podemos describir

las 1-asas como dos esferas en S3.

Tomamos M = #k(S1 ×D2). Sea h2 ∈ D una 2-asas. Esta tiene mapeo de pegado

ϕ : S1 ×D2 −→M.

Sustituyendo en la ecuación (3.1), el efecto en la frontera de pegar h2 es

M [h2] = M − ϕ(S1 ×D2) ∪ϕ| D2 × S1.

Lo interesante en este caso es que estamos removiendo un toro sólido para después pegar otro

toro sólido a través de la frontera. En otras palabras, estamos realizando ciruǵıa de Dehn
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respecto al nudo ϕ(S1 × {0}) con marco ϕ, o, equivalentemente, con instrucción de ciruǵıa

J = ϕ({1} × S1). Si la descomposición H no tiene 1-asas, entonces M = S3. En este caso,

como ya vimos en apartado 2.5, el marco puede ser descrito por un número racional. Notemos

que el meridiano del toro D2×S1 es µ = S1×{1}, que es la longitud preferente del toro S1×D2.

Esto implica que ϕ identifica al meridiano µ con una longitud de ϕ(S1 ×D2). Aśı, la ciruǵıa

tiene necesariamente coeficiente entero. De esta manera un enlace enmarcado en S3 determina

una 4-variedad compacta, cuya frontera es la 3-variedad resultado de realizar ciruǵıa de Dehn

en S3 según el enlace enmarcado. En particular, tenemos el siguiente corolario consecuencia

del Teorema de Lickorish-Wallace

Corolario 3.1.1. Toda 3-variedad cerrada orientable es frontera de una 4-variedad suave.

Un cubo con asas 4-dimensional es el resultado de pegar algunas 1-asas a la 4-bola B4. Es

decir, es una 4-variedad difeomorfa a \k (S1 ×D3). Al número de sumandos k ≥ 0 es el género

del cubo con asas. Estaremos trabajando de manera simultánea con asas de dimensión 3 y de

dimensión 4. Para evitar confusiones, cuando nos refiramos a un cubo con asas de dimensión 4

escribiremos 4-cubo con asas. Escribiremos 3-cubo con asas para referirnos a los de dimensión

3.

Las colecciones de 3- y 4-asas, E y b0, determinan un cubo con asas 4-dimensional cuya

frontera es homeomorfa a #k′(S1 × S2). Si la 4-variedad X es cerrada, entonces la variedad

resultado de pegar las 0-, 1-, y 2-asas, digamos X1 = b0 ∪ C ∪ D, tiene frontera ∂X1 =

#k′(S1×S2). Por un resultado de Laudenbach y Poénaru,[14], existe una única forma de pegar

las 3- y 4-asas para obtener una 4- variedad cerrada.

Lema 3.1.2 (Laudenbach-Poénaru). Dada una 4-variedad suave compacta X̃ con frontera

∂X̃ ∼= #k(S1 × S2), existe una única forma de pegar 3- y 4-asas a X̃ para obtener una

4−variedad cerrada.

Observación. Laudenbach y Poénaru dan la demostración para el caso orientado. En [18], dan

un resultado análogo el caso no orientable.

Aśı, para obtener una 4-variedad cerrada, sólo es necesario describir las 1- y 2-asas en S3.

En particular, si no hay 1-asas, podemos describir una 4-variedad por un enlace con coeficiente

de ciruǵıa entero.

En la figura 3.1 vemos algunos ejemplos de 4-variedades descritas por enlaces enmarcados.

63



0 0

S2 × S2

1 0

S2×̃S2

1

CP2

−1

CP2

Figura 3.1: Diagramas de algunas 4-variedades.

Observación. La demostración que da Kirby en [11] para el teorema 2.6.2 se basa en esta

descripción de los enlaces enmarcados en S3. En particular, las operaciones de Kirby tienen in-

terpretaciones geométricas sencillas desde el punto de vista de 4-variedades. La O1 corresponde

a hacer suma conexa con CP2 o CP
2
, dependiendo si el coeficiente es +1 o −1, respectivamente.

La operación O2 corresponde a deslizar la 2-asa correspondiente al nudo Kj sobre la 2-asa que

corresponde al nudo Ki.

Por la observación anterior, si uno al pasar de un enlace a otro usando cálculo de Kirby

mantiene un seguimiento de las veces que se uso la operación O1, entonces se puede probar

que dos 4-variedades son difeomorfas. No sólo sus fronteras. Por ejemplo, al pasar del enlace

E8 al trébol izquierdo en ejemplo 2.6.4, removimos en total 7 nudos triviales con marco −1.

Aśı, si X1 y X2 son las 4-variedades resultado de pegar 2-asas acorde al enlace E8 y al nudo

trébol respectivamente, entonces X1 #(#7 CP
2
) ∼= X2, bajo un difeomorfismo que preserva la

orientación.

Ejemplo 3.1.3 (Linear plumbing sobre esferas). La 4-variedad con frontera resultado de pegar

2-asas según el diagrama en figura 3.2 se conoce como un linear plumbing sobre la esfera S2.

n1 n2 n3 nN−1 nN

Figura 3.2: Diagrama de un linear plumbing sobre la esfera

Como ya vimos (ejemplo 2.6.1), esta variedad tiene frontera ∂X = L(p, q), donde la n-ada

[n1, n2, . . . , nN ] es la fracción continua de p/q. En particular, las variedades en figura 3.1 son

linear plumbings sobre la esfera.
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Ejemplo 3.1.4. Las variedades CP2 #CP
2

#CP
2

y (S2 × S2) #CP
2

son difeomorfas. La

figura 3.3 muestra cómo pasar del diagrama que representa a (S2×S2) #CP
2

al diagrama que

representa a CP2 #CP
2

#CP
2
. El primer paso es anexar el ćırculo con marco −1 utilizando

una movida-K. El segundo paso es hacer una movida-K con el ćırculo de en medio con marco

−1. Finalmente, separamos los ćırculos enlazados utilizando nuevamente la movida-K.

0 0

−1

−1 −1 0

0 1

−1

−1 1

−1

Figura 3.3

Como cada paso es una movida-K, la cual es consecuencia solamente de la operación O2,

las 4-variedades correspondientes son difeomorfas.

3.2. Trisecciones

Kirby y Gay definen el concepto de trisección para 4-variedades en [7]. Una trisección es, en

varios sentidos, el equivalente 4-dimensional a la descomposición de Heegaard para variedades

de dimensión 3. En [6], D. Gay describe las similitudes entre las descomposiciones de Heegaard

y las trisecciones. Meier, Schrier y Zupan dan una definición de trisección en [17] que permite

un poco más de flexibilidad. Es entonces el concepto de trisección el que nos permitirá dar un

equivalente 4-dimensional para la descomposición delgada de 3-variedades. Con esto en mente,

en esta sección definiremos lo que es una trisección y daremos los resultados más relevantes.

Veremos primero el caso sencillo, cuando X es una 4-variedad suave cerrada, orientable

y conexa. En la siguiente sección, veremos qué sucede en el caso con frontera no vaćıa. Para
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después dar una definición de trisección generalizada como una sucesión de trisecciones. Con

esto, R. Aranda en [4], da una definición para la posición delgada en dimensión 4.

Definición 3.2.1. SeaX una 4-variedad suave, cerrada, orientable y conexa. Una (g, k1, k2, k3)-

trisección de X es una descomposición de X en tres 4-cubos con asas

X = X1 ∪X2 ∪X3,

donde Xi tiene género ki, y son tales que las intersecciones a pares son 3-cubos con asas conexos

Hij = Xi ∩Xj,

y la triple intersección es una superficie cerrada conexa de género g.

Σg = X1 ∩X2 ∩X3.

Si k1 = k2 = k3 = k, decimos que la trisección es balanceada 1, en este caso escribimos

simplemente (g, k)-trisección. En caso contrario, decimos que la trisección es desbalanceada. A

la cuarteta (Σg;H1,2, H2,3, H3,1) se le llama el nervio de la trisección.

El género de la trisección es el género de la superficie g. El género de la X es el mı́nimo

genero que alcanza una trisección de X.

Observación. Si M es una 3-variedad suave y compacta, una descomposición de Heegaard es

inducida por una función de Morse f : M → [0, 1], indexada, tal que sus puntos cŕıticos de

ı́ndice 0 y 1 toman valores menores a 1/2, y los de ı́ndice 2 y 3 toman valores mayores a 1/2.

De manera que M = f−1[0, 1/2] ∪ f−1[1/2, 1] es una descomposición de Heegaard para M .

Por Teoŕıa de Morse, sabemos que siempre podemos encontrar una función f que satisfaga lo

anterior, de manera que siempre existen descomposiciones de Heegaard para M . Un resultado

análogo ocurre para el caso 4-dimensional. Kirby y Gay usan 2-funciones de Morse. Esto es,

funciones genéricas de la 4-variedad X en el disco unitario D2. De manera que separar el disco

unitario D2 en tres partes D1, D2, D3 como en la figura 3.4 induce una trisección de la variedad

donde Xi = f−1(Di).

1La definición original de Kirby y Gay sólo contempla trisecciones balanceadas.
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X
f

D2

D1

D2

D3

Figura 3.4: Una función en el disco induce una trisección en X

Por definición, cada Xi = \ki(S1 × D3). Como la superficie Σg separa cada ∂Xi en los

3-cubos de asas Hji y Hik, esta induce una descomposición de Heegaard

ki
#(S1 × S2) = ∂Xi = Hji ∪Σg Hik.

La 4-variedad X está determinada por el nervio Hα ∪Hβ ∪Hγ. Dado el nervio, podemos

reconstruir la variedad. Como el nervio está determinado por la superficie Σ con las curvas de

pegado respectivas de cada 3-cubo con asas, basta indicar las curvas sobre la superficie para

determinar a X. Para ver esto, tomamos Σ superficie cerrada de género g. Sean α, β, γ ⊆ Σ tres

colecciones de curvas tomadas de manera que sean diagramas de Heegaard estándar (ver defini-

ción 2.2.4) por pares. Dados Hα, Hβ, Hγ tres 3-cubos con asas, obtenemos las descomposiciones

de Heegaard

k1
#(S1 × S2) ∼= Hα ∪Σ Hβ,

k2
#(S1 × S2) ∼= Hα ∪Σ Hγ,

k3
#(S1 × S2) ∼= Hβ ∪Σ Hγ,

donde Hη se pega según la colección de curvas η, esto para cada η ∈ {α, β, γ}. Tomamos

Y = #k1(S1 × S2). Consideremos la 4-variedad suave Y × I, cuya frontera son dos copias de

Y . Por Laudenbach-Poénaru, existe una única forma de pegar 3- y 4-asas 4-dimensionales a

Y × I para tapar la frontera Y × {1}. De esta manera obtenemos un 4-cubo con asas X̃1 cuya

frontera es

∂X̃1 = Y × {0} ∼= Hα ∪Σ Hβ.

Pegamos X̃1 lo largo de su frontera en el nervio Hα∪Hβ ∪Hγ. De manera análoga, obtenemos

4-cubos con asas X̃2 y X̃3 tales que ∂X̃2
∼= Hβ ∪Σ Hγ y ∂X̃3

∼= Hα ∪Σ Hγ, los cuales pegamos

a lo largo de sus fronteras sobre el nervio. En otras palabras, lo que hacemos es engrosar el

nervio Hα ∪ Hβ ∪ Hγ como en la figura 3.5. Existe una única forma de tapar la frontera del

nervio engrosado con tres colecciones de 3- y 4-asas. Estas colecciones determinan tres 4-cubos
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Figura 3.6: Trisecciones balanceadas de género 1. De izquierda a derecha, son CP2, CP2, S1×S3,

respectivamente.

con asas X̃1, X̃2, X̃3. Al pegarlas sobre el nervio engrosado, estas determinan una trisección

para la variedad X = X1 ∪X2 ∪X3 con nervio Hα ∪Hβ ∪Hγ.

X̃1

X̃2

X̃3
Hα

Hγ

Hβ

Σ X1

X2

X3Hα

Hγ

Hβ

Σ

Figura 3.5

Definición 3.2.2. Sea X una 4-variedad suave, con trisección T , y con nervio Hα ∪Hβ ∪Hγ.

Un diagrama de la trisección es un cuarteto (Σ, α, β, γ), donde α, β, γ son colecciones de curvas

en Σ que definen Hα, Hβ, Hγ, respectivamente.

En la figura 3.6 vemos los diagramas de las trisecciones balanceadas de género uno.

Definición 3.2.3. Decimos que una trisección T con nervio Hα∪Hβ∪Hγ es reducible si existe

una curva δ ⊆ Σ tal que δ acota discos Dα, Dβ, y Dγ en Hα, Hβ, y Hγ, respectivamente.
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Si X tiene una trisección reducible, entonces X es reducible, pues la unión de los discos

Dα∪Dβ∪Dγ es una 3-esfera reductora para X. Es natural preguntarse si la otra implicación es

válida ¿Si la 4-variedad X es reducible, entonces sus trisecciones son reducibles? Esta pregunta

sigue abierta, en [17] Meier, Schirmer y Zupan la plantean como una conjetura. Hacen notar

que, de ser cierta, el número de sumandos que pueden ocurrir en una descomposición en suma

conexa de variedades primas para X está acotado superiormente por el género mı́nimo de una

trisección para X. El análogo 3-dimensional es el Lema de Haken.

Definición 3.2.4. Sea L ⊆ #n(S1 × S2) un enlace enmarcado con c componentes tal que,

al realizar ciruǵıa sobre L, obtenemos #m(S1 × S2). Sea (Σ, H1, H2) una descomposición de

Heegaard de género g para E(L,#n(S1×S2)) de manera que H1 es un cubo con asas. Decimos

entonces que la pareja L = (L,Σ) es un (g;n, c,m)-diagrama de Heegaard-Kirby.

Un (g;n, c,m)-diagrama de Heegaard-Kirby determina una descomposición en asas para

una 4-variedad cerrada X. La descomposición está formada por una 0-asa, n 1-asas, c 2-asas,

m 3-asas y una 4-asa. Esta descomposición la podemos construir de la siguiente forma. Sean

X1 y X2 4-cubos con asas

X1 =
n

\(S1 ×D3) X3 =
m

\ (S1 ×D3).

De manera que

∂X1 =
n

#(S1 × S2) ∂X3 =
m

#(S1 × S2).

Sea ahora X(L) el resultado de pegar 2-asas en

(
n

#(S1 × S2)

)
× {1} ⊆

(
(
n

#(S1 × S2)

)
× I,

donde el pegado se hace siguiendo las instrucciones del enlace enmarcado L × {1}. Entonces

∂X(L) = #n(S1 × S2) t #m(S1 × S2). Existe una única manera de pegar X1 y X3 en las

respectivas fronteras de X(L). En la figura 3.7 vemos de manera esquemática como se construye

la variedad X. Tenemos aśı determinada una 4-variedad suave cerrada X = X1∪∂X1X(L)∪∂X3

X3. Como X1 está compuesto de una 0-asa y n 1-asas, X(L) está compuesto de c 2-asas, y X3

está compuesto de m 3-asas y una 4-asa, obtenemos también la descomposición en asas de X.

En particular, por la Desigualdad de Morse, tenemos que χ(X) = n− c+m+ 2.
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X(L)

X1

X3

Figura 3.7: Construccion esquemática de X.

En la construcción anterior sólo se utilizó al enlace enmarcado L. La superficie Σ determina

una trisección de X.

Proposición 3.2.5. Un (g;n, c,m)-diagrama de Heegaard-Kirby L para la 4-variedad X de-

termina una (g;n, g − c,m)-trisección T (L) de X, la cual es única salvo difeomorfismo.

Demostración. Sea L = (L,Σ) un (g;n, c,m)-diagrama de Heegaard-Kirby para la variedad

X. Sea Y ′ = #m(S1 × S2), el resultado de hacer ciruǵıa sobre Y = #n(S1 × S2). Denotamos

por X1 la unión de las 0 y 1 asas, por X3 la unión de las 3 y 4 asas. De manera que X1 y X2

son 4-cubos con asas de género n y m, respectivamente, ∂X1 = Y , y ∂X3 = Y ′.

Sea ahora Y = Hα ∪Σ Hβ la descomposición de Heegaard para Y inducida por Σ. Por

hipótesis, tenemos que L ⊆ Hβ, y que Σ induce también una descomposición de Heegaard

E(L, Y ) = Hα ∪Σ E(L,Hβ). El resultado de hacer ciruǵıa en Hβ a lo largo de L es un nuevo

3-cubo con asas, digamos Hγ. Consideremos Hβ × I ∼= \g(S1 × D3). Sea X2 la 4-variedad

resultado de pegar 2-asas en Hβ × I a lo largo de L × {1}. Como el enlace L está contenido

en el alma de Hβ, las c 2-asas que pegamos a lo largo de L × {1} son duales a c 1-asas que

conforman Hβ × I. Por lo tanto

X2
∼=

g−c
\ (S1 ×D3), ∂X2

∼=
g−c
# (S1 × S2) = Hα ∪Σ Hγ.

Luego, X1, X2 y X3 son 4-cubos con asas de género n, g − c, y m, respectivamente. Por cons-

trucción, X1 ∩X2 = Hβ, X2 ∩X3 = Hγ, y X1 ∩X3 = Hα. Con Hα, Hβ, y Hγ 3-cubos con asas

de género g, y con triple intersección X1 ∩X2 ∩X3 = Σ. Por lo tanto T (L) = (Σ;X1, X2, X3)

es una (g;n, g − c,m)-trisección de X.

Como consecuencia de la proposición anterior podemos mostrar la existencia de triseccio-

nes para 4-variedades cerradas conexas. La idea es construir un diagrama de Heegaard-Kirby

utilizando una descomposición en asas.
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Teorema 3.2.6. Sea X una 4-variedad suave, cerrada, conexa y orientable. Existe una trisec-

ción balanceada para X.

Idea de la demostración: Sea X una 4-variedad cerrada y conexa. Tomamos un descomposi-

ción en asas indexada H = b0∪C∪D∪E∪ b4 para X. Sea L el enlace enmarcado inducido por

las 2-asas D, entonces L ⊆ #|C|(S1×S2). Al realizar ciruǵıa sobre L, obtenemos #|E|(S1×S2).

Aśı, tomando ahora una descomposición de Heegaard para E(L,#|C|(S1 × S2)) = H1 ∪Σ H2,

obtenemos un diagrama de Heegaard-Kirby (L,Σ) para X.

Observación. La demostración original de la existencia de trisecciones puede verse en [7].

Dado un diagrama de Heegaard-Kirby L = (L,Σ), tenemos asociada una trisección T (L) =

(Σ;X1, X2, X3), y una descomposición en asas

H = b0 ∪ C ∪D ∪ E ∪ b4,

donde b0, C,D,E, b4 consisten, de manera respectiva, de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas. La descompo-

sición en asas es tal que X1 = b0 ∪ C, X3 = E ∪ b4, y X2 = (H × I) ∪D, donde H es un cubo

con asas de dimensión 3.

Distintos diagramas de Heegaard pueden determinar la misma 3-variedad. Análogamente,

distintos diagramas de Heegaard-Kirby pueden determinar la misma 4-variedad. Veamos ahora

cómo podemos obtener una diagrama de Heegaard-Kirby de una trisección.

Definición 3.2.7. Sea Y = H ∪Σ H
′ una descomposición de Heegaard de género g. Decimos

que un disco D propiamente encajado en H es primitivo en H respecto a H ′ si existe un disco

propiamente encajado en H ′ de manera que |D ∩D′| = 1. Si Y ∼= #k(S1 × S2), una colección

completa de discos primitivos para H es cualquier colección de discos ajenos D1, D2, . . . , Dg−k,

no isotópicos, que son primitivos en H para H ′.

Por el teorema 2.2.5, toda descomposición de Heegaard #k(S1 × S2) = H ∪Σ H
′ admite

una colección completa de discos primitivos.

Proposición 3.2.8. Sean T = (Σ;X1, X2, X3) una (g; k1, k2, k3)-trisección de X, y D una

colección completa de discos en Hγ primitivos respecto a Hβ. Entonces T (L(D)) = T , donde

T (L(D)) es la trisección inducida por el diagrama de Heegaard-Kirby L(D)).

Demostración. Sea T = (Σ;X1, X2, X3) una (g; k1, k2, k3)-trisección de X, con nervio Hα ∪
Hβ ∪Hγ. Sea L = L1∪L2∪ . . . Lg−k2 un enlace enmarcado en Hγ. Escogemos L de manera que

sea frontera de una colección completa de discos primitivos en Hγ respecto a Hβ. Empujamos

L dentro de Hβ. Entonces Hα∪ΣE(L,Hβ) es una descomposición de Heegaard para E(L, ∂X1).

Como L es primitivo respecto a Hβ, E(L,Hβ) es un cuerpo de compresión. Cada componente
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Li de L, ya dentro de Hβ, interseca sólo un disco esencial D′ ⊆ Hβ. Obtenemos aśı un diagrama

de Heegaard-Kirby L(D) = (L,Σ) para X, donde D es la colección de discos primitivos en Hγ

tal que ∂D = L.

Tenemos aśı que, dada la superficie Σ, existe un diagrama de Heegaard-Kirby por cada

posible elección de colección de discos primitivos D.

3.3. Trisección Generalizada

Hasta ahora sólo hemos considerado trisecciones de variedades suaves cerradas. Con la idea

en mente de traer al mundo de las 4-variedades el análogo a una descomposición generalizada

de Heegaard. Esta la podemos pensar de dos formas. Como una sucesión de descomposiciones

de Heegaard W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wk, o como una sucesión de bordismos. Román Aranda en [4],

propone una definición para la trisección generalizada. De manera análoga a los cuerpos de

compresión, este es un bordismo entre dos 3-variedades cerradas. En particular, nos permite

pegar dos trisecciones a lo largo de su frontera. Aśı, llegamos a la definición de trisección

generalizada como una sucesión de trisecciones cuya unión es la 4-variedad X. A continuación

exponemos las ideas de Román.

Observación. Es importante notar que esta definición de trisección con frontera o de trisección

generalizada no es estándar. Por ejemplo, David Gay en [6] propone que una trisección para

X con frontera es una función f genérica (lo que Gay y Kirby llaman 2-función de Morse) al

disco D2 de manera que f−1(∂D2) = ∂X.

Si F es una superficie cerrada y η ⊆ F una colección de curvas simples cerradas, denotamos

por F |η a la superficie resultado de hacer compresión en F a lo largo de η. Una orientación de

F y de η nos determina un marco para η en F × I. Si v es un el campo vectorial unitario para

η, tomamos w el campo normal a η de manera que (v, w) está orientado de manera positiva.

Para cada ηi componente de η, tomamos Ji la curva definida por empujar ηi en la dirección

wi, donde wi es la restricción de w a ηi.

Sean Σ una superficie cerrada de género g ≥ 1 con α, β, γ ⊆ Σ tres colecciones de g curvas,

ajenas a pares, no separantes, de manera que determinan el pegado de tres 3-cubos con asas Hα,

Hβ, y Hγ. Supongamos que Hα ∪Σ Hγ es una descomposición de Heegaard para #k(S1 × S2).

Construimos una 4-variedad W (Σ;α, β, γ) como sigue: Pegamos 2-asas en Σ × D2 a lo largo

de las curvas α× {e4πi/3}, β × {1}, γ × {e2πi/3} con marcos inducidos por Σ. Obtenemos una

4-variedad, denotada por W1(Σ;α, β, γ) cuya frontera conexa tiene tres 2-esferas: Σ|α, Σ|β y

Σ|γ. Pegamos una 3-asa a lo largo de cada una de estas 2-esferas. Con esto, desconectamos

la frontera de W1(Σ;α, β, γ) y obtenemos una nueva 4-variedad, denotada por W2(Σ, α, β, γ),
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cuya frontera está compuesta por la unión ajena

∂W2(Σ, α, β, γ) ∼= (Hα ∪Σ Hβ) t (Hβ ∪Σ Hγ) t (Hα ∪Σ Hγ).

Como (Hα∪ΣHγ) ∼= #k(S1×S2), podemos tapar esta componente con 3- y 4-asas. Obtenemos

aśı la 4-variedad W (Σ, α, β, γ) con frontera la unión ajena

∂W (Σ, α, β, γ) ∼= (Hα ∪Σ Hβ) t (Hβ ∪Σ Hγ).

Si se da el caso que

(Hα ∪Σ Hβ) ∼=
k1
#(S1 × S2) y (Hβ ∪Σ Hγ) ∼=

k2
#(S1 × S2),

entonces podemos tapar cada componente de la frontera con 3- y 4-asas para obtener una

variedad cerrada X. Esta fue la construcción que hicimos para recuperar la 4-variedad desde

su nervio.

Definición 3.3.1. Sea X una 4-variedad compacta. Un cuarteto (Σ;Hα, Hβ, Hγ) tal que Hα∪Σ

Hγ es una descomposición de Heegaard para #k(S1 × S2) con k ≥ 0 es un nervio para X si

X ∼= W (Σ;α, β, γ) para colecciones de curvas α, βγ ⊆ Σ que determinan Hα, Hβ, y a Hγ,

respectivamente.

Fijándonos en la construcción dada en la proposición 3.2.5, tenemos la trisección

X = X1 ∪X2 ∪X3,

donde X1 y X3 consisten de las 0-asas y 1-asas, y de las 3-asas y 4-asas, respectivamente.

Lo interesante sucede con las 2-asas, X2 es el proceso de hacer ciruǵıa sobre la 3-variedad

∂X2 = #n(S1 × S2).

Consideremos una 3-variedad cerrada Y . Sea L ⊆ Y un enlace enmarcado. Denotamos por

X(Y, L) la 4 variedad resultado de pegar 2-asas 4-dimensionales a lo largo de L×{1} ⊂ Y ×{1}.
Denotamos por Y [L] la 3-variedad resultado de hacer ciruǵıa sobre el enlace L. Es decir

Y [L] = Y − η(L) ∪ϕ
(
∪(S1 ×D2)

)

donde ϕ es el mapeo de pegado inducido por el marco de L. La 4-variedad X(Y, L) es suave,

cerrada, y tiene frontera ∂X(Y, L) = Y ∪ Y [L].

A la variedad X(Y, L) se le llama la traza de la ciruǵıa.

Podemos extender el resultado de la proposición 3.2.5 al caso con frontera no vaćıa.

73



Lema 3.3.2. Sea L ⊆ Y un enlace enmarcado con Y una 3-variedad cerrada. Existen 3-cubos

con asas Hα, Hβ, Hγ tales que W (Σ;Hα, Hβ, Hγ) ∼= X(Y, L). En particular, (Σ, Hα, Hβ, Hγ) es

un nervio para X(Y, L), y

Y ∼= Hα ∪Σ Hβ y Y [L] ∼= Hβ ∪Σ Hγ.

La demostración es análoga a la de proposición 3.2.5

De igual manera, podemos extender el resultado de la proposición 3.2.8

Lema 3.3.3. Sea Σ superficie cerrada de género g y Hα, Hβ, Hγ 3-cubos con asas con frontera

común Σ tales que Hα ∪Σ Hγ es una descomposición de Heegaard para #k(S1 × S2). Para

Y = Hα ∪Σ Hγ, existe un enlace enmarcado L ⊆ Y tal que X(Y, L) ∼= W (Σ, Hα, Hβ, Hγ). En

particular, Y [L] ∼= Hβ ∪Hγ.

Sea W = X(Y, L). Denotemos por ∂−W = Y , y ∂+W = Y [L]. Es el análogo a los cuerpos

de compresión en dimensión 3.

Observación. La definición de traza se puede generalizar a cualquier dimensión. En general si

M es una variedad cerrada suave de dimensión n − 1, consideremos una k-asa n-dimensional

hk = Dk ×Dn−k. Sea W = (M × I)∪ hk, el resultado de pegar la k-asa a lo largo de M ×{1}.
Entonces ∂W = M ∪M ′, donde M ′ es el resultado de hacer ciruǵıa sobre en M , W es la traza

de la ciruǵıa.

Como consecuencia del Teorema de Lickorish-Wallace, dadas dos 3-variedades cerradas Y ,

Y ′, existe una 4-variedad W compacta suave tal que ∂W = Y ∪ Y ′. Esto ya que podemos

encontrar un enlace L tal que Y ′ = Y [L]. En particular, X(Y, L) se puede construir de manera

dual, tomando un enlace enmarcado L′ ⊆ Y ′ = Y [L] de manera que Y ′[L′] = Y . Entonces,

como variedades, tendremos X(Y, L) = X(Y ′, L′), pero tendrán las fronteras intercambiadas,

es decir

∂−X(Y, L) = Y = ∂+X(Y ′, L′), ∂+X(Y, L) = Y ′ = ∂−X(Y ′, L′).

De manera análoga, en dimensión 3, tenemos las dos construcciones duales de los cuerpos de

compresión, de “adentro hacia afuera” y de “afuera hacia adentro”.

En el caso 3-dimensional, para definir una descomposición de Heegaard generalizada de una

3-variedad compacta M , tomamos una descomposición en asas alternante

b0 ∪N1 ∪ T1 ∪ · · · ∪Nk ∪ Tk ∪ b3,

donde los Ni y los Ti son, respectivamente, colecciones de 1-asas y 2-asas. Para el caso 4-

dimensional, sea X una 4-variedad suave, compacta y conexa con frontera ∂X. Sea ∂X =
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∂−X ∪ ∂+X una descomposición de la frontera. Consideremos la descomposición en asas de X

relativa a ∂−X

H = b0 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ Ck ∪Dk ∪ Ek ∪ b4,

donde b0, Ci, Di, y Ei, b4 son colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas, respectivamente. La 4-

variedad X se construye por pasos. Empezamos con

(∂−X × I) ∪ b0.

Añadimos las 1-asas C1 a lo largo de

(∂−X × {1}) ∪ ∂b0.

Después las 2-asas de D1 en

((∂−X × {1}) ∪ ∂b0) ∪ C1.

Luego las 3-asas de E1, y aśı sucesivamente. Sea Xi la 4-variedad resultado de detenernos

después de adherir la i-ésima colección de 1-asas Ci,

Xi = ((∂−X × I) ∪ b0) ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ Ci.

La variedad Xi es una 4-variedad suave, compacta, con frontera no vaćıa. Denotamos por

Yi = ∂Xi−∂−X. De manera que Y0 = (∂−X×{1})∪∂b0. Como ya vimos en la sección Cálculo

de Kirby, el efecto de pegar 2-asas en Xi es el de hacer ciruǵıa sobre un enlace enmarcado en la

frontera respectiva Yi. Aśı, cada colección de 2-asas Di nos determina la 4-variedad X(Yi, Li).

Definición 3.3.4. Sea X una 4-variedad suave y compacta. Dada una descomposición de la

frontera ∂X = ∂−X∪∂+X. Entendemos por una trisección generalizada la colección de nervios

{X(Yi, Li)} junto con la información que describe las 1- y 3-asas que se pegan a lo largo de las

frontera.

X = b0 ∪ C1 ∪X(Y1, L1) ∪ E1 ∪ · · · ∪X(YN , LN) ∪ EN ∪ b4.

Equivalentemente

X = b0 ∪ C1 ∪W1 ∪ E1 ∪ · · · ∪WN ∪ EN ∪ b4,

donde Wi = W (Σ;H i
α, H

i
β, H

i
γ)
∼= X(Yi, Li) para algunos 3-cubos con asas H i

α, H
i
β, H

i
γ acorde

al Lema 3.3.2.

3.4. Posición delgada de una 4-variedad

La idea de Román Aranda en [4] para definir el ancho de esta trisección generalizada es

aprovechar los invariantes de enlaces para definir la complejidad del i-ésimo nivel.
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A la 4-variedad obtenida de pegar una k-asa h a la 4-variedad X la denotaremos por X[h].

Si Y ⊆ ∂X es una subvariedad cerrada, posiblemente no conexa, escribiremos por Y [h] el

resultado en Y de pegar el asa h a X. Es decir

Y [h] = Y − ϕ((Sk−1 ×D3−k) ∪ϕ| (Dk × S3−k).

De igual manera, para colecciones de asas A que se pegan de manera simultánea escribimos

X[A] y Y [A]. Para colecciones de asas que se pegan de manera sucesiva escribimos X[A,B] y

Y [A,B].

Si L es un enlace enmarcado en una 3-variedad Y , denotamos por Y [L] a la 3-variedad

resultado de hacer ciruǵıa sobre L. Si h es una 2-asa 4-dimensional, esta induce un nudo

enmarcado k en Y , el cual satisface Y [L] = Y [h].

Sea X una 4-variedad suave compacta y conexa. Dada una descomposición en asas

H = b0 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ EN ∪ b4

donde b0, Ci, Di, y Ei, b4 son colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas, respectivamente. Sea Xi la

4-variedad resultado de detenernos después de adherir la i-ésima colección de 1-asas Ci,

Xi = ((∂−X × I) ∪ b0) [C1, D1, . . . , Ci].

Denotamos por Yi = ∂Xi − ∂−X. En otras palabras

Yi = ((∂−X × {1}) ∪ ∂b0) [C1, D1, E1, . . . , Ci]

De manera que Y0 = (∂−X × {1}) ∪ ∂b0 y Yi+1 = Yi[Di, Ei, Ci]. Escribimos Li para denotar

al enlace enmarcado en Yi inducido por Di.

Definición 3.4.1. Sea Y una 3-variedad suave, cerrada y conexa. Sea L ⊆ Y un enlace

enmarcado. Definimos la complejidad de L en ∂Y como

C(L, Y ) =





2tY (L) + 1 si L 6= ∅

máx{2g(Y )− 1, 0} si L = ∅,

donde g(Y ) es el género de Heegaard de Y .

Extendemos la definición al caso no conexo definiendo la complejidad de Y como

C(L, Y ) =
∑

Y ′⊆Y
C(L′, Y ′).

La suma es en las componentes conexas de Y , y L′ = L ∩ Y ′, son las componentes de L que

están contenidas en Y ′.
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Notemos que C(∅, Y ) = 0 si y sólo si Y es la unión ajena de 3-esferas.

De manera análoga a la definición de ancho para 3-variedades (definición 2.4.3). Definimos

el ancho de una descomposición en asas como:

Definición 3.4.2. Sea X una 4-variedad suave, compacta, conexa. Dada una descomposición

en asas de X del tipo

H = b0 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ CN ∪DN ∪ EN ∪ b4

definimos la complejidad de Yi como el natural

ci = C(Li, Yi) =
∑

Y ′⊆Y
C(L′, Y ′).

Definimos el ancho de la descomposición H como la tupla ordenada de manera no creciente de

las complejidades de ci. Por ejemplo, si las complejidades de la descomposiciónH son 3, 1, 2, 1, 0,

entonces w(H) = (3, 2, 1, 1, 0). Abusando de la notación, pensaremos el ancho tanto como una

tupla (a1, a2, . . . , an), como un conjunto {a1, a2, . . . , an}. Pensarlo como una tupla ordenada

facilita la definición, mientras que manejarla como un conjunto facilita algunas operaciones y

comparaciones entre anchos.

El orden es el mismo que en el caso 3-dimensional (definición 2.4.1). Este orden extiende

el orden de la contención. Es decir, si w(H1) ⊆ w(H2), entonces w(H1) ≤ w(H2).

El ancho de X se define como el mı́nimo de los anchos sobre todas sus descomposiciones

w(X) = mı́n{w(H) : H es descomposición en asas de X }.

Una posición delgada para X es una descomposición en asas H que alcanza el mı́nimo

w(H) = w(X).

Por el lema 2.4.2, sabemos que siempre existe una posición delgada para X.

Ejemplo 3.4.3 (S1 × S3). Para mostrar que w(S1 × S3) = {1}, daremos una descomposición

en asas H tal que w(H) = {1}. Como la variedad S1 × S3 no es homeomorfa a S4, esta debe

ser una posición delgada.

Sean f1 : S1 → R y f2 : S3 → R funciones definidas como en el ejemplo 1.1.5. Definimos la

función

F : S1 × S3 7−→ R, F (p, q) = (f1(p) + 2)(f2(q) + 2).

Ésta es una función de Morse con 4 puntos cŕıticos. Sean

p1
N = (0, 1), p1

S = (0,−1), p3
N = (0, 0, 0, 1). p4

S = (0, 0, 0,−1).
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Los puntos p1
N y p1

S son puntos cŕıticos de f1, y p3
N y p3

S son lo de f2. Recordemos que

indice(p1
S) = 1, indice(p1

N) = 0, indice(p3
S) = 3, indice(p3

N) = 0.

Los puntos cŕıticos de F son

p1 = (p1
S, p

3
S), p2 = (p1

S, p
3
N), p3 = (p1

N , p
3
S), p4 = (p1

N , p
3
N).

El ı́ndice de p1 es la suma de los ı́ndices de p1
S y p3

S. Es decir,

indice(p1) = indice(p1
S) + indice(p3

S) = 4.

De la misma manera los puntos cŕıticos p2, p3, p4 tienen ı́ndices

indice(p2) = 1, indice(p3) = 3, indice(p4) = 0.

Aśı, F induce una descomposición en asas H de S1 × S3 sin 2-asas y una 1-asa, por lo que

Y1 = S1 × S2 y la única complejidad es

C(∅, S1 × S2) = 2g(S1 × S2)− 1 = 1.

Aśı, el ancho de esta descomposición es w(H) = {1}, con lo cual probamos que S1 × S3 tiene

ancho 1.

Ejemplo 3.4.4 (CP2). Del diagrama de Kirby para CP2 en figura 3.1, tenemos que CP2 tiene

una descomposición en asas con una sola 2-asa, la cual se pega sobre S3. En este caso, K

es el nudo trivial en S3, el cual tiene número de túnel 0. Por lo tanto c1 = C(K,S3) = 1 y

w(CP2) = {1}. De manera análoga llegamos a que w(CP
2
) = {1}.

Dada H una descomposición en asas relativa a ∂−X, denotamos por Hop la descomposición

de asas dual. De manera más espećıfica, si

H = b0 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ CN ∪DN ∪ En ∪ b4,

donde b0, Ci, Di, Ei, y b4 son, respectivamente, colecciones de 0-, 1-, 2-, 3-, y 4-asas. Definimos

la descomposición en asas para X relativa a ∂+X como

Hop = bop0 ∪ Cop
1 ∪Dop

1 ∪ Eop
1 ∪ · · · ∪ Cop

N ∪Dop
N ∪ Eop

N ∪ bop4 ,

donde bop0 = b4, Cop
i = EN+1−i, D

op
i = DN+1−i, y Eop

i = CN+1−i. Denotamos por Y op
i las 3-

variedades frontera respectivas, y por Lopi ⊆ Y op
i el enlace correspondiente a la descomposición

Hop. Tenemos que X(Yi, Li) = X(Y op
N+1−i, L

op
N+1−i). Como las complejidades ci = C(Li, Yi)

dependen de las trisecciones X(Yi, Li), esto implica que los anchos de H y de Hop son iguales.

Lema 3.4.5. Sea H una descomposición en asas para la 4-variedad suave compacta X relativa

a ∂−X. Entonces w(H) = w(Hop).

78



3.4.1. Formas de adelgazar.

Sea X una 4-variedad suave y compacta con una descomposición de la frontera en dos

subvariedades abiertas ∂X = ∂−X ∪ ∂+X. Tomamos una descomposición de asas relativa a

∂−X,

H = b4 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ EN ∪ b4.

donde b0, Ci, Ei, y b4 son colecciones (posiblemente vaćıas) de 0-asa, 1-asas, 2-asas, 3-asas y

4-asas. Denotamos por

Xi = ((∂−X × I) ∪ b0)[C1, D1, E1, . . . , Ci], Yi = ((∂−X × {1}) ∪ ∂b0)[C1, D1, E1, . . . , Ci].

Es decir, Xi es la variedad resultado de pegar las primeras i 1-, 2-, y 3-asas. Mientras que

Yi = ∂Xi.

Proposición 3.4.6. Supongamos que H es una en posición delgada para X. Entonces sucede

lo siguiente

1) Supongamos que, para alguna 1 ≤ i ≤ N , alguna componente de las 3-variedades Yi, Yi[Di]

o Yi[Di, Ei] es difeomorfa a una 3-esfera, digamos S. Entonces las componentes de X − S
difeomorfas a B4 están en b0 ∪ b4.

2) Si para alguna 1 ≤ i ≤ N Di = Ei = ∅, entonces i = N .

3) Si para alguna 1 ≤ i ≤ N Ci = Di = ∅, entonces i = 1.

Demostración. 1) Veamos el caso S = Yi[Di, Ei] ∼= S3 (en particular, este es el caso conexo).

Sean Mi = Xi[Di, Ei]. De manera que ∂Mi = S. Hay dos casos.

Caso 1) Si Mi
∼= B4, consideramos la descomposición en asas

H̃ = b̃0 ∪ Ci+1 ∪Di+1 ∪ Ei+1 ∪ · · · ∪ CN ∪ b4,

donde b̃0 = Mi. Tenemos entonces la contención w(H̃) ⊆ w(H̃). Como H es delgada, debe

darse la igualdad. Por lo tanto, i = 0 y Mi = b0.

Caso 2) Si X −Mi
∼= B4. Tomando b̃4 = X −Mi, de manera análoga al caso anterior,

tomando una nueva descomposición en asas H̃ con b̃4 = X −Mi. De manera que w(H̃) ⊆ w(H).

Al ser H delgada, debe darse la igualdad y por lo tanto i = N . Por lo tanto, la componente

difeomorfa a B4 debe pertenecer a bo ∪ b4.

El caso disconexo se sigue de que la complejidad es aditiva respecto a las componentes

conexas. Los casos para S ⊆ Yi y S ⊆ Yi[Di] son análogos.

2) Supongamos Di = Ei = ∅ para alguna i < N . Consideremos la nueva descomposición

resultado de juntar las colecciones Ci y Ci+1. Podemos juntar estas colecciones ya que no
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hay otras asas intermedias. Esta descomposición, digamos H̃, tiene ancho w(H̃) = {cj : j 6=
i, 1 ≤ j ≤ N} = w(H)− {ci}. En particular, w(H̃) está contenido propiamente en w(H). Una

contradicción a la minimalidad de w(H).

3) La demostración es análoga a la del inciso 2).

Proposición 3.4.7. Supongamos que existe una componente conexa Y ∗i ⊆ Yi tal que el enlace

L∗i = Li ∩ Y ∗i se separa en Y ∗i . Escribiendo

Y ∗i = A#
S
B, LAi = L∗i ∩ A, LBi = L∗i ∩B,

y DB
i ⊆ Di las 2-asas respectivas al enlace enmarcado LBi . Consideremos una nueva descompo-

sición en asas para X, H̃, obtenida de H al separar las 2-asas Di. Añadiendo primero Di−DB
i ,

y luego DB
i ,

H̃ = b0 ∪ C1 ∪D1 · · · ∪ Ci ∪ (Di −DB
i ) ∪DB

i ∪ Ei ∪ · · · ∪ En ∪ b4.

Entonces sucede alguno de los siguientes casos

1) Si tB(LBi ) + 1 > g(B) y tA(LAi ) + 1 > g(A[LAi ]), entonces w(H̃) < w(H).

2) Si tB(LBi ) + 1 = g(B) o tA[LAi ]) + 1 = g(A[LAi ]), entonces w(H̃) > w(H).

Demostración. El i-ésimo nivel de H es reemplazado por dos niveles en H̃

Y A = Yi, Y B = Y A[Di −DB
i ].

De manera que la complejidad ci = C(Li, Yi) es reemplazada en H̃ por las complejidades

cA = C(LAi , Y
A) y cB = (LBi , Y

B). El ancho de H̃ es entonces

w(H̃) = (w(H)− {ci}) ∪ {cA, cB}.

Mostraremos que se dan las siguientes igualdades

cA = ci + 2(g(B)− tB(LBi )− 1), cB = ci + 2(g(A[LAi ]− tA(LAi )− 1).

Como tB(LBi ) + 1 ≥ g(B) y tA(LAi ) + 1 ≥ g(A[LAi ]). Para el caso 1) tendremos cA < ci y

cB < ci, y por lo tanto w(H̃) < w(H). Para el caso 2) tendremos cA = ci o cB = ci, y por lo

tanto w(H̃) = w(H) ∪ {c∗} > w(H), donde c∗ es cA o cB, según sea el caso.

Recordemos primero que

c(L∗i , Y
∗
i ) = 2tY ∗i (L∗i ) + 1 = 2(tA(LAi ) + tB(LBi ) + 1) + 1 = 2tA(LAi ) + 2tB(LBi ) + 3. (3.2)
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Calculamos primero cA

cA =
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + C(L∗i , Y
∗
i )

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + 2tY ∗i (LAi ) + 1

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + 2tA#B(LAi ) + 1

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + 2tA(LAi ) + 2g(B) + 1

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + C(Y ∗i , L
∗
i )− 2tB(LBi )− 3 + 2g(B) + 1

= ci + 2(g(B)− (tB(LBi )− 1)).

Para calcular cB, notemos que Y B = (Yi − Y ∗i ) ∪ Y ∗i [LAi ].

cB =
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + C(LBi , Y
∗
i [LAi ])

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + 2tY ∗i [LA
i ](L

B
i ) + 1

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + 2tB(LBi ) + 2g(A[LAi ]) + 1

=
∑

Y ′⊆Yi−Y ∗i

C(L′, Y ′) + C(Y ∗i , L
∗
i )− 2tA(LAi )− 3 + 2g(A[LAi ]) + 1

= ci + 2(g(A[LAi ])− (tA(LAi )− 1)).

Con lo que terminamos la demostración.

Podemos deslizar 2-asas Dj sobre 1-asas y 2-asas de Ci y Di con i < j sin afectar el ancho.

Lema 3.4.8. Sean 1 ≤ i < j ≤ N dos ı́ndices fijos. Consideremos componentes A ⊆ Dj y

B ⊆ Ci∪Di. Sea H̃ la descomposición resultado de deslizar A sobre B, entonces w(H̃) = w(H).

Demostración. Deslizar A sobre B corresponde a una isotoṕıa de LA en Yi, donde LA es el

enlace correspondiente a 2-asa A. Dado que el número de túneles es un invariante de enlaces

en 3-variedades, el deslizamiento de A no afecta las complejidades ci y por lo tanto el ancho

se conserva.

Proposición 3.4.9. Si la descomposición H es delgada, entonces no contiene un (1, 2)-par

cancelable (α1, β2), con α1 ⊆ Ci, β
2 ⊆ Di, y tales que (Di − β2) ∩ α1 = ∅.
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De manera similar, Di ∪ Ei no tienen (2, 3)-pares cancelables de (β2, γ3), con γ3 ajeno a

Di − β2.

Demostración. Lo demostraremos por contrapositiva. Supongamos que existe el (1, 2)-par can-

celable (α1, β2). Para cancelar este par, deslizamos las demás 2-asas de H sobre β2. Por hipóte-

sis, estas 2-asas sólo pueden pertenecer a Dk con k > i. Por el lema 3.4.8, estos deslizamientos

no afectan el ancho. Obtenemos una nueva descomposición de X, H̃, la cual es idéntica H
excepto en el i-ésimo nivel, donde tenemos ahora

C̃i = Ci − {α1}, D̃i = Di − {β2}.

Consideremos Y ⊆ Yi la componente que contiene al nudo β2 ∩ Yi, y Ỹ el correspondiente a la

descomposición H̃. Las complejidades de H y H̃, digamos {ci} y {c̃i}, sólo se diferenćıan en el

i-ésimo elemento. Es decir cj = c̃j para j 6= i. Sean L̃ el enlace inducido por la colección 2-asas

(Di − βi) en Ỹ y Li el enlace inducido por Di en Y . Para mostrar que c̃i < ci, mostraremos

que gL̃(Ỹ ) < gLi
(Y )

Sea S una superficie de Heegaard que realiza gLi
(Y ). Como L̃ está contenido en el corazón

de alguno de los 3-cubos con asas de esta descomposición, S es también una superficie de

Heegaard para Y − (η(L̃)). Dado que Y = Ỹ #(S1 × S2) y el enlace L̃ es ajeno a α1, tenemos

la siguiente igualdad

Y − (η(L̃)) = (Ỹ − (L̃)) #(S1 × S2).

Por el Lema de Haken, la superficie S se separa en una suma conexa S = S1 #S2, donde S1 y

S2 son superficies de Heegaard para Ỹ − (D̃i ∩ Ỹ ) y S1 × S1, respectivamente. En particular,

g(S2) ≥ 1, y por lo tanto g(S1) < g(S). Aśı, como S1 es superficie de Heegaard para Ỹ con

L̃ contenido en el corazón de alguno de los cubos con asas que conforman la descomposición,

entonces

gL̃(Ỹ ) ≤ g(S1) < g(S) = gLi
(Y ).

Lo cual implica que c̃i < ci, con lo que terminamos.

El resultado para el (2, 3)-par cancelable (β2, γ3) es consecuencia de aplicar el caso anterior

a la descomposición en asas dual Hop.

3.4.2. Variedades de ancho pequeño.

Es inmediato que S4 tiene ancho {0}. Por otro lado, si la 4-variedad X tiene ancho {0},
con X cerrada, entonces existe una función de Morse f : X → R con sólo dos puntos cŕıticos.

Por el Teorema de Reeb X es homeomorfa a S4.

El siguiente caso a considerar es el de ancho {1}. Ya vimos que las variedades S1 × S3,

CP2,CP
2

tienen ancho {1}. De hecho, estas son todas las 4-variedades de ancho {1}.
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Proposición 3.4.10. Sea X una 4-variedad suave, cerrada y conexa. Si w(X) = {1}, entonces

X es difeomorfa a S1 × S3, CP2, o a CP
2
.

Demostración. Sea H = b0 ∪ C1 ∪ D1 ∪ E1 ∪ b4 la descomposición de X que alcanza ancho

mı́nimo. Al ser X conexa, podemos suponer que b0 consiste de una única 0-asa. De lo contrario,

existe una 1-asa en C1 que se cancela con una 0-asa de b0. Esto ya que las únicas asas que

pueden conectar distintas componentes son las 1-asas. Cancelar este par (0, 1)-cancelable no

modifica a la variedad Y1, por lo que no afecta al ancho.

Como un primer caso, supongamos D1 = ∅. Aśı, como

1 = C(∅, Y1) = máx{2g(Y1)− 1, 0},

debe darse que g(Y1) = 1. Al ser Y1
∼= #|C1|(S1 × S2), tenemos que |C1| = 1. Por dualidad,

tenemos también que |E1| = 1. Aśı, X tiene una descomposición con una 0-asa, una 1-asa, una

3-asa, y una 4-asa, lo cual implica que X ∼= S1 × S3.

Supongamos ahora que D1 6= ∅. Sea L1 el enlace enmarcado correspondiente a D1. Entonces

1 = C(L1, Y1) = 2tY1(L1) + 1 = 2gL1(Y1)− 1,

por lo que tY1(L1)) = 0 y g(Y1) ≤ gL1(Y1) = 1. En particular, |C1| ≤ 1. Tenemos dos subcasos.

i) Si |C1| = 0, entonces Y1
∼= S3 y L1 es el nudo trivial con marco n. Al ser Y1[L1] ∼=

#k(S1 × S2), n = 0 o n = ±1. Si n = 0, entonces X ∼= S4. Si n = 1, entonces X ∼= CP2. Si

n = −1, entonces X ∼= CP
2
. Como X tiene ancho {1}, no puede ser la 4-esfera. Por lo tanto,

X es difeomorfa a CP2 o a CP
2
.

ii) Si D 6= ∅ y |C1| = 1, entonces, como tY1(L1) = 0, la vecindad tubular ηY1(L1)

induce una descomposición de Heegaard en Y1
∼= S1×S2. Por la unicidad de la descomposición

(Teorema 2.2.5), el enlace L1 debe intersecar a C1 en un solo punto. Esto quiere decir que

C1∪D1 forman un (1, 2)-par cancelable. En cuyo caso X ∼= S4, contradiciendo el hecho de que

X tiene ancho {1}. Aśı, este caso no puede suceder.

Sólo hay dos casos. Si D1 = ∅, entonces X ∼= S1 × S3. Si D1 6= ∅, entonces |C1| = 1 y

X ∼= CP2 o X ∼= CP2.

El siguiente caso a estudiar es cuando el ancho de la variedad es una colección de 1’s.

Veremos primero un subcaso sencillo. Cuando las 3-variedades de nivel Yi[Di, Ei] son conexas.

Después generalizamos el resultado para 3-variedades de nivel arbitrarias.

Proposición 3.4.11. Sea X una 4 variedad suave, cerrada, y conexa, con ancho w(X) =

{1, 1, . . . , 1}. Supongamos que las 3-variedades Yi[Di, Ei] son conexas para cada 1 ≤ i ≤ N .

En este caso X es de la forma

X ∼=
(
k1
#(S1 × S3)

)
#

(
k2
#(S1 ×B3)

)
# LP,
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donde LP es una suma conexa de linear plumbings de discos fibrados sobre la esfera.

Demostración. Por definición, tenemos que 1 = C(Li, Yi) ≥ g(Yi). Luego, cada Yi es un espacio

lente

Yi ∼= L(p, q), Yi ∼= S3, o Yi ∼= S1 × S2.

Tomando en cuenta le descomposición en asas dual Hop, como Yi−1 = Y op
i [Dop

i , E
op
i ], tenemos

que lo mismo que cumple para Yi[Di] = Y op
i . C

Consideremos ahora una 3-asa h3 = D3 ×D1, con mapeo de pegado ϕ : S2 ×D1 → Yi[Di].

El efecto de pegar h en sobre Yi[Di] es el siguiente

Yi[Di, h] = Yi[Di]− ϕ(S2 ×D1) ∪D3 × S0.

Al pegar una 3-asa, efectivamente, estamos removiendo una 2-esfera (en realidad, una vecindad

tubular de esta) y tapando el resultado con 3-bolas. Si Yi[Di] es irreducible, este proceso

desconecta a la 3-variedad Yi[Di]. En particular, si Yi[Di] ∼= S3 o Yi[Di] ∼= L(p, q), entonces

Yi[Di, h] es disconexa. Por hipótesis, Yi[Di, Ei] es conexa. Por lo tanto, si Ei 6= ∅, entonces

Yi[Di] ∼= S1×S2. Pero S1×S2 admite, a lo más, una 2-esfera no separante, por lo que |Ei| ≤ 1 ,

y |Ei| = 1 si y sólo si Yi[Di] ∼= S1 × S2, en cuyo caso Ei ∩ Yi[Di] ∼= {pt} × S2 y por lo tanto

Yi[Di, Ei] ∼= S3.

Si |Ei| = 1 y i < N , podemos descomponer X en una suma conexa. Tomando

HR = b0 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪Di ∪ Ei ∪B4 y HS = B4 ∪ Ci+1 ∪Di+1 ∪ Ei+1 ∪ b4.

Sean R y S las variedades con descomposiciones respectivas HR y HS. Entonces X = R#S, y

R y S tienen anchos w(R) = w(HR) = {1, 1, . . . , 1}, w(S) = w(HS) = {1, 1, . . . , 1}, de manera

que w(X) = w(R) ∪ w(S). Esto ya que si alguno de los anchos fuese estrictamente menor,

digamos w(R) < w(HR), entonces sustituyendo la descomposición en asas de R que alcanza

el ancho mı́nimo en la descomposición H de X = R#S, obtenemos una descomposición en

asas con ancho menor a H, una contradicción. Luego, HR y HS son descomposiciones de asas

respectivas para R y S que alcanzan el ancho mı́nimo. En particular, tanto R como S satisfacen

las hipótesis de la proposición. Podemos entonces suponer que Ei = ∅ para i < N . De manera

dual, fijándonos en la descomposición Hop, podemos suponer que Ci = ∅.

El caso N = 1 fue resuelto en proposición 3.4.10. Supongamos entonces que N > 1.

Por la proposición 3.4.6, si N > 1, entonces D1 6= ∅. Ahora, si C1 6= ∅ 6= D1, entonces

1 = C(L1, Y1) = 2tY1(L1) + 1. Por lo tanto tY1(L1) = 0 y C1 consiste de una sola 1-asa. Esto

implica que C1 interseca transversalmente a D1 en un punto. Es decir, C1 ∪ D1 forman un

(1, 2)-par cancelable. Como D1 consta de una sola 2-asa, esto contradice la proposición 3.4.9.
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Podemos suponer entonces que Ci = ∅ para cada 1 ≤ i ≤ N . De manera dual, fijandonos en

Hop, podemos suponer Ei = ∅ para cada 1 ≤ i ≤ N .

Tenemos entonces que tYi = 0, y

Yi ∼=




L(p, q) si 1 ≤ i ≤ N.

S3 si i = 1, N.

Por lo tanto, L1 es un no nudo en S3 con marco n1 ∈ Z, lo cual implica que Y2
∼= L(n1, 1).

Como Y2 6∼= S3, el marco n1 6= ±1.

Consideremos ahora la descomposición de Heegaard Y2 = V1 ∪W1, donde V1 = S3 − η(L1).

De manera que W1 ⊆ Y2 es un toro sólido. Si empujamos al nudo L1 según el marco n1 en V1,

este acota un meridiano en W1. Como C(L1, Y1) = 1, L2 tiene número de túnel 0. Aśı, L2 es

isotópico en Y2 al alma de V1 o de W1.

Nos gustaŕıa que L2 fuese el alma de V1. Veamos que podemos isotopar L2 dentro de V1.

Supongamos que L2 el alma de W1. Sea m meridiano de ∂W1 y µ meridiano de ∂V1, con λ

la longitud preferente. Tomamos una función f : ∂W1 → ∂V1 difeomorfismo que invierte la

orientación de manera que la función inducida en homoloǵıa satisface

f∗ : H1(∂W1,Z)→ H1(∂V1,Z) f∗(m) = µ+ n1λ.

Escogemos una longitud ` ⊆ ∂W1 de manera que f∗ tiene matriz asociada

f∗ =

(
n1 1

1 0

)
.

Entonces Y2 = V1 ∪f W1. Como ` ⊆ ∂W1 es paralelo al alma de W1, y f∗(`) = λ. Podemos

entonces isotopar L2 en Y2 a ` sin cruzar µ. Aśı, podemos suponer L2 alma de V1.

Por lo tanto, bajo una isotoṕıa en X2, el enlace L1 ∪ L2 ⊆ Y1
∼= S3 es un enlace de Hopf

con marco (n1, n2).

Para i = 3, tenemos nuevamente que ∂η(L3) ⊆ Y3 = S3[L1 ∪L2] = L(p, q) es una superficie

de Heegaard para Y3. Como S3 − η(L1 ∪ L2) ∼= T × i es un producto. Podemos descomponer

Y3 = V2 ∪ S3 − η(L1 ∪ L2) ∪W2.

Con V2,W2 toros sólidos. Nuevamente, el push-off de L1 respecto al marco n1 acota un disco

meridiano en V2, y el push-off de L2 respecto al marco n2 acota un disco meridiano en W2.

Tenemos los ingredientes para proceder de manera inductiva. Obtenemos el enlace L =

L1 ∪ L2 ∪ · · · ∪ LN con marco (n1, n2, . . . , nN) como se ve en la figura 3.8
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n1 n2 n3 nN−1 nN

Figura 3.8: Diagrama del enlace L

El cual representa un linear plumbing de discos fibrados sobre la esfera. Con lo que termi-

namos la prueba.

Teorema 3.4.12. Sea X una 4-variedad conexa compacta con ancho w(X) = {1, 1, . . . , 1}.
Entonces X es difeomorfa a una suma conexa

X ∼=
(
k1
#(S1 × S3)

)
#

(
k2
#(S1 ×B3)

)
# LP,

donde LP es suma conexa de linear plumbings haces de discos sobre la esfera y con k1, k2 ≥ 0.

Demostración. Sea

H = b0 ∪ C1 ∪D1 ∪ E1 ∪ · · · ∪ EN ∪ b4

una posición delgada para X de ancho {1, 1, . . . , 1}. Veamos primero cómo deben ser las asas

y las 3-variedades de nivel Yi.

Las 3-variedades de nivel Yi, Yi[Di], y Yi[Di, Ei] pueden no ser conexas. Por definición,

1 = ci =
∑

Y ′⊆Yi
C(L′, Y ′),

donde la suma es sobre las componentes conexas de Yi. Cada C(L′, Y ′) ≥ 0. En particular,

tenemos también que g(Y ′) ≤ 1 y g(Y ′[Di]) ≤ 1 para cada componente Y ′ ⊆ Yi. Sea Y ∗i la

única componente de Yi tal que C(L∗i , Y
∗
i ) = 1.

Supongamos que Y ∗i =
(
#j X ′j

)
#(S1 × S2), donde X ′j ⊆ Yi−1[Di, Ei] son algunas compo-

nentes conexas. Notemos que cada Xj = S3. Supongamos que Di 6= ∅, entonces 0 = tY ∗i (L∗i ) =

tS1×S2(L∗i ). Aśı, L∗i es un nudo y existe una 1-asa h1 ⊆ Ci tal que C ∪Di es un (1, 2)-par can-

celable. Por la proposición 3.4.9, esto contradice la minimalidad del ancho. Luego, si Di 6= ∅,

entonces las 1-asas de Ci actúan sólo en distintas componentes conexas de Yi[Di, Ei]. Es decir,

Li no interseca las regiones de pegado de las 1-asas de Ci.

Por un argumento dual, tomando Hop, si Di 6= ∅, entonces las esferas de pegado de cada

3-asa en Ei es separante en Yi[Di]. En particular, como g(Y ′[Di]) ≤ 1 para cada componente

Y ′ ⊆ Y , la esfera de pegado de E ′ debe acotar una 3-bola en Yi[Di]. Podemos isotopar las esferas
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de pegado en Yi[Di], esto es, deslizar las 3-asas de Ei sobre asas anteriores, de manera que Ei∩Yi
es disjunto de los lazos Lj para cada j ≤ i vistos como subconjuntos de (∂−X × {1}) ∪ ∂b0.

Daremos la prueba del teorema por inducción sobre el número de 2-asas de H. Si H no

tiene 2-asas, entonces X se descompone en una suma conexa de S1 × S3. Esto ya que, por el

ejemplo 3.4.3 y la proposición 3.4.10 S1 × S3 es la única 4-variedad que tiene descomposición

en asas con sólo una 0-asa, una 1-asa, cero 2-asas, una 3-asa y una 4-asa.

Supongamos que tiene por lo menos una 2-asa. Sea 1 ≤ i0 ≤ N el mı́nimo ı́ndice tal que

Di0 6= ∅. Por lo anterior, esto implica que Y ∗i0 = S3. Luego, L∗i0 es un nudo trivial en S3 el

cual puede ser isotopado para yacer dentro de la 3-bola G acotada por una 2-esfera F ⊆ Y ∗i0
disjunta de las regiones de pegado de asas previas en ∂b0. Supongamos que Di0+1 6= ∅, entonces

Yi0+1 = #j X ′j para algunas componentes X ′j ⊆ Yi0 [Di0 , Ei0 ]. Por el argumento de párrafo

anterior, bajo una isotoṕıa, podemos escoger F y G de manera que no intersequen las esferas

de pegado de Ei0 . Podemos pensar F y G encajadas en Yi0 [Di0 , Ei0 ] y también en Yi0+1. Esto lo

hacemos utilizando el flujo asociado a una función de Morse inducida por H. Si Li0+1 ⊆ Y ∗i0+1

está contenida en la misma componente que F ∪ G ⊆ Yi0+1, entonces, bajo una isotoṕıa en

Yi0 [Di0 , Ei0 ], podemos suponer que L∗i0 ⊆ G. Para esto, recordemos que Y ∗i0+1 = #X ′j donde

todas excepto por a lo más una Xj son homeomorfas a S3. La componente que no es S3 debe

contener a F∪G. Estas isotoṕıas corresponden a deslizar las asas de Di0+1 sobre asas anteriores.

Por el lema 3.4.8, esto no afecta al ancho. Nuevamente, podemos suponer que tanto F como

G son disjuntos a las regiones de pegado de Ei0 .

Podemos continuar con el proceso de isotopar Li0+l de manera que quede contenido en G

hasta que Di0+k = ∅, o hasta que Li0+k esté contenida en una componente distinta de Yi0+k

que F ∪ G. Es cualquier caso, esto implica que la componente Yi0+k que contiene a F ∪ G
debe ser S3. Si nos fijamos en la región de pegado de las asas en (∂−X × {1}) ∪ ∂b0, la esfera

F ⊆ (∂−X × {1}) ∪ ∂b0 separa al enlace
⋃

0≤l≤k−1

Li0+1

del resto del diagrama de Kirby para X. Por lo tanto, F separa a X como una suma conexa

X = R#S, donde R tiene descomposición en asas dada por

b0 ∪
( ⋃

0≤l≤k−1

Di0+l

)
.

Notemos que w(R) ≤ w(X) y w(S) ≤ w(X). En particular, tanto w(R) como w(S) es una

colección de 1′s, R satisface las condiciones de la proposición 3.4.11, y la descomposición en

asas de S inducida por H al quitarle las 2-asas que constituyen a R son menos que las de H.

Esto concluye el paso inductivo.
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Ejemplo 3.4.13. Consideremos la 4-variedad con frontera resultado de pegar 2-asas según el

diagrama de la figura 3.9.

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

Figura 3.9: Diagrama de E8

Consideremos la descomposición en asas H1 = b0 ∪ D, donde pegamos las ocho 2-asas de

manera simultánea. En este caso, tenemos Y1 = S3 y el enlace tiene número de túneles 7

(basta unir ćırculos adyacentes con un arco). Aśı w(H1) = {15}. Podemos también construir

esta variedad un paso a la vez. Es decir, Sea H2 = b0 ∪D1 ∪D2 ∪ · · · ∪D8 la descomposición

en asas donde cada Di consiste de una sola 2-asa. La asa Di, con i ≤ 7, corresponde al i-ésimo

nudo de izquierda a derecha. Mientras que D8 es la 2-asa que “cuelga” de D5.

Tenemos que Y1 = S3 y Y2 = L(2, 1). En general, para 2 ≤ i ≤ 8, Yi es el espacio lente

L(pi, qi), donde pi, qi son primos relativos tales que [−2,−2, . . . ,−2] (−2 se repite (i−1) veces)

es la fracción continua de pi/qi. Como el coeficiente de ciruǵıa es un entero, el enlace Li es

paralelo a la instrucción de ciruǵıa Ji ⊆ η(Li) y es isotópico al alma de uno de los toros sólidos

que forman la descomposición de Heegaard para L(pi, qi). Aśı, t(Li, Yi) = 0 y por lo tanto

ci = 1 para cada 1 ≤ i ≤ 7.
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−2 −2 −2 −2

L8

−2 −2 −2 −2

−2 −2 −2 −2−2 −2 −2 −2−2 −2 −2

−2 −2 −2
−2 −2 −2 −2 −2 −2

=

=

=

=

deslizar

deslizar

deslizar

Figura 3.10: Sucesión de isotoṕıas de L8 en Y8. Deslizar el nudo significa que pasamos por la

2-asas correspondiente.

Para calcular c8 = 2t(L8, Y8) + 1 necesitamos encontrar un sistema de túneles para L8 en

Y8. Para esto, en la figura 3.10 dibujamos L8 en una descripción de ciruǵıa de Dehn para Y8.

Deslizamos L8 en el diagrama hasta que este sólo se enlace con L7. Deslizar L8 sobre los otros

nudos enmarcados Li con i ≤ 7 corresponde a una isotoṕıa de L8 en Y8, por lo que no afecta

al número de túneles para L8.
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−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2 −2 −2−2 −2 −2

Figura 3.11: Isotopias de L8 ∪ t en Y8.

En la figura 3.11 se muestra que t(L8, Y8) ≤ 1. Para esto, deslizamos arcos del 1-complejo

L8∪t. El túnel t aparece en rojo. Deslizar de esta forma corresponde a isotoṕıas de la superficie

∂η(L8 ∪ t) en Y8, lo cual corresponde a una superficie de Heegaard de género dos para Y8 =

L(p8, q8). Luego, c8 ≤ 3 y por lo tanto

w(H2) ≤ {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3}.

Esta debe ser una igualdad. De lo contrario, c8 = 1 y entonces w(E8) ≤ w(H2) = {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}.
La proposición 3.4.11 implica que E8 es difeomorfo a una suma conexa por la frontera de linear

plumbings sobre la esfera. Una contradicción. Por lo tanto c8 = 3 .

3.4.3. El ancho bajo pegados

Proposición 3.4.14. Sean M y N 4-variedades suaves con frontera no vaćıa. Sea f : ∂M →
∂N un difeomorfismo. Entonces

w(M ∪f N) ≤ w(M) ∪ w(N).

Demostración. Sean HM y HN posiciones delgadas para M y N , respectivamente. Colocando

la descomposición HM seguida de HN , obtenemos una descomposición en asas para la unión

M ∪N , digamos HM∪N . Por definición de HM∪N , y por el lema lema 2.4.2, tenemos que

w(M ∪N) ≤ w(HM∪N) = w(HM) ∪ w(HN) = w(M) ∪ w(N).
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En particular, la suma conexa es el resultado de pegar dos variedades agujeradas a través

de sus fronteras, por lo que tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.15. Sean M y N 4-variedades suaves compactas. Entonces

w(M #N) ≤ w(M) ∪ w(N).

En el teorema 3.4.12 podemos ver que la igualdad se da para la suma conexa de variedades

de ancho {1}

w

((
k1
#(S1 × S3)

)
#

(
k2
#(S1 ×B3)

)
# LP

)
=

k1⋃
w(S1 × S3) ∪

k2⋃
(S1 ×B3) ∪ w(LP ).

Veamos ahora un ejemplo donde se da la desigualdad estricta.

Ejemplo 3.4.16. Consideremos el diagrama para la variedad E8. Sea N la 4-variedad con

frontera resultado de pegar una 2-asa a lo largo del nudo trébol izquierdo con marco −1. La

variedad N tiene descomposición en asas HN = b0∪D, donde b0 y D constan, respectivamente,

de una 0-asa y una 1-asa. Tenemos entonces que

w(N) = {3} y w(E8) = {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3}.

Un difeomorfismo f : ∂N → ∂E8 está determinado por la imagen del ćırculo punteado como

se muestra en la figura 3.12. El ćırculo punteado en el nudo trébol es el meridiano del mismo.

Mandamos el marco 0, es decir, el marco preferente, al ćırculo punteado con marco −1 en

el nudo E8. Podemos pensar que estamos despegando la 2-asa de N y pegándola en E8. El

resto de la frontera ∂N es una 2-esfera menos la vecindad tubular del nudo trébol. Aśı, el

difeomorfismo se extiende de manera única.
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−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

−2

0

−1

∼=

−1

Figura 3.12: El difeomorfismo f : ∂N → ∂E8 queda determinado por la imagen del ćırculo

punteado.

La proposición anterior nos da como cota

w(N ∪f E8) ≤ {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 3}.

Sin embargo, N ∪f E8 es difeomorfa a CP2 # 8CP
2
, la cual tiene ancho

w(CP2 # 8CP
2
) = {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1} < {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 3}.

El ejemplo anterior muestra que se puede dar la desigualdad estricta. Dadas dos 4-variedades

M y N con fronteras difeomorfas, queda entonces la pregunta: ¿Existe un difeomorfismo f :

∂M → ∂N tal que w(M ∪f N) = w(M) ∪ w(N)? En caso de que la respuesta sea negativa,

¿Cuáles son las obstrucciones en ∂M = ∂N? Como caso particular tenemos la suma conexa;

¿Es cierto que w(M #N) = w(M) ∪ w(N)?

Por otro lado, falta ver si se puede extender la definición de posición delgada, tanto en

dimensión 3 como en dimensión 4, para variedades compactas no orientables. Lo que se vio

en apartado 2.2 es fácilmente generalizable al caso no orientable. Para el caso 4-dimensional,

[27] Speer y Tillman definen trisecciones para 4-variedades compactas no orientables. En [18],

Miller y Naylor demuestran teoremas análogos a los vistos en apartado 3.2, y estudian el caso

con frontera. En particular, dan una definición de cuerpo de compresión para 4-variedades. Lo

anterior indica que se puede extender la definición de posición delgada para 3- y 4-variedades

para incluir el caso no orientable.
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