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RESUMEN

La presente tesis utiliza los modelos matematicos de flujo bifasico incompresible en medios porosos
en dos dimensiones con el fin de desarrollar una herramienta practica para simular numeéricamente
la inyeccion de agua en yacimientos de hidrocarburos basada en los algoritmos IMPES Clasico e
IMPES Mejorado. EI modelo matematico se obtiene a partir de la formulacion axiomatica. La
discretizacion del sistema de ecuaciones resultantes se llevd a cabo mediante el método de
diferencias finitas para bloques centrados, que se deriva a partir de la forma conservativa de las
ecuaciones de balance. El sistema discreto, cumple con el principio de conservacion de las
propiedades extensivas del modelo para cada uno de los bloques en la malla. La relacion que existe
entre el algoritmo numérico y el principio de conservacion es una de las cualidades mas utiles de
este metodo.

Posteriormente se discuten y comparan los resultados que se obtienen tras ejecutar el algoritmo que
resuelve el modelo numeérico para flujo bifasico incompresible, bajo dos algoritmos numéricos
diferentes: Se trata del IMPES [1] (Implicit Pressure - Explicit Saturation) Clasico e IMPES
Mejorado [2]. En el IMPES Clasico se resuelve la ecuacion de presién con un esquema de
discretizacion en el tiempo implicito y la saturacion explicitamente considerando un mismo paso de
tiempo para ambas ecuaciones. Es importante sefialar que, este paso de tiempo debe ser lo
suficientemente pequefio para que este método sea estable. Por otra parte, en el IMPES Mejorado se
tiene un paso de tiempo diferente para la solucion de la ecuacion de la saturacion, con el objetivo de
controlar la variacion maxima de la misma y con ello estabilizar el método. Cabe sefialar que este
dato es proporcionado por el usuario. [3]. Se lleva a cabo una comparativa de rendimiento para los
casos unidimensional y bidimensional; mediante variaciones del solver de ecuaciones lineales,
tamafio de malla, propiedades de flujo como lo son permeabilidad relativa y presion capilar, también
se considera la anisotropia para el caso bidimensional. Esto con el objetivo de conocer cuantitativa
y cualitativamente los parametros numéricos para aplicar uno o el otro.
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1. Simulacién de Yacimientos
1.1 Introduccion

Un yacimiento petrolero es un medio poroso que contiene hidrocarburos [4]. El objetivo principal
de la simulacion de yacimientos es predecir el desempefio futuro del yacimiento y encontrar formas
y medios de optimizar la recuperacion de algunos de los hidrocarburos bajo diversas condiciones de
operacion [5]. EIl procedimiento general para predecir el comportamiento de un sistema es el
modelado. En este proceso, se construyen modelos que se utilizan para predecir el comportamiento
de un sistema. Un modelo de un sistema es un sustituto cuyo comportamiento imita el del sistema.
La simulacion implica cuatro etapas principales de modelado interrelacionadas [6]: establecimiento
de modelos fisicos, desarrollo de modelos matematicos, discretizacion de estos modelos y disefio de
algoritmos informéticos, y requiere una combinacion de habilidades de fisicos, matematicos,
ingenieros de yacimientos e informaticos.

Los modelos més utilizados en la actualidad son los modelos matematicos, ya que son los méas
versatiles y econdmicos. En aplicaciones especificas, los modelos matematicos consisten en codigos
de computadora que se adaptan facilmente para ajustarse a los cambios en las propiedades de los
sistemas. Ademas, los fundamentos y métodos de aplicacién de los modelos matematicos poseen
una notable unanimidad y generalidad conceptual. Estas caracteristicas tienen implicaciones
préacticas muy importantes, ya que conducen a grandes inversiones de esfuerzo y recursos.

Los modelos matematicos integran conocimientos cientificos y tecnolégicos con el propésito de
predecir el comportamiento del sistema. Por lo tanto, dicho conocimiento, se incorpora a los codigos
computacionales que las computadoras ejecutan en la utilizacion del modelo. En la actualidad, los
modelos matematicos basados en la simulacion numérica permiten el estudio de complejos sistemas
y fenébmenos naturales que de otro modo serian muy costosos, peligrosos o incluso imposibles de
estudiar mediante experimentacion directa.

1.2 Vista a la Simulacion de Yacimientos.
1.2.1 Métodos Analdgicos.

Antes de perforar, cuando los datos son limitados o no estan disponibles, el inico método que los
ingenieros de yacimientos pueden usar para realizar un analisis econémico es el de la analogia. En
este método, se utilizan yacimientos en la misma cuenca geol6gica o provincia o yacimientos con
propiedades petrofisicas similares para predecir el desempefio del yacimiento objetivo. Este método
se puede utilizar para estimar los factores de recuperacion, las tasas de produccién inicial, las tasas
de declinacion, el espaciamiento entre pozos y los mecanismos de recuperacion. EI método
analogico puede arrojar resultados confiables cuando se comparan dos yacimientos similares y se
utilizan estrategias de desarrollo similares. Sin embargo, el método sufre si se consideran diferentes
estrategias de desarrollo. Ademas, las sensibilidades de "qué pasaria si" no se pueden investigar.
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Una forma de analogia es la prueba de campo por etapas que proporciona las predicciones mas
confiables para las operaciones de recuperacion secundaria y mejorada. En este méetodo, los patrones
de pozos representativos en un campo que es candidato para la recuperacion secundaria 0 mejorada
se convierten en el nuevo proceso y se monitorea el rendimiento de la produccion. Los resultados
de la prueba de campo, que pueden tardar 1 o 2 afios en obtenerse, se aplican a los patrones de pozo
restantes y se puede predecir el rendimiento del campo. Las gerencias generalmente confian en las
decisiones tomadas sobre la base de los resultados de una prueba de campo por etapas.

1.2.2 Métodos Matematicos

Los métodos matematicos son los métodos clasicos de ingenieria de yacimientos mas utilizados en
la industria petrolera para predecir el comportamiento de los yacimientos, reproduciendo la fisica
de los fluidos involucrada en ello. Estos métodos incluyen balance de materia, curvas de declinacion,
métodos estadisticos y analiticos. En general, los procedimientos graficos o manuales son suficientes
cuando se aplican estos métodos. Sin embargo, con la mejora de las computadoras, muchos paquetes
de software para estos métodos ya estan disponibles. Aunque todas las bases tedricas tienen sus
limitaciones, existe una fuerte relacion entre estos modelos y la simulacién numérica

1.2.2.1 Balance de Materia

Particularmente los métodos Clasicos de balance de materia utilizan una representacién matematica
de un yacimiento o volumen del drene. El principio basico de este modelo se basa en la conservacién
de la masa; es decir, la cantidad de masa de agua, petréleo o gas que queda en el yacimiento despues
de un intervalo de produccion es igual a la diferencia de la cantidad de masa originalmente en el
lugar y que se extrajo del yacimiento debido a la produccion, méas la cantidad de masa afiadida
debido a la inyeccién y la invasién. EI método de balance de materia es simplemente un inventario
de todos los fluidos que entran, salen y permanecen en el yacimiento.

Las ecuaciones de balance de materia contienen gran parte de la fisica que gobierna la produccion de los
yacimientos de hidrocarburos. Sin embargo, la confiabilidad del anélisis de balance de materia depende de
la precision de los datos disponibles y del grado en que se cumplan los supuestos subyacentes.

1.3 Descripcion de la Simulacion de Yacimientos

La simulacion de yacimientos se ha convertido en una herramienta predictiva estandar en la industria
petrolera. Se puede utilizar para obtener predicciones de rendimiento precisas para un yacimiento de
hidrocarburos en diferentes condiciones de operacion. Un proyecto de recuperacion de hidrocarburos
generalmente involucra una inversion de capital de cientos de millones de dolares, y el riesgo
asociado con las estrategias de desarrollo y produccion seleccionadas debe evaluarse y minimizarse.
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1.3.1 Etapas de la Simulacion

La simulacion de yacimientos involucra cuatro etapas principales relacionadas entre si, la Figura 1.1
ilustra las etapas principales involucradas en el desarrollo de un simulador para ver su formulacion,
discretizacion, representacion de pozos, linealizacion, solucion y validacion [7]. En primer lugar, se
desarrolla un modelo fisico de procesos relevantes que incorpora la fisica clasica para describir las
caracteristicas esenciales de los fendomenos fisicos que estdn detrds del comportamiento de un
yacimiento. En segundo lugar, se desarrolla un modelo matematico mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales, parciales, no lineales, dependientes del tiempo y acoplado; las cuales
describen los fendmenos del modelo fisico conceptual. En tercer lugar, se derivay analiza un modelo
numérico con las propiedades basicas de los modelos fisico y matematico. En cuarto lugar, se
desarrollan algoritmos informaticos (y codigos) para resolver de manera eficiente los sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales y no lineales que surgen de la discretizacién numérica.

Cada una de estas etapas es esencial para la simulacion de yacimientos, y algunas veces es necesario un
ndmero de iteraciones entre estas etapas para ajustar los modelos fisicos, matematicos y numéricos y los
algoritmos informaticos para que se pueda obtener un pronéstico preciso del rendimiento del yacimiento.

1.4 Clasificacién de Simuladores de Yacimientos

Los simuladores de yacimientos se pueden clasificar desde diferentes perspectivas. Los criterios mas
comunes se basan en el tipo de fluidos de yacimiento que se estudian y los procesos de recuperacion
que ocurren en el yacimiento en cuestion. Otros enfoques incluyen el nimero de dimensiones (1D,
2Dy 3D), el nimero de fases (monofasica, bifasica y trifasica) y el sistema de coordenadas utilizado
en el modelo (rectangular, cilindrico y esférico) [8] . El tipo de simuladores de yacimientos también
se puede determinar por la estructura de la roca (ordinaria, doble porosidad/permeabilidad y
fracturamiento y flujo hidraulico/térmico acoplado). Los simuladores de yacimientos basados en la
clasificacion del tipo de fluidos de yacimiento incluyen simuladores de gas, aceite negro y
composicional. Los simuladores de aceite negro, son simuladores de recuperacién convencionales
y se utilizan en los casos en que los procesos de recuperacién no son sensibles a los cambios de
composicion en los fluidos del yacimiento. Los simuladores composicionales se utilizan cuando los
procesos de recuperacion son sensibles a los cambios de composicion e incluyen el agotamiento
primario de yacimientos de gas condensado y aceite volatil, operaciones de mantenimiento de
presion en estos yacimientos y procesos miscibles de contacto multiple. Los simuladores de
yacimientos clasificados mediante procesos de recuperacién incluyen la recuperacion convencional
(aceite negro), el desplazamiento miscible, la recuperacion térmica y los simuladores de inundacion
quimica. Los procesos primarios de recuperacion de aceite, como el empuje hidraulico, el empuje
por gas disuelto, la expansién del casquete de gas, el empuje por segregacion gravitacional y la
imbibicidn capilar, se pueden modelar con los simuladores de aceite negro.
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Ademas, las etapas de recuperacion secundaria, como la inyeccion de agua o gas, también se pueden
modelar con estos simuladores. Los mecanismos de recuperacion térmica implican inundaciones de
vapor o combustion in situ y utilizan una ecuacién de conservacion de energia, ademas de la ley de
conservacion de masa. Los simuladores de inundacién quimica incluyen inundacion alcalina,
surfactante, polimero y/o espuma y se pueden usar para cambiar la relacion de movilidad
dinamicamente en el desplazamiento (polimero) o movilizar el aceite residual (surfactante). Se deben
considerar efectos adicionales como la adsorcion en la roca, la reduccion de la permeabilidad y el
fluido no Newtoniano. La Figura 1.2 intenta resumir una clasificacion general de los simuladores de
yacimientos bajo posibles marcos de trabajo con la finalidad de explicar los atributos de los modelos
existentes y los tipos de simulacién que podrian realizarse con ellos, la Figura 1.2 busca definir seis
parametros de seleccion: Tipo de yacimiento, Nivel de simulacién, Tipo de simulacion, Tipo de fluido
en el yacimiento, NUmero de dimensiones y la geometria que se supone para el yacimiento.

Proceso de
simulacion
numeérica de
yacimientos

v
| |

[ Modelo Fisico ]**[ Modelo ]<—>[ Modelo Numérico ]4—*[ Modelo computacional ]
y

A

< N
[ formulacion Representacion Discretizacion Solucion _[ Validacion ]
’ de pozos
| | [ | \ 4
Proceso de EII_Z)P SI no EICUZC'O_”ES EICUEC'O_”GS Distribuciones de
recuperacion ineales a gel. ralcl:as a ?.e ralucas presion,
| no lineales Ineales saturacion y
| ! gastos de pozos
\ 4
y
Formulacion [ Linealizacion ]
multifase

Figura 1.1.Etapas de la Simulacion de Yacimientos.
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Tipo de yacimiento

<

No Fracturado

fracturado

Estudio de un pozo

Nivel de simulacion

Region de yacimiento

Tipo de Simulacién

7

CLASIFICACION
GENERAL DE LOS
SIMULADORES DE

YACIMIENTOS

Tipo de flujo

Escala completa del yacimiento

Gas

Aceite Negro

Geotérmico

Aceite volatil

Gas y Condensado

Inyeccion de Quimicos

Inyeccidn de Miscibles

Recuperacién Termica

Monofasico

Bifasico

Trifasico

Composicional

Cero

Numero de Dimensiones

Una

Dos

Tres

Coordenadas Cartesianas

Geometria

Coordenadas Cilindricas

Coordenadas Esféricas

Figura 1.2 Clasificacion General de los Simuladores de Yacimientos.
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1.5 Aplicacion de la Simulacion de Yacimientos
La simulacion de yacimientos generalmente se aplica en los siguientes pasos [1]:

Establecer objetivos de estudio. El primer paso en cualquier estudio de simulacion de yacimientos
es establecer objetivos claros y alcanzables. Estos objetivos compatibles con los datos de
yacimientos y produccion disponibles. Los objetivos se utilizan para establecer metas, definir la
estrategia bésica, identificar los recursos disponibles y determinar qué se aprendera del estudio.

Recopilar y validar datos de yacimientos. Una vez que se han establecido los objetivos de la
simulacion, se recopilan los datos del yacimiento y la produccién. Solo los datos requeridos para
cumplir con los objetivos del estudio deben incorporarse al modelo de simulacion.

Disefiar el simulador de yacimientos. Una vez recopilados y validados los datos, se disefia el
simulador. Este paso involucra las cuatro etapas principales interrelacionadas descritas anteriormente:
construccion de un modelo fisico conceptual, desarrollo de modelos matematicos y numéricos y disefio
de codigos de computadora. En este paso, el yacimiento se divide en mallas, como en la Figura 1.3 y
la Figura 1.4. Las propiedades de la formacion, como la porosidad, las permeabilidades direccionales
y el espesor de la zona productiva neta, se asignan a estas celdas de la malla. Las diferentes celdas de
la malla pueden tener diferentes propiedades del yacimiento; sin embargo, se supone que las
propiedades del yacimiento son homogéneas dentro de cada una celda del mallado.

Coincidencia histérica con el simulador de yacimientos. Una vez construido el simulador de
yacimientos, debe ajustarse, o compararse con el historial, con los datos disponibles de yacimientos
y produccidn, ya que es necesario verificar gran parte de los datos de un simulador tipico.

Hacer predicciones. En el paso final de aplicacion, se evalian varios planes de desarrollo y
produccion, y se lleva a cabo un analisis de sensibilidad de varios parametros de yacimiento y
produccion. Si bien la simulacién de yacimientos es el método mas completo, los métodos clasicos
de ingenieria de yacimientos aln se utilizan para predecir el rendimiento de yacimientos. Estos
métodos clasicos se pueden usar para generar datos de entrada para simuladores de yacimientos. Por
ejemplo, se puede emplear un analisis de acumulacion de presion para obtener la permeabilidad de
la formacion en la caracterizacién de yacimientos, y los métodos de balance de materia brindan
informacidn sobre la invasion de agua y el tamafio del acuifero durante la comparacion historica.
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-
-
-
I

Figura 1.4 Disposicion de los blogues de un Mallado Tridimensional para una Capa de Arena con Espesor
Variable, tomada de [1] .

El objetivo principal de cualquier estudio de simulacion es obtener conocimiento del yacimiento en
cuestion. En la mayoria de los estudios de simulacién, la mayor parte del conocimiento se obtiene
durante las fases de recopilacién de datos, coincidencia del historial de produccion y prediccion.
Durante las fases de recopilacion de datos y comparacion histérica, todos los datos relevantes del
yacimiento se recopilan, validan y sintetizan en un modelo de campo coherente. Este proceso
inevitablemente arrojara informacion sobre el yacimiento que se desconocia antes del estudio.
Durante la fase de prediccion, se pueden abordar las preguntas relacionadas con el yacimiento en
cuestion y se cumplen la mayoria de los objetivos del estudio.
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1.6 Objetivos Generales y Particulares.

1.6.1 Objetivo General

Desarrollar dos codigos numéricos con el objetivo de llevar a cabo una comparativa de rendimiento
computacional de los algoritmos “Implicito en Presion y Explicito en Saturacién” para resolver flujo
bifasico incompresible en medios porosos.

1.6.2 Objetivos Particulares

Investigar el modelo matematico y numerico del flujo bifasico incompresible.

Desarrollar los cddigos numeéricos necesarios en un lenguaje de alto nivel sencillo y portable
para resolver el flujo bifasico 1D y 2D, mediante los algoritmos IMPES e IMPES Mejorado.
Comparar los resultados del codigo con los resultados reportados en la literatura.

Comparar el rendimiento numérico-computacional de los cédigos.

1.7 Estructura de la Tesis

En el siguiente trabajo se desarrollan cuatro capitulos que se ordenan de la siguiente forma:

En el capitulo 2 se presenta una breve introduccion a los métodos de diferencias finitas,
también se da un repaso a los métodos numéricos para la solucion de sistemas ecuaciones
lineales directos e iterativos y una técnica de optimizacion implementado, matrices dispersas.
En el capitulo 3 se describe el modelado numérico de flujo bifasico incompresible en medios
porosos; abarcando la formulacidén axiomatica, seguido de la formulacién de flujo fraccional
para obtener las ecuaciones de presion y saturacion, finalmente se describe los algoritmos
IMPES Clésico e IMPES Mejorado.

Por otra parte, en el capitulo 4 se presenta la implementacién de los algoritmos antes
mencionados y se analizan los resultados numéricos obtenidos de estas implementaciones.
Por altimo, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones de este trabajo. Adicionalmente, se
incluyen cuatro anexos: EI Anexo A, en el que se indica la nomenclatura utilizada. EI Anexo
B contiene el desarrollo y aplicacion de la técnica de diferencias finitas con el que se desarrolla
el modelo numérico. EI Anexo C describe el modelo de pozo empleado para el modelo
numérico. El Anexo D revisa la implementacion del formato CSR para matrices dispersas.
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1.8 Justificacion

El algoritmo IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) se aplica a modelos de simulacion
que involucran ecuaciones de conservacion para simular el comportamiento del flujo de fluidos
en medios porosos, y es eficaz para reproducir el desplazamiento de fases inmiscibles,
especialmente en yacimientos de aceite, por lo que se vuelve adecuado en la simulacion de un
proceso de recuperacion secundaria de inyeccion de agua. También este método es simple de
configurar, eficiente de implementar, y requiere menos memoria computacional en comparacion
con otros metodos [9]. Aunque este método presenta dificultades de estabilidad y convergencia,
con pasos de tiempo demasiado grandes y con celdas demasiado pequefias; para el caso especifico
de dos fases no inmiscibles, éste describe con detalle las saturaciones dindmicas y perfiles de
presiones, porgue resuelve problemas que requieren exactitud temporal, por lo que puede describir
el movimiento de los fluidos, si, se seleccionan un paso de tiempo y un tamafio de malla adecuados.
Ademas, el requerimiento de un mallado fino en las regiones donde se tiene fuentes o sumideros
se vuelve innecesario debido al uso del modelo de pozos de Peaceman generalizado, lo cual reduce
variaciones que pueden arrojar malas predicciones de presiones promedio, y gradientes de presion
o0 saturacién, por lo que puede modelar debidamente los perfiles de produccién de fluidos
atribuidos a la inyeccion de agua y, su dependencia con la presion y saturacidn que existen en sus
vecindades. Cuando se considera un simulador bidimensional y un espesor pequefio con respecto
al area del yacimiento, un simulador basado en el IMPES puede simular adecuadamente los efectos
de barrido de aceite al inyectar agua. En la seleccion de pasos de tiempo adecuados se debe
considerar que incrementos muy grandes reduciran la calidad de los resultados, mientras que
incrementos demasiado pequefios incrementaran el tiempo de cémputo. Por otra parte, las dos
versiones mas utilizadas del algoritmo IMPES son: el IMPES Clésico y el IMPES Mejorado. Si
se utilizan mallas relativamente finas, en ambos métodos la mayor parte del tiempo de coémputo
se dedica al calculo implicito de la presién, por ello se debe hacer un anélisis para determinar el
desemperio de los solvers de ecuaciones lineales disponibles. Adicionalmente, de la mecanica del
flujo de fluidos en medios porosos se deduce que la presion cambia menos rapidamente en el
tiempo que la saturacion. Ademas, para el IMPES Clasico la restriccion de los pasos de tiempo se
usa principalmente en el calculo explicito de la saturacion, por lo que en esto difiere el IMPES
Mejorado, puesto que requiere un paso de tiempo mucho mayor para la presion que para la
saturacion, o bien dos pasos de tiempo diferentes. Por las razones previamente expuestas, se abre
paso la necesidad de estudiar los factores que intervengan en el desempefio de las variantes de los
algoritmos, para poder conocer los limites de su uso y saber cuando utilizar uno u otro,
aprovechando las bondades de un lenguaje de alto nivel (Python). En esta Tesis, primero se revisa
el IMPES Clasico y luego el IMPES Mejorado. Se presentan experimentos numéricos de ambos
algoritmos para comprobar su coste computacional y su estabilidad.
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2. Solucionadores de Sistemas Lineales
2.1 Introduccion

Para un simulador de yacimientos de petréleo con una cantidad de bloques de malla del orden de
100 000, alrededor del 80 % al 90 % del tiempo total de simulacion se dedica a la solucion del
sistema de ecuaciones lineales resultante [2]. Por lo tanto, la eleccion de un solucionador lineal
rapido es crucial en la simulacién de yacimientos. En general, la matriz de coeficientes del sistema
de ecuaciones que surge en la simulacion numerica de yacimientos es escasa o rala, altamente
asimeétrica y mal condicionada. Si bien es escasa, su estructura bandeada generalmente se ve afectada
por pozos que perforan muchos blogues de malla, o por una estructura de malla irregular. Ademas,
la dimensién M de la matriz a menudo oscila entre cientos y millones. Para la solucion de tales
sistemas, los algoritmos basados en los subespacios de Krylov son una buena opcién. Tres de estos
algoritmos iterativos lideres son el CGN (la iteracion de gradiente conjugado), GMRES
(minimizacion residual en un espacio de Krylov) y BICGSTAB (un método de biortogonalizacion
adaptado de la iteracion de gradiente biconjugado). Estos tres algoritmos difieren fundamentalmente
en sus capacidades. Se pueden construir ejemplos de matrices para mostrar que cada tipo de iteracién
puede superar a los demas por un factor del orden de M x M [10]. Ademas, estos algoritmos a
menudo necesitan un preacondicionamiento. El alcance de este trabajo no profundiza en los
algoritmos del subespacio de Krylov y sus versiones preacondicionadas, sino que se proporcionan
algunas pautas sobre la eleccion de un algoritmo adecuado para un problema dado.

2.2 Método de Diferencias Finitas

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) derivadas durante la etapa de formulacion, si se
resolvieran analiticamente, darian la presion del yacimiento, las saturaciones de fluidos y los
caudales de los pozos como funciones continuas de espacio y tiempo. Sin embargo, debido a la
naturaleza altamente no lineal de las EDP, no pueden utilizarse técnicas analiticas y las soluciones
deben obtenerse con métodos numéricos. En contraste con las soluciones analiticas, las soluciones
numéricas dan los valores de presion y saturacion de fluidos solo en puntos discretos del yacimiento
y en tiempos diferentes. La discretizacion es el proceso de convertir las EDP en ecuaciones
algebraicas [1]. Se pueden utilizar varios métodos numéricos para discretizar las EDP; sin embargo,
el enfoque méas comun en la industria petrolera actual es el método de las diferencias finitas. El
enfoque de diferencias finitas més utilizado se basa esencialmente en la expansion de las series de
Taylor y desprecia los términos que se consideran pequefios cuando se consideran pequefias
diferencias en los parametros espaciales. Esta forma expandida es un conjunto de ecuaciones
algebraicas. ElI método de los elementos finitos, en cambio, utiliza diversas funciones para expresar
las variables en las Ecuaciones Gobernantes. Estas funciones conducen al desarrollo de una funcion
de error que se minimiza para generar solucién a las Ecuaciones Gobernantes. Basicamente desde
este punto de vista, el método de elementos finitos no debe considerarse como un método diferente.

20



Capitulo 11 Solucionadores de Sistemas Lineales

Su vertiginosidad reside Unicamente en su capacidad para utilizar mallas irregulares y no inicamente
mallas ortogonales [11]. En el capitulo anterior se describio el concepto de una malla, sin embargo,
es importante mencionar como se estructura para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente.
Existen dos principales tipos de mallados estructurados y ortogonales para el caso de utilizar
Diferencias Finitas o Volumen Finito. El primero es el mallado de puntos distribuidos (Point-
distributed grid), Figura 2.1a), y en esta malla se resuelven las ecuaciones en los vértices o esquinas
de la malla. El segundo tipo de mallado es de celdas o bloques centrados (Block-centered grid) y en
esta malla se resuelven las ecuaciones en los centros de los volumenes de control, Figura 2.1b). Para
llevar a cabo la discretizacion, se escribe una EDP para un punto dado del espacio en un nivel de
tiempo determinado.

[ AN N NN BN

L I BN B NN J

[ I NN B NN J

o 60|00

| I BN BN B
a) Malla de Puntos Distribuidos b) Malla de Blogues Centrados

Figura 2.1 Tipos de Mallado.

Las diferencias finitas representan un papel importante al momento de realizar una aproximacién de una
derivada; pues, una diferencia finita consiste en una aproximacion de las derivadas parciales por
expresiones algebraicas con los valores de la variable dependiente en un limitado nimero de puntos
seleccionados, es decir, gracias al teorema del valor medio del célculo diferencial es posible comprender
lo que significa una derivada numérica de una funcion, Figura 2.2, mientras que el polinomio de Taylor
es una aproximacion polinémica de una funcién que se puede derivar hasta n veces, es decir que es una
suma infinita de las derivadas de orden n de la funcion evaluadas en un punto concreto.
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fG—h)

f&xi— h)

v

xl-—h X .X'i+h,

Figura 2.2. Diferencias Finitas a partir del Calculo Infinitesimal.

Pueden obtenerse tres formas de diferencias finitas a partir de la expansion en series de Taylor:

e Diferencias progresivas o adelantadas :f (x; + h)
e Diferencias regresivas o atrasadas: f (x; — h)
e Diferencias centrales utilizando una combinacién de la expansion en series de las anteriores.

Para deducir las diferencias se utiliza una expansion de las series de Taylor, la cual indica que
cualquier funcion evaluada alrededor de un punto a puede expandirse en una serie polinébmica dada
por la siguiente ecuacion [12]:

P(x) = Z XD g 1)
por lo que una expansion de Taylor para la funcién f(x),alrededor de un punto x; esta dado por la
sustitucion de f(x) en (2.1):

-t + L ey bt DS e

f@>=f@o+f%mxx—ﬂ)+f§?)

esta ecuacion se usa principalmente para la aproximacion de derivadas en problemas de flujo de
fluidos en medios porosos para lo cual se considera una funcion p(x;, x,,t).
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2.2.1 Diferencias Finitas de Primer Orden
2.2.1.1 Diferencias Finitas Progresivas o Adelantadas

Para diferencias finitas progresivas de la ecuacion (2.2) al considerar x = x; + htoma la siguiente
forma:

fOq + h)=f0x)+f )l + h —x) +f”(,Xi) (i + h —x;)?

f”( D)

fOq + h)=fx)+f'(x)(h) + (h)?

despejando la derivada de primer orden en la ecuacion

flOg + h)— f(x) f”(x)

h (h)? = /()

o+ h) = fo) _fG)
fx) = - =

para esta ecuacion el error de truncamiento se asocia al término cuadratico de la serie de Taylor
f""(x;)h? /2!y se considera despreciable, por lo que la ecuacion puede representarse como:

f,(xi) — f(xi + hh) - f(xi) 2.3)

2.2.1.2 Diferencias Finitas Regresivas

Para diferencias finitas regresivas de la ecuacién (2.2) al considerar x = x; — h toma la siguiente
forma:

£ (x)

fx; — h)=f(x)+f (x)(x; — h —xi)+T(xi — h —x;)?
PO = h) = FGe) + £Ga) (= )+ 5 (e
f”( l)

f(xl - h)_f(xl)+f(xl)( h')+

fGi = h) = f(x)
(=h)

por lo que la diferencia finita regresiva queda como:

= f'(x;)

f ( 1) — f(xl) f(xl - h) 2.4)
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2.2.1.3 Diferencias Finitas Centrales

Las expansiones para f(x; + h)y f(x; — h) son:

f(x; + h) =f(xl.)+f’(xi)(h)+f ("xl)

(h)?

PO = h) = FG) = F/G)(h) + 1)

restando ambas ecuaciones se tiene:

fxi+ h)—f(x; — h)

= FG) + £ () + T (e - <f(x) Fraeon) + L2

f”( i) f”( D,

=fG) + f'x)(h) +——(h)* = fCx) + f'(x)(h) -

flxi + h)—f(xi — h)=f"(x)(h) + f'(x)(h)
fOi+ h) = fli— h)=2f"(x)(h)
finalmente se tiene que la diferencia finita centrada es:

fxi+ h)—f(xi— h)
2h

fix) =

)

(2.5)

cabe sefialar que como los términos de las derivadas de segundo orden se cancelaron, el error de
truncamiento para la diferencia centrada es de orden cubico, por lo que es mas exacta que las

diferencias progresivas y regresivas.
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2.2.2 Diferencias Finitas de Segundo Orden
2.2.2.1 Diferencias Finitas Centrales

Para obtener la diferencia centrada de segundo orden se utilizan las expansiones para

fOi + R)yYyflx — h):
flxi + h)=f)+f(x)(h)+ (h)?

PO = h) = FG) = F/G)(h) + 1)

f ()
21

sumando las ecuaciones anteriores:
flx; + h)+f(x; — h)
= FOa) + £ () + I (2 4 p ) - ey + 100

PO + h) 4 £ = h) = 2£ G + 22 (2

f"( xi)

despejando la derivada de segundo orden se llega a:

fOa + W)+ f0q = h)=2f(x) _ f7(x)

2h2 Y (29)

2.2.3 Diferencias Finitas para Bloques Centrados

Como se sefial6 anteriormente, existen dos tipos de mallas ampliamente utilizadas en la simulacién
de yacimientos. Las ecuaciones en diferencias finitas tienen la misma forma para ambas mallas,
ademas el error de truncamiento es el error en el que se incurre al reemplazar una ecuacion
diferencial por una ecuacién en diferencias numéricas. Generalmente el esquema utilizado para
problemas bidimensionales es el esténcil de cinco puntos. Para los puntos en las fronteras del
dominio, se involucra un nodo ficticio o nodo fantasma fuera del dominio. Los valores de p en estos
puntos se eliminan segun el tipo de malla y las condiciones de frontera que se emplee. Para poder
hablar de las diferencias finitas para blogques centrados se debe analizar el caso especial para

discretizar la siguiente ecuacion:
9 (,9f (x)
0x 0x @n
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@
@

Figura 2.3 Esquema de un esténcil de cinco puntos.

En los problemas de flujo en medios porosos es usual utilizar diferencias centrales debido a su
mayor exactitud al momento de resolver los problemas en comparacion con las diferencias
progresivas y regresivas.

A la ecuacion (2.7) se le puede aplicar un cambio de variable donde

0
U=1 f(x) 28)
dx
por lo que se tiene:
d af (x dU(x
0 (L 9f()) _ U 29)
0x 0x 0x
Para resolver en diferencias finitas (2.9), se expande la funcion con polinomios de Tayloran = 1
. hx . . . hx
considerando nodos centrados donde x = x; + ~ Ppara diferencias progresivasy x = x; — -
Ax = hz—x para diferencias regresivas, quedando de la siguiente forma respectivamente:
hx dU(x;) hx
4 —) = . - (2.10)
U(xl+ 2) U(x;) + 2
hx dU(x;) hx
) = Y — - (2.11)
v (xl 2 ) Vo) =57
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despejando U (x;):

hx\ 0U(x;) hx
N = 4 )= — (2.12)
UGx) U(xl + 2) ox 2
hx\ 0U(x;) hx
N = - = — (2.13)
Ula) = U (xl 2 ) + ox 2
igualando (2.12) y (2.13) se tiene que :
hx\ 0U(x;) hx hx\ 0U(x;) hx
4 ) - = - = - 2.14
U(xl+2) ax 2 U(xl 2)+ ax 2 e
desarrollando se tiene que:
5 oU(x;) hx B U( N hx) U( hx)
ax 2z T\ T T
hx hx
U(x) U (xi + T) -U ("i B T) (2.15)

ox hx

se sustituye ahora (2.8), es decir se retorna del cambio de variable y se iguala su nuevo valor (2.15)
en (2.9) y se tiene:

hx hx
h of | x; + h dlx; — =
o/ ) A+ Tx)—( o 2)—l(xi _TX)—( yr: 2) 216
2 (a0 L)
hx
para simplificar el desarrollo y evitar confusiones (2.16) se reescribe como:
af af
Lt (55), e =1 (55)
af(Xl) xitlg \Ox ) yhe Tt \Ox) (27)
(A( 2 ) ; hx ;
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retomando las diferencias finitas regresivas y progresivas (2.3) y (2.4) respectivamente y
sustituyendo en (2.17) se llega a:

fGai + hye) = f(x) fG) = fl = hy)
A hx - hx
af(xl)) B XHhT ( hye >xi+hz_x xi_hT ( Py w >xi_% (2.18)
ax ) hx

g y)
a( (x)
finalmente reescribiendo (2.18) :

2
R

(f(xi + hye) — f(xi))—

X
*ito

2
ﬂ(“xi) h_xf(xi) —f(x — hy) (2.19)

ax ) hx|hy,

af(xi)) 1 l 2

2.2.4 Derivadas Temporales a partir del Esquema 0

Para poder discretizar la parte temporal de una ecuacion, el esquema de diferencia mas simple seria
reemplazar las derivadas parciales en el espacio por una diferencia finita en el tiempo t™ y oF(S)/ot
por una diferencia hacia adelante. EI esquema resultante es una diferencia central en el espacio y
una diferencia hacia adelante en el tiempo, y se llama el esquema de Euler hacia adelante, la cual
podria resolver la parte espacial de manera explicita para f(x)"*1, sin embargo, este tipo de
esquema conduce a problemas de estabilidad, por otra parte, si la derivada parcial espacial se
sustituye por una derivada numérica en el tiempo t"*1, a medida que se pasade n an + 1, se
define £ (x)™*! implicitamente y se denomina esquema de Euler hacia atras. En cada nivel de tiempo
t™*1 un sistema lineal de ecuaciones algebraicas debe ser resuelto. Entonces si se considera:

TED _ e 220

se pueden generalizar ambos esquemas en un esquema numeérico tal que:

Lol = P (™ + (1 - OF ()" @2

At

donde para 6 = 0, se tiene un esquema explicito F(f)", para 8 = 1, se tiene un esquema implicito F(f)™*?,
y para§ = 1/2, se tiene el esquema conocido como de Crank-Nicolson [F(f)™*! + F(f)"] 1/2
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2.3 Algoritmos para resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales

Se ha visto que una aplicacion de métodos de diferencias o elementos finitos a un problema
estacionario 0 a un esquema implicito para un problema transitorio produce un sistema lineal de
ecuaciones de la forma:

Ax=8B (2.22)

donde A es una matriz M x M. En general, la matriz A que surge en la simulacion numérica de
yacimientos es escasa, altamente asimétrica y mal condicionada. Su dimension M a menudo oscila
entre cientos y millones. Para la solucion de sistemas de este ultimo tamafio, los algoritmos del
subespacio de Krylov son una buena opcién. Se consideran los algoritmos basados en métodos
iterativos y directos para resolver (2.22) para varios tipos de matriz A.

Estos algoritmos se estudian primero para una matriz tridiagonal y luego se extienden a una matriz dispersa
general. Los algoritmos iterativos CG (gradiente conjugado), GMRES (residuo minimo generalizado) y
BICGSTAB (gradiente biconjugado estabilizado) se analizan. La discusion de estos algoritmos, es de su
aplicabilidad general. También se proporcionan algunas pautas sobre la eleccion de un algoritmo adecuado
para un problema dado. Los algoritmos del subespacio de Krylov a menudo son indtiles sin un
precondicionamiento. Por lo tanto, las versiones precondicionadas de estos algoritmos y la eleccion de
precondicionadores también se estudian brevemente. Las consideraciones précticas para la eleccion de
precondicionadores en la simulacién de yacimientos se analizan en este estudio también.

2.3.1 Métodos Directos e Iterativos

Los métodos clésicos de solucion se suelen clasificar en directos o iterativos. Los métodos directos
de resolucion de sistemas lineales de ecuaciones son aquellos que permiten obtener la solucidn
después de un numero finito de operaciones aritméticas. Este nimero de operaciones es, obviamente,
funcién del tamafio de la matriz. Si los ordenadores pudieran almacenar y operar con todas las cifras
de los numeros reales, es decir, si emplearan una aritmética exacta, con los métodos directos se
obtendria la solucion exacta del sistema en un namero finito de pasos. Puesto que los ordenadores
tienen una precision finita, los errores de redondeo se propagan y la solucion numérica obtenida
siempre difiere de la solucion exacta. La cota del error, para una matriz y término independiente
dados, se asocia por lo general al nimero de operaciones de cada método. Se pretende, por lo tanto,
obtener métodos con el minimo nimero de operaciones posible. Otra particularidad de los métodos
directos es que siempre conducen, después de ciertas operaciones, a la resolucion de uno o varios
sistemas con solucion inmediata. Es decir, sistemas donde la matriz es bandeada o triangular. Los
métodos para sistemas de resolucion inmediata son, de hecho, métodos directos.
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Una clasificacion habitual de estos procedimientos de resolucion es aquella que considera que los
mismos pertenecen a una de las dos categorias siguientes: métodos de eliminacion y métodos de
descomposicion. Un metodo iterativo es un método que progresivamente va calculando
aproximaciones a la solucion de un problema. En Matematicas, en un método iterativo se repite un
mismo proceso de mejora sobre una solucion aproximada: se espera que lo obtenido sea una solucién
mas aproximada que la inicial. El proceso se repite sobre esta nueva solucién hasta que el resultado
mas reciente satisfaga ciertos requisitos. En los métodos iterativos se puede suspender el proceso al
término de una iteracion y se obtiene una aproximacion a la solucion.

Un método iterativo consta de los siguientes pasos.

1 Inicia con una solucién aproximada (Semilla).

2 Se ejecuta una serie de calculos para obtener o construir una mejor aproximacion partiendo
de la aproximacion semilla. La formula que permite construir la aproximacién usando otra
Se conoce como ecuacion de recurrencia.

3 Serepite el paso anterior, pero usando como semilla la aproximacion obtenida.

En las siguientes subsecciones se abordan los métodos directos e iterativos de mayor uso en la
simulacion de yacimientos.

2.3.2 Algoritmo de la Descomposicion LU

La técnica de descomposicion LU es una clase de método de eliminacion, cuyo principal recurso es
que el paso de la eliminacidn que toma mucho tiempo se puede formular de tal manera que involucre
Unicamente operaciones con la matriz de coeficientes A [13]. Por esto, es muy adecuado para
aquellas situaciones donde se deben evaluar muchos vectores B del lado derecho para un solo valor
de A. Aungue hay muchas formas de hacer esto, no obstante, el analisis muestra cémo el método de
eliminacion de Gauss se implementa como una descomposicion LU. Del mismo modo, si se
considera una matriz tridiagonal, se observa que siguiendo los mismos pasos podemos llegar al
algoritmo de Thomas, que se describe con mayor detalle en la siguiente subseccion. Si se considera
al sistema (2.22) como una matriz tridiagonal, para este tipo de sistema, ningun algoritmo iterativo
conocido puede competir con la eliminacion directa, luego entonces una matriz de coeficientes A
definida positiva, tiene una Unica factorizacion LU [14]. Los métodos de descomposicién LU
separan el tiempo usado en las eliminaciones para la matriz A de las manipulaciones en el lado
derecho B. Una vez que A se ha factorizado, los multiples vectores del lado derecho B se pueden
evaluar de manera eficiente. La matriz de coeficientes se descompone en los fatores LU como sigue:

A=LU (2.23)
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donde L = {li,j} es una matriz M x M triangular inferior, es decir, [;; = 0,sij > i,y U =
{u;;} esunamatriz M x M triangular superior, es decir, u;; = 0,sij < i.

(4P AE 0 0 0 0 0 0 o [ Di ) ( BiN
AW AP AE 0 0 v e 0 0 pi B;
0 AW AP AE 0 - o 0 0 Pi B;
0 0 AW AP 0 0
A = 0 0 0 0 0 =
0 0 0
0
0 0 0 0 0 0 AW AP AE
W 0 0 0 0 0 0 Aw 4P ) | pn | Bx

Figura 2.4 Matriz Tridiagonal.

Para la matriz tridiagonal especial bajo consideracion, se busca que las matrices L y U tengan la
forma

ar 0 0 0 0 0 0 0 0)

AW I, 0 0 0 0 0

0 AW L 0 0 0 0

0 0 AW I 0 0
L=1]o0 0 0 0 0
0 0 0

0

0 0 0 0 0 0 AW Iy, O

0 0 0 0 0 0 0 AW Iy

- S

Figura 2.5 Matriz Triangular Inferior L.
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0 1 w; 0 0 0 0

0 0 1 w; 0 0 0

0 o0 0 1 0 0
U=1]o 0 0 0 0
0 0 0

Figura 2.6 Matriz Triangular Superior U.

Tenga en cuenta que la diagonal inferior de L es la misma que la de A, y en la diagonal principal de U,
todos sus elementos son unos. Ahora que se tiene la identidad (2.23) el sistema (2.22) se puede expresar
en dos sistemas triangulares, superior e inferior, utilizando las matrices U y L, respectivamente. Es decir,

UX—D=0 (2.24)
Lx—B=0 (2.25)
tal que al efectuar las reglas de multiplicacion entre matrices sé satisface que:

LU =A (2.26)

LD =B (2.27)

Una estrategia de dos pasos para obtener soluciones se basa en las ecuaciones (2.24), (2.25), (2.26), y
(2.27), (véase Figura 2.7) [13]:

1. Paso de descomposicion LU. A se factoriza o “descompone” en las matrices triangulares
inferior Ly superior U

2. Paso de la sustitucion. L y U se usan para determinar una solucion x para un lado derecho
B. Este paso, a su vez, se divide en dos. Primero, la ecuacion (2.27) se usa para generar un
vector intermedio D mediante sustitucion hacia adelante. Después, el resultado se sustituye
en la ecuacion (2.24), la que se resuelve por sustitucién hacia atras para x.
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Algoritmo para la Descomposicion LU

Dados ny a; ; I3k, O ugy

fork = 1,2,..n:

k-1
ek Uik = a;j — E Lk Ui
1

forj=k+1,k+2,..n
fori=k+1,k+2,...n:

k-1

U = <ai,j - 21 lkkukk>/lkk
k-1

lig = <ai,j - 21 lkk“kk)/ukk

Figura 2.7 Algoritmo de Descomposicion LU, tomada de [42].

2.3.3 Algoritmo de Thomas

El Algoritmo de Thomas es un método directo muy utilizado, particularmente para problemas de
flujo monofésico unidimensional, la matriz A es tridiagonal, Figura 2.4.

El sistema tridiagonal de este tipo puede resolverse mediante un algoritmo de eliminacion directa o
mediante un algoritmo iterativo. Para este tipo de sistema, es muy comun utilizar el algoritmo de
Thomas. Dicha matriz generalmente se obtiene de la discretizacion por diferencias finitas y que da
origen a la ecuacion general:

APx; = AEiXi 1 + AWX;_1 + B; i=1273,..,n (2.28)

en un Algoritmo de Thomas 6 TDMA, se supone primero una sustitucion hacia adelante,
X; = PXiy1 +Q; (2.29)
donde P; y Q; se conocen como relaciones de recurrencia, evaluando la ecuacion (2.29) parai =i — 1:

Xi—1=P_1X; + Qi (2.30)
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sustituyendo la ecuacion (2.30) en la ecuacion (2.28), se obtiene:
AP;x; = AE;xi41 + AW[Pi_1x; + Qi_1] + B; (2.31)
despejando a x;:

AE; AW;Q;_, + B
12 X + I¥i—1 1A
[AP, — AW;P,_4] "' " [AP, — AW;P;_4]

X =

(2.32)

igualando las ecuaciones (2.32) y (2.29), después de algunos pasos algebraicos se obtienen las
relaciones de recurrencia

P, = A, (2.33)
© o [AP - AWP_4] '
0, = AW;Q;—1 + B; 20
[AP; — AW;P;_,]
los valores de P; y Q;, (i = 1, AW; = 0) son dados por:
p, = 25 (2.35)
L7 Ap, '
Q= AP, (2.36)
de igual manera los valores para las relaciones de recurrenciaeni =n (i = n, AE, = 0):
K =0 (2.37)
Qn =%, (2.38)

y finalmente, para calcular el valor de las incognitas X se hace una sustitucion regresiva,
comenzando por calcular el valor de x,, y después se utiliza la ecuacion.
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Algoritmo de Thomas

Dados APy, AEy, AW, y B, establecer:

p _AEo
™ ap,
B

Qo = AP,

fori=1,2,...,n:

AE;

P, =
" [AP;— AWP;_4]

_ AW;Q;_1 + B;

Q;
' [AP; — AW P;_4]

Qn—l = 7n—1

i=n-—-2

while i # — 1

Xi1=Pi_1X; + Qi1

Figura 2.8 Algoritmo de Thomas 1D.
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2.3.4 Gradiente Conjugado (CG)

En matematicas, el método del gradiente conjugado es un algoritmo para resolver numéricamente
los sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices son simétricas y definidas positivas. ES un
método iterativo, asi que se puede aplicar a los sistemas dispersos que son demasiado grandes para
ser tratados por métodos directos como la descomposicion de Cholesky. Tales sistemas surgen
frecuentemente cuando se resuelve numéricamente las ecuaciones en derivadas parciales.

El método del Gradiente Conjugado se puede utilizar también para resolver los problemas de
optimizacion sin restricciones como la minimizacion de la energia.

El método del Gradiente Biconjugado proporciona una generalizacion para matrices no simétricas.
Varios métodos del Gradiente Conjugado no lineales buscan los minimos de las ecuaciones no
lineales. Se debe tener en cuenta que el numero de condicion de la matriz A esta definido por:

cond(4) = [|AIIA~] (2:39)

donde ||A]| es la norma matricial de 4 inducida por una norma ||-|| sobre R (por ejemplo, la [? —
normal|||, en R™: ||v]l, = (XM, |v;|2)Y/2, v = (v, v,,...,v)).Aqui se entiende que cond(A) es
infinito si A es singular. La matriz A en el sistema (2.22) que surge de la discretizacion de elementos
finitos estandar de un problema eliptico de segundo orden, por ejemplo, tiene un numero de
condicion proporcional a h — 2 [15, 16] cuando h — 0, donde h es el tamafio de malla espacial.
La practica habitual para obtener la solucion de un sistema a gran escala es utilizar un algoritmo
iterativo.

Esta més alla del alcance de esta tesis proporcionar incluso una breve introduccion a todos los
algoritmos iterativos disponibles para la solucion del sistema (2.22). Durante el desarrollo de la
simulacion de yacimientos se analizaron algunos algoritmos iterativos simples, como el punto fijo
y el bloque de Jacobi, Gauss-Seidel y los algoritmos de sobre relajacion sucesiva (SOR) aplicados
a la simulacion de yacimientos en el entorno de diferencias finitas [17, 18]. En este capitulo, se
revisan los algoritmos del subespacio de Krylov para sistemas lineales. Los dos algoritmos de este
tipo que se estudian con poco detalle son los algoritmos CG y GMRES. El algoritmo CG fue
introducido como un algoritmo directo [19]. Ha tenido un amplio uso como algoritmo iterativo y,
en general, ha reemplazado a los algoritmos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR. A diferencia
de los algoritmos iterativos estacionarios, los algoritmos del subespacio de Krylov no tienen una
matriz de iteraciones. Minimizan, en la iteracion k-ésima, alguna medida de errores sobre el espacio
afin donde x° es una estimacion inicial de (2.22) y #* esta definido por

x° + Kk (2.40)
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donde x° es una estimacion inicial de (2.22) y K* esta definido por
Kk = (r%Ar°,..., A1), k>1 (2.41)
el r¥ residual para la k-ésima iteracion de x* es
rk=B—-Ax", k>0 (2.42)

si A es definida positiva simétrica, se deduce un producto escalar { -, ) sobreRM:

M
(v,w) =vTAw = Z V;0;W; v,w € RM (2.43)
ij=1

la norma ||-|| 4, correspondiente a (- ,- ) es la norma energética
Fla = (v, w) /2 (249
sobre x° + F*. Note que si f(x*) es el valor minimo en RM, entonces
Vf(x*)=Ax*—B =0 (2.45)

es decir, x* es la solucién.

Dado x°, CG busca aproximaciones sucesivas x© de la forma:
Xt =21 + ap_dF? k=1,2,..., (2.46)

donde d*~1 es una direccion de busqueda y aj_; es una longitud de paso. Una vez que se encuentra
d*=1, a,_, es facil de calcular a partir de la propiedad de minimizacion de la iteracion:

df(f"""1 + ak_ld"‘l)
da

=0 (2.47)

a=qg—1

se supone que las direcciones de busqueda d*~* satisfacen la condicion de conjugacion A

(d) adk2 =0 sik, # k, (248)

La implementacion habitual de CG refleja la propiedad de minimizaciony la condicion de conjugacion
A. Laentrada para el algoritmo CG es la iteracion inicial x°, que se puede sobrescribir con la solucidn,
el lado derecho B y la matriz de coeficientes A (o una rutina que calcula la accion de A en un vector).
Entonces este algoritmo para la solucion de (2.22) se puede definir como en la Figura 2.9. La propia
matriz A no necesita formarse ni almacenarse; solo se requiere una rutina para productos matriz-vector.
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Por esta razon, los algoritmos del espacio de Krylov suelen denominarse algoritmos sin matriz. Se
puede comprobar que el algoritmo CG da, en ausencia de errores de redondeo, la solucion exacta
después de un maximo de M pasos; es decir.,

Ax* = B, k<1 (2.49)

en la préctica, el nimero requerido de iteraciones es a veces menor que M. De hecho, para una
tolerancia dada e > 0, para satisfacer:

||x - xk||A < ellx- x°||A (2.50)

basta elegir k tal que [20]:

1 2
k > Ew/cond(A)ln (E) (2.51)

por lo tanto, el nimero requerido de iteraciones para el algoritmo CG es proporcional a /cond(A)
Como es de esperarse en en una aplicacion tipica de elementos finitos a un problema estacionario.
El problema es que los sistemas de ecuaciones algebraicas que surgen de la discretizacion de las
ecuaciones gobernantes en la simulacion de yacimientos tienen propiedades especiales.

Algoritmo CG
Dada x° se establece r® = B — Ax° y d® = r°
for k = 1,2,..., determinar x* y d*

(rk—l)Trk—l
(de1, dk—1)

Ek — fk—l + ak—ldk_l

g1 =

rk = k=1 — g, d*1

(rk)Trk
Br-1 = Gy

d* = r* + B d*1

Figura 2.9 Algoritmo CG, adaptada de [2].
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Las matrices de coeficientes (rigidez) de estos sistemas son escasas, pero no simétricas e indefinidas.
Si bien es escasa, su estructura natural en bandas generalmente se ve afectada por pozos que perforan
muchos bloques de malla y/o por una estructura de bloque de malla irregular. Para tales sistemas, el
algoritmo CG puede sufrir un deterioro severo en el rendimiento.

2.3.5 Algoritmo BICGSTAB

Los Algoritmos CG y GMRES son algoritmos del subespacio de Krylov que se basan en alguna
forma de ortogonalizacion de los vectores de Krylov para obtener una solucién aproximada. Esta
seccion considera una familia de algoritmos del subespacio de Krylov que, en cambio, estan
definidos por un enfoque de biortogonalizacion [21].

Estos algoritmos son métodos de proyeccion que son intrinsecamente no ortogonales. Tienen
algunas propiedades atractivas, pero son mas dificiles de analizar tedricamente. EI método mas
antiguo de este tipo es el algoritmo BCG (gradiente biconjugado) [21]. BCG no aplica un principio
de minimizacion; en cambio, el residuo k-ésimo debe satisfacer la condicion de biortogonalidad

() 'v=0 wveRk (2:52)
donde el espacio de Krylov K* de AT esta definido por:
Kk = (r%ATr°, ..., (A" 1r%) (2.53)

Un problema con BCG es que se necesita un producto de vector transpuesto, que en el mejor de los
casos requerira programacion adicional y, en el peor de los casos, puede no ser factible. Un remedio
para este problema es el algoritmo CGS (gradiente conjugado al cuadrado) [22]. CGS reemplaza el
producto de vector de transposicion con un producto de vector de matriz adicional y se basa en
elevar al cuadrado el polinomio residual. Un problema con este enfogque es que pueden acumularse
errores de redondeo sustanciales. BICGSTAB [23] fue desarrollado para superar esta dificultad y
suavizar la convergencia de CGS; Figura 2.10. No existe una teoria de convergencia para
BICGSTAB. La iteracion puede fallar en los pasos que calculan los coeficientes ay_, Y Bx—1. El
costo en almacenamiento y en operaciones de punto flotante por iteracién permanece acotado en
toda la iteracion. Una sola iteracion requiere cuatro productos escalares. En el caso de que se
necesiten muchas iteraciones de GMRES y un vector de matriz producto es rapido, BICGSTAB
puede tener un costo promedio por iteracion mucho mas bajo que GMRES. La razon es que el costo
de la ortogonalizacion en el dltimo algoritmo puede ser mucho mayor que el del producto matriz-
vector en BICGSTAB si la dimension del espacio de Krylov es grande.
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Algoritmo BIiCGSTAB

Dada x° se establece r® = B — Ax° y d® = r°; #° aleatorio

fork = 1,2,... determinar x* y d*
(rk)Tf.O
%=1 = (aq-1)T70

x5t =X+ ag_, Ad*!

B (7’5—1)’[‘}]2(_1

w _ =
T (e ) amk

X=X+ e d* N+ w0 X5

k — 5k

-1 —k-1
=X; T T WX

r

By = ()0 ay_y
k-1 = 7 k—INT @
(DT w,_,

dk = rk + ,Bk_l(dk_l — wk_lAdk_l)

Figura 2.10 Algoritmo BiCGSTAB, adaptada de [2].
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2.3.6 Algoritmo GMRES

Se sabe que el algoritmo GMRES es un algoritmo muy eficiente para resolver sistemas no simeétricos
dispersos generales [24, 25].

La k-ésima iteracion de GMRES es la solucién al problema de los minimos cuadrados

min ||B — Ax
Jmin I Il (2.54)

suponga que uno tiene una proyeccion ortogonal V* sobre . Entonces cualquier z € K* puede
ser representado por:

i
Vi

=1

paraalgunos q = (q1, 92,---,qx)" € R¥, donde v* es la i-ésima columna de V*. Colocar
x—x° =Vkq (2.56)
para algin q € R¥, ya que:
B —Ax =B — Ax° — AVkq =% — AVkq (2.57)
el problema (2.54) se puede convertir al problema de minimos cuadrados
g’éﬁ;{"k”ro — AV"q||2 (2.58)

Este es un problema estandar de minimos cuadrados que se puede resolver mediante la factorizacién
QR, por ejemplo. El problema con un método tan directo es que el producto vectorial matricial de A
con V¥ debe realizarse en cada iteracion. Si se aplica la técnica de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt a (2.58) , el problema de minimos cuadrados resultante no requiere ningun producto
adicional de A con vectores. La técnica para construir una base ortonormal para X* se denomina
algoritmo de Arnoldi [26], Figura 2.11.Los datos de entrada para este algoritmo son x°, B, Ay una
dimension k. Si el algoritmo de Arnoldi no se detiene antes del k-eésimo paso, los vectores
vl,v2,...,v¥ forman una base ortonormal para KX*. Denotar por V¥ la matriz M x k con estos
vectores columna, y por H* la matriz superior de Hessenberg (k + 1) X k cuyas entradas distintas
de cero h;; son calculadas por el algoritmo de Arnoldi. Este algoritmo (a menos que termine

prematuramente con una solucion) genera la relacion:

AVE = Y+l 4 gk (2.59)
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seae; = (1,0,...,0)" € R¥**y g = [|r°]||, . Para la k-ésima iteracién X* de GMRES, defina
xk = x0 — Vigk (2.60)
para algin g* € R. Entonces se sigue de (2.59) y (2.60) que
rk = B — Ax* = A(x* — x°) = V¥*'(Be, — H*q") (2.61)
usando la ortogonalidad de V*¥+1
kil = IVt (Be, — HEq)ll, = IIfes — H g |l (2.62)

es decir, g® minimiza ||fe; — H*q*||,. El minimizador g* es econémico de obtener porque requiere
la solucion de un problema de minimos cuadrados (k + 1) X k cuando k es pequefio.

Los datos de entrada para GMRES son x°,B y 4 (o una rutina que calcula la accion de A en un
vector); Figura 2.12

En cuanto a CG, si A no es singular, el algoritmo GMRES encontrara, en ausencia de errores de
redondeo, la solucién dentro de M iteraciones. Para obtener informacién méas precisa sobre las tasas
de convergencia, considere el caso donde A es diagonalizable.

Dada x° se establece r® = B — AX° y v' =1°/||r°|,
forj=1.2, ..,k
fori=12,..,j
hij = (vi)TAvf
M

wi = Av — z hyv*

ij=1

iy = W],

lf hj+1,j = 0!
break;

1
v =w /R,

Figura 2.11 Algoritmo de Arnoldi, adaptada de [2].
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Recuerde que A es diagonalizable si existe una matriz no singular E tal que
A =EAE™! (2.63)

donde A es una matriz diagonal con los valores propios de A en su diagonal. En este caso, la k-
ésima GMRES iteracion x* satisface [27]

k
1l < cond(E) inf {

—< max ka(z)l} (2.64)
”rollz XREXExr(0)=1

z€o(A)

donde cond (E) es el nimero de condicion de E, X, es el conjunto de polinomios de grado maximo
k,y a(A) es el conjunto de valores propios de A (el espectro de A). No esta claro como estimar
cond(E). Si A es normal, por supuesto, cond(E) = 1.

En el algoritmo GMRES, X, se evalla solo al finalizar y no se requiere dentro de la iteracion. Es
importante que la base para el espacio de Krylov se almacene a medida que avanza la iteracion. Esto
implica que para realizar k iteraciones GMRES, se deben almacenar k vectores de longitud M y que
GMRES se vuelve poco practico cuando k es grande debido a los requisitos de memoria de la
computadora. Hay dos remedios. El primero es “truncar” la ortogonalizacion en el algoritmo de
Arnoldi; es decir, se selecciona y fija un entero k, y se realiza una ortogonalizacion “incompleta”,
Ilamada también algoritmo ORTHOMIN. El segundo remedio es reiniciar la iteracion después de
cada k pasos para algiin nimero entero k, con p* utilizado como suposicion inicial en la siguiente
iteracion. Esta version reiniciada del algoritmo se denomina GMRES (k) [25]. No existe una teoria
de convergencia general para GMRES reiniciado; sin embargo, para una matriz definida positiva 4,
GMRES(K) converge para cualquier k > 1. Reiniciar ralentizara la convergencia; cuando funciona,
sin embargo, reduciré significativamente el almacenamiento.
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Algoritmo GMRES

Dado x° € R, estableciendo r® = B — A%, B = [|r°||,y v! = r/p
for (k + 1) X k — ésima matriz H* = (h;;), estableciendo que H* = 0
forj=12,...k,
fori =1,2,...,j:hacer:

w/ = AV

hij = (vi)TWj

hiv1j = [[w]],

if By =0,

k = j y salta al siguiente paso;

Vit =w /by

Determinar el minimizador g* de ||fe; — H*q"||,

Establece: x* = x° — V¥q¥

Figura 2.12 Algoritmo GMRES, adaptada de [2].
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2.3.7 Optimizacién de Algoritmos mediante la Implementacion de
Matrices Dispersas CSR

La idea original de aprovechar los ceros de una matriz y su ubicacion fue iniciada por ingenieros en
diversas disciplinas. En el caso méas simple que involucra matrices diagonales, las técnicas especiales
son factibles de llevar a cabo. El principal problema, y el primero en ser discutido por las ciencias
de matriz dispersa, fue disefiar métodos de solucion directa para sistemas lineales.
Estos tenian que ser econémicos, tanto en términos de trabajo computacional como en esfuerzo de
calculo. Los solucionadores directos para matrices escasas pueden administrar problemas muy
grandes que no pueden ser abordados por los solucionadores de matrices densas habituales.
Esencialmente, hay dos tipos principales de matrices dispersas: estructuradas y no estructuradas.
Una matriz estructurada es aquella cuyas entradas distintas de cero forman un patron regular,
usualmente suelen ser simétricas con un determinado numero de diagonales [27]. Alternativamente,
los elementos distintos de cero se pueden ubicar en bloques (densos) del mismo tamafio, que forman
un patron regular. Una matriz con entradas ubicadas irregularmente se estructuraria de manera
irregular. La distincion entre los dos tipos de matrices puede no afectar significativamente las
técnicas de soluciodn directa, sin embargo, esta distincion puede ser importante para los métodos de
solucion iterativa [27]. Dentro de estos métodos, una de las operaciones esenciales son los productos
matriciales y Vectoriales. El rendimiento de estas operaciones puede diferir considerablemente en
las computadoras de alto rendimiento, dependiendo de si estan estructuradas regularmente o no. Por
ejemplo, en las computadoras que trabajan sobre vectores (arrays lineales de ndmeros), el
almacenamiento de la matriz por diagonal es ideal, pero los diagramas mas generales pueden sufrir
porque requieren una direccion indirecta.

Para aprovechar la gran cantidad de elementos cero, se requieren esquemas especiales para
almacenar matrices dispersas. El objetivo principal es representar solo los elementos distintos de
cero 'y poder realizar las operaciones de matrizcomunes. El esquema de almacenamiento mas simple
para matrices dispersas es el llamado formato de coordenadas.

La estructura de datos consta de tres matrices:

1. Unamatriz real que contiene todos los valores reales (o complejos) de los elementos distintos
de cero de A en cualquier orden.

2. Una matriz de enteros que contiene sus indices de fila.

3. Una segunda matriz de enteros que contiene sus indices de columna.

Las tres matrices tienen una longitud igual a el nimero de elementos distintos de cero. Por ejemplo,
en la Figura 2.13 la matriz A = {ai,j} es una matriz bandeada, a saber, penta diagonal y cuyas

coordenadas de interés unicamente seran los elementos distintos de cero (escritos en rojo) los cuales
se pueden enumerar en un orden arbitrario, generalmente se enumeran por filas o columnas.
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0 1 2 3 4 5 nel o | 1| 2| 3] 415
o ae 0 o o an) 0 | (00)](10)|(20)| (30)|(40) (50
1]aw Ap AE 0 0 0 11011y G| G

. 2o aw A AE 0 o |mp| 2 [(02)]|(12)]22)](GB2)]|®42)](52)
3]0 o0 AW AP AE 0 3 1(0,3)](1,3)]|(23)](33) (43|53
41o o o Aw AP AE 4 1(04) | (L4) | (24) | 34| (44) ] (54
5 A 0 0 o AW ap) 5 | (0,5) | (15) | (25) | 35) | (45) | (55)

Figura 2.13 Esquema de Matriz Dispersa.

Si los elementos se enumeraran por fila, supondria un ahorro nada desdefiable en almacenamiento.
La nueva estructura de datos tiene tres matrices con las siguientes funciones:

1. Una matriz real V contiene los valores reales {a; ;} almacenados fila por fila, desde la fila 0
hasta lan. La longitud de Vesde N, =i X j.

2. Una matriz de enteros jV contiene los indices de columna de los elementos {a;;}
almacenados en la matriz V.

3. Una matriz de enteros IV contiene los punteros al comienzo de cada fila en las matrices V' y
JV. Por lo tanto, el contenido de IV (i) es la posicion en los arreglos V' 'y JV donde comienza
lai-ésima fila. La longitud de IV esn + 1conIV(n + 1) que contiene el nimero IV (1) +
N,, es decir, la direccion en V y JV del comienzo de una fila ficticia nimero n + 1.

Por lo tanto, la matriz anterior se puede almacenar como lo indica la Figura 2.14. Este formato es
probablemente el mas popular para almacenar matrices dispersas generales. Se llama el formato
Compressed Sparse Row (CSR) por sus siglas en inglés. Se prefiere este esquema al esquema de
coordenadas porque suele optimizar el ahorro de memoria en la mayoria de los célculos. Por otro
lado, el esquema de coordenadas es ventajoso por su simplicidad y su flexibilidad.
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V= |AP|AE|AN | AW | AP | AE| AW | AP | AE| AW | AP | AE| AW | AP | AE | AS | AW | AP
JV=10 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5
1V = AP AW AW AW AW AS AS

Figura 2.14 Almacenamiento de Matrices en formato CSR, adaptado de [27].
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3. Modelado Numeérico de Flujo Bifasico.

En este capitulo se estudian los modelos matematicos, las técnicas numeéricas y algoritmos
computacionales para llevar a cabo las simulaciones numéricas para flujo bifasico incompresible
en medios porosos, tomando como referencia el modelo simétrico de los cinco pozos reportados por
Chen. EI modelo matemaético estd basado en la formulacion presion — saturacion, la discretizacion
se lleva a cabo en un esténcil bidimensional mediante las diferencias finitas para bloques centrados.
Los esquemas de solucion numéricos son los métodos IMPES Clasico e IMPES Mejorado.

3.1 Flujo de Fluidos en Medios Porosos

La ecuacion de balance local de una propiedad intensiva esta dada por [28]:

0

a—lf +V@yY) =q+Vt 3.1
donde t representa el tiempo, v es la velocidad del fluido, T es la difusién y g la fuente. En términos
generales, el primer término del lado izquierdo de (3.1) representa el cambio temporal de la
propiedad intensiva, mientras que el segundo es el transporte de esta (o adveccion). Del lado derecho

se observa a la fuente (o sumidero) y a la difusion.

En un sistema multifasico dentro de un medio poroso, la masa de fluido de la fase a es una propiedad
extensiva que se escribe como:

E=| ¢paS,d ¢2)
B(t)

donde ¢ es la porosidad del medio, p, ¥ S, Son la densidad y la saturacion de la fase a
respectivamente. De acuerdo con la formulacion axiomatica, la correspondiente propiedad intensiva
para (3.2) en este caso es

Yo = PPaSa- (3.3)

suponiendo que no hay difusién, es decir T = 0, y aplicando la ecuacion (3.1), la ecuacion de balance
local para la masa de fluido de la fase o se escribe como

9(PpaSa)

ot + V(ﬁad)pasa) = (q (3.4)

tomando en cuenta que la velocidad de Darcy la fase o se escribe como u, = 1,¢S,, la ecuacion
diferencial de balance de masa para la fase a, que forma parte de un sistema multifasico, se escribe como:
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9(PpaSa)

ot + V(paaa) =(q 35)
la ley de Darcy de forma diferencial para un sistema multifasico en 3D se expresa codmo
ki
ﬁa =-—= (Vpa - PaSOVZ) (3.6)

a

donde, z, o, ke, Mo P Y Po SON la altura, la gravedad, asi como la permeabilidad relativa, la
viscosidad, la presion y la densidad, para la fase a, respectivamente.

Sustituyendo (3.6) en (3.5), se obtiene la ecuacién general de balance de masa:

9($paSa) kicrq
——+ V| pa (VDo = paV2) | = 4 @7

at He
la ecuacion (3.7) representa un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden y
en general no lineales para la conservacion de la masa igual al niUmero de fases que se encuentran
presentes en el medio poroso.

Estas ecuaciones se completan con una serie de férmulas constitutivas, las cuales describen la
dependencia de una variable con respecto de las otras e integran el conocimiento cientifico y
tecnoldgico del problema que se estd estudiando. En un sistema multifasico totalmente saturado,
generalmente, se usan las siguientes ecuaciones constitutivas

n
Y=t
(3.8)

a=1

Pcataz = Pa1 — Pazs a, # a;

(3.9)
donde n es el nimero de fases, @, y a, representan la fase no mojante y la fase mojante,
respectivamente, p. se refiere a la presion capilar la cual es funcion de la saturacion de la fase
mojante. Ademas, existen expresiones empiricas las cuales relacionan la permeabilidad relativa
como funcién de la saturacion k,, = k,,(S,), Yy la porosidad como funcion de la presion ¢ = ¢ (p).
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3.2 Discretizacion del Yacimiento

La discretizacion del yacimiento significa que el yacimiento se describe mediante un conjunto de
bloques que componen una malla (o puntos de malla) cuyas propiedades, dimensiones, limites y
ubicaciones en el yacimiento estan bien definidos. Este trabajo se ocupa de los yacimientos
discretizados que utilizan una malla de bloques centrados, aunque también es importante mencionar
los yacimientos discretizados utilizando una malla difundida por puntos. La Figura 3.1 muestra la
discretizacion del yacimiento en la direccion x porque el punto se coloca en el bloque i.
La figura muestra como los bloques estan vinculados entre si: Bloque i y sus bloques vecinosi — 1
e i + 1 — las dimensiones de los blogues (Ax;, Ax;_;,Ax;,1), las pardes internas de los bloques
(xi—1/2, Xi+1/2) respecto el punto i y las distancias entre las paredes (6x;-,dx;+), asi como las
distancias entre puntos (Ax;_ /2, Ax;4+1/2). La terminologia presentada en la Figura 3.1 es aplicable
a los sistemas de mallas por bloques centrados y se distribuye en el punto en un flujo 1D en la
direccién del eje x. La discretizacion de los yacimientos en las direcciones y y z utilizan una
terminologia similar. Ademas, a cada punto de la malla se le asigna la elevacion y las propiedades
de la roca, como la porosidad y la permeabilidad en las direcciones x, y y z. La transferencia de
liquidos desde un bloque al resto del yacimiento tiene lugar a través de los bloques vecinos
inmediatos. Cuando todo el yacimiento esta discretizado, cada bloque esta rodeado por un conjunto
(grupo) de blogues vecinos. La Figura 3.2(a) muestra que hay dos bloques vecinos en el flujo de
identificacion a lo largo del eje x, la Figura 3.2(b) muestra que hay cuatro bloques vecinos en 2D y
la Figura 3.2(c) muestra que son 6 blogues vecinos en 3D en el espacio x — y — z.

Debe estar claramente indicado que una vez que el yacimiento esta discretizado y las propiedades
de la roca se asignan a los bloques de la malla (o puntos de la malla), el espacio ya no es una variable
y las funciones que dependen del espacio, como las propiedades intermedias , quedan bien definidas.
En otras palabras, la discretizacién de yacimientos elimina el espacio como variable en la
formulacion del problema.
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Axi_l/z Axi+1/2

Xi-1 X Xit+1

Axi—l Axi Axi+1
<<

Xi—1/2 Xit+1/2

Figura 3.1 Relacion entre un blogque y sus bloques adyacentes, tomada de [1].

y y 2
N o
, X ® X [ ) (ijk+1)
(i,j-l— 1) (i,j+1,k)
o o o o o o () o o
(i-1) @ |@+1) -1 GH |i+1,)) G-1pB| Gk |G+1,jk)
o o
Gj—-1 () @i,j—1,k)
(L,jk—1)
(@) 1D (b) 2D (c) 3D

Figura 3.2 Relacién de un bloque y sus bloques adyacentes para flujo en 1D, 2D y 3D
utilizando notacion de ingenieria, tomada de [1].
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3.3 Flujo Multidimensional en Coordenadas Cartesianas
3.3.1 ldentificacion de Bloques y Ordenamiento de Nodos

Antes de escribir la ecuacion de flujo para un yacimiento de 1D, 2D o 3D, se deben identificar y
ordenar los bloques en el yacimiento discretizado. Cualquier blogue en el yacimiento puede
identificarse ya sea por notacién de ingenieria o por el nimero que tiene el bloque en un esquema
de ordenamiento dado. La notacion de ingenieria utiliza el orden del blogue en las direcciones x, y
y z; es decir, identifica un bloque como (i, j, k), donde i, j y k son los 6rdenes del bloque en las tres
direcciones x, y y z, respectivamente. La notacion de ingenieria para la identificacion de bloques es
la mas conveniente para ingresar la descripcion del yacimiento (entrada) y para imprimir los
resultados de la simulacion (salida). La Figura 3.3 muestra la notacion de ingenieria para la
identificacion de bloques en un yacimiento 2D que consta de 4 X 5 blogues. El ordenamiento de
blogues no solo sirve para identificar bloques en el yacimiento, sino que también minimiza los
calculos en la matriz para obtener la solucion de ecuaciones lineales. Hay muchos esquemas de
ordenamiento de bloques, que incluyen el ordenamiento natural, el ordenamiento de cebra, el
ordenamiento en diagonal (D2), el ordenamiento en diagonal alternada (D4), el ordenamiento ciclico
y el ordenamiento de doble ciclo. Si el yacimiento tiene bloques activos dentro de sus limites
externos, dichos blogues se omitiran y se continuard ordenando bloques activos [29].

0,4) | 14) | 24 | B4

0,3) | 1,3) | (23) | (33

0,2 | 12 | 22) | (32

o1 | 11) | 21) | 31

0,0) | (1,00 | (20) | (3,0

Figura 3.3 Notacion ingenieril para identificacion de blogues.

Para yacimientos multidimensionales, el ordenamiento natural es el més simple de programar, pero
es el menos eficiente para resolver ecuaciones lineales, mientras que el ordenamiento D4 requiere
una programacion complicada, pero es el mas eficiente para obtener la solucién cuando el numero
de blogues es grande. Sin embargo, si el nimero de bloques es muy grande, el esquema de
ordenamiento de cebra se vuelve dos veces mas eficiente que el ordenamiento D4 para obtener la
solucion [30]. La Figura 3.4 muestra los diversos esquemas de ordenamiento de bloques para el
yacimiento 2D que se muestra en la Figura 3.3. Dada la notacion de ingenieria para la identificacion
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de bloques, el ordenamiento de bloques se genera internamente en un simulador. Cualquier esquema
de ordenamiento se vuelve aun mas eficiente computacionalmente si el ordenamiento se realiza a lo
largo de la direccion mas corta, seguida por la direccién intermedia y finalmente la direccion mas
larga [29]. Los detalles relacionados con varios esquemas de ordenamiento y la eficiencia
computacional en la resolucion de ecuaciones lineales no se analizan mas en esta tesis, pero se
pueden encontrar en otros lugares [31, 32, 30].

16 17 18 19

12 13 14 15

8 9 10 11
4 5 6 7
0 1 2 3

a) Ordenamiento Natural

13 16 18 19

9 12 15 17

5 8 11 14
2 4 7 10
0 1 3 6

¢) Ordenamiento en Diagonal D2

10 9 8 7

11 18 17 6

12 19 16 5

13 14 15 4

0 1 2 3

e) Ordenamiento Ciclico f) Ordenamiento de Doble Ciclo

Figura 3.4 Esquemas de Ordenamiento usados en la Simulacién de Yacimientos, adaptad de [1].
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3.4 Formulacion Presion - Saturacion

Si se define la movilidad de la fase A, como:

_ Kra

A, =%
“ U

(3.10)

entonces se puede reescribir la ecuacion de balance de masa en términos de la movilidad de la fase
de la siguiente manera:

9(PpaSa)

ot +V (paiﬂa(Vpa - PaSOVZ)) =(qq (3.11)

el modelo matematico para el flujo de fluidos en medios porosos es el descrito por la ecuacién (3.11)
la cual explica la acumulacién de masa en un volumen diferencial por unidad de tiempo para cada
fase, donde cada fase tiene su propia velocidad de Darcy y su gasto masico, obteniendo un sistema
bifasico considerando las fases agua y aceite.

Dicho sistema se encuentra fuertemente acoplado, lo que significa que las incognitas de las
ecuaciones de presion y saturacion de la fase dependen una de la otra y se encuentran explicitamente
en la misma ecuacion, ademas existen propiedades como las permeabilidades relativas y la presion
capilar gque dependen de éstas.

Entonces, mediante la aplicacion de la formulacion del flujo fraccional, se desacopla el sistema
generado por (3.11) en términos de la movilidad para cada fase, en una ecuacion para la presion y
N-1 ecuaciones de transporte para la saturacion.

Tal formulacién produce un sistema de ecuaciones, que es débilmente acoplado y que puede
resolverse de manera iterativa y secuencial.

3.4.1 Ecuacion de presion

Para obtener la ecuacion de presién, primero se divide la ecuacion (3.11) por p,, con lo que se
obtiene

1 19(¢paSa)

5 Frammh (Patia) — Qa] =0 (3.12)
a

y sumando sobre todas las fases se tiene:

9
z {i l% + V- (palia) — CIal} =0 (3.13)
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desarrollando las derivadas de la ecuacidn anterior se llega a lo siguiente
1 910 0pg 05,
Z{E[pasag_i'qbsa?_i'p ¢—— ot + paV ua+ua Vpg — qa]}zo
a
aplicando la ecuacion constitutiva (3.8) a la ecuacion (3.14) se puede escribir

—¢+ZV- +Z [¢Sa—+ua Vpa] Cl_a:()
t - ~I Pa

ahora se define ahora la velocidad u total como

ﬁ:Eaa

a

y aplicando la divergencia a esta relacion se llega a

=v-zaa=a=2v #
a a

ahora, de la definicion de la ley de Darcy (3.6) para flujo multifasico y (3.10) se tiene que:

U= Z ﬁaf = z _E/la(vpa - PaS/JVZ)
a

a

se puede también definir una funcion de flujo fraccional para la fase a como:

Aq
]‘-0527_)/1@:][05/1

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

donde A =}, 1, es lamovilidad total y por lo tanto se cumple X, f, = 1. Luego sustituyendo (3.19)

en (3.18) se obtiene

i = kA [z fuVPa =) fapasov.z]

sustituyendo la ecuacion (3.20) en (3.15) se obtiene la ecuacion del flujo fraccional:

1 0pa | - da
__kl [Zfavpa Zfapapvz Zp_a[(ﬁ'sa?'l'ua Vpa] Zpa =0

(3.20)

(3.21)
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3.4.2 Ecuacion de Saturacion

Para identificar cada una de las fases se utiliza el subindice w para indicar la fase aguay el subindice
o para indicar la fase aceite. Entonces las relaciones constitutivas, se convierten en:

Sw+S,=1 (3.22)

Pc = Pcow = Po — Pw (3.23)
considerando el sistema (3.11) y sustituyendo para las fases de aceite y agua

3($poS _
(¢gz )y (PokAo (7o = po0V2)) = 4, (3.24)
0(PpwSw) _

donde la ecuacion (3.24) es la ecuacion de balance de masa para la fase aceite y la ecuacion (3.25) es
la ecuacion de balance de masa para la fase agua. Para la ecuacién de la fase agua, se tiene:

9 (PpwSw)

ot +v (PW]?AW(V(pO —Pc) — PWJ/JVZ)) = qw (3.26)

expandiendo las derivadas del gradiente de la ecuacidon (3.26), se llega a la ecuacion de
conservacion de masa de la fase w en funcion la presion capilar y la presion del aceite:

d S _
% +V (pwk/lw(Vpo - Vp. — PWSOVZ)) =q, (3.27)
P k _ qw
¢7 +V (k/lw(Vpo - Vp. — pwggvz)) == (3.28)

las ecuaciones (3.21) ,(3.27), (3.28) son el punto de partida para desarrollar los simuladores que se
implementaran a partir de los algoritmos IMPES Clasico e IMPES Mejorado.
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3.5 Modelo Conceptual para Flujo Incompresible

Se considera que el flujo bifasico ocurre en un medio poroso en el que el desplazamiento de aceite
es provocado por inyeccion de agua con una tasa de inyeccion constante en donde no existe
transferencia de calor:

1. Se consideran los efectos de la presion capilar.
2. Se consideran los efectos de la gravedad.
3. Los fluidos son incompresibles e inmiscibles.

Con las consideraciones, anteriores la ecuacion de conservacion de masa de la fase w (3.27) es la
ecuacion de saturacion correspondiente al modelo conceptual planteado. La presion capilar es
funcién de la saturacién de la fase mojante por lo que el gradiente de ésta puede escribirse como:

op.

—V 3.29
as,, Sw (329)

Vpe =
sustituyendo (3.29) en la ecuacion (3.27), se llega a:

as _ 9
p—2+V- [klw (Vpo - agc rs pwgon)] ZW (3:30)
w w

ahora aplicando las consideraciones hechas a la ecuacién de conservacion de masa de la fase aceite
(3.24) , se obtiene:

aS -
—qba—:’ -V- [k/lO(VpO — pogon)] = Z—O (3.31)
(]

por lo que finalmente se obtiene un sistema de dos ecuaciones parciales con dos incégnitas, a saber,
la presion del aceite p,, y la saturacion de agua S,,,, si se consideran las propiedades del medio y de
los fluidos como conocidas en el entendido de que si se conoce la saturacion de agua también es
posible conocer la presion del aceite. Por otra parte, si se conoce la presion capilar, la presion de la
fase agua puede calcularse mediante la presion de la fase agua mediante p,, = p, — p.-

Para simplificar el sistema (3.30) y (3.31) se utiliza la formulacién Presidn-Saturacion y se aplican
las consideraciones del modelo conceptual a la ecuacion de presiéon se llaga a:

Qa
Z [qbsa 2% 4l Vpa| = e

= [2 fVPe — Z fePat?Vz
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simplificando :

= q qw
-V k/l[fvaw + fono - (po + Po)&OVZ] == +—

o pW

(3.32)

también se tiene que f, + fv =1 Y pw = P, — P., POr lo tanto, desarrollando la ecuacion (3.32)

= q q
-V kz[fw(Vpo - Vpc) + fono - (prw + fopo)@vz] = p_o + -

o

= 9o . Qw

-V kl[Vpo - wapc - (prw + fopo)@vz] =—+—

Po Pw

= ap 4o 4

V- FA| TPy — fu5ES TS0 = (s + fop)oV3| = T2 4 2
aS,, Po w

finalmente se obtiene:

-V [I?/Wpo — kA Vpe — k(A py + AoPo) V3| = Z_0+ w
o w
y
- - 9 _
—V - [kAVp, — klwﬁ VSw — k(Awpw + Aop0)9Vz| = @ + q—w
9Sw Po Pw

Pw

(3.33)

(3.34)

tal que la ecuacidn (3.34) es la ecuacidn de presidn correspondiente al modelo conceptual anterior.
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3.6 Modelo Numérico de Flujo Bifasico Incompresible
En esta seccion se muestran las discretizaciones que se utilizan para ambos modelos matematicos
y esquemas numéricos bajo los que se realizan las comparaciones de eficiencia y rendimiento. Las
nomenclaturas para cada modelo se muestran en el ANEXO A, del mismo modo los modelos para
los pozos se muestran con més detalle en el ANEXO B

3.6.1  Solucion Numeérica de Flujo Bifasico Mediante los Métodos
IMPES Clasico e IMPES Mejorado

Observe que los sistemas de ecuaciones diferenciales (3.28) y (3.33), (3.30) y (3.34) son no lineales
y acopladas. En general el método IMPES es un método muy poderoso para resolver los sistemas
anteriores, el flujo de dos fases (particularmente para fluidos incompresibles o ligeramente
compresibles), solo se analiza este enfoque de solucion para este tipo de flujo.

Originalmente la idea basica del método IMPES Cléasico para resolver (3.28)—(3.33) y (3.30)—(3.34),
es separar el calculo de la presion del de la saturacion.

Es decir, el sistema acoplado se divide en una ecuacion de presion y una ecuacion de saturacion, las
cuales se resuelven utilizando enfoques de aproximaciéon de tiempo implicitos y explicitos,
respectivamente.

En el IMPES Clasico resuelve la ecuacion de presion con un esquema de discretizacion en el tiempo
implicito y la saturacion explicitamente, considerando un mismo paso de tiempo para ambas
ecuaciones. Es importante sefialar que, este paso de tiempo debe ser lo suficientemente pequefio
para que este método sea estable. Por otra parte, el IMPES Mejorado utiliza un paso de tiempo
diferente en la solucién de la saturacidn, esto con el objetivo de controlar la variaciébn maxima de la
saturacion y con ello estabilizar el método. Cabe recalcar que, para este método, el paso de tiempo
para la presion siempre sera mayor o en su defecto bajo ciertas condiciones, igual al de la saturacion.
Como ejemplo, se consideran los sistemas de ecuaciones (3.28) y (3.33), (3.30) y (3.34)
discretizados por diferencias finitas para blogues centrados utilizando el esquema de los cinco
puntos y cuya discretizacion se realiza en un medio bidimensional y sin considerar el efecto de la
gravedad; entonces reescribiendo (3.28) y (3.33), (3.30) y (3.34) en términos de cada direccion
coordenada (x, y) se obtiene:

9] d dp. 0 aS,, d d dp. 0 aS,,
o (4 5%) ~ s 3 (2 3} =5 (5 - 3y (v 5 ) = v 0
0x 0x aS,, 0x dx dy dy as,, dy dy

o) B R s ] -a o
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para (3.30)y (3.34), v:
0 0P, 0 apc) 0 ( apo) d ( apc)} s _
{ax (k/1 ax) 0x (klw 0x } {ay fe dy dy kAw dy =qw t 4o

[l (%) - 2 (e S + (55 () = 55 (m )} =4
3t [{ax(k}\ ax) " ax Mo )i Ty \F oy ) T oy R gy )] = v

para (3.28)y (3.33).

Entonces las discretizaciones para los sistemas de ecuaciones (3.35) y (3.36) quedaria

= Po,e — Po, = Po,p — Do,
o, () = Fonl, (e aya

= Po,n — Po,p = Po,p — Po,s
_ {k il (T) — kA, (T)}AyAz

= op. Sw,e — Sw,p = opc Sw,p = Sww
Pt ] (o), 2 (Ber S,
+{ T F = as | T o, yaz
= op. SwN = Swp = op. Swp = Sw,s
+1k 2 e B (L =250 Az
{ PO\ Sy YYWOS,I N Sy
_dw 9o
Pw  Po
aSW = Po,e — Po,p = Po,p — Pow
T (el (B ) i, (M5 ) ava
= Po,n — Po,p = Po,p — Po,s
() <yl (222 P5)
= op. Sw,E — Sw P> = op. (SWP — Sw W)
: 7)) - : )t Ay
* { ko 55 . ( 5%, w56 N\ o, yaz
= op. Swn — Sw,p = op. Sw,p — Sw,s
+1k 2 (Fren=twr) (L =250 4z
{ WS, Sy, s\ 5y
= Qw

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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y para los sistemas de ecuaciones (3.37) y (3.38) seria

= Po,e — Po,p = Po,p — Pow
- kxx/qe( ; 5x, ; )_kxx/HW( ; 6xwo >}Ayﬂz

= po,N - po,P = po P po S
—1k W’lln (—6yn ) —k yy,1|s <—8y5 >}AyAz .
= Pce — Pc,p = Pcp — Pew (3.41)
], (F5 ) = Kl (T ) jdyaz
N e w
) ]?yy/lwln (pC'N5y pC’P) - l?yyflwls <—pC'P5y pc,S)} Axdz = Gy + G
n S
aSw = Po,e — Po P) (poP Do, W)}
v _ o8 TOF AvA
ot {k el ( 5%, Zul,, 5%, yaz
= PoN — Po,p = — Po,s
=yl (T) —k yyflwls ( Sy )}AJ’AZ »
= Pce — Pc,p = Pcp — Pew (3.42)
k], (F5 ) = Kl (T ) jdyaz
e w
Pen — Pe, = DPcp — Pe,s ~
+k yyflwln (%) —k yylwls (CPSTC» AxAz = q,,

los sistemas discretizados (3.39) — (3.40) y (3.41) — (3.42) corresponden a las discretizaciones
espaciales, donde E =i+ 1, W =i—1,N=j+1,S =j — 1. La discretizacion de los modelos

se describe en el ANEXO C.
3.7 Enfoques de Solucion en el Tiempo
3.7.1 IMPES Clasico

SeaJ = (0,T] (T > 0) el intervalo de tiempo de interés, y para un entero positivo N, sea 0 =
t0 <t! <---<tN = t una particion de J. Para el calculo de la presion en el método IMPES

Clasico, se supone que se conoce la saturacion S, en (3.39) y (3.41) se resuelven implicitamente
para p,. Es decir, paracadan = 0,1,...,p} satisface:
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—{T2(poe —pop) — T (Pop — Pow) }AyAz
- {T#(po N po P) Tsn(pg,N — Do p)}AyAz

op,
+ {Td}e 05 W,E 533,1») —Tw, wp — Sw W)}A)’AZ
—Stp) — T‘}}S (5 — St o)t AxAz
) aSW . )
= QO + QW

—{TM(phe —pop) — Ti(phr — Pow)}AyAz
— AT (pon —pop) — T (pon — Php) }AyAz
+{T0e(p2s — PEp) — Tuw(PEp — Pow)}AyAz
+ {12 (p2y — p2p) — Tiks(p2p — PRs)}AxAZ = G2 + G

donde se S} y la notacion analoga es valida para otras cantidades.

(3.43)

(3.44)

Con el IMPES Clasico, (3.40) y (3.42) se resuelve explicitamente para S,,; es decir, para cadan =

0,1,2,..., S+ satisface

Wn+1 _ Swn
pav At - {Ten(Pg,E - PZ},P) - Tvg(PZ},P - PZ},W)}A}’AZ
—{T(pin — i) — T (Pl — Pip)}AyAz
v, P n(sn —Snp)—Ta Ope|’ (Skp—Siw)dydz
w,e aS w,E w,P w,w aSW y w,P w,W
a n
{T" —SIp) — Tl are| (Smp - SJ;S)}AxAz =
y ] aSW s ) y
Wn+1 _ Swn
PAV — —{Tpks —pip) — T (p2r — Pitw)}AyAz
- {T#(PZN - pg,P) - Tsn(Pg,N - PZ},P)}AYAZ
+{T7o(pRs — p2p) — Tik (P2p — DRw) Ay Az
+ {TJJ,n(P?,N - p?,P) - Tv{},s(p?,P - P?,S)}AXAZ = Gy
donde T, =k xxA/0x| . Ty =k xx,l/5xw| =k, YA/ Y] k yy 1/ 8ys p
K xxhw/0%c|, + Tww =k xxzw/axwl ;? yAw/ Yl K yydw/6s|
E A/gxele:qw _E y QO _p

(3.45)

(3.46)
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El método IMPES es el siguiente: Después del inicio, paran =0, 1,. .., se usa (3.43) y/o (3.44) y
S para evaluar p?; a continuacion, se utiliza S%, p? y (3.45) y/o (3.46) para calcular S%*1,
Como se sefialo, el paso de tiempo At debe ser lo suficientemente pequefio para que este método
sea estable. Para controlar la variacion de la saturacion, se necesita encontrar un paso de tiempo
At adecuado antes de resolver la ecuacion (3.45) y/o (3.46) para S%*1 paracadan = 0,1,....

La estrategia de control se define como sigue: Se calcula el valor maximo de dS2*?! / 6t en todos los
nodos computacionales, denotado por (3S2*! / 9t)max » Que s, para (3.45) y/o (3.46)

<05v75+1> _ max <G(P3,5$ ))
ot max Lrk Vo i,jk

donde G (pZ, Syy) representa el lado derecho de la ecuacion (3.45) y/o (3.46) y el maximo se toma
sobre todos los bloques de la malla. Luego se aplica la siguiente formula para encontrar At:

_ DS
At = max/(aS‘zﬂ) (3.47)
at max

donde DS,,,,€s la variacion maxima de la saturacion permitida (establecida por el usuario). Ahora,
se usa este paso de tiempo en (3.45) y/o (3.46) para obtener S%*1. Este enfoque garantiza que la
variacion de saturacion no exceda DS,,,,,. Tenga en cuenta que DS,,,,, puede depender del nivel de
tiempo n.

3.7.1 IMPES Mejorado.

Nuevamente, para un entero positivo N, sea 0 = t° < t! <---<tN = T una particion de J en
subintervalos J* = (t"~1,t"], con longitud At} = t™ — "1

Esta particion de tiempo se utiliza para la presion. Para la saturacion, cada subintervalo J™ se divide
en subintervalos J*™ = ("~ lm-1 ¢n-1m,

e = P 4 mAL /M, om= 1,2,...,M™
La longitud de J™™ se denota por Atg™ = t*~ 1™ — ¢gn-im-lyy = 1,...,M"n = 0,1,....

El nimero de pasos, M™, puede depender de n. A continuacion, simplemente se escribe t"~ 10 =
t" 1y se estable v™™ = v (-, t™™).
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En el método IMPES Mejorado, el célculo de la presion es el mismo que en el sistema (3.45) y/o
(3.46): Paracadan = 0,1,...,pZ satisface:

—{T8(pse — pop) — Tw(popr — Pow)}AyAz
- {Tr?(po N po P) Tsn(pg,]v - p;'},p)}AyAz

op. "
{Tn = Sp) = T aSC (Ste = Sx'W)} dydz (3.48)
{ v (SV1I£N ) T\Z}S 65 (S\Zp S‘Z},’S)}szlz
Wis

=qo + qw

—{TMpie —vip) — Ti(pip — Pow)}AyAz
— {1 (3N —pip) — T (poy — Php) Ay Az
+ {10 (PRe — p2p) — Tk (P2 — PRw ) }AyAz
+{Tna(pin — pip) — Tis(ple — Pis)}AxAz = 3 + G

(3.49)

la diferencia esta en el célculo de la saturacion: Param = 1,...,M%,n = 0,1,..., se encuentra

SIFL™ tal que:
S n+im _ S n+im-1
AV =
¢ At
{Tn+1m 1(pn+1m 1 pnzlm 1
o
Tn+1m 1 n;lm 1_pn-&/1m 1)}AyAZ
{Tn+1m 1 0n+1m 1_ on+1m—1
o,P
Tsn+1m 1 p(r)lem 1 p(r)t-}l;lm 1)}AyAZ
ap n+im-1
Tn+1m 1 4 Sn+1m 1 _Sn+1m 1
{ 35, (Sw (350)
ap n+im-1
+1m-1 4 +1m-1 +1m-1
—TtLm 35l (Sp ™t = Spw™ 1)t AyAz
n+im-1
4 )pniim-1 dp. (Sn+1m 1_ gntim-1
won aSwly
ap n+im-1
_ Tn+1,m—1 ¢ Sn+1,m—1 _ Sn+1,m—1 AxAz = ~n+lm-1
a5, w.S w
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S n+lim _S n+im-1

Y| e T

_{Tn(pn+1m 1 pn+1m 1) Tn(pn+1m l_p;‘t-lv-vlm 1)}AyAZ

_ (pn+lm-1( _n+im-1 _ _n+im-1 _
{T o,N o,P po,P)

_Tn(pn+1m 1 _pg?m 1 }AyAz @50
{Tn+1m 1(pn+1m 1_ +1m 1)

_Tn+1m 1 ?;1m 1_p?;-vlm 1)}AyAZ

+{T‘Ll-:llm 1 p?x—,lm 1 _ n+1m 1) T‘Z}s(pn+1m 1 pcg:lm 1)}AxAz

_ ~n+l,m-1

- 4w

todos los coeficientes de transmisibilidad y el término fuente §,, y sumidero §,, la presion y la
saturacion, se evalian en los niveles de tiempo t™ y t" * 1™~ 1 respectivamente.

n+1im

El intervalo de tiempo At en (3.50) y/o (3.51) se elige de la siguiente manera:

aSVr;+1,m G(pg’ S‘2+1’m_1 )
REALA— = max 352
< ot ) Lk Vo ij o

y luego se calcula
At?“m—DSm“x n+im m=123...M""n=01,23
asm*L (3.53)
at
max

donde G (p2, SE*™~1) denota el lado derecho de la ecuacién (3.50) y/o (3.51)
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Capitulo IV Comparativa de Rendimiento: IMPES Clasico versus IMPES Mejorado

4. Comparativa de Rendimiento del IMPES Clasico Versus
IMPES Mejorado

En este capitulo se estudiara el comportamiento de los simuladores desarrollados con las ecuaciones
(3.43)—(3.45) y (3.44)—(3.46) , implementados en el lenguaje de programacion Python mediante el
uso de las bibliotecas numéricas Numpy y SciPy y otras bibliotecas auxiliares.

4.1 Implementacion Computacional

El problema representado por las ecuaciones discretizadas (3.43)—(3.45) y (3.44)—(3.46) es no lineal
y esta fuertemente acoplado, por lo tanto, se debe utilizar una estrategia de linealizacion, para este
ejemplo se propone utilizar el algoritmo IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation).

4.1.1 Algoritmo General
Este algoritmo de solucidn contiene principalmente los siguientes pasos:
1. Definir condiciones iniciales y de frontera del problema S; p2; Tyax, At.

2. while t < T,,,, do
1. Calcular los coeficientes de la ecuacién de presion. Estos coeficientes se calculan
utilizando los valores de saturacion del paso anterior: S2.
2. Resolver la ecuacion de presion de manera implicita: A continuacion, se utiliza S para
evaluar p.
Calcular los coeficientes de la ecuacién de saturacion: A continuacion, se utiliza Sit y pZ
Resolver la ecuacion de saturacion de manera explicita.:
Se Utilizar SP y p? para calcular S2+1,
. Sumar al tiempo transcurrido t el paso de tiempo t.
3. end while

oo s w

La diferencia con el IMPES Mejorado esta en el céalculo del paso de tiempo para la saturacion en la
Figura 4.1 y la Figura 4.2 se explica esta diferencia entre los algoritmos IMPES Clasico e IMPES
Mejorado respectivamente.
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Proporcionar
valores 1niciales
0.

Resolver la ecuacion de presion de manera

\ 4

implicita utilizando SO, para evaluar p2

Resolver la ecuacion de saturacion de
manera explicita S2*1 utilizando S% y p?

t=t+At

No Si

Tmax Fin

Figura 4.1.Algoritmo IMPES Clasico.
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Proporcionar

valores iniciales de
0

Sw> Tmax> At,

Resolver la ecuacion de presion de manera implicita utilizando S

\ 4

para evaluar pJ

At;l+1,m — DSmaJ/ 65n+1,m
w
max

N Resolver la ecuacion de saturacion de manera explicita S{t+!

utilizando S;} y po

No

No

Fin

Figura 4.2. Algoritmo IMPES Mejorado.
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4.1.2 Implementacion del formato de Matrices dispersas CSR

La biblioteca SciPy permite dar lectura a matrices en diferentes formatos que evitan el uso de
matrices densas. La ventaja de esta forma de implementar los algoritmos es que se evita el problema
de colapsar la memoria que los ordenadores pueden llegar a proporcionar. En la seccién 2.3.7 se
habl6 del formato CSR y de su estructura. Una manera de codificar este formato para aprovechar la
biblioteca SciPy es parecida a la estructura del formato de coordenadas, solo que respetando el orden
por filas que dicta el formato CSR y tomando como referencia la Figura 2.13, el almacenamiento de
la matriz dispersa seria el ilustrado por la Figura 4.3. Esta manera de implementar la creacion de los
vectores V, JV, e IV ayudan a utilizar los comandos from scipy.sparse import csr_matrix, que sirven
para llamar a la biblioteca integrada de Python, y después generar la matriz dispersa con la funcién
A=csr_matrix((data, (row, col)), shape=(M, M)) y asi poder trabajar con matrices de grandes
magnitudes.

V=|AP | AE| AN| AW | AP | AE| AW | AP| AE| AW | AP | AE| AW | AP | AE | AS | AW | AP

Figura 4.3 Almacenamiento de Matrices en formato CSR para implementacion con biblioteca SciPy.

La construccion del cédigo, que formara parte de una funcion individual y que sera llamada por el
codigo principal, sera estructurada a partir de varios ciclos anidados individuales para cada diagonal
que conforme nuestro sistema generado por la discretizacion del yacimiento. Esta toma en
consideracion los nodos en las diagonales que formen parte de las fronteras y que por su ausencia en
estas valgan cero. La implementacion computacional se describe con mas detalle en el ANEXO D.
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4.2 Verificacion de los Resultados

4.2.1 Buckley-Leverett

El modelo de Buckley-Leverett describe el desplazamiento de aceite por agua en un dominio
horizontal. Este modelo matematico es ampliamente utilizado en la validacion de simuladores de
flujo bifasico en medios porosos, puesto que cuenta con una solucién analitica para el perfil de
saturacion de agua. En el modelo conceptual de Buckley-Leverett se considera lo siguiente:

1. El desplazamiento ocurre en un medio unidimensional (Figura 4.4).

2. El medio es isotrdpico.

3. No se consideran los efectos de la presion capilar, ni de la fuerza de gravedad.
4. No hay fuentes ni sumideros

5. Se inyecta agua a caudal constante por la frontera izquierda del dominio y se producen los
fluidos (agua y aceite) por la frontera derecha del dominio a presion constante.

6. Los fluidos son incompresibles e inmiscibles.

Inyeccion de agua a gasto constante Produccién de fluidos a presién constante
SW = Sw,max (pa)-
ﬁ ﬁ
uﬂ,” = cte P, = cte.
L,

Figura 4.4. Medio Homogéneo de Longitud L., inicialmente Saturado con Aceite y Agua.

Tomando en cuenta las consideraciones del modelo conceptual descrito, las ecuaciones

(3.30) y (3.34), se reducen a:

~7 - (kAVD,) =0 (@.1)
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9s _
gV (k1w (7p)) = 0 (4.2)

las ecuaciones (4.1) y (4.2) son las ecuaciones con las que se genera el simulador unidimensional.
Para verificar la correcta implementacion del propio simulador unidimensional, se tomé como
referencia los resultados publicados en [33] . Donde se comparan los perfiles de saturacion de agua
para cada 30 dias de simulacién, con una malla de 100 bloques para los datos de Tabla 4.1y Tabla
4.2, que presentan los datos petrofisicos del problema y las curvas de permeabilidad relativa,
respectivamente.

Propiedad Valor
Longitud del dominio L, 1000 [ft]
Permeabilidad absoluta k 100 [mD]
Porosidad ¢ 0.20
Viscosidad del agua u,, 0.42
Viscosidad del aceite y, 15.2
Saturacidn residual del agua S,.,, 0.4
Saturacion residual del aceite S, 0.18
Velocidad de inyeccién u’ 2.0E-06 [ft/s]
Presién de produccion pg#t 1000 [psi]

Tabla 4.1-Paréametros para la Simulacion del Problema de
Buckley-Leverett, adaptada de [33].
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Sw Krw Kro Sw Krw Kro

0.4 0.0000 | 1.0000 | 0.62 | 0.0605 | 0.2025
0.42 0.0005 | 0.9025 | 0.64 | 0.0720 | 0.1600
0.44 0.0020 | 0.8100 | 0.66 | 0.0845 | 0.1225
0.46 0.0045 | 0.7225 | 0.68 | 0.0980 | 0.0900
0.48 0.0080 | 0.6400 | 0.70 | 0.1125 | 0.0625
0.50 0.0125 | 0.5625 | 0.72 | 0.1280 | 0.0400
0.52 0.0180 | 0.4900 | 0.74 | 0.1445 | 0.0225
0.54 0.0245 | 0.4225 | 0.76 | 0.1620 | 0.0100
0.56 0.0320 | 0.3600 | 0.78 | 0.1805 | 0.0025
0.58 0.0405 | 0.3025 | 0.80 | 0.0200 | 0.0000
0.60 0.0500 | 0.2500 | 0.82 | 0.4500 | 0.0000

Tabla 4.2. Permeabilidades Relativas k,, Y k,.,, adaptada de [33].

En la Figura 4.5 y la Figura 4.6 se muestran los perfiles de Saturacién S,, y Presion p, para una
malla de un tamafio de 100 x100 celdas reportados cada 30 dias y hasta para un total de 120 dias de
simulacion, y obtenidas de [33], las cuales se comparan con la Figura 4.7 y la Figura 4.8, que se
obtuvieron con el simulador propio y con las mismas condiciones.
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Figura 4.6 Perfiles de Presion p,, tomada de [33].
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4.2.2 Problema de los 5 Pozos

El modelo simétrico conocido como “five spot” 0 de los cinco pozos, el cual detalla el proceso de
desplazamiento de aceite por agua en un medio poroso, en el que existe un pozo inyector y un pozo
productor en las esquinas opuestas del dominio. La forma en que se colocan los pozos emula la
simetria de colocar 1 pozo inyector y cuatro pozos productores equidistantes al pozo inyector. Para
este modelo conceptual se toman las siguientes consideraciones:

El desplazamiento ocurre en un medio bidimensional.

Se consideran los efectos de la presion capilar.

No se consideran los efectos de la gravedad.

El medio es isotropico.

Existen fuentes (Pozo inyector) y sumideros (Pozo productor).

O No gk

A Sy _

Pozo productor

as,, as,
ax

Pozo inyector

o .
ax
v
I y L,
dl »
o »

Figura 4.9. Dominio fisico del modelo "five spot"”,
adaptada de [33].

Para verificar la implementacion del cédigo numérico bidimensional se toma como referencia este
modelo simétrico, los parametros para llevar a cabo la simulacion numérica se muestran en la Tabla 4.3.
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Tabla 4.3.Parametros Para la Simulacion del Problema de los 5 pozos

Propiedad

Valor

Longitud del dominio L, X Ly, X L,
Permeabilidad absoluta k
Porosidad ¢

Viscosidad del agua u,,

Viscosidad del aceite u,
Saturacion residual del agua S,
Saturacién residual del aceite S,
Posicion de pozo inyector

Posicion de pozo productor

inj

Presion de Inyeccion en el fondo del pozo p,,;

Presion de produccion en el fondo del pozo p2it

1000 x 1000x100 [ft]

100 [mD]

0.20

0.96 [cP]

1.14 [cP]

0.22

0.20

50,50 [{]

950, 950 [ft]

3700 [psi]

3500 [psi]

adaptada de [33].
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Las permeabilidades relativas, estan definidas por:

2

Sy, — S
krw = krw,max (H) (4.3)
roOrw

_ 2
kro = ( S Srw_) (4.4)
1= Sr0=Srw

donde: k., max = 0.65, representa el valor maximo de la permeabilidad relativa de la fase agua,
S,w = 0.22, se refiere al valor de la saturacion de agua residual y S, = 0.2, es el valor de la
saturacion de aceite residual. La presion capilar generalmente es funcidn de la saturacion de la fase
mojante. En la literatura existen muchas relaciones empiricas obtenidas de experimentos de
laboratorio, para este trabajo se utiliza la siguiente expresion:

Sw - Srw)

45
1-5 “9)

pc(sw) = Pcowmin — B ln(

tal que B es una constante cuyo valor es igual a -10.1335 tal que Peow,min = Peow,max CUaNdo

Sw — Syw donde Pcow,min = 0Y Pcow,max = 70 [psi].

Las derivadas fueron programadas a partir de la derivada analitica de la ecuacion (4.5) para fines
practicos.

La Figura 4.10 muestra a los perfiles de presion p, para 8000 dias de simulacion para tiempos
especificos y un tamafio de malla de 90 x 90 celdas. EI comportamiento de la presion se ve
afectado por la presion capilar, lo que se traduce al hecho de que los perfiles ya no se muestran
estaticos como lo seria en un entorno donde se desprecia la presion capilar y estos cambian. Por
ejemplo, a los 500 dias de simulacién se puede apreciar que las isobaras de presién cambian de
posicion a través del dominio a medida que la inyeccion se mantiene constante, lo que se puede
visualizar en la Figura 4.11, que nos muestra los perfiles de Saturacion del agua S,,. Si se observa
el perfil de saturacion para 500 dias de simulacion, se nota que el agua ya ha barrido
aproximadamente una tercera parte del dominio. Para el perfil de 1,000 de simulacion, se aprecia
que el agua ya cubrid casi todo el dominio y esta por llegar al pozo productor. Los perfiles
correspondientes a 1,500 y 2,000 dias, indican que el agua se esta produciendo y practicamente
ya se ha barrido mas de 60% del aceite. Por altimo, los perfiles para 4,000 y 8,000 dias de
simulacion muestran que el agua ha cubierto por completo el dominio y el aceite casi ha sido
producido completamente. En la Figura 4.12, se puede hacer una descripcion analoga para un
medio anisotropico donde la permeabilidad del medio varia de entre los 10 [mD] a los 100 [mD].
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Figura 4.10. Perfiles de Presion de la fase aceite p, (psi) para un tamafio de malla de 90x90 celdas.
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Figura 4.11. Perfiles de Saturacion S,, para un tamafio de malla de 90x90 celdas.
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En la Figura 4.13 y en la Figura 4.14 se muestra el campo de velocidad normalizado para las fases
del aceite, representado con flechas rojas, y del agua, representado con flechas azules, en los
medios isotrépico y anisotrépico, respectivamente. Los tiempos de simulacion mostrados son los
mismos que para la saturacion y presion, tomando en cuenta ambas figuras, se nota que el
comportamiento corresponde a lo descrito para el perfil de saturacion y presion, en ambos casos.
Por ejemplo, en el caso isotropico para 500 dias de simulacion se muestra el perfil de saturacion
que corresponde al campo de velocidad del agua de 500 dias, indicando que el agua ha avanzado
hasta casi la mitad del dominio. El perfil de presion del aceite a los 500 dias muestra que su mayor
valor es en el pozo inyector, coincidiendo con su perfil de velocidad, debido a que gran parte del
aceite ha sido desplazado, presentando una mayor movilidad por parte del aceite, y, por lo tanto,
mayor velocidad en el pozo productor y en toda su vecindad. Para 500 dias de simulacién, en el
caso anisotrépico, de igual manera la saturacion y la velocidad de la fase agua son
correspondientes, la distribucion del avance es discontinuo, sin embargo, no supera los 800
metros. Entre tanto, el perfil de presion del aceite, corresponde con su perfil de velocidad, siendo
mayor en el pozo productor y su vecindad, aunque también mostrando que su distribucion es
irregular. Estos perfiles se complementan con los perfiles de las lineas de corriente de ambas fases
para los mismos medios y utilizando los mismos colores en las trazas que en los campos de
velocidad. En la Figura 4.15 se muestra el caso isotropico, y se observa que las lineas son continuas
y curvas para el flujo de aceite, para el flujo de agua también son continuas, pero mas rectas. La
Figura 4.16 muestra las lineas de corriente para el caso anisotrépico, en tal caso se aprecia que las
lineas son correspondientes a las del caso isotropico, pero son mas irregulares. Es importante
mencionar que los perfiles de las lineas de flujo de corriente en esta tesis se obtuvieron mediante
la biblioteca integrada de Python Matplotlib. Una linea de corriente es una trayectoria que en cada
uno de sus puntos es tangente al campo de velocidad en un instante de tiempo dado [34], las lineas
se trazan usando los campos de velocidades instantaneos. Su utilidad se debe a que en una
simulacién numérica se busca entender y cuantificar el impacto de los elementos desconocidos
del modelo estatico sobre el flujo de los fluidos y el transporte de hidrocarburos. Conjuntamente,
la fisica del desplazamiento permite modelar flujos en yacimientos donde existen muchas
heterogeneidades, con un enfoque basado en la geometria y la densidad, de las lineas de corriente
y los perfiles de velocidad, en virtud de que reflejan el impacto geoldgico sobre los caminos
preferenciales del flujo, introduciendo mayor densidad de lineas en regiones de alta porosidad y
permeabilidad. Las lineas de corriente y los campos de velocidad proveen imagenes instantaneas
de los patrones de flujo en el campo. Los ingenieros las utilizan para acortar el ciclo de ajuste
histérico, al validar los modelos de los yacimientos, desarrollar estrategias de inyeccion y mejorar
la eficiencia del desplazamiento, mediante el analisis de los patrones de flujo y, estimando las
relaciones inyeccion-produccion en el campo, durante los calculos de distintos escenarios de
prediccion. La evolucion de los frentes de inyeccidn y su interaccion con las heterogeneidades del
yacimiento, pueden observarse claramente con estos perfiles, brindando una manera natural e
intuitiva para caracterizar dinAmicamente un yacimiento [17, 35, 36, 37].

82



83

Velocidad del agua 500.0 dias

xift)

) N™N =~ « ~ ~ - ) N™S ~ « ~ « - )
////l...ft.4« ///4/4...4.!4:

N ///4/4//!1 v o 1////.4/4.1 . N

R N N - T N N N N S I U N N O N PO

NN N A W - IO W N N N N - W N N N NN (N

BN NN // S I N N N N O I NN NN N L

4//4//// N m,,x////// A | N N N U G N U
.4/4/4// m,rf////// m.v{//{///v/

] A PSRN N\ N U RGN N

(w4 w4 g

Comparativa de Rendimiento: IMPES Clasico versus IMPES Mejorado

Capitulo IV

Velocidad del aceite 500.0 dias

N — - ~ [~ ~ R Y—— -~ - L RSN—— -~ . T
ﬂ NN N O ,%//4 S — v~ f///4 T —— =~
VAN N s AN s s AN S
/Vx////(// ® (% M/I //1/4// x w4 m/////;./// * (% 4
N N NG N R | L U W N, N NN Y SR | U W N N OO RO S
’/_///ffr. mm’////lfru mm’///l{(...

N U O N N AR IS WA N N NG B AU | Y WL NN N N ?
L S /I NN N I .

* T ¥ v 0~ * 0w v |~ ~ B » ~ |~ = *
g 5 5 g 5 g 5 g g S g 5 8 § 5

(¥4

A

w4

x(ft)

Figura 4.13 Perfiles de Velocidad de las Fases Aceite y Agua en un Medio Isotrépico.
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84



Capitulo IV

1000

800

600

400

200

1000

800

1]

=

401

=

200

1ooo

800

600

400

200

Lineas de Corriente del aceite 500.0 dias

1000

P

V7

800

200

200 400 600 800 1000
i)

Lineas de Corriente del aceite 4000.0 dias

1000

7 —
o / -

7 m

400

|-

00 400 80 800 1000
X

Lineas de Corriente del aceite 8000.0 dias

(e
/ / 0
7 m
/ / .
= /4

xift)

Lineas de Corriente del agua 500.0 dias

—_——

200 400 500 800

xift)

Lineas de Corriente del agua 4000.0 dias

—

1%
i

27

20 400 #00 800

xift)

Lineas de Corriente del agua 8000.0 dias

=
V
)
2

200 400
xm

Figura 4.15 Perfiles de Lineas de Corriente de las Fases Aceite y Agua en un Medio Isotropico.

Comparativa de Rendimiento: IMPES Clasico versus IMPES Mejorado

85



Capitulo IV Comparativa de Rendimiento: IMPES Clasico versus IMPES Mejorado

I

600

Lineas de Corriente del aceite 500.0 dias Lineas de Corriente del agua 500.0 dias

800

Il

"

200 480 &0 80 1000 200 400 &0 &0 1000
xift) x(f)

400

200

1000 Lineas de Corriente del aceite 4000.0 dias 000 Lineas de Corriente del agua 4000.0 dias

b
2l

200

200 '\

200 400 00 80
xR

Lineas de Corriente del aceite 8000.0 dias
1000 1000

e AN
7
./

800

00

400

200 200

; // .

/

0 T T 0 T T T T
200 400 600 800 1000 00 400 600 800 1000

xift) x(fE)

Figura 4.16 Perfiles de Lineas de Corriente de las Fases Aceite y Agua en un Medio Anisotrépico.

86



Capitulo IV Comparativa de Rendimiento: IMPES Clasico versus IMPES Mejorado

Para verificar la correcta implementacion del propio simulador Bidimensional se plantea el ejercicio
simétrico de los 5 pozos reportado por Chen [2]. Se comparan los perfiles de produccion de fluidos
y corte de agua para 8000 dias de simulacion, con una malla de 91 x 91 bloques. La Figura 4.17a)
muestra los resultados obtenidos con el propio simulador y la Figura 4.17b) muestra los resultados
de [2], de donde se observa que ambas graficas son cualitativamente similares. La Figura 4.17
muestra la produccion de agua y aceite durante todo el proceso de simulacion.
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Figura 4.17 Produccion de Fluidos.
En la Figura 4.18, se aprecia que el corte de agua ocurre pasados los 1,000 dias de simulacion lo que
coincide con los perfiles de presion y saturacion analizados anteriormente. Esta proeza ayuda a la
comparativa a concluir que el modelo numérico bidimensional esta implementado correctamente.
La Figura 4.18 a) muestra los resultados propios y la Figura 4.18b) muestra los resultados de [2].
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Figura 4.18 Flujo Fraccional.
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4.3 Resultados de la Comparacion de la Simulacién Numérica
4.3.1 Comparativa de Rendimiento

En esta seccion se realizan las comparativas de rendimiento en cuanto a los solvers utilizados,
diferentes tamafios de mallas y diferentes pasos de tiempo para un total de 1500 dias de simulacion;
debido a que la verificacion de la correcta implementacién del algoritmo ya se ha realizado, no es
necesario correr el cédigo hasta los 8000 dias. El objetivo de hacer estas comparativas esta
enfocado en observar el comportamiento de la estabilidad, convergencia y eficiencia de computo
de tanto de los algoritmos como de los solvers, pues al tratarse de métodos directos e iterativos, la
utilizacion de matrices dispersas densas o vacias influyen directamente en el comportamiento del
tiempo de trabajo. La variacion del tamafio de la malla no solo afecta de manera directa el tiempo
de computo, sino que tiene una relacién directa con la estabilidad de los métodos, ya que ésta puede
generar alteraciones en la precision y generar un error local en cualquier etapa del calculo que
pueden romper la estabilidad si las perturbaciones que genera se propagan a etapas posteriores del
calculo generando errores mas grandes y afectando también de manera indirecta la convergencia.

4.3.1.1 Modelo Unidimensional: Medio Isotropico

El andlisis comienza con el problema unidimensional en un medio isotrépico, variando ligeramente
el tamafio de las mallas y utilizando el algoritmo de Thomas como solver fijo, realizando una
comparativa en el rendimiento del solver, donde la comparativa en la eficiencia se realiza con un
paso de tiempo general (mismo para presion y saturacion) de 0.25 dias para el IMPES Clasico y de
1 dia, solo para la presién para el IMPES Mejorado, puesto que el paso de tiempo para la saturacion
se calcula mediante la condicion presentada en la seccion 3.7. Se pueden observar tiempos de
ejecucion del solver ligeramente mas cortos para el IMPES Mejorado y también un mejor
comportamiento para mallas mas finas, aunque los tiempos de ejecucion del solver tienen el mismo
orden de magnitud como es de esperarse. También, es importante sefialar que el IMPES Clasico
con pasos de tiempo de un dia el algoritmo comienza a oscilar y se vuelve inestable. La Tabla 4.4
muestra que el IMPES Clasico ejecuta cuatrocientos ochenta veces el algoritmo de Thomas,
mientras que en la Tabla 4.5 muestra que lo hace ciento veinte veces, entonces se puede inferir que
el IMPES Mejorado es cuatro veces mas rapido, lo que con cierta justicia se le atribuye a su paso
de tiempo que es también cuatro veces mas grande; pero su estabilidad mayor en cuanto se suponga
que en general el algoritmo IMPES es mas inestable con pasos de tiempo cada vez més grandes. A
continuacidn, se interpreta en la Tabla 4.6 y en la Tabla 4.7 el rendimiento del algoritmo, donde
por las razones anteriormente planteadas se observa que no importa que el IMPES Mejorado
resuelve mas veces la ecuacion de saturacion que el IMPES Clasico, este se comporta de manera
mas eficiente con tiempos de ejecucion notoriamente mas cortos que el IMPES Clasico.
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Tiempo Promedio de Ejecucion

Tiempo Promedio de Ejecucién

del Solver mediante el IMPES [d?;s] del Solver mediante el IMPES [d?;s]
Clasico en [s] Mejorado en [s]
Tamaiio  Algoritmo de o Tamafio Algoritmo de
de malla Thomas ' de malla Thomas
100 0.00186 480 0.5 100 0.00185 120 1
300 0.00210 480 300 0.00235 120
500 0.00226 480 500 0.00208 120

Tabla 4.4 Tiempo de Ejecucidon del Algoritmo de Thomas
con el IMPES Clasico con un Paso de Tiempo de 0.25 dias
en un Medio Isotropico.

Tabla 4.5 Tiempo de Ejecucion del Algoritmo de Thomas
con el IMPES Mejorado con un Paso de Tiempo de 1 dia
en un Medio Isotrépico.

Tiempo Total de Ejecucion At Tiempo Total de Ejecucion At
del Algoritmo IMPES ) del Algoritmo IMPES (dias]
Clasico en [s] [dias] Mejorado en [s]
Tamafiode  Algoritmo de Tamafio de  Algoritmo de
malla Thomas malla Thomas
100 50.776 0.95 100 25.265 1
300 138.163 300 54.273
500 199.638 500 58.496

Tabla 4.6 Tiempo Total de Ejecucién del Algoritmo
IMPES Clasico con un Paso de Tiempo de 0.25 dias en
un Medio Isotropico.

Tabla 4.7 Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo
IMPES Mejorado con un Paso de Tiempo de 1 diaen
un Medio Isotrépico.
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En la Tabla 4.8 se puede observar como para mallas mas grandes el IMPES Mejorado se acelera
considerablemente, ya que la estrecha relacion entre, el paso de tiempo y las veces que se calcula la
saturacion en el IMPES Mejorado, se pueden apreciar indirectamente mediante la razén de cambio
de los tiempos de ejecucidn. Se puede apreciar que se desempefia considerablemente con mallas mas
finas, como es la de 500 nodos, puesto que es casi tres veces mas rapido, y en comparacion con las
mallas de 100 y 300 nodos, en la Tabla 4.6 , se aprecia que el tiempo de ejecucion es casi del doble
para el IMPES Clasico, este evento se ve reflejado en la Tabla 4.8, en donde dicha aceleracion es
casi del doble para ambos casos. EI comportamiento del desempefio mostrado en la Tabla 4.8 podria
ser un indicativo cuantitativo atribuido a la naturaleza del algoritmo de Thomas, pues al tratarse de
un método directo, su tiempo de ejecucion dependera del tamafio de los nodos en la malla y por
consiguiente en el nimero de elementos que formaran la matriz tridiagonal, por lo que se espera que
su tiempo de ejecucidn, incremente de manera proporcional al incremento en el numero de nodos.
Esta caracteristica se puede observar en la Figura 4.19, la cual describe los tiempos de ejecucion del
algoritmo de Thomas para ambos algoritmos, donde si se presta atencion a las mallas pequefias no
cabe mucha diferencia entre sus valores, aunque conforme aumenta el tamafio de la malla, las curvas
si se alejan entre si con mayor evidencia, en tal caso este acontecimiento se puede asociar a la
diferencia de estabilidad que se suscita entre los algoritmos IMPES Clésico e IMPES Mejorado. La
Figura 4.20 muestra que las curvas del tiempo de ejecucion de los algoritmos IMPES Clasico e
IMPES Mejorado son cualitativamente similares, se puede apreciar que la linea punteada en color
azul correspondiente al IMPES Clasico se encuentra por encima de la linea punteada color rojo
correspondiente al IMPES Mejorado claramente por tener valores mas altos, pero sus tendencias se
mantienen ajustadamente iguales y correspondientes, lo que tiene sentido si se asemeja que el paso
de tiempo es més grande para el IMPES Mejorado, por lo que se puede corroborar que la estabilidad
de los métodos recae en el tamafio del paso de tiempo y el tiempo de ejecucién dependera
estrictamente del tamario de la malla.

Tiempo Total de Aceleracion del
algoritmo IMPES Mejorado en [s]

;—:rr:j]lz Algoritmo de Thomas
100 1.9815
300 2.545
500 3.412

Tabla 4.8. Aceleracion del Rendimiento del
Algoritmo IMPES Mejorado en un Medio Isotropico.
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IMPES Clasico VS IMPES Mejorado IMPES Clésico VS IMPES Mejorado
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Figura 4.19 Gréfica del Rendimiento en el Tiempo de Figura 4.20 Grafica del Rendimiento en el Tiempo de
Clasico e IMPES Mejorado en un Medio Isotropico. Mejorado en un Medio Isotrépico.

4.3.1.1 Modelo Unidimensional: Medio Anisotropico

En esta seccion se presentan los resultados del tiempo de ejecucién obtenidos considerando un
medio anisotrépico (permeabilidad variable en todo el eje x), primero se comparan los resultados
de los tiempos promedio de ejecucion del solver del algoritmo de Thomas para los IMPES Clasico
e IMPES Mejorado registrados en la Tabla 4.9 y en la Tabla 4.10 respectivamente, se nota que
numéricamente los resultados son casi idénticos a los mostrados en la Tabla 4.4 y en la Tabla 4.5
correspondientemente, pese a que cuantitativamente sus magnitudes son del mismo orden, difieren
aproximadamente solo por algunas cienmilésimas, siendo mas pequefias para el medio anisotrépico.

Observando la Tabla 4.11 y la Tabla 4.12, se visualiza el mismo comportamiento presentado en la
seccion anterior, en los tiempos de ejecucion de los algoritmos, para un paso de tiempo cuatro veces
mas grande en el IMPES Mejorado, a saber, para la malla de 500 nodos, el tiempo de ejecucién es
cuatro veces menor que para el IMPES Cléasico, mientras que, para la malla de 100 y 200 nodos, se
puede contemplar que es alrededor del doble para el IMPES Clasico. De la Tabla 4.13 se puede
apreciar que el IMPES Mejorado es al menos dos veces mas rapido que el IMPES Clasico.

Précticamente, el comportamiento del solver y de los algoritmos muestran similitud con el caso
isotropico, ademas en la Figura 4.21 y en la Figura 4.22 se ve que las tendencias de las curvas son
parecidas, y también coinciden en el hecho de que el algoritmo se acelera mas con mallas muy finas.

Gréaficamente, la Figura 4.19, Figura 4.20, Figura 4.21 y la Figura 4.22 ilustran que la tendencia del
tiempo de simulacion en mallas unidimensionales uniformemente espaciadas son cualitativamente
similares, sin importar la anisotropia del medio.
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Tiempo Promedio de Ejecucion Tiempo Promedio de Ejecucion At
del Solver mediante el IMPES [dias] del Solver mediante el IMPES [dias]
Clasico en [s] Mejorado en [s]
Tamafio Algoritmo de Eiec Tamafio  Algoritmo de Eiec
de malla Thomas J8C de malla Thomas 18
100 0.00019 480 0.95 100 0.00018 120 1
300 0.00021 480 300 0.00020 120
500 0.00023 480 500 0.00021 120

Tabla 4.9 Tiempo de Ejecucion del Algoritmo de Thomas Tabla 4.10 Tiempo de Ejecucién del Algoritmo de
con el IMPES Clasico con un Paso de Tiempo de 0.25 Thomas con el IMPES Mejorado con un Paso de Tiempo

dias en un Medio Anisotrdpico. de 1 dia en un Medio Anisotroépico.
Tiempo Total de Ejecucion At Tiempo Total de Ejecucion At
del Algoritmo IMPES (dias] del Algoritmo IMPES [dias]
Clasico en [s] Mejorado en [s]
Tamafio Algoritmo de Tamafio Algoritmo de
de malla Thomas de malla Thomas
100 47.561 0.25 100 24.771 1
300 130.876 300 51.875
500 209.658 500 56.073
Tabla 4.11 Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo Tabla 4.12 Tiempo Total de Ejecucidon del Algoritmo
IMPES Clésico con un Paso de Tiempo de 0.25 dias IMPES Mejorado con un Paso de Tiempo de 1 dia
en un Medio Anisotropico. en un Medio Anisotropico
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IMPES Clasico VS IMPES Mejorado IMPES Clésico VS IMPES Mejorado
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Figura 4.21 Grafica de Rendimiento en el Tiempo de
Ejecucion del Solver entre los Algoritmos IMPES
Clésico e IMPES Mejorado un Medio Anisotropico.

N°® de Nodos

Figura 4.22 Grafica del Rendimiento en el Tiempo
de Ejecucién entre los Algoritmos IMPES Clasico e
IMPES Mejorado en un Medio Anisotroépico.

Tiempo Total de Aceleracion del
Algoritmo IMPES Mejorado en [s]

Tamario de
malla

100

300

500

Algoritmo de

Thomas

1.920

2.522

3.739

Tabla 4.13 Tiempo de Aceleracion del Algoritmo
IMPES Mejorado en un Medio Anisotropico.
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4.3.1.2 Modelo Bidimensional: Medio Isotropico

Ahora se analiza el comportamiento de los solvers descomposicion LU optimizado (SPSOLVE),
GMRES y BICGSTAB, de la biblioteca de SciPy de Python, con los cuales se resuelven los
algoritmos para el modelo bidimensional, comenzando por el medio isotropico y variando las mallas
de 11 a 31y a 91 nodos. Se empieza la comparacion para ambos algoritmos con un paso de tiempo
de 0.25 dias, con el objetivo de comprobar que el comportamiento en cuanto a eficiencia de los
solvers es similar para ambos algoritmos. La Tabla 4.14 y la Tabla 4.15 muestra los tiempos
promedio de ejecucion de los solvers SPSOLVE, GMRES y BICGSTAB con pasos de tiempo de
0.25 [dias], en ambos algoritmos; IMPES Clasico y Mejorado respectivamente, de acuerdo con las
dos tablas, los solvers se ejecutaron seis mil veces, sus valores son semejantes y su comportamiento
es analogo. Si se observa con cuidado los valores en ambas tablas para la malla de 11 nodos, se capta
que el orden de magnitud se encuentra en el rango de 103 y sus valores son idénticos; 1 milésima
para el SPSOLVE, 2 milésimas para el GMRES y 3 milésimas para el BICGSTAB procediendo
ascendentemente. Ahora, si se presta atencion en la malla de 31 nodos, en ambas tablas los valores
son muy parecidos; esta vez el valor para el SPSOLVE sigue siendo el mas pequefio, el mayor valor
es para el GMRES, y el BICGSTAB es el valor mediano. Con esta malla, a pesar de que el tiempo
promedio de ejecucion del SPSOLVE es una milésima méas pequefia en el IMPES Clésico que en el
Mejorado, los tiempos de ejecucion para el GMRES y el BICGSTAB son ligeramente mas grandes
para el IMPES Clasico con respecto al Mejorado. La tendencia en el comportamiento de la malla de
31 nodos se repite cuando se utiliza una malla de 91 nodos, es decir, el tiempo promedio de ejecucion
con valor mas corto es el del SPSOLVE, el del GMRES es el mayor y el del BICGSTAB es el
mediano; sin embargo; eta vez todos los valores en el IMPES Clasico son ligeramente mas
grandes que en el IMPES Mejorado. La Figura 4.23 y la Figura 4.24 exhiben como es la conducta
de los diferentes solvers, al tratarse de métodos directos e iterativos, parecen tomar una forma
exponencial para ambos algoritmos, aunque ligeramente mas pequefios para el IMPES Mejorado.

Si se comparan los tiempos totales de ejecucion con el mismo paso de tiempo, se obtienen tiempos
muy similares en la ejecucién de ambos algoritmos y esto se debe a que la saturacion para el caso
del IMPES Clasico se resuelve una vez, mientras que en el Mejorado solo se resuelve un par de
veces. En la Tabla4.16 y en la Tabla 4.17 se puede examinar los diferentes tiempos de ejecucion de
acuerdo al mallado y los diferentes solvers que se utilizaron para la solucion del sistema matricial,
y al tener el mismo paso de tiempo para ambos casos, se percibe que para la malla pequefia en el
IMPES Clésico todos los tiempos de ejecucion son mas cortos respecto del Mejorado. Para la malla
de 31 x 31 se aprecia que los tiempos de ejecucion son menores Unicamente con el SPSOLVE, en
tanto con GMRES y BICGSTAB son mayores en el IMPES Clasico respecto el IMPES Mejorado.

Esto se repite para la malla de 91 x 91, siendo el tiempo de ejecucion menor con el SPSOLVE y
mayor con el GMRES y BICGSTAB en el IMPES Clasico respecto el Mejorado.
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Tiempo Promedio de Ejecucion de los Solvers mediante At
el IMPES Clasico en [s] [dias]
Tamano  onoh) vE GMRES BICGSTAB  Ejec.
de malla
11 x11 0.001 0.002 0.003 6000 (o5
31x31 0.011 0.031 0.026 6000
91x91 0.557 1.835 0.804 6000

Tabla 4.14 Tiempo de Ejecucion Promedio de los Solvers mediante el IMPES Clasico

para un Paso de Tiempo de 0.25 dias en un Medio Isotrépico.

Tiempo Promedio de Ejecucidn de los Solvers mediante

At

[dias]

el IMPES Mejorado en [s]
g:;:znz SPSOLVE GMRES BICGSTAB Ejec.
11x11  0.001 0.002 0.003 6000
31x31 0012 0.029 0.025 6000
91x91  0.554 1.668 0.757 6000

0.25

Tabla 4.15 Tiempo de Ejecucion Promedio de los Solvers mediante el IMPES
Mejorado para un Paso de Tiempo de 0.25 dias en un Medio Isotrdpico.
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Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo IMPES At

Clésico en [s] [dias]
Tamano  <ooh VE GMRES  BICGSTAB
de malla
11 x11 59.12 67.54 72.50 0.95
31x31 206.35 332.56 299.04

91x91 4320.69 12135.42 5916.74

Tabla 4.16 Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo IMPES Clasico con un Paso
de Tiempo de 0.25 dias en un Medio Isotrépico.

Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo IMPES At
Mejorado en [s] [dias]
Tamano  opsn VE  GMRES  BICGSTAB
de malla
11 x11 63.75 70.18 77.86 0.95
31x31 220.12 324.91 303.12

91x91 4455.79 11230.53 5736.97

Tabla 4.17 Tiempo Total de Ejecucién del Algoritmo IMPES Mejorado con un Paso
de Tiempo de 0.25 dias en un Medio Isotropico.
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Capitulo IV
IMPES Cléasico VS IMPES Mejorado
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Figura 4.23 Grafica del Rendimiento en el Tiempo de
Ejecucién de los Solvers entre los Algoritmos IMPES
Clasico e IMPES Mejorado en un Medio Isotrépico.
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Figura 4.24 Gréfica del Rendimiento en el Tiempo de
Ejecucidn entre los Algoritmos IMPES Clasico e IMPES
Mejorado en un Medio Isotrépico.

La ventaja del IMPES Mejorado sale a relucir cuando se utilizan pasos de tiempo més grandes para
la presion. Entonces, se observa un mejor desempefio para el IMPES Mejorado sin importar el solver
que se ha empleado. En la Tabla 4.18 se registran los tiempos de ejecucion para el IMPES Mejorado
con un paso de tiempo de un dia, y ahora se puede advertir que el desempefio para este algoritmo es
mejor para las mallas mas grandes, en este caso de igual manera se puede realizar un analisis en la
aceleracion de la ejecucion de ambos algoritmos, ya que si se observan detenidamente los valores
en la Tabla 4.19, se puede percatar que los solvers mas eficientes son el SPSOLVE y el BICGSTAB.
La Figura 4.25 muestra graficamente esta diferencia en el tiempo de ejecucion.

Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo IMPES At
Mejorado en [s] [dias]
Tamafio de
SPSOLVE GMRES BICGSTAB
malla
11 x11 56.84 59.16 61.42 1
31x31 118.36 156.41 144.65
91x91 3482.91 4650.2 3504.18

Tabla 4.18 Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo IMPES Mejorado con un Paso

de Tiempo de 1 dia en un Medio Isotrépico.
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Tiempo Total de Aceleracion del Algoritmo
IMPES Mejorado en [s]

Tamafo
de SPSOLVE GMRES BICGSTAB
malla
11 1.04 1.14 1.18
31 1.743 2.12 2.06
91 1.24 2.60 1.68

Tabla 4.19 Tiempo de Aceleracion del Algoritmo IMPES Mejorado
en un Medio Isotrépico

IMPES Clésico VS IMPES Mejorado

—— SPSOLVE
—— GMRES
—— BIGCSTAB
=== SPSOLVE
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Figura 4.25 Grafica del Rendimiento en el Tiempo de Ejecucion
entre los algoritmos IMPES Cléasico e IMPES Mejorado un
Medio Isotropico con un Paso de Tiempo de 1 dia.
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4.3.1.3 Modelo Bidimensional: Medio Anisotrépico

Para finalizar este estudio se llega al escenario donde el medio y la permeabilidad se varia de forma
aleatoria en un rango de 10 a 100 mD. En la Tabla 4.20 y en la Tabla 4.21 se observa el rendimiento
de los algoritmos para las variaciones del paso de tiempo de 0.25 y 1 [dias] para los IMPES Clasico
y Mejorado, respectivamente, donde como se esperaba, los tiempos tienen un comportamiento
similar cuantitativa y cualitativamente que en el caso isotrépico.

Tiempo Promedio de Ejecucion de los Solvers mediante el At
IMPES Clasico en [s] [dias]
Tamano  ooohlVE GMRES BICGSTAB  Ejec.
de malla
11 x11 0.001 0.003 0.004 6000 0.95
31x31 0.011 0.041 0.033 6000
91x091 0.561 2.175 0.832 6000

Tabla 4.20 Tiempo de Ejecucién Promedio de los Solvers mediante el IMPES Clasico
para un Paso de Tiempo de 0.25 dias en un Medio Anisotrépico.

Tiempo Promedio de Ejecucidn de los Solvers mediante el At
IMPES Mejorado en [s] [dias]
Tamano  ¢ocolVE GMRES BICGSTAB  Ejec.
de malla
11 x11 0.001 0.003 0.005 1500 1
31x31 0.012 0.038 0.031 1500
91x91 0.555 2.149 0.817 1500

Tabla 4.21 Tiempo de Ejecucion Promedio de los Solver mediante el IMPES Mejorado
para un Paso de Tiempo de 1 dia en un Medio Anisotrépico.
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Finalmente, para concluir este estudio se contempla el rendimiento de los algoritmos. Si se observa
la Tabla 4.22 y la Tabla 4.23 en donde se vigila el tiempo de ejecucidn de estos, se verifica que son
mucho mas cortos para el IMPES Mejorado. Graficamente, se nota que el desfase de las curvas es
mas notorio, y si se pone atencion en la Tabla 4.24 de aceleracion del solver se comprueba que es
mucho maés eficiente cuando las mallas son mas finas, ya que se puede ver de manera contundente
que para las mallas de 91x91 el IMPES Mejorado es hasta 3 veces més rapido que el Clésico.

Tiempo Total de Ejecucion de los Solvers mediante el At
IMPES Clasico en [s] [dias]
Tamano  oooh) VE GMRES — BICGSTAB
de malla
11 x11 60.95 77.48 82.71 0.25
31x31 218.47 399.51 344.48
91x91 4333.09 14114.34 5999.60

Tabla 4.22 Tiempo Total de Ejecucién del Algoritmo IMPES Cl&sico con un Paso
de Tiempo de 0.25 dias en un Medio Anisotropico.

Tiempo Total de Ejecucion de los Solvers mediante At

el IMPES Mejorado en [s] [dias]
Tamano o565 VE  GMRES BICGSTAB
de malla
11 x11 51.71 53.45 58.03 1
31x31 108.75 145.18 135.59

91x91 1376.24 3795.68 1923.86

Tabla 4.23 Tiempo Total de Ejecucién del Algoritmo IMPES Mejorado con un
Paso de Tiempo de 1dia en un Medio Anisotropico.
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Tiempo Total de Aceleracion del Algoritmo
IMPES Mejorado en [s]

Tamario
de SPSOLVE GMRES BICGSTAB
malla
11x11 1.178 1.45 1.42
31x31 2.0 2.75 2.54
91x91 3.148 3.718 3.118

Tabla 4.24 Tiempo de Aceleracion del Algoritmo IMPES
Mejorado en un Medio Anisotrépico.

En la Figura 4.26 se percibe que el comportamiento de todos los solvers es idéntico, ya que la matriz
de coeficientes del sistema continda siendo diagonalmente dominante, no importa que el medio sea
anisotrépico, ni la diferencia en el paso de tiempo. En la Figura 4.27 si se puede apreciar un desfase

mas marcado, el cual se podria explicar por la diferencia en el paso de tiempo.
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Figura 4.26  Grafica del Rendimiento en el Tiempo de
ejecucion de los Solvers entre los Algoritmos IMPES
Cléasico e IMPES Mejorado en un Medio Anisotrépico
con un Paso de Tiempo de 0.25y [1 dias].
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Figura 4.27 Gréfica del rendimiento en el Tiempo de
Ejecucion entre los Algoritmos IMPES Clasico e IMPES
Mejorado un Medio Anisotrépico con un Paso de Tiempo
de 0.25y 1 [dias].
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4.3.1.4 Comparativa utilizando una Matriz Dispersa

En esta seccion se hace la ultima comparacion en el rendimiento y eficiencia del IMPES Mejorado
bajo laimplementacién CSR, que ayuda a resolver uno de los principales obstaculos en la simulacion
numérica debido principalmente a la memoria de los ordenadores. La observacion fundamental
arraiga en el almacenamiento de la matriz con la que el ordenador trabaja, el almacenamiento de una
matriz densa ocupa mucha mas memoria que el almacenamiento de una matriz vacia, esto
generalmente ocasiona el desplome de la memoria de los equipos de computo y por esta razon se
generan errores que vuelven imposible llevar a cabo la ejecucion de los simuladores con mallas
extremadamente finas. En seguida se muestra los resultados obtenidos tras ejecutar el algoritmo
IMPES Mejorado utilizando una matriz dispersa vacia en donde se estudia su comportamiento para
mallas de hasta 511 nodos y un medio isotrépico con el objetivo de manifestar que bajo el panorama
de las matrices ralas es posible llevar a la préactica estas tareas, brincando dicho problema de
almacenamiento. En la Tabla 4.25 se muestran los tiempos de ejecucion son muy semejantes y que
esta vez suele haber ligeras variaciones dependiendo del tamafio de la malla y del solver en cuestion,
por ejemplo para la malla de once nodos el tiempo de ejecucion es menor para el solver GMRES, le
sigue el solver BICGSTAB vy el tercer lugar es para el SPSOLVE, para la malla de 31 nodos la
conducta sigue la misma inclinacion; el primer lugar lo ocupa el GMRES, seguido del BICGSTAB
y por ultimo el SPSOLVE, y a pesar de ello para la malla de 91 nodos cambia, ahora es SPSOLVE
seguido de BICGSTAB vy en ultima instancia GMRES, a partir de aqui la orientacion en los valores
de los datos es la misma desde la malla de 111 nodos hasta la de 511 nodos, por lo que se puede

Tiempo Total de Ejecucion del Algoritmo IMPES Mejorado en [s] At [dias]

demiﬂZ SPSOLVE GMRES BICGSTAB

11x11 72.55 56.8232 59.6520

31x31 97.6523 77.33580 83.8

91x91 658.2 708.1 589.7148 !
111x111 800.4574 1056.1 712.5101
211 x 211 11552.9331 15222.3210 12257.3
511 x 511 490128.3 482244.7124 479279.65

Tabla 4.25 Tiempo Total de Ejecucion del IMPES Mejorado con Matriz Dispersa.
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deducir que la potencialidad de los solvers también depende de su estabilidad, que de igual modo
tendran influencia directa en el desempefio del algoritmo. Es importante mencionar que la eficiencia
de esta implementacion se encuentra en el hecho de que, para una malla de 500 nodos o mayor,
utilizar una matriz densa ya no fue funcional, mientras que, para esta implementacion, si fue posible
lograr la ejecucidn, también reside en el hecho de que el IMPES Clésico requeria un paso de tiempo
muy corto, lo que repercutia en un tiempo mucho mayor de ejecucién, y, por lo tanto, ya no fue
factible terminar su ejecucion. En la Figura 4.28 a) se puede observar que el tiempo de ejecucion
del algoritmo, sea cual sea el solver, tiene una tendencia exponencial conforme se incrementa el
namero de nodos en la malla, esto se puede explicar debido a las oscilaciones que sufren los solvers
al momento de su ejecucion en cualquier momento del calculo.

La Figura 4.28 b) muestra una oscilacion en el tiempo de ejecucion aproximadamente constante para
el solver SPSOLVE, la Figura 4.28 c) exhibe una oscilacién creciente para el GMRES vy la Figura
4.28 d) demuestra una oscilacion ligeramente decreciente para el BICGSTAB.
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d) Tiempo de Ejecucion del solver BICGSTAB.
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IMPES Clasico VS IMPES Mejorado

Capitulo IV

100

Figura 4.28 Comportamiento del Tiempo de Ejecucion.

b

c) Tiempo de Ejecucion del solver GMRES.
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Conclusiones y Recomendaciones

CONCLUSIONES

Las metodologias numéricas y computacionales, el modelo matematico y numérico para simular el
flujo de fluidos bifasico incompresible en medios porosos, son muy utilizados y ampliamente
aceptados en la industria petrolera. Por lo que, en la presente tesis, se orienta nuestro empefio en
realizar las comparativas de rendimiento y verificar dos de las implementaciones existentes en la
literatura, para poder examinar su comportamiento y encontrar los factores que controlan su
eficiencia, para poder buscar alternativas que ayuden a optimizar e impulsar el desarrollo de estos
algoritmos. Para poder llevar a cabo mejores implementaciones futuras en este estudio se concluye
que:

» Para mallas gruesas, por ejemplo, 11 x 11, los tiempos de ejecucion entre el IMPES Clasico
y mejorada son similares, por lo que se pudiera usar uno o el otro.

» Se puede concluir que en particular el solucionador SPSOLVE (método directo de
descomposicion LU optimizado) tarda menos tiempo en ejecutarse que los otros dos
solucionadores, y que el GMRES y el BICGSTAB (métodos iterativos) tiene tiempos de
ejecucion muy similares. Esto pudiera deberse a que los sistemas resueltos son relativamente
pequefios, donde un método directo es mas eficiente que uno iterativo.

» La sobrecarga en la memoria principalmente se debe a un tamafio de malla muy grande
debido a que esta ligada con el nimero de operaciones que se invierten en el calculo de las
operaciones para la ecuacién de presion.

» Se puede observar un mejor comportamiento y eficiencia de computo del IMPES Mejorado
en respuesta a la refinacién de la malla.

» EI IMPES Mejorado es mas confiable para tratar problemas con medios anisotropicos.
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RECOMENDACIONES

A cuenta de lo mencionado anteriormente, y para poder continuar estos estudios, se recomienda:

e Extender el cddigo a 3D con la capacidad de manejar multiples pozos.

e Realizar pruebas utilizando diferentes precondicionadores en los solvers.

e Implementar un paso de tiempo adaptativo general para la presion en el IMPES Mejorado.
e Desarrollar una interfaz grafica para la utilizacion de los cédigos.

¢ Implementar técnicas de computo de alto rendimiento para mejorar la eficiencia de los codigos.
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23
24
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

Simbolo

ANEXO A. Nomenclatura

Descripcion

Matriz de coeficientes de un sistema (matriz de rigidez)

Coeficientes de la presion en el puto i, j
Coeficientes de la presion enel puto i + 1, j
Coeficientes de la presion enel puto i — 1, j
Coeficientes de la presionen el puto i,j + 1
Coeficientes de la presionen el puto i,j — 1
Elementos de la matriz A

Exponente en la ecuacion de declinacion

Vector del lado derecho de un sistema matricial
Tasa de Declinacion

Diferencial de saturacion maximo Permitido
Distancia entre dos puntos de malla

Funcion de x

Flujo fraccional de la fase «

Constante de la Tasa de Declinacién
Permeabilidad absoluta

Intervalo del tiempo total de interés
Permeabilidad relativa de la fase a

k-ésimo espacio de Krylov

Polinomio de Taylor

Relacion de recurrencia en el algoritmo de Thomas
Presion capilar

Presion capilar de las fases aceite-agua

Presion de fondo ( inyeccion/produccion cte.)
Presion del aceite

Presion del agua

Presion inicial

Gasto de produccién

Gasto de lafase «

Gasto promedio del aceite

Gasto promedio del agua

Relacion de recurrencia en el algoritmo de Thomas
k-ésimo vector residual

Radio equivalente

Radio de pozo

Espacio euclidiano donde d = 1, 2,3

Unidad

[Dias™1]

[L], [m}, [ft]

[Psi], [Pa]
[Psi], [Pa]

[Psi], [Pa]
[L?/d],[m>/d],[RB/d]
[L?/d],[m>/d],[RB/d]
[L?/d],[m?/d],[ ]
[L3/d],[m?/d], [ ]

3/d],[RB/d
3/d],[RB/d

)

e e e

)

37 R Coniunto de nimeros Reales
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38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

67

68

69

70
71
72
73
74

Il
lI-Il.a
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Saturacion de la fase

Saturacion del agua

Saturacion del aceite

Saturacion inicial

Saturacion en el tiempo actual

tiempo

Tiempo de simulacién

Proyecci6n ortogonal

Velocidad de Darcy

Velocidad de la fase a

i-ésima iteracion en el algoritmo de Thomas

Vector incognito en un sistema matricial

Estimacién inicial en un sistema matricial

k-ésima iteracion

Numero de condicion de la matriz A

Diferencial de volumen

Paso de tiempo

Distancia entre puntos de una celda en la direccion x
Distancia entre puntos de una celda en la direccion y
Distancia entre puntos de una celda en la direccion z
Paso de tiempo para la saturacion en el IMPES Mejorado
Densidad de la fase «a

Movilidad total

Movilidad de la fase «

Viscosidad de la fase a

Constante gravitacional

Norma sobre un espacio

Norma sobre un espacio no conforme

Producto Interno

Parcial de la presion capilar respecto la saturacion
Derivada parcial respecto a x

Derivada parcial respecto a t

Porosidad

Operador divergencia (nabla)
Gradiente de presion capilar
Gradiente de saturacion
Gradiente de altura

[s]
[dias]
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ANEXO B. Modelado de Pozos de Peaceman

Para incorporar los pozos de inyeccion y de produccién de una manera apropiada se considera el
modelo de Peaceman extendido a mallas no uniformes, tomando en cuenta las fuerzas de gravedad,
anisotropia del medio, efectos superficiales y direccion de pozo (vertical u horizontal). Por lo tanto,
para un pozo vertical, ya sea de inyeccion o produccion correspondiente a:

Zﬂpakllﬂzwl k11k22

= (5.1)
.ua(ln(re/rwell) +s

Qa (Pon + Pa — P (Zpn — 2))
donde g es la magnitud de la aceleracion gravitacional, z es la profundidad, z; es la profundidad
de referencia del pozo, r,.; es el radio del pozo, p,, k.o Y M, Se refieren a la densidad,
permeabilidad relativa y viscosidad de la fase «. El radio equivalente r, de la ecuacion (5.1) para un
medio anisotropico se define como:

0.14((kzz/ka1)/?Ax* + ((k11/ko2) 2 4y?)Y/?
T, =
¢ 0.5((ka2/k11)Y* + (fe11/k22)1 %)
donde Ax y Ay se refieren al tamarfio de celda en los ejes x y y que contiene el pozo vertical y k1, y

k,, se refieren a las permeabilidades absolutas en las direcciones x y y. Otra magnitud muy
importante en la ingenieria petrolera es el indice del pozo W1, el cual se expresa como sigue:

. 2nldz\Ky1K5o (53)

B ln(re/rwell) + s

los efectos en la cercania del pozo que pudieran afectar la productividad o los procesos asociados a
la inyeccion, pueden ser incorporados usando el factor de dafio s. Estos efectos se desprecian para
efectos de este trabajo (s = 0). Para el caso de pozos perforados horizontalmente se tienen que
Ilevar algunas modificaciones a la ecuacién (5.1) para considerar la orientacion correcta en los ejes
coordenados. El indice de un pozo horizontal paralelo a la direccion del eje x es:

B ln(re/rwell) + s

si el pozo es paralelo a la direccion y, se tiene:

Wil = ZnAy\/K11K33 (5.5)

B ln(re/rwell) + s

(5.2)
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para el caso abordado en esta tesis la ecuacion (5.1), el pozo inyector queda:

_ 21py, Ay Az k11K,

— oy — (5.6)
qw (s Jro) (Pbn — Po — Pc)
y el pozo productor queda:
_ 21py Aoz K11Ko ( — D) 5.7)
T B

El acople de los pozos a las ecuaciones de balance o modelos matemaéticos simplificados se Debe
hacer siguiendo las restricciones que dicte el problema en particular. Por ejemplo, si se considera el
caso en el que un fluido se inyecta a presidn constante, es decir p,;, = cte, la variable a calcular serd
De» €Xisten mas restricciones como lo son flujo constante, maximo flujo permitido, etc., pero el
alcance de esta tesis no abarca estas dos ultimas consideraciones. La simulacion numérica de los
flujos de fluidos en los yacimientos de hidrocarburos debe tener en cuenta la presencia de pozos. La
presion en una celda de malla que contiene un pozo es diferente de la presion promedio en ese
bloque, y diferente de la presion de fondo que fluye hacia el pozo [38]. La dificultad de modelar
pozos en una simulacion numérica a escala de campo es que la region donde los gradientes de
presién son mayores es la mas cercana a un pozo y es mucho mas pequefia que el tamafio espacial
de las celdas en la malla (Figura 5.1). El uso del refinamiento de la malla alrededor del pozo puede
aliviar este problema, pero puede conducir a una restriccion poco préactica en los tamafios de paso
de tiempo en la simulacién numérica.

0]

Figura 5.1 Representacion de un pozo en una celda y a escala de yacimiento.
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ANEXO C. Discretizacion del Problema.

Para poder acatar el problema es necesario comenzar con la discretizacion del medio, para este
simulador desarrollado se utilizé un ordenamiento de blogues natural Figura 3.3 y Figura 3.4, por
lo tanto, el orden de los nodos seria como muestra la Figura 5.2:

(n,0) : n—1 n
(2,0) 8 9 10

(1,0) 4 5 6 7
(0,0) 0 1 2 3

0,00 (10 (20 - (On)

Figura 5.2 Ordenamiento de bloques para una malla de n nodos.

Empezando el conteo de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba para una malla de M X M para
generar un total de n nodos y obtener una matriz pentadiagonal de dimension n X n, considerando
ademas que el ordenamiento de los bloques en Python es de izquierda a derecha de arriba hacia
abajo como se muestra en la Figura 5.3. Es importante tener en cuenta también la diferencia de los
nodos internos y los nodos que pertenecen a las fronteras en la Figura 5.2 los nodos internos se
representan sombreados de color gris mientras que las fronteras permanecen en blanco. Los nodos
internos seran los que tengan mayor repercusion en los calculos debido a que las condiciones de
frontera seran de tipo Nauman, lo que significa que se tendran condiciones de no flujo y cuyas
condiciones iniciales S2 y pQ seran conocidas. La ventaja de tener este tipo de fronteras es que se
pueden implementar mas facilmente, pues bastara con hacer cero los valores en esos puntos, pero se
debe tener especial cuidado con los nodos internos, ya que solo en nodos especificos estos tendran
valor nulo, generalmente los nodos en las fronteras seran en los nodos que contengan las
coordenadas (0,/),(i,0), (i,n),(n,j) para 0< i <ny 0 < j < ny para los puntos en las
esquinas de la malla (0,0), (0,n), (n,0), (n,n). Al comenzar a aplicar el esquema de cinco puntos
a partir del nodo cero de izquierda a derecha se forma la matriz de la Figura 5.3, en la que se puede
observar en las diagonales AE y AW en algunos puntos tiene valor igual a cero que es donde
corresponde a las fronteras este y oeste respectivamente, que es en el limite n de cada fila, entonces
el conteo de coordenadas salta en el mismo orden a la siguiente columna para dar lugar a los indices
de las coordenadas (i, j) como se muestra en la Figura 5.2. De la misma manera se puede observar
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en la Figura 5.3 que las diagonales inferior y superior AS y AN aparecen en las coordenadas (i, i + n)
y (i,j +n) que es donde se limita a la malla en las frontera norte y sur respectivamente, que es
donde no existen los puntos cuando se aplica el esténcil de cinco puntos. Es importante mencionar
que para su implementacion se utiliza un nodo ficticio, que mantendré las mismas propiedades que
en los nodos internos, sin embargo, no se calcula ninguna presion en ese punto.

AE

AP

AW

AE

AP

AW

AE

AP

AW

AE

AP

n 6
AN 0
0 AN
0 0
0 0
0 0
AP AE
AW AP
0 AW
0 0
0 0
AS 0
0 AS
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

Figura 5.3 Matriz resultante de la Discretizacién del Yacimiento.

AE

AP

AW

AE

AP

AW

0 0
0 0
0 0
0 0
AN 0
0 AN
0 0
0 0
AE 0
AP 0
0 AP
0 AW
0 0
0 0
AS 0
0 AS
0 0
0 0

11

AE

AP

AW

AS

12

AE

AP

AW

AS

13

AE

AP

AW

AE

AP

Pn1

Pon

Pin

P2n

P3n

Pnn
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Para obtener los coeficientes de la matriz Penta diagonal se procede a aplicar la técnica de diferencias
finitas por bloques centrados y las consideraciones del modelo fisico conceptual a las ecuaciones
para la saturacion y presion , es decir (3.31) y (3.34) respectivamente

V- [kAVp,] + V- [kAW 55 VS ] 20 53)
o

S,

d;t [\ Vpo| + V- [kAW Vs ] (5.9)

aplicando la ecuacion (2.19) a (5.8) y (5.9) y multiplicando ambas ecuaciones por AxAyAz y
aplicando (2.21) a (5.9) utilizando un esquema 6 implicito para la presion y un esquema explicito
para la saturacion y omitiendo los superindices n'y n + 1 por simplicidad se llega a :

= Po,e — Po, = Po,p — Do,
o, () = Fonl, (e aya

= Po,n — Po,p = Po,p — Po,s
_ {k il (T) — kA, (T)}AyAz

= op. Sw,e — Sw,p = opc Sw,p = Sww
o 22| (Sns=Sury g, el (Sur Sy
+{ xx WaSW 6Xe xx WaSW 5XW yaz (5.10)
= apc SwN - SWP = apc SWP - SWS
ooty 2| (S Sue) g Ol (Sur = Sus))
+{ s, o ST ]
_ <q qo>
Pw  Po
para la presion y:
Swn+1 - Swn = Po,e — Po,p = Po,p — Pow
= Pon — po,P) = (po,P - po,S)}
- ol __ToP)_ =P __ 203 Ay
{k yy)lW|n ( 5y, k yyAWL 5V, yaz
= op. Sw,E — Sw P> = op. (SWP — Sw W)
' diy ' W)t Ay
+ { k xx/1w (’)Sw ( 6xe xxtw aSW 6xw yaz (5.11)
= op. Swn — Swp = op. Sw,p — Sw,s
+1k 2 (=l Fy2 (P2 =250 4z
{ o WaSW 6yn ¥y WaSw s 6)’5
_w
Pw

para la saturacion. A continuacion, se presta especial atencion en los términos del lado derecho de
las ecuaciones (5.10) y (5.11) porque el termino correspondiente a los gastos del agua y el aceite
seran sustituidos por las ecuaciones (5.6) y (5.7) respectivamente del siguiente modo:
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2wpwkrwlAz ’I?xxl?yy 2npwkrwlAz ,I?xxl?yy
qw = (thp,inj_Po +Pc)+

Bw (in(re/ryenr))

p _p+P) 61
My (1n(re/rerr)) (Ponproa =P+ F:)

2mpy ke Az /l?xxl?yy
o =

Hw (In(re/Twen))

(Pyn — P,) 13

y ademas recordando que :

kTW
=1 (5.14)
py "
k
=2, (5.15)
Ho
2nAz /l?xxl?yy (5.16)
=WI
(ln(re/rwell))

luego se sustituyen las ecuaciones (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) y (5.16) en el lado derecho de las
ecuaciones (5.10) y (5.11) segun correspondan se obtiene :

AWWIlw,inj (th,inj + Pc)AxAyAZ + AOWI|0,pr0deh,prodAxAyAZ

+ 2 Wiy proa(Ponproa + Pe)AxAyAz — AW |y, 1P, ,AxAy Az (5.17)
— AW o proaPepdxAyAz — A, Wy proaPopAxAyAz
para el lado derecho de (5.10)y:
AWWIlw,inj (th,inj + PC)AxAyAZ + AOWI|o,pr0dpbh,prodAxAyAZ (5.18)
+ 2 Wiy proa(Ponproa + Pe)AxAyAz — AW |y, 1P, ,AxAy Az

para (5.11). Posteriormente se desarrolla el lado izquierdo de las ecuaciones (5.10) y (5.11) y se

deben pasar los términos del lado derecho que contengan P, ,, al lado izquierdo para llevarlas a la
forma general:

AP jp;j = AE; jpiy1,; + AW, jpi—1,j + AN jp; je1 + AS;jpij—1 + Bij (5.19)
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de la siguiente manera:
k. x2
oxe

AWI |, proadxAyAz + A, WI Iw'pmdAxAyAz) Py, =+

AyA z + 2= yyl

s

K xx kyya
AyAz + . AyAz + —— 3y

e w lw n

AxAz + A, W1\, 1njAxAyAz +
S
K xxd
oxe |,

AyAzp,r +

K xxAy 0P
AvAZ X xxdw OPc
VB2 Pos t\Tox. a5, .

kyxd K xxd
== AxAzp,y + 6”
n

oxy,

}’}’/1

AyAz +

AyAzp,w +

w

’?xxlw apc

k yyAy dp
AxAz — Syl Obe
oxy 08,1, x Sw,p

k yyAw dp
AyAz + 2= —<
Yy + ox,, 0dS, w

dys 0SSy

ap.
AVAZ M_
Yy + 8yn 0Swl,

A:YAZ SW,W —

S
Exxlw ap.
8ys dSwlg

k yyAw ap.
Syn OSW

PC)AxAyAz + AWy proaP o proadxAyAz + A,WIly, yroa(Ponproa + Pc) AxAyAz

kxx)L apc
Ox, BSW

AyAZ Sy 5+ AyWI |y inj(Pppinj +

AxAz S, N — AyAz S, g —

para la ecuacion de presion y :

T xxd K xxd At K yydw K yydw At
Sn+1=S n_{xxw xxw| } + Yy + yy +A WI g
w w 6xe |, oxw |,,) Ax 8y, n 8y, Ay¢ |W inj ®
k wdw| At Kaxdw| At K yyhw
AWW”wprod po P 6xe e Ax¢p FoE oxy w Ax¢p FoW + 5yn n AxAz po,N +
k xx/1w AyAZ p ?xxﬂ-w apc _I_ ?xxﬂ-w apc At F)’J’AW apc +
6ys Ox, dSy e oxy dSy w Ax¢ 6y, OSw n
?yylw ap, At ?xxﬂ-w dp, At S ?yylw op, At S
P~ wE — wWw —
8y, 0Sw s Ay¢ 0xe OSy e Ax9 oxy OSy wAx¢
?}’}’AW ap, At 7xx}Lw ap, At At
5yn aS, nAy(b w,N 83’5 aS, s Ay SW,S + AWWI|w,ln] ® {thp,m] + Pc} +

A
Awwnw,prodat {th,prod + Pc}

para la saturacion, ademas, se definen las transmisibilidades del agua y del aceite entre celdas como:

K xxd K xxd kyya kyyA
Ty = <22 AyAz:T,, = <=4 AyAzTy = S22 AxAzTg = <22 AxAz Ty, =
E 8xg e y LW 8xW w y 4N Syn n X [} Sys R X 1 Ew
K xx2 Kk xxhw ky2 k.,
Kadu| AyAz; Ty, = -2 | AyAz;Ty,, = —2| AxAz;Tg,, = —22| AxAz
bxe |, ’ 8yn n ’ 8ys s

yrecalcandoque P = i,j,E =i+ 1,j,W=i—-1jN=ij+1S=ij—le=i+1/y)jw=
i—1/2,j,n: i;j+1/25= i,j—l/zyAxAyAz:AV.
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Por lo que finalmente los coeficientes de la presion y la saturacion se definen como sigue:

los coeficientes de la ecuacion de presion quedan:

At
AP =T+ Ty + Ty +Ts + (AWl + AWl proa + /1WW1|W,,{,M)E (5.20)

AE;; = Tg (5.21)
AW, ; =Ty (5.22)
ANL-J- =Ty (5.23)
ASi,j = TS (5.24)
B dp At dp At
Bij = — [TE,wﬁ M (SW,E - Sw,P) - TW,W BSC ¢ wW)]
op.| At dpe| At ]
— —| ——(S — —Ts, —

+ (AWWIlw,ianbh,inj + AWWIlw,pTOdeh,pTOd + /10 Wllo,prodpbh,prod

At
+ AWWIlw,ianc + ﬂ-WVVIlw,proch) E
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y los coeficientes de la saturacion quedan:

P j = (TE,W + TW,W) AL)‘c_ip + (TN,W + TS,W)AAy_; + (AWW”w,in}' + AOWIlo,prod)%

(5.26)
AE, . =T At (5.27)
i,j E,w qub
AW, . =T At (5.28)
i,j w,w qub
AN. . =T At (5.29)
i,j N,w qu.’)
AS. . =T At (5.30)
i,j S,w qu.’)
. ap.
Bl] = [ wE T (SWP WW)]
ap
- [ , : w,N wpP — SW,S)]
W'n (5.31)

+ (AWWIlw,ianbh,inj + AWWIlw,prodeh,prod + Ao Wllo,prodeh,prod

At
+ AWWIlw,ianc + AWWIlw,proch) E
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ANEXO D. Implementacion Computacional

Los Simuladores desarrollados en esta tesis se realizaron basados en los algoritmos IMPES Clasico
e IMPES Mejorado. El simulador basado en el primer algoritmo estd constituido por el menu
principal denominado MAIN_IMPES en el que se definen las propiedades fisicas del dominio y de
los fluidos, para aplicar los factores de conversién correspondientes, después se define el tiempo de
simulacion y paso de tiempo, luego se genera la malla y sus centros, también se definen los valores
iniciales para las variables primarias ( presion inicial del yacimiento, saturacion inicial, porosidad,
el cambio de saturacion, las permeabilidades en los ejes x y y, etc.) como Matrices, se definen los
vectores vacios, para guardar los gastos de produccion y el flujo fraccional, por altimo se definen
los pardmetros que utilizan los solvers para su funcionamiento y los frames o listas para salvar las
imagenes, igualmente una instruccion para la creacion de un archivo y poder guardar los datos en
un archivo de Excel . En las siguientes lineas comienza el algoritmo IMPES mediante un ciclo while
de acuerdo con su estructura general (Figura 4.1) dentro del bucle se hacen llamar las bibliotecas
integradas a Python como lo son numpy, matplotlib.pyplot, PIL, pandas, openpyxl , pylab,
Coefficients2D_IM para calcular los coeficientes de la ecuacion de presion que son las ecuaciones
(5.20), (5.21), (5.22), (5.23), (5.24) y (5.25) descritos en el ANEXO C. La biblioteca
Coefficients2D_IM se integran las funciones upwind_2D() que es la implementacion de un esquema
upwin para poder calcular las saturaciones en las caras de los bloques, harmonic_average2D( ) que
calcula un promedio armonico para la permeabilidad absoluta en cualquier direccion del yacimiento,
esta funcion sirve para los casos isotrépico y anisotrépico, press_CoeffBL2D( ) que como ya se
menciond es especificamente para calcular los coeficientes de la presion, satw_CoeffBL2D( ), que
calcula los coeficientes para la ecuacion de saturacion definida por las ecuaciones (5.26), (5.27),
(5.28), (5.29), (5.30) y (5.31), de la misma manera la funcion characterizationData_2D() que se
utiliza para calcular los gastos de los fluidos producidos y el corte de agua dictados por las
ecuaciones (5.6) para el agua, (5.7) para el aceite y (3.19) para el flujo fraccional del agua, y
finalmente la funcién csr_matrix_format( ) que cumple el objetivo de crear la matriz dispersa cuya
implementacidn se muestra en la Figura 5.6. Coefficients2D_IM de igual modo llama la biblioteca
fluidproperties en la cual se calculan las propiedades de los fluidos determinadas por las ecuaciones
(4.3) y (4.4) para las permeabilidades relativas y (4.5) para la presion capilar mediante las funciones
krw_2D( ), kro_2D( ), kro_centerPoint( ), pc_centerPoint( ) y pc_2D( ) respectivamente,
remarcando que las que se identifican con centerPoint son para los nodos en los nodos internos y
las otras en las caras de las celdas. MAIN_IMPES llama las funciones csr_matrix_format para poder
resolver la presion para posteriormente poder utilizar satw_CoeffBL2D( ) y calcular la saturacién.
Se actualiza el paso de tiempo y termina el bucle y se encuentran los comandos para las graficas y
almacenamiento de datos y finaliza el programa. Para crear el simulador con el segundo algoritmo
se utilizan las mismas bibliotecas y se implementa la funcién dSw_dt() la cual recalcula el paso de
tiempo para la saturacion atribuido a la ecuacion (3.53). La Figura 5.4 y la Figura 5.5 muestran el
algoritmo de las implementaciones basadas en los IMPES Clasico y Mejorado respectivamente.
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Inicio

Ly Ly, L,

Pws Bo» Srws Sro
inj inj _out
¢' pr ’ pr »Pwb

!

‘ Tmax ./V At

4  Jamallay sus centros,

4+ Jos valores iniciales
para las variables
primarias pl y S.,, qw

/qO’ fW’ }?

!

Definir :

\ 4

Calcular las diagonales AP, AE, AW, AN, AS y B
coeff.press CoeffBL2D ()

Crear la matriz dispersa CSR con la funcion
coeff.csrmatrix_format ()

Resolver parapll (SPSOLVE,GMRES o BICGSTAB)

Calcular las diagonales AP, AE, AW, AN, ASy B
coeffsatw _CoeffBL2D ()

A 4

/ for j in range(0,ny_cent):

»
\ foriinrange(0,nx cent)

A 4

Sy =—

APi.]'pi,j + AEi'ij'l.j + AWini—l,j + ANiJ'pi,j-}—l + Asi']'pi,j—l + Bi,j

t=t+At

Si

Figura 5.4Algoritmo del
Simulador basado en el
IMPES Clasico.

Fin
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Inicio

Lx, Ly; Lz; Auwr AuOI STW'

inj inj _out
Sro (]5; pwb ’ pwb »Pwb »

|

Tmax y At

la malla y sus centros,

los valores iniciales para las variables
. . 0 =
primarias p; ¥ Sy, Qw » 4os fwsr K

v

coeft.press CoeffBLZD ()

coeff.csr matrix_format ()

v

Resolver parapll (SPSOLVE,GMRES o BICGSTAB)
coeff:satw_CoefiBLZD ()

v

\ 4

A = Dsmax/ psmHm
w
(%)

for j in range(0,ny._cent):

foriinrange(0,nx cent)

v

Sw = —APyjpij + AE; jDiy1; + AW pi_1j + ANy jp; joa + AS; jpij-1 + By

v

ts =ty +ALFTI™

t, <At Figura 5.5 Algoritmo
del Simulador basado
en el IMPES Mejorado.

t=t+At

g ~ = (o)
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nx=ny=nxc* nyc
len_save=(nx)+2*(nx-nyc)+2*(nx-nxc)
Po_CSR=np.zeros(len_save)
col=np.zeros(len_save)
row=np.zeros(len_save)
csr_save=0

y

Desde j = 0 hasta j = nyc
Desde i = 0 hasta i = nxc

e

Figura 5.6 Algoritmo de la implementacion CSR.

Desde j = 0 hasta j = nyc
Desde i = 0 hasta i = nxc

Y

k=i+nxc *j

Po_CSR[csr_save]=AP[M][L]

col[csr_save]=k
row[csr_save]=k

}

csr_save+=1

Desde j = 0 hasta j = nyc
Desde i = 1 hasta i = nxc

Y

k=i+nxc*j

6

Po_CSR[csr_save]=AW[M][L]

col[csr_save]=k
row[csr_save]=k

I

csr_save+=1

Desde j = 0 hasta j = nyc
Desde i =Ohasta i = nxc—1

Y

k=i+nxc*j

Po_CSR[csr_save]=AE[M][L]

col[csr_save]=k
row[csr_save]=k

i

csr_save+=1

Desde j = hasta j = nyc- 1
Desde i = 0 hasta i = nxc

Y

k=i+nxc*j

<<
=<
<<
+<

Po_CSR[csr_save]=AN[M][L]

col[csr_save]=k
row[csr_save]=k

T

Po_CSR[csr_save]=AS[M][L]

csr_save+=1
i==i-nxc Desde! =1 hastaj. =nyc K=i+nxc*j
Desde i = 0 hasta i = nxc
col[csr_save]=k
P row[csr_save]=k
<

csr_save+=1
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