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Resumen

Esta tesis esta dedicada a comprender la interaccién luz-materia en nanoestructuras periddicas.
En particular, este trabajo se centra en el estudio de las propiedades 6pticas y el andlisis del campo
cercano de arreglos periédicos de particulas plasménicas. El primer capitulo revisa los principios
fisicos y los antecedentes tedricos de las funciones de Green diddicas para problemas que involu-
cran condiciones de frontera. En las primeras secciones, se expresan las ecuaciones de Maxwell en
forma diddica para introducir la funcién de Green diddica asociada. El método expuesto se utili-
za para estudiar la solucién de campos eléctricos y magnéticos en respuesta a dipolos eléctricos
infinitesimales. De esta forma, se resuelven los campos electromagnéticos producidos por una dis-
tribucién de corriente cualquiera por medio de cuadratura. Cabe remarcar que para implementar
el formalismo expuesto en la simulacién de sistemas reales es necesario imponer condiciones de
contorno acordes al problema a resolver, por lo que en las ultimas secciones del primer capitulo se
introduce la clasificacion de la funcién de green diadica en términos de las condiciones de frontera.

Posteriormente, el trabajo se divide en dos partes, principalmente. En la primera de ellas se in-
troduce el método de elementos finitos y el modelo de dipolos acoplados, métodos que se abrevian
por las siglas FEM y CDM, respectivamente, acorde a su dominacién en inglés. Para FEM, el
formalismo se analiza en términos de una implementacién numérica. Para el segundo (CDM), se
desarrolla el formalismo de la aproximacion dipolar para obtener un modelo semianalitico con el
cual poder calcular la respuesta 6ptica de sistemas periddicos compuestos por dispersores dipo-
lares. Ambos métodos se encuentran en funcién de: las propiedades épticas de los componentes
del sistema (particulas y entorno que las rodea), propiedades geométricas y de simetria del siste-
ma, asi como de las caracteristicas del campo incidente como polarizacién, amplitud, frecuencia,
entre otras. Consecuentemente, analizando el acoplamiento del sistema con el campo externo en
funcion de las caracteristicas del sistema, se comprueba la implementacion de los métodos FEM
y CDM para maximizar la seccién transversal de dispersion en funcién de la optimizacion de
las caracteristicas del sistema periédico. De esta manera, en el presente trabajo se demuestra el
aprovechamiento de los métodos expuestos para mejorar o suprimir modos especificos que, a su
vez, sintonizan el campo eléctrico cercano.

Por otra parte, dado que el CDM se resuelve de forma autoconsistente y su implementacion
requiere modelado computacional, en el segundo capitulo de la tesis se introduce el concepto
de suma reticular, el cual cuantifica la interaccion de todos los dipolos en el sistema periédico.
Particularmente, la suma reticular requiere un anélisis especial ya que corresponde a una suma
condicionalmente convergente, por lo que en este trabajo se discute extensamente dicha cuestion.
En resumen, la convergencia de este término se logra mediante dos métodos. El primero corres-
ponde a agregar un parametro de amortiguamiento para limitar la contribucién de los dipolos




vecinos en la red de suma. El segundo es el Método de Ewald, que consiste en descomponer una
suma poco convergente en dos términos exponencialmente convergentes. Ambos métodos se des-
criben en detalle en este trabajo.

Finalmente, en el ultimo capitulo se implementan los métodos FEM y CDM. Primero, el FEM
se usa para justificar la respuesta dipolar en nanoparticulas del tamafio de varias decenas de
nanémetros. Para ello, en este trabajo se analiz6 la seccién eficaz de dispersion y absorcién de
una particula esférica y cilindrica de 50 nm de radio y con alturas de 100 nm, 50 nm y 20nm para
los cilindros. Con base en los resultados numéricos, la densidad de carga en la superficie de cada
particula confirma un cardcter dipolar en el rango de longitud de onda larga, cuyo limite inferior
de aceptacién depende fuertemente de las dimensiones de la particula. Posteriormente, con base
en el andlisis de particula aislada, se implementan los métodos de FEM y CDM para estudiar
la respuesta éptica de sistemas periddicos con simetria de traslacion hexagonal, compuestos por
nanoparticulas de plata esféricas y cilindricas, geometrias de particulas que coinciden con las estu-
diadas en el caso de particula aislada. Particularmente, en la implementacién de cada modelo, se
estudi6 en detalle las condiciones necesarias para la convergencia de los métodos. Como resultado
del modelado de los sistemas, se demuestra la congruencia de resultado en el estudio de la relacién
de dispersién y el campo cercano por lo diferentes métodos empleados. Mas atn, al comparar los
resultados obtenidos mediante el método semianalitico (CDM) con los resultados obtenido con el
método numérico (FEM), los cuales contemplan contribuciones multipolares de orden mayor al
dipolar, se comprueba que la respuesta del sistema estudiado corresponde principalmente a la in-
teraccién dipolar entre las dos subredes triangulares no equivalentes, que naturalmente conducen
a una distribucién asimétrica del campo cercano alrededor de las nanoesferas.

En resumen, en esta tesis se desarrollan e implementan herramientas de modelado para estudiar
la interaccion luz-materia a nanoescala la cual, a su vez, permite diseniar sistemas optoeletrénicos
basados en nanoestructuras.



Abstract

This thesis is devoted to understanding light-matter interaction in periodic nanostructures. In
particular, this works focuses on the optical properties and the near field of periodic arrays of plas-
monic particles. The first chapter reviews the physical principles and the theoretical background
of the dyadic Green functions for problems involving boundary conditions. Here, Maxwell’s equa-
tions are cast in a dyadic form to introduce the electric and the magnetic dyadic Green function.
The introduced method is used to study the solution of electric and magnetic fields in response
to infinitesimal electric dipoles. In this way, it is conceivable that the field due to any current
distribution can be found by a quadrature. Nevertheless, to apply this formalism to simulate real
systems it is necessary to impose boundary conditions. The classification of dyadic green function
in terms of the boundary conditions is introduced in the final part of the first chapter.

Afterward, the work is divided into two parts. In the first one, the finite element method
(FEM) and the coupled dipole model (CDM) are introduced. For FEM, the formalism is dis-
cussed in terms of numerical implementation. For the second one, the formalism of the coupled
dipole model is developed to achieve a semi-analytical model to calculate the optical response
of periodic systems composed of dipolar scatterers. Both methods put on the same footing ge-
ometric and optic properties and the symmetry of the incident field, which is a function of the
lattice periodicity. It allows the analysis of the coupling of the system with the external field so
that optimal geometry for maximum scattering cross-section can be predicted. It exploits the
symmetry of the incident electromagnetic field to enhance or suppress specific modes, which, in
turn, tunes the electric near field.

On the other hand, thanks to the fact that the CDM is solved in a self-consistent way and its
implementation requires computational modeling, in the second chapter of the thesis the concept
of lattice sum is introduced, which quantifies the interaction of all dipoles in the lattice. The lat-
tice sum requires special attention since it converges poorly. In this work, the problem is treated
extensively. Particularly, the convergence of this term is achieved using two methods. The first
corresponds to adding a damping parameter to limit the contribution of neighbor dipoles in the
sum lattice. The second is Ewald’s Method, which consists in splitting a poorly convergent sum
into two exponentially converging terms. Both methods are described in detail in this work.

Finally, the implementation of FEM and CDM is carried out. First, the FEM is used to
justify the dipole behavior in nanoparticles with size of several tens of nanometers. To this end,
this work analyzes the scattering and absorption cross-section of a spherical and cylindrical par-
ticle with a radius of 50 nm. Based on the numerical results, the charge density on the particle
surface confirms the dipolar character in the wavelength range above 500 nm. Next, the methods

IX



of FEM and CDM are used to study the surface lattice resonances in free-standing honeycomb
lattices composed of silver nanospheres. In this implementation, the necessary conditions for
convergence of the numerical and semi-analytical methods are studied in detail. By combining
numerical simulations with analytical methods, the dispersion relation, and the near-field prop-
erties of these modes along I'—M symmetry trajectory are analyzed. It is found that the results
can be interpreted in terms of dipole-only interactions between the two non-equivalent triangular
sublattices, which naturally lead to an asymmetric near-field distribution around the nanospheres.

In conclusion, this thesis capitalizes on modeling tools for light-matter interaction at the
nanoscale, which is adapted to a general class of device structures and allows us to design optical
surfaces based on nanostructures.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro del vasto campo de la foténica, las estructuras ordenadas siempre han recibido una
atencién especial. Actualmente, estan en el centro de varios campos de investigacion intimamente
relacionados con la simetria, como la foténica topolégica[l], no reciproca2], y PT-simétrical3], y
ayudaron a demostrar efectos fascinantes que incluyen propagacién de modos singulares de luz[4],
acoplamiento espin-6rbital5] y estados de borde dpticol6].

Durante la ultima década la investigacién experimental sobre cristales plasménicas, arreglos
bidimensionales ordenados de nanoparticulas metélicas acopladas, ha crecido considerablemente,
ya que estos sistemas sostienen modos plasménicos-fotonicos hibridos colectivos, conocidos como
resonancias de redes de superficie (SLR), que surgen del acoplamiento de plasmones localizados
de superficie, de las nanoparticulas individuales, con las anomalias de Rayleigh sostenidas por el
sistema periédico, como se ilustra en la Figura (1.1). Hasta cierto punto, estos modos representan
el andlogo 6ptico de los modos electrénicos de Bloch que se encuentran en los cristales atémicos
y de esta manera, también es comun estudiar la dispersién de los modos épticos a lo largo de tra-
yectorias de alta simetria dentro de la primera zona de Brillouin. De dicho anélisis, se demuestra
que los puntos de alta simetria muestran la degeneracion de bandas 6pticas, jugando un papel im-
portante en la determinacién de las caracteristicas del campo cercano. Cabe mencionar que, hasta
ahora, la gran mayoria de los estudios se han centrado en geometrias simples, tipicamente basadas
en redes de Bravais. Sin embargo, ha sido suficiente para que surjan fenémenos inesperados, como
el plasmén [7] y el laser de polaritén [8], el acoplamiento fuerte de luz-materia [9] y las transiciones
de fase cudntica [10], lo que hace que esta drea de investigacién sea activa y de rédpido crecimiento.

Después de varios estudios dedicados a la comprensién de cémo los parametros y la distancia
entre particulas afectan la dispersién SLR, ahora la atencion se estd desplazando hacia el des-
cubrimiento del papel de la simetria de la red y la complejidad de su celda unitaria [11]. En las
redes plasmoénicas de Bravais cuadradas y rectangulares convencionales, el alto grado de simetria
da como resultado muchas bandas 6pticas degeneradas. Inspirados por el desarrollo reciente en
la ciencia de los materiales y el descubrimiento innovador de una nueva clase de materiales bidi-
mensionales que no son de Bravais, las redes plasménicas que no son de Bravais comenzaron a
recibir atencién, como es el caso de la red con simetria de traslacién hexagonal o de panal.

Aunque las ecuaciones que rigen las redes atémicas y dpticas son diferentes, se pueden esta-
blecer analogias basadas en la invariancia de traslacién y el teorema de Bloch. Asimismo, dado
que la fisica del grafeno y los dicalcogenuros de metales de transicién se remontan a su estructura
cristalina de panal y la presencia de puntos K no equivalentes en el espacio reciproco; al explotar
sistemas fotonicos con las mismas propiedades de simetria, se han contemplado propiedades 6pti-
cas notables. Mds aiin, cabe remarcar que en el caso de los cristales plasménicos se cuenta con una




1. INTRODUCCION

libertad en el disefio de celda unitaria ya que la periodicidad del sistema depende tinicamente de
la fabricacién, mientras que en los cristales atémicos su estructura estd limitada por la interaccién
electromagnéticas entre los 4tomos que lo componen.

Las capacidades de mejorar la nanofabricacién proporcionadas por el haz de electrones y la li-
tografia Optica permitieron realizar nanoestructuras casi libres de defectos, un ingrediente crucial
para lograr un comportamiento colectivo fuerte. Aunque la fabricacién de redes complejas que no
sean de Bravais sigue siendo un desafio, la litografia de nanoesferas ofrece una forma relativamen-
te facil y econdmica de obtener redes plasmoénicas hexagonales de forma natural. Esta técnica se
introdujo por primera vez como medio para obtener sustratos SERS a gran escala [12], pero la
presencia de defectos dificulté el estudio cuantitativo de las propiedades plasménicas. Ultimamen-
te, los avances en el proceso de autoensamblaje mejoraron la calidad de las resonancias Opticas
y se pudieron investigar varias propiedades en areas extensas, incluida la no linealidad optica
de tercer orden [13], SERS [14], biodeteccién [15] y emisién espontdnea modificada de dtomos
débilmente acoplados a la red [16]. Curiosamente, la importancia de fabricar redes plasménicas
grandes ha sido destacada recientemente por un estudio teérico sobre la relacién entre el niimero
de celdas unitarias y las propiedades colectivas de campo cercano.

En particular, se estudié la dispersién de las SLR en redes plasmonicas con simetria de tras-
lacién hexagonal, con particular atencién en el estudio de la trayectoria I' — K del espacio dual,
para la polarizacién s de la luz incidente. El estudio de dichas redes puede realizarse con base en
la implementacién de simulaciones numeéricas y cédlculos semi-analiticos basados en el método de
dipolos acoplado, como se abordé en el presente trabajo. Se comprueba que los modos observados
resultan del acoplamiento de largo alcance de los momentos dipolares asociados a las nanoparticu-
las de la red. Es importante destacar que es posible desacoplar la interaccion entre las subredes y
analizarlas por separado, asi las interacciones entre estas representan la propiedad distintiva real
de las redes que no son de Bravais. Finalmente, las SLR dipolares muestran caracteristicas de
campo cercano y lejano muy similares a las que muestran redes similares con nanoparticulas mas
grandes, demostrando la eficiencia del modelo de dipolos acoplados ya que no existe necesidad de
invocar momentos multipolares de mayor orden.
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Capitulo 2

Teoria del Electromagnetismo

2.1. Introduccion

Historicamente, la teoria del electromagnetismo de Maxwell se basé en las leyes béasicas dis-
ponibles de su época, siendo su contribucién més importante el completar la ley de Ampere con
un término ahora famoso, llamado corriente de desplazamiento para hacerlo compatible con la
ecuacion de continuidad y con la ley de Gauss. Sin embargo, hoy en dia es més practico presentar
la teoria en su forma completa, haciendo énfasis en clasificar las ecuaciones dependientes de las in-
dependientes del conjunto completo de ecuaciones, asi como comprender el significado de la forma
definida en contraste con la forma indefinida, como se aborda en la referencia [18]. Asimismo, es
necesario discutir las condiciones de frontera que deben postularse en la teoria electromagnética
si consideramos las ecuaciones diferenciales de Maxwell como fundamento de su teoria. De esta
manera, queda establecido el procedimiento para proceder en la resolucién de las ecuaciones de
Maxwell y su aplicacién en problemas fisicos como es el caso de la interaccién luz-materia.

Es este capitulo se abordaran el formalismo fisico-matematico de las ecuaciones de Maxwell, asi
como la implementacién de este formalismo en el estudio del problema de campos electromagnéti-
cos con diferentes condiciones de frontera. El desarrollo matematico y los principales resultado
de esta seccion nos proporcionara las herramientas necesarias para abordar los problemas de la
interaccion con particulas a la nanoescala.

2.2. Ecuaciones del electromagnetismo

Las ecuaciones de Maxwell consisten en un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales aco-
pladas de primer orden que relacionan las componentes del campo eléctrico y del campo magnéti-
co. En la teoria del Electromagnetismo de Maxwell se puede se pueden clasificar al conjunto de
ecuaciones en independientes y las ecuaciones dependientes. Las ecuaciones independientes
en el Sistema Internacional de Unidades son:

B
V x E(r,t) = _66();',t) (Ley de Faraday) (2.1)
V x H(r,t) = Jex(r,t) + 8Da(;’t) (Ley Ampere - Maxwell) (2.2)
V-J(r,t) = —8p§;’ﬂ (Ecuacién de continuidad) (2.3)
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donde

= Campo eléctrico [V/m]

= Densidad de flujo eléctrico [C’ / m2]
Campo magnético [4/m)]

= Densidad de flujo magnético [Wb/ mQ}

= Densidad de corriente eléctrica [A/ m2]

- W TETOoOHo
I

= Densidad de carga eléctrica [C’ / m3] .

Cabe remarcar que la denominacién “ext” hace referencia a la clasificacion de fuentes de campo
en las definiciones:

P = Pind t Pext J = Jing + Jeat s (2-4)

de tal manera que clasificamos las fuentes externas pe;:, Jez+ COmMo cargas o corrientes
sobre las que mantenemos cierto grado de control y, por otra parte, identificamos a las
fuentes de campo inducidas p;,q4, J;ng a las generadas por la polarizacién del material
y que, por lo tanto, no puede ser removidas libremente.

Las ecuaciones (2.1) - (2.3) se pueden considerar independientes debido a que de ellas se
pueden derivar las demds ecuaciones. Por ejemplo, si se toma la divergencia de la ecuacion (2.1)
y se considera la constante de integracién con respecto al tiempo igual a cero, se obtiene:

V- -B(r,t) =0 Ley de Gauss magnética. (2.5)

De manera similar, tomando la divergencia de (2.2) y sustituyendo (2.3) para eliminar J.,; de la
ecuacién resultante, se obtiene:

V -D(r,t) = pext(r,t) Ley de Gauss. (2.6)

Mientras (2.5) y (2.6) son consideradas como ecuaciones que se derivan de (2.1) - (2.3), estas
dos ecuaciones se consideran auxiliares o ecuaciones dependientes en el sistema completo de
ecuaciones de Maxwell.

Las tres ecuaciones independientes descritas en (2.1) - (2.3) en realidad consisten en siete ecuacio-
nes diferenciales escalares acopladas, ya que una ecuacién vectorial es equivalente a tres ecuaciones
escalares. Dado que cada funcién vectorial tiene tres componentes, por tanto, el conjunto de so-
lucién consiste en 16 funciones escalares desconocidas en total, observacién matemaética senalada
explicitamente en la referencia [18], de la cual extraemos la mayoria de los fundamentos de la
funcion de Green descritos en este trabajo. Continuando con la teoria, con base en las 16 funciones
escalares a resolver, es obvio que las tres ecuaciones independientes no son suficientes para formar
un sistema completo de ecuaciones para resolver las funciones desconocidas. Para mayor claridad,
designaremos (2.1) - (2.3) como ecuaciones de Maxwell en forma indefinida siempre que se
desconozcan o no se especifiquen las relaciones constitutivas entre las cantidades del campo. Bajo
tal condicion, se pueden usar muchas formas alternativas para describir la teoria de Maxwell.
Una forma comun es introducir dos vectores de campo material, P y M, que estan definidos por
medio de la relacién:

OP(r,t)

Jz‘nd(r, t) = T + V X M(I‘,t) . (27)
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De esta manera al sustituir en las ecuaciones de Maxwell, se obtienen las relaciones:

D(r,t) = ¢E(r,t) + P(r,t)
B(r,t) = po[H(r,t) + M(r,t)]

donde

P = Polarizacién [C/m?]

M = Magnetizacién [A/m]
€p = permitividad eléctrica de vacio = 8.854 x 10712 [F/m]
po = permeabilidad magnética del vacio = 4w x 1077 [H/m)

Cuando se utilizan E, H, P y M, el ntimero de incégnitas y el nimero de ecuaciones permane-
cen iguales y las caracteristicas esenciales de las ecuaciones de Maxwell no se alteran. Esta es la
propiedad invariante de las ecuaciones de Maxwell. En cualquier caso, para definir la ecuacion
de Maxwell necesitamos mas informacion. Esta informacién adicional es proporcionada por las
relaciones constitutivas entre las cantidades de campo. Para introducir dichas relaciones de una
forma sencilla es conveniente realizar un analisis en el espacio de frecuencias de los campos.

Transformada de Fourier

En general, una funcién f(r,t), en términos de su transformada de Fourier con respecto
a la coordenada temporal, estd dada por:

Flr,t) = \/12? /_ T Frw)et d, (2.10)

donde se observa que la frecuencia w corresponde a la variable conjugada de la variable
temporal t. Ademads, se especifica que la funciéon f puede representar a una componente
de los campos vectoriales E, H, P, My Jext, 0 bien, a la funcién escalar pg;:. Cabe
remarcar que la existencia de f(r,w) requiere que la funcién f(r,¢) debe:

1. A lo més, debe tener una cantidad finita de discontinuidades durante un intervalo
finito de t.

2. Dado un punto cualquiera del espacio de coordenadas espaciales r, el valor de la
funcién en dicho punto debe ser acotado en un intervalo de tiempo definido, de tal
manera que cuando se realice la integracién de la funcién con respecto al tiempo,
en el punto r, el resultado de la integral sea finito. Esto ultimo, matematicamente
se describe por medio de la expresién

/oo|f(r,t)|dt < .

—0o0

Para trasladarnos al espacio de frecuencias, es 1til observar que las ecuaciones (2.1) y (2.6)
principalmente se efectiian principalmente dos tipos de operaciones diferenciales sobre los campos:

p . X . .
operadores que actiian sobre coordenadas espaciales V } y la derivada con respecto al tiempo

(%). Analizando el efecto de cada una de estas operaciones por separado, al sustituir la expresién
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términos de las transformadas de Fourier (2.10) se observa que:

1. Como el operador V{ X } opera sobre las coordenadas espaciales r, este puede ingresar

en la integral con respecto a la frecuencia w que se efectiia en la representacién de Fourier.
Explicitamente:

v{ * }F(r,t) _ J%/Zv{ * }[f‘(r,w)} e gy (2.11)

2. Aplicando directamente la derivada temporal sobre la funcién y advirtiendo que la integral
en la representacién de Fourier se realiza con respecto de la frecuencia w, se tiene que la
derivada temporal puede ingresar en la integral de w, obteniéndose asi:

%f(r, t) = \/12? /_Z —iwf(r,w)e_i“’t dw . (2.12)

De esta manera, usando los resultados en (2.11) y (2.12), al sustituir la representacién de Fourier
en las ecuaciones (2.1) y (2.2) se tiene:

1 [ . . 1 [ .
— dwe 'V x E(r,w) = / dw e “HiwB(r, w
\ 27 /oo ( ) V2m J ( )

dw e™™'V x H(r,w) = dw e™ ™t {jezt(r,w) - iwf)(r,w)} .

1 & 1 &
V2T /_oo V2T /—oo
Multiplicando por et e integrando con respecto al tiempo se obtiene:

oo - 1 oo o o ~ 1 e -
- i(w'—w)t | _ iwB - i(w' —w)t
AmdeXE(r,w){medtB } /700dwzw (r,w){ﬁﬁwdte }
/ °; AoV x Fi(r, w) {% / i dtei(“/_“)t} - °:o o [T (r,10) — oD ()] {\/% / Z dteiw’—w)t}

De esta manera, usando la definicién de la delta de Dirac en su forma integral

Slw—u) = 6w —w) L / el =)t gy

:g .

se tiene que: V x E(r,w') = iw'B(r,w) V x H(r,w') = Jegt(r,w') — iw/'D(r,w’)

El procedimiento de la representacién de Fourier también se puede aplicar a las ecuaciones (2.5)
y 2.6 de manera similar. Por lo tanto, renombrando la variable w’ — w se obtiene:

V x E(r,w) = iwB(r,w) (2.13)

V x H(r,w) = Jeg(r,w) — iwD(r,w) (2.14)
V-B(r,w) =0 (2.15)

V -D(r,w) = peqgt(r,w) (2.16)

V- J(r,w) =iwp(r,w) (2.17)

para cualquier w. Recordemos que el propésito de realizar el analisis de los campos en el espacio
de frecuencias fue motivado en pro de la introduccién de las relaciones constitutivas entre los
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campos. Por ejemplo, en un medio lineal, isotrépico y homogéneo, las cantidades de campo
se relacionan de la siguiente manera:

P(r,w) = eoXe(w)E(r,w) = D(r,w) = €(w) E(r,w) (2.18)
M(r,w) = ¥m(wH(Er,w) = | B(r,w) = fi(w)H(r,w) (2.19)
Jina(r,w) = 6(w)E(r,w) |, (2.20)

donde € y i1 denotan, respectivamente, la permitividad y la permeabilidad del medio en el cual
que encuentran embebidas la fuentes externas, region que se suele denominar en la literatura con
el nombre de matriz. Por otra parte, ¢ denota la conductividad dentro los materiales polarizables,
es decir, en las regiones donde se produciran fuentes inducidas.

Las relaciones (2.18) - (2.20) proporcionan nueve relaciones escalares que se anexan al conjunto
de ecuaciones, de tal manera que el conjunto de ecuaciones se hace compatibles con el ntimero
de incégnitas. Consecuentemente, sustituyendo explicitamente las relaciones constitutivas en las
ecuaciones (2.14) - (2.16) se obtiene:

V x E(r,w) = iw fi(w) H(r,w) (2.21)

V x H(r,w) = Jep(r,w) — iwée(w) E(r,w) (2.22)
V- [ﬁ(w)ﬁ(r,w)} ~0 (2.23)

V- @) E(r,w)| = pear(r,w) (2.24)

V- Jeat(r,w) = i peat(r,w) (2.25)

—V -P(r,w) = pinalr,w) |. (2.26)

Por tanto, cuando se conocen las relaciones constitutivas entre las cantidades de campo, las
ecuaciones de Maxwell se vuelven definidas. Mdas ain, en este punto del andlisis es conveniente
remarcar que al anadir condiciones de frontera se puede disminuir la restriccion de medio ho-
mogéneo impuesta en las relaciones constitutivas. Esto iltimo se debe a que la solucién obtenida
para un medio homogéneo puede ser extendido a un problema de varias regiones, diferentes entre
si por sus propiedades éptica. Por tal motivo, uno se puede concentrar en resolver el problema
del medio homogéneo y considerarlo como un cimiento para soluciones de sistemas mas complejos.

Posteriormente, al definir las propiedades dpticas de las diferentes regiones se establece un pro-
blema de valores en la frontera, en las cuales las relaciones constitutivas entre D, B, E y H se
conocen y, por lo cual, la funcién de densidad de corriente Jezt(r w) se trata como un término
fuente. De esta manera, en el presente trabajo se enfoc en las soluciones para E(r,w) y H(r,w)
en términos de J ezt(T,w) y cuyas expresiones satisfagan ciertas condiciones de contorno.

Por otra parte, para obtener expresiones méas sencilla de manipular, es conveniente calcular
el rotacional de la ecuacién (2.21) y desarrollar el rotacional aplicado a gH, lo cual da como
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resultado:

V x [v x E(r,w)} = iw {WO x H(r,w) + fi(w)V x ﬁ(r,w)}
= VX [V X E(r,w)} = iw fi(w) Teat (1, w) + w? E(w) fi(w) E(r, w), (2.27)

donde se sustituyé la ecuacién (2.22) para obtener la expresién (2.27).

De manera andloga, para obtener una expresién mas sencilla de manipular de (2.22), es conve-
niente calcular el rotacional de dicha ecuacién y desarrollar el rotacional aplicado a € E, lo cual
da como resultado:

V x [v X ﬁ(r,w)} =V X Teus(1,w) — iw {WO x E(r,w) + W)V x E(r,w)} .
V x [v X ﬁ(r,w)} =V % Jepe(r,w) + w?&w) fi(w) Hir,w) (2.28)

donde se ha sustituido la ecuacién (2.21) para obtener la expresion (2.28).

Por lo tanto, organizando los términos de (2.27) y (2.28) se obtiene:

V x [v X E(r,w)} ~REr,w) = iw fi(w) Tea (1, w) (2.29)
v x [v X ﬁ(r,w)} — K2H(r,w) = V X Jem(r,w) (2.30)
donde k= W E(w) ni(w) (2.31)

Para fines de identificacion, las ecuaciones del tipo (2.29) o (2.30) se designaran con el nombre
de ecuaciones de ondas vectoriales no homogéneas. Todo el tema de la técnica diddica de
Green se desarrolla principalmente para encontrar las soluciones para este tipo de ecuacién bajo
la restriccion de diferentes condiciones de contorno. Cuando el dominio bajo consideracién es
infinito, hay varios métodos distintos para encontrar la solucién para (2.29) o (2.30). El método
clasico de los potenciales se revisa en la siguiente seccién. Una vez solucionado los potenciales
comenzaremos nuestra discusién sobre la técnica de funcién de Green y funciéon de Green diddica
basada en esta solucion clasica.

2.2.1. Potenciales

Partiendo de la ecuacién (2.23) y usando la identidad vectorial V - [V X A} = 0, podemos

definir un potencial vectorial A tal que:

pw)H(r,w) = V x A(r,w) |. (2.32)

Mas aun, sustituyendo (2.32) en la ecuacion (2.21) se tiene:

V x E(r,w) = iw (ﬁ(w)ﬁ(r,w)) = WV xArw) = Vx|Erw) —iwArw)| = 0.
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Por otra parte, usando la identidad diferencial V x [V&)} = 0, se puede definir al potencial

escalar ® tal que:

E(r,w) = iwA(r,w) — VO(r,w) (2.33)

Sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.22), se obtiene:

~V2A(r,w) + (V- V)A(r,w) = V x [v x A(r,w)} — Vx {ﬁ(w)H(r,w)} = [i(w) V x H(r,w)

= fiw) {Jm(r,w) —iw?(w)E(r,w)} — fi(w) {jm(r,w) —iwEw) (mf&(r,w) - vEIS(r,w))}
= (@) Tear(r,w) + W (W) filw) A(r,w) + iwii(w) dw) V(r,w),

—V2A(r,w) + (V- V)A(r,w) = fi(w) Jet(r,w) + k2 A(r,w) + iw fi(w) €w) VO(r,w). (2.34)

Con el resultado en (2.34) hemos reducido el conjunto de las ecuaciones vectoriales de onda
de Maxwell a una ecuacién acoplada para los potenciales. El desacoplamiento se puede lograr
explotando la arbitrariedad involucrada en la definicién de los potenciales, es decir, usando la
libertad de norma que cumplen los potenciales. En general, si definimos a los potenciales A’ y P’
en términos de los potenciales iniciales de la forma:

A — A =A+VA (2.35)

~ ~,  ~ 0A

o P =d— = 2.
— 51 (2.36)

donde A es una funcién escalar cualquiera con la unica condicién que su gradiente y su derivada
temporal estén bien definidos, se puede observar que los campos E y H se mantienen invarian-
tes ante dichas transformaciones [19]. En consecuencia, la libertad implicada en (2.35) y (2.36)

nos permiten elegir el conjunto de potenciales (K, 5) a conveniencia para satisfacer diferentes

condiciones. En particular, para simplificar la relacién en (2.34), podriamos definir el potencial
vectorial tal que: B B
V-A =iwen® (Norma de Lorentz) (2.37)

De esta manera, el término relacionado a @ se eliminan de ambos lados de la igualdad de (2.34),
reduciendo la expresién a:

V2A(r,w) + K A(r,w) = —fi(w) Jem(r,w) | (2.38)

En contraste con las ecuaciones de onda vectorial en (2.29), la ecuacién (2.38) se puede interpretar
como una ecuacion de Helmholtz para cada una de las componentes del potencial vectorial A.

Por otra parte, el potencial escalar P se puede resolver calculando la divergencia de (2.38) y
usando la condicién de norma (2.37) junto con la ecuacién (2.17), de las cuales se obtiene:

_ ﬁext (I’, w)

€(w)

Las ecuaciones (2.39) y (2.38), junto con la relacién (2.37), forman un conjunto de ecuaciones

V20(r,w) + k*®(r,w) = (2.39)
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equivalentes en todos los aspectos a las ecuaciones de Maxwell en medios lineales. De esta manera,
el problema se resume a calcular ®(r,w) y Aa(r,w), (o = 1,2, 3) para un conjunto de fuentes carga
Pext(r,t) y fuentes de corriente Jg..(r,t) dados. Mas ain, es posible observa que las ecuaciones
(2.39) y (2.38) tienen la misma estructura bésica, es decir, son de la forma:

Vi (r,w) + K2 ¥(r,w) = —f(r,w) |, (2.40)

donde f(r,w) es conocido y, por lo cual, puede interpretase como la ecuacién de Helmholtz
escalar. Ahora bien, como se demostrard en secciones posteriores, a través de la solucién de
la ecuacién (2.40) es posible resolver las ecuaciones (2.39) y (2.38) de tal manera que, si se
consideran ondas que divergen desde las fuentes de carga y de corriente, las soluciones de los
potenciales estaran dadas por:

A(r) = Mo///jm(r’) Gu(r, ') dr
o(r') = ;///ﬁext(r/) Gp(r,v') dr'

donde Gi(r,r’) corresponde a la funcién de Green de la ecuacién de Helmholtz escalar,
con r’ que denota la posicién de la fuente puntual y r denota la posicién donde se observa al cam-
po. También, cabe remarcar que el subindice “k” en la notacién Gy lo usaremos para representa
la condicién de espacio libre caracterizada por la relacién k? = w?e(w)p(w), lo cual implica
condiciéon de medio homogéneo.

(2.41)

(2.42)

Posteriormente, una vez que conocemos la solucion para A(r,w), se pueden calcular el campo
eléctrico E y el campo magnético H en el espacio libre. Partiendo de la expresién del campo
eléctrico en términos de los potenciales ~(2'33) y usando la relacién (2.37) para expresar al potencial
® en términos del potencial vectorial A, se tiene:

E(r,w) = iw (1 + ;Wv-)) A(r,w) |, (2.43)

mientras que para el caso del campo magnético, de la relacién (2.32), se obtiene directamente
que:

H(r,w) = =V x Alrw) | (2.44)

Por lo tanto, las ecuaciones (2.43) y (2.44) demuestran que tanto el campo eléctrico E(r,w) como
el campo magnético H(r,w) se puede resolver en términos de la solucién del potencial vectorial.
Dicha solucién del potencial se puede obtener al resolver la ecuacién de Helmholtz, para lo cual
es necesario indagar en el campo matematico de las ecuaciones diferenciales.

2.2.1.1. Marco tedrico de la Teoria de ecuaciones diferenciales

Para resolver formalmente la ecuacion de Helmholtz, es necesario recurrir a la teoria de las
ecuaciones diferenciales. En referencia a esta rama de estudio de las matematicas, en la Figura
2.1 se muestra un esquema con algunas definiciones 1tiles en la teoria de ecuaciones diferenciales.

10
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Ecuaciones Diferenciales

Ecuaciones Diferenciales

Ecuaciones Diferenciales Parciales

Ordinarias (ODEs)

Contiene solo una variable independiente y La operacién
una variable dependiente junto con algunas de calcular la
de sus derivadas, es decir, una ODEs se derivada
resuelve la relacién que existe entre ordinaria o
1. Variable independiente x parcial es una
2. Variable dependiente y(x) operacion
3. Algunas derivadas de y™ (x) lineal (£)
En general, se suelen describir por medio de la
ecuacion:
F (2 y(),y' (), .,y P (@) =0,
donde el orden es definido con el orden de la
derivada mas alta que se presenta en la ec. Métodos de
resolucién

Algunas de las clasificaciones de las ODEs son:

* Auténoma: No dependen de la variable
independiente x, solo depende la variable
dependiente y de sus derivadas, es decir:

F(y00,y' @), .,y ™ (@) = 0

* Lineal: La ecuacion se puede escribir como una
combinacion lineal en términos de las
derivadas de la funcién y(x), es decir

n-1
Y6 = Y a0 YO + 760
i=0
donde a;(x) y r(x) son funciones continuas y
ar(x) se le conoce comiinmente como término
fuente

* No lineal: No puede ser descrita en forma de
combinacion lineal, ya que aparecen términos
del estilo

m
(y(")(x)) m>1
Es comun dividir el estudio de la ecuaciones con
base en el término r(x), denominado:
e Homogénea sir(x) = 0
® Inhomogénea si r(x) # 0

Expansion en funciones propias

Las PDEs son partidas en ODEs al proponer la solucién en términos de funciones
propias de una o de varias de las variables independientes x;. De esta manera, la
relacién entre las PDEs y las ODEs estara dada por medio de constantes comunes que
parecen como eigenvalores del operador lineal: L[] = 11, usualmente en una

variables

(PDEs)
En dos a mas variables

Las ODEs y PDEs aparecen como una operacion

de Operadores Lineales L[] =F
Un ejemplo del tipo de operador lineal es:
2 aZ 2 0 9
L=a-—+2b—— —+d—+c—
“ax2+ 6x6y+cay2+ 6x+C6y+f’
a partir del cual se define
D = ac — b?.

De esta manera, con base en los valores de D se definen
tres tipos de ecuacion:

- F]
* Parabdlica: (D = 0) tal como los operadores ag; + v?

la_z_vz

* Hiperbdlica: (D < 0) tal como los operadores 23

Conversion de una PDE en una ecuacion integral usando la funcién de Green
Aplicada a la PDE inhomogénea

Otros métodos analiticos
Tales como el uso de transformadas integrales

Figura 2.1: Teoria de ecuaciones diferenciales

En el presente trabajo se usé tanto el método de la funcién de Green como el método de
expansién en funciones propias para resolver las ecuaciones diferenciales dadas en (2.38) y (2.39).
El procedimiento en la implementacién del método de funcién de Green se detalla en la seccién
inmediata; mientras que en secciones posteriores se implementars el método de expansién en fun-
ciones propias para expresar la funcién de Green en coordenadas esféricas. Este ultimo resultado
servird pare abordar la solucion de Mie, es decir, para el estudio del esparcimiento de luz por

particulas pequenas.

Por otra parte, como es bien conocido en la teoria de ecuaciones diferenciales, la solucién a la
ecuacién diferencial no estd completamente determinada a menos que satisfaga las condiciones de
frontera que definen al sistema. Desde un punto de vista matematico, estas condiciones pueden

clasificarse de tres diferentes formas:

(1) Condiciones de contorno de Cauchy. El valor de una funcién y derivada normal se

11
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especifica en la frontera.

(11) Condiciones de contorno de Dirichlet. El valor de una funcién especificada en la
frontera.

(1) Condiciones de contorno de Neumann. La derivada normal (gradiente normal) de una
funcién especificada en la frontera.

En general, el tipo de ecuacién diferencial (parcial) junto con las condiciones de frontera del pro-
blema, determinaran el tipo de soluciones permitidas, como se ejemplifica en la tabla (2.1) para
el casos 2-dimensional.

Tipo de ecuacién diferencial parcial
. ) . Eliptica Hiperbdlica Parabdlica
Condicién de Frontera Laplace, Poisson Ecuacién de Onda | Ecuacién de Difusién
(z,9) (x,t) (@,t)
Cauchy
Superficie abierta Resultados no fisicos | Solucién tnica Demasiado
(inestable) y estable restrictiva
Superficie cerrada Demasiado Demasiado Demasiado
restrictiva restrictiva restrictiva
Dirichlet
Superficie abierta Solucién tnica
Insuficiente Insuficiente y estable
en 1-dimesién
Superficie cerrada Solucién tnica Solucién Demasiado
y estable no unica restrictiva
Neumann
Superficie abierta Solucién tnica
Insuficiente Insuficiente y estable
en 1-dimesién
Superficie cerrada Solucién tnica Solucién Demasiado
y estable no unica restrictiva

Tabla 2.1: Resolucién de ecuaciones diferenciales parciales, extraido de la referencia [20]

En consecuencia, dado que los valores a la frontera son esenciales para resolver el problema, las
funciones de Green deben ser clasificadas segtin las condiciones de frontera que obedecen. En
primera instancia, para resolver (2.40) es 1til considerar el caso simple sin superficies de fronte-
ras. Este primer tipo de condicién de frontera corresponde a la condicién de radiaciéon o de
dominio infinito, en el cual se tienen ondas salientes que tienden a cero cuando |r|— oo y la
respuesta de € y/o @ tienen una parte imaginaria positiva.

En este trabajo, nos concentraremos primero en calcular la funcién de Green de la relacién
(2.45) y posteriormente abordaremos las condiciones de contorno.

2.3. Funcion de Green para la ecuacion de Helmholtz escalar

Para el tipo de ecuacién (2.40), en la teoria de las ecuaciones diferenciales se ha desarrollado
el método de la funcién de Green, el cual permite resolver la ecuaciéon de una forma bastante
elegante. Este método tiene una analogia en la teoria de circuitos mediante la cual la respuesta
de una red a cualquier funcién de entrada puede determinarse mediante una integracion basada
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2.3 Funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz escalar

en la respuesta de impulso de la red. De esta manera, la funcién de Green para un problema es-
pacial juega el mismo papel que la funcién de respuesta de impulso en un problema en el dominio
del tiempo. Para problemas de campos transitorios, la funcién de Green puede construirse para
incluir también las caracteristicas de tiempo impulsivo.

Para el caso que concierne a este trabajo, como se comprobd en la secciéon anterior, usar la
representacion de las funciones en términos de su transformada de Fourier nos permite remover
la dependencia explicita en el tiempo y, en consecuencia, se puede definir la funcién Green
escalar independiente del tiempo G(r,r’) asociada a la ecuacién (2.40), la cual satisface la
ecuacion inhomogénea:

(V2 + k%) Gi(r,Y)) = —6(r—71') |, (2.45)

donde §(r — r’) representa a la funcién delta de dirac.

Funcién delta de dirac
La funcién delta de dirac d-dimensional se puede definir como

d
S(r—r')= H 6(xq —2l) con (x1,z2,...,14) € RY. (2.46)

a=1

Para un sistema de coordenadas curvilineo, la funcién delta de dirac puede ser obtenida
explotando la relacién que debe existir entra las coordenadas {g y z, via el Jacobiano
J(z3,&,), donde la cantidad significativa a obtener es 6(r — r’)d%r. Entonces:

Sr—r) = | H5 tal que /Bg(r') Flr,w)dQqg(r) = 1|, (2.47)

maagﬂ

donde d = dimensién del espacio de coordenadas “espaciales”, BY(r') =bola abierta d-
dimensional, centrada en r’ con radio . Particularmente se tiene:

Unidimensional: (z —2') —  d(z—2') = 217r ix;o ela@=2") dq
Bidimensional: M - S = ;7 (A7) NdA (2.48)
Tridimensional: 5(%” — w =2 [ jn )\r) ]n()\r Y AZd\

La interpretacion fisica de (2.45) se puede dilucidar si en la ecuacién (2.40) sustituimos:
Flr,) = 8 — '), (2.49)

de esta manera se reduce a la ecuacién (2.45), lo cual deslumbra la interpretacién de Gg(r,r’)
con el potencial producido por una fuente puntual localizada en la posicién r’.

Ahora bien, para contemplar la utilidad de la funcién de Green en la resolucién de la ecuacion
de Hemholtz escalar (2.40) es necesario manipular las expresiones. En general, si multiplicamos
(2.40) por la funcién de Green Gg(r,r’) y la ecuacién (2.49) por la funcién f(r,w) y calculamos
la diferencia entre las ecuaciones resultantes, se obtiene:

U(r,w) V2Gi(r, ') — Gi(r, ') V2 (r,w) = — {\Il(r,w)é(r —1') — Gg(r, r’)f(r,w)} :

13



2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

Integrando ambos lados de la ecuacién en el dominio de r se tiene:

/Bd(r/) [\Tl(r,w) V2Gy(r,r') — Gk(r,r')vz\fl(r,w)] dQq(r)

£

=— { / U(r,w)d(r —r)dQqy(r) — / Gr(r, ') f(r,w) de(r)} :
Bd(r") Bd(x')

Al efectuar la integracién, el primer término de lado derecho de la igualdad es simplemente

U(r',w), mientras que el término del lado derecho se puede simplificar usando la Segunda identidad
de Green. De esta manera, intercambiando r por r’ para reescribir el resultado final, se obtiene:

‘ﬁg;;‘”)] dQu-1(r')|  (2.50)

s 0Gk(r,1')

\Il(rlv w) on’ - Gk‘(r7 rl)

Frw) = [ G fe i)

Condiciones de Frontera

Como se ha remarcado en la relacién (2.50), las condiciones de frontera, tanto de la funcién de
Green Gj(r,r’) como las del potencial \T/(r’ ,w), son fundamentales en la resolucién del problema.
De esta manera, se resalta que la solucién G (r,r’) que satisface (2.40) no estd completamente
determinada a menos que especifiquemos las condiciones de contorno que debe satisfacer en del
dominio espacial. A su vez, se observa que Gi(r,r’) depende del tipo de condiciones de frontera
que satisface el potencial \Tl(r, w). Por otra parte, si se imponen las condiciones:

lim U(r,w) =0 vy lim  Gi(r,r') = 0 (2.51)

|r|—=oco |r|—=+oc0

y se considera que el volumen de integracién se puede hacer infinitamente grande, entonces, la
integral de superficie en la ecuacién (2.50) se elimina, de tal manera que se simplifica de la forma:

U(r,w) = / Gr(r,v) f(r',w) dg(r') (2.52)
Bl(x)

Dado que las condiciones de frontera (2.51) permiten resolver el problema tinicamente conociendo
la funcién de Green asociada, serdn convenientes en el cdlculo de los campos eléctricos y magnéti-
cos. Sin embargo, cabe mencionar que no son las inicas condiciones que se pueden imponer. Por
ejemplo, si se considera Gi(R) = % = 86% = (zk: - %) w ~ ikG, con R =
|[r — 1’| al sustituir en la integral de condiciones de frontera en (2.50) se obtiene:

55 dQ) =~ %Gk
(2.53)

se reproduce la integral (2.52). A la condicién en (2.53) se le conoce con el nombre de condicién
de radiacion de Sommerfeld. Esta suele ser abordada una vez que se resuelve la funcién
de Green de la ecuacién de Helmholtz, ya que requiere que se justifique la eleccion de la misma.
Consecuentemente, con el fin de mantener un orden en el procedimiento, en este punto del andlisis
se propone comenzar a resolver la funcién de Green y, posteriormente, imponer las condiciones de
fronteras requeridas para resolver los campos electromagnéticos. De esta manera, para continuar
con la resolucién de la funcién de Green, que satisface la ecuacién de Hemholtz escalar en (2.40),

o~
5, ik

o~ 9G,,
Cran YV an

R—o0 on

U -
R%dQ), asfsi 1me<8—z'w):o
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2.3 Funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz escalar

sustituiremos la Transformada de Fourier con respecto a r (en coordenadas cartesianas) en ambos
lados de la ecuacién (2.45). Asi, con base en la convencién :

1 -
gr(q,r’) = W e G(r,r’) €'97 dQq(r) (2.54)

1 —iq-r
= Gurr) = o [ @) e @), (2.55)

se obtiene:
1 —iq-r
(VE + k2) {@ﬂ)dﬂ /]Rd gr(q,r’) e ™ de(q)] = (VE + k2) Gi(r,r')

(2.56)
= i) = g [ ang(a).

donde se ha usado la expresion integral de la delta de dirac, en coordenadas cartesianas para
ser consistentes. Por otra parte, procedemos a calcular explicitamente el laplaciano en el primer
término de la igualdad (2.56), usando notacién de indices.

Ve (e_iq'r) = (8% et xm) &, = (e_iq'r) Oz, (—1q" xp)e, = (e_iq'r) (=i q™ Opmén)

= —iq (e*"q'r)
Vs (e—iq-r) = V- (—z’qe—iq.r) — 8, (—i P e—iqum) = (—iq") 0y, [e—iqm xm]
= (i) [~ ") €9] = (cigu)2e 9T = —geiar,

donde se ha establecido que g = |q|. Asi, sustituyendo el resultado anterior en la igualdad (2.56)
se tiene:
1
(27.‘.)d/2

—iqT 1 iq-(r—r’
[ ) aar) T afu(a) =~ [0 dga).

Multiplicando por ¢?9* e integrando con respecto a r de ambos lados de la igualdad.

. A @emed 1 i (o) g |1 i ()
[ a04(@) (-4 + 1) aaur) (;W)sz gt L, 0@ 0r| = - [ any@eia {(%)d [ da o)
d(a'—q) 5(d'+q)
= (27r)d/2/ dQa(a) (—¢* + &) gr(a, 1) 6(a—d) = f/ dQ4(q) e " 5(q + q)
JRd JRd
= (0% (<) + ) gu(d.¥) = — '
1 6z'q~r'
N = — . 2.57
9ar) =~ S g (257)

Consecuentemente, para calcular explicitamente la funcién de Green G(r,r’) asociada a la ecua-
ci6n de onda (2.40), es necesario sustituir el resultado (2.57) en (2.55), de donde obtiene que:

, ] i)
= | Gg(r,r') = T e T R dQq(q) (2.58)

En este punto del analisis nos enfocaremos en el caso tridimensional d = 3. Sin embargo, es claro
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2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

que el procedimiento que se muestra a continuacién puede ser realizado de manera similar para
estudiar el caso bidimensional. Para el caso d = 3 se tiene:

1 . 1 -1 eiq~r'
G N — / —1q-r hiY) — /
g(r,r") (2n)372 /RS gr(q,1’) e 3(q) (21372 Jis [(277)3/2 —? + k2

. ’
e—tq|r—r’|cos o q2

2
— 2w rm s — 1 _iglr—r'|u
:4@«1)3 o Jo Io° “2kZ (q2 smedqdedqb):i(%lﬁ Jo° 2 (f_le qr—r'| du) dg [/ d¢:|
0

——
st S " gl

— 3 ud d
(27r)2/0 % + k2 [/16 s

27
donde se realiz6 el cambio de variable u = cosf (du = —sinfdf) y se reorganizé las integrales
para facilitar el calculo. Posteriormente, se calcula la integral que se encuentra dentro de los
corchetes, de donde se obtiene:

1 —iqlr—r'|u
—q ! e

/ e iglr—r \udu = —

-1 —iqlr—1'|

e~tar dQs(q)

u=1

1 N e . !
— f(elq\r r|_6 iq|r r\)
iqlr—r|

u=—1
Sustituyendo el resultado anterior, la funcién de Green G queda expresada en términos de la
siguiente integral

G(r, 7’ LI
o) = o |, e
o gy 4 (eiq\r—r’| _ e—z’q\r—r’\)
- ilr — /| /0 (2m)? —q% + k2

1 ® dq qeiq|r7r/| * dq qefiq\rfr’\
e =] /0 (2m)? —¢* + k2 _/0 (2m)? —q® + K2

a——q
1 > dq qeiq\r—r’\ 0 dgq qeiq|r—r’|
=] /0 @R @ + R /oo (2m)? —¢* + k?
00 iq|r—r’
_ / dg_ gett (2.59)
Tr=v] | P =+ B2
La integral en (2.59) debe ser resuelta en el campo de los nimeros complejos, ya que la variable
k esté definida por medio de la relacién k(w) = w?€(w)ji(w) y se puede tener que Im [e(w)] #
0 (y/o) Im[p(w)] # 0. Més atin, como se mencioné con anterioridad, la resolucién con base en
la funcién de Green requiere de imponer un comportamiento especifico de la funcién Gi(r,r’)
y de OG(r,r’)/On en el infinito, comportamiento que puede justificarse si hacemos que k sea
complejo con Im(k) > 0, asi, con ayuda de este artificio de uso comun, se simulan fenémenos
de disipacién (perdida) por medio de las propiedades 6pticas del medio. Consecuentemente, pa-
ra calcular la integral (2.59) es necesario partir de la Teoria de Variable compleja en general vy,
después de obtener la expresién final para Gg(r,r’), podemos restaurar la condicién sin pérdidas

tomando Im[k] — 0. Dicho procedimiento también nos ayuda a evaluar la representacién integral
de Gk (r,r’') de una manera relativamente simple.

gialr—r| _ g—iqlr—r ]
—— q
iqr—r|

16



2.3 Funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz escalar

Im(z)

Figura 2.2: Tlustracién del contorno de
integracién para (2.59). Los semicirculos
¢, tienen un radio infinitesimal e, mien-
tras que el semicirculo € con radio R, de
tal manera que los semicirculos €. estan
contenidos en € y la integra evaluada en
dicha trayectoria tienda a cero.

En general, considerando k& € C se pueden lo-
calizar los polos del integrando en el plano ¢
como se esquematiza en la Figura 2.2, don-
de se supone que el contorno de integracion
estd a lo largo del eje real. De esta manera,
cuando Iml[k] > 0, el contorno puede cerrar-
se por un camino infinito en el semiplano su-
perior sin cambiar su valor; mientras que cuan-
do Im[k] < 0, el contorno se puede cerrar
en el semiplano inferior. Respetando esto deta-
lles podemos wusar el teorema del residuo de
Cauchy sobre las integrales de contorno cerra-
das.

Consecuentemente, para resolver la integral en la ex-
presion de la funcién de Green, trabajamos la integral
en el espacio complejo al evaluar la funcién con res-
pecto a variables complejas de la forma:

0o qeiq|r—r’| 5 et zlr—r'|
dq —— — dz ——
[Latere = [eZm
considerando alguno de los contornos de integracion
que se muestran en la Figura 2.2.

Im(z)

0 Re(z)

Teorema del Residuo. Sea € un contorno simple cerrado defini-
do en sentido positivo. Si una funcién de variable compleja f(z) es
analitica en el interior de de €, excepto por un nimero finitos de
puntos singulares z;, (k = 1,2,---,n) en el interior de €, entonces

/@f(Z) = 2mi Z Res f(z (2.60)

donde Res hace referencia al calculo del residuo, el cual se puede
determinar con base en el siguiente algoritmo [21].
1. Si f(z) tiene una singularidad removible en zg

Res f(z) =0 (2.61)

zZ=z0

2. Si f(z) tiene un polo de orden N en zg, entonces el residuo se puede calcular por

1 del

zZ=2z0 Z—rZ0

1 N
Res f(z) = lim (N 1) deN T [(z = 20)" f(2)] (2.62)
3. En el caso en particular en que zg sea un polo simple (N = 1) se tiene
Res f(z) = lim (2 — z9) f(2) (2.63)

Ahora bien, dado que el contorno de integracién se definié de tal manera que no hay polos en su
interior, la funcién es analitica en el interior de la regién de integracién y por lo tanto la integral
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es igual a cero, como indica (2.61). En consecuencia, se tiene que:

zz|r r’ lZlI' |
- dz 2.64
{/Ll /Lg} —22 + ]{,‘2 {/ng: /QR:‘:} _ZQ + k,2 ( )

donde se ha despreciado de manera explicita la contribucién de los segmentos de integracion ver-
ticales ya que, al tener sentido opuestos entre si, su contribucién se anula.

De la representacion polar, para los segmentos de recta se tiene que z = pe®® = p (2 € L1 U Ly),

iplr—r'|

por lo que e integrando en los segmentos de recta queda expresado como f(z)|= pepw.

Por otra parte, la integraciéon alrededor de los circuitos €, + se puede realizar usando el teorema
de Cauchy, de donde se obtendria que:

f(z)dz = 2inRes f(z) ; f(z)dz = —=2im Res f(z), (2.65)
¢ z=k Cor z=—k

donde el cambio de signo en el residuo de la integral €. | se debe a que el contorno de integracion
en ese caso estd descrito en sentido negativo (sentido horario). Consecuentemente, calculando
explicitamente los residuos correspondientes:

, iz|r—r/| , izlr—r'| +ik|r—r/| . _
]E(j[skf(z) = lim, 1k (2 F k)m =lim, 4 Zi(zj:k) - ike$2k - _%6ﬂ:zk\r v (2.66)

Ahora bien, para calcular la integral en el semicirculo €g partimos del hecho que

1 1
2 2 2 2 2
-2+ k%> |Re (—z° + k > R = <
E . . ‘ ( )’ z < R 1
11 consecuencla, se tiene que: 2= |—— _— = — =
! a g 2y Sp T g M

donde es evidente que limp oo Mg = 0 y que la funcién g(z) = z/(—22 + k?) es analitica en el
plano superior complejo.

Lema de Jordan

Supongamos que:

Im(z)

1. una funcién f(z) es analitica en todos los puntos z en la parte
superior del plano y > 0 que estan en el exterior de un circulo
|2|= Ro;

2. € denota un semicirculo z = Re® (0 < § < 7), donde R >
Re(z)
Ro;

3. para todos los puntos en €p, existe una constante Mg tal que

|f(2)|< Mg donde limp_0o Mp = 0

Entonces, para cualquier constante positiva a

lim f(z)e*dz =0

R—o0 Cr
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Dadas las condiciones antes demostradas, de acuerdo al Lema de Jordan se tiene que:

5 etz lr—r'|

; _ 14 iz|lr—r’| _
P}gr(l)o . SR dz. I%gr(l)o . g(z)e dz =0 (2.67)

Juntando los resultados en (2.65) y (2.66), asi como asumiendo que 1 < R para poder considerar
el resultado en (2.67), la integral (2.64) estara dada por:

0 qezq|r r'| zz|r r'| zz\r r’|
d = dz=—- Ui dz
/_oo 1”212 —q% + k2 {/L1 /,;2} 22 4 k2 + k2 saO,lgl—mo /Qsi ¢n ,22 + k2

= FimeT kI (2.68)

Finalmente, sustituyendo el resultado (2.68) en la expresién de la funcién de Green Gi(r,r’) dada
n (2.59), se obtiene:

-1 1 ) , 1 +ik|r—r/]|
j:%eilkh‘*rl _ :F*e _ Gl(ci)(nr/)

/
Grlr,r) = o 7 ey

1 etik [r—r’|

con Géi)(r, r) = F (2.69)

ar |r—1/|

De acuerdo con la convencién de (2.10) para la dependencia del tiempo, el término con (+) en
(2.69) representa una onda esférica divergente que se propaga desde el origen, mientras que el
segundo representa una onda esférica convergente. Es intuitivamente obvio que si una fuente esta
inactiva hasta algin tiempo ¢t = 0 y luego comienza a funcionar, la funcién de Green apropiada es
G,(j) en (2.69), correspondiente a ondas irradiadas hacia afuera desde la fuente y cuya expresién
cumple condicién de absorcién (Im[k] > 0). Esta descripcién es ciertamente correcta y también
conveniente, pero no es Uinica ni necesaria. Mediante una especificacién adecuada de la amplitud de
la onda en los tiempos limite, es posible emplear la funcién en Gé_) en (2.69), no el primero, para
describir la accién de la fuente. Por otra parte, como se menciondé anteriormente, el procedimiento
antes realizado para el caso tres dimensional se puede aplicar de manera similar para otras
dimensiones, particularmente para d = 1, 2. Para esto, es necesario partir de la versiéon integral
de la funcién de Green dada por (2.58) y trabajar, con la versién d-dimensional de interés, de
manera analoga al procedimiento reportado en esta seccién. Los resultados obtenidos para las
diferentes dimensiones se reportan en la tabla 2.2, la cual fue extraida de la referencia [20].

d-Dimensién Laplace V? Helmholtz V2 + k? | Helmholtz modificada V — k2
1-dimensional || No solucién para (—o00,00) | o exp(ik|z — 2'[) 5 exp(—k|z — 2'|)
2-dimensional — 5 In(|r — 1'|) —%Hél)(ldr —r')) = Ko(klr —r'|)
3-dimensional =5 - 79"2;“"@ ‘j;,f") exp(Ckror)) 5 f'_f,f’”

Tabla 2.2: Funciones de Green, que satisfacen la condicién de frontera Gi(r,r’) = 0 con |r|— oo, de
los operadores de Laplace, Helmholtz y Helmholtz modificada. El operador de Helmholtz corresponde a

la onda esférica saliente. Hél) es la funcién de Hankel y K es la funcién de Bessel modificada.
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2.4. Funcién de Green en coordenadas esféricas

Para manejar problemas que involucren distribuciones de carga y corriente, asi como valores
limites para los potenciales, es necesario determinar la funcién de Green que satisfaga las condi-
ciones de frontera adecuadas. A menudo, estas condiciones de contorno se especifican sobre una
superficie de algin sistema de coordenadas curvilineo, por ejemplos en una superficie esférica o
cilindrica. Entonces, es conveniente expresar la funcién de Green como una serie de productos de
funciones adecuada a las coordenadas en cuestién. Como primer acercamiento se puede ilustrar el
tipo de expansion involucrada para el caso de coordenadas esféricas, cuya convencién se variables
se ilustra en la figura 2.3.

Con propositos de referencia, se desarrollara la
expansién de onda esféricas para la funcion de
Green de onda saliente G} (r,r’) obtenida para el
caso libre de superficies de frontera, excepto en
X infinito, y a la cual consideramos que ya ha sido
aplicado el limite I'm[k] — 0. Entonces, partimos
‘ de que la funcién de Green satisface la ecuacion
de Helmholtz dada por:

N>

(V2 + k) Gl (r,r) = —6(r — 1),

r sin(0)sin(¢p) R y
‘ g y la cual se demostré correspondia a:
ik|lr—r’|
el
Gir,r') = ——n—.
k() 4m|r — 1’|

En general, se puede realizar la expansion de
Gz(r, r’) explotando representacion de la funcién
d(r —r’) en coordenadas curvilineas, como se es-

Figura 2.3: Convencion para definicién de las

variables esféricas r, 0, ¢, donde a 6 se le cono- pecifica en (2.47). En el caso particular de las
ce como angulo poloidal y ¢ se le conoce como coordenadas esféricas, la funcién delta puede ser
azimutal. escrita como:

1
o(r—1') = 5d(r —1")d(p — ¢')d(cos § — cosd'),
r
donde podemos usar la relacion de completes de los arménicos esféricos para representar las
funciones deltas de las variables angulares de la forma

[e's) l

e —x) = 5o =) S0 S VSN0, (2.70)

=0 m=—1

Ahora bien, usando el mismo razonamiento para la expansién de la funcién de Green en términos
de los armonicos esféricos, nos concentramos primero en la dependencia de la funcién con respecto
a r, de tal manera que se obtiene:

00 l

Gile—t) =) > A 0.0)Y"(0.9)|. (2.71)

=0 m=-I
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2.4 Funcién de Green en coordenadas esféricas

Sustituyendo las representaciones de la delta (2.70) y la funcién de Green (2.71) en la ecuacién
de Hemholtz (2.45) se tiene que:

oo l
(V2R DD ARl 0, ) Y™ (0,0)| = (V2 + ) GE(r,Y)
1=0 m=—1 . , (272)
= —dr-r) =~ Lﬂa(r—r') > W*(e’,go'M"(a,m] :

=0 m=—1

Ahora bien, es posible escribir explicitamente el operador diferencial V2 en coordenadas esféricas,
dado por:

1[0 0 1 0 0 1 02 10 0 1
2 _ 1|9 (0N L of. 0N L o LJdl,oN 1.9
V= 2 [87” <T 87") T (sm&(%) * sinQH&pQ} r2 or (7" 8r) 2 L

donde se ha definido al operador

19 ) 1 82
2= % (sngl ) -~ 2.
sin 6 90 (Sln939> sin? § 02

La motivacién de reescribir el operador diferencial en términos del operador L? es debido a que
los arménicos esféricos son eigenfunciones del mismo. Para demostrarlo se puede partir de la
definicién de los armonicos esféricos:

3: P™(cosf) e™? (2.73)

Por lo tanto, aplicando el operador L? a los arménicos esféricos, se obtiene explicitamente:

m m I—m)!' im : m?2 m
L2[Y(0, )] = (—1)™ [ ZEL G e ‘P[—Si}le%(sme%)—i—m} P"(cosf) (2.74)

Particularmente, cuando se aplica el método de separacién de variables a la ecuacion de
Helmholtz en coordenadas esféricas, sabemos que una de las ecuaciones diferenciales ordinarias
que se obtiene es la ecuaciéon de Legendre asociada:

1 d < d P"(cos ) m?
sing o1 \"227)

sinf df do > + [l(l+1) T oein? 0] P"(cosfl) = 0 (2.75)

para lo cudl, sabemos que las soluciones regulares P/™(x) con m > 0 un entero, son:

1 d

Pl(l‘)z(l_xQ) /2 :217“@(332—1) )

mpl(fﬁ) y con Fj(x)

donde Pj(x) es el polinomio de Legendre, mientras que P/™ es el polinomio asociado de Legendre.
En consecuencia, despejando de la ecuacién (2.75) y sustituyendo en la ecuacién (2.74) se obtiene:

D0, = (-1 |25 G € L+ 1) B (coso) (2.76)

= L2[Y™(0,9)] = 1(1+1)Y,"(0,¢).

El resultado en la ecuacién (2.76) demuestra que los arménicos esféricos Y;™ (6, ¢) son eigenfun-
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2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

ciones del operador L?. Usando este resultado en la ecuacién (2.72) se tiene que

S0 St Y0:0) [ 2 (r2) — R+ 2] ARG, 0, ¢) = 58— 1) T2 Tl Y0, )Y 0,0)

Ahora bien, se puede explotar la propiedad de ortogonalidad de los armoénico esféricos, dada por:
2
/ - Y (0, 0) Y2 (0, 0) sin0dfdo = dnyny Omyms,

para simplificar la ecuacién obtenida anteriormente. Asi, si multiplicamos ambos lados de la
igualdad por el término Yllnl *(0, ) e integramos con respecto al dngulo sélido, se obtiene:

0o 1

Z Z /21r

1=0 m=—1 | $=070=0

o

= ' P 10 (4,0 I(1+1)
Y (0,9) Y (0, ) sinb db d [,—ZE (r E) -2

+ 2| Al 0. )

St S

T

1 > 2 .
=—S0r-m>Y Y / Y0, 0) Y0, ) sin0dod p Y0, ¢)
" 1=0 m=—1 | {¥=0-0=0

I —

que simplemente se resume en:
= [8674 <T2{*)8r> + (kr)? — 11+ 1)] AT (r|r' 0 ) = —8(r— ) Y0, ¢). (2.77)

Ahora bien, de manera andloga a como se expandié la funcién de Green Gg(r —1'), pode-
mos expandir el término A" en términos de los arménicos esféricos con respecto a las variables
angulares primadas, de tal forma que:

A7 (rlr’, 0, ¢') Z Z g (r ) Ym0, ).
=0 m/=-1U
En consecuencia, sustituyendo la relacién serie de A} en la ecuacién (2.77) se obtiene:
0 2 9 2 m/ / Ny mgl !
Z Z ©) 2 ) + (k)2 — 10+ 1)| g (r,r') = —6(r — ) YO, ).
ar ar
=0 m'=-U
De manera andloga a como se realizé en los casos anteriores, podemos simplificar la expresién

anterior usando la ortogonalidad de los arménico al multiplicar por el término Y, "(0',¢') e
integrando con respecto al angulo sélido, obteniendo asi:

i ZZ (/%/ Ym0 (Mo)bm@d&dw) {86 < Q;T) + (kr)® - 1(z+1)] g (1)

V=0 m/=—1'
27
= —6(r—1") (/ / Y0, ¢’ do")Y, (9’,<p')sin6‘d9d<p),

6lp 57nq

6l’5’

p “m’q

donde, por transitividad, se tiene que I' =p =1y —m' = ¢ =m y, por lo cual, la serie de A}" se

22



2.4 Funcién de Green en coordenadas esféricas

reduce al término:

A?L(T‘Tlﬂelvsol) = gl(’r? T/) 1/lm*(el’spl) (278)

y, por otra parte, se obtiene que la ecuacién que tiene que cumplir la funcién g;(r,7’), también
conocida como funcién de Green reducida, estda dada por:

2 (L) + o - 10+ 0] ) = —5 =), (279

Para resolver la ecuacién (2.79) resulta conveniente expandir la funcién de Green reducida g;(r, '),
en las funciones propias de la ecuaciéon homogénea con respecto a la variable r, es decir, consi-
derando la variable r como un pardmetro y, por lo tanto resolviendo la ecuacién diferencial

ordinaria de segundo orden correspondiente al cambio de - CZ;

En este punto del analisis, para resolver el problema de manera consistente, se propone abordar
la expansién en funciones propias de la ecuacién homogénea desde una perspectiva general, es
decir, desde la Teoria de funciones de Green. Asi, con base en el formalismo expuesto, se procedera
a abordar la ecuacién (2.79) de manera particular, lo que nos llevard a la resolucién de la ecuacién
de Bessel y al andlisis de condiciones de frontera para determinar finalmente la funcién de green
reducida g;(r, ") asociada a la solucién de las ecuaciones de Maxwell.

2.4.0.1. Teoria de expansion en funciones propias.

En general, podemos suponer que la ecuacién homogénea asociada es satisfecha por un con-
junto de funciones orto-normales v;(x), tal que:

Sl +mun(e) =0 donde £ = - (mji) + g(a) (2.80)

Por otra parte, sabemos que la funcién de green reducida g(z, z’) satisface la ecuacién de fuente
puntual, dada por
L[g(x7x/>] + Vg(l‘,[]}l) = _5(‘7; - .Z'/)

junto con las condiciones de frontera impuestas en la solucién de la ecuacién homogénea, las
cuales se discutirdn con mayor detalle més adelante. Eventualmente, para acoplar la solucién
homogénea, la cual suele ser més sencillo de calcular, con la solucién de la ecuacién no homogénea,
una propuesta ingeniosa es expandir la funcién de Green reducida g(z, ') como una combinacién
lineal en términos de las funciones de la ecuacién de homogénea, es decir:

En consecuencia, al sustituir la expansion propuesta en la ecuacién no homogénea a resolver, se
obtiene:

[e.e]

> an(@)(—vn + v)n(z Zan )L+ v)[Yn(2)] = (£ +v)[g(z, )]

n=0
= —5(x—x/) = — E wn(l')wn(w/)v
n=0
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2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

donde §(x — 2’) se ha remplazado por su expansién en términos de las funciones orto-normales
1. Ahora bien, si usamos la propiedad de ortogonalidad de las funciones v, (z) para aislar al
término a,(z’) se tiene:

Zan (v + ) [/w e df‘] i[/w e d3]wn< 0

n=0

Onm Ozm

o bien:
am (2)(V = vm), = Ym(a’)

Entonces, sustituyendo el valor de a,,(z’) en la ecuacién (2.81), la funcién de Green reducida se
convierte en:

n=0 n

Ahora bien, como se ha remarcado constantemente, para que la solucién dada en (2.82) sea la
solucién a un problema real debe cumplir condiciones de frontera particulares. Para abordar un
problema en general, definiremos que las condiciones estardan dadas en el intervalo [a, b], de tal
manera que las condiciones de frontera estaran definidas en = a y x = b. En consecuencias, es
necesario recurrir a dos soluciones diferentes de la ecuacién diferencial homogénea, por lo que es
recomendable dividir el intervalo de anélisis en dos parte con respecto a un parametro 7, de tal
manera que supondremos:

w u(z), a<x<n con Lu(z)] =0y usatisface condicién de frontera en x = a.

w v(z), n<xz<b con Llv(r)]=0y v satisface condicién de frontera en = = b.

Ahora bien, es congruente imponer que la solucién general g(x) sea continua, por lo que se tiene

lim w(z) = lim ov(z).

T—n— TNt
También, dado que se proponen dos soluciones diferentes, se requiere que la funcién ¢'(z) sea
discontinua, especialmente se tiene:

d d 1

%U(x)’n - %u(m)]n = _m )
donde p(n) corresponde al término expresado en el operador auto-adjunto definido en (2.80).
Ademss, se enfatiza que con la primera derivada discontinua, la segunda derivada no existe. Es-
tos requisitos, en efecto, hacen de g(x) una funcién de dos variables, es decir g(z,n). Ademds,
observamos que g(x,n) depende tanto de la forma del operador diferencial £ como de las con-
diciones de contorno que debe satisfacer y(x). Con base en lo anterior, se propone la siguiente

solucion:
c1 u(x) a<x<mn,
g(x,n) =
cov(x) n<z<b.

Por otra parte, para analizar la existencia y unicidad de la solucién, se define el Wronskiano W (n)
de la siguiente manera

S = ) = vl ) = 2 (2.83)
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donde se ha asumido que u(z) y v(x) son linealmente independientes y que A es una constante.
Con base en la definicién del Wronskiano, se sabe que existe una tnica solucion de los coeficientes
c1y ¢z si W(n) # 0. Consecuentemente, comparando el resultado del Wronskiano con la condicién
de discontinuidad de la primera derivada, se identifica que:

v u

solucién que también satisface la condiciéon de continuidad de las funciones en el valor 5. De
esta manera, sustituyendo la expresion de la constantes en la definicién inicial propuesta para la
funcién de green se obtiene:

—_

— 5 u(n) v(z) n<az<b. glr<, z>) = _ZU($<)U($>) (2.84)

—

g(I’n):{—Au(fn)v(n) a<x<mn, N 1

hN

Por lo tanto, para implementar la condiciones de frontera, se propone el uso de dos funciones
propias de tal manera que cada una de ellas, por separado, aseguraran el valor esperado de la
funcién de Green en los limites del rango de aplicacién, llegando asi a la expresion en (2.84).

2.4.0.2. Funciones de Bessel

Para la implementacién de la expansiéon mencionada en la subseccién anterior, es necesario
conocer las funciones propias del problema homogéneo

d? 2i+k2— I(1+1)

v 2 | fur) =0 (25)

que, aunque tiene la virtud de ser auto-adjunta cuando k € R y de parecerse a la famosa ecuacion
de Bessel, no es dicha ecuacién claramente. Para cambiar la expresion a nuestro favor, se propone
reescribir la funcién R;(r) de la forma:

Zl(kr)

Ry(kr) = )12

(2.86)

donde es claro que su comportamiento en valores limites (kr << 1y kr — oo) dependerd
fuertemente del comportamiento limite y asintético de la funcién Z;(x). Por otra parte, para
sustituir de manera correcta en la ecuacién (2.85) basta comprobar que:

d k 1/2 d 1
ar Fn)] = <r> (k) [Zi(kr)] — WZl(kr)
d? i3 1/2 d2 N2 g 5
d(kr)? [Ry(r)] = <T> L 1Z)(kr)] — <r3> ) (Z;(kr)] + Wzl(kr)’

Asi, al sustituir (2.86), junto con los resultados obtenidos de la derivacién directa con respecto a
7, la ecuacién homogénea (2.85) se convierte en:

2 2
d(Zr)2 (Zi(kr)) + (kr) d(zr) Zi (k)] + ((/@7«)2 _ (z + ;) ) Zikr) = 0. (287)

(kr)?
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Al hacer el cambio de variable x = kr e intercambiar Z; — y la ecuacion se resume a:
2?y"(x) + xy'(x) + (2® —v*)y(e) = 0, (2.88)

la cual corresponde a la ecuacién de Bessel. Para obtener una expresién analitica de la solucién
a esta ecuacion diferencial, cominmente se usa el método de Frobenius. En este se propone una
expansion en serie de potencias de la forma y(z) = >3, axz' y se explota la propiedad de
independencia lineal de los polinomios para analizar los coeficientes y los posibles valores del
exponente v. Por ejemplo, del anélisis de la potencia A = 0 — 2”7 se obtiene:

aply(y+1)+7—1=0 — y=4v si a#0

“ 99

es decir, de esta manera se restringe el valor del exponente v en funcién del valor constante
que aparece explicitamente en la ecuacion de Bessel. Mas atun, considerando explicitamente el
caso v = +v para obtener la solucién de Bessel de primer tipo, para los coeficientes a; se obtiene
la relacién de recurrencia dada por:

ap V!

— (1)
az = (—1) 0 (0 1 )l

De esta manera, la solucién de la ecuacién de Bessel de orden v, la cual se denota por J,(z) ,
esta dada por:

J=0

donde se omitieron los términos ag2"v! ya que, para asegurar la condicién de orto-normalidad
de las funciones de Bessel (de primer tipo), su valor debe ser igual a 1. También se enfatiza que,
debido a que las funcién de primer tipo corresponde a una serie de potencias positivas (v > 0),
esta solucion es finita en el origen.

Por otra parte, dado que la ecuacién de Bessel (2.88) corresponde a una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden, para su solucién es necesario contar con dos soluciones linealmente
independiente. Ahora bien, dado que las funciones de Bessel de primer tipo (2.89) se obtuvieron
con base en la eleccién de v = v, en primera instancia uno estaria tentado a elegir como segunda
solucién la funcién obtenida de la elecciéon v = —v, es decir, considerar J_,,. Més atin, al repetir
el método de Frobenius con v = —v, se observa que J_, genera una segunda serie diferente a J,
para el caso en que v ¢ Z. Sin embargo, para el caso en que v € Z, el término j = 2v anula la
relacién de recurrencia, por lo cual, para este caso se propone

J_y(x) = (-1)" J,(x), vEeELZL. (2.90)

De esta manera, en general, para obtener una segunda solucién linealmente independiente, se
propone

cos(vm)dy, () — J_(x) .

N, —
v sin(vm)

(2.91)

relacién que reproduce la solucién propuesta para v € Z. La funcién N, (z) es conocida como la
funcién de Neumann. De este modo, la soluciéon mas general para cualquier v, se puede escribir
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COmao:

y(x) = AJy(z) + BN,(z). (2.92)

Una observacion importante de realizar a estas alturas del estudio corresponde al anilisis de los
valores de las funciones de Bessel para valores limites. Por ejemplo, para la funcion de Neumann
N,, de la expansién (2.89) y tomando el caso limite x — 0, particularmente se obtiene [20]:

Ny(z) = —%(1/—1)! (i) Fo %(5)” L (“27) T (2.93)

Esta ultima expresién exhibe la dependencia logaritmica de la funcion de Neumann. De esta
manera, el resultado (2.93) demuestra que para cualquier condicién de frontera que requiera que
la solucién sea finita en el origen es necesario excluir automaticamente a N, (z), dejdndonos otra
vez con la situacién de una unica solucién.

Por otra parte, buscando un comportamiento de onda esférica saliente en infinito, es conve-
niente introducir las funciones de Hankel H, ,El)(m) y o (x) definidas por:

HM (z) = J,(x) £ iN, ()], (2.94)

las cuales poseen un comportamiento asintético que las hacen tutiles. La expansién en serie de las
funciones de Hankel puede obtenerse combinando las expansiones (2.89) y (2.93), de tal manera
que, escribiendo el primer término explicitamente, se tiene:

—1)! v
H,SLQ)(JJ) ~ :FZ'M <2> e U>0. (2.95)

s T

Maiés aun, dado que las funciones de Hankel son combinaciones lineales, con coeficientes constan-
tes, de J, y N, satisfacen la ecuaciéon de Bessel y poseen las mismas relaciéon de recurrencia.

En general y con el propésito de concluir el anélisis requerido de la funcién de Bessel, la funcion
de Bessel J,, la funciéon de Neumann N, y las funciones de Hankel Hl(,l’Q) forman un zoolégico
de funciones que resuelven la ecuacién (homogénea) de Bessel dada en (2.92), donde cada una
de ellas posee caracteristicas especiales que deberan ser explotadas en pro de la resolucion de
ejercicios particulares. En general, a dicho zoolégico de funciones se les puede representar por
medio de la funcién Z;(kr), de acuerdo con la notacién de la ecuacion (2.86). Més atin, dado que
la definicién de Zj(kr) le permite ser solucién de la ecuacién de Bessel, se bautiza a la ecuacién
(2.85) con el nombre de funcién de Bessel esférica. Esta dltima ecuacién es comun en la resolucién
de problemas fisicos, por lo que es conveniente etiquetar sus soluciones, conocidas con el nombre

de funciones de Bessel esféricas, como se reportan en la Tabla 2.3.

,]l/(x) — \/gt]y—i-]_/Z(x 2V v ZS =0 g! 2s+(28V4;—V]?) ;UQS
T v T v vopl/2 e —1)8(s—v)! s
) = \/jNu+1/2(93) = ()" g pappe) = ()Y ETE 25:0% l
. 1 v+1et® n s n+s)!
vV 2z Hy+1/2 = jV( )ﬂ:lny(l’) con hl(/)(z) = (_1) +17 ZS:O sl(22)s Eni—sg!

Tabla 2.3: Funciones de Bessel esféricas

Se precisa que las funciones de Bessel esféricas son expresadas en términos de una serie usando
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la ecuacién (2.89) y remplazando v por v + % Ademas, se resalta que en la serie hl(,l)(z) para z

real j,(z) corresponde a la parte real de la expresién y n,(z) es la parte imaginaria y que hl(,2)(z)
corresponde al complejo conjugado.

Las expresiones en forma de serie son ttiles para tres propédsitos en particular:

» Calcular valores limites de las funciones (z — 0, = — o0)
= representaciones analiticas para el caso v = 0, y como extensién de este

= una demostracién de que las funciones de Bessel esféricas estdn cercanamente relacionadas
con las funciones sin(x) y cos(x).

De manera particular, para los ordenes v = 1, 2, 3 se obtienen las expresiones reportadas en la
tabla 2.4, mientras que los valores limite (z < 1) y el comportamiento asint6tico de las funciones
se reportan en la tabla 2.5.

of@) = 20 oo™ = 1= | ju(a) = e eme jz(w) — (&~ Ysinr— & coss
no(z) = — <= ny(z) = —95t — sine — (& —1)cosz— 3sinw
12 . . 1 . 1 . . .
ho P (@) = Fietie h(@) = e (-1 - ) hé ><x> = (i-5-%)

Tabla 2.4: Expresiones de la funciones de Bessel esféricas para los primeros ordenes

r <1 T — 00
3u(@) ~ Gyt = @ gv(x) ~ Fsin(z - 4F)
ny,(x) =~ (712):“ ((_Qfg!x*”*l = —u -1 av ! ny(z) ~ —1cos (z — 4F)
h(yl’Q)(:c) ~ +in,(z) hl(,172)(x) (:Fz)’/-i-lez ei’(z;i’”r/”

Tabla 2.5: Funciones de Bessel esféricas para valores limites (z < 1) y asintéticos (z — o)

Los detalles importantes a resaltar de las expresiones en la tabla 2.5 son:
= Las expresiones en valores limites sugieren expresar las funciones esféricas de Bessel como
combinacién de seno y coseno

= A partir de los valores asintdticos vemos que:

e j,(x) y n,(x) son apropiados para una descripcién de ondas esféricas estacionarias

o hM (x) y h?) () corresponden a ondas viajeras. De esta manera, si se considera que
la dependencia del tiempo para las ondas viajeras e, entonces:
o h(yl)(x) produce una onda viajera saliente

o h? () es una onda viajera entrante.

En resumen, aunque todas las funciones de Bessel presentadas en esta seccién son soluciones
de la ecuacion diferencial en (2.92), es fundamental analizar, con base en el comportamiento
de valores limites y asintéticos, que su comportamiento sea adecuado para las condiciones del
problema o modelo en el que se pretendan ser usadas.
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2.4.1. Funcién de green Reducida

Para el caso particular de la funcién de Green reducida g;(r,r’') que resuelve la ecuacién
(2.79), se propuso una expansion en términos de las funciones propias de la ecuacién diferencial
homogénea (2.85) por lo que, de acuerdo con la expansién en (2.82), la funcién g;(r,7’) se puede
escribir de la forma: -

Zy(kr) Z,(kr'
> Zu(kr) 2, (k) (2.96)

N
a(r,r) = v+i(l+1)

donde z,(kr) corresponde alguna de las funciones se enunciadas en la tabla 2.3. Mas ain, dado
que la funcién de Green reducida se deriva de la ecuacién de Helmholtz (2.45) para resolver las
ecuaciones de Maxwell, sabemos que g;(r,7’) debe ser una funcién finita en el origen de coorde-
nadas y debe tener un decaimiento de al menos 1/r en el infinito, siendo el caso limite cuando no
se considera absorcién. Estas condiciones de frontera se garantizar usando las funciones de Bessel
esféricas con comportamiento en valores limites adecuados. En la literatura, las soluciones que
utilizan los primeros 6rdenes de las funciones de Bessel para la dependencia radial
se denominan expansiones normales, mientras que las soluciones que utilizan 6rdenes
superiores (/[ > 1) se denominan multipolos. En particualar, los multipolos de las funciones
de Hankel del primer tipo (h;l) ) (multipolos radiativos) tienen caracteristicas particularmente
favorables, ya que representan ondas salientes, ademas de cumplir la condicién de radiacién de
Sommerfeld (2.53) en el infinito. Sin embargo, debido a que son singulares en su origen, deben
ubicarse fuera del dominio en el que se expande el campo. Por otro lado, las expansiones normales
permanecen finitas en el origen, pero no cumplen la condicién de radiacion, por lo que solo pueden
ser usadas en dominios finitos.

En sintesis, con base en lo anterior y en las ecuaciones (2.79), (2.84) y (2.86), la solucién de
Green reducida g;(r,7’) que cumple las condiciones de dominio infinito y que tiene un comporta-
miento finito en el origen corresponde a:

ai(rr) = Agi(kr<) b (krs)

donde el coeficiente A corresponde a la constante en la relacién (2.84), la cual se formul6 con base
en la formula del Wronskiano (2.83) y el resultado W/ = —p(x)W, para modelar la discontinuidad
requerida en la primera derivada. Explicitamente, para determinar A se tiene

A
p(kr)

Para resolver lo anterior se puede explotar la relacion entre las funciones de Bessel y su version
en esféricas, la cual estd dada por medio de un factor (kr)~'/2 y un cambio de variable de la
(1)

forma x = kr. De esta manera, se usa el resultado J,(z) H,Sl)l(x) — Ji(x)Hy ' (z) = 2 para
determinar que A = ik y, por lo tanto, se obtiene:

Gu(kr) WY (kr) — g, (kr) h{D (kr) =

ai(r,r') = ik ji(kr<) b (krs) (2.97)

La funcién de Green reducida enunciada en (2.97) corresponde a la solucién en espacio libre.
Esta es usada en la expansién multipolar de los campos eléctrico E(r,w) y magnético H(r,w),
permitiendo un formalismo generalizado para la resolucién de problemas en la teoria del Electro-
magnetismo.
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2. TEORiA DEL ELECTROMAGNETISMO
2.5. Funcién de Green Diadica

Para introducir el concepto de funciones de Green diddicas en la teoria electromagnética de
manera coherente, nos gustaria elevar primero las ecuaciones de Maxwell a una forma diddica.
Consideramos tres conjuntos de campos que oscilan arménicamente con la misma frecuencia y
en el mismo entorno que son producidos por tres distribuciones de corriente distintas ijt con
Jj = (1,2,3). En un medio lineal, isotrépico y homogéneo, de acuerdo al conjunto de ecuaciones
(2.21) - (2.24), se tiene que las ecuaciones de Maxwell para estos campos se pueden escribir en la
formas:

V x Ej(f,w) = iwp(w) Hj(7,w

V x Hj(F,w) = J& (7 w) — iw e(w) Ej(F,w
Text (= _ ext

V- TP w) = dwpi (w

donde omitimos el simbolo = que usdbamos para denotar que las funciones se encontraban des-
critas en el espacio de frecuencias w, y donde también se ha cambiado la notacion de letras
remarcadas para denotar un vector por la notacién ~. Ahora bien, para reescribir la expresiones
adoptaremos la notacién (x1, x2,x3) para el sistema de coordenadas cartesiano. Asi, si yuxtapo-
nemos un vector unitario X; en la posicién posterior de las ecuaciones anteriores y sumamos los
tres conjuntos de ecuaciones con respecto a j, obtenemos las ecuaciones de Maxwell en forma
diadica; a saber,

V x B (7w) = iwpw) H(7w) (2.98)

Vx H(Fw) = T eanlFw) — iwew) E (7w) (2.99)
v 7 (W) = WP (w) (2.100)

(@) E (7w)] = fran(7,) (2.101)

v [M(w)ﬁ(m)} —ol, (2.102)

donde

‘= ZE z; = ZZE” T & (2.103)

" = ZH T = ZZH” T Ty (2.104)

T eut ZJ&’” iy = ZZJ@?“ i & (2.105)
g

Dext = Zpe‘m 7 (2.106)
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2.5 Funcién de Green Diddica

De acuerdo con la nomenclatura del analisis diddico (B), una funcién diddica como ? tiene tres
componentes vectoriales, Ej con j = (1,2,3), y la funcién de densidad de carga vectorial gezy
contiene tres distribuciones de carga escalares distintas. Es importante aclarar que eyt no tiene
el significado fisico comin de una cantidad vectorial y, en consecuencia, la magnitud de pe: no
tiene ningun significado fisico en particular.

2.5.1. Campo de radiacién de dipolos puntuales

Consideremos ahora las tres distribuciones de corriente que corresponden a tres dipolos
» . . . . . —/ . . .’ ~ A~ A
eléctricos puntuales infinitesimales ubicados en 7 y orientados en la direccién 21,9, T3,
respectivamente; entonces:

Jert = o §(F— )5, j = (1,2,3) (2.107)

donde ¢; denota un momento dipolar de corriente, que es:

///ff“ dv = ¢; & (2.108)

Ahora, para simplificar aiin més la notacién, normalizaremos el momento de corriente para cada
w, de tal manera que:

iwp(w)e; =1 | (2.109)

entonces
iw (W) I = iwp(w) e 6(F — )iy = dwp(w) S = §(F — )i (2.110)

Bajo estas condiciones, se introduce un nuevo conjunto de notaciones para las diversas funciones
diadicas, dadas por:

T -7,
iw,u? = ﬁm

2.111
2.112

(2.111)
(2.112)
(2.113)
(2.114)

iwﬁ?m = Td(?—?’) 2.113
. 1 > -1 =L —€ I
PethEV'Jem—mV-[I 5(r—r)]:ﬁv5(r—r), 2.114
donde
12 W 1 . —
kE=w(ue)’* = — v = —— = velocidad de la luz en el espacio libre. (2.115)

v /€

En las expresiones anteriores, € y p caracterizan las propiedades épticas en las que estan em-
bebidos las distribuciones de carga y corriente externas y la expresion de ge,: en términos del
gradiente de una funcién delta es consecuencia del gradiente en la tabla (B.3).

Por otra parte, con el cambio de notacién propuesto en (2.111) - (2.114), las ecuaciones de Maxwell
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2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

en (2.98)-(2.102) para el caso de tres dipolos eléctricos puntuales se escriben de la forma:
V x ﬁe = ﬁm
—
VX Gm="T6F-7)+ k.
1 -
V.G, = — 5 Vo (7= )

v.'@,. =0,

.. , . ., Ayed o
donde hemos omitido explicitamente la relacién entre J oyt ¥ Pext, pero mantenemos en mente que

2.116
2.117

(2.116)
(2.117)
(2.118)
(2.119)

2.119

dicha relacién estd dada por la expresién en (2.100). La funcién de G . asi definida se denomina
funcion de Green diadica de tipo eléctrico o funcion de Green diadica eléctrica, y
la funcién ﬁm se denomina funcién de Green diaddica de tipo magnético o funcién de
Green diadica magnética. Si escribimos estas dos funciones en la forma:

T. = > Gei; (2.120)
j

G = > Gy (2.121)
j

entonces Gej y Gp,; denotan, respectivamente, la funcién vectorial Green del tipo eléctrico y la

funcién vectorial Green del tipo magnético. Fisicamente, G; representa el campo eléctrico debido
. 4 . . . . . . . ~ . —/ .

a un dipolo eléctrico infinitesimal orientado en la direccién de &, ubicado en 7, es decir:

T. =7 (2.122)
ﬁm = ?m(ﬁ '), (2.123)

donde 7 denota la posicién donde se
evalia el campo vectorial, y 7 represen-
ta la posicion de la fuente puntual. In-
tuitivamente, si uno conoce los campos
electromagnéticos de tres dipolos eléctri-
cos infinitesimales ortogonales, es conce-
bible que el campo debido a cualquier
distribucién de corriente se pueda encon-
trar por cuadratura, es decir, por me-
dio de una integracién con respecto a
la posicion de las fuentes. La técnica
de la funcion de Green diddica se ba-
sa en esta premisa y, de esta manera,
el significado fisico de las tres funciones
vectoriales de Green éej se pueden es-
quematizar como se ilustra en la figura
2.4.

Figura 2.4: Campo eléctrico producido por tres di-
Por otra parte, en adicién a las ecuacio- polos eléctricos localizados en 7 en las direcciones

nes de Maxwell, se pueden ocupar las con- T,y y 2
diciones de frontera impuestas en la repre-
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2.5 Funcién de Green Diddica

sentacion vectorial para el andlisis de las condiciones de contorno en la interfase entre donde
regiones también se pueden deducir para el andlisis diddico. Para esto, se analiza los campos en
una interfase entre dos medios, como se ilustra en la Figura 2.5. Con base en las superficies y
volumen definidos, se usan los teoremas de Stokes y Gauss para transformar las ecuaciones de
Maxwell de su forma diferencial a su forma integral. Asi, de estas tltimas expresiones, se obtiene
las condiciones de fronteras reportadas en la Tabla 2.6.

Ec. Condicién de frontera

(2.21) it % (E+ - E_) =0 (2.124)

(2.22) | #x (fh - ﬁ_) = Ko (2.125)

gext
dZ, ] (224) n - <5+ — D_‘,) = Oext (2126)
Kextjx\\‘(\\;\ (2.23) A - (§+ — §_> =0 (2.127)

Figura 2.5: Esquema de dos regiones

adyacente. n denota el vector unitario Tabla 2.6: Condiciones de frontera de la representacién vec-
que apunta desde una interfase al lado torial de los campos Magnéticos, donde Kout y Oeqzt denota la
positivo de esa superficie densidad de corriente y carga superficial, respectivamente

Por consiguiente, al considerar tres conjuntos de campos eléctricos debidos a tres dipolos eléctricos
infinitesimales y ortogonales entre si, podemos elevar la condicién de frontera (2.124) a una forma
diddica, obteniéndose como resultado:

A x (?+ - ﬁf) ~ 0 (2.128)

€ €

Por otra parte, sin pérdida de generalidad, podemos modelar a la densidad de corriente superficial
Kyt en (2.125) en términos de dos dipolos eléctricos infinitesimales y tangenciales a la interfase
entre los medios, de esta manera se aborda a cualquier distribucién superficial. A su vez, con base
en lo anterior, se puede definir a la densidad de corriente superficial diddica ?emt de la forma:
<—rext
i K e = T o 87— ), (2.129)

S

<—rext
donde I zx denota la identidad diddica en dos dimensiones, definida por:

<—rext <
' =T —aena |, (2.130)

s

donde §(7—7") denota la funcién bidimensional de dirac tal que ]’ B2 0 (7F—7") dQ(7) = 1, donde

<. -/ . . s . —/ .
la notacién de B2(7) hace referencia a que la integracién incluye a los puntos 7 en la superficie,
como se describe en el apéndice B en la ec. (B.2). Con base en lo anterior, la condicién de frontera
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2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

(2.125) se puede eleva de la forma vectorial a una forma diddica, dando como resultado:

A x (ﬁ; - ?;) = T s —

(2.131)

S

+ — + -

donde ﬁm y ?m representan, respectivamente, iwuﬁ y iwuﬁ . Las dos condiciones de
frontera establecidas en (2.128) y (2.131) son dos relaciones claves que se usan frecuentemente
para la resolucion de problemas con interfases, como se demostrard en las siguientes secciones.

2.5.2. Funcién de Green diadica dipolar en espacio libre

Las funciones de Green diadica eléctrica ﬁe = ? y magnética ﬁm = iwuﬁ construidas
bajo la consideracién de dipolos eléctricos puntuales como fuentes de los campos, deben satisfacer
las ecuaciones de Maxwell en su forma diddica. En particular, si calculamos el rotacion de la
ecuacién (2.98) y sustituimos la ecuacién (2.99) en el resultado, se obtiene:

VXVXﬁEZVX{VX?} =V x [iwuﬁ} :iw,u?—i—w%,u(?

S| vxvx G, - 2T, = Tor—7) |, (2.132)

donde se usé el resultado (2.113). De manera andloga, calculando el rotacional de la ecuacién
(2.99) y sustituimos la ecuacién (2.98) en el resultado, se obtiene:

(W)—levX?mzvX{vX?} - VX{7—iwe?}

Ts

:Vx?—iwer?:Vx[ (F—F’)}%—wzeu?

S| VXV X T — K2C  = V x [7)5(77—7?’)] : (2.133)

Una observacién muy 1til en este punto del andlisis se logra al comparar las expresiones (2.132)
y (2.133) con las ecuaciones de onda vectorial en (2.29) y (2.30), respectivamente, ya que se observa
una misma estructura entre las ecuaciones. Derivado de esta observacion, uno de los métodos que
se proponen para la solucién de las ecuaciones de Maxwell diddica (2.132) y (2.133) corresponde al
método de potenciales, el cual se abordé para la resolucion del andlogo vectorial ya mencionado.
Adicionalmente, también es posible observar que distribucién de corriente z'w,ufj(f’) = 6(F—7")&;,
la cual corresponde a un dipolo eléctrico infinitesimal orientado en Z; y fue propuesta para la
construccién de las funciones de Green diddicas, coincide con la fuente propuesta en (2.49) para
la definicién de la funcién de Green de la ecuacién de Hemlholtz escalar (2.45).De esta manera,

hilando las observaciones anteriores, es posible dilucidar que:

(V24 B2 A = —uJ(@) ~ 6(F—7) = | A = - G, |, (2.134)

W

donde Gy (7,7") est4d dado por (2.69), es decir, que estd dado por:

ikl7—"|
28(w) fi(w)  del espacio libre.

Gi(7 7)) = con k? = w

—/

CAn|i— 7
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2.5 Funcién de Green Diddica

Por otra parte, con base en (2.43), se tiene que:

—

= . 1 IR
Ei;(F) = Gey j(F,7") = <1+kQV(v-)) Gr(7, ") &5 |, (2.135)

donde ée;k,j denota la funcién de Green eléctrica, en el espacio libre, debido a una fuente puntual
que apunta en la direccién ;, para j = 1,2,3. Consecuente a esto, la funcién de Green diddica

eléctrica en el espacio libre G .. puede ser construida yuxtaponiendo un vector unitario &;, del
lado derecho de la expresién (2.135), y sumando la expresion con respecto a j, de donde se obtiene:

3

G el ZGW (F—i) @i =Y KH SV(V )) Gk(F,F’)i’i} ©&.  (2.136)

i
Asimismo, dado que
R N Rpers
Z T; Qx; = I

y de acuerdo con B.3 sabemos que:

aGkA.

v T = veur-i) = 5,

Posteriormente, usando la definicién del gradiente de una funcién vector (B.2), se tiene que:

U7 (07)] = v 5% = (TSm0 o x

82 G(F — 7
= | VeVGFE-7) =Y (W) B @ |, (2.137)
1O

1]

donde se observa que el resultado corresponde a una funcion diddica. De esa manera la funcién
de Green diadica eléctrica en espacio libre G .. se puede reescribir de la forma:

G o (F—7) = ( T+ k2v ® v) Cu(7 — ) (2.138)

donde V ® V se ha usado para denotar la funcién diadica en términos de G que se especifica

n (2.137), y el subindice “k”adjunto a ﬁe;k y (Gj resalta la condicion de espacio libre, el cual
enfatizamos que se caracteriza por k? = w?e(w)u(w) y significa que en el entorno cercano
no existen objetos de dispersion.

Por otra parte, con base en la relacién (2.44), donde se establece el campo magnético H en
términos del potencial vectorial A, y el resultado en (2.134), se tiene que la funcién de Green

diddica magnética en espacio libre ﬁm;k estd dada por:

G (7= 7") = Vx [T G (77| = [VGr (7= 7)) x T |, (2.139)
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2. TEORIA DEL ELECTROMAGNETISMO

donde se ha usado la identidad

Vx(a?) :an?—i—(Va)x?, con a=Gp(F—7")y b =1.

2.5.3. Clasificacion de la funcion de Green diadica

La técnica de la funcién de Green diddica se introduce principalmente para formular varios
problemas electromagnéticos canénicos de manera sistematica y, con ello, evitar tratamientos de
diversos casos especiales los cuales pueden tratarse como un solo problema en general. Como
ejemplo del tipo de problemas que se pueden abordar con base en este formalismo, en la Figura
(2.6) se ilustran algunos problemas tipicos, donde se muestra: (a) una fuente de corriente en
presencia de una esfera conductora ubicada en un medio, (b) un cilindro conductor con una
abertura que es excitada por alguna fuente de corriente dentro del cilindro, (¢) una guia de ondas
rectangular con una fuente de corriente colocada dentro de la guifa, y (d) dos medios isotrépicos
semi-infinitos en contacto, con una fuente de corriente colocada en una de las regiones. Para
cada uno de estos problemas, se deberd garantizar que los campos electromagnéticos cumplan
las condiciones de frontera correspondientes. Por ejemplo, en el caso de trabajar con una guia
de ondas rectangular, se debe cumplir que las componentes tangenciales del campo eléctrico
deben desaparecer en las paredes de la guia. Ademds, para cada tipo de problema, también es
necesario analizar diferentes distribuciones de fuentes, de tal manera que cada distribucién se
trate como un caso especial. Por ejemplo, en el caso de la guia de ondas, se pueden considerar los
casos en que esta sea excitada por un dipolo eléctrico transversal o un dipolo longitudinal o un
dipolo magnético. Por ultimo, cabe remarcar que si, por ejemplo, en la Figura (2.6)(a) la esfera
no estuviera alli, solo es necesario contar con la funcién de Green diddica de espacio libre para
estudiar el campo producido por diferentes distribuciones de la fuente de corriente en el medio y,
por consiguiente, los campos electromagnéticos en estos casos son soluciones de las ecuaciones de
onda vectorial que se introdujeron en (2.29) y (2.30).

(@ fuente de F@), B (b) ©
corriente y 7/\
1N
7 A
o 7 0 P "E@),BG)
E@),B(¥)
7 & . v a
0 0 7 g
E@®,B® (d)

Figura 2.6: Ejemplos tipico de problemas con condiciones de frontera.

En particular, para los problemas que involucran dos medios isotrépicos (Figura (2.6)(d)) se
requiere resolver dos conjuntos de campos. Asi, para diferenciar cada medio, denotamos el niimero
de onda en estas dos regiones por medio de ky = w(,ulel)l/Q y ko = w(,u262)1/2, respectivamente.
Consecuentemente, para una fuente de corriente ubicada solo en la region 1, el conjunto de
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ecuaciones de onda en el medio 1 estd dada por:

V x V x E1(F) — BE\(7) = iwpJy(7) (2.140)
V x V x H\(F) — K2 H\(F) = V x J1(7), (2.141)

mientras que para el medio 2 se tiene el conjunto de ecuaciones de onda estd dado por:

V x V X Ey(F) — k3Eo(7) = 0 (2.142)
V x V x Ho(7) — k3Ha(7) = 0 (2.143)
Como se ha mencionado anteriormente, para resolver el tipo de ecuaciones antes presentadas

podemos usar las funciones de Green diddicas, ya que mediante estas se pueden entrar las solu-
ciones integrales de las ecuaciones de onda vectoriales no homogéneas (2.29,2.30) de forma muy

compacta. Acorde a la notacién antes usada, ﬁe y ﬁm denotan las funciones de Green diddica
eléctrica y magnética, respectivamente. Dichas funciones son las soluciones de las ecuaciones dife-
renciales diddicas dadas en (2.132) y (2.133). Consecuentemente, para calcular la solucidn integral
de (2.29) se puede aplicar el Teorema de Green diada-vector de segundo tipo, el cual se aborda

en la ecuacién (B.12) del apéndice B. Asf considerando P = E(7) y Q (7,7") de acuerdo
a la notacion establecida, se obtiene:

/// B(F) -V xV x C.(F [VXVXE]?(f,f’)}dV
__%%S {mxvxﬁ 7+ [V x B < G o)} ds

Sustituyendo los resultado de las ecuaciones de onda vectorial (2.29) y (2.132), la ecuacién integral
se transforma de la forma:

/// k2 F) + iwp Je;rt(f‘)} Kes (7 7)) — E(F [kj(ﬁ 7 ) 5(7?’ f”)} } v
_ _# - { B x v x ﬁe(ﬁ )+ |V x E(F)} <)) as.
S

En la expresién anterior, dos de los términos en la integral de volumen se eliminan uno a otro,
ademas se usa el hecho de que:

//VE(F)~<7>5(F—T )V = /// (MO — FYaV = B(7),

de esta manera se obtiene:

B — iwp /[/V Tt - G o7V

_ _%féﬁ- B <V x Ty + [V x @] x G} as.

Por otra parte, dado que sabemos que se cumple V x E(7) = iwpuH () usando la identidad
de triple producto en el anélisis diddico enunciada en (B.9), se puede reescribir la integral de
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superficie de una manera alternativa, tal que:

B — iwp ///V Tt - G (7 av

— #q { [z’w,uﬁ(?)] . [ﬁ X ﬁe(v?,v?’)] — {ﬁ X E(F)} RvaY ﬁe(ﬁf’)}ds, (2.144)

Cabe senalar que en la ecuacién (2.144) 7 es ahora la posicién donde se observa el campo, mien-
tras que ¥ representa la posicién de la fuente puntual.

Una vez que se conoce E ('), uno puede encontrar facilmente H (') usando una de las ecua-
ciones de Maxwell. Sin embargo, para discutir la clasificacion de las funciones de Green diadicas
eléctricas que satisfacen diferentes condiciones de contorno, necesitamos una expresién integral
para F[(F'), que se puede obtener haciendo P = ﬁ(f’) y <§> = <ﬁe(f’, 7') en (B.9), de lo que,
realizando un procedimiento andlogo al realizado para el campo eléctrico, se obtiene:

H(") - ///V Toat(7) -V x G o(7,7)dV

_ #9 () [7x Y x T o) — (3% [V x BE) ~ Jun®)]) - Com )} s

De manera andloga, usando la ecuacién de Maxwell dada por V x H(7) = Jou(F) — iweE(F), se

obtiene:
_’, /// ezt V X ﬁ

_ #S{H(f). [nxvxﬁ 77 }—m[ B o} ds.  (2145)

Es importante observar que, tanto en (2.144) como en (2.145), atin no hemos especificado la(s)
superficie(s) que encierran el volumen de integracién V', por lo que representan las ecuaciones
integrales del campo electromagnético para el espacio libre.

Con la finalidad de comenzar a abordar casos con condi-
ciones de frontera, es decir, donde existen diferentes medios, es
necesario definir superficies o volimenes sobre los cuales aplicar
las ecuaciones integrales (2.144) y (2.145). En general, podemos
comenzar considerando el caso de que la region esta limitada in-
teriormente por una superficie Sy y exteriormente en el infinito
por una superficie S, como se ejemplifica en la Figura (2.7).
En S.., E(7) y H(F) satisfacen la condicién de radiacién de
Sommerfeld (2.53); a saber,

lim r
r—00

V x LE(T:) — ik 7T X Ejr) = 0. (2.146)
H(7) H(7) Figura 2.7: Ilustracién ejemplo

de superficies de integracion

En consecuencia al requisito anterior, la funciéon de Green
vectorial G ¢ m):k,; con j = 1,2,3 satisface la misma condicién
que (2.146). Por consiguiente, combinando las tres ecuaciones
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de G(e m);k,; Para obtener la forma diddica, se obtiene que la condicién de radiacién para la

- =/

funcion de Green diadica eléctrica ﬁ (e;m) (75 7") estd dada por:

V X { g;((;?;,)) } — ik T X { gj{;ﬁ:}) }] _ol (2.147)

Como resultado de la condicién de radiacién, la integral de superficie en (2.144) y (2.145) evalua-
da en la superficie Sy, es igual a cero, por lo que se tiene que solo Sy contribuye en la integral de
superficie, por lo que se puede remplazar S por Sy.

lim r
r—00

Por consiguiente, en este punto del andlisis se introduce la clasificacién de la funcién de
Green diadica eléctrica, con el propédsito de diferenciar el tipo de condiciones de
frontera que debe satisfacer la funcion de Green en la superficie de frontera 5,.

El primer caso a abordar corresponde a la funcién de Green diadica de primer tipo,
denotada por G . 1)(7,7 "), la cual se caracteriza por satisfacer la condicién de Dirichlet
diadica en S, a saber:

i G o (7 ) =0 |. (2.148)

Con base en esta condicién, la integral en (2.144) se reduce a:

B — iwp ///v Joat® G o (7 av = //S d [ 5 (9] - % T oy (7S . (2.149)

Particularmente, si la superficie Sy corresponde a la de un cuerpo perfectamente conductor
como el que se muestra en la (2.6)(a), entonces se tiene que 1 x E(7) = 0 y la integral de superficie
en S, se anula completamente, por lo que se obtiene simplemente:

E() = iwu/// jext(?#) : ﬁe,(l)(ﬁ 7YdV con 7¢V
1%

donde se enfatiza que, para el caso del dispersores con caracteristicas de conductor perfecto, al

(2.150)

conocer G . (1)(7,7") se puede calcular de manera directa el campo E(r).

Por otra parte, para un cuerpo que es parcialmente conductor, como es el caso cilindro con
una abertura que se muestra en la Figura (2.6)(b) donde no hay una fuente de corriente fuera del
cilindro, la ecuacién (2.144) se reduce a:

E() // i x B -V x G o) (7 7S, (2.151)
Sa

donde S4 denota el area ocupada por la apertura en el cilindro. De esta manera, para este caso,
una vez que es conocida la distribucién del campo en la apertura, se puede calcular el campo

fuera del cilindro a partir del conocimiento de G . (1), 0 mds precisamente V x G  1)(7, 7 0

El segundo caso a abordar corresponde a la funcién de Green diadica de segundo tipo,
denotada por e,(2) (7,7"), la cual se caracteriza por satisfacer la condicién de Neumann
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diadica en Sy, a saber:

i x [V x G oo, )] =0l (2.152)

Cuando la funcién ﬁ@(g) es usada en (2.145), se obtiene:

() - ///V Tout(7) -V % G oo (77 AV = —iwe //S d [ x E()] G ooy (7 7)dS . (2.153)

Particularmente, para el caso en que se estudia un cuerpo conductor perfecto la integral de
superficie se elimina, por lo que se obtiene

A = ///V Jowt(7) -V % G o o) (7, 7V |. (2.154)

Mientras que para un cuerpo parcialmente conductor con una apertura y una fuente de co-
rriente fuera del cuerpo, la expresién (2.145) se reduce a:

) = —iwe //S [ B(7)] - T oy (7). (2.155)

Cabe remarcar que la clasificacion de la funcién de Green diddica magnética ?m pues ser dedu-
cida de la relacién que comparte con respecto a ﬁe, establecida en (2.116) y (2.117).

Para finalizar, el dltimo caso que se suele abordar corresponde al problema de dos medios
adyacentes, normalmente isotrépicos, como es el caso que se ilustra en la Figura (2.6)(d).
Esta configuracion esta asociado a las funciones de Green diadica de tercer tipo, las cuales
requieren de una notacién mas elaborada con base en un superindice con dos numerales. Dado que
existen dos medios, en el caso de la funcién de Green de tercer tipo, existen cuatro clasificaciones

11
del tipo eléctrico y otras cuatro para el tipo magnético, las cuales son indicadas por ﬁi ),
21 12 22 11 21 12 22
ﬁé ), ﬁi : y ﬁi ), o bien ﬁ,(n ), ﬁfn ), ﬁfn : y ﬁfn ). Consecuentemente, para mas de
dos medios, las funciones se denotaran por ﬁsg) y ﬁffj), donde 7, j van desde uno hasta
el nimero del medio, de tal manera que i denota el medio donde se resuelven las
ecuaciones y j representa el medio en que se encuentra localizada la fuente. Asi, por

. : . . s ?(m ﬁ(ﬂ)
ejemplo, el conjunto de ecuaciones (2.140)-(2.143) corresponderia a la notacién y )
respectivamente. En general, para las funciones de Green de tercer tipo se resuelven el conjunto
de ecuaciones:

con i,j7 = 1,2 con ¢ # j. Estas funciones se utilizan para integrar las ecuaciones de campo en las
dos regiones. Para esto se usan las expresiones (2.21) y (2.22) para deducir que en la interfase
entre los dos medios los campos electromagnéticos y, por consiguiente, las funciones de Green
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correspondientes deben satisfacer las siguientes condiciones de frontera:

e

i x [Bi) ~ Bi(M)] =0 = i x GOy @V | =0 (2156)

i) . 6o,
iy X [ﬁi(m—ﬁj(m} =0 = fuyx VX?;{ (7, 7) —VXﬁ; ) 2o, (as7)
i j

con i # j. De esta manera, con base en lo anterior, se procede usar un procedimiento andlogo al
caso de funciones de Green de primer tipo. En particular, en este caso se proponen la asociacién

P=E, (), E (7), Q ﬁ(” ﬁ & para hacer uso del Teorema de Green vector-didda dado
por la ecuacién (B.12) del apendlce B. Asi, usando dicho teorema se obtiene:

Ei(F) = z’wm/// ffﬂft(qf).?im(ﬁ 7)) dV (2.158)
Vi

B = i [J| et G av, (2.150)
v

donde E; es el campo eléctrico en la regién que contiene la densidad de corriente externa J&* y,
por consiguiente, E; es el campo eléctrico en el medio sin fuentes externas. Ademads, es posible

. , ﬁ(lﬁ ﬁ(ji) . . .
demostrar simetria entre y para deducir los cuatro diferentes casos de las funciones
de Green de tercer tipo.

En sintesis, con base en el formalismo introducido en esta seccién, es concebible que el campo
debido a cualquier distribucién de corriente se pueda encontrar por cuadratura. De esta manera,
el formalismo desarrollado se aplica a la simulacién de sistemas reales al imponer las condiciones
de contorno por medio de la elecciéon de un tipo de las funciones de Green diddicas definida en
este capitulo.
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Capitulo 3

Métodos Teodricos en la optica a la Nanoescala

El campo de la Nanofoténica se encarga del estudio de la interacciéon luz-materia a la na-
noescala. En esta ciencia, los sistemas periddicos fuertemente acoplados a medios activos son de
suma importancia, ya que sirven como metasuperficies emisoras de luz con propiedades de emision
personalizadas en funcién de su diseno. Ademads, estos sistemas se exhiben como una plataforma
atractiva para probar conceptos fisicos novedosos; asi mismo, se proyectan como sistemas viables
para la realizacién de funciones de modelado de luz sin precedentes.

En este contexto, un problema importante de la nanofoténica es la determinacion de las distri-
buciones de campos electromagnéticos cerca de las estructuras a nanoescala y las propiedades
de radiacion asociadas. Una sélida comprension tedrica de las distribuciones de campo promete
disenos nuevos y optimizados de dispositivos épticos de campo cercano, en particular mediante
la explotacién de efectos de mejora de campo y esquemas de deteccion favorables. Los calculos
de distribuciones de campo también son necesarios para fines de reconstrucciéon de imagenes.
Los campos cercanos a las estructuras a nanoescala a menudo tienen que reconstruirse a partir
de datos de campo lejano accesibles experimentalmente. Sin embargo, lo mas comin es que el
problema de dispersién inversa no se pueda resolver de una manera tnica y, por consiguiente, se
necesiten calculos de distribuciones de campo para proporcionar un conocimiento previo sobre
los objetos fuente y de dispersion, de tal manera que se restringe el conjunto de posibles soluciones.

Formalmente, las soluciones analiticas de las ecuaciones de Maxwell modelan por completo los
fenémenos electromagnéticos involucrados en la interaccion luz-materia, sin embargo, dichas so-
luciones solo se pueden obtener analiticamente para problemas simples, porque de lo contrario
los problemas tienen que ser fuertemente simplificados para obtener expresiones analiticas. Por
otra parte, el andlisis numérico puro nos permite manejar problemas mas complejos mediante
la discretizacién del espacio y el tiempo. Desafortunadamente, para estos uiltimos, es necesario
considerar requisitos computacionales, los cuales suelen limitar el tamano del sistema. Ademas, a
menudo se desconoce la precision de los resultados obtenidos. Sin embargo, se usan comtinmente
debido a la facilidad de implementacién, como sucede con el método de diferencias finitas en el
dominio del tiempo (FDTD) o el método de elementos finitos (FEM).

Por otra parte, existen los métodos semi-analiticos que, si bien requieren de algunos calculos
computacionales, se fundamentan en estudios tedricos de los sistemas de estudios, permitiendo
una compresion tedrica del sistema. Hay dos métodos semi-analiticos de uso comun en la éptica a
escala nanométrica: el método multipolar multiple (MMP) y el método integral de volumen. De
este ultimo existen diferentes implementaciones como el método del dipolo acoplado o el método
de momentos [22]. Tanto MMP como el método integral de volumen son métodos semianaliticos,
ya que generan una expansion analitica del campo electromagnético por medios numéricos.
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3. METODOS TEORICOS EN LA OPTICA A LA NANOESCALA
3.1. Meétodo Numérico. Elemento finito (FEM)

Como se sabe, la respuesta electromagnética de los materiales puede ser modelada, general-
mente, por medio de la permitividad eléctrica ¢(w) y la permiabilidad magnética pu(w). Al resolver
la ecuacién (2.29) se obtiene la informacién de todos los fenémenos electromagnéticos involucra-
dos.

Uno de los métodos numéricos mas usados actualmente para resolver ecuaciones diferencia-
les parciales es el Método de Elementos Finitos (FEM por las siglas en inglés Finite Element
Method). En dicho método se discretiza el espacio por medio de un mallado triangular, el cual
permite adaptarse a una gran variedad de geometrias de nanoestructuras. A partir de los nodos
de la malla y considerando un principio variacional para la convergencia de la solucién, es posible
aproximar los valores de la ecuacién diferencial a resolver.

Como se explica en la referencia [23], el método se basa en que es posible encontrar la solucién
de la ecuacion diferencial encontrando una funcién que minimice la funcién variacional asociada
a la ecuacion diferencial original. Un ejemplo de esto es la ecuacion:

d*u(x)

= ), (3.1)

cuya solucién u(z) se calcula minimizando la funcién variacional J(u) asociada, dada por:

Tu] = / [; <dlc‘l(x"”)>2 + f(:c)u(a:)] da. (3.2)

Una posible interpretacién fisica de la solucién u(z) asociada a la ecuacién (3.1), consiste en consi-
derar a u(x) como el espacio de configuraciones del sistema, debido a la fuerza f(x) aplicada sobre
un cuerpo. Un ejemplo més concreto, si interpretamos a la funcién (3.1) por medio de la segunda
ley de Newton, es posible comparar el integrando de la ecuacién (3.2) con la definicién de energia
potencial y, por lo tanto, se deduce que la funcién variacional J(u) representa la energia total del
sistema. En consecuencia, debido al principio variacional de minima accién, se corrobora que la
solucién u(x) debe ser tal que el valor J(u) se minimice. Ahora bien, retomando una perspectiva
general del método, una vez determinada la funcién variacional asociada al tipo de problema a
resolver, se procede a discretizar el espacio usando elementos con geometria triangular (observar
Figura 3.1). Asi, en la regién delimitada por cada elemento, se resolverd numéricamente el valor
de wu.

En particular, para la implementacién de FEM se puede usar el método de Ritz [24], el cual
consiste en proponer una funcién v que cumpla las condiciones de frontera de cada elemento de
la malla y para esto, con base en el elemento ilustrado en la Figura 3.1, se propone:

u = Njuy + Naus + N3us, (33)

donde u; corresponde a los valores de la funcién en los nodos del elemento (observar Figura 3.1)
vy N; son funciones de interpolacién que se proponen segun el problema, por ejemplo, funciones
polinomiales, lineales, etcétera.

Ahora bien, con base en la interpretacién fisica de la funciéon variacional asociada y la sus-
titucién propuesta en (3.3), los pardmetros a determinar en el FEM corresponden al valor de la
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©

©
=

Figura 3.1: Esquemas extraidos de la referencia [23]. Del lado izquierdo de la imagen se muestra
un ejemplo de mallado triangular para un circulo y sus alrededores, mientras que del lado derecho se
esquematiza un elemento definido por la red, en cuya regién debe resolverse la ecuacién (3.1).

funcién de los nodos tales que se minimice el valor de la funcional, es decir, se calculan los u;
tales que se resuelve:

oJ

8ui N
Asi, considerando que diversos elementos del mallado comparten un mismo nodo y con base a las
ecuaciones acopladas para determinar los valores de u; en lo nodos de un elemento que resultan de
la condicién anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones acopladas para determinar de manera
aproximada el valor de la funcién u en los nodos de la malla.

0 para it =1,2,3,

La aplicacién de este método numérico suele ser automatizado en software comercial. Un
ejemplo de este es el programa de ® COMSOL Multiphysics, el cual se utilizé en esta tesis para
usar el Método de Elemento Finito para analizar la respuesta 6ptica del cristal plasmoénico.

3.2. Meétodos Semi-analiticos

Como se menciond anteriormente, en general es dificil estudiar sistemas de gran tamano o
sistemas que estén compuesto de un gran numero de elementos que interactien entre si. En
consecuencia, dependiendo de la complejidad del sistema estudiado, no siempre es posible ob-
tener soluciones analiticas del problema. En caso como estos, utilizamos métodos semianaliticos
que proporcionen una solucion aproximada al problema. En este tipo de métodos, las soluciones
se buscan en términos de la superposicién de los componentes del sistema. Los métodos semi-
analiticos se basan en encontrar la soluciéon del problema con base en las condiciones iniciales y
condiciones de frontera que debe satisfacer el sistema, o bien en términos de suposiciones sobre
el comportamiento esperado del sistema.
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En el campo del estudio de la respuesta éptica de estructuras a la nanoescala se destacan
dos clasificaciones de métodos semianaliticos (observar Figura 3.2). Por una parte se encuentra
el método multipolar multiple, usado para el estudio de sistemas modelados en términos de un
numero finito de dominios con propiedades 6pticas definidas, de tal manera que este método suele
usarse para el estudio de estructuras extendidas.

Métodos Semianal

Método integrales de volumen

Método multipolar multiple
Util para resolver las ec. de Maxwell en El sistema se aproximan, a partir de una discretizacion, en un conjunto de particulas
medios: [7] pequefias tal que, bajo excitacién, tales particulas se puedan representan como
= Lineales: respuesta « excitacion dipolos puntuales.

(ie) Dk ;§uﬁ ; focg

« lIsotdpicos: €,y funciones escalares | Elmomento dipolar inducido en la unidades es proporcional al campo local en

* Homogéneo: independiente de la su posicion.
posicion por regiones, (ie) €; = € (w) y — —
4 = () el campo local es una superposicién de la radiacion incidente y todos
I los campos parciales dispersos por las particulas circundantes.
L| Adecuado para analizar estructuras extendidas | Cada particula depende de todas las demds, por consiguiente, se necesita
un formalismo para resolver de manera autoconsistente los campos de un
Se discretiza espacialmente las interfaces numero arbitrario de particulas que interactdan coherentemente.
entre dos medios homogéneos, sin la
— necesidad de discretizar en el interior de La respuesta de la materia a la radiacién incidente puede formularse como una
los medios, es decir, es analogo al método respuesta colectiva de dipolos individuales, cada uno de ellos ocupando un
de elemento vy diferencias finitas |, elemento de volumen. Esta superposicion de campos dipolares elementales
- (funciones de Green) debe realizarse de forma autoconsistente, es decir, la
El campo electromagnético Fe {E, Fj} dentro de magnitud y la orientacién de cada dipolo individual es una funcién del campo local
los medios individuales (dominio D;) es definido por la excitacién y otros dipolos circundantes.
expandido mediante soluciones analiticas. -
fw ) = Z A(i)f-(r’} L.os métodos bas.ados en este co:lcepto suelen |mp!|car sumas de todos los centros
j N dipolares. A medida que el tamafio de los centros dipolares llegan a cero, las sumas
se convierte en integrales de volumen

J
~*| donde f; es una solucién de la ec. de Helmholtz.
Las expansiones de los diferentes subdominios
se emparejan numéricamente en las interfaces

2 v
Aproximacién de dipolo acoplado Aproximacién de dipolo discreto

mediante los parametros AJ(.D de las expansiones o) {pna)

en serie, que resultan de la coincidencia
numeérica de las condiciones de contorno

Figura 3.2: Esquema de algunos métodos semianaliticos para estudiar la respuesta optica de nanoes-
tructuras

Por otra parte, se encuentra el método de integrales de volumen, en el cual se modela al sistema
en términos de particulas de menor tamano, las cuales posean una respuesta dipolar al interactuar
con el campo eléctrico externo y la interaccion mutua entre ellas. En consecuencia, la respuesta
del material a la radiacién incidente puede formularse como una respuesta colectiva de dipolos
individuales, cada uno de ellos ocupando un elemento de volumen. Esta superposicién de campos
producidos por dipolos elementales (funciones de Green) debe realizarse de forma autoconsisten-
te, es decir, la magnitud y la orientacion de cada dipolo individual es una funcién del campo local
definido por la excitacién y otros dipolos circundantes. Los métodos basados en este concepto
suelen implicar sumas de todos los centros dipolares. En el limite, a medida que el tamano de
los centros dipolares llega a cero, las sumas se convierten en integrales de volumen. Por lo tanto,
estos formalismos se denominan métodos integrales de volumen.

Es preciso mencionar que existe un punto de vista tanto microscépico como macroscopico
para basicamente el mismo formalismo. Mientras que en el primero, las particulas microscopicas
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dipolares se unen para formar un conjunto macroscépico, el segundo considera un objeto ma-
croscopico que se divide en pequenas subunidades homogéneas. En la literatura es comin que el
método que sigue el punto de vista microscépico se asocia al método de aproximacion de dipolo
dicreto (DDA, por sus siglas en inglés) y el método que sigue el punto de vista macroscépico a la
aproximacién de dipolos acoplados (CDA, por sus siglas en inglés).

En el presente trabajo, se abordara el método de dipolo acoplado para el estudio de cristales
plasmonicos. Para esto se considerara que cada nanoparticula que compone al sistema se puede
modelar como un dipolo eléctrico y, de esta manera, se podra implementar el métodos semi-
analitico de dipolos acoplados para aproximar la respuesta éptica del cristal plasmoénico. Para
este cometido, primero introduciremos un panorama general de la ecuacién integral de volumen
usada en la implementacién de los Métodos integrales de volumen. Posteriormente se desarrollara
el enfoque particular de dipolos acoplados.

3.2.1. Ecuacién integral de Volumen

Como se menciono previamente, en el método de integrales de volumen se modela la respuesta
de un sistema en términos de particulas de menor tamano, de tal manera que cada componente
posee una respuesta dipolar al interactuar con los campos electromagnéticos incidentes. Esta
suposicion con respecto a la respuesta dipolar nos permite emplear el formalismo desarrollado en
la seccién 2.5.1, el cual se derivéd con base en la propuesta de una densidad de corriente de dipolo
eléctrico puntual (2.107), a saber:

rext _ . s(= =2\ 4. ; L
Ji" =c;6(F—717)2; con iwpuc; =1.

Con base en esta densidad se introdujeron las funciones de Green diddica de tipo eléctrico ?e y
de tipo magnético ?m, las cuales resolvian el campo eléctrico diadico y el campo magnético
diddico por medio de las definiciones del caso dipolar dadas en (2.111) y (2.112), respectiva-
mente. Mas atn, en la seccién 2.5.2 se calcularon las ecuaciones (2.138) y (2.139) en las cuales
se establecia la relacién entre las funciones de Green en espacio libre en su forma diddica y la
funcién de Green escalar en el espacio libre Gy, a saber:

k2
G (77) = Vx [T G (77| = [V (7.7)] x

G o (77) = <7> +lve v> Gi(7,7)

T

Asimismo, como se menciono en esa misma seccién, si uno conoce los campos electromagnéticos de
tres dipolos eléctricos infinitesimales ortogonales, es concebible que el campo debido a cualquier
distribucién de corriente se pueda encontrar por cuadratura. Fue asi que, usando los teoremas
de Green en su versiéon diada-vector e imponiendo condiciones de frontera, se determinaron la
ecuaciones (2.150) y (2.154), o bien (2.158) y (2.159), en las cuales se resuelven los campos
eléctricos y magnéticos en términos de la funciéon de Green diddica de tipo eléctrico, a saber.

E(f) = iw,u/// J_'emt(f")-?e (7, 7)dV con 7¢& V'
V/
() = /// Toat(7) -V x G o (7,7)dV' con 7F¢ V',
V/
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donde ﬁe puede representar la funcién de Green de primer tipo, para el exterior de un material
conductor, o de tercer tipo para el caso de dos medios homogéneos adyacentes.
Cabe remarcar que las expresiones de los campos fueron
obtenidas para un punto de observacién 7 fuera del obje-
7 to de esparcimiento (7 ¢ V'), por lo que el formalismo a
continuacién es propuesto para resolver el campo en el es-
pacio.

Consecuentemente, al sustituir th(f' ’) en las ecuaciones
(2.150) y (2.154) se obtienen ecuaciones integrales implici-
tas para los campos E(7) y H(7). Estas ecuaciones se de-
notan como ecuaciones integrales de volumen para
los campos eléctrico y magnético y forman la base para
los métodos integrales de volumen, particularmente para
el método de momentos. Un esquema del procedimiento
de resolucién se muestra en la Figura 3.3, donde 7 y 7
representa la posicion de la fuente y el punto de observa-

Figura 3.3: Ilustracién de la funcién

de Green Diddica ﬁe;k(ﬁ 7). - .
cion, respectivamente. Las tres columnas de G ., denotan

el campo eléctrico de las tres orientaciones candnicas del
dipolo.

3.2.2. Método de momentos

Profundizando en el formalismo de la seccién anterior propuesto para calcular el campo eléctri-
co y magnético producido por una distribucion de carga localizada, es importante observar que
hasta el momento no hemos proporcionado una expresién analitica de la funcién de Green diddica

¢ usada para el calculo de las ecuaciones de volumen propuestas en la seccién anterior. Esto se
debe a que las condiciones de frontera impuestas, como por ejemplo en (2.148), se especifican en
términos del vector normal a la superficie 7, por lo que el eleccion del tipo de funciéon de Green
diddica depende de la geometria de las condiciones de frontera. En consecuencia, para abordar
un caso particular y obtener una expresién de la funciéon de Green diddica es necesario realizar
un analisis del problema en funcién de la geometria del sistema. Por consiguiente, a continuacién,
describiremos los fundamentos de los potenciales de Debye para la obtencion de la expansién
multipolar de la funcién de Green diddica. A su vez, este formalismo nos serd 1til para modelar
la respuesta éptica de problemas con simetria esférica, como se demostrar en la deduccién de la
solucién de Mie.

3.2.2.1. Potenciales de Debye

Para abordar la solucion de la funcién de Green diddica en coordenadas esféricas podemos usar
los resultados de la seccién 2.4 para la expansiéon de la funcién de Green escalar en coordenadas
esféricas, ya que sabemos que sus soluciones permiten resolver los campos vectoriales eléctrico y
magnético por medio del método de potenciales.

Primero recordemos que la funcién de Green de la ecuacién de Helmholtz escalar en el espacio
libre resolvia la ecuacién (2.45), a saber:

(V2 + k%) Gy(r,x') = —d(r —1').
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Como mencionamos anteriormente, esta solucién se usa para resolver los campos eléctricos y
magnéticos por medio de potenciales. Por otra parte, con base en el trabajo de Debye en la refe-
rencia [25], se observa que la libertad que existe para elegir un potencial vectorial, particularmente
mediante un cambio de norma, es quizas una indicacién de que los mismisimos campos eléctricos
y magnéticos puedan derivarse de solo dos funciones escalares; si no en general, al menos para
casos especiales. De esta manera, Debye, en la ya mencionada referencia, propuso como solucién
del problema en espacio libre, que los campos estuvieran dados por:

E = VxVx(FI}) + ik V x (F1Iy) (3.4)

—

H = —ikV x (FII;) + V x V x (7 IIy) , (3.5)

donde II; y II, correspondian a dos funciones escalares. Esta solucién fue estudiada y explicada con
mayor accesibilidad por Bouwkamp y Casimir en la referencia [26], como se resume a continuacion.
Para esto propusieron definir el espacio libre con base en una esfera de radio R, de tal manera que
la magnitud de R permitiera encerrar por completo las cargas y corrientes en el espacio (observar
Figura 3.4). De esta manera, para todos los puntos externos a la esfera R, el campo producido
por las corriente Tont puede ser concebido de una superposicién de campos multipolares eléctricos
y magnéticos, cuyas fuentes estdn localizadas en el centro de la esfera R.

z

Particularmente, la teoria desarrollada por Bouw-
kamp y Casimir se basa en las propiedades simples
de los productos ¥ - E'y ¥ - H, a saber:

1. Determinan los campos, externos a la esfera R,
de manera tnica.

2. Tienen representaciones de fuentes simples.

3. Son soluciones de la ecuacion de onda ho-
mogénea en el espacio libre.

4. Estan estrechamente relacionadas y son inme-

diatamente encontradas a partir de los poten-
Figura 3.4: Sistema de estudio ciales de Debey.

Para la primera propiedad los autores describen un teorema de unicidad en el exterior de la es-
fera R, cuyo enunciado es: Consideremos los campos electromagnéticos analiticos E Y H , en un
dominio D cuyas fronteras corresponden a esferas concéntricas de radio mayor a R, con com-
ponentes radiales E,. y H, que se desvanecen. Entonces, los campos E Y H son idénticamente
cero. Para dicha demostracion, debido a que las condiciones contempla un dominio sin fuentes en
su interior, se parte del caso homogéneo asociado a la ecuaciéon de onda vectorial de los campos
(2.29) y (2.30) y, dada la simetria de las condiciones de frontera, se expresan los operadores en
coordenadas esféricas para hacer explicita de la suposiciéon de componente radiales evanescente.
Dada la simplificacién del problema bajo dichas suposiciones, se pueden resolver las ecuaciones
diferenciales obtenidas y aplicar el Teorema de Liouville, de variable compleja, para demostrar
que los campos deben ser idénticamente cero.

Como consecuencia del teorema, se tiene que cualquier campo electromagnético, que sa-
tisfaga las ecuaciones de Maxwell en el espacio vacio entre dos esferas concéntricas,
estan completamente determinado por sus componentes radiales F, y H,.. Por lo tanto,
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el analisis de los campos electromagnetlcos en el espacio libre, se puede restringir al estudio de
los productos 7 - E y - H.

Posteriormente, para hacer explotar la propiedad 2., se usa la identidad diferencial (V? + k2)(7 -
F)=2V.F+47- [V(V . F)— (V x V x F — k®F)| para obtener que las componentes radiales

cumplen las ecuaciones:

(V24 1) (F-H) = =7V X Jewt (3.6)
_ 2 1 -
(V2+k2)(f’ E) = “p+ -7 Vp—iwpt Jem
= (V2+k2) <77 |: — ezt:|> = WL’F'VXVXJ_;:M. (37)
€

En consecuencia, usando el método de Green propuesto en (2.52), para resolver los productos se
tiene que:

' o 1 - 7 N i / R v/ / T —/ /
- Ew) = o )r Tenw) = 5 / Gule ') (79 % V' x TP 0)) V' (38)
7 (r,w) / Gilex') (79 % (7)) V" (3.9)

Ahora bien, para los puntos exteriores a la esfera podemos expandir la funcién de Green en
funciones propias de la ecuacién de onda. Para esto, podemos retomar los resultados de la seccién
2.4, particularmente los resultados en (2.71), (2.78) y (2.97), donde se obtuvo que la funcién de
Green de la ecuacién de Helmholtz en espacio libre esta dada por:

Gr(r—1') = zkz Jn(kre) B (krs) Z Y0, 0) Y (0 )

= Gi(r—1') = zkz Z I ™ (7)) T (7) para 7’ <7 (3.10)
n=1m=-—n
con
(7)) = B (k)Y (0,0)  y  TL™(F) = ju(kr) Y (0, ¢) (3.11)

Sustituyendo en las expresiones integrales (3.8) y (3.9), asi como usando la identidad de la di-
vergencia de un rotacional y el teorema de Gauss con condiciones de frontera para simplificar las
expresiones, se obtiene que:

7 E(r,w) = Z Z 7y f’)/ cat (7)) -V x V' x (F'IL,™ (7)) dV . (3.12)

O.)E
=1lm=-—n

7ol (rw) = mz Z I (7 / Toat#) - ¥ x (F T (7)) dV” (3.13)

n=1m=-n

Con base en lo anterior, se pueden definir dos funciones escalares dividiendo términos sucesivos
en la serie (3.12) y (3.13) por n(n+1), donde se puede mostrar que las funciones asi obtenidas son
los potenciales de Debye pertenecientes al campo electromagnético producido por las corrientes
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Jext dadas, a saber:

II(r,w) = — i Z

3 n(nl L) [ T ) V5 9 (L) A (3.14)

we(w) = £~ +1) "
Mo(r,w) = ik > Y n(nil)nmf) Jeat (') - V' x (7' TL,™(7")) dV’. (3.15)
n=1m=-n

Por lo tanto, podemos definir un campo eléctrico multipolar de grado n y orden m, en términos
de la combinacién de los vectores E v H propuestos por Debye en las ecuaciones (3.4) v (3.5),
haciendo IIy = Il y IIs = 0. De manera similar, el campo magnético multipolar de grado n y
orden m es la combinacién de los vectores E y H que se obtiene haciendo IIy = 0 y Il = IT7™.
En otras palabras, (n, m)-polos producen los campos usando las expresiones de los campos:

Multipolo Eléctrico: E =V x V x (FII7)  H = —ik'V x (FII7) (3.16)
Multipolo Magnético: H =V x V x (FII™) E = ik'V x (FII7), (3.17)

convencién que también coincide con la referencia [27], comprobando consistencia. Estos campos
multipolares satisfacen las ecuaciones de Maxwell homogéneas excepto en el origen de coorde-
nadas y también obedecen a la condicién de radiaciéon de Sommerfeld en el infinito. Méas ain,
de las relaciones (3.16) y (3.17) identificamos que las propiedades de los campos multipolares
depende del comportamiento de las funciones V x (7II7') vy V x V x (II7)), y estés se encuentra
comunmente denotadas en la literatura por los simbolos M y N , respectivamente.

Cabe mencionar que el procedimiento desarrollado anteriormente puede ser reproducido para
otro tipo de coordenadas, como ejemplo de ello, en el caso de las coordenadas cilindricas el desa-
rrollo da como resultado los potenciales hertzianos.

Finalmente, dado que sabemos que el campo total producido es la superposicién de todas las
contribuciones multipolares, una vez establecido el sistema de coordenadas y definido un conjunto
base apropiado para la descripcion de los campos multipolares, podemos preguntarnos cémo se
puede calcular los coeficientes de expansion multipolar. Para calcular dichos coeficientes es nece-
sario obtener una expresién explicita de las funciones M y N antes mencionadas, procedimiento
para el cual se puede usar el Método de Ohm-Rayleigh. Dicho procedimiento se detalla en la
siguiente seccién para el caso particular de coordenadas esféricas.

3.2.2.2. Expansion en funciones propias de la funciéon de Green Diadica en el espacio
libre

Con base en el potencial I definido en (B.14), proponemos la definicién de la funcién ¢ de
la forma:

cos(myp) si p=e funcién par (even)

Ypmn (T3 £) = jn(ﬁm)Pfln(cose){ (3.18)

sin(me) si p= o funcién impar (odd) ’

donde k representa una variable de espectro continuo util para la expansion en funciones propias
como se expuso en la seccién 2.4.0.1. Ahora bien, la definicién de las funciones en (3.18) nos
permitird estudiar y explotar de manera independiente las propiedades de simetrias de la funcién
escalar IT"", las cuales se heredan de las funciones trigonométricas y de las funciones especiales
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de Legendre intrinsecas en la definicién de los arménicos esféricos (2.73). De esta manera, en
la expresién (3.18) el subindice p = e y p = o denota la definicién de la funcién ¢ que posee
propiedades de funcién par e impar, respectivamente. Ahora bien, de acuerdo con la definicion
de las funciones M y N mencionadas en la seccién anterior, también se tiene:

—

Mpmn(’F; H) = VX (Fl/}pmn(F§ ’i)) (319)
Ny (7 1) = %v XV % (F oy (73 1)) (3.20)

Estas funciones satisfacen la relacién de simetria

R 1 - R
Npmn (T3 K) = ;V X Mpmn (75 k),
- o 1 = R
Mppn (75 k) = EV X Npmn (T3 K) .

Consecuentemente, usando (3.18) y el operador Vx en coordenadas esféricas, es posible calcular
las expresiones de la funciones M y N de manera explicita las cuales, de acuerdo a la referencia
[18], estdn dadas por:

( ) 8Pm(cos 0)

() = { T B s il RE eosln)? D=
g Jn(kr) Py (cos 0) cos(mep)0 — jn (K )ﬂ sin(my)p p=o
N (1 k) = n(nH) Jn(kT) P*(cos 0) cos(mep)r + ﬁag [ jn (KT)] E’P*;Ligosg) cos(mgp)é
P "("H) Jn (k) P (cos @) sin(mep)r + %% [ jin(KT)] W sin(mep)0
1 m R
7EW[T‘]n( KT)] Sl (cosO)sin(mp)p p=e
— L0, (k)] 225 P (cos B) cos(mp) g p=o (3.22)

Cabe senalar que los componentes 6 y ¢ de estas funciones tienen la funcién radial, ya sea:

i) o L), (3.23)

Kr Or
como su constituyente. Por consiguiente, es posible deducir que el tipo de caracteristica en (3.23)
tiene una relacién importante con las condiciones de contorno que debe satisfacer un campo
electromagnético en la superficie de una esfera. Por otra parte, los dos conjuntos de funciones de
onda vectoriales esféricas definidos en (3.21) y (3.22) tienen la siguiente relacién de ortogonalidad:

// My (75 1) = Nyt (75.6) AV = 0 (3.24)

m#m',n#n'

- - 0,
M mn F, K) - M 'm'n’ 7?, /{z/ dV = 7|—2n n n+m)!
/// prn (775 1) = M (775 K) { (Lol m 5 _ ) = iy =
(3.25)

m#m',n#n'

Nmn ik 'N’m’n’ L ;’{/ dv = l’+ m2n(n+1)(n+m
/// p ( ) p ( ) { 2(2))( (1)( 1)( I )!(5(/1 — Kj/) m = m/, n=n'
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y donde se entiende que el dominio de integracién es a través de todo el espacio. La demostra-
cién de estas relaciones de m # m’ y n # n’ es relativamente sencilla debido a las propiedades
ortogonales de las funciones trigonométricas y de las funciones de Legendre asociadas.

Consecuentemente, conociendo las funciones de onda vectoriales adecuadas que se utilizaran y
sus propiedades de ortogonalidad, podemos encontrar la expansion de la funcién propia de la
funcién de Green diddica en el espacio libre mediante el método de Ohm-Rayleigh, terminologia
introducida en la referencia [28]. En dicho método, consideraremos dos conjuntos discretos de
valores propios, m y n, y un conjunto de valores propios continuos k, de donde se obtiene:

Vv x [7 67— )| = / " e S [R5 8) Ay 5 8) + My (73 ) By (7' 9], (3.27)

0 m,n

donde n comienza en la unidad y m comienza desde cero, ya que para el caso n =0y m = 0 las
funciones M y N son nulas. Para calcular las funciones gpmn(F JK) Y épmn (7; k), podemos aplicar
el producto anterior de la ecuacién (3.27) con respecto a Mpmn(f’ TK) Y Npmn(F ;K) e integrar
las ecuaciones resultantes en todo el espacio. De esta manera, explotando las propiedades de
ortogonalidad dadas en (3.24), (3.25) y (3.26), se obtiene:

- . Cmn Cmn 7
Aprn (75 8) = on2 K2 V' x Npmn( " k) = 52 K> Mpmn (75 K) (3.28)
Bomn (3 1) = Sm 297 i _ G ; 3.29
pmn(T 7’%) - 271'2 X pmn( 75) - 27'('2 pmn( 7’%)7 ( . )
(3.30)

donde los coeficientes C,,,, estan dados por:
2 1 —m)!

Cuun = (2= 8) n — m) (3.31)

n(n+1) (n+m)!

con el simbolo de primado haciendo referencia a derivar con respecto a (r/,60',¢'), es decir, con
o . —/ . ., s a

respecto a la posicion 7 que denota la localizacion de las fuentes. Mas atin, con los resultados

obtenidos, la ecuacién (3.27) se convierte en:

1 —» — — —
V % r? 87— )] = =g  dn Z Coun 5 [ N7 )M 1) + M(750) N7 58)| . (3:32)

En estas tltimas expresiones se ha utilizado una notacién condensada para las funciones de onda
vectoriales para simplificar la escritura eliminando el subindice ppp-

Por otra parte, podemos usar el resultado anterior en la aplicacién del método de expansién
en funciones para la resolucion de la funcién de Green magnética en el espacio libre. Para esto se
utiliza el resultado en (3.32) para escribir una expansién parecida a la propuesta en (2.82). Asi,
la expresién obtenida, se sustituyen dentro de la ecuacién (2.139), de donde se tiene:

00 3
?mk:# ; dﬁzcmnﬁ [N(F;/%)M(F’;H)—1—]\2(77;%)]\7(77/;%)].

Escribiendo los términos diddicos, como por ejemplos el término N (7; k)M (7 ; k), en forma de
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una diada evaluada en la funciones de Bessel, por ejemplo:

N7 w) M7 3 5) = T . [jn(5r)jn(55")]

se puede encontrar que:

00 /{3 — ' .
/0 Sz T [n(er)iu(er)] dr =

donde el superindice (1) de las funciones N (7; k) y MM (7' ; k) denotan que la funcién estd
definida con respecto a la funcién de Hankel esférica de primer tipo, por ejemplo:
cos(myp) =

N k) = NO (7 k) = %v x V x [hw(mpﬁ(cosa) <in(mep)

y de manera analoga para M (1)(7" ; k). Consecuentemente, de manera similar para el término
(7; k)N (7" ; k), la expansién de la funcién diddica ﬁmk se reduce a:

1.2 ]\7(1) 7k M 7k M(l) 7k ]\7 7k /
ﬁmk — ﬁZCmn . _’(T’ Z ) (7; Y ) + . . (f? ) _’(7; Y ) r < r (333)
’ dm £~ N#; k) MO k) + NO(F B M7 k) <1,

donde es explicito que la funcién es discontinua en r = r’/. Realizando un procedimiento andlogo
se obtiene que la expansién de la funcién diddica ﬁe;k estd dada por:

k? Vi

1 ik? MW7 k) M(F' k) + NO(F k) N(F k) o' <
Gz — Lo + 50 RN k) 4+ NG RN
ek rr (7‘ r ) A mzn {M(F;kﬁ) M(l)(F/;k?) + N(l)(F;k

(3.34)

La expresion de la funcién diddica en el espacio libre de tipo eléctrico ﬁe;k es usada para construir
otro tipo de funciones de Green para cuerpos con geometria esférica. De manera particular,
usaremos este resultado para resolver los campos electromagnéticos esparcidos por una esfera,
modelo que coincidirad con el usado en la Solucién de Mie.

3.2.2.3. Difraccién de una onda plana por una esfera

Un fenémeno interesante que estamos listos para abordar, gracias al formalismo expuesto en
las secciones anteriores, corresponde a que es lo que sucede cuando una onda periddica incide
sobre un cuerpo material. En general, esta interaccion da lugar a una oscilacién forzada de car-
gas libres y ligadas sincrénicas con el campo aplicado. Estos movimientos restringidos de carga
establecen, a su vez, un campo secundario tanto dentro como fuera del cuerpo. El campo re-
sultante en cualquier punto es entonces la suma vectorial de los campos primario y secundario.
Para asegurar el cumplimiento de las condiciones de contorno en todo momento, se debe agregar
un término transitorio, construido a partir de los modos naturales con amplitudes adecuadas.
Tales oscilaciones transitorias, sin embargo, son amortiguadas rdapidamente por las pérdidas por
absorcion y radiacién, dejando solo el término sincrono de estado estacionario.

El problema més simple de esta clase y al mismo tiempo de gran interés practico es el de una
onda plana que incide sobre una esfera de radio constante y propiedades 6pticas caracterizadas por
k1 = wy /€11, incrustada en un medio homogéneo e infinito con propiedades 6pticas ky = w./eapiz.
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En este tipo de interaccién luz con la materia se puede calcular la cantidad y distribucién angular
de la luz esparcida por la particula, asi como la cantidad absorbida; ademas, es facil descubrir
que estas cantidades depende en forma detallada de la naturaleza de la particula, es decir, de su
forma, tamano y los materiales que lo componen. Esta fuerte dependencia en las caracteristicas,
en especial de la dependencia en la geometria de la particula, delimitan las soluciones analiticas a
las que tenemos acceso con base en el formalismo fisico-matematico. Tal es asi, que las soluciones
conocidas se restringen a problemas con simetrias rectangulares, cilindricas o esféricas.

Con base en el formalismo presentado en las secciones anteriores, en esta seccién estudiaremos
la luz esparcida por una particula con geometria esférica. Suponiendo dichas caracteristicas,
podremos usar la ecuacion integral de volumen obtenido en la seccién 3.2.1, ademads, gracias
a la suposicion de simetria esférica podremos usar las expansiones de la funcién de Green en
coordenadas esféricas para la implementacion de las condiciones de frontera adecuadas. Para este
ultimo punto podemos retomar la clasificacion de las funciones de Green diddicas introducidas en
la seccién 2.5.3. Especialmente, para una esfera de radio “a” y con centro localizado en el origen,
es necesario construir la funcién de Green de primer tipo asociada al problema con simetria
esférica. Para esto, aplicaremos el método de superposicién de esparcimiento, que en general se

aplica para obtener la forma explicita de la funcién de Green (ﬁe’(n), n=1, 2) en términos del
11
caso en espacio libre (?e;k) Con base en dicho método, la funcién de Green de tercer tipo ﬁe

21
y ﬁ estard dado por:

(777 7?/) = <a6;k1 (Fa F/) + ﬁ(ll)

€s

i) = T R>a,

€s

(77) R<a, (3.35)

donde ﬁe;k estard dada por (3.34); y las funciones de Green de tercer tipo elegidas corresponden
al caso de esfera dieléctrica o parcialmente conductora, de tal manera que:

k1 = wy/uer (regién 1, r > a)
ko = wy/uzez (regién 2, r < a),

donde k; representa el medio en el que esta embebida la esfera y ko representa a la esfera. Por
ejemplo, para una esfera dieléctrica embebida en aire: €; = €g, €2 = €, 1 = 2 = po.

Por otra parte, en vista de la composicién de la funcién G e €l término que representa la
parte de esparcimiento debe poseer un estructura similar, a saber:

1 ) - - - -
GLE ) = TS Con [ MO k) O k) + By NO (k) BOG )]
/I
(3.36)
GO Loy tky (1) (= T(1) (2 VO (7 ko) NO (77 -
oo (M) = > Coun |Co M5 kig) MWD (7' 5 ky) + Do NO(F ko) NO(F 5 k) |
/I
(3.37)

donde se han usan las funciones con subindice (1) para restringir la contribucién de la dispersién a
un comportamiento divergente, como es de esperar, y que se hereda del comportamiento asintético
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de las funciones esféricas de Hankel h%l) (seccién 2.4.0.2). Por otra parte, los coeficientes A,,, By,
Cy vy Dy, se pueden determinar aplicando condiciones de frontera en (2.156) y (2.157), las cuales
para el caso aplicado a la superficie de la esfera propuesta estd dada por:

7 X ﬁiﬂ) =7 X ﬁ((fl) }
7R:a7

11 21
foxﬁé): fox?é)

de esta manera se obtiene:

1 1
H1 H2

o [pzjn(m)}’}

. ! (1) '
nlor) + AuhSD (1) = Coin(p2) E{MMw”%%mm@M}zb{n L

P1 P1 M2

in(p1)) e (p1))! n(p2)] ka ko
p1) (,01)] + B, [pl (,01)] _ anl? (102)} i[]n(pl) + Bnhg)(pl)] =D, <2> ]n(p2)
P1 P1 P2 251 w2

donde: p; = k1a, p2 = kaa.

y el stmbolo ’ denota la derivada de la funcién. De esta manera, resolviendo los coeficientes para
el campo la funcién de Green externa se obtiene:

p n(m )z Jn(x)] — p2 n(@)[ma jn(m )]’

Ay =——— O : (3.38)
s gn(ma)fe b (@) — po D (@) [mx jo(ma))
_MMAmemmmmm1—»um%mm@uh@w (339)
b (@) mx jo(ma)) — pam? ju(ma)fz b (2))
con m= ﬁ xr = ak
=1 ek

Con base en las condiciones anterior, podemos derivar la soluciéon de Mie, para la difraccién de
una onda plana por una esfera[29], de la solucién asintética del problema del dipolo horizontal[30],
el cual se ilustra en la Figura 3.5, donde se muestra con detalle la geometria del problema bajo
consideracién. Para un dipolo eléctrico horizontal con momento de corriente ¢ apuntando en la

y J (@

<)

x

Figura 3.5: Ilustracion del sistema resuelto en la solucién de Mie, en el cual se estudiad la interacciéon
entre un dipolo y una esfera parcialmente conductora
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direccién 2 y localizado en ' = b, 8’ = 0, ¢' = 0, se tiene:

—

Jext(’f_’l) = C

5(r —b)8(6' — 0)8(¢) —0)
b2 sin 0/ v

El campo eléctrico producido por ese dipolo en presencia de una esfera parcialmente conductora
con radio igual a “a” estd dado por:

i) = o [[| T v = on'@ VG5, mh = 0:0,0)  (40)

11
Usando la expresién de ﬁi ), conformada por (3.35) y (3.36) se obtiene:

— —kjwpi c < m+1
E(7) = >

Ar L~ n(n+1)
W, s " & i
[n(o0) + A B ()| 1D (k) + & ([pbjn<pb)]’ + B | b ()| ) NO (k)
N = . ’ N - / )
B (o) [WE(ky) + A MO (hy)| 4+ 20220 [N (ky) 4+ BN O ()| -
(3.41)

donde pp = k1 b. Ahora bien, para derivar la serie obtenida en la solucién de Mie para la difraccién
de una onda plana por una esfera, usamos la solucién (3.41) para el caso en el que el dipolo esta
lejos de la esfera. Con base en esto podemos suponer que kb es muy grande y, por lo tanto,
podemos aproximar la funcién de Hankel esférica en términos de su comportamiento asintético.
De esta manera, con base en los resultados de la tabla 2.5, consideramos que:
" " oikb
hy/ (kb)) ~ (=) ——

[kb h;”(kb)]' gkt

n €

kb ~ )

Sustituyendo estos valores en (3.41) para el caso r < b e identificando la amplitud de la onda
plana dada por:

: ikb
Wi ce
By = P s
0 D (kb>1),
se obtiene:
B = E }m:(—i)nﬂ (¥ (73 1) + i Rean (3 )|
= [)n:1 n(n+1) oln\" , ~1 eln\", M1
A M, (7 k) = i BN, (7 k)] } . (342)

donde identificamos el primer término de las llaves como la contribuciéon al campo debido a
la fuente externa y el segundo término como el campo esparcido por la esfera. Ahora bien, en
fisica a los términos M, y N,, se les conoce con el nombre de modos normales electromagnéticos
de la particula esférica. Para dar una interpretacion fisica, Mie representé las lineas del campo
eléctrico correspondientes a las componentes transversales de los primeros cuatro modos normales,
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3. METODOS TEORICOS EN LA OPTICA A LA NANOESCALA

los cuales se muestran en la Figura 3.6 y corresponden a la reproduccién presentada por Bohren
en la referencia [31], y al cual le hemos realizado unos pequenos ajustes para coincidir con la
notacion propuesta en este trabajo. Como se menciona en dicha referencia, las lineas de campo
se muestran en la superficie de una esfera imaginaria concéntrica con la particula y de mayor
tamano que esta.

By
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E @ Nﬂs
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Figura 3.6: Patrones del campo eléctrico: modos normales (extraidos de [31].

Para cada n existen dos tipos de modos: uno para el que no existe componente de campo
magnético radial, denominado modos magnéticos transversales, y otro para el que no existe
componente de campo eléctrico radial, denominado modos eléctricos transversales. Esta cla-
sificacion de modos puede ser confusa, sin embargo, es comun encontrarla en la literatura, por lo
que hemos considerado importante abordar dicha terminologia con los diagramas de Mie, como
comunmente se hace.
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3.3 Aproximacién dipolar.

Observando con atencién la forma de las lineas, es posible notar que hay puntos donde las lineas
del campo parecen converger o divergen y este comportamiento resultar confuso ya que nos induce
a pensar que existen cargas libres fuera de la particula. Claramente este comportamiento no debe
ser relacionado con la existencia de cargas libre ya que las lineas de campo estan representadas en
una esfera imaginaria que rodea a la particula, es decir, estan descrita en las regiones de espacio
libre. En consecuencia, es necesario aclarar que estos puntos de carga aparente son posiciones
en la esfera imaginaria en las que el campo transversal se desvanece y los campos radiales no se
pueden representar en una superficie esférica. Para ejemplificar y dilucidar este hecho, Bohren
propone analizar de manera particula la componente radial del campo para el modo Bi, el cual
corresponde al dipolo eléctrico oscilante. En la Figura 3.7 se muestran las lineas de campo en
el plano xy correspondientes al término —iN 6(11% Como se puede observar, para una distancia r
dada, la componente ¢ del campo se desvanece a medida que nos acercamos al eje x; a lo largo
de este eje el campo es completamente radial. Esta es, por tanto, la razén por la que las lineas de
campo del diagrama al de la Figura 3.6 desaparecen cerca de los polos. Efectos similares ocurren
en cada uno de los diagramas mas complicados de la misma Figura.

Figura 3.7: Campo del dipolo radiante

3.3. Aproximacion dipolar.

La respuesta éptica de un sistema periddico compuesto por particulas de unas cuantas decenas
de nanémetros y con distancia entre particula de varias veces su dimensién, en una primera apro-
ximacién, se puede calcular mediante la aproximacién de dipolos acoplados (CDA). Tal enfoque
se aborda explotando la propiedad de simetria de traslacién del sistema. En principio, el niimero,
la forma y el tamano de la celda pueden elegirse libremente, siempre que las dimensiones generales
sean pequenas en comparacién con la longitud de onda de la luz. Ademas, es necesario suponer que
las celdas no pueden intercambiar carga durante su interaccién con la onda electromagnética inci-
dente, requisito que se puede derivar de un comportamiento dieléctrico de la estructura cristalina,
o bien de un comportamiento metdalico restringido a energias suficientemente altas (hw > 1eV).
Bajo dichas suposiciones, la dispersiéon de una onda plana de luz externa en un arreglo periédico
de particulas idénticas, que son pequenas en comparacion con la longitud de onda y su separacién,
puede ser descrita dentro de la respuesta lineal de cada una de las particulas que componen al
sistema completo. En términos de este enfoque, el método de dipolo acoplados consiste en apro-
ximar la respuesta de los dispersores simples en términos de una polarizabilidad de dipolo puntual.
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3.3.1. Tensor de polarizabilidad pura.

El primer y mas bésico ingrediente de la funcionalidad de la metasuperficie es la polarizabili-
dad éptica “pura” de la particula individual (aislada), es decir, la funcién de respuesta lineal que
cuantifica los momentos dipolares y multipolares inducidos localmente en respuesta a los campos
eléctricos y magnéticos incidentes.

Consecuentemente, para considerar un sistema periédico bajo la aproximacion dipolar, los ele-
mentos del sistema se deberan modelar como dispersores puntuales magnetoeléctricos, los cuales
quedan descritos en términos de un tensor de polarizabilidad. Por definicién, la polarizabilidad
relaciona el momento dipolar eléctrico y magnético inducido, p y m, en respuesta a un campo
eléctrico E y M de acuerdo con:

, (3.43)

E
H

2]
m

Cabe remarcar que para que la relacién (3.43) sea consistente, es conveniente escribir a la pola-
rizabilidad magneto-eléctrica ‘@ de la forma:

> Dpp Wpm
a = <<—> — > (3.44)
&’gE & pH

donde ‘&’ gE denota al tensor de polarizabilidad eléctrica de dimensién 3 x 3, el cual cuantifica
el momento dipolar eléctrico inducido en respuesta a un campo eléctrico. Similarmente, & un
denota al tensor de polarizabilidad magnética de dimensién 3 x 3, el cual cuantifica el momento
dipolar magnético inducido en respuesta a un campo magnético. Finalmente, ‘& g denota el
acoplamiento magneto-eléctrico que describe el momento dipolar eléctrico inducido en respuesta
a un campo magnético y viceversa. En este primer caso, se enfatiza que el tensor de polarizacién
‘& denotara la polarizabilidad “pura (“aislada”), es decir, ‘@’ describe los momentos dipolares
inducidos en ausencia de dispersores puntuales vecinos cercanos.

En particular, la plasmoénica se ha centrado principalmente en la ingenieria de la parte eléctri-
ca de la polarizabilidad, utilizando el tamano, la forma y la composicién del material del dispersor
para disenar la dependencia espectral de las resonancias locales por medio de las resonancias de
Mie y plasmén de superficie local (LSP)), asi como la intensidad y la anisotropia de los campos
electromagnéticos esparcidos por medio de la magnitud y forma @ Ademas, cabe remarcar que
al agregar la polarizabilidad magnética se tiene acceso a muchos fenémenos de interés actual
en nanooptica, ya que el sistema dependera de la respuestas magnéticas y magnéticas eléctricas
acopladas [32].

En el caso particular de este trabajo, nos concentraremos en estudiar inicamente la respuesta
eléctrica del sistema, ya que supondremos que el acoplamiento magnético-eléctrico es minimo.
Para esto se modelé la dependencia de los dispersores locales en términos de las resonancias de
Mie, asi, la descripcién analitica de la polarizabilidad de particulas esféricas son caracterizadas en
términos de su funcion dieléctrica. Con base en esto, para modelar la polarizabilidad, retomaremos
los resultado de la seccién 3.2.2.3. Notando particularmente que la primera contribucion al campo
dispersado en la solucién de Mie es:

—

E() ~ —iBi N (71 ky) |
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3.3 Aproximacién dipolar.

. o=l S . L .
donde se a elegido a la funcién N, e(lzl por denominacién como dipolo eléctrico oscilante; se proponer

modelar al tensor de polarizabilidad electrostatica ‘& i de la forma:
Ayerd
&g =oap I sx3 (3.45)
oy = S mEi(ma) 2 @) = (@) fmay(ma)] 5.16)

28 2 jy ) [z b ()]~ B0 (@) [mags ()

con

x:kla:

27T\/aa ;o om= @, (3.47)
X NG
con base en la definicién de la seccién 3.2.2.3. Es importante remarcar que la expresién (3.46)
modela el campo radiado al considerar la perdida de energia, como se discute a detalle en la
referencia [33]. Por otra parte, dado que la expresién (3.46) modela las propiedades 6pticas del
sistema en términos de la funcion dieléctrica de la particula eo y de la funcién dieléctrica de
la matriz €1, por lo que, en este punto del andlisis es conveniente abordar con mayor detalle la
construccion de estas. Ademads, con base en el formalismo usado en el desarrollo de la solucién
de Mie, es necesario remarcar que se requiere que la funcion dieléctrica de la matriz sea real, es
decir, €; € R. Por consiguiente, las propiedades 6pticas con mayor fisica, del sistema abordado,
se concentra en la construccién de la funcién dieléctrica de la particula, es decir, de €2 = €, cuya
construccion se aborda con mayor detalle en la siguiente seccién.

3.3.2. Modelo de Drude - Funcion dieléctrica modificada

En general, la expresion analitica de la funcién dieléctrica se modela con base en suposiciones
fisicas del material y de pardmetros libres que se ajustan mediante mediciones experimentales.
No obstante, debido a la complejidad experimental la mayoria de las mediciones se realizan sobre
materiales en bulto, es decir, de tal manera que las dimensiones del material son mucho mayores
que el camino libre medio de los electrones [, el cual cuantifica la distancia promedio que recorre
un electréon dentro del material antes de colisionar. Sin embargo, la condicién de material en
bulto no necesariamente es cierto a la nanoescala, pues el camino libre medio de los electrones
en metales usualmente es de decenas de nandémetros y esto implica la existencia de una fuente
de amortiguamiento extra al colisionar los electrones contra la superficie del material, y no sélo
entre ellos. Debido a este detalle es necesario incluir una correccién por tamano para el caso de
sistemas a la nanoescala.

En particular, en el presente trabajo nos concentramos en modelar la funcién dieléctrica para
el caso de materiales parcialmente conductores, ya que es comun que los cristales plasmoénicos
estén compuestos de particulas con estas propiedades. En este contexto, el parametro [ se le re-
laciona con la constante de amortiguamiento 7 (del modelo de Drude) a través de la expresion
| = vp /7, donde vp es la velocidad de Fermi [34] de los electrones de conduccién. Posteriormente,
es necesario considerar la llamada correccién de tamano finito, con la cual se pretende corregir
las funciones dieléctricas obtenidas de manera experimental, para tomar en cuenta el amortigua-
miento extra por el tamafno de las particulas.

Para empezar, existen dos contribuciones principales para la funcién dieléctrica de un material,
aquellas provenientes de transiciones electréonicas dentro de la banda de conduccion, llamadas
intrabanda, y aquellas que se dan cuando un electrén trasciende de una banda a otra, llamadas
interbanda. En algunos materiales, las transiciones intrabanda son las mas importantes, ya que en
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3. METODOS TEORICOS EN LA OPTICA A LA NANOESCALA

estos materiales las bandas con menor energia que la banda de conduccién estan completamente
llenas, mientras que la de conduccién estd parcialmente llena. Sin embargo, en algunos metales
tales como la plata y el oro, los dos tipos de transiciones son importantes [34], pues la banda de
conduccion se traslapa con bandas vacias de menor energia, tal como se puede ver en la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Estructura de bandas de la plata, obtenida de la referencia [35]. Las divisiones verticales
corresponden a los limites de los puntos de alta simetria en la celda unitaria

En teoria, las transiciones intrabanda son representadas por el modelo de Drude, pues este sélo
toma en cuenta electrones libres, es decir, electrones que se encuentran en la banda de conduccién.
Estos electrones son los causantes del amortiguamiento extra debido al tamano finito, pues al estar
practicamente libres en todo el volumen del material, son los que colisionan contra su superficie.
Por esta razon, la correccién de tamaifio finito debe hacerse sobre la contribucién intrabanda
y, si ésta es modelada por el modelo de Drude, el parametro de amortiguamiento v debe ser
modificado, aumentdndolo para tomar en cuenta estas colisiones. Con el fin de esto se proponer
v < v+ (Lesy), donde o' (Less) depende del pardmetro Legy, el cual estd relacionado con el
tamano y la geometria de la particula. Por consiguiente, considerando una funcién dieléctrica
experimental, cuyas contribuciones son tanto interbanda como intrabanda, podemos escribir:

€exp = €Drude T Einter -

De esta manera, si se quiere obtener la funcién dieléctrica corregida, que denotaremos por €.opr,
es necesario calcular la diferencia entre la funcién dieléctrica experimental (material en bulto) y el
modelo de Drude con el pardmetro v usual (transiciones intrabanda), para posteriormente sumar
el resultado con el modelo de Drude modificando (transiciones interbanda), explicitamente:

_ mod
€corr = €exp — €Drude T €Drude

w? w?

= ¥ TR T ale t i - 7 )] (3.48)
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3.3 Aproximacién dipolar.

donde w, representa la frecuencia de plasma del material, la cual es cominmente definida en el
desarrollo del modelo de Drude.

Ahora bien, usualmente para la correccién de tamano se utiliza la relacién v'(Lerf) = Avp/Lefy,
la cual esta basado en la definicién del camino libre medio I, ya que difiere tinicamente en el
parametro adimensional A, el cual usualmente es considerado cercano a la unidad. n particular,
dado que el pardmetro al pardmetro L.;¢ comprende las propiedades geométricas de la particula,
existen varias maneras de calcularlo. Sin embargo, nosotros optamos por usar el procedimiento
reportado en [36], el cual usa un enfoque de probabilidad para relacionar directamente el pardme-
tro geométrico L.y con el camino libre medio efectivo de los electrones en una geometria en
particular, a saber:

Avp S
4V
donde V representa el volumen de la particula, y S su drea superficial. De esta relacién es impor-
tante notar que entre mayor sea la particula, mayor serd el cociente entre el volumen y el area
superficial, provocando asi que 7/ tienda a cero conforme crece la particula. Esto es de esperarse,
pues entre mayor sea la particula, menor es necesaria la correccién por tamano finito. Ademads,
es importante remarcar que la correccién de la tamafnio contribuye a la parte imaginaria de la
funcién dieléctrica, la cual esta relaciona con la absorcién de energia por la interaccién con la
particula. Asi, de esto tltimo se deduce que al disminuir el tamano de la particula se agrega un

mecanismo extra de amortiguamiento en la interaccién luz-materia.

.
Legp=5 = A(Legp) = (3.49)

Finalmente, como se habia anticipado, la funcién dieléctrica corregida €. es usada para la
construccién de la polarizacién electrostética ap de la relacién (3.46). Para esto es ttil definir
COMO €9 = €. para describir las propiedades épticas de las particulas plasmoénicas; y €1 = €
para describir las propiedades de los alrededores. De esta manera, se asegura la congruencia con
la solucién de Mie y se simplifica la notacién. Consecuentemente, sustituyendo las definiciones
anteriores en la relacién (3.47) y, posteriormente, usando los datos obtenidos para el calculo de
(3.46), se construye la polarizabilidad pura de las particulas que componen al cristal plasménico.

En particular, en el presente trabajo, se modelaron particulas esféricas de plata. Con base
en lo anterior, partimos de los datos experimentales del indice de refraccién de la plata reporta-
dos en [37], y usamos los pardmetros de electrén libre para la plata reportados en [36]. De esta
manera, usando la ecuacién (3.48), se calculd la funcién dieléctrica modificada para el caso de
una particula esférica de plata con radio de 2 nm y 50 nm, respectivamente. Las graficas de las
funciones se reportan en la Figura 3.9.

En la Figura 3.9, para el caso de la particula de 2 nm de radio, se observa que la curva correspon-
diente a la parte imaginaria de la funcién dieléctrica con correccién de tamaifio finito se encuentra
por encima de la funcién dieléctrica experimental, lo cual corrobora el mecanismo de absorcién,
antes mencionado, para particulas pequenas. Ademas, al comparar los dos casos reportados en la
figura, es posible notar que la correcciéon se vuelve mas significativa a medida que el tamano de
la particula disminuye. Asi, por consiguiente, se enfatiza la importancia de anadir la correccién
en el estudio que involucre particulas de unos cuantos nanémetros.

Por otra parte, como se mencioné antes, usando la funcién dieléctrica reportada en la Figura
3.9 se determiné la polarizabilidad pura de una particula esférica de plata con radio de 50 nm.
La grafica de dicha polarizabilidad se reportan en la Figura 3.10.
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Figura 3.9: Tabla de pardmetros de electrén libre extraidos de [36]. Grafica de la parte real e imaginaria
de la funcién dieléctrica para la plata, con base en datos experimentales y modelo tedrico con correccién
de tamano. La gréfica reporta los resultado para una particula esférica con radio de 2 nm y 50 nm,
independientemente.
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Figura 3.10: Grafica de la parte real e imaginaria de la polarizabilidad electrostatica ag, con base en
la funcién dieléctrica €., para el caso de una particula esférica con radio de 50 nm.

Los resultados reportados en la Figura (3.10) se usaran en este proyecto para implementar la apro-
ximacion de dipolos acoplados en el estudio de un cristal plasménico formado por esferas de plata
de 50 nm de radio. Asi, para proseguir, en las siguientes secciones se introduce la aproximacién
de dipolos acoplados orientada al estudio de sistemas con simetria de traslacion.
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3.4. CDM: Momento dipolar inducido en estructuras peridédicas

Para abordar el estudio de la respuesta épticas de a dispersion de una onda plana de luz exter-
na por una estructura periédica de particulas idénticas puede ser descrita dentro de la respuesta
lineal cuando las particulas de la estructura son lo suficientemente pequefias en comparacién con
la longitud de onda incidente y con la separacion entre ellas. Asi, bajo dichas condiciones y como
primera aproximacion al andlisis de la respuesta éptica del sistema luz-materia, se propone que
los dispersores se modelen por medio de su respuesta dipolar. De esta manera, en una primera
instancia, se aborda el problema analizando la contribucién de segundo orden, es decir, la segunda
respuesta mas sencilla que puede expresar la particula.

En este mismo contexto, se propone que la respuesta total del sistema dependa de la superpo-
sicién lineal de la respuesta dipolar de las particulas al estimulo externo de la luz incidente y a la
interaccién con sus vecinos cercanos en el arreglo. Ademas, esta ultima respuesta al acoplamiento
entre los componentes de la estructura periddica se puede abordar de manera accesible explotando
la propiedad de simetria de traslacién del sistema. Por consiguiente, en las siguientes secciones se
introducen los conceptos con las cuales se pueden estudiar la respuesta de los sistemas peridédicos.

3.4.0.1. Descripciéon geométrica de un sistema periédico

En términos de la propiedad de simetria de traslacién del sistema, podemos caracterizar la
ubicacion de los dispersores en la red por medio del vector de posicion

Rr=Ry+7, (T=nv), v=12,...,N. (3.50)

Aqui n es un vector cuyas entradas corresponden a nimeros enteros que etiqueta los vectores de
la red de Bravais ﬁn; los vectores 7, corresponden a los vectores base los cuales se encuentran
dentro de la celda unitaria y estan asociados con cargas eléctricas €,. Asimismo, gracias a la
propiedad de periodicidad, el sistema cuenta con un espacio reciproco discreto caracterizado por

los vectores de red reciprocos Ky correspondientes a los vectores Ry, de tal manera que si:

da
R, = an a; con dp = dimensién de la red A (3.51)
i=1
entonces
da
K, =27 Z n;b; con dp = dp+ = dimensién de la red reciproca A* (3.52)
i=1
donde
6ij = 51’]’, i,7=1,...,dx (353)

Cabe mencionar que si dy = 1, el subindice en los vectores se pierde y se tiene: @ = ad,b = @/a’.

De acuerdo a estas definiciones, para todos los casos se tiene que Ron-Km=27N para algin
entero N, lo cual implica que:

eifinKm — 1 (3.54)

Esta es una de las propiedades que més destacan de los vectores reciprocos, ya que implica la
simplificacién de las expresiones en el andlisis del espacio de frecuencias asociado.
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Por otra parte, si tenemos una red A podemos definir una cantidad A como la longitud
(dpn = 1), el drea (dy = 2) o el volumen (dy = 3) de la celda unitaria, la cual permite restringir
el andlisis del sistema a esa region. Asi, en términos de los vectores de red @;, explicitamente se
tiene:

|C_i|7 dA = 17
A = {|a@; x dsf, dr =2, (3.55)
|(il . (62 X 53)’, dA = 3.

Asimismo, la “longitud”, el “dera” o el “volumen” (en unidades reciprocas) de la celda unitaria
de la red reciproca es, en cada caso, AL,

Para finalizar, con base en la notacién de
la red periddica, para cualquier vector ¢ d-

dimensional puede ser escrito como: _e o T
) )
S 1 L @
7=q"+qt, (3.56) \‘ﬁo\.\.\o
2 ) 9
donde ¢ I esta en el espacio generado por los ® ®

vectores @; (que es el mismo espacio genera-
do por los vectores b;) y 7!-7+ = 0. De esta
manera, si d = dy, entonces es evidente que z*
qg=q Il También se especifica que, al igual <—f£ —————————————
que en el capitulo anterior, se describiran los x

vectores unitarios con un acento circunflejo,

de tal manera que ¢ = ¢g con q = |7]. Pa-

ra ilustrar la notacién usada, en la Figura

3.11 se muestra un esquema del caso d = 3,

da = 2, de tal modo que la red representada Figura 3.11: Representacién de componentes y nota-
cién usada para la descripcién del sistema de estudio

corresponde a una red cuadrada.

3.4.1. Respuesta de una particula en la red.

La principal aproximacién del método de dipolos acoplados consiste en aproximar la respuesta
de los dispersores por una polarizabilidad de un dipolo puntual, de tal manera que la interaccién
con la onda plana de luz externa permite modelar a las particulas del cristal por medio de una
distribucién de corriente de la forma

—

Jeat () = iwd (7' —7)p,

donde se remarca el hecho de que representamos la polarizacion de las particulas como una
fuente externa, debido a que supondremos cierto control sobre ellas por medio del diseno del
arreglo periddico, aprovechandose asi de la ambigiiedad existente entre fuentes ligadas y externas.
Consecuentemente, dentro de la respuesta lineal, no magnética, se puede suponer que la particula
en la posicién FfT responde como un dipolo inducido dado por:

Pr = Pap = @y Bin(Ra + 7) (3.57)
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3.4 CDM: Momento dipolar inducido en estructuras periédicas

donde Wf describe el tensor de polarizabilidad eléctrico, descrito en (3.45), del dtomo de la red
en la posicién 7,; y Eln(ﬁn + 7,) representa el campo incidente que actia sobre el dipolo pr (ob-
servar Figura 3.12). Cabe remarcar que el comportamiento en (3.57) corresponde a la respuesta
a la particula en ausencia de otros dispersores cercanos.

) Ein )

Figura 3.12: Esquema las estructuras periédicas de 2-D, asi como asignacion de las variables definidas
para abordar el problema

Ahora bien, bajo esta aproximacion, se tiene que un dipolo cualquiera en la red, pr, induce
un campo eléctrico en el punto 7 que se puede escribir en términos del tensor de interaccion
dipolo-dipolo, de tal manera que se tiene:

2
— w L o= 5
EPT = ?ﬁk(T, RT) ‘pT, (358)
donde ﬁk estd dada por la ecuacion (2.138), por lo que se enfatiza la omisién del subindice
e para denotar el tipo eléctrico de la funcién de Green, esto con el tnico fin de simplificar la
notacién. Ademads, puntualizamos que e corresponde a la constante dieléctrica del medio donde
se encuentran embebidas las particulas.

Congruentemente, al estudiar la respuesta completa de la red, dado que cada uno de los
dipolos se encuentra acoplado por medio de interacciones con los demas, es necesario modelar la
respuesta dipolar de los componentes de forma auto-consistente. De tal manera, se propone que
el dipolo inducido py ,, correspondiente a una particula en una posicién RT = ]%n + 7, cualquiera
de la red, se modele por medio de:

N 1
ﬁn,y = Wf EZ (En + FV) + ij Z Z ﬁlc (En + 7, Em + FC) 'ﬁm;Ca (359)
(=1 RneA
donde, de lado derecho de la igualdad, es posible identificar al primer término como la contribucién

debida a la respuesta individual y al segundo términos a la contribucién debida a la interaccion
con los otros dispersores en el arreglo. Ademas, remarcamos explicitamente que el tensor dipolo-
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dipolo ﬁk esta dada por:

1

ﬁk <ﬁn+Fuyﬁm+FC) = 47‘(‘

ik|F—Rm—7¢|
(k2 I +V® v) e . (3.60)
€ |7 — Rm —7¢| | Rotr,

expresion que, implicitamente, nos restringe al anélisis del problema en un espacio tridimensional
al haber usado la func1on escalar para el caso d = 3 de la tabla 2.2. Asimismo, en la expresién
anterior se tiene que: Rn — R es la distancia entre la n-celda y la m-celda, k = w,/ep es el
nimero de onda del medio homogéneo en el cual estan embebidas las particulas del arreglo, y el
simbolo ’ en la suma es para indicar que el término m = n es excluido cuando se tiene que ( = v,
ya que el dipolo no puede interactuar consigo mismo.

Como se habia anticipado, una observacién astuta que ayuda a simplificar la expresion en
(3.59) consiste en percatarse que el sistema cuenta con simetria de traslacién con respecto a los
vectores ﬁn € A. De tal manera, se debe conservar las propiedades de su respuesta de una celda
a otra, es decir, el momento dipolar py, ¢ correspondiente a la n-ésima celda debe ser proporcional
al momento dipolar py, ¢ correspondiente a la m-ésima celda, pudiendo diferir entre ellas por a lo
mas en una fase debido al cambio de celda (Observar Figura 3.13). En consecuencia, es congruente
proponer:

> iK||-Fm

Dny =Dve para cualquier én €A,

donde el vector de K || corresponde a la componente paralela del vector de onda del campo eléctrico
incidente, donde esté ultimo esta dado por

Ein(F) = E”oe”?"? con K = k(sinfcospi+sinfsingg+cosf2) , k=wyen |. (3.61)

8 7
W g > n s
W > u g > acs
5w g o< e g
8 g

Figura 3.13: Ejemplo simetria de traslaciéon, con respecto a los vectores base, de la direccion del
momento dipolar de las particulas en una celda unitaria 2D. Se ilustra el caso donde la longitud de onda
incidente coincide con la periodicidad del arreglo, por lo que la magnitud de los dipolos base se conserva.
También se comprueba la continuidad de las lineas del campo de una celda a otra.
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Es importante remarcar que el campo eléctrico incidente, definido en (3.61), corresponde a una
onda plana con vector de polarizacién Ey y que el vector de onda K est4 modelado por medio
de las variables (r,6, ) de acuerdo a la convencién en la Figura 2.3. Ahora bien, la suposicién
del campo incidente como una onda plana nos permitird usar la solucién de Mie para modelar la
polarizabilidad de las particulas que conforman al arreglo; ya que, como se resolvié en la seccion
3.2.2.3, la solucién de Mie corresponde al caso en que excitamos a la particula por medio de la
interaccién con un dipolo que se encuentra muy lejos de ella, de tal manera que la excitacién
externa se modela como una onda plana.

De esta manera, sustituyendo en la expresién (3.59) se obtiene:

3 ‘-‘ - . E — . _-‘ — - — . - s .-’
eI S S pe = b = ‘' {Eoe”‘n D DARD DN kep! (Rn+ry, Rm+rc) e ™ Rm}

N 1
= |30 b (@) s (Bt 7 Ran 7)) Boe™1(Fn=Ro) 1 5 — By (3.62)
¢=1 RmeA
La dependencia con respecto a los vectores de red se puede reducir atin al analizar explicitamente
la dependencia del tensor i con respecto a ellos. Para esto, es 1til obtener una expresion
algebraica del tensor y esto se logra haciendo usando la definicién (2.137), de donde explicitamente
se obtiene:

) B 52 6ik\F—ﬁn—FC\
o - 25
[ﬁk (Rn + 7y, Rm + rC)]@j [(k 6” + 85518‘%‘]) ‘7_"— R’(nth) — Fcl Lo '

T=TYy

Usando notacién de indices, es posible demostrar que:

ikr ikr

0yj [er} = (=k*r?0;[r)0;[r] + r*(ikr — 1)0[r] — (ikr — 1)0;[r]0i[r?]) %

i 1
con: 31[7‘] = m? s 31'[7‘2] = 2£CZ' 5 81']'[7‘] = ﬁ ((51']'7‘2 — l’jl‘i)
eikr eikr
= 0 [r} =3 {(ikr — 1)6;5 + [—(kr)? + 3ikr — 3] iz}
por lo que se obtiene:
= L e*t (7T, ik 11« [, 3ik 3] . - S,
@ (R) -- == {[k +R—R2] I - [k: +R—R2] R®R}, B=r—7 |

(3.63)
Asi, la dependencia del tensor se puede escribir de la forma

ﬁ(énJrfy,ﬁerFC) = ﬁ(én—ﬁmjtfy—ﬁ).

De esto tltimo, si renombramos ﬁl = an,m = (ﬁn — Rm) € A se puede sustituir el indice n por

el indice 1 en la suma. En particular, el término de 1 permite la exclusion de la auto-interaccion
cuando 7, # 7¢ de manera mas sencilla, ya que, en este caso, la auto-interacciéon corresponde al
caso en que R = RGA'
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Con base en las observaciones y resultados anteriores, la expresién (3.62) se reduce a:

ZN: buc (‘@ ) Z ket (Bn + 70— ) eRirfe bl = By, (3.64)

=1 RneA

donde el simbolo ” hace referencia a que se excluye Ry = 0y cuando 7, = T, ya que, sin perdida
de generalidad, hemos considerado que RGA = 04.

Adicionalmente, para obtener una notacién con la que sea mas sencilla operar el problema,
proponemos una notacién en términos de una operacién matricial, la cual explicitamente esta
dada por:

1 . P L. N —
e L S i N A I
& (i i 1 5\ ik-R b2 Eo

>i, G (Rn + 7 — 7’1) eI ( ) #OA (Rn) e I = :
: DN E()

Simplificando la notacién, reescribimos la expresion anterior de la forma

N
)= M, ol (3.65)

p=1

donde el exponente —1 denota a la matriz inversa de M la cual tiene una dimension de 3N x 3N
y es definida por bloques por medio de:

-1 . L

(5E) "+ S s () =

W”ﬂ - (3.66)
Zﬁn <?k (én + FV—FM> 'Kl fin para u # v.

Con base en los resultados anteriores se observa que, al calcular los términos de la matriz M
dados en (3.66) y usando estos resultados para calcular la matriz inversa de la misma, se puede
calcular el momento dipolar de las particulas en la red con base en la ecuacién (3.65), donde el
momento dipolar obtenido contempla la respuesta colectiva de la red. De esta manera, uno de los
primeros objetivos contemplados para resolucion de la respuesta éptica de cristales plasmoénicos
por medio del método de dipolos acoplados consiste en el calculo de los términos involucrados en
expresién (3.66).

Es interesante observar que los términos en la ecuacién (3.66) separa las propiedades de las
particulas, cuantificada por el tensor de polarizabilidad pura WE, de las propiedades de la red,
las cuales estan cuantificadas por el tensor > ., G 1 (Rn), €l cual es un tipo de factor de estructura.

Esta resultado en el cual se muestra una separacién de propiedades concuerda con el espiritu del
método de Korringa-Kohn Rostoka (KKR) en la fisica del estado sélido [38].
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3.5 CDM: Respuesta 6ptica de la red

Ahora bien, es importante remarcar que calcular el término

!/
?ju = Z ﬁk <§nyfuu> eil?“-ﬁn (367)

RneA

es una de las principales probleméticas, ya que tedricamente requiere realizar una suma infinita
de términos. Mas atln, este término depende completamente la geometria de la matriz por lo que
sera necesario abordarlo con base en las simetrias de cada arreglo. Asimismo, dado que contiene
toda la informacion de la periodicidad del problema, este determina la respuesta 6ptica de la red
en funciéon de su geometria. En particular, este término controla la existencia y propiedades de
las resonancias reticulares soportadas por el arreglo periédico, por lo que es de suma importancia
calcularlo de manera correcta para que las interpretacion fisicas derivadas de los resultados sean
fiables.

Cabe mencionar que en la literatura a la expresiéon dada en (3.67) se le conoce con el nombre
suma reticular. Este suele ser un término comin en el estudio de la propagacién de ondas
en estructuras periddicas. Estas ondas pueden ser de diferentes naturaleza y esto depende de la
funcién de Green Gy, (]%) que se sustituya en la expresién. En el caso particular de este trabajo, al
haber usado la funcién de Green de la ecuacién de Helmholtz escalar para la definicion del tensor
de interaccién dipolo-dipolo, al sustituir ? k en la férmula nos restringiremos a resolver la suma

reticular para la ecuacién de Helmholtz escalar.

Con el propdsito de progresar en el estudio de la respuesta optica de la red antes de la
implementacion del método a casos particulares, en este punto del estudio supondremos que
conocemos el resultado de la suma reticular, de tal manera que podemos calcular el momento
dipolar de cada particula de la red por medio de la ecuacién (3.65). Consecuentemente, partiremos
de este resultado para modelar el campo eléctrico total producido por la red al interactuar con
una onda plana, la cual simula un laser en la vida real.

3.5. CDM: Respuesta optica de la red

En la seccién anterior estudiamos la respuesta de particulas en una red periédica d-dimensional
debido a que se iluminan con ondas planas de luz. Asi, al establecer el momento dipolar inducido
en la particula de forma coherente al campo incidente y el campo producido por todos los demas
dipolos en el arreglo, se obtuvo la expresién para el momento dipolar p, correspondiente a la
v-ésima particula en la celda unitaria (ec. 3.65), donde se identifica a la matriz M™1 como un
tipo de polarizabilidad efectiva del cristal. Ahora bien, una vez que se han calculado los momentos
dipolares inducidos, dado el campo incidente, uno puede calcular distribucién del campo eléctrico
inmediatamente de la relacién:

&=
—~
=y
N—
I

N
En®+ 3.3 @, (F, ﬁn+ﬁ,) . G eKirBati) | (3.68)

TRa.eA

donde 7 representa la posicién donde se calcula el campo eléctrico, ﬁn + 7, caracterizan las
posiciones de las particulas en la red, Ej, es el campo incidente dado en (3.61) y G  es el tensor
de interaccién dipolo-dipolo de la expresién (3.60). En la expresién anterior se observa que el
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segundo término de lado derecho de la igualdad describe el campo esparcido por la red, por lo
que definiremos dicho términos por medio de:

N
B =3 3@, (F, En+f;) - e Kir(Bnti) | (3.69)

v=1 ﬁnEA

donde podemos identificar que el problema relacionado a la respuesta de la red queda expresado
como un problema de dispersién Optica, como era de esperarse.

Por otra parte, congruente con los métodos experimentales, para el estudio de la respuesta
optica de los materiales se puede calcular o medir la intensidad de luz que dispersa la muestra
y que es registrada por un detector, como por ejemplo un espectrémetro (revisar apéndice C.2).
Dicha luz, dado que interactiia con la muestra, lleva informacion de la misma. De esta manera,
es usual estudiar la respuesta éptica del sistema en funcién de la luz reflejada y transmitida
por la muestra. Ahora bien, comtinmente los detectores son sensibles a la intensidad de luz,
puesto que registran la energia recibida con respecto a un promedio temporal (respuesta del
detector) y un promedio sobre una drea (tamano del detector). De esta manera, las mediciones de
reflectividad R y transmisividad T (relacionadas con el registro de luz reflejada y transmitida,
respectivamente) se describen analiticamente con base en el vector de Poynting, el cual estd dado

por:

Lo . W
S=FExH de tal manera que: [S] = P R
s *m

definicién que se discute con mayor detalle en el apéndice A.2.

En este mismo contexto, en el caso particular de este trabajo, adoptaremos la definicién de dichas
cantidades con base en las definicién usual para el caso de una interfase entre dos medios. Como
se puede consultar en la referencia [39], se caracteriza la reflectividad y transmisividad para dos
interfases por medio de las relaciones

IS SO .5
S(in) ‘A S(in) -f ( )

donde 7 representa el vector unitario normal a la interfase y los subindices () y (¢) hacen
referencia a la luz que se refleja o se transmite. Para aterrizar dichas definiciones, en la Figura 3.14
se esquematiza la asignacion de etiquetas para el caso de interés en este trabajo. Es importante
remarcar que en la practica es comin medir tnicamente una de las dos cantidades, es decir o
reflectividad o transmisividad. Esto se debe a que en la mayoria de los experimentos solo una de
ellas predomina con base en la caracteristica de la muestra, como son el sustrato, la densidad de
dispersores o el tamafio de los mismos. De esta manera, las caracteristicas del material definiran
cual de las dos cantidades es experimentalmente accesible para ser medida. Por ejemplo, en el
caso de que la muestra estén soportadas en un medio transparente, la mayoria de la luz incidida
traspasar la muestra y, por lo tanto, inicamente se podra medir la transmisivida. Con base
en el ejemplo, en este trabajo nos concentraremos en formular la expresién para el cdlculo de
las transmisividad, la cual, al ser aplicada a un problema de esparcimiento del estilo §T =
Stin) 4+ (sca) hasta este punto del andlisis estard dada por:

§(sca) "y

T SGn) . p

(3.71)
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N>

J l
=

L I_{)”

Figura 3.14: Esquema para la definicién de las etiquetas de reflejado y transmitido con respeto a la
muestra.

Ahora bien, al comparar la longitud de onda de la luz visible que incide con respecto a la distancia
en la que se mide, es posible afirmar que, en la practica, la mayoria de las mediciones, si no es
que todas, se realizan en el régimen de campo lejano (rk >> A). Esta afirmacién nos ayuda a
simplificar la relaciones asociadas al cdlculo del campo total en la posicion del detector. De esta
manera, con base en esta suposicién, nos podemos restringir a estudiar el vector de Poynting en
dicho régimen, el cual, de acuerdo al resultado en (A.37), esta dado por:

(s) = ;Re[ :
1 ¢T/2

donde los brackets denotan promedio temporal, es decir <§ > = o1 )1/ Re [E x H } dt, T es el
periodo de la los campos y € y p modelan las propiedades éptica del medio donde se encuentra
el detector, las cuales, en el caso abordado en el presente trabajo, coinciden con las propiedades
opticas del medio en el cual se encuentran embebidas las particulas del arreglo periédico, dado
que no existen otro medio en el sistema. De esta manera, sustituyendo el resultado en la definicién

de transmisividad, se obtiene:

2

—

(T) =1+ =7~ (3.72)
Byl K -#

Congruente con la expresion (3.72), observamos que para calcular la transmisividad es suficiente
concentrarse en calcular el campo eléctrico esparcido (Es.) en la superficie del detector.
3.5.1. Campo lejano

En el mismo contexto, dado que nos interesa calcular el campo esparcido en el régimen de
campo lejano, introduciremos la descomposicion espectral de la funcion de Green escalar, dada

por:
k‘ = —/ .
M //“’ (7= ) +izgle—| Uz Ay (3.73)

=7 21 J)_ s s
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donde Cj = (gx,qy) y se requiere que la parte imaginaria de q? = k? — Q? se mantenga positiva
para todos los valores ¢, g, en la integracién. Cabe mencionar que la expresién (3.73) es conocida
con el nombre de identidad de Weyld, [22], y se fundamenta en el esquema de espectro angular,
teoria expuesta en la seccién C.2 de apéndice C. Usando este resultado y haciendo un andlisis
componente a componente, observamos que los elementos de la funcién de Green diddica (3.60)
estan dados por:

7 _ — i 25 . 7:_) F—7! +iqz|zfz’|dQIde
rﬁk (F=7 )]z]  dme {(k O +0:9)) [ // 7:Q

:8m//m

Simplificando la expresién con base en la notaciéon del producto tensorial ®, se obtiene:

?k (’F“ / d2é W((j} ei@-(F—F’)+iqu|z—z’| , (374)

0 42Q

4z k‘25ij +qiqy) €@ () Figzqle=7|

donde se ha definido

— <—> 5 . 5 —
W(Q) =T +7®q para ¢ = (¢z, Gy, 4:Q) = (@, ¢:qQ) - (3.75)

Consecuentemente, sustituyendo el resultado (3.74) en la expresion (3.69) e intercambiando la
suma por la integral, se obtiene que el campo esparcido estd dado por:

2 S
8ﬂ6ﬂ d QW (Deer+zqu\z z’\z KH Q Z efz(QfKH)-Rn Py

o0 €:Q RneA

Para simplificar la expresion anterior, uno puede usar la férmula de la suma Poisson, la cual
permite reescribir las expresiones en términos del espacio reciproco. Explicitamente, la formula
de la suma de Poisson esta dada por:

> f(fm) = (27?:/2 > F(Bm) (3.76)

RmeA KmEA*

donde f representa un funcién evaluada en el espacio real, Km representa el m-ésimo vector
reciproco, de manera consistente con la notacién usada en la secciéon 3.4.0.1; y F representa la
transformada de Fourier dj-dimensional de la funcién f(7). Particularmente, cuando la funcién
f corresponde a la funcion exponencial, se obtiene:

. da/2 L
qz e~ iK B (%LA qz 5<K—Km> . (3.77)
Rm€EA Km€EA*

Asi, sustituyendo el resultado (3.77) en la versién integral de la funcién de Green diddica, se
obtiene:

d2 3= o N ‘I?—ﬂ-_‘,, = .
BoolF) = 5 ff"‘;oqgﬁ ei@rrinslz=| YN (K =Q)7 [%zkmeA*(s(Q—KH—Kmﬂ 7,
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i@m-F+ 102Qm |72—7'| L

B = 53 X5 (dn) 5

42Qm
K EA* Q

donde W Corresponde a la diada definida por (3.75), el vector Q es reemplazado por medio
de las relaciones Qm K |+ Km, lo que a su vez implica el remplazo de ¢.q por medio de

©0m = VE? — Q% = \/k2 - \K” + Km|?. Es importante observar que ¢:Qm €S puramente imagi-

nario si |ff |+ I_('n|> |k|, lo cual significaria que las ondas son evanescentes y por lo tanto estds no
contribuirfan al campo lejano. Més atn, si suponemos que la longitud de onda incidente es mayor
que el pardmetro de red, se evita la condicion para la generacién del patron de difraccion. La afir-
macién anterior puede entenderse con base en el andlisis del campo dispersado por una apertura
circular en el régimen de campo lejano, el cual puede considerarse como el problema més simple
en el estudio de patrones de difraccién. En este contexto, se aproxima que él ancho completo a
la mitad del maximo Opw s estd dado por Opw iy ~ 1.025%7 donde A es lo longitud de onda
incidente y d es el didmetro de la apertura. Asi, para el caso en que d < A, el ancho Opw g
se vuelve muy grande y, por ende, el detector tinicamente recolecta la contribucién asociada al
primer orden del patrén de difraccion.

Por lo tanto, como se ha senalado, bajo la condiciéon de longitud de onda incidente mayor
al parametro de red, en la practica nos podemos restringir al cilculo del campo
considerando uUnicamente el orden cero (Km = 04), el cual corresponde al haz que se
propaga o traviesa a la muestra en la misma direccién que el haz incidente (foward, Figura 3.15).
En resumen, bajo dichas condiciones se obtiene que:

iKH-F’JriqZKH |[z2—2/]

Bool) = 46AZ W (B)) -5 . (3.78)

(:ZZKH

\'r
HM%I-[)ZS’{

Figura 3.15: Esquema del cambio de direccién del vector de onda incidente K y de la eleccion del
vector de difraccién de orden cero K asociado a dicho cambio. También se muestra el disco de Airy
calculado con base en el campo dispersado por una apertura circular

Concretamente, resolviendo el campo dado en (3.78) y sustituyendo el resultado en la expresién
de la transmisividad (3.72) podemos caracterizar la interaccién de nuestro sistema con luz inci-
dente externa.

75



3. METODOS TEORICOS EN LA OPTICA A LA NANOESCALA

Por otra parte, es importante advertir que para proceder a calcular el campo dispersado es
primordial calcular el momento dipolar inducido en (3.67), el cual involucra el célculo de una
suma reticular. Consecuentemente, en este punto del andlisis es importante cuestionares la via-
bilidad de la solucién, ya que esta esta en funcién de una suma infinita.

En primera instancia, para abordar el cdlculo de la suma reticular, se pude proponer un célculo
computacional. Esto, debido a las limitaciones computacionales, requerird definir un nimero fi-
nito de celdas unitarias en el que se realice el calculo. De esta manera, pareceria que el problema
se reduce en la construccién del cédigo computacional y a la eleccién del ntimero de celdas en
las que se ejecutard la suma. Sin embargo, un detalle importante que se debe contemplar es si
la suma infinita converge, ya que, con base en la teoria de sumas infinitas, para que una suma
parcial (o truncada) converja al mismo resultado que la suma infinita, se requiere percé que la
suma infinita converja [21]. Alternativamente, si se pretende evadir este problema considerando
un nimero grande de celdas para tratar de reproducir lo mejor posible la suma infinita de térmi-
nos, el usuario se topard con las limitaciones computacionales de memoria RAM y tiempo de
computo. Méas aun, un detalle que es importante al estudiar problemas con diferente dimensional
es que las sumas reticulares suelen ser condicionalmente convergentes al ser series alternantes en
su mayoria, por lo que el orden en el que se realice la suma requiere de un mayor andlisis. De
esta manera, aunque la resolucién del problema por medio de calculos computacionales es una
alternativa, es evidente que se debe confirmar que la suma reticular cumpla ciertas condiciones
para que la implementacién computacional sea fiable.

Con base en los argumentos anteriores, se puede deducir que el calculo de la suma reticular no
es un computo trivial y requiere un tratamiento especial, por lo que a continuaciéon abordaremos
con mayor detalle algunos aspectos tedricos para su correcta resolucién, tales como la definicién
de la funcién de Green cuasi-periédica y el método de Ewald [40][41]. Estos métodos abordan la
suma reticular para la ecuacién de Helmholtz escalar y la convierten en dos sumas rapidamente
convergentes. Asi, con el propésito de fundamentar el desarrollo de los métodos antes mencionados,
a continuacion abordaremos un tratamiento especial de la suma reticular.

3.5.2. Suma Reticular

La suma reticular que se debe abordar para resolver el problema de momentos dipolares
inducidos estds dada por la expresion (3.67), a saber:

!
ot L2\ R
5o = Z <3k(7’uan)61KH fin |

RneA

donde el vector de posicién 7, representa la diferencia entre dos vectores base, de tal manera que
Ty = Ty, — T, Ahora bien, dado que los vectores base representan una posicién cualquier dentro
de la celda unitaria, podemos considerar que puede ser evaluado en una infinidad de valores.
Por otra parte, los vectores Rn = 2?21 n; d; representa posiciones periédicas con respecto a los
vectores base d@;; y el simbolo ’ en la suma hace referencia a que se excluye el caso en que Rn %+ O
cuando p = v.

Particularmente, para abordar la suma reticular es conveniente analizar la forma de G k
para obtener expresiones escalares mas sencillas de manipular. Consecuentemente, sustituyendo
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explicitamente el tensor de interaccién (3.60) en la suma reticular, se obtiene:
/ !/
E S e (/f? TV v) Cu(7, Ry) = (1f2<7> TV v) S [Gk(F, Rp)e K Fin
‘ RneA RneA
(3.79)

expresion en la que se nos ha permitido intercambiar la suma y el factor exponencial con el ope-
rado, esto es debido a que los operadores diferenciales son lineales y las operaciones diferenciales
aplicadas solo se realizan con respecto al vector de posiciéon 7,,. Con base en el resultado, se
observa que la suma reticular en (3.67) se resume en gran parte a calcular la suma dada por:

el cual comprende menor dificultad al compararlo con la suma reticular, debido a que involucra
una funcién escalar en lugar de una funcién diddica. Mas aun, dado que el estudio de la su-
ma involucrada es més sencilla de abordar cuando no se excluye ningtin caso en el argumento,
procedemos a expresar la suma de la siguiente forma:

# 1 e S o = S
9 v = g FILH}A { (k;2 I +V® V) |:GA(’I” — Tuu's KH) — 5uu GﬁA(T — Tuu)} } (380)
donde: | Ga(F; Kp) = Y Gu(F Ba)e®Ifn | o Gy (7) = Gr(@)e K P, (3.81)
RneA

De esta manera observamos que el problema se reduce a calcular la suma lentamente convergente
GA(T5 K H) y tomar el limite 77— 0. Sin embargo, es importante remarcar que resolver la suma
G A no resuelve por completo el problema de interés; por esta razon, al término (3.81) se le deno-
mina como funcién de Green cuasi-periddica en la literatura.

La naturaleza desafiante de la funcién de Green cuasi-periddica para el método de dipolos
acoplados radica en el hecho de que son poco convergentes con respecto a la evaluacién de los
términos en el espacio real. Esto se debe al hecho de que la funcién de Green escalar G solo tiene
una caida de 1/r. Para superar esto, podemos seguir directamente la formulacién de Linton en la
referencia [42], el cual propone dividir la suma en dos partes, un sobre el espacio real y otra sobre
el espacio reciproco, de tal manera que cada una de ellas convergen exponencialmente. Para logra
este cometido, es necesario explotar fuertemente las propiedades de periodicidad, para lo que nos
sera 1util hacer un estudio particular de la funciéon de Green cuasi-periddica.

3.5.2.1. Funcion de Green Cuasi-Periédica

Una funcién de Green cuasi-periddica es una redmatriz de fuentes moduladas por un factor
de fase regido por el vector de Bloch . Formalmente:

Ga(7f) = Y G, Ra)e™fin, (3.82)
RneA
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A la expresién de la funcién de Green cuasi-periédica en (3.82) se le conoce con el nombre de suma
espacial. Su definicién se propone con base en los calculos de estructuras electrénicas abordados
en la teorfa del estado sélido, como se reporta en la referencia [43], donde se justifica la pro-
puesta de utilizar sumas de Bloch obtenidas al remplazar las fuentes GG por funciones que tienen
el mismo comportamiento de campo lejano, pero que se han suavizado artificialmente en el origen.

Por otra parte, para darle sentido a la funcién de Green cuasi-periddica, es necesario explotar
la propiedad de simetria traslacién con respecto a los vectores periddicos R, € Lambda. En
particular, para aplicar la férmula observamos que:

= m)da/2 -
> Gl Rn) = (234 > g (ﬁ Km) : (3.83)

RneA KmeA*

donde la funcién g,’g representa la transformada de Fourier dy-dimensional de la funcién de Green
escalar. De esta manera, consistentemente con la expresién en (2.54), se tiene que:

— 1 - iq7 —
g (7, Q) = EISTYE /RdA Gi(F, @) €7 dQq, (7).

Una observacion importante de remarcar es el hecho de que el procedimiento para calcular la
transformada de Fourier dy = 3-dimensional de a la funcién de Green d = 3-dimensional ya
ha sido descrito en la seccion 2.3, ya que la funcién g que se utilizaba para la resolucion de la
funcion de Green de la ecuacién escalar de Helmholtz, correspondia al caso 3-dimensional. De
esta manera, usando los resultado (2.57) y la definicién (2.58), demostramos que la funcién g
para el caso en que d = 3 = dp estd dada por:

D = G =k S e wmsay

r = — T - — == =

Ikl 4 2m)32 = + k2 A A o G R A
En general B = B+ G : G’(*~*)—1§:W(d—d) (3.84)
ngnr m — Qm AT7 _A 761211+k2 = UA bl .

No obstante, es importante remarcar que el resultado anterior solo nos serviria si el cristal pe-
riédico fuera de la misma dimensional que la funcién de Green usada. Si embargo, el problema de
interés en este trabajo consiste en el estudio d = 3-dimensional de cristales dy = 2-dimensionales,
por lo que se requiere de un calculo més preciso para el caso d —dy = 1.

En general, para resolver Transformada de Fourier (d — 1)-dimensional es conveniente analizar

a los vectores de posicion p en términos de su componente paralela y perpendicular al cristal, es
decir:

p=ol+ 5t (3.85)

donde p' I ) L coinciden con la definicién propuesta en (3.56). Ahora bien, aplicando la trans-
formada de Fourier (d — 1)-dimensional a la ecuacién de Heltmoltz escalar para p = 7 — 7, de
manera analoga a como se hizo en la seccién 2.3, se obtiene que la transformadas de la funcién
de Green d-dimensional debe estar dada por:

ity i (@) () oi k- p“+t Ft
d/2 d f} = ¢ _ ¢ = lim
—t2 + k2 k2= ()2 = ()2 emot K21 - ¢?) — ()2 +
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donde se ha definido kG =t H, g = |q] y hemos escrito al nimero de onda k explicitamente en su
parte imaginaria (¢) y real (k). Ahora bien, sustituyendo este resultado en la transformada de
Fourier de la funcién de Green d-dimensional se obtiene:

kd 1 qu pHth N
G Ii dt—dQq_
k(P) = 5—1>I(I)1+ /Rd 1/ k2 1 —q (tL) + i€ a-1(2),

donde se impone el limite ¢ — 0T para hacer explicita la condicién de no absorcién del medio
homogéneo (espacio libre). Por otra parte, para calcular la integral con respecto a t1, se propone
el cambio de variable w? = k2(1 — ¢?) + ie. Ahora bien, de manera similar a como se discutié en
la seccién 2.3, la integral debe ser cerrada en el semiplano apropiado dependiendo del signo de &
(teorema de Jordan), que en este caso corresponderd al caso en que la variable w esté en la mitad
superior del plano. Ademas, para la integral de interés, es necesario definir una funcién ~:

t) = VE2—1 =1
TWESvi—e <t

con el fin de que la funcion sea analitica. De esta manera, se puede demostrar que:

Gal) = k! / ikq-g! /°° ¢ 7 dt” dQq-1(7) (3.86)
B 2m)d Jpan © oo (iky(q) — 1) (ikr(q) + £1) | T '
_ _W/ Gk —kr(q)l5+| X-1(2)
@2m)8 Jpoms ()

Asi, dado que el argumento de la integral corresponde a la transformada de Fourier (d — 1)-
dimensional de la funcién de Green, se puede sustituir este resultado en la expresién (3.83) para
obtener:

1

24
Km€EA*

GA(F’/Zm) _ _ (k')/m) 1 ’uimrH —k”Y’rL|T’ ‘ (d _dA = 1) , (387)

con Km = K | T Km como en el caso anterior, y

%\/k2—|ﬁ|‘+ﬁm|2 Si‘f?||+ﬁm‘<k

Ym = Y(km/k) = ) (3.88)

donde ya hemos sustituido el caso en que 5 =K ||» que es el de nuestro interés. Es importante
observar que la expresién obtenida muestra explicitamente singularidades cuando (kv,, = 0), lo
cual ocurren siempre y cuando los valores de Ky, y K| sean tal que fm = |[Km + K||=k

Por otra parte, en contraste a la suma espacial dada en (3.82), a la expresién (3.87) se le co-
noce con el nombre de suma dual. Ciertamente, al compara la expresion obtenida para el caso
d = dj con las obtenidas para el caso en el d —dy = 1, es interesante observar que la forma de
la representacién espectral se ve determinada por el valor de la codimensiéon d — dy. A su vez,
también es interesante observar que la dependencia de la suma dual con respecto a la codimensién
difiere de la dependencia de la representacion espacial (a través de la forma de Gj) con respecto
a la dimensién d, lo cual representa una posible ventaja en el analisis de la funcién de Green
cuasi-periddica en términos de la expresién analitica usada.
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Posteriormente, con base en las expresiones de las sumas de red que se han obtenido, a estas
alturas del estudio se puede hacer un andlisis de la convergencia de la funcién de Green cuasi-
periédica en funcién de la expresién considerada de la misma, es decir, si se opera con base en la
suma espacial (3.82) o con base en la suma dual (3.87).

En general, para analizar la convergencia de las series de red, es necesario recurrir a la teoria de
numeros complejos. En esta se define que la serie de niimeros complejos:

n=1

converge si al valor S si la secuencias de sumas parciales, dadas por

N
SN:ZZn221+22+"'+ZN (N=1,2,-~-)

n=1

convergen al valor S, lo cual confirma que analizando sumas parciales podriamos aproximar la
suma infinita, si es que la serie de sumas parciales converge. Otra propiedad importante de la
serie de nimero complejos es la convergencia absoluta, esta se da si, para z, = x, + ty,, la serie

real dada por
oo oo

D lal=> Vak + (3.90)
n=1 n=1

converge. Mas aun, dado que la convergencia absoluta de series reales implica la unicidad del
resultado de la suma, también se deduce que la convergencia absoluta de una serie de nimeros
complejos implica la unicidad del resultado de la suma compleja infinita. De esta manera, si la
suma (3.90) converge, automaticamente podemos afirmar que la suma en (3.89) converge. No
obstante, es muy importante remarcar que si la serie de los valores absolutos (3.90) no converge,
eso no necesariamente significa que la serie original (3.89) no converja, de hecho, en estos caso
se dice que la suma es condicionalmente convergente, por lo que se requiere de un mayor
andlisis. En particular las series condicionalmente convergentes suelen depender de la manera
en que se van sumando los términos, por lo que en este tipo de series se trata de reescribir la
expresion para revelar el verdadero resultado de la suma.

Consecuentemente, considerando las definiciones de convergencia dadas, es posible observar que
para el caso d = dy, la serie dual sigue siendo solo condicionalmente convergente, pero cuando
d>dy (v |7 L\> 0), la serie es exponencialmente convergente, por lo que podriamos considerar
usar este resultado para implementar la suma de red involucrada en el cédlculo del campo es-
parcido (3.69) para la condicién de campo lejano. Desafortunadamente, la tasa de convergencia
de la expresién (3.87) se deteriora a medida que |7| tiende a cero, de tal manera que resulta
ser condicionalmente convergente cuando |7~ l|: 0, el cual corresponde al caso requerido ya que
corresponde al caso en que se evaliia el campo en el plano del cristal plasménico para calcular los
momentos dipolares inducido. Por consiguiente, concluimos que las series dual tienen limitacio-
nes en uso practico y por lo que ni la serie espacial ni la dual pueden usarse para implementar
esquemas computacionales eficientes para G .

Como se senal6 con anterioridad, la convergencia condicionada no significa que la serie de red no
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converge, solo implica que se requiere de un mayor analizar. De hecho se puede usar el método
de Ewald deducir un expresién de la funcién Green cuasi-periédica de Helmholtz en términos de
dos representaciones de series exponencialmente convergentes, comprobando asi la convergencia
absoluta de la funcién.

3.5.2.2. Método de Ewald

Basandose en la generalizacién de la funcién Zeta de Riemann estudiada por Epstein en 1902,
la cual el propio autor denominé funcién Zeta de Epstein, en 1921 Ewald [40] introdujo una
técnica que revoluciond el estudio de la electrostatica en cristales. Dada una suma ) , @(En) que
priori converge lentamente, la reescribimos como ), ®(Rm)F(Rum) + oA ®(Rm)(1 — F(Rw)),
donde la funcién F', a veces denominado potencial de apantallamiento, se elige de modo que
F (ﬁm) tienda rapidamente a cero cuando ‘R’m‘ﬁ oo para que la primera suma se pueda calcular
facilmente. La segunda suma atn converge lentamente, pero una aplicacién de la férmula de suma
de Poisson dara como resultado una suma sobre la red reciproca que implica la transformada de
Fourier de ®( - )(1—F( -)), que (siempre que F sea lo suficientemente suave) volverd a converger
rapidamente. Es importante enfatizar que la necesidad de poder calcular esta transformada de
Fourier restringe las opciones posibles para F. Mds ain, en el enfoque estandar, la funcién F' no
se elige desde el principio; en su lugar comenzamos con la representacion integral de la funcién
de Green en el espacio libre, que permite realizar la descomposicién en dos series dividiendo el
contorno de integracién I' en dos: ' = T'; (J'2, donde I'y coincide con el eje real para n a oo,
siendo 1 > 0 una constante positiva arbitraria. De hecho, la suma de Ewald conduce a una familia
de representaciones de un pardmetro con las series espacial y dual correspondientes a los limites
n — 0 y n — oo, respectivamente.

En este trabajo, se usé el procedimiento desarrollado en las referencias [41], [42] y [44] para
abordar el andlisis de la suma de red de los dipolos inducidos. Para esto, partimos de la versién
integral: /

G777y = qu', _ 1 ap / (IR /4 443 gy
Am|F — T 2 r
Esta representacion integral esta basada en una de las versiones de la funcion Zeta de Epstein, por
lo que es importante remarcar que cuando usamos esta integral asumimos que la parte imaginaria
de k es positiva y de magnitud muy pequena, como es el caso con el que hemos estado trabajando
(Figura 3.9). De esta manera se puede considerar el limite cuando esta tiende a cero al final.
Sustituyendo esta representacién integral en la funcién de Green cuasi-periddica se observa que:

()7 _ e 1 L3 K2
G (1) = Z exp (’LKH -Rn> [_27r3/2/p(i) exp <—|T—Rn]2t2 + 4t2> dt]

RneA

1 k? . 3 3
B _27r3/2/r(') =P <4t2> D oxp (_|T_R”|2t2+ZK” 'R“> @, (3.99)

Rn€A

donde T™ hace referencia a los segmentos de contorno antes mencionados. Con base en la ex-

presion (3.91) es posible demostrar que GE\l) y Gg\z) tienen tasas de convergencia exponencial de

exp(—K2/4n%) y exp(—R2/4n?), respectivamente, aumentando asf el pardmetro 7 mejora la con-

(1)

vergencia de GE\Q) pero hace que la de G Al se deteriore. En las aplicaciones, es necesario buscar
una opcién éptima para n que equilibre estas tasas adecuadamente [42].
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Para observar explicitamente la convergencia exponencial, podemos observar que la expresién
en (3.91) es rapidamente convergente cuando ¢ es grande. De esta tltima observacion es evidente
la necesidad de proponer la divisién del contorno de integracion en dos intervalos de andlisis.
En particular, para una convergencia en casos en que t es menor se propone reescribir la suma
en el espacio reciproco usado la férmula de suma de Poisson, de manera andloga al caso que se
estudi6 en la seccién (3.5.2.1). Entonces, usando la descripcién del vector de posicién 7 = 7l +7t,

reescribimos a la funcién de Green cuasi-periddica GE\) de la forma:

2
m_ 1 AR ) S _BRe2 iR B
a __27r3/2/r<z‘>eXp<4t2_|r t) - eXp<_|r — Bl +ZK“'R“) dt.
Rn€A

La expresion anterior se puede reescribir usando la férmula de suma de Poisson dada por (3.76)
para el caso en que f(7) = exp (ZI? IE F) exp (—\F I — 77\2152), el cual coincide con el resultado de

el Teorema de Krazer y Pryme de (1893), el cual se enuncia a continuacién y cuya demostracién
se consult6 de la referencia [44].

Teorema de Krazer y Prym

Conservando la notacién de vectores de red Ry, y dimension de celda unitaria A. Sean K y 7 dos
vectores arbitrarios, entonces:

Se(M = Y exp [-t?\ﬁn—ﬂ%ﬂ?- (Rn—r)}

RneA
d
1 A
= A<\/t7?> 2. e
(1)

De esta manera, usando el Teorema se puede reescribir la funcién de Green cuasi-periédica G
de la forma:

Wy — 1 ! Kl 7
GL(r) = _27r3/2/0 exp<4t2—|7“ |“t —|—ZKH-T'H

1 (7 2 |I_{'|\+Kv'm|2 ||
A (F) 3 oo (- i)

KmeA*

(3.92)

N |2
2
1 1 - - n k —‘KH—I-Km‘
- (K + K )-*”)/ — 72| 2t
27T1/2ARZ€A*QXP (Z( |+ Em)- T ; exp 17 |7

Asi, considerando el cambio de variable ¢ = 1/( se reescribe la integral de la forma:

G%)(F) = —271_11/2% _‘Z exp (Z (K||+Km> -FH)/I exp <_C4)K|+Km—k2’2_ ’7“<2| > dc .
Km€EA*

(3.93)
Por otra parte, la funcién de Green cuasi-periddica Gf) se extrae directamente de la expresion

o0

/n
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(3.91), de donde se obtiene que explicitamente estd dada por:

2) /- 1 == o
GE\) r) = ~5-37 Z exp (ZKH -Rn)/ exp (—
RneA K

7 — Ry

—~

2 2
t2 4 k> dt . (3.94)

Las expresiones (3.93) y (3.94) se pueden simplificar usando la definicién de la funcién error (erf)
y la funcién de error complementaria (erfc), las cuales, de acuerdo con la referencia [45], estdn
definidas por:

2 # 2 e°
erf(z) = ﬁ/o e dt ; erfe(z) = ﬁ/ e Cdt =1 —erf(2).

Con base en dichas definiciones, en esta misma referencia, se obtiene la siguientes relaciones:

2
/exp <—a2t2 - [;2> dt = \4/7? [eQab erf <at + i) + e 2 erf (at — i)] + const (3.95)
a

b2 b? b b
exp [ —a*t®* + — | dt = —ﬁ exp | —a*t>+ = | |w( = +iat | +w | —= +iat )| + const
2 4a t2 t t

(3.96)

para (a # 0) y conw(z) = e~ erfc(—iz). De esta manera, identificando a? = (|I?H + I?m|2—k2> /4 —
(

. : o D 1
a = kym/2 y b*> = |F+| para el primer caso, la funcién de Green cuasi-periédica G A se puede
reescribir de la forma:

7l

() _ eif{m-r k’Ym|77J_| ‘ k"}/m o1
Gy (7) *ZA 4k.A’)/m{e eric 2 + |7~ [n
KmeA*

= k
+ e Pl erfie (’ym - |77J"77> }
21

donde 7y, estéds definida por (3.88) y Ry = K, I +K m, coincidiendo con la notacién propuesta en la

. (3.97)

seccién 3.5.2.1. Mientras que para el segundo caso, identificando a2 = |7 — Ry|2= p2 y b2 = k2/4,

(2)
A

la funcién de green cuasi-periddica G’ se puede reescribir de la forma:

iK||‘Fn [ , . .
GE\Q) () = - Z €87rpn {elkpn erfe <PnT} + ;l:]> + e orfe <Pn77 — ;l;) }

(3.98)

Rn€A

La convergencia exponencial de (3.97) y (3.98) se sigue de la expansion asintética de la funcién
de error complementaria dada por /merfc(z) ~ exp(—z2)[42]. Subsiguiente, en este punto del
estudio, se puede realizar un analisis de convergencia para las funciones de Green cuasi-periddica
en términos de la expresién usada para su calculo (suma real, suma dual o suma de Ewald). Con
base en el andlisis se demostrara la utilidad del Método de Ewald para el calculo de la suma
reticular en (3.80).

83



3. METODOS TEORICOS EN LA OPTICA A LA NANOESCALA

3.5.2.3. Analisis de convergencia de la funcion de Green cuasi-periédica

Un aspecto importante del andlisis que se debe retomar consiste en comparar la convergencia
de las diferentes versiones de la funcién de Green cuasi-periédica usadas para el célculo, ya que,
como se habia senalado previamente, la representacién real y dual de la funcién son condicio-
nalmente convergente para el caso en que | L\—) 0, es decir, el caso en que se evalua la suma
en el plano del cristal, que es de nuestro interés. En consecuencia, para realizar el analisis es
conveniente extraer las principales expresiones obtenidas a lo largo del analisis de la funcién de
Green cuasi-periddica, las cuales se resumen en la tabla 3.1.

(380): ‘G7, = - lim, 5 { <k2<7) +V @ V) [Ga(F = o K)) — 0 G, (7 7o) |}

Suma real | (3.81): GA(F;I?||) = 2 f.en Gr(T) ﬁn)eik\l‘éﬂ

Suma dual | (3.87): GA(F;Rm) = —5¢ DR eAr (k) eiRm Tl o~k |7

—

Suma Ewald | GA(7; K) = GV (75 K, n) + GY (73 Kyjom)

1 ciRm -7l AL - .
(3.97): Gg)(f‘) = — 5 Yk ens il {eksvml lerfc (% + ]rﬂn)

|7 kym =L
+e kT erfe (;—n —|r \77) }

KH»R

2 Nl i
(3.98): GP(M) = ~& Y cr S {ekpn erfe (pnn+§)

+ e~ krn erfe (pn — %) }

1 2 2 3
N - " /K2 —k sik <k
—R Em:K‘|+Km; fym:{li m —m

donde:  ph

n ; .
’ FVk? — k2, si km < k

Tabla 3.1: Diferentes versiones de la funcién de Green cuasi-periédica

Ahora bien, es importante observar que la suma reticular se evalia en los vector 7, = 7, — 7,
es decir, con respecto a la posicién de los vectores base y, considerando que dichos vectores estan
contenidos dentro de la celda unitaria, se deduce que el analisis de la funciéon de Green cuasi-
periddica se restringe al rango 7, - @; < |d;|, donde el subindice i hace referencia al i-ésimo
vector de red. Consecuentemente, con el fin de visualizar la importancia de la representacién
elegida, particularmente, podemos calcular el caso limite en que 7, = 0, el cual también se
puede interpretar como el caso en que el cristal plasmonico solo cuenta con una particula en
la celda unitaria. No obstante, es importante remarcar que el analisis del caso propuesto solo
puede ser considerado como un resultado auxiliar, ya que, como se ha remarcado anteriormente,
la resolucién del momento dipolar requiere de la aplicacion de operadores diferenciales sobre la
funcién escalar de Green y, por lo tanto, para ser consistente con el formalismo matematico, es
necesario el calculo de las derivadas antes de cualquier evaluacién en valores numéricos especificos.
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3.5 CDM: Respuesta 6ptica de la red

Sin embargo, como se retomard posteriormente, el andlisis del caso 7, = 0, al nivel de funciones
escalar, ayudard en el analisis de convergencia del caso multidimensional a nivel de funcién de
Green diddica, razén por la que procederemos al analisis de dicho caso limite. Consecuentemente,
evaluando las expresiones de la tabla 3.1 para el valor 77 = 5, se obtiene los resultados resumidos
en la tabla 3.2.

Suma I‘ea]: GA(O’,[Z—H) = ZéneA’R‘nlfl 6@k|ﬁn|+lﬁ‘|ﬁn

Suma dual: | GA(0;Fm) = =55 S cae Bym] ™

i S enl ol R {eMn' erfe (| Baln + 1)

=ikl Bal opfe (\an| - %) }

Tabla 3.2: Funcién de Green cuasi-periddica evaluada en el caso limite 7= 0

De las expresiones en la tabla 3.2, se observa que la suma de Ewald reproduce las sumas de
las representaciones real y dual ponderadas por expresiones en términos de la funcién erfe(z),
donde el argumento de dicha funcién depende de manera diferente para cada una de las dos
contribuciones en la suma de Ewald. Mas todavia, es fundamental contemplar la dependencia con
respecto al pardmetro de Ewald n en cada una de las expresiones, ya que al aparecer en ambas
expresiones provoca que la convergencia de las dos contribuciones sean acopladas entre si. Para
visualizar la dependencia en términos del parametro 7, proponemos analizar las funciones:

FRuwal (2:n) = erfe (2217> . FReal (zim) = eFerfe (zn + ;f;) + e *erfe (zn — g:))
las cuales representan la funcién de peso de la contribucién dual y real en la suma de Ewald,
respectivamente. Consecuentemente, en la Figura 3.16 se muestra las graficas de las funciones
FRudl (7)) y FReal (2) en funcién de K |+ K|~ kvm v | Bal, los cuales corresponden a los dife-
rentes términos de las sumas, respectivamente. Dado que la evaluacién de la funcién erfc(z) arroja
valores en el campo de los complejos, en la Figura 3.16 se grafica la parte real (linea continua)

y la parte imaginaria (linea punteada) de la funcién. Particularmente, se observa que al tener la

suma de los términos alternantes de signo e**Z erfc (zn + %) produce que la evaluacién de la

funcién Fgg‘yz 4 (linea azul rey) quede contenido en valores reales que tiende a cero para valores
mayores de |Ry|. Por otra parte, en la evaluacién de F' EDﬁjglld, se hace explicito el analisis por casos
requerido por kym, €l cual depende de la relaciéon que existe entre la norma de la suma de los

vectores en el plano del cristal, \I? Ny I?m], y la magnitud del vector de onda incidente k. Como
se representa graficamente, al considerar el caso |K |+ Km|< k (linea roja) el argumento de la
funcién Fg'l'fua;zl 4 Serd puramente imaginario y por lo tanto la evaluacién de la funcién arrojara
valores con parte real igual a 1 y parte imaginar tendiendo a cero conforme nos acerquemos al
0; mientras que por otra parte, al considerar ]I? |+ I?m\> k (linea anaranjada) el argumento de
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FReaI

Ewald[Z]

FP i)

Re[z]

IR

|R||+P?m| <k

. k<|R\H+Rm|
Espacio
Reciproco

Figura 3.16: Analisis de la funcién erfc(z) inmiscuida en la expresién de la suma de Ewald

la funcién serd puramente real y por lo tanto parte imaginaria de la evaluacién de la funcién
es nula, mientras que las parte real tiende a cero para argumentos mayores. Por lo tanto, del
andlisis anterior, se demuestra que las funciones de ponderacion derivadas del método de Ewald
inducen la convergencia de las sumas en GE\l) y Gs\z) de manera simultdnea, produciendo a su vez
la convergencia total de la suma de Ewald.

No obstante, es importante remarcar que la convergencia simultdnea dependera fuertemente
de la eleccién del pardametro n ya que, como se menciond previamente, la dependencia de los
argumentos de las funciones Fgﬁglld y Fgg‘;ll 4 Produce un acoplamiento de convergencia entre las
mismas. De esta manera, con el proposito de visualizar la importancia del acoplamiento de la
dependencia con respecto al pardmetro 7, en la Figura 3.16 se grafican las funciones de ponde-
racién para dos parametros 71 y 12, de tal manera que 1; < n2. Como se observa, una eleccién
del pardmetro menor (1;: lineas de color claro) hace que el valor de la funcién Figf%, , tienda mas
rapido a cero, pero se ensancha la convergencia a cero de la funcién F]‘Elfu“cfld, por lo que se puede
despreciar la contribucion de términos de orden mayor a la suma real Gf) y, de manera inversa,

. 0 .. 1
se obtiene una mayor contribucion de términos a la suma dual Gg).
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3.5 CDM: Respuesta 6ptica de la red

Para simplificar el andlisis asociado a la eleccién del parametro 1 contemplando la convergencia
acoplada de las funciones de ponderacion, se propone la descripcién de los parametros |R},\, ]I?m|
k y n en términos del parametro de red L, lo cual se justifica debido a que los valores de las
funciones considerados en la suma se encuentran en términos de miultiplos del pardmetro al
correr los enteros n y m. De tal manera que definimos las relaciones

= - 27 27 N3
’Rnl p* ) ’ m| p*L ) k m*L ) n n*L’ (399)

donde p representa de alguna manera al orden n y m, respectivamente, m es el namero de veces
que cabe el pardmetro de red L en lo longitud de onda de la luz incidente; y n es un parametro que
debe elegirse para definir la eleccién del parametro 7. Posteriormente, sustituyendo las relaciones
propuestas, se obtienen expresiones de las funciones de ponderacién en términos de los valores p,

m y n. Con base en lo anterior, en la Figura 3.17 se grafica la dependencia de las funciones F' gﬁglld

y Fgg‘;lld de m y n para diferentes ordenes (valores de p), donde se consider6 el caso en que K I

es paralelo a Km y |I? ||= k (médxima proyeccién) para simplificar las expresiones en el caso dual.
En las diferentes figuras, se observa que una eleccién de un pardmetro n produce que el valor de
la funciéon de ponderacién disminuya al considerar una mayor diferencia entre el parametro de
red y la longitud de onda incidente, es decir, un mayor valor del parametro m.

FRole g [Ra0)0ml=L (p=1)

FReA it [Rptnyl= V2L (p=42)

2.00
1.75
1.50
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25

1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0

m m
FPUale o |R(¢1,0)(0,¢1)|=2L—7T (p=1); Ru | K, |f_(‘|||=k FPUale g |R(12,0)(0,¢2)|=2Trr (p=1); Ru 1 K, |R|||=k

2.0 Y 2.0 Y 1

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

outf+J=

Figura 3.17: Anadlisis de la parte real de las funciones de ponderacién en términos de los pardmetros
p, n'y m de las expresiones (3.99).
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En particular, dado que en este caso nos interesa el estudio de la respuesta 6ptica, es decir,
la respuesta dentro del espectro visible, podemos considerar que la longitud de onda incidente se
encuentra en un rango de 400 nm a 800 nm, el cual corresponde a un rango accesible para ser me-
dido usando un espectréometo comercial comtn. Ahora bien, como ejemplo de interés, al estudiar
un cristal plasmoénico de 200 nm de pardmetro de red en el limite de longitud de incidente de 800
nm se tiene el caso en el que m = 4. De esta manera, de acuerdo a la tendencias de las graficas de
la Figura 3.17, para obtener una contribucién de la suma real y dual, asi como convergencia en
ambos términos, es recomendable elegir pardmetros n pequenos. Particularmente, si elegimos el
caso en que n = 1 se observa una contribucién minima de los primeros ordenes de la parte real,
es decir, una rapida convergencia de la contribucién real, y por otra parte una contribucién de
hasta el segundo orden en la contribucién dual. Ahora bien, considerando que experimentalmente
en los espectro de extincién (consultar referencia [17]) se observan contribuciones de difracciones
de primer orden a lo mds, en este trabajo usamos el parametro n = 1, lo cual implica la eleccién

del pardmetro de Ewald de n = @

Por lo tanto, una vez que ya se ha estudiado la convergencia de la funcién de Green cuasi-
periddica (nivel escalar), podemos elevar el andlisis a la suma reticular (nivel diddico).

3.5.3. Calculo del campo esparcido por el arreglo

Como se menciond previamente, es importante siempre tener en mente que este la resolucién
de la funcién de Green cuasi-periédica no es el resultado final, ya que debe ser sustituido en
la expresién (3.80) y, posteriormente, la expresién resultante debe ser sustituida en la ecuacién
(3.79) para poder calcular la suma reticular. Consecuentemente, también es importante observar
que en estos ultimos puntos es necesario calcular derivadas parciales de las funciones de Green
cuasi-peridédica para el cdlculo de la funcién de Green diaddica; y, mas ain, posterior al calculo de
la diada, es necesario calcular el limite cuando ¥ — 0 para construir los elementos de la polari-
zabilidad efectiva [M],, cuando p = v en la expresién (3.66).

- . v .
Para proceder a calcular las derivadas correspondientes, se puede observar que en la funcién
1 . . N
5\) se puede interpretar como una funcién en coordenadas cilindricas

de la forma eiE"'F‘Ig(z) (con |z|= |71|), mientras que la funcién de Green cuasi-periédica GE\2) se
puede interpretar como una composicién de funciones de la forma F(p(7)) (con p(7) = pn). Asi,

al calcular la aplicacién de operador diferencial en funcién del sistema de coordenadas, se obtiene:

de Green cuasi-periodica G

kQ—K%:B —Kng Kny 0
A ol ’ 2 2 el
(TH+vev)d™ge) = | —fnerny K -rd, 0 | o)
0 0 k?
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1dF
(?k@ +V V) Fp(i) = T k2 F(on) + pcflp

P=Pn
2
Pn,z Pnz Pny  Pnzx Po,z
(o, i s )
pn,z pnvx pl’l,Z pn,y p121,2 p:pn

donde kng; ¥ pna, representan la componente i-ésima del vector Kn = K|+ Kn Y pn = 7 — R,
respectivamente. Por otra parte, se observa que el problema se resume a calcular las derivadas de
las funciones escalares g(z) y F(r), las cuales se enlistan a continuacion.

g(z) = eFmlzl erfe <k;—7;“ + 77\Z|> + ekl erfe (’g—: — n]z])

dfliz) = kYm sgn(z) {e’“’m‘z| erfc (k;—;;‘ + 77|z]> — e~ Fmll erfe (lf;—nm - 77|z|>}

&? g(Z) 2 kYm|z| kvm —kym|z| kym
ol (kym)“ < e erfc <277 + 7]\2'|> +e erfc (277 - W’Z)

4 kv )2
+7777Tk7meXp [—( m) —nQIZ\Q}

VT 4n?

F(p) = L{e*rerte (np+ &) + e erfe (np— 1) }

1 ~ ik , ik
p?’{ (=1 + ikp) e'*P erfe <77p + ;77) + (=1 — ikp) e~ ¢ erfe (np — ;77)

1|1dF 1 . 1k
- [ (p)} = = (3 — 3ikp — k2p2) e erfe <77p + Z>
plp dp p 2n

+ (3 + 3ikp — k:2p2) e erfe (np — Z)

+ 4lp(i% +2n°p?) exp L n*p?
e An?

Estos resultados se deben sustituir dentro de las expresiones (3.97) y (3.98) para calcular la suma
de Ewald y, posteriormente, sustituir la suma resultante en la expresiéon de la suma reticular
dada por (3.80), donde es necesario calcula el limite cuando ¥ — 0x. Ahora bien, una observacién
astuta que se puede hacer para simplificar el analisis que resta consiste en darse cuenta que el
calculo del limite para el caso en que p # v no representa ningiin desafié, ya que este no involucra
singularidades y por lo tanto se reduce a la sustitucién de 7= 77, en (3.80). Consecuentemente,
con base en lo anterior, podemos concentrar nuestra atencién en la resolucién del limite en el caso
p = v. Particularmente, este caso (7, = 6A) represente un reto cuando ]:fo = 6A dentro de la
suma real, por lo que, para resolver el limite, se propone extrae dicho término y compararlo con el
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5WG6A (7). De esta manera, analizando el caso Rg = 0p = 7, — po = |T], se tiene explicitamente:

N ﬁ®q[1 d <1dF>]
rRr|—— | ——5—
pdp \pdp)|,.,

. o . ikr
—92 ?k2+ﬁ_l _T®T ]{;24_%_3 €
r r2 r2

Rperd

1dF
po=T1": I' |K*F(r)+ -—

p dp

=T K2 F(r) +———

L __)[1a /1dr 5  3ik 30\ e
+7RF == | == +2(k+— -
pdp \pdp)],_, r r2) r3

Agrupando los términos de los coeficiente de cada tensor por separado, se obtiene:

T. eikr 92 l_%_lﬁ + _i_i_%_i_kj erfe [ r _i_%
) 7”‘3 7”‘2 r 7«3 T2 r n 277

. 2 .
L eikr (_1 ik + k) erfe <7“77 _ Zk) _ ﬂie—r%%k?/%?
T

r3 2 2n 2
) 1 ik 2 ik
P R | = (=k*? — 3ikr + 3) erfc rn—I—L + = kQ—i—BL—i
75 2n r3 r r2

, 1 ik 2n 2,24 1.2 /42
e | (=K% + 3ikr + 3) erfc [ rn — — 4nr3 4 6r) e TR An
|:7.5 ( + + ) n 277 + ﬁTB ( U + )
Ahora bien, para calcular el limite es conveniente usar las expansiones en serie de Taylos de las
funciones exponenciales, es decir:
ik ik k? ik3 K
e

_ W KT o RT3 Ry 5
—1i1!r 2!7' T 3!7’ —1—4!7’ + Ofr]

ik k 2n 2 kn =2 k2 +2n%) &2
erfc | rn + Y- h Fierfi| — || — 2wy £ Wleapp2 Me‘ln??ﬁ
2n 2n VT NG 37

kn(n? +6n°) &
- 1 77(172\/%77 )64’727’4 + 0[7“]5.

De esta manera, sustituyendo las expansiones en serie en los coeficientes y agrupando los términos
de acuerdo a las potencias r" se observa que:

T g{\;n(wrk)(n— B)et? 1 13 [erﬁ (;) - Z:|} + Ofr? (3.100)

2
{—477 (k* 4+ 2k*n* + 121%) 1T 4 /TR [erﬁ <2k) - z] } + O[r]*  (3.101)
n

FRTr: —
157
Asi, al calcular el limite cuando r — 0 los términos de orden mayor a 2 y el tensor ¥ ® 7 se
eliminan, por lo que solo se conservan las constantes en las expresiones (3.100). Por lo tanto,
resumiendo los resultados anteriores, a este nivel del desarrollo ya somos capaces de calcular la

. S . "
suma reticular g el cual es un objeto matematico de 3 x 3.

v
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Para la implementacién del calculo de la suma reticular ?fw se desarrollé un cédigo en el
Software comercial MATLAB en el cual se ingresan los vectores de red del sistema periédico y los
vectores base para calcular los diferentes términos. Particularmente, se calculé la suma reticular
para una red con simetria de traslaciéon cuadrada con solo una particula dentro de la celda unitaria.

En la Figura 3.18 se reporta el calculo para el caso en que 77, = 0 en la representacién de la
suma de Ewald, usando el pardmetro n = \/TE; y en la representacién de la suma real (3.81),
excluyendo el caso Ro = 6A. El calculo se realizé considerando una resolucién de 0.005 de las
cantidades adimensionales L/\ y K| * L/2m, tanto para el caso del célculo con el método de
Ewald como para el calculo con el método directo. Los resultados obtenidos se puede comparar
directamente con la Figura 3 de la referencia [46], a partir del cual se corroboran los resultados
obtenidos. No obstante, cabe remarcar que debido al alto valor numérico cerca de las difracciones
en comparacion del resto del mapa, en la Figura 3.18 se reportan las graficas en escala logaritmica,
por lo que se debe asociar los valores negativos a valores en un rango [0, 1] de la escala real.

o o
: -12 - -12
1.4
14 14
1.2 -16 -16
1 -18 -18
~<
~ 0.8 4 -20 -20
4
06 -22 22
04 24 24
-26 -26
0.2
-28 -28
02 04 06 038 1 12 14 02 04 06 038 1 12 14
K”*L | 27 K”*L | 27w
Ewald directa
= -12 L 12
1.4
14 14
1.2 16 -16
1 -18 -18
/<
-~ 0.8 -20 -20
- D 2 \
0.6 -22 -22
0.4 -24 0.4 24
-26 -26
0.2 0.2 f . ¢
.28 - = - -28
02 04 06 08 1 12 14 02 04 06 08 1 12 14
K *L /2w K. *L /27w

o F =
Figura 3.18: Gréficas de la componente z,z de la suma reticular G ,,, para el caso en que 7, = 04.
(sup-izq) contribucién dual a la suma de Ewald, (sup-der) contribucién real a la suma de Ewald, (inf-izq)
suma de Ewald total, (inf-der) suma directa en espacio real.

Para el calculo de la suma reticular usando el método de Ewald se obtuvo una convergencia
de la suma considerando 4 celdas; mientras que el célculo usando la suma directa en el espacio
real requirié de un nimero de 80 celdas para converger a la grafica reportada, donde se eligi6 el
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nimero de celdas para obtener una nitidez comparable a la obtenida con el método de Ewald.
Como se menciond anteriormente, el incremento en el nimero de celdas requeridas en el calculo
requiere de un mayor tiempo de computo, ya que mientras el calculo de la suma por medio del
método de Ewald solo requirié de 50 min de tiempo de cémputo, el calculo de la suma por medio
del método directo requirié de practicamente 2 dias de computo. Por consiguiente, la implemen-
tacion del método de Ewald conlleva una optimizacién del calculo. Mas aun, es facil visualizar
que el método de Ewald proporciona resultados “suaves”, mientras que la suma directa requiere
un gran numero de celdas para intentar reproducir dichos resultados.

En sintesis, se comprueba que la convergencia absoluta de la suma de Ewald implica una op-
timizacién del modelo sumamente conveniente para la resolucién completa de la respuesta optica
de los cristales plasmoénicos.

Mads aun, cabe remarcar que las expresiones obtenidas en este capitulo permiten implementar
el método de dipolos acoplados, de manera consistente, para el estudio de la respuesta 6ptica de
cristales plasmonicos. Razon por la cual a continuacion se muestra resumen de las expresiones
principales para implementar el método de CDA.. Dichas férmulas se usaran en el siguiente capitulo
para estudiar un cristal plasménico con simetria de traslacién hexagonal.
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3.5.3.1. Resumen de expresiones analiticas

Respuesta del Arreglo
. . . iK‘|-T_"+iq2K‘||z—z’|
Campo Esparcido (3.78): Es (7) = o W (KH) - Py ¢
deA v=1 quH
= - - _
W(KH) :kQ I +qd®q
Matriz Campo 5 —
Lejano (3.75):
Momento Dipolar Inducido
N
o 2 -1 -
Dipolos base (3.65): pV(KH) = [M ]yu “Eo
pn=1
1 =
Polarizabilidad efectiva (3.66): Wup, = 61/“ (Wf}> + G v
£ 1 @, =
9 m :@ Z ﬁ/\ (TVM;KWT/)
KmeA~
Suma Reticular (3.67): = = 2) - =
L ) sinen @ Gy Oas Ky + Co p=v
8 iR B2 o =
TN X Ruen et ?A (Top s K5 m) p#F v
) _ k2 — H%n,m —Km,z Kmy 0 o
ﬁ/\ (Top s Kpjym) = —Km,z Fm,y k2 — /{fn’y 0 | e"rmTrig(0)
0 0 k2
it 0 9(2) -1
+ T e L (Km)
z=0
) @), " s 1dF
Método de Ewald ﬁA (TV“ : KH?U) — 7 | k2 F(pm) + ;?p
(3.97), (3.98): =
. Phe  Pnapny 8 [1 d <1 dF)]
Pn,y Pnx Pn,y T\ -5
0 0 0 pdp \p dp
= Kyt B VIR Rl k< IR Rl
— — = ’ m — = — — —
pn:TuM—Rn —i\//{2—|KH—|—Km|2 , |K||+Km|<k'

Tabla 3.3: Expresiones méas importantes de la implementaciéon del Modelo de Dipolos Acoplados al
estudio de Arreglos peridédicos dos dimensionales (dp = 2), estudiados en un espacio tridimensional
(d=3).
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Funciones escalares: Espacio Dual

9(0) = 2erfec ("?“)

n
dg(z)|  _
dz =0
z=0
d? g(2) 9 k. 4n _ 2 /4,2
= 2(kVm fo | 2™ ) - “Lhy, (kym)?/4n
1.2 . (kym)“erfc 2 ﬁk'y e

Funciones escalares: Espacio Real

1 (. ik , 1k
F(p)=- {e’kp erfc <p77 + Z) + e erfe (pn - Z) }
p 2n 2n

1dF 1 ik
LdF(p) = { (=1 + ikp) erfc (pn + Z) e'kr

pdp P’ 2n
ik < 4 _p2p2 K
+ (—1 —ikp) erfc (pn — ;77> e tkp _ \/—777?p6 PIT }
11 1dF(p)} 1 N ( A
—— | = = —< (—k —3ikp + 3) erfc | pn+ — ) "
pdp [p dp p° ( ) )

” }
+ (—k:gp2 + 3ikp + 3) erfc <p7] — ;) e~ ikp
n
4 2 9, k%
+\/—%(2n2p3+3p)e p°n +4n2}

o = 7% <;7—rn(n+k)(n - k)e% + kK [erﬁ <2’2) _ZD

Tabla 3.4: Funciones escalares empleadas para el calculo de la suma reticular
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Capitulo 4
Simulacion de Propiedades Opticas de
Nanoestructuras

Como se mencioné previamente en el capitulo 3, dadas las dimensiones y estudio de geo-
metrias de particulas diferentes a la canénica (esférica), asi como a la interaccién entre muchas
particulas, no es posible describir de manera completamente analitica la interaccién de la luz
con un cristal plasmoénico, y en particular la excitacién de las resonancias de la red superficial
(SLRs). En consecuencia, para analizar de manera tedrica el arreglo plasménico, se propone re-
solver numéricamente o semianaliticamente los eigenmodos de las ecuaciones de Maxwell. En
primera instancia, se realiza la simulacién de una nanoparticula aislada embebida en un medio
homogéneo usando el método de elemento finito (FEM). Este anélisis nos permitié caracterizar la
contribucién de la simetria de la particula al campo cercano dispersado, asi como la contribucién
del plasmén de superficie localizado (LSPR) a las resonancias plasménicas del cristal. Posterior-
mente, se simulé el arreglo periédico por el método semianalitico de dipolos acoplados (CDA) y
por el método numérico de elemento finito (FEM), de manera independiente. Con base en los
resultados de los diferentes métodos, se comparan los mapas de extinciéon obtenidos y se realiza
una interpretacién fisica de la respuesta del sistema. Finalmente, existiendo una excelente con-
cordancia entre la extincién numérica y semianalitica, analizamos el campo cercano dispersado
por el cristal plasmoénico.

4.1. Meétodo de Elemento Finito

Para simular la respuesta 6ptica del cristal plasménico, en el presente trabajo se hizo uso del
software comercial COMSOL Muiltiphysics@®). Este cuenta con diferentes médulos para resolver
las ecuaciones diferenciales parciales acopladas, con condiciones de frontera, que describen el
comportamiento de diferentes sistemas fisicos de interés. En general, el programa COMSOL cuenta
con las herramientas dentro de su interfaz grafica para modelar la geometria de un sistema de
estudio. De esta manera, con base en la geometria construida y propiedades asignadas por el
usuario, el software genera una discretizacion del sistema en el espacio, la cual puede ser generada
de manera automatica o supervisada. Una vez generado el mallado, el software resuelve el sistema
de ecuaciones por medio del Método de Elemento Finito (FEM), como se esboz6 en la seccién 3.1.
Para el caso particular en que se analiza la interaccion de la luz con materia, el médulo 1til de
COMSOL corresponde al de Wave Optics. En este se resuelven los eigenmodos de las ecuaciones
de Maxwell, caracterizando las propiedades 6pticas de los materiales por medio del indice de
refraccién, para realizar un andlisis del campo eléctrico cercano en un rango de longitudes de
onda incidentes.
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4. SIMULACION DE PROPIEDADES OPTICAS DE NANOESTRUCTURAS
4.1.1. Software COMSOL. Mdédulo Wave Optics

El médulo Wave Optics es un complemento de la plataforma de software COMSOL Multiphy-
sics@®) y es usado por cientificos para comprender, predecir y estudiar la propagacién de ondas
electromagnéticas y los efectos de resonancia en aplicaciones dpticas. Al analizar las distribuciones
de campos electromagnéticos, los coeficientes de transmisiéon y reflexion, asi como la disipacién de
energia, pueden ser calculado de manera numérica. Por lo tanto, con base en un diseno propuesto,
las simulaciones de este tipo conducen a productos y métodos mas potentes y eficientes.

Para optimizar los disenios de dispositivos foténicos, éptica integrada, guias de ondas épticas,
acopladores, fibra 6ptica y més, se deben tener en cuenta los escenarios del mundo real. Las capa-
cidades de modelado multifisico del software COMSOL Multiphysics@®) ayudan a estudiar cémo
otras fisicas afectan las estructuras dpticas; por ejemplo, efectos de estrés Optico, electro-éptico
y acustico-6ptico, asi como calentamiento electromagnético. Debido a la amplia gamma de siste-
mas electromagnéticos que se pueden estudiar, el médulo de Wave Optics se subdivide en varias
interfaces (Observar figura 4.1).

Maddulo Wave Optics

Interfaz Ecuacion

oE L
€0ér——VXH+0E =0
Tiempo explicito ot

—-VxE=
#Oﬂrat

0
= i d A\ -
Transitoria VX [V x A] + Moo 5o+ Ho o7 (eoe,- E) =0

. . 1 = 2 ic \o =
Dominio de frecuencias VX [urtVx E] + k& e — o JE=0
0

Envolvente de haz (V - iky) x [,u,Tl ((V —iky) x E)] + ki (
Figura 4.1: Clasificacién de interfaces dentro del médulo de wave opctics del software de comsol

En particular, dado que la teoria desarrollada en este proyecto se fundamenta en el anélisis de
las ecuaciones de Maxwell en el espacio de frecuencias, se trabajé con la interfaz de dominio de
frecuencias en el médulo de Wave Optics de COMSOL, ya que esta interfaz se utiliza para resolver
distribuciones de campos electromagnéticos arménicos en el tiempo. Cabe mencionar que en esta
interfaz, el tamano maximo del elemento de malla debe limitarse a una fraccién de la longitud
de onda incidente. De esta manera, el tamano del dominio que se puede simular se escala con
la cantidad de memoria de computadora disponible y la longitud de onda. Ademas, esta interfaz
admite varios tipos de estudio, tales como Dominio de frecuencia, Frecuencia propia, Anélisis de
modo y Analisis de modo limite. El tipo de estudio usado en este proyecto corresponde al de
dominio de frecuencia, ya que este dominio se utiliza para simulaciones basadas en fuentes de
una sola frecuencia o de una secuencia de frecuencias. De esta manera, la interfaz de dominio de
frecuencias, resuelve la ecuaciéon de onda armonica de tiempo para el campo eléctrico.

En especifico, en este trabajo usamos el software para modelar la respuesta éptica de particulas
aisladas y sistemas periédicos, realizando un modelo para cada uno de los casos. Asi, debido a
que los cristales plasmoénicos estan compuestos de particulas de unos cientos de nandmetros, asi
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4.2 Particula Aislada

como de diversas geometrias, es conveniente primero analizar la respuesta 6ptica de la particula
aislada y posteriormente la respuesta del sistema periddico.

4.2. Particula Aislada

Simular la particula aislada permite estudiar la contribucién de los plasmones localizados de
superficie (SPR) al espectro del cristal plasménico. En general, con base en el modelo numérico de
la particula aislada se puede modificar los SPR por medio del tamafio y geometria de la particula,
asi como de las propiedades épticas de la misma; ya que estas resonancias dependen fuertemente
de estas caracteristicas. A su vez, el control sobre los SPR, asociados a una respuesta plasménica,
induce un cierto control de las resonancias de red superficial (SLR), las cuales corresponden a la
respuesta éptica del cristal plasmoénico. Debido a esto, es conveniente comenzar con el andlisis de
la respuesta éptica de la particula aislada.

En particular, para el disefio de la geometria del sistema asilado haciendo uso de la interfaz
de COMSOL, se simulé la geometria de la particula en el centro de una esfera de mayor tamano,
que funge numéricamente como los alrededores de la particula y cuyas dimensiones dependen del
rango de longitudes de onda en el que se planea estudiar la respuesta éptica. Por otra parte, para
simular que el medio en el que se encuentra embebida la nanoparticula es continuo se simula una
capa artificial que rodee al sistema fisico modelado, cuyo nombre es capa perfectamente acoplada
(PML por sus siglas en inglés). Este material absorbe las ondas que lo traspasan y evita que estas
se reflejen en la interfaz entre el sistema fisico y la superficie interior de la PML, modelando asi
que el sistema que rodea la nanoparticula es infinito.

Con respecto a la caracterizacién de los materiales, para simular a una particula del plata em-
bebida en silicio, a la matriz y al PML se les asigné un indice de refraccién constante de 1.46,
mientras que a la particula se le asigné el indice de refraccién del plata extraido de la base de
datos de COMSOL, el corresponde a los datos experimentales reportados por Johnson & Crhisty
en la referencia [37]. Para visualizar la dependencia de las propiedades épticas de las particulas
de plata con respecto a la longitud de onda incidente, se enfatiza el hecho de que los valores de
la parte real e imaginaria del indice de refraccién de la plata usados en el modelo numérico coin-
ciden con los datos de la funcién dieléctrica experimental reportados en la grafica de la Figura 3.9.

La geometria del sistema usado para simular la respuesta de una particulas aislada con geo-
metria esférica o cilindrica, respectivamente, se muestra en la Figura 4.2. También se ilustran
visualmente los parametros geométricos cruciales para la convergencia del modelo numérico. En
ambos casos, el parametro t; corresponde al tamano del sistema fisico modelado, mientras que el
parametro t,,, corresponde al grosor del PML. Como se mencioné previamente, es conveniente
definir los valores de los parametros geométricos del sistema simulado en funcién del rango de
longitudes de onda en el que se planea estudiar la respuesta del sistema. De esta manera, con base
en un barrido de los parametros geométricos del sistema modelado, se determina que los parame-
tros requeridos para la convergencia del modelo en COMSOL corresponden a tj, y tp,; igual en
magnitud a la longitud de onda méaxima del rango de analisis. Por lo tanto, dado que se buscd
estudiar la respuesta de la particula en el rango de longitudes de onda de la luz visible (400 nm
- 800 nm), las dimensiones para la convergencia del modelo corresponden a ¢, = 800 nm = tpy.

Por otra parte, como ya se mencioné brevemente, el método de elemento finito requiere de una
discretizacion espacial del sistema para resolver numéricamente las ecuaciones de Maxwell, por
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7,
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Figura 4.2: Modelo geométrico para la particula aislada generado con la interfaz grafica de COMSOL.
Para ejemplificar su uso en el estudio de diferentes geometrias, ase muestra el modelo para una la
particula esférica (izq) y cilindirca (der). En ambos casos, se remarca de color azul a la particula.

lo que se requiere de un diseno del mallado que asegure la convergencia del modelo. Este diseno
incluye tanto la construccién de la geometria del sistema contemplando superficies que se discre-
tizan de manera paramétrica para asegurar la conservacion de las simetrias, asi como la eleccién
del tamano maximo y minimo del elemento de mallado.

En particular, para asegurar la conservacién de simetria, en nuestro modelo se opté por dividir
la geometria en los ocho cuadrantes resultantes de la interseccién de los planos cartesianos. Esto
se puede llevar acabo en la interfaz grafica de comsol usando las herramientas de construccién de
Booleans and Partitions en la pestana Geometry, como se muestra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Captura de interfaz grafica del software de COMSOL. Se senala la seccién del modelo para
la construccién de la geometria del sistema por medio de booleanos con cuerpos geométricos elementales.
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4.2 Particula Aislada

Una vez construidas las secciones procedemos a realizar el mallado de una de los octavos
del sistema, habilitando la opciéon de mallado definido por el usuario en la pestana Mesh de
la interfaz grafica. Se recomienda empezar realizando el mallado de la superficie de la particu-
la, usando la herramienta de mallado Free Triangular y definiendo distribuciones en las aris-
tas de la geometria para asegurar que la superficie de la particula posea el minimo tamafnio de
elemento de mallado permitido. Esto tltimo se puede asegurar escribiendo la linea de coman-
do floor(parametro_dimensional_de_particula/tamano_minimo_elemento_de_mallado) dentro de la
seccién de Number of elements de la pestana de Distribution, (observar Figura 4.4).
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Figura 4.4: Discretizacién de la superficie de un octavo de la particula. En particular, se ejemplifica la
parametrizacién del radio del cilindro por medio de la eleccién del nimero de elementos en la arista.

Una vez que se realiza todo el mallado de la superficie de la particula en el cuadrante en interés,
procedemos a mallar la superficie interna del domino de la capa PML dentro del mismo cuadrante.
El procedimiento en este caso es andlogo al realizado en el mallado de la superficie de la particula,
salvo que en este caso la distribucién en las aristas se realizara con respecto al tamano maximo
de elemento de mallado permitido. Posteriormente, se procede a mallar el volumen de dominio
fisico, seleccionando el volumen de la particula y de la esfera interna, y habilitando la herramienta
Free Tetrahedra en la pestania de Mesh. Para concluir el mallado del cuadrante seleccionado,
se procede a mallar el dominio del PML habilitando la herramienta Sweep y seleccionando el
dominio del PML en el cuadrante. Por dltimo, para generar el mallado de toda la geometria del
sistema, habilitamos la herramienta de Copy para copiar el mallado del cuadrante realizado en
los demds cuadrantes. Por lo tanto, con base en la copia del mallado aseguramos la conservacion
de la simetria en la soluciéon numérica del problema. Para ejemplificar el mallado final, en la
Figura 4.5 se muestra la discretizacion del modelo para el caso de la particula esférica, generado
con el procedimiento descrito anteriormente. Es importante remarcar que en esta figura es posible
apreciar visualmente la replicacion del mallado por cuadrantes, detalle fundamental para asegurar
la conservacion de las simetrias que posee el sistema.

Finalmente, realizando un barrido en funcién del tamano del Elemento se analisis la convergencia
del sistema, de tal manera que se determiné que el tamano del mallado requerido consistia en un
tamano de elemento minimo de d;,r/4 y de un tamano maximo de elemento de Apin/ 23 donde
dinf denota el pardmetro geométrico menor de la particula y A, denota la longitud de onda
minima en el rango de andlisis. Es preciso aclarar que los limites superior e inferior del tamano
del mallado se especifican en la pestana Mesh de la interfaz grafica en la seccién de Size. Tam-
bién, cabe mencionar que estos parametros se eligieron especificamente para modelar la particula
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esférica y cilindrica estudiadas en este trabajo. En caso de que se modele otro tipo de geometria
y tamano de particula, es probable que sea necesario realizar un nuevo andlisis de convergencia
para la particula de interés.

Por otra parte, para perturbar el sistema, se modela un campo eléctrico de fondo descrito por
la expresion:

Ei (7) = Egeiﬁ'F = Eo exp(i(kyx + kyy + k.2)) , (4.1)

donde Eo denota una amplitud real y K = ky% + kyg + k.2 representa el vector de onda. De
manera congruente, la relacién (4.1) corresponde a una onda electromagnética plana con vector
de onda k y con vector de polarizacion en direcciéon de Eo. Cabe enfatizar que el angulo de in-
cidencia 6 se implementa en la definiciéon de las componentes del vector de onda, por lo tanto,
haciendo uso de las expresiones para coordenadas esféricas se tiene que k, = k sin(f) cos(y),
ky = k sin(0) sin(p), k. = k cos(), con k = 2Tng y ng = 1.46, donde este tltimo corresponde
al indice de refraccion del silicio. De acuerdo con lo anterior, se observa que el campo simulado
coincide con el campo incidente definido con la expresién (3.61), siendo congruentes en el anélisis.
Ademids, para simular las polarizaciones candnicas de luz linealmente polarizada, se sustituye al
vector Ey por los vectores fi, = sinfx — costly y n = —cosfcospx — sinfcospy — sinbz, para
considerar polarizacion s y p, respectivamente.

Con base en el modelo antes descrito, se calcula numéricamente el campo eléctrico. A partir de
los resultados se determina la seccion transversal de esparcimiento Cy., y la seccién transversal
de absorcién Cps. Para esto se calcula la integral de la proyeccién del vector de Poynting con
respecto a la normal en la interfase entre el PML y el espacio fisico, obteniendo asi la energia
que atraviesa la superficie externa del sistema fisico para el calculo de Cs.q; 0 bien realizando el
mismo célculo, pero ahora con respecto a la normal a la superficie de la particula, obteniendo
asi la energia que atraviesa la superficie de la particula para el calculo de Cyp,. Los resultados
anteriores se normalizan con respecto a la intensidad de la onda electromagnética incidente para
considerar inicamente la contribucién al campo esparcido debido a la interaccion con la particula.

El resultado numérico de las secciones transversales, para el caso de luz en incidencia normal
(0; = 0°), con vector de polarizacién S, para las dos geometrias de las particulas, se muestran en
la Figura 4.6. A partir de los resultados de la seccién transversal de esparcimiento se observan
dos resonancias caracteristicas de la particula esférica aislada (A = 408 nm y A = 519 nm) y una
resonancia caracteristica de la particula cilindrica de 100 nm de altura (A = 380 nm).
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Figura 4.6: Grafica del espectro a incidencia normal de la seccién transversal de absorcién (Cups) y
de esparcimiento (Cs.,) para la particula esférica y cilindrica obtenido de la simulacién de la particula
aislada embebida en un medio homogéneo con indice de refraccion de 1.46.

En especifico, para justifica la implementacién del método de dipolos acoplados nos intere-
sa caracterizar los modos plasmonicos de la particula aislada bajo la excitacion de un campo
eléctrico incidente. En particular, con los resultados del método numérico podemos analizar el
campo cercano producido por la nanoparticula plasménica, asi como la distribucion de carga en
la superficie de la particula para definir el modo multipolar. Los resultados numéricos para las
longitudes de onda de 408 nm y 546 nm en el caso de la particula esférica, para longitud de onda
de 400 nm y 650 nm para la particula cilindrica, se muestran en la Figurad4.7.

Primero, en la Figura 4.7 es posible observar que la asignacién del signo de carga coinciden
con la direccién del campo eléctrico, es decir, se observa que las lineas de campo divergen de las
regiones con carga positiva y que las lineas de campo convergen en las cargas negativas. Este
resultado corrobora la consistencia de los cdlculos numéricos del campo cercano.

Segundo, con base en la distribucion de carga en la particula aislada, es posible observar que,
para longitudes de onda cortas, muestra un comportamiento cuadrupolar, tanto para la particula
esférica como la cilindrica. Por el contrario, para longitudes de onda largas, ambas particulas
muestran un comportamiento dipolar. Por lo tanto, con base en los resultados de la simulacién
con el método de Elemento Finito, se comprueba que, ain para particulas de diferentes geometria
y de algunos cientos de nandmetros, es posible aplicar la aproximacién dipolar para la descripcion
de las particulas en longitudes de onda dentro del rango de luz visible, justificando asi la imple-
mentacion del método de dipolos acoplados para el estudio de cristales plasménicos y su uso en
el campo de la nanofoténica.

Por ultimo, cabe resaltar que el interés mostrado en el anélisis de particulas con geometria cilindri-
ca radica en un argumento experimental. Esto se debe a que en la practica es complicado fabricar
particulas con geometria esférica perfecta, mientras que las particulas con geometria cilindrica son
més sencillas de fabricar. Por consiguiente, es recomendable estudiar ambos casos para ponderar
las propiedades de cada uno con respecto al otro.
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Figura 4.7: Resultados numéricos de la distribucién de carga superficial y campo eléctrico (flechas
nuegras) simulado en el plano YZ a X = 0. Las imdgenes superiores corresponden a los resultados para
la particula esférica: (izq) A = 408, (der) A = 546; las imdgenes inferiores corresponden a los resultados
para la particula cilindrica: (izq) A = 400, (der) A = 650.

4.3. Estudio de cristal plasménico con simetria hexagonal

El sistema periddico estudiado en este trabajo corresponde a una red dos-dimensional con
simetria Hexagonal, cuya configuracién geométrica se ilustra en la Figura 4.8(a). Las propiedades
de traslacion de este sistema quedan descritos en términos de los vectores de red:

= g (1, V3, O) c fy = g (—1, V3, 0) con a=+3L (4.2)

y por lo vectores base:
dy =(0,0,0) ; d2=(0,L,0), (4.3)

donde L denota la distancia de centro a centro entre vecinos cercanos. Como es posible notar, la
red con simetria hexagonal estd conformada por dos redes con simetria de traslacién triangular,
de tal manera que una se encuentra desplazada con respecto a la otra con base en el vector cfg,
como se aprecia en la Figura 4.8(b). Esta condicién provoca que la estructura base del arreglo
hexagonal sea similar al del arreglo triangular. Sin embargo, cabe remarcar que la regiéon rom-
boidal (Figura 4.8(a)), la cual reproduce el cristal hexagonal por medio traslacién de la misma,
no coincide con la celda de Wigner-Seitz asociada al sistema triangular (Figura 4.8(b)). Esto se
debe a que en el caso del arreglo hexagonal el sistema estd compuesto por dos redes de Brave no
conmensurable, por lo que para este caso es necesario considerar una celda unitaria que contenga
dos particulas. A su vez, esta propiedad hace que la fisica del sistema hexagonal sea mucho maés
rica, ya que se pueden explorar fenémenos electromagnéticos modulados por la interaccién entres
las particulas dentro de la celda unitaria.
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En este mismo contexto, gracias a la invariancia de traslacién del sistema, se sabe que el cristal
plasménico cuenta un espacio reciproco asociado, el cual se construye de acuerdo con lo expuesto
en las seccién 3.4.0.1, especificamente con base en la condicién (3.53). Por consiguiente, en la Fi-
gura 4.8(c) se muestra el espacio reciproco asociado a la red con simetria de traslacién hexagonal,
la cual, coincide con el espacio reciproco asociado a la red con simetria de traslacién triangular.

Ahora bien, dado que el espacio reciproco conserva una estructura periédica, para realizar el
analisis de este, es conveniente construir la celda unitaria asociada a dicho espacio, a la cual se
le denomina con el nombre de Primera Zona de Brillouin. Esta zona tiene la propiedad de
reproducir todo el espacio reciproco por medio de traslacién de esta, propiedad que le hace esencia
en la reduccién del analisis requerido. Por otra parte, dado que la zona Brillouin corresponde a
un poligono regular, dentro de esta se puede delimitar una regién (més pequenia) que condensé
toda la informacién de esta. A esta regién se le conoce con el nombre de Zona Irreducible ya
que, como su nombre infiere, es la regién minima requerida para la reproduccién de la Zona de
Brillouin por medio de transformaciones rigidas como rotaciones, reflexiones y traslaciones. Mas
aun, debido a la enorme importancia de la zona irreducible en la descripcion de las propiedades
de simetria del sistema, a sus vértices se les conoce con el nombre de puntos de alta simetria.
Estos puntos seran de muy utiles en el estudio del sistema ya que. para condensar la informa-
cion de la zona irreducible, se suele hacer las mediciones de la respuesta del sistema a lo largo
de la trayectoria entre los puntos de alta simetria. Esto permite restringir y mostrar de manera
eficiente los resultados en funcién de las simetrias de sistema. Para el caso particular de la red
con simetria hexagonal, en la Figura 4.8(c) se ilustra la Primera zona de Brillouin y los puntos
de alta simetria, denotados con las letras I', M y K.
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Figura 4.8: Estructura Geométrica de la red hexagonal. (a) Espacio real, donde se muestra la celda
unitaria asociada (rombo verde). (b) Coincidencia de la red hexagonal con la red triangular, donde se
muestra la celda de Wigner-Seitz asociada a la red triangular (hexdgono rosa). (c¢) Espacio reciproco
asociado a las redes triangular y hexagonal. Se resalta la primera zona de Brillouin asociada (hexdgono
magenta), junto con las trayectorias de alta simetria de la zona (lineas moradas).

De manera congruente, es preciso enfatizar que el escaneo de una trayectoria de alta simetria se
explora por medio de la direccién del plano de incidencia con respecto a la geometria del cristal,
donde esta direccién es seleccionada por medio de la variable ¢, que corresponde al &ngulo azimu-
tal de coordenadas esféricas. De esta manera, al comparar las representaciones geométricas (a) y
(c) de la Figura 4.8, se observa que el plano de incidencia parametrizado por ¢ = 0 corresponde al
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escaneo de la trayectoria de alta simetria I'-K; mientras que el plano de incidencia parametrizado
por ¢ = m/2 corresponde al escaneo de la trayectoria de alta simetria I'-M.

Particularmente, en el presente trabajo nos restringimos al andlisis de la trayectoria I'— K (¢ = 0).
A continuacion, se detalla el andlisis numérico y semianalitico de la respuesta éptica del cristal
plasménico con simetria hexagonal de traslacion.

4.3.1. Modelo de Dipolos Acoplados

La implementacién del modelo de dipolos acoplados se realizé con base en el formalismo
fisico-matemético desarrollado en el capitulo 3. Para esto se construyd un cédigo computacional
en el software comercial MATLAB@®)R2020a para calcular el campo dispersado por el sistema de
particulas ordenadas. Asi, para construir el sistema modelado es necesario que el usuario ingrese
datos del sistema tales como:

= ¢ = Radio de la particula
= Nsep = Parametro de red .

» Rs_crf = Matriz de Mx3 cuyos renglones sean los vectores base (posicién de las M-particulas
dentro de la celda unitaria)

» Latt_vecs = Matriz de Nx3 cuyos renglones corresponden a los vectores de red (N-traslaciones
bésica de la celda unitaria para la creacién de toda la red).

» Emed = Indice de refraccién del medio que rodea a las particulas.

= jc_Agn2.txt, je_Agk2.txt = Archivos .txt con la tabla de datos de la parte real e imaginaria
del indice de refraccién del material del cual estan conformados las particulas.

s wpAg, gammaAg = Frecuencia de plasma y constante de amortiguamiento del material de
las que estan hechas las particulas.

Posteriormente, dado que el estudio de la respuesta éptica del sistema se ha realizado en funcién
de la trayectoria de simetria explorada (), el d&ngulo de incidencia (6) y la longitud de onda del
campo eléctrico incidente (\), para calcular los mapas de los espectros también es necesario definir
la longitud de onda minima y maxima del rango estudiado, la resolucién en el rango de longitudes
de onda, el angulo de incidencia minimo y maximo del rango estudiado, la resolucién en el rango
de dngulos de incidencia y el angulo de incidencia minimo y méximo del rango estudiado. Una
vez ingresadas todas las propiedades del sistema y los rangos de estudios, el cédigo computacional
calcula la suma de red asociada al sistema construido en el script. Es importante rememorar y
tener presente que es necesario definir el tamano del sistema para que computacionalmente se
puede ejecutar, asi, para que se ejecute el script es necesario que el usuario defina:

s NCells = el nimero de celdas en las que se realizara la suma de red.

Con base en los parametros ingresados por el usuario, se calcula el momento dipolar que modela
a las particulas que conforman el sistema ordenado, con base en las expresiones sintetizadas en la
seccién 3.5.3.1. En suma, se calcula el campo eléctrico esparcido en el régimen de campo lejano
(3.78) y con esto se procede a calcular la transmisividad (T), con base en la relacién (3.72) y en
funcién del dangulo de incidencia y de la longitud de onda incidente.
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En este mismo contexto, cabe mencionar que en la practica experimental suele ser comun cuan-
tificar la respuesta éptica del material por medio de la luz extinguida por la muestra, como se
desglosa en la seccién C.2 del apéndice C. En consecuencia, para ser congruente con mediciones
experimentales, con base en la relacién (C.4), en general se puede definir la extincién (Ext) de
luz por medio de la relacion:

Ext(A\,0,p0) =1 —T(\0,p) |. (4.4)

En particular, para el caso en que la definiciéon de la extincién se implemente con base en el
método de dipolos acoplados se tiene que T' (A, 0,¢) = (T) (F=0; A, 0,¢).

En especifico, el sistema que se model6 por medio del método semianalitico de CDA correspon-
de a un el arreglo hexagonal con distancia entre vecinos cercanos L igual a 200 nm, conformado de
particulas esféricas de plata con radios de 50 nm. Las propiedades épticas de las nanoparticulas
se modelaron con base en la funcién de polarizabilidad “pura’ descrita en la seccién 3.3.1, y cuya
grafica para el caso particular de la plata se reporta en la Figura 3.10. Mientras que las propie-
dades de la matriz donde se encuentran embebidas las particulas se simulé usando un indice de
refraccion constante de n = 1.46, el cual modela un medio de SiOs, es decir, un vidrio de uso
comun (Figura 4.9). Finalmente, para el sistema definido, en la grafica de la Figura 4.9 se reporta
el mapa de extincién con respecto a longitud de onda y dngulo incidente (4.4), calculado mediante
CDA. Es preciso sefialar que el mapa reportado corresponde a una resolucién angular de 0.2° y
una en resolucion en longitudes de onda de 2 nm, para el cual se requirié un tiempo de cémputo
de alrededor de 3 horas. Ademaés, como se puede observar, al usar el método de Ewald para la im-
plementacién del método CDA, se obtiene un comportamiento “suave” del mapa de extincién. En
consecuencia, esta ultima propiedad de los resultados obtenidos por medio nos induce a afirmar
que el modelo semianalitico converge correctamente.
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Figura 4.9: Tlustracién del cristal plasmoénico formado por esferas de 50 nm de radio y con simetria de
traslacién hexagonal con pardmetro de red igual a 200 nm. Espectro de extincién, con base en CDA,
del cristal plasmoénico al interactuar con luz polarizada en S, con plano de incidencia que escanea la
trayectoria de alta simetria I'—K.

La respuesta optica del cristal plasménico reportada en la Figura 4.9 muestra una respuesta
hibrida debida a la interaccién entre luz-materia en el sistema. Sin embargo, en este punto del
analisis, se opté por posponer la interpretacién fisica de los resultados hasta reportar el producto
de la simulacién mediante el modelo numérico de FEM. La propuesta anterior se realiza con el
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proposito de primero corroborar los resultados obtenidos con el modelo de dipolos acoplados, asi
como identificar sus limitaciones en la descripcién de la respuesta éptica del cristal, mediante la
comparacién de resultados obtenidos con un método diferente. De esta manera, para proceder
de acuerdo a lo anterior, a continuacién, se describe el desarrollo de la simulacién del sistema,
descrito en este seccion, pero esta vez usando el método de elemento finito. Cabe remarcar que
se prestd especial atencién en trasladar todas las propiedades del sistema al modelo numérico,
asi como mantener el rango y la resolucién con la que se simulé la respuesta del sistema. Esto
ultimo con la finalidad de realizar una comparacién fiable de los resultados obtenidos por los dos
diferentes métodos abordados.

4.3.2. Método de Elemento Finito

Para simular el cristal plasménico haciendo uso del software COMSOL, se sigue un proce-
dimiento similar al expuesto para la particula aislada. En especifico, para el modelo del cristal
plasménico, para reproducir la periodicidad del sistema se procede a simular la celda romboidal
(Figura 4.8) para construir la estructura geométrica que se muestra en la Figura 4.10. Ademaés,
en la misma figura se senalan las condiciones de periodicidad que deben ser impuestas para en los
laterales de la celda para asegurar que la respuesta simulada por el software conserve propiedades
de simetria.

Por otra parte, para simular las propiedades épticas para coincidir con al caso simulado por me-
dio de CDA, a la matriz se le asigné el indice de refraccién de 1.46, para simular un medio de
SiO2, mientras que a las particulas se les asigno el indice de refraccién experimental de la plata
reportado en la referencia [37]. Ademds, cabe enfatizar que las propiedades de los PMLs, los
cuales se agregan al modelo con el fin de asegurar que sea infinito en el eje z, se hacen coincidir
con las propiedades épticas del sistema fisico, esto con el propdsito de simular el caso en que las
particulas se encuentran embebidas en un sistema homogéneo.

Ahora bien, una que vez que se construyé la estructura base del sistema, de manera analoga al
caso expuesto en la particula aislada, es necesario analizar la convergencia del modelo en funcién
de los pardmetros geométricos libres (tp,, tpmi, tport) vy del disefio del mallado del sistemas. Asi,
realizando un barrido de los parametros, se determiné que los pardmetros requeridos para la con-
vergencia del modelo corresponden a los valores reportados en la Tabla 4.1.

’ Parametros Geométricos ‘ Pardametros de Mallado ‘

th = Amaz min = 7"/6
tpml - )\maa: mar = A’rmn/(23>
tport == )\max/lo

Tabla 4.1: Parametros de la geometria y mallado requeridos para la convergencia del modelo de COM-
SOL construido para el estudio del cristal plasménico con simetria de traslacién hexagonal, formado
por particulas esféricas. A in ¥ Amae representan los valores extremos del rango de longitudes de onda
estudiadas. r representa el radio de las particulas

En consecuencia, dado que se estudi6 la respuesta dentro del rango de longitudes de onda de
la luz visible (400nm-800nm), la dimensién del sistema fisico para la convergencia del modelo
corresponden al caso t, = 800nm = t,,,,; , tpor¢ = 80nm. La discretizacién del espacio considerada
para el caso antes mencionado se reporta en los esquemas de la derecha en la Figura 4.10.
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En la figura anterior se puede apreciar que el tamano de los elementos del mallado para las na-
noparticulas es mucho menor que el considerado para el resto de la geometria, esto se debe a que
el mallado alrededor de las particulas debe ser més fino para resolver los detalles del campo elec-
tromagnético cercano. Asimismo, la observacién anterior hace evidente que existen limitaciones
para la convergencia con base en los pardmetro propuesto en la Tabla 4.1, ya que, para los casos
en que r > A\nqq, la diferencia de tamanos de elemento producirad inconsistencias en el mallado.
De esta manera, es importante senalar que los parametros obtenidos para la convergencia fueron
optimizados con base en la condicién 4r ~ A4z, por lo que se puede extrapolar principalmente
para casos alrededor de esta condicién.
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Figura 4.10: Modelo geométrico generado con la interfaz grafica del programa COMSOL para simular
el cristal plasménico.

Por otra parte, para la iluminacién de la nanoestructura se usa la opcién de puertos (Port) den-
tro en la interfaz grafica de COMSOL. En dicha opcién se define la onda en una superficie del
sistema y se configura la propagacién definiendo las propiedades de la luz incidente y la direccién
de emisién de la onda en la interfase elegida. De esta manera, dado que suponemos que la luz
incide por la parte superior, se toma como puerto emisor la superficie del PML superior (puerto
R en Figura 4.10) para genera un campo eléctrico como el de la expresion 4.1, mientras que la
superficie PML inferior (puerto T) se asigna como puerto absorbente.

Finalmente, a partir del modelo construido se puede calcular la transmisividad de la muestra
integrando el pardmetro S21 de la matriz de transferencia, definido en COMSOL por medio del
comando ewfd.521, en la superficie senalada con el nombre de puerto T. A su vez, a partir del
célculo de transmisién (T) se calcula la extincién como Ext = 1 — T, de manera congruente a
la definicién (4.4). Es importante remarcar que el uso del pardmetro de S12, en lugar del vector
de Poynting para calcular el flujo de energia que se transmite, es debido a que esta funcién del
software esta automatizada para proporcionar el valor de la transmision normalizada con respecto
a la onda producida por el puerto. Para mayores detalles acerca de la definiciéon del pardametro se
puede consultar la referencia [47].
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En especifico, usando el modelo construido se simulé el arreglo hexagonal con pardmetro de red
L igual a 200 nm, conformado de particulas esféricas de plata con radios de 50 nm. Los resul-
tados del cédlculo de la extincién obtenidos por medio del método numérico FEM para el cristal
plasménico mencionado se reportan en la Figura 4.11, junto con los resultados obtenidos por el
método semianalitico CDA, previamente reportados en la Figura 4.9, para poder visualizar a la
par ambos resultados. Es importan enfatizar que en ambos modelos se excité con luz linealmen-
te polarizada en s, en un plano de incidencia que escanea la trayectoria de alta simetria I'—K,
ademds de conservar la resolucién antes impuest de 0.2° y 2 nma.
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Figura 4.11: Espectros de extincién (I'—K,polarizacién s) del cristal plasménico formado por esferas de
50 nm de radio y con simetria de traslaciéon hexagonal con pardametro de red igual a 200 nm. Resultados
obtenidos con CDA (izq) y FEM (der).

Al comparar las graficas de la Figura 4.11 se observa que, a groso modo, los mapas de extincién
obtenidos con el método numérico y el método semianalitico conservan una estructura similar.
Por lo tanto, dado que los resultados concuerdan independientemente de haberse realizado con
base en diferentes métodos, se verifica la consistencia de los resultados y se puede proceder a
realizar una interpretacién fisica desde una perspectiva general, es decir, independientemente del
método usado.

En las graficas de la Figura 4.11 las lineas nitidas-continuas que se observan corresponden a
las anomalias de Rayleigh (RA), es decir, a los érdenes difractados que se quedan contenidos en
el plano de la red. Asi, dado que estos modos se tratan de luz difractada, a las RA se les asigna
el nombre de modos foténicos del sistema. Por otra parte, a la respuesta no dispersiva, observa-
da alrededor de A= 500 nm y 0°, es la resonancia de plasmén de superficie localizada (LSPR)
asociadas a las nanoesferas individuales. Este se corrobora por medio de los resultados de la sec-
cién transversal de esparcimiento de la nanoesferas aislada, ya que, al observar la grafica de la
Figura 4.6, se comprueba que una de la resonancias de la particula individual coincide con la lon-
gitud de onda de 500 nm, razén por la cual se le asigna el nombre de modo plasménico del sistema.

Posteriormente, una vez que identificados los modos foténicos y plasménicos, podemos observar
que en el mapa de extensién existen algunas caracteristicas del espectro las cuales no se pueden
describir dentro de las dos clasificaciones antes mencionadas. Un ejemplo de esto es el caso de la
banda que se corta a angulos pequenos, alrededor de la longitud de onda de 570 nm. En general,
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las anomalias de este estilo demuestran la existencia de hibridacién de modos en el cristal plamoéni-
cos, a los cuales se les conoce con el nombre de resonancias de red superficial (SLR). Siguiendo
este razonamiento, es posible senalar que la banda a 570 nm es resultado del acoplamiento de
las RA con la LSPR a 500 nm, lo que da como resultado una SLR ancha y plana. Asi mismo, se
observa que el modo a 570 nm se vuelve fuertemente dispersivo y su ancho de linea se estrecha
a medida que se recorre la grafica en direccién de dngulos pequernios (12°). Cabe resaltar que la
existencia de bandas planas es de interés en la nanofotdonica ya que se proyectan como regiones
donde se pueden generar fenémenos interesantes de modelado de luz, de manera similar al de
su andlogo del estado sdlido, en el cual las bandas electronicas planas inducen una velocidad de
grupo de los electrones nula, por lo que se interpreta como regiones donde los electrones dentro
del sistema estdn “quietos”.

Por otra parte, el modelo de COMSOL construido puede ser explotado para explorar la res-
puesta del cristal en funcion de la geometria de la particula. Para esto solo es necesario cambiar
la geometria, de la particula, dentro del modelo y realizar pequenos cambios en el mallado del
sistema, de tal manera que se ajuste a la nueva geometria de la particula. Mas aun, si la geometria
de la particula es tal que su parametro geométrico menor d,,;, cumple que que 4d,in ~ Amaz,
entonces se pueden extrapolar los parametros de la Tabla 4.1 para asegurar la convergencia del
modelos numérico. Asi, de acuerdo con lo anterior, en el presente trabajo se usé el modelo numeéri-
co para estudiar la respuesta Optica del cristal plasmonico, con la simetria hexagonal, en funcién
de la geometria de las nanoparticulas que lo componen. En especifico, para particulas cilindricas
con diversas alturas por cristal. Los mapas de extinciéon obtenidos para las diferentes geometrias
de particulas simuladas con el FEM se reportan en la Figura 4.12.

Realizando la comparacién de los resultados tanto en funcién del método empleado (Figura
4.11) asi como en funcién de la geometria de la particula (Figura 4.12), se observa que en todos
los casos se tiene un cruce de las RAs alrededor de la longitud de onda de 450 nm a incidencia
normal. Mas ain, es preciso notar que la degeneracién de las difracciones se conserva indepen-
dientemente de la forma de la particula considerada en el calculo con FEM. Esto se debe a que
las difracciones son fendémenos colectivos originados de la propiedad de simetria de traslaciéon de
la red y la periodicidad del sistema coincide en ambos casos. No obstantes, al comparar los re-
sultados en la region de longitudes de onda corta es posible observar discrepancia entre ellos. Sin
embargo, este resultado también era de esperarse, ya que de acuerdo a la distribucién de carga
de la particula aislada (figura 4.7), el comportamiento de las particulas a longitudes onda corta
es cuadrupolar, por lo que habra efectos que no podra reproducir el modelo CDM en este rango,
dado que se basa en el modelo de los elementos del sistema bajo la aproximacién de respuesta
dipolar. Por lo tanto, la excelente concordancia entre los dos métodos demuestra que la respuesta
de nuestras nanoparticulas es predominantemente dipolar.

Por otra parte, como se observa en las graficas de la Figura 4.12, la resonancia no dispersi-
va (banda horizontal ancha) cambia drésticamente con respecto a la forma de la particula, aun
cuando se trata tnicamente de un cambio de altura en el caso de los cilindros. Como ya se habia
senalado, esto se debe a que esta resonancia se asocia particularmente al modo plasmonico del sis-
tema, es decir, a la resonancia localizada debido al plasmén originado en la interfase de la particula
y el medio. Particularmente, se observa una buena similitud entre los espectros de la esfera y el
cilindro con altura de 50 nm, esto se debe a que la fraccién de llenado con respecto a la celda
unitaria es muy parecida para estos dos casos. Esta ltima afirmacién es de gran importancia para
justificar la implementacién de CDA para el estudio de sistemas experimentalmente fabricables,
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ya que un cristal plasménico de particulas cilindricas conlleva una dificultad de fabricacion mucho
menor que un cristal plasmoénico de particulas esféricas, razén por la cual en este trabajo se estu-
di6 el caso cilindrico. Més aun, el interés de la implementacién del CDA radica en la optimizacién
de tiempos de computo, ya que este requiere de tiempos muchos mas cortos, de hasta un orden
de magnitud, con respecto al tiempo requerido para la convergencia de resultados usando FEM,
aun cuando este ultimo este optimizado por un software comercial, como es el caso de COMSOL.
Por ejemplo, en el caso de los resultados reportados en este proyecto, el cdlculo de cada uno de los
mapas de extincién obtenido por FEM requirié de hasta 2 dias y medio de tiempo de cémputo,
mientras que el cdlculo de un mapa de extincién por medio del CDA tardaba en promedio 3 horas.
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Figura 4.12: Mapa de extincién en funcién del dngulo de incidencia y de la longitud de onda incidente
obtenido del célculo numérico correspondientes a: (sup-izq) esfera r = 50 nm, (sup-der) cilindro r =50
nm y h =100 nm, (inf-izq) cilindro » =50 nm y h =50 nm, (inf-der) cilindro » =50 nm y h =20 nm

Por 1ltimo, como se analizé6 de manera andloga en el caso de particula aislada, una ventaja
de la simulacién del sistema usando el software COMSOL es la visualizacién del campo espar-
cido y de la densidad de carga en la superficie de las particulas de manera semi-automatizada.
Consecuentemente, explotando este hecho, en la figura 4.13 se reporta el campo y distribucion de
carga, obtenidos del modelo numérico, para un angulo de incidencia de 12° y longitud de onda
de resonancia para cada caso en particular.

Los parametros de angulo de incidencia y longitud de onda analizados en la figura 4.13 son
de interés debido a que son condiciones de resonancias de la banda que tiende a desaparecer
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4.3 Estudio de cristal plasmoénico con simetria hexagonal

RN
~ N
NN

P

hY

Y
—X20\\ },
SN /7
T3 -
g W
‘,\1;::‘.Ihl,‘j:v;L”’
=

S~
S

N
N
N\
NN

“\y‘\\\

~—
S~

N

%
7
NN~

. hs

Nl
£

= e
2 i
A

\

TN\ =

—7
S - -
A

NG
.y
W A

7 Ly
e S
A’TA;// Q%;
£\

| —

=7\

Figura 4.13: Visualizacion de la distribucién de carga en la superficie de las particulas para un dngulo
de incidencia de 12 y longitud de onda de resonancia respectiva para cada caso. (sup-izq) esfera r = 50
nm y A = 572 nm; (sup-der) cilindro » =50 nm, A =100 nm y A = 628 nm; (inf-izq) cilindro » =50 nm,

h =50 nm y A = 618 nm; (inf-der) cilindro » =50 nm, A =20 nm y A = 688 nm.

alrededor de la incidencia normal (observar figuras 4.9 y 4.12). Estos modos estdn asociados a la
interaccion entre las subredes que conforman al sistema periédico, por lo que, en la literatura,
se les conoce con el nombre de modos sub-radiativos. En particular, de la distribucién de carga
reportadas en el figura (4.13) se observa que el momento dipolar inducido en las particulas dentro
de la celda unitaria, corresponden a dipolos paralelos, o semi paralelos para el caso de los cilindros,
que poseen sentido contrario. Debido a esto, el momento dipolar neto es practicamente cero. Este
comportamiento se conserva alrededor de la incidencia normal, razén por la cual esta banda
desaparece en esta region. Asi, dado que esta transparencia en la respuesta del cristal plasménico
pude ser explotada en el disenio de dispositivos opto-electréonicos, el estudio de estos sistemas es
activo en la actualidad. Por ejemplo, en la referencia [11] se analiza como emerge este fenémeno
al cambiar la posicién relativa entre las particulas de la base, es decir, las particulas dentro de
la celda unitaria, demostrando que las resonancias de los cristales plasménicos con una celda
unitaria multiparticula estdn gobernadas por la tendencia de la matriz reticular. Esto dltimo
es mencionado debido a que el anélisis, realizado en dicha referencia, se basa igualmente en el
método de dipolos acoplados, por lo que corrobora la implementacién del método desarrollado en
este proyecto como una herramienta 1util para la investigacion de fenémenos de interés actual.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo, se implementé el método de dipolos acoplados en el estudio de la
respuesta optica de sistemas periédicos. Se disend y optimizé un cédigo computacional (propio)
para la implementacién de CDA en el cédlculo de los mapas de extincién de arreglos plasménicos
2-dimensionales. Asimismo, se reporta el andlisis de convergencia de la suma reticular requerida
para la implementacién del método CDA, para el cual se desarrollé y adapté el método de Ewald.

El cédigo computacional desarrollado en este trabajo es éptimo para estudiar la respuesta
de cualquier cristal plasmonico, de tal manera que la descripcién del sistema se caracteriza en
funcién de parametros tales como: el radio de las particulas, los vectores base y de red del cristal,
el indice de refraccién de las particulas y del medio en que se encuentran embebidas; asi como de
las propiedades de la luz incidente tales como tipo de polarizacién (s o p), dngulo de incidencia
y longitud de onda.

Asimismo, en el presente trabajo se reportan las caracteristicas generales del método de ele-
mento finito (FEM) para el estudio de la respuesta éptica de sistemas nanométicos. Se reporta el
procedimiento para construir modelos en el Software comercial COMSOL, junto con los pardme-
tros éptimos para disenar el modelo para particula aislada y para el cristal plasménico, de forma
independiente.

Con base en el modelo de FEM para particula aislada, se reporta la simulacién de la respuesta
Optica de nanoparticulas aisladas embebida en un medio homogéneo. Con base en el andlisis de la
distribucion de carga y campo eléctrico esparcido se comprobd una respuesta dipolar a longitudes
de onda largas para particulas de diferentes geometrias y tamafios de cientos de nanometros. Esto,
a su vez, sirve como justificacion en la implementacién de la aproximacién dipolar en el estudio
de cristales plasmonicos.

En particular, en este proyecto se reporté el usé el codigo computacional desarrollado para
el estudio de un cristal plasménico con simetria de traslacion hexagonal, formado por nanoesfe-
ras de plata, con radio de 50 nm. Asimismo, se reporta el modelo numérico implementando por
medio del método de elemento finito (FEM) para el andlisis del cristal hexagonal, considerando
dos diferentes tipos de geometria de las nanoparticulas. En un primer caso se consideraron esfe-
ras de 50 nm radio y, de manera independiente, para un segundo caso se consideran particulas
cilindricas de 50 nm de radio de base. Para la geometria cilindrica se simularon diferentes altu-
ras por cristal, las cuales corresponden a 100 nm, 50 nm y 20 nm. Tanto para el sistema con
CDA como para el modelo con FEM, se consideré que el cristal estaba embebido en un medio
de indice de refraccién igual a 1.46 (silicio); y se fij6 la distancia centro-centro entre vecinos cer-
canos a cuatro veces el radio de la particula. Asimismo, cabe resaltar que, para todos los casos,
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5. CONCLUSIONES

se enfoco el andlisis de la respuesta Optica en la trayectoria de simetria I'—K del espacio reciproco.

Comparando los resultados obtenidos mediante los diferentes métodos, se reporta una excelen-
te concordancia entre los resultados obtenidos con el método semianalitico (CDA) y el método
numérico (FEM). De esta manera, con base en la coincidencia de los espectros de extincién, se
comprueba que las interacciones dipolares dominan la respuesta colectiva del cristal plasménico.

Ademas, con base en los mapas de extincién de la respuesta del cristal plasménico, al identificar la
contribucién de los modos plasménicos (Cs.q de particula aislada) y la contribucién de los modos
foténicos (condicién de difraccién del CDA), se comprueba la existencia de modos hibridos, es de-
cir, se caracterizan las resonancias de red superficiales (SLRs) para el cristal plasmonico estudiado.

Del andlisis de la respuesta del cristal en funcién de la geometria de las particulas que lo
componen, se reporta la existencia de una resonancia de red superficial (SLR) que tiende a des-
aparecer alrededor de la incidencia normal, demostrado asi la existencia de modos sub-radiativos
para los cristales con simetria de traslacién hexagonal y distancia entre dispersores de 200 nm.
La interpretacion fisica de este fenémeno se fundament6 con base en el andlisis de la densidad de
carga de las particulas, de donde se dedujo que el momento dipolar inducido en las dos particulas
dentro de la celda unitaria forman dos dipolos paralelos, o semi-paralelos (cilindros), que poseen
sentidos contrarios entre si. De esta manera, el momento dipolar neto es nulo, produciéndose
asi la transparencia en las respuesta del cristal hexagonal estudiado, independientemente de la
geometria de las particulas que lo componen.

De manera congruente, se deduce que los modos sub-radiativos generados son producidos por
la disposicién geométrica de las dos subredes triangulares no equivalentes, las cuales sostienen
modos colectivos por separado. Por lo tanto, se confirma que la diferencia de fase adaptada entre
los modos de red individuales en el campo cercano permite ajustar con precision el espectro de
extincion de la red completa y esto, a su vez, provoca modificaciones intrigantes de la dispersién
del modo que aparecen con una incidencia fuera de lo normal. Cabe remarcar que todas estas
caracteristicas se deben enteramente a la interaccién entre subredes y estas estan bien descritas en
nuestro modelo semianalitico, demostrando asi el poder de prediccién del formalismo reportado
en este proyecto.

Como trabajo a futuro se propone abordar la expansién del método de CDA para el estudio
de cristales plasmonicos soportados sobre un sustrato, donde la viabilidad del proyecto se debe
a que el formalismo expuesto en esta tesis permite expandir al agregar un término extra a la
funcién de Green usada en el desarrollo reportado, es decir, es posible expandir el formalismo del
acoplamiento de dipolar para diferentes calificaciones de la funcién de Green diddica, como se
abordo en este proyecto. Por otro lado, proponemos utilizar el cédigo computacional desarrollado
para explorar diferentes geometrias del cristal plasménico, las cuales pueden englobar tanto el
cambio de la simetria de traslacién del cristal, como usarlo como base en el estudio de cristales
apilados. Finalmente, del punto de vista experimental, se propone usar los resultados del modelo
semianalito para disenar la absorcién y la fluorescencia de moléculas emisoras de luz acopladas
al cristal plasmonico.
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Apéndice A
Analisis temporal de la Teoria del
Electromagnetismo

A.1. Funcién de Green dependiente del tiempo

Para comprender los diferentes comportamientos temporales asociados con G,(;r) y G,(;) se ne-
cesita construir la funcién de Green dependiente del tiempo. Esto se puede hacer partiendo
de las ecuaciones de Maxwell, en su forma original, y usando, de nuevo, el método de potenciales.
De esta manera se puede obtener un nimero menor de ecuaciones de segundo orden que satisfacen
idénticamente las ecuaciones de Maxwell. Particularmente, la Ley de Gauss magnética establece:

V- B(r,t) = 0 (A1)

de acuerdo a esta Ley, se puede definir a B en términos de un vector potencial A? por medio de
la relacién:

B(r,t) = V x A'(r, 1) |, (A.2)

donde el super-indice 0 en la notacién de A° es para diferenciar el potencial de esta definicién con
respecto al potencial A definido en (2.32). Esta diferenciacién entre ambos términos es necesario
debido a que el potencial A fue definido en el espacio de frecuencias y con base en las ecuaciones
derivadas de la aplicacién de la Relaciones Constitutivas, mientras que el potencial A? se ha
definido en el espacio temporal.

Con base en (A.2) y la Ley de Faraday, la ecuacién homogénea entre el campo eléctrico E y
el campo magnético B puede ser escrita de la forma:

0B OA”

El hecho de que la funcién en (A.3) se anule cuando se aplica el rotacional nos indica que la funcién
puede escribirse como el gradiente de alguna funcién escalar conocido como escalar potencial ®°:
OA°
E+ —— =-Vo’,
ot
donde, de manera analoga al caso del potencial vectorial, el super-indice 0 en la notacién de oo
es para diferenciar el potencial de esta definicién con respecto al potencial ® definido en (2.33).
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De la definicién anterior se puede reescribir de la formas:

La definicion de B y E en términos de los potenciales A y ®° de acuerdo con (A.2) y (A.4)
satisfacen idénticamente las dos ecuaciones de Maxwell homogéneas. El comportamiento dindmico
de A y ®° debers ser determinado por las dos ecuaciones de Maxwell inhomogéneas.

) OA
V-E = ptotal/EO = -V (VD" + W = ptotal/EO
250 0 0
V" + a (V -A ) = _ptotal/e() (A5)

OE 0 OA°
VxB = + poco5- = VX (Vx A = tod = poco5; (V@O + (‘)t) ,

usando la identidad V x (V X AO) =V (V . AO) — V2AY y definiendo ¢? = 1/geq, se obtiene:

1 92A° 1 09"
270 0 _
VA" — 2 92 V <V AT+ 2 o ) = podJ (A.6)

Con los resultados en (A.5) y (A.6) hemos reducido el conjunto de las cuatro ecuaciones de onda
de Maxwell a dos ecuaciones, que ain se encuentran acopladas. El desacoplamiento se puede
lograr explotando la arbitrariedad involucrada en la definicién de los potenciales.

Mientras B est4 definido através de (A.2) en términos de A, el potencial vectorail es arbitrario
al agregarle el gradiente de alguna funcién escalar A. Entonces B se mantiene invariante ante
transformaciones del estilo:

A" = (A% = A"y vA (A7)

Para que el campo eléctrico dado por (A.4) se mantenga invariante ante la transformacién (A.7),
el potencial escalar deberd ser transformado simultdneamente,

OA

0 0y — g0 _ 22
° = (9') =09 5

(A.8)
La libertad implicadas en (A.7) y (A.8) significa que se puede elegir el conjunto de potenciales
(AY, ®Y) para satisfacer diferentes condiciones como la norma de Lorentz o la norma de Coulomb.

La transformacién (A.7) y (A.8) es llamada transformaciones de norma (gauge), y la inva-
riancia de los campos bajo su transformacion es llamada invariancia de norma. Una condicién
util en la resolucion de los campos electromagnéticos es la condicion de Lorentz, la cual estda dada
por:

1 9%@"

V-AY 4+ S = 0. A9
+ c2 Ot? (A.9)

Para mostrar que los potenciales siempre pueden satisfacer la condicién de Lorenz, supongamos
que los potenciales A° | ®° que satisfacen (A.6) y (A.5) no satisfacen (A.9). Entonces realizaremos
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A.1 Funcién de Green dependiente del tiempo

una transformacién de norma para los potenciales A?, ®° y impondremos que (AO)/ , (@0)/
satisfagan la condiciéon de Lorenz:

10 (2 o 109 . 10%A
2 g ST VAE G VA G e

V- (A% +
Por tanto, siempre que se pueda encontrar una funcién de calibre A que satisfaga:

oy LA (o 0, 1090
VA 2 o2 VA+62325

los nuevo potenciales (AO)/, (<I>0), satisfacen la condiciones de Lorenz y las ecuaciones de onda
(A.6) y (A.5) se simplifican de la forma

1 0%@°

V2®O - C2 8t2 - _ptotal/EO (Alo)
1 02A°

VZAY - 072 o2 = —podtotal (Al]-)

Las ecuaciones (A.10) y (A.11) més (A.9) forman un conjunto de ecuaciones equivalentes en todos
los aspectos a las ecuaciones de Maxwell en el vacio. De esta manera, el problema se resume a
calcular ®°(r),t y A%(r,t), (o = 1,2,3) para un conjunto de fuentes carga pyozal(r,t) y fuentes
de corriente Jyppq(r, t) dados.

Las ecuaciones (A.10) y (A.11) tienen la misma estructura bésica

1 0% (r,t)
V2U(r,t) — v —An f(r,t), (A.12)

donde f(r,t) es conocido como la distribucién de fuentes. El factor ¢ es la velocidad de propaga-
cién en el medio, asumido aqui para el caso sin dispersién. Para este tipo de ecuaciones, el método
de la funciéon de Green se ha desarrollado especialmente para resolver este tipo de ecuaciones de
una forma bastante elegante. El método tiene una analogia en la teoria de circuitos mediante la
cual la respuesta de una red a cualquier funcién de entrada puede determinarse mediante una
integracion basada en la respuesta de impulso de la red. La funcién de Green para un problema
espacial juega el mismo papel que la funcién de respuesta de impulso en un problema en el do-
minio del tiempo. Para problemas de campos transitorios, la funciéon de Green puede construirse
para incluir también las caracteristicas de tiempo impulsivo.

En primera instancia, para resolver (A.12) es 1til considerar el caso simple sin superficies de
fronteras y procedemos a remover la dependencia explicita en el tiempo al introducir una transfor-
macién de Fourier con respecto a la frecuencia. Suponemos que ¥(r,t¢) y f(r,t) la representacion
integral de Fourier:

(A.13)

-

U(rt) = o= [ 0 (r,w) e ™ dw
f(r,t) = \/%ffooo Flr,w) e ™t du.
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Si la representacion de Fourier es sustituida en la expresién (A.12) se tiene:

1* - U —iw 1 3 32 —iw dr <~ —iw
\/ﬁ‘/,oo VQ(\I/(I',CU))G du — \/ﬂCQ Km \I/(I',w)w (e t) dw = 7\/%/700 f(r,u))e tdw

/00 {VQ‘T/(IWW) + 0222\11(1‘,@0)} (e_m) dw = —4r /OO f(r,W)e_mdw

—0o0

multiplicando por eiw't

tiene:
it - w? < —iwt <z —iwt
e tdt 3 VY(r,w) + c—2\IJ(r,w) e "“dw = —4r 3 flr,w)e ™“*dw

—00

/OO V20 (r,w) + u}—QQIV'(r w) 1/Oo =g duw
e ’ 2 21 J_ oo

= —477/ flr,w) {;ﬂ/ ei(w/_w)tdt}dw

ademads, usando la definiciéon de la delta de Dirac en su forma integral

e integrando con respecto al tiempo de ambos lados de la igualdad se

_ o = /o _ 1/00 i(w —w)t
fw—-—w) = 0w —w) = 5 e dt

—00
se tiene que:

/_Z [w@(r,w) + “;’jqf(r,w)] S(w—wdw = —4r /_Z Flr,w)d(w — w')dw

V20 (r,w') + (02/2)2\11(1',0/) = —Anf(r,w)

Por lo tanto, renombrando la variable w’ — w y definiendo el niimero de onda k, se obtiene:

V2U(r,w) + K2U(r,w) = —4rf(r,w) donde k= | (A.14)
C

para cada w, donde, hasta el momento se permite cualquier conexién entre k y w, aunque la cau-
salidad impondra algunas restricciones. A la ecuacién dada en (A.14) se le conoce con el nombre
de Ecuacién de Helmholtz.

La funciéon de Green dependiente del tiempo que satisface:

2
(@ L )owran— wwe pwa]
C

Para proceder introducimos la transformacién de Fourier con respecto al tiempo t dada por:

1 L -
G(r,r' t,t') = — G(r,r' w,t) e ™ dw (A.16)
V21 J o
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A.1 Funcién de Green dependiente del tiempo

Si la representacion de Fourier es sustituida en la expresién (A.15) se tiene:

(—iw)?

1 8 1 < 5 —iw 1 >~ i(t—t"w
VQ—Cz/gg {\/ﬂ/mG(r,r',w,t’)e tdw] = —47é(r,r’) {%/mdwe(t ) ]

S(t—t")

00 2\ . . o0 1
= /_Oo dw [\/12? (V2 - (%) > G(r, r',w,t’)] et = /_OO dw [—;h;é(r — r')e‘wt} et

't

multiplicando por e'! e integrando con respecto al tiempo ¢ de ambos lados de la igualdad se

tiene:
/OO dw [1 <V2 + (w)2) G(r,v',w t/)] /00 dt '@~
- /727_(_ c st 9 Wy -
| S —
218 (w’ —w)
o0 4 ; / b ; /
= /OO dw [—2:5(1' —1/)e ! ] /Oo dt @)t
[ —
21 (w—w’)
> w\ 2 ~ o Ty
= \/277/ dw [(VQ + (;) ) G(r,r',w,t’)} oW —w) = / dw [—4775(1‘ — r’)e_“"t} S(w' +w)

/

2
= V27 <V2 + (i) ) Gr,r',w,t') = —4nd(r — ')

Por lo tanto, renombrando la variable w’ — w y definiendo el nimero de onda k, se obtiene:

B iwt’
(V? + k) G(r,r',w,t') = —4nd(r —1') % donde k= % (A.17)
™

Si comparamos las expresiones dadas en (2.45) y (A.15), se observa que el producto de incluir
eiwt/

del lado
V2
derecho en la ecuacion de Hemholtz, por lo que el procedimiento para resolver la dependencia
con respecto al espacio es analogo al expuesto en la seccién de independencia temporal. En
consecuencia y en relacién a la seccién anterior, la solucién de la ecuacién (A.17) estd dada por:

explicitamente la dependencia con respecto al tiempo ¢ es la adjuncién del término

iwt!
= +
GH(r,r w,t) = G )<Ir—r’l>72—7r» (A.18)

donde Gl(f) estdn dados de acuerdo a (2.69). Por lo tanto, para calcular la funcién de Green
dependiente del tiempo es necesario calcular la transformada de Fourier en (A.16). Calculando
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explicitamente se tiene:

GH (e, v t,t) = dw GH) ()1 w, t') e

1 oo
\V4 2 /—oo
_ 1 /oo o eTi(w/c) [r—r'| ez’wt’ it
V2T J o |r —r/| V2T
1 1 /°° d ei(t'—ti@)w
—0o0

r—r/| 27

6<t’—t:tw)

c

Por lo tanto, usando que la funcién delta de dirac es una funcién par, se obtiene:

R

GH(r, v t,t) = 1 J <T ¥ f) donde 7=t—-t y R=|r—T1|. (A.19)

Como se observa, para un medio no dispersivo donde k = w/¢, la funcién de Green del espacio-
infinito es entonces una funcién que solo depende de la distancia relativa R y del tiempo relativo
7 entre la fuente y el punto de observacion.

La funcién de Green G es llamada la funcién de Green retardada porque exhibe el com-
portamiento casual asociado con una perturbacién de la onda. El argumento de la funcion delta
muestra que el efecto observado en el punto r al tiempo ¢ es causado por la accién de una fuente
a una distancia R de distancia en un momento anterior o retardado ¢ =t — R/c. La diferencia
de tiempo R/c es justamente el tiempo de propagacién de la perturbacién de un punto al otro.
Similarmente, G(-) es llamada la funcién de Green avanzada.

Integrales particulares de la ecuacién de onda no homogénea (A.12) son:

o — / / GH (r,x', 1) (1) ' dt’ (A.20)

Para especificar el problema fisico por completo, soluciones de la ecuacién homogénea puede
agregarse a cualquiera de estos. Consideramos una distribucién fuente f(r’,¢') que estd localizada
en el tiempo y el espacio. Es diferente de cero solo por un intervalo finito de tiempo alrededor de
t’ = 0. Se prevén dos situaciones limitantes. En el primero se supone que en el tiempo t — oo
existe una onda W;,(r,t) que satisface la ecuacién de onda homogénea. Esta onda se propaga en
el tiempo y el espacio; la fuente se enciende y genera una onda propia. La solucién completa para
esta situacién en todo momento es evidentemente

U(r,t) = Win(r,t) + / / G (e, t,t) f(r, ) P dt'. (A.21)

La presencia de G garantiza que en tiempos ¢t remotamente tempranos, antes de que se active
la fuente, no haya contribucién de la integral, solo de la onda de salida especificada por W;,.
La segunda situacién es que en un tiempo remotamente tardio (¢ — +o00) la onda dada como
Uout(r,t) sea una solucién conocida de la ecuacién de onda homogénea. Entonces la solucién
completa para todos los tiempos es:

U(r,t) = Uuu(r,t) + / / G (r,x,t,t) f(e' ) & dt. (A.22)
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A.1 Funcién de Green dependiente del tiempo

Ahora la funcién de Green avanzada asegura que que no existird ninguna senal de la fuente
después de que la fuente se apague (todas estas senales se incluyen, por supuesto, en Wo,;).

La situacién en fisica mas comin es la descrita en (A.21) con ¥;, = 0. Algunas veces se inserta
explicitamente la funcién de Green en (A.19) para reescribirlo como

o) 0o 1oyl o
:/ d3r// dt’f(r’t)é t’+|r r|—t : (A.23)
—00 —00 |I'*I'/’ c

A.1.1. Solucién de los potenciales electromagnéticos

Comparando la ecuacién de onda en (A.12) con la ecuacién de onda correspondientes a los
potenciales escalar expuestos en las expresiones (A.10) y (A.11), se observa que para conservar

la relacion se tiene que:
1
f(r,t) = Treg Protal (T, 1)
| = Jtotar(r, t)

Por lo tanto, usando la solucién retardada mostrada en (A.23), la solucién de los potenciales en
la norma de Lorenz es:

OO(r,t) = gk [, A [t o )0 (¢ + L — 1)
(A.24)
A(r,t) = &2 [ d3r [% at’ = r,|JtOml(r )6 (t’+@—t>,

siempre y cuando no se presente ninguna superficie limite. La funcién delta de Dirac asegura el
comportamiento causal de los campos.

Si consideramos la distribucién de carga representada por la funcién pioqe(r,t) v la distribucién
de corriente representada por la funcién Jiuq(r,t), y a sus transformadas de Fourier p(r,w) y
J(r,w), respectivamente, estas estaran relacionados a través de las siguientes expresiones:

Protal (T, \/g f Ptotal (T, w)e —t e
(A.25)

Jtotal<r7 t) = \/%7 ffooo jtotal(ra w)eiiwt dw

Las expresiones anteriores pueden ser sustituidas en la solucién de los potenciales dado en (A.24).
En consecuencia, enfocandonos en la soluciéon del potencial vectorial y realizando la sustitucion
antes mencionada se obtiene:

3./ —iwt’ | — I‘,’
A , / d’r / dt I' — I‘" ( Tﬂ- / Jtotal I' (,U) dw ) 1) ( c )
J Jiotal(r', w) _ \r r|
3./ total ( 1 —iwt’ _
47r\/27r/ @x / |r—r’| {/_oodt 5( c t

= A(r,t) = 7ﬁ1 dw B0 ds " Tiorar (r! )L%llﬁ_r,| —iwt
r7 - 27[_ . w 47{' . r total r 7"“) ’I' o r,’ € .

Comparando la expresién anterior con la expresion del potencial vectorial A en términos de su
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transformada de Fourier dado por:

1 &0 ~ ,
A(r,t) = \/ﬁ/ dw A% (r,w)e ™t

se observa que:

. v/
etklr—r'|

Ao(r,w) = ZO/ a3y’ jwtal(r’,w)i

T lr —r/|

donde k = w/c/|, (A.26)

y de manera andloga se demuestra para el potencial escalar ® se tienen

5 1 9] ik|r—r’|
®O(r,w) = / 3y’ ﬁtotal(r’,w)Tri donde k = w/c]|. (A.27)

 dmey J_o -1/

Es importante remarcar que los resultados obtenidos por la para la funcién Green indepen-
diente del tiempo en la ecuacién (2.69) es exactamente la misma solucién que se debe usar en la
resolucion de las ecuaciones (A.26) y (A.26). Esta observacién es interesante de resaltar ya que
el conjunto de ecuaciones se obtuvieron de maneras distintas. En este apéndice (A.26 - A.27),
se obtuvieron de un andlisis dependiente del tiempo de los potenciales [Ao(r, t), ®%(r, t)] Yy, pOs-
teriormente, un andlisis en el espacio de frecuencias al aplicar la transformada de Fourier sobre

los mismos Ao(r,w), &)O(r,w)}; mientras que el conjunto de ecuaciones obtenidas para los po-

tenciales en el primer capitulo de este trabajo (2.41-2.42), se obtuvo de realizar el anélisis de los

campos eléctricos y magnéticos en el espacio de frecuencia |E(r,w), B(r, w)} y, posteriormente, la

aplicacién de la relaciones constitutivas para la introduccién de los potenciales [K(r, w), €>(r7 w)] )

En consecuencia, para ambos procedimientos se comprueba que la deduccién de la dependencia
temporal, al ser analizado en el espacio de frecuencias, converge al caso estatico; permitiendo asi
extrapolar los resultados clasicos del caso electrostatico al caso de la electrodindmica, el cual suele
ser mas complejo de analizar. Sin embargo, es importante remarcar que aunque el procedimiento
es analogo para ambas deduccion, la diferencia radica en la descripcion de las fuentes de campo.
Es decir, en el caso de A las densidad de corriente, que funge como fuente del potencial vecto-
rial, corresponde a la densidad de corriente total Jiotqi, €n la cual se contemplan tanto fuentes
externas como la fuentes inducidas en el mziterial debido a la interaccién con estimulos externos;
mientras, que por otra parte, en el caso de A las densidad de corriente que funge como fuente del
potencial vectorial corresponden a la densidad de corriente externa J en donde solo se contemplan
las cargas externas, las cuales, cabe resaltar, son las cargas que se colocan de manera intencional
para excitar al sistema y, asi, poder observar su respuesta éptica.

En resumen, con base en las observaciones anteriores, se justifica la preferencia en el anélisis
derivado de A(r,t) en este trabajo, enfatizando su simplificacién debido a la suposicién de la
aplicacién de la relaciones constitutivas enunciadas en (2.18), (2.19) y (2.20), y su ventajosas
implicaciones en la evasién de la descripcién de las fuentes inducidas dentro de los materiales, los
cuales no son accesibles por medio de procesos experimentales.
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A.1.2. Forma integral de la ecuacién de Schrodinger

La ecuacién (A.12) para el caso en que f(r,w) es equivalente a 1 La ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo en la presencia de un potencial constante estda dada por:

2
_FLV% + Vi = Evy, (A.28)
2m

la cual podemos reescribir de la forma:

(VP+ i)y = Q, (A.29)
donde:
omE 2
k= ;L” and Q = h%‘vw. (A.30)

Esta ultima expresion superficialmente tiene la forma de la ecuaciéon de Helmholtz: nétese, sin
embargo, que el término “no homogéneo” () en si depende de 1), razén por la cual al comparar
la ecuacién (A.29) con la ecuacién (2.40) observamos que f(r,w) para el caso de la ecuacién de
Schrédinger no es de nuestro conocimiento, como habiamos supuesto con anterioridad al proceder
a usar el método de funciones de Green para la resolucion del problema.

Ahora bien, omitiendo el detalle de la definicién de f(r,w), la ecuacién (A.29) se puede tratar
como una ecuacion de onda comin y en consecuencia se puede resolver usando la funcién de Green
dada en (2.69) y, dado que la k en este caso estd relacionado con la energia total de la particula,
bajo ciertas consideraciones la ecuacién de Helmholtz encuentra aplicaciones en el estudio de la
dispersion de electrones en sdlidos.

Ya que la funcién de Green G(r,r’), dada en (2.69), resuelve la ecuacién de onda, la forma
mas general de la ecuacién integral de Schroringer para un potencial de dispersion (scattering)
debe ser:

o) = O () + / G, ) V() (r'), (A31)

donde es posible observar la analogia con la solucién de las componentes del potencial vectorial.

A.2. Conservacién de energia

Como se abordé en la seccién 2.2 ecuaciones de Maxwell establecidas en (2.1)-(2.3) descri-
ben el comportamiento de los campos eléctricos y magnéticos, los cuales son una consecuencia
directa de las propiedades de la materia. Sin embargo, aunque los campos eléctricos y magnéti-
cos se postularon inicialmente para explicar las fuerzas de las leyes de Coulombia y Ampere, la
ecuaciones de Maxwell no brindan ninguna informacién sobre la energia o las fuerzas en una sis-
tema, como comenta Novotny en la referencia [22]. Citando La ley bdsica de Lorentz describe las
fuerzas que actian solo sobre cargas en movimiento. Como muestra la controversia de Abraham-
Minkowski, las fuerzas que actian sobre un cuerpo arbitrario no pueden extraerse de un campo
electromagnético dado de manera consistente. Con base en este comentario, el autor enfatiza el
hecho de que las leyes de Coloumb y Ampere fueron suficientes para establecer la ley de Fuerza de
Lorentz. Si bien las ecuaciones del campo se completaron posteriormente agregando la corriente
de desplazamiento de Maxwel, la ley de Lorentz permanecié sin cambio.
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Ahora bien, dado que existe menos controversia con respecto a la energia, es recomendable
estudiar la respuesta en términos de esta cantidad. Aunque tampoco es consecuencia directa de
las ecuaciones de Maxwell, el teorema de Poynting proporciona una relacién plausible entre el
campo electromagnético y su contenido de energia. Para deducir este teorema, partimos de las
ecuaciones (2.1)-(2.3) para obtener que:

V. (ExH)=H- (VXE)—E-(VxH) = -H- %]? E- %?—f.E.

De esta manera, integrando sobre todo el espacio y usando el Teorema de Gauss se obtiene:

/{9V(E><H)~nda:—/V[H 88]?+E 88?+J E (A.32)

Aunque esta ecuacién ya forma la base del teorema de Poynting, se proporciona més informacién
cuando se sustituyen B y D en términos de los campos vectoriales del material P y M, es decir,
por las ecuaciones (2.8) y (2.9). Consecuentemente, la ecuaciéon (A.32) se reescribe de la forma:

/ (ExH)- nda+/ [D-E+B-H]dV
ov 9

—/J-EdV—l/ E-a—P—P av — “0/ —M-fLH av .

(A.33)

Dado que esta ecuacién es una conclusion de las ecuaciones de Maxwell y por lo tanto la validez del
Teorema de Poyntig se considera una interpretacién de las ecuaciones de Maxwell. Este resultado
afirma que el primer término es igual 1 flujo de energia neto en el volumen V, el segundo término
es igual a la tasa de cambio en el tiempo de la energia electromagnética dentro de V y los términos
restantes del lado derecho son iguales a la tasa de disipacion de energia dentro de V. De acuerdo
con esta interpretacién:

S = (E x H) (A.34)

representa la densidad de flujo de energia y
1
W:§[D~E—|—B~H] (A.35)

es la densidad de energia electromagnética. Si el medio dentro de V es lineal, los dos tltimos
términos son iguales a cero y el tinico término que explica la disipacién de energia es J - E. Por lo
tanto, los dos ultimos términos se pueden asociar con pérdidas no lineales. El vector S se denota
como el vector de Poynting. En principio, el rotacional de cualquier campo vectorial se puede
sumar a S sin cambiar la ley de conservacion (A.33), pero es conveniente hacer la eleccién como
se indica en (A.34). Observe que la corriente J en la ecuacién. (A.33) es la corriente asociada con
la disipacién de energia y, por lo tanto, no incluye las corrientes de polarizaciéon y magnetizacién.
De especial interés es el valor medio de tiempo de S. Esta cantidad describe la densidad de flujo
de potencia neta y es necesaria para la evaluacién de patrones de radiacién. Suponiendo que los
campos son armonicos en el tiempo y que los medios son lineales, el promedio de tiempo de la
ecuacion. (A.33) se convierte en:

1 *
/V<S>‘nda = 2/VRe [J* - E] dV (A.36)
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Un caso especial que se puede estudiar es el relacionado con el campo lejano, para esto, como
punto de partida, retomaremos el andlisis realizado en secciones 3.2.2.1 y 3.2.2.2. Particularmente,
de las ecuaciones (3.16). (3.21) y (3.22), sabemos que la expansién multipolar de los campos estd
dada por: Con base en estas expresiones se pueden dar aproximaciones bastante simples para

Multipolo Eléctrico Multipolo magnético
B, =n(n+1):p)ym E, =0
By =14 pl)yym Ey = —km bl
E, = zm%%( h,(ll))s}i/f; Eo = —ik hg) %Yﬂn
H,.=0 H, =n(n+1)% s y,"
Hy = km b)) i Hy = LL(rhiD)y,
H,=ikhy 2y, | Hp=imtd(rh)) 2

Tabla A.1: Descripciéon multipolar de los campos en términos de sus componentes esféricas

los campos multipolares a grandes distancias del origen. Ignorando los términos de orden 1/r?

y recordando que hg)(az) es asint6ticamente igual a (—i)" e'®/x cuando  — oo, encontramos
facilmente para el multipolos eléctricos

. ikr (gym ; )
i) { L 9+ZY,{”¢} = (—i)"e* VY™

m
T 00 sin @

ikr m :
H ~ (—i)”er {8;% 6— ;Z’HY,? } = (=) kT (7 x VY™ |
por lo que se obtiene que el vector y los campos vectoriales E, H , evaluados en dicho punto,
forman una triada ortogonal dextrdgira. Ademéds, las mismas aproximaciones se pueden usar
para el multipolar magnético, por lo que este resultado es general. De esta manera, en el campo
lejano, el campo electromagnético es puramente transversal. De esta manera el campo eléctrico
y magnético estdn en fase y la relacién de sus amplitudes es constante. En este caso, (S) puede
expresarse solo por el campo eléctrico como

(S) = ;\/jIEIQﬁr, (A.37)

donde n, representa al vector unitario en la direccién radial y el inverso de la raiz cuadrada
denota la impedancia de la onda.
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Apéndice B
Analisis Diadico

En términos de la notacién, la definiciéon de las funciones vectoriales denotadas por:

Fu — .i‘l
Fj = ZFU‘%z = F, — Fj ~ F5 — To
j Fz1 | < a3

donde se ha hecho explicito que la notacién nos induciria a tratar de interpretar los indices
del escalar Fj; en términos de la notacién matricial (i < renglén, j < columna). Con base en
la definicién anterior, si yuxtaponemos un vector unitario Z; de lado derecho de las funciones
vectoriales F} y sumamos con respecto a j, al resultado lo definimos como las funciones diddicas

?:ZF}@@]‘:ZZEjii@@ja (B.1)
J i

definicién que en términos de la notacién de indices matricial, nos lleva a pensar en la forma:

?, dado por:

Iy Fig Fia (#1 ® 21) (22 ® &1) (3 ® T1)
F — Fijj~ | For Faa Fos — | (81 ® &2) (T2 @ Z2) (T3 ® o)
F3y I3y F33 (1 ® T3) (T2 ® &3) (23 ® T3)

Sin embargo, un punto muy importante es que una diada por si misma, como una matriz, no tiene
propiedad algebraica, por lo que se debe evitar pensar en operarla como matriz. No obstante, la
diada, como matriz, desempena el papel de un operador cuando se forman ciertos productos. Por
esto a continuacion definiremos tales operaciones de producto.

Producto escalar ( )-( )

Anterior: @ - ? Posterior: ? -a
5'?223-(5'1@)@@1 Fa=y,Fo@ i) =Y,%,aF
= 6? = ZZZ] CLiFiji‘j = ?6 = Z]ZZ CLiFji.’ij

Producto vectorial ( ) x ()

Anterior: @ x ? Posterior: ? X a
ixF =i, (ixF) e Foxa =3, Fe@xi)

Tabla B.1: Definicién de productos didadicos
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Es importante remarcar que, en general, el producto escalara anterior y posterior no son igua-
les. Para encontrar una relacién entre los productos escalares, es conveniente definir la transpuesta

T
de una funcién diada ?, la cual denotaremos por (?) ; con base en (B.1), se define la diada
transpuesta por medio de:

i g Jooi

J

De esta manera, con base en la definicién de la diada transpuesta y partiendo de la definicién del
producto escalar (B.1), es posible de mostrar que para cualquier diada se cumple la relacién:

i (?)T - F.a| (B.3)

En particular, si definimos una diada simétrica ?S de tal manera que cumpla con la propiedad
F;; = F;j, entonces se cumple que:

T
(?5) = ?S = a- ?S = ?5 . (_i, (B.4)
mientras que, para un diada antisimétrica ? A, que se caracteriza por Fj; = —Fj;, se cample que:
T
<?A> = _?A = EL"?A = ?A-(_i. (B.5)

Entonces, como se comprueba, para las diadas simétricas el producto escalar anterior y posterior
es el mismo, mientras que para las diadas antisimétricas solo difieren por un signo. Por lo tanto,
en caso de que las diadas con las que trabajemos cumplan propiedad de simetria o antisimetria, se
podré usar el producto escalar de manera andloga que el andlisis vectorial. En particular, existe
una diada simétrica de suma importancia en el analisis diddico, de tal importancia que lleva por
nombre factor de idem o identidad, el cual se denota por I y se define por medio de:

T = 68045, (B.6)

donde §;; representa la delta de kronecker, de tal manera que se comprueba que:

-7 =T -a=al (B.7)

s
razén por la cual, a la diada I se nombra identidad.
Por otra parte, del anélisis vectorial sabemos que existen algunas identidades que se siguen de

la definicién del producto entre vectores. Por ejemplo, una identidad usada en el andlisis vectorial
es la siguiente identidad en términos de un triple producto de vectores

a.(z?xa) —b.(@xd) :5.(axz§)

Ahora bien, dado que el producto en términos de diadas involucra el producto comun entre
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vectores, la identidad anterior puede ser usada para generalizada el producto diddico definido
en B.1. Para este propdsito, consideremos tres conjuntos de productos triples con tres diferentes
funciones vectoriales ¢, esto es:

-

a-(zxaj) = b (@x¢&) = (a’xﬁ)-aj conj = (1,2,3). (B.8)

En la relacién anterior se puede observar que colocamos la funcién ¢; en la posicién posterior,
esto con el propédsito de derivar las identidades diddicas deseadas. Ahora, si yuxtaponemos un
vector unitario Z; en la posicién posterior de cada término en (B.8) y sumamos las ecuaciones
resultantes con respecto a j, se obtiene:

= a-(Ex%g):—E.(ax@j):(axz?)f?j (B.9)

donde se ha hecho explicito que el producto ® Z; puede ingresar en cualquier posicién dentro
de cada expresion, con el tnico detalle de conservarlo dentro del argumento de la suma j. En
consecuencia, la observacion anterior nos hace pensar al resultado de la yuxtaposicion como un
producto realizado con un “ente” matemético que viven otro espacio. Ahora bien, la relacién (B.9)
nos a permitido elevar el producto triple vectorial a un nivel mas alto, el cual involucra diadas y
dos vectores. Es importante observar que, mientras cada término de (B.8) resulta en un escala,
cada término de (B.9) resulta en un vector. Mds ain, con base en el cardcter vectorial de los
términos de (B.9), se puede elevar la cardcter de la funcién b en los tltimos dos términos de
(B.9), de tal manera que b posea caracterlstlca de diada. Para lograr lo anterior, solo es necesario
considerar tres ecuaciones distintas de b es decir, considerar b], de tal forma que:

—(CYX ?j)T'gj = (@j)T' (Eixl%) con j:(1,2,3).
Entonces, de manera andloga al caso anterior, si yuxtaponemos un vector unitario #; de lado

derecho de la expresién obtenida, y sumamos la ecuacién resultante con respecto al indice j, se
obtiene:

= | —@x @) = (@) (ax ) |, (B.10)

Cada término obtenido corresponde a un producto escalar entres dos diadas, dando asi resultado
a una identidad entre dos diadas.

Por otra parte, de igual manera en que se definié las operaciones algebraicas en el analisis
diddico, es necesario introducir algunas definiciones y férmulas que involucren la operacion de de-
rivadas e integracion sobre funciones diddicas. Las definiciones para las operaciones diferenciales
se presentan en la tabla B.2.
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Operaciones Diferenciales

Divergencia v.F = > (V F)x] =22 %Zf: L + funcién vector.
V x (Fi; &) = VFy; x &,
Rotacional (5 25) Y !
Vi F =3, (VxF) iy = 5,5, (VFy x )@@+ fancién diddica,
Gradiente VE = Y (VE) & = Y, %, 55 0 i + funcién diddica.

Tabla B.2: Definiciones de operaciones diferenciales sobre funciones diadicas y vectores

De manera particular, cuando la funcién diddica ? es construida por medio del producto de
la diada identidad I y de una funciones escalar f, es decir, = f I . Para este caso, las
definiciones de las operaciones diferenciales se simplifican, como se muestra en la tabla B.3.

F-rT
v.F = ve(r ) SV (fa)d = Y, 2L g = v.F=vy

T Oz

VX?ZVX(J“T) = SV (fi)d = S (VExd)d | = Vx F =Vix 1.

Tabla B.3: Definiciones de operaciones diferenciales sobre funcién diddica definida por medio de una
funcién escalar

Una vez que hemos definido la divergencia y el rotacional de un funcién diddica, uno puede
elevar los Teoremas de Green del andlisis vectorial al andlisis diddico. Para esto, consideremos
un conjunto de vectores Qj conj = (1,2,3), a los cuales le aplicaremos el Teoremas de Green de
primer tipo, les yuxtapondremos el vector unitario Z; y los sumaremos con respecto j, obteniendo
asi el Teorema de Green diadico de primer tipo:

S A I(VxP)-(Vx@Q;)-P-YxVxG;| dV = ffg - (PxVx@; )dS }@i;, j=1,2,3

///V[(vXﬁ)(vX?j)—ﬁ.vaXﬁ]} dV:#gn-(ﬁxvxﬁj)ds . (B.11)

De manera similar, aunque un poco mas elaborada, se puede elevar el Teorema de Green de
segundo tipo, obteniéndose, en primera instancia el Teorema de Green vector-diada de
segundo tipo, dado por:

| av

//V{ﬁ-VxVx?—<VxVxl3>‘<a>
- ?]ds

__ﬁgﬁ-[ﬁxVxﬁ+<Vxﬁ>x

(B.12)
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y posteriormente, el Teorema de Green diada-diada de segundo tipo dado por:

///V[<VXVX<5>)T'?_<<6>>T’VXVX?} v
(@) e P (e @) P s

Estos teoremas son necesarios para integrar las ecuaciones de Maxwell usando funciones de Green
diddicas y para probar las propiedades simétricas de las funciones de Green diddicas.

B.1. Meétodo Algebraico

Para abordar la solucion de la funcién de Green diddica en términos de la expansién multipolar,
se puede partir directamente de la funcién de Green scalar expandida en términos de coordenadas
esféricas. A este método se le llama le conoce como el método algebraico. Para esto partimos de
que las soluciones de la ecuacion de Helmholtz escalar permiten resolver los campos vectoriales
eléctrico y magnético por medio del método de potenciales. Entonces, retomando los resultados

n (2.71), (2.78) y (2.97), sabemos que la funcién de Green de la ecuacién de Helmholtz escalar
en el espacio libre (2.45) estd dada por:

Gr(r—1') = zk:z Do jn(kr<) BV (krs) Z Y0, 0) Y H (0, )

m=—I

= Z Z Dy P (cos 0) Py (cos§') cos [m(p — ¢)] jn(kr<) A (krs), (B.14)

nlm()

donde se ha usado la definicién de los arménicos esféricos (2.73) para obtener:

n—m)! 1, m=0

Ahora bien, del andlisis en la seccion 2.5.2, sabemos que la funcién de Green escalar enunciada
en la ecuacion diddica en el espacio libre se puede escribir de la forma:

G 77y = GO(7 e + GGy + GO )z, (B.15)
donde: ,
G (7= ) = (1 n kQV(v-)> [Gr(F—7)e], ¢ =a.9.2. (B.16)

. - —/ . <z ; .
Ahora bien, para el caso en que 7 # 7, por medio de notacion de indices se puede demostrar que:

G = ﬁv X V x [Gy(7,7) ] (B.17)

Por lo tanto, sustituyendo la expresién (B.14) dentro de la expresién (B.17), para r < 1’ se
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obtiene:

1

C_TY'I(CC) (7:-" 7—,»/) k2

ik cos(my’) [ 1 .
= — (1) " pm / ¥ il m
p mg ) Dy by (kr") P (cos @) . { V x V [jn(k'?") P (cos )

sin(my’) | k2

Reescribiendo la expresién de la forma

~(¢) = = 1 e
GO = 15D e, (k) Nén)m(k),

donde se han definido las funciones

_ m N2 (1) (1. cos(my')
Agmn(kz) Dy, P (cos @) by, (kr') sin(me)

(c 1 —(c
Ne) (k) = 2V x M) (k)

Omn Omn
Héc) (k) = %V X |:¢emn(/€)é:|
omn 0
ve, (k) = Pi(cost) ju(kr) o)

cos(myp) .

Zk; m m / / . 1 AN
V x V x = ; Drn Pl (cos 0) Py (cos 0') cos [m(p — ¢')] jn(kr) A (kr'y ¢

sin(mey)

(B.18)

(B.19)
(B.20)
(B.21)

(B.22)

Ahora podemos expresar las funciones de (B.20) y (B.21) en términos de funciones de onda
vectoriales esféricas radiales. Para esto es necesario sustituir en (B.21) los vectores unitarios como
funciones de las coordenadas esféricas, como por ejemplo & = sin 6 cos @7 + cos 6 cos Lpé —sinpY, y
posteriormente usar los operadores diferenciales en términos de coordenadas esféricas para operar.
Dicho procedimiento se puede consultar en el apéndice ....... Una vez obtenido el resultado de
(B.21), se sustituye en la expresién de (B.20) y se procede a operar de manera analoga. De esta

manera, el resultado en (B.18) se puede escribir en la forma:

(B.23)
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donde se han definido las funciones:

Me (k) =V x <¢e (k) F>

Omn O’mn
. mo cos(myp) 4
= Jnlkr) | ¥ sin 0 Py (sinf) cos(mey) 9
0P} (cos ) cos(myp) .
00 sin(my) v (B.24)
= 1
Ne (k) ==V xV x (we (k)7
omn k omn
_n(n+1) m cos(mep)
 kr Jn(kr) Py (cos 6) sin(my)
19 . 0P (cos ) cos(myp) ,
* kr Or I ju(kr) { 00 sin(me) o
moo. sin(mep) .
F sin9P” (cos @) cos(mip) go} : (B.25)

Los coeficiente aéc) (k) y Béc) (k) definidos en la expresién (B.23) estan expresado en términos
Omn Omn

de Ag) (k) de diferentes 6rdenes. Por ejemplo

Omn
@) gy 1
O‘(e)mn<k) - 2n(n + 1) [(1 + 51)140(m—1)n + (n +m+ 1)(" - m)Ao(m+1)n]
() gy 1L
(e)mn(k‘) = S+ 1) (14 01)Acn-1)(n—1) — (n —m = 1)(n — m) Ac(mi1y(n-1)) >
donde
5 { 1, m=1
1= .
0, m#1

Ahora bien, para calcular la funcién de Green diddica se sustituye la funcién de Green vectorial,
obtenida en (B.23), dentro de la expresién (B.15), donde, después de operar algebraicamente, se
obtienen las siguientes identidades:

o) (k)2 + ¥ K)g + o) (k)2 = Crndll” (k)

Omn Omn Omn Omn
& ki + Y (k)g + BY (k)2 = ConNoY (),
Omn Omn Omn Omn

donde la prima hace referencia a que la funcién estd definida con respecto a (1,6, ¢'), es decir, las
cooridendas de la posicién 7, el superindice (1) en la notacién ]\76(1) (k) significa que la funcién
mmn

esta definida con respecto a las funciones esféricas de Hankel de primer tipo, es decir:

A I | (1) m cos(myp)
Ngmn(k:) = kV X V |hy, (kr) P (cos ) sin(m) 7l
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similarmente para Mé(l) (k), y los coeficientes C,y,, estan dados por:
Om’n
2n+1 (n—m)!

Crmn = (2_60)71(71—1—1) (n+m)!

(B.26)

.. . — -/ .
Por lo tanto, con base en el procedimiento anterior, para el caso en que ¥ < 1 se tiene:

Tur) = 553 Con [MIT O 1) + F 0TV k)

n=0m=0

que es lo mismo que la parte de (3.34) sin el término singular derivado por el método de Ohm-
Rayleigh. En retrospectiva, la deduccion en de la funcién de Green en la seccién 3.2.2.2 muestra la
elegancia del método de Ohm-Rayleigh que pasa por alto todas las complicadas manipulaciones
involucradas en el método algebraico. El término singular, por supuesto, no se puede derivar del
método algebraico basado en G .k, pero se puede encontrar comenzando con G ..
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Apéndice C
Analisis de dispersion de luz

C.1. Imagen de espectro angular

Para simplificar este tipo de problemas se puede hacer uso de la imagen de espectro angular
(Angular Spectrum Picture) en el cual se propone expresar la respuesta de una distribucién de
fuentes en términos de ondas planas y evanescentes, como se expone en la referencia [22]. Para
comenzar suponemos que sabemos el campo eléctrico total, en cualquier punto del espacio 7, del
problema de esparcimiento dado por, es decir el campo E () dada por:

—

E(F) = Epn(7) + Ese(r). (C.1)

Bajo esta situacion, en la imagen de espectro angular estudiamos la solucién del problema en un
plano, perpendicular al eje z que cruza por z = zp, por lo que nos concentraremos en calcular el
campo perpendicular (E1) al eje elegido (observar figura C.1).

elli

Figura C.1: Esquema del campo dispersado por el cristal donde se muestran los planos de analisis. En
esta ilustracién también se muestra la definicién de los angulos que definen el plano de esparcimiento.

Para esto, evaluamos la Transformada de Fourier 2-dimensional del campo eléctrico, la cual
sabemos que existe[48] ya que suponemos que el campo eléctrico es “suave” lejos de la fuente. De
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esta manera se tiene:

E(xayaz) = 27T / qu,Qy, (qxx—’—qyy)dedea

= E(qw,qy,z) = (271_)/ E(x,y, Z)ei(qu'i_qyy)dx dy

Cabe remarcar que al haber asumido que el campo E es“suave” podemos pensar que este es bien
comportado, en consecuencia, y con el propdsito de proceder en el andlisis, es factible asumir
que en el plano transversal de interés el medio es homogéneo, isotrépico, lineal y sin fuentes.
Asi, bajo estas condiciones, podemos suponer que el campo eléctrico campo eléctrico en el plano
corresponde a un campo Optico armoénico en el tiempo con un frecuencia angular w, por lo que,
componente a componente, satisface la ecuacién de onda de Helmholtz escalar, es decir, se tiene
que:
(V2 + k%) E(7) =0.

Introduciendo la Transformada de Fourier en la ecuacién de onda se observa que:

0= (VZ+KHEF) = — // (V2 +k?) [ (¢, 4y, 2)e Z'Wﬂyy)] dqy dgy

o & —ig|#
:%// {[(kQ—quc—qz)JraZ] E(qx,qy,z)}e 9171 dgy da, .

Por consiguiente, por ortonormalidad de las funciones exponenciales (como en la seccién 2.3), se
obtiene:

92\ =
<k:2+62> E(qe,qy,2) =0 con ¢ =k —q;—q,,

de donde se concluye que:

—

E(qs, 0y, 2) = E(qu,qy,0)e™% g, =/k2—q2—¢2 con Im[k.] > 0. (C.2)

Este resultado nos muestra que el espectro de Fourier del campo E en un plano imagen arbitrario
ubicado en z = cte se puede calcular multiplicando el espectro en el plano del objeto z = 0
por el factor e==7 al cual se le llama propagador en el espacio reciproco. En la ecuacién (C.2)
definimos que la raiz cuadrada que conduce a k, da un resultado con parte imaginaria positiva.
Esto asegura que las soluciones permanezcan finitas para z — 4oo. Mds atn, insertando el
resultado de la ecuacién (C.2) en la transformada de Fourier, finalmente encontramos para z
arbitrario se tiene:

(C.3)

00 ~
m Y, 2 /] vac,Iya ) ia szrqyy:tqzz)dqx de

que es conocido con el nombre de representacién del espectro angular.

C.2. Mediciéon experimental

Con el propésito de ejemplificar y asentar el panorama experimental con base en el cual se
abordo toda la teoria y el formalismo fisico-matematico en el presente proyecto, en esta seccién
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C.2 Medicién experimental

se reporta una extraccién de la referencia [17] en donde se explica un sistema experimental exis-
tente en el Laboratorio de Nanofoténica Avanzada del Instituto de Fisica de la UNAM, el cual
sirve para medir transmividad de muestras nanofoténicas, tales como cristales plasménicos. Cabe
remarcar que las mediciones experimentales que se reportan en dicha referencias corresponden
al tipo de mediciones las cuales se busca reproducir por los métodos numéricos y semianaliticos
reportados en este trabajo.

Para realizar las mediciones experimentales reportadas en la referencia [17] se usé un sistema
rotacional no comercial que permite cambiar el dngulo de incidencia de la luz sobre la muestra,
de manera motorizada y automatizada con alta precisién. En la Figura C.2 se ilustra un esquema
del sistema.

Polarizador Plano de Incidencia
—Espejos l Polarizador Lente Fibra Optica

Porta Muestras

[E]er

Diafragma Espectrometro

Diafragma

s
3
Motor Muestra Computadora

<«—— Motor Brazo

Figura C.2: Esquema del sistema de mediciéon

Como se muestra en la Figura C.2, el sistema cuenta con dos motores que se operan por medio
de una computadora. El motor del brazo define la posicién del detector en el plano de inciden-
cia, mientras que el motor de la muestra permite rotar la muestra a un dngulo poloidal (6;) con
respecto al vector de onda incidente. También se puede rotar manualmente la muestra de forma
tal que, al mantenerse el vector normal a su superficie, el plano de incidencia escanee diferentes
trayectorias del cristal plasmoénico. De acuerdo a la Figura C.2, esto implica un cambio en el
angulo azimutal (6),).

Para asegurar una alineacién inicial de la muestra que corresponda al escaneo a lo largo de las
trayectoria de alta simetria (I'— K , I' = M), se mira al patrén de difraccién que produce la na-
noestructura al interactuar con un laser (Observar fotografia de la Figura C.3). Por lo tanto, “de
acuerdo con el patrén de difraccién se observa que las dos trayectorias de alta simetria, antes
mencionadas, corresponden a las mediciones a dngulos 6, = 0rad, 7/2rad, respectivamente.

En la practica experimental, para cuantificar la respuesta 6ptica de un sistema Nanafoténico,
se suele medir los mapas de luz extinguida por la muestra. Para esto se fija el detector a lo largo
del eje optico definido por el vector de onda incidente. Se mide la intensidad transmitida por
la muestra T y se normaliza con respeto a la intensidad transmitida en ausencia de la muestra,
Ty. Se obtiene asi una cantidad normalizada a 1. La transmisién depende de la longitud de onda
incidente (Ajn¢), del 4ngulo de incidencia (6;) y del d&ngulo poloidal (6,). De esta manera, con base
en lo anterior, se define la Extincién por medio de:
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2250m | | 325nm || 426nm || 525nm / o o o

200nm 300nm 400nm 500nm / L2

1750m 2750m 3750m 4750m |/ o o o

150nm 250nm 350nm 450nm 550nm

Figura C.3: Fotografia y esquema de la muestra caracterizada en la referencia [17]. Los cuadros que
se observan corresponden a cada uno de los arreglos triangulares. En el centro de cada cuadrado se
especifica el pardmetro de red del arreglo correspondiente.

T(Ainc; 01'; 9[))
TO()\inc) ’
Por ultimo, con el objetivo de anadir al estudio de la extincién la dependencia con respecto a

la longitud de onda, las mediciones se realizan incidiendo luz blanca, las cual comtinmente poseen

un espectro continuo de 400 nm a 900 nm. Asimismo, los polarizadores en Figura C.2, seleccionan

unicamente polarizacién perpendicular (s) o paralela (p) al plano de incidencia, tanto para la luz
incidente como para la luz transmitida.

Eztincion(Nine, 055 6p) = 1 — (C.4)
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