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Resumen

En el presente trabajo se da una manera de calcular la probabilidad de
supervivencia de un antineutrino electrénico en términos de la probabilidad
de supervivencia del neutrino cuando se considera que las tres generaciones
de neutrinos toman parte activa en la mezcla. El principal interés en esta-
blecer una relacién entre ambos caso se basa en el hecho de que, para las
oscilaciones de los neutrinos en un medio material con densidad variable, es
posible desarrollar soluciones aproximadas aprovechandonos del comporta-
miento casi degenerado de los eigenvalores de la energia en ciertas regiones.
Sin embargo, estas condiciones no son aplicables al caso del antineutrino, lo
cual nos obliga a explorar otros métodos de resolucion.

Haciendo el cambio de signo en las diferencias cuadraticas de masas,
somos capaces de establecer una relacién clara entre las funciones de onda
del neutrino y su antiparticula. Definiendo los estados instantdneos como
aquellos para los cuales el Hamiltoniano en materia resulta ser diagonal,
desarrollamos soluciones aproximadas para el caso del neutrino y utilizando
las relaciones encontradas entre el neutrino y antineutrino se establece una
relacién entre la matriz de mezcla y el operador de evolucion de los estados
instantdaneos, relaciones que utilizamos para encontrar la probabilidad de
supervivencia del antineutrino.
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Introduccion

Las oscilaciones de neutrinos se refieren a las transformaciones periédicas
entre los diferentes sabores de los neutrinos v,, v, v,. El concepto de oscila-
ciones de neutrinos fue introducido por primera vez, en 1958, por B. Pon-
tecorvo, para transiciones de neutrino/antineutrino. Con el descubrimiento
del neutrino muénico en 1962, en el experimento realizado por Lederman,
Schwartz y Steinberger, surge la posibilidad de las transiciones entre los
distintos sabores del neutrino.

Por otro lado, las primeras medidas experimentales del flujo de neutrinos
solares predicho por el Modelo Estandar Solar se llevaron a cabo en la década
de los 60, por Davies y sus colaboradores. Dichas medidas arrojaron un
déficit respecto al valor predicho, discrepancia posteriormente confirmada
por varios experimentos llevados a cabo en diferentes laboratorios, dendo
lugar al conocido “problema de los neutrinos solares”. Las oscilaciones de
neutrinos son la mejor propuesta para resolver este problema. Fue en 1978
cuando Wolfenstein discutié los efectos de la materia en la propagacién de los
neutrinos debido a las interacciones con las particulas del medio, concluyendo
que los neutrinos se encuentran sujetos a un potencial efectivo que es andlogo
al indice de refraccion de la luz a través de la materia.

Por su parte, en 1985, Mikheyev y Smirnov descubrieron que las proba-
bilidades de transicién en las oscilaciones de neutrinos pueden ser sensible-
mente modificadas cuando el neutrino se propaga en un medio con densidad
variable, este es el efecto MSW, el cual se volvié famoso rapidamente debido
a ser el mejor candidato para explicar el problema de los neutrinos solares.

La literatura disponible acerca de las oscilaciones del antineutrino en ma-
teria, suele ser escasa o, en su defecto, abordar el tema de forma somera. El
proposito del presente trabajo es tratar de manera equitativa los casos del
neutrino y el antineutrino en materia. El tema del neutrino ha sido amplia-
mente discutido y las aproximaciones hechas estan bien fundamentadas y
conducen a resultados que son coherentes con los experimentos; sin embar-
go, estas mismas aproximaciones no estan suficientemente justificadas para
el caso del antineutrino, por lo cual con la finalidad de poder describir la
evolucion de los estados de sabor del antineutrino, nos gustaria encontrar

3



4 INTRODUCCION

un modo de poder usar los resultados deducidos para el caso del neutrino.

Nuestro principal interés serd establecer una relacion de la probabili-
dad de supervivencia del neutrino electronico solar, con la correspondiente
probabilidad de supervivencia del antineutrino. Ademas, deduciremos una
relacién general entre los operadores de evolucién de los estados instantéaneos
al propagarse en materia.

El presente trabajo se estructura del siguiente modo. En el Capitulo 1,
revisamos la teoria estandar de las oscilaciones de neutrinos, en el vacio, el
principal interés de este capitulo es dar una base firme al origen del fenémeno
de las oscilaciones de neutrinos, asi como estudiar la matriz de mezcla y
algunas de sus propiedades més relevantes.

En el Capitulo 2, nos enfocamos en los efectos de la materia en las oscila-
ciones de neutrinos; empezamos estudiando el origen del llamado potencial
efectivo de interaccion, el cual se puede explicar a partir de la dispersion de
los neutrinos con las particulas de medio. Verificamos los aspectos generales
de calculo de las probabilidades de oscilacion, finalizando con un breve repa-
so del caso de dos generaciones, este tultimo tema es ampliamente estudiado
en la literatura, por lo cual no hacemos mucho énfasis en el mismo.

En el Capitulo 3, estudiamos las oscilaciones de neutrinos y antineutri-
nos en materia para el caso de tres generaciones; empezamos escribiendo el
Hamiltoniano en materia de una forma mas sencilla, al quitar los parametros
0 y 6a3 de la matriz de mezcla. El nuevo Hamiltoniano que asi resulta tiene
los mismos eigenvalores que el Hamiltoniano en materia original. Emplean-
do la aproximacién de que en el borde del medio el potencial de interaccién
decae a cero, somos capaces de deducir las probabilidades de oscilacion del
neutrino en un medio. En el caso del antineutrino nos percatamos que no
podemos usar el mismo razonamiento para encontrar las probabilidades de
oscilacion, por ende optamos por establecer una relacion entre ambos casos,
la cual nos permita conocer la probabilidad de oscilacién del antineutrino
usando los resultados previamente deducidos para el neutrino.

En el capitulo 4, nos dedicamos a la diagonalizacién del Hamiltoniano en
materia tanto para el neutrino como para el antineutrino, los eigenvalores
son obtenidos tanto de manera exacta como aproximada, verificando que el
error porcentual se encuentra por debajo del 1 %. Para dar las entradas de la
matriz de paso de modo exacto nos valemos de los resultados de un trabajo
reciente elaborado por Denton y Parke [7]. En esta misma seccién damos
una aproximacién para los angulos efectivos de mezcla en materia.

Empezamos el Capitulo 5 con un repaso a la relacién que existe entre las
probabilidades de cruzamiento del neutrino y antineutrino cuando se consi-
dera que solo dos sabores toman parte activa en la mezcla. Posteriormente,
empleando los resultados obtenidos en el capitulo 4, investigamos la relacion



entre el caso del neutrino y el antineutrino, empezando por realizar el cambio
de signo en las diferencias cuadréticas de las masas del neutrino y, apartir
de alli, establecer la relacién entre las amplitudes de los neutrinos con las
del antineutrino, finalizamos el capitulo usando las relaciones antes mencio-
nadas para dar la probabilidad de oscilacién para el caso del antineutrino en
términos de las expresiones del neutrino.

En el Capitulo 6 presentamos las conclusiones principales de esta tesis.
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Capitulo 1

Oscilaciones de neutrinos en el
vacio

Las oscilaciones de neutrinos se refiere al fenémeno fisico de las transi-
ciones periddicas entre distintos sabores de neutrinos. Estas transiciones son
generadas por la interferencia de diferentes estados masivos, que se producen
y son detectados coherentemente debido a sus muy pequenas diferencias de
masa.

En la década de los 50, solo un tipo de neutrino activo era conocido
(neutrino electrénico) fue en 1957 cuando por primera vez B. Pontecorvo [28]
sugirié que los neutrinos oscilaban, en analogia con la mezcla de kaones
neutros K% < FO, donde el nimero cuantico de la extraneza oscila en el
tiempo.

Con el descubrimiento del neutrino muénico en 1962, en el experimento
realizado por Lederman, Schwartz y Steinberger en el Brookhaven Natio-
nal Laboratory [6]; quedé claro que la oscilacién entre diferentes sabores de
neutrinos activos era posible. En 1962, Z. Maki, M. Nakagawa y S. Saka-
ta consideraron por primera vez un modelo con la mezcla de neutrinos de
diferente sabor; fue hasta 1967 cuando el mismo Pontecorvo presenté los
primeros trabajos acerca de las oscilaciones entre dos sabores [29].

La teoria estandar de las oscilaciones en la aproximacion de onda plana
fue desarrollada en 1976 por Eliezer y Swift [10], Fritzsch y Minkowski [12],
Bilenky y Pontecorvo [4].

En este capitulo revisaremos la derivacion estandar de las probabilida-
des de oscilacion de los neutrinos y discutiremos los principales aspectos
fenomenolégicos de las oscilaciones de neutrinos en el vacio.



8 CAPITULO 1. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN EL VACIO

1.1. Teoria estandar de las oscilaciones de
neutrinos

Los estados de sabor definido v, (7,) son creados por procesos de co-
rriente cargada junto con el correspondiente leptén cargado [T (17), en algin
punto del espacio-tiempo, después de recorrer una cierta distancia desde el
punto de produccién, este neutrino puede cambiar su sabor, es decir, la pro-
babilidad de encontrarlo en el estado de sabor inicial o en cualquier otro,
varia con el tiempo.

Para que esto sea posible es necesario suponer que los estados de sabor
definido, no son estados con masa bien definida, sino que en vez de ello,
estos son una combinacién lineal de otros estados que si tienen masas bien
definidas, a los que conoceremos como estados de masa.

La relacion entre los estados de sabor y los estados de masa se puede
expresar de la siguiente manera

U=Ud (1.1)
con
we ¢1
U = 'Lp'u ) = (bg s (12)
% (b?)

donde W, ® representan las funciones de onda de los estados de sabor y los
estados masa respectivamente y U es una matriz unitaria conocida como
matriz de mezcla.

La ecuacion de Schrodinger es la que describe la evolucién temporal de
las amplitudes de sabor de los neutrinos; sin embargo, en la base de sabor
el Hamiltoniano resulta ser no diagonal. Por otro lado, los estados de ma-
sa poseen masa y momentos bien definidos de donde se concluye que son
eigenestados del Hamiltoniano del vacio, el cual denotamos por Hy.

Ya que los estados que son detectados son los estados de sabor mediante
los procesos de interaccion débil; nos interesa saber como evolucionan los
mismos, para ello consideremos un neutrino de sabor a y momento p’ creado
en algin proceso de corriente cargada, junto con el correspondiente anti-
leptén [F, el estado de sabor se puede escribir como una combinacién de los

estados de masa
va) =Y Uz 1), (1.3)

donde usamos la convencién habitual de utilizar indices latinos (i, 7, k, ..)
para denotar los estados de masa, mientras que los indices griegos («, 3,7, ...)
se reservan para los estados de sabor. Por simplicidad, consideramos que
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tanto los estados de masa como los estados de sabor son ortonormales, es
decir,

Volvg) = 0as s
(vilv;) = bij -

Como mencionamos antes, los estados de masa son eigenestados del Ha-
miltoniano en el vacio

Hyolvg) = Eglvg), (1.5)

con eigenvalores de la energia,

Ey = \/p2c? + my2ct. (1.6)

La ecuacién de Schrodinger para los estados de masa es

i (1)) = Hola0) (L.7)

cuya soluciéon esta dada por

vi(t)) = e " uy) (1.8)

Consideremos por un momento un estado de sabor puro |v,) creado en
algin lugar del espacio, al tiempo ¢t = 0. De las ecuaciones (1.3) y (1.8) la
evolucion temporal de los estados de sabor esta dada por

valt) =D Use ™ 1) (1.9)

del tal forma que

Va(t = 0)) = |va). (1.10)

Usando la relacion de unitariedad de la matriz de mezcla

vUt=UU=1 = > UiUs,=96;, (1.11)

los estados de masa se pueden expresar en términos de los estados de sabor
invirtiendo (1.3). Asi,

i) = > Usi lvg) (1.12)
8

que sustituida en (1.9) nos da

valt)) = D <ZU2kUﬁkeihEkt> [vs) (1.13)

B=e,u,T
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De esta forma, el estado que en el ¢ = 0 es un estado de sabor puro |v,) a
un tiempo ¢t > 0 este se convierte en una superposicion de todos los estados
de sabor. Por lo tanto, la amplitud de tener un estado de sabor |vz) a un
tiempo t es dada por

V(1) = (vslvalt) Z * Ugpe hEnt (1.14)

Esta es la amplitud de transicién de v, — vz como funcién del tiempo,
la correspondiente probabilidad es

P(vg — vgit) = [Y5(1)]°
- ZZU;kUﬁkUajUEje_ih(Ek_Ej)t' (1.15)
koo

a fin de facilitar la notacion y ser congruente con las derivaciones presentadas
en la mayoria de los textos, de ahora en adelante usaremos la convencion
h=c=1.

Llegados a este punto es conveniente hacer algunas suposiciones adicio-
nales [13]. Consideremos que el neutrino es una particula ultrarelativista,
es decir, p; > m;, con lo cual la relaciéon de dispersién en (1.6) se puede

aproximar por
5 5 1m?
E;=\/pi+mi~p +-—. (1.16)
2 p;

1
si ademads, suponemos que los distintos tipos de neutrinos tienen el mismo
momento p.

1 Am;
E, — Ej ~ i (1.17)
2 p
donde definimos Amj; como la diferencia cuadrética de masas
Amj; =mj —m] . (1.18)

Por lo tanto, la probabilidad de transicién (1.15) se puede expresar como

Am?
P(va—vgit)=> Y UnUsUsiUs; exp (—@ 2Ekj t)
k J

A k
= Z |Uak*|Usil” + 2%Re Y~ Uz, UpiUs;Uj exp ( QEH)

k>j

(1.19)

Como ultimo paso en la derivacion estandar, la probabilidad de transicion
esta basada en el hecho de que en los experimentos de oscilaciones de neu-
trinos el tiempo de propagacion desde el punto de creacion hasta el punto de
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deteccion t no es medido, lo que realmente se conoce es la distancia L entre
la fuente y el detector. Como supusimos que el neutrino era una particula
ultrarelativista, este viaja casi a la velocidad de la luz y es posible aproximar
L =t, para finalmente llegar a

Am2 .
E o J

de esta ultima expresién se puede apreciar que la distancia fuente-detector
L y la energia del neutrino son las cantidades fisicas que determinan la fase
de oscilacion )
By — AmkjL
2F
Esta cantidad esta determinada por la diferencia cuadratica de masas Amij
las cuales son constantes fisicas, esto implica que las amplitudes de oscilacién
estan determinadas tinicamente por los elementos de la matriz de mezcla U,
mediante sus productos cuadraticos,

(1.21)

U UsiUns U3, (1.22)

estos ultimos no dependen de la eleccion de las fases, de hecho los productos
cuadréticos de (1.22) son invariantes ante una transformacion global de fase

Uai — €Uy (1.23)

esto corresponde a correr la fase de los campos del lepton cargado y del
neutrino. En el caso de neutrinos de Majorana como veremos mas adelante,
la matriz de mezcla de tres generaciones contiene ademaés de la fase de Dirac,
dos fases de Majorana que aparecen en una matriz diagonal a la derecha de
la matriz de mezcla, es decir

U=UPD" (1.24)

donde UP es la matriz de mezcla para neutrinos de Dirac y DM es una
matriz diagonal unitaria con dos fases independientes, llamadas usualmente
fases de Majorana; en términos de componentes

Up = UB e (1.25)

debido a la invarianza ante el recorrimiento de fase de la ecuacion (1.22); los
experimentos de oscilaciones de neutrinos son independientes de las fases de
Majorana y no pueden arrojar informacion sobre ellas, esta tltima afirmacion
es en general cierta sin importar el nimero de generaciones que se estén
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considerando, en particular las violaciones de las simetrias de CP y T en las
oscilaciones de neutrinos dependen unicamente de la fase de Dirac.

De la ecuacién (1.20) es claro que la probabilidad entre diferentes sabores
se da para los casos en donde L > 0, ya que por la relacién de unitariedad
de la matriz de mezcla (1.11)

P(va—=vg; E,L =0) = 0as. (1.26)

La probabilidad de oscilacién en la ecuacién (1.20) deben satisfacer las
reglas de conservaciéon de la probabilidad

1. La suma de la probabilidad de oscilaciéon de un sabor dado v, a todos
los demas sabores v4 (incluyendo el caso a = ) es igual a uno

ZP(VQAVB; E L)=1.
B

2. La suma de la probabilidad de oscilaciéon de cualquier sabor v, a un
neutrino de sabor dado v (incluyendo el caso o = ) es igual a uno

ZP(VQ—>V5; E L)=1.

Existen muchas formas de derivar la ecuacién (1.20), la aqui presenta-
da es la mas sencilla que aparece en la mayoria de los libros de texto, la
cual usa conceptos simples de mecanica cuantica, donde los neutrinos son
tratados como ondas planas. Una derivaciéon un poco mas rigurosa se puede
conseguir tratando los neutrinos como paquetes de ondas y finalmente es
posible derivarla esta ecuacién en el marco de la Teoria cuantica de campos
(QFT por su sigla en inglés), un breve tratamiento de la derivacién de esta
ecuacion en el marco de los paquetes de ondas se puede encontrar en las
referencias [13, 14].

Para el caso del antineutrino es necesario realizar el cambio U}, — Uqg
en la ecuacion (1.20), esto se debe a que los neutrinos de sabor son creados
en los procesos de interaccion débil de corriente cargada mediante la parte
del Lagrangiano que describe las interacciones débiles

Jw.1 =2 Z Z Uik lar (1.27)
a=e,u, 7 k

al considerar el caso del antineutrino es necesario tomar el hermitico conju-
gado de la corriente leptonica

=2 Z Z Uaklar L (1.28)

a=e,u, 7 k
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En este caso el hermitico conjugado de la corriente cargada lepténica crea
antineutrinos de sabor 7, que son a su vez superposicion de antineutrinos
masivos 7, con pesos proporcionales a U,, de esta forma la relacion que
existe entre los estados de sabor del antineutrino y sus estados de masa es

[Pa) = D Ui [72). (1.29)

1.2. La Matriz de Mezcla

En general, una matriz unitaria de N x N depende de N? pardmetros
reales independientes, queremos saber como estan repartidos estos parame-
tros. La matriz unitaria S se puede descomponer de la siguiente manera

S =FO (1.30)

donde F' es una matriz de fases y O es una matriz ortogonal real, que satis-
face OTO = 00T =1.

La condicion de ortogonalidad impone N condiciones a la diagonal principal,
méds (N? — N)/2 condiciones fuera de la diagonal, asi el nimero de condicio-
nes impuestas a O es establecido por N + (N? — N)/2 = (N? + N)/2. Por
lo tanto, el nimero de parametros independientes de O es:

N(N -1

YY) as
y el nimero de parametros independientes de F' es:

N(N +1

% (1.32)

Al igual que en el caso de los quarks, si el neutrino es una particula de
Dirac, 2N — 1 fases pueden eliminarse mediante una transformacién de fase
redefiniendo los campos lepténicos [13,21], tales fases son inobservables vy,
por lo tanto, no tienen significado fisico. Asi, el niimero de fases fisicas esta
dado por [13]

(N—-1)(N-2)
2

Como se indico anteriormente los experimentos de oscilaciones de neutrinos
no son capaces de determinar si el neutrino es una particula de Dirac o
de Majorana, por lo que durante el presente trabajo supondremos que el
neutrino es una particula de Dirac. Esta suposicién nos permitira trabajar
con el menor nimero de pardmetros fisicos relevantes sin perder generalidad
en los resultados.

fases fisicas de Dirac, (1.33)
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1.3. Mezcla de dos sabores en el vacio

Consideraremos el caso en el que solo existen dos sabores de neutri-
nos activos, y dos estados de masa (v, 12), con sus respectivos eigenvalores
(mq, my). De las ecuaciones (1.31) y (1.33)

N(N -1
% =1 angulos de mezcla
N=92 = (1.34)
N—-1)(N -2
( >2( ) =0 fases de Dirac

en este caso la matriz de mezcla depende de un solo parametro fisico, el
angulo de mezcla y puede representarse como

U— ( cos 6 smG) ‘ (1.35)

—sinf cos@

Al no haber fase de violacién de CP, la matriz de mezcla resulta ser real

de donde se concluye
Pua%uﬁ = Pﬁaﬁﬁg (136)

esto se puede ver directamente de la ecuacién (1.15); en forma matricial la
relacién entre los estados de sabor y los estados de masa puede escribirse

como
Ve [ cos @ sinf 01
Y, ~ \—sind cosd b2 )

Suponga que al tiempo t = 0 es creado en algiin punto del espacio-tiempo
un neutrino electrénico con momento p, en términos de los estados de masa
el estado inicial es

lv(t =0)) = |ve) = cosB|vy) + sinO|vy) (1.37)

la ecuacién (1.8) nos dice como evolucionan los estados de masa para cual-
quier tiempo posterior, de donde el estado del neutrino al tiempo ¢ serd

[v(t)) = cosf e 1 |vy) +sin 6 e P2 uy) (1.38)
La probabilidad de supervivencia del neutrino electrénico esta dada por

P(ve = ve;t) =|| (velv(0)) |I*
= cos O(v1|v(t)) + sin O{vo|v(t)) |2

1 1
=1- 5 sin? 20 + 5 sin? 26 cos ((EQ — El)t) (1.39)

Am?
=1—sin?26 ( 1 — cos®
sin 9( cos [ 1B t}),
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donde usamos la aproximacién vista en (1.17). Para neutrinos que viajan
una larga distancia, el término oscilante, promedia a cero, por lo cual la
probabilidad de supervivencia se reduce a

(P(ve — vest)) = 1 —sen® 26
De la misma forma se puede calcular la probabilidad de conversién

P(ve = vit) =] (wlv(t) |I*

Am? (1.40)
=sen®20 ( 1 — cos?
sen” 26 < CoS [ 1B t})

cuya probabilidad promedio es
(P(ve — v,;t)) = sen®20 .

Una de las razones por la cuales el caso de dos sabores tan sencillo es el
poco numero de parametros fisicos relevantes, ya que para este caso solo se
tiene un dngulo de mezcla y una diferencia cuadréatica de masas.

1.4. Mezcla de tres sabores en el vacio

El caso mds general considera los tres estados de sabor (v, v,,v;) v los
tres estados de masa (v, /2, v3) con sus respectivos eigenvalores
(my, ma, m3). Usando las ecuaciones (1.31) y (1.33)

N(N -1
% =3 angulos de mezcla
N=3 = (1.41)
N —1)(N -2
( )2( ) =1 fases de Dirac

Para el caso de tres generaciones la matriz de mezcla depende ahora de tres
angulos de mezcla y una fase de Dirac, existen varias parametrizaciones de la
misma, siendo algunas de las més conocidas la propuesta por M. Kobayashi
y T. Maskawa al estudiar la fase de violacién de C'P en las interacciones
débiles [16] y la parametrizacién propuesta afios mas tarde por Lincoln Wol-
fenstein [31]. Sin embargo, hasta ahora no se ha hecho referencia alguna a la
parametrizacion y, por lo tanto, los resultados obtenidos hasta el momento
no dependen de la misma.
En lo subsecuente usaremos la representacién esténdar [13,19]

C12€13 S12€13 spze "

U= | —S12023 — 01251:'>a‘323€i£s C12C23 — 312=91:)><(>‘2:3€i(s C13823 | (1-42)
S12523 — 012023513ei6 —C12523 — 5120235136“S C23C13
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en donde definimos la notacién compacta ¢;; = cosb;; y s;; = sinf;; con
i,j € {1,2,3}. Estas cantidades no pueden deducirse a partir de primeros
principios, por lo tanto, la fase responsable de la violacion de la simetria C'P
y los dangulos de mezcla se deben determinar experimentalmente.

Una forma mas conveniente de representar la matriz de mezcla (1.42), es
expresarla como productos de las matrices de rotacién de Euler [11,17].

U = 023F013012FT 5 (143)

donde O;; son matrices ortogonales expresadas en términos de los angulos
de mezcla en el vacio 6;; € [0,7/2), 1,7 =1,2,3 y I es una matriz diagonal
que contiene la fase de violacién CP, de forma explicita

iz S12 0 ci3 0 s13
012 = —S12 C12 0 s 013 = 0 1 0
0 0 1 —S13 0 C13 (144)
1 0 0 1 0 O
023 = 0 Co3 S93 s I'= 0 1 0
0 —S923 (€23 0 0 ei‘s

Ademas de los tres angulos de mezcla y de la fase de Dirac, para este caso
contamos con tres masas de neutrinos mq,mo, m3 dejandonos asi con siete
parametros fisicos relevantes. Para neutrinos ultrarelativistas existen solo
dos diferencias cuadréticas de masas independientes (Amg; = m; —m3).

Vamos a nimerar (inicamente por conveniencia) la masa de los neutrinos
de tal manera que my > my, asi Am3, > 0 con esta eleccién tenemos dos
posibilidades ya sea m; < mgy < mg (orden normal) 6 mg < my < mgy (orden
invertido).

Dependiendo si trabajamos con el orden Normal o el orden Invertido
de masas, la diferencia cuadritica de masas mds grande queda como Am3;
6 Am3, respectivamente; también es sabido a partir de los datos experi-
mentales que Am3, <| Amgl(gz) | por un factor de casi treinta, es decir
Am3, JAmM3) 35 = 0.03, esto implica que ambos casos tenemos Am3;, ~
Am3, 59 con | Am3; — Am3, |= Am3; < Am) gy [25].

La enorme cantidad de datos acumulados a lo largo de muchos anos de
investigacion nos han permitido determinar los pardmetros, que son respon-
sables de las oscilaciones de los neutrinos solares. El elemento U,z ~ sin 3
de la matriz dada en (1.42) es relativamente pequeno, lo cual nos permite
identificar los angulos 6,5 y 023 como los dngulos de mezcla relacionados con
la componente dominante de las oscilaciones de los neutrinos solares y at-
mosféricos respectivamente, mientras que Am3, y Am2, son frecuentemente
nombradas como diferencia cuadratica de masas “solar” y “atmosférica” y
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se les denota como Am3, = Am?2, Amj3 = Am2,,,. Sin embargo, los datos

experimentales no permiten determinar el signo de Am2,; los dos posibles
signos corresponden con los dos tipos de espectros de masas de los neutrinos
y dependiendo del valor de la masa del neutrino mas ligero el espectro puede
ser [25]:
Jerarquia normal:
mi; < mog K Ms (145)
Jerarquia invertida:
ms <K my < My (1.46)

Para encontrar la probabilidad de supervivencia del neutrino electrénico
usamos la ecuacién (1.19) y la parametrizaciéon estandar de la matriz de
mezcla (1.42), de donde

P A 2
(1.47)

2k 2K

Para neutrinos que viajan una larga distancia desde el punto de produc-
ciéon, los términos oscilantes promedian a cero y la correspondiente probabi-
lidad de supervivencia promedio es:

Am? Am?

(P(ve = vest)) = c1acly + sTacls + 513, (1.48)

Para las probabilidades de conversion P(v, — v,;t) y P(ve. — v;;t) aparecen
factores proporcionales a ¢, por lo tanto los efectos de la fase de violacién
de CP deben ser tomados en cuenta.

Una importante diferencia entre el caso de dos y de tres generaciones es

PI/a—>V5 7£ Pﬁa—)ﬁﬁ (149)

pues en este caso U es una matriz compleja, y hacer el cambio Uy, — U,
no deja las ecuaciones (1.15) invariantes; sin embargo, de la estructura de
estas mismas, es claro que

PI/a—)Vﬂ = Pﬁﬂ—}ﬂa (150)

esto no es mas que una consecuencia del teorema CPT [21].
Sin importar el nimero de generaciones que se considere o la representacion
explicita que se use para la matriz de mezcla, las probabilidades, ya sea de
supervivencia o conversion de neutrinos en el vacio, queda completamente
determinado por la ecuacién (1.20).

Las oscilaciones de neutrinos en el vacio, son quizds uno de los temas
mas estudiado en la fisica de neutrinos, y aun hoy, a mas de sesenta anos,
de que fuera propuesto, sigue intrigando a los fisicos de todo el mundo.
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Capitulo 2

Oscilaciones de neutrinos en
materia

Fue en 1978 cuando L. Wolfenstein [30] se percaté de que cuando el
neutrino se propaga en materia, esta sujeto a un potencial efectivo debido a
la dispersién eldstica con las particulas del medio. Este potencial modifica las
oscilaciones de los neutrinos, por ejemplo, en el caso de dos generaciones, el
angulo de mezcla en el vacio es remplazado por un angulo de mezcla efectivo
en materia, el cual es funcién del potencial.

Wolfenstein [30], V Barger, K Whisnant, S Pakvasa y RJN Phillips [2]
fueron quienes a principios de la década de los ochenta estudiaron la pro-
pagacién de los neutrinos a través de un medio con densidad constante.
Desafortunadamente, en estos primeros trabajos el signo de potencial efec-
tivo resultd ser incorrecto y posteriormente fue corregido por Langacker,
Leveille, y Sheiman, [20].

Para estimar el orden de magnitud del camino libre medio debido a la
dispersién elastica con las particulas del entorno procedamos de la siguiente
manera. Del andlisis dimensional sabemos que la seccion eficaz de interaccion
débil del neutrino con un leptén cargado o un hadrén en el centro de masa
estd dada por [13]:

Oem ~ Gp s, (2.1)

donde s es una variable de Mandelstam, la cual resulta ser un invariante
de Lorentz que representa el cuadrado de la energia en el centro de masa.
En el sistema de referencia de laboratorio, donde la particula blanco esta en
reposo, la variable de Mandelstam, esta dada por s = 2EM donde E es la
energia del neutrino y M es la masa de la particula blanco, por lo tanto

EM
Olap ~ 2Gp EM ~ 10" *cm? oV (2.2)

19
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El camino libre medio del neutrino en un medio con N particulas blanco
esta dado por
1 10%8cm
No  (Nem3)(EM/GeV?)’

En materia ordinaria, donde la mayoria de las particulas blanco son nucleo-
nes con masa de aproximadamente 1 GeV y una densidad de N ~ N4 /cm?® ~
10%*/em3, donde N4 es el nimero de Avogadro, se llega a

[ ~

(2.3)

10"cem

lmaterizz ~ TN (24)
(E/GeV)
Vemos que la tierra, que tiene un didmetro aproximado de 10° cm, es trans-
parente ante neutrinos con energia menores 10° GeV, sin embargo, el efecto
de la materia terrestre sobre las oscilaciones de neutrinos es importante. En
la siguiente seccién estudiaremos el potencial efectivo que sienten los neutri-
nos al propagarse a través de la materia y como modifica las probabilidades
de oscilacion.

2.1. Potencial efectivo en materia

Figura 2.1: Diagrama de Feynman a nivel arbol de la dispersiéon de neutrinos
en el modelo estandar. Recuperado de [23]

Cuando los estados de sabor se propagan en materia, estos pueden in-
teractuar con las particulas del entorno mediante los procesos de corrien-
te cargada (CC) intercambiando de un bosén W o mediante procesos de
corriente neutra (NC) al intercambiar un bosén Z. Primero calculemos el
potencial debido a los efectos de las interacciones de corriente cargada; del
Lagrangiano efectivo de las interacciones débiles a bajas energias

oo _GEi (2.5)
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El Hamiltoniano efectivo de corriente cargada correspondiente al diagra-
ma izquierdo de la Figura 2.1 es:

_ f;/g[ b1 — 7®)e] [eru(1 — 47)e] (2.6)

aplicando una transformacién de Fierz, se pueden separar las contribuciones
del neutrino y de los leptones cargados

A = 35 P (1 — 4% [enll = 1)e]. (2.7)

CC _
Hg =

Nos interesa calcular el Hamiltoniano promedio, en un entorno con elec-
trones en reposo, el cual sera descrito por

G :%g Pt =°w] [ f(ET)

(2.8)
x 3 Z (& (pes ) [, (1 = 77)ele™ (pes he))

donde f(E.,T) corresponde a la distribucién estadistica de la energia de
los electrones en el medio, que depende de la temperatura. Los estados del
electron tienen su cuadrimomento y su helicidad idénticas antes y después
de la dispersion, esto se debe a que el medio debe permanecer inalterable
en orden a que las interacciones contribuyan al potencial efectivo de los

neutrinos.
El estado de un electéon con momento p. y helicidad h. estd dado por:

€™ (pe, he)) = a) (pe)[0) (2.9)

1
2E.V
donde V' es el volumen de normalizacién y aLe (pe) se interpreta como el
operador que crea el estado de un electréon con momento p. y helicidad h. a

partir del estado de vacio |0) [18].
El promedio sobre las helicidades se puede calcular del siguiente modo

—Z (Pes he) [E9,(1 = 7)ele (pes D))

P)Yu(l = 47 ule(p)

(Z upe (p)u_é’E(p)) (1 = 75)]

Pe,.
E.V
(

4B,V -

= ol + mw1 = %) =

10)
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donde u!(p) es un espinor de Dirac con momento p y helicidad h. y hemos
usamos la identidad [21]

Z up(p)un(p) = p +m. (2.11)
Sustituyendo en (2.8)

— e Grl y
cc _GLrl 3 Te(1—Ab
S _ﬁv/d Pef(Ee, T)Perr (1= 7)ve (2.12)

€

haciendo la integral sobre d*p,

—

/ dspef(Ee,T)%e _ / Eof(ELT) (Vo B sz-ev

) =NV (2.13)

La integral sobre p. /E, se anula por paridad, en esta ultima igualdad hicimos
uso del hecho que la funcién f(E,,T) estd normalizada por

[ #rsE.1) =N (2.14)

de esta forma la ecuacién (2.12) se puede reescribir como
@ = VecVer Y Ver (2.15)
donde el potencial de corriente cargada se define de la siguiente manera [13]
Voo = V2GEN,. (2.16)

Para calcular el potencial de corriente neutra al que estan sujetos los
neutrinos al propagarse en un medio con Ny fermiones, f = {e™,p,n}, usa-
mos el diagrama derecho de la Figura 2.1, de esta forma el Hamiltoniano
efectivo de corriente neutra es:

G _
= Y [vawu—ﬂ%} 3 [mgé—gmf, (2.17)
a=e,u,T f:e_jp’n

realizando el mismo proceso que antes, el potencial de corriente neutra para
un neutrino de sabor arbitrario v, al dispersarse con los fermiones f en el
medio estd dado por [13]

VNC — \/§Gprg{j, (218)
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dependiendo del fermién que se considere g‘]; tomara diferentes, valores a
saber [13],

1
gy =— 5t 2sin Oy,
1
g =3 — 2sin by, (2.19)
w1

La materia ordinaria es electricamente neutra, lo cual implica la igualdad
en el numero de protones y electrones en el medio, asi las contribuciones al
potencial de corriente neutra de estas particulas se cancelan mutuamente,
de donde solo la densidad de neutrones contribuye

2
Ve = _gGFNw (2.20)

En resumen, el Hamiltoniano efectivo promedio en un entorno astrofisico
con baja temperatura y densidad, es dado por

Hipp (@) = Y Valar ()7 Var (1), (2.21)
a=e,[,T
con 1
x@:vaﬁw+w@0:x6GFOw%K—§MJ. (2.22)

Este potencial es muy pequeno, ya que el factor de peso es:

3
-1 eVem

20Gy = T. 1
V2Gr = 7.63 % N

(2.23)

Para entender el significado fisico del potencial V,, calculemos la energia
potencial promedio de un neutrino propagandose en el medio

Vo= (o) [ gy ) v . ) (2.24)

donde consideramos al neutrino como un paquete de ondas del tipo

)= [ G @ ) @29
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En esta ultima expresion, go(ﬁ, (p )) es la distribucién de momentos y
|va(p, b)) representa el estado de un neutrino con helicidad kA y momento
promedio (p), sustituyendo en (2.24) y tomando en cuenta que el neutrino
es una particula izquierda (left-handed) con h = —1

Vo= %Va/%ﬂsﬁ(ﬁ, @) 6l D@1 =)l O ). (2.26)

Para calcular el término u$ " (p)7°(1 — 75)u£71)(p) tendremos que usar la
siguiente identidad [13]

<,¢+m> (1 +75¢h) _ un(p)un(p) (2.27)

om 2 om

donde s, es el cuadrivector de polarizacion que cumple con las siguientes
propiedades
sust=—1, s,pt=0. (2.28)

Sustituyendo

S () (1 = 47 (p) = Tr [ul™) ()l (p)r°(1 — 77)]

1 5
(p+m.) <—+ ”f“”) P (1- ﬂ]

(2.29)

=Tr

=4F

donde hemos despreciado la masa del neutrino. Aqui vale la pena al hacer
un pequeno comentario al respecto; el estado que aparece en (2.25) hace
referencia a neutrino de sabor arbitrario v, como se mencioné anteriormente
los estados de sabor no posen masa bien definida, por lo tanto, m, se debe
interpretar como la masa efectiva del neutrino de sabor «.

Asi que vemos que para la energia potencial de un neutrino ultrarelati-
vista de sabor arbitrario propagandose en el medio se tiene

Y = V. (2.30)

Hagamos el mismo proceso para un antineutrino propagandose en el me-
dio, en este caso, el paquete de ondas que describe el antineutrino es

d3p

) = [ Gt G ). @3
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El antineutrino es una particula derecha (right-handed) con h = 1

Vo= _%Va / %H@(ﬁ NP "1 =) (). (2.32)

Para calcular el término que aparece en la integral usamos la identidad

(”’;;f) (1 +275¢h) _ _on@n(p) (2.33)

y, después de calcular la traza,

v () (1 — 7)ol (p) = 4E, (2.34)

Finalmente,

Vo=V, (2.35)

En el limite ultrarelativista, los neutrinos de Dirac pueden ser conside-
rados como particulas sin masa, en consecuencia, solo toman parte en las
interacciones débiles los neutrinos con helicidad negativa y los antineutri-
nos con helicidad positiva al tener helicidad opuesta el signo de la energia
potencial promedio al propagarse en materia cambia al considerar el caso
del antineutrino, este el motivo por el cual es necesario hacer el cambio
V- -V.

Queremos enfatizar que estos cambios aplican a los estados de sabor, ya
que son estos lo que interactiian con las particulas del medio. Esto implica
que el Hamiltoniano de vacio se debe modificar por un término de interaccion
con el medio Hj;,;, este tltimo sera diagonal en la base de sabor.

En 1985, Mikheyev y Smirnov descubrieron que las oscilaciones de neutri-
nos pueden ser dramaticamente modificadas cuando el neutrino se propaga
a través de un medio con densidad variable, inclusive si los valores de los
angulos de mezcla en el vacio son pequenos [22]. Este es el llamado efecto
MSW, el cual se volvié famoso rapidamente al ser el mejor candidato para
explicar el problema de los neutrinos solares [13].

Hoy es sabido que el angulo de mezcla relevante en las oscilaciones de los
neutrinos solares es grande, pero no maximo, y las transiciones de sabores

son debidas al efecto MSW [13].

2.2. Formalismo de las oscilaciones en
materia

En la presente seccion desarrollaremos el formalismo de las oscilaciones
de neutrinos/antineutrinos en materia sin hacer referencia al nimero de
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generaciones que participan en la mezcla. Tomaremos en cuenta el término
que describe la interacciéon con el medio y revisaremos las implicaciones del
mismo.

2.2.1. Caso del neutrino

El Hamiltoniano que describe la evolucién de los estados de sabor de los
neutrinos propagandose en materia se puede escribir como

H,,(t) = UHoU" + Hyu(2), (2.36)

donde Hj es el Hamiltoniano del sistema en el vacio y H;,;(t) es el término
de interaccion, el cual es diagonal en la base de sabor.
La ecuacion que describe la evolucion de los estados de sabor en materia

esta dada por:
oV

"ot

Los estados de sabor no son eigenestados del Hamiltoniano H,,; sin em-

bargo, siempre es posible encontrar una nueva base en donde el Hamiltoniano

en materia H,, sea diagonal, a esta nueva base la conoceremos como la base

de los estados instantaneos en materia ®,,. La relacion entre los estados de
sabor y los estados instantaneos esta dada de la siguiente manera;

= H,(t)V. (2.37)

U(t) = U ()P (t) (2.38)

donde U, es una transformacion unitaria que tiene la particularidad de
diagonalizar el Hamiltoniano en materia, es decir,

Ul () Hp (1)U (t) = Hp(t). (2.39)

Antes de proseguir debemos contestar una cuestion fundamental ;Cuél
es la ecuacién de evolucién que obedecen los estados ®,,(t)? Para ello vamos
a sustituir (2.38) directamente en (2.37)

O (UABA0) = Hu (U200,

z’Um(t)&{)a—";(t) _ {Hm(t)Um(t) _ iﬁUgt(t)} By (£),

multiplicando por la izquierda por U] () y usando (2.39) nos queda

i%@m(t) _ {HD 0 aUgt(t) } By (£). (2.40)
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Al Hamiltoniano de los estados instantdneos lo denotaremos por H,,

AU, (1)

Hp = Hp — iU} (1) 5

(2.41)

La ecuacién (2.40) es general y es independiente del nimero de gene-
raciones que se consideren; sin embargo, no es posible encontrar soluciones
generales a la misma, ya que el Hamiltoniano depende de la forma explicita
que tome la matriz de mezcla U,,(t), la cual tendrd més parametros fisicos
entre méas generaciones se consideren.

En este punto es conveniente hacer algunas consideraciones adicionales.
Consideremos por un momento un neutrino de un sabor dado v, producido
en el interior de algin objeto astrofisico al tiempo %¢, si denotamos por t, el
tiempo en el cual el neutrino abandona el medio, para todo tiempo t > t, la
evolucién del neutrino se dara en el vacio y las probabilidades de conversion
y/o supervivencia se podran calcular de acuerdo al formalismo visto en el
Capitulo 2.

Para cualquier tiempo 1 (t) serd una combinacién lineal de los estados de
sabor, esto es cierto en particular para t,

ng )vs)
—ZZW )vi)(vilvg)
—ZZU&W )vi)
:Z@“M

donde 1g(t,) es la amplitud del estado de sabor v al tiempo ¢, y ¢;(t,)
es la amplitud del estado de masa v; al tiempo t,. Estas amplitudes estan

relacionadas por
(t) =) Usvs(t.)
B

Para tiempos t > t, los estados de masa evolucionaran de acuerdo a la
ecuacion (1.8)

(2.42)

— Z@(t*)e*“f =811, (2.43)
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La probabilidad de transiciéon de un neutrino de sabor arbitrario v, a
cualquier otro estado vg,(incluyendo o = ) se puede calcular de la misma
forma que se hizo en (1.19)

Passp = ) Usill* [ 9i(8 )" +2Re | D UpiUg;¢i(t)galt) e 204

i>]

Generalmente, el término oscilante promedia cero para neutrinos que
viajan una larga distancia, asi la probabilidad promedio es dada por:

(Pasp) = Z 1Usil1* {lli () 11%)- (2.44)

Es importante senalar que, en esta ultima ecuacién las ¢;(t,), hacen
referencia a las amplitudes de los estados de masa en el vacio; si somos
capaces de alguna manera de determinar las ¢;(t,) el problema quedard
completamente resuelto.

Con esto en mente analicemos el Hamiltoniano dado en (2.36), para tiem-
pos posteriores a t, la evolucion de los estados adiabaticos se da en el vacio
y el término de interaccién se anula, de donde el Hamiltoniano de la base
adiabatica se reduce al Hamiltoniano del vacio

UL (&) Hun () Ui () = U3, (YU HU U (t) = Hp , (2.45)
con t > t,. A fin de recuperar los eigenvalores del vacio se debe cumplir que

lim U, — U. (2.46)
V=0
Por otro lado, podemos obtener una relacién general entre los estados de

masa y los estados de instantaneos en materia, si igualamos las ecuaciones
(1.1) y (2.38) y despejando @ se llega a:

O(t) = UTU,, ()P, (1), (2.47)

si suponemos que al momento en que el neutrino abandona el medio, él po-
tencia de interaccién cae abruptamente tal que V' (¢,) = 0. Entonces podemos
usar la ecuacién (2.46)

O(t,) = dplt,) si V(L) =0, (2.48)

bajo estas condiciones podemos utilizar la ecuacién de evolucién de los es-
tados instantaneos en materia para los tiempos t, >t > ty, para obtener los
estados de masa en el borde del medio.
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Empleando el formalismo del operador de evoluciéon podemos obtener el
estado instantaneo en el borde del medio

(I)m(t*) = %m(t*at())q)m(t())a (2.49)

el operador de evolucién obedece la ecuacién de Schrodinger con H,, (t) dado
por (2.41)

@'OZ’” = Hn () Urn, (2.50)
sujeto a la condicién inicial %, (to, tg) = L.

Nuestro objetivo es dar las probabilidades de oscilacion en un medio, en
otras palabras, si deseamos utilizar la ecuacién (2.44) debemos ser capaces de
dar una representacion al operador de evolucion de los estados instantaneos.
Resolver directamente la ecuacién (2.50) resulta poco practico, ya que las
soluciones dependen de la forma explicita que tome el potencial de inter-
accion, en vez de ello buscaremos una forma de dar una parametrizacion
general al mismo sin hacer una referencia a las soluciones explicitas de la
ecuacion y posteriormente pretenderemos conectar estos resultados con los
que se obtendrian para el antineutrino bajo las mismas condiciones.

2.2.2. Caso del antineutrino

Al considerar que es al antineutrino el que se propaga en un medio la
ecuacion de evolucién de los estados de sabor se debe modificar haciendo los
cambios U — U* y Hyy(t) = —H(t) en la ecuacion 9.36), si denotamos

al Hamiltoniano en materia de la antiparticula como H,,(t), este toma la
siguiente forma

H,(t) = U HU" — Hy(t), (2.51)

La base en la cual el Hamiltoniano en materia del antineutrino es diago-
nal, sera conocida como la base de los estados instantaneos de la antiparticula
y su relacion con los estados de sabor sera analoga a la encontrada en el caso
del neutrino

V(t) = Up ()@ (t) (2.52)

donde U,,(t) es la matriz de mezcla en materia para el antineutrino.

Por definicién

T

U, (1)H,(t)U,n(t) = Hp(t). (2.53)

siendo Hp la matriz diagonal que contiene los eigenvalores de (2.51). Para
encontrar la ecuacién de evolucion de los estados instantdneos procedemos
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de la misma manera que se hizo antes

o
iy = H,, (¥
0 (O 8(1)) = sl ),
o R 77 B (2.54)
07— 0000 - 220 B0,

i 95,1 {FD _ iU;(t)aUa”;“) } Bou(t).

para obtener la ultima igualdad usamos la ecuacién (2.53).
Dicho de otro modo, el Hamiltoniano que dicta la evolucién de los estados
instantaneos del antineutrino es:

Hyp = Hp — z’Ufn(t)aU—m(t)

(2.55)

Denotamos una vez mas por t, el tiempo al cual el antineutrino alcanza
el borde del medio y si nuevamente consideramos que en el borde del mismo
el potencial efectivo decae a cero, nos podemos concentrar tinicamente en el
calculo de las probabilidades promedio

(Pasis) = D_IUaill* (20, (2:56)

Bajo estas condiciones podemos establecer una relacién entres los estados
instantaneos y los estados de masa del antineutrino de la siguiente manera

(o) =Uel) (2.57)
V(t) = Unm(t)m(t)
igualando y despejando ®(t)
D(t) = UTU,, ()P (1). (2.58)

Al igual que en el caso del neutrino, en el limite en que el potencial
efectivo se anula la matriz de mezcla en materia se debe reducir a la matriz
de mezcla del vacio conjugada, es decir,

lim U — U*, (2.59)

V=0

y, por lo tanto, si evaluamos la ecuacion (2.58) en t, se tiene

D(t,) = Pp(ty). (2.60)
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Para encontrar el estado instantdneo ®,,(t,) en el borde del medio nos valdre-
mos del operador de evolucion de los estados instantaneos del antineutrino,

Dy (t) = U (te, t0) P p(to), (2.61)
el cual debe obedecer la ecuacién de Schrédinger con H,, (t) dado por (2.55),

T —
o = Hn )% 1. (2.62)

l

sujeto a la condicién inicial %, (to,to) = L.

Como veremos en los capitulos siguientes, para el caso de dos generacio-
nes, es posible dar una parametrizacién general de %, (t, %) en términos de
la representacion general de una matriz unitaria de 2 x 2; sin embargo, el
caso de tres generaciones resulta mas complicado de tratar y se debe optar
por otros medios para dar una representacion explicita de este operador.

2.3. Mezcla de dos sabores en materia

Como motivacion para los capitulos subsecuentes estudiaremos los efectos
de la materia en las oscilaciones de neutrinos/antineutrinos para el caso de
dos generaciones [3]. Este tema es ampliamente estudiado en la literatura,
por lo cual solo daremos un breve repaso del mismo.

2.3.1. Caso del neutrino

Consideraremos el caso en donde la mezcla se realiza entre el v, y cual-
quier otro de los estados de sabor activos v, con o« = {u, 7}, la ecuacién que
describe la evolucion de los estados de sabor es:

o () 1D 2) €0 (07 )y ()
ot \ Vo) | \—s ¢ 0 Ey)\c s 0 Vu(t) (N
(2.63)
en donde hemos usado la notaciéon compacta ¢ = cosf, s = sin 6.
En esta ecuacién es posible factorizar un término proporcional a la iden-

tidad, el cual puede ser despreciado ya que corresponde a una fase global
inobservable [21].

a we o E1+E2 ‘/6+Vo¢
h§<¢>_{( B Lt )]H

(500 ) )+ S () e
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donde hemos definido las cantidades Ay = (m3—m?2)/4AE y V = (V,—V,)/2.
De esta forma, el Hamiltoniano en materia se puede reescribir de forma més
sencilla:

H,, = (I + H*®(1), (2.65)
((t) = (El ;r By, Vet J; V“(t)> (2.66)
y

—Agcos20 Agsin 26 1 0
red _ 0 0
Hno(t) = ( Agsin20 A cos 20) V() (0 —1)
B 1 0 ) 0 1 (2.67)
= (V(t) — Agcos 20) (O _1) Ay sin 26 (1 O>
= (V(t) — Ag cos 20)03 + Agsin 20 oy
donde o3, 01 son matrices de Pauli. La ecuacion de evolucion de los estados de
sabor con el Hamiltoniano dado por (2.67), puede ser resuelta analiticamente
solamente para un nimero limitado de funciones de V' (¢) [15], en particular,
los casos correspondientes a una densidad constante o aquellas que cambian
de forma lineal, exponencial y como una funcién escalonada a lo largo de la
trayectoria del neutrino [17,27].
Para el caso de dos generaciones el Hamiltoniano en materia es simétrico,
es decir, HI = H,,; de donde se concluye que puede ser diagonalizado por
medio de una transformacién ortogonal

UL (t)Hp (1)U (t) = Hp (1), (2.68)

Aqui Uy, (t) es la matriz de mezcla en materia que, por analogia con (1.35),
la denotamos como:
~( cosB,(t)  sinf,(t)
Un(t) = (— sinf,,(t) cosf,(t))" (2.69)

en cuyo caso #,, representa el angulo efectivo de mezcla en materia.
En la base de los estados instantaneos la matriz de eigenvalores esta dada

. Hpy— (51(§t) 52(2 t)> (2.70)

sustituyendo (2.65) en (2.68)
U () Hi()Ua(t) = Uni(8)" ()L + Hy? (8)) Un(2)
= ((t) Up () Ui (t) + U () Hyi? (8 Unni(2) (2.71)
= C(O) T+ Hp(t) = Hp(t)
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nuevamente el factor proporcional a la identidad puede ser despreciado, por
ende nos centraremos en la parte no trivial de esta ecuacién

UL () H () Unn(t) = HE(2), (2.72)

con H4(t) = diag (e (t), e2(t)).

Definimos los eigenvalores instantdneos reducidos €;(t) con il,2, como
los eigenvalores de (2.67). Para obtener los eigenvalores instantdneos en ma-
teria es necesario diagonalizar el Hamiltoniano completo que aparece en la
ecuacion (2.64), es decir, se debe reincorporar el término proporcional a la
identidad que acabamos de despreciar.

De esta forma, la relacion de los eigenvalores completos &;(t) con los
reducidos esta dada por:

E(t) = () + (). (2.73)

En lo subsecuente, y con la finalidad de no sobrecargar la notacién, omi-
tiremos la etiqueta “red” que aparece en la ecuacién (2.72) y no referiremos
al hamiltoniano simplemente como H,,; de la misma forma, nos centrare-
mos en los eigenvalores instantédneos reducidos €;(t), sin embargo no se debe
olvidar que el eigenvalor completo esta dado por (2.73).

Queremos saber cuales son las expresiones tanto de los eigenvalores redu-
cidos, como del angulo de mezcla en materia en términos de los parametros
del vacio; usando las ecuaciones (2.67), (2.69) y (2.72)

acos20,, — Bsin20,, asin2,, + Bcos20,, \ (e(t) 0 (2.74)
asin 20, + Bcos26,, —acos20, + Bsin20,,) \ 0 e(t) '

con =V (t)— A, A= Agcos20 y B = Agsin26. De las condiciones fuera
de la diagonal principal obtenemos

Ay sin 20

tan 20m(t) = Agcos20 —V(t)

(2.75)

Vemos que en los limites de bajas y altas densidades, respectivamente,
el angulo de mezcla en materia toma los valores

lim tan26,,(t) = tan 26,
V(t)—0

lim tan26,,(t) =07,
V(t)—o0

(2.76)

es decir, en el limite en el que la densidad en el medio se hace cero se recupera
el valor del angulo de mezcla en el vacio, tal como esperabamos, mientras
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que en el limite de altas densidades (V' (t) — o0), si tomamos el dngulo de
mezcla en el vacio en el intervalo 6 € [0, 7/2), entonces sin 20 en la ecuacién
(2.75) es positivo y el denominador se hace infinitamente negativo, con lo
cual nos acercamos a cero por valores negativos.

A partir de (2.75) y de identidades trigonométricas podemos determinar
cos 260, y sin 260,,. La ambigiiedad en el signo se resuelve al tomar en consi-
deracién el limite en bajas densidades dado en (2.76). De esta forma, resulta

Agcos20 — V(t)

cos 20, (t) = ;
\/(AO cos 20 — V(t))2 + A2sin® 20
) Aq sin 20 (2.77)
sin 20,,(t) = .
\/(Ao cos 26 — V(t))2 + AZsin® 20
y, por lo tanto,
Vlim , co8 20,,,(t) = cos 20,
t
o | (2.78)
lim sin 26,,(t) = sin 26.
V(t)—0

Al considerar la mezcla de solo dos sabores la ecuacién caracteristica
resultante es de orden cuadratico la cual se puede resolver por la féormula
general, de donde los eigenvalores instantdneos reducidos estan dados por:

€1(t) = —1/ (Agcos20 — V(t 2+A23in226,
(1) = =/ (A (1) + A2 270

ex(t) = \/(AO cos 20 — V(t))2 + AZsin? 26

es importante recalcar que la tnica dependencia en t en los eigenvalores
instantaneos, asi como en los angulos de mezcla en materia es a través del
potencial efectivo.

Para encontrar la ecuacién de evolucion de los estados instantaneos usa-
mos las ecuaciones (2.40) y (2.69) de donde obtenemos

SN (0 L) (4 D). e

Para encontrar la derivada del angulo de mezcla en materia usamos la ex-
presién del sin 26,,(¢) en la ecuacién (2.77):

_sin®20,,(t) -

O (t) = mV(t). (2.81)
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Los términos fuera de la diagonal provocan la mezcla entre los estados
o7y ¢4, Consideremos el caso en el cual |df,,/dt| < |e;(t)], es decir, los
términos fuera de la diagonal principal son despreciables, y la ecuacién (2.80)

se reduce a
aileho) = (0 o) (B6) e

En este caso, ¢ v ¢35 hacen las veces de los estados en masa en el vacio ¢, y
¢, sin embargo, tanto los eigenvalores como el dngulos de mezcla dependen
de t. Esta es la llamada aproximacién adiabética [17].

En la aproximacién adiabatica cada amplitud evoluciona de forma inde-
pendiente, es decir,

o1 (t) = e g (t),

A 2.83
57 (E) = O 1), 25

donde .
a;(t) = / e(t)dt'. (2.84)
to

Si consideramos que al tiempo ¢y se crea un estado de sabor electrénico v,
y haciendo el mismo procedimiento que se utilizé en el Capitulo 1, es posible
calcular la probabilidad de supervivencia promedio, la cual esta dada por:

(P2 ) = % + % cos 26 cos 20,,(to), (2.85)
donde hemos despreciado el término de interferencia, ya que para neutrinos
que viajan una larga distancia promedia a cero.

De las ecuaciones (2.77) se puede observar que el dngulo de mezcla efec-
tivo en materia posee un comportamiento resonante como funcién de V', que
ocurre cuando Agcos26 = V(t), punto en donde la mezcla es maxima [17].
En la Figura 2.2, se gréfica sin 26,,(t) como funcién del potencial.

La propagacion adiabatica a través de materia con densidad variable
puede tener profundos efectos en las oscilaciones de neutrinos, por ejemplo
consideremos un neutrino electrénico creado en el centro del sol o en una
estrella que colapsa, donde la densidad es muy alta y se satisface V > A,.
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Figura 2.2: gréfica sin 26,,, donde 6,, es el angulo de mezcla en materia como
funcién de V, para ello tomamos A = 3.0 eV y sin® 20 = 0.03 [32].

Al momento de ser creado el neutrino se encuentra casi totalmente como
un estado 14, independientemente del valor del angulo de mezcla. A medida
que el neutrino se propaga en el medio el potencia efectivo decrece conforme
la densidad disminuye y el neutrino eventualmente atravesara la resonan-
cia, en el punto Agcos20 = V(t) donde la diferencia entre los eigenvalores
de la energia es minima (Figura 2.3). Si la densidad del medio cambia los
suficientemente lento como para que la propagaciéon sea adiabatica, el neu-
trino permanecerd en el mismo eigenestado de masa 15 y saldra del sol como
vy = sinf v, + cos 0 v,; si el angulo de mezcla es pequeno esto ocasionaria un
casi completa conversion v, — v,, siendo el caso en el cual el efecto MSW
es mas efectivo [13,17].

Cuando la evolucion es no adiabatica, los elementos fuera de la diagonal
principal en (2.80) toman importancia, ocasionando la mezcla entre los es-
tados @7 (t) = ¢4 (t) y, por ende nos vemos obligados a resolver la ecuacién
completa.

Para encontrar las probabilidades de oscilacién, sin resolver de forma ex-
plicita la ecuacién (2.50) usaremos la parametrizacién general de una matriz
unitaria de 2 x 2, denotando por P, la probabilidad de cruzamiento entre los
estados de masa en materia ¢} (t) = @5 (t).

Usando los resultados del Apéndice B

¢5'(t) —VP. V1-P.) \¢5'(t))’
donde por conveniencia hemos omitido las fases que aparecen en la ecuacién

(B.20), ya que estas no cobran relevancia al considerar las probabilidades
clésicas.
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Figura 2.3: Gréfica de los eigenvalores completos de H,,, como funcién de V/,
donde consideramos el 4ngulo de mezcla sin® f15 = 0.307, v Ay = 7.53x107°
eV

Consideremos que al tiempo ty se crea un neutrino electrénico v,

wito) = ()

entonces, de las ecuaciones (2.69) y la inversa de (2.38),
¢71”(t0)) (COS Qm(to))
B(ty) = = : 2.87
(fo) (¢§n(t0) sin 6, (to) (2:87)
y usando (2.44), (2.86) y (2.87) llegamos a

1 1
(Pyo—v,) = 5 + (5 — c) cos 20 cos 20, (to). (2.88)

Esta es conocida como la férmula de Parke [13], para la probabilidad
promedio de supervivencia del neutrino electrénico, note que en el caso en
el que P. se anula se recupera el limite adiabatico ecuacion (2.85), tal como
se esperaba.

2.3.2. Caso del antineutrino

Para el antineutrino el caso de dos generaciones se puede tratar de forma
analoga y la mayoria de las cantidades relevantes se pueden obtener de los
resultados del neutrino haciendo el cambio en el signo del potencial efectivo,
es decir, V — —V.
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La ecuacién de evolucion de los estados de sabor para el antineutrino
viene dada por

5 _ (—Agcos20 Agsin20) 1 0
Hon(t) = ( Agsin20  Agcos 26) V() (0 _1> (2.89)
= —(V(t) + Agcos26) o3 + Agsin 26 o

en esta ultima ecuacion hemos omitido el factor proporcional a la identi-
dad que nuevamente corresponde a una fase global inobservable. Como el
Hamiltoniano es simétrico, puede ser diagonalizado por una transformacion
ortogonal que denotamos por U,, (t):

cos O, (1) sinf,,(t)
mlt) = (— sin 0,,,(t) cosgm(t)> ’ (2.90)

<

esta es la matriz de mezcla en materia del antineutrino que es andloga a
(2.69).

De la diagonalizacién de (2.89) podemos obtener tanto los dngulos en ma-
teria como los eigenvalores de los estados instantaneos en materia. El angulo
de mezcla en materia se puede obtener directamente de (2.75) haciendo el
cambio V' — =V

Ay sin 26
~ Agcos20 + V(1)

De esta expresion vemos que los limites para bajas y altas densidades son

tan 20,, (t) (2.91)

lim tan 20,,(t) = tan 26,
V(t)—0

lim  tan 260,,(t) = 0%.
V(t)—oco

(2.92)

Aqui encontramos la primera diferencia significativa con el comporta-
miento de los neutrinos al propagarse en materia. Cuando las densidades se
hacen muy grandes, el denominador en (2.91) se hace infinitamente positi-
vo, tomando en cuenta que el valor del dngulo de mezcla en vacio estd en el
intervalo [0, 7/2), el sin 26 es positivo, y el limite a altas densidades tiende
a cero con valores positivos, contrario a lo que ocurria para el neutrino.

A partir de (2.91) e identidades trigonométricas obtenemos

cos 20, (1) = Aocos29+ V() , (2.93)
\/(AO cos 20 + V(t))2 + AZsin® 20
$in 20, (t) = Do sin 26 (2.94)

\/(AO cos 26 + V(t))2 + AZ sin? 29.
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Para resolver la ambigiiedad en el signo en las expresiones anteriores, impu-
simos la condiciéon de que en el limite donde V' — 0 se recuperen el angulo
de mezcla en el vacio.

1

08 /

0.6 |

sin 28y,

0.4 f //’ \\

02} ‘\\\

vt} (eV)

Figura 2.4: grafica del sin26,,, (linea sélida) y de sin 26, (linea puntea-
da), esta ultima tiene un comportamiento mondtono decreciente, y ya no
se presenta el comportamiento resonante. Hemos tomamos Ay = 3.0 eV y
sin? 20 = 0.03

Notemos que el comportamiento resonante ya no se presenta en el in-
tervalo de validez del potencial efectivo. En la Figura 2.4 graficamos tanto
sin 26,, y sin 26,, como funcién de V, usando los mismos valores que en la
Figura 2.2

Para obtener los eigenvalores instantaneos reducidos para las antiparticu-
las debemos resolver la ecuacién caracteristica de (2.89), o equivalentemente
hacer el cambio V' — —V, en las ecuaciones (2.79)

&(t) = —&(t) = \/(AO cos 260 + V(zf))2 + AZsin? 26. (2.95)

Para encontrar la ecuacién de evolucién de los estados instantaneos uti-
lizamos la ltima de las ecuaciones (2.54), es decir,

z&éa—r'”;f” - {ﬁD - iUm<t>TaU£(t) }5m(t), (2.96)

y la ecuacién (2.90)

S -(( )0 (5 DY E). e
o 5o s 20, (1)

Inlt) = 5 A gy V(1) (2.98)



40 CAPITULO 2. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN MATERIA

En la aproximacion adiabatica, donde los términos fuera de la diagonal
principal puede ser despreciados, la probabilidad de supervivencia se puede
expresar como:

: 1 1 i
<pad1 =+ 5 Cos 20 cos 20,,(to). (2.99)

ve ove/ T 9

Si consideramos los elementos fuera de la diagonal principal, la mezcla
entre los estados g_b;n = 5’; se debe tomar en cuenta, para ello procederemos
del mismo modo que se hizo para el neutrino, usando los resultados del
Apéndice B y denotando a P, como la probabilidad de cruzamiento entre
los estados instantdneos ¢, < ¢y

@1:@)) _ (Vi __FC v Fc_ @1:(’50)) : (2.100)
¢2(t) _\/Pc V]-_Pc ¢2(t0)

Nuevamente hemos omitido las fases que aparecen en la ecuacién (B.20), y
nos enfocamos en el calculo de las probabilidades cldsicas. Para encontrar la

condicién inicial usamos la inversa de (2.52), donde al tiempo ¢, es creado
un antineutrino electronico 7., entonces,

ww-()

by (to)\ _ (cosOm(to)
<<7>z” (to)> B (siném(to)> (2.101)
De las ecuaciones (2.56), (2.100) y (2.101), obtenemos

(Py,—5.) = % + (% - ?C) cos 26 cos 20, (o). (2.102)
Esta tultima expresién es la férmula de Parke del antineutrino.

Estd ecuacién es similar a (2.88), con la sutiliza de que P, — P.y

Antes de finalizar este capitulo nos gustaria dedicar algunas lineas a
discutir la ecuacién (2.102) y su homéloga para el caso del neutrino (2.88). De
los resultados deducidos en la presente seccién uno puede observar que para
el caso de dos generaciones hacer la sustituciéon V' — —V en las soluciones
obtenidas para el caso del neutrino, nos conducen a los correctos resultados
para el antineutrino, esto se debe principalmente a dos factores. El primero
de ellos es la simplicidad del problema, ya que la matriz de mezcla, ademés
de ser real, solo depende de un parametro fisico relevante.

El segundo y quizéds el mas importante es el hecho de que unicamente
existe una posible forma de mezclar los estados instantaneos, es decir, existe
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una unica probabilidad de cruzamiento, lo cual, como veremos mas adelante,
permite establecer una relacion entre las probabilidades de cruzamiento de
ambos casos; sin embargo, cuando se consideran las tres generaciones existen
varias maneras en las que los estados instantaneos se mezclen dando pie a
mas de una probabilidad de cruzamiento, mas atin en el caso del antineutrino
no es posible definir las probabilidades de cruzamiento de forma satisfactoria.

Esta es justamente la motivacion que tenemos para estudiar el caso de
tres generaciones de manera separada, ya que las sutilezas entre ambos casos
merecen un estudio detallado y profundo con la finalidad de evitar caer en
errores o conclusiones equivocadas.
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Capitulo 3

Oscilaciones para tres
generaciones

Como el objetivo del presente trabajo estd dirigido a encontrar una forma
de expresar el operador de evolucién del antineutrino, en la base de los
estados instantaneos para el caso de tres generaciones, decidimos dedicarle
un capitulo al tema de las oscilaciones de neutrino/antineutrino en materia
cuando toman parte activa en la mezcla las tres generaciones, esto tiene
dos objetivos principales. El primero de ellos es darle una base firme a los
resultados que presentaremos mas adelante.

El segundo es estudiar con cierto detalle la mezcla de tres generaciones en
materia, ya que en la literatura el caso de dos generaciones es ampliamente
estudiado [13,15,21], y en la mayoria de las veces el caso de tres generaciones
no es discutido.

Por tales motivos en el presente capitulo nos disponemos a revisar con
cierto detalle las oscilaciones de neutrino/antineutrino en materia, esto pre-
senta nuevos retos, empezando por el hecho de que la matriz de mezcla ahora
depende de cuatro parametros fisicos, a saber, tres angulos de mezcla y una
fase responsable de la violacion de la simetria de CP.

3.1. Oscilaciones de neutrinos en materia pa-
ra el caso de tres generaciones

Empecemos considerando la ecuacién de evoluciéon de los estados de sabor
del neutrino,

8 ¢e El 0 0 V; 0 0 ¢e
iz || =qU| 0 B 0 U+10 Vv, 0 Yo | (31)
Ur 0 0 Ej 0 0 V V-

43
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La materia ordinaria esta compuesta por e—,p,n, de donde las interac-
ciones de corriente cargada (CC) solo afectan a los neutrios electrénicos v.
De la ecuacién (2.22) el potencial de V,, y V; son iguales y en este caso es
seguro poner V =V, =V, ~ V., =V, [21], de tal forma que

0 0 0 100
H,t)=CHI+U |0 Ay 0 JU'+V(@®)[0 0 0], (3.2)
0 0 Ag 000
con
C(t) =B+ V. (3.3)

Nuevamente redefiniendo los campos lepténicos, es posible eliminar el
factor proporcional a la identidad; haciendo abuso de la notacion, denotare-
mos a H,, como la parte no trivial de (3.2) y nos centraremos en la misma
para estudiar la evolucion de los estados de sabor.

Buscaremos una forma mas sencilla de escribir el Hamiltoniano en ma-
teria, para ello usaremos la parametrizacion de la matriz de mezcla dada en

(1.43).

(3.4)
=UH U +V(1)Y,
con
0 0 0 100
Hy=10 Ay 0 |, Y={00 0], (3.5)
0 0 Ag 000

donde hemos usado el hecho de que tanto Hy y I" son matrices diagonales,
y, por lo tanto, conmutan, es decir [Hy, '] = 0. También definimos

U = 03T 01301, (3.6)
tal que .
U=UT" (3.7)
otro par de relaciones que nos seran ttiles, son las siguientes
ILy|=0
| ] (3.8)
[023, Y] - O
Lo cual se sigue de las definiciones de I', Og3 y Y.
De esta forma podemos reescribir H,, como
Hp(t) = O30 {013012Ho 01,01, + V(1) Y } TTOL;, (3.9)

= 023 F%mFT O?S y
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definiendo el Hamiltoniano .7;,(t) del siguiente modo:

Sustituyendo (3.9) en la ecuacién de Schrédinger y multiplicando por la
izquierda por T'TOL

9
ot

l

(TTOLY) = {013012Hy01,01; + V(1) Y } (TTO5, V). (3.11)
En este punto nos es conveniente definir
v =T10%Lv, (3.12)
de forma explicita

Pe Ve
U=\, | = Costhy — S230r |- (3.13)
Wy (59310, + cogthr|e™®

El estado ¥’ no es un estado de sabor, ya que esta dado en términos de
la mezcla entre los estados 1, y 1, ocasionada por el angulo 6,3, ademds de
contener la fase de violacién de CP. La evolucion de los nuevos estados esta
dictada por J7,(t).

Queremos estudiar las propiedades del Hamiltonaino .57, (t). La relacién
entre este nuevo Hamiltoniano y el Hamiltoniano en materia original esta
dada por la ecuacién (3.9).

A continuacién probaremos el siguiente Teorema

Teorema 3.1.1. H,,(t) y 7,(t) tienen los mismos eigenvalores.

Demostracion. De la ecuacién (3.9) y de la propiedad ciclica del determi-
nante se tiene que

det (Hyp(t) — AI) = det (O35, ()T O — AI)
= det (O3 (4, (t) — \ITOL,)

— det (O PPHOL, | (H%m(t) — D))

— det (5, (1) — A)

como H,,(t) y 7€,(t) tiene la misma ecuacién caracteristica, el teorema ha

quedado demostrado.
QED
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Estudiar los eigenvalores de J#,(t) tiene algunas ventajas sobre H,,(t).
La primera de ella es que el niimero de parametros fisicos se reduce, ya que
4, (t) no depende de o3 ni de §; mas atin, del teorema 3.1.1, se deduce que
los eigenvalores del Hamiltoniano completo H,,(t) tampoco dependeran de
estas cantidades.

La segunda ventaja que ofrece .7;,(t), es el hecho de que es una ma-
triz real y simétrica, la cual se puede diagonalizar por una trasformacion
ortogonal que denotaremos por O,,(t), es decir,

O (6) Hon (1) Orn(t) = Hp(t) = diag (e1(1), ex(t), e5(1)). (3.14)

donde Hp es la matriz de los eigenvalores reducidos.

Debemos recordar que para encontrar los eigenvalores completos de H,, que
aparecen en la ecuacién (3.1) debemos reincorporar el factor proporcional
a la identidad que sustrajimos en la ecuacién (3.4), es decir, el eigenvalor
completo estara dado por

Ei(t) = ((t) +€(1), (3.15)
con ((t) dado por (3.3).

Para encontrar la transformacién unitaria que diagonaliza el Hamilto-
niano completo dado en (3.4), procedamos del siguiente modo. Sustituyamos
la inversa de (3.9) en (3.14)

On (T O3 H, () 0337 O, (1) = Hp (1),

haciendo uso del hecho de que tanto I' como Hp(t) son matrices diagonales
y, por tanto, conmutan

O (OTTOLH,,(t)O3T0,,(t) = Hp(t)

ror (OIMOLH,, (1) OpslO,, ()T = THp ()T
(O3 T O (TN H, (1) (03T O ()T = Hp(2)
Ul () Hn (8)Un (1) = Hp(t)

donde definimos la matriz de mezcla en materia como
Un(t) = O3l O, ()T, (3.16)

al comparar esta tultima ecuacion con la parametrizacion de la matriz de mez-
cla en el vacio dada en (1.43), se puede apreciar que el producto Q13015 es
remplazado por la trasformacién ortogonal O,,(t). En capitulos subsecuen-
tes buscaremos proporcionar una forma exacta o aproximada de las entradas
de la matriz O,,(t), siendo estds ultimas las mds faciles de usar y las mas
conveniente para nuestros propositos.
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3.1.1. Probabilidades de Oscilaciones en materia para
el caso de tres sabores

Al diagonalizar el Hamiltoniano .74, (t), implicitamente, hemos hecho un
cambio de base, a la base de los estados instantdaneos en materia ®,,(¢). Su
relacién con los estados de sabor esta dada por la transformacién

U(t) = Un(t)Pum(t),

la cual es andloga a (2.38) con la salvedad de que U,,(t) estard dada por
(3.16) donde O,,, ain es desconocida.

La ecuacién de evolucién que obedecen los estados ®,,(t) se puede obtener
a partir de la ecuacién (2.40) usando (3.16), esto es:

ié%%ﬂﬂ@m@%:h%ﬁﬂwaém@L
iébﬂﬁg(om@ﬂﬁQm@»::Eﬁxﬂébﬂﬁom@ﬂﬁ¢m@)

ot

donde hemos tomado en cuenta que O3 y I' no dependen del tiempo vy,
por lo tanto, conmutan con la derivada temporal. Multiplicando la tltima
ecuacién por la izquierda por I'"OZL y usando la ecuacién (3.9)

iom(t)%rfcbm(t) = {,%”m(t)Om(t) — z’aoa—t(t)} ', (1),

y multiplicando nuevamente por la izquierda por OZ (t)

z’%FT@m(z&) = {Oﬁ(t)%m(t)om(t) — @05@)%“;(”} I, (t)
5 00,,(1) (3.17)
z‘acbgn(t) = {HD(t) — z’OZ;(t)a—";} ().

En la dltima igualdad usamos la ecuacion (3.14) y definimos @/ (¢) como
(1) =TT, (1). (3.18)

Podemos denotar al Hamiltoniano dado en la ecuacién (3.17) por H,, (%),

90, (1)

Hon(t) = Hp(t) — 0% () =2

(3.19)

A diferencia del caso de dos sabores, donde teniamos una representacion
de Uy, (t), desconocemos la estructura explicita de O,,(t). Como veremos
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mas adelante, esta puede ser encontrada de forma explicita si conocemos la
representacion exacta de los eigenvalores en la base instantanea; sin embargo,
el objetivo del presente trabajo no es buscar soluciones exactas a la ecuacion
(3.17), sino mds bien encontrar una manera de relacionar los resultados que
se obtienen al resolver estas ecuaciones, con los resultados que se obtendrian
al resolver el mismo juego de ecuaciones para el caso del antineutrino.

Con ello en mente trabajaremos con esta ecuacién he intentaremos de-
ducir resultados generales que nos permitan dar una conexion entre el caso
del neutrino y el antineutrino; primero que nada consideraremos nuevamente
el caso en el que los términos fuera de la diagonal principal son desprecia-
bles, es decir, la aproximacién adiabatica. En este caso la ecuacién (3.17) se
restringe a:

§O,(1) = Hp (1), (1),
t
en otra palabras, no habra transiciones entre los estados ¢7'(t) = ¢4 (t) S
@5 (t), este caso es totalmente andlogo al de resolver el problema en un medio
con densidad constante, en el aspecto de que no habra transiciones entre los
estados de masa instantaneos.

Nuestro principal interés de la aproximacion adiabatica consiste en dar el
operador de evolucién adiabético. Denotemos por ¢’ fl (t) a las amplitudes de
los estados instantaneos de masa en materia en la aproximacion adiabatica.
Su ecuacion de evolucién temporal estd inicamente dictada por Hp(t) y su
operador de evolucién @2 (t) = %A(t, o)D" (), obedece la ecuacién

i %%‘(t, to) = Hp(t) 2 (t, ), UL (o, to) =1 (3.20)

en este caso el operador de evolucién toma la forma:

e~fr® 0
ULt to) = 0 e2® : (3.21)
0 0 e tas(?)
t
to

donde en las definiciones de las cantidades «a;(t) se usan los eigenvalores
completos dados en la ecuacién (3.15).

Ya que este es el caso méas simple posible a tratar cuando se consideran los
efectos de la materia en las oscilaciones de neutrinos en donde toman parte
las tres generaciones, tomaremos algunas lineas para discutirlo de manera
cualitativa. Como veremos més adelante, los eigenvalores del Hamiltoniano
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H,, o equivalentemente 7,,, presentan un comportamiento resonante como
funciones del potencial efectivo; donde los eigenvalores son casi degenerados.
Las resonancias ocurren cuando la masa inducida del neutrino electrénico se
acerca a una de las masas de los neutrinos més pesados; la resonancia baja
(lower) ocurre cuando V; ~ m32, mientras que la resonancia alta (higher)
toma lugar en Vj, ~ m3 [17].

Este argumento es usado en [17] para desarrollar soluciones aproximadas
cerca de cada resonancia, ya que es posible desacoplar uno de los estados
de sabor y quedarnos con un problema efectivo de 2 x 2 para cada resonan-
cia. En las vecindades de la primera resonancia, denotada por V ~ V}, las
transiciones ocurren los estados ¢7'(t) = ¢4 (t) dejando el estado ¢%'(t) sin
cambios; por otro lado, cuando el potencial se acerca al valor de la resonan-
cia de altas densidades V' ~ V}, las transiciones ocurren entre los estados
o5 (t) = PF(t) v el estado ¢7'(t) queda desacoplado de este sistema.

Al considerar el Hamiltoniano completo dado en (3.19) la parte no dia-
gonal del mismo ocasionara que los tres estados instantdneos tomen parte
activa en la mezcla ¢7*(t) S @b (t) S ¢5'(t), por lo que nos vemos obligados
a resolver la ecuacién (3.17), como se hizo notar anteriormente. Este enfoque
presenta varios inconvenientes, el primero de ellos es que necesitamos cono-
cer la matriz O,,, y aunque esto es posible ya sea de forma exacta o bien
aproximada, aun permanece la complejidad de resolver la ecuacién diferen-
cial, la que depende en gran medida de la forma funcional de V' (t). Por eso,
optaremos por dar una parametrizacion general del operador de evolucion
de la parte no adiabatica sin hacer referencia especifica a sus soluciones.

El Hamiltoniano (3.19) se puede escribir como la suma de un Hamilto-
niano que describe la evolucion adiabatica de los estados instantaneos Hp,
mas un Hamiltoniano que describe la evoluciéon no adiabética, es decir,

Hm(t) = Hp(t) + Hya(t), (3.23)
donde Hy 4(t) = —iOL (£)O,,(t); como la solucién de los estados adiabéticos
es conocida, podemos usar los resultados del Apéndice D, para factorizar el
operador de evolucion del siguiente modo:

U (t,t0) = Ut to) U (¢, 1). (3.24)

El operador de evolucion correspondiente a la parte adiabatica esta da-
do por las ecuaciones (3.21) y (3.22). Para encontrar una aproximacion a
UNA(t,t9) podemos aprovechar el hecho de que razén la razén de Ay /Asy
es pequena y, por lo tanto, las resonancias o equivalentemente los valores de
potencial donde dos de los eigenvalores se vuelven casi degenerados, estén lo
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suficientemente separados para considerar que en las vecindades de los valo-
res resonantes del potencial efectivo el problema se puede considerar como
una mezcla efectiva de dos sabores y un tercer neutrino desacoplado.

Tal como se muestra en la referencia [1], usando nuevamente los resulta-
dos del Apéndice D, la ecuacién que obedece la parte no adiabatica se puede
escribir como:

9 s = i (ULOR0, ) Unc, (3.25)
Si usaramos la aproximacién a la matriz O,, dada en dicha referencia, es
posible demostrar que el Hamiltoniano de la parte no adiabatica nuevamente
puede separarse en la suma de un Hamiltoniano que describe la evolucién de
los estados instantaneos en la region de bajas densidades y un Hamiltoniano
que describe la evolucién de los estados de instantaneos a altas densidades
H;+ Hp, de este modo el operador de evoluciéon de la parte no adiabatica se
puede aproximar como el producto

Unalt, o) =~ U (t, t0)Un(t, to) (3.26)

donde %, es el operador de evolucién de H,; p; cada uno correspondiente a
un problema efectivo de 2 x 2.

VI—PFP P €< 0
U= |-VBe VI-F 0],
0 0 1

1 0 0
%hz 0 \/1—Ph \/Phew )
0 —vVPy e V11— P,

en esta ultima ecuacién P, y P, representan las probabilidades de cruza-
miento en las vecindades de los valores resonantes V}, y V}, respectivamente.
Esta aproximacion del operador de evolucion de la parte no adiabatica
suele usarse en la literatura [17] a fin de desarrollar soluciones aproximadas
a las probabilidades de oscilaciones de los neutrinos para el caso de tres ge-
neraciones en materia. Ha resultado muy exitosa al considerar la mezcla de
tres sabores en materia para el neutrino; sin embargo, este mismo razona-
miento no se puede aplicar al caso de los antineutrinos, ya que el cambio en
el signo del potencial efectivo (ecuaciones (2.30) y (2.35)) provoca que los
valores resonantes del potencial efectivo se encuentren en valores negativos
y, por tanto, no fisicos. Por tal motivo, nos gustaria dar la probabilidad de
oscilacién de un neutrino electrénico sin emplear la aproximacion (3.26).
Consideraremos que en el borde del medio el potencial efectivo se anu-
la, es decir, V(t,) = 0, y enfoquémonos en obtener las probabilidades de

(3.27)
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oscilacién promedio dadas en la ecuacién (2.44). Supongamos una vez mas
que, al tiempo tg, se crea un estado puro de sabor electronico y, utilizando el
formalismo del operador de evolucién, obtengamos los estados instantaneos
en el borde del medio:

D, (ty) = U (ts, to) P (o), (3.28)
o, en términos de componentes,

o1 (te) = U1 7 (to) + 5 95 (to) + %15 b3 (o),
Gy (ts) = Uy 91" (to) + Uy 03 (to) + Uz 95" (o), (3.29)
O3 (te) = Ui 1" (to) + Uy 95 (to) + U35 b3 (o),

ya que en la ecuacién (2.44) solo aparecen las probabilidades promedio, los
términos de interferencia pueden ser despreciados,

(ot toll?) = Nz 1PN o)lI” + 245 171105 (to) 17 + 1245 171105 (o)1,
(s tall?) = Iz 12167 (o) lI” + 25 121105 (to) 17 + Nl 25 171105 (o)1,
(g all?) = 2T 17107 (o) P + N1 255 1171105 (to) I* + N1 255117 105" (750)”2
(3.30)
Gracias a los trabajos de P. Dita [9], la factorizacién de una matriz
unitaria de 3 x 3 es conocida en forma general y la podemos utilizar para

encontrar las entradas del operador de evoluciéon %" usando los resultados
dados en el Apéndice C,

U (L, o) = ULt 1o)UY (1, 1) (3.31)
donde
eminl® 0 0
Ut 1) = 0 e =® 0 : (3.32)
0 0 eiosl®
y

1 0
N =10 —\/1-PF

0 0
VP, e VPhe ™ VI-PF 0
0 —vPF e VI-P 1

0 0
0 0
VI—PB VP ef | . (3.33)
— B, e~ v1— P,

Al hacer la aproximacién (3.26) consideramos que los efectos de la mezcla
de los estados instantaneos solo ocurre cerca de las resonancias, aqui hemos

(ﬁ VP&
1
0
0
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introducido una nueva variable, que tiene el significado fisico de dar cuenta
de los efectos que se desprecian en esta aproximacién, es decir esta nueva
variable la interpretamos como una probabilidad de cruzamiento de los es-
tados instantdneos en materia ¢7'(t) = ¢4 (t) = ¢45'(t), cuando el potencial
efectivo estd en un valor intermedio entre el valor resonate del potencial a
bajas densidades V; y el valor del potencial en la regién de altas densidades
Vh; a esta nueva probabilidad de cruzamiento la llamaremos Probabilidad de
transicion y la denotaremos por F;.
Vemos que en el caso en el que P, — 0 se recupera la aproximacion dada
n (3.26), en este caso aun quedan tres fases independientes a determinar

o, B,7.
La condicion inicial de los estados instantaneos se puede obtener invir-

tiendo la ecuacién (2.38), ®,,(to) = U (¢)¥(to),

®,(to) = UL (t0)¥(to) = (OasT O (t)TT) "W (2)
P! (to) = OF (to)¥' (o)

con @ (ty) =y W' (ty) = ITOLY(ty), donde hemos usado la parametrizacién
de la matriz de mezcla dada en (3.16) y las definiciones (3.12) y (3.18). Asi
la relacién entre los estados de instantaneos y los estados de sabor se puede
transformar a una relacion entre los estados primados, la cual resulta ser
mas conveniente para nuestros propositos.

Como supusimos que al tiempo ?, se creé un estado puro de sabor
electrénico

(3.34)

1
U(te)= (0], (3.35)
0

y dado que en este caso las amplitudes de los estados 1, y 1, se anulan, la
condicién inicial queda en términos de las estradas de la matriz O,,(to)

T
o7 (to O75(to)  Ofi(to) 1

) (to)
¢5'(to) | = | Ozi(to) O3s(to) O3s(to) 0l,
(to)ef Osi(to) Ogi(to) Ogs(to) 0 (3.36)
(to)
(to)
(to)

por lo tanto,

167" (to)II* = 10T (to) %,
165" (to)II* = 1OTs (o) %, (3.37)
165" (to)II* = 1OT3 (o),
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Empleando las ecuaciones (C.16) y (3.30) podemos dar los médulos de
las amplitudes de los estados instantaneos en el borde del medio

(o (tIl?) = (1 = R) IO (to)l1* + (1 — Pu) BIIOT(t) [I?
+P, P O3 (to) ]I,

(o5 (t)II?) =(1 = P) || OT; (t0)]?

+ (PP + (1= P)(1 = B)(1 — B) — 2)|O07(to) >

+((1=PR)(1 = P)Py+ (1 — PP + 2)[|0%(t0) ||,
(le5 (t)I1?) =RP|OF; (to)[1”

+ (1= P)(1—=P,)P,+ (1 — P)P, + 2)||O73(to) ||’

+ (1= P)PP 4 (1= By)(1 = P) — 2)]| O (o) |17,

(3.38)

donde definimos la cantidad

P =20/ A1 B0 POBB cos(f— 7). (3.39)
Finalmente, usando las ecuaciones (3.38) y (2.44) estamos en condicio-

nes de proporcionar la probabilidad promedio de supervivencia del neutrino
eléctrico:

Porors) =] U] [(1 —P)IOR)I2 + (1 - B PO ()2
s thw?;,(to)u?}

el (- Py PIOT ()P
# (AR (= )= B - )= Z)OBI
(1= P)1-P)P+(1- PP + ﬂ)ﬂ@i@(tow}

ol [RRIOT (o)l
+ (1= P)(1 = PP+ (1 = )Py + 2) ]| O3 (ko) |*

+ (1= PR+ (1= B - P) - 2) OB (0]

Para recuperar las soluciones aproximadas cerca de las resonancias en la
ecuacion anterior debemos hacer tender P, — 0. Lo primero que notamos es
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que, si P, =0 = & = 0, esto se ve directamente la ecuacién (3.39) y, por
lo tanto

(Pros) =|[Ua [(1 = P[0 (t)I* + (1 = ) B[l 0% (to) ||

+ PhPlHOg(to>H2:| + HU62H2 {PlHOﬁ(tO)H?
(3.41)
+ (1= P)(1 = P)[O35t)[I* + (1 - B)PhHOi’é(to)IF]

+ ||Us|” [PhHOl”;(to)HQ +(1— Ph)||(’)§7§(t0)||2}

Queremos enfatizar la importancia de la ecuacién (3.40), ya que serd una
de las ecuaciones que nos permitira establecer la conexién con el caso del
antineutrino, ademas del hecho de que en el limite P, = 0 recuperamos las
soluciones aproximadas a la probabilidad de oscilaciones promedios cuando
se considera que el problema puede ser tratado como dos subsistemas de
2 x 2, tal como se esperaba.

3.2. Oscilaciones de antineutrinos en materia
para el caso de tres generaciones

En esta seccion estudiaremos las oscilaciones del antineutrino en mate-
ria para el caso de tres generaciones y, aunque es cierto que presenta una
gran similitud con el caso del neutrino, también presenta algunas sutilezas
que vale la pena enfatizar. Como se mencioné en la seccién 2.1, cuando los
antineutrinos se propagan en materia es necesario hacer el cambio del signo
del potencial efectivo V' — —V| pero este no es el tnico cambio que de-
bemos realizar, ya que como se senalé en la seccién 1.1 debemos hacer la
modificacién adicional de cambiar U — U*.

Por lo tanto, la ecuacién que dicta la evolucion de las amplitudes de
los estados de sabor para el caso del antineutrino se escribe de la siguiente
manera;

9 [ E. 0 0 . V. 0 0 [
iz |G| =qU (0 B2 0 JUT—|0 V. 0 b, |- (342)
0. 0 0 £ 0 0 V. 0.

La notacién 1, se refiere a las cantidades del antineutrino, es decir, las can-
tidades con barra se refieren al caso de la antimateria, mantendremos esta
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notacién durante el resto del presente trabajo. Al igual que en caso del neu-
trino, podemos factorizar un término proporcional a la identidad, el cual da
lugar a una fase global inobservable. De esta manera

B ~ 0 0 0 100
H,t)=CtHI+U*[0 Ay 0 |UT=V(@®) [0 0 0], (3.43)
0 0 Ay 00 0
donde B
C(t) = By — Vs (). (3.44)

con A;; y V(t) definidas de igual forma que en el caso del neutrino y hemos
considerado tnicamente las interacciones de corriente cargada (CC).

Haciendo uso de que al ser Hy y I' conmutan y de los conmutadores dados
en (3.8), es posible reescribir H,, como

H,,(t) = O3 {01301, H 01,01, — V(t) Y } T O3,

= O3, ()T O, (345)
con
K (t) = 01301, Hy 0,00 — V(1) Y. (3.46)
Definiendo ,
U =TOLY, (3.47)
la ecuacién (3.42) se puede reescribir de una forma més compacta
z’%@’ = {0130, H0L0% V() Y . (3.48)

Siguiendo la misma linea de pensamiento que se uso6 en el caso del neu-
trino, buscaremos establecer una relacién entre los eigenvalores de los hamil-
tonianos H,, y 4 ,,, con ello en mente, demostremos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. H,, y I, tienen los mismos eigenvalores.

Demostracion. De la ecuacion (3.45) y de la propiedad ciclica del determi-
nante se tiene que

det(H,, — AI) = det (O, L O3, — M)
= det (O (H,, — NI)LO3;)
1_
= det(O 15( A — AI))
= det (A, — Al))

como H,, y 77, tiene la misma ecuacién caracteristica, se deduce que ambos
deben tener necesariamente los mismos eigenvalores.

QED
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Del Teorema (3.2.1) se deduce que los eigenvalores de H,, no dependen
ni de 693 ni de §, esta no es la tnica ventaja que ofrece trabajar con J2,,,
ya que al ser esta tultima una matriz real y simétrica, puede diagonalizarse
por uns transformacional ortogonal, la cual denotamos como O,,, en otras
palabras,

dﬁ@%@wa%@:&%@@@@@@) (3.49)

Las cantidades €;(t) que aparecen en esta ultima ecuacién son los ei-
genvalores reducidos del antineutrino y se relacionan con los eigenvalores
completos de H,, de la siguiente manera,

Ei(t) = (1) + &), (3.50)
con ((t) dado en (3.44).
Por otro lado, sea U,(t) la matriz de mezcla en materia para el caso del
antineutrino o, dicho de otra manera, la matriz que diagonaliza a H,,

T (OH A To(t) = Hp(t). (3.51)

Para establecer una relacién entre las transformaciones U,,(t) y O,,(t)
procedemos del siguiente modo; empecemos considerando la ecuacién (3.49)
y usemos la inversa de (3.45)

0, ()7 (1)0,u(t) = O, (1) (TOLH 00T O,(t) = Hp(t),  (3.52)
de aqui
IO, (T OLH 05T 0, ()T = TTH p(t)T
(OusT10,,,()T) H,, 005110, ()T = Hp (1)

y comparando con
U (O HnUm(t) = Hp(t)

concluimos, que la matriz de mezcla en materia para el caso del antineutrino
se puede escribir en términos de O,, como se muestra a continuacion

U, = OxT10,, (1)T. (3.53)

Al igual que en el caso del neutrino, el producto 013015 que aparece en
la matriz de mezcla del vacio es remplazado nuevamente por la trasforma-
cion ortogonal O,,, la cual debe ser determinada, ya sea de forma exacta o
aproximada.

En la seccion 3.1.1 estudiamos en cierto detalle los aspectos generales de
las oscilaciones de neutrinos en materia. Nos gustaria extender estos mismos
resultados al caso de los antineutrinos, considerando las sutiles diferencias
que se presentan entre ambos.
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3.2.1. Probabilidades de Oscilaciones en materia para
el antineutrino en el caso de tres generaciones

Al considerar el caso del antineutrino es una practica comun hacer el
cambio V' — —V en las ecuaciones (3.40), e interpretar esta nueva cantidad
como la probabilidad de oscilaciones del antineutrino; sin embargo, para lle-
gar a esta ultima ecuacion hicimos varias aproximaciones alguna de las cuales
no son aplicables al caso del antineutrino. Por tal motivo queremos estudiar
de forma independiente el modo de obtener la probabilidad de oscilaciéon del
antineutrino.

Al diagonalizar el hamiltoniano %, hicimos un cambio a la base de los
estados instantdneos en materia del antineutrino denotados por ®,,(t); la
relacién entre la base de sabor y la de los estados instantaneos es

T(t) = Up(£)Bon(2), (3.54)

con U,,(t) dada por (3.53). Para encontrar la ecuacién que dicta la evolucién
de los estados instanténeos empecemos sustituyendo (3.54) en ;¥ = H,, ¥,
con H,(t) dado por (3.43)

i %Um(t@m(t) = H,,()U, ()P, (1),

multiplicando por la izquierda por 'O, y usando la regla de producto de
Leibnitz y la inversa de (3.45),

10,0 2T, (1) = {%m@)@m@) - 200 } [0 (1),

multiplicando por la izquierda por @i(t) y usando la ecuacién (3.49)

i 20,1 = {6fn(t)%m(t)6m(w _ 0" (1) 8(98,;(75) } I'd,, (1),

ot
i 50 = {0 - 0,0 80

(3.55)

donde hemos definimos @, (t) como

T (1) = D, (t). (3.56)
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Denotaremos H,,(t) al Hamiltoniano de los estados instantdneos en ma-
teria del antineutrino, es decir

90, (t)

Honlt) = Hol(t) —i0,,() =

(3.57)

Al igual que en el caso del neutrino, la aproximacién adiabatica consiste
en despreciar los términos fuera de la diagonal principal que dan origen a las
transiciones entre los estados @, (t) < ¢y (t) £ @5 (t), de donde (3.55) se

reduce a P
i 5 ®(t) = Hp(1)®,, (1) (3.58)

Para encontrar el operador de evolucién adiabatico debemos resolver la
ecuacién de Schrodinger con el Hamiltoniano H p(t), sujeto a la condicién

inicial @i(to, to) = I, es decir
0—4

ia%m(t,to):FD(t)@i(t,to), con  Ua(toto) =1  (3.59)

Bajo estas consideraciones el operador de evolucion adiabatico para el anti-
neutrino se puede escribir como

eia(®) 0 0
Zhtt)= 0 emo o |, (3.60)
0 0 e—ia3(t)
t
ai(t):/ E(that', i=1,2,3. (3.61)
to

donde las cantidades @;(t) se definen usando los eigenvalores completos de
H,, dados en la ecuacién (3.50).

Hasta el momento se han podido extrapolar los resultados del neutrino
al caso del antineutrino, pero la situacion se vuelve mas complicada cuando
consideramos el caso no adiabatico, es decir, tomamos en cuenta los efectos
de las transiciones entre los estados ¢, (£) 5 ¢y (t) < @5 (1), ya que no
podemos encontrar soluciones aproximadas valiéndonos de algin fenémeno
resonante.

Aun asi, es posible utilizar los resultados del Apéndice D, para factorizar
el operador de evolucién en una parte adiabatica y una parte no adiabatica.
Consideremos el Hamiltoniano (3.57) como la suma de un Hamiltoniano
adiabatico y un Hamiltoniano no adiabatico, es decir

ﬂm(t) = Hp(t) + FNA(t), (3.62)
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— AT . C
con Hya(t) = —i0,,(t)O,(t); como la solucién de los estados adiabati-
cos es conocida, podemos factorizar el operador de evolucién en una parte
adiabatico y una parte no adiabatica

U (b, to) = W (4 t0)T 0" (t, 1), (3.63)

con @i(t, tp) dado por (3.60); sin embargo, en este caso no tenemos una for-
ma adecuada de aproximar la parte no adiabatica del operador de evolucién
del antineutrino.

Al no poder dar una aproximacion adecuada para @ZA(t,to), y con la
finalidad de poner dar la probabilidad de oscilaciones del antineutrino, seria
conveniente usar los resultados que obtuvimos para el caso del neutrino.
Con ello en mente, intentaremos establecer una relaciéon entre ambos casos
empezando por el siguiente teorema

Teorema 3.2.2. Sea W(As, Agy;t) solucion de la ecuacion O,V = H,,V,
con H,, dado por (3.2) y condicion inicial
U(Agy, Az to) = (1,0,0)T. Al hacer los cambios

w Aoy — —Ag; y Agp = —Agy.
s U — U*

la nueva funcio’n_es solucion de 0,¥ = H,,V, con H,, dado en (5.42) y
condicion inicial W(Aq1, Asy;te) = (1,0,0)T, es decir

U (—=Ao1, —Agp;t) = U(Agy, Agy; ) (3.64)

Demostracion. De la definiciéon de Hy, ecuacién (3.5), hacer los cam-
bios Aoy — —As; v Az; — —Ags; es equivalente a cambiar el signo de Hy

HO(_AQb _A?)l) = _HO(AQL A31)7

por simplicidad denotaremos por A — —A, al hecho de hacer los cambios
Ag1 — —Ag1 y A3y — —Agz; simultdneamente.
Usando la ecuacién de Schrodinger y conjugando

i%\l/*(—A) = {U*HU" = V() Y} U*(—A)
0 T g
i ¥ (—A) = H,,U*(—A)

Noétese que hacer los cambios Ay — —As; v Ag; — —Agz; no afecta la con-
dicién inicial, por lo tanto, ¥*(—A;t) y W(A;t) obedecen la misma ecuacién
diferencial, con la misma condicién inicial, de donde se deduce el teore-
ma. QED
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Un resultado que se deduce de forma inmediata de este Teorema, es la
igualdad entre los estados de masa al hacer los mismos cambio, es decir,

P*(—A;t) = D(A;t) (3.65)
como se puede ver de la ecuacién (1.1) y su andloga para el antineutrino
U (A t) = U(A;t) = U (—A;t) = U (A t). (3.66)

Son precisamente los resultados 3.2.2 los que permiten establecer una
relacién entre las probabilidades de oscilaciones de ambos casos,

V(A t) = U (=Ast),
_ ) ) (3.67)
= WA = [[w (=A%

y, por lo tanto,

Pop(Ast) = Pyp(—Ast) (3.68)

donde FCH[; es la probabilidad de oscilaciones del antineutrino de sabor « a
sabor 8y P,_,z es la probabilidad de oscilacién para el neutrino en el mismo
caso.

La ecuacién (3.68) nos da el resultado que buscabamos, ya que esta nos
permite encontrar la probabilidad de oscilacion de antineutrino usando los
resultados previamente obtenidos para el caso del neutrino; sin embargo, pa-
ra obtener las probabilidades de oscilacién del neutrino aun falta determinar
la matriz que diagonaliza al Hamiltoniano en materia para el neutrino y el
antineutrino, tema al que dedicamos el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Diagonalizacion de %%, vy 5,

En el presente capitulo estudiaremos la manera de obtener los eigenvalo-
res de los Hamiltonianos 77;, y .77, tanto de forma exacta como aproximada
y daremos un acercamiento a la matriz de paso de ambos casos.

4.1. Caso del neutrino

4.1.1. Eigenvalores exactos del neutrino

Se quiere diagonalizar el hamiltoniano dado en (3.10); por simplicidad
de la notacién y siempre y cuando no cause confusién, omitiremos la depen-
dencia temporal en el hamiltoniano,

De (3.5) y (1.44) se tiene

0 O 0 1 00
Hy=|0 Ay 0 |, y=1[00 0],
0 0 Az 000
ci2 Sz 0 ciz3 0 si3
Oip2= | —5s12 ci2 0 ) O3 = 0 I 0 )
0 0 1 —S13 0 C13

y de forma explicita,

2 2 2 2
Ag1575cis+Ag1573+V Agis12c12¢13  Agic13513—Aa1575513C13
_ 2
T = A21812012013 A21012 —A21812C12313 )
2 2 .2 2
A31013813—A21812813013 —A91512€12513 A21812513 + A31013

(4.2)

61
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La ecuacion caracteristica asociada a esta matriz resulta poco practica
para encontrar una solucién en forma analitica, en vez de ello buscaremos
una forma de simplificarla. Para ello factoricemos la matriz O3 y denotemos
al nuevo Hamiltoniano por H,,():

Antes de continuar debemos probar la siguiente proposicién
Proposicion 4.1.1. H,,(t) y 7,.(t) tienen los mismos eigenvalores

Demostracion. De la ecuacion caracteristica y usando nuevamente la pro-
piedad ciclica del determinate

det (H,,(t) — AI) = det (O35, (t)O13 — Al)
= det(Of5(H,(t) — AI)Oy3)
= det(O7;015(H,(t) — A))
= det (2, (t) — AI).

Por lo tanto H,,(t) y #,(t) tiene la misma ecuacién caracteristica y, por lo

tanto, la preposicion queda demostrada.
QED

Corolario 4.1.1. H,,(t) y H,,(t) tienen los mismos eigenvalores
Demostracion. Del Teorema 3.1.1 y la proposicion 4.1.1
det (H,,(t) — L) = det (A, (t) — AI) = det (H,,(t) — AI), (4.4)

de donde se obtiene el resultado deseado.
QED

Con los resultados anteriores en mente nos centraremos en encontrar los
eigenvalores de H,, (),

A21$%2 —+ C%gV(Tf) A21012812 V(t)013513
Hm(t) = A21612812 A21C%2 0 s (45)
V(t)c13s13 0 Az + 533V (1)

en lo subsecuente nuevamente omitiremos la dependencia temporal tanto en
el potencial como en el Hamiltoniano. La ecuacién caracteristica de (4.5)
esta especificada por

A = N (Agy + Az + V) +
)\(AglAgl + VA31C%3 + VAQI(C%Z + 5%35%2)) - VA21A310%2C%3 =0. (46)
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En los subsecuente usaremos la notacién A, para referimos a los eigenva-
lores de forma abstracta y la notacion €(t) 6 &;(t) sera revesada unicamente
para los eigenvalores exactos. Por brevedad de la notacion definimos las can-
tidades

a=—(Agy + Az + V),
b= (A21A31 + VAgleg + VAQI (0%2 + 8%38%2)), (47)
Cc = —VA21A310%2C%3.

Como H,, es una matriz hermitiana sus eigenvalores seran reales. Por
consiguiente es posible calcular las soluciones de (4.6) usando la férmula
trigonométrica dada en el apéndice A, para lo cual necesitamos calcular las
cantidades dadas en la ecuacién (A.4)

1
=b——a?
p 3a

1 2
—c— ~ba + —a®
q=-c 3a+27a

tras un poco de algebra se llega a
p= VA310%3 + VA21<C%2+5%35%2)+

1
g(AQIASI — Agl — A%l — V2 — 2V(A21 + A31>)
(4.8)

1
q= §{A31A31 + A21A§1 - A21A31V}+

1
g{V(AmASlCi& + Ag1(032 + 5%33%2) + A§1C%3 + A21A31(C%2 + 3%33%2))

2
+ V2 (A310?3 —+ AQl(C%Q —+ 8338%2))} — §{V(A§1 + Agl) + V2(A31 4 AQI)}

2
— ﬁ{Agl + Agl + VS} — VAglAglcgzci;’
(4.9)

Sustituyendo en la férmula trigonométrica (A.20) se obtiene

1 3q [—3 2k
2 = 2w/—§cos (5 arc cos (i”?) + %) para k= {0,1,2}.

(4.10)
Como se discute en el Apéndice A, estas son soluciones de la ecuacion cubica
reducida, es decir una ecuacién de la forma 2% 4+ zp 4+ ¢ = 0, para obtener
los eigenvalores de la ecuacién ctbica completa dada en (4.6) es necesario
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reincorporar el término cuadratico, esto se logra haciendo la siguiente susti-
tucion "
Ek(t> = 2k — g, (411)

de esta forma los eigenvalores reducidos de H,,(¢) y, por tanto, de J,(t)
estan dados por

1 3q [—3 2k
€(t) = M—|—2 P os = arccos _C]”_ TRl (4.12)
3 3 3 2p\ p 3

2x10°0 €3 1

1.5x10° | 4

1x10° i

£(t)

5x10°10 - :

-5x10710 |~ ! L L - -
-5x10710 0 5x10°10 1x10°0 1.5x107°
V(D) (eV)

Figura 4.1: Gréficas de los eigenvalores de .74, dados por la ecuacién (4.12),
siendo €; el menor de ellos y €3 el mayor. Donde tomamos los siguientes
valores E, = 1 MeV, Ay = 7.53 x 107° eV?, Ag; = 2.453 x 1073 eV? (orden
normal), sin® fy; = 0.307 y sin® 03, = 2.20 x 1072 [32].

Dado que los eigenvalores de .77, representan las eigenenergias del sis-
tema, es convencién ordenarlos de menor a mayor, por lo cual definimos
un nuevo indices para los eigenvalores de .7%,,, los que son denotados por
€1(t) < ea(t) < e3(t) y cuya relacién con las soluciones de la ecuacién cibica
es

a
El(t) = 21 + %,
| 4.13
62(t)_22+ 3; ( )
a
63(t) =2zp+ %

donde hemos tomado en cuenta, que de su definicién en (4.7), la cantidad a
lleva una signatura negativa y en esta tultima ecuacion el valor absoluto se
debe entender como |a| = Ay + Az + V.
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Podemos observar de las definiciones de p y ¢ dadas en las ecuaciones
(4.8) v (4.9), que las expresiones de los eigenvalores exactos de .77, son
complicadas y la interpretacién fisica esta lejos de ser transparente. Por tal
motivo tomaremos ventaja de que la razén As;/Ag; es mucho menor que
uno para derivar expresiones aproximadas de los €;(t), las cuales son vélidas
en el rango completo de V (¢) [1].

4.1.2. Eigenvalores aproximados del neutrino

De la ecuacion (4.5) podemos obtener dos subsistemas de 2 x 2, cada uno
correspondiente a los valores del potencial donde los eigenvalores en materia
son casi degenerados por pares, como se puede observar de la Grafica 4.1.

Para el primero de ellos tomemos V' (t)c13513 = 0, con lo cual

A218%2 + 0%3‘/(15) Aglclgslg 0
H;n(t) = Aglclgslg A210%2 0 . (414)
0 0 Azy + 82,V (t)
Para el segundo subsistema tomemos Agicia512 = 0
. Ang%Q + C%3V(t) 0 V(t)ClgSlg
Hm(t) = 0 AglcfQ 0 , (4.15)
V(t)013513 0 A31 + S%SV(t>

Al igual que el Hamiltoniano original H,,, los Hamiltonianos H, y H
pueden ser diagonalizados separadamente por medio de trasformaciones or-
togonales, es decir

O (a)H,, O15(a) = diag(\_, X, \p) (4.16)
OL(B)H,,013(8) = diag(A_, \g, A, (4.17)
donde
Coa  Sa O cg 0 sp
Op(a)=|—s4 ca 0], OuB)=1 0 1 0 (4.18)
0 0 1 —85 0 Cﬁ

donde nuevamente usamos la notacién compacta ¢, = cosa, s, = sina,
cg =cosfy sg=sinf3, con oy  por determinar.

Diagonalicemos separadamente los Hamiltonianos dados en (4.14) y en
(4.15). La ecuacién caracteristica de H,

N — N (Agy + Az + V)

+ A A9 Agy + VA (cfy + s138T0) + VAgicly + V3eigss)
— (VA21A31C%QC%3 + A21V20%2C%38%3) =0 (419)
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por inspeccién de la féormula se puede observar que en el limite en el que
Asz; > Vs?, se recupera la ecuacién (4.6). De igual forma es sencillo com-
probar que la ecuacién anterior se satisface para A = Ag; + 52,V (t) v, por lo
tanto, es divisible entre [A — (As; + 5?3V (t))]. La ecuacién cuadrética resul-
tante se obtiene de diagonalizar la menor de H = que se obtiene de eliminar
la tercer fila y la tercer columna

(H{m)menor _ (A218%2 + C%SV(Q A21012512) . (420)

2
A21012812 A21612

los eigenvalores de (4.20) junto con la solucién antes discutida, nos dan las
soluciones a la ecuacién (4.19)

1
o= 2 {Am + V- \/(Am cos 201 — ¢13V)? + A3, sin’ 2912] ;

1
)\{,’_ = 5 |:A21 + C%3V + \/(Agl COS 2912 — 0%3‘/)2 + A%l sin2 2912:| s (421)

No = Dg1 + 513V (1)
Por otro lado, la ecuacién caracteristica de H, es
N — N (Agy + Az + V)

+ /\(A21A31 + VA21(C12 + S13312) + VA31013 + A21012312)
- (VA21A31012013 + A21A31€12512 + A21‘/612512513) =0 (4.22)

y estudiemos un poco mds a detalle los limites de (4.22) en el caso donde
Vs > Ay s3,. Primero consideremos el coeficiente del término lineal, el
cual se puede escribir como

Ay c2y82
Ao Agy + VAgzicls + VA (Cé + 873575 + %) ; (4.23)

como el coseno es una funcién acotada al tomar los inversos resulta
1 < 1/cos?8, esto implica

2 2 2 2
Agys15¢15 < Agysiy < A1y
V -V TV,

< 1

por lo tanto, el ultimo término del coeficiente lineal se puede despreciar;
considerando ahora el término independiente

2 2 2
Ay sy i A21312513)
2 2
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y usando que el seno es acotado

2 2 2
Ag157357, < AVIETD)

< 1.
Ve, = Vi,

n nclu ue, en imi c 218 uacion (4.
de donde se concluye que, en el limite Vciy > Agys?,, la ecuacion (4.22) se
reduce a la ecuacion (4.6) tal como esperabamos.
a ecuacion (4. iene como una de sus raices A = Ay;ci,, para encon-
L 4.22) t d A= Ay iy,
trar las raices faltantes se debe resolver la ecuacion caracteristica que resulta
. . 1"
de la menor de eliminar la segunda fila y la segunda columna de H,

/7 Menor A2182 + 02 V(t) V(t)013813
H = 12 13 ) 4.25
() ( V(t)cizsis Az + stV (t) (4.25)
de esta forma los eigenvalores de (4.15) estdn dados por
Ao = Aoy,
N = ! Ay 83y + Dz +V — \/(A00529 — V)2 + A?sin? 20
_ 9 21912 13 13 13> (426)
7 1 ) 2
)\+ = 5 A21812 + A13 + |4 -+ \/(A COS 2913 - V>2 + AZ2sin 2(913 .
con A = Az — Ay 52,
En el caso VC%S > Ay se tiene para \._
/ 1 2 2 17)2 2 w2
AN = 5 A21 + ClSV — \/(Agl Ccos 2912 — 013V) + Agl Sl 2012 )
1 Agy ? Ay \2 .
= § A21 + 0%3‘/ - 6%3‘/\/(1 — W COS 2912) + (C%3V sm2 2012
como )
Agy Agy
< 1; 4.27
(C%3V) Vel < ( )

el ultimo término en la ecuacion anterior es despreciable

A 2
Aoy + 2V — cfgv\/ (1 — 5 2‘1/ cos 2912>

€13

N~

DN | —

1 Ay
=3 [Aﬂ + 3V — vV (1 AT Ccos 2(912)}

= A21 |:%(1 + cos 2612):|

- 2 - "
= A21C12 = )\0.



68 CAPITULO 4. DIAGONALIZACION DE £, Y 7y

De esta forma es conveniente tomar al eigenvalor aproximado de energia
mas baja como A\; = A" en intervalo completo.
Por otro lado, para A > V| se tiene

"

1
Ay = B) (D918, +A1+V) + \/(A cos 2013 — V)2 + A?sin? 2613}

1 v\’
= 5 (A215%2+A13+V> + A\/(COS 2913 — Z) + SiIl2 2613

1
~ 5 (A21$%2+A13+V> + A\/l — 2cos 2913%

Sea x = 2cos 2013V /A, para que en el limite V/A < 1, se mantenga la
desigualdad x < 1 es necesario que 613 < 7/4 lo cual es congruente con los
datos experimentales [32], en este caso podemos usar la siguiente aproxima-
cién de la raiz cuadrada /1 — 2z ~ 1 — /2, donde hemos despreciado los
términos de orden cuadratico o superiores. Asi,

"

AL

V
|:(A218%2+A13+V) + A (1 — COS 913Z)]

= N

|:2A13+V — COS 913V:|

1
= A13 + vV |:§(1 — COS 013):|
= A3+ st?) = )\E)

y, al igual que el caso anterior, es conveniente tomar el eigenvalor aproximado
de mayor energia como A3 = Xjr en todo el intervalo de V.

Para encontrar el eigenvalor aproximado faltante usamos la propiedad de
que la traza es un invariante, y, por tanto, Ay + Ao + A3 = TrH,,, = Ay +

As1+V. Finalmente, los eigenvalores aproximados de H,, y, en consecuencia,
de %;,, son

T

A = 3 ANgy + 13V — \/(Azl cos 2015 — ¢13V)? 4 A3, sin® 2912] )

/\2 - Agl + Agl + V - )\1 - )\3, (428)
T

Az = B (A215§2+A13+V) + \/(A cos 2013 — V)2 4 A? sin” 2‘913} :
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Figura 4.2: Gréficas de los errores porcentuales de los eigenvalores aproxi-
mados de 77, dados por la ecuacién (4.28). Donde tomamos los siguientes
valores F, = 1 MeV, Ay = 7.53x107° eV? | Ag; = 2.453 x 1073 eV? (orden
normal), sin® fo; = 0.307 y sin®f3; = 2.20 x 1072 [32].

En la Figura 4.2 se pueden observar las graficas de los errores porcen-
tuales para los eigenvalores aproximados dados en la ecuacién (4.28). La
diferencia porcentual respecto a los eigenvalores exactos es de aproximada-
mente 0.03 % cuando el potencial efectivo se encuentra en el rango de los 0 a
10~ eV, para rangos 0 a 1072 eV error porcentual es aproximadamente del
15% para ey, mientras que para dey y de3 el error porcentual aun se man-
tiene debajo del 1%. En el caso de los neutrinos solares V ~ 107! eV [13]
de donde podemos concluir que los eigenvalores dados en la ecuacion (4.28)
son una excelente aproximacion al caso exacto.

4.1.3. Parametrizacion exacta de O,,

En teorfa al conocer los eigenvalores de (4.2) debemos ser capaces de
dar ya sea de forma exacta o aproximada las entradas de la matriz O,,. El
procedimiento habitual consiste en sustituir los eigenvalores en la ecuacion

(A, — NI = 0, (4.29)

y resolver el sistema de ecuaciones. Desafortunadamente, debido a la com-
plejidad de los eigenvalores, ya sean exactos (4.13) o aproximados (4.28),
este método resulta poco practico.

Por consiguiente, nos gustaria encontrar un modo mas sencillo de dar
las entradas de la matriz de paso, més atin, de la ecuacién (3.37) podemos
apreciar que nuestro interés estd en calcular los moédulos al cuadrado de
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las entradas de la matriz de mezcla en materia. Esto nos permite utilizar
los resultados de un trabajo reciente realizado por Denton, Parke, Tao y
Zhang [7] que da justamente la relacién entre las normas al cuadrado de los
elementos de la matriz de mezcla y los eigenvalores del Hamiltoniano .7, en
otras palabras, podemos obtener de forma exacta las cantidades || O (t)[|*.
La matriz O,, diagonaliza al Hamiltoniano dado en la ecuacién (3.10)

o, de manera explicita,

ANg18Tyct+Ag1s33+ VYV Agisiaciacis Azic13813— D1 815513C13
S = Ag1512¢12C13 A210%2 —A21512C12513 )
A31013513—A218%2813013 —As1512C12513 A218%28%3 + A310%3
(4.30)
donde hemos omitido la dependencia temporal en el potencial efectivo por
simplicidad de la notacién. A continuacién enunciamos el resultado de [7]
que vamos a usar para encontrar las cantidades ||O7[*.

Teorema 4.1.1. Sea A una matriz hermitica de n X n con eigenvalores
M(A), ..., \(A) yseani, j € {1,...,n}, entonces la j-ésima componente v;;
del eigenvector unitario v; asociado con el eigenvalor \;(A) esta relacionado
con los eigenvalores A\ (My),. .., A\n—1(M;) de la menor M; de A, obtenida
de eliminar la j-ésima fila y la j-ésima columna, por la siquiente formula:

loigll> TT (M(A) = x(4)) = 1:[ (Mi(A) = Ak(M))) (4.31)
k=1:k£i k=1

La demostracién del teorema se puede revisar en la referencia [7], donde
se encuentran distintas técnicas de demostracion, incluyendo la demostra-
cién de la adjunta y el método de Cramer. Para usar la ecuacién (4.31)
necesitamos conocer las menores M; de J77,.

La menor M; de .77, se obtiene eliminando la primera fila y la primera
columna de (4.30),

2

M, — A21012 —Ay1512C12513 4.39

1={_A Aoy 52,82 + Ay, | ( )
21512C12513 21572572 31C13

La ecuacioén caracteristica de M; es:

A2 — AN(Aa1cy + Aa1stosts + Agicls) + Ao Agicfycts = 0; (4.33)
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resolviendo la ecuacion cuadratica podemos encontrar los eigenvalores aso-
ciados a M,

1
A = B |:(A2lc%2 + Dg1siysiy + Agicls)

+ \/(AQIC%Q + A215%28%3 + A31C%3)2 — 4A21A31C%2C%3 :| . (434)

Este mismo procedimiento se debe repetir para la menor M,. Eliminado
la segunda fila y la segunda columna,

M, = <A213%2c%3+A313%3+V(t) A310135‘13—A215%2513013> ’ (4.35)

2 2 .2 2
Azic13513— Q21872513013 Ag1 87987y + Aziciy
cuya ecuacion caracteristica es dada por

)\2 — )\(AzlS%Q + Agl + V) + A21A318%2 =+ VA21$%28%3 + VAglc%?) = 0,
(4.36)

y resolviéndola encontramos sus eigenvalores:

1
/\142 = 5 |:(A215%2 + A31 + V)

+ \/(Ams%z - A31)2 + 2V cos 2913(A218%2 - Agl) + V2 } . (437)

Finalmente, eliminando la tercer fila y la tercer columna obtenemos la
menor Ms;

M, — (A21$%20%3+A313%3+V<t) A21512012613) ) (4.38)

2
Ag1812C12€13 A21012
La ecuacién caracteristica de M; es:

A2 — X(Ao1(cfy + sT5cTs) + Asisis + V) + Ao Agiclysts + VAT, = 0,
(4.39)

con eigenvalores:

1
/\i/[3 = 5 |:(A21W+ —+ A318%3 + V)

£\ A%w? — 200w [Ansk + V] + (Ansh + V)2 | (4.40)

donde, a fin de facilitar la notacién, definimos las cantidades

Wy = (C%2+5%2C%3) yw-_= (0%2_5%20%3)



72 CAPITULO 4. DIAGONALIZACION DE £, Y 7y

Los eigenvalores de las menores M; son:

1
A= 3 {(Ancfz + A1 53,575 + Agicly)

+ \/(Aﬂcfz + Ag1stysts + Asicty)? — 4001 A51¢55ct }

1
N = 3 {(Azlsm + Az +V)
+ \/(Azls% — A31)2 =+ 2V COS 2913(A218%2 — Agl) + V2 :|
1
)\Ai/[?) 5 |:(A21(U+ -+ A31$13 + V)

+ \/Aglw?&— — 20w [Ag1sty 4+ V] + (Agis?, + V)2 ] :
(4.41)

De acuerdo con la notacion de Teorema, debemos calcular la primera
entrada de tres eigenvectores distintos, a saber

s (e = M) (e =AM

10T = CE PR
s (=AM — M)

105" = CEPCER (4.42)
s (3= AP)(es— M)

|O%° = o Tra——"

en esta ultima ecuacion omitimos la dependencia temporal tanto en las en-
tradas de la matriz O]} como en los eigenvalores.

En general, cualquier entrada de la matriz O} se puede escribir en térmi-
nos de los eigenvalores de la siguiente manera |[§]

jome = (&= (6= A)
] (Ej - 6[) (Ej _ Ek) )

donde j # 1,5 # k,l # ky l,k € {1,...,n}. Es importante notar que la
notacion es ligeramente diferente a la usada en el Teorema 4.1.1, ya que en el
teorema el indice ¢ hace referencia al ¢-ésimo eigevector y j hace referencia al
la j-ésima entra de dicho eigenvector, mientras que en las ecuaciones (4.42)
y (4.43) los indices i y j se refiere a la i-ésima fila y la j-ésima columna de
la matriz O™.

(4.43)
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Aunque la ecuacion (4.43) nos permite conocer de forma exacta los médu-
los al cuadrado de las entradas de la matriz de paso O,,, los eigenvalores
exactos dados en la ecuacién (4.12) estdn en términos de funciones trigo-
nométricas, mientras que los eigenvalores de las menores M; de J7,, son
expresiones puramente algebraicas, de donde la interpretacion fisica de las
mismas estd lejos de ser transparente, por tal razon buscaremos una forma
mas sencilla para parametrizar la matriz de paso.

4.1.4. Parametrizacién aproximada de O,,

Retomemos las ecuaciones (4.14) - (4.17), en la regién de bajas densi-
dades, donde se satisface Az; > V%, la parte relevante del Hamiltoniano
estd descrito por (4.14) y el problema se reduce a un problema efectivo de
dos sabores descrito por (4.20).

Podemos usar el mismo procedimiento que se empled en la seccion 2.2.1,
para definir el angulo de mezcla « en términos de las diferencias cuadraticas
de masas y de los dngulos de mezcla en el vacio,

Agl sin 2912

tan 2a = . 4.44
anza A21 COS 2‘912 — VC%3 ( )

A partir de identidades trigonométricas se pueden definir el seno y el
coseno de «

Agl COS 2912 — VC%?)

, 4.45
\/(Agl COS 2912 — 0%3‘/)2 + A%l Sirl2 2012 ( )

cos2a =

Ay sin 20
sin 20 = 2510 . (4.46)
\/(Agl COS 2&12 - 6%3‘/)2 + A%l sin2 2612
Por otro lado, para la regién de altas densidades, donde se cumple V¢, >
Ay 53,. La parte relevante del Hamiltoniano estd dado por (4.25), de donde
la definicién de angulo de mezcla S

V sin 2913
tan 28 = . 4.47
an2f A —V cos 2043 ( )
Las funciones trigonométricas restantes seran
A — V cos 20
cos2f = o5 s : (4.48)
\/(A cos 2013 — V)2 4+ AZsin”® 20,5
V sin 26
sin 283 = et (4.49)

V(A cos20;3 — V)2 4 A?sin? 2015
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El Hamiltoniano H,,(¢) puede ser diagonalizado en forma aproximada
por el producto O13(5)O12(), para encontrar la matriz de paso O,, usamos
los resultados de la proposicién 4.1.1 y la ecuacién (4.3)

Ol (a) O3 (8)Hy (1) O15(8) O1a(ar) ~ diag(Ar, Az, As),
01T2(04)0?3(5)(9%%%013013(5)012(&) ~ diag(A1, A, Az), (4.50)
OF 3,0, = diag(M1, Aa, A3).

De la tdltima de estas ecuaciones se deduce que
O = O13013(8)O12(ar) = O73075, (4.51)

es la matriz que diagonaliza (de forma aproximada) al Hamiltoniano en
materia #,,; de manera explicita,

Cl5CT3 S0l 513
On(t) = | —sis -y 0], (4.52)
—C38T3  —S19S13  Ci3
donde la notacién compacta ¢ = cos6}, sji = sinf;] se refieren a los
angulos efectivos de mezcla en materia 673 = 8+ 6013 y 075 = «, los cuales se
expresan en términos del potencial efectivo de la siguiente manera:

AQl COS 2612 — VC%?,

cos 2075 = , 4.53
. V (Agy cos 201y — c35V)2 + A3, sin? 20,5 (4:53)
sin 207 = B 5in 261, (4.54)
. V (Ag1 cos 2015 — ¢35V)2 4+ A2, sin? 20,
cos 2075 = B cos 2 = V (4.55)
b \/(A COS 2013 — V)2 + A2 sin2 29137 '
A sin 26
sin 207 = SIS (4.56)

V(A cos 2015 — V)2 + A2sin® 20,5

Estas tltimas ecuaciones nos permiten estudiar los limites en donde la
densidad se desvanece de forma mas sencilla, es facil corroborar que en dicho
limite recuperamos el correspondiente dngulo de mezcla en el vacio, tal como
deseamos, es decir:

V%ggo sin 26075 (t) = sin 26,4,

lim sin 26735(¢) = sin 20
V(gr_lmsm 15(t) = sin 26,3,

(4.57)
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lo mismo ocurre para cos 260;7 (). En esta aproximacién ,

‘1/1'1% O (t) = 01301, (4.58)

y la condicién dada en (2.46) se satisface autométicamente, en otras pala-
bras, si consideramos que en el borde del medio la densidad decae abrupta-
mente,

‘l/ig%] Um = OQgF{ ‘l/l,ino Om(t)}FT = 023F013012FT =U (459)

y se recupera la definicion de la matriz de mezcla en el vacio.
Bajo estas aproximaciones, la matriz de mezcla de los estados de masa
en materia es

Up (1) == OosTOT ()O3 ()T (4.60)

Esta aproximacion a la matriz de paso resulta sumamente 1til en el caso
de los neutrinos, por ejemplo, si retomamos la ecuacién (3.41) y usamos la
notacién de (4.52), podemos reescribir la condicién inicial

1O7 (t)II1? = (5 (to)cia(t)
1O ()12 = (sT(to)cia(t0))”, (4.61)
1O ()12 = (s75(t))

de forma tal que la ecuacion (3.41) se reescribe como
<aﬁ@=wuwk—ax@mmwmf+u—awu$mmamf
+ BB 0)] + 0l [ Bl )’
(= A= B sHltael00) + (1= PP (s55(0)’

Ul [Pttt + (1 = P s 0)°)
(4.62)

A partir de la ecuacién (4.62) es posible recuperar la férmula de Parke.
En concreto, es sabido a partir de los datos experimentales que HU€;>,||2 es
relativamente pequeno por ende si consideramos el limite donde 6,3 — 0, la
ecuacion se reduce a

(Prassve) _C%Q{ 1-F (012 ) + P(1=P,)(s75 )2}

+ 812{Pl 012 (1_Pl>(1_Ph)<8120)2}7 (463)
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y, por lo tanto, para recuperar la ecuacién (2.88) necesitamos que P, — 0
cuando #13 — 0, con lo cual queda tnicamente en términos del los angulos
012, 075 v la probabilidad de cruzamiento a bajas densidades P,.

Por otro lado, si tomamos 013 — /2 en la ecuacién (4.62), ahora el
término ||Us.||* se anula, dando asi

(Pressve) —013{ (1-P)(1- Ph)(clzs ) (1- Pl)Ph<313 ) }

(4.64)

+513{ (1-F) Ph(c13 ) + (1=Fp)(s75 )2}

En este caso, es necesario que P, — 0 cuando 015 — 7/2, pare recuperar

la ecuacién (2.88), esta vez en términos de 6,3 y 074 y la probabilidad de cru-

zamiento a altas densidades P,. Este es otra manera de exhibir la fiabilidad

de la aproximacién dada en (4.62), ya que en los limites adecuados y tras
sencillas manipulaciones algebraicas es posible reducirnos al caso de 2 x 2

4.2. Caso del antineutrino

4.2.1. Eigenvalores exactos del antineutrino
Empezaremos por dar una representacién manifiesta de J#,,

A218%20%3+A315%3_V A21812012013 A31013513—A21S%2513013
T = Ag1512C12C13 AQIC%Q —Ag1512€12513

A31013313—A215%2313013 —Ag1512€12513 A213%28%3 + A310%3

(4.65)
Es inmediato ver que (4.65) se puede obtener de (4.2) inicamente haciendo
el cambio V' — —V, por lo cual podemos repertir el procedimiento que se
empleé en la seccién 4.1.1 para encontrar los eigenvalores de J&,,.
Empezamos factorizando la matriz O3 de

A = (913(9121{00%0@ - V()Y; (4.66)
de donde definimos el hamiltoniano
H,,(t) = OL (1) 013 = O1oHyOFy — V() OLY Oy3. (4.67)

Nuevamente, necesitamos establecer una relacion entre los eigenvalores
de J,,(t) y H,,(t), para ello usamos la siguiente proposiciéon

Proposicién 4.2.1. J7,,(t) y H,,(t) tienen los mismos eigenvalores
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Demostracion. De la ecuacién caracteristica y usando nuevamente la pro-
piedad ciclica del determinante

= det( — A)Os3)
= det(OngOlg m(t) — AL)

= det (2, (t) — /\]I).

Por lo tanto, H,,(t) y J#,,(t) tiene los mismos eigenvalores.

QED
Corolario 4.2.1. H,,(t) y H,,(t) tienen los mismos eigenvalores
Demostracion. Del Teorema 3.2.1 y la proposicion 4.2.1
det (H ., (t) — AI) = det (,,(t) — AL) = det(H,, () — Al),
y el corolario queda demostrado.
QED

Una vez que a quedado establecida la relacién entre 2,,(t) y H,,(t)
podemos proseguir a la diagonalizacién de

. A218%2 — C%:;V(t) A21612512 —V(t)013313
Hm(t) = A21012812 A21C%2 0 (468)
—V(t)013313 0 Agl - 8%3‘/(15)

cuya ecuacion caracteristica es:

/\3 — /\2(A21 + A31 — V)+

)\(AQlAgl VA31013 - VA21(012 + 513812)) + VA21A31C12013 =0 (469)
con coeficientes
= —(An + Az —V)

= (Do131 — VAgicis — VA (¢l + 135T2)) (4.70)
+VA21A316%2C%3

ol o 2l

donde hemos mantenido la convencién de denotar las cantidades del anti-
neutrino con barra. Usando los resultados del Apéndice A, definimos las
cantidades
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o, de forma explicita,

D= —VAsci; — VAx (G, + sTys7y)+

1
g(AQlAgl - Agl - Agl - V2 + 2V(A21 + Agl)),

(4.71)

1
q= §{A§1A31 + Ag AG + A21A31V}+

W =
—

- V(A21A310%3 + A§1(C?2 + 3%35%2) + Agﬁ%:ﬂ + A21A31(C%2 + 3%33%2))

2
-+ V2 (A31C%3+A21<C?2+S%38%2>) } — 5{— V(Agl—l—Agl) + VQ(A31+A21)}
2
- 2_7{A§1 + Agl - Vs} + VAQlAglc%QC%P’.
(4.72)

Usando la ecuacién (A.20),

D 1 3 |—3 2k
Zht1 = 2\/—%008 (§ arc cos (Zg? ?> + Tﬂ) para k= {0,1,2}

(4.73)
para encontrar los eigenvalores exactos de la ecuacién (4.69) es necesario
reincorporar el factor @/3 que se sustrajo para obtener la ecuacién cibica
reducida; de esta forma, los eigenvalores exactos del antineutrino son

a /| D 1 3 [—3 2k
€ = M + 2 _P cos | = arccos —2 — | + = ) (4.74)
3 3 3 2oV p 3

donde el valor absoluto en la ecuacién (4.74) debe interpretarse como que la
cantidad |a| es tomada sin signatura, es decir |[a| = Agy + Az — V sin hacer
referencia a los valores numéricos explicitamente.

Una vez mas, queremos que los eigenvalores estén ordenados de menor
a mayor, lo cual establece una relacién entre los indices ¢ y k, enteramente
similar a la que se encontro en el caso de neutrino

a

€(t) =721 +|—3|,

E(t) =729+ %’ (4.75)
a

€(t) :zo+%,

de esta manera los eigenvalores quedan ordenados de forma adecuada
El(t) < EQ(t) < Eg(t)
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En la Grafica 4.3 se muestran los eigenvalores exactos para el caso del
antineutrino, donde se observa que los valores del potencial efectivo para
los que ocurre las resonancias son negativos y, por tanto, no fisicos. Lo si-
guiente que nos gustaria es averiguar si existe alguna forma de aproximar
los eigenvalores exactos para el caso del antineutrino y como obtener dicha
aproximacion.

T
ol et) — |
2x10 Eg(t)

1.5x10° |

1x10° |-

£(t)

5x10710

-5x10710 |-

-1x10°0

-1.5x10°9 -1x107° -5x10710 0 5x10710 1x109
V(t) ev

Figura 4.3: Gréficas de los eigenvalores de .77, dados por la ecuacién (4.12),
siendo €; el menor de ellos y €3 el mayor. Donde tomamos los siguientes
valores B, = 1 MeV, Ay = 7.53 x 107° eV?, Ag; = 2.453 x 1073 eV? (orden
normal), sin® fo; = 0.307 y sin® f5; = 2.20 x 1072 [32].

4.2.2. Eigenvalores aproximados del antineutrino

En la Seccién 4.1.2 nos aprovechamos de que la razén entre Ayy/Ag;
es mucho menor que uno y, por lo tanto, las regiones donde los eigenvalores
son casi degenerados se puede resolver independientemente y cada resonancia
corresponde a la mezcla efectiva de solo dos sabores en materia.

Para derivar los eigenvalores aproximados de los antineutrinos, es posible
seguir el mismo razonam;/ento, por ejemplo es posible definir los Hamiltonia-

nos primados H_, (t) y H,(t), de la siguiente manera.
Si en (4.68) tomamos V (t)ci3s13 = 0, con lo cual

A21S%2 — C%3V(t) A21612$12 0
Hm(t) = A21012$12 A210%2 0 s (476)
0 0 Agl — S%gV(f)
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para el segundo subsistema tomemos Asjcia512 = 0

. Agysiy — 3V (1) 0 —V(t)c13s13
m (t) = 0 Agi 2, 0 . (4.77)
—V(t)013513 0 Agl — S%3V(t)

Las ecuaciones caracteristica de (4.76) y (4.77) son

A= A2 (Ag + Agp — V)
+ )\(AglAgl — VAQl (C%Q + 8%3832) — VA31€%3 + V2C%3$%3)
+ (VA3 Aziclycts — Ao Vielyclssts) =0 (4.78)

N = A2(Ag + Ag — V)
+ )\(AglAgl — VAQl(C%Q + 8%38%2) — VA310%3 + A%lC%QS%Q)
+ (VA21A3IC%2C§3 - A§1A310%23%2 + A31VC%23%25%3) =0 (4-79)

respectivamente.

Si nuevamente tomamos el limite Az > Vsi;, la ecuacién (4.78) tiende
a (4.69). Por otro lado en el limite V2, > Ay s3, y usando el hecho de que
A1 /A3 < 1, la (4.79) se reduce a (4.69).

Los eigenvalores de los Hamiltonianos H,(¢) son:

o1
A==
-T2

Lo
%= {Am — 2V 41/ (Dar cos 2613 + 3V)? + A, sin? 2912} (80

|:A21 — 6?3‘/ — \/(Agl COS 2912 + 6%3‘/)2 + A%l sin2 2012:| s

o = Agy — s,V (1)

Por otro lado para H,,(t), tenemos

Ag15Ty + Ayg —V — \/(A cos 2013 + V)2 + A2 sin? 26,5

1
2

Ao = Agicly, (4.81)
i
2

A21$%2 + Alg -V + \/(A COS 2613 + V>2 + A2 Sin2 2(913 .
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Los limites para este caso queda de la siguiente manera
L] VC%g > Agl

5V 2 2

— 9 _n

s AV
o A — Ayst, — AV

" —

) )\+ — A31 — S%SV(t) = )\0

Por lo tanto podemos tomar N como el eigenvalor de energia mas baja,

_n
mientras que para el eigenvalor de energia mds alta usaremos A . y usando
una vez la invarianza de la traza, podemos obtener los eigenvalores aproxi-
mados para el antineutrino,

_ 1

A\ = 3 Agy — 2V — \/(A21 cos 2015 + ¢2,V)2 + A2, sin® 2912] )

Ao =Ag + Az =V =X — X3, (4.82)
_ 1

Az = B (A21332+A13—V) + \/(A cos 2013 + V)2 + A? sin” 2‘913} :

Se puede observar que estos se pueden obtener directamente de la ecua-
ci6n (4.28), al hacer el cambio de V' — —V

En la Grafica 4.4, mostramos la comparacién entre los eigenvalores exac-
tos del antineutrino y los eigenvalores aproximados obtenidos a partir de
(4.28) haciendo el cambio V' — —V| la diferencia porcentual en el intervalo
de 0 a 107! eV el error porcentual es menor al 0.15 %; sin embargo, en el
rango 0 a 1072 eV, el error porcentual de dey es de casi del 40 %, a pesar
de esto, en el intervalo de validez para el potencial efectivo es atin menor al
2 %.

Para valores mayores del potencial efectivo la aproximacion se separa
muy rapidamente del caso exacto; esto también ocurre en el caso del neu-
trino. Por lo discutido anteriormente, podemos tomar los eigenvalores dados
en (4.82) como una buena aproximacién al caso exacto, con un error por-
centual menor al 2% en el intervalo de los 0 a 107! eV. En consecuencia,
podemos usar los eigenvalores aproximados siempre y cuando nos manten-
gamos dentro de este intervalo.
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0.15 |- fies(t) *

32%

0.05 " T

Il 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1x107? 2x107 3x107? 4x107 521071 6x107 7x1071? 8x107 o102 1x107!
V(t) (eV)

Figura 4.4: Comparacion entre los eigenvalores exactos del antineutrino da-
dos en la ecuacién (4.74), y los eigenvalores aproximados (4.82). Donde to-
mamos los siguientes valores E, = 1 MeV, Ay = 7.53 x 107° eV?, Agy =
2.453x 1072 eV? (orden normal), sin® fy; = 0.307 y sin® 03, = 2.20x 1072 [32].

4.2.3. Parametrizacién exacta de O,,

Para proporcionar las entradas de la matriz O,,(t), usaremos el Teorema
4.1.1 y calcularemos las menores de

L A215%20%3+A315%3—V Ag1512C12C13 A31013513_A215%2513013
I = Ag1812C12C13 A210%2 —As1512C12513
A31013513—A215%2513013 —A21512C12513 A215%25%3 + A310%3
(4.83)
Utilizaremos la notacién M; con i = {1,2,3} para denotar las menores
que resultan de eliminar la i-ésima fila y la i-ésima columna de J#,, y sus

respectivos eigenvalores los denotaremos por Xfi, de esta forma las menores
de 7, son:
Eliminando la primera fila y la primera columna de (4.83).

2

M, — A21012 —As1512C12513 4.84

1= | _A Ao 2. 52 A2 | ( )
21512C12513 Q21579573 + A31C3

este mismo procedimiento se debe repetir para obtener Moy y Mj

2 2 2 2
M, — A21=912013+A:31313—V A31013513—A21512$13013
2= 2 2 .2 2

A31013313—A21512<‘513013 A21512813 + A31013

) . (4.85)

M = (A21S%20%3+A318%3_V A21512012013) ' (4.86)

2
Ag1812¢12€13 A21012
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Los eigenvalores de las menores son:

~M 1
A= 3 {(Ancﬂ + Ag1sTysts + Agicts)

+ \/(Aﬂc%z + Agistysts + Asicty)? — 4001 A51¢75ct } )

— Mo 1
Ay = 3 |:(A213%2 + Az — V)
+ \/(Ams% — A31)2 — 2V cos 2913(A218%2 — Agl) + V2 :| 5
~M, 1
)\i 3 _ 5 |:(A21(U+ -+ A315%3 - V)

+ \/Aglwi —2A8nw- [A315%3 - V] + (Azsty, — V)2 ] ,
(4.87)

en donde w4 se define igual que en el caso del neutrino, es decir, w, =
(clotsiacts) y wo = (cfo—sycts).

Usando los resultados del Teorema 4.1.1 y las ecuaciones (4.75) y (4.87),
podemos encontrar de forma exacta cualquiera de las entradas de la matriz
O,,(t), por ejemplo,

, (@ -2E -
IOuI = —Z =5 @ = &)
s (® Xfl)(Ez - 4.88
105 (@&-a)@-a) .
—m s (€ Xfl)(g?) _X]l/[ )
H013H - (ES _El)(_?; E ) 9

En general, cualquier entrada de matriz 6:? se puede dar usando la
ecuacion (4.31) con i, 7, k, 0l € {1,2,3} yj# 1L, l#k, j#k

_ <My /- ~M;
HO ||2 (6j_>‘+ )(Ej_/\— )

(& —a)(E —a)

Esta ecuacion es general y anédloga a (4.43) mas ain no es necesario hacer
ninguna suposicién adicional para proporcionar los modulos al cuadro de las
entradas de la matriz de paso del antineutrino; sin embargo, al igual que
ocurrié con el caso del neutrino, la complejidad de la misma la hace poco

(4.89)
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practica y estudiar sus limites resulta una tarea intricada. Por tal motivo,
seria deseable encontrar una forma aproximada de la matriz de paso para el
antineutrino.

4.2.4. Parametrizaciéon aproximada de O,,

En la seccién 4.2.2 argumentamos que hacer el cambio V' — —V en las
ecuaciones (4.28), nos permitia obtener una buena aproximacién a los eigen-
valores del antineutrino, esta aseveracién fue posteriormente comprobada al
calcular el error porcentual respecto a los eigenvalores exactos, el cual se
encontraba por debajo del 1%.

Para poder dar una aproximacion a la matriz de paso del antineutrino
hagamos el cambio V' — —V en la dltima de las ecuaciones (4.50)

Op(=V) A (=V)On(=V) = diag(\i (=V), Aa(=V), As(=V))

T —7 o~ Yt (4.90)
(’)m(—V),%”mOm(—V) ~ dlag()\l, )\27 )\3)
de la ultima de estas ecuaciones se deduce que matriz,
O = 0,(=V) = O(=V)ON(=V) (4.91)

diagonaliza de forma aproximada al Hamiltoniano J#,,.
En analogia con (4.52), denotemos las entradas de O,,(t) de la siguiente
manera
o CiaCly 513013 573
On(t) = —357 —cis 01, (4.92)
—C12513  —512513 Ci3
en otras palabras, para definir de forma aproximada los angulos de mezcla

efectivos 9;’; y 9;’;, para el antineutrino basta con hacer el cambio V' — —V
en las ecuaciones (4.53) - (4.56)

Aoy cos 2015 + V2,

cos 20, = , 4.93
2 \/(Agl COS 2912 + 0%3‘/)2 + A%l sin2 2912 ( )
sin 20, = Bz sin 201, (4.94)
2 \/(Agl COS 2012 + 0%3‘/)2 + A%l SiH2 2‘912 ' '
cos 98" — Acos2613+V (4.95)
e V(A cos 2015 + V)2 4+ AZsin? 26,5 .
sin 207 = A sin 201 (4.96)

V(A cos20y3 + V)2 + A2 gin? 2015



4.2. CASO DEL ANTINEUTRINO 85

En el limite donde el potencial de interaccién decae a cero en el borde
del medio,

If 207 (t) = cos 26;;,
V(gr_lmcos i1 (t) = cos 20;;

lim sin 26077 (t) = sin 20
V(t)—0

(4.97)

iJ9

Considerando que en el borde del medio el potencial de interaccién se
anula; debemos satisfacer la ecuacién (2.59), es otras palabras, se debe cum-
plir que

lim 5m(t) — 013012, (498)

V=0

tal como sucede de acuerdo con (4.97). Por lo tanto la matriz de mezcla de
los antineutrinos en materia se puede aproximar

Unn(t) ~ 023FT6'17; (t)@r;(t)ra (4.99)

Nuestro interés principal en esta aproximacion es el de usar los las ecua-
ciones (4.93) - (4.96) con la finalidad de escribir la probabilidad de super-
vivencia del antineutrino electrénico de una forma mas sencilla, tema que
abordamos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Relacion entre el caso del
neutrino y el antineutrino

En este capitulo estudiaremos la relacién que existe entre el caso del neu-
trino y el antineutrino, haciendo énfasis en la relaciéon que se puede deducir
entre los operadores de evolucién de los estados instantaneos. Empezaremos
investigando como cambian los parametros del neutrino al hacer el cambio
A — —A, estableciendo una relacién entre los operadores de evolucion de
ambos casos, la cual nos permitird definir las probabilidades de oscilacién
para el antineutrino en términos de la probabilidad de transicion del neu-
trino.

5.1. Relaciones entre P. y P, en el caso de
dos sabores

Una de las principales motivaciones de este trabajo fue extender los re-
sultados que ya se habian obtenido en un trabajo previo realizado bajo la
tutela del Doctor D’Olivo [24], al caso de tres generaciones. Esta seccion
pretende dar un breve repaso a los resultados obtenidos el dicho trabajo.

Tomemos como punto de partida la ecuacion (3.68) y enfoquémonos tini-
camente en el calculo de las probabilidades promedio

(Pt 2)) = (Prlt—23)). (5.1)

Debido a la simplicidad del problema, las expresiones aproximadas de la
probabilidad de oscilacion promedio de ambos casos, son conocidas en forma
explicita; ecuaciones (2.88) y (2.102), con lo cual el empleo de la ecuacién
(5.1) es inmediato

87
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1 1 — il
5 + (§ — PC(AO)> cos 260 cos 20,,(Ag; tg) =

1 1
5+ (5 - Pc(—Ao)) cos 20 cos 20, (—Ao; o). (5.2)

para obtener cos 26,,(—A;ty) usamos la ecuacion (2.77),

—(Agcos20 + V(t))
\/(Ao cos 20 — V(t))2 + A2 sin® 20 (5.3)
= — 05 20,,(Ao; to)

€08 20,,(—Ag; tg) =

sustituyendo en (5.2) se llega a la relacion entre las probabilidades de cru-
zamiento

P.(Ag) =1— P.(—Ay) (5.4)

dicho de otra manera, es posible obtener la probabilidad de cruzamiento de
antineutrino, si se conoce correspondiente probabilidad para el neutrino, al
hacer el cambio Ay — —Ay, este es el resultado principal obtenido en [24].

Revisemos una vez més la deduccion de las ecuacién (2.88), partamos de
la relacién entre los estados de sabor y los estados instantaneos

(0) = (Colstty me) (Gh) oo

en términos de componentes

the = €08 O ()P () + sin b, (1) 95" (¢),

o = —sin O, (£) 7 (1) + cos 0, (1) 5 (1), (56)

la probabilidad de supervivencia promedio del neutrino electréonico se obtiene
directamente de la primera de estas ecuaciones despreciando los términos de
interferencia

(Presve) = lleos B (@)1” {167 (01°) + llsin 6 ()] o5 @) (5.7)

Usando la conservacion de la probabilidad y algunas identidades trigo-
nomeétricas la ecuacién anterior se puede reescribir como

(P = 5 (1= 0 =207 O cos2()|. - (58)
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Para encontrar el estado ¢7"(t) tiempo t usemos el formalismo del ope-
rador de evolucién

si suponemos que al tiempo tgy se crea un estado puro de sabor electréonico
la condicion inicial esta dada por

qﬁ’ln(to)) (COS Qm(to))

D(ty) = = . . 5.10

(to) (gbg’”‘(to) sin 6, (fo) (5.10)
Por otro lado, de los resultados del Apéndice B, el operador de evolucion

en forma abstracta se puede reescribir como

_ | %u(tte)  Zhal(t to)
Uyt 1) = ( Do) (t’to)) , (5.11)

de esta forma
(1o %) = (1241 (t, t0)|1%) lcos m (o) I + (| ZA2(t, to) 1) llsin O (fo) |

= % [1 + (1= 2{|| %1t to)||”)) cos 29m(t0)] ;

(5.12)

donde hemos usando la condiciéon de unitariedad del operador de evolucién.
Sustituyendo en (5.8), finalmente se llega a:

(P, ) = {1 (1= 20| (t, 10)]2)) cos 20, (o) cos 20m(t)] . (5.13)

2

Este mismos razonamiento puede ser repetido para el antineutrino lle-
gando asi a una ecuacion completamente analoga

(Py ) = 1{1 + (1= 2| Z 12t 10)||*)) cos 20 (t0) cos 2§m<t)]. (5.14)

2

Si en la ecuacion (5.13) hacemos el cambio Ay — —Ag, podemos usar la
ecuacion (5.1) para obtener una relacién entre las entradas del operado de
evolucién dentro del medio

(17 2(Ast,10) ||y = (1 %42(— 25 £, 10) %) (5.15)
o en términos de las probabilidades de cruzamiento

Po(Ao) = Po(=A) (5.16)
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Para deducir la formula de Parke ecuaciones (2.88) y (2.102) supusimos
que el neutrino se detecta en el vacio después de recorrer una larga distancia
desde el borde del medio, de tal forma que el medio ya no tiene ningun efecto
sobre la propagacién del neutrino, en este caso

1fm cos 20,,,(t) = lim cos 26,,(t) = cos 26. (5.17)

t—o00 t—o00

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones (5.14) y (5.14) se tiene

(P, .,.) = %{1 + (1 = 2(|| 242t oo, o) ||?)) cOS 260, (to) cos 20] :
) (5.18)
(Pr.p,) = 5 [1 + (11— 2(“@12(1500, H cos 20,,(to) cos 26’}

si en esta ecuaciones hacemos el cambio Ay — —A, obtenemos el siguiente
resultado

% 13(stoes to)[|*) = 1= {[|%5(= s too, to)|) (5.19)

esta dltima ecuacién es equivalente a (5.4)

Nos gustaria discutir un poco la ecuacién (5.4). La razén principal por
la que fuimos capaces de establecer una relacién entre las probabilidades de
cruzamiento, es el hecho de que las probabilidades promedio de ambos casos
se conocen de forma explicita. Esto se debe en gran medida a la simplicidad
de problema, ya que al considerar la mezcla entre solo dos sabores existe una
unica manera en que los estados instantdneos se pueden mezclar ¢7'(t) =
@5 (t) y en consecuencia una unica probabilidad de cruzamiento.

Al considerar la mezcla entre los tres sabores, la situacion es draméatica-
mente diferente, empezando por el hecho de que ahora se debe considerar
la mezcla entre los tres estados instantaneos ¢7*(t) = ¢5'(t) = ¢5*(t) y atn
en el caso donde el problema pueda ser reducido a dos subsistemas inde-
pendientes de 2 x 2, esto nos deja con dos probabilidades de cruzamiento
independientes, P, y P, (ecuacién (3.27)), mds aun, para el caso de tres
sabores las entradas de la matriz de paso tienen una forma complicada y
de dificil interpretacion fisica. Por estas razones, el estudio para el caso de
tres sabores se debe realizar de manera detallada, tema al que dedicamos la
siguiente seccién.
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5.2. Relacién entre las probabilidades de os-
cilacion del neutrino y antineutrino

Para estudiar la relacién que existe entre el caso del neutrino y el anti-
neutrino empecemos con el Hamiltoniano 7%, (t) dado en la ecuacién (3.10),
si en este hamiltoniano hacemos los cambios Ag; — —Ag; v Ag; — —Agzy, 0
equivalentemente Hy — — Hj, resulta

%m(t) - 013012(—]{0)0{2@{3 + V(t) Y,
= —(013012Hy01,00 — V(1) Y,) = —Hp, (1)

lo que nos permite establecer una relacién entre los hamiltonianos 2, (t) y
A (t), la cual se resume de la siguiente manera

T (A t) = = (A t). (5.20)

Usando la notacién del Teorema 3.2.2, hacer el cambio de A — —A, se
debe interpretar como hacer simultaneamente los cambios Ag; — —Ag v
Az — —As;.

De la ecuacién (5.20) se concluye que debe existir una relacién entre los
eigenvalores de ambos hamiltonianos al hacer el cambio A — —A, para en-
contrar dicha relacién trabajemos con los eigenvalores exactos dados en las
ecuaciones (4.12) y (4.74). De las ecuaciones (4.8) y (4.9), es sencillo com-
probar que hacer el cambio A — —A. en p(A;t) y q(A;t) tiene el siguiente
efecto

p(=A;t) =D(Ast),

q(=Ast) = —q(Ast), (5:21)

esto se puede ver directamente haciendo el cambio A — —A en las ecuacio-
nes (4.7) y comparando con (4.70)

a(—A;t) — —a,
b(—A;t) — b, (5.22)
c(—A;jt) —» —¢

En consecuencia, si en la ecuacién (4.12), se hace el cambio A — —A,
los eigenvalores del neutrino se transforman de la siguiente manera:

a D 1 3q [—3 2km
A=At = —= +9,/-L Z —— ] — — . 2
ei(—A;t) 5 T2\ —gcos (3 arc cos ( 5w\ 5 ) +— (5.23)
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Comparando con la ecuacién (4.74) vemos que hay un cambio de signo en
el argumento de arccos, por lo tanto, para establecer una relacién entre
los eigenvalores del neutrino y el antineutrino, necesitamos hacer uso de las
siguientes identidades trigonométricas,

cos(x — ) = — cos(z),

arc cos(—x) = m — arccos .

A fin de simplificar la notacién de la ecuacién (5.23), denotemos al argu-
mento del arc cos como:

w

35 [—
Yy g (5.24)
2pV p

y estudiemos por separado cada eigenvalor de (5.23). Asi para € (—A) se
tiene

T

A
T
s
I
|
_|_
[\]

1 (—7) + 2
—=cos | —arccos(—7) + —
3 3

wl

2

P s (%(w ~ arccos(z)) + ?)
(—% arc cos(T) + 7r)

cos (% arc cos(f)) NG

+
[\]

I
|
wl ol
+
[\
N
[ Wil wisl] wlis

wl
(@)
@]
%

|
V)

w

w3

Repitiendo el mismo procedimiento para es(—A), obtenemos

€(—A) = — g +2 —]g cos <% arc cos(—) + 4%)
:—g+2 —gcos (—%arccos(f)—i—%—%r—i—%r)
=—§+2 —gcos (—%arccos(f)%—%r—%r)
:—g—kQ ]gcos (— (%arccos(f)—l—%r) +7r)

I

|
w2

|

[(\)
oa&my |

= COoS (% arc cos(T) + 4%) = —&(A;t).



5.2. RELACION ENTRE NEUTRINO Y ANTINEUTRINO 93

Finalmente, para e;(—A),

—_

—arc COS >

o (5
:—g+2 —= cos (— T — arc cos(T ))+7r—7r>
(-

a 2m
:—§—|—2 —= cos (—arccos )+?)+7T>

= 2
:—%—2 —= COS (garccos( )+?7T> = —¢1(Ast).

OJ

OO}—‘

En resumen, la relacion entre los eigenvalores exactos del neutrino y
antineutrino se puede escribir de la siguiente manera:

a(=Ast) = —&(Ast),
e(—Ait) = —B(Ast), (5.25)
e3(—Ast) = —a(Ast),

de donde se concluye que hacer el cambio A — —A, implica no solo un
cambio de signo, sino que adem&s hay un cambio de orden respecto a los
eigenvalores del antineutrino.

Aunque este resultado sé probo para los eigenvalores exactos, dado que
los diferencia porcentual con los eigenvalores aproximados, en intervalo de
validez del potencial efectivo es menor al 1%, se puede probar que esta
redaccién se mantiene para los eigenvalores aproximados, es decir,

M(—Ast) = =X3(A; ),
Ao(=Ast) = —Xg(Ast), (5.26)
A3(—Ast) = = (Ast).

Las ecuaciones (5.25) 6 (5.26), nos dan la relacién que existe entre los
eigenvalores del neutrino y al antineutrino al hacer el cambio A — —A. Lo
siguiente que debemos averiguar es cual es la relacion entre las matrices de
paso para ambos casos, es decir, como se relacionan las matrices O, (t) y
O, (t), al hacer el cambio A — —A

Para ello trabajemos con las ecuaciones (4.43) y (4.89). Estas expresiones
se dedujeron a partir de los resultados del teorema 4.1.1, dicho de otro mo-
do, para establecer una relacion entre las entradas de las matrices de paso,
debemos averiguar como cambian las ecuaciones (4.34), (4.37) y (4.40) al
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hacer el cambio A — —A. Usando la primera de estas ecuaciones

1
M (=A) = —3 {(Azlcfz + Ao 53,875 + Agicly)

+ \/(A210%2 + Agisiysty + Agicty)? — 4801 Agictycty

(5.27)

Es sencillo verificar que al hacer el cambio A — —A en las ecuaciones
(4.37) y (4.40) obtenemos una relacién similar para \Y?(—A) y A3 (=A),
es decir,

Mi(-2) = 27,
ME(—A) = =X (A), (5.28)
MB(_A) = =32 (A)),

Por lo tanto, hacer el cambio A — —A, no solo implica un cambio de signo
de los eigenvalores del neutrino con respecto a los del antineutrino, sino que
ademads existe un cambio de orden. Sustituyamos los resultados obtenidos
en (5.25) y (5.28) en las ecuaciones (4.42) y comparemos con (4.88).

m s (61(—A) — /\ﬁfl(—A))(el(—A) — Af“(—A))
HOH( A)” - (61(—A) o Ei(_A)) (61(—A) _ 637_A>)
L (—E(A) +A(A) (— (D) + AL (A))
B (—EiA) +62(A7)(—63(A) +@(A)) (5:29)
- @};3 fg; E iA) T
m s (62( A) —/\fl(—A))(eQ(—A) —Afl”l(—A))
HOH( A)” - (62(—A) - i(_A)) (62(—A) _ 637_A>)
C(—a@)+ X)) (—w(A) +311(A)
(- EiA) + ES(A) (—&(A) +&(A)) (5:30)
- (EQ(;Q :3; E iA) ) o
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mi a2 - ((8) =M (A)) ((=4) = A (-A))
|073(=A)|I° = (eg(-A)—i<_A>)(€3<_A)_627_A))
_ (Ca@)+ @) (—a@) +177(A) (5.31)
(—@ﬁA) +€3(A7))(—€1(A) +&(4)) |
_EANE AT e

(61— &) (a1 — &)

En otras palabras, hacer el cambio del signo en las diferencias cuadraticas
de masas, implica reordenar las entradas de la matriz O,,, los resultados
anteriores se puede resumir de la siguiente forma

10T (=A)|1* = [[O75(A)]?
10T (=A)|1* = [[0T,(A)]? (5.32)

10T (=A)|1* = [0, (A)|?
De la estructura de las ecuaciones (4.43) y (4.89) se deduce que los ele-
mentos restantes de @,,, tendrédn relaciones similares. Si definimos la notacién

compacta (’)i’?(_) = (’){;(—A) la relacién entre las matrices de paso se puede
dar de forma explicita,

lon 12 lop)P ope))? 10,2 II§%§IIQ 10,41

105N o2 on )12 ] = 1031 [|O05]* |05

0512 o2 onc))? 1053117 10511 (|04
(5.33)

Este resultado es general e independientemente de la forma explicita de la
matriz de paso. La ecuacién (5.33) se pueden entender como una consecuen-
cia directa del hecho de que hacer el cambio A — —A en los eigenvalores de
F;,, estos cambien de orden, lo que implica que los eigenvectores asociados
a cada eigenvalor, también se deben reordenar.

5.2.1. Relacion entre los operadores de evolucion de
los estados instantaneos en el medio

A continuacién nos dedicaremos a deducir la relacién general que existe
entre los operadores de evolucién de los estados instantaneos. Como punto
de partida retomemos la ecuacion (5.20)

I (A t) = = (A t).
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Hagamos el cambio A — —A en la ecuacién (3.14)

0L (A7)0 (1) = H (1) (5:34)
—O (DA WDO (1) = HY (1) |
donde hemos continuando usando la notacién A7) = A(—A)
e1(—A;t) 0 0
HS)(t) = 0 ea(—A;t) 0
0 0 es(—A;t)
Usando las ecuaciones (5.25)
e1(—Ast) = —e3(Ast),
ea(—Ast) = —6(Ajt),
es(—A;t) = —€1(A;t),
se tiene
o &(t) 0 0
O (A0 = 0 &) 0 |,
0 0 &)

en esta ultima ecuacién hemos omitido la dependencia de A en los eigevalores
de los antineutirnos.

A fin de recuperar el correcto orden de los eigenvalores en la matriz
diagonal definimos la matriz A como sigue

0 0 1
A=]0 -1 0], (5.35)
1 0 0

&) 0 0 a2(t) 0 0
ATl 0 &®#) 0 |A=[ 0 &@® 0 |=Hpk).
0 0  &l(t) 0 0 Z3(t)

De esta forma, concluimos que
ATO () A n(H)O) (1)A = Ho(t), (5.36)
y comparando esta expresion con la ecuacién (3.49), se deduce que

O, (t) = O (1)A. (5.37)
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Si en la ecuacién (5.37) tomamos los médulos entrada por entrada recupera-
mos el resultado obtenido en (5.33), el cual se dedujo a partir del Teorema
4.1.1.

Lo siguiente que debemos investigar es la relacion entre los estados ins-
tantaneos del neutrino y el antineutrino. Para ello, partamos de la relacion
general que existe entre los estados de masa y los estados instantaneos de
los neutrinos dada en (2.47)

O(t) = UTU (8) P (1)
Para el antineutrino existe una relacién analoga (Ec. (2.58))
D(t) = UTU,,(t) D, (1) (5.38)

Usando los resultados del Teorema 3.2.2 y, en particular, la ecuacién
(3.65), se puede establecer una relacién entre los estados instantdneos del
neutrino y el antineutrino,

o* (1) = UTU* D (4)@n, T (t),
() =UTU ) (1)@r, (1),

sustituyendo la ecuacién (5.38) en esta tltima relacién y despejando ®@,,(t),
se llega a

B, (1) =T (U (1)@, (1), (5.39)

la cual es vélida para todo ¢. Para calcular el producto Uin(t)U *(5)(t), usemos
la parametrizacién de U,,(t) dada en (3.16)

U(t) = U (A, 1) = OgsT O, (= AL 1)T, (5.40)

y la parametrizacion de la matriz de mezcla para el antineutrino, ecuacion
(3.53) B -
Um(A,t) = 09370, (A )T (5.41)

De esta forma,
UL (AU (=A, 1) = TTO, (A, )LOROHTTO,,(—A, )T
—TTO, (A, )Op(—A, )T
y haciendo uso de la ecuacién (5.37)
Ui A OU(=A,1) = T'0,,(A, )0, (- A, )T
= IO (A O, (A)AT
=TTAT.
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Finalmente la ecuacién (5.39) se simplifica del siguiente modo
D,,(t) = DTAT®:, () (¢). (5.42)

Esta ultima ecuacion nos da la relacion entre los estados instantaneos del
neutrino con los estados instantaneos del antineutrino, al hacer el cambio
A — —A. Para encontrar una relacion entre los operadores de evolucion de
los estados instantdneos, evolucionemos la ecuacién (5.42) desde un tiempo
inicial ¢y hasta un tiempo arbitrario posterior t,

WU (b, 1) B (to) = TTAT 2 ) (1, 40)®F, T (1). (5.43)

Usando la relacion entre los estados instantaneos y los estados de la base de
sabor, ecuaciones (2.38) y (3.54),

W o (t,10)T (AL 1) T(A, to) = TTATZ O (1, 1) UL (= A, 1) U (— A, to).

Si al igual que antes consideramos el caso en el que al tiempo t; se crea un
estado puro de sabor electronico, entonces

1
V(A1) =V (=Atg) = [ 0], (5.44)

e}

y de esta forma, la relacién entre los operadores de evolucion de los estados
instantaneos se puede escribir como

WU m(t,to) = TTAT O (4, 40) UL (= A, 1)U (A, 1). (5.45)

el producto UL(—A, 1)U, (A, ty), se puede calcular del mismo modo que
antes

UL (=At0)Unm(A, t) = TTOL (= A, 1) LOLOZTTO,, (A, to)T
= T [0,(A, to)A] O, (A, to)T

= T'AD,, (A 450 (A, to)T

=TTAT

donde usamos que AT = A.
Finalmente, se llega a la relacion entre los operadores de evolucion de los
estados instantaneos

U (At to) = TTAT %) (— At 1) TTAT (5.46)
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Consideramos este como uno de los resultados principales de la presente
tesis, ya que nos permite encontrar la forma del operador de evolucién del
antineutrino, a partir de los resultados del neutrino, sin la necesidad de hacer
suposiciones adicionales.

Calculemos el producto I'"AT', que aparece en la ecuacién (5.46)

0 0 e
IMAT= 0 -1 0 (5.47)
e® 0 0

Sea S una matriz unitaria cualquiera con entradas

Sll 512 813
S = 521 522 523 (548)
531 S32 533

haciendo uso de la ecuacion (5.46)

0 0 e\ [/SH(-A) A
S(A)=1 0 —1 0 []|S5(-4) A
e 0 0/)\S5(=A) A
S33(—A) s _ng(_A>ei6 S31(—A)e ;5
= S%})(—A)e*’ﬁ —555(=A) y Ssi(—=A)e’
Sia(—=A)e™0 —Sh(=A)e™  Sfi(=4)
(5.49)

Usando la parametrizacién para el operador de evolucion del neutrino
dada en (3.31) - (3.33), podemos establecer una relacién entre las entradas
del los operadores de evolucién

11 (t,A) \/1 — l(_)\/P/E_)\/Pt(_) e~ U8 =y D) (5.50)

+\/ 1— P,§‘>\/ 1— P emim

U(t, D) {\/1 N \/P o
+¢1—Pf_)\/1— VRt ))]
T (1 A) = o2 N@ VPO ei(—a1+<<>+v”>} (5.52)

(5.51)
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Uy (t,A) _e“;[ \/1_p( )\/1_ \/P 0B 4a2)
_\/1_ \/P i >+a2)}

A) :\/1 _ Pl(*)\/l _ Pfgi)\/l _ Pt(*) e—iEQ
s /Pt(—) /P}E_) e—i(’y(_)+52—5(_))

Tt = 1= ROVED ) s
@;(t, A) _ e—2i§|: /Ph(,_) ‘Pl(_) e—i(C“)+5<_)+a3)} (556)
Ut A) = ew[ V1= POyRO e )MS)] 97

Uy(t,A) = /1 — B i (5.58)

(5.53)

(5.54)

donde Pi(_) = P(—A) con i = [, h,t, y de igual forma () = ((-A),
7)) = y(=A) y ) = B(—A) y hicimos uso del hecho que las ecuaciones
(3.21), (3.22), (3.60), (3.61) y (5.25) implican,

¢ ¢
ar(—A;t) :/ e1(—A;t)dt' = —/ & (A;t)dt' = —az(A;t)

to to

as(—A;jt) = /t eo(—A;t)dt' = — /tEQ(A;t/)dt/ = —aa(A; 1) (5.59)

to to

t t
ag(—A;t):/ @,(—A;L")di’z—/ (ANt =~ (A1)

to to

Las ecuaciones (5.50) - (5.58), son en principio generales y no es necesario
hacer uso de ninguna aproximacion para llegar a las mismas.

Como mencionamos en la subseccion 3.2.1 para el antineutrino ain es
posible factorizar el operador de evolucién, en una parte que describe la
evolucion adiabatica de los antineutrino en el medio y una parte que describe
la evolucién no adiabética (3.63)

N

U m(t,to) = W (L to) 0 (L, 10).
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Desafortunadamente, para el antineutrino no contamos con una forma
adecuada de aproximar al operador de evolucién de la parte no adiabatica,
sin embargo, podemos usar la parametrizacion general de una matriz unitaria
de 3 x 3 para escribir el operador de evolucién de los antineutrinos.

En analogia al caso del neutrino usaremos los resultados del Apéndice
C y la notacién Py, P, y P, para escribir el operador de evolucién. La in-
terpretacion de esta nuevas cantidades se darda mediante la relacién que se
establezca con la probabilidades de cruzamiento del neutrino, lo que nos
permitira interpretarlas como probabilidades de cruzamiento.

Los factores de la ecuacién (3.63) son:

e~ 0
Zitt)= 0o emo o |, (5.60)
0 0 e im0

y para la parte no adiabética

—_NA 1 0 _ g 1—?1 Fl elZ 0
%m = 0 — ]-_Pt —\/Pte” — Fle*if 1/1_Fl 0
0 0
1
0

V1-P) \/F_h(iﬁ . (5.61)

Usando la parametrizacion de la parte no adiabatica del antineutrino
dada en (5.61). Las ecuaciones (5.50) - (5.58) se reescriben como

V1P e i@ — _\/1 _ Pl(_)\/P}E_)\/Pt(s_) o8 —y(D4a) 562

+\/1 _ P;E_)\/l _ p) i
\/ 1-— ﬁh\/ FZ ei(zfal) = ei‘s [\/1 _ \/P z (—a1+8))
ey N R

S P[P i@ _ it { PO/ P ei(_a1+¢<—>+,y<->)} (5,64
V15— P\ Py o i(CHaR) — =id [ - \/1 - Pl(_)\/l - \/P o (B +az)

(5.65)

(5.63)
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\/ P/ Py /T3 B) _ \/1 —E\/l _ P/l —Es i _
\/1_3(_)\/1 \/1_ e~ @ _ /P V/P( fz (v 4ar—-p))

(5.66)
—\/1—2\/1—1_3155\/%&(/3*&2 —\/1—Ph\/PTse”*a2 =
e O

\/%l\/;tse—i(aw@ﬂ) _ o2id {, /P]E_)\/Pl(_ e_i(c()+6()+a3)] (5.68)

V1= Pif1 = P/ Prae i@ _\J1 P[Py ei@P) —
5.69
o0 |: \/1 P( )\/P( ) —z <= )+a3):| ( )

1= PP/ Prae® 75 1\ 1 - Py 1 - Do 570

1— P e,

De la discusién dada en la seccion 3.1.1 se concluyé que, al tomar P, = 0,
se puede obtener la factorizacién del operador de evolucién del neutrino en
el producto ya(t,to) ~ Z(t,to)%n(t,to) (ecuacién (3.26)), lo cual poste-
riormente nos permitié recuperar la formula de Parke del neutrino para el
caso de dos sabores a partir de la ecuacién (4.62). Si en esta tltima ecuacién
despreciamos la cantidad Pt(_) = 0, lo cual implica £2(-) = 0, y tomamos
los moédulos, las ecuaciones se reducen a:

1-P,=1-p" (5.71)
(1-P,)P, =P (5.72)
P,P, =0 (5.73)
(1-P,)P,=(1-pB")P" (5.74)
PPy +(1-P)1-P)(1-P) - Z = (1-P7)(1-P) (5.75)
(1-P)(1-P,)P,+ (1-P,)P,+ 2 = P (5.76)
PP, =P p (5.77)
(1-P)(1=Py)P, + (1-P)P,+ Z = (1 - PP (5.78)
(1-P)P,P, + (1-Py)(1-P;) = Z =1 P (5.79)
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donde definimos la cantidad

7 =/(1=P)(1 = Pr)(1 = P)P,P, cos(B — 7). (5.80)

que es andloga a la ecuacién (3.39). De la ecuacién (5.73) se deduce que
Py, =0, lo cual implica que & = 0 como se puede observar directamente de
la ecuacién (5.80).

1-P,=1-p
P, =P
P, =0

(1-Py)P,=(1—-P)P")

1-P)1-P) = (1-P 7)1 - B

P, = Pl(—)

PP, =P P

(1-P)P, = (1 - PYp"

(1-Py) =1- R
El caso P; = 0 provoca que la mayorfa de las cantidades de interés se anulen,
lo que se sigue de (5.71) y (5.72), por lo tanto no consideraremos este caso.

De esta forma, podemos deducir una relacién sencilla entre las probabili-

dages de cruzamiento del neutrino evaluadas en —A y las cantidades P, P,
y Py, en el limite cuando Pt(_) — 0,

Fh(Avt) = 07
Pi(Ast) = Pu(=A51), (5.81)

Py(Ast) = Bi(=Ag).

Las ecuaciones (5.62) - (5.70) nos dicen como se transforman las canti-
dades P,(A,t), P(A,t) y P,(A,t) al hacer el cambio A — —A| con respecto
a sus homologas para el casi del antineutrino, si ademas de ello hace la
aproximaciéon de que en el caso del neutrino podemos despreciar la cantidad
P,(A,t), aproximacién que esta bien justificada, las relaciones entre las canti-
dades P;(A,t) y P;(A;t) con con i = I, h, t, se simplifica considerablemente,
ecuacién (5.81).



104 CAPITULO 5. NEUTRINO Y ANTINEUTRINO

Sin embargo, es importan recalcar que estas ecuaciones sélo son validas
dentro del medio, ya que es en el medio donde estan definidos los estados
instantdneos y, por lo tanto, las ecuaciones (5.42) y (5.46) son validas para
tiempos anteriores a t,. Recordemos que tomar el limite donde el poten-
cia subitamente decae a cero en el borde del medio es lo que nos permitio
establecer la ecuacién (2.44) y todas las consecuencias que se derivan de ella.

Por lo comentado en el parrafo anterior, el uso de las ecuaciones (5.81)
no esta suficientemente justificado para hacer el calculo de la probabilida-
des de supervivencia del antineutrino tal como se hizo en la seccion 2.2.2
ecuacion (2.56). Si momentaneamente nos olvidamos de este hecho y calcu-
lamos la probabilidad de supervivencia del antineutrino electrénico usando
las ecuaciones (5.50) - (5.58), obtenemos:

(Prsn) Al [ 0=V PR + (- PO) 1P
_@<—>} 1" (1o + |:<1_Pl(_)) (1= PO PO+ (1= PO PO
+ 20O + FO O [T )
el ]| a-E) 0= POV PO + (1= B RO
+,@<>] 107 (to)||* + [P,§>p§> + (1= (1-PY (1-P)
-2 IG5 + (1~ PO PO IO o)
sl { OO O I+ (1= PO RO O

- B<‘>>||@’f§<to>||2},
(5.82)
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y tomando Pt(_) =0
<Pwe>:||U61H2{(1—Pé")||6ﬁ<to>\|2 - P,E‘>||6’f’;<to>||2}
Ul -2 BT o
+(1=F) (1= B 01 + RO @l
+ ||U63}|2{P,§‘)Pf‘>||5ﬁ<to>||2 + (1= ) PO, (1) 1
1= PO )

Usamos la notacion dada en (4.92), la condicién inicial es dada por

100 ()| = (efa(t)ets (1))
[0%(t)lI* = (S53(to) 5 (t0) (5.83)
[0%(t0)I* = (S5 (t0)"

Finalmente, mediante las ecuaciones (5.83) y (5.81) podemos expresar

la probabilidad de supervivencia del antineutrino electréonico de la siguiente
forma:

(Povn) :||Uel}|2{ (1-P0) (@ ()2 (1)) + P (E’f%(to)ﬁ’fé(to))z}

al{ (- PO Pttt 0)’

+ (1-P)) (1-P)) (5} (to)eis (o)) +E(§’f§(to))2} (5:84)
+ || Uas||*S PP (S (to)es (1))

(1= PPt ()” + (1~ P ST’

Revisemos los limites de esta ecuacion; en el caso en el que 613 = 0 =
—m )
0,5 = 0 se tiene

Py, 5.) 012{( ) 012 +Pl(§$0) }

+ 525 { (1=P) Pi(en®)? + (1=P,) (1-P)) (533°)*} (5.85)
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haciendo la hipétesis adicional de que P; — 0 se recupera la ecuacién (2.102)

1

<Pﬁe—>ﬁe> =35

1 - i
5 + (5 - Pl) cos 2012 cos 265 (to). (5.86)

Por otro lado, si ahora tomamos 612 — /2 en la ecuacién (5.84), ahora
el término ||Uy,||* se anula, dando asf

Py ) :cgg{ (1-P) (1-P)) (en(to))’ + Po(5(t0))?
(5.87)

i 533{ (1= "P)P,(E4(t0))” + (1 — Py) (gqg(tof}

si ahora imponemos la condicién P; — 0 nuevamente recuperamos la ecua-

cién (2.102)

1

<Pveg>ye> = 5

+ (% - Ff) cos 2613 cos 20,5 (to). (5.88)

Al comparar con la ecuacién (4.64) vemos que en este caso la cantidad
P, que esperabamos obtener es remplazada por la cantidad P;. Esto nos da
cierta seguridad en el resultado obtenido en (5.84) ya que bajo aproximacio-
nes sencillas somos capaces de recuperar el caso mas simple de la mezcla de
dos sabores para el antineutrino. Sin embargo debemos abordar la dificultad
antes mencionada tema que abordamos en la siguiente seccién

5.2.2. Relacion entre las probabilidades de oscilacion
del neutrino y el antineutrino

Retomemos la ecuacién (3.68) y establezcamos una relacion entre las pro-
babilidades de oscilacion; al igual que en el caso del neutrino, si el antineu-
trino viaja una larga distancia se espera que el término oscilante promedie
a cero, permitiendo que nos enfoquemos unicamente en las probabilidades
promedio

<F€_>e(t,A)> = <Pﬁe(t, —A)>. (5.89)

Utilicemos el formalismo del operador de evolucién para evolucionar el
estado instantaneo del antineutrino, desde el punto de produccion hasta el
tiempo en el que alcanza el borde del medio

D, (1) = U p(ts, 10) P (o). (5.90)
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donde % ,(t,,to) representa el operador de evolucién de los estados ins-

tantaneos, el cual queda por determinar.
En términos de sus componentes, la ecuacion (5.90) se reescribe como:

.

01 () = U016y (o) + X 30y (to) + U 1365 (to),
0y (1) = U516 (to) + U 6y (to) + U 5305 (t0), (5.91)
O3 (1) = U 10y (o) + U 3305 (10) + U 3395 (to).

donde hemos omitido la dependencia temporal del operador de evolucion de

los antineutrino a fin de evitar sobrecargar la notacién.

Usando la ecuacién (5.89)

.

N

32

S0l [[Se e AT = D 10l e (e, =) (5.92)
k k
y de aqui, agrupando en términos de ||U.z||”
(Uit D)) = (latt —2) ). (5.93)

Para obtener los estados de masa del antineutrino en el borde del medio

usamos la ecuacién (5.90)

ey @) = 1Z Py (o)1 + 117 21171162 () |IP + 12 1511165 (o) 12
(o2 %) = 1Z P67 (o) I + 12 Pl 6 (o) I* + 1Z 251105 (to)

(165 @) = 12 5111167 (t) 1 + 12 5l 165 () I” + 12 35117 165 (20) I
5.94)

Por otro lado, para obtener (||¢;(t., —A)||?), hacemos el cambio A — —A
en las ecuaciones (3.30) y usamos la condicién inicial dada en (3.37). Usando

la notacién compacta gZ/i;-“(_) = U5 (=Dt b)), Ol’?}(_)(to) = O (=4 to),
tenemos
(e 2 EI1P) = 127 ONPNOTR D (o) |I” + 1245 11077 (k) |2
+ll25 ONPI105 D ()1,
(g™ 2 @EI1P) = 127 O NPNOTR D o) lI” + 1265 1105 7)1 (1)
+ 125 PO ()7,
N5 @)I?) = 12 O IPIOTR D (o) 1P + 125 1P 0% (1) 1
+ |2 105 ()17,
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Usando (5.32) podemos reescribir las ecuaciones anteriores de la siguiente
manera

T E)N?) = 127 P10t 1P + 1245 P 10T (to) I
+ |25 71?10 () 1%,

(o5 I1P) = 1267 P[0 (to) 1P + (%5 |12 10T (o) |1
+ |25 PO (ko) 1P,

N5 = 127 P10 1) 1P + 1245 P 10T (o) I
+ |25 PO (to) 1
Para determinar la condicién inicial del antineutrino, supondremos nue-
vamente que al tiempo ty se crea un estado puro de sabor electrénico, es

decir, un 7,. Procediendo de la misma manera que se hizo para la condicion
inicial del neutrino,

(5.95)

T (to) = 0,,(t0) ¥'(t0) (5.96)
6 mas explicitamente,
—-m —=m —Am —~m T
¢, (to) O11(to) Op(to) Oys(to) 1
P2 (to) | = [ Oalte) Onlte) Oulto) 0],
¢3 (tO e’ ?izi (tO) OSQ(tO) 033(t0> 0 (5_97)
O11(to)
= 9717%(150)
O13(to)

que sustituida en (5.94), nos da
o0 @) = 12 012100 (t0) |1 + 1 15112 |OT (to) 1P + 112 15 O (ko) 1P
62 tENP) = 12 5 P10 (t)|1P + 12 2P| OLa (o) P + 1% 5 21O (20) I
N85 ) = 12 51 IPIO0 ()P + 12 52 1P| 0L o) P + 1% 3512103 (20) I

De la ecuacién (5.93) se tiene <H51(%A)H2> = (||¢1(te, —A)|I*) v, por
ende,
12 L 1PIOL ()P + 12 1217101 (to) P + 12 151171073 (20) 12

= 127 O 171073 (t0) I* + 125 1P 1 O (ko) 1 + ||%’§‘(_)||2||5ﬁ(5§)9||82)7

15

1247 (e, = D)1 = % 15t D)1,

|25 (e, = A)P = 2 5t D)1 (5.99)
125 (£, = D)IP = 27, (t, D)

o, agrupando en términos de O
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— — 2 . ’
Para (||, (t., A)H2> y (||#5(ts, A)||) tendremos relaciones anélogas, per-
mitiéndonos definir las entradas del operador de evolucion de antineutrino
en términos de las entradas del operador de evolucién del neutrino:

125 (8, = D) I° = % 1520, AP
1245 (., AP = % 15t D)
1245 (¢, = AP = 21 (2, D)
1257 (0, = D) ” = % (20, A) P
125 (b, = A = % oty D) (5.100)
125 (b, = AP = 2 s (2, D)
1257 (8, = D) ” = % 520, )P
125 (e, A = % st D)
125 (¢, = A = 2 (2, D)1

Veamos como es posible recuperar estos resultados a partir de la relacion
general entre los operadores de evolucion en la ecuacion (5.46). Suponemos
nuevamente que en el borde del medio V(t,) — 0y, por lo tanto, las apro-
ximaciones dadas en (2.48) y (2.60) son validas. En consecuencia,

D,,(Ast,) = B(At,) = D (A t,) ~ O (—Ast,), (5.101)

lo cual nos permite trasladar la relacion entre los estados de masa a una
relacién entre los estados instantaneos; sin embargo, es importante recalcar
que esta ultima ecuacién es solo valida en t,.

Usando el formalismo del operador de evolucién

U (At t0) P (Asto) = U0 (—A t, 1) P, (—A; to) (5.102)

de la ecuacién (5.42) podemos obtener la relacion de los estados instantaneos
en el punto de produccion

B,,,(to) = TTAT®:, O (ty),

que, al sustituir en la ecuacién (5.102), nos da

U m(Atto) = U (—A L, 1) TTAT (5.103)

si en esta ultima ecuacion tomamos los médulos al cuadrado entrada por
entrada recuperamos las ecuaciones (5.100).



110 CAPITULO 5. NEUTRINO Y ANTINEUTRINO

Las ecuaciones (5.100) tienen la ventaja de estar en términos de las nor-
mas al cuadrado, lo cual en la mayoria de los casos nos permite eliminar las
fases.

De (5.100) y (3.33) se tiene,

%"\ (t, A2 = P PY) (5.104)
1% 5(t, AP = (1 - )P (5.105)
| st A = (1= B) (5.106)
%ot AP = (1 - P01~ PO)VPT + (1 - PR 4+ 20
(5.107)
% (L., AP = BB + (1-B7) (1-P7)) (1-P7)) — 20
(5.108)
17 55t M) = (1= P B (5.109)
%3, (1, AP = (1-P VB P + (1P (1-P)) — 20
(5.110)
% 5t MI? = (1= (1=P) P + (1=PO) P + 20
(5.111)
| (., A = PO PS) (5.112)

donde Pi(_) = P,(—A) con i =1, h,t, y usamos la ecuacién (3.39).
Si en las ecuaciones (5.104)-(5.112) usamos la parametrizacién de la parte
no adiabatica del antineutrino dada en (5.61), obtenemos

1-P, = P}E*)PI(*) (5.113)
(1—=Pu)P;=(1— Pigi))Pl(i) (5.114)
Fh?l = (1 - Pz(i)) (5.115)
(1-P)Pi= (1= P7) (1= F)RT + (1= BT + 20 (5110
P Py+(1-P)(1-P,)(1-P;) — Z

_ P]E_)Pt(_) + (1_}7[(—))(1_35—))(1_3(—)) — g25) (5.117)
(1=P)(1-P)Py+(1-P)Pi+ 2 = (1 - P) P (5.118)
PPy = (1=F )RR + (1-P7) (1-P) - 20 A1)

(1-P)(1—P,)P;+ (1-P)P,+ 2
= (1-P)1-P)P + (1-PT) P + 2

(1-P)P,P,+ (1-P,)(1-P,) — 2 = P (5.121)
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y si ahora consideramos la aproximacién de hacer Pt(_) — 0, lo cual
implica 22(~) = 0, las ecuaciones anteriores se reducen a
1-P,=pP7B" (5.122)
(1—Pp)P, = (1- Pig_))Pl(_) ( )
PP, =(1—-P7) (5.124)
(1-P)P, = (1— PP (5.125)
PP+ (1-P)1-P)(1-P,) - Z = (1-P ) (1-P) (5.126)
(1-P))(1-P)Py + (1-P,)P, + Z = P (5.127)
PP, = (1-P) (5.128)
(1-P)(1-Py)P,+ (1-P))P, + 2 = P\ (5.129)
(1=P)PyPi+ (1-Py)(1-P,) — P2 =0 (5.130)
Para definir una relacion entre la probabilidades de cruzamiento del neu-

trino y las cantidades Pj,, P; v P; operamos de la siguiente manera. De la
ecuacion (5.130) se tiene

P =(1-P)P,P;+ (1-P,)(1-P,), (5.131)

que sutituida en las ecuaciones (5.127) y (5.129) nos da

P =1-PP,

_ (5.132)
P =1-PP,

Este resultado se asemeja méas al obtenido para el caso de dos sabores en
la ecuacién (5.4), sin embargo, en este caso, las cantidades con barra no se
desacoplan de manera sencilla.

Con estos resultados somos capaces de dar la probabilidad promedio de
superveniencia del antineutrino electrénico, cuando el potencial efectivo se
anula en el borde del medio, es decir, V (t,) — 0. Utilizando las ecuaciones
(5.92), (5.95), (5.97) y los resultados obtenidos en (5.104)-(5.112), llegamos
a:
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(Poe ) AUl { POFONTT I + (1= PO PO IO )
+ 1= EOOT @I}
el ] 0= PO = PO+ (- )R
+ 32<—>} 107 (t0)]1> + {P,E_)Pt(_) +(1-PY(1-P)(1-P)
- 21T + (1~ POV PO IO
sl { | 1-E) B RO + 0= 0= 210)
- 2O+ [P a-p) O
+ (1_Pt(_))PI§_) + 32()} 1075 (to) 1?

+B<‘>P§‘>||W£<to>u2}.
(5.133)

la cual, para Pt(_) = 0 se reescribe como
2 — ) Am — Y =>sm
(Pr.m.) = Ua | {P,E 'PONON () IP + (1= By ) B0 ()|
1= EOOT I
2 — ) >=m
||| {(1—135 ) OO0 (1)
+ (1B (1= B 01 + RO @l

; ||U63||2{<1—P,E‘>>||6Yi<to>||2 n Pé‘>||5’f;<to>||2}.
(5.134)

Usando las ecuaciones (5.132) y (5.83) la probabilidad de supervivencia pro-
medio de un antineutrino electrénico queda completamente determinada,
por la formula siguiente:
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2

(Frcon) AU ] (1= PP 1 = PP @)
+PiP(1 — PiPy) (Sia(to)es (b)) + PiP (E’fé(to))Q}
2l { PP (1 = PP ettty )
+ PPt ) + (1= PiPy) (230’

+ ||U63||2{EE (@ (o) (t0))” + (1 — PPy) (E’fg(to)é’{g(to))z}.

(5.135)

De esta ltima ecuacién se pueden apreciar las diferencias con las ecua-
ciones (3.41) y (5.84). La primera de ellas, y quizas las m4s intrigante, son los
términos de orden cuadritico en P, esto ocasiona que en los lfmites 613 — 0
6 019 — /2 no se recupere la ecuacion (2.102), en contraposicién con el caso
del neutrino donde en dichos limites se recuperaba la férmula de Parke.

Es importante recordar que en el caso en que la deteccion del neutrino se
da después de que se propago una larga distancia en el vacio, desde el borde
del medio hasta el detector, para calcular la probabilidad de supervivencia
del antineutrino electrénico se debe usar la ecuacién (5.134).

En resumen, si somos capaces de determinar ya sea de forma exacta o
aproximada las cantidades P,(A;t) y P(A;t), para el caso del neutrino, des-
pués de hacer el cambio de signo en la diferencia cuadratica de las masas,
podemos usar las expresiones anteriores para definir una de probabilidad
de “cruzamiento” para el antineutrino usando las ecuaciones (5.132) y, final-
mente, calcular la probabilidad de supervivencia del antineutrino electrénico
por medio de la ecuacién (5.135).
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Capitulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo estudiamos de forma detallada el fenémeno de
las oscilaciones de neutrinos en materia, profundizando en el caso de los
antineutrinos, el cual suele ser mucho menos discutido en la literatura. Al
considerar las oscilaciones en materia de los neutrino cuando hay mezcla
entre tres generaciones, hicimos hincapié en las condiciones bajo las cuales
es posible tratar el problema por medio de la factorizacién en dos subsistemas
de 2 x 2. Esta aproximacion ha probado estar en buena concordancia con
los datos experimentales.

Al tratar el problema para los antineutrinos es necesario realizar un cam-
bio de signo en el potencial de interaccion efectivo, el cual surge debido a
la diferencia de las helicidades. A fin de determinar las probabilidades de
oscilacion para los antineutrinos, ingenuamente, uno puede verse tentado a
tomar los resultados obtenidos para los neutrinos y remplazar en ellos el
signo del potencial efectivo. Sin embargo, esta manera de proceder, apro-
piada en los (pocos) casos en que se tiene soluciones analiticas exactas al
problema, puede llevar a resultados erréneos cuando el sistema de ecuacio-
nes diferenciales que gobierna la evolucién de las amplitudes de sabor de los
neutrinos es resuelto de forma aproximada. Ello se debe a que dichas apro-
ximaciones no son necesariamente validas o no estan fisicamente justicadas
en el caso de los antineutrinos

Mas concretamente, el problema de las oscilaciones en materia entre los
tres sabores activos de los antineutrinos, cuando se describe en la base de los
autoestados de energia en el medio, también puede factorizarse en un par
de subsistemas donde la mezcla se da sélo entre dos especies. No obstante,
debido al cambio en el signo del potencial, los dngulos de mezcla en materia,
a diferencia de los neutrinos, no presentan un comportamiento resonante
y, por ende, las aproximaciones usadas para calcular las probabilidades de
cruzamiento no resultan apropiadas. Por ello, debemos buscar una manera
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diferente de evaluarlas. En este trabajo, optamos por establecer una rela-
cion con el caso de los neutrinos y utilizar los resultados de estos tultimos
para encontrar las probabilidades de oscilacion de los antineutrinos. Proba-
mos que hacer el cambio de signo en las diferencias cuadraticas de masas
y tomar el complejo conjugado de la funcién de onda de los neutrinos, es
equivalente a encontrar la funcién de onda de los antineutrino; mas aun,
estudiando la relacion entre los autovalores de la energia en la materia de
ambos casos, probamos que al hacer el cambio de signo en las diferencias
cuadraticas de masas en los eigenvalores del neutrino, es posible recuperar
los autovalores de los antineutrinos, cambiando no sélo su signatura, sino
también su ordenamiento.

Usando trabajos recientes de Denton, Parke y colaboradores, fuimos ca-
paces de hallar una representaciéon exacta de los médulos de las entradas
de la matriz de mezcla en materia y, mediante este resultado, obtuvimos la
relacién entre las matrices de paso de los neutrinos y los antineutrinos. Esta
relacién es general e independiente de la parametrizacién que se utilice y
constituye uno de los resultados relevantes de este trabajo. La representa-
cién exacta de la matriz de mezcla en materia, mas especificamente de la
matriz O,,, es dada en funcién de productos de los eigenvalores exactos del
hamiltoniano en materia H,,(t), que son expresados en término de funciones
trigonométricas y sus inversas, las cuales resultan complicadas de manipular
y cuya interpretacion fisica es poco transparente. Esto nos motivo a buscar
una forma mas simple de expresar los pardametros de mezcla efectivos en
materia de los v y v, los cuales, aunque aproximados, mantienen la relacion
correcta.

Usando las relaciones entre las funciones de onda de las amplitudes de
sabor de los neutrinos y sus antiparticulas, fpudimos establecer una relacion
general entre los operadores de evolucion de los estados adiabaticos. A par-
tir de este resultado fuimos capaces de usar el operador de evolucién de los
neutrinos, para calcular como evolucionan los antineutrinos y calcular las
probabilidades de cruzamiento de los 7 a partir de las probabilidades corres-
pondientes de los v evaluadas en el negativo de las diferencias cuadraticas de
las masas. Con este resultado, y bajo la aproximacion de que en el borde del
medio la densidad y, por tanto, el potencial efectivo de interaccién, decae a
cero, derivamos una expresion para la probabilidad de supervivencia del anti-
neutrino del electréon. Consideramos que es éste un resultado valioso, porque
ofrece una forma de calcular de manera analitica o semianalitica las proba-
bilidades de oscilacion de los antineutrinos aunque no puedan aplicarse de
forma directa las aproximaciones usadas en el calculo de las probabilidades
de los neutrinos.
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Por 1ltimo, es pertinente hacer notar que, de las férmulas derivadas con
a metodologia aplicada en esta tesis, al hacer cero el angulo de mezcla 613, no
recuperamos el resultado para las oscilaciones entre dos neutrinos. Resolver
esta dificultad requerira de estudios adicionales que estan en curso.
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Apéndice A

Solucién trigonométrica de la
ecuacion cubica

Sin perdida de generalidad considere una ecuacién ctibica de la forma
2+ ax? +br +c=0, (A.1)

con a,b y c reales.

Introduciendo una nueva variable es posible simplificar la ecuacién an-
terior de tal modo que el término cuadratico desaparezca; definamos esta
nueva variable de la siguiente manera:

a
=z — —. A2
T =z 3 (A.2)

sustituyendo en A.1
a\s a\?2 a
(z——> —i—a(z——) +b<z——>+c:
3 3 3 A3
s (o a? N ab+2a3 (A.3)
22+ zb— — c——+—| =
3 3 27
donde definimos las cantidades
a2
—(b— —
p=(0-%).
ab n 2a3
=lc——+—]).
1 3 27
De esta forma pasamos de una ecuacién cibica que tiene a x como variable

independiente a una ecuacién cibica cuya variable independiente es z, a esta
ultima se le conoce como la ecuacién cibica reducida

(A.4)

P+ 2p+q=0. (A.5)
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Para resolver (A.5), usamos el siguiente artilugio, trataremos de satisfacer
la ecuacién haciendo
z=v+u; (A.6)

donde hemos introducido un nuevo par de variables u y v. Sustituyendo
(A.5) y agrupando de manera adecuada se llega

v +u? 4+ (p+ 3uv)(u+v)+q¢=0 (A.7)

este problema resulta indeterminado a menos que se imponga otra condicion
a las variables u y v, por lo tanto, imponemos la siguiente condicién

3uv+p=20 (A.8)

o equivalentemente
3

uiv® = —]2)—7 (A.9)

de esta forma llegamos a un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
a saber u® y v3, estas cantidades son las raices de la ecuacién

3

2 p
_Z . A10
viay - o (A.10)

Llamemos A y B a las raices de la ecuacién (A.10)
(A.11)

debido a la simetria que hay entre los términos u® y v3, podemos elegir
u'=A; =B (A.12)
Si denotamos raiz ctibica de A por v/A, las tres posibilidades para u son
u=vVA; u=wVA; u=uwVA (A.13)
con ) i3

2
De igual forma, v tendra tres posibilidades

v=vVB; v=wVB; v=uwVB. (A.15)

(A.14)

w
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La forma en que se combinan las cantidades u y v tiene que cumplir la
restriccién uv = —p/3. Si suponemos que

VAYE = —g; (A.16)

la inica manera en que se pueden combinar las cantidades u y v para dar
las raices de la ecuaciéon cubica reducida seran

= VA+ VB,
2 = wVA+w?VB, (A.17)
25 = W VA +wVB.
Estas ecuaciones se le conoce como la féormula de Cardano, ya que fue el

primero es publicarlas en su libro titulado Ars Magna [5].
La naturaleza de las soluciones queda determinada por la cantidad

A = 4p® + 27p?, (A.18)

que aparece en el Discriminante de A.11

@ PP A
L 4,82 /= Al
\/4 97 = V108 (A.19)
Evidentemente, delta tendra tres posibilidades

1. A>0

En este caso la ecuacién (A.5) tiene una raiz real y dos raices complejas.

2. A =0 De las ecuaciones (A.17)

S IR IR €

y tendremos una raiz con multiplicidad dos, y una raiz simple, en el
caso ¢ = 0, en cuyo caso las tres raices son iguales a cero.

3. A < 0; se tienen tres raices reales distintas. En este caso es posible
obtener soluciones puramente reales en términos de funciones trigo-
nométricas. Las raices reales de la ecuacién ctbica reducida seran

1 — 2k
2 = 2“—% CoS (§ arc cos <2—Z 73) + Tﬂ) para k=1{0,1,2}

(A.20)
este método de solucién fue propuesto por primera vez por Franciscus
Vieta [26].
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Apéndice B

Forma general de una matriz
unitaria de 2x2.

El propésito de este Apéndice es deducir la forma general de una matriz
de 2 x 2 sujeta a la condicion de ser unitaria. Tomemos una matriz compleja
arbitraria y expresemos sus entradas en forma polar

Ae’™  Be's
U= (C’e“‘ Dei”) (B-1)

imponiendo la condicién de unitariedad

Ae'®  Belf Ae~i@ (Ot
T
vUt = (C’ei’\ Dem) (Be_w De_i’7>

B A% 4 B? ACe =) 4 BDe~' =\ (1 0
~ \ACe =X 4 BDe~(B-n) C? + D? —\o 1
(B.2)

de las condiciones de la diagonal principal
A2+ B?=1 (B.3)
C?+D*=1 (B.4)
de la condicién fuera de la diagonal principal
ACe ") 4 BDe =) = 0 (B.5)
la otra ecuacién no proporciona nueva informacion. por otro lado
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det (UU') = det (U) det (U")

B.6
=det (U)det (U)" =1 (B.6)
es decir
det U = ' (B.7)
con ¢ una fase arbitraria,
ADe @t — B3N — ¢iv (B.8)
de (B.5)
ACe e = —BDe M8 B
ACeatn) — _ B DeiB+A) ( '9)
multiplicando por %
2
ATCei(‘””) — —BCe'PHN (B.10)
sustituyendo en (B.7)
AC? , ,
< D + AD) eilatn — g (B.11)

multiplicando por D y factorizando el término comun en lado izquierdo y
usando (B.4)

I
A(C? = Delle=am) (B.12)

por lo tanto
A = De¥ (B.13)

con ¢ = o —a—mn, como Ay D son reales ¢ = 41, de donde

A=4D (B.14)

sustituyendo nuevamente en (B.5) y conjugando

Ce? = FBe B-a=m (B.15)
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Asi

U= Aet® Be's
T \FBe Ao 4 feix

_eia;"< 4" Bel —“‘5”>> (B.16)

:FBei(B*aTM) + Aet 3

por conveniencia definimos

2 (B.17)

con lo cual y obviando la fase global irrelevante
—ia i3

g AT B (B.18)
FBe B L+ A

para resolver la ambigiiedad en el signo imponemos la condicién de que, en
el limite de B — 0

0  Ae™
Si denotamos A = /1 — P,, usando la ecuacién (B.3)

g (VI-Pee™ VRe? (B.20)
VR TP '

Esta es la forma general del operador de evolucién de 2 x 2. Notemos que
si P. = 0 recuperamos el operador de evolucion adiabatico.

U (Aei& 0 > (B.19)
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Apéndice C

Forma general de la matriz
unitaria de 3x3.

Anteriormente, ya dimos la parametrizacion general de una matriz uni-
taria de 2 x 2, hacer lo mismo para el caso de 3 x 3, es algo que resulta mas
complicado debido al gran nimero de parametros independientes que exis-
ten (9 amplitudes y 9 fases), por fortuna esta parametrizaciéon ya han sido
estudiada en los trabajos de P. Dita [9], en esta seccién tenemos el propdsito
de usar los resultados de P. Dita, para escribir el operador de evoluciéon en
forma general.

De acuerdo a la referencia [9] una matriz unitaria en forma general se
puede escribir como

Sll 512 Sl3
S = 521 522 523 (Cl)
531 532 833

511 =a ew“

512 = b(l —a ) uplg

Si3 = [(1 —a )( —b )}1/2‘3“0137

521 = d(1 —a ) 2@21

Sas = [(1 = b°)(1 — d*)] Y2eien _ gbd eilprztea—enn)

523 — —CLd( - b ) el i(p21+p13—p11) b(l - d2)1/261(@13*s012+s022)7

Sqy = [(1 . a2)< . dQ)] 1/2 z'go31’

532 — —ab( d2) i(pr2+p31—p11) d(l o b2)1/2 ei(tp31*4p21+<ﬁ22)’

v —a[(l _ b2)( d2)} 1/2 i(p13+w31—p11) + bd &t (p13+p31—p21— 3012-1-3022)

(C.2)
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Por conveniencia de la notacion definimos

Qoo = P12 + P21 — P11 Q32 = Q12 + Y31 — P11
Qo3 = Y21 + P13 — P11 B2 = P31 — P21 + P22 (C.3)
Baz = P13 — P12 + P22 Q33 = P13 T P31 — P11 '

B33 = P13 + ©31— P21 — P12 + P22

comprobar que la matriz dada en (C.1) es efectivamente unitaria es un ejer-
cicio de algebra que puede resultar tedioso, pero no dificil.

Como mencionamos en la seccion 1.2, toda matriz unitaria se puede
descomponer en el producto de una matriz de amplitudes por una matriz
de fases; la condicion de ortogonalidad impone N condiciones a la diagonal
principal, mds (N? — N)/2 condiciones fuera de la diagonal, de esta forma
tenemos

N(N —1
(T) amplitudes independientes,
y
N(N +1
% fases independientes.

Para el caso donde N = 3 tendremos tres amplitudes y seis fases indepen-
dientes. Nuestro objetivo es saber como estan distribuidos dichos parame-
tros.

Queremos probar que una matriz unitaria arbitraria S, se puede escribir
como el producto de una matriz de fases P, por una matriz A donde a su vez
A = A1 Ay Az, donde cada A; es una matriz diagonal por bloques, es decir

tomado
e® 0 0
P=|0 &* 0 , (C.5)
0 0 e
y

1 0 0 a V1—a2ec 0
A=10 —d —V1=d%" | | —/1—a%e a 0
0 —V1—d?e ™™ d 0 0 1
1 0 0
x 10 b V1=b2f | . (C.6)
0 —v1—b2%eB b
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comprando con (C.2) y usando (C.3) las seis fases independientes quedan
como:

d = i1, P = Y13 — P12 — Y21 T P31 + Y22,
a = P12 — P11, A= o1 + P12 — P11, (C.7)
B = @13 — P12, V= Q11+ P22 — 2012 — Y1 + P13.

Como queremos interpretar a S como el operador de evolucién de los
neutrinos, usando los resultados del Apéndice D y conociendo la solucién en
el limite adiabético (3.20), interpretamos a

P = Ut to) (C.8)

de donde tres de las fases (C.7), se relaciona directamente con los eigenvalores
de la energia, a saber

b= —ay(t) = — /t e () dt’
N = —aslt) = — / ()t (C.9)
p = —as(t) = / (')t

to
donde los ¢;(t) son los eigenvalores instantaneos reducidos.

Una aproximacién comun en la literatura es suponer que el operador de
evolucion de la parte no adiabatica se puede descomponer en el producto de
un

Una(t,to) = (L, o) (1, to) (C.10)
donde en analogia con el caso de 2 x 2, %(t,ty) describe la evolucién y
la mezcla de los estados @' (t) < ¢5'(t), cerca de la resonancia de bajas
densidades V.

Por su parte, %,(t,tp) describe la evolucién y la mezcla de los estados
o5 (t) S ¢F(t) cerca de la resonancia de altas densidades Vj; de forma
explicita

V1i—BF B¢ 0 1 0 0
%NA<t,t0) ~ \/Fl e’ —/1—-F 0 0 V31— PhA vV Py e~
0 0 1 0 —v/P, e 1-P,
(C.11)

con esto en mente vamos a interpretar, las amplitudes que aparecen en (C.2)

Ccomo
o= VIo P
b=+/1- P, (C.12)
i— 1P
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donde P, representa la probabilidad de cruzamiento entre los estados
o7 (t) S @F(t) cerca de la resonancia de bajas densidades Vj; Py, representa
la probabilidad de cruzamiento de los estados ¢4 (t) < ¢5'(t) en la regién de
altas cuando el potencial se aproxima a V},, y hemos introducido una nueva
variable P;, como la probabilidad de transicion, que describe el cruzamiento
entre los tres estados ¢7*(t) = ¢5'(t) = ¢5'(f) en la regién intermedia entre
Vi v V,, esta nueva variable intenta dar cuenta de la importancia de los
efectos de interferencia que suele ser despreciados al tomar la aproximacion
(C.11).

Finalmente, podemos dar una parametrizacion exacta del operador de
evolucion del neutrino en materia siendo esta

U (t,t0) = U2t to) U (1, to) (C.13)
donde
etea() 0 0
Ut to) = 0 e2® : (C.14)
0 0 e tas(?)
y

—_

0 0 0
= —1=P —Pe"||-vV/Pe® JI=P 0
0 —/P e VI-P 0 0 1

N
=2
N

|

o

1 0 0
x |0 ViI-P, VP, eiﬁ) . (C.15)
0 :

En términos de componentes,

U7 = /1 — Pe i

Uy =1 = Py/Prelc)

U = P/ P, eCHhe)

Uyt = /1= P/Pre ¢t

Uy = P/ Pr =08 — \/TZ P\/T1— By/1— Be (C.16)
Uy = —\/1=P/1= P/ e — /T = Py /P07

U = P,\/ P, e es+¢+)

Uy = —\/1= P\/1= Piy/Pie @) — /1= P/ Py e/ 0t)

Uy = /1= P/ Py /PP /1= P \/1— Pe i

vemos que en el caso donde P, — 0 se recupera la ecuacién (C.11) donde la
entrada %] se anula.




Apéndice D

Factorizacion de %) 4

En este apéndice tiene la finalidad de justificar la factorizacion del ope-

rador de evolucion en una parte adiabatica y una parte no adiabatica

Queremos encontrar el operador de evolucion del Hamiltoniano H, es

decir, queremos saber cudl es la solucion de
.0
’la%(f, to) = HY (t, to),

con la condicién inicial

U (to, to) =1,

para algin Hamiltoniano conocido.
Supongamos que el Hamiltoniano H se pueden escribir como

H = H; + Ho;

con las soluciones de H; explicitamente conocidas.

.0
Za%l(t,to) == Hl%l(t,to).

Sustituyendo (D.3) en (D.1)

0
ia%(t, to) = (Hi + Ho) % (t, to)

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.5)

en este caso el operador de evolucién de % (t,ty) se puede factorizar como

U (t,to) = U (t,to)%' (t,to), con %'(t,1ty) por determinar

z’%%l(t, t0)%' (1, o) = i%%’(t to) + 1% (1, to)
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OU'(t,ty)
t

(D.6)
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sustituyendo (D.6) en (D.5) y usando (D.4)
o, ow'’
%é%+ i = BT+ AU (D.7)
donde hemos omitido la dependencia temporal con la finalidad de evitar
sobrecargar la notacién; finalmente

ow'
"ot

podemos interpretar JZ/lTHfZ/l como un Hamiltoniano efectivo. En el caso
especial en que |24, Hy] = 0

= (% H ), (D.8)

o’
1
ot
y ' se convierte en el operador de evolucion de Hs.

Veamos como podemos aplicar estos resultados al caso del neutrino. Par-
tamos de la ecuacion (3.19)

= L', (D.9)

00,,(t)
ot
Como se menciono en la seccién 3.1.1 al despreciar los términos fuera de

la diagonal principal podemos resolver el operador de evolucién de la parte
diagonal

Ho(t) = Hp(t) —iOL (1) (D.10)

0
iﬁ%’f(t’ to) = Hp(t) % t,to), UMty to) =1 (D.11)
en este caso el operador de evolucién toma la forma:
et (®) 0 0
Ut to) = 0 e2® : (D.12)
0 0 e tas(?)
t
ai(t) = / S, =123 (D.13)
to
Para la parte no adibatica del operador de evolucion se tiene la siguiente
ecuacion 5
i Una = ~i(USOL O WUn) Un 1, (D.14)
Si usamos la aproximacién de la matriz de paso dada en (4.51)
‘ ' 0 10 . 0 0 s (t)
Oro,=051-1 0 0| +012 0 0 sh() (D.15)

2
0 00 —c(t)  —s(t) 0
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con
gy = S2B Gy gmy Z SR o g
12 n 2‘/ZR tan 2912 ’ 13 N 2VhR tan 2913 ’ .
De esta manera la ecuacién (D.14) se reescribe como
0
ZE%NA (Hl + Hh)OZ/NA (D'17)
donde
0 a) 0
’ 00 (D.18)
0 0 g |
Hh == 0 0 Qh(t) )
oh (1) ap(t) 0
con

ol(t) = —29{" e ilez—an)
on(t) = —if 15513(t) e !(asm), (D.19)
on(t) = —if 15C15(t) e H(asmen),

Para encontrar %y 4 nos es 1til tener en cuenta que las derivadas tem-
porales de 49 5y 9 son significativamente diferentes de cero solo en una
estrecha reglon alrededor de sus respectivos maximos. Debido a pequenez de
la razén de Ay /Asz; estos dos intervalos estdn bien separados lo cual nos
permite escribir la solucién de (D.17) en una forma factorizada

Una(t,to) = (L, o) (t, o) (D.20)

Usando nuevamente los resultados del este Apéndice es posible escribir
Una = %OZZ , donde U obedece la ecuacién de ecuacién de Schrodinger con
el Hamiltoniano %1, 2. Si [Uy(t, to), Hx(t)] = 0 para todo tiempo, entonces
U = U, y la ecuacién (D.20) resulta ser exacta. En el presente caso para los
puntos cerca de la region de altas densidades 012 ~ 0 y por lo tanto H; ~ 0,
esto implica %4 ~ I, por otro lado para la region de bajas densidades 913 ~(
y ahora H;, ~ 0. Bajo estas condiciones [%(t,to), Hx(t)] = 0 se cumple en
un amplio rango y la ecuacién (D.20), esta suficientemente justificada.
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Y, es el operador de evolucién de H, j; cada uno correspondiente a un
problema efectivo de 2 x 2.

V1I—PF P e< 0
U=|-VPe* VI-F 0],
0 0 1
1 0 0
U, =10 V1-PF, P,e¥ |,
0 —\/Eefi’g v1— P,

en esta ultima ecuacién P, y P, representan las probabilidades de cruza-
miento en las vecindades de los valores resonantes V}, y V, respectivamente.

(D.21)
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