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Resumen

En diversas operaciones industriales como lo es la petrolera existen diversos com-
portamientos de fases de los fluidos y mezclas que surgen de la extraccion del crudo.
Conocer si la fase de los fluidos es estable o no, es de gran importancia para conocer la
forma en que sean tratados, transportados y procesados. La informacion se utiliza para
evaluar las reservas de un yacimiento para disefiar y construir plataformas adecuadas
para el manejo optimo de los fluidos.

Dada la composicion de una mezcla para un fluido que se somete a una temperatura
y presion para su manejo es necesario que se tenga un equilibrio de fases, es decir, saber
si se encuentran en un equilibro Liquido - Vapor, Liquido - Liquido o si encuentran en
fase gaseosa o aceite. Michelsen propone resolver dicho problema determinando si una
fase dada es termodindmicamente estable o no, encontrando el minimo de la Energia
de Gibbs de dicha mezcla, dado el minimo podremos saber si la fase es estable o no.

Se proponen diversos métodos de optimizacién para encontrar el minimo de la fun-
cion objetivo, en el capitulo 2 se describen diversos métodos de optimizacion que se
dividen en métodos directos como la seccién durea, interpolacién parabdlica que so-
lo utilizan las evaluaciones de la funcién objetivo y los métodos indirectos como el
método de Newton y secante que utilizan las condiciones necesarias y suficientes para
encontrar el minimo de la funcién objetivo. El capitulo 3 se desarrollan los métodos
de optimizacién en R” que son el método del gradiente y gradiente conjugado, ademas
del método de Newton como son de Quasi-Newton que buscan encontrar una aproxi-
macién numérica de la matriz Hessiana.

Los tiempos computacionales para encontrar los puntos criticos pueden ser largos
si el punto inicial no se encuentran en una vecindad cercada al minimo global, por lo
que en el capitulo 4 se describe una propuesta para encontrar nuevos puntos iniciales
que permitan hallar en tiempos mds cortos un puto critico. En el capitulo se describen
los resultados que se obtuvieron utilizando una propuesta para encontrar los minimos
de la energia de Gibbs para distintas mezclas. Por dltimo en el capitulo 5 se pueden
observar las rutinas de cada uno de los métodos descritos en el trabajo, dichos cédigos
fueron compilados en el Software numérico Scilab.
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Capitulo 1

Energia de Gibbs

El petréleo es una de las principales fuentes de energia que es utilizada para la pro-
duccién de diversos hidrocarburos, como lo son el gas natural, gas licuado de petrdleo,
diversas gasolinas, combustéleo, entre otros. Son utilizados para el transporte, la in-
dustria, asi como también para la generacién de energia eléctrica. Cerca del 88 % de la
energia que se consume en México proviene de dicho energético. Por lo que es de gran
importancia el hacer una buena planeacién para la exploracién y extraccién del mismo.

Los fluidos en una reserva de petréleo son mezclas naturales de gas natural y de
crudo que, existen bajo temperaturas y presiones elevadas, las composiciones del liqui-
do del yacimiento incluyen cientos o miles de hidrocarburos ademads de nitrégeno, CO»
y sulfuro de hidrégeno, sus propiedades fisicas dependen principalmente de su compo-
sicion, de las condiciones de temperatura y presion en las que se encuentren.

Mientras se extraen el petroleo y gas, la presion del yacimiento disminuye y las
mezclas de hidrocarburos restantes cambian en su composicién, también sus propie-
dades volumétricas y comportamientos de fase, es decir, se pueden encontrar en un
estado liquido, gaseoso o vapor. El comportamiento de fase de uno o dos componentes
pueden ser ttiles para describir los efectos de la presion, temperatura y su composicion.

Dichos fluidos se pueden dividir en cinco categorias: gas seco, gas himedo, con-
desado de gas, aceite volatil y aceite negro. La distribucion de los componentes en un
fluido de reserva se determina conociendo que tan cerca estdn de su punto critico.

Para que se pueda lograr un equilibrio se necesita que no se produzca una inter-
ferencia de energia entre cada una de las fases, es decir, las temperaturas y presiones
deben ser las mismas.

En distintas operaciones industriales como la extraccion, la absorcidn o destilacion
del petréleo se debe conocer el comportamiento de fases para los fluidos o mezclas, es
necesario conocer la variacién de energia que ocurre en cada intercambio de fases.
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La ciencia que se encarga del estudio de las transformaciones de la energia es la
Termodindmica, en ella se estudia el intercambio de energia en sus diversas formas,
las propiedades de la meteria y el uso racional de la energia. La segunda ley de la
termodindmica expresa que, en los procesos espontdneos se pasa de estados de menor
entropia a estados de mayor entropia, por lo que no puede haber una transferencia es-
pontanea de calor de frio a caliente.

Se entiende por Entropia al grado de dispersién de la energia que, definiremos co-

. . joule . 3 .
mo S. Las unidades de la entropia son —, es decir, la entropia se entiende como

la variacién que experimenta un sistema cuar’:do absorbe el calor de un joule a la tem-
peratura de un grado kelvin. Como ejemplo se tiene que el estado gaseoso que es un
sistema desordenado, en el que la dispersion de la energfa llega a un extremo, debido a
que las moléculas en el gas se desplazan a altas velocidades y en distintas direcciones,
por lo que es el estado que mas dispersion energética tiene.

Por otra parte, se entiende a la Entalpia como la cantidad de calor que un sistema
termodindmico libera o absorbe del entorno que lo rodea cuando se encuentra a presién
constante, es decir, la entalpia es la suma de la energia interna de la materia y el pro-
ducto de su volumen por la presion, por lo que de finiremos a la entalpia H y la unidad
de medida es el Joule (J) y la férmula para obtenerla es la siguiente:

H=U+pV

Donde definimos a U como la energia interna, p como la presiéon y V como el vo-
lumen.

En el caso de la extraccion de crudo y de gas natural, se tiene un sistema que se
encuentra a una temperatura y presién constante en el cambio de sus fases, es decir,
ocurre un cambio de energia libre de un sistema que va de un estado inicial a un estado
final, por lo que ha dicho fenémeno se le conoce como la energia libre de Gibbs.

Sin embargo, otra propiedad en la termodindmica que se puede utilizar para prede-
cir si un proceso se produce de forma espontdnea, es la energia libre de Helmholtz. La
diferencia con la energia libre de Gibbs, es que la energia libre de Helmholtz ocurre en
condiciones de volumen y temperatura constante y el proceso de extraccién de crudo
es diferente ya que se puede tener un volumen distinto en cada una las fases.

La energia de Gibbs se define como:

G=H-TS,

donde H es la entalpia, T la temperatura y S es la entropia.

Una forma de resolver el problema del equilibrio de fases es mediante un andlisis
de estabilidad en el que se considera una mezcla de N, componentes a una temperatura,
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presion y composicion (z1,z1, ..., 2x, ). Asumiendo que la mezcla se divide en dos fases
y que el nimero de moles de la nueva fase tiene una cantidad infinitesimal 717, con una
fraccién de mol (y,y2,...,¥n,)-

Denotamos a Gy como la energia de Gibbs para la mezcla, denotando a G1 y G2
como las energias de Gibbs del segundo estado del sistema. Ademas se considera que
el cambio de energia de Gibbs es la diferencia entre el estado inicial y el estado final
del sistema, es decir:

AG = (G + G,) — Go.

Michelsen propone resolver el andlisis de estabilidad mediante el plano tangente de
la energia de Gibbs, el cual requiere de encontrar un minimo global. A partir de ubicar
dicho minimo se evalda en la energia de Gibbs si el resultado es un niimero negativo,
la nueva fase genera una perturbacién hacia el estado de equilibrio més estable. Por lo
que el cambio de fase serd estable si al evaluar el minimo en la Energia de Gibbs es un
ndmero positivo.

Sea una mezcla de 2 componentes, como el que se ve en la figura 1.1 donde g(x)
es la curva de la energia libre molar de Gibbs y sea x una fraccién molar de uno de los
componentes de la mezcla.

0.05
0.04
a(x)
= =
E E o002
o
g g
o o
e = 000
0,02
0.04 - : :
2! 0.2 0.4 22 0.8
X x

(a) Plano tangente por debajo de un punto de la superficie (b) Plano tangente por debajo de la superficie de Gibbs

de Gibbs

Figura 1.1: Plano tangente de Gibbs

En la figura 1.1, 1a fraccién molar del segundo componente estd dado por 1 —x. Sea
una solucién de dos fases que corresponde al minimo local de la funcién de la energia
libre de Gibbs, tiene la fraccién molar del componente uno en la fase indicada por z'
y la fase dos por z2, que estd asociado por los potenciales quimicos u°(z') y u%(z?)
respectivamente.
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Dicha solucién local satisface la condicién necesaria del primer orden de potencia-
les quimicos iguales pu°(z!) = u®(z?), si la tangente de la superficie se traza sobre z!
y 22, dicha recta corresponde al plano tangente de Gibbs y la denotamos como T'(z),
por lo que es asociada a una solucion local, graficamente se muestra que dicha linea se
encuentra por encima de la superficie de Gibbs en y = .6 lo que indica una inestabilidad
termodindmica.

Por lo que se debe buscar una solucién global para z! y z? distinta a la anterior. En
la figura 1.1 (b) se puede observar que la tangente de Gibbs se muestra por de bajo de la
superficie de Gibbs. Por lo que si existe un plano tangente que se encuentre por debajo
de la superficie de Gibbs, entonces la solucién de equilibrio correspondiente al minimo
global de la energia libre de Gibbs estd dada por las composiciones en los puntos de
tangencia.

La propuesta es que a partir del plano tangente que en la figura 1.1 se puede ob-
servar por F(y), la cual debe ser positivo sobre todo el intervalo para que sea estable y
F(y) serd positiva. Entonces se tiene que:

Ne
g(v) =1+ Y yi(In(y;) +1In(¢;) —hi —1) > 0.
i=1
La ecuacion g(y) es el criterio de estabilidad, por lo que se le denominard como la
funcién objetivo. A partir de aqui se busca encontrar el minimo y evaluarlo para cono-
cer si la mezcla es estable o no.

Las variables y; cumplen que y; > 0y que Z yi, dicha variable es la energia molar

de Gibbs. Por otra parte ¢; es la constante de fugac1dad y h; es la fraccién de mol de la
mezcla.



Capitulo 2

Optimizacion en una dimension

Un problema de optimizacién se puede expresar matemdticamente como la bisque-
da de determinar un argumento para el cual una funcién dada tiene un valor extremo
(minimo o mdximo) en un dominio.

Sea una funcién f : R” — R y un vector de n variables x = (x1,x2,x3,...,X,). Se
le denominard a f como la funcién objetivo, donde se busca que x sea el minimo de
dicha funcién.

Definiremos un punto minimo y sus diferentes caracteristicas asi como también, lo
que es un punto critico y un punto silla.

DEFINICION. Sea f:R" — R y sean x*,x € R", x* serd un minimo local si para
cualquier x cerca de x* se cumple que f(x*) < f(x).

DEFINICION. Sea f:R"— Ryx*,x € R" x* serd un minimo global si para cualquier
x en el dominio se cumple que f(x*) < f(x).

Como se muestra graficamente en la figura 2.1 pueden existir varios minimos loca-
les a partir de la vecindad donde se busque el minimo.

Sea U C R”, donde U es un conjunto definido por un sistema de ecuaciones y
desigualdades llamadas restricciones, éstas pueden ser lineales o no lineales, si U = R"
el problema es no restringido. Los vectores x € U que satisfacen las restricciones se
Ilaman puntos factibles.

DEFINICION. Sea f:U —— R, x* serd un punto critico o estacionario, si cumple con
que el gradiente de la funcion es 0, es decir, V f(x*) = 0.

DEFINICION. Sea una funcion f :U — R, f serd una funcion suave si todas sus
derivadas parciales de cualquier orden existen.

A lo largo de los métodos descritos en el siguiente capitulo, se trabajardn con
funciones suaves que tengan primera y segunda derivada continua denotada como

13
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Minimo Local

Minimo local

Minimo Global

Figura 2.1: Minimos locales y Minimo Global

flx) e C2, es decir, necesitaremos informacién del gradiente y del Hessiano de la fun-
cion.

Tendremos que si f : R” — R es diferenciable, el vector evaluado en la funcién
VS R"— R, se le denominard como el gradiente de f y se define como:

_[9f(x) df(x) af(x)]’
Vi) = ox;  dxy T o9x, |

Por otra parte si tenemos una funciéon f : R” — R dos veces diferenciable, la
matriz evaluada en la funcién H(f(x)) : R" — M, (R), se le denominard como la
matriz Hessiana de f. La matriz Hessiana es la matriz Jacobiana del gradiente de la
funcién Vv f(x). Mds atin si la segunda derivada parcial de f es continua entonces:

°f % f

8x,~8xj o ijaxi ’

es decir, el Hessiano de f es una matriz simétrica.
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[02f(x) 9% f(x) Pf) ]
ox? oxi0x, = 9%
*f(x)  If(x) 9*f(x)
Hf(x) = | 9x20x 9x3 T 0x00x,
If(x)  I*f(x) 9% f(x)
Ldx,0x1  O0x,0xp oxz |

Si x* es un punto critico entonces se cumple que el Vf(x*) =0. Si H(f(x*)) es
definido positivo en x*, entonces x* es un minimo local de f. Por otra parte si x* es un
punto critico y el H(f(x*)) = 0, entonces x* es un punto silla de f.

Como hemos visto el gradiente y el Hessiano de la funcién f(x) satisfacen ciertas
condiciones para el punto minimo x*.

Teorema 1. Condicion Necesaria
Si f es dos veces continuamente diferenciable y x* es un minimo local de f. Entonces:

Vi) =0,
y V2 f(x*) es definida positiva.

Demostracion. Sea u € R" usando Teorema de Taylor para una ¢ suficientemente pe-
quefia y usando que f es dos veces diferenciable, entonces

2
fOE ) = f(*) +17 f() ut %MT VO uto(r?).

Por hipétesis x* es un minimo local entonces:

Jx) < fx),

para cualquier x cercana a x*, en nuestro caso:

fO) S FO ),

2
= F0) S PO ) = () 407 @) Tt Sl 7 F6 Dt ole?),
restando f(x*)
2
0. F(x" 1) = f(*) =17 F() Sl 72 (5 Y+ o(r?),
dividiendo entre ¢

0= f() ut JuT 72 F(Ju+ofr),
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para toda ¢ suficientemente pequefia y toda u € R”". Si se establece que t =0y u =

-V fx)

0 < (Vf() (=7 f@x)+ g = V) (TP (=7 () +ol0),
por lo que

= V)P =0,

por definicién de norma 57 f(x*) = 0.

Retomando

2
t
0< fx" +u) = f(x*) =157 f(&") T+ EMT V2 uto(r?),
como v/ f(x*) = 0, dividiendo entre > y tomando t suficientemente pequefia
1
= 0< Jul 72 (),
0 <ul 72 f(x"u.
O

La condicién de que el 57 f(x*) = 0 es solamente la condicién necesaria de primer
orden y el punto que satisface dicha condicién es un punto estacionario o un punto
critico.

Un punto estacionario no necesariamente es un punto minimo, se necesita que la
segunda derivada sea estrictamente positiva para que se tenga un minimo.

Teorema 2. Condicion Suficiente.
Sea f dos veces continuamente diferenciable en una vecindad de x*. Si 7 f(x*) =0y
u' <72 f(x*)u > 0. Entonces x* es un minimo local de f.

Demostracion. Sea u € R" u # 0 usando el Teorema de Taylor para ¢ suficientemente
pequena
* * #\T tz T 2 * 2
& Hu) = fOT) +17 fO) ut ut 77 f(F)uo(t%).
Por hipétesis tenemos que v/ f(x*) =0,

2
= F0 ) = F() + SuT 7 FO - olr?),

Se toma como A el valor propio mds pequefio de 572 f(x*), entonces podemos expre-
sarlo como /2 f(x*)u = Au.
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2
= fx"+u)=f(x")+ %urlu-i-o(tz),

12 A
tenemos que EuTﬂ,u > §||tuH2, yaque [[tul| = \/t X1 u?.

= f(x* 4u) — f(x*) > %HtuHQ—&-o(Iz) > 0.

Ademds tomando ¢ suficientemente pequefia se cumple que:

St u) = f(X).
O

El primer acercamiento que se desarrollard es la optimizacién para funciones en
una dimension, es decir, f : R — R, el objetivo es encontrar si existen los minimos
de la funcién por lo cual se exploran distintos métodos que exigen ciertas condiciones
sobre la funcién objetivo.

2.1. Optimizacion en Una dimension

Una funcién f : R — R es unimodal en un intervalo [a, b] si existe un tnico valor
x* € |a,b], donde f(x*) es un minimo de f en [a,b] y para cualquier x1,x; € [a,b] con
X1 < X2 ocutre que:

Xy < x*
entonces
Jx1) > f(x2)
y *
X1 >x
entonces
fx1) < fx2),

es decir, f(x) es estrictamente decreciente si para cualquier x € [a,b] se cumple que
x <x*y f(x) es estrictamente creciente si x > x*.

Observamos que si se cumple

Xy < x*

y por hipétesis

X1 <X = Xx1 <X <)C*7

de las condiciones requeridas en la figura 2.2 (a) se muestra un ejemplo en el que se
cumple:
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flxr) > f(x).

Por otra parte si se cumple que

x1 > x*,

y por hipétesis

X1 <X2=xp>x >x",

ademas en la figura 2.2 (b) podemos observar que

) < fx2).

(a) xp < xx (b) x; > x*

Figura 2.2: Funcién Unimodal

Una funcién unimodal permite asegurar la existencia de un minimo, ademds un
intervalo que contenga una solucién para que a su vez descarta regiones del intervalo
de acuerdo a las evaluaciones de la funcién.

2.1.1. Seccién Aurea

El método de la seccién durea permite encontrar un minimo de una funcién f :
R — R a partir de un intervalo dado encontrando dos nuevos puntos, después eva-
luarlos en la funcién y utilizando las propiedades de la unimodalidad poder descartar
una region del intervalo para asi poder encontrar el minimo.
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Supongamos que f es una funcién unimodal en el intervalo [a,b] y sean x;,x; €
[a,b] con x| < x7, a continuacién se evalda f en x; y x, se comparan los valores obteni-
dos y utilizando la definicién de unimodalidad podemos descartar el subintervalo [a,x})
0 (x2,b], en particular si f(x;) < f(x2) el minimo no se encuentra en el intervalo (x7,b]
y si f(x1) > f(x2) el minimo no se encuentra en el intervalo [a,x;]. Véase la figura 2.3 .

Si f(x1) > f(x2) el minimo no se encuentra en el intervalo [a,x;), entonces el
minimo lo encontramos en el intervalo [x;,b], como en la figura 2.3 (a). En otro caso si
f(x1) < f(x2) el minimo no se encuentra en el intervalo (x,.5] entonces el minimo se
encuentra en el intervalo [a,x2], como en la figura 2.3 (b).

(a) minimo en (x;,b) (b) minimo en (a,x,)

Figura 2.3: Seccién Aurea

Se van obteniendo subintervalos mas pequefios a partir de encontrar los nuevos
puntos x; 0 x7, se hace la evaluacion en la funcion f, se comparan los valores, se des-
cartan los intervalos y se repite el proceso hasta converger al minimo.

La forma de encontrar los puntos x; y x; se basa en la regla de la razén aurea. Se
toma un intervalo de longitud L que a su vez se divide en dos intervalos de longitudes
distintas L; y L, sin pérdida de generalidad, supongamos que L; > L, y que deben
cumplir las siguiente proporcion: la razén de la longitud del sub-intervalo més pequefio
(L) al mas grande (L) es igual a la razén entre la longitud del subintervalo més grande
(L) y el intervalo a dividir (L), es decir,

L, L

L L’
Ahora como L =L + L,
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(a) Intervalo de longitud L

Figura 2.4: Seccién Aurea

L, Ly
=== ,
Ly Li+L
Ly(Ly + L) _
L7
(La)(L1) +15 _
L7
(L)L) | L3 _
L2 L2
L L
L L}

)

=7y +y=1.

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos que Y = — tendremos dos

puntos dentro del intervalo ¥y (1 — ¥). Entonces los puntos xi,x; serdn:

xi=a+(1-7)(b—a),

xy=a+7y(b—a).

Por lo que se muestra el algoritmo de Seccién Aurea.
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Algoritmo 1: Seccién durea

Input: Funcién para hallar el minimo, valores de intervalo [a, b].

V(5 -1
2

1y=

2 while (b —a) > tol do

3 if F| > F> then

4 a =X

5 X1 =X

6 =K

7 xy=a+7y(b—a)
8 F, = F(x)

9 else

10 b=x;

11 X2 = X1

12 F2 :Fl

13 xi=a+(1—-y)(b—a)
14 F] = F(xl)

15 return x;

Output: Valor mas préximo al minimo

EJEMPLO 1. Sea
flx) =e" 4+ x> -3,
en el intervalo [—2,1] obtendremos las primeras dos iteraciones usando el algoritmo
de la seccion durea para poder tener una aproximacion del minimo de la funcion.
Tenemos que a = —2,b =1 y un aproximado de y ~ 0.6180
=x=-24+(1-7)(1—-(=2))=-.85410y
xy=—-2+4+7y(1—-(=2)) =—.14589,
f(x1) =4.1550247 y f(x2) = 3.8854737 = f(x1) > f(x2).

Entonces el minimo no se encuentra en el intervalo [a,x|) y ocurre el caso de
la figura 2.3 (b), donde el minimo se encuentra en el intervalo |x1,b), es decir, en
[—.85410, 1]. Continuando con el algoritmo a = x| y x| = xp = —.14589 y encontramos
el nuevo valor para x,

= xy = —.85410+ (1 — (—.85410)) = 29179,
flx1) = —2.11446 y f(x2) = —1.576025 = f(x1) < f(x2).

Por lo tanto, el minimo no se encuentra en el intervalo (x2,b), se encuentra en el
intervalo [a,xz] como en la figura 4 y continuando con el algoritmo b = x, = .2917 y
obtendremos el nuevo valor de x|

X1 = — 85412+ (1—7)(.2917961 — (—.85412) = —.41691,
flx)=—2.16y f(x) = —2.11446 = f(x1) < f(x2).
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2.1.2. Interpolacion parabélica sucesiva

El método de Interpolacién parabdlica sucesiva se utilizard para encontrar el mini-
mo de una funcién f : R — R que, parte de tres puntos iniciales, donde a partir de la
evaluacién de dichos puntos en la funcién se aproxima a una funcién cuadratica y don-
de la sucesiéon de minimos de la funcién cuadritica se acerca al minimo de la funcién
objetivo, si se tienen las condiciones necesarias.

Suponiendo que la funcién f es unimodal, el algoritmo comienza con 3 puntos
en el dominio, sean a,b,c € R con sus respectivas evaluaciones cumplen que f(a) >
f(b) < f(c). La funcién cuadrética por dichas evaluaciones se encuentra a través de la
interpolacién de Lagrange.

Para encontrar el minimo de g(x) se debe satisfacer que, ¢’(x) = 0 donde x es el
valor minimo de la funcién cuadratica. Entonces se encontrara el minimo de la funcion.

Si multiplicamos por (a —b)(b—c)(c—a):
= fla)(b—c)(2x—b—c)+ f(b)2x—c—a)(c—a)+ f(c)2x—b—a)(a—b) =0,

2x(f(a)b— f(a)e+ f(b)e = f(b)a+ f(c)a— f(c)b) — f(a)b* + f(a)e® — f(b)c* +
f(b)a® ~ f(c)a® + f(c)b?) = 0.

1 f(@)(0? =) + f(b)(¢* —a®) + f(c)(@® = %)

xX==

2
2 fla)(b—c)+f(b)(c—a)+ f(c)(a—b)

El minimo de ¢(x) es x, que es el minimo mds cercano a la funcién f. Para la nueva
iteracion se remplazard el valor de a por c, ¢ por by b por el valor que se obtuvo de x.
Se repite el proceso hasta converger al minimo.

El algoritmo del método de la Interpolacién Parabdlica Sucesiva se muestra a con-
tinuacion.
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Algoritmo 2: Interpolacion parabdlica sucesiva
Input: f funcién unimodal, a, b, c tal que f(a) > f(b)X f(c)
1 fori=4—10do
| = L@ =) + 1B =)+ fle) =)
2 fl@b—o)+fb)e—a) T f)a—b)
a=c
c=b
b= Xi
fa = fc
fc = fb
L o= f(xi)
return x;
Output: Valores x(i) mds cercanos al minimo.

N Nt AW

£

EJEMPLO 2. Sea
fx) =" +x* -3,

y sean los valores a = —2.5. b= —1.2 y c = .7, con sus respectivas evaluaciones y que
se cumple que f(a) =9.33 > f(b) =4.74 < f(c) = 5.5, después obtendremos el mini-
mo de la funcion cuadrdtica que se forma a partir de las evaluaciones, se desarrolla
de la siguiente forma:

X = =

1 F(a)(b* — )+ F(b)(c? —a?) + F(c)(a® — b?)
2 Fla)(b—c)+Fb)(c—a)+ flc)la—b)

©19.33(—1.22—.7%) +4.74(.77 — (—2.5%)) +5.5(—2.52 — (—1.2%))
T 2T 933(— 12— 7) +474(T— (—2.5)) +6.72(—2.5—(—-12))

x=—.41328.

x es el minimo de la funcion cuadrdtica formada por f(a), f(b) y donde f(D) es el
minimo mds cercano a la funcion f. La primera iteracion para los puntos a,b,c y x se
pueden observar en la figura 2.5 (b).

Para continuar los nuevos puntos serdn a =c =0.7, c=b = —1.2 y el valor b
se remplazard por el minimo encontrado, es decir, b = —0.45499, con sus respectivas
evaluaciones f(a) = 6.72,f(b) = 3.84 y f(c) = 4.74, a partir de estas evaluaciones
obtendremos el minimo de la funcion cuadrdtica.

=>x=
16.72(—.45499% — (—1.2%)) +3.84(—.7.2 — 0.7°) + 4.74(1% — (—0.45499%))
2 6.72(—0.45499 — (—1.2)) +3.84(—1.2—0.7) +4.74(0.7 — (—0.45499)) ~

x=0.39351.

Entonces x es el minimo mds cercano a la funcion f como se ve en la figura 2.5 (b)
continuando con las iteraciones se encontrard el minimo de la funcion f.
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(a) Iteracion 1 (b) Iteracién 2

Figura 2.5: Iteraciones del método de Interpolacién Parabélica
Sucesiva.

2.1.3. Método de Newton

El método de Newton para hallar minimos de una funcién f: R — R, asume que
existen la primera y segunda derivada en un punto x, por lo que a partir de dicha in-
formacién se aproxima a una funcién cuadrética y el minimo de dicha funcién sera el
minimo mds préximo a la funcién f.

El algoritmo del método se basa en obtener una aproximacién cuadritica mediante
una Serie de Taylor.

Flxth) 2 F3)+ /()R 3 1 ()1

derivando obtenemos el minimo de la funcién cuadratica £,

WD _ )+ (o =0,
e
=h= Pl

El método comienza con un punto inicial xp y los siguientes puntos tomaran la
forma

f'(xi)
f//(xi) :

Xipl =Xi —
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Por lo que finalmente se obtiene el algoritmo del Método de Newton de la siguiente
forma:

Algoritmo 3: Newton

Input: La funcién para hallar su minimo, punto inicial xg.
1 fori=0—ndo

T

3 return x;
Output: Valores x; mas cercanos al minimo.

EJEMPLO 3. Sea
flx) =€ +x* 3.

Obtenemos la primera derivada de f, f'(x) = ¢*+2xy la segunda derivada f" (x) =
e* +2 y comenzaremos en el punto xo = —1.

Para la primera iteracion se tiene que:

—f'(x0) —f'(=1)
=xp— =—(-1)— —=——2==-0.31072,
S T
para la siguiente itaracion obtenemos que:
—f'(x1) —f(-.31072)
=x]— =—(-.31072) - ———= = —0.35151.
BT ) ( ) f"(—.31072)

2.1.4. Método de la secante

El método de Newton para minimizar una funcién f : R — R, se debe calcular la
segunda derivada de la funcién en distintos puntos.

)
f// ( Xi)
Dada la dificultad que a veces conlleva calcular la segunda derivada, el método de

la secante propone aproximar numéricamente la segunda derivada.

1) = L) = i)

Xi —Xi—1

Xit1 = Xi

Utilizando dicha aproximacion la sustituimos en el método de Newton:

[ (i) — f'(xiz1)
Xig1 = X — ——————= f'(x;).
Xi = Xi—1
Por lo que el método de la Secante necesita dos puntos iniciales y cada actualizacién
se puede escribir de la siguiente forma:
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Xipf = xi—1f () = xif (xi1)
a fx) = flxic)

Por lo que se tiene el algoritmo de la secante.

Algoritmo 4: Método de la Secante
Input: La funcién f, xp,x; puntos iniciales.
1 fori=0—ndo
, L Niat = xi-1f' () = xif' (xi-1)
I (i) = f (xiz1)
3 return Xx;
Output: Valores x(i) mds cercanos al minimo.

EJEMPLO 4. Sea la funcion:
fx) =€ +x* 3.
y sean los puntos iniciales xo = —1 y x; = —.5,

En el ejemplo del método de Newton obtuvimos que la primera derivada de la
funcion es
£/ (x) = exp(x) +2x.

Calculando la primera iteracion se tiene que:

_xof () —xif'(xo) _ —.4225
= )= fio) 12386 M

Para la segunda iteracion se tiene que:

/ _ / _
_ o) —ofa)  —1485 oo

S(x2)—f'(x1) 422

X3



Capitulo 3

Optimizacion en varias
variables

Una vez descrito los métodos para encontrar minimos de funciones reales, se pro-
cederan a describir métodos que encuentran o aproximan los minimos de funciones
multievaluadas.

3.1. Meétodo del Gradiente

Uno de los primeros métodos para aproximar al minimo de una funcién f : R" —
R, es el método del gradiente que se basa principalmente en las evaluaciones de la
funcidén objetivo y en la informacién que se pueda obtener del gradiente.

Dada una funcién f : R” — R, se denomina como conjunto o curva de nivel a
los puntos x € R” que satisfacen f(x) = ¢, donde ¢ es una constante, de forma que si
tenemos una funcién f : R? — R podemos observar sus curvas de nivel como en la
figura 3.1.

Sea el gradiente de una funcién f en un punto xp, lo detonamos como 5/ f (xp), si el
vector es distinto de cero, entonces es un vector ortogonal tangente a una curva suave
arbitraria que pasa por xp en el conjunto de nivel f(x) = ¢, por lo que la direccién de
maximo ascenso de una funcién diferenciable en dicho punto es ortogonal al conjunto
de nivel.

Por lo que la direccién del 57 f(x) es la del méximo ascenso en el punto x. Con lo
que — v/ f(x) es la direccién del méaximo descenso de la funcién f en el punto x, a
partir de dicha direccién se hara la bisqueda del minimo de la funcién.

Teniendo el vector — 57 f(xp) se obtiene una direccién para encontrar un minimo,

como se puede visualizar en la figura 3.1(a).

27
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(a) curvas de nivel

Figura 3.1: f(x,y) :R> — R

A partir del punto inicial xy se buscard un punto critico de una funcién f: R* — R
ademds, utilizando un nuevo punto de la forma xo — a <7 f(xo) y el Teorema de Taylor
se obtiene:

fxo— a7 f(x0)) = f(x0) — || 7 (x0)|* +o(a),

donde |57 f(x0)|| # 0y teniendo un escalar o suficientemente pequefia y mayor a cero,
tenemos que:

fxo— a7 f(x0)) < f(x0),

Por lo que se puede considerar que el nuevo punto xo — @ %/ f(xo) es una buena
forma de acercarse al minimo de la funcién. Por lo que podemos encontrar los nuevos
puntos x;;| de forma iterativa partiendo de un punto xy incial de la siguiente manera:

Xip1 =X — 0457 f(xi),

se tiene que cada (; es una constante mayor a cero, por lo que el escalar debe cumplir
que sea la distancia mas pequefia que se realice sobre la linea de biisqueda, es decir, en
cada iteracion se buscara minimizar la funcién real f(x; — otg;) respecto a o, donde se
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tiene que g; = /.f (x;).

Para encontrar el valor de o utilizaremos el Hessiano de la funcién Hy(,,) y una
aproximacién mediante la serie de Taylor.

1
flxi—agi) = f(xi) —ogigi+ EfngﬁHigr

Obteniendo la derivada respecto a o e igualando a cero,

d
@f(xi —agi) =0,

1
d(f(x:) —ogigi+ Eazgf'Higi)
= =0,
da

derivando obtenemos que:

—gig +ogiHigi =0,

despejando o,

_ gi'gt
giHgi

Por lo que, a minimiza la funcién real f(x; — ag;) y podemos reescribir la forma
de encontrar los nuevos puntos x; de la siguiente manera:

_ 88
giHigi

Xi+1 = X 8i-

En la figura 3.2 (a) se pueden observar las primeras dos iteraciones del método del
gradiente para una funcién f(x,y) : R> — R, comenzando en un punto inicial xo y en-
contrando un punto x; en la direccién de dy = — </ f(xo), por otra parte en la figura
3.2b) se pueden observar las siguientes iteraciones para acercarse al punto x*.

Por lo tanto tenemos como algoritmo del método del Gradiente.
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e

(a) Primeras dos iteraciones (b) Iteraciones para encontrar x*

Figura 3.2: Ttereaciones método del Gradiente

Algoritmo 5: Método del Gradiente
Input: Matriz H, punto incial xq
g=v/rf(x)
tol = norma(g)
epsilon = .000001
while tol > epsilon do
g's
g'Hg

xX=x—og
g§=v/f(x)
tol = norma(g)

i=i+1
10 return Xx;

Output: Valor més préximo al punto critico

W N =

wm

R I -E S A

Se tomara como ejemplo la funcién de Rosenbrock,
fley) = (1=2)> +100(y —x*)%.
A partir de la funcién se tratard de llegar al minimo por los diferentes métodos.
Se observard en cada uno de los métodos las gréficas y sus curvas de nivel, como los
distintos métodos van convergiendo al punto minimo. Como se puede ver en la figura

3.3 1a funcién tiene un punto minimo en (1,1).

El gradiente y Hessiano de la funcién de Rosenbrock estdn dados por:

V£ (x,y) = (2(200x* — 200xy +x— 1),200(y — x?).
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(a) Curvas de nivel de la funcién de Rosenbrock (b) Grifica de la funcién en R?

Figura 3.3: Funcién de Rosenbrock

 [2(600x% —200y+1) —400x
Hf(x,y) = —400x 200 |-

Dado el punto inicial xo = (—2,2) observaremos en la figura 3.4 algunos puntos
para converger al minimo en (1, 1) mediante el método del Gradiente.

Q\@s\\ e S L7
(a) Convergencia al punto minimo en (—2,2)

-2 s 4

Figura 3.4: Método del Gradiente
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3.2. Gradiente Conjugado

Con el método del Gradiente se obtuvo que la direccién de descenso se conforma
de la siguiente manera:

1

8080
a() - tH .

80180

Iniciando con o como direccién de descenso y a partir de la segunda iteracion del

método del Gradiente se buscara una direccion de descenso distinta, dicha direccién
serd aquella que une el punto x; con el punto critico x*, por lo que la direccion se bus-
card sin conocer la ubicacién del punto critico y la denotaremos como g*, se puede ver
graficamente en la figura 3.5.

Utilizando la forma iterativa del método del Gradiente para encontrar el punto
X| =Xx0— 0pgo y g0 = — V/ f(x0) como la primer direccién de descenso, se buscard
una mejor direccion gj.

La direccién de g} serd aquella que une x; con el punto critico x*.

* * *
§1 =X —X] =X —X0— 0pgo-
Primero se demostrard que los vectores go y g7 son conjugados.

PROPOSICION 1. Los vectores gy y g§ son conjugados respecto a la matriz H.

Demostracion. Se demostrard que (go)'H(g}) = 0.

goH (g7) = goH (x" —x1),
= goH (x" —x0 — % go),
= gb(Hx* —Hxo — Hapgo),

1

= go(Hx" —Hxp — apHgo).

Si tenemos que Hx* = b entonces se obtendria que b — Hx}, = go.

8o(Hx* — Hxo — 0tHogo) = &0(80o — 0Hg0),
= 080 080H g0,
2080
goH 20
= 2080 — &0&o = 0.

= 8080 ( )&0H g0,

O

Se tiene que g = — v/ f(x1) como la direccién de descenso en el punto xi, se
buscard mejorar la direccién de descenso como combinacién lineal de las direcciones
g1, go y utilizando dos escalares 1 y B,
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di = Big1 + B2go.

No es necesario encontrar explicitamente el vector dj, solo basta con encontrar la
direccién ya que las direcciones son equivalentes.

1 1
Edl = Eﬁlgl + Eﬁzgo =g1+ gfgo = g1+ %go-

Para obtener el pardmetro 7} utilizamos que los vectores gg y d; son conjugados
respecto a la matriz H, entonces:

dy =

gf)Hd1 =0,
= goH (g1 +1080) = goHg1 + goHYgo =0,

despejando 7y :

88
gohgo

Y =

Por lo tanto, se tiene la direccién que pasa por x; y x* a partir de la primera iteracién
del método del Gradiente por lo que se tiene el método del Gradiente Conjugado por
lo que se tiene para las dos primeras iteraciones lo siguiente:

8o =10 =b—Axy,
8080

O g Hgo'

X1 = X0+ aogo,

ry =b—Ax,
 8oHr

goHgo’

g1 =r1+ ro,
_ ng

' ¢Hg’

X2 =X1+ 01 81.

Y=

Finalmente se tiene de forma iterativa el siguiente algoritmo del Método del Gra-
diente Conjugado.
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Algoritmo 6: Método del Gradiente Conjugado

6

7
8

9

10
11
12

13

Input: Matriz H, vector (b), punto incial xy
1i=0

2 r=b—Ax

3 d =r'rrol = norma(r)
4 epsilon = .000001

5 while rol > epsilon do

o — i)
d'Hd;

Xit1 = X +a;pha;d;
Fiy1 = b—Hxiy
o r§+ngi

' giHgi
dit1 = riv1+%d;
tol = norma(r;)
+1

return x;

Output: Valor més préximo al punto critico

te Conjugad.

En la figura 3.5 podemos observas las primeras iteraciones del método del Gradien-

;7

X

(a) Curvas de nivel de una funcién cuadritica, primeras dos iteraciones

Figura 3.5: Gradiente conjugado
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3.3. Meétodo de Newton

Los métodos del Gradiente y Gradiente Conjugado son favorables cuando se parte
de un adecuado punto inicial y una buena bisqueda de direccion, por lo que para mejo-
rar dichos métodos se utilizan derivadas de orden superior que permiten la convergen-
cia al punto critico en un tiempo mas rapido, como es el caso del método de Newton
que usa las primeras y segundas derivadas de una funcién f : R" — R, es decir, utiliza
la informacidn del Gradiente y del Hessiano de la funcidn para hallar un punto minimo.

El método de Newton se basa en hacer una aproximacion de la funcién objetivo
con una funcién cuadratica utilizando el gradiente y Hessiano de la funcién mediante
una serie de Taylor de la siguiente manera:

fx) = @(x) = f(x0) + (x —x0)" v f(x0) + %(x_x0>[Hf(xo)(x_x0>'

Al hacerse la aproximacién por la serie de Taylor, el minimo relativo de f(x) se
aproxima por el minimo relativo de ¢(x). Si un nuevo punto x; es un minimo relativo
de ¢(x), entonces es un punto estacionario por lo que, si se satisfacen las condiciones
necesarias de primer orden se tiene que 7@ (x;) = 0.

V() = 7 (x0) + 7 f(x0) (x1 —x0) =0,
= X] = X0 — Vf(xo)Hf(lO)-
Por lo que tenemos la siguiente forma para generar los nuevos puntos.
Xip1 =X =V f () Hy -

Donde — v/ f (x,-)Hf_()l” indica la direccion de descenso mds rdpido. Por lo tanto,
tenemos el algoritmo del Método de Newton.

Algoritmo 7: Método de Newton

Input: funcién f, punto incial x, tol
ro=| v f(x)|
while || 7 f(x) ||> tol do
H="f(x)
s=x+vf()H!
V()
return x;
Output: Valor mas aproximado al punto critico

N oA W N =

N

Continuando con la funcién de Rosenbrock f(x,y) = (1 —x)% 4 100(y —x*)? y
partiendo del punto inicial (—2,2), se observa que el costo del método es resolver el
sistema para encontrar la matriz Hessiana, pero se realizan menos iteraciones que en
los métodos anteriores. En la figura 3.6 se observan los primeros pasos del método de
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Newton y como se va acercando al punto minimo.

(a) Convergencia al punto minimo iniciando
en (—2,2)

Figura 3.6: Método de Newton

3.4. Métodos Quasi-Newton

El método de Newton es de los métodos que convergen mas rapido al punto critico
aunque existen algunas desventajas como calcular la inversa de la matriz Hessiana, as{
como también para encontrar un minimo global, el punto inicial xy debe ser cercano
a éste, ademads de necesitar que la matriz Hessiana sea definida positiva. Se han desa-
rrollado distintos métodos basados en el método de Newton que permiten mejorar los
tiempos de convergencia, el grupo de métodos son llamados métodos Quasi-Newton.

A partir de la siguiente actualizacion:

—1
Xip1 =X = 7S () Hp -

El objetivo serd evitar realizar el calculo de la inversa de la matriz Hessiana. Una
forma de hacerlo es aproximar 172 f(x;) mediante una matriz H* utilizando solamente
las primeras derivadas parciales de la funcién. Entonces un nuevo punto x;; | se clcula
utilizando una aproximacion de la matriz Hessiana H* y basandose en el método de
Newton tenemos:

Xip1 =%V f(x)H; .
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3.4.1. Método de Broyden

El primer método que se desarrollara es el método de Broyden que tiene como pre-
misa en su segunda iteracion sustituir a la matriz Hessiana por una matriz A; que se
obtiene de una matriz A;_1, es decir, la matriz A sera la matriz Hessiana evaluada en
el punto xo, Ag = Hy,. Entonces tendremos de forma iterativa el siguiente sistema:

Ai(xi —xi-1) = f(x) — f(xio1).

Supongamos que x, x;,x;—; son puntos suficientemente cercanos a un punto critico
) )
y f(x) se puede aproximar mediante una serie de Taylor de la siguiente manera:

F(x) = f(xi) + Hy, (x — xi),
) & f(xio1) + Hyy (x—xi-1)),

Si restamos la primera ecuacién menos la segunda:

J(xi) 4+ Hy (x = x;) = f(xio1) = Hy,_ (x—xi-1)) = 0,

El objetivo es aproximar H,, mediante una matriz A,,, entonces se debe minimizar
dado cualquier vector x € R” con un vector de la forma:

J ) +Ag (0 =x1) = f(xi-1) = Ay, (x—x;-1)) =0,
Fxi) + Ay (x) = A (xi) = fxim1) —Ax, (x) =Ay (xic1) +Ay (1) — Ay (xi1) =0,
Fxi) = flximr) = Ag (i —xim1) + (Ay, — Ay ) (x —xi-1) = 0.

Tenfamos que A, (x; —xi—1) = f(x;) — f(xi—1). Entonces buscamos minimizar:

(Axi _Axi—l)(x_xi—l) =0.

Por otra parte, tenemos que el vector (x —x;_1) se puede ver como un vector pro-
porcional a x; —x;—; y como un vector ortogonal, es decir,

(x—xi—1) = a(x; —xi—1) + v,

donde o > 0, se definird como u; = (x; —x;_1) y v es un vector ortogonal a u; entonces
(v")(u;) = 0, tenemos que:
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(Axi _Aqu)(x_xi—l) = (AXI _Axifl)(a(ul) +V),
= 0(Ay, — Ay ) (i) + (Ax, — Ay 0.
=0.

Tenemos que o((A,, — Ay, ,)(u;) es un valor constante, por lo que debe minimizarse
(Ay, — Ay, ,)v =0, lo que ocurre sélo si todos los vectores fila de (A, —A,,_,) son or-
togonales a v, es decir, como uv = 0 todos los vectores fila de (A, —Ax;_1) deben ser
proporcionales u;, por lo tanto Ay, — Ay, | = b(ui) donde b es un vector columna for-
mado por los factores de proporcionalidad de cada fila, por lo que ahora encontraremos
b.

Partimos de Ay, (ux) = f(xi) — f(xi—1) y restamos en cada lado de la ecuacion
Ay (ui) :

Ay (i) — Ay (wi) = f (i) = f(xim1) —Aia (i),
(AX1 —Ay 1)("‘1) = f(xi) _f(-xl—l) _Al—l(ui)7
b(ui)(”z) = f(xi) _f(xt—l) _Al—l(ui)7
i) = f(xic1) —Aio1 (wi)
b= .
- () ()
Por lo que a partirde A, —A,, , = b(u}) y dado el valor de b tenemos que la matriz

Ay, se puede ver de la forma:

SOi) = fxion) —Aii (i)
() (i) "

El objetivo es encontrar A, !'y utilizando la férmula de Sherman-Morrison.

VA = Ay, +

Teorema 3. Formula de Sherman-Morrison Sea A una matriz no singular Ay, y sean
vectores u,v € R". A+uv' es invertible si 'y solo si 1 +V'A~'u # 0, entonces

A wifA~!
Atvdl) t=A"1-———.
(A+vid) 1+ uA—1y
yl'_AJC[,]ui
Definamos a y; = f(x;) — f(xi—1) y wi = W, entonces:
1

Ax,- = Axi—l + w,(ui)

Utilizando la férmula Sherman-Morrison tenemos que:

PR (Al ) w) () (Ag!)
O ()AL ) (w)
G (i =Ag y)) )AL

A; -
- () (A51) ()
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Ahora tenemos el algoritmo del método de Broyden.

Algoritmo 8: Método de Broyden

Input: punto inicial xg, f funcién a minimizar, tol
1 B = matriz identidad
2 g=f(x)
3 tol = norma(g)
4 epsilon = .000001
5 while 7ol > epsilon do
6 | §=vf(x)
7 s=—-B7lg
8 X1 =x0+s
0 | y=v/f(x1)—Vf(x0)
10 x=x1
1 | if|s's|> € then
/ /
12 L B=B+ w

s's

13 return x;
Output: Valor mas préximo al minimo

En la figura 3.7 se observa graficamente para la funcién de Rosenbrock como
va convergiendo a partir del punto inicial xo = (0,0) al punto minimo de la funcién
fley) = (1-x)7 +100(y —x%)%.

(a) Funcion de Rosenbrock

Figura 3.7: Convergencia del método de Broyden
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3.4.2. Método Davidon-Fletcher-Powell

El método de Broyden en la matriz Hessiana mantiene la simetria para H;, a partir
de la matriz H;, pero no se garantiza que H; siga siendo definida positiva. Por lo que
se puede probar una actualizacién de la siguiente forma:

H; = hj |+ o + B,

Partiendo de la ecuacién de la secante H;(f(x;) — f(xi—1)) = (x; —x;—1) sustituimos el
valor de H; y definamos a y; = f(x; — f(xi—1)) y si = (xi —xi—1)-

(hi—1 + o + B )y; = s,
hi—1yi+ o'y + Bv'yi = 5;y;,
a(u'y)u+ B yi)v = syi—hi-1yi.

Tomemos a u = §; y v = H;y; como una posible solucién del sistema y encontramos
los valores de ¢ y B que resuelven el sistema,

o(siyi)si+ B((Hiyi)'vi)Hiyi = Si — Hiyi,
a(siyi)si+ B(ViHiyi)Hiyi = Si — Hyyi,
entonces, @ = L ypB— ;
& i YiHiyi
Sustituimos en la actualizacion de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) H; = h;_| +
ouu' + Bvv' y se obtiene que:

86  HiyiyiH
olyi  YiHyi

Hi=H; 1+

Ahora demostraremos que la actualizacién DFP mantiene la matriz definida positi-
va.

Teorema 4. Sea S; una matriz simétrica y definida positiva, entonces la matriz Si;1
generada por la actualizacion de Davidon-Fletcher-Powell es también una matriz de-
finida positiva.

Demostracion. Sea un vector x € R”. Multiplicaremos por el vector x y su transpuesto
x' en la actualizacién de DFP.
X00'x  XSiyiyiSix

&'y yiSivi
Si escribimos a S; como US;S' = A, donde U cumple que U'U = U'U =1y A sea una
matriz diagonal donde sus elementos en la diagonal son los eigenvalores de S;, también

usaremos la propiedad de que S; es simétrica y definida positiva, entonces podemos
escribir a la matriz S; como:

X Six =x'Six+
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= §; = UAU' = UA'?AV2U",
=UA'2U'UAY U,
_olj241)2
—8§/%8]%.

Si definimos u = Sl-l/2 yv= S,-l/z)’i-

WS = 512512y M0 8!8 yys) 28}

1 1/21/2 )
; !
S/ vk ¥iS; S8 Ty
. X' 8;0lx  u'w'u
=uut -t
Oy A%
Wu'v—u'wu X' 6;00x
A% Olyi
Dado que en los problemas de minimizacién queremos encontrar el punto x;| =
x; + od; donde d; = —S;g; es una direccién de descenso, entonces se define a §; =
oyd; = —0;S;g; donde @; es el valor que minimiza a f(x; + a.d;) en el punto x = x;.

Ahora utilizaremos alglin método de minimizacién de funciones en una dimensién para

obtener el valor minimo de o por lo que derivando la funcién f(x; + ad;) respecto o
obtengamos:

fxi+ ad;)
da
Partiendo de la dltima igualdad, multiplicamos por ¢; en cada parte de la ecuacién:

= g(x,- + (Xidi)tdi =0.

(Xig(xi + Otid,')tdi = g(xi + a,-di)tocid,- = g(xi + (Xidl‘)t5,' = Sitg(xi + (X,‘d,') =0.

Dado que y; es la diferencia de los gradientes y; = </ f(xi+1) — 7 f(x;) y usando la
tltima igualdad &/ g(x; + o;d;) = 0.

8/yi =0/ (Vf(xix1) =V f(x)) = 8 7 f(xip1) — & v f(xi) = =& 7 f(x:)

Si utilizamos que §; = a;d; = —o.S;g;,

§yi= =0 f(xi) = —(—0Sigi)' 7 f(x:) = 047 f(x:)'Si 7 f(x:).
Usando u'u = ||u|?>, v'v = ||v||® y u'v = (||u]|||v||cos(8))? donde 8 es el dngulo
ww'v—u'wu  x' 66! x

que existe entre las dos vectores y retomando que x'Six = - Sy
vy Vi
]

obtenemos.

lual2[1v]12 = (lu]Iv]|cos(©)) (5)°
XSix = .
* Bk T FayS Y f )
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El valor minimo ocurre cuando 8 = 0 por lo que se tiene que:

(x’5,-)2
07 f(xi)'Si <7 f(xi)
por lo que tenemos que, 1 y v son vectores que van en la misma direccion, partiendo
1/2
deu==,

1

XSix =

X,

U= S}/Zx,
= Bv,
= ﬁS}/zyi,
= Sil/zﬁyia
=X = ﬁyl’.

Siempre que 8 > 0, tendriamos:

(+'8)?
o7 f(x:)'Si7 f(xi)’
_ ((Bw)e)?
07 f(x:)'Si < f(xi)
_ Boy 7 f(x:)'Si v f(xi)?
o7 f()Si7 f(xi)
= aiB> 7 f(xi)'Si v f(xi).

x’Six:

Para el caso en que 0 > 0,

XMSix > 0B f(x:)'Si <7 f(xi).

Si tomamos x distinto al minimo de f tendriamos el </ f(x;) # 0 y como Si es
definida positiva entonces:

X Si1x > B 7 f(xi)'Si v f(xi) > 0.

Por lo que Si+1 > 0, es decir, S;+ es definido positivo.
O

Por lo tanto, tenemos el siguiente algoritmo para la actualizacion de Davidon-
Fletcher-Powell.
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Algoritmo 9: Método Davidon-Fletcher-Powell

Input: punto inicial xg, funcién f a minimizar, tol
B = matriz identidad

g:

V.f(x0)

tol = norma(g)
epsilon = .000001

1
2
3
4
5 while rol > epsilon do
6
7
8
9

g=f(x0)
s=—-B"! g
X1 =Xx0+sS
y=vf(x1)—vf(x)
10 x=x1
u | if|s's| sepsilon then
/ /
Ny Byy'B
12 LB:B—F(,)— ¥y
s's y'By
13 return x;
Output: Valor mds préoximo al punto minimo
20 % X8
18 ‘ Xg
16 .‘ X10
14 4 X‘H
< . X12
8 : X3 i
. i X1a
X5 .
® \\21x @x
x‘%ﬁg
-8 -6 -4 s2.\\od 7 2 4 6 8
Xz.
(a) Primeras Iteraciones (b) Convergencia al minimo
Figura 3.8: Convergencia del método DFP
3.4.3. Método Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

El método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) mantiene a las actua-
lizaciones de la matriz Hessiana que sea simétrica y definida positiva. El método se
desarrollo independientemente entre los 4.

El método de BFGS se basa en la propuesta de Davidon-Fletcher-Powell. A partir
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de la ecuacion del método de la secante B;1S; = y; consideraremos la definicién de
dualidad con B; & H; y s; S y;, entonces tendremos una manera distinta de obtener
la inversa del Hessiano que satisface la ecuacion de la secante H;.1y; = s;. Basando-
se en dicha dualidad obtenemos una nueva forma de aproximarnos a la matriz Hessiana.

yiyi  BisisiB;
t

- .
Visi 5;Bis;

Biy1 =B+

Teniendo Bj. 1, utilizaremos la férmula de Sherman-Morrison en su segunda equi-
valencia para aproximar su inversa.

Definamos:
u A% yi u Vv
1=V1= ——75U2=—V2.
(siyi) /

Por lo que se encontrardn u;v} y usvh,

= (2 e
P ) 2 ()2 () V2 (i)
B,’Si BiSi B,’S,’SI-B,'

UV — _ r_ _ i2f
R L T LT

Ahora encontraremos las entradas de la matriz C a partir de que ¢; j = &; j +ViA ™ u;
sii=j=0=1,sii#j=6=0.

Entonces tenemos que la entrada c; 1,

o { p1
c1,1 =011 +ViB; uy,

Vi tpl/2 Vi
+((Siyl)1/2)( 1 )((Sgik)l/z),
t
Hiyi
_ 1+Y,l Y
Styi

paracyp :

B;s; B;s;
22 =824+ WB luy =1+ (— L)t = ,
2,2 6272 20 W2 ( (Si-BiSi)l/z i ((Si'BkSi)l/z
—1_ S?B,'Bi_lBiS,'
sf.B,-si ’
=1-1=0.

en la entrada c > se obtiene:
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. Bis:
=6 FB iy = 0 (— 2 )BT (2 ,
C1,2 1.2+V1 i up ((yi'si)l/2> i ((SﬁBiS[)l/z)
_ Yisi
o (B
(styn)!/?

T (siBisi) 2

por ultimo se obtiene para x> 1 que:

o1
c21 =61 +VyB; u

Iy
BiS,' 2 (Si-yi)l/z
=GBy 5
_ s
(syis) 72
(styi)'/2

a (Sf'yi-si)l/z.

Por lo que la matriz C y su inversa se puede ver de la forma:

_lag cip 110 —a
C[C2,l 0}:>C oﬂ[a ﬁ}

Donde:
(styi)!/?
d=cClp=C|=—FT"7
1,2 2,1 (sf»yisi)l/z y
I
YiH;yi
=1+ .
B S?)’i

Ahora, si definimos U = H;U y V = H;V vy utilizando la férmula de Sherman-
Morrison deducimos que:

Hiy < H—HUC'V'H;=H;,—UC~'V".
donde:
- 1[0 —a] v
-7 _ [,~ .~ 1
UC 'V =[] [a B ] {‘72[]7
0 —avy
av~1t ﬁ‘fzt ’

= E(l[] avy + o’ + Ifzﬁv}t),

| .
= a(uluzt Jruzvlt —+ %szf).
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Multiplicando por H;,

UC"\N/—l(H-~ b i+ Hiovi Hy + P o' ),
= o (it i + Hjiav ’+(x2 k2" ) H;.

Con lo anterior, sustituimos los valores de af3iiv y obtenemos la actualizacién de
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno.

Hys" +y.ssH;  s;s’ 'H;y;
iyi ,j‘yl i l_i_i,(l_’_ylllyz).
§;Vi Siyi §;YVi

Por lo que finalmente el algoritmo del método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
es de la siguiente manera:

Hiy1 < Hi—

Algoritmo 10: Método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
Input: punto inicial x¢, funcién f a minimizar, tol

1 B = matriz identidad

2 g =V f(x0)

3 tol = norma(g)

4 epsilon = .000001

5 while rol > epsilon do

6

7

8

9

g=vf(x0)
s=-B7lg
X1 =x0+s
y=f(x1) = f(x0)
10 x=xl
u if | s's | sepsilon then
'Y Bss'B
12 B:BJr(yy)— pl
Vs s'Bs
13 return Xx;

Output: Valor mas préximo al minimo

Por dltimo observaremos que ocurre con el método de BFGS dado el mismo punto
inicial xo = (—2,2) y la funcién de Rosenbrock en la figura 3.9.

Finalmente se hace una comparacion de los tiempos de convergencia para llegar al
minimo de la funcion de Rosenbrock teniendo como punto inicial (—2,2). Lo que se
puede observar en la tabla es que el método de BFGS es el que el tiene un tiempo de
convergencia mas rapido como se observa en el cuadro 3.1.
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(a) Iteraciones

Figura 3.9: Convergencia al minimo por el método de

Meétodo Tiempo (segundos)
Gradiente 42.123212
Gradiente Conjugado 27.1121312
Newton 6.8761231
Broyden 18.583363
DFP 8.1243245
BFGS 5.8925278

BFGS

Cuadro 3.1: Tiempos de convergencia al minimo en segundos

47
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Capitulo 4

Puntos Criticos de la Energia de
Gibbs

4.1. Metodologia Propuesta

En los capitulos anteriores se describieron los métodos de optimizacién para buscar
los puntos criticos de funciones en una variable y varias variables. Los métodos llegan
a tener una desventaja si parten de un punto inicial que no se situé en una vecindad
cercana al minimo global, por lo que puede ocurrir que los métodos tarden demasiado
tiempo computacionalmente para hallar un minimo, o que los algoritmos encuentren
un minimo local y no uno global.

Dado el problema se propone buscar un punto inicial que se halle en una vecindad
mads cercana al minimo global para asi mejorar los tiempos de buisqueda.

Sea la funcién objetivo f(x), tal que, f(x) : R" — Ry un punto inicial xo € R" con
X0 = (A1,42,...,A,). Donde el punto inicial xo se compone de n valores y cada A; € R.

Si se evalda el punto inicial x, en la funcién objetivo se tendrd una constante, es
decir,

fxo) = f(M, A2, ..., ) =K,
con
keR.

Por otra parte, si se tiene un nuevo punto x(l) = (x1,A2,...,A4), si x] es una variable
y A2,...A, siguen siendo las mismas constantes en R del punto xog quedéndose fijas, al
evaluarlo en la funcidn objetivo se obtiene lo siguiente:

49
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FH0) = £, A ).

La funcién f!(x}) al evaluarse en el punto x, se tiene una funcién real, es decir,
1! (x(l)) : R —— R ya que al dejarse x; como variable y las otras n — 1 valores como
constantes se obtiene una funcién real.

A partir de la funcién real se busca el minimo utilizando los métodos de optimiza-
cién en una dimension descritos en el capitulo 2, dicho minimo si se llega a encontrar
se le asignard como A;'.

Continuando de la misma forma dejando como variable la entrada dos del pun-
to xo y fijando las otras entradas como constantes se tendria el nuevo punto x(z) =
(A1,x2,A3,...,A4) al ser evaluado en la funcién f(x) se obtendria nuevamente una nue-
va funcién real f2 (x(z)). A partir de la funcién se buscard el minimo con los métodos de

optimizacién en una dimension y se le asignard como A;.

Si se continua con el mismo procedimiento se tendrian n—puntos que se conforman
de la siguiente forma:

x(l) = (xl,lz, ...,l,,),
X(% = (l],Xz, ...,ln),

)= (M, A2, e Xy ey M),
-xg = (117127"'7)67!)7

cada uno de los puntos se evalda en la funcién objetivo f(X),

SHx0) = (1,220, An)),
f2(x(2)) f(()blax%--wln))a

F) = F((, 22,0000, ),

f(x0) = F((A, A2 ,2))-
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Encontrando los minimos de dichas funciones tenemos A;, 45, ..., kj’-ﬂ e A esde-
cir, n—escalares. Por lo que se tiene el punto:

X0 = A4, 0 A e Ay ).

El punto x;j se conforma de los minimos de las funciones reales, la coleccién de
todos ellos, serd el nuevo punto inicial.

En la figura 4.1 se encuentra un paraboloide de una funcién f : R? — Ry punto
inicial xo = (x,y) de color rojo. Dado que la grifica de f se puede visualizar en R, se
muestra como ejemplo en la figura 4.1 (a) un paraboloide, donde se observan las curvas
de nivel y el punto inicial x en rojo, si se utiliza la propuesta de dejar una variable libre
y las otras entradas fijas entonces se harfa un corte sobre la funcidén a partir del punto
que se deja como variable y se tendria una funcion real donde se empieza a buscar el
minimo. Como se ve en la figura 4.1 (b), se representa el punto inicial como un punto
rojo y el verde es aquel que se encontré fijando cada una de las dos coordenadas de
xo utilizando los métodos de optimizacién en una dimensién. A partir del nuevo punto
inicial, que se encuentra en una vecindad mas cercana al minimo con lo cual logra una
bisqueda mas rapida.

(a) Vista frontal (b) Vista superior

Figura 4.1: Paraboloide

4.2. Funcion de Rosenbrock

Para ejemplificar la metodologia anterior se utilizard la funcién de Rosenbrock que
se puede ver en la figura 4.2y en la figura 4.3 se observan sus curvas de nivel.
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fly)=(1 —x)2—|— 100(y—x2)2.

@ f(xy)=(1-x)?+100(y—x?)?

Figura 4.2: Funcién de Rosenbrock

Como se vio en el capitulo 3 la funcién de Rosenbrock tiene un punto minimo en
(1,1), en la figura 4.2 se puede visualizar el minimo como el punto x* de color negro.

Dado un punto inicial xy = (2,—50) y utilizando el método BFGS, programada se
tiene que se logra encontrar el punto minimo en un tiempo de 5.6062 segundos ademads,
viendo las curvas de nivel en la figura 4.3 (a) se observa que a partir del punto inicial
xo la convergencia al punto critico es lenta y con un mayor nimero de iteraciones.

Dada dicha problematica se propone hallar un nuevo punto inicial que se encuentre
en una vecindad mas cercana al punto minimo y poder mejorar el tiempo de conver-
gencia.

Se tiene el punto inicial xy = (2, —50) si se deja libre la segunda variable y se fija
la primer entrada del punto xo se obtiene la siguiente funcién:

fi2,) = (122 +100(y— (2)*)* = — 1+ 100(y — 4)*.

Por lo que se tiene fi(2,y) = 1+ 100(y — 4)2. Encontrando el minimo de la fun-
cién utilizando el método de la secante se tiene que existe un punto minimo en 3.9999,
dicho punto serd sustituido por la segunda entrada del punto inicial xg, por lo que se
propone que el nuevo punto inicial que definiremos como x;; estaria conformado por
(2,3.99999) siendo el punto una aproximacién mds cercana al minimo.

Continuando de la misma forma dejando libre la variable x y fijando la segunda
entrada del punto inicial xq se tiene la siguiente funcién:
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Figura 4.3: Curvas de nivel funcién de Rosenbrock

fo(x,—50) = (1 —x)* 4 100(—50 — x*)*.

A partir de la funcién f>(x, —50), se encuentra el punto minimo en .0000102, dicho
valor serd la primer entrada del nuevo punto inicial x;). Por lo que finalmente se obtiene
el nuevo punto inicial x; = (3.9,.0000102).

Los tiempos para hallar cada punto inicial de la funciones en R fue de 1.2343 y
9121 segundos para la primera y la segunda entrada respectivamente. Por lo tanto, se
obtiene un tiempo total para encontrar el nuevo punto inicial x;j de 2.1464 segundos.

A partir de x{) y utilizando el método de BFGS, se tiene un tiempo de 1.7154 segun-
dos para tener el punto minimo (1, 1). Se puede observar en la figura 4.3 (b) las curvas
de nivel donde se inician con el punto (3.9,0.0000995) y se ve un menor nimero de
iteraciones que con en el punto inicial x;;. Por lo que el tiempo total para encontrar el
punto minimo es de 3.8618 segundos que queda conformado por el tiempo de busque-
da del nuevo punto inicial y el punto minimo de la funcién de Rosenbrock.

Se tiene una mejora de 1.7444 segundos con respecto al punto inicial x¢ y el tiempo
total del nuevo punto inicial x;, como se puede ver en el cuadro 4.1.

Graficamente lo que se propone es que a partir de la funcién de Rosenbrock se ha-
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Punto Inicial Tiempo (segundos)
x0 = (2,—50) 5.6062
x5 = (3.9,.0000102) 3.8618

Cuadro 4.1: Tiempos de convergencia al minimo

ga un corte con un plano, la que se observa de color azul en la figura 4.4 y a partir del
corte se forma una funcién en R que se marca de color negro y que corta a la funcién
de Rosenbrock, para que a partir de la funcién que se forma del corte, poder encontrar
el minimo y obtener un punto mds cercano a la vecindad del minimo global.

(a) funcién en R

Figura 4.4: Funcién de Rosenbrock

4.3. Energia de Gibbs

Sea la funcion objetivo de la Energia de Gibbs:

Ne
g(vi) =14Y yi(In(y;) —In(@) —h; —1).
i=1
Se utilizara dicha funcién para una mezcla de dos componentes, dado que se propone
un estimado inicial Y}, para encontrar el minimo. De la misma forma que se hizo con la
funcién de Rosenbrock se propone dejar una variable de Y, y dejar las otras constantes
fijas para asf obtener una funcién f : R — R.

La mezcla que se utilizara se conforma por los compuestos del cuadro 4.2 y los
datos de la Temperatura critica y Presion critica que se encuentran en el cuadro A.2 del
apéndice.
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Temperatura | Presion | Zn2 | Zc2
270 76 0.18 | 0.82

Cuadro 4.2: Compuestos de la mezcla

Dado que, para cada mezcla se da un estimado inicial Yy = (xo,y0), con dicho
punto se propone dejar la variable x de la funcién f(x,y) y dejar fija a la constante
y = 0.3275, entonces:

£i(x.30) = 1+ (x(In(x) — 0.52288) + yo(In(yo) + 0.0159)),
= x(In(x) — 0.5228) +0.66008.

a partir de la funcién fj(x,yo) = x(log(x) — 0.5228) + 0.66008 y utilizando los méto-
dos de optimizacién en R, se tiene que el método de la secante encuentra un minimo
en x = 0.1432.

De la misma manera se deja la variable y ademas como constante a x = 0.1243,

f2(x0,y) = 14 (x(In(x) — 0.5228813) + yo(In(yo) + 0.0159503)),
= yo(In(yp) +0.0159503) + 0.8890609.

para asi obtener el minimo y* = .2435 . Finalmente se encuentra un nuevo punto inicial
Y," conformada por los minimos de las funciones anteriores, es decir, ¥, = (x*,y*) =
(0.1432,0.2435).

Usando el método de BFGS, el tiempo para encontrar el punto critico de la energia
de Gibbs utilizando el punto Y, es de 5.1231 y para el nuevo punto inicial Y,; se tiene
un tiempo de 2.2454 segundos.

Sin embargo, el tiempo en segundos para tener el punto Y, con el método de la se-
cante en una dimensién es de 1.8792 segundos. Por lo que al sumar el tiempo anterior
de 2.2454 segundos mds el de 1.8792, se tiene un tiempo en segundos total de 4.1246
para encontrar el punto Y.

Con los resultados, el tiempo para hallar un punto critico es menor si primero en-
contramos un punto inicial nuevo con los métodos de optimizacién en una dimensién
y después utilizamos el método de BFGS, como se puede ver en el cuadro 4.3.
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Punto Inicial | Tiempo (segundos)
Yin 5.1231
Y 4.1246

Cuadro 4.3: Tiempos de convergencia al minimo

Graficamente la funcién de la energia de Gibbs se ve como en la figura 4.5. Donde
la funcion solo tiene valores reales positivos.

@ f(x.y)

Figura 4.5: Energia de Gibbs de dos componentes

Geométricamente lo que se hizo es un corte con un plano sobre la funcién objetivo
y a partir del corte se forma una funcién cuadritica como se ve en la figura 4.6 (a)
donde se busca encontrar el minimo de la funcién cuadratica como se ve en la figura
4.6 (b), dicho minimo serd la nueva entrada del nuevo punto inicial.

4.4. Mezclas de la Energia de Gibbs

Para una mezcla de la energia de Gibbs de N.— componentes se tiene una funcién
objetivo f(x) : RVe — R, es decir, dependiendo del nimero de componentes de la
mezcla es la dimensién del dominio de la funcién.



4.4. MEZCLAS DE LA ENERGIA DE GIBBS 57

(a) Corte de nivel (b) Funcién en R

Figura 4.6: Energia de Gibbs de dos componentes

Para cada mezcla se tiene un punto inicial ¥;, para comenzar la bisqueda del punto
critico. Dada la propuesta antes descrita se espera encontrar un nuevo punto inicial ¥,
para que se implemente el método de BFGS y asi reducir los tiempos de convergencia
al punto critico de la funcién objetivo.

Se utilizan los datos de las mezclas que se encuentran en el apéndice en el cuadro
A.1 donde se tienen 4 mezclas de la energia de Gibbs con 2 componentes, en el cuadro
A.3 existen 4 mezclas de 3 componentes y en el cuadro A.5 se sitia una mezcla de 7
componentes en el apéndice, para cada una de las mezclas se encuentra un punto critico.

Mezcla | Y = (X0,¥0) | Y = (x5,55)
Mezcla 1 4.6825 2.0409
Mezcla 2 6.2801 4.9490
Mezcla 3 5.6659 2.9867
Mezcla 4 5.8128 2.0033
Mezcla 5 7.8890 2.0060
Mezcla 6 4.0397 1.9109
Mezcla 7 5.9584 2.9728
Mezcla 8 6.5221 2.0392

Cuadro 4.4: Comparacién de los tiempos de convergencia

En el cuadro 4.4 se hace una comparacién de los tiempos en converger al punto
critico. En la Segunda columna se ubica el tiempo en segundos de la convergencia da-
do el punto inicial Y,, y en la tercera columna se tiene el tiempo en segundos de la
convergencia dado el nuevo punto inicial ¥,

Como se observa en el cuadro 4.4 los tiempos de convergencia utilizando el nuevo
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punto inicial son mas cortos que comenzando por el punto inicial ¥,,.

Mezcla | Métodoen R | Método en R" | Tiempo total
Mezcla 1 1.8635 2.0409 3.9045
Mezcla 2 1.0067 4.9490 6.9557
Mezcla 3 2.4072 2.9867 4.9949
Mezcla 4 2.0758 2.0033 4.0791
Mezcla 5 2.6487 2.0060 4.6547
Mezcla 6 1.9703 1.9109 3.8812
Mezcla 7 1.9463 2.9728 49191
Mezcla 8 0.4419 2.0392 3.4811

Cuadro 4.5: Tiempos total para encontrar el minimo utilizando el nuevo punto inicial

Sin embargo, para tener el nuevo punto inicial se necesita utilizar los métodos en
una dimensién por lo que en el cuadro 4.5, en la columna 2 se tiene el tiempo en
segundos que se tarda hallar el nuevo punto inicial ¥,; mediante los métodos en una
dimensién, por otra parte en la columna 3 se encuentra el tiempo que se tarda en con-
verger al minimo por el método de BFGS a partir del nuevo punto inicial Y, dicho
valor es el mismo al de la segunda columna del cuadro 4.4, Finalmente se hace la su-
ma total entre el tiempo que se tarda en buscar el nuevo punto inicial y el tiempo en
encontrar el punto minimo con el método de BFGS en R”.

Mezcla | Y = (%0,50) | Yo = (x5,30)
Mezcla 1 4.6825 3.9045
Mezcla 2 6.2801 6.9557
Mezcla 3 5.6659 4.9949
Mezcla 4 5.8128 4.0791
Mezcla 5 7.8890 4.6547
Mezcla 6 4.0397 3.8812
Mezcla 7 5.9584 4.9191
Mezcla 8 6.5221 3.4811

Cuadro 4.6: Tiempos totales en encontrar el minimo

Finalmente, se muestra en el cuadro 4.6 los dos tiempos totales que se tardan en
hallar el minimo a partir del punto inicial ¥,, y el nuevo punto encontrado Y.

Dados los dos distintos tipos de métodos de optimizacién en una dimension des-
critos en el capitulo anterior como lo son los métodos directos y las evaluaciones. Al
utilizarse uno de los métodos para mejorar el punto inicial, se hace una comparacién
para ver cual realiza un menor tiempo de convergencia al punto critico de la funcién
T R— R
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Mezcla | Secante | Newton | Seccidn Aurea
Mezcla 1 | 3.6825 | 2.9045 8.1233
Mezcla2 | 4.2801 | 2.9598 10.6542
Mezcla3 | 3.6659 | 3.4006 8.6531
Mezclad | 3.8128 | 3.0792 12.2314
Mezcla5 | 4.8890 | 3.6547 9.7312
Mezcla6 | 4.0397 | 2.8812 8.1245
Mezcla7 | 3.9584 | 2.9192 11.2575
Mezcla 8 | 3.5221 | 3.4812 9.8743

Cuadro 4.7: Métodos en R

El cuadro 4.7 se muestra la comparacién de los tiempos en que se tarda compu-
tacionalmente los métodos de la Secante, Newton y la Seccién Aurea en encontrar el
punto minimo. Para ello se utiliza la funcién de la energia de Gibss en una dimension.

f(x) = x(In(x) +In(@) —h).
Se observa que el método de la Secante y Newton son los més rapidos, dichos méto-

dos estdn programados de forma que, al calcular las derivadas sea de forma numérica.
Por lo que se propone utilizar dichos métodos para buscar el nuevo punto inicial.

Por otro lado, se comparan los métodos de optimizacion en R” para ver la diferen-
cia en tiempos de convergencia para hallar el punto minimo.

Mezcla | Gradiente | Gradiente Conjugado | Broyden | DFP BFGS
Mezcla 1 8.1225 3.6985 5.9045 | 3.1214 | 2.9045
Mezcla2 | 9.28231 3.6974 4.0198 | 4.1234 | 2.9598
Mezcla3 | 10.1432 5.5465 4.4006 | 4.5892 | 3.4006
Mezcla4 | 11.8128 4.8613 3.0792 | 5.7312 | 3.0792
Mezcla 5 6.8890 3.9873 6.6547 | 4.2153 | 3.6547
Mezcla6 | 7.0397 4.6532 5.8812 | 4.1432 | 2.8812
Mezcla7 | 6.9584 3.6398 5.9192 | 3.1243 | 2.9192
Mezcla 8 | 5.5221 3.4532 6.4812 | 4.2311 | 3.4565

Cuadro 4.8: Métodos en R”

En el cuadro 4.8 se observa que uno de los métodos que tiene menos tiempo de
busqueda es el de BFGS, entonces se utiliza el método para la bisqueda de los puntos
minimos en las funciones de R”".

Se utiliza una mezcla de 7 componentes con los pardmetros que se muestran en el
cuadro A.7.
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Se utiliz6 el punto inicial Y, y los métodos para encontrar puntos criticos de fun-
ciones en R". No se pudo llegar a un punto minimo global.

Gradiente | Gradiente Conjugado | Newton | Broyden | DFP BFGS
65.8446 60.3063 N/D 6.2616 | 5.4473 | 4.8634

Cuadro 4.9: Tiempos de convergencia para la Mezcla de 7 componentes

Los tiempos de convergencia fueron los que se observan en el cuadro 4.9.

En el cuadro 4.9 se observa que los métodos del Gradiente y Gradiente Conjugado
son los que tienen un mayor tiempo de convergencia al minimo. Para el caso del méto-
do de Newton no se tiene un tiempo definido ya que el software no pudo calcular la
matriz inversa del Hessiano de la funcién objetivo.

Dada la mezcla se tiene un punto inicial Y,,. Utilizando los métodos en una dimen-
sién obtenemos nuevos puntos iniciales Y.

Los tiempos para hallar los nuevos puntos iniciales utilizando los 3 métodos de op-
timizacion son los que se muestran en el cuadro 4.10.

En el siguiente cuadro se muestra que el método de Newton es el de convergencia
mas rapido.

Método de Newton | Método de la secante | Método de la Seccidn Aurea
2.232 3.567 4.1523

Cuadro 4.10: Tiempo en segundos para encontrar un punto critico por los métodos en
una dimension

Utilizando las 6 rutinas para buscar puntos criticos de funciones en R" y teniendo
los nuevos puntos iniciales obtenemos los tiempos de convergencia en el cuadro 4.11.

Gradiente | Gradiente Conjugado | Newton | Broyden | DFP BFGS
18.8308 15.1241 N/D 49109 | 5.2878 | 4.2334

Cuadro 4.11: Tiempos de convergencia para la Mezcla de 7 componentes con los nue-
vos puntos iniciales Y,

De la misma forma que en el recuadro 4.9, el método de Newton no converge a un
punto critico por no poder calcular la inversa de la matriz Hessiana y se observa que el
método que tiene una convergencia mds rapida al punto critico es el de BFGS.

Por lo tanto con la propuesta de encontrar un nuevo punto inicial para comenzar
los métodos de optimizacién en R” se puede observar que se aceleran los tiempos
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de convergencia a un punto critico, lo cual es de suma importancia ya que hallar los
puntos minimos es parte de un proceso mds complejo que tiene altos costos en tiempo
y recursos computacionalmente.
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Capitulo 5

Rutinas

Se desarrollardnn las rutinas programadas en el software Scilab en la versién 6.0.2.
Las ventajas de utilizar del software son que es gratuito y de c6digo abierto.

Las rutinas descritas en el Capitulo 2 fueron programadas en Scilab, ademads que se
utilizarén las rutinas para obtener los valores de la mezcla de la energia de Gibbs que
también son desarrolladas en el mismo software.

Para las rutinas de la energia de Gibbs se utilizar6n mezclas de distintos componen-
tes, s6lo se escriben los c6digos para la mezcla de 2 componentes, por otra parte para
las mezclas de méds componentes se utilizan la tablas que se describierén anteriormente.

5.1. Energia de Gibbs

Se muestran las rutinas de la energia de Gibbs para dos componentes y las rutinas
que se desarrollan son las siguientes:

= Componentes para la mezcla de la energa de Gibbs de 2 componentes;
= Funcién Zeta;

= FNFF FNDERF FNF1;

= Fugacidad;

= h: Vector de dimensién N, la suma de los vectores In(z;) + In(¢;);

= Constantes de componentes puros;

= Regla de mezclado Van Der Waals (clésica);

= Propiedades de mezcla;
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= Puntos iniciales;

= Funcién de la energia de Gibbs.

LEATLEETELL i i irrrrrrry

/17 Componentes para la mezcla /11
/17 de la energia de Gibbs /11
117 en 2 variables /11

[T LPEEEErr i 7777y

// Propiedades de los componentes de la mezcla:

// Z = Fraccién mol.

// TC = Temperatura critica.

// PC = Presi6n crltica.

// W = factor acentrico.

// MI — PESO MOLECULAR (OPCIONAL) .
/! T : TEMPERATURA.

// P : PRESION.
IEQ = 3
// Sistema N2-C2

// NITROGENO - N2

Z(1) = 0.44
TC(1) = 126.2

PC(1) = 33.9
W(1) = 0.04
Mi(l) = 28.0

// ETANO - C2

Z(2) =  0.56
TC(2) = 305.4

PC(2) = 48.8
W(2) = 0.098
Mi(2) = 30.0

// Pardametros de interacidén binarios
Ko = zeros(2,2)
kb = zeros(2,2)

Ko(1,2)
Ko(2,1)

0.08
0.08

// Temperatura y Presidn

T 270
P =176

// VALOR H DEPENDE DE T, P, Zi

I_.CONSTP = 0
J =1

CAPITULO 5. RUTINAS

LEATLLLTLEET i rrrrrrrrry

1111 FUNCION ZETA

1111
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/1l

/1

11/

/1

/1

s AL LTI rrrrrrrrr

SUBRUTINA QUE CALCULA LA RAII DEL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD Z.

Variables de entrada:

IEQ = 3.

IFASE: escalar que indica el numero de fase.
A,B constantes mayores que Cero.

Programas requeridos:
FNFF .

FNFI .

FNDERF .

Variables de Salida:

Z: Vector de Nc—componentes dependiendo el niumero de fases.
BBO: Escalar.

IEXT: Escalar.

IEXTV: Escalar.

3 function [Z,BBO0,IEXT,IEXTV] = ZETA(IEQ,IFASE,A,B)

if (IEQ == 1)
RKSM

U-=1

WW = 0

A0 = 4.933962452

ROO = 0.25992105
else

PRSV

U=2

W = -1

A0 = 5.877359948

ROO 0.2530765866
end

IEXTV = 0 // AGREGADA \\

IEXT = 0

CALCULO DE LA SOLUCION ANALITICA

ALFA = 1 — (U - 1)=B

BETA = A — UsB + (WW — U)«B"2

GAMA = Bx(A + BWW«(1 + B))

C = 3+BETA - ALFA"2

D = -ALFA"3+4.5+ALFA*BETA - 13.5xGAMA
Q =C"3+D"2

if (Q <= 0)
QC = -D/sqrt(-C"3)
TETA = acos (QC)

if (IFASE == 1)
LIQUIDO
Z = (ALFA + 2xsqrt(—C)=cos ((TETA + 6.283186)/3))/3

if (Z <= B)
Z = (ALFA + 2xsqrt(—-C)=cos(TETA/3))/3
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end
else
VAPOR
Z = (ALFA + 2xsqrt(—-C)=cos(TETA/3))/3
end
else
SDEL = sqrt(Q)
QMAS = -D + SDEL
QMEN = -D - SDEL
if (QMAS == 0)
SIGNO1 = 1
else
SIGNO1 = abs (QMAS) / (QMAS)
end

it (QMEN == 0)

SIGNO2 =
else

1

SIGNO2 = abs (QMEN) / (QMEN)

end

Z = (ALFA + SIGNOI1#(abs (QMAS)) “(1/3)+SIGNO2x*(abs (QMEN)) “(1/3))/3

end

RO = B/Z

FF = FNFF(RO,A,B,U,WW)

BBO = 1

PRUEBA SI LA SOLUCION ES APROPIADA
if (IFASE == 1)

LT rrrrrrrrry

e

/1

/1l

IFASE2

if (IFASE2
if (IFASE2

FASE LIQUIDA 11117
LI TLTLLIL LTI LTI 11111111 ]

=0

== 1)&IEXTL == 2) return end
== 3)&(IEXTW == 2) return end

if (RO > RO0)&(FF > 0.1)
BBO = |
SOLUCION APROPIADA NO EXTRAPOLA

ret

else

urn

sk stk e INICIA EXTRAPOLACION PARA EL LfQUﬂDO
FF = FNFF(ROO0, A, B,U,WW)

IEXT = 1
if ((A/B) < AO)&(FF > 0.1)

RO1
FF
FF1
FF2
FFO
RO

ROO

FNFF(RO1,A,B,U,WW)
FNF1(RO1,A,B,U,WW)

(RO1 — 0.7+RO0) +FF

FF1 - FF2xlog (ROl — 0.7+R00)
exp ((B - FF0)/FF2) + 0.7+RO0
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Z
BB0
return
else
RO1
for

B/RO
FNF1 (RO, A,B,U,WW) /B

= 0.5
i = 1:20
FF =FNFF (RO, A,B,U,W)
ERROR = FF - 0.1
if (abs(ERROR) < 107°(-4))
FF = FNFF(RO1,A,B,UW)
FF1 = FNFI(ROI1,A,B,U,WW)
FF2 = (RO1 - 0.7+RO0)«FF
FFO0 = FF1 - FF2xlog (ROl - 0.7%RO0)
RO = exp((B - FF0)/FF2) + 0.7xRO0
Z = B/RO
BBO = FNF1(RO,A,B,UWW)/B
return
else
DERF = FNDERF(ROI1,A,B,U,W)
RO1 = ROl - (ERROR/DERF)

if (ROl < ROO0)
ROl = (ROI+ERROR/DERF+RO0) /2
end
if (ROl > 1)
RO1 = (ROl + ERROR/DERF + 1)/2
end
end
end

end
end

RO1 = ROO

FF = FNFF(ROI,A,B,U,W)

FF1 = FENF1(ROl,A,B,UWW)

FF2 = (ROl - 0.7%R0O0) *FF

FFO = FF1 - FF2xlog (ROl - 0.7%RO0)
RO = exp((B - FF0)/FF2) + 0.7xRO0

Z = B/RO
BB0 = FNFI1(RO,A,B,U,WW) /B
return
/] TERMINA EXTRAPOLACION PARA EL LIQUIDO

else

LETEEEEELL i i i rrrrrry

3 1111 PRUEBA PARA VAPOR 111111

EATIIILLLLLEL LI r i i i irirrrrrrrlri
if (IEXTV == 2) return end

if ((A/B) < AO)

BBO = 1
/1l NO EXTRAPOLA PARA VAPOR
IEXT = 0

return
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else
if (RO < ROO)&(FF > 0.1)
BBO = 1
/] NO EXTRAPOLA PARA VAPOR
IEXT = 0
return
else
/1] INICIA EXTRAPOLACION PARA VAPOR
IEXT = 1
RO1I = 0.1
for i = 1:20
FF = FNFF(ROI1,A,B,U,WW)
ERROR = FF - 0.1
if (abs(ERROR) < 107°(-4))
FF = FNFF(RO1,A,B,UW)
FF1 = FNF1(RO1,A,B,U,WW)
FF2 = (FF%(ROO - ROl1)/2 - FF1)/(FF1%(RO0O - ROIl)
/12)°2
FF3 = 2xFF2xRO1 + FF/(FF1«FF1)
FFO = 1/FF1 + FF3x%ROl1 - FF2xROI1"2
RO = (FF3 - sqrt(FF3"2 — 4xFF2x(FF0 - 1/B)))
/(2% FF2)
Z = B/RO
BBO = 1
/1l EXTRAPOLA PARA VAPOR
return
else
DERF = FNDERF(ROI1,A,B,U,W)
ROl = ROl - ERROR/DERF
if (ROl > ROO0)
RO1 = (ROl + ERROR/DERF + ROO0)/2
end
if (ROl < 0)
ROl = (ROl + ERROR/DERF) /2
end
end
end
end
end
end
RO1 = ROO
FF = FNFF(ROI1,A,B,U,W)
FF1 = FNFI1(RO1,A,B,U,WW)
FF2 = (FF%(ROO - ROl1)/2 - FF1)/(FF1%(RO0O — ROl1)/2)"2
FF3 = 2+«FF2%«RO1 + FF/(FF1«FF1)
FFO = 1/FF1 + FF3xROl - FF2xRO1"2
RO = (FF3 - sqrt(FF3"2 - 4xFF2%(FFO0 - 1/B)))/(2%FF2)
Z = B/RO
BBO = 1
/1 TERMINA EXTRAPOLACION PARA VAPOR

endfunction

s ST LTI i i rrrrrry
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117 Algoritmo 111
117 para obtener los /11
/17 valores de /11
/17 FNFF FNDERF FNF1 /11

IETLILTL Ll rrrirrrrirrrrrirrrrrry
/1l

// variables de entrada:

/1l

// RO: punto inicial

// NC: dimensién de la Funcidn
/1]

// Variables de salida:

/1l

// FNFF

// FNDERF

// ENF

function F = FNFF(RO,A,B,UW)

F = 1/(1-RO)"2 - (A/B)*RO%*(2 + UxRO)/(1 + UxRO+WW:RO=RO) "2

endfunction
function F = FNDERF(ROI1,A,B,U,WW)

69

F = 2/(1 -—RO1)"3 - (A/B)=*2%(1 — WWx(RO1"2) (3 + UxRO1))/(1 + UxROIl

HWWxRO17°2) "3
endfunction
function F = FNFI1(ROI,A,B,U,WW)

F = RO1/(1 - ROl) - (A/B)#ROI%RO1/(1 + UxROl1 + WWxRO1"2)

endfunction

[T i i i rrrrrrrrrrrr

117 Subrutina 111
117 para obtener la fugacidad /11
117 de la energia de Gibbs 111

[T b rrrrrrrrrrrry
11/

// Subrutina para elegir el coeficiente de fugacidad con menor

// energia de Gibbs

// Rutinas Necesarias
// PROP-MOD

// Variables de entrada
// NC: dimensién de la Funcién

/l Z: Vector de dimensién NC con las fracciones de mol de los

/1l compuesto de la mezcla
// H : Ln(Z) + Ln(FUG(Z))

//'Y : Vector independiente de Nc—componentes

// IEQ: Constaente igual 3
// I_.CONSTP: Constante igual a 0O

// T : Constante de Temperatura

// P : Constante de Presidn

// TC : Constante de la Temperatura critica

// PC : Constante de la Presidén critica

// Ko : Matriz de Nc X Nc componentes de interaccidén binarios
/1

// Variables de Salida

// F: Vector de Nc—Componentes que determina

// la mezcla dada

la fugacidad para
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337 function F = FUG(Z,Y,H,IEQ,I.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

338 GIBV = 0

339 GIBL = 0

340

341 IFASE = 1 // Calculo de la Energla Libre de
302 // Gibbs para el liquido

343

344 [FL,FV] = PROP-MOD(Y,IEQ,IFASE,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)
345

346 for i = 1:NC

347 GIBL = GIBL + Y(i)=*(log(Y(i)) + log(FL(i)) — H(i))
348 end

349 FLP=FL ;

350 IFASE = 2 // Célculo de la Energla Libre

351 // de Gibbs para el vapor

353 [FL,FV] = PROPMOD(Y,IEQ,IFASE,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)
354

355 for i = 1:NC

356 GIBV = GIBV + Y(i)=*(log(Y(i)) + log(FV(i)) — H(i))
357 end

358 FVP = FV;

350 if (GIBV < GIBL) // Eleccién del coeficiente de fugacidad
360 for i = 1:NC

361 F(i) = FVP(i)

362 end

363 elseif (GIBL < GIBV)

364 for i = 1:NC

365 F(i) = FLP(i)

366 end

367 elseif (GIBL == GIBV)

368 for 1 = 1:NC

369 F(i) = FLP(i)

370 end

371 end

373 endfunction

374

sis AL ALLLLTTTTI i rrrrrrrrrgy
316 11/ Subrutina para 111
317 11/ el calculo de H 111
s N AL LLLLITII L i rrrrrrrrry
319 [/

0 // Variables de entrada

31 // NC: dimension de la energia de Gibbs

2 // Z: Vector de dimensién NC con las fracciones de mol de los
33 [/ compuesto de la mezcla

i34 // IEQ: Constaente igual 3

s // I_.CONSTP: Constante igual a O

ss6 // T : Constante de Temperatura

s7 // P : Constante de Presion

8 // TC : Constante de la temperatura critica
0 // PC : Constante de la presién crltica

0 // Ko : Matriz de Nc X Nc componentes de interaccién binarios
301 [/



416

419

420

426

441
442
443
444

446
447
448

5.1. ENERGIA DE GIBBS 71

> // Variable de salida

// H: Vector de dimensién NC, constante de mezcla
/1l

// Rutinas Necesarias

//  PROPMOD

/1l

function H = VALUEH(Z,IEQ,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

» // SI EL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD TIENE MULTIPLES RAICES,
s // SE ELIGE EL COEFICIENTE DE

// FUGACIDAD CON LA MENOR ENERGIA DE GIBBS
NC = length(Z)

GIBL 0
GIBV = 0
IGLOBAL = 0

IFASE = 1 // Cédlculo de la Energia Libre de Gibbs
// para el liquido

[FL,FV] = PROP.MOD(Z,IEQ,IFASE,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

for i = 1:NC
GIBL = GIBL + Z(i)=(log(Z(i)) + log(FL(i)))
end

for i = 1:NC
FLP(i)=FL(i)
end

IFASE = 2 // Célculo de la Energia Libre de
// Gibbs para el vapor

[FL,FV] = PROPMOD(Z,IEQ,IFASE ,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

for i = 1:NC
GIBV = GIBV + Z(i)#(log(Z(i)) + log(FV(i)))
end

for i = 1:NC
FVP(i) = FV(i)
end

if (GIBV < GIBL) // Elecién del coeficiente de
// fugacidad GIBV < GIBL
for i = 1:NC
F(i) = FVP(i)
end
elseif (GIBL < GIBV)
for i = 1:NC
F(i) = FLP(i)
end
else (GIBL == GIBV)
for i = 1:NC
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72
F(i) = FLP(i)
end
end
for i = 1:NC // Calculo de H
H(i) = log(Z(i)) + log(F(i))
end
endfunction

LELLTEELEE i rrrrrrrrry

/17 Subrutina para 111
/11 el cédlculo de constantes /1]
i de componentes puros /1]

LEATIEEEEELE i i rrrrrrrry
I/

// SE ESTIMAN LOS PARAMETROS DE COMPONENTES PUROS

CAPITULO 5. RUTINAS

// DE LA ECUACION DE ESTADO UTILIZANDO PENG-ROBINSON

/]

// Variables de entrada

// T : Constante de Temperatura

// P : Constante de Presidn

// TC : Constante de la Temperatura critica
// PC : Presi6n critica

// W: Vector de Nc—Componentes

/1l

// Variable de salida

// Al1,Bl: Vectores de Nc—Componentes .
/1

function [Al,Bl1] = CONSTPMOD(T,TC,P,PC,W)
NC = length (W)
Rl = 0.378893
R2 = 1.4897153

R3 -0.17131848
R4 = 0.0196554

for i = 1:NC
OMA(i) = 0.45723553
OMB( i) 0.077796074

M = Rl + R2:W(i)+R3:W(i) 2+R4=W(i)"3

TR1 = T/TC(i)
if (T <=TC(i))
TR2 = sqrt(TRI)
ALFA(i) = (1 + M=x(1 - TR2))"2

else

C=1+ 0.5«M

TR2 = TR1°C

ALFA(i) = exp(2%(C - 1)/Cx(1 - TR2))
end

Al(i) = OMA(i)*(P/PC(i))*ALFA(i)=*(TC(i)/T)"2

BI(i) = OMB(i)*(P/PC(i))=*(TC(i)/T)

end
endfunction
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)
sor AL LTI TIIL L rrrrrrrrry
s 11/ Subrutina de la 111/
)

50

so0 /1] regla de mezclado de /11
sio 11/ Van Der Waals (clasica) /111
su /1] de componentes puros 111
so ST r i rrrrr g
si3 /1

siu // SE ESTIMAN LOS PARAMETROS DE MEZCLA DE LA ECUACION DE ESTADO
sis // UTILIZANDO REGLA DE MEZCLADO DE VAN DER WAALS

sie /1

si7 // Variables de entrada

sis // T : Constante de Temperatura

sio [/

s0 [/

521

s function [AS, BS, A, B]=CONSTMMOD(X, Al, Bl, T, Ko)

523

524 NC = length (X)

525 Kb = zeros (NC,NC)

526 A=0

527 B =20

528 DAMT = 0

529

530 for i = 1:NC

531 AS(i) = 0

532 B =B + X(i)*Bl1(i)

533 for j = 1:NC

534 RAIZ=sqrt (Al1(i)=Al1(j))

536 Ka = Ko(i,j)+Kb(i,j)*T/1000

537 dKadT = Kb(i,j)/1000

538

539 A = A + X(i)=*X(j)*RAIZ+(1 - Ka)
540 AS(i) = AS(i) + X(j)=RAIZ=(1 - Ka)
541 end

542 end

543 for i = 1:NC

544 AS(i) = 2xAS(i)

s45 BS(i) = BI(i)

546 end

s47 endfunction

548

sao SLASTLLLITITLLI Ll rrrrrrrry
sso [/ Subrutina /11
ssi /1] con las propiedades 111
ss2 /1] de la mezcla 111
sss L AL TIILEL i rrrrrrrrrry
ssa [/

sss // Subrutina que cdlcula el coeficiente de fugacidad
ss6 [/

ss7 // Variables de entrada

sss // x: Composicién de la mezcla

sso // IFASE : Define la fase a aprobar

sso // IFASE = 1 si es un liquido

set // IFASE = 2 si es un vapor

se2 // 1.COMSTP :
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/'Y : VARIABLE IDEPENDIENTE NORMALIZADA
// T : Constante de Temperatura

/1 P Constante de Presiodn

// TC : Temperatura critica

// PC : Presi6én critica

// Ko : Parametros de interaccidén binarios
/1]

// Rutinas Requeridas
/1 CONSTP-MOD
/1 ZETA

function [FL,FV] = PROPMOD(X,IEQ,IFASE,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)
NC = length (X)

if (I.CONSTP == 0)

[Al,Bl] = CONSTPMOD(T,TC,P,PC,W)

I.CONSTP = 1
for i = 1:NC
A_CONST(i) = Al(i)
B_CONST(i) = Bl(i)
end
end

for i = 1:NC
Al(i) = ACONST(i)
Bl(i) B_CONST(1i)

end
[AS,BS,A,B] = CONSTMMOD(X,Al1,B1,T,Ko)
[Z,BB0,IEXT ,IEXTV] = ZETA(IEQ,IFASE,A,B)
it (IEQ > 1)

SQ2 = sqrt(2)
L = (A/(2+SQ2«B))=*log ((Z + Bx(1 + SQ2))/(Z + Bx(1 - SQ2)))

end
for i =1:NC
F = exp(BS(i)/B%(Z — 1) — log(Z — B) + L%(BS(i)/B — AS(i)/A))=
BBO // los valores de BS son constantes no
vectores

if (IFASE == 1)
FL(i) = F
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618 FvV = []

619 else

620 FV(i) = F

621 FL = []

622 end

623 end

624

625 if (IFASE == 1) //Liquido
626 7L = 7

627 IEXTL = IEXT

628 else // Vapor
629 ZN = 7

630 IEXTV = IEXTV

631 end

632
633 endfunction
634

6s 1T rrrrrrrrrry

636 1/ Subrutina /11
631 111/ para los puntos /11
638 /1] iniciales /11
60 [/ AIILILLLIITII i rrrrrrrrrrly
640 [/

641 // Subrutina que calcula los 6 tipos de estimados iniciales
62 [/
643 // Variables de entrada

64 [/ Z : Vector de dimension Nc

o5 // T : Constante de Temperatura
626 // P : Constante de Presidn

67 // TC : Temperatura critica

@s // PC : Presién critica

620 // J : Nimero de variable Inicial
650 [/

6s1 // Variable de salida
62 // YM Promedio

653

65+ function [YM,Y] = initial_guess (Z,H,T,TC,P,PC,W,1J)

655 NC = length(Z)

656 S1 = 0.0

657

658 for i = 1:NC

659 TR(i) = T/TC(i)

660 PR(i) = P/PC(i)

661 KWILSON(i) = (1/PR(i))=#exp(5.37=(1 + W(i))*(1l = (1/TR(i))))
662 end

663

664 if (J ==1)

665 for i = 1:NC

666 YM(i) = Z(i)+*KWILSON(1i)

667 end

668 elseif (J == 2) //  como fase liquida
669 for i = 1:NC

670 YM(i) = Z(i)/KWILSON(i)

671 end

672 elseif (J == 3) // como gas ideal
673 for i = 1:NC

674 YM(i) = exp(H(i))
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end
elseif (J == 4) // como media aritmética entre
// fase de vapor y fase liquida
for i = 1:NC

YM(i) = 1/(2%(Z(1i)*KWILSON(i) + Z(i)/KWILSON(i)))
end
elseif (J == 5) //con primera inicializacidén propuesta por
/! Firoozabadi
for i = 1:NC
YM(i) = Z(i)*(KWILSON(1i))#*x(1/3)
end
elseif (J == 6) // Con segunda inicializacidén propiesta por
/! Firoozabadi
for i = 1:NC
YM(i) = Z(i)/(KWILSON(i))#=(1/3)
end
else (J > 6) // utilizando componentes clave
for i = 1:NC
YM(i) = 0.0001/(NC - 1)
end
YM(J - 6) = 0.9999
end
for i = 1:NC // Cédlculo de composicién fase prueba
S1 = YM(i) + SlI
end
for i = 1:NC
Y(i) = YM(i)/Sl1
end
endfunction

LT rrrrrrrrsy

117 Rutina 117
117 para la ecuacidén 111
/17 de la energia de Gibbs 111
LELEEEEELT i rrrrrrsd
/1

// Rutina que obtiene la ecuacién de la energia de Gibbs
/1]
/! Variables de entrada

/1l Z :

// T : Constante de Temperatura
// P : Constante de Presidn

// TC : Temperatura critica

// PC : Presién critica

/1

// Variable de salida

23 // G : ENergia de Gibbs

// YM : Estimado incial

/I H :

// F : Fugacidad

// NC : Nimero de componentes

// Rutinas necesaras

// Value_H
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// intial_guess
/1 FUG
11/

function [G,YM,H,F,NC] = gibss (Z,IEQ,I.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

NC = length(Z)

H = VALUEH(Z,IEQ,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

™ = Z
S1 =0
for i = 1:NC
S1 = Z(i) + S1
Y(i) = Z(i)/S1
end
[YM,Y] = initial_guess(Z,H,T,TC,P,PC,W,J)
F = FUG(Z,Y.H,IEQ,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)
t=0;
for i = 1:NC
p=YM(i) x(log(YM(i)) + log(F(i)) - H(i) - 1) ;
t=t+p;
G=t+1;
end

endfunction

[G,YM,H,F,NC] = gibss (Z,IEQ,I_.CONSTP,T,TC,P,PC,W,Ko)

5.1.1. Rutina de la energia de Gibbs

La rutina obtiene el valor de la energia de Gibbs en el punto x.

Variables de entrada:
x: punto de la energia de Gibbs;

NC: niimero de componentes y dimensién de la funcidn;

F: valor de la Fugacidad;

h: Vector de dimensién NC la suma de los vectores In(z;) + In(¢;).

LELTLEELEE i rrrrrrrrry
/17 Funcién de Gibbs /11

s [ de NC — componentes 11/

LELTILEEEEELL i rrrrrry
/1]

// La rutina obtiene el valor de la anergia de Gibbs en el

/1l

// variables de entrada:

// x: punto de la energia de Gibbs.

// NC: nimero de componentes y dimensién de
// F: valor de la fugacidad.

/1l

// Variable de salida:

la

funciodn.

punto X.

77
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4 // y: Valor de la energia de Gibbs en el punto x.
s 11/
i function y = myfun(x)
I t =0; //
18 for i = 1:NC // la suma de las NC componentes
19 p = x(i)x(log(x(i)) + log(F(i)) - H(i) -1);
20 t = t+p;
21 end

y = t+1;

3 endfunction

5.2. Optimizacion en una dimension

Se muestran las rutinas utilizadas para encontrar los puntos criticos de la energia
de Gibbs en una dimensién. Ademads de las rutinas de optimizacién.

5.2.1. Energia de Gibbs en una dimension

Rutina que obtiene las constantes de la energia de Gibbs, para que sea en una di-
mension.

Variables de entrada:
x: vector de NC componentes del punto inicial;

F: Valor de la fugacidad;
h: Vector de dimensién NC la suma de los vectores In(z;) 4 In(¢;).

5.2.2. Derivadas nimericas para funciones en R

Rutina que obtiene las derivadas de una funcién en R.

derf: primera derivada de la energia de Gibbs en el punto x;
der2f: segunda derivada de la energia de Gibbs en el punto x.

Variable de entrada:
X: punto inicial.

Variables de salida:
y: valor de la derivada en el punto x.

5.2.3. Método de Newton en R

Rutina que obtiene el punto critico de la energia de Gibss en una dimension.
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Variable de entrada:
x: valor inicial.
Variable de salida:
X: punto critico.

Rutinas necesarias:
derf: primera derivada de la energia de Gibbs;
der2f: segunda derivada de la energia de Gibbs.

5.2.4. Método de la Secante en R

Rutina que obtiene el punto critico de la energia de Gibss en una dimension.

Variable de entrada:
x0: Primer valor inicial.
x1: Segundo valor inicial.
Variable de salida:

X: punto critico.

Rutinas necesarias:
derf: primera derivada de la energia de Gibbs;

5.2.5. Método de la Seccié Aurea

Rutina que obtiene el punto critico de la energia de Gibss en una dimension.

Variable de entrada:
(g,h) intervalo donde se busca un punto critico
Variable de salida:
X: punto critico.

Rutinas necesarias:

derf: primera derivada de la energia de Gibbs;
der2f: segunda derivada de la energia de Gibbs.

AL iy

2 /1] Variables de la funciodn /11
s /1] de Gibbs /11
v 1] en una dimensién /11
s AL LTI r i rrrrrrrrrrry
6 I/

7 // Rutina que obtiene las constantes de la energia de Gibbs.
s 1/

o // variables de entrada:

0 1/

i // x: vector de NC componentes del punto inicial.
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2 // F: valor de la fugacidad.
13 1/

15 function [a,b] = fun_1(x,j)

16 s = 0;

17 t = 0;

1 a= log(F(j)) - H(j) -1

19 m= j-1;

20 for i = I'm

21 p = x(i)=x(log(x(i)) + log(F(i)) - H(i) -1);
2 t = t+p;

23 end

24 k = j+1;

25 for i = k:NC

26 o = x(i)*(log(x(i)) + log(F(i)) — H(i) -1);
27 S = s + 0;

28 end

29 b = s+t+1;

3 endfunction

o S LLTTITETL LT rrrrrry

3 /] Derivadas ndmericas 11/
u 11 para 11/
s /1] funciones en R 11/
so L AL TLIILELLILEE i rrrrrrrrrrsy
37 [/

33 // Rutina que obtiene las derivadas de una funcién en R.

39 [/

4 // derf: primera derivada de la energia de Gibbs en el punto x.
41 [/ der2f: segunda derivada de la energia de Gibbs en el punto x.
w2 [/

43 // variables de entrada:

4 [/ x: punto inicial.

as [/

4 // Variable de salida:

47 // y : valor de la derivada en el punto x.
4 function y=derf(x)

49 h=.000001

50 y=(f(x+h)-f(x))/h;

s1 endfunction

53 function y=der2f(x)

54 h=.000001

55 y=(derf(x+h)—derf(x))/h;
so endfunction

ss L LI rrrrrrry

so /1] Rutina del método /11
60 /11 de Newton 11/
ot 11/ en una dimensidén /11
o LI TIIITIIIILIIEEr il rrrrirrrrrrrrrrsy
63 I/

s« // Rutina que obtiene el punto critico

6s // de la energia de Gibss en una dimension.
66 [/

7 // Variables de entrada:

s // x: valor inicial.
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6 /1
70 // Variables de salida:
7 // x : punto critico.

73 // Rutinas necesarias:
74 [/ derf: primera derivada de la energia de Gibbs.
75 // der2f: segunda derivada de la energia de Gibbs.

76
77 function x=Newton(d)

78 j =13

79 i = 2;

80 x(1)=d;

81 ea(j)=100;

82 while abs(ea(j))>= .0000001

83 x(i)=x(i-1)-(derf(x(i-1))/der2f(x(i-1)));
84 ea(j+1)=abs((x(i)-x(i-1))/x(i))=*100;

85 j=j+1;

86 i=i+1;

87 end

88 x = x(i-1);

so endfunction

oo LTI r i rrrrrry

o /] Método de 111
3 /1] la secante /111
o 11/ en una dimensiodn 111
os S LI TLIIILLLELELrrrrrrriirrrrirrrrlsy
96 [/

97 // Rutina que obtiene un punto critico mediante
os // el método de la Secante.

9 [/

w0 // variables de entrada:

ot // x0: Primer punto inicial.

102 // x1: Segundo punto inicial.

)
).
)
u // Variables de Salida:

5 // x : punto critico mediante el método de la Secante.
il

)

)

)

107 // Rutinas necesarias:
¢ // derf : primera derivada numerica de la funcion.

w9 1/

o function x = secante (x0,x1)

111 i = 2;

12 j =13

13 x(1) = x0;

114 x(2) = x1;

15 ea(j)=100;

116 while abs(ea(j))>= .0000001

17 x(i+1)=(x(i-1)xderf(x(i))—-x(i)=xderf(x(i—=1)))/(derf(x(i))—-derf(x
(i-1)));

18 ea(j+1)=abs ((x(i+1)-x(i))/x(i+1))=100;

119 j=j+1;

120 i=i+1;

121 end

122 x = x(i);

123 endfunction
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s L1 AIIEEEET L rrrrrrr

126 111/ Método de la /11
w1 Seccién Aurea /1]
w8 JLASIILIILI I LTI 11111]1]]
129 [/

130 // Rutina que obtiene un punto critico mediante
31 // el método de la Seccién Aurea.

132 /1

133 // variables de entrada:

34 // (g,h): Intervalo donde se busca un punto critico.
135 /1

136 // Variables de salida:

137 // z : punto critico de la funcidn.

138

130 function [z]=goldensection(g,h)

140

141 tol=.000001;

142 t = (sqrt(5)-1)/2;

143 xl =g+ (1 - t)x(h-g);
44 x2 = g + t=(h-g);

s f1 = f(x1);

e f2 = f(x2);
147

s while ((h-g)>tol) do

149 if (f1>f2) then // si fl>f2 el minimo no estara en el intervalo [a,
x1]

150 g = x1;// entonces el minimo se encontrarda en [xl,b]

151 xl = x2;// x1 serd el punto anterior x2 del intervalo anterior

152 f1 = f2;// No se necesita evaluar, solo f2 serd el valor de fl

153 x2 = g + tx(h-g);//calculamos el nuevo x2 para el nuevo
intervalo

154 f2= f(x2);//evaluamos el punto

155 else //por otro lado se encontrara en [a,x2]

156 h = x2; //el termino B serd sustituido por x2 para el nuevo
ciclo

157 x2 = x1;// x2 terminarda siendo x1 del anterior intervalo

158 f2= f1;// de la misma forma al ser evaluado

159 xl= g +(1-t)*(h-g); // el nuevo punto del intervalo a
determinar sera xIl

160 fl = f(x1); // se evalua x1 en la funcion

161 end

162 end

163 2 = X2

14+ endfunction

wo [/ TTTILLEEE I rrrrrrrrrrrrgy

167 111/ Rutina para los /11
w68 [/ nuevos puntos /11
160 [/ Iniciales /11
vo SLTITTIILLEEL I r i
i

172 // Rutina que obtiene los puntos iniciales a partir de los métodos de
173 // de Newton, la Secante y Seccidén Aurea .

174 [/

175 // Variables de entrada:

176 //Los puntos iniciales para el método de Newton y de la Secante son
177 //.000000001 y .00000002.



178
179

180

194
195

196
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//Para el método de la seccién Aurea suponemos que el minimo
// se encuentra en el intervalo (.1,.9).

/1

// Variables de salida:

> // x: Vector de Nc componentes por el método de Newton.
3 // y: Vector de Nc componentes por el método de la Secante.

/l z: Vector de Nc componentes por el método de la Seccién Aurea.
/1l

function [x,y,z]= inicial ()
for j = 1:NC
[a(j).b(j)] = fun_ 1 (YM,j);
a = a(j);
b =b(j);

> function y = f(x)

y = x*(log(x) + a) + b;
endfunction
s = Newton(.000000001); // Método de Newton
t = secante (.000000001,.000000002) // Método de la Secante
u = goldensection (.1,.9) // Método de la seccién Aurea.
x(j) = s;
y(j) = t;
z(j) = u;
end

> endfunction

[XY Z] = inicial ()

5.3. Optimizacion en R"

Se desarrollan los métodos de optimizacién en R”.

5.3.1. Método del Gradiente

La primer rutina desarrolla el gradiente de funcién f : R” — R y la evalia en el
punto x.

Variables de entrada:
x: Vector sobre el que se calcula el gradiente;
erro: escalar que indica el error admitido en la rutina.

Variable de salida:
X: vector que indica la direccion del punto maximo de la funcién.

La segunda rutina desarrolla el método del gradiente el cual busca un punto critico
de la funcidn, utilizando la informacién del gradiente de dicha funcién.

Variable de entrada:
x: Vector de NC componentes del punto inicial.
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Variable de salida
x: Punto critico de la funcién.

Rutina necesaria:
grad: Calcula el gradiente en el punto x de la energia de Gibbs.

LEALTLEETELL i i i rrrrrr

1

2 /1] Gradiente /1]
s /1] de una /11
4 11 funcién /1]
s LTI irrrrrrrrrrrrl
6 I/

7 // Rutina que obtiene el gradiente de
s // forma numerica de la funcién en el punto x.

0 // variables de entrada:
i // x: vector sobre el que se calcula el gradiente
2 // erro: error admitido en la rutina.

4 // Variables de salida:
15 // x: vector que indica la direccén del punto midximo de la funcidn.

17 function [g] = grad(x,erro)
s delta = erro/10
vn = size(x,1);
0 g zeros(n,1);
e = zeros(n,1l);

» for i = 1:n

24 e(i) = 1;

25 g(i) [myfun(x+deltaxe) — myfun(x)]/delta;
26 e(i) 0;

27 end

s endfunction

so SLALIIIIIEEEEEELr iy

st /1] Método del /1]
n /] Gradiente 11/
s AL LI rrrrirrrrrrrrrrry
Ty

35 // Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs
3 // por el método del Gradiente.

37 /1

3 // variables de entrada:

9 // x : vector de NC componentes, del punto inicial.

a0 1/

41 // Variables de salida:

2 // x : punto critido de la funcidn.

43 [/

4 // Rutinas necesarias:

4s // grad : calcula el gradiente en el punto x de la energia de Gibbs.

47 function [x] = gradiente (x)

48 g = grad(x, .000001);

49 while (norm (g) > .000001)

50 g = grad(x, .000001) //gradiente de la funcidn
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[J H] = numderivative (myfun,x,1,[],”blockmat™);//Hessiano de
la funcion

a = (g’xg)/(g’«Hxg) //escalar de direccién hacia el punto cri
tico

xl = x — a*g //nuevo punto

x = x1

disp (x)

end

endfunction

5.3.2. Método del Gradiente Conjugado

La primer rutina desarrolla el gradiente de funcién f : R" — R y la evalia en el
punto Xx.

Variables de entrada:
x: Vector sobre el que se calcula el gradiente;
erro: escalar que indica el error admitido en la rutina.

Variable de salida:
x: vector que indica la direccién del punto maximo de la funcién.

La segunda rutina desarrolla el método del Gradiente Conjugado el cual busca un
punto critico de la funcidn, utilizando la informacién del gradiente de dicha funcién y
a partir de la segunda iteracin busca un escalar que encuentre de forma optima el punto
crtico

Variable de entrada:
x: Vector de NC componentes del punto inicial.

Variable de salida
x: Punto critico de la funcién.

Rutina necesaria:
grad: Calcula el gradiente en el punto x de la energia de Gibbs.

LELTLEELEE i rrrrrrrrry

/117 Gradiente 111
11/ de una /111
i funciodn /11
[T i rrrrrrrrrrrly
/1!

// Rutina que obtiene el gradiente de

// forma numerica de la funcién en el punto x.

11/

// variables de entrada:

// x: vector sobre el que se calcula el gradiente
// erro: error admitido en la rutina.

I/
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4 // Variables de salida:
15 // x: vector que indica la direccén del punto miaximo de la funcidn.

17 function [g] = grad(x,erro)
s delta = erro/10

vn = size(x,1);

0 g = zeros(n,l);

21 e = zeros(n,l);

3 for i = 1:n

24 e(i) = 1;

25 g(i) [myfun(x+deltaxe) — myfun(x)]/delta;
2 e(i) 0;

27 end

23 endfunction

29

su ST rrrrrry

n /] Método del Gradiente 11/
3 /1] Conjugado /11
sa L ALLILLIITLL L rrirrrrrrrrrry
s [/

3 // Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs
37 // por el método del Gradiente Conjugado.

s [/

9 // variables de entrada:

40 // x : vector de NC componentes, del punto inicial.
a1/

2 // Variables de salida:
4 // x : punto critido de la funcidn.

ray

s // Rutinas necesarias:

4 [/ grad : calcula el gradiente en el punto x de la energia de Gibbs.

47

4 [/NC = length(x);

w9 erro = .000001;

50

si function [x] = gradiente_conjugado(x)

52 g = grad(x, .000001);

53 while (norm (g) > .000001)

54 g0 = grad(x,.000001)

55 d0 = —grad(x, .000001)

56 [J H] = numderivative (myfun,x,l,[],”blockmat”);//Hessiano de
la funcidn

57 a = —(g0’%d0)/(d0’«Hxd0) //Escalar en direccién al punto cri
tico

58 xl = x + ax%d0 // nuevo punto inicial

59 if norm(xl-x) == 0 //evaluacién de la norma

60 x = x1

61 else

62 gl = grad(xl, .000001)

63 p = (gl’«H%d0)/(d0’«H+d0) //escalar para la direccidén del
vector

64 dl = -gl + p*d0 //Nueva direccién del vector

65 x = x1

66 end

67 disp (x)
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68 end
o endfunction

5.3.3. Método de Newton en R”

Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs por el método de New-
ton.

Variable de entrada:
x: Vector de NC componentes, del punto inicial.

Variables de salida:
x: Punto critico de la energia de Gibbs.

[T i iy

2 1 Gradiente /111
3 /1] de una 11/
4 11/ funciodn /11
s AL LTI r i rrrrrrrrrrri
6 /1

7 // Rutina que obtiene el gradiente de

g // forma numerica de la funcién en el punto x.

9 [/

o // variables de entrada:

n // x: vector sobre el que se calcula el gradiente

2 // erro: error admitido en la rutina.

13 1/

4 // Variables de salida:

15 // x: vector que indica la direccén del punto miaximo de la funcidn.

s function [g] = grad(x,erro)
19 delta = erro/10

20 n = size(x,1l);

20 g = zeros(n,1);

» e = zeros(n,1l);

2% for i = l:n

25 e(i) = 1;

26 g(i) = [myfun(x+deltaxe) — myfun(x)]/delta;
27 e(i) = 0;

2 end

2 endfunction

sc ST r iy

n /1] Método de /11
3 /] Newton 11/
sa AL TLILLL L rrrrirrrrrr
s [/

36 // Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs
7 // por el método de Newton.

3 [/

v // variables de entrada:
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// x : vector de NC componentes, del punto inicial.

/]

// Variables de salida:

// x : punto critido de la funcidn.

/1

// Rutinas necesarias:

// grad : calcula el gradiente en el punto x de la energia de Gibbs.

function [x] = metodonewton (x)
g = grad(x,.000001);
while norm (g) > .000001
[J H] = numderivative (myfun,x,1,[],”blockmat”);//Hessiano de
la funcidn
g = grad(x,.000001); //gradiente de la funcidn
S —inv(H)*g; //Nueva direccion
X = X + s; //Nuevo punto

end
endfunction

5.3.4. Método de Broyden

Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs.
Variables de entrada:
NC: Dimension de la energia de Gibbs.

x: Vector de dimensién NC del punto inicial.

Variable de salida
x: Punto critico de la energia de Gibbs.

Rutina necesarias
Gradiente: Rutina que obtiene el gradiente de la funcidn objetivo.

LELTIEETEEEL i i i rrrrrrrrry

/11 Método de /11
i Broyden /11
LI rrrrrrrrrrry
/1l

// Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs
// utilizando la propuesta de C. G. Broyden.

/1

/! Variables de entrada:

// NC: dimensién de la Energia de Gibbs.

/! x: Vector de dimensién NC del punto inicial.
/1l

// Variables de salida:

// x: Punto critico de la energia de gibbs.

/1]

// Rutinas necesarias:

// Gradiente .

/1
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function [g] = grad(x,erro)
delta = erro/10
n = size(x,1);

3 g = zeros(n,l1);

e = zeros(n,1);

for i = 1:n
e(i) 1;
g(i) = [myfun(x+deltaxe) — myfun(x)]/delta;
e(i) = 0;

end
endfunction

[T TPEEEEr i rrrrrrrrrrrr

111 Método de /11
117 Broyden 111
LELLLLLEEE i i rrrrrrirrrrrry
/1l

// Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs
// utilizando la propuesta de C. G. Broyden.

/1l

// Variables de entrada:

3 // NC: dimensién de la Energia de Gibbs.

// x: Vector de dimensiéon NC del punto inicial.

s 1/

// Variables de Salida:

// x: Punto critico de la energia de gibbs.
/1l

// Rutinas necesarias:

// Gradiente .

/1l

function [x] = broyden(x)
B = eye(NC,NC); // Matriz Diagonal de NCxNC
g = grad(x,.000001);
while norm (g) > .000001 //El gradiente en el punto x debe ser
// mayor al error
g = grad(x,.000001);

s = —inv(B)=xg; // Direcciéon de descenso
x1l = Xx+s;

y = grad(x1,.000001) - grad(x,.000001);

X = x1;

if abs(s’xs) > .000001
B =B + ((y-B#s)=xs’)/(s’«s); //Acutalizacién del Hessiano
// propuesta por Broyden
end
end
endfunction

5.3.5. Método de Davidon-Fletcher-Powell

Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs.

Variables de entrada:
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NC: Dimensién de la energia de Gibbs;
x: Vector de dimensién NC del punto inicial.

Variable de salida:
x: Punto critico de la energia de Gibbs.

Rutina necesarias

Gradiente: Rutina que obtiene el gradiente de la funcién objetivo.

LELLTEELE i rrrrrrrrry

/17 Método de /11
/1] Davidon Fletcher /1]
i and Powell /1]

LEALEEEEEEL i i rrrrrrrry
/1
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// Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs

// utilizando la propuesta de William C. Davidon,

// Michael J. D. Powell.

/1l

// Variables de entrada:

// NC: dimensién de la Energia de Gibbs.

/! x: Vector de dimensién Nc del punto inicial.

/]
// Variables de salida:

// x: Punto critico de la energia de gibbs.

/1l

// Rutinas necesarias:
// Gradiente .

/1

function [x] = DFP(x)
B = eye(NC,NC);
g = grad(x, .000001);
while (norm (g) > .000001) //Mientras

// x sea mayor al

la norma del

error

Roger Fletcher y

gradiente en
se calcula el

= grad(x, .000001); // Gradiente evaluado en el punto x

1 = x — Bxg;

= grad(x1l, .000001) - grad(x, .000001);

= x1;

g
X
q
p = x1-x
X
B
/

end
endfunction

B + (p=p’) / (p’*q) — (Bxq#q’+B)/(q’*Bxq);
/ actualizacién del Hessiano propuesto por DFP

5.3.6. Método de Broyden Fletcher Goldfarb y Shanno

Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs.

Variables de entrada
NC: Dimension de la energia de Gibbs.
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x: Vector de dimensién NC del punto inicial.

Variable de salida
x: Punto critico de la energia de Gibbs.

Rutina necesaria:
Gradiente: Rutina que obtiene el gradiente de la funcidn objetivo.

[T LEEEEErrrr i il

111 Método de 111
117 Broyden Fletcher 111
/11 Goldfarb and shanno 111
IETLILTL L rrr i rrrirrrrrirrrrrry
/1l

// Rutina que obtiene un punto critico de la energia de Gibbs mediante
// la propuesta de Charles George Broyden, Roger Fletcher ,
/! Donald Goldfarb and David Shanno.

/1l

// Variables de entrada:

// NC: dimensién de la Energia de Gibbs.

// x: Vector de dimensién NC del punto inicial.

/1]

// Variables de salida:

// x: Punto critico de la energia de Gibbs.

/1l

// Rutinas necesarias:

// Gradiente .

/1]

function [x] = BFGS(x)
B = eye(NC,NC) ; // Matriz Diagonal de NCxNC
g = grad(x, .000001); //Cdlculo del Gradiente en el punto x
while (norm (g) > .000001) //'El gradiente en el punto x debe ser
// mayor al error

g = grad(x, .000001)

xl = x — Bxg /] direccién de descenso
q = grad(xl, .000001) - grad(x, .000001)

p = x1-x

x = xl1

B=B+(1+(q *Bxq) /(p’#q)) *((pxp’) /(p’*q)) —(p*q’ *«B+Bxqxp”) /(p’*q)
/! Actualizacién del Hessiano propuesto por BFGS
end

s endfunction
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Apéndice A

A.1. Factorizacion de Cholesky

Un método que nos permite resolver el sistema de ecuaciones Hx = b, es mediante
la facorizacién de Cholesky que nos permite factorizar la matriz H siempre y cuando
sea definida positiva.

H=LL".

Donde L es una matriz triangular inferior con elementos distintos de cero en su
diagonal,.

i 0 ... O i b1 ... In
. by Ipn ... 0 0 ln ... lp
LL = | . . . . . .
Li Lo ... L o 0 ... Ln,
l%l bilig Lalin hiy hoy ... hy
Ll B, +13, Il + Ll hat hyn ... Ip i
L1l Lyl +lohy ... Bi+125+..+12, o 0 ol

Para obtener cada entrada de la matriz L se calcular columna por columna. Se ob-
tendran las primeras entradas.

Para obtener /1] observamos que:

i =13
= vhi =i,

Obtenemos /> donde:

ho1 = il
hi

— b1 = —,
I

93
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Para /5, tomamos:

B+ 13, = hn,

— = 1//122—[%1.
Para encontrar los términos L;; :
- Lyl
Ljj=\/Hjj =Y L
Por otro lado para los términos L;; :

1 -
Lij = 7—(Hij = Xioy LiL je)-
JJ

Algoritmo 11: Factorizacion de cholesky

Input: Matriz H
1 n=tamao A

2 Lk,k =4 /Ak,k*U%k71 k

t .
Ll:k—l,,kLl k—1,j
Lk

3 Lyj=Axj—

4 return Xx;
Output: Matriz L triangular inferior

DEFINICION. Si xq,X1,....,X; son n—+ 1 niimeros distintos y si f es una funciin cuyos
valores estn dados en esos niimeros, entonces existe un vnico polinomio P(x) de grado
a lo ms n, con la propiedad de que:

f(xx) = p(xi) para cada k=0,1,....,n.

El polinomio estd dado por:

n

P(x) = f(XO)Ln,O(x) +ee +f(xn)Ln,n(x) =X= Z f(xn)Ln,k(x)a

k=0

donde para cada k =0,1,.....;n.

_ rmxo)(x—x) (o mxe ) (X)) (r—x) P (- x)
Ly (x) = (k= x0) (X — x1) -+ (X — Xp—1) (X — Xge1) - -+ (0 — X)) ,:Elg(xk—xi).

Teorema 5. Sea f dos veces diferenciable continua en una vecindad, sea un punto
x* € R". Entonces para e € R" y la ||e|| suficientemente pequeria se tiene que:

flete) = fa)+ /() et 72 f&)5 +oe]).
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A.2. Mezclas de la Energia de Gibbs

Se mostrardn los datos de las mezclas utilizadas para las pruebas de los métodos de
optimizacion.

Para una mezcla de dos componentes se utiliza una Temperatura = 270 y una pre-
sién = 76, el cuadro 5.1 muestra los datos de Z, en la columna J se indica con que
punto inicial se inicio.

Mezcla | ZN2 | ZC2
mezclal | 0.44 | 0.56
mezcla2 | 0.44 | 0.56
mezcla3 | 0.3 0.7
mezclad | 0.3 0.7

N = N = —

Cuadro A.1: Datos de la mezcla

En el cuadro 5.2 se muestran los valores de cada componentes como lo es la tem-
peratura critica (TC), la presion critica, para la energia de Gibbs de dos componentes.

Componentes | TC PC w Mi | kicx
N, 126.2 | 33.9 | 0.04 | 28 0
G 305.4 | 48.8 | 0.098 | 30 | 0.08

Cuadro A.2: Valores de las Componentes

Para una mezcla de 3 componentes se utiliza las datos del cuadro 5.3, donde se
muestra los datos de la componentes Z, donde se tiene una Temperatura = 270 grados
Kelvin y una presion de 76 bar.

Mezcla | ZN2 | ZC1 | ZC2
mezcla5 | 0.15 | 0.3 | 0.55
mezcla6 | 0.15 | 0.3 | 0.55
mezcla7 | 0.3 0.1 0.6
mezcla 8 | 0.3 0.1 0.6

N = W N~

Cuadro A.3: Datos de Z para una mezcla de 3 componentes

En el cuadro 5.3 se muestran los valores de cada componentes como lo es la tem-
peratura critica (TC), la presin critica, para la energia de Gibbs de dos componentes.

Para una mezcla de 7 componentes se muestran en el cuadro A.5.
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Componentes TC PC \\% Mi kici kico
N, 126.2 | 339 | 0.04 28 0 0
C 190.6 | 46.0 | 0.008 | 16.0 | 0.038 0
G 305.4 | 48.8 | 0.098 | 30.0 | 0.08 | .021
Cuadro A.4: Valores de las Componentes para una mezcla de 3
Componente zZ Temperatura Crtica | Presin critica w Mw(g/mol) | Kjco2
CO, 0 304.211 73.819 225 44
Cs_7 2354 516.667 28.82 2651 88.9 115
Cs_10 .3295 590 23.743 3644 125.7 115
Cii—1a 1713 668.611 18.589 5.4987 174.4 115
Ci5-20 .1099 745.778 14.8 .6606 240.3 115
Cr1-28 .0574 812.67 11.954 .8771 336.1 115
Cin 0.0965 914.889 8.523 1.2789 536.7 115

Cuadro A.5: Mezcla de 7 componentes
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