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Resumen

El siguiente trabajo presenta el modelo matematico y numérico para simular el flujo de fluidos
en un medio poroso naturalmente fracturado, a través del modelo de aceite negro modificado
(Galindo Nava, 1998). Siendo asi una simulacién de tipo pseudocomposicional, sugerida para
yacimientos que presentan variacién en su composicion durante su vida productiva, como
pueden ser los yacimientos de tipo gas y condensado, considerando que las fases de aceite y gas
en el yacimiento estan formadas por dos pseudocomponentes de hidrocarburo (aceite y gas)
(Spivak & Dixon, 1973) y (Coats K. H., 1985).

Asi mismo, se presenta un caso de estudio, el cual, emplea el modelo de aceite negro modificado
para un yacimiento naturalmente fracturado, bifasico (aceite y gas), tridimensional, con efectos
de fracturamiento hidraulico, y que contempla un pozo horizontal a lo largo de la direccién “x”,
desarrollado y codificado originalmente por (Lopez Jiménez, 2017) en el lenguaje de
programacion Fortran 90, y que en este trabajo se decididé migrar al lenguaje de programacion
Python 3.8.

Para la representacion de las fracturas hidraulicas se emplea la metodologia “DK-LS-LGR” (es
decir, doble permeabilidad, espaciamiento logaritmico y refinamiento local), donde el volumen
estimulado del yacimiento (SRV por sus siglas en inglés) es representado por las celdas mas
refinadas del refinamiento local.

Respecto al modelado del pozo horizontal, se emple6 el modelo corregido por (Peaceman D. ,
1978) de un pozo vertical, el cual rotando los ejes del modelo se puede llegar a la representacion
de un pozo horizontal, con la finalidad de no aumentar la complejidad de la solucion.

Adicionalmente, se comparan los resultados y rendimiento del simulador original realizado en
el lenguaje de programacion Fortran 90 por (Lopez Jiménez, 2017), versus el mismo codigo
migrado al lenguaje Python 3.8 e implementado la libreria Numba para Python (Numba, 2022)
como método de optimizacion.

Finalmente se obtiene el comportamiento de presiones y saturaciones del yacimiento para un
periodo de 10 afos de simulacion, esto es a través del modelo 2D y 3D como una de las ventajas
de haber migrado el cédigo original, y con ayuda de la libreria de Matplotlib para Python
(Matplotlib, 2022).




1. Introduccion

En un proyecto de recuperacion de hidrocarburos, generalmente se involucran riesgos asociados
con la estrategia de desarrollo y produccion, los cuales pueden incluir factores tan importantes
como la complejidad del yacimiento y los fluidos que lo conforman, la complejidad de los
mecanismos de recuperacion y la aplicabilidad de métodos predictivos (Chen, 2007). Es asi que
la simulacion de yacimientos se ha convertido en una herramienta predictiva estandar en la
industria petrolera, ya que estos riesgos pueden tomarse en cuenta en la simulacion de
yacimientos a través de datos de entrada confiables para el modelo, y a través de una buena
practica de simulacion, con la que se pueden obtener predicciones de rendimiento precisas para
un yacimiento de hidrocarburos en diferentes condiciones de operacion.

Es asi que la aplicacion de la simulacidon de yacimientos se ha ido extendido para el trabajo de
yacimientos naturalmente fracturados, viendo a principios de los afios sesenta los primeros
modelos desarrollados para simular formaciones fracturadas (Barenblatt, Zheltov, & Kochina,
1960), (Warren & Root, 1963), (Kazemi, 1969), (Pruess & Narasimhan, 1985), (Wu & Pruess,
1988), (Kazemi, Gilman, & Eisharkawy, 1992).

Sin embargo, el modelado del flujo de fluidos multifasico en medios porosos fracturados sigue
siendo un desafio conceptual y matemadtico, con una amplia linea de investigacion, con lo que
en las ultimas décadas, los modelos matematicos desarrollados para el modelamiento de este
tipo de yacimientos se basan, en general, en enfoques continuos e implican el desarrollo de
modelos conceptuales de fractura, incorporando la informacién geométrica de un sistema dado
de matriz-fractura, estableciendo ecuaciones de conservacion de masa y energia para dominios
de matriz-fractura y posteriormente resolver ecuaciones algebraicas no lineales discretas, que
acoplan el flujo de fluido multifasico con otros procesos fisicos que se resuelven numéricamente
(Wu, 2016).

Al modelar el flujo multifdsico en medios porosos fracturados, el tema mds importante a tratar
es en relacion a como manejar el flujo interporoso en las conexiones matriz-fractura bajo flujo
multifasico y condiciones isotérmicas o no isotérmicas (Wu, 2016). Los métodos matematicos
comunmente utilizados para tratar esta interaccién matriz-fractura incluyen:

a) Modelo explicito de fractura discreta: Este enfoque describe el flujo explicitamente a través
de cada fractura con interaccion matriz-fractura, sin embargo, requiere de un conocimiento
detallado de las propiedades geométricas de la matriz y la fractura y sus distribuciones espaciales,
que rara vez se conocen en un espacio determinado del yacimiento para las fracturas naturales.
Aun asi, el modelo de fractura discreta encontré una amplia aplicacién para el manejo de
fracturas hidraulicas en combinacién con enfoques de simple o doble porosidad en yacimientos
no convencionales (Wu, 2016).

b) Modelo de doble porosidad y doble permeabilidad: En este modelo el medio de flujo de un
yacimiento naturalmente fracturado se compone de bloques de matriz con baja permeabilidad,
incrustados en una red de fracturas interconectadas, donde el flujo global y el transporte en la
formacién ocurren solo a través del sistema de fracturas. Este modelo trata los bloques de matriz
como fuentes o sumideros distribuidos espacialmente para el sistema de fracturas, donde la
interaccion matriz-fractura generalmente se aproxima usando una condicion de flujo de estado
pseudoestacionario, siendo asi el enfoque principal para modelar el flujo de fluidos a través de
yacimientos fracturados (Wu, 2016).

——
©
| —



¢) Modelo MINC (Interaccion Continua Multiple): El método MINC toma en cuenta los
gradientes de presiones o fuerzas capilares, temperaturas y concentraciones al subdividir atn
mas los bloques de matriz individuales cerca de las fracturas y dentro de la matriz. El concepto
MINC trata el flujo interporoso de una manera completamente transitoria al calcular los
gradientes, que impulsan el flujo de interporosidad desde la interfaz matriz-fractura hacia o
desde el bloque de matriz (Wu, 2016).

d) Modelo de triple porosidad: En yacimientos naturalmente fracturados puede existir una
heterogeneidad significativa en las fracturas o dentro de la matriz, es por ello que, para investigar
el efecto de estas heterogeneidades en las fracturas o en la matriz sobre el flujo a través de medios
porosos fracturados, se ha extendido en la literatura el concepto de doble porosidad y doble
permeabilidad para el desarrollo de modelos de triple porosidad para el efecto de matriz
heterogénea. En general, estos modelos se han centrado en el manejo de diferentes niveles de
heterogeneidad de las fracturas y matriz, por ejemplo, subdividiendo la matriz o fracturas en dos
o mas subdominios con diferentes propiedades para flujo monofasico y multifasico en
yacimientos naturalmente fracturados (Wu, 2016).

e) Modelo ECM (Continuo Efectivo): Este modelo representa las fracturas y matriz como un
unico medio continuo, donde, si la permeabilidad entre la red de fracturas y la matriz no es muy
grande o si se trata de un yacimiento muy fracturado con pequefios bloques de matriz, se espera
que el modelo ECM proporcione una buena aproximacion (Wu, 2016).

Considerando los modelos anteriormente mencionados, se decidié emplear el modelo de doble
porosidad y doble permeabilidad para llevar a cabo la simulacion del comportamiento del flujo
de fluidos a través de un medio poroso fracturado, sin embargo, considerando que el flujo
multifasico en este tipo de medios resulta bastante dificil de simular, sobre todo, en yacimientos
en donde la composicion varia de manera significativa durante su vida productiva, como pueden
ser los yacimientos de tipo gas y condensado, el emplear un tratamiento de tipo composicional
resulta bastante dificil y sobre todo costoso al consumir bastante memoria de cOmputo y tiempo
de simulacion, se decidié emplear el modelo de aceite negro modificado en medios fracturados,
presentado por (Galindo Nava, 1998), siendo asi una simulacion de tipo pseudocomposicional,
y que considera las fases de aceite y gas compuestas por dos pseudocomponentes de
hidrocarburo (aceite y gas), la cual a su vez, es una extension del modelo de aceite negro
modificado (o beta modificado) presentado por (Spivak & Dixon, 1973) y (Coats K. H., 1985).

(Lopez Jiménez, 2017) realizd un caso de estudio con un modelo de simulacién que emplea esta
metodologia de aceite negro modificado, sin embargo, en su trabajo describe un modelo de
quintuple porosidad que considera fracturas hidraulicas, fracturas naturales, una porosidad
organica en la matriz, una porosidad inorganica en la matriz y una porosidad adsorbida en la
matriz, para el tratamiento de yacimientos de tipo “Shale”, presentado un caso especifico en el
que Unicamente considera el modelo de doble porosidad y doble permeabilidad, efectos de
fracturas hidraulicas, un sistema gas-aceite y con un pozo horizontal.

Es precisamente este caso especifico el que se decidi6 utilizar como caso de estudio para este
trabajo, ya que, con estas caracteristicas se empela el modelo de aceite negro modificado para
yacimientos naturalmente fracturados, sin embargo, el simulador desarrollado para este modelo
se codificé originalmente en el lenguaje de programacion Fortran 90, entonces, considerando
tres rankings de comparacion de los lenguajes de programacion mas demandados en el afio 2021
(DistantJob, 2022) se decidi6 migrar al lenguaje de programaciéon Python, especificamente la
version 3.8, ya que Python al ser un lenguaje de tipo interpretado (el programa se traduce
mientras se ejecuta), multiparadigma (permite varios estilos de programacion, como orientada
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a objetos, imperativa o funcional) y multiplataforma (puede ejecutarse en Windows, Linux o
MacOS), ademas de considerar la amplia cantidad de librerias de codigo abierto que hay a
disposiciodn, se considerd como una buena herramienta para el desarrollo del trabajo presentado
en este escrito.

Ranking |Primer lugar|Segundo lugar| Tercer lugar| Cuarto lugar| Quinto lugar
RedMonk| JavaScript Python Java PHP C++/C#
PYPL Python Java JavaScript C# C/C++
TIOBE C Python Java C++ C#

Fig. 1. “Principales lenguajes de programacion en el afio 2021”. (DistantJob, 2022).
Dicho esto, entonces los objetivos de este escrito son:

Objetivo General

Desarrollar una herramienta computacional portable y sencilla mediante un lenguaje de alto
nivel aplicando la metodologia de diferencias finitas y una discretizacion completamente
implicita, con el objetivo de reproducir y predecir el comportamiento del flujo de fluidos bifasico
mediante el modelo de aceite negro modificado para yacimientos naturalmente fracturados.

Objetivos Particulares

a) Implementar el modelo de aceite negro modificado (o beta modificado) para el tratamiento
de yacimientos de tipo gas y condensado o aceite volatil (Galindo Nava, 1998), en la simulacion
del comportamiento del flujo de fluidos de yacimientos naturalmente fracturados.

b) Modelar un caso de estudio correspondiente a un modelo numérico tridimensional,
isotérmico, bifasico (aceite y gas), naturalmente fracturado, y con efectos de fracturas
hidraulicas, para un yacimiento de tipo gas y condensado, y que contempla un pozo horizontal
alo largo de la direccién “x”, presentado por (Lopez Jiménez, 2017).

¢) Llevar a cabo la migracion del simulador original del caso de estudio, codificado en el lenguaje
de programacién Fortran 90, al lenguaje Python 3.8, utilizando la libreria de Numba de Python
(Numba, 2022) como método de optimizacion e implementando diferentes métodos de soluciéon
del sistema de ecuaciones lineales para el modelo migrado, y asi llevar a cabo comparativos de
resultados y rendimiento entre ambos simuladores.

d) Visualizar el comportamiento de presiones y saturaciones del caso de estudio a través de sus
modelos 2D y 3D, como resultado de la migracion del simulador original al lenguaje Python 3.8
y con ayuda de la libreria Matplotlib para Python (Matplotlib, 2022).

Respecto a la estructura del presente trabajo, a continuacion, se mencionan los capitulos que lo
conforman:

i) En el Capitulo 2 se presenta la formulacién matematica del modelo de aceite negro modificado
para medios fracturados.

ii) En el Capitulo 3 se lleva a cabo la discretizacion del modelo matematico planteado, para
llevarlo a un problema de tipo numérico.
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iii) En el Capitulo 4 se presenta la implementacion del modelo discretizado aplicado a un caso
de estudio y la migracién de este, del lenguaje de programacion Fortran 90 al lenguaje Python
3.8.

iv) En el Capitulo 5 se presentan los resultados de la migracion del caso de estudio a través de
un comparativo de resultados y rendimiento entre el simulador migrado y el original.

v) En el Capitulo 6 se muestran las conclusiones y recomendaciones del presente trabajo.

vi) Finalmente, en la seccién de Anexo se presenta la formulacion de las derivadas necesarias
para el modelo presentado.
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2. Formulacion matematica del problema

En este capitulo se presenta el desarrollo de las ecuaciones que describen el comportamiento del
flujo de fluidos en un medio poroso naturalmente fracturado a través del modelo de aceite negro
modificado (o beta modificado), tomando como referencia la metodologia empleada por
(Galindo Nava, 1998), asi mismo, se describen las condiciones iniciales y de frontera del modelo
fisico planteado, y de esta manera se lleva a cabo la formulacion matematica que logra describir
el comportamiento del flujo de fluidos en un medio poroso naturalmente fracturado, y que
posteriormente se discretizara, para pasar de un problema matematico a un problema numérico
computacional.

2.1. Modelo de aceite negro modificado

El estudio del comportamiento del flujo de fluidos en yacimientos en los que su composicion
varia de manera importante durante su vida y desarrollo, como es el caso de yacimientos de gas
y condensado o aceite volatil, requiere de un tratamiento o simulacién composicional, en el que
se requiere de un gran numero de ecuaciones e incognitas, que crecen con el numero de
componentes a considerar (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000).

Sin embargo, se ha demostrado en la literatura (Spivak & Dixon, 1973) y (Coats K. H., 1985),
que el comportamiento de este tipo de yacimientos puede describirse a través de dos
pseudocomponentes hidrocarburos y del uso de factores de volumen y relaciones de solubilidad,
que dependen solo de la presidn de las fases y suponiendo un equilibrio termodinamico de estas
en todo momento (Galindo Nava, 1998) y (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000),
donde estos pseudocomponentes de aceite y gas inicamente se encuentran presentes en las fases
de aceite y gas, es decir, solo existe intercambio masico entre el gas y el aceite, como se puede
observar en la Fig. 2.

Componente Fase
Aceite del separador Aceite
Gas del separador X Gas
Agua —— > Agua

Fig. 2. “Distribucidn de los componentes de las fases”. (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000).

Estas ecuaciones que describen el comportamiento del flujo de fluidos a través de un medio
poroso (ecuacion de difusion) se determinan a través de la combinacidén de tres ecuaciones
auxiliares:

1) Una ecuacion de continuidad (o ecuacion de conservacion de masa).

2) Una ecuacion de movimiento (generalmente la ley de Darcy).
3) Una ecuacioén de estado.
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2.2. Desarrollo de las ecuaciones de flujo

Si las ecuaciones de continuidad para las tres fases en la fractura natural (Galindo Nava, 1998)
son:

Para la fase de aceite:

a a 3}
- a(coapavax + Cagnggx + Cuwpwwa)f - @(Cuopovoy + Cugnggy + Cuwpwwa)f - E (Caupuvaz + Cagpg%z + CowpwVwZ)f
* CooPolo + CogPgdg + CowPuww

pamakmkn,m pgmkakT m pwmo-kmkrwm
* Coo <7) (Pon = Psy) + Cog (,47 (P =) + o (Z2 2= (Ru = Ry)

Hom gm wm

a
= a ( o(cooposato + Cogpgsatg + Cawpwsutw) )f

Para la fase de gas:

]
( opo Ox + ngngqx + CngWVWx) - ay (Cgopovoy + ngpg‘é]y + ngpw Wy) ( apa 0z + ngngqz + CngWVWZ)f
+ CyoPoq0 + CogPgldg + CowPwlm

pnmakm kr,,m pymakmk‘f m pwmakmkrwm
v () =) () ) (B 1)

Hom gm wm

at ( @( opo ato + ngpgSatg + ngpratw) )f

Para la fase de agua:

0 0 ]
_a(cwupuvox + ngpgl{qx + wapwVw,,)f - @ (Cwopuvoy + ngpg%y + wapwwa)f - &(Cwapavoz + ngpgl(gz + wapwVwZ)
+ CwoPoldo + CugPylg + CuwPuwli

pumakmkram pymakmkrgm pwmo-kmkrwm

d
= % ( ¢(Cv.mposata + ngpgsatg + CowPwSac w) )f

f

Si las ecuaciones de continuidad para las tres fases en la matriz son:

Para la fase de aceite:

pomakmkr > (pymakmkrgm> (pwmakmkr >
= Cpp | P Tem N (P — P )= Cpp [ ———2) (P, —P,.) = Cpp | "0 ) (P, —P
au( Lom ( om of) og Lgm ( Im gf) ow Lo ( Wm wf)

d
= a ( (D(Cooposato + Cogpgsatg + Cowpwsatw) )m

Para la fase de gas:

pomakmkrom pgmgkmkrgm pwmo-kmkrwm
= Coo (T) (Pon = Boy) = Cag (T (B = Boy) = Cow I (un = Boy)

wm

= a( Q)(Cgapasato + ngpgsatg + ngpwsatw) )f

Para la fase de agua:

pamokmkr ) (pgmakmkrgm> (pwmo'kmkr )
= Cpo [T (P, —P, )= Cpy | ————L)(P, =P, ) = Cp | ———Twm ) (P, —P
wo( Lom ( om of) wg Hgm ( Im gf) ww Loom ( Wm wf)

= E ( o(CwapoSuta + ngpgsatg + wapwsatw) )f
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Con la ley de Darcy como ecuacién de movimiento para las tres fases y considerando un sistema
de coordenadas cartesiano:

_ _fkr, OF Y o ey 08 _ _Kkn, 9B,
0x U, 0x ’ 9x ug 0x ’ Wx “n, 0x

_ Kk, 0P, [ o Ky 0B = e, 0Py
> ", ay ' i kg Oy ’ 4 tw 0y

_ kky, (aP aD) v oo kk, (0P, oD _— kk,,, (6P aD)
°z7  y, \dz Yoo, ’ 9Ty, 9z 199z ’ Wz U, \ 0z T~

Se puede sustituir la ley de Darcy en las ecuaciones de continuidad, entonces:

En la fractura natural:

a) Para la fase de aceite:

—i<c ) <_kk,06Pg)+C ) (_kkrgaﬁ>+c ) ( kky, 9P, ))

Ix ooFo Uy Ox ogFg #g Ix owFw

_9(, _ kky, 0P, _kky a8, kk,, dP,
ay< oopo< Uo ay>+cogpg< #g ay>+cawpw< Ly >>

(. kk,, <apu 6D> c kk, (9P, aD c kk,, (apw 6D)
0z 00Po Uo 9z Yo 9z + ogpg #g 9z yg 9z + owPw Ly 9z Yw 9z

f

+ CooPols + CogPgdy + CowPuwlw

P ok k om pgmakmkr m P, oknk wm
+Cyp <M) (pgm - pof) + Coy <7g (pgm - qu) + C,, [Dmm T (me - ow)
Hom Augm Hwm

a
= E ( Q(Caopasato + Cogpgsatg + CowPuwSat w) )f

b) Para la fase de gas:

2 (, Kler, 0B, kk, oP, e kker, OB,

ax \ “ooPe U, 0x 99Pg , Ox gwPw Uy Ox ,
2 (. Kler, OB, - kk,, oP, e kk,, aP,
ay\ "o\ "y, oy 99Pa\ "7, oy P\ ", oy

] c kk,, (aPa BD) ‘e kk. (0P, aD ie kkrw(aPW 0D)
97\ “9oPo U, \ 9z Yo, 99Pg Ug 9z 195z gwPw u, \ 0z Ywo,

f

+ Cyopoq; + ngpgq; + ngpwq;/

vc, <pomakmkn,m) (n. _Pof) ‘e, (%) (B =B,) + Cow (%) (P = Poy)

Hom gm wm

0t ( (Z)( opo ato T ngpgsatg + ngpw atw) )

¢) Para la fase de agua:

(. kk, oP, ‘e kk., P, ‘e kky, dP,
ox woPo o ox ngg ."Lg dx wwPw Iy dx .
2 (. kk, oP, ie kk,, op, ‘e kky, P,
ay woPo o ay wgpg ’ug ay wwPw Ly ay .
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(. kk,, (apo aD) ve kky, (9P, AN kk,, (aPW 6D)
aZ WOpa uo aZ yﬂ aZ ngg Ilg aZ yg aZ WWpW MW aZ yW aZ
+ CwoPolo + CugPglg + CuwwPuwlw

pomo_kmkrom pgmakkagm pwmo-kmkrwm
o (P52 () 4 o (P2 ) () (2525 ) ()

d
= E ( Q(Cwopusato + ngpgsatg + wapwsat w) )f

En la matriz:

a) Para la fase de aceite:

PomTkmks,,. PgmTKmky, . PwmOKmks,,
-c, (M) (pam - puf) — Coy <7g (pgm - qu) - ¢, [Pm=m e (me - pwf)
Hom Augm Hwm

= E ( ¢(Cooposato + Cogpgsatg + Cowpwsatw) )m
b) Para la fase de gas:

P ok k om pgmakmkr m P, oknk wm
- Cy (M) (pgm - pgf) — Gy <7g (pgm - qu) - ¢, (P Tem (me _ ow)
Hom Hgm Hwm

a
= E( ®(Cgop05ato + ngpgsatg + ngpwsatw) )f
c)_Para la fase de agua:

pomakm kr,,m pgmakmkrgm pwmakmkrwm
= oo (P2 (0 ) = () () o (P2 ()

d
= E ( Q(Cwapusata + ngpgsatg + wapwsatw) )f

Ahora, considerando un sistema isotérmico, la ecuacion de estado para cada fase se determina
a partir de la fraccion masica de los pseudocomponentes presentes en cada fase (Galindo Nava,
1998):

Para la fase de aceite:

a) Fraccion masica de los pseudocomponentes de aceite presentes en la fase de aceite:

mO
COO =
m, +my

Con la definicién del factor de volumen de aceite:

_Vol, c.y.
° " Vol, c.s.
Con la definicién de densidad:
== Vol = o
P Vol p
Entonces:
m, +mg
B = Vol,c.y. [ pyecy. | _ (mo +mg) (po c.s.) _ ( 1 )(po c.s.)
°" Vol,c.s. my “\ m, 0o C.v.)  \Coo/ \p, c.y.
Po C-S.
Despejando:
Py C.S.
Cpp = —2——
% B, poc.y.
()



b) Fraccion masica de los pseudocomponentes de aceite presentes en la fase de gas:

m,

C, =
og m,

Con la definicion del factor de volumen de gas y relacion de solubilidad de la fase de aceite en

la fase de gas:
Volg c.y. Vol, c.s.
- , r =

9

Volg c.s. Vol c.s.

Sustituyendo los términos de volumen con la definicion de densidad:

Mg m,
Vol, c.y. Pg C.Y. my\ (pgcC.S. pg C.S. Vol, c.s. P, C.S. m,\ (Pg C-S-
9= Volg c.s. Ty - (m_g> <pg c. y.> - pg C.Y. ’ 5= Voly c.s. “\Tmg )T <m_g> (po c.s.)
pg C.S. pg C.S.
Entonces:
m, Po C.S.
Py c.s-=Bypgc.y. ’ m_g=r5<ch.s->

Sustituyendo términos:

c Mo_ (Pocs\_ [ Pocs \_ pocs. c = _PoCs.
% my  S\pgc.s. \Bypgc.y.] Bypgcy.® % Bypgc.y.®

¢) Fraccion masica de los pseudocomponentes de aceite presentes en la fase de agua:
Cow=0

Esto es debido a que tinicamente existe intercambio masico entre las fases de aceite y gas, como
se muestra en la Fig. 2.

Para la fase de gas:

a) Fraccion masica de los pseudocomponentes de gas presentes en la fase de aceite:

My

0 = g,
Con la definiciéon del factor de volumen de aceite y relacion de solubilidad de la fase de gas en

la fase de aceite:
_Vol, c.y. _Volyc.s.

° " Vol, c.s. ’ * " Vol, c.s.

Sustituyendo los términos de volumen con la definicién de densidad:

m, +my Mg
_Volocy. [ Tpoey. | _ (m,, + mg) (p,, c.s.) . Voly c.s. _[Pacs ) _ (ﬂ) Do C.S.
° Vol,c.s. My m, Py C. Y. * Vol,c.s. My m,/ \pgy c.s.
P, C.s. D, C.s.
Entonces:
1 [ m (po ay-) R = (@) Po C-S.
B, m, +mg ) \p, c.s. ’ = \m,/\py c.s.
Si multiplicamos:
i R = m, (pa c. y.) (&) Po €S-\ _ my Po C.Y.
B, ° m, +my ) \p, c.s.) \m,/ \p, c.s. m, +my ) \pgyc.s.
Sustituyendo:
1 m, Py C. Y. Do C.Y. Pg C-S.
—R. = 9 = =97 PR
B, ¢ <ma + mg> (pg c.s. Coo pg C.5. Coo Byp,c.y. °
(o)



b) Fraccion masica de los pseudocomponentes de gas presentes en la fase de gas:

¢ M

99 =
my

Con la definicion del factor de volumen de gas:

_ Volgc.y.

9~ Vol c.s.

Sustituyendo los términos de volumen con la definicién de densidad:

m

g
5 - Volge.y. [ pgcy-\_(mg\(pgc:s)_(1\(pgC:s.
9 Volyc.s. My mg ) \pgyc.y. Cyg/) \pg .y
pg C.S.
Despejando:
B _<1>(pgc.s.> c - pg C.S.
9 \Cyg /) \pg C.y. 99 Bypgc.y.

¢) Fraccion masica de los pseudocomponentes de gas presentes en la fase de agua:

Para la fase de agua:

a) Fraccion masica de los pseudocomponentes de agua presentes en la fase de aceite:
Cwo =0
b) Fraccion masica de los pseudocomponentes de agua presentes en la fase de gas:

Cug =0

¢) Fraccion masica de los pseudocomponentes de agua presentes en la fase de agua:

my

C =
ww m,

Con la definicion del factor de volumen de agua:

_ Vol c.y.

Y~ Vol, c.s.

Sustituyendo los términos de volumen con la definiciéon de densidad:

mW
B = Volycy. [p,cy.\_ (mw) (pw c.s.) _ ( 1 )(pw c. s.)
Y Volycs. \Mw_ |7 \m,/\p,c.y)  \Cpu/ \pyc.y.
Pw C.S.
Despejando:
1 Pw C.S. Pw C.S.
n=()lorey) TR




En la fractura natural:

a) Para la fase de aceite: Se sustituyen los valores de los pseudocomponentes y divide entre la
densidad de aceite a condiciones estandar.

Py C.S. kkro dp, P, C.S.
2 ) e (o
B, po c.y. Ho 0x Bypgcy. ")
0 (( pycs. kk,, op, Py C.S. kk i) kkrw 6PW

rgapg>+(0) ( Kk, apw

g Ox Pw ;

B, p, c. y Ko Oy By pgc.y. Hg 0y Pw 6y
_ PoCS. kk,, (9P, oD P, C.5. _kky, g
- ( —% —) o7 pg Yy
o\ B, poc y Mo \Oz 0z By pgc.y. ug 0z
( 1 ) oz kk,, (8B, oD
Do C.S. +(0)pw - Ly < 9z ~—Yw aZ>

Do C.S. Do C.S.
(== <7 ) +(0)
B o) Pt )yt Pty

f

2))
)

wm

5} Po C.S. Do C.S.
= — —2 " )pS _— S 0)pwS.
6t<®<( B, . C.y.)Po ato+<ngg C.y.rs PgSat g + (0)pySarw .

Si definimos:

b, = — b =~ b, = —
°"B, ' ¢ B, "B,
Entonces:
] b kk,, op, kk,, op, ] b, kkTDaP+ kk;, b k,, Po aD) b kk., (0P, oD
ax\ 0 T, ax T yga 3y dy gsyg o 9z 13z +9r5#g oz Y9z .

6
0
. " bomOkmk;, . gmak krm P
+boqo + by, 75, qg + <%) (Pom - Pof) < - > Py, ng Tsm = E(Q(bosato +byTsSac g) )f

om

b) Para la fase de gas: Se sustituyen los valores de los pseudocomponentes y divide entre la
densidad de gas a condiciones estandar.

i} Py C.S. kk,, OP, Py C.S. kk, o 0F kk,. 6P
2 o (a2 (), (a2 o (B
dx \\B, p, c.y. U, 0x By pgc.y. ox oy

+
p Hg ;
] Py C-S. kk,, oP, Py C.S. kk. 0P, kk, 6P
(s ) () (a5, (H o (Hen2h
9y \\B, p, c.y. Ko Oy By pg c.y. uy 0y Hw
aD

(pg c.s. R) kk,, (6P0 ) L[ Pacs kky, (9P, aD
a1 \B,p,cy. * Po U \0z Yo, By py c.y. Pg Uy 9z 199z

f

< 1 ) T 9z +(0) kk,, (9P, aD
Pg C-S. pul = o (E‘ng) f
Pg C-S- ) . pg C.S.
+ (Bo ey Rs ) podo +<7Bg Py )pgqg + (0)pwqs

c.s. ok k c.s. \ [PgmCTkmk, . oknk
+( Pe Rs)<p"’” ’"“’")(P%—Paf)+< b )(g’” it )(Pgm—ng)+(o)<M>(
B, po c.y. Hom By pgc.y. Hgm Hwm

9 Pg C.S. Pg C-S.
= — —_——— R £
at ( [0} ((Bo Do C- . s) .D()Satu + (Bg pg—C. y. pgSatg + (0 )pwsutw

f
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Po C.S. pomakmkr Po C.S. pgm()-k k’" m pwmo-kmkr
+( )( ‘"") p, —P +< r>< (B, — P, ) + (0) | ———= (A
B, poc.y. Hom ( om of) Bg Pg C. Y- s Hgm ( gm gi) Iz ( m

P

Wm

- P

)

-P

wf

)




Entonces:

0 () p Khkn 0P kk,, oP, P P ki op, L2 bRkkn,(aP,, aD)+bkkr P,  aD
ox\ > ° u, 0x gugaxfay”u,,ay gugayfaz"su,, 9z 1° 9z 9 g 9z Y98z

bom0kimky,,. bgmokpk, F)
+bo R G5 + by g + (%) (P"m - P”f) R, + (Tg> (Pgm - ng) = ot (0(boRsSaro + bySac o) )f

c)_Para la fase de agua: Se sustituyen los valores de los pseudocomponentes y divide entre la
densidad de agua a condiciones estandar.
( kk,, dP, ))
Pw
p)
Hy 0x )

- 2 (com (B o (52 ) o (555)

—aa—y((o)po< k#:”ap> ()pg< 0 ) (f‘;;;y)p”«_%%))f
, (€O (2 ) o, (M (2o, 2)))

() El o (e, )

. . Pu C.S.
+ ( 0 )puqu + ( 0 )pgqg + (Bv;i(:y) pwqw
w Pw
pomakmkrom pgmakmkrgm ( Pw C.S. ) pwmakmkrwm
(0 )< Hom ) (P =) + (O ( Hgm (o =85,) + By pu ¢y Howm (Fow = Poy)

4 P C.S.
=% B( (0)psSato+ (0)py atg+(m)pw‘satw )

Entonces:

wm

a( iy 0R\ 8 ( kk,op,\ 8 ( Kk, (3B, D _ (bumOknky,,.
500 ), ral s G ) e (P2 ()

d
= a(wbwsatw)f

En la matriz:

a) Para la fase de aceite: Se sustituyen los valores de los pseudocomponentes y divide entre la
densidad de aceite a condiciones estandar.

ok, k PgmOkmksr . ok, k
_( Po C.S )(pom m rum)(Pom_Pof)_( Py C.S rs)(gm mhry >(Pgm_ng)_(O)<pwm m rwm)(Pwm_ow
( 1 ) B, p,c.y. Hom Bg Pg C.Y- Hgm Hwm
Po C.S. d Po C.S. Do C.S.
¢ = a( (0] ((m) posato + (Bg:)ﬁ rs) pgsatg + ( 0 )pwsatw> )
m
Entonces:

bomokmk.,, bgmGkmk. . 9
- () (=) = (52 (= ) = (St + b)),
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b)_Para la fase de gas: Se sustituyen los valores de los pseudocomponentes y divide entre la
densidad de gas a condiciones estandar.

pg C.S. ) pumo'kmkram p_q C.S. pgmkakTgm pwmo-kmkrwm
— R — — — — _ wm —
(Ba poCy. ° < Uom (P"m P"f) By py C.y. (Pgm ng) (0) P (Pwm ow)

< 1 ) Hgm wm
.S. 9 i
pg C.S — ( Q (('D(Jé >py5atg + ( 0 )pwsutw> >

T ot B, p, C.Y.

Py C. 5.

R)pSt +<‘7
s | Poato nggc.y.

m

Entonces:

bomknmk bym KKy, 9
(P ) ) R () ) = GO S s  hrs)),
om

c)_Para la fase de agua: Se sustituyen los valores de los pseudocomponentes y divide entre la
densidad de agua a condiciones estandar.

+(0)<p“’”‘;kﬂ) (P~ By,) + (M(%) (B = Poy) + (5o )(pwmakmkrwm> (Ron = Boy)

om gm BW PwC. Y- Hwm

5} Pw C.S.
= % D1 (0)psSato +(0)pgSae g + (m) PwSatw

(7)
pM/ C.S.

m

Entonces:

bk, 0
- (7 (Pwm _ow) = a(abwsatw )m

.qu

Obteniendo asi, 3 ecuaciones de flujo (considerando un modelo trifasico) para el medio continuo
(la fractura natural) y 3 ecuaciones de flujo para el medio discontinuo (la matriz), por ejemplo,
para el modelo fracturado de la Fig. 3:
En la fractura natural:
a) Para la fase de aceite:
d ( kk, 0P, kky, oF, d (, kk, 0P, kk., ap, a( kk, (0P, aD kk., (0P, aD
o R O e 1 e 2 e e Rl )

a
+ bofq; + bgfrsfq; + T;mf + T;mfrsm = T ( (D(b,,Sam + bgrSSatg) )f

b) Para la fase de gas:

ox ay 9z "%z 9z 198z

a kk, dP,  kk, P, a kk, aP, Kk, P, ] kk, (0P, D kk., (3P, aD
Z(prreZo yp —aZ0) 4 (g 0y ) 2 () g “(—— ) by—2 (2
o Ox Hg Ox ), o 0y By 0y ), 0z Ko g ;

a
+bo R G5 + by, q5 + 75, R, + 75, = E( D(boRsSat o + bySat ) )f

c) Para la fase de agua:

0 (, khknOR)\ 9 ( KkyoR)\ 0( kkrw(aPW 6D) B
ox\ W e 0x , ay w I ay . 9z\ W L 92 Yw 97 , Wqu Twmf_at watw Jf
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En la matriz:

a) Para la fase de aceite:

a
~Tons = Ty Tom = a( O(boSato + bgTsSatg) ).,

b) Para la fase de gas:

G
= Tomy Ron = Ty = 57 (8(boRsSato + bySary) ).,
c)_Para la fase de agua:

a
- T\:/mf = a(q)bwsatw)m

(b)

v

Matriz

Vigulos Matriz

Fractura
Fractura

Fig. 3. “Idealizacion del medio fracturado”. (Warren & Root, 1963).

Donde las funciones de transferencia matriz-fractura (Thomas, 1983) se definen como:
* bomakmkrom
= (252 (1)

bymOKmbks,,,
Toms = (T) (Pgm - ng)

Y o es el factor de forma, o “shape factor” (Kazemi, 1976) : Que considera el area de contacto
entre los bloques de la matriz y la fractura natural durante el intercambio de fluidos matriz-
fractura por unidad de volumen y considerando una geometria rectangular o de paralelepipedos
para los bloques de la matriz.




Asi mismo, estas ecuaciones de flujo requieren del empleo de ecuaciones auxiliares para poder
resolverse. Estas ecuaciones auxiliares son:

Relaciones de presiones capilares:

PcaPQO(Satg) =k -k
Pcapwo(Satw) =F—-FB

Relacion de saturaciones:
Sato +Satg +Saew =1
Permeabilidades relativas en funcién de las saturaciones.

kro = kro ( Satg ) Satw )
kg = krg ( Sat g )
krw = krw( Satw )

Estas seis ecuaciones de flujo, junto con las ecuaciones auxiliares mencionadas, sera el modelo
matematico que nos ayude a describir el comportamiento del flujo de fluidos en un medio poroso
naturalmente fracturado, para yacimientos de tipo gas y condensado o gas retrogrado.

2.3. Condiciones iniciales

La inicializacion de un modelo de simulacién se obtiene suponiendo condiciones de equilibrio
gravitacional/capilar inicial, lo que implica cero flujo de las fases a t=0 (Cortes Rubio, 2008).
Considerando estas condiciones iniciales de equilibrio, solo existird variacion de presion y
saturacion respecto a la profundidad, definiendo zonas de una fase y zonas de transiciéon donde
tenemos mas de una fase, sin embargo, primero es necesario contar con cierta informacion sobre
la geometria del yacimiento, propiedades de la roca y de los fluidos (Aranda Ramirez, 2006) :

Datos necesarios para la inicializacion de un modelo de simulacion

nyn o nen

Dimensiones del yacimiento (Longitud en "x", "y" y "z") y cima del yacimiento.

Una profundidad y presion de referencia (z,.r y Pyef), necesarios para determinar el
equilibrio vertical del yacimiento.

Profundidad del contacto agua-aceite (zy,) y gas-aceite (Zqo).

Curvas de presiones capilares agua-aceite y gas-aceite, necesarias para determinar la
distribucién de saturaciones.

Fases en la que se encuentra el fluido inicialmente (liquido o gas).
Saturacion de agua irreductible (S,,;).

Saturacién de aceite residual (S,,).

Saturacion de gas critica (Sg).

Tabla 1. “Datos necesarios para la inicializacion de un modelo de simulacion”. (Aranda Ramirez, 2006).
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Inicializacién de presiones

Suponiendo equilibrio gravitacional y capilar sin flujo de las fases al tiempo cero, los gradientes
de potencial de las fases en cualquier punto y en cualquier direccidén son cero. Por ejemplo,
considerando la ley de Darcy (Reséndiz Torres & Pena Chaparro, 2005) para la fase de aceite:

kk,
—To (VP, —y,VD) =0
Ho

Para un plano horizontal ubicado en una posicion cualquiera en “z”:

oP, oP,

ox "y

Lo que indica que las presiones en el plano horizontal permanecen constantes, entonces, para la
direccion “z”:

dP, —0
9z Yo =

Entonces, en condiciones de equilibrio, la distribucion vertical de presiones para la fase de aceite
esta dado por el peso de la columna de los fluidos. Con una presiéon y profundidad de referencia
conocida (Pre F 1 Zre f) podemos calcular la presion de aceite en cualquier profundidad del
yacimiento:

dP,
Bz 1o =0
0P, =y, 0z
Py z
[“an =] @y
Pref Zref

(Po - Pref) = ]70(130)[2 - Zref]

Py = Prer + Vo(po)[z - Zref]

Donde P, es la presion promedio de P, y Py, i

5 b +2Pref

Y 7,(P,) se define como:

Yo(Po) = po(Py) g

Debido a que ¥, depende de la presion promedio (P,) y esta presion promedio de la presién
incégnita (P,), el problema se convierte en uno de tipo no lineal, con lo cual es necesario emplear
el método de Newton-Raphson para determinar el valor de P,.
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Estas ecuaciones seran las mismas para determinar la distribucién de presion vertical para las
fases de agua y gas, Unicamente se cambian las propiedades del fluido segun corresponda.

Determinando factores de conversion
De la ecuacion original (para la fase de aceite), P, debe de estar en [ Psi |:
Py = Pros + 7o (P2 — 2]
Sustituyendo 7, (P,) :
Py = Pros + po(By) 9|z — zrey]

Como Py.r ya esta en [ Psi |, el término p, (P,) g[z — Zype f] debe de quedar en [ Psi |, entonces,
si se tienen las siguientes unidades:

lbm ]

3 g = 32174 [g] ) [z = zer] = [ ft]

po(Py) =

Multiplicando, las unidades serian:

poB) gl = zrr) = (2@ | 75 ] ) (32074 [ L] )l = 7vrl U121)

0oB) 917 = s = 0o B [ = 5] [ 32074 [ 2L ]|

Si utilizamos libras fuerzas [ Ibf |:

Ibm ft 1 1[ibf]
po(P)g[Z Zref] Po(P)[Z Zref](32 174 [ 52 ftz]) 32.174 [lbrsn—zft]

Entonces:

Ibf

po(ﬁo)g[z _Zref] = po(l'_)o) [Z_Zref] [}?

Convirtiendo a [ Psi |:

_ _ b Psi
po(Po)g[Z_Zref] = po(Py) [Z_Zref][]c_t]; 8 7[;]f
144 [ ]

Entonces, el factor de conversion para que esta multiplicacion quede en términos de [Psi] es

_ _ 1
po(P,) g[Z - Zref] = po(P) [Z - Zref] [m[PSi ] ]
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Sustituyendo en la ecuacioén original:

Po = Pref + ]70(P0)[Z _Zref]

P, = Pref +po(Po)g[Z_Zref]

1 —
P = Pref + [M]po(Po)[Z_Zref]

Donde:
P, [Psi] = Presion incognita
P..r [Psi] = Presién dereferencia
lbm ]
Do [f?] = Densidad
z[ft] = Profundidad de la presion incognita
Zyrer[ft] = Profundidad de referencia

Utilizando el método de Newton-Raphson

Para utilizar el método de Newton-Raphson, primero determinamos la funcién de residuos, esto
es igualando la ecuacion a cero:

Po=Pr6f+}70(Fo)[Z_Zref] - F(Po)ZPO_PTef_yO(PO)[Z_ZTef]=0

Ahora, para determinar el nuevo valor de presién de aceite (PY*1), la funcién de residuos se
aproxima a través de una serie de Taylor truncada en la primera derivada, que en esencia es el
método de Newton-Raphson:

F(Pov+1) = F(Pov) + F,(Pov)[Pov+1 - Pov] =0
F(Py*Y) = F(PY) + F' (PP = F'(P)[PY] =0

Despejando PY*1 :

—F(F) + F'(B)IFR]

Pv+1 —
° F'(Fy)
pro = LU
F'(Fy)

Definiendo la derivada de la funcidén de residuos

Si nuestra funcién de residuos se define como:
F(Po) =F - Pref - 7o(po)[z - Zref]

1 _
F(Po) =Po _Pref - [m]po(Po)[Z_Zref]
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Derivando respecto a la presion incognita ( P, ):

dF(P,)) d

ar, zd_Po< o — Pref — [144]P0(P) Zref]>
dF(Po) o [ Zref ] dpo(P)

dP, 144

Para la derivada de la densidad, es necesario aplicar la regla de la cadena, ya que esta densidad
depende de la presion promedio (P,) y esta presion promedio, a su vez, depende de la presién
incégnita (P,):

dpo(Py) _ dp,(Py) dP,

dp, ~ 4p dp
Si la presion promedio se define como:
P+ Py
© 2
Entonces:
dP, 1
dp, 2

Sustituyendo en la derivada de la densidad:

dpo(Po) _ dpo(Po) [ 1 ]
dPO dPO 2

Sustituyendo en la derivada principal:

dF(P) . [ — Zref ] dpo(P)
dP, 144 P,
dF(P) Z = Zpef de(P)dP
dP, B 144 ] ap, db,
dF(P) rer 1[ 11400 (Py)
B [ 144 = - ] [E] pdpo

Ahora, la derivada de la densidad (evaluada en la presion promedio) respecto a la presidén
promedio, se puede determinar de manera numérica, a través de tablas PVT, por ejemplo,
algunas maneras de calcular derivadas de manera numérica (Chapra, 2018) son:

Primera derivada en diferencias finitas progresivas:

f(ia) = f ()

f(l)_ h
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—f (xis2) +4f (xi01) — 3 (xp)

£ = o

Primera derivada en diferencias finitas regresivas:

f ) — f(xiog)
h
3f (i) = 4f (xi—) + f(xi-2)
2h

f) =
f) =

Primera derivada en diferencias finitas centrales:

fOxiv1) = F(xiz1)
2h
—f (xis2) + 8f (xipq) — 8 (xi-1) + f(xi—2)
12h

f'(x) =

') =

Entonces, para determinar la distribucion vertical de presiones para la fase de aceite
a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
zZ = Zl

b) Asignamos una presion inicial de aceite en esta profundidad (P,;) para entrar al ciclo iterativo
de Newton-Raphson. Podemos asignar el valor de esta presion inicial como la presion de
referencia (Pre f):

Povl = Pref

¢) Se inicia el ciclo iterativo de Newton-Raphson, para determinar el valor de la presion de aceite

correcta en esta profundidad (PY;t1):

v+l —

RGN
e T

Donde:
1 —
F(P) = B2, = Prog = | 77 | Po(PPo ) = 2]

o) =11

144

01
W _Povl+Pref
DI_T

Recordando que la derivada de la densidad (evaluada en la presion promedio) respecto a la
presion promedio, se calcula de manera numérica, a través de tablas PVT.

d) Dentro del ciclo iterativo, se va actualizando el valor de P}’ en cada iteracion:
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v — pv+l
Py =Py

e) El valor converge, una vez que el porcentaje de error entre el valor de presion a una iteracion
anterior (P;)) y la presion calculada en la iteracion actual (Py*') sea menor a una tolerancia, la
cual uno es libre de definir:

v+1 v
B —Fy

v+1
By

% Error = X 100

Si: % Error < Tolerancia — Converge y se obtiene el valor correcto de F,,
En caso contrario: % Error > Tolerancia — Continuamos con el ciclo iterativo

Una vez que converge, se puede decir que se determiné la presion de aceite correcta (P,;) en
esta profundidad (z;):
P

— pv+l
04 —P01

f) Este proceso, desde a) hasta e), se repite pasando por cada una de las profundidades de la
malla (z,,23,24,25,..), calculando asi todas las presiones de aceite en estas mismas

profundidades ( Py, , Py, , Py, , Py, » ... ).

Distribucién de presiones para la fase de gas:

Para determinar la distribucion vertical de presiones para la fase de gas, primero debemos de
determinar la presion de aceite en el contacto gas-aceite (Zgoc), ya que, en este punto, la presion
de gas sera igual a la presion de aceite, esto debido a que la presion capilar gas-aceite (Pcap go)
es igual a cero en esta profundidad:

En zg, :

Entonces para calcular la presion de aceite en el contacto gas-aceite (zgoc) se realiza el mismo

proceso iterativo que se coment6 anteriormente, solo que ahora cambiamos la profundidad z;
por la profundidad del contacto gas-aceite zg, :

v —_
Pozgoc - Pref

pr+l — _71: (Povzgoc> + Py

Donde:

F (Povzgoc) = Povzgoc = Prep — [ﬁ]po (ﬁozgoc ) [Zgoc - Zref]
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F'(Pv )21 [Zgoc Zref][ ]dpo( ozgoc)

O0zgoc 144 dP?

Ozgoc

Pl + Py

BT — Ozgoc
Ozgoc 2

Una vez que convergi6 el proceso iterativo, y obtuvimos la presion de aceite en el contacto gas-
aceite, esta presion de aceite sera igual a la presidon de gas, ya que ha esta profundidad, como se
dijo, la presion capilar gas-aceite es igual a cero:

Rgzgoc = Pozgoc
Esta presion de gas en el contacto gas-aceite (szgoc) sera ahora nuestro nuevo valor de presion

de referencia (Pre f), y por ello, la profundidad del contacto gas-aceite (Zgoc) sera nuestra nueva
profundidad de referencia (z,cr):

Pref = Rgzgoc

Zref = Zgoc

Con esta nueva presion y profundidad de referencia, podemos ahora realizar el mismo
procedimiento iterativo para determinar la distribucion vertical de presiones que se realizo para
la fase de aceite, pero ahora, considerando las propiedades del gas:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
zZ = Zl

b) Asignamos una presion inicial de gas en esta profundidad (Pgl) para entrar al ciclo iterativo
de Newton-Raphson. Podemos asignar el valor de esta presion inicial como la presion de
referencia (Prey):

Fg, = Prey

¢) Se inicia el ciclo iterativo de Newton-Raphson, para determinar el valor de la presion de gas

correcta en esta profundidad (ng by

v+l _ _F(ngl) pv

g1 Tpgvl) g1
Donde:

1 —
F(B) = B, = Pror = | 47 | Po (P70 s = 7ver]

/ _ T Zref dpy(Py
F(R) = 1_ 144 H] :

91
— P + Prer
g1~ 2
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d) Dentro del ciclo iterativo, se va actualizando el valor de P}, en cada iteracion:

e) El valor converge, una vez que el porcentaje de error entre el valor de presion a una iteracion
anterior (P;)) y la presion calculada en la iteracion actual (P};*') sea menor a una tolerancia, la
cual uno es libre de definir:

v+1 _ Pv
_ g1 g1
% Error = T x 100
91
Si: % Error < Tolerancia — Convergey se obtiene el valor correcto de By,

En caso contrario: % Error > Tolerancia — Continuamos con el ciclo iterativo

Una vez que converge, se puede decir que se determind la presion de gas correcta (Pgl) en esta
profundidad (z;):

f) Este proceso, desde a) hasta e), se repite pasando por cada una de las profundidades de la
malla (z,,23,24,25,..), calculando asi todas las presiones de gas en estas mismas
profundidades ( Py, , Py, , Py, . Py, . )-

Distribucidén de presiones para la fase de agua:

Para determinar la distribucion vertical de presiones para la fase de agua se repite exactamente
el mismo procedimiento que se realizd para la fase de gas, pero ahora, considerando las
propiedades del agua.

Primero determinamos la presion de aceite en el contacto agua-aceite (z,,,.), ya que, en este
punto, la presion de agua sera igual a la presion de aceite, esto debido a que la presion capilar
agua-aceite (Pcap WO) es igual a cero en esta profundidad:

Pcapwo =F—-FB
En z,,,:

0=P,—P, - PB,=P,

Calculamos ahora la presion de aceite en el contacto agua-aceite (z,,):

v -
Pozwoc - Pref

v+l _F(Povzwoc) + pv

Ozwoc F'(pv Ozwoc
Ozwoc

Donde:
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1 —_
F( Ozwoc) Ozwoc - Pref - [m ] Po onzwoc )[ZWOC - Zref]

F' ( ) — [Zwoc Zref [ ] dpo( pv Ozwoc )
Ozwoc 144 d vo
_UOZWOC — Povzwoc2+ Pref

Obtenida la presion de aceite en el contacto agua-aceite, una vez que convergio el proceso
iterativo, esta presion de aceite sera igual a la presion de agua, ya que ha esta profundidad, como
se dijo, la presion capilar agua-aceite es igual a cero:

Wzwoc ~ * Ozwoc

Esta presion de agua en el contacto agua-aceite (PW ) sera ahora nuestro nuevo valor de
zwoc

presion de referencia (Pref), y por ello, la profundidad del contacto agua-aceite (z,,,.) sera

nuestra nueva profundidad de referencia (Zre f):

Pref =P

Wzwoc
Zref = Zwoc

Con esta nueva presion y profundidad de referencia, podemos ahora realizar el procedimiento
iterativo para cada una de las profundidades de la malla, obteniendo asi la distribucion vertical
de presiones del agua:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):

Z =127

b) Asignamos una presion inicial de agua en esta profundidad (P,,;) para entrar al ciclo iterativo
de Newton-Raphson. Podemos asignar el valor de esta presion inicial como la presion de
referencia (Pre f):

Pvgl = Fref

¢) Se inicia el ciclo iterativo de Newton-Raphson, para determinar el valor de la presion de agua
correcta en esta profundidad (P‘,},’j'l):

vl _ —F(P‘,’le) v

I C AN

Donde:

1 —
F(P,) = B, = Preg = | 147 | (PP, )[z1 ~ Zyey]

zref” ]de(P wy

1
o Pt Py
wq, T 2
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d) Dentro del ciclo iterativo, se va actualizando el valor de By, en cada iteracion:
— +1
"y, = P

e) El valor converge, una vez que el porcentaje de error entre el valor de presion a una iteracion

anterior (P,,,’ﬁ 1) y la presion calculada en la iteracion actual (P,,},’fl) sea menor a una tolerancia, la
cual uno es libre de definir:

v+1 v
By — By,

0 =
% Error Pl
1

x 100

Si: % Error < Tolerancia — Convergey se obtiene el valor correcto de B,
En caso contrario: % Error > Tolerancia — Continuamos con el ciclo iterativo

Una vez que converge, se puede decir que se determino la presion de agua correcta (P,,;) en esta
profundidad (z,):

— pv+l
B,, = By;

f) Este proceso, desde a) hasta e), se repite pasando por cada una de las profundidades de la
malla (z,,23,24,25,...), calculando asi todas las presiones de gas en estas mismas
profundidades ( B, , By, , Pu, » By, » - )-

El resultado de la inicializacion de las presiones, para las tres fases, nos daria como resultado lo
siguiente:

Inicializacién de presiones

Profundidad [ft]

—O0—Po [psi] =—O=—Pgl[psi] —O=—Pw [psi]

Zgoc [ft]

Zwoc [ft]

Fig. 4. “Inicializacion de presiones”.
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Correccién de presiones

Ahora bien, los resultados de la inicializacion anterior se realizan suponiendo que Unicamente
se tiene un unico fluido en el yacimiento, es decir, la distribucion vertical de presiones de aceite
se obtuvo suponiendo que unicamente se tiene aceite en todo el yacimiento (lo mismo para las
fases de gas y agua), sin embargo, esta suposicion es incorrecta, ya que en un yacimiento pueden
existir hasta cinco diferentes zonas verticalmente, desde la cima hasta la base (Reséndiz Torres
& Pefia Chaparro, 2005):

h Hscwo 4

ilSe=1

y
K Swi+Sot Sg=1
K SwitSo=1

A

Contacte G/O

e aceite
SwrSo=1

Y

v ZPW ¥ Sw+Sor=1 ! -
'
3 h 100-Sor 100
Zona de agua Sw|=1 Sw
v v

Fig. 5. “Distribucion de zonas de fluidos en un yacimiento”. (Reséndiz Torres & Pefia Chaparro, 2005).

Con lo cual, las presiones anteriormente calculadas deben de ser corregidas, y esta correccion se
realiza a través la distribucidon vertical de presiones capilares, pero para obtenerla primero
debemos determinar las presiones capilares maximas (Pcap gomax » Peapwo max) y minimas
(Pcap gomin » Peap wo min ) que se pueden tener, estos valores se obtienen a partir de las curvas
de presiones capilares gas-aceite y agua-aceite:

Curva de presiones capilares agua-aceite Curva de presiones capilares gas-aceite

Pcap wo max

P cap go max

g : s
° :
3 & :
O O '
a a 1
Pcap gomin E
Pcap wo min E
0 0 '
Sat wi satw Satwmax Sat gr Satg Sat g max
Fig. 6. “Identificacion de P ¢y 1o max ¥ Peap wo min” - Fig. 7. “Identificacién de P .4y go max Y Pcap gomin”-



Una vez determinadas estas presiones capilares maximas y minimas, se puede determinar la
distribucidn vertical de presiones capilares de la siguiente forma:

Para la presidn capilar gas-aceite:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
z=12z
b) Calculamos la presion capilar gas-aceite a esta profundidad de la siguiente forma:
Pcapgozl = szl — Py
¢) Evaluamos la presion capilar gas-aceite calculada segun los siguientes casos:
Si Pcap goz1l = Pcap gomax Entonces: Pcap gozl = Pcap go max

St Peap go 21 < Peap gomin Entonces:  Peap go 21 = Peap go min

Si Pcap gomin < Pcap gozl < Pcap gomax Entonces: Pcap gozl = Pcap gozl

f) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24,25,...), calculando asi todas las presiones capilares gas-aceite en estas mismas

profundidades ( P P P P

cap goz2 % cap goz3 " cap goz4 " cap goz5 ***

Para la presion capilar agua-aceite:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z,):
z=2z
b) Calculamos la presion capilar agua-aceite a esta profundidad de la siguiente forma:
Pcapwoz1 =Py;1—Pya

¢) Evaluamos la presion capilar agua-aceite calculada a esta profundidad segun los siguientes
casos:

Si Pcap wozl = Pcap wo max Entonces: Pcap wozl = Pcap wo max
Si Pcap wozl = Pcap wo min Entonces: Pcap wozl = Pcap wo min
Si Pcap wo min < Pcap wo z1 < Pcap wo max Entonces: Pcap wozl — Pcap wo z1

f) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(25,273,274 ,%5, ... ), calculando asi todas las presiones capilares agua-aceite en estas mismas
profundldades ( Pcap wo z2 Pcap wo z3 Pcap wo z4 Pcap wo z5 1 *** )
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Al determinar esta distribucion vertical de presiones capilares, lo que estamos haciendo es
identificar las cinco zonas de distribucion de fluidos, por ejemplo, graficando las presiones
capilares respecto a la profundidad:

Distribucion vertical de presiones capilares

1
S euoz

chap gomax

Z goc

\
||
t euoz

= N
— o
3 -3
3 o
5 w
c
=]
S
& ZPcapwomax B
N
o
~= >
]
N
Zwoc
N
o
— 3
)
=
Z]

—O—Pcgo [psi] ==O=—Pcwo [psi]

Zgoc [ft]

Zwoc [ft]

Fig. 8. “Correccion de presiones capilares”.

Donde:

a) En la zona 1 (conocida como zona de agua, debajo del contacto agua-aceite), inicamente
se tendra presencia de agua, por ello la presion capilar sea igual a cero, ya que hay presencia de
una unica fase:

Zona 1
Siw=1
Satg=0
Sato=10
Peap wo = Peap wo min = 0

Tabla 2. “Propiedades de la Zona 1”.




b) En la zona 2, (conocida como zona de transicion entre el agua y aceite) se tendra flujo de
las fases de aceite y agua, hasta el punto en que la saturaciéon de agua se vuelva irreductible
(Sqt wi), que justamente sera la profundidad (chap wo max) ala que nuestra presion capilar agua-
aceite sea el maximo posible (Pcap wo max). Como se puede observar en la curva de presiones
capilares agua-aceite (Fig. 6) cuando la saturacion de agua se vuelve irreductible (S,; ;) la
presién capilar agua-aceite (Pcap WO) que tendremos en ese punto sera la maxima posible
(Pcap wo max) y por ello que la distribucién vertical de presiones capilares que se realizo
anteriormente nos ayude a determinar las zonas de transicion:

Zona 2
Satw = Satw
Sag=0
Sato=1 ‘Satg'satw
Peapwo = Po - Py

Tabla 3. “Propiedades de la Zona 2”.

¢) En la zona 3, (conocida como zona de aceite) se tendra flujo unicamente de la fase de aceite,
ya que en este punto la saturacion de agua se vuelve irreductible (S,¢ i), lo que indica que la
fase de agua no puede moverse:

Zona 3

Sat W= Sat wi

Sacg=0
Sato: 1 'Satg'satw
Pcapwo= Po'Pw

Tabla 4. “Propiedades de la Zona 3”.

d) En la zona 4, (conocida como zona de transicion entre el gas y aceite) se tendra flujo de las
fases de gas y aceite, hasta el punto en que la saturacion de aceite se vuelva residual (Sg; ), este
punto sera igual al punto en que la saturacidén de gas sea la maxima posible (Sat g max) basado
en la curva de presiones capilares gas-aceite (Fig. 7), y este punto donde la saturacion de gas es
la méxima posible es justamente la profundidad (zpcap go max) a la que nuestra presion capilar
gas-aceite sea el maximo posible (Pcap go max). Como se puede observar en la curva de presiones
capilares gas-aceite (Fig. 7) cuando la saturacién de gas se vuelve la maxima posible (Sat g max)
la presion capilar gas-aceite (Pcap go) que tendremos en ese punto sera la maxima posible

(Peap go max):
Zona 4
Satw = Satwi
Satg = Satg
Sato =1 -Satg - Satw
Pepgo = Py - P,

Tabla 5. “Propiedades de la Zona 4”.
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e) En la zona 5, (conocida como zona de gas) se tendra flujo inicamente de la fase de gas, es
decir, la saturacién maxima de gas que se puede tener (Sat g max), ya que, en este punto, y hasta
la cima del yacimiento, la saturacion de aceite sera residual (S,; ) v la de agua sera irreductible
(84t wi), por lo que no existe movimiento de estas dos fases:

Zona 5

Sat w= Sat wi

Sat g = Sat g max

Sato = Sator =1- Satg - satw
Pepgo =Py - P,

Tabla 6. “Propiedades de la Zona 5”.

Una vez calculadas las presiones capilares, y definidas nuestras cinco zonas de distribucion de
fluidos, podemos ahora realizar la correccion de presiones de las fases de aceite, gas y agua, de
la siguiente forma:

Para la fase de aceite:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
zZ = Zl
b) Corregimos la presion de la fase de aceite, segun los siguientes casos:

Si zyse encuentra dentro de la zona 5 Entonces: F, = B — Py g0 = By — Peap go max
Si zyse encuentra dentro de la zona 1 Entonces: F, = Pgp o + Py = Pegpwomin + Bw =0+ F, =P,

Si z;se encuentra dentro de la zona 2,3 0 4 Entonces: P, =P,
c¢) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24 ,25,...), corrigiendo asi las presiones de la fase de aceite en estas mismas

profundidades ( Py, , P, , Py, , Py, » ... ).

Para la fase de gas:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z,):
zZ = Zl

b) Corregimos la presion de la fase de gas, segun los siguientes casos:

Si z,se encuentra dentro de la zona 5 Entonces: P, =F,
Si z,se encuentra dentro de la zona 4 Entonces: Py =P, + Peap go
Si zyse encuentra dentro de la zona 1,2 0 3 Entonces: Fy =P, + F.qp g0 = Py + Peap gomin =P + 0=F,

c¢) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24,25, ... ), corrigiendo asi las presiones de la fase de gas en estas mismas profundidades

(sz ’Pg3 ’Pg4 ’Pgs ’ )
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Para la fase de agua:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
zZ = Zl
b) Corregimos la presion de la fase de agua, segin los siguientes casos:

Si z,se encuentra dentro de la zona 1 Entonces: P, =P,
Si z,se encuentra dentro de la zona 2 Entonces: B, = P, — Peapwo
Si zyse encuentra dentro de la zona 3,405 Entonces: P, =P, — Pagpwo = Py — Peap wo max

c¢) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24 ,25,..), corrigiendo asi las presiones de la fase de agua en estas mismas
profundidades ( B, , Py, , Pu, » By, » - )-

El resultado de la correccion de las presiones, para las tres fases, nos daria como resultado lo
siguiente:

Correcion de presiones

ZPcap gomax

Zgoc

Pref 2 Zref

Profundidad [ft]

ZPcap wo max

—O0— Po [psi] ==O=—Pg [psi] =—O=—Pw [psi]

Zgoc [ft]

Zwoc [ft]

Fig. 9. “Correccion de distribucion vertical de presiones”.
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Inicializacion de saturaciones

La correccién anterior de las presiones de las fases de aceite, gas y agua, como se menciono, se
realiz6 gracias a que realizamos una distribucion vertical de presiones capilares, que seran las
que utilizaremos ahora para realizar la distribucion inicial de saturaciones, esto es, a través de
una interpolacion inversas de las curvas de presiones capilares gas-aceite (Fig. 7) y agua-aceite
(Fig. 6) de la siguiente forma:

Para la saturacion de gas:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
zZ = Zl

b) Seleccionamos nuestra presion capilar gas-aceite a esta profundidad (Pcap P zl) y con ayuda
de los datos de curvas de presion capilar gas-aceite determinamos la saturacidon de gas a través
de una interpolacion inversa:

Sat g 1 = interpol inversa (Peap go 21)

c¢) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24,25,..), obteniendo asi las saturaciones de gas en estas mismas profundidades

(Satgzz :Satgz3 :Satgz4'5atgzs ')

Para la saturacion de agua:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
Z =127

b) Seleccionamos nuestra presion capilar agua-aceite a esta profundidad (Pcap woz1) Y con
ayuda de los datos de curvas de presion capilar agua-aceite determinamos la saturacién de agua
a través de una interpolacién inversa:

Satw z1 = interpol inversa (Pmp wo Zl)

c¢) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24,%5,...), Obteniendo asi las saturaciones de agua en estas mismas profundidades

(Sathz JSatWZS 'Sath4:5atw25 ’ )

Para la saturacién de aceite:

a) Seleccionamos la primera profundidad de nuestra malla (z;):
zZ = Zl

b) Seleccionamos nuestras saturaciones de gas (S at g zl) yagua (S,: w z1) €n estas profundidades
y determinamos la saturacion de aceite (S,; , 1) en esta profundidad con la siguiente formula:

Satoz1 =1 — Satgzl — Satwz1
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c¢) Este proceso se repite pasando por cada una de las profundidades de la malla
(zy,23,24,75,...), Obteniendo asi las saturaciones de aceite en estas mismas profundidades

(SatOZZISatOZ3 'Satozz}vsatozs ;)

El resultado de este procedimiento nos da como resultado la distribucion vertical inicial de
saturaciones en el yacimiento:

Inicializacién de Saturaciones

ZPcap gomax

Zgoc

ZPcap wo max

Profundidad [ft]

0 1

—O— Sat o [fraccidon] —O—Sat g [fraccion] —O— Sat w [fraccién]
Zgoc [ft]

Zwoc [ft]

Fig. 10. “Inicializacion de saturaciones”.

Una vez obtenida la distribucion vertical inicial de saturaciones es necesario hacer una
correccion de estas saturaciones en las celdas donde se encuentren los contactos gas-aceite y
agua-aceite:

Correccion de la celda que contiene el contacto gas-aceite

a) Para calcular la saturacion de gas en esta celda se debe de realizar un promedio ponderado
por la altura de las saturaciones que existen en las dos zonas que se encuentran en esta celda
(Reséndiz Torres & Pefia Chaparro, 2005). La primera zona sera la que esta arriba del contacto
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gas-aceite (zg. ) hasta la primera frontera de nuestra celda (zf,ne1), la segunda zona sera la
que esta debajo del contacto gas-aceite hasta la segunda frontera de nuestra celda (zfmntz).

Zfront1 7]
Zy
--------------- ®-------—--———-|— LAz, (Zonal
Zintermed1 2 1 ( )
o .
T = 7]
m C Zgoc
T s
-]
g E
s 9
- @
o -
g3 . 222 | Az, (Zona2)
s | e - Az ona
Zintermed2 2 z
v
Zfront2 _

Fig. 11. “Esquematizacién de la celda donde se encuentra el contacto gas-aceite (zg,,c)”.

b) Calculamos el espesor de estas dos zonas de la siguiente forma:

AZl = Zgoc — Zfront1

Az; = Zprontz — Zgoc
¢) Conocidos estos espesores, determinamos la profundidad intermedia de cada zona:

Az
Profundidad intermedia de la zona 1 (Zintermear) = Zfront1 + 71

Az
Profundidad intermedia de la zona 2 (Zintermeaz) = Zgoc + TZ
d) Con las profundidades intermedias de las dos zonas, calculamos las presiones de aceite y gas
en estas profundidades a través de la distribucion de presiones verticales de aceite y gas que ya
tenemos, esto se puede realizar con una interpolacion:

P, = interpolacién de P, evaluada en zy,rermedi
Py zimtermeaz = LNterpolacion de P, evaluada en Zyiermeaz

interpolacion de Fy evaluada en Ziytermear
interpolacion de Fy evaluada en Ziyiermeaz

Zintermed1

Rq Zintermed1
Fy

Zintermed2

e) Con estas presiones, podemos calcular la presion capilar gas-aceite en las profundidades
intermedias de las dos zonas:

Pcap 90 Zintermed1 (Rg - Po)
P, - P,

g Zintermed2

Zintermed1

cap go Zintermedz (
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f) Conocidas las presiones capilares gas-aceite en estas zonas intermedias, podemos determinar
las saturaciones de gas en estas zonas, esto seria a través de una interpolacion inversa de la curva
de presiones capilares gas-aceite (Fig. 7):

Sat g Zintermedi = interpolacion inversa de Sy; g evaluada en (Pmp go)zl'mmnm1
Sa

t9 Zintermeds = LREETPOlacion inversa de Sy, 4 evaluada en (Pmp go

Zintermed?2

g) En este punto, ya tenemos determinadas las saturaciones de gas en las profundidades
intermedias de cada zona, entonces, ahora si podemos realizar el promedio ponderado por
profundidades de la siguiente forma (basados en la definicion de saturacion de gas):

S — V_g — Ax Ay [(AZ Sac g)zona 1 + (AZ Sat g)zona 2] 0 _ (AZ Sac g)zona 1 + (AZ Sat g)zona 2
at g celda V;, Ax Ay Az Q Az
Sustituyendo términos:
AZl Sat 9 Zintermed1 + AZZ Sat 9 Zintermed2

Satgcelda = (Az, + Az,)

h) Calculada la saturacién de gas promedio de la celda, finalmente calculamos la saturacion de
aceite promedio de la celda:

Satocetda =1 — Sae g celda — Sat wi
Recordando que la saturacion de agua en esta seccion es igual a la saturacion de agua irreductible
(Sqt wi), ya que nos encontramos por arriba de la zona de transicion agua-aceite. Este proceso

se repite para la celda donde se encuentra el contacto agua-aceite.

Correccion de la celda que contiene el contacto agua-aceite

a) Definiendo las zonas de la celda donde se encuentra el contacto agua-aceite (z,,o¢):

-Az, (Zonal)

Profundidad
del yacimiento

——————————————— ®-------------- - -Az, (ZOH&Z)

Zintermed2

Zfront2

Fig. 12. “Esquematizacién de la celda donde se encuentra el contacto agua-aceite (z,,,.)”.
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b) Calculamos el espesor de estas dos zonas de la siguiente forma:

Az = Zyyoe — Zfront1

Az, = Zfront2 — Zwoc

¢) Determinando la profundidad intermedia de cada zona:

Az
Profundidad intermedia de la zona 1 (Ziptermea1) = Zrront1 + 71

Az,

Profundidad intermedia de la zona 2 (Zintermeaz) = Zwoc + =3

d) Con las profundidades intermedias de las dos zonas, calculamos las presiones de aceite y agua
en estas profundidades a través de la distribucion de presiones verticales de aceite y agua que ya
tenemos, esto se puede realizar con una interpolacion:

o

= interpolacién de P, evaluada en zZ,termedr
= interpolacién de P, evaluada en zZy,termed2
= interpolacién de P,, evaluada en zy ormeqr
= interpolacién de P,, evaluada en Ziermeaz

0 Zintermed1

o

0 Zintermed2

]

W Zintermed1

e
|

W Zintermed2

e) Con estas presiones, podemos calcular la presion capilar agua-aceite en las profundidades
intermedias de las dos zonas:

Pcap WO Zintermed1i (Po - PW)Zintermedl

P

Cap Wo Zintermedz (Po - PW)Zintermedz

f) Conocidas las presiones capilares agua-aceite en estas zonas intermedias, podemos determinar
las saturaciones de agua en estas zonas, esto seria a través de una interpolacion inversa de la
curva de presiones capilares agua-aceite (Fig. 6):

S
S

AW Ziptermeds = interpolacion inversa de S,¢,, evaluada en (PcazzJ WO)Zintermedl

atw Zimpermeaz = LNEETPOlacion inversa de Sy, evaluada en (Pcap Wo)Zimrmedz
g) En este punto, ya tenemos determinadas las saturaciones de agua en las profundidades
intermedias de cada zona, entonces, ahora si podemos realizar el promedio ponderado por

profundidades de la siguiente forma (basados en la definicion de saturacion de agua):

S — V_w — Ax Ay [(AZ Sat w)zona 1 + (AZ Sat w)zona 2](D — (AZ Sat w)zona 1 + (AZ Sat w)zona 2
at w celda Vp Ax Ay Az Q) AZ
Sustituyendo términos:
S _ AZl Sat W Zintermedi + AZZ Sat W Zintermed2
at w celda (AZl T AZZ)

h) Calculada la saturacién de agua promedio de la celda, finalmente calculamos la saturaciéon
de aceite promedio de la celda:
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Satocetda =1 — Sat w cetda — Sat gr = 1—Satwcelda

Recordando que la saturacidén de gas en esta seccion es igual a la saturacion de gas residual

(Sat gr), que a su vez es igual a cero, ya que nos encontramos por debajo de la zona de transicion
gas-aceite.

Realizando la correccion de estas zonas, finalmente tenemos nuestra distribucién vertical de
saturaciones correcta:

Inicializacién de Saturaciones

ZPcap gomax

Zgoc

ZPcap wo max

Profundidad [ft]

0 1

—O— Sat o [fraccidn] —O—Sat g [fraccion] —O— Sat w [fraccidn]
Zgoc [ft]

Zwoc [ft]

Fig. 13. “Inicializacidn de Saturaciones corregidas”.

2.4. Condiciones de frontera

Las ecuaciones diferenciales que representan el comportamiento del flujo de fluidos dentro de
un medio poroso (y con efectos de fracturas naturales) requieren que se especifique sus
condiciones de fronteras, tanto internas o externas (de acuerdo al lugar donde se establece su
valor).
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No flujo

Frontera

_¥ cxterna

Frontera

} P=r,
interna

a)

No flujo

P=p,

Fig. 14. “Esquematizacion de fronteras a) internas y externas, b) Dirichlet y c) Neumann”.
Modificado de (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001).

Condiciones tipo Dirichlet:

Las condiciones tipo Dirichlet describen el comportamiento de una variable en un punto
definido (Gallardo Ferrera & Becerra Zepeda, 2016). Debido a que el modelo de simulacion
representa al yacimiento a través de una malla de puntos discretos, donde el pozo se encuentra
circunscrito dentro del mismo, este se describe como una condicion de frontera interna (CFI),
mientras que en L (Limite del yacimiento) se tienen condiciones de frontera externa (CFE).

Por ejemplo, en un modelo de simulacion con un modelo de pozo que produce a presion de
fondo fluyendo constante se puede representar como:

P |x:0 =P wf
Mientras que el mantenimiento de presion en el limite del yacimiento (L) se representa como:
Pleo =P,

Condiciones tipo Neumann:

Las condiciones tipo Neumann especifican el comportamiento del gradiente de una variable en
un punto cualquiera (Gallardo Ferrera & Becerra Zepeda, 2016). Por ejemplo, aplicando la ley
de Darcy a través del modelo de pozo para un modelo de simulaciéon de (Peaceman D. , 1978)
en coordenadas cartesianas:

Entonces, en un modelo de simulacion con un modelo de pozo que produce a gasto constante
qw puede representarse como:
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oP uq
a|x=0 = (Pbloque - wf)|x=0 = - Wi k‘:jb

Ahora, en el limite del yacimiento (L), generalmente se supone que no existe flujo en la frontera,
donde q; = 0:

oP Hq
3 <=0 = (Potoque = Pup)bems = =g = 0
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3. Formulacion numérica del problema

En este capitulo se presenta la formulacién numérica de las seis ecuaciones de flujo (tres
correspondientes a la fractura natural y tres correspondientes a la matriz), esto es, a través de la
discretizacion de éstas, pasando asi de un modelo matematico continuo a un modelo algebraico
no lineal (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001) empleando el método de diferencias finitas, donde
las variables primarias (Po,Sat g,Satw) para la fractura y la matriz se calculan en los puntos
discretos de la malla, en este caso, considerando una malla cartesiana.

Ademas, se hace una pequefia descripcion de la formulacion totalmente implicita y del método
de Newton-Raphson para la solucion del sistema de ecuaciones no lineales, como resultado de
la discretizacion del modelo. Asi mismo, se describen los métodos de espaciamiento logaritmico,
refinamiento local, y el modelado de un pozo horizontal, como una pequefia descripcion para
el caso de estudio, que se presentara en el capitulo siguiente.

3.1. Discretizacion del modelo

Dado que las ecuaciones desarrolladas son de tipo diferenciales no lineales, y por ello carecen
de soluciones analiticas (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001), es necesario emplear métodos
numéricos para darles solucion, es asi que, a través del método de diferencias finitas, se lleva a
cabo la discretizacion de estas ecuaciones para las fases de aceite, gas y agua. Donde los términos
de flujo se aproximan mediante diferencias finitas centrales en el espacio, y los términos de
acumulacion a través de diferencias finitas regresivas en el tiempo (Arana Ortiz, 1996).

Este método de diferencias finitas se implementa superponiendo una cuadricula o malla de
diferencias finitas sobre el yacimiento que se va a modelar, utilizado para aproximar las
derivadas espaciales en las ecuaciones continuas, dando como resultado ecuaciones algebraicas
llamadas ecuaciones en diferencias finitas, que solo se pueden obtener en los puntos discretos
definidos por el sistema de cuadricula o malla (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001), y por ello
las variables primarias (PO » Sat g Sat W) calculadas por el simulador se conoceran inicamente
en estos puntos.

Azk
tz
# x
g SR DU /_,
RIS y
Ay;
———-

Ax

Fig. 15. “Esquema de celdas tridimensional en coordenadas cartesianas”.
Modificado de (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000).
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a) Ecuacion diferencial para la fase de aceite en la fractura natural:

9 () kkob, ki op, L9 (, Ky oR, kk,, P, Lo, kkra(aPo 0D)+b kky, (op, oD
ox\ % u, ox o's Ug ox ; oy\' % u, 9y o's Ug 9y ; 0z\ ° u, \0z Yo, 9's ug \ 0z Vo5, ;

d
+1 . = a(¢(bgsata +bgr55atg))f

Imf Sm

+bufq0+b T4y + 75

9r°Sf omf

Donde las funciones de transferencia matriz-fractura (Thomas, 1983) se definen como:
. (bomOkinks,
Toms = <T (Pgm - Puf)

Gy = (M) (B - )

Hgm
Y o es el factor de forma, o “shape factor” (Kazemi, 1976):
VNI
o= h_,zc + E + h_g

La aproximacion de la primera derivada a través del método de diferencias finitas (Rodriguez
de la Garza & Galindo Nava, 2000) se puede definir como:

Diferencias progresivas: Diferencias regresivas: Diferencias centrales:
af firi = fi af fi—fir af fir1 = fina 2
dxlxl_ Ax + 0 (AX) dxlx‘ - Ax + 0 (Ax) dxlxl 2Ax + Oc(Ax )

De manera similar se definen las aproximaciones en diferencias finitas en el tiempo como:

Diferencias progresivas en Diferencias regresivas en Diferencias centrales en el
el tiempo: el tiempo: tiempo:
op n_pit—pl op e _pT -l op nil Pl
- -t Tt L =+t "t — 2= "' 2
| = i A o@D 3l At o@D 5l A+ o)
a ap
Ahora, aproximando términos de la forma P A )

(1)~ 2 (&), 0o =20 (55, (pi—pi_l)]

Con estas definiciones, se puede llevar a cabo la discretizacion de nuestra ecuacidn diferencial
(multiplicada por el volumen de roca):
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bokk,, n+1 (P , )nﬂ 1 [ (bokk,, n+1 (P , )n+1 :
UoAx i+%,j,k Oirijk " Oijk oAy ke orjrne — Fogju
b,kk,, " (P P, )n+1 bokk,, e (P p )n+1
1 UHoAx i—%,j,k 0ijk  10i-1jk L 1Ay i’j%‘k ouje ~ Foijak
+
Axije + byrskk,, e (P P )n+1 AYijk N byrskk,, i (P p )n+1
Hghx i+L ik guenjle Gk ugldy i’j%’k gij+rk ' ijk
B byrskk,, n+i (P , )n+1 B byrikk, n+1 (P L, )n+1
UglAx Lk gijk ~ "Gi-1jk 1ghy otk Gijee ~ TGij-1k
) 2 i - 2 i
[ (bokkr )n+1 ( ( A ) n+1
. Poyn = Povy = (16D 1)
Fohz J, ety e . Lik+y
bokhr,)"™! (P P (YoAD) )m
1 FolZ ] ;h 1 e ™ Tounen ~ R g n+1 n+1
o z * *
i Az bgrskkrg e n+1 + (b"fqa)i'j'k + (bgfrsfqg)i’jk
ugbz ), 1(3‘“4»“1 = Fouj _(ygAD)i,j,k+%)
Ljk+s
byrokk, \"** 1
glsttitry
_< pghz > By ™ Foujua _(ygAD)iJ_k_%)
i,jk I,
[ bomakmkrnm s n+1 ]
| - (Pum - ng)' ' |
.uom i,j.k ijk
+ 1)
b!lmrsmo-kmkrgm e n+1
HF= ) (B-hy),
l .ugm ijk l,],kJ
! n n+1 n
= (@B = (0b65u0)"),, + (@bg73Sers)™ = (Bbg135ees)”), ]
At l,]’k l’]’k f
Entonces:
vr b,kk n+1

n+1
ro) (P _p )
Oi+1,jk 0ijk
HolX /1) s
b

nkkr0>n+1 (P p ) n+1
Oijk  TOi-1jk
MOAX fi—%,j,k J Lik) ¢
byrskk, \"** n+1
LLTuSAxry) 1 (P!li+1,j,k - Pgi,j,k)f
g £ gk
byrskk, \"** n+1
i;sAxry) 1 (qu,j,k - Pgi—l,j,k)f
9 fi-gik
bokkru>"“ )™
HolY /il Ok oLk
bokkr,,)”“ ( o
Holy [y 1, N ok oy
bgrskkrg>”+1 P P ) n+1
#gAy fi,j+%,k i j+1k Jijk ) ¢
byrokk, \"" 1
ZSA}}@) 1 (Rgi,j,k - Rgi,j—l,k)f
g fij-zk

[vr ]i,j.k.
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+ (ﬁ) bokkr,\ (P —P, . — (1,AD) )m
Vr bokk, \"™*" n+1
- (= ° P, —P. . —(y,AD) )
(AZ)i,j,k (uOAZ >fi,j,k—% Oijk 0ijk—1 (yo )l,},k—% ¥
Vr byrkk, \"*! n+1
+<—) (—g> (P.. -P, . —(y,AD). . 1)
Az Lk #gAZ fi,j,k+% 9ijk+1 9ijk ( g )1‘1"”2 R
Vr) bgrskkrg>"+1 ( n+1
- = P, —P. . —(y,AD) . 1)
n+1
+(bofqo),

(bom‘Tkmkrom)n+1 (P -
Bom )it "

n+1

bgmrSmakmk,gm n+1
+ VT <T)i,j,k (Pgm - ng)”’k
VT-’ i,k n n+1 n
- Alti [((stus‘“")nﬂ = (@boSaco) )i.j,k + ((wbgrssatg) = (Bbg7sSar ) )i,j.k]f

Con la ecuacion de presion capilar gas-aceite:
PcapgtJ(Satg) =FK -k

Podemos despejar la presion de gas:

Rgf = Pcapfgo + Pof
PQm = Pcapm go + Pom

Con la definicidén de saturacion de aceite:

Satof =1- Satgf - Sath

Sat om — 1—-Sg gm Sat W
Definiendo el volumen de roca:
En el gje x: Enel gjey: En el eje z:
Vr = A, Ax Vr = A, Ay Vr =A,Az
A, = AyAz A, = AxAz A, = AxAy
Donde:

A, = Area de flujo transversal al eje x
A, = Area de flujo transversal al eje y
A, = Area de flujo transversal al eje z

Si la movilidad de las fases de aceite y gas se definen como (Lépez Jiménez, 2017):
bk, bk,
we () ()
Ho Ly
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Empleando el promedio harmoénico de permeabilidad (por ejemplo, en el eje x), de manera
similar a la presentada por (Galindo Nava, 1998):

" ~ o, [ 2kijrkivijk ]
i 200 e e AX e + Koy Dies i

({2 ({52

Este mismo concepto se repite para los ejes “y”’y “z
Con la definicion de porosidad en funcion de la compresibilidad (Chen, 2007):
o+t = on (1+ (P — PIy)
Y definiendo el volumen poroso como:
VPijre = Vijk Q?j.k

Podemos sustituir los valores de presiones de gas por presiones capilares gas-aceite, saturaciones
de aceite, volumenes de roca, movilidades y porosidad:

AxAX n+1
( Ax ) ( ) l+1]k Poi,j,k)
i,jk fL+2] k f
AXAX n+1
- -P, .
( Ax )i,j,k ( ) l——]k Dtjk 01—1,],k)f
A, Ax kA \" nt1
n ( ) < Pavoo+P). = (Payos +P,).
Ax Jijk find ;k(( cap go ")z+1.1.k ( cap go ”)L,],k )f
A Ax kg e n+1
_ ( v )i'j'k < Ax . ((Pcapgo + Po)i,j,k - (Pcapgo + P")i—l,j,k )f
fl.—E,j,k
Ay A kAg\™*" n+1
* (50, (&), (Pries= i)
Y Tije NV p gk s
(AyAy) (klo et ( P ) n+1
Ay 7y \BY fij— oLk Otk g
A, Ay kA, \"H n+1
y sithg
" ( Ay )i,j,k ( Ay )fu%k ((Pcapgo +P0)i'j+1’k = (Peapo +P0)”"‘ )f
A, Ay rka\"" nt1
y siAg _
- ( Ay )i,j,k < Ay >f i,j—zk((Pmpgo +Pa)i'j'k (Pm”o +Pa)i'j_1'k )f
A,Az kA" n+1
AD )
+ ( Az )i,j,k (AZ fl]k+1( Oijkt1 a‘}k (ya )11k+
A, Az kA" n+1
- P, —P,. . —(y,AD
( Az )i.j,k (AZ fuk—l( ousse ™ Foujur = o )i'/'k‘%)f
A,Az ek \"! n+1
+ ( s )i,j,k ( Az fijk+l<(Pcapgo + P")i,j,k+1 - (Pcapgo + Po)i,j,k - (ygAD)i’j’k%)f
Jikty
AZAZ) kA"t ( n+1
- Papgo+P). . = (Prapgo+P) . — AD,,)
(AZ Wik ( Az P (Peap go D)l,},k (Peap go D)l,},k—l (v ),_,_k_% .
n+1
+ (b"fq")i,j,k

+ (byfﬂf%):t

n+1 ntl
+V11k (O_k/l )muk( om Pof)ijk
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n+1

n+1
+Vryj (omskdy) Lk ((Pmp g0t P,,)ml.‘j’k = (Papgo +P») f”k>
o i,jk

_ Vbijk
At

n+1

+ ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)][bgrssutg]

ij.k

( [1 + Cr(Pon+1 - Pan)] [b0(1 - Satg - Sat w)]n+1 - [b0(1 - Satg - Sat w)]n )

- [bgrssutg]n )

Ahora, definiendo los términos de transmisibilidades, siendo evaluados en el nodo con mayor
potencial, conocido como corriente arriba (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000) o

“uapstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979):

si: (Po, - Pow’k)f >0
Tn+1 3 (AXAX> kﬂ.a n+1 B (Axkﬂ.‘))nJrl B (Axk n+1 bukru n+1
i ik Ax Jijie NAX g indjk Ax Jyindjk fivmik N Ho f ik
. (AxAx) (klo)"“ _ (Axklo)‘rwl :( i )n+1 (bokro)n+1
Lk Ax Jije \NDXTpiLjk Ax Jyiljk Ax Jpidje\ Ho fi-Lik
st: (Poyp— Poiiljyk)f <0
o _ (AxAx) (klo)"“ _ (Axklo)‘rwl _ (Axk)"“ (bokro n+1
figik Ax Jije \BXpiv1k Ax Jgivjk Ax fi+%,j,k Ho /fiv1jk
a1 _ (AXAX> (%>n+1 _ (Axklu>n+1 _ (Axk>n+1 (bokro n+1
gt Ax Jije \DXJpioqjk Ax Jpijre \NAXpidie N Mo Jpi
si: (Poj— p,,mk)f >0
- (AyAy> A\ _ (Ayk)lo)"“ _ Ak n+1 (bokro n+1
Of. .
Tt Ay /i \By fijtak Ay fijtak Y P pijrgk s Ho Jpijidi
+1 +1 +1 +1
S (AyAy kA\" _ (Aykla)" _ Ayk\" (bgkm n
Of. .
Tij=pt Ay /i \By fii-k Ay ik Ay /s j—ak s Ho Jrijtk
si: (Poyp— Pl,u.ﬂk)f <0
+1 +1 +1 +1
S (AyAy> kA\" _ (Ayklo n _ Ayk)" bokyo\"
Of. .
Tt Ay Jijie NBY g By Jrijek Ay Fijtpk ~ Ho Jpijrie
+1 +1 +1 +1
S (AyAy ki (Ayk/lo A" bokyo\"
Of. .
Tij-3k Ay ik Ay fij-1k Ay fij-1k Ay ft}—%.k Ho /fij1k
: (y”ivivk + y”i.i,kil) (D ijk D i.i,kirl)
St: (Pﬂi,j,k - Poi,i,kil)f - 2
- (AZAZ) (kla)nﬂ ~ (Azklo n+1 ~ (Azk)n+1 bokye n+1
ke Az Jijre \BZ gk Az s Az Jpijiei\ Ho /g ik
v _ (AZAZ) (kla)nﬂ _ A kA N\ _ (Azk)n+1 bokye n+1
ofi.f.kf% Az ijk Az f i,j,k—% Az f i,j,k—% Az f i'j'k_f Ho f i.j.k—f
. (y”i,j,k + y"i,j,ktl) (Di.i.k - Di.i.kil)
St: (Pui,j,k - P"i,i,ktl)f - 2
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n+1 -
Sl ik

n+l
Sf. 1.
ft—;.}.k

n+1 —
Sf. 1.
fl+§,},k

n+1 —

Fidik

o
Slijelk

n+1
Srij-Lk

n+1
Slijelk

n+1 —

Srij-Lk

n+l
R

n+1 —

R

n+1
Sfi+%,j,k

n+1
Sfo 1.
fl—?]rk

n+1
Sfiv1jk

n+1
Sfic1jk

n+1
SFijli

n+1
Sfij-L

n+1
Sfijeik

n+1
Sfij-1k

n+1
SFijiesd

n+1
SFije-1




n+1 n+1 n+1 n+1
Ton+1 — (AZAZ) (%) — (Azkllo) — (Azk) (kaTU) ; R;l+1 — R;H—l
Tijles Az Jijx \DBZ/fijrer Az Jpijiees Az Jpijet\ Bo e Tijkery Tijlers
n+1 n+1 n+1 n+1
Ton+1 — (AZAZ) (%) — (Azkllo) — (Azk) (baleJ ; R;l+1 — R;H—l
s Az Jije \Dz/pijr— Az Jpijie—t Az Jpijrei\ Bo Jpijen Tijk—3 Tijle-1
it (Poyyic = Porss), + (Peap gou = Pear ors), 2 0
n+1 n+1
Tgn+1 = (AxAx) <k}L ) (Axk ) — (Axk) (bgkrg> ol o gntl
1 ’ 1
Fivkjk Ax Jijk f1+ ik A f1+ ”m A Firdik \ Hg fisdik fisdjk fisdjk
n+1 n+1
o (AxAx) <k/1 ) (Axka ) _ (Axk) (bgkrg> R
9Lk Ax Jijk fl”]k Ax fl”]k A fl,, g Ficd; filik filik

+ (Prap 9goijr Pmp goiﬂ,i,k)f <0

n+1 n+1
Tn+1 — ( XA ) <k)L ) (Axk > — (Axk) (bgkrg> Lol sl
9fil; . 1, ?USfLL S5fise),
ik Ax Sy fi+1,jk A fi+1jk Bx Jpisgjn\ Ho fi+1jk 2k ik
( k

n+1 n+1 n+1 n+1
Tn+1 = (A"Ax) <kﬂ' ) Ay 2’!1 X (bgkr!] Lopntl — gndl
gf. 1. 4 Sf. 1. Sf. .
fl—i,l,k Ax ijk Fi-1jk Ax FimLik Ax f i—%,j,k Uy Fi-1jk fl—i.}.k Ti,jke

Si: (Pﬂi,j,k - P”i,/'t 1,k)f + (PmP goijr Pmp goij+ l,k) 20

Si: (Poi_]-,k - Poiil.i.k)f

N
=

f
n+1 n+1 n+1 n+1
- (AyAy) <ﬁ> = (M) = (M) (bgkr9> L opntl
gf. . 1 ’ SfF. .1 SfF.. 1
Tk Ay Jije \By fijtak by J, Ljtak Ay /; ek \ Mg Jpiidy Topgh ik
n+1 n+1 n+1 n+1
il (AyAy) <ﬂ> _ (Ayk)‘y> _ (Ayk) (bgkrg> . ogntl ntl
o ’ Sf. . Sf. .
Y Ay Lk Ay fi'j_%’k Ay fi,j—%.k Ay f”_é’k Mg Jpii Ly Tij-3k Tij-S

o

Si: (Poi,j,k - P”i,jt 1,k)f + (PCGP goijk PCllP 90ij+ 1,1«)/r <

n+1 n+1 n+1 n+1
e = (AyAy) (ﬁ) - (M) (M) (bgkrg> R
9f;isd 7oUsp 1 Sfs
gk A ij.k Ay fij+1lk Ay fij+1k Ay fi,i%.k Hg fij+Lk Tk Tk

n+1 n+1 n+1 n+1
e — (Ay y) <%> — (Ayk)l_g) = (M) (bgk,.g> . rsn+1 - rsn+1
9fijLk By /i \By ) Ay By /e 1\ K gt~ Fijoik

fij-1k fij-1k

St: (Poi,j,k - Poi,j,kil)f + (Pfap 9oijk Peop goi,]',kil) -

f 2
n+1 n+1 n+1 n+1
Tl = (AZAZ) <%> = (Azk)lg) = (Azk) (bgk,.g> ; it = pntl
IFijaerk Az Jijx \ Az fi,j,k+% Az P i’j’k% Az /f i,j,k+% By ) sl Fijnrd Fijnrd
n+1 n+1 n+1 n+1
S (AZAZ) (ﬁ) _ Azkag) _ Azk) (bgkrg> TR
;o Ty Spo
Yiikcd B2 i fiik—3 8z Jrijnt N rijkg\ g )yt Tiikeg ik
. (y!]i,j,k + y.gi,j,kirl) (Di.i.k - Di.i.kirl)
Si: (Pﬂi,j,k - Pﬂi,i,kﬂ)f + (Pfar 9oijk PCllP Hoi,j,kirl)f - 2

n+1 n+1 n+1 n+1
Tn+l (AZAZ) (ﬁ) - (ﬂ) = (M) (m) B g P21
9F sk . o1 v Tsp it T sy
Lkt Az Jiji \ DBz Fijhtl Az f ity Az ijiez\ Hg fijlt bkt bkt

54

——
| —



T+t —(AZAZ) (%)nﬂ _<Azk)19>n+1 _(Azk>n+1 (bgkrg>n+l Lol gt
Migrg N\ Az Jyjpe \Dz ) 8z )it B2 g\ Be gy T Turs e

Si: (Poml_’],'k - Po,u_’k) >0

; R;H_l_ =Rn+1

mijk Smijk

+1
n+1 n+1 o-kb"kro "
Tomfijk =Vr, ;. (ok4, mijk = VTijk
w mijk

#U
)<0

Si: (Pﬂm”' o Por,

n+1 n+1 o'kb"kro " n+1 n+1
T, =Vry 0 (0kA,)F T = Vg ;R =R
fijk

Omf ik o Smijk — Sfijk
st (P“mi,j.k B Pufi,j,k) + (P“‘I’ 9omij ~ Peap y“’i,j,k) =0
+1
okbyk, \"
n+1 — n+1 — ﬂ . n+l _ ,.n+1
Tgmf”k = Vri,j,k(akﬂg)m ik = Vrijk 5 T = s
mi,jk

Smi,jk
1)
g

Si: (Poml_’i'k -pP, f,-,,-,k) + (Pm,, gomyys — Peap go ,M) <0

+1
okbyk, \"
n+1 — L _ 9Ty . n+l _—_ .n+1
T‘qul = Vri.f.k(ak)‘sl)fijk =Vrjk 5 Tsmage = TS5,
i o Ug Fiik ji ij,

Entonces, sustituyendo los términos de transmisibilidades, la ecuacion discretizada para la
fase de aceite en la fractura natural es:

n+1

n+1 ( —P )
Ofidje \ Oirrik  TOujk/ g

n+1
= 13 (P = Py
afi—%,j,k 0ijk 0i-1,jk r

n+1
n+1 n+1 _
+ Tgfn;j,k Tsfu;j,k ((PC“P oo+ F °)i+1,j,k (P”‘”’ gt P")i.j,k ) I

n+1
= 1 1 ((Peapgo + P, — Peapgo +Po),, )
gfi—%,j,k Sfi—%,j,k ( cap go a)w’k ( cap go ”)1—1,],k R
n+1

+ T (Poi,j.u,k - P"ivivk)f

Of ijakie
= 13 (P = Poyyens)
Of. . 1 0jj Oj j—

f”_?k ijk i,j-1,k f

n+1
+ T2 (Peapgo + B,y = (Peapgo +B5), )
Irijatie STijadk (Peap go ")w+1.k (Peap go ")l,},k ¥

n+1
+1 +1
— Tgnf rsr;i,j—%,k ((Pcap go + Pa)i,j,k - (Pcap go + Pa)i,j—l,k )f

ij-bk

n+1

n+1
+1
F T (P = Py~ (yaAD),’jyk%)f

OF ijk+l '
n+1
_ pntt — -
Tofi,j.k—% (P"irf»k Foijis (y"AD)i'/'"‘_%>f
n+1
n+1 n+1 — -
+ Tgfi,jvk+% rsfi,j:k+% ((Pcapyo + PO)i,j,k+1 (P”ap got Pa)i.i.k (ygAD)i'j'k+%)f
n+1
_ mm#l n+1 — -
Tgfi,jrk—% rsfi,;zk-% ((Pcapga +P0)i,j.k (Pm”g" +P")i,f.k-1 (ygAD)i'j'k_%)f
n+1
+ (bo,qo)i’j’k
n+1

+ (bgfrsfqg)i'j,k
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n+1
+ T (e f)i'j’k
n+1
+ Tyﬁfli,jvk sr:y:jk ((Pcapgo + P")mi,j,k = (Paapgo + Po)fi’j’k>
Vpij X ( [1 + Cr(PonJr1 - Pon)] [bo(]- - Satg - Sat w)]n+1 - [bo(l - Sutg - Sat W)]n)
oAt + ( [1+ CT(P‘;'1+1 - Pgn)][bgrssatg]n+1 - [bgrssat g]n )ijk

i,j,

k

b) Ecuacion diferencial para la fase de gas en la fractura natural:

]

kk,, 0P,
dax

Ko Ox

3
dy

<b0 RS

kk,, 9P,
g_wa_g> +
My 0x )

<b"RS Ho

kk,, aP,
ay

kkTg an

)a
Hg 0y ),

0z

Kk,

Ho

g

(bﬂ RS

0z

(0P,,

aD
Yo5,

9
+ Do, Ry + by, 05 + Ty Ry + T = 20 (B(BoR,Saro + bgsatg))f

)+ by

kk,,

Hg

oD

0k
9z 1%

Llevando a cabo el proceso de discretizacion (de manera similar a la fase de aceite):

Entonces:

56

[ (baRskkr,,>n+1 (» . )m’ [ <boR5kkrn>n+1 (» , )nﬂ'
‘qux i+%,j,k Oi+1,jk Oijk ‘quy i,j+%,k Oij+1k Oijk
B <buRskkro>"+1 (P h )m ~ (boRskkro>"+1 h )m
Oijk ~ 10i-1jk Oijk — '0ij-1k
1 UolAx Lk j 1j . 1 U, Ay bi-Lk j -1
Axpjp bkl \"** (P h )m Ay; ik bk, \"** (P h )m
HgAX i+1jk Gi+1,jk YGijk ugAy ij+1k Gij+1k YGijk
2 ¥y
+1 +1
B <bgkkrg>n (P )n+1 B (bgkkrg>n (P _p )n+1
ugAx i—%,j,k YGijk Gi-1,jk | I ugAy i,j—%,k YGijk Gij-1k
A
n+1
boRkk,, (P B (uAD) 1)n+1
,uDAZ i,j,k+% 0jjk+1 Oijk o i,j,k+§
boRekk, \"* n+1
Ljk=3 A\ A\
i Az bykk, \"" | (b Ros qo)i,j,k " ( 97 )i,j,k
ygAZ . %(Rgi,j,k+1 - RQi,j,k - (ygAD)i,j,k%)
bgkkrg et n+1
- ( u Az > 1 (Pgi,j,k - Pgi,]’,k—l - (yyAD)iJ—_k_%)
9 ij k_f A
DomRsyy Tkimkryp )™
bttt (s )
Hom ijk i)k
bgmakmkrgm s p p n+1
+ u ( gm gf)i]- k
gm ijk 7
1 n n+1 n
= a7 [(((abaRsSat o)n+1 - ((bboRsSato) ) ot ((ngsat g) - ((bbgsat g) ) . ]
At i)k ikl g

[Vvr ]i, jk

——
| —
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(9 ()
Ax); T uAx Oiv1jk  ‘Oijk
X/ ik HolAx fi+%j,k 1) i)y
Vr boRskk,, n+1 .
- (—x ijk (H(;T 1. (Pui,j,k, _P"i—i,j,k)f
w fi=5Jjk
r bgkk’g " n+1
Ax. P =Py
+ ( X/ i)k (HQAX fi+ljk( Jit+1,jk gl»J,k)f
L
r bgkk’g " n+1
— <_X ik (HgA Fil; ( gijk 19 1lk)f
L
Vr b, R kk, n+1 .
+ (—) < .
Y7k Uoly i k( Oij+1k 0”")/'
Vr) <boRskkro>n+1 .
( Y/ ik oAy fl_'j__k( Oijk 0;j “‘)f
r bykky, \" n+1
+ (_) < ” Arg) (gL]+1k g”k)
Yijae \ HaBY f i,j+%,k f
+1
(Vr) <bgkkrg>" .
Vije \ b fi.j—%.k( Joike G 1")f
Vr boRskkro n+1 .
+ (E) ik (HT 1( 0 jk+1 oljk (YOAD)”’H )
o o2 rijk
Vr b,Rskk, n+1 "
“\az — P, —P AD )
(Az)ij,k < HoAz ; k—l( oijk — Foijk-1 -, )uk—— )
v bakkr " n+1
+(_) < 9) (P —-P, . —(y,AD). . 1)
Az ijk ﬂgAZ fi,j,k+% i jk+1 ijk (g )l.].k+i ]
+1
Vr) (bgkkrg>” ( .
_<_ P, —P, _(VAD),. 1)
9ij, 9ij k- 9 1
Z/ijk \ Mgz fijk—% Jik k-1 wid),
n+1
+ (bo R, q )
sy o
n+1
+( quy)w.’k
bomRs,, okmk m n+1
+ VT <w> (Pom - Pof). .
om ijk ij,
<bgm0'kmkrym>n+1 ( )n+1
+Vr;; _gm- M Tgm P _p
Ljk Hgm Lk 9m gf Lk
Vn]k

- |(@8R,Suc o™ = (bR o)), + (@S s)™" - (obgsatg)")i'j'k]f

Abhora, sustituyendo valores de presiones de gas por presiones capilares gas-aceite, saturaciones
de aceite, volumenes de roca, movilidades y porosidad (de manera similar a la fase de aceite):

A Ax kRsA n+1
B2 (47 (n)
Ax ijk Ax f L+2 ik L )

A, Ax kR A n+1
( X ) ( ' 0) (Poi‘k_Poi—l'k)
Ax ijk Ax fl— I Tl g
A Ax kA \"" n+1
+ ( Ax ) <E » (Pcapgo + Po)i+1,j,k = (Poap go + Po)i,j,k )f
*2
AxAx k n+1
( Ax ) <_)fl_ (Pcapgo + Pﬂ)i,j,k = (Poap go + Pﬂ)i—1,j,k )f
A, A s n+t
+ ( X y) ( ) (Pﬂi j+1,k _Poi‘k)
Ay Ay f”+ L ) g
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kR AN\ n+1
( s 0) (Pg,. -p, )
Ay . 1 ijk iLj—1k f
>

A Ay %) n+1
Yy g
+ A ) (E) 1 ((Pcapgo +P0)i,j+1,k - (Pcupgo +P0)i,j,k )f
fij+zk
A, Ay KA\t n+1
Yy 9
A ) (_y> ((Pcapgo + Pu)i’j’k - (PCQPQU + Pu)i,j—l,k )f
fij—5k
kRA, n+1 n+1
+ P - AD )
Az ik ( Az )f i,j,k+%( OLjkr u”k’ ~ )U k+3 f

n+1 n+1

(Pcapgo + Pﬂ)i,j’k+1 - (PCQPQU + Pu)i’j’k - (y‘gAD)i,j,k+%)f

kR, n+1 n+1
Az )u e ( Az )f Lik-3 (Pai’j’k = Pougien (YOAD)"J""QJ‘

i,jk

k2, n+l n+1
( > ((Pcapgo"'Po)»' _(Pcapgo"'PO)i'k_l _(VgAD)"k_l)
1 i Wk=3/
2

__ n+1
+ Vi, (OkR, ,10),,“],(( P,,f)”k

n+1
n+1

Ve @)Y (Bann 2, = Bungn 2, )

ijk
B Vpi,j,k ( [1 + Cr(Pnn+1 - Pon)] [boRs(l - Satg - Sat w)]nJr1 - [boRs(l - Satg - Sat w)]‘rL )i,j,k
At + (11 + Gt = P [bgSar]™™ = (bS] )
L]

Sustituyendo los términos de transmisibilidades, siendo evaluados en el nodo con mayor
potencial, conocido como corriente arriba (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000) o
“upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), la ecuacion discretizada para
la fase de gas en la fractura natural es:

n+1
Tntl gnl (p _p )
Ofikjne ~STukjpe \ Orik  "Oijk) e

n+1 n+1 nl
- T”fi_z,,-,k Rsfi_z,j,k (Poi,i,k —F Gi—l,j,k)f
n+1
n+1
+ ng Lk (( cap go Po)[+1'}"k _(Pcapyo +P0)i_,-,k)f
a1 n+1
- Tgfi_ljk ((Pcapgo + Pn)i,j,k - (Pcapga + Pa)i_lyjyk)
3

n+1
4+ o+l gnHt (p ) )
0fi,j+%,k Sf11+ ke Oij+1k Oijk

f

f

n+1 n+1 nH

- T ij-yk Ry ij-3k (P"ka _P"U*lvk)f
n+1
+1

+ Tgnfmz,k ((sz’ got Po)i.}'+1,k = (Peapgo + P")i./.k )f

n+1 ntl
- Tgf”_7 ((Pcapgo + Pa)i,jyk - (Pcaz:go + PO)i,j_Lk )f

2’

n+1
n+1 n+1
+ T R 1 (Poi,j,kn_ 04k - (A D)l k+_)f

Ofijard L ijuad

n+1
+1 +1
= T B3y (P o = 068D), 1)
n+1
n+1
+ Tgfl.ijh% ((Pcapgo + PO)i_j_kH - (Pcapgo + Pa)i_j_k - (VgAD)i_,-_H%)f
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n+1
.97;-:]1-‘,(_% ((Pcap go + Po)i,j,k - (PCHP go + Po)i,j,k—l - (ygAD)i’j'k_%)f
n+1
+ (bafRqua)i,j,k
n+1
+ (b!?fq!!)i_jlk
n+1
+ "anli,j,k ?':givk (P‘J"‘ ~Fo )i ik
~ n+1
+ Tgri:fli,j,k <(Pcapgo + Pa)mi,j,k - (Pcapgo + PD)fijk)
: Vpi,j,k ( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)] [buRs(l - Satg - Sat w)]THl - [baRs(l - Satg - Satw)]n )i,j,k
At (104 G = OBy Sa ] = [bgSaes]”),
" f

¢) Ecuacion diferencial para la fase de agua en la fractura natural:

d

a
0x

b kk,, 0P, a
0z

kky, OB\ 0 (, kky,0R,
Y ou, 0x ; dy

w—r—] +
P ay>f

(bw

aD

kkTW * * a
Yw E) + bwqu + Twmf = a (¢waatw)f
f

Hw

(6PW
0z

Llevando a cabo el proceso de discretizacion (de manera similar a la fase de aceite y gas):

[ (bwkkrw>n+1 (P p )n+1] [ (bwkkrw>n+1 (P , )n+1_|
Wir1jk Wi, visee — P
1 | ‘uWAx H%'j'k e " | + 1 | #wAy i+%,j,k Lk Jk |
Axjr by kk,, n+1 , . n+1 Ayijk by kky, n+1 , . .
_ SRy ( e Wi_l’j’k) - Uy ). 1. (Wi,j,k_ Wi,j+1,k)
L—E'J,k A l_iljlk f
bwkkrw i n+1
u,Az | 1 (Pwi,j,k+1 - Pwi,,-,k - (YWAD)i,j,k%)
1 w i+3ik L o
+ Az ) by kk, n+1 n+1 +( WfqW)i']_'k [Vrlije
_< Az >i—1jk (Pwi,j,k - PWi,j,k—1 - (YWAD)i,j,k_%)
° r
bwmakmkrwm r n+1
+ || — (Pwm - ow)' )
Huwm ijk Lk
= 1 n+1 n
= E[ @by, Sacw)ije — (BbySarw)ijk ]f
Entonces:
(Vr) <bwkkrw n+1 (P . ) "
AxSuju \ Hwbx fitgik Wik TWk] g
(Vr) <bwkkrw n+1 (P . ) .
- i,j Wijk — TWi-1jk
Ax/ijr \ Hwlx fi_%’j’k ;
) n)
Ay Ljk wy Ay fi.]'+%,k Wijaik T Wijic) o

——
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+
— .
15

&
2|3
P-\/
=
—
[~
S
=
=
N

2

Vr
Az
n+1
+ (bwqu) "
DumOkmbkr,, \"*
g () (0
i,jk

L]k

Wm

n+1 n+l
Py .. —Py..
HWAy )f ij,lrk ( Wi jk Wt,j+1,k)f

) (bwkkrw)n+1 (P ( AD) n+1
ij, - i i )
pike \ Hwbz ) U Bt = D), 001 f

) (bwkkrw)n+1 (P P, (ywAD) .
U Az ik~ wigeer — ij _1)
ik w, Az fi,j,k—% Wijk Wi jk-1 w k=3 f

n+1
_p )
Wilijk

V n+1 n
= [(@bySacw)ifi = @buSac )iyl

Con la ecuacion de presion capilar agua-aceite:

Pcapwo (Satw) =P, — By

Podemos despejar la presion de agua:

PWf = POf _Pcapfwo

Pwm = Pom _Pcapmwo

Sila movilidad de la fase de agua se define como (Lopez Jiménez, 2017):

b, k, )
Ay, = —%
v < Uw

Podemos sustituir los valores de presiones de agua por presiones capilares agua-aceite,
volumenes de roca, movilidades y porosidad (de manera similar a la fase de aceite y gas):

(AxAx) (k W) ( (P
Ax Jijre \NAx Jpindyp N
(AxAx) (kxlw)"“ ( G
Ax ijk Ax 1—%,j,k 0
A, A kA"
+(%) &) (-
Ay Ji i \BY f itk
(AyAy) (kﬂw)rﬁl ((P
Ay i,jk Ay f i,j—%,k ’
A, kA"
(G (), (@
Az Jije NAZ T ijra]
(AZAZ) (klw)”“ ( (7 -
Az ijk Az fi,j,k—% °
n+1
+(beqw)”,k

+ Vri,j,k (O_k/lw nm+i,1j,k ((P cap wa)

_ VDijk
At

- Pcapwa)

n+1
- Pcap wo)i+1,j,k - (P capwa l]k)f

n+1
Pcapwa)i’jyk _(Po capwo i Ijk)f

n+1

Pcapwo)”_nk - (Po capwo ik

)
n+1

s (Pa capwa )

i,j,k i,j-1k f

n+1

Pcap W°)11k+1 - (Pa Pcapwa) (VWAD)l]k+ )
27

P

capwo)l ik - (P

n+1
o = Feap W")i,j,k—1 h (}/WAD)i.j.k—%)f

n+1
—(p,-P
ik ( o cap WD)fi,j,k)

[ ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)][bwsutw]n+1 - [bwsutw]n )i,j,k ]f
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Ahora, definiendo los términos de transmisibilidades, siendo evaluados en el nodo con mayor
potencial, conocido como corriente arriba (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000) o
“upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979):

Si: (Poi_]-,k - Po,vﬂ,,-,k)f - (Pcap woijk Pcap wo,-il,,-,k) =0

f
Tn+1 3 (AXAX) (klw)rwl _ <Axkﬂ.w>n+1 _ (M>n+1 <bwkrw>n+1
YFisdjk Ax Jije NAX il ik Ax Jpulje NAX pulie\ e /g i+Ljik
e _ (AxAx) (klw)rwl _ (Axka-w n+t _ Ak n+t byl "
Y-Sk Ax Jijee NAX Jpilik Ax Jridjk AxJpidje\ Hw ficdik
St (Pﬂi,j,k - Poiil,j,k)f - (PCaP Woijk Peap Woitl,j,k)f <0
. _ (AxAx) (klw)"“ _ (Axklw n+t _ (Axk)"” byl
Yligik Ax Jije \BX pirajk Ax Jfirvajk Ax fi+%,j,k Hw /i1 jk
. _ (AxAx) (klw)"“ _ (Axklw n+t _ Ak n+t byl "
Mgk Ax Jije \BX/piogjk Ax Jri1jk Ax fi—%,j,k Hw riqjk
St (Pﬂi,j,k T Doyt 1,k)f (Pmp woijk Peap Woyj+ l,k)f 20
e (AyAy kﬁw)"“ _ (Ayklw M AN bk M
Higep Ay Jije Ny, Lithk by J; Litak Fijrgk s Hw Jriidy
TN+l = (A}’Ay) k)‘w m _ (Ayklw m _ yk)n+1 bwkrw e
i Ay Jije Ny, L2k by J; L2k Ay /; gk~ HPw Tpij Tk
St: (Poi,j,k - Poi,ji l,k)f - (Pcap woijk Peay W0:j11,k) <0
- (AyAy) <k2W>"+1 _ (Ayklw)"“ _ (Al n+t by e\
Wg. . 1
Tijegi Ay T NAY i By rijek Y pijebie s Hw Tpijek
- (AyAy <k2W>"+1 _ (Ayklw n+t _ (Al n+t by e\
Wg. . 1
Tijgk Ay T NAY e By Jrpjax NBY Fij—pk > Pw Jrijoik
Si: (Poyyse = Poyyisr) .~ (Peapwou = Peapwouysss), — (P Vogss) (Pijac = D)
ijk Oijk+1 f cap woijk ap Woij k+1 7 2
S (AZAZ) (k/lw>"+1 _ (Azklw)”“ _ ﬁ)nn (bwkrw)n+1
YEijiey Az Jije NAZ T ijee] Az Jrijueak NAZ pijrad N b gy jhrk
. (AZAZ) ( AT (Azkﬂw e Azk)"+1 (bwkrw n+t
Wfi,j,k—1 Az ijk Az f i,j,k—% Az f i,j,k—% Az f i,j,k—% Uy I i,j,k—%

(ywivi.k + yWi.i,kﬂ) (D ijk— D iJ.kil)
2

Si: (PDi,j,k - Poi,i,kil)f - (Pcap woijk Pcap wo,-,j,kﬂ)f -

k n+1

a1 (AAz kAN AN AN bk,

Wr gkl - ( Az )”k (E)f i k1 - ( Az )f i,j,k+% “\Az )f i_j_,ﬁé( Bw /piiken
- 3 AZAZ klw n+1 B Azkﬂw n+1 B Azk n+1 bwkrw n+1
WFijk-1 _< Az )”k (E Fijk-1 _( Az Jpiju-d “\Az fi_j_k_%( [T
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Si: (Pomi,]'.k - Pofi,j,k) - (Pcup Womijk PC‘W wofi,j,k) =0

okb,k

T\Z,':L}i}j‘k =Vr (kA ;‘fll] 0=V (%)
w mi,jk

Si: (Pomi,j,k - Po,[_‘i‘k) - (Pcup WOmjk - Pcap won_’i’k) <0

okb,k
T\Z/l,:} = Vri,j,k(a klw)ﬁ},k = VTi,j,k <M>
Lk Hw fijk

Entonces, sustituyendo los términos de transmisibilidades, la ecuacion discretizada para la

fase de agua en la fractura natural es:

T+l n+1
WfH_ ((Pa cap wo F1jk - (P capwo llk)f
n+1
1
- "1};_1” ((Po capwo ”k_(Po capwo i 11k)
n+1
+1
+ ‘;'le -k ((PD CllPWD ij+1k - (P Capwo k)f
n+1
+1
- T‘:/lfi}j_%‘k ((Po cap wu ijk - (Pu cap wo Lj-1k )f
1
+ ‘}'};LJ k+ <(P0 cap WO ijk+1 - (Po Pcap WU)” k
1
- ‘}‘};ij ( cap W" ijk - (PO Pcapwo)l k-1 (YWAD)
n+1
+ (bwqu)i’j’k
n+1
1
+ T\:/ly:f ik <(P (:ap Wo)mi,j,k - (Pg - PCap Wu)fi'j,k>
VP k
5 [+ GBI = B [bwSaen]™ = [buSacwl™ s,

n+1
- (D), 1)
25

)n+1
2/

d) Ecuacion diferencial para la fase de aceite en la matriz:

?
Ty = Ty Ton = 37 (O(BoSato + byTiSacy))

Llevando a cabo el proceso de discretizacion:

ijk

Hgm

Entonces:
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— (bom okm krnm>n+ ' (Po
Hom "

~ (bgmrSmokm krgm>"Jr1 (P
ik

P

n+1
- Pof)i'j,k

)n+1
9f i,jk

1 n 0 0
- A_t[((q)basm)m = (0505at0)"), ;0 + (D750 )™ = (Bh7iSac,) )i,,»,k]m

[Vrlijk

'



bom0kpk, " nt1
— Vi <w) (pom - pof)ijk
i,jk b

#am
bygmTsmThmkry, \™ n+t
—Vryjx <T>m_'k (= ng)i,j’k
Vri; +1
= th [((q)basata)nﬂ — ((Z)bOSatu)")i’j’k + (((Z)bgrssatg)" _ (wbgrssﬂtg)n)i’j’k:lm

Con la ecuacion de presion capilar gas-aceite:
Pcapgt?(satg) =FK -5

Podemos despejar la presion de gas:

Rgf = Pcapfgo + Pof
P.Gm = Pcapm go + Pom

Con la definicidén de saturacion de aceite:
Sat om — 1- Satgm — Sat Wm

Definiendo el volumen de roca:

En el gje x: Enelejey: En el eje z:
Vr = A, Ax Vr = A, Ay Vr =A4,Az
A, = AyAz A, = AxAz A, = AxAy
Donde:

A, = Area de flujo transversal al eje x
A, = Area de flujo transversal al eje y
A, = Area de flujo transversal al eje z

Si la movilidad de las fases de aceite y gas se definen como (Lépez Jiménez, 2017):

bk, byk;
,10=<u) ) /1g=<g g)
Ho Hg
Empleando el promedio harmoénico de permeabilidad (por ejemplo, en el eje x), de manera
similar a la presentada por (Galindo Nava, 1998):

[ 2kijkkivejk ]
kivijre D% ju + Kijr AXivjk

k = Ax
i3,k i3,k

€., “ 1

Este mismo concepto se repite para los ejes v’y “z
Con la definicion de porosidad en funcion de la compresibilidad (Chen, 2007):

0"+t = on (1+ (P — PI)
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Y definiendo el volumen poroso como:
Voije =Vijx Ok

Podemos sustituir los valores de presiones de gas por presiones capilares gas-aceite, saturaciones
de aceite, volumenes de roca, movilidades y porosidad:

nt1 n+1
= Vi @A (P = ),

n+1

n+1
Ve (k) ((pm,, B N pg)f”‘k>
Vo (11 +C B+t = PI[bo(1 = Sae g = Saew)]™ = [Bo(1 = Sat g = Sacw)]” )

n+1 _ [bgTSSatg]n )

ijk

At + ([ @ = PO [byT:Sac] -

Ahora, definiendo los términos de transmisibilidades, siendo evaluados en el nodo con mayor
potencial, conocido como corriente arriba (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000) o
“upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979):

Si: (Poml_’i'k - P"f.-,,-,k) >0

omf ik mLj, R Smijj Smijk

n+1 n+1 akbﬂkrn i n+1 n+1
T, =Vry (kA ) e = Vi jk H =R
mi,jk

Si: (Pomi’i'k - P"f.-,,-,k) <0

okbyk, \"*
n+1 _ n+l 0o . n+l  _ pn+l
Tomryyse = VTuin(okAo)} i) = Vri,j,k( o > P Rsmijn = By
ik

Si: (Po"li,j,k - P“fi,i,k) + (Pmp 9omijr Pmp g"fi,j,k) =0

+1
okb k, \"
n+1 — - n+l - 979 . n+l  _ ,.n+l
T‘qui,j,k er,k(aklg)mi'j’k Vrijk p 5 Tsmyjne = Tomy
g mijk

Si: (Po"li,j,k - P“fi,i,k) + (Pmp 9omijr Pmp g"fi,j,k) <0

+1
okbyk, \"
n+1 — - n+l - 9Ty . n+1l  _ .n+l
T‘qui,j,k - Vrl,],k(o—klg)f ijk - Vrl'}rk u ’ rsmi,j,k - rsfi,j,k
9 Jrijk

Entonces, sustituyendo los términos de transmisibilidades, la ecuacion discretizada para la
fase de aceite en la matriz es:

n+1
- (Po =Py f)i'j’k
n+1
- Tg’i:fli,jvk rs::ik ((Pcapyo + PD) - (Pcapgo + PD)fijk)
Vpijk ( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)] [bo (1 - Satg - Sat w)]n+1 - [bo(1 - Satg - Sat w)]n )

At + ( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)] [bgrssutg]n+1 - [bgrssutg]n )

mi,jk

i,j.k

i)k
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e) Ecuacion diferencial para la fase de gas en la matriz:

a
- T:;mf Rsm - Tgmf = a(w(bDRSSata + bgsatg))m

Llevando a cabo el proceso de discretizacion:

bomRs okmk, \"* n+1
- (w) (pam - paf)
Hom " Lk
BymTkmky, \" +1
_(Zgmm Tgm (p -p )" (V7]
Hgm Lk me ok

1 n n n
= (@b RoSw )™ = (000R S0 )", + ((@B6Sers)™ = (ObSues)"). |

ijkdy,

Entonces:

bomRs ckmk, \" n+1
—VTi_j,k < T Sm T Tom Tom) (Pgm_ng)ijk
i,j,k -

#Dm
bymGkmk, \""* n+1
Vr <w> (B =)
Bam )ik Lik

Vri,', n n n+1 n
= T [(@BRsSar o™ = (0b0R,Suco )", + ((OhySa )™ = (ObgSacs) )U’k]

Abhora, sustituyendo valores de presiones de gas por presiones capilares gas-aceite, saturaciones
de aceite, volumenes de roca, movilidades y porosidad (de manera similar a la fase de aceite):

_— n+1
- Vri,j,k (O—Rskln mi,jk (an - Pof)ijk

n+1
+1
Vg (k) ( Pargo+ P, ~ (Peapan + 1), Mk)
Vpijk ( [1 + Cr(Pnn+1 - Pon)] [baRs(l - Satg - Sat w)]nJr1 - [boRs(1 - Satg - Sat w)]‘rL )

At + ([ + 6B = P [bySar g™ = [BySaral”)

ijk
ijk m
Sustituyendo los términos de transmisibilidades, siendo evaluados en el nodo con mayor
potencial, conocido como corriente arriba (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000) o

“upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), la ecuacion discretizada para
la fase de gas en la matriz es:

+1 +1 ntl
- Tt RYL (B, =P, )
Omfij Smijk \"Om o TOf); 4

n+1
1
- Tg’:f,.ijk <(Pcapyo + P")mi,,',k - (Pcupga + PO)fi,j,k>

_ Vpi,j,k ( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)] [boRS(l - Sacg - Sac w)]n+1 - [boRs(l - Satg - Sat W)]n )i,j,k
Ac + (14 B = P[BySacg] ™™ = [BySars]” )”k
( ]
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f) Ecuacion diferencial para la fase de agua en la matriz:

a
- Twmf = &(wbwsatw)m

Llevando a cabo el proceso de discretizacion:

by, ok, \"! n+1
- (M) ( R, — pwf)
Hwpy Lik Lik

[Vr]ijx
= l[((bb Satw) L — (0b,,S4 )" ]
At wratw/i,jk watw/i,j,k m
Entonces:
by, Ok, \" n+1
— V1 (T ) (Puy — ow)i']_'k
m i,j,k
Vrijk
= At] [(®bw5at W):!II% - (®bw5at w)?j,k]m
Con la ecuacion de presion capilar agua-aceite:
Pcapwo (Satw) = Po - Pw
Podemos despejar la presion de agua:
PWf = POf - Pcapfwo
Pwm = Pom - Pcapmwo

Si la movilidad de la fase de agua se define como (Lopez Jiménez, 2017):

b,k
Hw
Ahora, sustituyendo los valores de presiones de agua por presiones capilares agua-aceite,
volumenes de roca, movilidades y porosidad:

n+1
- Vri,j,k (Uklw 71;:“-1‘,1],k <(Pa - Pcapwo)mijk - (Po - Pcap wo)f' 'k>
oF ij,
Vi

- At [ ( [1 + Cr(Pan+1 - Pan)][bwsat w]rH-1 - [bwsat W]n )i,j,k ]m

De manera similar a las fases de aceite y gas, se definen los términos de transmisibilidades,
siendo evaluados en el nodo con mayor potencial, conocido como corriente arriba (Rodriguez
de la Garza & Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz,
1979):

66

——
| —



Si: (Po'"i,]'.k - Pafi,[,k) - (Pcap Womijk PC“” wofi,j,k) =0

n+1 — n+1 —_
Twmfi'jvk = Vri,j,k(o_k)‘w mijk = Vri,j,k (

+1
akbwkrw>"
w mijk

Si: (P“mi,j,k - P”n,,-,k) - (P“‘I’ womy. ~ Peap Wo[i,j,k) <0

okbyk, \"*
whn
T\ﬁz}i,jk = Vri,j,k(o_k)‘w)}l-{,},k =Vrijx <—W W>

fijk

Entonces, sustituyendo los términos de transmisibilidades, la ecuacion discretizada para la
fase de agua en la matriz es:

n+1
- T‘}'}r:jl‘i'j'k <(Po - Pcap Wo)mi,j,k - (Po - Pcap wo)f”_k )

Vpl n n n n
= Tjk [( [1 + Cr(Po - Po )][bwsatw] - [bwsatw] )i,j,k ]m

3.2. Formulacion totalmente implicita

La formulacion totalmente implicita del problema hace referencia a que los términos de
transmisibilidad, propiedades de los fluidos, presiones y saturaciones seran incognitas para cada
paso de tiempo en nuestro sistema de ecuaciones, es decir, sabemos que nuestras variables
primarias para una formulacion trifasica son P, , Sq; g ¥ Sar w, €ntonces, para obtener los valores
de estas en un paso de tiempo (en n+ 1), estas variables primarias, asi como las
transmisibilidades y propiedades, seran dependientes de estas mismas al tiempo n + 1, en otras

palabras, para determinar el valor de Pg**', Siify v Saiy asi como las transmisibilidades

T+, T+ y Tyt es necesario saber los valores de nuestras variables primarias en este mismo

paso de tiempo (PO”+1 , SO 3 y 5,’1‘;,11,), lo cual, convierte a todo el sistema en un sistema de

ecuaciones altamente no lineal.

Si bien, existen métodos tales como el método IMPES (implicito en presiones y explicito en
saturaciones), los cuales, ayudan a reducir la complejidad del sistema de ecuaciones, para este
trabajo se decidié implementar una formulacién totalmente implicita, ya que, de esta manera,
se obtiene una solucion mas rigurosa del problema.

Asi mismo, para resolver el problema de la alta no linealidad que implica trabajar con esta
formulacion, se decidié emplear el método de Newton-Raphson, el cual, ayuda linealizar
nuestro sistema de ecuaciones, a través de la implementacion una funcion de residuos expandida
en una serie de Taylor y truncada en su primera derivada para la solucién del sistema.

3.3. Método de Newton-Raphson

Una vez discretizadas las ecuaciones de flujo para la fractura y la matriz, se genera un conjunto
de ecuaciones en diferencias finitas que describen el comportamiento del flujo de fluidos en el
yacimiento, que constituyen un sistema algebraico de ecuaciones no lineales, donde su solucion
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se obtiene a través del método de Newton-Raphson, generando asi un sistema lineal de
ecuaciones en cada iteracién (Cortes Rubio, 2008).

Este método es el mas utilizado para la solucion del flujo de fluidos en medios porosos, debido
a su estabilidad numérica en comparacién con los métodos que emplean una discretizacion
explicita en el tiempo, aunque una de sus principales desventajas es su alto costo computacional
(Teja Juarez, 2018).

La aplicacion del método de Newton-Raphson requiere la definicion de una funcién de residuos,
por ejemplo, la funcidén de residuos para la fase de aceite en la fractura natural es la ecuacién
discretizada igualada a cero:

n+1
n+1

Posws i = Pouss)
0fi+%,j,k, ( Oi+1,jk Oijk 7
a1 n+1

- T (P = P s)
Dfi—%,j,k 0ijk 0i-1,jk f
T 3 ((Papgo + Po) iy s = (Peango + Po) )n+1
gfi+%,j,k Sfi+%,j,k cap go o)iz1jk cap go o)ijk R
T i (Paapgo + o), — (Peapgo + Po) )"+1
gfi—%,j,k Sfi—%,j,k cap go 0)ijk cap go 0)i_1jk

a1 n+1
+ Tufi,ﬂ%,k (Pﬂi,j+1,k _Pﬂi,/,k)f

n+1
= T (P = Poyyes)
Of iyt \ Obik  TOL-1k )

TRl gl ((Pcapgﬂ + P")i.j+1,k - (Pcap got Po)i,j,k)

Ilijsdic STijsde

_ o+l n+1 _
Tgfi,i—%,k Tsfi,j—%,k ((Pmpg" + P")i.i.k (PC‘”’ go+ P")i.j—l,k)

+

f

n+1

+

f

n+1

f
cr (o b —gaD) )
0pjker  Tojx — Yo i,j,k+% ;

O ijesd
FJ;*_'_lk = - n+1 =0
ij, — — —
Tﬂf,',j,k_% (POi,j,k Poyjes = (oAD )i,j,k—%) ;

n+1
Tn+l pntd ((pmp g0t Po)i.j.k+1 = (Poapgo + Po)”_'k - (ygAD)i'j'k%)
f

Ilijrel "SFijrel
+1
— T ((p R). . —(P P — (v,AD
gfi,j,k—% Sfi,j,k—% ( cap go + O)i,j,k ( cap go + O)i,j,k—l (yg )i,j,k—% I
n+1

+ (bafqo)_

i,jk
+ (byf%fqg)m

+ 1t (B, —Pof):::

Omf sk

ijk

n+1
+ Tynrzfli'j'k %?ntjk ((Pcapga + P")mi,j,k = (Peapgo + Po)fi,j,k>
( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)] [ba(l - Satg - Sat W)]n+1 - [ba(l - Satg - Sat w)]‘rL )

n+1 _ [bgrssatg]n )

_ Vpi,j,k
At + ( [+ (B = Py nSac ]

ijk

ijk

La funcién de residuos se expande en series de Taylor (Teja Juarez, 2018) y se trunca hasta los
términos de primer orden como sigue:

F(p+ép) =~ F(p) + VF(p) ép

Esta ecuacion puede escribirse de la siguiente forma:

[J17 é&p™*' = —F¥(p)
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Donde J es la matriz jacobiana cuyos elementos son submatrices que contienen las derivadas de
la funcién de residuos respecto a cada una de las variables primarias ( Py, Sat g rSatw ), Spvtt

es el vector de incognitas y FV es el vector que contiene la funcion de residuos (LOpez Jiménez,
2017).

O escrito de forma matricial:

[ (aFo i,j,k) ( OF, i jk ) ( OF, i jk ) r . ,
| 0P ) 0Satgij; 0Satwijj 5P
aFg i'}"k aFg i,j'k aFg i'}"k o
8Sat g = -
0Py 1 0Satgijj 0Sarwijj
ssatw
(aFwi,j,k> ( OFwijk ) < OFyijk ) | ]
0P} j 0Sat gijj 0Satwijj
El proceso iterativo converge a la solucidén una vez que el valor absoluto de los cambios iterativos

de las variables primarias en cada uno de los medios es menor que una tolerancia de
convergencia establecida ¢ (Lopez Jiménez, 2017).

| ——|
mgn
I

| 6P| < ep, , | 6s¥75 | < ESat g , | 6Saiw | <es,,.,

Obteniendo asi, el resultado de nuestra variable primaria de la siguiente manera:
PY*t = SPYYY + B, SEfg = 8SYg + Shg . SEw = 8SYw + S4

atw atw

Entonces el sistema de ecuaciones quedaria de la siguiente forma:

_ v+l _ v
A B D F 1°

C

8P, F,,

E 8Satq, F,,

8Satw, _ | Py

6P, F,,

G ssat Im F.qm

6Satwp, Fy,

Como puede observarse, la matriz jacobiana esta compuesta por siete bandas principales
(A,B,C,D,E,F,G) correspondientes a las siete direcciones del proceso de discretizacion
(iLjk, i+1jk, i—1jk, i,j+1,k, i,j—1,k, i,jjk+1, i,j,k—1), las cuales,
cada una de ellas contiene cuatro submatrices de 3x3, correspondientes a:
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1) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la fractura natural ( F,, R, )f

respecto a las variables primarias de la fractura natural ( Py Satgr Satw )f

2) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la fractura natural ( F,, R, )f

respecto a las variables primarias de la matriz ( Py Satgr Satw )m

3) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la matriz ( F,, By, By )m respecto

a las variables primarias de la fractura natural ( Py Satgr Satw ) p

4) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la matriz ( K, By, By )m respecto

a las variables primarias de la matriz ( P,, Sar g, Sarw )m

Por ejemplo, la banda central A seria:

1) 2
A=[3§ 43
Entonces:
<3Foij,kf> (aFoukf) < aFoi,j,kf ) aF(,”kf oF oijky JF 0ijks
() () () (G (Fas) (e
aPOlj,kf at,yl]kf aSatwukf apP oz]km atgl]km aSatwukm
aFW”-,kf aFW,]kf < wijk <6Fw”kf> ( E)Fw”kf ) < aFW”kf )
(aPﬂlj,kf> ( atgljkf> asatwukf> aPal/km asatgljkm aSatWL]km
A= (aFoi,-,km> (aFm,k ) (apo,,km> OF ik oiiln oijlen
OPoijk asatgllkf asatwwkf (a Poijipm ) (asatgljk > <asatw11km)
iz) Gorn) i) Gree) Geos) Gens)
OPgiji, aSatgl]k aSath]kf 0P,k asatgljk asatwukm
OFy ik, ) OFyijk,, <6FWl,km> < Fyijkm > < Fuijim )
(6 ot]kf> < atgl]kf> <asatw11kf> Ullkm atgllkm asatwukm

La definicion de las seis bandas restantes que conforman la matriz jacobiana seria exactamente
la misma a la banda central A, inicamente cambiarian los subindices (i, j, k).

Sin embargo, podemos observar que el sistema de ecuaciones seria bastante extenso de resolver,
con lo cual, se pueden llevar a cabo procesos de reduccidén, por ejemplo, aplicando el
complemento de Schur para reducir el sistema de ecuaciones, dejando las variables principales
de la matriz en funcién de las variables principales de la fractura natural (Reséndiz Torres &
Pefia Chaparro, 2005).
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_ v+l

[ A B D F 17
c -
E
5P, F5,
8Sag, | = —|Fy
G SSaCWf F;/f
Donde:
[ <aFoi,j,kf> < OF ik, ) ( OF, ), ) ]
OPgijk, 0Sacgijk, 0Sarwijk
- <angJ"kf> < ang'j‘kf ) ( ang‘l"kf )
0P, ik, 0Satgiji; 0Sarwijk,
<aFwi,j,kf> < OF ik, ) ( OF ik, )
| aPoi,j,kf aSatgi,j,kf aSatwi,j,kf |

3.4. Espaciamiento logaritmico

El método de espaciamiento logaritmico, generalmente, es utilizado en modelos de simulacién
desarrollados en coordenadas cilindricas, los cuales, emplean una malla logaritmica
convencional de nodos distribuidos o de nodos centrados en la direccion radial (Rodriguez de la
Garza & Galindo Nava, 2000).

Sin embargo, se ha demostrado que, el empleo del método de espaciamiento logaritmico puede
ser implementado en coordenadas cartesianas, principalmente, para modelar de manera
explicita efectos de fracturas hidraulicas (Cipolla, 2009) y (Rubin, 2010), presentando resultados
bastantes satisfactorios.

Es por ello que, a continuacion, se describe el método de espaciamiento logaritmico, basado de
su implementacion en coordenadas cilindricas y extendido a su aplicacion en el modelamiento
de fracturas hidraulicas en coordenadas cartesianas, ya que, mas adelante en la seccion de “caso
de estudio” de este escrito, se empleard para el modelado de fracturas hidraulicas.

Malla radial de nodos distribuidos

La distribucion de los radios de los nodos, para una malla de nodos distribuidos (Rodriguez de
la Garza & Galindo Nava, 2000) esta dada como:

r
i—% Ar; ¢

1
rz

Fig. 16. “Malla radial logaritmica de nodos distribuidos”. (Rodriguez de la Garza & Galindo Nava, 2000).
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Donde los radios en cada nodo se calculan como:

A L n(E
Y imax—1 " (rw> Donde:
.1
e rWe(L 2.)Au 1w = radio del pozo
rH% = 1, et 1, = radio de drene
roq= rwe(i‘l)A“ imax = namero total de nodos
i3

Espaciamiento logaritmico en una malla cartesiana en “x”’

Extendiendo estas ecuaciones, a un sistema cartesiano, para el modelamiento de fracturas
hidraulicas:

Au = ;ln (E)
imax_x \b
x; = b e(i—%)Au
x 1=hed
i+5
x 1= bel~Du

Donde:
L
a = 7}6’ th =
whf espesor de la fractura hidraulica simulada
b= — L, = Longitud del yacimiento en "x"
‘ imax — 1 imax = namero total de nodos
imax_x = >

Como se puede observar, para el modelo cartesiano algunos términos se encuentran divididos
entre dos, esto se debe a que el espaciamiento se esta haciendo del centro del espesor de la
fractura hidraulica simulada (que a su vez sera la mitad de la longitud total en “x”), hacia su
frontera en “x” (L,), es decir, solo se representa la mitad de la longitud total del yacimiento en
“x”, ya que la otra mitad seria exactamente el mismo, con lo que el espaciamiento para esta otra
mitad seria el mismo que se calcula con las ecuaciones anteriormente descritas.

Ax 1
H'f
] ] [ ] ]
i—1 i i+1
p — L
x
whf - Axp 2
2

Fig. 17. “Espaciamiento logaritmico en direccion x”.
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3.5. Refinamiento local

Alllevar a cabo la simulacion del comportamiento de un yacimiento, pueden existir areas donde
sea necesario tener una mejor aproximacion para las incognitas a resolver, como pueden ser
areas cercanas a los pozos, zonas de contactos de fluidos o zonas a disparase, donde una forma
practica para realizar dichas aproximaciones es llevar a cabo subdivisiones en el bloque de
interés, es decir, se puede refinar la malla de simulacion (Cedillo Trejo, 2014).

Malla de simulacion base. Malla fina.

Malla refinada Malla refinada lccalmente.

Fig. 18. “Ejemplos de mallas y refinamiento local” (Cedillo Trejo, 2014).

Es asi que, el método de refinamiento local pudo extenderse para llevar a cabo la representacion
de fracturas hidraulicas en un yacimiento, demostrando resultados satisfactorios (Cipolla, 2009)
y (Rubin, 2010). Dicha metodologia emplea el concepto de doble permeabilidad para representar
la red de fracturas naturales y la red de las fracturas hidraulicas correspondientes al volumen
estimulado del yacimiento (SRV por sus siglas en inglés). Esta metodologia es de tipo explicita
y lleva por nombre método “DK-LS-LGR” (es decir, doble permeabilidad, espaciamiento
logaritmico y refinamiento local).

Cabe resaltar que este modelo considera al volumen estimulado del yacimiento (o SRV) como
Unicamente el espesor de la fractura hidraulica simulada, es decir, la celda central (y por ello
mas refinada) a partir donde comienza el espaciamiento logaritmico (visto en la pagina anterior),
con lo cual, inicamente estas celdas de la malla de simulacién contemplaran las propiedades de
la fractura hidraulica, mientras que las demas celdas contemplaran las propiedades de la fractura
natural. Se ha demostrado que dicha suposicién del SRV presenta resultados satisfactorios
(Rubin, 2010).
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Ademas, si unicamente se esta simulando una unica fractura natural, el espaciamiento
logaritmico puede realizarse a lo largo de todo el yacimiento, y con ello, evitar trabajar con una
mayor cantidad de celdas (teniendo de ejemplo el modelo realizado por (Alharthy, 2015) y que
posteriormente (Lépez Jiménez, 2017) implementaria una metodologia similar), ya que, al
hacerse el espaciamiento a lo largo del yacimiento, la cantidad de celdas que se trabajan seria la
misma que una malla cartesiana convencional, donde, la inica diferencia seria el espesor de las
celdas que componen la malla.

Fig. 19. “Ejemplo de malla con espaciamiento logaritmico”. Modificado de (Alharthy, 2015).

3.6. Modelado de un pozo horizontal

En un modelo de simulacién, es necesario contar con un
término que nos ayude a representar el comportamiento de
los pozos y la presion que se tiene de estos a la altura del
intervalo disparado con el comportamiento del yacimiento
(Reséndiz Torres & Pefia Chaparro, 2005).

|

Es asi que (Coats, George, & Marcum, 1974) emplearon la S
presion de fondo fluyendo (P,,r) como término de relacion S
|

1

— -
.
-
A\

entre el comportamiento de un pozo vertical y el R
yacimiento, esto es, a través de la definicion del indice de
productividad (o well index en inglés):

1
\

k.b
q=-WI (%) (Pbloque - ow)

2mkh Ax Ay

Wi = T, 1 v Te= T Fig. 20. “Representacién esquematica de
In (_) 2 +S un pozo vertical en una celda de
simulacién”. Modificado de (Ertekin, Jamal

H., & R. King, 2001).

w




Donde q es la produccion diaria, k, es la permeabilidad relativa, b = 1/B, B es el factor de
volumen, p es la viscosidad, Pyioqye €S 1a presion del bloque de simulacion donde se encuentra
representada la zona disparada del pozo, P, s es la presion de fondo fluyendo del pozo, W1 es el
indice de productividad, h es el espesor del bloque de simulacidon donde se encuentra
representada la zona disparada del pozo, 7, es el radio del pozo, S es el dafio y 7, es el radio
equivalente del bloque donde se encuentra representado el pozo.

Sin embargo, (Peaceman D. , 1978) indicé que cuando se modela el comportamiento del
yacimiento mediante métodos numeéricos, inevitablemente las dimensiones horizontales de
cualquier bloque de la malla que contenga un pozo (como el caso anterior), seran mucho
mayores que el radio del pozo, y con ello la presion calculada para este bloque de pozo sera muy
diferente de la presion de fondo fluyendo del pozo modelado.

Con lo cual (Peaceman D. , 1978) presento la siguiente correccion para el calculo del 7, sin
considerar el dafio, suponiendo que el bloque de la malla donde se esta representando el pozo es
completamente cuadrado, es decir, Ax = Ay :

k.b
q =_WI( ; )(Pbloque_ow)
WI_anh
=—
ln(ﬁ)
T, :E e(_%)

Vr

Aplicando la correccién de (Peaceman D. , 1978), considerando que Ax y Ay son de diferentes
tamailos, es decir, el bloque de la malla donde se representa el pozo ya no tiene forma cuadrada
(considerando los efectos del dafo):

k.b
q= _WI( 'Z )(Pbloque_ wf)

2mwkh

In(72) +5

’A A 1
T, = xr[ 4 e(_f)

wWI =

& A,,

T—PX h 4

— A ——

”

Fig. 21. “Representacion esquematica del radio equivalente (r,)”.
(Abou Kaseem, Rafiqul Islam, & Farouq Ali, 2020).
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Ahora, para representar el modelo de un pozo horizontal sin aumentar la complejidad de la
solucion, (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001) indican que puede realizarse a través del modelo
de pozo vertical de Peaceman, esto es rotando los ejes del modelo.

Por ejemplo, para el modelo de un pozo horizontal paralelo al eje “x” en coordenadas
cartesianas, el indice de productividad y el radio equivalente serian:

_ 2mk Long pozo x

T
In (—;) +S
r, = AynAZ o(-3)

Fig. 22. “Representacion esquematica de un pozo horizontal paralelo al eje x”.
Modificado de (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001).

Y para el modelo de un pozo horizontal paralelo al eje “y” en coordenadas cartesianas:

_ 2k Long pozoy

In(7)+s
w
= Ax Az e(_%)
T
Long pozoy

Fig. 23. “Representacion esquematica de un pozo horizontal paralelo al eje y”.
Modificado de (Ertekin, Jamal H., & R. King, 2001).
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4. Caso de estudio

En este capitulo se presenta un caso de estudio, el cual, emplea el modelo de aceite negro
modificado para un yacimiento naturalmente fracturado, bifasico (aceite y gas), tridimensional,
con efectos de fracturamiento hidraulico, y que contempla un pozo horizontal a lo largo de la
direccién “x”. Dicho modelo fue desarrollado y codificado originalmente por (Lopez Jiménez,
2017) en el lenguaje de programacion Fortran 90, es asi que, se llevo a cabo la migracion de este
simulador al lenguaje de programacién Python 3.8, con la finalidad de demostrar la utilidad de
este modelo de aceite negro modificado en yacimientos naturalmente fracturados y de transcribir
dicho modelo a un lenguaje de programacién de alto nivel, junto con las ventajas que esto
conlleva.

4.1.Caracterizacion del caso de estudio

Para emplear el modelo de aceite negro modificado (descrito con anterioridad) enfocado a
yacimientos naturalmente fracturados, se retomo y adecud el modelo de simulacion desarrollado
por (Loépez Jiménez, 2017), el cual consiste en un modelo numérico tridimensional, isotérmico,
bifasico (aceite y gas), naturalmente fracturado, y con efectos de fracturas hidraulicas, para un
yacimiento de tipo gas y condensado, y que contempla un pozo horizontal a lo largo de la
direccion “x”.

Parametro Valor Unidades
Numero de celdas en la direcciéon "x", nx 21 [celdas]
Numero de celdas en la direccion "y", ny 11 [celdas]
Numero de celdas en la direccion "z", nz 10 [celdas]
Longitud del yacimiento, Ix 1050 [ft]
Ancho del yacimiento, ly 550 [ft]
Espesor del yacimiento, h 250 [£t]
Top de la formacién 8250 [ft]
Contacto gas-aceite 8250 [ft]
Porosidad de la matriz 0.07 [fraccion]
Permeabilidad de la matriz 0.001 [md]
Porosidad de la fractura natural 0.009 [fraccién]
Permeabilidad de la fractura natural 0.9 [md]
Permeabilidad de la fractura hidraulica 2000 [md]
Ancho de la fractura hidraulica 0.01 [ft]
Ancho de la fractura hidraulica simulada 2 [ft]
Longitud de la fractura hidraulica 550 [£t]
Dafio (skin factor) 0 [adim]
Tamaifio de los bloques de matriz en
direccion "x", "y" y "z", hx, hy, hz 10 [£t]
Posicién del pozo en "x", nx 11 [celda]
Posicién del pozo en "y", ny 6 [celda]
Posicion del pozo en "z", nz 5 [celda]

Tabla 7. “Parametros empleados en el modelo de simulacion”. (Lopez Jiménez, 2017).

Al considerar una simulacion bifasica, las ecuaciones de flujo del modelo de aceite negro
modificado que se han estado trabajando a lo largo de este escrito, seran exactamente las
mismas, unicamente considerando ahora, cuatro ecuaciones de flujo para los dos medios (en vez
de seis ecuaciones considerando una formulacion trifasica) y omitiendo la saturacidén de agua en
los términos de acumulacion. Entonces, el modelo matematico del problema seria:
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En la fractura natural:

Para la fase de aceite:

i) kk, OP. kk, oP, 0 kk, 0P, kk. oP, 0 kk, (0P, oD kk. (9P,
by—2 =S4 p g —2 9 by—2 =4 pr—2—9) 4 _|[p "’( 0 y,,—) + byry—2 (=2
; ; 0z 0z

ax\ "k 0x 95w, ox) "oy ay T, ay) T2\ 7w, \ez ° ug

a
+ b"fq:; + bngqu; + T;mf + T.;mfrsm = & ( w(basata + bgrssat g) )f

Para la fase de gas:

0 kk, 0P, kk, oP 0 kk, 0P, kk, OP. 0 kk, (0P, oD kk, (0P,
(b,,RS—T" 4 p,—2 9) + < R —2—24p —¢ g) + ( ,,Rs—"’< 0 ) b, rg<azg
1 7

ox ax 9y, ox) " ay o 0y 9 u, dy) oz o \oz 1?5z ug \ 9z

a
+ bOfRquz + bgfqz; + T;;mf Rsm + T;mf = E( ®(boRsSuto + ngutg) )f

En la matriz:

Para la fase de aceite:

d
= Toms — Tomy Tom = E( D(boSato + bgTsSar g) )m
Para la fase de gas:

]
= To R = Ty = 5 (O(BoRsSaro + bySary) ),

Donde las funciones de transferencia matriz-fractura (Thomas, 1983) se definen como:

* bomakmkrnm
o = (T (P =)

R L VR
Tms = Hgm (ym_ yf)

Y o es el factor de forma, o “shape factor” (Kazemi, 1976) :

(i, 11
VTR VRN
El modelo numérico, es decir, la discretizacion de las ecuaciones quedaria como:

En la fractura natural:

Para la fase de aceite:

n+1
n+1 ( )
of. 1. 0i+1,j, 0i,j,
ft+§,1,k i+1,jk ij.k f

“ n+1
— n —
T . (Poi,j,k Pﬂi—l,j,k)

of. 1
! i=5jk f

n+1
B Te— ((Pmp 00t B — Peapgo + ), )f

Ifisdjn STiskjk

+

n+1
— n+1 n+1 —_
T‘gfi—%,j,k rsfi—%,j,k ((Pcap go + Po)i,j,k (Pcap go + Po)i—l,j,k )f

+

" n+1
T (P = Pouge)
Ofiyh%vk Oij+1,k Oijk I

oz 199z

aD

Yy E

7)),

),
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1 n+1
- "fi,j_%vk (Poi,j,k _Poi,j—l,k)f
n+1
n+1 n+1 _
+ Tgfi‘j+%‘k Sfi}j_',%}k ((Pfap go + Pu)i’j_'_l'k (PCHP go + Pﬂ)i,j,k )f
n+1
1 1
=13 8 (o R~ Crago )]
n+1
n+1 _ _
n+1
_ i+l _ _
Dfi}j}k_% (Pﬂt,j.k Pai,j,k—l (VOAD)i,j,k_%)f
n+1
n+1 n+1 _ _
+ gfi‘j‘;ﬁ.% Sfi}j},ﬂ_% ((Pfap go + Pu)i’j'k_'_l (PCGP go + Pﬂ)i’j'k (ygAD)i,j,k+%)f
1 1
h ‘gn;:jvk_% Srflzj,k_% ((Pcapgo + PO),-,]-I,( - (Pcupgo + Po),-,]-lk,1
n+1
+ (bofqo)i’j’k
n+1
+ (bgfrsfqg)i,j,k
n+1
n+1 _
+ T (Pum P, f)i,j,k
n+1
1 1
+ Tgnﬂjfiyj,k Sijnt,j,k <(PCGZ790 + Pg)mi,j,k - (Pcap go + Pg)fi,j,k>
n+1 n
Vb ( [1+C(P = PII[bo(1 = Sac )] = [Bo(1 = Sarg)] )
At

+ ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [bgrssatg]n+1 - [bgrssatg]n )

Para la fase de gas:

n+1 n+1 e
fidje  Tikjk (Poi”""k - Poi”"k)f
_ n+1 n+1 (P —P )n+1
afi—%,j,k Sfi—%,j,k 0i,jk Oi-1,jk f
n+1
n+1
+ Tyfi%jvk ((Pcapgo + PO)HLM - (Pcapgo + PO)L-_}-,;( )f
= T34 ((Papgo+Po), ;= (Peapgo + Po) )"+1
‘gfi—%,j,k cap go )ik cap go 0J)i—1,jk f
+ Tn+1 n+1 (P —-P )n+1
afi,j+%,k Sfi,j+%,k Oij+1,k Oijk f
_ n+1 (p _p )n+1
afi,j—%,k Sfi,j—%,k Oijk Oij-1k f
n+1
n+1
* Tor (P o + Fo)y s ~ (Peavgo + Po), )f
j+y
n+1
n+1
- T!]fij_lk ((Pcapgo + PO)i_]-,k - (Pcapgo + Po)i'}'_lyk )f
j—3
+1
4 Tl n+1 P —P — (V AD) 1 "
afi’j’k% Sfi'j'k+% 0ijk+1 %ijk o iLjk+5 f
n+1
_ i+l n+1 — —
Ofijk-t Fijn-2 (P"irirk P"irf,k—l (r,AD) i'l\k‘%)f
n+1 _ —
+ Tgfi'j'lﬁ_% ((PCGP go + Pa)u'k*_l (Pcap go + Po)i’jyk (YQAD)i'j,k.'.%)f
_ i+l — —
‘gfi,j,k—% ((PCGP go + Pa)u'k (Pcap go + Pﬂ)i'jyk_l (YQAD)i'j,k_%)f
n+1
+ (bofRqua)i,j,k
! n+1
+(boyas)
9r99), i
4+ ot n+1 (P _p )n+1
amfi,j,k Smijj om of o
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n+1
+ Tg”,Iﬁ,jvk ((Pcapgo + Po)mi,j,k - (Pcupgo + PO)fi,j,k)

( [1 + Cr(PonJr1 - Pon)] [boRs(l - Sutg)]n+1 - [boRs(l - Satg)]n )

_ VDijk Lk

At + ( [1 + Cr(P0n+1 - Pﬂn)] [bgsﬂfg]nJrl - [bgsafgln )ijk

2 f
En la matriz:
Para la fase de aceite:
n+1
- (P =Py f)i,j,k
n+1
- Tg”,Iﬁ,jvk rsrrl.:jk ((Pcapgo + P")mi,j,k - (Pcapgo + Pa)fi’j’k>
1

vy | (0HG@ BN = Sa ) - Bl =),

At ([0 6@ = PONbySacg]™ = [boriSae]” ),
Para la fase de gas:

n+1
S f)i'j’k
n+1
- Tgnn‘:j}i'jvk ((Pcapgn + P")mi,j,k - (Pcapgo + Po)fi,j,k>
1

_ Vi ( [1+ C.(P**t — PMI[boRs(1 - Satg)]n+ = [boRs(1 = Sac g)]n )i’j’k

At + ( [1+C (P - Pon)][bgsatg]wr1 - [bgsaty]n )ijk

e m

Ahora, la solucion del sistema de ecuaciones no lineales se lleva a cabo a través del método
iterativo de Newton-Raphson y considerando una formulacién totalmente implicita (visto en el
capitulo anterior). Por ejemplo, definiendo la funcion de residuos de aceite en la fractura natural:

En la fractura natural:

Para la fase de aceite:
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n+1 1
n+1

Of ik (P0i+1,j,k - Poi,j,k)f
_ Tn+1 (P =P )
ufi—%,j,k 0ijk Oi-1,jk f
n+1 n+1 ntl
+ Tgm;j,k 15714 ((P cap go + F ”)i+1,j,k = (Feapgo + P ")i,j,k ) ;
n+1 n+1 ntl
B Tgfi—%.j.k, 157135 ((P“”’ g F P")i,j,k = (Peapgo + P")i—l,j,k )f
-~ n+1
+ Tufi’j_*_%k (Pﬂi,j+1,k - Pgi,j,k)f

n+1
= T, (P = Pons)
Ofij-Li \ Ok TOij-ik )

+ 1t (Prapgo +Po)jyap — (Prapgo + P, )

Ilijsdi STijske

n+1

n+1
f

n+1
_ mm+l n+1 _
Tgfi’j_%}k rsfi}j_%’k ((PC“PQU + Pu)i’j’k (PC‘lP go + Pu)i,j—l,k )f

n+1
+1
F T (P = Poge (y,,AD),’jyk%)f

gfi,j,k+% i,
Fu"}+1 = n+1 =0
ijk _ n+1 — —
: Toy ijk—3 (P"‘Vf»" Foujin (y"AD)irJ’rk-%)f
n+1
+1 +1
+ Tgr;i,j,k+% r;;i,j,k+% ((P“‘pg" + P")i,j,k+1 - (PCaP go T PD)L-,,-_,c - (ygAD)i_]-’k%)f
+1
- Tg’;";]lk_% Tsrfl:;k_% ((Pcap go + Po)i’j,k - (Pcap go + Po)i'j,k_1 - (VHAD)i,jyk_%)f
n+1
+ (bafqo)i'l_'k
n+1
+ (bgfrsf%)i’j'k
n+1
n+1 _
+ T”mfi,j,k (POT" Po;)i'jyk
n+1
#1335, ik (B 2, = Bange 2, )
n+1 n
VPijk ( 1+ G R - Pﬂn)][bO(l - Satg)] - [ba(l - Satg)] )ijk
- n+1 n -
At + ( [1+ G (PP = P [BynsSac o] = [bg7sSar o] )”_k
gk 1|
Entonces el sistema de ecuaciones quedaria de la siguiente forma:
B v
A B D F _ v+l _ v
E
épP, y Fof
OSgr | _ _|Foy
c &P, F,,
Ssgm Fgm

Donde la matriz jacobiana estaria compuesta por siete bandas principales (4,B,C,D,E,F,G)
correspondientes a las siete direcciones del proceso de discretizacion ( i,j,k , i +1,j,k, i—
1,j,k, ,j+1Lk, i,j— 1Lk, i,jk+1, i,j,k—1),de manera similar al modelo trifasico,
estas bandas estaran constituidas por cuatro submatrices, sin embargo, en vez de tener un
tamafio de 3x3, para el modelo bifasico estas cuatro submatrices constaran de un tamafno de 2x2
correspondientes a:
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1) Las derivadas de las funciones de residuos de las dos fases en la fractura natural ( F,, F, )f

respecto a las variables primarias de la fractura natural ( Py Satg )f

2) Las derivadas de las funciones de residuos de las dos fases en la fractura natural ( F,, F, )f

respecto a las variables primarias de la matriz ( Py Satg )m

3) Las derivadas de las funciones de residuos de las dos fases en la matriz ( K )m respecto a

las variables primarias de la fractura natural ( Py Sat g ) p

4) Las derivadas de las funciones de residuos de las dos fases en la matriz ( K )m respecto a

las variables primarias de la matriz ( Py, Sq g )m

Por ejemplo, la banda central A seria:

1) 2
4= [ 3% 43
Entonces:

[ dF, ijk g dF, Lk g JF, Lk s JF, ijks
<aPo ijk f) (asg Lk ) (aPa ijk m> (asg ij ke m )

aFg Lk aFg Lk dF, ik dF, ijk s
<aP0 i,j,kf) (059 i.j.kf) (aPo i,j,km> <35g i,j,km>

4= <aF0 i,i,km> <aF0 i,i,km> OF ik, OF, ik,
OPoijis) \0Sgijk, (ap 0ijk m> (asg ijkm )
<aFg i,j,km> <6Fg i,i,km> <6Fg i,j,km> (aFg i,j,km>

OPoiji, 0Sg ik, 0Poijk 0Sgijjcm

La definicion de las seis bandas restantes que conforman la matriz jacobiana seria exactamente
la misma a la banda central A, inicamente cambiarian los subindices (i, j, k).

Aplicando el complemento de Schur para reducir el sistema de ecuaciones y dejar las variables
de la matriz en funcién de las variables de la fractura (Reséndiz Torres & Pefia Chaparro, 2005),
nuestro sistema de ecuaciones quedaria como:
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A B D F v I o,
c
E
8P, ~ F;,
8Sar g, Fy,
G

Donde:

(aFoi,j,kf) <aFoi,j,kf)
0Pk, 0Sgijk,

(aFg i.j.kf ) (6Fg i,j,kf)

OPO i,j,kf 659 i,]',kf
Ahora, para el modelamiento de los efectos del fracturamiento hidraulico se implemento la
metodologia DK-LS-LGR (Dual Permeability, Logarithmically Spaced, and Locally Grid
Refined, por sus siglas en inglés) misma utilizada por (Lopez Jiménez, 2017), con la finalidad
de reducir el numero de celdas requeridas para modelar la fractura hidraulica. Asi mismo, el
pozo horizontal se contempla a lo largo de la direccién “x”, en la celda nimero 6 en la direccion

({31

y” y en la celda numero 5 en la direccion “z”, mientras que la fractura hidraulica se contempla

({3}

a lo largo de la direccion “y”, en la celda nimero 11 en la direccion “x” y en la celda namero 5
en la direccion “z”.
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Fig. 24. “Modelo de simulacion 3D realizado en Python”. Modificado de (Lépez Jiménez, 2017).
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Fig. 25. “Distincion de las propiedades de la fractura hidraulica (color rojo) y la fractura natural (color azul) 3D
en nx=11y nz=5". Modificado de (L6pez Jiménez, 2017).
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Fig. 26. “Distincidon de las propiedades de la fractura hidraulica (color rojo) y la fractura natural (color azul) 2D
en nx=11y nz=5". Modificado de (L6pez Jiménez, 2017).
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Donde, las propiedades de los fluidos para la fractura natural y la matriz (Lopez Jiménez, 2017)

son:
P [Psi] | Bo [ft3 c.y./ft3 c.s.]| Bg [ft3 c.y./ft3 c.s.]| no [cP] ng [cP] |po [Ibm/ft3]| pg [Ibm/ft3] | Rs [ft3 c.s./ft3 c.s.]]
14.7 1.062 0.93583 1.04 0.008 46.243674 | 0.064691 0.1781
264.7 1.15 0.067902 0.975 0.0096 43.544131 0.891576 16.11876
514.7 1.207 0.035229 0.91 0.0112 42.287257 1.718494 32.05942
1014.7 1.295 0.017951 0.83 0.014 41.00389 3.372485 66.07804
2014.7 1.435 0.009063 0.695 0.0189 38.99457 6.680195 113.27664
2514.7 1.5 0.007266 0.641 0.0208 38.303916 | 8.332175 138.03365
3014.7 1.565 0.006064 0.594 0.0228 37.780862 9.98318 165.64038
4014.7 1.695 0.004554 0.51 0.0268 37.04593 13.294494 226.19708
5014.7 1.827 0.003644 0.449 0.0309 36.423047 | 16.612996 288.17864
9014.7 2.36 0.002167 0.203 0.047 34.437631 | 27.932213 531.47408
Tabla 8. “Propiedades de los fluidos empleados en el modelo de simulacién”. (Lopez Jiménez, 2017).
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Fig. 27. “Factores de volumen de aceite y gas”.
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Fig. 29. “Densidad de aceite y gas”.
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Fig. 28. “Viscosidad de aceite y gas”.
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Respecto a las curvas de permeabilidades relativas utilizadas:

Para la fractura natural:

Curvas de permeabilidades relativas gas-aceite

1.2

0.8

krog [Fraccién]

0.6

0.4

krg [Fraccién] ,

0.2
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Sat g [fraccion]

Qe krg e krog

Fig. 31. “Curvas de permeabilidades relativas gas-
aceite para la fractura natural”.

Para la matriz:

Curvas de permeabilidades relativas gas-aceite
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Fig. 32. “Curvas de permeabilidades relativas gas-
aceite para la matriz”.

Y, por ultimo, las curvas de presiones capilares uilizadas:

Para la fractura natural: L.a presion capilar

gas-aceite en la fractura natural es considerada

como cero.
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Fig. 33. “Curva de presion capilar gas -aceite nula
para la fractura natural”.

Para la matriz:
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Fig. 34. “Curva de presion capilar gas-aceite para la
matriz”.




4.2. Migracion del codigo

Una vez descrito y comprendido el caso de estudio, se decidio llevar a cabo la migraciéon del
modelo de simulacion, codificado originalmente en el lenguaje de programacion Fortran 90 por
(Lopez Jiménez, 2017), al lenguaje de programacién Python 3.8, con la finalidad de demostrar
la utilidad del modelo de aceite negro modificado en yacimientos naturalmente fracturados, y
de desarrollarlo en un lenguaje de programacion de alto nivel, empleando diferentes métodos de
solucion del sistema de ecuaciones lineales y técnicas de optimizacion, ademas de aprovechar

las ventajas que proporciona Python para la visualizacién de datos y generacion de graficos,
tanto 2D y 3D.

El codigo original desarrollado en Fortran 90 se codifico en el entorno de desarrollo integrado
(IDE) de Microsoft Visual Studio (Microsoft, 2022), y corrido con el compilador Intel (R)
Fortran Compiler for One API (Intel (R), 2022) compatible con el entorno de desarrollo de
Microsoft Visual Studio.

D Archivo Editar  Ver Git Proyecto Compilar Depurar Prucba  Analizar  Heramientas  Extensiones Ventana  Ayuda Q) P Consolel

G - Bl Debug - x64 ~| P Iniciar - | B | [&] _ n - - @m- ©-. @- @-_

Console1.f90
G (Global Scy - P Consolel

~ # |Explorador de soluciones i

Console1 Project Properties

] ®

(Name

itkro S
@ No se encontraron problemas. » Linea: 10 Caracten22  MIXTO  MIXTO
a - ix
Mostrar salida de: Fi

-  (Namo)
Name of the project.
Compiler Inline Report  Lista de errores

4 Agregaral control de cédigofuente &,

Fig. 35. “Entorno de desarrollo de Microsoft Visual Studio”.

Para la migracion del cédigo, se decidio emplear el entorno de desarrollo integrado (IDE) de
Spyder (Spyder, 2022), el cual, es un entorno cientifico gratuito y de codigo abierto escrito en

Python, para Python y disefiado por y para cientificos, ingenieros y analistas de datos (Spyder,
2022) .
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Spyder (Python 3.8)

Archivo Editar Buscar Cédigofuente Ejecutar Depurar Terminales Proyectos Herramientas Ver Ayuda

B & @ B » o} I, » =~ ¥

O [ Terminal 14 %

Python_ConsoleL.py X = x =10,y % | Python Sourceilpy X .py X | I MTZpy X || Simulad S| e

<Nin

‘erminal de... plorador de Ayude dist. wch filador . \nlisis d.
< LsPPython:lsto @ conda (Python 3.8.5) Line7,Coli L CRIF RW  Mei CPU 13%  18:56

Fig. 36. “Entorno de desarrollo de Spyder”.

Es asi que cada uno de los modulos que integran al simulador original fueron migrados uno por
uno y de manera manual, llevando a cabo ciertas adecuaciones cuando fuese necesario, ya que
la sintaxis entre ambos lenguajes es bastante diferente, ademas de que en términos de problemas
numéricos, ambos lenguajes pueden abordarlos y tratarlos de manera diferente, por ejemplo, en
Fortran al momento de declarar un vector, la numeracioén correspondiente a cada uno de los
términos que integran al vector comienza con el nimero 1, en contraste con Python, donde su
numeracion comienza con el namero 0. Problemas de este tipo y demas tuvieron que ser
adecuados a lo largo de la migracion.

4.3. Numba como método de optimizacion

Numba es una libreria de Python que traduce las funciones de Python a un c6digo de maquina
optimizado en tiempo de ejecucion. Donde los algoritmos numéricos compilados por Numba
en Python indican que pueden acercarse a las velocidades de C o FORTRAN (Numba, 2022).

A través del decorador @jit() se puede marcar una funcién en Python para que la optimice el
compilador JIT de Numba, (Numba, 2022). Con lo cual se optd por emplear esta libreria para
optimizar los tiempos de computo relacionados a las funciones definidas durante la migracion
del codigo, ya que el simulador tiene una gran cantidad de funciones que constantemente estan
siendo utilizadas durante el tiempo de compilacion y realizacion de calculos.
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Fig. 37. “Ejemplo de una funcién definida en lenguaje Fortran 90”.

a

Python_Sourcel6.py Python_Source2.py Python_Sourcel17.py

=1l =y

returnipotoxy, Suxpouswxy b

Fig. 38. “Ejemplo de la funcién anterior, migrada a lenguaje Python 3.8
y aplicando el decorador @jit() de Numba como método de optimizacion”.
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5. Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos del caso de estudio para ambos
simuladores, haciendo un comparativo de estos y determinando el porcentaje de error del
simulador migrado respecto al original, asi mismo se emplearon dos métodos de solucién para
el sistema de ecuaciones lineales del simulador migrado (el método GMRES y el método de
descomposicion LU optimizado, de la libreria de Scipy (Scipy, 2022) para Python), comparando
los tiempos de coOmputo entre ambos simuladores y explicando el porqué de la diferencia de
estos.

5.1. Comparacion de resultados

Una vez migrado el cédigo e implementando la libreria de Numba como método de
optimizacion, se llevo a cabo la simulacion del caso de estudio para un periodo de 10 afios en
ambos simuladores, donde los graficos generados entre el original y el migrado empalman
bastante bien.
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Fig. 41. “Comparaciones Pwf”. Fig. 40. “Comparaciones Po (Pozo)”.
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Para la solucion del sistema de ecuaciones lineales del simulador original, se emple6 el método
GMRES (residuo minimo generalizado), mientras que, para el cédigo migrado se empled el
solver SPSOLVE (que implementa el método descomposicion LU optimizado) de la libreria de
Scipy para Python (Scipy, 2022).

Comparando los resultados obtenidos de la presion de fondo fluyendo (ow) de ambos
simuladores (Tabla 9 y Tabla 10), podemos observar que el simulador original codificado en
Fortran 90 e implementando el método GMRES requiri6 una mayor cantidad de ciclos de
Newton-Raphson, mientras que el simulador migrado en Python 3.8 e implementado el método
de descomposiciéon LU optimizado de SPSOLVE requirié una menor cantidad de ciclos. Esto
es debido a que el método GMRES es de tipo iterativo, mientras que el método de
descomposicion LU optimizado de SPSOLVE es un método directo.

Fortran 90

Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] | Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] | Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] | Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi]
15 0.001445 4679.667 315 281.13549 4134.9651 615 719.257983 3761.5636 915 1680.027452  2962.7686
30 0.007482 4553.4532 330 317.976381 4101.071 630 729.442662  3753.9702 930 1785.027452  2870.932
45 0.032698 4462.202 345 339.415514 4081.672 645 763.747938 3726.6178 945 1890.027452  2775.9459
60 0.138035 4447.4472 360 355.018395  4067.0079 660 779.063484  3714.4781 960 1995.027452  2677.1516
75 0.57805 4443.4323 375 368.30754 4055.7815 675 801.161952 3697.2139 975 2100.027452  2573.4183
90 2.416103 4433.0822 390 386.85386 4039.4509 690 822.068825  3680.7859 990 2205.027452  2456.1907
105 10.094109 4409.1469 405 451.206897 3983.448 705 843.123538 3663.5547 1005 2310.027452  2326.4138
120 33.033523 4377.8632 420 480.688448  3958.1895 720 870.152148  3642.4263 1020 2415.027452  2189.7024
135 49.331543 4360.6091 435 487.935889 3952.0187 735 902.861004 3615.8202 1035 2520.027452  2045.1409
150 69.631015 4340.1192 450 501.220596  3941.0494 750 931.159239  3592.7665 1050 2623.843414  1885.0159
165 77.384755 4332.378 465 521.461669 3923.4054 765 964.859307 3564.3918 1065 2713.282534  1732.2954
180 98.446606 4311.4285 480 539.896352  3907.6411 780 993.098908  3540.0678 1080 2798.379167  1580.6342
195 118.208707  4291.7926 495 557.873514 3893.0227 795 1026.796889  3511.0033 1095 2889.149431 1500
210 143.825915 4266.563 510 585.063121  3870.9362 810 1069.705696  3474.0563 1110 2986.902442 1500
225 166.206913 4244.4263 525 619.085793 3843.0052 825 1119.052884  3432.0051 1125 3091.902442 1500
240 188.590013  4222.8188 540 630.375808  3833.6872 840 1177.735563  3382.4238 1140 3196.902442 1500
255 207.127402  4204.5269 555 647.55333 3819.3391 855 1260.027452  3313.1341 1155 3301.902442 1500
270 227.770552  4184.5666 570 664.884294  3805.8263 870 1365.027452  3226.5957 1170 3406.902442 1500
285 245.781521 4167.867 585 680.127849 3793.7403 885 1470.027452  3139.8074 1185 3511.902442 1500
300 261.227271 4154.0067 600 696.771778 3779.5569 900 1575.027452  3052.1599 1200 3616.902442 1500

Tabla 9. “Resultados de presion de fondo fluyendo (ow) del simulador original en Fortran 90”.

Python 3.8
Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] | Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] |Num. de ciclos TIEMPO [Dias] Pwf [Psi]

15 0.001445129  4679.667042 315 1303.813162  3275.194921 615 3345.420133 1500
30 0.007481794  4553.453184 330 1408.813162  3188.511732 630 3450.420133 1500
45 0.032698439  4462.202024 345 1513.813162  3101.506643 645 3555.420133 1500
60 0.138034623  4447.447198 360 1618.813162  3013.255061

75 0.578050005  4443.43231 375 1723.813162  2922.940696

90 2416103455 4433.082193 390 1828.813162  2829.881278

105 10.09410886  4409.146919 405 1933.813162  2733.414927

120 42.16704291  4368.083896 420 2038.813162  2632.782051

135 95.25983761 4314.56 435 2143.813162  2525.072483

150 159.0984757  4251.448268 450 2248813162  2400.794644

165 253.813162  4160.245167 465 2353.813162  2268.156839

180 358.813162  4063.935448 480 2458.813162  2128.298406

195 463.813162  3972.173538 495 2563.813162  1978.964149

210 568.813162  3883.723936 510 2661.749244  1818.718008

225 673.813162  3797.734102 525 274949715  1666.054636

240 778.813162  3713.600036 540 2833.046174  1514.333463

255 883.813162  3630.191399 555 2929.63852 1500

270 988.813162  3542.037644 570 3030.420133 1500

285 1093.813162  3451.514161 585 3135.420133 1500

300 1198.813162  3362.628141 600 3240.420133 1500

Tabla 10. “Resultados de presion de fondo fluyendo (ow) del simulador migrado a Python 3.8”.

Realizando una interpolacion lineal de los valores de P, r obtenidos del simulador migrado en
los mismos puntos de tiempo que presenta el simulador original, se pudieron determinar los
valores de P, s del simulador migrado en los mismos puntos de tiempo que el simulador original,
y con estos determinar el porcentaje de error de los resultados del simulador migrado respecto
al simulador original.
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Interpolacion lineal:

Yo,
y——xl_xo(x xo) + Yo

Porcentaje de error:

Pufsi ginal — Pwf si ;
wf simulador original wf simulador migrado
% Error = ! g ! g x100

ow simulador original

TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] Fortran Pwf [Psi] Python interpolada % Error TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] Fortran Pwf [Psi] Python interpolada % Error

0.001445 4679.667 4679.667042 8.90659E-07 281.13549 4134.9651 4135.18416 0.005297754
0.007482 4553.4532 4553.452438 1.67323E-05 317.976381 4101.071 4101.39239 0.007836735
0.032698 4462.202 4462.203611 3.61124E-05 339.415514 4081.672 4081.727658 0.001363603
0.138035 4447.4472 4447447195 1.19475E-07 355.018395 4067.0079 4067.416143 0.010037912

0.57805 4443.4323 4443.43231 2.20851E-07 368.30754 4055.7815 4055.638093 0.003535863
2416103 4433.0822 4433.082196 9.52355E-08 386.85386 4039.4509 4039.430038 0.000516444
10.094109 4409.1469 4409.146919 4.37227E-07 451.206897 3983.448 3983.190443 0.006465688
33.033523 4377.8632 4379.777555 0.043728065 480.688448 3958.1895 3957.958183 0.005844013
49.331543 4360.6091 4360.861222 0.005781808 | 487.935889 3952.0187 3951.853104 0.004190159
69.631015 4340.1192 4340.396923 0.006398969 501.220596 3941.0494 3940.66237 0.009820472
77.384755 4332.378 4332.580224 0.004667742 521.461669 3923.4054 3923.611753 0.005259531
98.446606 4311.4285 4311.409518 0.000440271 539.896352 3907.6411 3908.082797 0.011303412
118.208707 4291.7926 4291.87244 0.001860306 557.873514 3893.0227 3892.939246 0.00214368
143.825915 4266.563 4266.546926 0.00037675 585.063121 3870.9362 3870.416019 0.013438107
166.206913 4244.4263 4244.603379 0.00417203 619.085793 3843.0052 3842.553125 0.011763583
188.590013 4222.8188 4223.050141 0.005478363 630.375808 3833.6872 3833.307158 0.009913223
207.127402 4204.5269 4205.200034 0.016009736 647.55333 3819.3391 3819.239613 0.002604833
227.770552 4184.5666 4185.322237 0.01805771 664.884294 3805.8263 3805.046406 0.020492115
245.781521 4167.867 4167.979032 0.002687993 680.127849 3793.7403 3792.67429 0.028099189
261.227271 4154.0067 4153.444684 0.013529493 696.771778 3779.5569 3779.337895 0.005794457

TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] Fortran Pwf [Psi] Python interpolada % Error TIEMPO [Dias] Pwf [Psi] Fortran Pwf [Psi] Python interpolada % Error

719.257983 3761.5636 3761.32022 0.006470174 | 1680.027452 2962.7686 2960.602397 0.073114151
729.442662 3753.9702 3753.159473 0.021596521 | 1785.027452 2870.932 2868.687685 0.078173746
763.747938 3726.6178 3725.67145 0.025394327 | 1890.027452 2775.9459 2773.642048 0.08299342
779.063484 3714.4781 3713.401188 0.028992286 | 1995.027452 2677.1516 2674.746641 0.089832772
801.161952 3697.2139 3695.846873 0.036974523 | 2100.027452 2573.4183 2569.988101 0.133293492
822.068825 3680.7859 3679.239123 0.042023019 | 2205.027452 2456.1907 2452.619343 0.145402269
843.123538 3663.5547 3662.513933 0.028408663 | 2310.027452 2326.4138 2323.467701 0.126636942
870.152148 3642.4263 3641.043271 0.037969989 | 2415.027452 2189.7024 2186.620318 0.140753449
902.861004 3615.8202 3614.199601 0.044819676 | 2520.027452 2045.1409 2041.237544 0.190860006
931.159239 3592.7665 3590.441547 0.064712057 | 2623.843414 1885.0159 1880.740736 0.226797235
964.859307 3564.3918 3562.148332 0.062941115 | 2713.282534 1732.2954 1729.060646 0.186732267
993.098908 3540.0678 3538.34278 0.048728435 | 2798.379167 1580.6342 1577.287148 0.211753708
1026.796889 3511.0033 3509.290794 0.04877541 2889.149431 1500 1506.008228 0.400548549
1069.705696 3474.0563 3472.297892 0.050615404 | 2986.902442 1500 1500 0
1119.052884 3432.0051 3430.14789 0.054114424 | 3091.902442 1500 1500 0
1177.735563 3382.4238 3380.471035 0.057732717 |  3196.902442 1500 1500 0
1260.027452 3313.1341 3311.655165 0.044638561 | 3301.902442 1500 1500 0
1365.027452 3226.5957 3224.659208 0.06001657 3406.902442 1500 1500 0
1470.027452 3139.8074 3137.788354 0.06430478 3511.902442 1500 1500 0
1575.027452 3052.1599 3050.056567 0.068912923 | 3616.902442 1500 1500 0

Tabla 11. “Porcentajes de error del simulador migrado respecto al original”.

El promedio de todos los porcentajes de error de los resultados obtenidos del simulador migrado
respecto al simulador original fue del 0.0409 %, con lo cual, se puede afirmar que los resultados
y la migracion del codigo haya sido realizada de manera correcta.
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5.2. Tiempos de computo

Al comprobarse que el porcentaje de error de resultados del simulador migrado respecto al
simulador original fuese bastante pequefio, se decidi6 llevar a cabo un comparativo de tiempos
de coémputo, empleando ahora (ademas del método de descomposiciéon LU optimizado de
SPSOLVE) el método GMRES, igual de la libreria de Scipy para Python (Scipy, 2022).

Propiedades de la computadora utilizada
Procesador: Intel(R) Core(TM) i5-8300H CPU @ 2.30 GHZ
RAM: 8GB

Tabla 12. “Propiedades de la computadora utilizada”.

Intel (R) Fortran Compiler for One API
GMRES (num. de corridas) | Valor Unidades
1 26.2677 [minutos]
2 26.7742 [minutos]
3 25.4781 [minutos]
4 25.4966 [minutos]

Tabla 13. “Tiempos de computo del simulador original
corrido con Intel (R) Fortran Compiler for One API”. (Intel (R), 2022).

Python 3.8 Spyder
SPSOLVE (num. de corridas) Valor Unidades
1 148.8366 [minutos]
2 148.2862 [minutos]
3 148.7866 [minutos]
4 150.4158 [minutos]
GMRES (num. de corridas) Valor Unidades
1 912.2423 [minutos]
2 911.2022 [minutos]
3 912.451 [minutos]
4 911.672  [minutos]

Tabla 14. “Tiempos de computo del cédigo original
corrido con Python 3.8 de Spyder”. (Spyder, 2022).

De las tablas anteriores se puede observar que el tiempo de computo empleando el método
GMRES para la solucion del sistema de ecuaciones lineales del cddigo migrado resulta
realmente extenso (de aproximadamente 911 minutos), en contraste con el método SPSOLVE
(descomposicion LU optimizado) con un tiempo aproximado de 148 minutos. Mientras que el
codigo original tarda aproximadamente 25 minutos en compilar.
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El esquema de solucién que se presenta en la Fig. 47 muestra una de las principales diferencias
entre ambos cddigos. El codigo migrado, realiza las siete bandas de derivadas (A, B, C, D, E, F
vy G), y posteriormente lleva a cabo la creacion de la matriz jacobiana (] ), es decir, una matriz
2D que contara con las siete bandas requeridas por el jacobiano, y los demas valores que la
componen seran cero. En cambio, el codigo original, también calcula las siete bandas de
derivadas, sin embargo, al realizar la matriz jacobiana, lo que hace es guardar los resultados de
las siete bandas en un vector de 1D, por asi decirlo, en “una matriz jacobiana reducida” ( Jrgp ),
con lo cual, considerando esto, y que, ademas, Fortran es un lenguaje disefiado para la
realizacién de calculos numéricos, el cdédigo original puede ser bastante Optimo en tiempos de
computo comparado con el codigo migrado.

5.3. Ventajas de implementar Python

Sibien, el tiempo de computo del simulador en Python 3.8 result6 ser mas elevado que el original
en Fortran 90, debido principalmente a que Fortran fue disefiado especialmente para llevar a
cabo calculos numéricos, a diferencia de Python, que ademas de poder utilizarse en la solucién
de problemas numéricos, tiene una amplia gama de oportunidades, por ejemplo, algunas
ventajas que podemos encontrar son:

a) Esun lenguaje de programacion de alto nivel, es decir, mas amigable e intuitivo con el
usuario, que logra acortar los tiempos de adaptacion al lenguaje, desarrollo e
implementacion en la codificacion.

b) Los proyectos desarrollados en este tipo de lenguaje pueden ser mas faciles de extender,
al contar con un gran numero de paquetes de codigo abierto que pueden ser usados.

c¢) Cuenta con librerias enfocadas en procurar mayor versatilidad, asi como en la
optimizacién de cédmputo y procesamiento inmediato (como puede ser la libreria
Numba), las cuales estan en constante actualizacidn, tratando de reducir en la mayor
medida de lo posible los tiempos de computo.

d) Tiene disponible una gran cantidad de herramientas para el post procesado de resultados
de algun proyecto desarrollado en este lenguaje, por ejemplo, la extensa cantidad de
opciones de visualizacion de resultados y generacion de graficos 2D y 3D (como puede
ser la implementacion de la libreria Matplotlib o Plotly).

A continuacién, se puede observar el comportamiento de la presion de aceite (P,) , presion de
gas (P,), saturacion de aceite (Sq;,) y saturacion de gas (S, ;) de la fractura natural a través

del modelo 3D realizado en Python, como ejemplo de una de las ventajas de la migracion del
simulador.
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Fig. 52. “Comportamiento de la saturacion de aceite
de la fractura natural en el yacimiento”.
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El comportamiento de la presion de aceite (P,) y gas (Pg) tanto en el modelo 3D como en las

secciones cercanas al pozo disminuye conforme el yacimiento se va desarrollando, recordando
que la presion de gas se determina a través de la presion capilar.

Pcapgo =Pg - b

ng = Pcapfgo +Pof

Respecto a la saturacion de aceite (S, ) al inicio de la simulacion es de un 100%, al considerar
el contacto gas-aceite en la cima del yacimiento, sin embargo, conforme se comienza a producir
aceite en la superficie, y con ello a disminuir la presion, la saturacion de aceite disminuye con el
paso del tiempo. Recordando que la saturacion de aceite se determina una vez obtenido el valor
de la saturacion del gas (variable primaria) de la simulacién y a través de la definicion de
saturacion para flujo bifésico.

Satof =1- Satgf

Para el caso de la saturacion de gas de la fractura natural en el yacimiento, de manera inversa a
la saturacion de aceite, aumenta conforme se desarrolla el yacimiento Fig. 52 y Fig. 54
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6. Conclusiones y recomendaciones

En este capitulo se presentan las conclusiones y recomendaciones relacionadas al trabajo
presentado en este escrito.

6.1. Conclusiones

El modelo de aceite negro modificado (o beta modificado) para el tratamiento de yacimientos
de tipo gas y condensado o aceite volatil, realmente logr6é implementarse para la simulacién del
comportamiento del flujo de fluidos en yacimientos naturalmente fracturados.

Se logré6 modelar un caso de estudio correspondiente a un modelo numérico tridimensional,
isotérmico, bifasico (aceite y gas), naturalmente fracturado, y con efectos de fracturas
hidraulicas, para un yacimiento de tipo gas y condensado, y que contempla un pozo horizontal
alo largo de la direccidn “x”, presentado por (Lopez Jiménez, 2017).

La migracion presentada del codigo correspondiente al caso de estudio, y su optimizacion a
través de la libreria de Numba para Python (Numba, 2022) presento resultados satisfactorios,
al tener un buen empalme entre los resultados del simulador original codificado en Fortran 90 y
el migrado a Python 3.8 (lenguaje de alto nivel), con un error promedio del 0.0409 % en los
resultados del simulador migrado respecto al original.

El método SPSOLVE (descomposicion LU optimizado) de la libreria de Scipy para Python
(Scipy, 2022) result6 ser el mejor método para la solucion del sistema de ecuaciones lineales del
caso de estudio, ya que empleando el método GMRES (residuo minimo generalizado), igual de
la libreria de Scipy para Python (Scipy, 2022) se obtuvieron tiempos de computo mucho mas
largos para la solucion.

Si bien el simulador migrado presentd tiempos de solucién mayores al simulador original, se
tuvieron ventajas en el post procesado de los resultados, al poder generar los modelos 2D y 3D
del caso de estudio, asi como la visualizacion del comportamiento de las presiones y saturaciones
en cada paso de tiempo, ademas de tener una mayor facilidad de poder extenderse en un futuro
e implementar demas métodos de optimizacion (como podria ser computo en paralelo), ya que
se puede contar con un gran numero de paquetes de codigo abierto que pudiesen ser utilizados.

6.2. Recomendaciones

El modelo presentado podria extenderse para la simulacion de yacimientos con triple porosidad
(Cortes Rubio, 2008).

Para reducir los tiempos de computo del simulador, valdria la pena implementar métodos que
fuesen mas rapidos para la solucion del sistema de ecuaciones lineales, por ejemplo, la
implementacion del método de multimalla y con precondicionadores (Orozco Aguilar, 2013).

De igual forma, podria explorarse la posibilidad de emplear computo en paralelo en el
simulador, se infiere que podria reducir de manera significativa los tiempos de coOmputo
(Alcantara Garcés, 2006).
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Nomenclatura

Vol, c.y. .
B, Aid ] Factor de volumen de aceite
Vol, c.s.
Vol, c.y.
By [VO 1g ] Factor de volumen de gas
g€
Vol c.
B, [ w Y. ] Factor de volumen de agua
Vol c.
Vol, c.s. .
o [ = ] Inverso del factor de volumen de aceite
Vol, c.y.
Vol c.s.
g [Volg ] Inverso del factor de volumen de gas
g

Vol c.s.
w

ol ] Inverso del factor de volumen de agua

Coo Fraccion de los pseudocomponentes de aceite presentes en la fase de aceite
Cog Fraccion de los pseudocomponentes de aceite presentes en la fase de gas

Cow Fraccion de los pseudocomponentes de aceite presentes en la fase de agua
C

Fraccion de los pseudocomponentes de gas presentes en la fase de aceite

Q
[S)

Cog
C

Fraccion de los pseudocomponentes de gas presentes en la fase de gas

Q

Fraccion de los pseudocomponentes de gas presentes en la fase de agua

Q
S

Cwo Fraccion de los pseudocomponentes de agua presentes en la fase de aceite

Cwg Fraccion de los pseudocomponentes de agua presentes en la fase de gas

Cww Fraccion de los pseudocomponentes de agua presentes en la fase de agua
Cr [i] Compresibilidad de la roca

F, Funcion de residuos de la fase de aceite
F, Funcién de residuos de la fase de gas

F, Funcidén de residuos de la fase de agua

hy .y, Tamafo de los bloques de matriz (usado en el calculo del de forma para la interaccion
matriz-fractura)

k [mD] Permeabilidad absoluta

k,o[Fraccion] Permeabilidad relativa del aceite

k,g[Fracciéon] Permeabilidad relativa del gas

k. [Fracciéon] Permeabilidad relativa del agua

P, ¢[Psi] Presion de fondo fluyendo del pozo

P,[Psi] Presion de aceite

P,[Psi] Presion de gas
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P, [Psi] Presion de agua

Peap golPsi] Presion capilar gas-aceite

Peap wolPsi] Presion capilar agua-aceite

q,, Produccion volumétrica de aceite por unidad de volumen de roca
qy Produccion volumeétrica de gas por unidad de volumen de roca
q,, Produccion volumétrica de agua por unidad de volumen de roca
q, Gasto volumétrico de la fase de aceite

qy Gasto volumétrico de la fase de gas

qw Gasto volumétrico de la fase de agua

R Relacién de solubilidad de la fase de aceite en la fase de gas

s Relacidn de solubilidad de la fase de gas en la fase de aceite

7, Radio equivalente del bloque donde se encuentra representado el pozo
1, Radio del del pozo

S Daiio (también conocido como skin factor)

Sat o[Fraccién] Saturacion de aceite

Sat glFraccién] Saturacion de gas

SatwlFraccion] Saturacion de agua

V, Velocidad de la fase de aceite (ley de Darcy)

V; Velocidad de la fase de gas (ley de Darcy)

,, Velocidad de la fase de agua (ley de Darcy)

V. [ft3] Volumen de roca

V, [ft*] Volumen poroso

WI Indice de productividad

z,D [ft] Profundidad

Zgoclft] Profundidad del contacto gas-aceite

Zwoclft] Profundidad del contacto agua-aceite

Tom p Funcién de transferencia matriz-fractura para la fase de aceite
Tgm p Funcién de transferencia matriz-fractura para la fase de gas
Twm p Funcion de transferencia matriz-fractura para la fase de agua

o Factor de forma para la interaccion matriz-fractura (también conocido como shape factor)
@ [Fraccion] Porosidad

¥, Densidad relativa del aceite (o también conocido como peso especifico)
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Po [I;)Tn;] Densidad del aceite
Pg [lberg] Densidad del gas
Pw [I:Tr;l] Densidad del agua

UolcP] Viscosidad del aceite
tglcP] Viscosidad del gas
uwlcP] Viscosidad del agua

A, Movilidad de la fase de aceite
Ay Movilidad de la fase de gas

Ay Movilidad de la fase de agua

Subindices y superindices

f Fracturas

m Matriz

mf Matriz-fractura
o Fase de aceite

g Fase de gas

w

Fase de agua

=

Direccion x

Direccién y

<

z Direccién z
v Nivel de iteracién
n Nivel de tiempo

ref Referencia

i+ % Fronteras de la celda i (i hace referencia al eje x)

jt % Fronteras de la celda j (j hace referencia al eje y)

[u=y

k + - Fronteras de la celda k (k hace referencia al eje z)

N
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Anexo. Definicion de derivadas de las funciones de residuos

El método de Newton-Raphson, empleado para la linealizacion de las ecuaciones diferenciales
ya discretizadas (que describen el flujo de fluidos en un medio poroso) requieren el uso de las
derivadas de las funciones de residuos para las tres fases (aceite, gas y agua) considerando una
simulacion trifasica, con lo cual, a continuacion se definen estas derivadas considerando una

formulacion totalmente implicita.

Para este caso, las derivadas de las funciones de residuos para las tres fases se desarrollan en la
direccion “k”, ya que el procedimiento para las otras dos direcciones en

7333} 7530
1

Yy

sin considerar los efectos gravitacionales. (Orozco Aguilar, 2013).

a) Si la funcion de residuos de la fase de aceite en la fractura natural (F,, f) es:

n+1 et
Porsne = Pouje)
il jk ( 0i+1,jk %ijk)
" n+1
n Povy = Po i)
Lk ( Objke 0Lk ) ¢
n+1
+ 1 2 ((Papgo+ By~ (Papgo +B5), )
Iriadjue STiekjk ( cap go D)l+1.l.k ( cap go “)t,l.k 7

n+1
_ n+l n+1 _
9riljn STiljx ((PC“P g0 T F ")i,j,k (P”“P gt P")i—l,j,k ) I
. n+1
n —
+ vai'],%’k (Poi,j+1,k Poi,j,k)f
_ n+1
+1 +1 e
n n j—
+ T‘gfi,j+%,k Fijsdi ((Pmp got Pa)i,}'+1.k (Pmp gt Pa)i.jrk )f
n+1 n+1 e
- gfi']__%vk Sfi,j—%,k ((Pcap go + Pa)i,j,k - (Pcap go + Pg)i,j—l,k )f
n+1
n+1 — —
S (P(,LM Py = (ohD), f'k+%)f
n+l  _— n+1
FZ’fi,j,k — T+ P, .. —P — (¥,AD) 1
Ofiju-l \ Cbik Oijk=1 ° ijk=3 r
n+1
n+1 n+1 _ —
+ Tgfi,j,k+% Sfi,j,k+% ((Pfaﬂ go + Pﬂ)i,jyk_;.l (Pcap go + Po)i’jyk (VHAD)i'j,k.,.%)f

n+1 n+1
Ifij-t SFiju-t

+ Tn+1
gmfi,j,k

Vi
At

( [1 + Cr(Pan+1 - Pan)][ba(l - Sutg - Sat W)]n+1 - [bu(l - Satg - Sat W)]n )

+ ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [bgrssatg]n+1 - [bgrssatg]n )

n+1
((Pcap go + Po)i'}-’k - (Pcap go + Pa)i,j,k—l - (ygAD)i_,-_k_%)f

n+1
+ (bofqa)i’j’k
n+1
+ (bgfrsfqg)i,j,k
n+1 e
+ Tomfi,j,k (P”m _Pof)i,j,k
n+1
Tsr:’:;k <(Pcupga + Po)mi,j,k - (Pcap go + Pa)fijk)

i)k

ij.k

Ahora, truncando unicamente en la direccion “k”:

es el mismo
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[ n+1 n+1
Tufk% (P""H Py — (VOAD)Hl)f
n+1 n+1
- T (P = Porcy = (roD) ")f
n+1
1 +1
¥ TgT;; rsr;“% <(P”‘”’g" + P")k+1 = (Paapgo + Pa)k - (VgAD)ké)f

n+1
- T;;t rs’;:f% ((Prapyo +P0)k = (Peap go +Pa)k,1 - (VgAD)k,%)f

n+1
F7I+1 + (b()fqa)k
Ofk n+1
(b rqug)
n+1
+ T (P — Py f)k
n+1
+ 138 0 ((Papao + 8,0, = Peapgo +22), )
([1 + CT(Pgn+1 - Pon)][bo(l - Sutg - Sat w)]n+l - [bo(l - Satg - Sat W)]" )k
ae + (Gt = POy Sacg]™ = [bgSacal”),

Si definimos los siguientes términos, de manera similar a (Cortes Rubio, 2008) y (Orozco
Aguilar, 2013):

Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2
[ — Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1 }

Term_flujo_aceite = + Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot_gas_Z2

ll — Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot gas_Z1 Jl
3 — Tn+1
Trnsmsc_aceite_Z2 = T, st

Trnsmsc_aceite_Z1 = To";":1
2
n+1
Pot_aceite_Z2 = (Pok+1 — Py - (VOAD)H%)f

n+1
Pot_aceite_Z1 = (Pok FPops (y"AD) )f
Trnsmsc_gas_Z2 = Tg'}ﬁ%
Trnsmsc_gas_Z1 = Tg'}t%
rs_Z2 = rs’}“
rs Z1= "+11
-2

n+1
Pot_gas 72 = ((Pmp g0t Po)m = (Peapgo + Po)k - (ygAD)H%)
f

n+1
Pot_gas_Z1 = (( vap go T P")k = (Peapgo + Po)k_l - (VgAD)k_%)
f

(bo,rqo)z+1

Term_fuente = nt1
+ (bgfrsfqg)k
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el n+1
Tumfk (Pum - Puf)k

[ ]
Term_transf MF = | n+1 |

| + Tgﬁ:flk T ((Pcupgo +P0)mk = (Peap go +Pa)fk> |
Vpk ([1 + CT(Pgn+1 - Pun)] [bo(1 - Satg - Sat w)]n+1 - [ba(1 - Satg - Sat W)]" )k

Term_acum =
At + ( [1+ CT(POn+1 - Pgn)][bgrssatg]n+l - [bgrssat g]n )k

f

Entonces la funcion de residuos de la fase de aceite en la fractura natural truncada en la direccidén
“k” puede escribirse como:

r Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2
— Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot_gas_Z2
F,,’;:l = — Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas_Z1

+ Term_fuente

+ Term_transf MF

L — Term_acum

a.a) Derivando la funcion de residuos de aceite (F,, f) truncada en la direccion “k” respecto a

la presion de aceite en la fractura natural (P ) en “k”:

of
r Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2
— Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot_gas_Z2
Rt g

app+t =W — Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas_Z1
fr fr

+ Term_fuente

+ Term_transf MF

L — Term_acum

W[ Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2 |
Gfk

a
~ gpmt [ Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1 ]
0f

a
+ W[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot gas_Z2 ]
Of
n+1
oFg

aPpT = Ww[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas Z1 ]
k

+ [ Term_fuente ]

n+1
6P0fk

+ [ Term_transf MF ]

n+1
0P0fk

[ Term_acum ]

n+1
6Pofk
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ad ad
Trnsmsc_aceite_Z2 m[ Pot_aceite_Z2 | + Pot_aceite_Z2 ﬁ[ Trnsmsc_aceite_Z2 |
arg arg
) 4 ) . 4 )
- Trnsmsc_aceite_Z1 W’};l[ Pot_aceite_Z1 | + Pot_aceite_Z1 Ww[ Trnsmsc_aceite_Z1 |
+ [T 2 rsz2 2 [ Potgas.Z2 | + Potgas.Z2 0 [T 72 rs.Z2 ]
rnsmsc_gas_Z2 rs_. 3 P" =57 | Pot_gas_| ot_gas_ 3 P" == [ Trnsmsc_gas 72 rs
6E,';:1 9 il
P - < Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 6P"“[ Pot_gas_Z1 ] + Pot gas_Z1 aP"“[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ] )
Ofk fk
a
+ W[ Term_fuente ]|
0f)
a
+ W[ Term_transf MF |
Ofk
a
W[ Term_acum |
L Of g
Si sustituimos términos:
“ a n+1 n+1 a 1
n n
Tofk+ W’}*’kl[ (P0k+1 - Pok - (YOAD)IH%)f ] + (P0k+1 - P"k - (YOAD)k+%)f Wrgl[ ofk+% ]
1 a n+1 n+1 1
n n
- Tafk_% aPor}-:;l[ (Pok ak 1 (yaAD) )f ] + (Pok ok 1 (VOAD) )f W,};l[ ofk—% ]
n+1  .n+l g P P P P AD i
sl Shisl GpmFL (Peap go + 0)k+1 — (Paapgo + ")k = (v ),H% .
f
+ * n+1 a
— — - n+1 n+1
# (ango #R)yuy = (Bango +12), = (1900), 1) a,,0,};1[ o, |
1 1 n+1
+ +
yr;k_% STka_; apn+1[ (( cap go 0) (Pcapgo +P0)k_1 _( AD) ) ]
aP;n+1 _ f
T _ s 9 n+l  n+l
3PJ}:1 + ((Pcapgo +P) = (Peap o +P0)k_1 - (VQAD)k_%)f apor;-;l[ 9yt Tspe_ 1 ]
n+1
il (bquo)k
apn+1 n+1
i (b rqug)
n+1
+1 _
a Tunmfk (P om ~ F ”f)k
ann Tn+1 n+1 )2 P —(P P it
S |+ Imf Ty ( capgo ")mk ( tap go + o)fk
n+1 n n+1 n
il Vp ([1 +Cr(Pu _Po )][bu(l_sutg _Sutw)] - [bu(l_satg _Sutw)] )k
1| Ar +1
oFH| At + ([ G B = PON[byrsSacg]™ = [bg7sSarg]" )k )
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Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

1) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la presidén
de aceite en la fractura natural en (k):

ad
——— [ Trnsmsc_aceite_Z1 | = —[ Tr+L ]
PG oyt ey
a A k n+1 b k n+1
——— [ Trnsmsc_aceite Z1 | = —— ( = ) ( oo )
6Pa’}:1 (?POT;Zl Az /g 3 Uy fos
2
Akk.. \™1 P p. 1
——— [ Trnsmsc_aceite_Z1 | = ( Z_To ) —_— ( = )
apor;:1 Az g aPJ}:l Ho /g |
2
/ db, Mo, \"“
=2 _ -2
0 Akl \™** | Ho, 1 TBP, %1 9P,
5.7 | Trnsmsc_aceite 21 ] = ( z-"ro ) k=3 ok _ k=3 ok
A o Az fk—% Hy
f
Ay VMU by (1 e g e\
=57 [ Trnsmsc_aceite Z1 | = ( Z_To ) ( = ) - z
6Pofk Az fit Ho fos b,,k_% oF,, /,tok_% oF,, ,
ab o n+1
1 ok—l 1 0, 1
- T it Z]. = —[Tn+1 ] — Tn+1 _
6PD’}:1[ rnsmsc_aceite_Z1 | aPo'}Zl 01 Of -1 b”k-l op,, Ho o 0Py,
2 f

. g g . 1 .,
2) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k + Z) respecto a la presidén
de aceite en la fractura natural en (k):

a
——— [ Trnsmsc_aceite_Z2 | = —[ Tn+t ]
6Po’}+kl[ - 221 IR i)
a Azk n+1 bokro n+1
——— [ Trnsmsc_aceite 22 | = —— ( -z ) ( )
+1 +1
6P07;k an;k Az Ft Ho Jp
2
A kk n+1 Py p A1
———[ Trnsmsc_aceite_Z2 ] = ( Z_To ) - ( o )
aPO’}l‘Jlrcl Az f.1 aPor}:l Ho Frut
2
n+1
L o Yy
0 Akky, \" ot 0P, 0,1 0P,
——[ Trnsmsc_aceite Z2 | = ( Z_To ) g Pok ks Tlok
apntt Az . i
Tk k3 k3
f
Agkkey \™ 1 by \™ 1 o 1 o\
6P"+1[ Trnsmsc_aceite Z2 | = ( ZA ro ) (_") : 2 - — z
Of Z fk% Ho fk+% Ol ok /r‘ok+% ok ;
n+1
[T ite 72 | [ _— ] ! 1 abak+1 1 a:uak1
———[ Trnsmsc_aceite_ = —— = _
ap"’}zl aP"r}ZI Ofk% of"*% b0k+1 apﬂk #uk+1 aPUk
2 2 f
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3) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k — %) respecto a la presion
de aceite en la fractura natural en (k):

a
——— [ Trnsmsc_gas_Z1 ] = —[ Tr+t ]
argt ORI 9y
9 Py AN bk, \"
——[ Trnsmsc_gas Z1] = —— < =z ) (M>
6PJ;:1 BPg}c:l Az o Uy foa
-2
Akk,, \" 8 b, \"*
——[ Trnsmsc_gas Z1 ] = ( z Tg) . <_9>
+1 1
aPJ}k Az ; 6PJ}; by ) s B
2
1
/ 0by, Otg, s \’”
—2 — b
a Ak, \" | He, 1 3P 9,1 0P,
—— [ Trnsmsc_gas 71 ] = ( 79 > k2 TTok i k2 "ok
A o Az ;s ugk_%
f
Akk n+1 b\ 1 (’)bgk1 1 aﬂgk1 n+1
——=[ Trnsmsc_gas 71 ] = ( —Z 19 ) ( A ) _— z _ p
6Pufk Az fos Ug ;s bgk . 0P, Ug . OB, .
2
n+1
[T 1] d [T’”l ] ot 1 oy 1 oy
——[ Trnsmsc_gas_ = —— = -z
6P07}:1 6P01;:1 = If-d bgk_% ok, ugk_% ok,
f
Entonces:
——[ Trnsmsc_gas_Z1 rs Z1 ] = L[ TRl gl ]
g -SAAE T apgT | 9t Bt
ad a
m[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ] = Trnsmsc_gas_Z1 —n+1[ rsZ1] + rs_Z1 —n+1[ Trnsmsc_gas_Z1 |
6Pofk apofk apofk
a 3}
T — Tn+1 [ n+1 ] n+1 [ n+1 ]
6PDT;:1[ rnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ] Tgfk—% BPO’;J’:l rsfk_% + rka—% apg}f Tgfk—%
a
_ 1 1
W[ Trnsmsc_gas Z1 rs Z1] = W[ Tg"f: X rs';:_l ]
Of 0f ) 2z
n+1
ad aTST;-;:l 1 abgk_l 1 a”gk_l
——[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ] = T 2 4 gpntl n+1 2 _ P
ap"rgl s aPOT;J;:l T 93 bgk-% 0Fo Hg, 1 oF,,
2 f

4) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k + E) respecto a la presion
de aceite en la fractura natural en (k):

a
— [T 2] = ——| T ]
6PJ}:1[ rnsmsc_gas 22 ] an;’;l[ 9t

3 Ak \" bk \M
——[ Trnsmsc_gas Z2 | = —— ( Z ) (M>
an;:l an}zl Az f“% Ug fos
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——— [ Trnsmsc_gas_Z2 |

P B (Azkkrg >n+1 P ( by >n+1
a 07;21 Az ; 6P07}:1 Ly

[

ki3 k+%
/ abgk+1 aygk+1 \"“
2 — b
Akk,g \" | Ho1 TaR, T Pl OB,
=gl Trnsmsc gas 72 | = | ——— | : |
6Pafk Az s \ #gk+1 /
k+3 2
f
n+1
9 [T ZZ] (Azkkrg )n+1 ( bg )n+1 1 abg“% 1 6ugk+1
Son+l rnsmsc_gas_. = - 7 9 _
d Of Az fk+% g f“% bgk 1 apﬂk Hg, 1 aPUk ;
a# n+1
a a 1 9y 1 Gy,
——— [ Trnsmsc_gas_Z2 | = —[ n+1 ] = Tntl
apor}:l apo‘r;zl Ifesd Ik bgk+% oF,, Uy , 0P, .
Entonces:

a
[ Trnsmsc_gas 72 rs 72 ] = W[ T gl ]
fk

n+1
arg

a a a
—— [ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 | = Trnsmsc_gas Z2 ——|rsZ2 ] + rs_Z2 ———|[ Trnsmsc_gas_Z2 |

J n+1 0 n+1

0 n+1

ka ka Ofk
—— [ Trnsmsc_gas 72 rs_Z2 | = T} [r"“ ] ntl [T"Jr1 ]
apﬂr}zl[ gas 22 15 22 | 9t DRI kel et DRI L 9
L[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 ] = _9_ TRyl
apn+i -gas.as T8 OPr | 9rt il
Ofk Ofk 2 2
n+1 n+1
[ | = S S P O U R st
—— | Trnsmsc_gas_Z2 rs_ Z2 | = + 7 T, -
n+1 — — = 9f, .1 n+1 Sf..1 gf, .1
5Pofk lets 6P0fk K+ K+ bgk% oF,, ‘ugk+§ oF,, .

. . . 1 .,
5) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k — :) respecto a la presidén de

aceite en la fractura natural en (k):

9 ) 9 n+1
W’}:l[ Pot_aceite_ Z1 | = Wr}:l (Pok -P,_, (yOAD)k_%)f ]

Yog, T Yos,_
(o), 1 = (D= Dey) (%)

0 Yot Yorr \ '
— [ PotLaceite Z1 | = —— (P -p,_ —(D —D_)(ki))
R L B 2 f
_ o [ Yot +yopit
W[ Pot_aceite Z1 | = 1 — (Dy — Dy_y) Fpait k 5 kot
of Of
0 (Dk - Dk—l) d
——|[ Potaceite Z1] = 1 — ——= —— n+1
1 1| Yoy
d of}; 2 aP,,'}; [ k ]
a 1 (D — D_y) OVofit
—[ Potaceite Z1 | = —[ (P,, -P,_ —(y,AD) _1) ] =1 — k& Tket) Ok
apg apgT| \'ox ™ Torn k3, 2 apg
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6) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k + %) respecto a la presién de
aceite en la fractura natural en (k):

. dJ n+1l
Wr;zl[ Pot_aceite_Z2 ] = W’}:l[ (P0k+1 - PUk - (VOAD)]H_%)f ]

Yo, T %o
(VoAD)H% = (Dys1 = D) ( % )

9 . a Yorrr ¥ Yo \ '
Wr;zl[ Pot_aceite_Z2 ] = W’}:l[ ( P0k+1 - ng - (Dk+1 - Dk) ( f ) )f
, a [ voril +vort
W[ Pot_aceite Z2 | = —1 — (Dyyq — Dy) Spr kr 5 £
of Ofp
. (Dk+1 _ Dk) d 1
W[ Pot_aceite_Z2 ] = -1 - f W[ }/0;.7';— ]
Tk fi
9 nt (Diys — D) 9oyt
—— | PotLaceite 22 | = —— (P - P, — (¥,AD) ) ] = -1 - —- k
T ) = ] (P == ), ) 2 om

. . 1 ., .
7) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la presidén de aceite
en la fractura natural en (k):

a a n+1
W[ Pot gas Z1] = 3P ((Pcapg,, +R), — (Peap go +P) ., — (ygAD)k_1>
Of of, 2/ f

ygfk + ygfk—1 )

(080), 5 = =i 2

a a | Yo t oy \ V'
W[ POt—gaS—Zl ] = W (Pcap go + Po)k - (Pcap go + Po)k—l - (Dk - Dk—l) f

Of Ofk L f
i} d Vg?“ + Vg;+_1
W[ Pot_gas_Zl ] =1 — (Dk e Dk—l) pnH [ k 2 kot
0f Of
(Dy=Dyy) 0
—[PotgasZl] = 1 — "2 | y
51’0’}:1 2 an;:l[ s ]
+1
a ] n+1 (D — Dy—y) 9oy,
Fra PJ}:l[ Pot gas Z1] = —an;:l[ ((Pmp 9ot P), = (Peapgo +Po),_, — (ygAD)k_%)f ] =l-—=73 Py

8) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k + %) respecto a la presidén de aceite
en la fractura natural en (k):

a a n+1
—apg;:l [ PotgasZ2 ] = -3P01}:1 ((Pca,,go + P")k+1 = (Peapgo + P")k - (ygAD)H%)f
Yy + ¥y
(VQAD)Iﬁ% = (Dr+1—Di) < % )
4 0 [ y9k+1 + yﬂk n+1
W,}:l[ Pot gas 72 | = W’}:l ( (Pcapgo + Po)k+1 - (Pcapgo + Po)k — (Dy+1 = D) ( - 5 ;
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Py yg‘rf1+l +yg1f1+1
W[ Pot gas Z2 ] = —1 — (Dp41 —Dy) SpniT k1 5 k
of Ofp
a (Dgs1—Dy) 0 1
—6Po7;+1[ Pot gas 72 | = -1 — — BPO"“[ Yo ]
Kk Tk
+1
9 9 (Ders = D) Yoy,
—6Po7;:1[ Pot_gas 72 | = an'}zl[ ((Pcapgg +Pu)k+1 - (P[l.(wg0 +P,,)k - (ygAD)k+%)f ] = -1 — 5 BP,,’;Zl

9) Derivada del término fuente en (k) respecto a la presion de aceite en la fractura natural en
(k):

n+1
ad (baf‘h)
k
Fr — [ Term_fuente ] = apr i1
Of Ofp + (bgfrsfqg)k
+1
[ pn+l aq"k abgfk ]
| Of ap07;+1 Ok apor}+1 |
W[ Term_fuente ] = P k P k
Of + ( b;[f—i—l .’,.Sn+1 qgk + q [ pn+1 rsn+1 ] )
k fx @pntl gk gpn+i 9f fr
0f ) 0f

Si definimos:

3 3
+1 +1 —_ +1 +1 +1 +1
T KRl B A v B IR et A
fr Tk fi
Entonces:

n+1

w1901 + q ab"fk

of n+1 Ok n+1
k 0P} " 0P} o

[ Term_fuente | =

r— n+1 n+1
6P07}k + bn+1 T"+1 aqgk + bn+1 arsfk + rn+1 91k
gfk ka aPaT;—-}tl qgk !]fk apor;-;;l ka apor;-;;l
n+1
d aJ (bafqa)
k
W[ Term_fuente | = SpriT i1
Of otk | + (bgfrsfqg)k
n+1
19901 ab"fk
Of apon+1 qok aponﬂ
———[ Term_fuente | = Tt T
n+1 = n+1 n+1
apofk n+1l n+l aqgk n+1 _ Tk n+1 abgfk
+ bgfk rsfk aPoT;H + qyk b!lfk apor}ﬂ + rsfk apor}ﬂ
K K K

10) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la presion de aceite en

la fractura natural en (k):

- n+1
g [ f MF | Toms, (P"'" B P"f)k
——| Term_transf MF | = —— n+1
apn+1 aPn+1
L e |+ Tg’:;k 73?"21 ((Pcapgo + PO)mk - (Pcapgo + PO)fk)
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r il n+1 n+1 0
n+1 _ _ n+1
T"mfk aPJ;:l[ (PO”’ Puf)k ] + (P""‘ P“f)k 0P"+1[ Tamfk ] ]
4 #1 e O n“ |
W[ Term_transf MF ] = ( Tgnmfk Tsrrlnk W[ ((Pcapga + Pa)mk - (Pcapgu + P) ] \ I
f
k + * n+1 a
+1 +1
\ + ((PCuP!IO +P0)mk - (PCupgl) +Po)fk> aPnJrl[ Tgnmfk T.‘s’,;lk ] /
[ n+1 aTz;1+f1 ]
Mk
Tt (<1) + (R = Ry) o
+1 +1 —
; / Toil gt (=1) \
[ Term_transf MF | = n+1
Fpn+l
arg; Lo ((pcupgu +8), = (Papgo + Pg)fk) |
k ( Tomr, apn+1[ ORI aP"”[ 15| ) )

En esta parte es importante indicar que las derivadas de las transmisibilidades entre la matriz y
la fractura existiran o no, dependiendo del concepto de corriente arriba (Rodriguez de la Garza
& Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), ya que
estas transmisibilidades emplearan las propiedades de la matriz o la fractura, dependiendo del
resultado de la evaluacion del potencial:

si: (Pomij’k - Pafu_‘k) >0

Dmfi,j,k mi,jk Mo Smi,j,k Smi,/,k

§ . okbok, \""!
Tn+ — VTi’j'k((Tk}. )n+ Vri,j,k ; Rn+1 — Rn+1
mi,jk

aTn+1

Omf

aPn+1

ka

Si: (Poml_’j'k - Po,”vk) <0

omfijk o Smijk — Sfijk

d d okb,k, \"**
5P"+1[ TDnVTflk ] = gprt1 [ Vrk( > 0)
of, of u fk

okbok, \"
Tont = Vr(OkA) i = VTL}k( - r0> ; REL =Ryt
fijk

0

ni1 0 b, \"**
(Vrokk,, )fk 6P0"+1[(_)f
f k

6P067}+1[ T‘ﬁ:flk ]
k

Ho
by, _,  Oto, e
a wer [ Mo 3B, T Poc 3B
_ n+1 — k
an}Zl[ ] = (vrokk, A 12,
f
+1 n+1
9 [Tn+1]=(Vrakk )n+1(b_o)n <1ab B 16,uok>
To
apgL ton e g )y \ bo 0B, Mo 0Py, ),
n+1
el T | = T (iab"" i—%>
apofk k ke \ b, 9P, Hoy OFs,
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si: (Pomi‘i'k -P, ,u_,k) + (Peap gomiys — Peap go f”’k) >0

+1
okb,k, \"
o= s 97 . en+l ot
Tgmfi,j,k = VTi,j,k (Uk/lg)mi,j,k = VTi,]',k ; rsmi,j,k =T
9 mijk

n+1
Tt

n+1
a or

n+1
org

ntl
6Pofk

si: (P"mi,i.k - P.,,”_’k) + (Peap gomyyy, = Peap 9°f:;,k) <0

1 okbyk, \"**

n+1 — n _ ghtrg . ntl _ omel

Tgmfl-ijk = Vi (okay) ik Vrijk (—> ;T T,
fijk

n+1
2 L] = ] o (28)
argrt e | = G| Ty,

g
( b, >n+1 ]
Kg fk

Hg

O lmm] = (vrokk, )::1 aL

1
ik

Smije — Sfijk

gL o P
+1
: [ o G = b G \"
n+1 gk 9k
spmi| T | = (vrokk,, ) L ok
apofk k e \ 2

f

& &

9k o,

gl i ] = (v, 7
k

n+1
a [ n+1 ] — (iabgk B La;lm‘)

6P07}:1 Imf, Imfic \ by, 0P, U, OPy, ;

n+1 n+1
6rsmk B 6rsmk

n+1 n+1
aPofk aPafk

Entonces:

>n+1 ( 1 abgk 1 a‘ugk >n+1
fr b apk “gkapok f

Tl (=1) + (pom
+1 +1
Tty Tomy

d
W[ Term_transf MF | =
Of .\

gmfy aP01;+1
K

-P

n+1 n+1
d Toms K (P"m - P"f)k
——[ Term_transf MF | = —— -
OPtt gpn+t
of i | + Tomt 1ot ((Ppap g0t Po), = (Peapgo + P”)fk)

n+1
n+1 0T,

),
o

P opg
(-1)

n+1
+ ((Pcapyo + PO)mk - (Pcapgo +P0)fk)

ot aT,
(Tn+1 Smy + g+

n+1
gmfy,

Smk  gpn+l
Ofk
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11) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la presion de

aceite en la fractura natural en (k):

: _ o | v (11 + €2t = BB (1 = Sarg = Saew)]™ = [Bo(1 = Sy = Saen)]").
———| Term_acum | = ——| —
aPJ}:l aPor;':;l At + ( [1 + Cr(Pun+1 _ Pun)][bgrlssﬂtg]n+l _ [bgTSSﬂtg]n )k

n+1

[t~ Suep— )] )

- [bgTSSat g]n )fk

Vp 9 ( [1 + Cr(Pon+l - Pon)] [b0(1 - Satg - Satw)] f
———[ Term_acum | = e k
R At R + (([1+ G+ = P [By7sSac]

n+1

9 B
( 1+Cr(Pun+l _Pon) )fk W[ ( bu(l_satg _Satw) );l:l ]
Ik

d
+ ( bn(l_satg _Satw) );:1 aP"”[ ( 1+Cr(Pon+1 _Pan) )fk ]
gfk

a
/ bgfk aPJ}*’l [ (1 - Satg - Sat W);Lk ] \
_ [3

Vi n 9
% T = 2Pk + (1= S84y, — [ b7
6PD’}:1[ erm_acum | At ( atg atw)fk an,;?[ of, ]

a n+1
(1+ (B =P )y, Wr}:l[ ( bgTSarq )y, |

nt1 0
+ | + ( bgrssatg )fk 6P,}}+1[ ( 1+Cr(Pon+1_Pon) )fk ] |
k

a n
- apn+1[ ( byTsSatg )fk ]
Ofk

Si definimos:

a a n+1

+1
W[ ( bo(1=Sarg = Sarw) );Lk ] = bg;kl apon+1[ (1= Satg = Sarw )fk
fr Tk

+1 0
] =+ ( l—SaEg_Satw ):k apor}+1|: bg;—kl ]
k

a 1 1 0
W[ ( bo(l_Satg _Satw) );: ] =0+ ( 1_Satg _Satw );l: aPon+1[ (T)L;kl ]
fr Tk

F abn+1

n+1 Ofk
n+1
R

+1
[ ( bO(l_Satg_SatW) );Lk ] = ( 1=Sa 9= Satw )fk apn+
fk

aPn+1[ ( 1+CT(PDn+1_P0n) )fk ] = Crk
0f

[ ( 1+Cr(Pon+1_P0n) )fk ] = Crk

n+1
aPOfk

%[ ( bysSec s );:1 ] o prtl g d [ n+1 ] 45 nHt ad [bn+1 ot ]
Of

If Sfr opn+i atgfk atgfk opn+i If Sfy
o) of )
a n+1
— n+1 n+1 ,.n+1
il n+1[ ( byrSSaty )fk ] =0+ Satyfk 6P"+1[ bgfk Sfi ]
0f Of

4 n+1 n+1 n+1 9 n+1 n+1 9 n+1
6P07}7(1[ ( baTsSatg )fk ] - Satgfk bgfk (?Por}:l[ e ] * St 0Por}:1[ b‘qfk ]
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a a.’,.n+1 n+1
n+1 Sf, 9f

1[ ( byTsSat g ) ] — Satgn+1 b;”l kl o+l kl
6P07;+ Tk Tk Tie an}+ i an}+
K K k

d
W[ (1_Satg_5atW);k ] =0
0f

L[ 2 ]=o
6Po7;;1 fk
a n d n n
6PJ}T[ Corssees )y, | = 2y, 7, aP,,’}f[ Satof, |+ Suwo], aPJ}f[ b, 1%, |
a n
aPJ}Zl[ (ByrsSae )y, | = 0 + 0
a n
apn+1[ ( bgrssatg )fk ] =0
0f
Entonces:
n+1
n+1 of
( 1+Cr(Pon+1 _Pon) )fk ( ( 1_Satg _Satw )fk aP"fl )
0f )
n+1
+ ( bo(l_Satg _SatW) )fk ( Cry )
y b, (0) )
Pk - n
—6PD’}+1[ Term_acum | = ar + (1 —Satg _Safw)fk (0)
k 6T5"+1 ;+1
+1 Tk Tk
(1+ Cr(Pon+1 _Pnn) )fk ( Satg;lk ( b;‘;’kl apor}:1 r;;‘;l apor;-:-: ) )
+ n+1
+ (byhSatg )fk ( Cr )
-(0)
abn+1
n+1 of
( 1+Cr(Pnn+1_Pon) )fk ( ( 1_Safy_safw )fk aponfl )
fk
n+1
(b= Surg = 5uc) V7 (G, )
Vp - (0
Spmr| Termoacum ] = —= o) grn+t 1
i ' C1+CPF* =P Vg | Sacg™™ | b2 S e 290
rifo o) e\ Peeop \ Do app T T g
+ n+1
+ ( byTiSatg )fk ( Cr )
-(0)
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n+1 n n+1 abg;kl
( 1+Cr(Po _Pu) )fk ( 1_Satg Satw )fk, apan+1
Tk
+1
+ (bu(l_satg_satw) )" (Ck )
] Vpy fi
W[ Term_acum | = s grn+t i+l
Tk ( 1+ C.(PM —pr)) g 1 pn+1 STk 4+ pntt Ik
r\lo o Tk atgg, If apnt+t rsfk apn+t
+ fr f
n+1
+ ( byTSatg ) () /
abn+1
n+1 of
I[ [ Osese s ]l
14 C(PM*' — PP '
0 [ Term_acum | = VP (rra # n+1 1 arsrflzl “ ;;kl |
Apn+1 ¢ = TAs n n
apar}:r(l At I + Sufgfk bgfk apn+1 + Tsf, pn+1 |
+1 +1
| ) (B0 ) J7 4 (s ) ) |

Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

r . a . . 3} .
Trnsmsc_aceite_Z2 W’}:l[ Pot_aceite_Z2 | + Pot_aceite_Z2 Wrgl[ Trnsmsc_aceite_Z2 |
) d 0 )
— Trnsmsc_aceite_Z1 aPn:l[ Pot_aceite_Z1 | + Pot_aceite_Z1 Wr}tl[ Trnsmsc_aceite_Z1 |
a i)
+ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 W[ Pot_gas_ Z2 | + Pot gas_Z2 W[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 ]
Of ) Of
a E)n-f—l
e _ a a
) PJ}“ =1 - < Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 W'}:l[ Pot_gas_Z1 ] + Pot gas Z1 Wr}:l[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 | )
a
+ W[ Term_fuente |
Ofk
a
+ aP"“[ Term_transf MF ]
a
W[ Term_acum |
L Of g
[ 116 }




n+1
F*

n+l
aPka

d

n+1
6Pofk

K] n+1
WI: (P0k+1 - POk - (YOAD)knL%)f ] + (P0k+1
k

d
opg

0

n+1 n+1 —
Tgres T5res gpmit ((Pmpgﬂ +P),, (R
2 2

Ufk

+ ((Prapgo + Po)kﬂ - (Pcupgo + Po)k - (VgAD)H%)
r

0

n+1 n+1 —_
1 5 ] (st 2, =
k

cap go

n+1

n+1l
+MH-%M%Q

n+1
-P, - (VaAD)Hl)
2/
n+1 n+1
[ (P,,k —P, - (yaAD)k%> ] + (P,,k -p, - (}’OAD)k%)
f f

n+1l
H%—%M%%

9 [ n+1
g
P i

a [ n+1
1 9f,_1
6PJ}: T3

n+1
+ ((Prapgo + Po)k - (Pcupgo + PO)k,l - (VgAD)k,Q
f
n+1
il (baf‘h)k
+1 n+1
aPuT}k + (bgfrsfqg)k
n+1
) I[ thoes (pOm -p, f)k
6P0"+1| n+1 n+1 e
Tk [ + Tgmfk Tsmi ((Pcapgo +Pa)mk - (Pcapgo +P0)fk)

a [ n+1
Pt Ol

d [ n+1
opgHl oney

n+1
Ty
Sf Kty ]

n+1
Ty
Sf 1
k=3

—

1
I
I
|

Vpk ([1 + CT(P0"+1 - Pun)] [bo(l - Satg - Satw)]n+1 - [ba(l - Satg - Sat W)]” )k

At + (114 C(Bt = P [by7iSar ]

n+1

— [bgrSSatg]n )k

|
)

117

——
| —




n+1
o

n+1
gt

Ok

|
K
|
|

Vpx

At

- P,

T+ <_1 - (D1 — D) 6}/0"“)
2

Ufk+% E)PO’}:l
ab 9 n+1
P, — (Dyy1 — Di) ( Yores T Yo ) )Ml T+ 1 G 1 #"k%
Ok k+1 k 2 f kel bok , 0P, bo 1 0Py,
+5 k5 7
+1
Tn+1 1 — (D Dk 1) ayu"
= 2 an;:l
n+1
(D — Dy—v) ( o Yok ) )n+1 T 1 ab”k—% 1 aﬂ"k—%
Ok-1 k k-1 2 r Ofk—% b, ., ank Ho apok
e k-3 f

+

n+1
Tn+l  n+l -1 (Dk+1 —Dy) ngk
Ifpsl "Sfpal 2 apn+1
2 2 Of

Y, + y n+1
g g
(pmm B).r. = (Papgo +B2), = (Drss = D) ( Pouss * ) )

f

+1
61”5"“ ob ou "
g,.1 9,1
n+1 g rn+1 n+1 1 k+3 1 kts
ka+ pn+1 ek If sk b dPp, oF,
fr z Il 0k 'ugk+% Ok

n+1
Tl rn+1 1 — (D = Dy—1) ygfk
Il Sl 2 an;:l

}/gk +ygk_1 n+1
+ ( (Pcapgo"'Pa)k _(Pcapgo+P0)k_1 _(Dk_Dk_1)< 2 > >
f

|
-
\_—_—__/ ~————— e —

1 n+1
o 1 g, s 1 O
n+1 + rn+1 Tn+1 - 2 2
ka_ apn+1 fp-t 9fp-1 by, , 0P, Ug . OF,
k-3 k-5 f
abn+1
n+1 9oy

o Rt T q"kapn+1

aq n+1 n+1
n+l ,.n+1 9k n+1 ik n+1 95k
+ ( bgfk rka opn+i + Agy ( bgfk opn+i + rsfk opn+1

of Ofk Of

a1 oT. n+1
1 om i
0+ (o)

Qnr:flk 7”5 +1 (-1)

n+1
+ ((Pcapga +P‘7)mk - (Pcapgo + Po)fk)

n+1 oTnt1

(Tn+1 ars""k + it Imfy
gmfy n+1 Smg n+1
gt g

+

n+1
n+1 Of i

( 1_5atg Satw ) n+1

fk [")Pufk
arn+1 abn+1
+ 5, m [ gt e o oone Yk
atgg, If apn+1 Sfi apn+1
fk

+ (¢ ) ( ( bo(1 = Sacg = Sacw) )nH + (bgTSat )nH )

(1+CGE* =P )y,
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a.b) Derivando la funcion de residuos de aceite (F,, f) truncada en la direccion “k” respecto a

la saturacion de gas en la fractura natural (Sut g f) en “k”:

Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2 1
— Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot_gas_Z2
a F‘OT;+1 a
65"*1; :(?ST — Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas_Z1
at ‘gfk at gfk
+ Term_fuente
+ Term_transf MF
— Term_acum ]
a . . 1
(’iST[ Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2 ]
at gfk
a ) )
- (’iST[ Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1 ]
at gfk
a
+ ——=57—[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot_gas_Z2 |
0S5y e
6&’;:1 a
Se = - W[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas_Z1 ]
atgy, atgr
a
—<mi— [ Term_fuente ]
0Sgg e
a
+ =57 [ Term_transf MF |
0S5y e
a
<[ Term_acum ]
0Saiy e |
Trnsmsc_aceite_Z2 ————[ Pot_aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ———5—[ Trnsmsc_aceite_Z2 ]
0S54 oSy,
K Ifg

- < Trnsmsc_aceite_Z1 [ Pot_aceite_.Z1 ] + Pot_aceite_Z1 [ Trnsmsc_aceite_Z1 ] )

9553 0k,
d
+ | Trnsmsc_gas Z2 rsZ2 —-;—[ PotgasZ2 ] + PotgasZ2 —.5—[ Trnsmsc_gas 72 rs_Z2 |
aSatgfk 6Sm 9f,
6Fo'}:1 ;
gsmit = | - Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ———7—[ Potgas Z1 | + PotgasZl ——-5—[ Trnsmsc_gas Z1 rs_Z1 ]
atgr, aSatgfk asatgfk
a
+ —i— [ Term_fuente ]
oSy ar,
|
+ &ST[ Term_transf MF ]
atgr,
i}
——7— [ Term_acum ]
sy 9t
[ 119 }



Si sustituimos términos:

F) n+1 n+1 9 .
Of e W:glfk <P0k+1 =Py, — (VOAD)H%)f + (P0k+1 —F = (YUAD)H%)f m[ T"fk+% ]

“ dJ n+1 n+1 d 1
I s p— (P — P, —(y,AD ) + (P — P, — (y,AD ) —[T" ]
afk—% 55;;;](’([ (7% Ok—1 (yo )k—% ; ] ok Op—1 (}/u )k—% ; asg;;fk ofk—%

6 n+1

1 1

[y g (Gom + Ry = G ), = (80), )
k

+ n+1 a ] .
— — - n+ n+
(B = Gt 2, =000, )™ e 152, i

9 n+1
/ Tynf;i% rsi}:% asg;; ((Pcapgo + Po)k - (Pcapgg + Pg)k—l - (YQAD)k—%)
fr f

aFn+1
Ofk - n+1 9
1 _ _ 7 n+1 n+1
as,’;;gfk + ((Pcupgﬂ +Pu)k (Peap go + Pﬂ)k—l (VgAD)k_%)f 65"+1f [ Tgfk_% rsfk—% ]

atg k
il (bofqo):+1

n+1
aSg; 95| + (bgfrsfqg)

n+1
k

n+1
+1
[ T (P, —P, f)k

a | Omf (

+ n+l | n+1
aSargfkl + T g ((pca,,go + Pv)mk = (Peapgo + P")fk>

1
I
I
|

o | v [+ @ = PONbo(1 = Sacg = Saew)]™ = [o(1 = Sarg = Sacu)]"),
0Sifes, | Ot + (@t = Py Sacg]™ = [bgnSacal "),

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. C g ne ) 1
1) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural en (k):

—,?H [ Trnsmsc_aceite Z1 | = nLH[ T ]
9533, 05ig, L et
_a a Ak n+1 bk n+1
a5 [ Trnsmsc_aceite Z1 | = FemFT ( Azz ) ( oKro )
atgr, atgg, fk_% Ho fk—%
a Akb. \"1 5
————|[ Trnsmsc_aceite_ Z1 | = ( z-0 ) [ kr0n+1 ]
0533, Bap Jr, , 0585, |
n+1
6 a Azkbo n+1 rofk,l
———— [ Trnsmsc_aceite_ Z1 | = [ n+1 ] _ ( ) 1
asg:;fk 653;’;fk Ofk_% Azp, f astrzl:ylfk

2) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k+ %) respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural en (k):
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%[ Trnsmsc_aceite_Z2 | = %[ Tg}“1 ]
asat gfk aSat ‘gfk k+3
a a A k n+1 b k n+1
(')ST[ Trnsmsc_aceite_Z2 | = g5 ( AZ ) ( oo )
atgy, atgs, z Fresd Ho fa
3 Kty
a Akby \" 0
————[ Trnsmsc_aceite Z2 | = ( z-0 ) —[ k.t ]
as;’t*;fk Azp, fot asgt*glfk Tof,“%
n+1
0 A.kb n+1 ruf)H_l
————[ Trnsmsc_aceite_Z2 | = —[ Tr+1 ] = ( z-0 ) z
65{1'{,]1[}‘ as;;;glfk OF ek Azu, fot BS{llfglfk
2

3) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k —%) respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural en (k):

L[ Trnsmsc_gas_ Z1 | = L[ TR+ ]
05 BT e, e
d d Ak A" bk, \MH
| Trnsmsc_gas 721 | = ———— ( AZ ) (g 9
asat 95k aSut 9rk Z fk_l Mg fk_l
2
a Ak A\ d bokyy\"
——7— [ Trnsmsc_gas_Z1 | = ( z ) — (g rg>
6Satgfk Az Jp 6Satgfk Ug fos
-2
a
—<— | Trnsmsc_gas Z1 | =
oSty
1 n+1 n+1
G\ ) oy | i ()
= rg rg
Az Jr, s My )y OSatg, | it Ty 0Siap | \ o Jy
2 2 1
n+1
ok, %o,y Oty
n+1 rg
= ( = )n+1 < b—g ) fk__% + kL ‘ug"'% 9Sat gy 9% 0Sar g
T
8z Jr s tg J; , OSatsy, e g
f
ok, "t ab 3 n+1
1 n+1 Ofrg n+1 u
_ (Azk )” (b_g> et Lo (b_g> 1 791 1 Med
T,
Az I Ug o asg;glfk gfk_% Hg ‘. bgk_%asatgk ygk_%asatgk .
n+1 n+1
Ak \"H p. \" akrgflﬁ1 1 t?ng;k1 1 0,ugk71
=(z) <_g) 2+krgn+1 2 _ 2

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1
1 % g Mg 1 Pasan,,, 1 o,
by g Moy Bucg, by, 0o OSup Mg, O OSug,

f f

Sustituyendo:
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|
aST[ Trnsmsc_gas_Z1 | =

atgfk
ok, " n+1
— ( Ak )nﬂ < bg )nﬂ Tgfk_% + k n+l 1 abgk'% aPC“PQUk 1 aﬂg"‘% apmpguk
=\ A, - Son+l rg -
Az fk—% Ug fk—% asgggfk f,(_% bgk_% OB, 0S4 g, ,ugk_% OB, 0Sag, .
9k, ™1 n+1
1 rg - 1
Azp, fia E)Sé't*gfk it bgk_% op,, ugk_% ap,, . asg;gfk
2
ok, m¥1 ob 3 n+1 )
~ <Azkk,gbg )"“ LS N B S S Ho s 0Py 9o,
- +1 +1 +1
Azp, o krg;'k_1 as;tgfk bgk_% op,, ugk_% 0P, , 65;‘“;[’(
2
9k, ™+t n+1
Tn+1 Tgf"‘% 1 abg"‘l 1 aﬂgk‘% anH’lg"fk
=Ty T pgnil - 1
Fre-d krg;'k_1 65,’}:gf’c bgk_% oF,, ygk_% oF,, . as;;gfk
2
+1
Tt kgt ab d i 1
= —gfk_% —rgfk_% 4+ Tn+l 1 k-3 _ 1 Hg"*% apcr‘l";gofk
kgt OS3g, Ut \ by, O, My, OB, X
k_% 2 2 f

Sirecordamos la derivada de la transmisibilidad del gas en la fractura natural en “k — % respecto

a la presion de aceite en la fractura natural en “k”:

9 1 aby 1 ug "
[Tnfrl ] — Tn+1 ’(_5 — k_i
opgr| "onet Uit \ by, O Mg, 0P,
2 2 f
Sustituyendo:
+1
T+t akrgn aTr+t n+1
9 [ Trnsmsc_gas Z1 ] = s hic} + iy O gor,
n+1 — = n+1 n+1 +1 n+1
s ooy OSia,, OB 0Si,
-2
k n+1 n+1
o[t 71 1 <Azkbg ) iy iy 0B,
———5—[ Trnsmsc_gas_ = I T
oSata,. Mg ). | 0Sia " ORgT 0Si
ak n+1 n+1
a a Akb, \™ T g o,
——57— | Trnsmsc_gas 71 ] = ] [ ganl ] = 9 —2 + = k&
asatgfk asatgfk k=3 Azu, S 8Satgfk aPofk 6Satgfk
-2
Entonces:
L[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1] = L[ TR+l il ]
4 - - S
X X
a a a
65"—“[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ] = Trnsmsc_gas_Z1 65"—“[ rsZ1] + rs_Z1 aST[ Trnsmsc_gas_Z1 |
atgy, atgs, atgy,
a a a
————[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1] = T*? —[r"“ ] + —[ Tn+t ]
353, iy Fsg L e | Y ey G| ey
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9 T Z1 Z1 =0 n+i 0 T+
aST[ rnsmsc_gas_. rsZl1] = + 1 o1 ggnil 9y
at gfk 2 at ‘gfk 2
a T 71 71 — Tn+1 n+1
W[ rnsmsc_gas_ rsZl1] = FnF Gra T
9f at 9f 2 2
6k n+1
o e (g R omag,
————[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 = 15 ( ) +
T _8as_ — s 1 1
65{1'&[}( = Azpg fis asg;gfk 0Pg'}:1 65{;;‘%
2

4) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k +%) respecto a la

saturacion de gas en la fractura natural en (k):

L[ Trnsmsc_gas_Z2 | = _90 T+t
a4y, - 3Szia | it
k k
6 a A k n+1 b k n+1
aST[ Trnsmsc_gas_Z2 | = ST ( AZ ) (g rg>
atgr, atgys, Z st Hg f .
2 ks
d Ak \" Py bykrg n+1
&ST[ Trnsmsc_gas_Z2 | = ( o ) P
atgr, Fresd atgy, Hg Fa
2 ks
3}
Fo [ Trnsmsc_gas Z2 | =
atgy,

+1 n+1 n+1
_ (Azk )n <b_g) a [k n+1 ] + ko g (b_g>
- n+1 rg rg n+1
Az fk+% He sl as‘”gfk fk*% f’”‘% asatgfk x fk% ]

+1
ntt 0by, g, x \ "
n+1 n+1 akrgf Ug 2 _ by I
_ (Azk) ( by ) L o | 7305w %3 OSug,
- +1 rg
Az Frest Hg fept astrzltgfk fk+% H;Z]k_%
2
f
kgt n+1
_ (Azk )n+1 <b_g)n+1 rgfk% . - b_g n+1 1 abg 1_ 1 a.ugk+1
Az u asnrl T9f 1\ 1 b, ,dS U, .08,
Frad g fk+% atgg, k5 g fk+% Ce at gi il at gx ,
ok, ab P n+1
~ (Azk )n+1 <b_g >n+1 rgfk% o 1 gk% ~ 1 ﬂgk%
- 1 rg
Az Frt 9 Jfn asg;gfk Siad bgk%asatgk Ug ;6Satgk ,

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1
1 abng% _ 1 a”‘gln% — 1 abg’“% aPcapgok _ 1 a‘ugk*% aPcapgok
bgk% 0S4t g, ugk% 0S4t g, . bgk% 0P,, 0Sag, /,tgk% 0P,  0Satg, ,
Sustituyendo:
i
——— [ Trnsmsc_gas 72 | =
asy 95,
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kg™ n+1

db 5}
_ ( Ak )n+1 < b_ﬂ )nﬂ Tgf’“% + 1 vy OPeap goi _ 1 Hg"*% 9Peap o
f f

1\ b JP, as, JP, as,

atgs, k3 (N ok at gx #gk+% 0k at gr

E)k n+l ab K] n+1 "
— < AZkbg >n+1 rgfk+% + k n+1 1 g’“’% 1 #gk+% aPCT:lp 9Of)
- Son+1 - 1
Az, fa 65;';;f TOf 1 bgk+1 ok, Hg, 1 oF,, asg:gfk
k3 2 z 7
Bk n+l ob F] n+1 “
< Akl b, )"“ L N B S S o1 0P 9o,
Az, ntl o genil b daP, aP, Ry
Mg fk+% krgfk.;.% at ‘gfk ng% Ok Mg,“’% Ok ; at ‘gfk
K] n+1 b 9 n+1 1
i1 1 Tgfk% + 1 ‘qk+% 1 #‘gk+% apcngﬂfk
- lgf,..1 n+l gen+i b P - P 9SntL
k3 krgfk+% atgy, s () #gk+% ok , atgy,
n+1 “
Tpvt Ok ab a " =l
_ ks Tgfk+% + 1 Ipeed B 1 Hglw% 0Pz gof,
n+1 n+1 g 1 n+1
krgfk+1 9Sat Ik Tz b‘gk*'% 9Fo, u‘qk% OFo f 0Sac Ik
2

. . . . g «“ 1 ”
Sirecordamos la derivada de la transmisibilidad del gas en la fractura natural en “k + > respecto
a la presion de aceite en la fractura natural en “k”:

n+1
a [ n+1 ] n+1 1 abgk"'% 1 a'ugk*'%
— | =T _
e ek \ by, OBty OR, ;
Sustituyendo:
n+1 Ak, "t n+1
L/ 72 | Tires s + 107y 0P oy,
n+l rnsmsc_gas_ = 1 il 1 T+l
oSia gy, OSidg,, OBy OSig,
2
ak n+1 n+1
o[t 22 | <Az“’g ) Pl ey OBy,
————[ Trnsmsc_gas_ = 1 :
asg;;fk Azp, fo 65{1‘;‘][}( aPOT;Jl:l asg;'gfk
2
+1
a ] Aykb, \" akrg:‘lk 0T opn,
+o +5
EYS [ Trnsmsc_gas Z2 | = sl [ gr;;11 ] = ( AZ 2 > il : apn+12 EXS fe
atgy, atgs, *2 Zlg Frsd atgs, Of atgr,
2
Entonces:
L[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_.Z2 ] = L[ TR+l il ]
aslrll:glfk B h B aSl’ll;qlfk gfl“% Sfl”%
a a a
65"—“[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 | = Trnsmsc_gas_Z2 65"—“[ rsZ2 ] + rs.Z2 aST[ Trnsmsc_gas_Z2 |
atgy, atgs, atgy,
L[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 | = T 9 [ ol ] + 0 [ TR+ ]
aSEa -Bas-fe TS 9t 0Shra L kel ik 0Sgra L9
k k k
a a
————[ Trnsmsc_gas_Z2 rs Z2] = 0 + ™ —[T"+1 ]
a5, Tk 35, L et

124

——
| —



[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 | = n+l  n+l ]

d
asn+1 asn+1 [ Tgfk+%

Sfel
atgr, atgy, k+3
k. n*1 1
n+1 rg aT, n+1
9 1 Azkb, fk+§ Il ksl 0Fcap gof,
P [ Trnsmsc_gas_Z2 rs Z2 ] = L Az S5nTl apni1 gl
atgfk 2 g f 1 atgfk afk, utgfk

. . . 1 .,
5) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la saturacién de

gas en la fractura natural en (k):

4 a n+1
————| Pot ite 71 :—(p_p — (v.AD )
as;,:;fk[ ot_aceite_Z1 ] 65;;;}"‘[ or ™ Pory = o )k_% , ]

Yo, T Yo
(yaAD)k_% = (D —Dy_y) ( % )

9 . a You + Yor n+1
——77— | Potaaceite Z1 | = — ( P, — P, — (D = Dy_y) ( K k-1 ) )
asita osita 5 )

a
aST[ Pot aceite Z1 ] = 0

atgfk

9 . a n+1
gnri | Potaceite 21 ] = aST[ (POk Py, — (VUAD)k_%) ] =0
atgr, atgs, f

. . . 1 .,
6) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k+ Z) respecto a la saturacién de

gas en la fractura natural en (k):

9 [ ] a [ ( ) n+1
————| Pot.aceite Z2 | = ——— (P —-P, —(y,AD 1) ]
asg;‘;fk asg;;fk okt ok MO )
Yosen  Yor
(VGAD)H% = (Drs1—Dy) < %
d . a Y. + Y, n+1
W[ Pot_aceite 72 | = aST[ ( Porsr = Por = (Dis1 — Di) ( 071(“2 2k ) )f
atgr, atgy,
a
aST[ Pot aceite Z2 ] = 0
atgs,
4 a n+1
——— | Pot ite 72 = — (P —p — AD ) -0
aSg:;fk[ ot_aceite_Z2 ] 652t+glfk[ orrs ~ For = o )k% f ]

. . 1 .,
7) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la saturacion de gas

en la fractura natural en (k):

a ad n+1
Jsn+ [ PotgasZ1] = Jsn+ ((Pcupga + Po)k — (Paapgo + Pa)k_l - (ygAD)k_l)
atgs, atgy, 27f
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Yo. + Ve
(VgAD)k,% = (D — Dy_r) ( % )

d 7] Yor tVor, n+1
gSntL [ Pot gas_Z1 ] = —65"+1 (Pcupgo + Po)k - (Pcupga + Po)k,l — (Dy = Di_y) f
atgg, at gy, ]

aP"“ n+1+ n+1
aST[ Pot_gas 71 ] = % — Dy = Di_y) asfﬂ [ngk Zngk_l ]
atgr, atgyr, atgy,
— [ Potgaszl] = OFeraos, _ (De=Diy) 0 [ ]
0Sat gy, 9Siq,. 2 0Siia, L Tor

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

aygn+1 gpntL

L[ 7, ] — fr _ Capgos
s i | = mgi s,
Sustituyendo:
L[ Pot_gas Z1] = Cﬁ;l‘qgfk _ Ok = D) ayg;::d apcg;;lgofk
as;:glfk i aS;lgrglfk 2 6PJ}:1 aS;l;rglfk
+1 n+1
L[Pot_gas 71] = % 1_M Wop,
6S;t+glfk - aS;ltJ'glfk 2 apor}:1
9 9 n+1
g | PotgasZl | =~ ((Rapgo + Po), = (Peapgo + Po),_, = (¥44D), 1
as, as
atgr, atgs, 7/,
+1 n+1
0 [ potgaszl] = ( ey o, ) ( L D= D) o )
0Sat gy, Saday, 2 oP;"

. . 1 .,
8) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k + :) respecto a la saturacion de gas
en la fractura natural en (k):

a_ — a n+1
aSn+1 [ Pot_gas_ZZ ] = aSn+1 ((Pcapgo + Po)k+1 - (Pcapga + Po)k - (ygAD)’Hl) ]
atgr, atgy, 2/,

M)

(VgAD)k% = (Dks1 — Do) ( 5

a B : | Yors1 + Yg, nHl
W[ Potges 2zl = W:glfk I ( (Beap o + P")k+1 — (Peapgo + Po)k = (D41 — D) ( 2 ) >f ]
n+1 - .
as%[ Potgas22 ] = _% = D1 = D) asil [ygfkﬂ;rygfk ]

s atgs, atgs,
[ Potgasz2] = R0, (Dwa=D) 2 [v,2 ]
Sy, Sacqy, 2 osgs L Tor

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

aygn+1 gpnti

L [ 7, ] _ fx_ _capgor,
65;:’;fk e aP""}Zl asg:;fk
Sustituyendo:
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n+1 n+1 n+1
a+1 [ PotgasZ2 ] = — Pmp+g10fk - Buss = D) aygfk aPmp+g10fk
n — n 1 n
s sty 2 R oS
2 [ Potgas 72 ] = —a%;lgof" 1+ Lexr = D) ooy,
s - sty 2 BT
a a n+1
s+ [ Potgas 72 ] = s+l ((Pcupgo + PO)kH - (Pcupgo +P0)k - (VgAD),Hl)
atgs, atgs, 27 f
9 [ Pot gas.z2 | OFecygor, 1+ Lexr = D) ooy,
——— [ Pot_gas_. = ———* —_—
s sy 2 opg

9) Derivada del término fuente en (k) respecto a la saturacién de gas en la fractura natural en
(k):

n+1
a 3 (bofqo)k
—65;'{'1 [ Term_fuente | = a5 i1
95y I | + (bgfrsfqg)k
+1
prtt 990, q abgfk
: e asig, oS,
——— [ Term_fuente | =
aSatgfk | 1 . _94g, a 1 1 |
+ b;+ rsn+ Ik + qg — [ bZ]'L+ rsn+ ]
[ fr fr asgtgf k aStrlltgf fr fk J
k

Si definimos:

9 [ pntl gl ] = pnt g [ n+1 ] 4+ gyt 9 [ pnti ]

asg;r;fk If Sfi 9f i asg;glfk Tsfk Sty agg;rglfk If
Entonces:
gpn+1
pnti aqok + Yk
of, gSntL Yo ggn+1
0 _ atgy, at gy,
aST [ Term_fuente ] = aT"’+1 ab"’+1
at g dq Sf, 9f
s + pntl pntl gk 4 q pn+l k + gt Kk
I Sfr aSn+1 Ik Ifr asn+1 Sfi asn+1
atgy, atgy, atgr,

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

+1 +1
9 [ n+1] _ ab;fk apg‘llpg”fk
9Siig, Lk P 3Sky,
Sustituyendo:
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- aq
byt s + (0)
ol ] e
———— [ Term_fuente | = +1 n+1 n+1
aS"t“ aq 01"57; bgf aPcup gos
B o\ b gt da | B gem T gpmn g
L atgfk atgfk afk atgfk |
- a R
bt o
9 T fi = ‘ asatgfk
m[ erm-fuente 1 = n+1l Ln+l aqgk n+1 n+1 b;;—kl apgg’lg”fk
‘ T\ Do B gsme o da | Do (00 F T Gony Gom
L atgfk Ofk atgfk ]
n+1
0 d (bonz))k
(’)ST[ Term_fuente | = g5n1 ne1
“In “one| + (bgfrsfqg)k
[ n+1 aq”k ]
5 Of asg:glfk
———— [ Term_fuente | = | n+1 n+1 |
1
65;'tgfk | + ( N+l n+l aqgk q <rn+1 abgfk aPcangfk > ) |
9 s +1 g s +1
| fe STk QST ar, k Tk OPg as,';tgfk |

10) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la saturacion de gas en

la fractura natural en (k):

n+l n+1
a aJ Tomfk (Pam - Paf)k
aST[ Term_transf MF | = S5 —— -
atgy, wore| + Tgnt Tom (Peap go + P”)mk — (Prapgo + P")fk
n+1 n+1 d
n+1 P —P ] + P —P n+1
omf), as‘;l:;fk[ ( om Of)k ( om of)k asg:.;fk[ Omfy ]
9 1 1 n+1
W[ Term_transf MF | = g""“lffk STTL,:; m[ ((Pcap go + P")mk - (Pcapgo + Po)fk)
f k
‘ + n+1 F)
41 on+1
+ ((Pcazigo + Pa)mk - (Pcazigo + Pa)fk) s [ gnmfk Timie ]
a gfk
aTn+1 .
n+1 Omy
n+1 _ X
Tonr, (00 (Pon P"f)k OSats,
k
n+i
n+l o+l (_ apmpg"fk
d gmfy, “Smi aSn+1
~onsi— [ Term_transf MF | = atgg,
asgtgfk n+1
+ + ((Pcapgo+Pﬂ)mk _(Pcapgo+P0)fk)
d 5}
Tn+1 n+l [ 4 gl n+1
( mfy asg:glfk[ Sm ] Sm as;:—glfk[ Imfy ] ]

En esta parte es importante indicar que las derivadas de las transmisibilidades entre la matriz y
la fractura existiran o no, dependiendo del concepto de corriente arriba (Rodriguez de la Garza
& Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), ya que
estas transmisibilidades emplearan las propiedades de la matriz o la fractura, dependiendo del
resultado de la evaluacion del potencial:

Si: (Pomi’i'k - Pofi'j'k) >0
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n+1
okbﬂkro . Rn+1 — Rn+1

] Smiie NSy
U ijk mi,jk
° mi,jk

TJ'WT b= Vr, j,k(ff k2, ;ln?j,k =Vrijk
fl] k

aTn+1

omfy

n+1
asita,

=0

Si: (Pﬂml_’j'k - P(,,ijvk) <0

0 P Smi | Sf. .
™k o ™ijk Fijk

n+1
d [ Tnt1 ] _ 3} vr kaokrn
gsntl omf), gsntl k e

atgr, atgs, o

a Vrokb, \"*' @
aSn+1 [ Tnnn-:—]}k ] = ( : ) aSn+1 [ kro;l,-:l ]
atgfk Ho fr atgfk

okbyk, \"**
Tt = V1 (OkA)F i = Vrijx . ; Ryl =Ry
Fijk

n n+1
d [ _— ] _ (Vrakbo )+1 akrnfk

e | o Y
asgtgfk mfy U e asgtgfk

Sit (Poyyy = Por,,,) + (Peap gomyse = Peavaoy,,,) 2 0

+1
okb,k, \"
n+1 n+l 979 . antl _ ontl
T, =Vrijk (aklg) =Vrjk ;T =
mi,jk

gmfi}j‘k mi,jk .Ug Smi,jk Smi,jk
n+1
aTgmfk B
n+1
Site,
Si: (Pomi,j,k - P“fi,i,k) + (Pc“p omijy Pmp g“fi,j,k) <0

T =T
Imfijg Smijk  Sfijk

n+1
d | 7o | = 0 |y (akbgkr">
asn+1 9mf asn+1 u e

n+1
o okbyk,,
TR+l — Vri,j,k(o—k/lg)f Wik = Vri,]',k ( ; n+1 n+1
fijk

atgy, atgy, 9
n+1
%%[ Tgn;;k ] = %;’glfkl (Vrok )Et <%>fk ]
n+1
g L ] = (oo (—,SL[ () ]
%{;}ck[ Tg’:flk ] -
n+1
= (Vrok)H? ( <Z_z)fk #&;k[ berg ] + kg #:;fk[ (

Hg

)

n+1

[

)
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ab o n+1
) ac ¥ Kor D1, ~ 04 B

b t
— ( Vrok )n+1 _9 Tk n+1 Ik
T Hg fk asg:glfk L #ék
f
b

+1 n+1 +1 +1
" akrgfk + ko < b!l >n < i abgk _i a“gk )n
f f

0Sary el Kg by, 0Sat g Hgi OSat g

= (Vrok )i (—g
Ha /g, atgry,

S

= (Vrok ) (— —_—
i M BSg:glfk " bgk 0Sar gr HPak 0Sat Ik

n+1 ok n+l n+1
g ) ey g ne ( 1 by, 1 dug, >
9 /f f

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

bg, 0Sac g, Mgy OSat gy @ 0F,, 0S4t g, “_yk 0k, 05S,

at gi

<i Obg, 1 0Oug, >n+1 _ ( 1 by, 0Feap goy 1 Opg, Peap go, >n+1
f f

Sustituyendo:
a
Tn+1 -
as;;;;fk[ gy ]
n+1 n+l n+1
= (Vrok )™t ( by ) akr‘qfk 4 gt ( 1 0by, 0Fapgo, 1 Obig, OPeap go, >
e N ), \ osidy, e\ by, 0Py, 0Sug, Mg, 0Py 0Sag, ),

- Ky oSl "9t \ b, 0P, g, Py, asnrl

+1
< Vrokb, >n+1 5krg;k + k.1 ( i Oby, _ L Oty >n+1 apg‘ll;r’lg"fk
f f at gfk

1
~ ( Vr okl b )"“ 1 Ok} ( 1 db, 1 op,, )"“ Py go,
g o\ e by, 0Py, Mg, 0P, ), OSE.

n+1 n+1 n+1
= Tnrtt 1 akrgfk ( 1 Oby, _ 1 kg, > apmpg"fk
Infic | et 65;'{'91fk by, OP,, Hg, OP,, ; 652{1}“
n+1
Tgn”j;k akrgfk n+1 ( 1 0bg, 1 dug, )nH apgg’lg"fk
krg;zl asg;glfk 9mfc \ by, 0Py, Mg, 0Py, ; aS{;;glfk

Si recordamos la derivada de la transmisibilidad del gas entre la matriz y la fractura natural en
“k” respecto a la presion de aceite en la fractura natural en “k”:

n+1
4 [ n+1 ] — Tn+l (iab‘]k _ L%)
f

aPJ}Zl i i bﬂk ank Hgy aPUk
Sustituyendo:
n+1 n+1 n+1 n+1
a [ n+1 ] _ Tgmfk akrgfk + aTgmfk apcupyofk
asgtt;fk ol krg;;rl 65‘111;911‘1( apg;:l 65‘711:911‘1(

n+1
d [ Tnt ] _ Vrok bg e akrgfk + aTgrz:flk apcrzll-glyafk
asg;r;fk Imf | T Uy gsn+1 apor;T gsn+1

fr atgr, atgr
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n+1 n+1 n+1 n+1
9 [ n+1 ] _ < Vrok b!l ) akr‘qfk aTgmfk, aI:’Eapg"fk,
n+1 gmf - n+1 n+1 n+1
aSz; 97, k Ug e aSz; 9, aPofk Gy 97,
Entonces:
9 [ Tn+1 .r.n+1 ] = Tn+1 a [ rn+1 ] + rn+1 9 [ Tn+1 ]
n+1 Imf Smy Imf n+1 Smy Smy n+1 Imf
6Satgfk k k OSatgfk BSutgfk k
a
n+1 n+1 — n+1 n+1 n+1
gsn+l [ gmf), Tsmye ] - Tymfk (0)+ L gsn+l [ Tgmfk ]
atgfk atgfk
9 n+1
AL pntl ol Imfy
gsn+l Imfy Smp = smy gsn+t
atgy, atgy,

Sustituyendo en la derivada principal:

1 ( )n+1 aTJL"T]}k
T2 (0) + (B, — P,
e ek 9Sady,,
Pn+1
/ TnHL pntl _6 €ap 9ory \
ad gmf, Smg asn+1
~<ri— | Term_transf MF | = atgr,
aSatgfk n+1
o ((Pm,ﬁ,g0 + Pg)m = (Peapgo + P,,)fk) |
k(TnH(O)_,,_TnH 9 [n+1]>)
Im, Sm 1 m
| fr k ag;ltgfk Ik |
n+1
(P —Py) oy,
0; o
" 1k 65;‘t+glfk
n+1
Tn+l _apcapg”fk
0 9mf, “Smy asn+1
—<7i— | Term_transf MF | = atgr,
aSatgfk n+1
+ + ((Pcapyo+P0)mk _(Pcapgo+P0)fk)
a
T"+1 Tn+1
( Sk asg:glfk[ gmf ] )
Entonces:
- n+1
a d T”mfk (P”m -k ”f)k
EiST[ Term_transf MF | = F57F i1
sk | + Tynr:;k rs?ntcl ((Pcapga + P")mk - (Pcapgo + Po)fk)
6T"+1
n+1 om
(Pom_PUf) n+{k
k 6Sutgfk
2 P,
_ n+1 n+1 _ k
_65;‘;1 [ Term_transf MF | = Tgrnfk [ ( G
9fy + 7
n+1
P P P ey )" e e
+ ( cap go T ")mk _( capgo T O)fk Smyc W
Tk

——
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11) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la saturacion

de gas en la fractura natural en (k):

———— [ Term_acum | = ———
as‘;l;glfk aSg;glfk At + ( [1 + Cr (P0n+1 - Pun)] [bgr:ssu

tg]n+1

[T ] Vi 0
T erm_acum —_—
Sacss, At 3Sqdy, + ([ G+t = P [By7sSac ]

n+1

a -
L+ G =) gy ggmmr| (bo(1=Sacg = Sacw) )} |
utgfk
5}
+ ( bO(l_Saty _SatW) );:1 gsntt [ (1+ G =P i ]
atgs,
a
/ bgfk W[ (1_Satg _Satw);lk ] \
—_ k
9 Vi _ _ n a
aSg;Jfk[ Term_acum | = A k + (1= Sary Satw)fk asg;glfk[ by, ] )
9 +1
(1+C (P =P )y, m[ ( bygTsSarg );k ]
k
a
+ | + ( ByTsSarg )::1 W[ (14 6@ =PM )p, | |
Tk
a
\ ~ g, | (o )7 )
k
Si definimos:
a [(b(l—S _s ))n+1]= prt a [(1_5 _s )n+1] +(1—S _s ) 0
asg;‘;fk o at g atw fr 0f asg:;fk atg atw ). atg atw )¢, asg:.;fk
d +1 +1
asg;r;fk[ ( bo(l_satg_satW) );k ] = bg;rkl (-1) + ( 1= Sarg = Satw );k (0)
a n+1
W[ ( ba(l_satg_satw) )fk ] = bg;rkl (_1 )
a
n—+1[ ( 1+Cr(Pon+1_Pon) )fk ] =0
6Satgfk
L[(brs )"*1]: n+l n+l —[S n+1] 45 nt 9 [b"“ r"*l]
asg:;fk g'sdatg Jg, If  Sfr 652t+g1f atgg, atgg, aS‘er:—glfk 9f Sfi
n+1 ] 1
as;:;fk[ ( BatiSac )fk ] N b;;rkl r;flzl (1) + S‘"g;: 0Sgt+ylfk[ b;;kl r;;:l ]

4 n+1 d d
b.r.S ] = pntl gt 4 g mHl pntt [ o+l ] + pntl [ pntt ]
gy (onses Y| = R Sl \ 50 g Lot | o0 g Lo

n+1

dJ Vpk ([1 + Cr(Pan+l - Pon)][bo(l - Satg - Sat w)]n+l - [bo(l - Satg - Sat w)]n )k

- [bgrSSﬂtg]n )k

0

( [1 + Cr(Pun+l - Pon)] [bo(l - Satg - Satw)]n+1 - [bu(l - Satg - Sat w)]n )

- [bgTSSat g]n )fk

[

f

k

n+1
b} e
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Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1
oby*t oF

——

L[ n+1 ] _ OFeap gor,,
sy || = amg s,
Sustituyendo:
n+1 n+1
d n+1 n+1 ,.n+1 n+1 n+1 n+1 bgfk aPcapggfk
W[ (borsSacs )fk ] = bos T T Saay, bgre (0 + ng OB 0SEty
+1 n+1
9 n+l n+l .n+l n+1 n+1 b;fk aPmpngk
asgea | (homSaes Vi ] = 0050w  Sueg? (€00 4 0 g
a gpn+l gpnti
g | Coonsaeg Vi | = B30 0 Sl (7" s gt
asatgfk fi k Sk fr k @ngk 3Satgfk
a n
m[ (1_Satg_5atw)fk ] =0
a
asgfgfk[ Ok ]
a n n oo a N . Py o
m[ (borsfacy )f" ] = on B W;glfk[ Satgp, ] + Satgp, W?glfk[ bar, 757, ]
n
W:glfk[ ( bgTSSatg )fk ] =0+0
a n
| ( bgTsS, =0
gy | (bnSea ), |
Entonces:
( 1 +CT(P0"+1 _ Pon) )fk ( b(r;;;{l (_1 ) )
n+1
+ ( b"(l_satg _Satw) )fk (0)
( b, (0) )
a % _ ~ & )
“onrr— | Term_acum | = M3 + (1 Satg Sutw)fk (0)
65atyfk At ) ab;;kl apcrtll-;—;lgofk
! 1l n+ +1
( 1 +Cr(Pg7l+ —Pg") )fk b;;—k rsr;—k + Satgfk T;;_k aPJ}:l W;—glfk
+
n+1
+ ( by7sSar g )fk (0)
-(0)

))
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(1+cC.(P*t—PM) sy ( bg;kl (-1) )
+(0)
-(0)
9 VP
——[ Term_acum | = — apn+1 gpnl
oSl At 1_ +1 Irk €ap 9ofy
o L[ OB R n B Sy | R G Tas
\ +(0) /
-(0) ]
(14 C(PP = PP ),y ( b (1) ) 1
65%[ Term_acum | = % ) » abg;r; apczzgofk |
- n+l _ pn n+1 n+1 n n+1
o ‘ t G £ 01 bore T Sutgfk o 0Par}:1 aS(rll:\glfk J
. | { (57 1)) \1
Pk
%T[ Term_acum ] - A_t ( I+ CT(PD"+1 _P"n) )fk n+1 S n+1 ab;;kl apc‘r;;;lgofk n+1 |
o [ \ * 5y, a9y ap;t asgts 95y / |
k fr

Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

r | d
Trnsmsc_aceite_Z2 ——.—5—[ Pot_aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ———5—[ Trnsmsc_aceite_Z2 ]
0S¢ 9f, 0Sar 95y
0 5]
- Trnsmsc_aceite_Z1 ————/ Pot_aceite_.Z1 | + Pot_aceite_Z1 —————/[ Trnsmsc_aceite_Z1 ]
n+1 n+1
OSat 'gfk aSaE gfk
| d
+ Trnsmsc_gas_Z2 rS_Z2 ——— 7| Potgas Z2 | + Potgas Z2 —— [ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 ]
0Sz; 9f, 0Sar 9f,
0FJ}:1 9 5]
ast+ | - Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ——7—[ Potgas Z1 | + PotgasZl ——5—[ Trnsmsc_gas Z1 rs_Z1 ]
atgs, asatgfk asatgfk
a
+ =5 [ Term_fuente ]
Ay i
|
+ BST[ Term_transf MF ]
atgg,
i}
BST[ Term_acum ]
L atgr,
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r 1 a n+1 n+1 a 1
n [ — — — — n
Tofk+§ S35, [ (P°k+1 Fo, (YOAD)k+%)f ] * (Puk+1 Po (VOAD)k+%)f asg;r;f [ TOfk)% ]
" a n+1 n+1 a “
n n
-\ e s [ (o= P = ), >f ] (P o = 000, >f X [ ]
) ) 3 n+1
+ +
Tgnfk+ rsrflk 1 gentl [ ((Prapgo +Pa)k+1 - (Pcapgo +Pa)k - (VgAD),Hl) ]
atgg, 27f
" i 0 1 n+l
n n
((Pcapgu + Pﬂ)k+1 - (Pcapgu + PO)k - (VQAD)H%)f 65;‘;’;], [ Tgfk+ rsfk+, ]
k
a n+1
1 1
T T ggm [ (eapgo + ), = Papgo + P, = (48D), ) ]
n+1 2 atgyr, 27f
aF _ - n+1 J
= +1 +1
aSg;r;f + ((Prang"'P) (rapg0+P)k 1 (VgAD)k,Qf asg;rglf [ gnfk_ Sr[l"k ]
k
n+1
ad (bofqo)k
asn+1 n+1
atgr, | + (bgfrsfqg)k
n+1
+1 _
2 7357 (Bow = o),
—asn+1 n+1
atore| + Toot r ((pmpg,, +P),, = (Paapgo + P")fk)
n+1 n
J Vpk ([1 + C‘r(PorH'I - Pon)][bo(l - Satg - Satw)] - [bo(l - Satg - Sat w)] )k
| +1
0Sacgy, | At + ([ + @t = PO[bySaco]™ = [BomSacl” ). )
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aFn+1

n+1
aSat 9f

+

k
.f
i
\

Vi

At

n+1 (O)

uf1

n+1

( Pogsr = Por, = (Dier = Dy) ( 2 Azu
0

Yorss ¥ Yor ) )m ( Azkb, )"“ g
f asn+1

Frad 7RISk
T3}”1 (0)
ok n+1
(P — Py, — (D= Dyy) (M))M (Azkbu )"“ "l
Ok Ok—1 k k-1 2 . Azug asg:glf

f,1
k=3

T+l n+1 apcr‘llzlg"fk 1+ (Dk+1_Dk) aanH
9k} e 0Siier, 2 omy

Vg
* ( (Peapgo + Po)yoyy ~ (Peap go + Po),, = (Dr = Dic) ( k+1
Bk n+1 a
L A,kb, n+1 "9, o . gfk+1 aPm’;,lgofk
ka+, Azu osntl apn+1 dSntL
9 fk+2

atgs, atgy,
n+1 n+1
T"+1 n+1 ( ( apmpgofk ) ( 1= e T Ok-t) (D, — Dy_1) yﬂfk

9t it Siq,. 2 R
k

)

=),

Yg, 1,
+ ( (Pcapgo + P, ) ( cap go + P")k—1 - (Dk - Dk_l)( = 2 et ) >
f

n+1 o+ )
n+1 ( Azkb > T, 1 . 9fp-t apcr&;gt)f
rS
k-1 n+1 +1 n+1
k=3 Azug Fs aSg; a7, GPO’}k osm a5,
n+1 aqok
e 35T,
* n+1 n+1
+ pntl pntl aqyk q pn+l abgfk aPCangf
If Sfi an;;rglf Gk Ste 0PJ;;1 765{1[:;f

n+1 aTTl+1

_ Omf g
(Pom POf)k asgt_,,;f
apn+1
T+l pntl [ cap gory
i S OSats,
k
+ it aTgn+f1k
— n+1 m
+ ((Pcap got Pg)mk (Pcap go T Po)fk) Tsmie asg:;f
(bar(-1))
( 1+ Cr(PDTHl _ Pon) )fk . - s . ab;;kl apcr(ll;;lgofk bn+1
Ty E—
Sfx atgg, apur}zl as;:;f

\
|
)
|
i
)

N~—
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a.c) Derivando la funcion de residuos de aceite (F,, f) truncada en la direccion “k’’ respecto a

la saturacion de agua en la fractura natural (Sat w f) en “k”:

Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2
— Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas Z2 rs_Z2 Pot_gas 72
aFOT)L:rl a
+’1‘ = = — Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas_Z1
asgtw as;tw
fr fr
+ Term_fuente
+ Term_transf MF
— Term_acum
d . .
——7—[ Trnsmsc_aceite_Z2 Pot_aceite_Z2 |
aSathk
a . .
— == Trnsmsc_aceite_Z1 Pot_aceite_Z1 ]
aSathk
a
+ =57 [ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 Pot_gas_7Z2 |
aSutwfk
OE,'}“ a
65""’1( = | - HST[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 Pot_gas_Z1 ]
utwfk “twfk
a
+ =5 [ Term_fuente ]
0Sarw
Tk
a
+ =5 [ Term_transf MF ]
0Satw
Tk
a
——7— [ Term_acum ]
aSathk
I ) 0 ) ) 0 )
Trnsmsc_aceite Z2 ——.-y—[ Pot_aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ——.-x—[ Trnsmsc_aceite_Z2 ]
aSafok aSaEWfk
_ 9 _ _ 9 .
- Trnsmsc_aceite Z1 ——.—[ Pot_aceite Z1 | + Pot aceite Z1 ———5—[ Trnsmsc_aceite_Z1 ]
aSathk aSathk
a d
+ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 ——7—[ Potgas Z2 | + Potgas Z2 ——5—[ Trnsmsc_gas Z2 rs_Z2 ]
aS:llthk as;twlck
n+1
aFofk B F] 5}
gsn | - Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ———5—[ Potgas_Z1 | + PotgasZl —— 5[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ]
athk aSathk BSutwfk
a
+ ——=5— [ Term_fuente ]
aSllfok
+ =57 [ Term_transf MF ]
aStylltw
Tk
a
~<mi— [ Term_acum ]
L ast;ltwf—k
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Si sustituimos términos:

E
K

n+1 n+1 a
n+1 _ — — — _
T, asmfk[ (P = Por = 00802, ) ] # (R = o= 00), 1) T
o 0 (p P, — (y,AD) )"H + (p P, —(y,AD) )"+1 9
et Bty L\ e T ey w o TR, s
a n+1
+1 +1
91},(,,% Sr},ﬁ% m[ ((Pcapgo +P0)k+1 = (Peap go +Pu)k - (VgAD),H%)f ]
k
+ n+1 a . .
— — - n+ n+
o (a2, = 2, =000, ) | 2, |
n+1
Tgr;ﬂl sTle1 n+1 ((Pcupga +P0) - (Pcupga +P0) -1 (VgAD) ,l)
k=3 k=3 aSat:w k k-t k=2 f
aFDn+1 _ Fre
fe e g n+l  .n+l
n+1
+ ad (bofqo)k
aST n+1
atwr, |+ (bgfrsfqg)k
n+1
n+1 _
ad |[ T”mfk (Pom P"f)k -I
asnil | m |
athkl + Tgnr:flk i (Peap g0 +P,,)mk = (Peap go +P")fk |
n+1 n
il Vpk ([1 + Cr(Pon+1 - Pun)][bo(l - Satg - Satw)] - [ba(l - Satg - Satw)] )k
ot | TAr 1
OSatw,, | At + (Gt = POy nSacg]™ = [bgnSacal "),

n+1
of .1
ks

n+1
o 1
Fr-d

|
)

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. \ g ne ) 1
1) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k — 2) respecto a la

saturacion de agua en la fractura natural en (k):

—il [ Trnsmsc_aceite Z1 ] = %[ T ]
sy, X
—a a Ak n+1 bk n+1
Sgrri | Trnsmsc_aceite 71 | =~ ( AZ ) ( o ro)
atwyr, atwg, Z fk—% o fk_%
a A kb. \"*1 P
———| Trnsmsc_aceite_Z1 | = ( z-0 ) K.+
65¢7;t+vlvfk[ - 71 ] Azu, o asg:‘;fk TOfki%
-2
n+1
a A kb n+1 rafk_1
———[ Trnsmsc_aceite Z1 ] = _[ Tnt1 ] _ ( zkb, ) 1
asg:‘}/fk aS;;r‘”l/f k iy Azi f k-3 05;1;‘})”

2) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k+ %) respecto a la

saturacion de agua en la fractura natural en (k):
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L[ Trnsmsc_aceite_Z2 | = L[ Tr+ ]
osa, -acelte. o5, | e
a a A k n+1 b k n+1
——7— [ Trnsmsc_aceite 72 | = ———— ( = ) ( oo )
asathk aSafok Az Fresd Ho F il
z 2
a Akby \"! a
————[ Trnsmsc_aceite_Z2 | = ( z_ 0 ) [ k.t ]
asgtJer/fk Azu, F ol asggvifk mf’”%
n+1
A kb n+1 Tofk+l
————[ Trnsmsc_aceite_Z2 | = —[ n+1 ] = ( z a) 2
oS, F b,y D5,

3) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k —%) respecto a la
saturacion de agua en la fractura natural en (k):

O It 211 = —2 [
W[ rnsmsc_gas_. ] = m ‘gfk—%
a d Ak N\ bk, \MY
aST[ Trnsmsc_gas_Z1 | = Son ( AZ ) (g rg>
atwy, atwg, Z fk_% Uy fk—%
a
——7— | Trnsmsc_gas Z1] = 0
aSatwfk
a
——7— | Trnsmsc_gas Z1] = 0
aSatwfk
Entonces:
L[ Trnsmsc_gas Z1 rs Z1] = —[ Ll ]
0Sacwy, - - oSz, | 9k Pt
a
~onsi— | Trnsmsc_gas Z1 rs_Z1 ] = Trnsmsc gas Z1 ——r—[1sZ1] + 7sZ1 ———[ Trnsmsc_gas_Z1 |
aSathk asatw/—k asathk
_9 [ Trnsmsc_gas Z1 rs_ Z1] = Tr* _9 L + ot _9 T+t
oSzt T iy s, Lt 1T Ty gl one
fr Tk Tk
a
—— | Trnsmsc_gas Z1 rsZ1] = 0 + 0
aSathk
L[ Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1] = [ TR+t ]
05, st T 05t L 9kt it
a
——7— [ Trnsmsc_gas Z1 rsZ1] = 0
aS(lthk

4) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k +%) respecto a la

saturacion de agua en la fractura natural en (k):

——— [ Trnsmsc_gas 72 | = —[ n+1 ]
65;1:‘41% 652;‘/1% I el
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d ] Ak n+1 bk n+1
aST[ Trnsmsc_gas_Z2 | = asnHL < AZ ) (g Tg)
atwy, atwg, Z fk+7 Uy fk+l
2
a
——5—[ Trnsmsc_gas Z2 ] = 0
05T
|
asT[ Trnsmsc_gas Z2 | = 0
atwfk
Entonces:
%[ Trnsmsc_gas Z2 rs_Z2 ] = %[ gT;Jrll rsrflﬂl ]
asat Wfk aSat Wfk k.+§ k+§
—<— | Trnsmsc_gas Z2 rs_Z2 | = Trnsmsc_gas Z2 ——g— | rs_Z2 ] + r5_Z2 ————[ Trnsmsc_gas_7Z2 |
65athk BSﬂtwfk aSathk
L[ Trnsmsc_gas_Z2 rs_Z2 ] = TrH L[ oias) ] + ot 9 [Tn+1 ]
55;:‘},& o B gfk% a“S‘:Lt-'."‘l’fk fk)'% f’”‘% 652:\417,{ gfk*%
0
——7— | Trnsmsc_gas Z2 rsZ2] = 0 + 0
05T,
|
————| Trnsmsc_gas_Z2 rs Z2 | = —[ n+l  n+l ]
aS;':}ka[ 8- 221 053wy L 9t et
0
aST[ Trnsmsc_gas_Z2 rs.Z2] = 0
athk

. . . 1 .,
5) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la saturacidén de
agua en la fractura natural en (k):

d a n+1
————[ Potaceite Z1 | = =7 (pok -P, - (VOAD)k_l) ]
Skiws, oS, 4,

yof + YGf _
(yaAD)k_% = (D — Dyp_y) <%

9 d + n+1
——7— | Potaaceite Z1 | = ——5— ( P, =Py, — (Dy = Dy_y) ( Yo T Yok ) )
0Sg¢ wr, 0Satwfk 2 .

0
aST[ Pot aceite Z1 ] = 0

at Wfk

9 d n+1

——— [ Pot ite 71 = — (P —p _ AD ) -0

asg:.‘}/fk [ ot_aceite_ ] asg:;fk [ ok Ok—1 (ya )k—% ; ]

. . . 1 .,
6) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k + Z) respecto a la saturacidén de
agua en la fractura natural en (k):
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- p— [ o)1)
—————|[ Potaceite 22 | = ———— <P -P,, — (y,AD 1) ]
as;lt-i-ul/fk aS“;lt-*-Ml/fk Ok+1 Ok o k+3 r

Yo +%
(obD)y1 = (s = D) (%)

d 0 + n+1
———[ Potaceite Z2 | = s——p— ( Pyrs — Pop — (Diy1 — D) ( Yokr T Yoi ) )
asathk aSathk 2 f

a
——.7i—| Potaceite Z2 ] = 0
oS,

6 a n+1

————| Pot ite_Z2 =—<P -P, — (y,AD ) =0

653;41% [ ot_acelte_ ] 353:\;“ [ Ok+1 Ok (}/o )k+% r ]

. . 1 .,
7) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la saturaciéon de
agua en la fractura natural en (k):

a a n+1
o[ Potgas 71 | = asT[ ((Paapgo + B, = (Papgo + Bo),._, — (ygAD)k_%)f ]

atwg, atwy,
Yo, TVg

(VgAD)k_% = (Dx — Dy-1) ( % )

a a Yot Yo \ )
T[ POt_gaS_Z]- ] = Ton+1i (Pcupgn + Po) - (Pcapgn + Pa) PR (Dk - Dk—l) ke kel
aSa.z:w aSai:w k k-1 2

fr fr f

a
o PotgasZl] = 0
aSatwfk

a a n+1
aST[ Pot gas Z1 ] = P ((Pm,,ga +Po)k = (Poap g0 +Po)k_1 - (ygAD)k_%)f

athk athk

[ Pot_gas 71 ]

5}
aSn+1 0

athk

. . 1 .,
8) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en (k + Z) respecto a la saturacion de

agua en la fractura natural en (k):

a a n+1
Jsnt [ PotgasZ2] = EYS! ((Pcapga +Pa)k+1 = (Peap go +P0)k - (ygAD)k%)f

athk athk

Vg +7y
f f
(VgAD)k% = (Ds1 = D) < % )

4 d y9k+1 + yﬂk "
asn—«{-l[ POt—gaS—ZZ ] = asn—ﬂ (Pcapga + Pa)k+1 - (Pcapgo + Po)k - (Dk+1 - Dk) f

athk athk f

a
E)ST[ Pot gasZ2] = 0

athk

a a n+1
asn—ﬂ[ Pot gas 72 ] = P ((Pm,, g0t Po), .y~ (Peapgo + o), — (ygAD)H%)f

athk athk

a
P [ Pot_gas 72 ] 0

(lthk
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9) Derivada del término fuente en (k) respecto a la saturacion de agua en la fractura natural en
(k):

(b ‘ )n+1
d dJ ofto X
aST[ Term_fuente | = Jni 1

atwfk atwfk + (b!lfrsfq!l)k

o o
pn+t Ok k

2 [ e OSitay, | OSim,
—<i— [ Term_fuente | =
as;twfk

| d _o_ |
n+1l ,.n+1 9k n+1 ,.n+1
| * (bgfk 55 E T Ao oSt [ b5 w7 ] ) |
k

Si definimos:

9 n+l ,.n+1 — n+1 9 n+1 n+1 9 n+1
wri | Doy, T = by vt | Tsr T T w1 | Doy
aSa.z:v./fk ko Tk k aSatwfk k ko 05g¢ wr, k

Entonces:
n+1
L oy, ]
0 " osih, oS |
———[ Term_fuente ] = T Tt
Ee - dq K 37,
fr + bn+1 1""+1 9k + q bn+1 Tk + rn+1 Tk
ore e asgs, o\ e asgan T e asgg
L k
0 | BT (0) + gy (0)
——— [ Term_fuente | =
oSgta + (bprt ot (0) + g (BEC0) + T (0)))
a
——5—[ Term_fuente | = [0 ]
osin,
n+1
a a (bafqa)k
m[ Term_fuente] = m N (b )n+1
k k gfr5fqg k
a
65"—“[ Term_fuente ]| = [0 ]
athk

10) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la saturacion de agua

en la fractura natural en (k):

_— n+1
i) Toms, (P om ~ F "f)k

GST[ Term_transf MF | = S5 el

VT *Wre| + Tg’:flk rsrvlntcl ((Pcaziyo + Po)mk - (Pmpgo + Po)fk)

ad n+1 n+1 0
T — [ P, —P ] + (P, —P —| TH*!
omf ), agg;‘ifk ( om "f)k ( om ”f)k agg;r‘;fk [ omf, ]

a il n+1
n—+1[ Term_transf_MF ] = 7;77:;:-[1 rsr,ln-:cl asn—ﬂl: ((Pcap go + Po)m - (Pcap go + Po)f )
ST k atw k k

Tr + Tk

n+1 )
+ ((Pcupga + P")mk - (Pcapgo + Pa)fk) W[ 72:}1 r;::;(l ]
Tk
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Si definimos:

a n+1
W[ (B=ry) | = 0
|
Tn+1 =0
as;':&vfk[ |
a n+1
as;lt-i-‘}/fk[ ((Pcap.90+P0)mk _(PcaP90+P0)fk) ] =0
a
n+1 n+1 =
asmm[ T ] = 0
Entonces:
- n+1
Tumfk (0)+ (Pum_Puf)k (O)
a 1 1
——77— [ Term_transf MF ] = Tgnysz T (0)
aSathk + n+1
l + ((Pcupgo+Po)mk_(Pcupgo+Pa)fk) (0) J
0
——7—[ Term_transf MF | = [ 0 ]
X
n+1
n+1 _
_9 [ Term_transf MF | _9 TUWk (Pom Paf)k
n+1 - — = n+1 n+1
0Sat'wy, OSatws, | + Ty Tl ((pmp g0t P")mk = (Poapgo + PO)fk)
0
aST[ Term_transf MF | = [ 0 ]
athk

11) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la saturacion

de agua en la fractura natural en (k):

|
65"—“[ Term_acum | =

athk

|
65"—“[ Term_acum | =

athk

|
65”—“[ Term_acum | =

athk

aJ Vpk ([1 + Cr(Pon+1 - Pan)][bo(l - Satg - Sat w)]nJrl - [bo(l - Satg - Sat w)]n )k
0Satwy, | At (G = PO bgrSac )™ = [byriSacal"), ’
+1
Vo 0 (114 C B = P [bo(1 = Sarg = Sacw)]™ = [bo(1=Sarg = Saew)]" )fk
At 9Siy (@ =2 [bysa™ = [bnsa]")
9 i
(1+CB* =P )y, BST[ (Bo(1 = Sacg = Saew) ) |
atwr,
b — — n+1 L 1 C n+l _ pn
+ ( 0(1 Satg Satw) )fk asn+1 [ ( + r(Po Po) )fk ]
at Wfk
a
B bgfk m[ (1 - Satg - Satw);k ]
Vp s s oy 9
A_tk + (1 Satg Satw)fk as(rzl:mlsz[ bgfk ]

n+1
[k

]

a

n+1

+ |+ (bgnSacq ), asT [C1+C@M —PD ), ]
ai Wfk

d
( 1+Cr(Pan+1 _Pon) )fk BST[ ( bgrssutg )
atwy,

d n
— W[ ( byTSar g )fk ]
( ]
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Si definimos:

g d

at Wfk fk

a n+1 i1
as;;;fk[ ( bo(1=Sacg = Sarw) ), | = BEL (=1) + (1= Sag=Saew )y (0)
—a n+1 n+l
asg;;fk[ (Bo(L=Sacg=Sarw) )y | = b3 (~1)
a
e[ (L GE =B ) ] = 0
athk
3} n+l ] 1 oontl 5} 1 . 9 R
SN I A o R R RS
k k ]
6 n+1 1 " i1 a " "
e A DA Rl AR S DI e K

3} n+1 n+1 n+1 a n+1 i1 K] -~
653:“1’&[ ( byTeSat g )fk ] = (0) + Sutgfk bgfk asgmfk'[ Ty, ] + 352t+.,1,fk[ bgfk ]

6 n+1 n+1 1 1
W[ ( bgrsSatg )fk ] = ( 0 ) + Satgfk ( b;;k ( 0 ) + Tsr;: ( 0 ) )

snTl [ ( bo(l—satg_satw) );:1 ] = bg;kl S [ ( 1= Sucg = Satw );1:1 ] + ( L= Suey = Surw )fk

9 n+1
asg;;fk[ (bg7sSarg )r ] = (0)
9 b S n+1 _ 0
asg;;fk[( §TiSacg )y | = (0)
a
asg:"\l’fk[ (1 _Satg _Satw);k ] =0

asnil [bgfk] =0

athk

a n s
W[ ( byTsSac g )fk ] = b‘;lfk rsrflk W[ Satg;lk ] + Satg;lk W[ b;fk rsrflk ]
a n
asg;;fk[ (BgTiSatg )y, | = 0 +0
a n
asg:\}sz[ ( BgTsSat g )fk ] =0
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Entonces:

1+ G =P )y, (B3 (-1))
n+1
+ ( bo(l_satg_satw) )fk, ( 0 )
v b, (0)
_ VP -
65;';‘},]"([ Term_acum ] = At + (1 — Satg _Satw);k (0)
( 1+Cr(Pon+l_Pun) )fk ( 0 )
n+1
+ + ( ByTiSarg )f: (0)
-(0) ]
(1+C(PM* —PM) ), (b;'f*kl (-1 )) ]
a Vo
57— [ Term_acum | = — +(0)
asatwfk At -(0)
+(0) ]
5 _ Vpk n+1 n n+1
W[ Term_acum | = A [ (1+CGE =P )y, ( b"fk (-1) ) ]
fr
— 2 [ Term.acum | = ZP¥ [ Ct+c@ =)y, (b3t (-1)) ]
a5, LT m AR O (05

Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

a 3}
Trnsmsc_aceite Z2 ——.-y—[ Pot_aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ——.-x—[ Trnsmsc_aceite_Z2 ]
0Sitay oSt
. d . ) 9 .
- Trnsmsc_aceite Z1 ——.—[ Pot_aceite Z1 | + Pot aceite Z1 ——.—5—[ Trnsmsc_aceite_Z1 ]
aSathk aSathk
a 3}
+ Trnsmsc_gas_ Z2 rs_Z2 ——7— [ Potgas Z2 | + PotgasZ2 ——5—[ Trnsmsc_gas 72 rs_Z2 ]
aSathk aSaEWfk
a Fn+1 a
of
3 5n+’f =1 - Trnsmsc_gas_Z1 rs_Z1 ———5—[ Potgas Z1 | + PotgasZl ———5—[ Trnsmsc_gas Z1 rs_Z1 |
atwp, 3Satwfk asatwfk
a
+ ——=5— [ Term_fuente ]
aSllf Wfk
+ aST[ Term_transf_MF |
at Wfk
a
~<mi— [ Term_acum ]
asr;ltw
L Ik
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i1 a n+1 n+1 a 1
T, S (Puhl—Pok—(yoAD)k%)f + (Pok+1—Pok—(ygAD)k+%)f gt [Tof,ﬁ%]

atwg, atwg,

) dJ n+1 n+1 J 1
+ +

2 at Wi at Wi

dJ n+1
1 1
Tg'}L% rs’};% EYa! [ ((Pcapgo +Pn)k+1 = (Peap o +Pu)k - (ygAD),H%)f ]

at Wi

n+1 a
+ ((Prapgo +P0)k+1 - (Prapgo +Pa)k - (VgAD)k%)f asmit [ Tg’}li% T;}:i% ]
a Wfk

a n+1
Tgr;i; rsrfl:_l; a5l [ ((Pcupga +P0)k ~ (Peap go +P0)k,1 - (VgAD)k,l) ]
QEH 2 2 atwg, 27y
Ok _ - n+1 9
as:;:ulsz + ((Pmpgv + Pﬂ)k - (Pcapgo + PO)k_1 - (ygAD)k_%)f asnt [
ai Wfk

n+1 n+1 ]
g 1°S 1
Fr-t Syl

n+1

il (bafqa)k

n+1
aSat wre |l + (bgfrsfqg)

+

n+1

k

n+1
n+1 _
d |[ o (Pom Pof)k n+1
n+1
9S4t wie| + Tl ((Pcapgo +P), (Peap go +P")fk)

1
|
I
|
o | e [(4 G =PI~ Satg = Sacw )™ = [bo(1 = Sarg = Sacu)]"),

asita, | A + (Gt = POy nSacg]™ = [bgnSacal "),

146

——
| —




n+1
T, (0)
n+1
b (P == Dy =y (T Tou ) Y[ (kD YT g
: Bapy Jy, , OSiid,
( T,}}:i% (0)
_ n+1
f AZ#a foa asg:v\llfk
n+1
( G e (0
aFrHl + n+1
of, _ + ( (Pcupgo+Po)k+1 _(Pcupgo +Po)k _(Dk+1_Dk) M \
oSt ’ !
k (0) /
/ Tt iy (0) \
B n+1
\ + ( (Pcupgo +Po)k - (Pcupgo +P0)k_1 — (D _Dk—1)( % > > I
(o) ’
+ (0)
+ (0)
Vi
Ao | Crre@—r ), (b3t (-1)) |
) k. mrl
(RO Ry (T b R (L R
or s Batto V1 OSidu,
aSn+1 [
atwy, - ( Pok - Pﬂk—l — (D — Dy—1) ( = +2}/Ok_1 ) )n+1 ( o )n+1 akmfk_%
f AZ“O fk—l aszrzl:\}/fk
Vi Z

| L@ —r), (bt (-1)) |
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b) Si la funcion de residuos de la fase de gas en la fractura natural (F g f) es:

il
Ifijk

Ahora, truncando tnicamente en la direccién

n+1

(P0i+1,j,k - P"iri,k)f

n+1
(Pﬂi,j,k - Pui—l,j,k,)f

n+1
(s + 2, = P+ 7)),

n+1
OFisd jk

n+1
ik
n+1

_ n+
$filik

Ofi-Ljk

n+1
Irisljne

_ Tn+1

+ n
97 i jesk

n+1
Ifijr-d

+

_ VDijk
At

( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [boRs(l - Satg - Sat w)

n+1
i ((Prapgo + Po)i,j,k - (Pcapgo + Pa)i,l,j,k )f

n+1
(Pﬂi,j+1,k - Pui,j,k,)f

n+1

n+1
+ T e
uj +i’k

OFijski
B "Tt;—;k ;leriJl'—%,k (P o~ R Oi,i—t,k):ﬂ
((PC“P g0t P")i,j+1,k = (Peapgo + P")i,j,k)
((Peapgo + P)y 1 = Peapgo +Po), 1)

Rn+1 (P

Fijied \ Oikesa

n+1
n+1

I ijste

R

+1
Tn+
I f

n+1
=P~ (y,AD). 1)
f

z,j,k+§

n+1

o
Tijlery

n+1
n+1

O ijn-2

n+1
fijr-2

(Proge = Pacyucr = 00AD), 1

2’f

n+1
((PCEP!]U + Pﬂ)i'j’k_'.l - (Pcap go + Po)i']-'k - (ygAD)i'j',H_%)f

n+1
((Pcazzgo + Pa)i,jyk - (Pcapgo * PO)i,j,k_1 - (VgAD)i,j,k_l)
2’f

n+1

+ (bgf%):;_:
+1
(P"m - P"f):j,k

n+1
= (Peapgo + P,,)fi'l_'k )

]n+1

n+1

+1
+ T2
Smijk

omfyjx
gy ((Pcapga + Pa)

Imf ik mijk

1
([0 6@ = Py Saeg]™ = [boSarsl"),

“k” .

- [boRs(l — Satg — Sat w)]n )

ijk

Fr+l —
9fy

_ Ve
At

1
+ T;fjﬁ% ((Pmpgo +P), .,

n+1
Tgfk,z
2

( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [boRs(l - Satg - Sat w)

Tn+1 Rn+1 (P
o 1 S 1 Ok+1
fk+§ fk+§
Rn+1
ka_%

n+1
= Py~ (1680), 1)
f

Tn+1
Ofk_%

n+1
(Pak - Pok_l - (YOAD)k_%)
! n+1
- (Pcapgo + Po)k - (VQAD)M_%)f

n+1
((Pcapgo + Pa)k - (Pcupgu + Po)k—l - (ygAD)k_%)
f

n+1

+ (bOfRquO)k
+ (byfqg):H

4 T+l pna (Pom—Pof)nH

omp) USmy k

+ Tn+1

n+1
gmf ((Pcapgo +P0)mk - (PCHIJQU + Pﬂ)fk)

]n+1

+ ( [1+ G =PI [bg*()‘atg]wrl - [bgsat g]n )k

= [oRo(1 = Sarg = Sacu)]" )
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Si definimos los siguientes términos, de manera similar a (Cortes Rubio, 2008) y (Orozco
Aguilar, 2013):

— Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1

Term_flujo_gas = + Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2

— Trnsmsc_gas_Z1 Pot gas_Z1

—

[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 l
I

Trnsmsc_aceite_Z2 = T,}’fﬂl

Trnsmsc_aceite Z1 = T(,"f”l1
el
2

— pn+1l
Rs_Z2 = RT s

Rs_Z1=RIM?

ka—%

n+1
Pot_aceite_7Z2 = (Pum - P, — (YOAD)k+1)
20f

n+1
Pot_aceite_ Z1 = (Pok —Py - (VoAD)k_l)
27f

— Tn+1
Trnsmsc_gas_Z2 = Tg et
2

_ T+l
Trnsmsc_gas_Z1 = Tg Fed
2

n+1
Pot_gas_ 72 = ((pmp 9ot Po)y — (Peapgo tPo), — (ygAD)’H%)
f

n+1

Pot_gas_Z1 = ((Pm g0t Po), = (Peapgo + Po),_, — (ygAD)k_%)
f

(bofRsfqo):+1

n+1

Term_fuente =
+ (byfqg)k

n+l  pn+l ot
Tomfk Rsmk (Pom - Paf)k
Term_transf MF =

n+1
+ 1370 ((Puango +R),y, = P + B2, )

Vpk ( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)] [baRs(l - Satg - Sat w)]nJrl - [boRs(l - Satg - Sat w)]n )k

Term_acum =
At + ( [1+ C.(PM —PM)] [bgsatg]wr1 - [bgsat g]n )k

Entonces la funcion de residuos de la fase de gas en la fractura natural truncada en la direccién
“k” puede escribirse como:
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Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2
— Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2
Fg}:l = — Trnsmsc_gas_Z1 Pot_gas_Z1

+ Term_fuente

+ Term_transf MF

— Term_acum ]

b.a) Derivando la funcion de residuos de gas (Fg f) truncada en la direccion “k” respecto a la

presion de aceite en la fractura natural (Po f) en “k”:

r Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 1
— Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2

1
oFy d

n+1 = n+1
IREH  ORg

— Trnsmsc_gas_Z1 Pot gas_Z1
+ Term_fuente

+ Term_transf MF

L — Term_acum ]

W[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 |
0f

a
- W[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1 ]

Ofk

a
+ ———[ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2 |

a 0n+1
fk
o 9
= — o[ Trnsmsc_gas_Z1 Pot_gas_Z1 ]
o org:
k
+ W[ Term_fuente ]
Ofk
d
+ Spmril Term_transf MF ]
Ofk
W[ Term_acum ]
L or |
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Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2
- ( Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1

+ ( Trnsmsc_gas_Z2

n+1
a or

[ Pot_aceite_Z2 | + Pot_aceite_Z2

n+1
a or

———| Pot_aceite_Z1 + Pot_aceite Z1 ——
an’}zl [ - 211 - - E)Po’;:l

—— [ Pot_gas Z2 ]| + Potgas Z2 ———[ Trnsmsc_gas_Z2 | )

aponJrl a Pun+1

f f

aF:gT;Zl . k k

3 Po'}? = - Trnsmsc_gas_Z1 W[ Pot_gas_Z1 ] + Pot_gas Z1 W[ Trnsmsc_gas_Z1 |
fk Tk

+ =557 Term_fuente ]

a ory

+—

il P0n+1

fr

[ Term_transf MF ]

a
W[ Term_acum ]
Of

[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 ]

[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 | )

Si sustituimos términos:

Tn+1 n+1
Of sl S sk
_ n+l  pn+l
( T"fk_1 Rsfk_i
2
n+1
anfk -
n+l
a o
a
n+1
aPafk

dJ n+1 n+1
n+1
il n+1 n+1 .
—P—P—AD) +(P—P—AD) —[T"+
6PJ}:1 [ ( or — For_, A )k_% ; ] o ~ Fog-q 2 )k_% ; apor}-:l fi-1
1 aJ n+1
n+ — —
s g (s + )y = (e B2, = (1580), 1)
n+1 F] "
n
T I R e
k
1 aJ n+1
+
ynfk_1 gpn+i ((Pcapya + PO)k - (Pcapgo + PO)k_1 - (VQAD)k_l)
2 Of 27f
n+1 F] .
+ ((Pcapgo + Po)k - (Pcapgo + Po)k_l - (ygAD)k_l) m[ Tgr? 1 ]
2/ apofk =
n+1
ad (bOfRquO)k
P+l n+1
f + (b
k ( gfqg)k
n+1
n+1 pn+i _
0 Tompi Rsmi (P"m F "f)k
gpnti n+1
e | + Tonr ((Pmp gotP), ~ (Paapgo + Po)fk)
n+1 n
Vpk ( [1 + Cr(Pon+1 - Pan)] [boRs(l - Satg - Sat w)] - [boRs(l - Satg - Sat w)] )k
At

+ (4 G = BN [bgSac] ™ = [bySacal”),

n+1
Sf 1
k3

n+1
Rsfk_%

|
)
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Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

1) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la presidén
de aceite en la fractura natural en (k):

1 9o, 1 o\
T 't Z]. = [Tn+1 ] = Tn+1 2
6Pa’}:1[ rnsmsc_aceite_Z1 ] 6&'}:1 01 Of -1 b“k_l P, Ho o 0Py,
2 f
Entonces:
; _ +1 +1
W[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_ Z1 ] = W[ ‘Z‘k_l R;‘fk_1 ]
Ofk Ufk 2 2
a
W[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] = Trnsmsc_aceite_Z1 W[ Rs Z1] + Rs_Z1 W[ Trnsmsc_aceite_Z1 |
Of Of Of ke
a i)
———[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] = T}' —[R"“ ] + R —[T”+1 ]
apggl[ -ArEe- 1] KN R it OREH L o)
———[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] = L[ ntl - pntl ]
o ot = o S
aRg Rl Toney Moy
ORI, 1 9, 1 ko, e
———[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1] = T}' Z 4 RM1 TR+t _ - — z
a 07}:1[ B - - ] Df"_% ad 01;:1 ka_% gfk_% bo 1 aPok Ho 4 aPok
k=3 k=3 7

. g eqe . 1 .,
2) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k+ :) respecto a la presidén
de aceite en la fractura natural en (k):

n+1
rmsmscasie 221 = 50 [ | = w1 M
———[ Trnsmsc_aceite_ = = -
ap‘;}:l apor}:1 Ofk+% ofk+% bok% ank Uo aPOk ,

Entonces:
— [T ite Z2 Rs 72 ] = 0 4l pnsl
gpmei | Trosmsc_aceite_ S_. = gprri| Tope Bspa

ka Ofk 2 2
Wr}zl[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 | = Trnsmsc_aceite_Z2 W’}J’kl[ Rs 72 ] + Rs_ Z2 Fpmt PJ}J’:l[ Trnsmsc_aceite_Z2 |

n+1
d or,

[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 | =

T‘n+1
ey ORI

Ry | R [ 73, ]
[ Sfiesd ik OPRT| Okl
k

W[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 |
0f )

W[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 |
0f

— a [ n+1 Rn+1 ]
0Pg}:1 Ofk+% sfk+%
n+1 n+1
aRka+1 1 ab°k+1 1 6yak+1
= nel z 4 g+ n+1 2
o 1 1 S 1 o 1
fk+5 (7PD"}: fk+§ fk+§ bO;Hl 0Pok Ho aPak
2 f
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. W eg eqe 1 .,
3) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la presion

de aceite en la fractura natural en (k):

ab ou n+1
n+1 ] — Tn+1 1 gk_% _ 1 gk_%
ey \ by, P Wy, 0Py,

T2 2

d
W’}:l[ Trnsmsc_gas_Z1 | = W’};l[ s

4) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en (k + Z) respecto a la presion
de aceite en la fractura natural en (k):

1 abgk+1 1 a‘ugk#
———[ Trnsmsc_gas Z2 | = —[ Tn+1 ] = Tn+l _— z _ 2
5Pu’}:1 8P07}:1 Ifpeel Ifjesk bgk% ok, tg o 0P,

. . . 1 .,
5) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la presion de

aceite en la fractura natural en (k):

n+1

a ) a n+l (D — De_1) 9o,
—6PD’}:1[ Pot_aceite_Z1 | = —BPO';ZI[ (Pok -PB, , - (yUAD)k_%>f ] =1 — — an'}Zl

. . . 1 .,
6) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k + :) respecto a la presidén de
aceite en la fractura natural en (k):

nl ( k+1 k) ayo}l;l
—P, — (y,AD ) = -1 - kn T k)
o ~ (1oAD) k+% ; ] 2 an;:l

a
[ Pot_aceite Z2 | = [ (P

n+1 n+1 Ok+1
arg oP*

. . 1 ., .
7) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la presidén de aceite
en la fractura natural en (k):

n+1

d 9 n+1 (D = Dy_y) oy,
—apggl[ Pot gas 71 ]| = —an;:l[ ((Pmp gotPo), = (Peapgo+Po),_, — (ygAD)k_%)f ] =1-— or

. . 1 ., .
8) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k + Z) respecto a la presidén de aceite

en la fractura natural en (k):

+1
9 d et (Ds1— Di) ayg;k
apggl[ Pot gas 72 | = —an;:l[ ((Pmp 9ot Po)y — (Peapgo +P), — (ygAD)H%)f ] = -1 -— oF
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9) Derivada del término fuente en (k) respecto a la presion de aceite en la fractura natural en
(k):

n+1
J (bOfRquO)k
=55 | Term_fuente | = —3 i1
aP! P ,
T he | ( gfqg)k
dq a
n+l pn+1l Ok n+l pn+1
bofk Rsfk, OPJ}“ T o an;H[ bofk Rsfk, ]
——— [ Term_fuente | = * *
OPT a4, Obgy !

+ bt + Gy o
f +1 Ik +1
k apg;k apg;k

Si definimos:

9 [ n+1 Rn+1] — bn+1

Jopnti Ofk " Sfk Of 6P"+1[ R;Lftcl ] + ;l;;cl aP"+1[ g;kl ]
Of e Ofk Ofk
Entonces:
[ 1 1 aqok 1 ;lf-:cl 1 gf:l ]
I byt R S Pt T o bl 5 Pt RS apm pr+ I
f f f
—apn+1[ Term_fuente | = | , akb"“ ‘ |
Of + bn+1 aqgk + Ifk
Ifk apor}zl 4gx apor}:1

ad (bOfRquO):+1

opnti n+1

e | F (bgfqg)

Wr}zl [ Term_fuente ]
K

aq aR;'Hl a (1)1+1

pntl gntl Ok 4 q pnt T + Rntl Ik
°fic S gPp+l Ok °fk PRt $fk gPptl
W[ Term_fuente | = Tt (f?kb”“ Tt

Ofk o + q Ik
9fy n+1 Ik n+1
aPafk aP"fk

10) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la presién de aceite en

la fractura natural en (k):

n+1  pn+l n+l
a Tomfk Rsmk (POm - Puf)k
—— [ Term_transf MF | = —— .
Pt Spri
o Ui |+ T ((Pmp w0t P, = (Prapgo + pa)fk)
9 n+l n+1
ot iy - — n+1 n+1
Tomfk Rsm OP"“[ (Po"‘ Pof)k ] * (P"m P"f)k 6P"+1[ T"mfk Rsm ]
ka ufk
0 2
+1
P [ Term_transf MF | = Tgnmfk aPJ}:l [ ((Pmp g0t P")mk = (Poapgo + P")fk) ]
k

+ n+1 0
4 (Papso + By = Prango ¥R), ) | T, |
Tk
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apan+1 Jap:

s ™k
, + ( T.an-:flk (1) + ((Pcapgv +P0)mk - (Pcapgo +P0)fk) apptl
fr

n+1 d ad 1
n+1 pn+l [ _ _ n+1 n+1 n+1 n+1
Tumfk Rsmk, ( 1 ) + (Pum Puf)k ( T"mfk apn+1[ Rsmk ] + RSmk apn+1[ Tomfk ] ) |
of, of,
JI

[
[ Term_transf MF | = ! n+1 QT )

En esta parte es importante indicar que las derivadas de las transmisibilidades entre la matriz y
la fractura existiran o no, dependiendo del concepto de corriente arriba (Rodriguez de la Garza
& Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), ya que
estas transmisibilidades emplearan las propiedades de la matriz o la fractura, dependiendo del
resultado de la evaluacion del potencial:

i _ >
Si: (Poy;, = Poy,,,) 2 0
+1
okbyk, \"
n+l n+l 0To . n+l _ pn+l
Tomfi}j}k - Vri:jrk(gk}'" mijk Vri:f:k< U ’ Rsmi,j,k - Rsmi,i.k
o Jmijk
n+1
M,
n+1
3P0fk
aRn+1
Sme _ 0
n+1
6Pofk

Si: (PDmu'k - Po,”vk) <0

okbyk, \"**
n+1 — n+l 0™ 7o . n+l1 _ pn+l
Tome = Vi (0kAo)F i = Vriju 5 Ren TR
ijk U P J ijk
L],

n+1
2 [7200 ] = 12m (iabw B iauok>

apg}zl amfk omfk bOk apok AuOk aPak f
+1 +1
ORTIL R
n+l n+1
6Pofk 6Pofk
St: (P""li,j,k - P”fi,,',k) + (Pcap 9omyjp Pcap g“fi,j,k) 20

Imfijg mi,jk 4 Smijk ~Smijk

okbgk, \"*!
T = Vri,j,k(akﬂtg)wr1 = Vri,j,k< g rg) ;o =l
K mi,jk

n+1
aTgmfk _

n+1
6Pafk
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Si: (Pomi,j,k -p, ,”_,k) + (Pm,, gomiy ~ Peango fm) <0

+1
okb,k, \"
n+1 _ n+l 9719 . n+l  _ ,.n+1
Tomto = VTine(0kAg) 1 = VT p P Tk = TS
9 Jrijk

9 [ n+1 ] — o+l (iabgk

an}“ Imfy gmfy
k

REL
by, 0F,, tg, OFy, ¥

Entonces:

Tn+1 Rn+1

n+1
a omfy Smi ( _Pof)k
aPn+1

n+1
o | + Tg”;flk ((Pmp g0t Pg)m = (Poapgo + Po)fk)

B,
W’}:l[ Term_transf MF | =

TP RIFL (1) 4 (P _p )n+1 — aR;l,:: + g gl,:flk
6 Dmfk Smp Oom of k Omfk anr;—{-l Smy ann+1
W[ Term_transf MF ] .
Of

1
|
|
n+1 6Tg"7:]}k |
1
+ Tgnr:fk (-1) + ((Pcapgo + PO)mk — (Papgo + Po)fk> apn+ J

11) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la presion de

aceite en la fractura natural en (k):

J Vpk ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [boRs(l - Satg - Sat W)]TH‘1 - [boRs(l - Satg - Sat W)]n )k

[ Term_acum | =

6Po'}:1 aPJ}:l At + ( [1+cC. (P — Pon)][bgsatg]n+1 _ [ngatg]n )k f
Voo (0t =B [boR (1= Surg = Sarw)]™™ = [boR(1 = Sucg = Sa)]" ),
——[ Term_acum | = — .
5PDT;:1 At a&'}:l + ( [1+ Cr(Pon+1 - PM] [bgsatg]nﬂ _ [bgsa[g]n )f
k
9 n+1 )
(14 G —PD) ), o [ (BoRy(1= St g = Sarw) " ]
a
+ (boRy(1=Satg = Sacw) )y, gpmrrl (1+ G =P )y, ]
Ofk
a n
b‘T’lfk ?fk 6P07}+1[ (1 - Satg - Sutw)fk ]
— k
Vpk _ _ n a
gyl Termacum 1= 5 # (1 Sacg =Sl g 95,5, |

n+1 ]

0
(1+ G =P ), BT [ ( by Sag )fk
Ik

nt1 0
n+l
Tk aPofk

a
- apn+1[ ( bg Sar g )::k ]
Of

+| + (bySary) [ C1+c.(B*=BM )y, |
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Si definimos:

n+1

a
pn+1 [( b,R (1 Satg atw) )"+1] — bg;: R;L;};l 6Pn+1 [ ( 1-— Satg Satw )f n+1 [

|+ (1=Sug=Sun)) 5 o
Tk

n+1 n+1]
Ofk =~ Sfk

1 ) P 5
apn+1[( boRs(1- Satg = Sat w) )"+ ] 0+ (1 = Satg ~ Satw ):: ( bz’l;—kl 6P0n+1[ R;lft‘l ] + R;l;r 6Pn+1[ bg;kl ]>
Tk

QR n+1
n+1 _ n+1 i I
6Pn+1 [ ( b R (1 Satg B SatW) )fk ] - ( 1- Satg atw ) ( bg;kl aPDT]l‘_T‘l + R;lf*;cl aPJIl,Zl )

( 1+CT(P0"+1_Pan) )fk ] = Cr

k

0

(1+C(EM—=PM ), | = €,

ol
arg

a

+1

6Pon+1[ ( b atg )n ] - b;;kl aP"+l[ atg;+1 ] + “tgjr:;-:l aPor;"'l[ bg;kl ]
K

6

apn+1[ ( by Sar g )nﬂ ] =0+S,, " n+1 ]

atgfk aPor?-l[ bgfk
k

n+1

0 ] n+1 9f i
fk e

n+1

+1 97
[ ( by Satg )n ] = Satg;,jl WH’;
fr

d
apn+1

a
apn+1[ (1_Satg _Satw);k ] =0
0f )

ol ViR | = i [, ]+ R gl 15,

apn+1[ bgfk R?fk ] =0
Of

a
apn+1[ bgfk R?fk ] =0

a . P 5
apv'}+1[ CbySucg )7, | = 03 aPJ}“[ Saea}, | + Saca, 6Pn+1[ %, |
k k
a
6P"+1[ ( ngatg );k ] =0+0
Of

a n
6P"+1[ ( ngatg )fk ] =0
Of
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Entonces:

1 C Pn+1 pn 1 S n+l bn+1 n;l—(l Rn+1 abn;k1 ]
(1+ r( 4 - 0) )fk ( “Patg — Satw ) 0f aP"+1 + Sfi aP"+1

+ ( BoRs(1 = Sar g —

Se) )26 )

R

; - by, R, (0)
- n
W[ Term_acum | = v + (1 —Satg _SafW)fk (0)
Tk abn+1
9f
/ ( 1+Cr(Pon+1_Pon) )fk (Satg;l:l apn+k1 ) \
! Ofk I
+ n+1
+ (bgSacg ), (o)
- ( 0 )
n+1 n+1 :
n+1 Sf of
(14 G =B )y, ((1 Satg = Sacw )jr (bz:,“ amgn + o ))
n+1
+ ( baRS(l_Satg_SatW) )fk ( Tk )
4 Vpy -(0)
——| T = =
6P07}:1[ erm_acum | At » ab;‘;kl
/ ( 1+Cr(Pon+1 _Pon) )fk Safgfk gpn+1 \
! ka i
+ n+1
+ (b Safg ) ( Tk )
- ( 0 )
n+1 n+1 -
n+1 Sf of
( 1+Cr(Pon+1 _Pﬂn) )fk ( ( 1- Safg afW ) ( bg;kl aPrHl-{l + -ZL;: apnfl ) )
Of Ofk
n+1
3 Vp + ( baRs(l _Satg _Satw) )fk ( Crk )
— 7k
6PDT}:1[ Term_acum | = At 1 B ab;;’kl
+ n
(1+C(EM —PM )y, Satgfk Gpntl
+ Of
n+1
+ (BgSarg )y, (o)
n+1 n+1
n+1 ka ka
( 1- Satg Satw ) ( b;‘;’kl apor}u + ;l;: apor}+1 )
Vor (1+GE™ =R Dy, - g
—— [T = —— 91
6PD’}+1[ erm_acum ] AL + Satg;’:l apnfl
k Ofp
n+1 n+1
+ ( Crk ) ( ( boRs(l_Satg_Satw) )fk + ( bg Satg )fk )
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Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 [ Pot_aceite_Z2 ] + Pot_aceite_7Z2

n+1
g

- ( Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 [ Pot_aceite_Z1 ] + Pot_aceite_Z1

n+1
anfk

Fn +1[ Pot_gas_Z2 | + Pot_gas 72
0f)

+ < Trnsmsc_gas_Z2

aFn+1
9fy

n+1 =
g

n+1
anfk

- ( Trnsmsc_gas_Z1 [ Pot_gas Z1 ] + Potgas Z1

+ [ Term_fuente |

n+1
f)P,,fk

+ [ Term_transf MF |

n+1
anfk

[ Term_acum ]

n+1
P

[ d

Tn+1 n+1
apn+1
0f

_Pak_

(.

n+1
[ (Pok - Puk_l - (YOAD)k—%)f

n+1
~ Py~ (D) 1)
f

0 s
fk+% fk+%

a

n+l
anfk

n+1
S 1
Fi-l

n+1
o 1
Fi-d

+ (Pok —Py, -

|+ (.
|

n+1
9f,..1 n+1
Ty ORGY

+ ((Pm,, o P

+ Po) cap go

k+1 —(

n+1

— P,) —(P.
Iri-d apar}:1 o)k (capyo

((Pcapyo +
aFn-f-l
9fp

n+1
d or,

n+1

(bafRsfqa)k

n+1

+ (byfqg)k

C

a

n+1
BPOfk

n+1 n+1
Tomfk Rsmk

B —Fy

oPp*t n+1
fk + Tgmfk

- n+1

At

+ ([1+ € (P = PP1[BySac o]

n+1
0Pofk

n+1
oPg"

((Pcapgo + PO)k+1 - (Pcapgo + PO)k
n+

+ P,,)k - (ygAD)H%)f
n+1

+ R,)k_1 - (ygAD)k_%)f

n+1 a
+ ((Pcapga + PO)k - (Pcapga +P0)k_1 - (VgAD)k_%) [
f

Vpk ( [1 + CT(P0n+1 - Pan)] [boRs(1 - Satg - Sut W)]n+1 - [bo

- [bgsatg]n )k

W[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 |
of )

a
W[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] )
0f

[ Trnsmsc_gas_Z2 | )

[ Trnsmsc_gas_Z1 | )

n+1
ofF 1
ety

Rn+1 ]

S
Sty

n+1 a
(VGAD)Hg)f W[
0f
d
P [

n+1

Ol TSl

n+1
(VOAD)k_z)
2’f
n+1
— (v4AD )
(yg )k+% R

1 d
[Tn+1 ]
ORIl "9y

Tn+1
gfk—%

—

n+1
0P0fk

)n+1
k

n+1
((Pcapgo + Po)mk - (Pcapgo + PO)fk)

Rs(1 - Sutg - Sutw)]n )k
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aFn+1
9r

n+1
arg

—

_ + ( (Pcapgo+Pa)k _(Pcapgo+Pa)k_1 _(Dk_Dk—1)< 2

+
+
Vi
At

n+1
T+l gntl (_1 _ (Dies1 = D) ay”fk )

kel ek 2 an;“
k
b7 +V n+1
Py = By = Dy = D) P20k ) )
f
AR ab ou it
Tn+1 ka+% + n+1 n+1 1 a’“’% _ 1 0’“’%
ka+% aPJ};l ka% ”fk% b"k% 6P,,k ,uuk% 0ng ,
n+1
Tn+l  pntl 1 — (Dk _Dk_l) aygfk
2 omp
y, +y i n+1
+ ( Py =Py, — (D = Dy) ( % ) ) I
f
n+1
ORI, 1 0bo 1 o
T0n+1 k=3 R;r_1+1 T0n+1 k=2 _ k=
L R W N T S TN )
2 2 f

n+1
p— 1 — (Dysr — D) oy,
ik 2 apg

y +y n+1
9 g
+ ( (Peap g0 +P0)k+1 = (Peap go +Po)k — (D41 — Dy) ( b k+12 k ) )

f

n+1
—_— 1 abﬂ;ﬁ; 1 a“%;
Uiy \ by, 0P, Hg_, 0P,
2 2 f

n+
T+ (1 _ Dk = Do) aygfk )

)
fi-l 2 R

}/gk +ygk_1 > >n+1

f
n+1
1 %, 1 kg s
n+1 2 _ 2
it \ by, 0P, Hg_, OF,,
2 2 f

aRn+1 abn+1
pn+l pn+l aq"k + pn+t STk 4+ RnHl fk
Ofx " Sfx  gpnti Qo Ofr  @pn+1 Sfi
+ Of of, I
+ pntt 94, Ik

Ifr apor}+1 + Ik apor}+1
k k

n+1 TN+t

omf, n+1l Smp n+1l
k d0P; fk 0P} fk

Tt R (<1) + (P, — P,

Omp, Ttsmy of

n+1 Tg'”flk
1 m,
+ | T (-1) + ((Pm,,g,, +5),, ~ (Papgo + P,,)fk) or

n+1 (?R;‘le g;kl
n+1 n+1
( 1_Sufg_5ufw )fk bufk gpn+1 + Rsfk gpn+i
By B
( 1+ Cr(Pan+1 - Pan) )fk n+1
+ n+1 Ik

atgg, 0PJ}+1
K

+ ( Cr ) ( ( boRS(l_Satg_SatW) )::1 + ( bg Sar g );l:l )
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b.b) Derivando la funcion de residuos de gas (F g f) truncada en la direccion “k’ respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural (Sat g f) en “k”:

n+1
Cloig

n+1
asita,

aFn+1
9fy

n+1
oSis

asn+1

Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 1
— Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1

+ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2
a

— Trnsmsc_gas_Z1 Pot gas_Z1
at ‘gfk

+ Term_fuente

+ Term_transf MF

— Term_acum

3 .
——57— | Trnsmsc_aceite_ Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 ]
asita

a
——— [ Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1 Pot_aceite Z1 ]
asta

a
+ asT[ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2 ]

atgs,

a
—<7—| Trnsmsc_gas_Z1 Pot_gas_Z1 |
0S3a,

+ [ Term_fuente ]

a
asn+1

atgfk

———— [ Term_transf MF ]
asg;glfk

a
— = [ Term_acum |
asys i

a
Trnsmsc_aceite_ Z2 Rs_Z2 ——.——[ Pot_aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ———5—[ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 |
0Sat'y; 6Satgfk
a a
- Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1 ——.7r[ Pot.aceite Z1 | + Pot.aceite Z1 ——r—[ Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1 ]
6Sat gfk asatgfk
a a
+ Trnsmsc_gas_Z2 ——.1—[ Pot.gasZ2 | + Potgas Z2 ———5—[ Trnsmsc_gas_Z2 ]
asmm aSatgfk
a&n-{-l a
f
) Sn+§ = - Trnsmsc_gas_ Z1 ——.[ Pot.gasZ1 ] + PotgasZl ——. 5[ Trnsmsc_gas_Z1 ]
at g, 6Satgfk 0Satgfk
a
+ =5 [ Term_fuente ]
Sy, A
————[ Term_transf MF |
as;;;fk
——— [ Term_acum ]
i Sacay, ]
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Si sustituimos términos:

n+l
n+1 n+1 _
Tufk% Rsfk% Sr;l;glf [ ( Ok+1 (VOAD) )f ]
(P = Pay = 008D), ) asntﬂ [ n R |
atgr,

n+1
( TOT;:lrcl R;lftcl_f aSTl+1 [( Gk, 1 (VUAD)k%)f ] \

atgr,
n+1
\* (o =000, ) o[y m | )

6 n+1

71;;;1% 65";; [ ((Pcapgo + P,,)k+1 - (Pcapgo + P,,)k - (YQAD)]H.%) ]
+ Tk n+1 a !

+ ((Pcazigo + Pa)k+1 - (Pcazigo + Pa)k - (VgAD),H,%) E [ Tgr;:}f; ]

f atgyr, 2

617;;:1 _ 9 n+1
053{,}}, - U};i% asg:gl [ ((Pcapgo +P0)k - (Pcapgo +P0)k_1 - (VgAD)k_%>f ]

- & n+1 F) -
+ ((Pmpgo + P) ( capgo T+ PO)k_l - (VgAD)k_%)f W[ Tgfk_% ]

n+1
aJ (bafRSIqa)k
aS;L:éllf + (bgfqg)n+1
k

n+1
+1 +1 _
P |[ T o (Pon = 27) K n+1]|

0Satgy, |+ Tomps ((Pmm +P),. = (Paapgo +P0)fk) |

dJ Vpk ( [1 + Cr(Pnn+1 - Pon)] [baRs(l - Satg - Sat W)]n+1 - [baRs(l - Satg - Sat w)]n )k
0535, | At + (4 G = B [bgSac] ™ = [bySacal”),

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. v g g . 1
1) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la
saturacidén de gas en la fractura natural en (k):

Py
6 [T ite 71 ] a [T"+1 ] (Azkbg n+1 ro}rk_%
——=—[ Trnsmsc_aceite_ = — =
65;?;]‘ as 2f+91f e Azpt, fra asgfglf
2
Entonces:
L[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] = _9 [ TR+ RFL ]
Satsy, - - osgrs L oney Ty
0 0 )
65":1 [ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] = Trnsmsc_aceite_Z1 65"{’1 [Rs.Z1] + Rs_Z1 65";1 [ Trnsmsc_aceite_Z1 ]
atgr, atgr, atgs,
0
——— [ Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1] = Tr* [R"“ ] + Rnt1 [ n+1 ]
i3y, Reeltel R L) = Ty as::;f et it 3Shg, L et
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L[ Trnsmsc_aceite Z1 Rs Z1] = 0 + RM7? 9 [ TR+ ]
o — — S o
9Siay, e oSt | 1o
L[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs Z1 ] = [ n+l - pntl ]
o "t = o S
oS53, aS5ra, L ot "y
+1
a A kb n+1 akTU?k_l
————[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ] = RI! ( Z0 ) 2
+1 S +1
6S;tgfk -1 Azu, fos asgtgfk

2) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k + %) respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural en (k):

n+1 kr'o:vhLl
9 [ Trnsmsc_aceite_Z2 ] [ ntl ] ( Akb, ) ez
Son+l — — = Zcn+t | o = 1
asg;gfk asg;gfk etk Az, fo as;:gfk
2
Entonces:
L[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs Z2 | = L[ Tn+l  Rnfl ]
05is,, eetess 1 OSTig | et
a a a
aST[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 | = Trnsmsc_aceite_Z2 OST[ RsZ2 ] + Rs_Z2 aST[ Trnsmsc_aceite_Z2 |
atgs, atgs, atgs,
a a a
- ; _ mn+1 __ % | pna1 nt1 9 | pntr
55;’t+glf [ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 | T"fk% @S;‘;’glf [Rsfk%] + Rsfk+% 55,;‘;’glf [Tgfk%]
k k k
a a
—————[ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_.Z2] = 0 + RI? [T”“ ]
asis, (R L
L[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs Z2 | = [ ntl Rl ]
0Satgy, T - asgia, L ey o
9k n+1
a A kb n+1 TOf 1
~owrr— [ Trnsmsc_aceite Z2 Rs.Z2 ] = Ry, ( 0 ) n+f+2
6Satgfk k3 Azu, fot asatgfk
2

. v eg g 1
3) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k _Z) respecto a la

saturacidén de gas en la fractura natural en (k):

n+1 akrg:cl+1 AT gpn+t
0 [ Trnsmsc_gas_ Z1 | = 0 [ Tt ] = ( e > & + iy Teap g0y,
FE] —gas_ 1| lapa 1 1
as:;tgfk aS‘Tllfgfk Fe-3 Azu, s 65"1‘tgfk 6Po'}:1 BS";tgfk
2

4) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k +%) respecto a la

saturacion de gas en la fractura natural en (k):

ak n+1 N+l
d 9 ) Agheb, \™ 0 OTap s aPEY,
Fgmei [ Trnsmsc_gas 22 | = aST[ G ] =\ % o5l Gpmt ggntl
atgg, atgs, +2 Uy Frud atgy, Ofp atgr,
2
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. . . 1 .,
5) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k — Z) respecto a la saturacién de

gas en la fractura natural en (k):

a a n+1
—————|[ Pot_aceite Z1 | = ——— (P —P - (y,AD ) =0
as;l;glfk [ ] 65;;91](’( [ (7% Ok—1 (yo )k—% . ]

. . . 1 .,
6) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k+ Z) respecto a la saturacién de
gas en la fractura natural en (k):

6 a n+1
——F—| Pot ite_72 = — (P -P, —(y,AD ) =0
05&'{f}fk [ Pot_aceite_Z2 ] aSg;;f}( [ ks — Por. = o )k% ; ]

. . 1 .,
7) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en (k — Z) respecto a la saturacion de gas
en la fractura natural en (k):

a a n+1
s L Potees 2] = or| (o + B, = a4, = 0500), 1) |
atgy, atgs, 27 fF

+1 n+1
. [ PotgasZl] = ( OFeen goy, ) ( 1— L= D) Mol )
osits - osgts 2 opg

. . 1 .,
8) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en ( k + :) respecto a la saturacion de gas
en la fractura natural en (k):

a a n+1
g | Potgasz2 ] = W[ ((Pmpga +P),0s — (Prapgo + o), = (ygAD)H%)f ]
atgys, atgy,
d 0Pl Dyess — D) 9afy
— [ Potgas 72 ] = ( —% 1 +M 5:1
osca, oSda, 2 oR:*

9) Derivada del término fuente en (k) respecto a la saturacién de gas en la fractura natural en
(k):

n+1

0 il (bafRqua)k
W[ Term_fuente | = a5 (b )n+1
atgfy at9sy + ngIg
k
dq
n+l pn+l Ok n+l pn+l
, bR ae t g | bt RE |
—<si— [ Term_fuente | = k 5 prtl
asatg aq 91,
T + byt ff gy ey
Tk 653tgfk aSatgfk
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Si definimos:

a

a
n+1 Rn+1 = bn+1 Rn+1 + Rn+1 bn+1
65;;&}1‘,([ e ] R as;tJr;fk[ i ] i as;l;—glfk[ i ]
Entonces:
aRn+1 n+1
{ pntl gn+l aqok + gq pr+l Sfie n+1 Ofk
[ S [ [ S
) e R sy * S\ Do asm R Gs
aST[ Term_fuente | = apn+
atgry n+1 944, 9fk
+ b!lf n+1 q!]k, n+1
k asutgfk asatgfk

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

abn+1 apn+1

a [ 1 ] _ Pr, cap gog,
——| b7 = — 'k
65}};;},1( Tk 6PD’};1 as;:;fk
Sustituyendo:
_ bn+1 n+1 aqok + q ( bn+1 ( O ) + Rn+1 ( O )) ]
3 : | O STk 65;:91“ o\ TOrk Sfk |
————[ Term_fuente | = n+1 n+1
55;:;](]( : bn+1 aqgk " q abgfk aPC(lngfk |
| W 0S5q, ORI 0Sady, |
[ aqok
) e T dsy, Y
——— [ Term_fuente | = o n+1
asg:glfk + pntt aqgk abgfk aPmpgofk
] 1 g 1
| " asg;gfk k 6PJ;:1 as:;;gfk
n+1
d il (bofRquo)k
65"—“[ Term_fuente | = P i1
atgsy “orne| + (bgfqg)k
pn+l pn+l aq"k
o S
d [ ] fe e asgt+£71fk
————[ Term_fuente | = +1 +1
65;';';& n+1 aqgk ab;fk aPcT::ngfk
I 9Sqlg,, S OPS 0Sady,

10) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la saturacion de gas en

la fractura natural en (k):

a a
——— [ Term_transf MF | = ———
65;';';fk 0S‘Z‘t+glfk n Tg“;
Mk

n+1
Tomfk

((P cap go

——

n+1
Rsmk

(

P

Om

— POf

)

n+1

k

n+1
+ Po)mk = (Peapgo + P,,)fk)
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dJ n+1 n+1 dJ
n+1 pn+l _ _ Tn+l pn+l
To REY T [(Pum Py), ] + (P = By), T [ roet Ro H
d 1 a n+1 |
n+l _
W[ Term_transf MF ] = / Tgmfk asgfglf [ ((Pcupga + Po)mk ( cap go + P) ] \ |
+ n+1 a
P, P, — (P, P, —| T!
+ (( capgo ")mk ( tapgo D)fk) aS;lf—l—glfk[ Imf ) ] J
Tn+1 Rn+1 (0 ) + ( — P )n+1 Tn+1 [ n+1 ] + n+1 [ Tn+1 ] ]
Omf, Smy om of k omf ) aSn+1 Smy Smk 65n+1 omfy, I
(')ST[ Term_transf MF | = apntt R I |
atgr, n+1 €ap 905, ( _ ) " n+1
o (o () (o =@, ) [

En esta parte es importante indicar que las derivadas de las transmisibilidades entre la matriz y
la fractura existiran o no, dependiendo del concepto de corriente arriba (Rodriguez de la Garza
& Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), ya que
estas transmisibilidades emplearan las propiedades de la matriz o la fractura, dependiendo del
resultado de la evaluacion del potencial:

Si: (Poml_’i'k - P,,,”vk) >0

omf ik Uo Smijk Smijk

+1
n+1 n+1 o-kbnk’"o " n+l _ pn+il
T, =V (kA e = Vi i R =R
mi,jk

aTn+1

Gmf

n+1
sty

Si: (PDmu'k - Po,”vk) <0

0 o Smi | Sf. .
mfij U mijk fijk

n+1 n+1 Ukbokro " n+1 n+1
T, L V1, (okd, )f”k =Vrjk ;R =R
fijk

n+1 gl 1L

[ Tt ] (VTO'kb ) TOf
asg:;f e b e 0Saty,

Entonces:

9 [ R | = 1o 9 [Ree ]+ Ru 9 [ 70 ]

aon+l Omf, Smg omf n+1 Smp Smy n+1 Omf,
6Satgf k k 0Satgfk 0Satgfk k
9 [ Tn+l pnHl ] = TP (0) + RV 9 [ T+l ]
65;‘;';f Omfy " Smi Omfy Smic 65;‘;;[ Omf
k

gk, n+l

a Vrokb of
s | T R ] = R (o) e
aSatgf k k k Ho fr asatgf
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Si: (Pﬂml_yj' .~ Po f”’k) + (Pm,, gomuyn — Peap go ,”vk) >0

okbglk, \"**

T0g'ry bl pni
gmf g mijk . P Smije T "Smijk

mij,

TR+l = Vrl-yl-yk(ak/lg)n+1 =Vrijx (
g

n+1
ot

n+1 =
asita,

si: (Pomi‘i'k -P, ,u_,k) + (Peap gomiys — Peap go f”’k) <0

+1
okbgky, \"
; T'n+1 _T'n+1
fijk

n+l ntr
Tgmfi}j‘k - VrLJ,k(Uk/lg)f ijk - Vrl:]rk Smijr Sfi,j,k

Hg

1 n+l n+1 n+1
9 [ n+1 ] < Vrokb, )m g, gy, OFcap goy,
i+l g = i+l 1 i+l
sy ot mf Ug o asatgfk 6P,,7;k OSatgfk

Sustituyendo en la derivada principal:

n+1 n+1 ntl n+1 n+1 a 0n7:f1k
TOmfk Rsmk (0 ) + (Pom - Pof)k Tomfk ( 0 ) + Rsmk 652:51
——.77—| Term_transf MF | = _ Tk .
aSatgfk n+1 anaIJHOfk n+1 aTgmfk
7 + Tgmfk - asg;-;fk + ((Pcap go + Po)mk - (Pcap go + Po)fk) W% 7
aTTH—l
n+1 omy
(Pom - Pof)k ( R;lr:; gsn+L )
—<ri— | Term_transf MF | = atgr,
9Satay, R o 0Py, w1 QTR
- + Tgmfk - 353:;,,( + ((Pcap go T Po)mk - (Pcap go T Po)fk) aS;:;fk |
Entonces:
n+1
n+1 n+1 _
[T f MF | 9 Tonsie Rome (P"m F Of)k
————[ Term_transf | = .
65"*1 05n+1
atgr, atgr, | + Tgn,:flk (Pcap go + Po)mk - (Pmp go + Po)fk)
aTn+1
n+1 omy
— n+1 k
6 (Pom Pof)k ( Rsmk aslrllt-}-;fk )
————[ Term_transf MF | =
aSity [ a _MF ] aPmEL, n+1 OTgtt
I + | T\~ fe | 4 ((Pcupgo +P) = (Papgo+P,) ) I
I3 aSat a5, mg fr aSat ar,
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11) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la saturacion

de gas en la fractura natural en (k):

dJ Vpk ( [1 + Cr(Pan+1 - Pon)][buRs(l - Satg - Satw)]n+1 - [bORS(l - Satg - Sat w)]n )k

1
- [bgsﬂtg]n )k

————[ Term_acum | =
aS‘;lt-':glfk aS;l;glfk At + ( [1 + Cr(Pun+1 - Pan)][bgsatg]

]n+1

( [1 + Cr(Pun+1 - Pon)] [bORS(l - Satg - Sﬂtw) - [bORS(l - Satg - Satw)]n )f
k

a
[ Term_acum ] YPx n
- [bgsﬂtg] ) i

aon+l A+ 1
9Sitay, At 0Sacyy, + (LGB = P [BySar]

n+1

a -
(1+C.(PM* =P )fk W[ ( boRS(l —Satg _Satw) )::1 ]
atgr,

n+1 0
+ ( boRs(l_Satg _Satw) )fk dSnHL [ ( 1+Cr(Pan+1 _Pon) )fk ]
atgyr,
d n
(bR, ‘as::;fk[ (=g =5l | )
a Vpk - _ _ n a n n
—asg;,;fk[ Term_acum | = A \ + (1—Saryg Satw)fk —as;:glfk[ bs;, Rs;, ]

a n+1
R A [ (BySacs ) |
atgyr,

+1 + (bySacy );L:l HST[ (14 =P ), |
utgfk |
a n
\ ~ g, | (oSes N )
Si definimos:
a n+1
asg;—;f [( boRs(1 _Satg _Satw) )fk ] =
k
9 a
L (SRR o BUTEENRENS S N P

op, sf A1
k k asatgfk atgr,

n+1 n+1
+1 Sk fk
= pntiR™l (1Y) 4+ (1=S.. —S " pntt + R
of, TSpy ( ) ( at g atw )fk Of asg:;fk Sfi asg:;fk

n+1
= BEFYRET (1) + (1= Sarg = Sarw ), (bg;kl (0)+ Ry (0))
n+1l

= bg;: Rg;: (_1 ) + ( 1_Satg_satw )fk ( 0 )

d n+1 1 1
astrz?glfk[( boRs(l _Satg _Sutw) )fk ] = bg;'k Rg;;c (_1 )
a
n+1 [ ( 1+Cr(Pon+1_Pon) )fk ] =0
oSata,.
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d 3 s

asga L PoS = ot o[ Sacd™™ |+ Sacg™™ n+1

65;;;""[( »Sus ] o asﬁglfk[ “Ori ] wIfy asé‘?&,k[ 91 ]
6 n+l n+1 n+1 6 el

W[ ('by Sarg )fk ] = bgfk (1) + Satgfk asg;r;fk[ b‘gfk ]

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1
abyt 9P

% [ 41 ] _ %
n 1 n

aSat Iy Fi aPJ}: aSat 7
Sustituyendo:

- [ ( by Saq )y ] = byttt 4 Su gttt ( Obsy,  Pean'gor, )
Son+l g Patg = Dby at g —k &
65;t+gfk fi i fr aPJ};l asf;l:—gfk

n+1 n+1
0Sat gy, 9 Satg )y, 91 “ore \ omgT asis
a n
v, | (= Sus =S, | = 0

0 9
gSn+l o 5 = bl n n  ___~ n
asg;;fk[ by, Ry, | = b, 053:;,k[Rsfk] + RY, as;:;,k[ b, |

a
I P
asg:-;fk[ bof" Rsfk ] =0

0
| b3, RE | =0
6Satgfk fe " Sfk

i "= 9 n L9
g, | (oo D | = B gL S |+ S, | 250
a n
g [ (s ) | = 0 40

a n
m[ ( by Satg )fk ] =0

Entonces:
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(L4 =P )y, (B3RS (<1))
n+1
+ ( boRs(1 _Sutg _Sutw) )fk ( 0 )
( bs, R, (0) )
d 14 B - - "
(')ST[ Term_acum | = % + (1= Sag Satw)fk (0)
atgfk / 1 C. Pn+1 pn bn+1 S n+1 abg;k1 apg‘l;;lgufk \
. (1+GE =B )y | by, + Satgy, WWW .
+ k
+1
k + (bgSacg ), (0) }
-(0) .
(L4 GE =P )y, (B3RS (<1))
+(0)
-(0)
d Vi
———[ Term_acum | = —— n+l gpntl
T ar pgos
as;tgfk At ( 1 +Cr(Pnn+1 _Pon) )fk b;;kl + Satg;:—l apnfl asn+1 £
+ k Ofk atgs, )
+(0)
-(0) 1
(14 GE =P )y, (BRI (<1) ) |
d %
————[ Term_acum | = Pk ;Lfﬂ apc'é;rylgaf |
Sy, At |+ (1+G M —PP) )y, ( B+ Sag! ( T i ) ) J
| Ok atgr,
[ (bRt (-1)) 1
L[ Term_acum | = Ve (1+C(PM1—PM) © O apn opntL
asg;f;f - At Ty o/ Mk + b 4§, If ke Cap 95y
k Bl Sl | G oz,

Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

r a
Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 ——.r[ Pot.aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ——.—[ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 ]
iy, 0Sat'gy,
. a ) ) d .
— | Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ——7—|[ Potaceite Z1 | + Pot.aceiteZ1 ———7—|[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 ]
6Satgfk 05t 95,
a a
+ Trnsmsc_gas_7.2 &S’T[ Pot_gas Z2 | + Pot_gas Z2 aST[ Trnsmsc_gas_Z2 |
atgy, atgr,
n+1
Oy, P F
st - Trnsmsc_gas_Z1 ——.5—[ Pot.gasZ1 ] + Potgas Zl ——5—[ Trnsmsc_gas_Z1 ]
atgs, asmm aSatgfk
a
+ &ST[ Term_fuente |
atgg,
a
+ 65"—“[ Term_transf MF |
atgy,
a
65"—“[ Term_acum |
L atgyr,
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aFn+1
Ifr

gsntl -

atgs,

n+l  pn+l ( _
Ofesd TSfkel 571+1 Ok+1

n+1
— (r,AD), ) ]
atgf 2/f
+ (P0k+1_

- (1,AD), )

n+1 n+1 ]

05;‘;'; [ Of el S ek

n+1l
[ 5 ] e oon ]

atgs,

n+1
s — (1oAD), )
Sutgf

\+ (P,,k

a
'IZ;;}{% asntl ((Pmpg0 + P")k+1 - (PCQP go T Pﬂ)k - (ygAD)

/ atgf
* n+1 9
+ ((Pcapgo + PD)kJrl - (PCapgo + Pa)k - (VgAD)Hl) aSTI: T
2/ f atgr,
7]
( ’Iylf;il 65"“ <(Pcupg” + P")k - (Pful’ go + Po)k—1 - (V!IAD)
2 atgs,
B n+1 a
\ + ((Pcupgu + P, ) ( cap go + Pg)k—l - (ygAD)k_%)f asg:_gl [ T.
n+1
5} (bafRsfqa)k
n+1 n+1
n+1
o | T R (B =)

|

+ n+1
aszia | |
atgf l + Tgri:ffl ((Pcapgo +Pa)mk fk) J

- (Pcapgo +Po)

o | vp, [ (104 GE = PONbR(1 = Sarg = Sacu)]™ = [BoRs(1 = Sae
aS;’;—;f At + ( [1 + Cr(Pon+1 _ Pan)][bgsatg]n+1 _ [bgsatg]n )k

n+1
1)
=3/,

n+1 n+1
[Tofk Rsfk ]/

n+1

1
)

n+1
9f,.,1
k+y

n+1
gf,_1
Fi-t

SN~ _—

—

g~ Sat w)]n )k
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aFn+1
9fy

n+1
asita,

+ (POR—P

Ok-1

K
(
(o

|

Imf

+ ( Tn+1

P,

(

eapgo + Po), = (Peapgo + Po),_, — (D = Dk—1)<

n+1
95,1
Ity

0P,
- gsn+1

D -D a}gnﬂ
) (1 ( k+1 k) Sk
atgs,

2 PGt

)

y + y n+1
g g
ap go PD)H1 = (Peapgo + Po)k = (Dksr — D) ( i k+12 X ) )

f

+ +<(P

n+1

ok n+1
(Y 2y T o,
Azptg Frad a‘S“;L;glf k aPJ}ZI asggf;f k
2
n+1 apcﬁzlgom 1 (Dk - Dk—l) ayg}‘:l
9fy-t as;l;r;fk 2 6PJ}:1

Yoy + Yor_1

=)

n+1

ok oTnt1 +1
< A kb, >n+1 Tgfk_% .\ It aP;:wgo,k
n+1 +1 n+1
AZﬂg fk . 6Sat 7 aPJ}k aSatgfk
2
n+1 pn+i aqok
o S n+1
+ e e asatgfk
+1 +1
+ pntt aqgk + gq ab‘gfk %
g n+1 gk +1 n+1
fr QST a5, an;k Gy 97,
(B —B,) | REE Sy
om of K Smy astrzl;-;fk
n+1 n+1
1 aT,
cap gOfk ( ) n+ gmfk
———— T} & (P +P - (P, + P,
aS,’;?glfk ) ( capge O)mk ( cap go o)fk aszrzl:glfk

(7 1))

Vi n+1 n n+1 n+1
T A (14 GE™ =P + o 4o, M ( abgfk aPc‘lzl’gofk )
9 atg 1
fr fr 0PJ}*}'{1 052t+gfk

n+l  pn+l

Tofk+% kel 0)
n+1 n+1 0 “’;Hll
—P,, — (Drs1 — Dy) ( o Tl ) ) ks, ( e »

X ” & +1

k 2 I Fesd Az, oot 6S('l’tgfk

To BZ, (0

2 2
ok n+1
Dy - Dy_r) ( Yor T Vo1 ) >n+1 Rt ( A kb, )nﬂ s
k k-1 2 r ka_% AZHO fk—l asg:‘glfk
2

\_—_———-/ S~— __/

)

N~ —
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b.c) Derivando la funcion de residuos de gas (F g f) truncada en la direccion “k” respecto a la
saturacion de agua en la fractura natural (Sut w f) en “k”:

Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 7
— Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1
+ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2
aF;lnnLl a
nf ’1‘ = — Trnsmsc_gas_Z1 Pot_gas_Z1
asatwfk aSatwfk
+ Term_fuente
+ Term_transf MF
— Term_acum ]
Py _ _ ,
——57— [ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 Pot_aceite_Z2 |
aSutwfk
a ) )
— =3[ Trnsmsc_aceite_ Z1 Rs_Z1 Pot_aceite_Z1 ]
aSatwfk
+ ——=57—[ Trnsmsc_gas_Z2 Pot_gas_Z2 |
oSiia,
aFn+1
655’]: ’1‘ = - asT[ Trnsmsc_gas_Z1 Pot_gas_Z1 |
atwg, atwg,
a
+ =3[ Term_fuente ]
aSatw
Tk
a
—<r— | Term_transf MF ]
aSathk
a
~<mi— [ Term_acum ]
asathk ]
I . a ) . d )
Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 ———5—|[ Pot_aceite Z2 | + Pot aceite Z2 ———5—[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 ]
aSathk 6Sathk
) 0 ) ) d )
- Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1 —— .y [ Pot.aceite Z1 | + Pot.aceite Z1 ——; 5[ Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1 ]
aSathk aSathk
a
+ Trnsmsc_gas_Z2 ——.7—| Pot_gas Z2 ] + Potgas Z2 ———5—[ Trnsmsc_gas_Z2 |
aSllfok aSathk
n+1
aFgfk _ a
gsnrL - Trnsmsc_gas_7Z1 6"—“[ Pot gasZ1 ] + Potgas Z1 0"—“[ Trnsmsc_gas_7Z1 ]
atwg, Sathk Satw/—k
a
+ =3[ Term_fuente ]
astrlltw
Tk
a
——7— [ Term_transf MF ]
0Satw
Tk
a
——57— | Term_acum ]
L aSathk ]
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Si sustituimos términos:

r a n+1
+1 +1
e Ry a5 [ (s = o= (o80), 1) ]
e 0 +1 +1
—_ —_ n n
* (P”kﬂ Fou (VOAD)H%)f aSata [ el RSfH;]
1 1 a n+1
+ +
( Tonfk R‘?fk—% asgg‘}/f [(Pok Gk, 1 (yaAD) )f ] \
- n+1
n+1 n+1
\+ (Pok Uk 1 (VUAD)k—%>f S;t*‘}}f [Tofk Rsfk, ] /
i1 —6 P, P, P, P, AD
gfk% as"t‘*‘}/f ( capgo T 0)k+1 _( tapgo T u) ( )
+ n+1
+1
+ ((Pcapgo +P0)k+1 - (Pcapgo +P0)k - (VgAD)k+l> asn+1 [ gr;k% ]
27f atwy
n+1
g _ L
053;"41,f Tgfk_% 65;‘:‘},[ ((Pcapgo +P0)k ~ (Peap go +P0)k_1 (VgAD)
- n+1
— Tn+t
+ ((PcaP90+P) (capgo+PD)k_1 (VgAD)k_%)f 652:‘% [ 971 ]
n+1
d (bafRSIqa)k
aSn+1 n+1
L (bgfqg)k
n+1
+1 +1 _
o | Tt RIS (Poy = Poy). ]
+ n+1
astl | I
el + Tong, ((Pmm +P),. = (Paap o +P0)fk) |
n+1 n
J Vp ( [1 + Cr(Pon+1 - Pan)][boRs(l - Satg - Sat w)] - [baRs(l - Satg - Sat w)] )k
n+1 Ar n+1 n
Sacwy, | At + ([0 +C (P = P[bySac o] ™" = [BySar o] )k ’

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. v g g . 1
1) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la
saturacion de agua en la fractura natural en (k):

n+1
a Agkb, \™t T
———— [ Trnsmsc_aceite_Z1 | = —[T”1 ] = ( z 0)
oSz, | aceie 2] = Gsm, 1 T a, ), | o5,
k=3
Entonces:
9 [ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1] = [ T Ry ]
e e B - asg:vl, o LTt o
a . . a a .
—————[ Trnsmsc_aceite_| s = Trnsmsc_aceite_Z1 ————/[ Rs_ 5s.Z1 ————/[ Trnsmsc_aceite_|
—— [T teZl RsZ1] = T teZl ————[RsZ1] + Rs.Z1 ————[T te 71 |
asath aSatwl«— aSm:wl«—
9 [ Trnsmsc_aceite Z1 Rs_Z1] = T 0 [R"+1 ] + RIML 0 [T"+1 ]
oSz, el Ro. T B B ST
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aTn+1

d Of -1
—cner— | Trnsmsc_aceite Z1 Rs.Z1] = 0 + R{H, Tklz
asatwfk k=3 aSatwfk
a Akb, \"** "’;:_11
———— [ Trnsmsc_aceite_.Z1 Rs_Z1 ] = R ( zZ_70 ) 2
Satw,, - Azp, fot 9Satwy,
a
—F | T ite Z1 Rs.Z1] = —[ Tn+l Rnti ]
asg;rml/fk[ rnsmsc_aceite_ s Z1 ] aSszltJrnlsz ot Rops
a Agkb, \™** ak’#:ll
— [T ite Z1 Rs.Z1] = RIH () 2
asg;rml/fk[ rnsmsc_aceite_ s Z1 ] s pow, ), 653:‘41”
[ k

2) Derivada de la transmisibilidad de aceite en la fractura natural en ( k+ é) respecto a la

saturacion de agua en la fractura natural en (k):

n+1
J 9 Akb n+1 ro,rk+l
———— [ Trnsmsc_aceite_Z2 | = —[ n+1 ] = ( z ") z
X X day ), | OSE,
2
Entonces:
3}
T ite Z2 Rs_ Z2 [ — n+1 Rn+1 ]
0Sacw, [ Trnsmsc.aceite 22 Rs.22 ] aSata, [ Ot et
k k
a F) 3
P [ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 ]| = Trnsmsc_aceite_Z2 &S‘T[ Rs Z2] + Rs_Z2 asT[ Trnsmsc_aceite_Z2 ]
athk athk atwfk
9 d
————[ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 ] = T} —[R"+1 ] + R —[ T+t ]
6S§fv1vfk[ - - 221 Okl as;‘;‘},fk S ieed sk asg;vlwfk Okl
aTon+1
d frsd
“onri— | Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 | = 0 + ;‘,*11 n+k1+
0Sac'w K+ 0Shiw
fr f
ok n+1
n+1 ro
%[ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_ Z2 ] = R;'f“l ( Azkb, ) nflk%
6Satwfk k+3 Azu, oot aSathk
9 a
——rr—[ Trnsmsc_aceite 22 Rs.Z2 ] = ——r—| T3+, R, ]
a85¢ wr, 6Satwfk kit ek
ak n+1
L[ Trnsmsc_aceite Z2 Rs_Z2 ] = RI* ( Azkb )M1 iy
05z, Setess B er \ N, )y, 0SIE,

3) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k —%) respecto a la

saturacion de agua en la fractura natural en (k):

d
aSn+1

(lthk

[ Trnsmsc_gas Z1] = 0
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4) Derivada de la transmisibilidad de gas en la fractura natural en ( k +%) respecto a la
saturacion de agua en la fractura natural en (k):

0
asT[ Trnsmsc_gas Z2 | = 0

atwfk

5) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k — E) respecto a la saturacién de

agua en la fractura natural en (k):

9 ] K] n+1
aST[ Pot_aceite Z1 | = 357 (ng —P (}/(,AD)I(_Q}r =0

athk athk

. . ) 1 .
6) Derivada del potencial de aceite en la fractura natural en ( k+ Z) respecto a la saturacién de

agua en la fractura natural en (k):

a n+1
————| Pot_aceite 22 | = —F—— (P -P, —(y,AD ) =0
oS, | Fonaceie 2] as:;wlfk[ =P = 00800, |

. . 1 .,
7) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en (k — Z) respecto a la saturaciéon de
agua en la fractura natural en (k):

J dJ n+1
W[ Pot gasZ1 ] = aST[ ((Pmp g0 +P°)k. = (Peap go +P0)k_1 - (ygAD)k_l) ]
2'f

athk athk

a
aST[ PotgasZ1] = 0

athk

. . 1 .,
8) Derivada del potencial de gas en la fractura natural en (k + Z) respecto a la saturacion de
agua en la fractura natural en (k):

d dJ n+1
—652%&[ Pot gas 72 | = —052:;fk ((Pmp g0t P‘,)k+1 = (Peapgo + Pu)k - (ygAD)H%)f
]
asn—ﬂ[ Pot_gas_ZZ] =0

athk

176

——
| —



9) Derivada del término fuente en (k) respecto a la saturacion de agua en la fractura natural en

(k):

n+1
0 0 (bOfRquO)k
(')ST[ Term_fuente | = FY 1
athk athk + (bgfqg)k
[ n+l pn+l aq”k q [ n+l pn+l ] ]
o s n+l ok 3ontl o s
0 | Tk Tk asat Wfk asatwfk Tk Tk |
——7—[ Term_fuente | = apn+t
aSathk + bn+1 ank + 9f
O T L e
Si definimos:
9 [ pn+l gt ] — pntl [Rn+1 ] + Rt 9 [ n+1 ]
aszin, L e R e oSty L e st L
Entonces:
%, oR! o
a (o m o + oo (057 g+ R
atwfk atwfk atwfk
—<— [ Term_fuente | = 1
ash 9 ab,
atwfk + bn+1 qgk + q Ifk
e osite, 1 oS
2 (‘bert RET (0 + g (b5 (0) + RET(0)))
——— [ Term_fuente | = Tie e . Te Te
aSathk + bgfk ( 0 ) + ng( 0 )
a
~<ni— L Term_fuente | = [0 ]
X
n+1
ad dJ (bOfRquO)k
aST[ Term_fuente ] = HST n+1
athk athk + (bgfqg)k
a
oL Term_fuente | = [0 ]
X

10) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la saturacion de agua

en la fractura natural en (k):

a
——7—[ Term_transf MF | =
aS(lt Wfk at Wfk

aSn+1

n+1 n+1 ntl
T"mfk Rsrnk (P"m - P"f)k
n+1
+1
+ Tgn;nfk ((Pcapyo + PO)mk - (Pcapgo + PO)fk)

))

1
|
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il n+1 n+1 d
+1 pn+l _ _ Tn+l pn+l
[ glmfk Rsmk as;l;‘ﬂl/f [ (Pom Puf)k ] + (Pgm ng)k asn+1fk[ Omfk smk ]
5 | R n+1 |
I [ Term_transf MF | = / Tooid, SgnTT [ ((Pcupg,, + P")mk = (Papgo + P, ) ] \
atwg, | atwg, |
+ n+1 a 1
n+
l + ((Pcapgo + P”)mk - (Pcapgu + Pg)fk) m[ Tgmfk ] J
Si definimos:
d n+1
| (um), | =0
n+l pnit | =
Saty, [, Rt ] = 0
a n+1
W[ ((Pcapga + Po)mk — (Poapgo + Pu)fk) ] =0

aST[ Tgms, ] =0

ath

Entonces:
+1 +1 et
Tﬂnmf R?mk (0)+ (P”m _P”f)k (0)
9 1
———7—[ Term_transf_ MF | = grz::fk (0)
6Satwf + n+1
| + ((Pmpgo + P, ~ (Peap o +P,,)fk) o) /|
a
—=— | Term_transf MF | = [ 0 ]
as{z’twf
Tn+1 Rn+1 (P —P )n+1
L £ MF | J e
erm_trans = n+1
asn+1 - — asn+1
aWry awre| + Tynntflk ((PC‘W!JO + P")mk - (Pcapyo + Po)fk)
a
——— [ Term_transf MF | = [ 0 ]
aSath

11) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la saturacion

de gas en la fractura natural en (k):

J [ T ] aJ Vpk ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)][boRs(l - Satg - Sat w)]n+1 - [boRs(1 - Satg - Satw)]n )k
erm_acum = -
asg:"‘l’f aS‘rllt-’-"‘l’f At + ( [1 + Cr(PJHl - Pon)] [bgsat g]n+1 - [bgsatg]n )k
Vpk 9 ( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [boRs(l - Satg - Sat w)]n+1 - [boRs(1 - Satg - Satw)]n )f
——— [ Term_acum | = Kk
oSz, At 0Sy, + ([+ G B+ = P [bySarg]™ = [bySacg]” )f
k
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d +1 i
( 1+ CT(Pon+1 - Pon) )fk aST[ ( boRs(1 - Sﬂtg - Satw) );l ]
atwg, k
a
n+1
+ ( baRs(l _Satg _Satw) ) n+1 [ ( 1+ Cr(ParhLl _Pon) )fk ]
Tk aSathk
4 n
n n - — _
/ b"fk Rsfk as‘;lt+“1’fk[ (1 Sﬂtg Sﬂtw)fk ] \
a Vp n a
—653;‘}, [ Term_acum | = A_tk k + (1 —Satg _Satw)fk —65";;‘“1,f [ b(',lfk R;lfk
fr k
d +1
L+ G =B Vg s (by Sacq )jr ]
utwfk
a
+1
+{ + (bySay ):k asT[ (1+GEM* =P )y, |
atwfk
4 n
\ = s L (oSes )| )
Tk
Si definimos:
a n+1
asnt+1 [( baRs(l _Satg _Satw) )fk ] =
a Wfk
6 n+1 n+1 a
= PR as, [(1=Saeg = Saew )7 |+ (1= Saeg = Saew )y, oSy [ s i |
k k

aR;Hl (171+1

— pn+l pn+l o _ _ _ n+l n+1 Tk n+1 fi
= B RS (21) o+ (1= Saeg = Sarw ), (b"fk 0Siia,, as;‘ﬁb)
k k
n+1
Tk
n+1

fk

= by RE (=1) + (1= Sag = Sarw ) (bg;kl (0)+ R (0))

= BIIRI (<1) + (1= Sug=Saw )jr (0)

0f )

—6 n1] _ pn+1 pnl

553%&[( boRs(l _Satg _Satw) )fk ] = bgfk R?fk (_1 )
a

T[(1+Cr(Pon+1_Pon) )fk] =0

aSathk

_9 ntl n+1 9 n+1 n+1 a n+1
653§M1,fk[ (b Sacs )y, | = asg;,;fk[ Satap, |+ Satap, as;l;‘;fk[ 555! |

a +1
e (BoSag )y | = b5 (0 + Sae (0)

athk

4 1
gemr| (boSag )yl | = (0

athk

4 1
gemr| (boSag )y | = (0D

(lthk

a
asn—ﬂ[ (1_Satg_5atw);k ] =0

athk
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d [ o, s ] = by, +1 [R;l ] 5 1 [ or ]
n+1 o S, f n f f
6Satwfk Tk Tk k asat Wi k k aSatwfk k

s | R ] = 0

athk

a
| be, RL | =0
aS{zltwfk i Pk

a n _ a n n a n
65;;\/!1/]‘,([ ( bg Satg )fk ] - Z;fk as;;‘}/fk‘[ Satgfk ] + Satgfk asg;‘}/fk[ 9f ]
a n

65211:‘}7,([ ( o Sat )fk ] =0+0

d n
sz | (nsea ) ] = 0

Entonces:
(14 G =R )y, (b3 RE (-1) ) ]
n+1
+ ( boRs(l_Satg _Satw) )fk ( 0 )
n n ( 0 )
a _ Vpk — n
W[ Term_acum | = v + (1 ~Satq _Satw)fk (0)
ai Wf
' (14 G B =P )y, (0)
n+1
+ + ( by Sarg )f: (0)
- (0) i
(14 G =R )y, (5 RET (<1)) ]
v +(0)
9 P - (0)
——— [ Term_acum | = —
65;’;"},]‘]{ At (0)
+ +(0)
-(0) |
a T _@[ (1+C(Pn+1_Pn)) (bn+1Rn+1(_1))]
asT[ erm_acum ] - At r\Lo [4 fx Of 1 USfy
athk
9 _ Vb 1+ C.(P™ = P1) ) ( BRI (1) ) ]
W[ Term_acum] - E [ ( r\Lo [4 fx Of . USfy
ai Wfk
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Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

aFn+1
9y

aSn+1

at Wfk

aFn-f-l
M

asn+1

athk

Ve

asnitl At

(lthk

Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2
- <Trnsmsc_aceite_21 Rs 71
+ ( Trnsmsc_gas_Z2

- < Trnsmsc_gas_Z1

ad a
——7— | Pot_aceite Z2 ] + Pot_aceite_Z2 ———5—[ Trnsmsc_aceite_Z2 Rs_Z2 ]
oSi asy

(lthk

a
[ Pot_aceite_ Z1 | + Pot_aceite_Z1 P

atwfk

a
asty,

[ Trnsmsc_aceite_Z1 Rs_Z1 | )

a
[ Pot_gas Z2 ] + Pot_gas Z2 P

(lthk

7]
aSnJrl

llfok

[ Trnsmsc_gas_Z2 ] )

a
[ Pot_gas Z1 ] + Potgas Z1 I

atwfk

a
asn+1

atwfk

[ Trnsmsc_gas_71 | )

+ [ Term_fuente ]

d
asn+1

atwfk

+ [ Term_transf MF |

a
asn+1

atw;k

a
PR [ Term_acum ]

athk

0

n+1
as—[ (=m0 ) |

n+1 d 1

— - _ = | Tn+
Poy (YOAD)k%)f asg;,},f [ T"f;«% ]
k
n+1
[ (m= o~ 00, )™ |
2’ f
)TL+1 ]
: )
n+1

((Pcapgo + Po)k+1 - ( ap go T Po)k - (YgAD),H_%)f

n+1 a il
+Po)k - (ygAD)H%)f 3 [ T,
k

n+1 g 1
Sat wy vy

n+1
of 1
k+3

n+1
SF.1
k+3

P,

n+1
Ok+1

S
Fr+y

+

y

\# (8= Pocs = G020)

]

n+1
R Sn+1

Tn+1
ka'% d atw
Tr

ofk_%

Tn+1

ofk_%

Rn+1

1 it

k=

|
X

d
aSn+1

(lthk

+ ((Pcapga + PO)k+1 - (

d ((

n+1
Sn+1
apgo + PO)k — (Peapgo + PO)k_l - (VgAD)k_%)f

n+1
‘qfk+%

P

Ci

P

cap go

]

Pcap go

n+1
+ PO)k — (Peap go +P0)k_1 - (VgAD)k_%)f

n+1
| 75
2

) 1
fk'i d atwyg,

+((

)

n+1
aSat Wfk

P

Ci

]

n+1

(bafRsfqa)k

n (b fqg)n+1

9
n+1 pn+i ( )
k

omp) CSmy
n+1
+1
+ Tgr:nfk ((PCHIJQO + Po)mk - (Pcapgo + Po)fk)

a
asn+1

athk

+

k
n+1

P

Om

-P

a of

aS +1

n
llfok

( [1 + Cr(Pon+1 - Pon)][boRs(1 - Satg - Sat w)]n+1 - [boRs(l - Satg - Sat w)]n )k

+ ([ G = BN [bgSac]™ = [BySacal” ),
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n+1 n+1
Tofk+% Rsfk% 0)
Yorsr T Yor \ Y 1
4 (P =P~ D =00 (P ) ) | R,
n+1 n+1
/ T”fk-% Rsfk_% (0)
| Yor T Yores \ V'
\+ ( By = Popy — (Dy = Dy-1) ( % ) )f gf-;1_1

n+1

n+1 ro
fk+;

( Akb, ) 3
Az, 0Satw,
2

n+1

(Azkb,, )n+1 ak“’fk_%
+1

AZ#G fk, 1 asgtwfk

\__/

+1
/ \
| Yo +7, n+1 |
3@1}:1 ' k : < (Feap 5o +P")k+1 = (Paapgo +P")k = Prs =D ( k+12 k )
f
Satas, (0)
+1
{ Tg"fk_% (0)
~ YQ +_yy _ n+1
+ ( (Pcazigo + Pa)k - (Pcazigo + Pa)k_1 - (Dk - Dk—l)( %
)
\ (0)
+ (0)
+ (0)
Vpy
- a0 | (e R )y, (bR (-1)) ]
n+1 n+1 ro?+11
( P, — Py — (Dge1 — Dy) ( Yorrs ¥ Yoi ) ) R ( A:kb, ) e
Ok+1 Ok k+1 k 2 f Sf’”'% Azu, fo1 asgt-i-‘}/f
k5 k
g i
Frrreaniia + n+1 A.kb n+1 TOf 1
05wy, - ( Py — Py, — (D —Dye—y) ( w ) ) e ( Az o ) - n+1'< p
f k=3 ZUo fk—% Sat Wfk
Vpy
- a5 | e R ), (bR (-1)) ]

——
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¢) Si la funcion de residuos de la fase de agua en la fractura natural (FW f) es:

i1 n+1
P, - (B, - )

Wfi+%,j,k ( [ Cap WU l+1] k ( o Cap WO l] k

n+1

(
-1, ((R-P — (P, - )
Wfi—%,j,k o cap WU l] k o Cap WO k
( )
(

f
1 n+1
n -—
+ Wfi,j+%,k, (Po Pcup wo Lj+1k (P cap wo Wik )y
n+1
n+1 _ _
Wfi,j—%,k, (Po Pcupwo Lk (Pa Pcap Wo)i,j—l,k )f
n+1
n+1 —
FM"/"];:ik = + wai,j,k% ((P Cap Wo)zj,k+1 (PO Pcap wu)” k (}/WAD)” P )f =0

n+1
- TJ};{;R% ((P Pcupwo) ik _(Po Pcapwo)l k=1 (VWAD) )f
n+1

+ (bwqu)

i,jk

n+1
+ T\Z/l,:} I <(Pu _Pcapwo)mi’j'k - (Pa - Pcapwa)fijk>

= TP [ (146, (B2 = BB Sac ™ — B Sacu T i ]

Ahora, truncando tnicamente en la direccién “k”:

n+l
T\:/l;k1+1 ((Pu - Pcapwo)k+1 - (Pa - Pcapwa)k - (VWAD)}H_% )f
2

n+1
— Tn+t ( (Po - Pcapwo)k - (Po - Pcapwa)k_1 - (YWAD)R_%)
f

Wfk—%
_ n+1
Ry = b (b))’
n+1
+ T\:}:,/lﬂ ((Po_Pcapwa)mk _(Po_Pcapwa)fk )

Vi
= AL [ ( [1 + C (Pn+1 Pon)][bwsatw]n+1 - [bwsatw]n )k ]f

Si definimos los siguientes términos, de manera similar a (Cortes Rubio, 2008) y (Orozco
Aguilar, 2013):

Trnsmsc_agua_Z2 Pot_agua_Z2

Term_flujo_agua =
— Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1

Trnsmsc_agua_7Z2 = T,,’,‘;'l .

Trnsmsc_agua_Z1 = T,},‘;’l )
2

n+1
Pot_agua_Z2 = ( (P, — Pap W")k+1 — (P, = Py Wﬂ)k - (yWAD)kJr%)
f
n+1
Pot_agua 71 = ( (P = Papwo), = (o = Peapwo),_, — (yWAD)k_%)
f
n+1
Term_fuente = [ (bwqu )k ]

n+1
Term_transf MF = [ T‘;‘;}k ( = Peap W")mk -(B, - Peap WU)fk ) ]
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Vp
Term_acum = [ =25 [ ([1+ C(P = B [buSaeul™ = BuSacul i 1y

Entonces la funcién de residuos de la fase de agua en la fractura natural truncada en la direccion
“k” puede escribirse como:

Trnsmsc_agua_Z2 Pot agua_Z2 1
— Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1
FM’,‘;: = + Term_fuente

+ Term_transf MF

— Term_acum

c.a) Derivando la funcion de residuos de agua (FW f) truncada en la direccion “k’’ respecto a

la presion de aceite en la fractura natural (Po f) en “k”:

Trnsmsc_agua_Z2 Pot_agua_Z2 7

— Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1
oF;;! a

n+1 = n+1
ORI~ ORGY

+ Term_fuente

+ Term_transf MF

— Term_acum

[ Trnsmsc_agua_Z2 Pot_agua Z2 ]

BPOT;’I:l
- W[ Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1 ]
Ofk
a Fn+1 a
il "1 = + W[ Term_fuente ]
P o

d
+ Spari| Term_transf MF ]

Of

[ Term_acum ]

n+1
rg

a
Trnsmsc_agua_Z2 W[ Pot_agua_Z2 | + Pot_agua 72 W[ Trnsmsc_agua_Z2 |
K Tk

a a
- ( Trnsmsc_agua_Z1 ———[ Potaagua_Z1 ] + Potagua Zl ———[ Trnsmsc_agua_Z1 | )

1 1
a J}k 0P0’}k
aF‘n+1 a
s "1 = + m[ Term_fuente ]
aPJ}‘; Of
+ W[ Term_transf MF |
Of
W[ Term_acum ]
0f
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Si sustituimos términos:

n+1 T
T\:/l;—ki% Pn+1 [ ( (P cap wu)k+1 - (PO - Pcap wu)k - (}/WAD)R+% )f ]
n+1 a 1
_ _ _ _ _Z n+
+ ( (Po Pcap W")k+1 (Po Prap W")k (}/WAD)k+% >f aPur}Zl [ wak+% ]
n+1
( M"};kl apn+1 [ < (P Pcap wo) - (PO - Pcap W")k—l - (VWAD)k_% )f ] \

n+1 aJ
= Fapwo),, = (Fo =~ Peapwo) ., = (D), 1 )f ap,:;+1[ Wi | /
k

n+1
R

n+1
g

0 n+1
+ g (v, |
Ofk

6 n+1
+1
+ W[ Tty ((P Peapwo) . = (Po = Peapwo) ) ]

a Vpk

a7 ar (14 GO =M Sucu ] = Sl I |

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. v eg eqe 1 .,
1) Derivada de la transmisibilidad de agua en la fractura natural en (k — Z) respecto a la presion
de aceite en la fractura natural en (k):

0
_ 1
—5PJ}:1[ Trnsmsc_agua_Z1 | = E PJ}:l[ T‘L‘;k_% ]
3 P A\ bk, \™
—— [ Trnsmsc_agua Z1 | = —— ( (
1 1
9 por;: a POT;: Az f"‘i Hw fa
3 Akl \™ 9 b, \"*1
—— [ Trnsmsc_agua Z1 ] = ( —_— ) ( — )
6PDT;:1 Az £ 1 ORST tw /p
1
oby, Oy, \""
9 Agkky, Hw, 3P~ ~ bw, 1 3R
=7 Trnsmsc_agua Z1 | = 2
aPka Az £ e s
2
f
n+1
ol = (M) () (6 e~
———| Trnsmsc_agua_ = — — -
opg Az Jp o Ny e\ by, OB, Hw, o OF,
f
n+1
d d 1 Obw g Ok
——[T 71] = ——| 15 ]:T"“ t - :
6Po'}‘l:1[ rnsmsc_agua_Z1 | 6PJ}:1[ Wrd Wi b‘”k-l ap,, Hw, 1 ak,,
2 2 f
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2) Derivada de la transmisibilidad de agua en la fractura natural en ( k + %) respecto a la presion
de aceite en la fractura natural en (k):

L[ Trnsmsc_agua Z2 | = L[ T+t ]
- - w

argt ORI Wi

d 9 Ak n+1 b k n+1
—— [ Trnsmsc_agua Z2 | = —— ( z ( wrTw

1 1

6Po'}: BPO')‘,: Az Fo Ly fo

4 Akky, N0 b, \"*!
———[ Trnsmsc_agua Z2 | = ( Z_mw ) _ ( _W)
6Po7;:1 Az s BP,,’}Zl Uy fo

1
/ Bbwk+1 aﬂwk+1 \n+
My 2

a Akk,, \" | w1 TGP Wl 0P
W[ Trnsmsc_agua Z2 | = ( ZA ™ ) ktz Ok - k+a ok

Of Z f,ﬂ% ﬂwk+%

f
n+1

ot 72 ] Adep, by V(1 P g Y
~———[ Trnsmsc_agua_ = ( Tz Tw ) ( Sw ) _
5P07}k Az fk+% Hw fk% bwk% aF,, .uwk+% 0P, ;

n+1
S 72 ] [T"+1 ] T 1 Py 1 Moy
———[ Trnsmsc_agua_| = = _
5Pu’}:1 6P0'}:1 Witk W ie ka+1 ok,, “W,ﬁl oF,,
2 2 f

. . 1 ., .
3) Derivada del potencial de agua en la fractura natural en (k — Z) respecto a la presion de aceite
en la fractura natural en (k):

a n+1
apn+1 [ Pot_agua_7Z1 ] P"+1 [ ((P Pcapwa) - (Pa - Pcapwo)k_1 - (YWAD)k_% )f ]

Yws, T Vws,
(D) 1 = (D= Dyey) <¥>

2

d 3 Yo T Ywieer ) V'
W’;{l[ POt—agua—Zl ] = 6P"+1 ( (P capwo) - (Po _Pcapwa)k_1 - (Dk _Dk—l) ( f ) )f

a a [ i Vi
W[ PotaguaZl ] = 1 — (Dy—Dy_4) 6P0"+1[ 3 L
K Ik
a (Dx—Dy—y) @
W[ PotaguaZl ] = 1 — - 6P”+1[ w}l:l ]
fr Ofk

a n+1
apo,}zl [ Potagua 7l ] = apn+1 [ ( (P Peap wo) - (Po —Peap wa)k_1 - (VWAD)k_% )f ]

n+1

(Dy — Dy—y) O¥wy,
2 apg;:1

a
W[ PotaguaZl] = 1 —
Ofk

. . 1 ., .
4) Derivada del potencial de agua en la fractura natural en ( k + Z) respecto a la presidn de aceite

en la fractura natural en (k):
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d n+1
W[ Pot_agua_ZZ ] Pn+1 [ ( (P Pcap wo)k+1 - (PO - Pcap Wu)k - (yWAD)k+% )f ]
k

Yw +Yw
(D)1 = (Dss = D) (%)

9 21 = Vi T Ywie \ ™
W,;:l[ POt—agua—Z ] = aPn+1 (P capwu)k+1 - (Pu _Pcapwo)k - (Dk+1 _Dk) ( f ) )f

a a [ whl +wit
Spmril PotaguaZ2 | = —1 — (Dyyy —Dy) apm[ P

of Of

a (Dk+1 - Dk) d n+1
W’}:l[ Potaagua Z2 | = -1 — — an;;l[ Wi ]

a n+1
W[ Potagua 72 | = apn+1 [ ( (P Pcup Wu)kJr1 - (Po - Pcap W")k - (.yWAD)k+% >f ]
k

n+1

(Diss = Di) Oy,
2 ap,;;:l

a
W[ Potaguaz2] = -1 —
Of

5) Derivada del término fuente en (k) respecto a la presién de aceite en la fractura natural en
(k):

6 a n+1
W[ Term_fuente | = W’}“[ (bwqu )k ]
k k

abn+1
q Wik
[ Term_fuente | = [b‘f',}'i apr‘::rkl + Qu, 6P"+1

a
P

d n+1
[ Term_fuente | = —[ (bwqu )k ]

d
g org
4 b, ]

+1
b‘r"L’fk apn+1 + qu gpn+1
Of

[ Term_fuente ]

d
P+

Tk

6) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la presion de aceite en la

fractura natural en (k):

F F] n+1
n+1[ Term_transf MF | = el M'},:; P - Pcapwa)m = (P, = Peapwo)
6P 6ngk k k i

a n+1 1 7
9 T‘:’l:ul‘k app+t [ ( (PD - Pcapwo)mk - (Pu - Pcap wo)fk ) ]
6P"+1[ Term_transf MF | = T e )
# (= Py = =), ) 5] T |
0 capwo )y, 0 cap wo Fr an}*’l W),
| X i
nel
9 Twmf ( 1 )
——— [ Term_transf MF | = g
6Po’}:1 + ((Po_PcupWD)mk _(Po_Pcapwa)fk ) 0Po"+1[ T‘;li;k ]
L fk |
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En esta parte es importante indicar que las derivadas de las transmisibilidades entre la matriz y
la fractura existiran o no, dependiendo del concepto de corriente arriba (Rodriguez de la Garza
& Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), ya que
estas transmisibilidades emplearan las propiedades de la matriz o la fractura, dependiendo del
resultado de la evaluacién del potencial:

Si: (P“mi,j.k - P"fi,j,k) - (Pcap Wom;jj Pcap W“fi,j,k) =0

n+1 — n+1 —_
Twmfi'jvk = VTi,j,k(kalw)mi,j,k = Vri,j,k (

okbwkrw>"“
Hw mi,jk

aTnJrl

Wmf,
n+1
aPOfk

Si: (Pomi,j,k - Pofi,j,k) - (Pcap WOmj - Pcap wa,i,i,k) <0

— 1
T‘}V,Lnt}lcz,j,k - Vri'j'k (O—k)‘W)}ltj'k - Vri.]‘k( N

akbwk,w>"“
fijk

L[ n+1 ] — 0 [ n+1 ]
argriL T | = apgrl T,

i [z ] N e
apor}:1 Wi | T 6PJ}:1 T “ e

b 9 b n+1l
[T ] = Cvrokkn, O [( “) ]

1 f 1 e
an;: k GPJ;: tw /
. db,, _, bt n+1
Wi 3P, wi P,
[ V7|/1+1 ] — ( VTO'kkrw )}1+1 Ok Ok
apor;+1 mf k ”\%Vk
k
f

b M1 1 ab 1 au n+1
Tn+1 ( VTO'k k )n+1 ( -w ) ( il Wk T Wi )
ap‘;}‘:l[ i | M N Sy \ bu O, 0Py ),

Ok

n+1
9 [ T+t ] = Tn+l Labwk _ ia#Wk
6PDT}:1 Wing Winf by, 0P, Hwy 0Py, ;

Entonces:
ad ) n+1
J— — n+
aPJ}:1 [ Term_transf_MF ] = aPJ}ZI [ Twmfk ( (Po - Pcap Wo)mk - (Pa - Pcap WO)fk ) ]
n+1 _
T (1)

a +1
——— [ Term_transf MF | = n+1 BTM’,‘W
aPJ}‘;l + ( (Po - Pcap Wo)mk - (Po - Pcap Wo)f ) apn+1k

of
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7) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la presion de

aceite en la fractura natural en (k):

a Vp,
g | Term_acum | = | 00 T (4 G = POMuSaeu )™ = [ouSicn i I |
Tk fr
Vp, 0

[ Term_acum ] = [ L+ = PO [uSacl™ = [buSacwl™ )y, |

apg At 9Py
a
| Crra@ =y gamml (uSu 5|
0f )
| |
a
Vv
ﬁ[ Term_acum | = 7P + ( by Saew )}1:1 6P"+1[ (1+cE* - ) ] |
6Pafk At I of |
a n
l — | zpmrr [ (bwSaew I3, | J
0f )

Si definimos:

d 9 9
_[ ( bw Satw )‘}1:1 ] = pntt [S;L:-Vifk ] + sn+1 [ pn+1 ]

o e ar o amg L
bt
PE— —_ k
6Po'}:1[ CuSacw I 1= 0+ iy, R
n+1
_ Wik
apgal (v S DR ] = Sy, s
a n+1 n
F n+1[(1+cr(Po _Pa))fk]z Crk
of
aPn+1[ ( 1+ Cr(Pon+1 _Pon) )fk ] = Crk
[
9 b
R R A R R
d
W[ ( by Satw )}lk] =0+0
fr
d
il CbwSaew i ] = 0
fr
Entonces:

n+1
(1+Cr(Pan+1_Pon) )fk <5n+1 Yk )

v atwr, gpn+i

W[ Term_acum | = Aitk Ok
Ofk + ( by Satw )}l:l ( Crk )
-(0)
vp n+1
wr
W[ Term_acum ] = A—tk ( 1+ Cr(PDT'-+1 _PD"-) )fk ( S(:.l;\}/fk Fn-i-kl ) + ( bw Sutw )}1’:—1 ( CTk )
0f Of
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Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

n+1
L

ntl
aR

n+1
F;

n+1
6P0fk

- < Trnsmsc_agua_Z1

a a
Trnsmsc_agua_7Z2 W[ Pot_agua_Z2 | + Pot_agua Z2 W[ Trnsmsc_agua_Z2 |
K T

W’}:l[ Pot agua_Z1 | + Potagua Z1 W’};l

a
+ W[ Term_fuente ]
of

a
+ W[ Term_transf MF |

Of

——[ Term_acum |
+1
oFg

n+1
T‘E;ki% %,}:1[ ( (Po = Peap wo)k+1 - (Pa = Peap W")k - (VWAD)H% )f ]
n+1 a
+ (P~ Papwo) sy = (B = Paapwo),, — (wAD), 1 ) ; rfl[ T ]
. a * n+1
/ wak—% W’}:l[ ( (Po = Paapwo),, = (Po = Peapwo),_, = (YWAD)"_% >f ] \
1 g
+ ( (Po - Pcapwa)k - (Po - PcaPWG)k—1 - (YWAD)k—% )f W’}:l[ T‘E;"l‘% ] )

dJ n+1
+ g (s, |
0f

d n+1
+ aPJ}:I [ T‘:};/{k ( (Po - Pcapwa)mk - (Pa - Pcapwo)fk ) ]

a Vo
PG At

[ (LGB = PNBuSaen ] = BuSacl" e I |

[ Trnsmsc_agua_Z1 | )
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it [y Qe =D e
Wfk+% 2 6PD'}‘;1
b7 + ¥, n+1
+ ( (Po _Pcapwu)k+1 - (Pu _Pcapwo)k - (Dk+1 _Dk) ( % ) )f
n+1
- 1 O, 1 v
Wheed kaJr1 oF,, Hw, 1 oF,,
2 f
n+1
1 1 — (D = Dy-1) anyk
Fe—3 2 0P07}:1
Yo + Vs n+1
— I + ( (PO _PCIIPWU)k - (PD _Pcupwo)k,l - (Dk_Dk—l) ( % ) )f |
aszl;l n+1
_ e _ 1 Obw 1 Ohw
opHt Tn+ k= _ k=
k \ VgL bwk_l P, P 0P, /
2 2 f
n+1
+ pntl 94y, + q abwfk
e opg e ap
+1 (_
o (1)
n+1 6T‘4’,‘;}k
+ ((Pn_Pcapwo)mk _(Pa_Pcapwo)fk ) apor}zl
1
Vpi by
_ ( v (1+CEF =P ), ( Satwy, ap,,n+l§ + by Saew )H (G )
L fi ]

c.b) Derivando la funcion de residuos de agua (Fw f) truncada en la direccion “k” respecto a
la saturacion de gas en la fractura natural (Sat g f) en “k”:

Trnsmsc_agua_Z2 Pot agua_Z2 1
— Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1
aFMr,1+1 a
Tk
k- + Term_fuente
1 1 S
65{1'tgfk anggfk
+ Term_transf MF
— Term_acum ]
aST[ Trnsmsc_agua_Z2 Pot_agua_Z2 ]
atgs,
a
— =7 [ Trnsmsc_agua Z1 Pot_agua Z1 ]
0Sgig e
aFn+1 a
# = + 65"—“[ Term_fuente ]
aSz; 9, atgs,
+ aST[ Term_transf MF ]
atgs,
a
——— [ Term_acum ]
aSg; 95, |
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a a 7
Trnsmsc_agua_Z2 ————|[ Pot_agua_Z2 | + Pot.agua Z2 ————|[ Trnsmsc_agua_Z2 ]
n+1 A1
6Satgfk aSﬂtgfk
ad a
- Trnsmsc_agua_Z1l ———5—[ Pot.agua_Zl ] + Potagua Zl ——-5—[ Trnsmsc_agua_Z1 ]
BSM 95 aSat If
aFn+1 a
s {‘ = + =3[ Term_fuente ]
65;';fgfk asatgfk
a
+ E)ST[ Term_transf MF ]
atgfk
ad
- BST[ Term_acum |
atgyr, ]
Si sustituimos términos:
[ 2 (P, = Peapwo). .. — (Py = Peapwo), — WwAAD) i
Wfk+% astrzlt-'-glfk 0 capwo )y, 1 0 capwo )}, Yw k+% ;

n+1 d
+ ( (Pg - Pcupwo)k+1 - (PD - PCEPWD)k - (}/WAD)I(+% )f 65":1 [ ’I“:};-ki1 ]
atgs, 2

a n+1
B / Tmr/l;—kl_% m[ ((Po _Pcapwo)k - (Po _Pcapwa)k_l - (ywAD)k_% )f ] \
n+1 n+1 aJ
awalk — k"' ( (Po - Pcapwa)k - (Pn - Pcapv.m)k_1 - (ywAD)k_%) aST[ T\:/l;kl_l ] )
35,111;'gfk f atgry 2
aJ b n+1
oS3a, [ (bwyaw ), ]

dJ n+1
+ gsn+l [ T\Ifl:;}k ((Po _PcapWO)mk _(Po _Pcapwo)fk ) ]

atgg,
a Vp
| e [+ G = PO BuSacn]™ = BuSacul i I |

atgs,

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. v g g 1
1) Derivada de la transmisibilidad de agua en la fractura natural en ( k _Z) respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural en (k):

L[ Trnsmsc_agua_ Z1 | = 9 [ TRt ]
0550, B 9Stiay, L s
3 3 Ak bk n+1
65"—“[ Trnsmsc_agua_ Z1 | = J5nF ( Azz ) ( % )
atgy, atgy, fki% w fk—%
a
65"—“[ Trnsmsc_agua Z1 ] = 0
atgy,
L[ Trnsmsc_agua Z1 | = L[ TRt ] =0
asita T osgts L ey
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2) Derivada de la transmisibilidad de agua en la fractura natural en ( k +%) respecto a la
saturacion de gas en la fractura natural en (k):

9 a
—_ = n+1
ast ;;f [ Trnsmsc_agua_Z2 | asg;;f [ wak+% ]
k k
a 9 Ak A\ bk n+1
aST[ Trnsmsc_agua_Z2 | = P < AZZ < “;t v
at 9fy at Iy f“% w fk+%
a
aST[ Trnsmsc_agua Z2 | = 0
atgfk
%[ Trnsmsc_agua_Z2 | = T[ TM7}f+11 ] =0
asat gfk aSm gfk k+3

. . 1 .,
3) Derivada del potencial de agua en la fractura natural en ( k— Z) respecto a la saturacidén de

gas en la fractura natural en (k):

a a n+1
m[ POt—agua—Zl ] = W:{;fk ( (Po - Pcap wo)k - (PO - Pcap W")k—l - (YWAD)k_% )f ]
Ywg, + Ywry >

(VwAD)k_% = (Dx — Dy_1) < 2

3 3 VoL 4y, M
Wi Wik

n+l [ Potlagua 71 ] = n+1 < (Po - Pcupwo)k - (Po - Pcup wo)k_1 — (D - Dk—l)( —k Tk 2 ket ) )

Ay 9, 6Sutgfk f

a
——7—[ PotaguaZl ] = 0
oSt

J _ dJ n+1 _
W[ POt—agua—Zl ] - W:glfk ( (PO - Pcapwo)k - (Po - Pcapwo)k_l - (YWAD)k_% )f =0

. . 1 .,
4) Derivada del potencial de agua en la fractura natural en (k + Z) respecto a la saturacidén de
gas en la fractura natural en (k):

9 9 n+1
W[ Pot agua 72 | = W[ ((Po - Pcapwa)k+1 - (Pa - Pcapwo)k - (YWAD)k+% )f ]

Vo + o
(D)1 = (Dss = D) <%>

n+1

) 5 Ywhel F Vit
n—+1[ POt_agua_ZZ ] = 1l (Po - Pcap wo) - (Po - Pcap WU) - (Dk"‘l - Dk) = :
aS™ a5, 6Satgfk k+1 k 2 ;
a
aST[ Potagua Z2 ] = 0
atgs,
5 3 n+1
asn—ﬂ[ Pot.agua Z2 | = —6Sn+1 [ ( (Po — FPeap Wo)k+1 - (Po — Peap wo)k - (YWAD)I(,+1) ] =0
atgy, atgs, 27f
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5) Derivada del término fuente en (k) respecto a la saturacién de gas en la fractura natural en
(k):

a [T fuente | a [ (b )n+1 ]
————[ Term_fuente | = ——— q
65;';;}(}( aSgt?f,( wew ),
+1
a qw ab‘:l/f
———[ Term_fuente ] = | biit? k4oq,, ——e
9Sityy, e 0Sadg, " 0Satg,
0
aST[ Term_fuente | = [ b(},}f: (0) + ¢q,,(0) ]
atgfk

9 | Term fuente ] = —2 [(b )"“]
asé'f;fk erm_fuente | = asg;rglfk welw ),

a
——7— [ Term_fuente | = [ 0]
asH; a5,

6) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la saturacién de gas en

la fractura natural en (k):

6 a n+1
- — _ Y | gmn _ _(p _
55;t+g1fk[ Term_transf MF ] aS;ltJrglfk[ Twmfk ((Pu Pcupwu)mk (Po Peop wo)fk ) ]
1 il n+1 -l
n
P TWmfk asTF1 [ ((Po - PC“PWU)mk - (P - PC“PWO)fk ) ]
at g
———— [ Term_transf MF | = k
9Satar, + ((P—P ) = (P, = Prapwo) )nﬂ 0 [ T ]
o cap wo my o cap wo fk aS;:;f Wmfk J
- k
T3 (0)
———— [ Term_transf MF | = n+1
asg;-;fk + ((Pa_Pcapwa)mk _(Pa_Pcapwo)fk ) ( 0 )
a
aST[ Term_transf MF | = [ 0 ]
atgs,

a a 1 n+1
— | T fMF ]| = ———| " ( P,—P, —(P,—P. )
6S§§g1fk [ erm_transf_| ] as‘,l,:.;fk [ Wnf ( 0 cap W")mk ( 0 cap WO)fk

|
<7 [ Term_transf MF ] [0]
Ay i

7) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la saturacion de

gas en la fractura natural en (k):

d d Vp,
n—+1[ Term_acum ] = n+1 — [ ([1 + Cr(Pon+1 - Pon)] [bwsat w]n+1 - [waatw]n )k ]f ]
oS osida, | B

a Vpy a
W[ Term_acum ]| = AL W:‘;fk[ ([1+CGE* =P [bySaew]™ = [bwSaewl” e ]
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a

| e —r g g [ (S R
| o |

]
L[ Term acum] = @ + ( waatw )?:1 aSn+1 [ ( 1+CT(PDn+1_Pon) )fk ] |
65;';;fk - At | atgy, |

]

l - ( asn+1 [ ( bWSafW )?k ] ) J

atgfk

Si definimos:

a d
L[ ( bw Satw )?:1 ] — bn+1 _[ St;lt-'—\nl/fk ] + Sn+1 —[ bn+1 ]

1 atw +1 wg
65;;91]‘1( Wik 0 gfgfk T 0S§tgfk k
a
+1 ] —
P [ ChySaw '] =0+0
atgy,

a
n+l [ ( by Satw )}l;—l ] =0
6Satgfk

asT[ (1+CG@EM—-PM )y | =0
atgfk

S| (L+GE =P )y [ =0
6Satgfk

ad ]
n = pn S n +S n pn
asg:‘;fk[ ( bw Satw )fk ] Wik asg:;fk[ atwg, ] atwg, as;;;f}([ W ]

a
1 [ ( by Satw )?k] =0+0
X

a
n+1 [ ( by Sarw )?k ] =0
EO

Entonces:

( 1+Cr(Pnn+1_Pon) )fk ( 0 )

d V
S| Term_acum ] = —2% + Cy oy T (0)
o - (0)
W[ Term_acum | = [ 0]
Tk
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Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:

Trnsmsc_agua_Z2 ———5—[ Pot.agua_Z2 | + Pot.agua Z2 —— 5[ Trnsmsc_agua_Z2 ]
BSutgfk 6Satgf
a
- Trnsmsc_agua_Z1 ———5—[ Pot.aguaZl ] + Potagua Zl ——-57—[ Trnsmsc_agua Z1 |
6Satgfk aSatgfk
aFn+1 9
% = + BST[ Term_fuente ]
aSz; 97, atgr,
a
+ =57 [ Term_transf MF ]
0S5y e
a
(?ST[ Term_acum |
at gfk
r ] a n+1
n+ - — — — —
wak% asg:-;fk [ ( (Po Pcap wo)k+1 (Pa Pcap W")k (YWAD)R+% )f ]
n+1 a .
- —_ —_ —_ - n+
+ (o= Papwo) oy = (o= Paapuo), = (0AD) 2 )f T o
. a n+1
n+ - —_ —_ — —_
/ wak—% as;l:glfk [ ( (Po Pcup Wu)k (PO Pcap W”)k—l (}/WAD),(_% )f ] \
n+1 - n+l 6
aFWfk — k"' ( (Po - Pcapwo)k - (Po - Pcapwo)k_1 - (VWAD)k_l) OST[ T\:/l;kl_l ] )
gsnt1 27f atgs, 2
atgfk a
n+1
X [ (busaw ), ]
a 1 n+1
+
+ —as‘?g_glfk [ T‘:;lmfk ( (Po - Pcap Wo)mk - (Po - Pcap Wo)fk ) ]
a Vp
— o | e [+ G = PO BuSacnl™ = BuSacud i Ir |
asti | ae
L T
+1
T, (0)
n+1
Vw}”l +YW}1+1
+ ( (Po _Pcapwo)k+1 - (Po - Pcapwo)k - (Dk+1 - Dk)( % ( 0 )
f
T, (0)
2
n+1
LT ri gt VT
65[71';91& + (Pa - Pcap wa)k - (Pa - Pcap wo)k_1 - (Dk - Dk—l) f . ( 0 )
+ (0)
+ (0)
- (0)
n+1
6wak — (0]
1
Ay e
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c.c) Derivando la funcion de residuos de agua (wa) truncada en la direccion “k”’ respecto a

la saturacion de agua en la fractura natural (Sat w f) en “k”:

r Trnsmsc_agua_Z2 Pot agua_Z2 1
— Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1
ctinle a
—_— = + Term_fuente
0Sica,  0Siar
+ Term_transf MF
L — Term_acum
P }
aST[ Trnsmsc_agua_Z2 Pot_agua_Z2 ]
at Wfk
a
— =57 Trnsmsc_agua_Z1 Pot_agua_Z1 ]
aSatwfk
aFn+1 a
% = + BT[ Term_fuente ]
BSatwfk Satwfk
a
+ asT[ Term_transf MF ]
athk
a
——7—[ Term_acum ]
0Sarw
Tk
r a a
Trnsmsc_agua_Z2 ———5—|[ Pot.agua Z2 | + Potagua Z2 ———5—[ Trnsmsc_agua_Z2 |
asathk aSathk
a a
- Trnsmsc_agua_Z1 ———5—[ Potagua Zl1 | + Potagua Zl ——-5—[ Trnsmsc_agua Z1 ]
asatwik asathk
n+1
ok, = + =5 [ Term_fuente ]
35;1;"},& 6Satwfk
a
+ HST[ Term_transf MF |
athk
a
—<mi— [ Term_acum ]
aSr;ltw
L fie
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Si sustituimos términos:

r a n+1 b
Tmr/l;ki% m[ ( (Po - Pcapwo)k+1 - (PO - Pcap W")k - (}/WAD)k_'_% )f ]

n+1 F]
+ ((Pu - Prapwo)k+1 - (Po - Prapwo)k - (VWAD)k+% )f aST[ T‘:’l;kl,,l ]
2

atwr,
\+

a n+1

n+1
L

aSn+1

athk

T,
n+1 a 1
((Pu - PCapWO)k - (PO - Pcapwo)k_l - (VWAD)k_% )f aST[ T\/T/lfk_% ] /

atwfk
dJ n+1
* s [(bwfq‘”)k ]

at W

J n+1
+ gsntl [ T\:/L,Z)lrk ((Po - Pcapwo)m - (Po - Pcapwo)fk ) ]

atwy, k

a Vp,
| [+ G = BN BuSacn]™ = [buSacnl i Iy |
aSidw, | At

Realizando las derivadas que se presentan dentro del corchete:

. v eq g 1
1) Derivada de la transmisibilidad de agua en la fractura natural en ( k _Z) respecto a la
saturacion de agua en la fractura natural en (k):

a a
- _ 9 | pna
g5 [ Trnsmsc_agua_Z1 ] EYT [ Wrea ]

atwg, atwyg,

a A k n+1 b k n+1
[ Trnsmsc_agua_Z1 ] ( z ) (M
fo 1

n+l 1
aSatwfk aSatwfk Az Kl Hw St
Ak P bk M
65"—“[ Trnsmsc_agua Z1 | = ( i ) FIra ( bt rw)
atwy, Fir OPatwp, Hw fi
a
aST[ Trnsmsc_agua_Z1 | =
athk
_ (Azk )"“ (bw )"“ 9 [k ni1 ] Wm0 (bw )"“
- " aon+l ™ ™w aon+l e
Az I Uy s oSy, Wy, it Fi-r 0S5 | N P fs
n+1
Qk.. n+1 abwk—% b a‘uwk—%
~ (Azk )n+1 (b_w)n+1 erk_% e #wk_%—asatwl( Wk—%asatwk
- w4
Az fk—% Hw fk—% 05:11:“1,[’( fk*% ﬂa/k71
f
n+1 n+1
(Azk )n+1 ( b, \"* akerki% a1 ( b, )"+1 1 abwk% 1 aﬂwki
= w "2 o w —
Az fk—% Hy fkf% 053:\}/“ fk—% Hw fk% bwk_% asat Wi :uwk_% aSat Wi ;
Ok ¥l n+1
(Azk )n+1 ( bw )n+1 wak—% ok - 1 6bwk_% 1 0uwk_%
= " Sontl TWF -
Az fk,% Hw fk—% aSatw/—k k*% bwk% asatwk .uwk% aSatwk ;
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Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1
1 Oy g Oy 1 P 0Re, 1 Ot 0Py
bw 1aSatwk Hw 4 aSatwk bw 1 apok aSatwk Hw 4 aPok asutwk
k=3 k= f k-5 k=3 f
Sustituyendo:
a
—<mi— | Trnsmsc_agua Z1 | =
as(;ltwfk
ok n+1 ab F) n+1
_ ( Azk )n+1 ( b_w )n+1 wak—% N k i1 1 Wk_% aPcap woy 1 #Wk—% aPcapwak
Az fer NHw e as{zl:ul/f e\ b 1 OFy 0Saew, bw o 0P, 0Sgew,
2 k=3 k k= k=3 f
ok n+1 n+1
_ ( A kb, )n+1 i + konH 1 O B O, s OPo,
Az, fo1 aS;t‘FM%fk wak—% bwk_l aPDk ka aPok 652:\417’{
= :
Bk n+1
_ ( Azkkrwbw )n+1 1 wak—% n 1 abwk—% 1 a“wk_% apcrgglwafk
Bty T\ kg, OSGdy, bu s OFo 0P, . Sacwy,
2
ok n+1 n+1
R~ 1 erk_% 1 abwk_% ~ 1 a.uwk 1 aPCT(LZ-;lM/‘Ofk
Wfk'% krw;+11 aszrzl;v%/fk bwk_l aPok .uwk_l aPnk as;l:\}/fk
k-3 2 2 f
n+1 +1
Tvcl;kl_l akrwfk_l 1 abwk,l 1 aﬂwk 1 ’ aPcrtlz;%/m
= —2 2 4 TM"}+11 Z - n+1 L
kTW?:i 35;1;"41,fk T3 bwk_1 ok, Hw, ok, aSathk
-5 2 2 f

1"

Si recordamos la derivada de la transmisibilidad del agua en la fractura natural en “k — >
respecto a la presion de aceite en la fractura natural en “k”:

n+1

a 1 abwk% 1 a'uwk—%

n+1[TM7};11] = TVT/l;ll -
opT et AT

2 f

Sustituyendo:

. T, Oy O oRn,

1 1 1 fe
————[ Trnsmsc_agua_Z1 | = 2 2
o5, oo OSE, T ORGT oSt
2
ok, 1 n+1

Ny 71 ] ( A;kb, )nH My s 0P,
————[ Trnsmsc_agua_ =
0Sat Azt /y Satwy, OB OSE

2
n+1
s kb, " Oknyy ™, OTH, OPL Lo,
=7~ Trnsmsc agua 71 ] = n+1 [Tmr/l;ll] = ( W) n+l £+ n+1z n+l s
asathk asatw/—k k=3 AZ#W fa asathk aPOfk aSathk
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2) Derivada de la transmisibilidad de agua en la fractura natural en ( k +%) respecto a la
saturacion de agua en la fractura natural en (k):

4 a
W[ Trnsmsc_agua_Z2 | = 6531;‘41;[,([ T,},‘;ki% ]

d Fil Ak n+1 bk n+1
——7i— | Trnsmsc_agua_Z2 | = S5 ( AL ) (M)
asat Wi at Wi z fk+1 Hw fk+%

a A k n+1 a b k n+1
(')ST[ Trnsmsc_agua_ Z2 | = < AZ ) TN <M)

atwye, Z fk+% atwg, Hw f’“%

a
—<m5i— | Trnsmsc_agua Z2 | =
as(;ltwfk
B (Azk )n+1 (b_w )n+1 a [k - ] . k - a (b_w )n+1
- 1 ™ ™ 1

A Tierl Hw 7y ey aSg:Wf k Tt T aS‘;l:Wfk Hw 7y Kty

Bbw . a‘uw n+1

+1 Kk K+
ok, z _p

n+1 ™w Hw w

b, Fiesd e+2 050t wy, ik 050t w,

+2 n+1 / \
(&) wm "rmfl\ . /l )
etk
f

NI

fk+% at Wfk

ok n+1 n+1
B (Azk )"“ (bw Y L g (bw )"“ 1 v g O
- " Jontl ™ " -
Az Jy g ety Ted \ iy ot by 1 0Satwy P, 1 Oatwi ,
ok n+1 n+1
(Azk >n+1 ( bw >n+1 TWf}H% ok - 1 abwk% 1 a[lwk+%
= — _ 2 T —
Az fk+1 Hw fk+% 65;‘;"},“ fk% bwk%asatwk Hwk)r%asatwk ;

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1
1 w1 O (1 P 0Pre, 1 "t 0Py
bwk% asatwk .uwk% asatwk ; bwk% aPok aSal:wk ﬂwk+% aPok asatwk ;
Sustituyendo:
d
——7— [ Trnsmsc_agua Z2 | =
aSllthk
n+1 n+1
d
— ( M )n+1 ( b—w " _TWka'% + k n+l 1 abwk% apﬁal’ WOk 1 #W"“'% apcupwuk
Az fo.1 Hw fk+% 65:11:‘}/[,( rwf’”% bwk% apok aSatwk #wk% apuk aSutwk ,
ok n+1l n+1
B ( A kb, )n+1 ™l 4 g 1 O, B M, 1 PN,
= _—2 w 1
Azp, Fut 65{;{';& o bwk% P, MWH% op,, , oSzt i
ak n+1 n+1
~ (Azkkrwbw )”“ LR I Obw, s 1 O OFsapwor,
- n+1 n+1 - n+1
Bty \ ey, OSaly, by O B, O, ) 0Saia,,

( ]
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L ab 2 M pna
i1 1 wak+% + 1 Wk,+% 1 #Wk+% aPC‘lP wog,
= dwp o 1 A1 - A1
[ krwfk+1 aSathk bwk% oF,, ‘uwk% oF,, . 6Sutwfk
2
n+1 gk "1 n+1 )
wa“% wak+% 1 abwml 1 a'uwml apcrfllp wos,
- * L\ B o 3P, asni
n+1 n+1
kel
krw]ck+1 aSathk +2 wk% ok ﬂwk% ok , Suthk
2

Si recordamos la derivada de la transmisibilidad del agua en la fractura natural en “k + 3
respecto a la presion de aceite en la fractura natural en “k”:

6b a n+1
d [ s ] I 1 Pwes 1 OHwes
6P0nf:1 Wfk+% me—% ka+1 OPok “WH; 6P0k .
Sustituyendo:
n+1 dk n+1 n+1
d wak+% wak+% aTWfk% aPC’HJlWOfk
aST[Trnsmsc_agua_ZZ] = PRSI + apnri gonil
athk TWfk+l athk Ofk atwik
2
ok, "t n+1
g 72 ] (AZkbw )nﬂ e W7vss OPiivoy,
————[ Trnsmsc_agua_ =
asg;vtfk Azp,, fon agg;ul,fk ORI aS{;f‘},fk
2
ok, ™1 n+1
d a Azkbw n+l erHi abeHi aR;;hmf
——7— [ Trnsmsc_agua_Z2 | = —— [ M'};'ll] = ( ) e Tt s e
aSathk aSathk k3 Azp, fk+% aSaEWfk aPOfk aSa.twik

. . 1 .,
3) Derivada del potencial de agua en la fractura natural en (k — Z) respecto a la saturacién de

agua en la fractura natural en (k):

0 4 n+t

asgg-v}/fk [ Potagua zl] = asg;‘}}fk ( (Po — Py wa)k - (Po — Peap W")k—l - (VWAD)k_% )f ]
Yws, T Vws,
(rwhD), 1 = (Dx — Dy—y) < % )
2

d a wa +_wa ~ n+1
aST[ Potaguazl ] = sntl < (Po - Pcapwo)k - (Po — Peap Wo)k—l = (D — Dk—1)< —k Sk 2 e

atwg, atwr, ;

d an;;lwaf P yW;Hl + yw}1+1
—— [ Potagua 7l | = ————%* — (D — Dy_y) [ k k-1 ]
0Sacwy, Sk, T asi, 2

n+1
L[ Pot.agua Z1 ] = —apmpwof" _ D= Do) 0 [ Y+ ]
- - w

0Sat Skt 2 o5ty L e

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

n+1 n+1

ot | W iy 1
OSadtwy, b Tk OFSY 0Satwy,
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Sustituyendo:

_9_ [ Potagua zl ] = _OBwor, (D= Diy) Ot OFiipoy,
R asi, 2 omy osu,
0 [ Pot 71 ] Py oy, 14+ Le= D) O
———[ Pot_agua_ = | ————=* —_
as;:vlvfk 35;t+m1/fk 2 apor}zl
a a n+1
W[ Potagua zl] = W[ ( (Po - Pcupwo)k - (Po - Pcap W")k—l - ('VWAD)IF% >f ]
ai Wfk a Wfk
+1 1 +1
9 [ Potagua Zl] = _OFapwos, (D= Dy-y) Mwyy WFeapwoy,
asgy, | Poteeue- asi, 2 omy oswn,
n+1 n+1
9 [ Potagua zl] = _ ey, 14 Le = D) O,
oSy, e oSia, 2 opgH

4) Derivada del potencial de agua en la fractura natural en ( k + %) respecto a la saturacién de
agua en la fractura natural en (k):

9 9 n+1
m[ POt—agua—ZZ ] = m ( (Pu - Pcapwo)k+1 - (PO - Pcapwa)k - (VWAD)IH_% )f ]
(VwAD)H% = (Dg41—Dy) ( 7}“12 £

a a Ywren TYwr \ V'
T[ Pot_agua_Z2 ] = Fon+l (Pn - Pcap wo)k_*_1 - (Po - Pcap wo)k - (Dk+1 - Dk) — kK
0Sarw 0Sarw 2

Tk Tk f

ad apczzlww ad yw}Hl + yw}H-l
——— [ PotaguaZ2 ] = ———=% — (Dis1 — D) ket k
oS, o, P TP G| T 2

n+1

L[ Pot agua 72 ] = aPCdPWOfk _ (D41 — Di) a [ o ne1 ]
F} Sg;‘ifk —EeTe asnrl " 2 Sty e W

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

0[] = O P,
Sontt | Y =k _____k
OSatuy, LT OB S,
Sustituyendo:
g [ Pot 72 ] apg‘;;lwofk (Dr+1 — D) ayw}l,jl an&;lwofk
~=5— | Pot_agua_ = _
aSé'fvlvfk aSEt*;fk 2 6Pole"lr(1 asg;rv%)fk
ad [ Pot 72 ] 6PJ&;',1wofk : (Dk+1 _Dk) ayw?:-l
———[ Pot_agua_ = _
652'{?% asgf‘},fk 2 apor}:rcl
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a a n+1
65;’{'\},f [ Pot_agua 22 1= m[ ( (PO - Pmp Wo)k+1 - (PO - Pmp wu)k - (VWAD),H_% )f ]
k k
il [ Pot 2] = aP!;;lwufk (Dysqr — Di) ayW?;q apcr‘;;hmfk
A N
0 [ Pot 72 ] _ apcizlz}rjlwofk 1 (Dk+1 _Dk) ayw}l:-l
0Sacwy, ol-ABta B e, 2 OpgT

5) Derivada del término fuente en (k) respecto a la saturacién de agua en la fractura natural en
(k):

6 a n+1
5 [ Term_fuente | = OST[ (bwqu )k ]

atwys, atwgy

9 9 obiLtt
——7— | Term_fuente | = b(},}fl 3:'1" + Qw, zon +f1k
aSatwfk k asutwfk aSutwfk

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

ablyt ORL:

a [ 41 ] _ capwog,
aSgty, L e d T aRE asEh
Sustituyendo:
1 n+1
9 9qy ab‘r;’;— aPcapwaf
[ Term_fuente ]| = [ b2tt k4 gy, ——k —— Tk
05ia,, wre osigs, e oR asiy
a d n+1
————[ Term_fuente | = —[ b ]
asmfk[ fuente ] Sit ( Wqu)k
i) aq,, abyrt AP,
————[ Term_fuente ] = | bi+! ko4 og, ——k Tk
oS, Wi asa, T T amg s

6) Derivada del término transferencia matriz-fractura en (k) respecto a la saturacion de agua en

la fractura natural en (k):

a a n+1
65"—“[ Term_transf MF | = 65"—“[ T‘,’V‘;}k ( (P, — Peap W")mk — (P, = Py Wa)fk ) ]

athk athk

a n+1
T\;l,:;k m[ ((Po_Pcupwa)mk _(Pu_Pcupwu)fk ) ]

a
W[ Term_transf MF | i1 3
Tk + ((Po - Pcapwo)mk - (Po - Pcapwo)fk ) gsn+1 [ T\:/l,:}k ]

athk
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d
F5nF [ Term_transf MF | = aEWry

ath

[ T ]
‘ Wmnf asnt 1 |
| !

n+1 9
+ <(P0_Pcupwo)mk - (Po_Pcupwa)fk ) GST[ T\:/l:rrul‘k ]
at

En esta parte es importante indicar que las derivadas de las transmisibilidades entre la matriz y
la fractura existiran o no, dependiendo del concepto de corriente arriba (Rodriguez de la Garza
& Galindo Nava, 2000) o “upstream weighting” (Peaceman D. W., 1977) y (Aziz, 1979), ya que
estas transmisibilidades emplearan las propiedades de la matriz o la fractura, dependiendo del
resultado de la evaluacién del potencial:

Si: (P"'"i,j.k - P"fi,j,k) - (Pcap Womijk Pcap W“fi,j,k) 20

okb, k
T\Z/':L} e = Vri,j,k(gk)‘w)%t‘}j,k = Vri,j,k (&>
o Hw mi,jk

aTn+1

Winf,

65n+1

atwf

st: (P"mi,j.k - P"f.-,,-,k) - (P‘“P womys ~ Peap W"fi,,',k) <0

w

n+
a [ T”+1 ] _ a Vr O'kbwk,.w
gsn+l Winf 65"*1 k Uy .

okb,k
T\}./?;jlri] = Vrl] k(o—k)‘w)f ijk — Vrl J.k <M>
" fijk

ath ath
a k n+1
[ n+1 —_ n+1 _w rw
sy, | o | = sz::;f [“” o (M ). ]
d d by b\
Tn+1 — V k n+1 (W TW)
0%y, [, | = cvroko: X [ o

55"a+1 [T‘:’l:l}k ] =

ath

+1
= (Vrok )}t g [ | + K 0 [(b_w)n ]
W W
Sg;r"lvf T T asgf‘ifk /g,
abw a‘uw n+1
+1 Pwe o O
= (Vrok )i ”*1 akrw?k + k., e 05at wy Wk 0Sat wy
uw re 9Sacwy, L 12,
f
1 n+l 1 n+1
= (Vrok )n+1 n+ akrwfk T+ o ( b_W )n+ (L by, _L Aty >
uw fo OSatwy, M\ g /0 \ buy 0Satwi P 0Satwy /,
n+1 n+1
= (Vrok)i?t (—W) vy + k "“(Lab‘” _ 1 o )
Hw aSrrzlt+|n1/f ™S bwk aSatwk Hw), aSutwk ¥

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:
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< 1 0by, 1 dpy, ) B < 1 0by, Peapwo, 1 0ty Peapwo, )
f aSatwk #wk aPak aSatwk f

bwk asat wr  Hwy aSa.t Wi

Sustituyendo:
(11 Ty ] =
6S;twfk mfy
+1 n+1 n+1
= (Vrok)mt (b_W)n vy n+1<L%M_L%M>
T Hw fr aSzTILCJer/fk ™S bwk apak aSﬂtwk ka aPuk aSﬂth f

B (Vrakbw )"” akrw;l;—l + ok n+1< 1 0b,, 1 Opy, >"H apg}l;lwufk

Hw fr 652;‘41/[,6 el bu 0Fy, Haw, OFo, f asg:‘}'fk

n+l on+i b - gsn+l

( Vr ok kny by, )"“ 1 Oknpt ( 1 by, 1 O, )"“ OPlah oy,
krwfk atwfk Wi aPOk ka apok f atwfk

Hw fr

n+1 n+1
= Tn+l ( 1 akrwfk ( i by, 1 Opw, >n+1 OPeap WOrk )
k

W), rw;:l asg;fvlvfk by, 0P, Hwe OFy, ), asut i

Tont, Okrafy - ( 1 0b,, 1 Oy, )"“ OPlitwoy,
= : — - = __capwor,

krwpy ' 0Sadw,, Y0\ by 0Fo, thy OFo, ). OSatw,

Si recordamos la derivada de la transmisibilidad del agua entre la matriz y la fractura natural en
“k” respecto a la presion de aceite en la fractura natural en “k”:

n+1
d [ n+1 ] = Tn+t (Labwk 1 0Hwk>

apor;ﬂ W), Wing ), b -
k

Sustituyendo:
a [ 1 ] _ T\Z},:,lfk akrw;,jl + aTJ/!,:}k apcrtllzlwoh{
oSz, L Menc ] = G s - G asm,
d [ — ] _ ( Vrokb, )n+1 akrw;":l BTJ,';;’{ 6Pc"'l;1wgfk
0Sacwy, b ™k Mooy 0SEN, GRS OSEN
a [ Tt ] _ ( Vrakbw )n+1 akrw;:l n aT\E;;k apcrtlzzlv.mfk
0Satwy, bk Pw oy OSEE,  ORSTTOSRNL
Entonces:
0 d n+1
— [T t fMF | = T+l (P—P —(p.—p )
asg:‘}/fk [ erm_transi_ ] as;:—ml/fk [ Wing ), ( o cap wa)mk ( o cap wo)fk
1
n+1 an"l;Wufk
TWmfk asn+1
————[ Term_transf MF | = VI
n+1 - — - n+1
65atwfk p_p b _p n+1 6Twmfk
+ ( 0o~ cupwa)mk _( 0o~ cupwu)fk aszrz?\/\l/fk
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7) Derivada del término de acumulacion en la fractura natural en (k) respecto a la saturacion de

agua en la fractura natural en (k):

a d Vp,
aST[ Term_acum ] = MT[ A_tk [ C([1+ G = P[bySarwl™* = [bySaewl™ i 1y ]
atwfk atwfk
a Vp, a
(’)ST[ Term_acum | = A_tk BST[ ([ +CGE* = PBD] [bySaew]™ = bwSacwl™ s, ]
athk llfok
a
| =B g g [ ChuSaon 5] |
a Wf
5 v | P ‘ |
1
aST[ Term_acum | = % + (by Saew EXT [ (1+GE* =P )fe ] |
atwfk | a Wfk |
a
l — | e[ Chw Sacw I, | J
aSatwfk
Si definimos:
a a a
(b S )n+1 — bn+1 Sn+1 + Sn+1 bn+1
g, | o Saew 1 = 00 G| it | o L
F ab‘ﬁ;k
| oS ] = B (1) + S,

Aplicando la regla de la cadena podemos hacer la siguiente igualacion:

[y ] = O O
aszy, Lo 1 = amger sy
Sustituyendo:
9 [ ( b. S )n+1 ] — bn+1 ( 1 ) + Sn+1 ab‘r;;‘; aPg‘l;l;l"“’fk
0y, " I OR0STy,
9 [ ( b. S )n+1 ] — bn+1 + Sn+1 ab;lt: aPCT‘lelwofk
OSday, -~ e L T T T R OSy,
a n+1 n —
657[ (1+ G =P g, ] =0

athk

d
W[ ( 1+Cr(Pon+1_Pon) )fk ] =0

7 athk

d a 5}
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Entonces:
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Es asi que nuestra derivada final queda de la siguiente forma:
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Lo que se realizo en este anexo, fue desarrollar las derivadas de las funciones de residuos de las
tres fases correspondientes a la fractura natural (Fo, F, Fw)f respecto a las variables primarias

de la fractura natural (Sat or Sat g Sat W) /- sin embargo, recordemos que al inicio de este anexo,

se indicoé que estas derivadas se realizaron unicamente en la direccion “k”, entonces, un paso
siguientes seria determinar las derivadas en “k+1” y “k-1”, aunque varios términos que ya se
obtuvieron en este anexo se repetirian en estas direcciones faltantes, lo que haria més sencillo de

(1252 [{3%2)

determinarlas, y para las direcciones “i” y “j”, el procedimiento seria el mismo sin considerar
los efectos gravitacionales. (Orozco Aguilar, 2013).

Posteriormente seria necesario determinar:

a) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la fractura natural ( F,, Fy, )f

respecto a las variables primarias de la matriz ( Py, Sat gr Satw )m

b) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la matriz ( F,, By, Fy )m respecto

a las variables primarias de la fractura natural ( Py Sat g Satw )f
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¢) Las derivadas de las funciones de residuos de las tres fases en la matriz ( F,, Fy, Fy )m respecto

a las variables primarias de la matriz ( Py Satgr Satw )m

El proceso para determinar estas derivadas seria el mismo que se describe en este anexo, siendo
asi, una posible guia al momento de determinar estas derivadas.
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