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Resumen

En el presente trabajo se analiza numéricamente un proceso de
transferencia de calor conjugado para un sumidero de calor en un
microcanal rectangular, considerando que se introduce un nano�uido
que circula dentro del microcanal y es impulsado por un gradiente
de presión externo, el espacio interior del microcanal está con�nado
de un material poroso. El objetivo de este trabajo es encontrar los
per�les de temperatura de la matriz porosa y del espesor de pared
del microcanal, además se tiene en cuenta un �ujo de calor constan-
te que es aplicado en las paredes exteriores del microcanal hacia el
nano�uido. Los resultados muestran que el número de Brinkman es
responsable del aumento de temperatura del sistema y es causante
de ocasionar efectos bastante peculiares en el trabajo presente, mien-
tras más grande sea el valor del Brinkman se va notar un aumento
de la temperatura debido al efecto de inducir un mayor volumen de
nanopartículas. que después de un cierto valor de la coordenada lon-
gitudinal, hay una temperatura más alta en el centro del microcanal
que en la vecindad de la pared, esta situación se vuelve más evidente
a medida que aumenta el número de Brinkman.

Las diferentes soluciones numéricas se obtuvieron a través del
software de código libre Freefem ++ usando el método de elementos
�nitos(FEM).
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Abstract

In the present work, a conjugate heat transfer process for a heat sink in a
rectangular microchannel is analyzed numerically, considering that a nano�uid
is introduced that circulates inside the microchannel and is driven by an exter-
nal pressure gradient, the interior space of the microchannel. microchannel is
con�ned by a porous material. The objective of this work is to �nd the tempe-
rature pro�les of the porous matrix and the wall thickness of the microchannel,
also taking into account a constant heat �ow that is applied on the outer walls
of the microchannel towards the nano�uid. The results show that the Brinkman
number is responsible for the increase in temperature of the system and is the
cause of causing quite peculiar e�ects in the present work, the larger the Brink-
man value, the greater the temperature increase due to the e�ect of inducing
a higher volume of nanoparticles. that after a certain value of the longitudinal
coordinate, there is a higher temperature in the center of the microchannel than
in the vicinity of the wall, this situation becomes more evident as the Brinkman
number increases.

The di�erent numerical solutions are obtained through the free code software
Freefem ++ using the �nite element method (FEM).
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Nomenclatura
Símbolo Término Unidades SI

ρ Densidad kg
m3

Da Parámetro de Darcy adimiensional

u Vector velocidad m
s

P Presión Pa

K Permeabilidad m2

x Dirección horizontal m
y Dirección vertical m
F Coe�ciente de arrastre de Forchheimer adimiensional

µ Viscosidad Dinámica kg
m·s

ϕ Porosidad del medio poroso adimiensional

∇ Operador Nabla 1
m

U∞ Velocidad de corriente libre m
s

L Longitud del microcanal m
X Dirección horizontal adimensional adimiensional

H Altura del microcanal m
Y Dirección vertical adimensional adimiensional

ξ Espesor de pared en su forma adimensional adimiensional

u
′

Velocidad adimensional adimiensional

ΛF Parámetro inercial adimiensional

φ Concentración de volumen de nanoparticulas %
T Temperatura K
dp Diámetro de nanoparticula. nm
h Espesor de pared m
Kn Número de Knudsen adimensional
λ Trayectoría libre media de moleculas m
αc Parámetro Conjugado adimensional

H2O Compuesto químico de Agua -
Al2O3 Compuesto químico de Oxido de Aluminio -

ϵ Relación de aspecto �uido adimensional
ϵh Relación de aspecto espesor de pared adimensional
Φ Disipación Viscosa -
k Conductividad térmica W

mK

q′′ Flujo de calor W
m2

△T Diferencia de temperatura K
Pe Número de Peclet adimensional
Br Número de Brinkman adimensional
R Resistencias térmicas -
Cp Calor especi�co J

kgK
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Símbolo Nomenclatura
nf Nano�uido
fb Fluido base sin nanopartículas
s Fase sólida
np Nanopartícula
eff Efectiva
w Pared del microcanal

5



Índice

1 Introducción 7

1.1 Objetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Formulación del problema 13

2.1 Ecuaciones gobernantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Condiciones de frontera y velocidad de corriente libre . . . . . . . 15
2.3 Orden de Magnitud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.4 Análisis Adimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5 Inyección de nano�uidos al modelo físico. . . . . . . . . . . . . . 22

3 Modelo Numérico. 27

3.1 Formulación variacional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Resultados. 30

5 Conclusiones. 47

I Apéndice I: Figuras 48

6



1 Introducción

A lo largo de las ultimas décadas, la micro y nano-tecnología han adquirido un
enorme interés debido al auge de los sistema microelectromecánicos (MEMS por
sus siglas en inglés). Debido a lo anterior, ha sido necesario la fabricación de mi-
crocanales para construir sistemas integrados de refrigeración y enfriamiento(1).
En el estudio del rendimiento de los intercambiadores de calor donde se utili-
za energía térmica, por ejemplo, para generar energía eléctrica, es una práctica
común despreciar los efectos longitudinales de la conducción de calor, especial-
mente cuando se realiza un modelo bidimensional del intercambiador como placa
paralela. Sin embargo, ignorar estos efectos puede conducir al deterioro del ren-
dimiento térmico en las paredes y los tubos de los intercambiadores de calor de
�ujo cruzado y contra�ujo, estos sistemas se ven afectados por la efectividad
de los intercambiadores involucrados, la cual, en gran medida, depende de la
conducción longitudinal (axial) en las paredes y de las irreversibilidades causa-
das por la mala distribución del �ujo, Por lo tanto, la conducción longitudinal
de calor representa una importante irreversibilidad en el desempeño térmico de
los intercambiadores de calor que presentan grandes gradientes de temperatura,
como ocurre en los sistemas criogénicos(16).

Se ha estudiado que al incrustar medios porosos en los microcanales, se
puede aumentar la relación de volumen del �ujo. Se informa que el rendimiento
térmico de un intercambiador de calor micro poroso es más alto que el de un
microcanal convencional. De tal forma que el con�namiento de medios porosos
en un microcanal parece ser un método prometedor de eliminación de alto �ujo
de calor en dispositivos miniaturizados(3).

El medio poroso se re�ere a un material que consiste en una matriz sólida
con un vacío interconectado (poros) que puede permitir el �ujo de calor y masa,
se supone que la matriz sólida es rígida (la situación habitual). La interconexión
del vacío (los poros) permite el �ujo de uno o más �uidos a través del material(2).
En un medio poroso natural la distribución de los poros con respecto a la forma
y el tamaño, es irregular. Ejemplos de medios porosos naturales son arena de
playa, arenisca, piedra caliza, madera,etc. vistos en la Fig.1(2).
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Figura 1: Ejemplos de medios porosos( A) arena de playa, A) arenisca, C) pie-
dra caliza, D) pan de centeno, E) madera, y F) pulmón humano). Parte baja
descripción de medios porosos naturales(2).

Una parte fundamental para el �ujo de la velocidad en los medios porosos es
la porosidad(ϕ) que se de�ne como la fracción del volumen total del medio que
está ocupado por el espacio vacío(2). En 1856 Henry Darcy en su investigación
de la hidrología del suministro de agua y sus experimentos sobre el �ujo unidi-
reccional en estado estable en un medio uniforme reveló una proporcionalidad
entre el caudal y la diferencia de presión aplicada(2). Expresado en la siguiente
ecuación.

u = −K

µ

∂P

∂x

Donde K es la permeabilidad especi�ca; la permeabilidad especi�ca es la
propiedad de los medios porosos que caracteriza el �ujo de �uidos a través
de la matriz porosa por medio de la aplicación de un gradiente de presión;
µ se de�ne como la viscosidad dinámica y ∂P

∂x el gradiente de presión en la
dirección x. La ecuación de Darcy ha sido veri�cada por los resultados de muchos
experimentos. Esta ecuación en analogía con la ecuación de Navier-Stokes, señalo
que la inclusión del término (u · ∇)u era inapropiada porque elevaba el orden
(con respecto a las derivadas espaciales) de la ecuación diferencial, y esto era
inconsistente cuando se utilizaba la ecuación de Darcy(2). De igual manera es
bien sabido que la ley de Darcy no puede predecir los efectos viscosos, se asumía
incompresibilidad en el �ujo y no se podía predecir los efectos de una velocidad
alta. Es por eso que había una necesidad de�nitiva de extender el modelo de la
ley de Darcy(2).
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ρf [
∂u

∂t
+ (u · ∇)u] = −∇P − K

µ

En el caso de un �uido viscoso, una partícula material retiene su impulso,

en ausencia de fuerzas aplicadas en la extensión de la ley de Darcy. La ecuación

anterior, es lineal en la velocidad de �ltración y se cumple cuando es su�cien-

temente pequeña. En la práctica, "su�cientemente pequeño" signi�ca que el

número de Reynolds basado en un diámetro de poro, es de unidad de orden o

menor, el hecho de que el arrastre debido a obstáculos sólidos es comparable

con el arrastre de la super�cie debido a la fricción, lo que genera la necesidad

de que el �uido �uya alrededor de partículas sólidas que conduce a una re-

ducción en la coherencia del patrón de momento del �uido, el promedio de las

fuerzas de arrastre microscópicas conduce a una teoría macroscópica no lineal

del �ujo, pero el promedio de términos de inercia microscópicos es insigni�can-

te en circunstancias prácticas típicas, lo que lleva a la ecuación realizada por

Forchheimer.(2).

∇P = − µ

K
u− ρfF |u|u

K
1
2

En la ecuación anterior se presenta el termino de arrastre de Forchheimer(F )
debido a esto la anterior ecuación, es la transición del �ujo de la velocidad a
escala de poro. La ruptura en la linealidad en la ecuación de Forchheimer se
debe al hecho de que el arrastre de la forma debido a obstáculos sólidos ahora es
comparable con el arrastre de la super�cie debido a la fricción. Una alternativa
a la ecuación Darcy con los términos inerciales omitidos, lleva a la modi�cación
de la ecuación de Brinkman(2).

∇P = − µ

K
u+ µeff∇2u

Ahora se presentan dos términos viscosos, µeff es la viscosidad efectiva y
µ la viscosidad dinámica. En la ecuación de Brinkman se muestra el primero
término de Darcy y el segundo termino es análogo al término laplaciano que apa-
rece en la ecuación de Navier-Stokes, para muchos propósitos prácticos no hay
necesidad de incluir el término laplaciano solo si es necesario cuando se cumpla
una condición de no deslizamiento, entonces se requiere el término laplaciano(2).

La aplicación de la dinámica de �uidos en medios porosos es muy amplia en
diferentes campos de estudio, como lo es en recuperación de petróleo, en donde
se permite desplazar un líquido por otro en presencia de una tercera fase. En
áreas como la biología para el transporte de �uidos en plantas o en semillas;
penetración de agua en suelos y aplicaciones médicas. En el área de textiles
se puede presentar en el comportamiento de prendas en presencia de líquidos.
En la construcción en la penetración de agua dentro de concretos o pastas de
cemento. En la industria de alimentos en el área de cocción; �ltración de bebidas
con proceso de fermentación, etc.(2)
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En cuanto a la ecuación de la energía empleada en el trabajo presente, se
basa de la ecuación que expresa la primera ley de la termodinámica en un
medio poroso se basa en una situación simple en la que el medio es isotrópico
y donde los efectos radiativos y el trabajo realizado por los cambios de presión
son despreciables. Se supone que existe un equilibrio térmico local tal que Ts =
Tf = T , donde Ts y Tf son las temperaturas de las fases sólida y �uida,
respectivamente(2).

Sin embargo; la elección del �uido de trabajo también es de suma importan-
cia. La baja conductividad térmica de un �uido convencional plantea una limi-
tación principal para el rendimiento de un disipador térmico, se ha determinado
que la agregación de partículas a través de un �uido convencional(nano�uido),
los �uidos convencionales en el presente trabajo se llamaran �uidos base, un
�uido base puede ser agua, aceite, entre otros, se ha logrado que estos �uidos
con agregación de partículas tengan mejoras signi�cativas en la conductividad
térmica(3). Es debido mencionar que la conductividad térmica de un material
sólido es mayor a la de un �uido. Por esto, se toman nanopartículas de dife-
rentes materiales que se mezclan con el �uido base de trabajo con el �n de
incrementar la conductividad térmica del �uido de trabajo. Entre los materia-
les más comúnmente usados se incluyen metales químicamente estables (oro,
cobre), óxidos metálicos (Al2O3, SiO2, TiO2, ZnO, Fe3O4, CuO, MgO), carbu-
ros metálicos (SiC), nitruros metálicos (AIN, SiN), el carbono en sus diversas
formas (diamante, gra�to, nanotubos de carbono)(4).

El estudio de los nano�uidos se ha visto en mayor auge en los últimos años
debido a sus aplicaciones en tan diversas áreas de investigación como en trans-
ferencia de calor o tecnologías de refrigerantes, en microelectrónica, MEMS,
micro�uídica, medicina y numerosos sistemas de gestión térmica(7). Pero, ¾qué
es un nano�uido? Se denomina nano�uido a suspensiones de materiales de par-
tículas sólidas de tamaño nanométrico (metálicos o no metálicos) en �uidos
base(5).

La terminología de nano�uido fue primera vez implementada por Choi, quien
reveló en una publicación donde se realizó un estudio de la mejora en la conduc-
tividad térmica en �uidos base en inmersión de nanoparticulas. Mencionó que
la mezcla homogeneizada de nanoparticulas en fracciones bajas de volumen y
�uidos convencionales aumenta notablemente el rendimiento térmico(5).

Con el desarrollo de la nanotecnología se hizo posible la producción de partí-
culas de tamaños entre 1 a 100 nanómetros (nm) conocidas como nanopartículas,
una comparación de la dimensión de éstas con objetos conocidos se muestra en
la Fig. 2.

El tamaño de las partículas que se introducen en el �uido base es clave en la
estabilidad de los nano�uidos. Cualquier suspensión de sólidos en un líquido, en
presencia del campo gravitatorio, tiende a separarse. Un proceso que se conoce
con el término de sedimentación. Sin embargo, la sedimentación tiene efectos
adversos en los nano�uidos, ya que modi�ca sus propiedades y la formación de
depósitos sólidos puede impedir su uso práctico. La sedimentación de partículas
está gobernada por la ley de Stokes, que nos da la velocidad de caída de una
partícula. En el caso de suspensiones de nanopartículas, la combinación del
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Figura 2: Comparación de partículas nanometricas en diferentes escalas[15].

tamaño pequeño y el movimiento browniano dan lugar a suspensiones altamente
estables durante periodos extensos de tiempo, sin observarse sedimentación(8).
Cuando el medio poroso está delimitado por una pared impermeable, lo que
presenta al menos dos di�cultades para analizar el proceso de transferencia de
calor: la ley de Darcy es inaplicable en las regiones cercanas a la pared y los
efectos de frontera deben conservarse en el analisis(17).

En el caso de microcanales la reducción de tamaño de un microcanal con-
duce a una mejora en la relación super�cie y volumen, el problema se vuelve
intrínseco al transporte de termo�uidos de microescala que reside en la caída de
presión signi�cativa que varía inversamente a la escala de longitud de la sección
transversal de los micro dispositivos(6). Las condiciones fundamentales en la que
trabajan microcanales suelen tener longitudes características del orden de 1 a
100 [µm], por lo cual cuando se trabajan con estas escalas utilizar el párametro
del número de Knudsen[Kn], de�nido como(13):

Kn =
λ

L
El número de Knudsen caracteriza el efecto de la rarefacción y se de�ne

como la relación entre el camino libre medio molecular (λ) y la longitud carac-
terística(L). A medida que el número de Knudsen aumenta, las hipótesis de la
mecánica del medio continuo y por lo tanto es necesario utilizar otros modelos
que describen el comportamientos de las propiedades físicas que se requieren
estudiar(14). Estas inconsistencias se deben fundamentalmente a los efectos de
rarefacción e interacciones moleculares que típicamente presentan los �uidos en
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micro-escalas. Los efectos de rarefacción son aquellos que se presentan en ambi-
entes de baja presión en los cuales el esfuerzo cortante, momentum y los �ujos
de calor y masa ya no pueden ser predichos por modelos basados en la hipótesis
del medio continuo. Sin embargo, es muy poco lo que se sabe de estos efectos
en líquidos por lo que los estudios más avanzados son los que se han hecho en
�ujo de gases, mayores detalles y otros efectos de rarefacción se encuentran en
el libro de Karniadakis et al.(15).

En el estudio de la transferencia de calor a nivel micro, se de�nen tres tipos
de regímenes de acuerdo al valor que toma el número de Knudsen (15).

� Régimen de Deslizamiento(0.01≤Kn≤0.1). En este tipo de �ujo las ecua-
ciones de Navier-Stokes siguen siendo válidas para describir el movimiento
del �uido sin embargo están sujetas a ciertas modi�caciones en las condi-
ciones de frontera tanto para la velocidad como para la temperatura las
cuales son: velocidad de deslizamiento y salto de temperatura en la pared.

� Régimen de Transición(0.1≤Kn≤10). En este tipo de �ujo ya los efectos
de rarefacción e interacciones moleculares comienzan a invalidarlas leyes
de la mecánica del medio continuo; sin embargo, es posible hacer aprox-
imaciones a las ecuaciones de Navier-Stokes empleando la ecuación de
Boltzmann para describir el movimiento de las moléculas de �uido. Este
régimen se llama de transición debido a que el movimiento molecular pasa
de ser ordenado (difusivo o continuo) a presentar un carácter aleatorio; es
decir, las moléculas del �uido viajan libremente sin seguir un patrón �jo
o conocido.

� Régimen Molecular(Kn>10). En este régimen de �ujo el movimiento de
las moléculas de �uido ya no puede ser descrito por ninguna de las leyes de
la física clásica por lo cual, si se requiere hacer una descripción analítica
detallada de este comportamiento se necesita recurrir a la mecánica cuán-
tica (ecuación de Schrödinger) o a la mecánica estadística. Actualmente
se cuenta con técnicas de simulación numérica que pueden describir el
comportamiento del �uido en el régimen molecular.

1.1 Objetivo

Es introducir los modelos correspondientes de nano�uidos, a través de un mi-
crocanal con con�namiento poroso, para analizar el �ujo de la velocidad y la
transferencia de calor, además de considerar el efecto conjugado de la transfe-
rencia de calor. La idea en general es encontrar una manera e�ciente de mejorar
la disipación de calor, en un sumidero de calor.
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2 Formulación del problema

En la Fig. 3 se representa grá�camente el modelo físico a estudiar en dos di-
mensiones, se describe el modelo en un microcanal rectangular asumiendo que
las propiedades del medio poroso y el nano�uido son homogéneas e isotropicas,
el nano�uido es distribuido uniformemente por todo el medio poroso, se asu-
me que el medio poroso se encuentra en equilibrio termodinamico local con el
nano�uido. La transferencia de calor del microcanal tiene lugar en las paredes
solidas inferiores y exteriores que sirven como sumideros de calor, donde el �ujo
de calor suministrado (q′′) es transmitido de las placas solidas hacia el �uido
con el �n de que este calor puede disiparse. La línea intermedia del modelo físico
muchas veces es llamada región de entrada hidrodinámica donde es la sección
desde la entrada del microcanal hasta el punto en el que la capa límite emerge
en la línea central(11). Además de considerar al modelo físico como un sistema
bidimensional (2D) con un sistema de coordenadas rectangular (x,y). El canal
tiene una altura de H y una longitud L, de manera que (H ≺≺ L). El espesor
de las paredes del microcanal (h) es mucho menor que H .El espesor de esta
pared inferior está dado por h y es tal que h <�< L; esto quiere decir que tenemos
dos relaciones de esbeltez (o también llamadas de aspecto), una para el �uido
ϵ = H/L y otra para el sólido dada por ϵh = h/L, que se mostraran mucho más
adelante.

Figura 3: Flujo de un nano�uido a través de un microcanal con con�namiento
poroso
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2.1 Ecuaciones gobernantes

De la descripción de la ecuación de momentum para el transporte de nano�uidos
sobre el medio poroso, el análisis queda en la ecuación que describe el modelo de
Brinkman-Forchheimer extensión de Darcy(5), el cual tiene la siguiente forma.

ρnf [
∂u

∂t
+(u ·∇)u] = −∇P +µeff∇2u− (

µnfϕu

K
+
ρnfFϕ|u|u

K
1
2

) (1)

Tomando en cuenta el análisis presente para el con�namiento de un medio
poroso en un microcanal del modelo físico Fig. 3 las fuerza de gravedad en el
nano�uido se ven despreciadas para la Ec. (1). Considerando un �ujo de velo-
cidad unidireccional x, la ecuación de continuidad es igual a cero ∇·u = 0 por
lo cual se desprecian los términos inerciales del �uido y se asume una acele-

ración convectiva insigni�cante, un �ujo completamente desarrollado
∂

∂x
= 0 ,

considerando un estado estacionario
∂

∂t
= 0, se asume un �ujo incompresible; la

permeabilidad y porosidad constante.
Desarrollando el análisis de forma bidimensional, las derivadas parciales to-

man la siguiente forma.

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 (2)

La viscosidad efectiva queda de la siguiente manera.

µeff =
µnf

ϕ
.

Además de la viscosidad del �uido el medio poroso tiene un papel muy im-
portante en el comportamiento en el cambio del campo del �ujo de la velocidad,
asumiendo los anteriores argumentos queda de la siguiente manera la Ec. (1)(6).
Para este caso los términos de Arrastre de Forchheimer son tan pequeños que
se desprecian debido a las velocidades tan pequeñas con las cuales estamos ma-
nejando y esto debido a las dimensiones proporcionadas para el microcanal, por
lo cual no se tomaran en cuenta el modelo de la Ec. (1) y se tiene el modelo de
Darcy-Brinkman.

0 = −∇P +
µnf

ϕ

∂2u

∂y2
− µnf

K
u (3)

Por otro lado, para estudiar los efectos longitudinales de la conducción de
calor en el medio poroso, consideramos la ecuación de la energía teniendo en
cuenta los términos difusivos y convectivos despreciando nuevamente la compo-
nente transversal de la velocidad. La ecuación (5) muestra los términos in�uidos
por la disipación viscosa.
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(ρCp)nf u
∂Tnf

∂x
= keff

(
∂2Tnf

∂x2
+

∂2Tnf

∂y2

)
+ Φ (4)

Φ = µeff

(
du

dy

)2

+
µnfu

2

K
(5)

keff = (1− ϕ)ks + ϕknf (6)

Junto con la ecuación de energía de las paredes del microcanal para com-
pletar el problema de transferencia de calor conjugado, se tiene la ecuación de
Laplace Ec.(7), donde Tnf y Tw son respectivamente las temperaturas del na-
no�uido y de la pared del microcanal, keff es la conductividad térmica efectiva
del medio poroso y Cp es el calor especí�co a presión constante del �uido(16).

∂2Tw

∂x2
+

∂2Tw

∂y2
= 0 (7)

Para este trabajo, limitaremos el análisis exclusivamente al régimen del con-
tinuo y no se considera el efecto de deslizamiento en la pared del microcanal.

2.2 Condiciones de frontera y velocidad de corriente libre

El �ujo se mueve por un gradiente de presión dado, tenemos que el gradiente
de presión −∇P = −dP

dx , para la Ec. (3) el análisis se asume un gradiente de
presión constante fuera de la capa límite hidrodinámica del microcanal donde la
velocidad u = U∞ como se muestra en la Fig. 4, se debe considerar que el desa-
rrollo de la capa límite hidrodinámica en microcanales con con�namiento poroso
tiene un desarrollo mucho más rápido que un microcanal sin con�namiento; el
gradiente de presión queda de la siguiente forma(10).

dP

dx
= −µnfU∞

K
(8)

La Ec. (3) muestra el gradiente de presión requerido para mantener la velo-
cidad de corriente libre (U∞) en equilibrio de la resistencia de la matriz solida
del medio poroso. Al combinar la Ec. (3) y Ec. (8) se sustituye el gradiente de
presión y la ecuación de momentum se reduce al modelo de Darcy-Brinkam.

µnf

ϕ

∂2ū

∂y2
=

µnf

K
(u− U∞) (9)

Para obtener la solución analítica como numérica hay que establecer las
condiciones de frontera correspondientes; la primer condición es de simetría
du
dy |Y=0 = 0, donde se describe un problema simétrico respecto al eje x, y en
el microcanal donde se presenta a través de una condición de frontera tipo
Neumann, para la segunda condición de no deslizamiento donde u(y = H) = 0
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asume que la velocidad en todos los puntos en la super�cie del canal son igual
a cero siendo una condición del tipo Dirichlet(9).

De la misma forma las condiciones de frontera para la ecuación de la energía
son de la siguiente forma:

∂Tnf

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0; Tnf |x=0 = T0;
∂Tnf

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0; Tnf |y=±H
2
= Tw

(10)
Las condiciones de frontera de la ecuación (10) describe respectivamente, la

condición de simetría, la temperatura en la entrada del microcanal, la condición
asume un �ujo completamente desarrollado a la salida del microcanal y �nal-
mente la continuidad de temperatura en la interface sólido y líquido. Para la
ecuación (7) se tienen las siguientes condiciones de frontera que representan las
condiciones adiabáticas:

∂Tw

∂x

∣∣∣∣
x=(0,L)

= 0; q′′ = kw
∂Tw

∂y

∣∣∣∣
y=(H/2+h)

(11)

Donde kw es la conductividad térmica de la pared, T0 es la temperatura del
�uido en la entrada del microcanal y q

′′
es el �ujo de calor uniforme aplicado a la

pared exterior del microcanal. Para la ecuación (11) las condiciones de frontera
representan, el �ujo de calor en los extremos longitudinales y el �ujo de calor en
la super�cie exterior de la pared del microcanal. Además, se tiene la condición
de continuidad del �ujo de calor en la interfaz �uido-pared Ec. (12):

keff
∂Tf

∂y

∣∣∣∣
y=H/2

= kw
∂Tw

∂y

∣∣∣∣
y=H/2

(12)

De la ecuación (4), podemos apreciar que, en general, las variaciones de tem-
peratura en la fase �uida causadas por el �ujo de calor uniformemente impuesto
en las paredes del microcanal pueden controlarse mediante términos difusivos,
disipativos y convectivos. Por ello, se realizo un análisis del orden de magnitud
para identi�car los límites distinguibles más importantes. Para esto, el orden
de magnitud de la velocidad de entrada u ∼ U∞ se rige directamente por la
ecuación (8), mientras que el orden de magnitud de los términos convectivos,
difusivos y disipativos de la ecuación de energía (4-6).

2.3 Orden de Magnitud

Para el caso concreto de las ecuaciones de gobierno mencionadas anteriormente
se ha asumido el nano�uido en el microcanal poroso como un continuo. La
validez de esta suposición se puede evaluar con el número de Knudsen men-
cionado en la introducción Kn = λ

L . El orden de magnitud para L como la
longitud característica se toma en cuenta como 100 [µm] y el camino libre medio
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de las moléculas de agua es de 0.1[nm] . Lo que hace que el número de Knud-
sen sea del orden de Kn ≤ 1x10−6, que es relativamente pequeño, lo que hace
justi�car la suposición del continuo(20).

De la ecuación (4), podemos apreciar que, en general, las variaciones de tem-
peratura en la fase �uida causadas por el �ujo de calor uniformemente impuesto
en las paredes del microcanal pueden controlarse mediante términos difusivos,
disipativos y convectivos. Por ello, se realizo un análisis del orden de magnitud
para identi�car los límites distinguibles más importantes. En esto dirección, el
orden de magnitud de la velocidad de entrada u ∼ U∞ se rige directamente por
la ecuación. (8), mientras que el orden de magnitud de los términos convectivos,
difusivos y disipativos de la ecuación de energía (4-6). Para la ecuación de la
energía el análisis de orden de magnitud, toma la siguiente forma;

(ρCp)nf U∞
△Tnf

L
∼ keff

(
△Tnf

L2
+

△Tnf

H
2

2

)
+ µeff

(
U∞

ϕH
2

2

)2

(13)

Considerando ahora que el término difusivo transversal de la relación ante-
rior, keff

△Tnf

H
2

2 , es dominante porque siempre está controlado por el �ujo de calor

uniforme en las paredes del microcanal (debemos recordar que q� ∼ keff
△Tnf

H
2

2 ,

podemos dividir la ecuación anterior con la ayuda de este término para obtener
la siguiente relación de orden.

ϵPe ∼ ϵ2 + 1 +Br (14)

Donde la relación de aspecto ϵ se de�ne comoϵ = H/2
L , Pe es el conocido

número de Péclet, que se da como Pe =
(ρCp)fU∞(H/2)

keff
y denota el número

de Brinkman Br del problema, denotado por Br =
µfU

2
∞(H/2)/
Kq′′ . Esta última

relación se obtuvo considerando que ∆Tf = q′′(H)
2keff

que se puede derivar de
la relación de orden. Por lo tanto, a partir de la relación de orden de la Ec.
(14) (21), podemos distinguir fácilmente diferentes límites asintóticos relevantes
dependiendo de los valores asumidos de los parámetros adimensionales ϵ, Pe y
Br. Estos límites se de�nen en el siguiente párrafo.

Las variaciones de temperatura en el �uido controladas por términos disipa-
tivos y difusivos: para la mayoría de aplicaciones prácticas en microcanales, el
límite más característico se controla cuando Br es del orden de la unidad con
el número de Péclet (Pe), y la relación de aspecto ϵ asumiendo ambos valores
muy pequeños, Pe ≪1 y ϵ≪ 1. En este caso, entonces los términos dominantes
de la relación de orden (21) son solo los términos transverso difusivo y disipa-
tivo, para este caso, el balance de energía entre estos dos términos determina
las variaciones de temperatura más importantes en la fase �uida. Este límite ha
sido ampliamente estudiado en la literatura especializada sin la presencia de los
efectos de conducción de calor longitudinal en las paredes del microcanal.
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En el caso de las variaciones de temperatura en el �uido controladas por
términos convectivos, longitudinales y difusivos transversales: a partir de la de-
�nición del número de Brinkman, podemos apreciar que para mantener valores
�nitos o del orden de la unidad para este parámetro, En general, se requiere una
tendencia a asumir valores crecientes de la viscosidad del �uido; de lo contrario,
con valores pequeños de la viscosidad del �uido, el Brinkman correspondiente
asume valores pequeños. Por ejemplo, en el caso del dopar un �uido base con
nanoparticulas genera un aumento en la viscosidad de manera notable, en el ca-
so especi�co que considerando el agua comoµfb ∼ 10−3Kg/ms (agua), un valor
característico de U∞ ∼ 10−2m/s, ϕ = 0.93, q

′′
= 1W/m2 y L = 100 micras ,

obtenemos que Br ∼ 4x 10−3, se obtienen resultados similares para el aire. Para
este caso, el número de Brinkman es Br ∼ 10−5 ≪ 1. Por esta razón, considera-
mos en el presente trabajo el otro límite relevante: el caso en el que el término
convectivo y los términos difusivos longitudinal y transversal de la relación son
del mismo orden de magnitud(21), ϵPe ∼ ϵ2 ∼ 1, junto con Br ≪ 1. En este
caso, las variaciones de temperatura para la fase �uida son menos importantes
en comparación con el primer caso (Br ∼ 1) que incluye el término disipativo.
De esta manera, para este caso simpli�cado podemos identi�car muy bien, la
in�uencia de los efectos de la conducción de calor longitudinal en las paredes del
microcanal. El caso en el que son importantes todos los términos de la ecuación
de energía para cada región (es decir, paredes sólidas y �uidas del microcanal)
no se considera en el presente trabajo.

Sin embargo, antes las ecuaciones gobernantes en forma adimensional, de-
bemos apreciar que el mecanismo térmico para calentar la fase �uida solo está
controlado por el �ujo de calor impuesto en el paredes externas del microcanal.
Por tanto, el orden de magnitud de las diferencias de temperatura característi-
cas en el �uido y en la pared, se puede expresar respectivamente mediante las
siguientes expresiones:

q
′′
= kw

∆Tw

h
∼ keff

∆Tnf

H/2
(15)

Donde ∆Tnf y∆Tw son respectivamente las diferencias de temperatura ca-
racterísticas en el �uido y en la pared, es necesario realizar un análisis de orden
de magnitud para estas diferencias de temperatura características. Ambos deben
considerarse en sentido transversal porque se asume que los extremos de entrada
y salida de la pared del microcanal son adiabáticos, por lo que es pertinente con-
siderar que las mayores caídas de temperatura ocurren en sentido transversal,
tanto en el medio poroso como en la pared del microcanal. Por tanto, el orden
de magnitud de las diferencias de temperatura características en el �uido y en
la pared. por tanto, obtenemos la siguiente relación entre ambas diferencias de
temperatura características.

∆Tnf

∆Tw

=
kw
keff

H/2

h
∼ kw

keff

ϵ

ϵh
(16)
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Donde ϵh = h
L yϵ = (H/2)

L son las relaciones de aspecto de pared y del �uido,
respectivamente. Por lo cual podemos de�nir el siguiente parámetro conjugado:

αc =
kw
keff

ϵϵh (17)

Se puede apreciar que el parámetro conjugado ϵh, que viene dado por la Ec.
(17), se puede reescribir como:αc =

Rf

Rw
ϵ2h; donde Rf y Rw representan las re-

sistencias térmicas por conducción por unidad de profundidad en cada región y
dadas como Rf = H

2Lkeff
y Rw = h

Lkw
, respectivamente. De esta manera, el pará-

metro conjugado αc; de�ne físicamente, excepto por la relación de aspectoϵ2h, la
competencia entre ambas resistencias térmicas por conducción, por esta razón,
se pre�rio seleccionar el parámetro más relevante para este problema conjugado
como fue escrito en la Ec. (17), es decir, αc

ϵ2h
=

Rf

Rw
. Por lo tanto, la interpreta-

ción física del parámetro conjugado ofrece dos opciones: para valores �nitos de
la relación de aspectoϵh, el parámetro conjugado solo está determinado por la
competencia entre ambas resistencias térmicas; de lo contrario, para un valor
predeterminado de la relación Rf

Rw
, el parámetro conjugado está determinado

por la relación de aspecto ϵh. En ambos casos, podemos obtener límites distin-
guibles similares dependiendo de los valores asumidos de αc y

Rf

Rw
, situación que

se analiza en la siguiente ecuación.

∆Tnf

∆Tw

∼ αc

ϵ2h
=

Hkw
2hkeff

(18)

Donde αc representa también la competencia entre la conducción de calor en
la pared y la convección de calor en el �uido. Por lo tanto, podemos analizar aquí
dos límites asintóticos signi�cativos, el conocido límite de pared térmicamente

delgado
(

αc

ϵ2h
≫ 1

)
y el límite de pared termicamente grueso

(
αc

ϵ2h
≪ 1

)
(17). Uno

de los objetivos principales de este trabajo es analizar los efectos longitudinales
de la conducción de calor tanto en el �uido como en la pared del microcanal,
estos efectos son más importantes en el límite de pared térmicamente delgado,
por lo que para analizar el límite de pared térmicamente grueso vamos a usar un
límite superior de�nido por αc

ϵ2h
∼ 1; por lo tanto, la diferencia de temperatura

característica en el problema de transferencia de calor conjugado es ∆Tnf =
Hq

′′

2keff
para el medio poroso y ∆Tw = hq

′′

kw
para la pared del microcanal.

Para el caso de los limites térmicamente delgado y grueso: si αc

ϵ2h
es del orden

de la unidad, entonces αc ∼ ϵ2h y considerando que la relación de aspecto es
muy pequeña, entonces αc ∼ ϵ2h ≪ 1 y para este caso, efectivamente el pri-
mer término de la izquierda de la ecuación de la energía se puede despreciar en
comparación con el segundo término, en una primera aproximación. Este caso
representa la situación en la que sólo son importantes los gradientes transver-
sales de temperatura; un caso ampliamente estudiado en la literatura(17). Sin
embargo, paraαc

ϵ2h
≫ 1, entonces αc ≫ ϵ2h y para este caso, no hay argumento
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para despreciar los términos de conducción de calor longitudinal de la ecuación
de energía en las paredes. Para este límite, ambos términos de la ecuación de
Aplace o energía del microcanal deben ser conducción retenida, por lo tanto,
para incluir los efectos de conducción de calor axial o longitudinal en las paredes.

Sin embargo, cuando la relación de aspecto en el �uido es menor que la
del sólido, la caída de temperatura en la dirección transversal puede ser más
importante en la pared que en el �uido, es decir:

∆Tnf

∆Tw

∼
(αc

ϵ2

)( ϵ2

ϵ2h

)
(19)

Con αc

ϵ2h
∼ 1 y

(
ϵ
ϵh

)2
≪ 1, se tiene:(
H

2h

)2

=

(
ϵ

ϵh

)2

≪
(
ϵ2

αc

)
≪ 1 (20)

Las Ec. (19) y (20) muestran que para este caso particular, las variaciones
de temperatura en el �uido son mucho menores que las variaciones transversales
de temperatura en el sólido; así, la temperatura en el �uido solo varía en función
de la coordenada longitudinal. Esto se puede ver en la sección de resultados.

2.4 Análisis Adimensional

En la Fig. 5 muestra la descripción de las variables adimensionales. Debido a la
condición de simetría planteada anteriormente el microcanal permite representar
el mismo comportamiento de este en el centro cuando Y = 0 a Y = H =
H
2 esto permite generar el mismo tipo de comportamiento en la dirección del
eje X. Para la ecuación obtenida anteriormente se propone la siguiente escala
adimensional(10).

X =
x

L
; u

′
=

u

U∞
; Y =

y
H
2

; θnf =
(Tnf − T0)

∆Tnf
; θw =

(Tw − T0)

∆Tw
;

ξ =
(H/2 + h− y)

h
(21)

Para las direcciones x, y su adimensionalización corresponde a las longitudes
características de cada dirección H, L. Las anteriores ecuaciones nos permiten
describir de mejor manera la física del problema. Otros parametros y escalas
que van a servir para el proyecto.

Pe =
(ρCp)fb U∞(H/2)

keff
; Br =

µfbU
2
∞(H/2)

Kq′′
; Da =

K

ϕ (H/2)
2 ; ∆Tw =

q′′h

kw
;

ϵ =
(H/2)

L
; ∆Tnf =

q′′(H/2)

keff
; ϵh =

h

L
(22)
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Utilizando los parámetros adimensionales de la ecuación (17) para la ecua-
ción de momentum de la ecuación(9).

∂2u
∂y2

= ∂
∂y

(
du
dy

)
= d

dy

(
du
dy

dY
dy

)
= d

dy

(
du
dY

(
1
H
2

))
= 1

H
2

d
dy

(
du
dY

)
= 1

H
2

d
dy

(
du
dy

)
dY
dy

= 1
H
2

2
d2u
dY 2

0 =
µnf

K
(U∞ − U∞u

′
) +

µnfU∞

ϕH
2

2

d2u'

dY 2
(23)

0 =
µnfU∞

K
(u

′ − 1) +
µnfU∞

ϕH
2

2

d2u'

dY 2
(24)

Dividiendo por µnfU∞ y implementando el número de Darcy.

(u
′ − 1)

K
=

1

ϕH
2

2

d2u'

dY 2
(25)

(u
′ − 1) =

K

ϕH
2

2

d2u'

dY 2
(26)

(u
′ − 1) = Da

d2u'

dY 2
(27)

d2u'

dY 2
= Da−1(u

′ − 1) (28)

Condiciones de frontera en su forma adimensional y la solución analitica de
la ecuación de momentum Ec. (24) son las siguientes.

du'

dY
|Y=0 = 0 (29)

u
′
(Y =

H

2
= 1) = 0 (30)

u
′
= 1− cosh(Da−

1
2Y )

cosh(Da−
1
2 )

(31)
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2.5 Inyección de nano�uidos al modelo físico.

Para el presente trabajo la inyección del nano�uido, se vera inmersa en las
propiedades expuestas en la ecuación de la energía, por la densidad del nano�u-
ido, el calor especi�co, la viscosidad dinámica y la conductividad térmica del
nano�uido.

La viscosidad dinámica es vital en los nano�uidos como lo es la conductivi-
dad térmica hay menos estudios que discuten sobre la viscosidad dinámica de
los nano�uidos en comparación con los estudios que se han centrado en la con-
ductividad térmica. Se han descrito demasiados modelos en función de expresar
la efectividad que tiene la viscosidad dinámica en el papel de los nano�uidos.
Diversos estudios han sido relacionando con base en métodos experimentales, de
manera numérica, teórica, etc. que se han introducido para investigar su efecto
sobre la viscosidad de los nano�uidos(5).

El primer modelo de viscosidad dinámica es el modelo de Brinkman de 1952,
es una modi�cación del modelo de viscosidad dinámica de Einstein de 1906;
µnf = µfb (1 + 2.5φ) para una φ ≤ 5% (5). La ecuación modi�cada incluyo la
concentración del volumen de nanopartículas(φ), la viscosidad dinámica de na-
nopartículas y del �uido base. Para así obtener el siguiente modelo de viscosidad
dinámica.

µnf

µfb

=
1

(1− φ)2.5
(32)

La conductividad térmica en nano�uidos se ha de�nido como la relación
entre la conductividad térmica del nano�uido y la conductividad térmica del

�uido base
(

knf

kfb

)
, un gran número de investigadores desarrollaron sus modelos

de conductividad térmica basados en la investigación de Maxwell quien examinó
la conducción a través de medios heterogéneos. La conductividad térmica de un
nano�uido se compone de una mezcla de dos fases que consta de fases continuas
y discontinuas determinada por Maxwell. knf

kfb
=

ks+2kfb+2φ(kfb−ks)
ks+2kfb−φ(kfb−ks)

, donde φ

es la concentración de nanoparticulas, kfb y ks es la conductividad térmica
del �uido base y la conductividad térmica de la fase sólida respectivamnete,
Una de las hipotesís que Maxwell se re�rió para formar su modelo. Fue que
la conductividad térmica depende de los �uidos base que se esten considerando
(5). Para el estudio correspondiente se implementara el modelo de Timofeeva
et al. ecuación (33) donde se introducira una concentración de nanoparticulas
del 1-5%, con el �n de cuidar los problemas de sedimentación en microcanales
y como material del nano�uido se implementara el Al2O3 −H2O(18).

knf = (1 + 3φ)kfb (33)

Las mediciones propuestas (19), sugieren que existe una mejora insigni�-
cante asociada con el uso de nano�uidos de refrigerantes base, en términos de
reducir las temperaturas en las paredes de los dispositivos, lo que cuestiona el
mérito general del uso de nano�uidos en disipadores de calor de microcanal.
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Se informaron mediciones experimentales del calor especí�co del nano�uido de
Al2O3 −H2O . produce una predicción de�ciente de los calores especí�cos me-
didos por el contrario, una expresión promediada en masa satisface la primera
ley de la termodinámica y tiene la forma de la ecuación (30) (5).

Cpnf =
(1− φ)(ρCp)fb + φ(ρCp)np

(ρfb(1− φ) + ρnpφ)
(34)

Para el modelo densidad ecuación (31). Se ha demostrado que los datos ex-
perimentales sobre las mediciones de densidad no son su�cientes para varios
nano�uidos a diferentes niveles, a la par que se ha demostrado que la densidad
varía respecto a la temperatura, de manera alterna se han llevado acabo me-
diciones exhaustivas para obtener su densidad y proporcionar datos, así como
para veri�car su aplicación a la ecuación(que también se conoce como teoría
de la mezcla para varios nano�uidos)(5). Para establecer un modelo de estudio
con densidad, calor especi�co y conductividad térmica variable se obtuvo para
nanopartículas de inmersas en agua Al2O3 − H2O, las cuales se emplearan en
el trabajo presente.

ρnf = ρfb(1− φ) + ρnpφ (35)

Modelos para las nanopartículas de Al2O3 −H2O inmerso agua Valor

ρ∗ =
ρnp

ρfb
3.977

k∗ = ks

kfb
55.1724

Cp∗ =
Cpnp

Cpfb
0.174

El respectivo análisis para la ecuación de la energía, Ec.(4-6) toma la si-
guiente forma:

(ρCp)nf u
∂Tnf

∂x
= keff

(
∂2Tnf

∂x2
+

∂2Tnf

∂y2

)
+ µeff

(
∂u

∂y

)2

+
µnfu

2

K
(36)

(ρCp)nf = ρfb(1− φ) + ρnpφ

(
(1− φ)(ρCp)fb + φ(ρCp)np

(ρfb(1− φ) + ρnpφ)

)
(37)

(ρCp)nf = (1− φ)(ρCp)fb + φ(ρCp)np (38)

(ρCp)nf =

{
(1− φ) + φ

[
(ρCp)np
(ρCp)fb

]}
(ρCp)fb (39)

23



Utilizando las siguientes consideraciones para la Ec. (31), ρ∗ =
ρnp

ρfb
y Cp∗ =

Cpnp

Cpfb
. La Ec. (35) toma la siguente forma:

(ρCp)nf = (ρCp)fb [(1− φ) + φρ∗Cp∗] (40)

Para la keff se toma en cuenta que (keff )nf = (1− ϕ) ks+ϕknf , implemen-
tando el modelo de Thimofeeva et al. de la Ec. (30), la conductividad térmica
efectiva queda de la siguiente forma.

(keff )nf = (1− ϕ) ks + ϕ(1 + 3φ)kfb (41)

(
keff
kfb

)nf
fb

= (1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ) (42)

En la Ec. (38) se considera la k∗ como k∗ = ks

kfb
.

Para continuar con el análisis adimensional de la ecuación de la energía,
tomando en cuenta los parámetros adimensionales Ecs. (17-18) las Ecs. (33-38),
la Ec. (32) toma la siguiente forma.

(ρCp)fb [(1− φ) + φρ∗Cp∗]U∞u
′ ∆Tnf

L

∂θnf
∂X

=

kfb [(1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ)]

(
∆Tnf

L2

∂2θnf
∂X2

+
∆Tnf(
H
2

)2 ∂2θnf
∂Y 2

)
+

µfb

ϕ (1− φ)
2.5

(
U∞
H
2

∂u
′

∂y

)2

+
µ
fb(U∞u′)

2

K (1− φ)
2.5

(43)

Tomando en cuenta que ∆Tnf =
q
′′ H

2

keff
=

q
′′ H

2

kfb[(1−ϕ)k∗+ϕ(1+3φ)] y multiplica-

mos ambos miembros de la Ec. (39 )por
(H

2 )
2

∆TnfK
.

(ρCp)fb [1− φ (ρ∗Cp∗ − 1)]U∞

(
H

2

)
εu

′ ∂θnf
∂X

=

kfb [(1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ)]

(
ε2

∂2θnf
∂X2

+
∂2θnf
∂Y 2

)
+

µfbU
2
∞
(
H
2

)2
∆Tnf (1− φ)

2.5
K

Da

(
∂u

′

∂Y

)2

+ (u
′
)2


(44)

(ρCp)fb [1− φ (ρ∗Cp∗ − 1)]U∞

(
H

2

)
εu

′ ∂θnf
∂X

=

kfb [(1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ)]

(
ε2

∂2θnf
∂X2

+
∂2θnf
∂Y 2

)
+

µfbU
2
∞
(
H
2

)2
∆Tnf (1− φ)

2.5
K

Da

(
∂u

′

∂Y

)2

+ (u
′
)2


(45)
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(ρCp)fb [1− φ (ρ∗Cp∗ − 1)]U∞

(
H

2

)
εu

′ ∂θnf
∂X

=

[(1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ)]

(
ε2

∂2θnf
∂X2

+
∂2θnf
∂Y 2

)
+

µfbU
2
∞
(
H
2

)2
kfb

q′′ H
2

kfb[(1−ϕ)k∗+ϕ(1+3φ)] (1− φ)
2.5

K

Da

(
∂u

′

∂Y

)2

+ (u
′
)2


(46)

Dividiendo ambos miembros de la Ec. (42) por (1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ), se
obtiene el modelo �nal de la ecuación de la energía en su forma adimensional.

[(1− ϕ) k∗ + ϕ]

[
1− φ (ρ∗Cp∗ − 1)

(1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ)

]
εPeu

′ ∂θnf
∂X

= ε2
∂2θnf
∂X2

+
∂2θnf
∂Y 2

+
Br

(1− φ)
2.5

Da

(
∂u

′

∂Y

)2

+ (u
′
)2

 (47)

Las condiciones de frontera correspondientes en su forma adimensional son
las siguientes:

∂θnf
∂X

∣∣∣∣
X=1

= 0; θnf |x=0 = 0;
∂θnf
∂Y

∣∣∣∣
Y=0

= 0; θnf |Y=1 =
ϵ2h
αc

θw|ξ=1 (48)

La Ec. (43) es el modelo de la ecuación de la energía para la fase �uida
del sistema. Para la ecuación de la energía de la pared Ec.(7) en su forma
adimensional se representa de la siguiente forma.

∂Tw

∂x
=

∂θw
∂x

=
∂θw
∂X

∂X

∂x
=

1

L

∂θw
∂X

(49)

∂2θw
∂x2

=
1

L2

∂2θw
∂X2

(50)

∂Tw

∂y
=

∂θw
∂ξ

=
∂θw
∂ξ

∂ξ

∂y
=

1

h

∂θw
∂ξ

(51)

∂2θw
∂y2

=
1

h2

∂2θw
∂ξ2

(52)

1

L2

∂2θw
∂X2

+
1

h2

∂2θw
∂ξ2

= 0 (53)
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Implementando la realación de aspecto de la pared ϵh = h
L en la Ec. (48).

Se obtiene lo siguiente:

∂2θw
∂X2

+
L2

h2

∂2θw
∂ξ2

= 0 (54)

∂2θw
∂X2

+
1

ϵ2h

∂2θw
∂ξ2

= 0 (55)

Finalmente la ecuación de la energía en la pared del microcanal se representa
por le Ec. (55). Y sus condiciones de frontera en su forma adimensional toman
la siguiente forma:

∂θw
∂X

∣∣∣∣
x=(0,1)

= 0; q′′ =
kw∆Tw

−h

∂θw
∂ξ

= 0 (56)

∂θnf
∂Y

∣∣∣∣
Y=1

= − ∂θw
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1

(57)
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3 Modelo Numérico.

Un considerable número de publicaciones dan diversas soluciones, empleando
métodos numéricos para medios porosos y nano�uidos en los cuales se abordan
diferentes problemas. Muchas publicaciones abordan el problema con múlti-
ples herramientas computacionales se utilizan tales como ANSYS, OpenFOAM,
FluidSim, Commsol CFD, etc.

Para el presente trabajo se empleo el software Freefem ++ para la resolución
para obtener la solución de las ecuaciones diferenciales acopladas y sus corres-
pondientes condiciones de frontera. Freefem ++ es un software libre de alto nivel
para la resolución numérica de ecuaciones diferenciales parciales en dos y tres
dimensiones, que resuelve a través del uso del método de elemento �nito(FEM
por sus siglas inglés), en los cuales se pueden resolver diversos problemas físicos
de dinámica de �uidos, biología, transferencia de calor, etc.

El método (FEM) es un procedimiento de aproximación para la solución de
ecuaciones diferenciales, con condiciones en la frontera y condiciones iniciales,
del tipo que se presentan en problemas de ingeniería, física y matemática. El
procedimiento básicamente envuelve la división del dominio en muchas peque-
ñas regiones, llamadas "elementos", convenientemente distribuidas, las cuales
pueden ser de forma triangular, cuadrilátera, etc., y usando una interpolación
para describir el comportamiento de estos subdominios. Un número satisfacto-
rio de puntos, llamados "nodos", son especi�cados para cada elemento y a cada
uno de ellos le corresponde un valor de la variable o las variables de la ecuación
diferencial, que se obtiene interpolando dentro de cada elemento(23).

Freefem ++ tiene diversas funciones como un generador de malla automático
avanzado, capaz de adaptarse a una malla a posterior, tiene un solver diferencial
elíptico de propósito general que esta interconectado con algoritmos de solucio-
nes rápidas como lo son UMFPACK, SuperLU, MUMPS, Crout, Cholesky, etc.
Resuelve problemas iterativos prescritos por el usuario con el lenguaje de alto
nivel que maneja. Tiene una gran diversidad de elementos �nitos triangulares,
incluyendo elementos discontinuos(22).

Una parte importante para la solución de cualquier tipo de problema para
Freefem ++ se requiere la descripción del problema en su forma variacional,
una vez obtenido el problema en su forma adimensional, pasa a ser desarrollado
en su forma variacional.

Para el presente trabajo en la solución de las ecuaciones de gobierno se
selecciono un tipo de malla, llamada malla estructurada con doscientos nodos a
lo largo y doscientos nodos a lo ancho, se le llama malla estructurada por seguir
un patrón reticular a lo largo de toda la geometría. Particularmente una malla
estructurada de tipo triangular con un dominio rectangular(22). Los elementos
se encuentran espaciados y distribuidos de forma homogénea a lo ancho y largo
del canal, la solución esta programada para que guarde la solución de cada uno
de sus nodos para valores constantes en X. Y y ξ en múltiplos de 0.1.
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Figura 4: Malla estruturada para la descripción del microcanal y pared del
microcanal.

3.1 Formulación variacional.

En Freefem ++ para que pueda ser capaz de resolver las ecuaciones de cualquier
problema es necesario plantearlas a través del calculo variacional o formulación
débil. De esta manera la formulación débil nos proporciona una mejor integra-
ción entre las ecuaciones, condiciones de frontera y el dominio de análisis. En
la formulación débil el dominio de análisis sera expresado como Ω, el diferen-
cial del área de la región Ω se abrevia de la siguiente manera dΩ = dXdY . La
variable auxiliar en el análisis es expresada como las variables presentadas con
el subíndice el subíndice a. Por otro lado, los subíndices w y f corresponden al
campo de temperatura en la pared y en el microcanal poroso, respectivamente.
La formulación variacional permite reducir el orden de las derivadas. En el pre-
sente trabajo la ecuaciones de gobierno ya adimenzionalizadas muestran unas
derivadas de segundo orden, al aplicar la formulación débil la ecuación queda
con la derivada en un primer orden. Para la formulación variacional a Freefem
++ permite que su resolución sea más e�ciente.

El primer paso es escribir en términos del calculo variacional la ecuación de
momentum Ec. (28), como se puede notar, la velocidad no depende del campo
de temperatura, por lo que se resuelve de forma independiente, por lo que la
solución de esta ecuación se puede resolver simplemente en un solo paso usan-
do el solucionador UMFPACK de manera consistente porque es una ecuación
diferencial homogénea ordinaria. Por lo tanto queda de la siguiente manera.
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−
�

Ωf

(
du

′

dY

du
′

a

dY

)
dΩf =

�

Ωf

Da−1(u
′
− 1)u

′

adΩf (58)

Siguiendo el mismo método de resolución, podemos utilizar la formulación
débil para aplicarla dentro de las ecuaciones de energía para el campo de temper-
atura en la pared Ec. (55) y en el microcanal poroso Ec. (43) con sus condiciones
de frontera, e incluyendo la interfaz límite de contacto a través de la conservación
del �ujo de calor y la igualdad de temperatura Ec. (57). Análogamente, como
método de solución, llamamos a la función Convect en la ecuación de energía
en el microcanal para considerar los efectos de la velocidad en todo el ancho del
sistema. De esta manera, las ecuaciones de energía para ambos medios descritas
bajo el esquema de formulación débil con términos transitorios de convergencia
se pueden escribir como:

− [(1− ϕ) k∗ + ϕ]

[
1− φ (ρ∗Cp∗ − 1)

(1− ϕ) k∗ + ϕ(1 + 3φ)

]
εPeu

′ θ
n+1
f − θnf

△t
θfadΩf

−
�

Ωf

(
ε2

∂θnf
∂X

∂θfa
∂X

+
∂θnf
∂Y

∂θfa
∂Y

)
θfadΩf =

�

Ωf

Br

Da

(
du

′

dY

)2

+ u
′2

 θfaΩf

(59)

y

−
�

Ωw

θn+1
w − θnw

△t
θwadΩw +

�

Ωw

(
ε2

∂θnw
∂X

∂θwa

∂X
+

∂θnw
∂ξ

∂θwa

∂ξ

)
θwadΩw (60)

Además, se realizó un estudio de independencia de malla donde se demostró
que un número de elementos de 4× 105 y una tasa de convergencia de 1× 10−8

es su�ciente para una precisión con�able. En la siguiente sección mostraremos y
discutiremos los resultados basados en las variaciones de los números de Brink-
man. Dicho anteriormente la paquetería de Freefem ++ cuenta con una amplia
selección de métodos numéricos por medio del FEM para la solución de un
problema. Para el problema se opto por utilizar el método de UMFPACK.
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4 Resultados.

Para esta sección de resultados se vio innecesario incluir los per�les de velocidad
debido a que ya se han estudiado ampliamente en la literatura, un enfoque muy
similar se tomo para los per�les mostrados por Monsivais et al.(25) donde mues-
tra los per�les de velocidad del �uido en función de la coordenada transversal
Y . Estos resultados son muy similares a los obtenidos por el modelo analítico
de Vafai y Kim(10).

Para los siguientes resultados se presenta un conjunto de �guras en las que se
realiza una comparación de los per�les de temperatura del �uido entre los límites
térmicamente grueso y térmicamente delgado en el �uido, en la pared solamente
se considero el límite térmicamente delgado. Cabe mencionar que estos per�les se
muestran tanto para la pared como para el �uido, destacándose este último caso,
ya que se presentan resultados más interesantes y por lo tanto, existe un mayor
número de casos a analizar. Para llevar a cabo esta discusión, consideramos
para todos los casos que los efectos longitudinales de la transferencia de calor
en la pared del microcanal son más relevantes que los transversales, lo que se
conoce como límite de pared térmicamente delgado (αc

ϵ2h
= 25). La presencia de

disipación viscosa está representada por el número de Brinkman, que varía de
Br=0.01 a Br=1.0. Para evitar los efectos de arrastre de Forchheimer, se realiza
el uso de Da=0.01 o menor(24). Además, el número de Peclet(Pe) utilizado para
los siguientes resultados es 0.01, ya que este es un valor característico para �ujos
de �uidos en microcanales. Y se considera el térmico de la fracción volumétrica
de nanopartículas de φ ≤ 5% con el �n de evitar los problemas de sedimentación
y obstrucción en microcanales. En los resultados solamente se colocaron los
resultados de los limites térmicamente delgado en la pared.
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Figura 5: Per�les de temperatura del �uido con una variación de φ (0%-5%), un
Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente grueso en el �uido.

Para el caso de la Fig. 5-6, mostrar los resultados de la fracción de volumen
nanopartículas inmersas (φ) en diferentes valores de 0% o 5%, era insigni�cante
ya que no se mostro ninguna variación de los per�les de temperatura en el
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caso de tener un �uido base sin nanopartículas a un nano�uido esto se puede
observar de mejor manera en Apéndice I. Con estos resultados se observa mucho
más adelante que el parámetro de Br, tiende a ser más signi�cante afectando de
igual forma haciendo tener un efecto notable con el aumento de φ. La Fig. 6-8,
muestra los per�les de temperatura adimensionales en función de la coordenada
longitudinal en la pared del microcanal, considerando Da=0.01 y Br=0. para
diferentes valores de ξ. La Fig. 6-8 muestra el caso del límite térmicamente en
el �uido, donde se ve claramente que existe una variación de temperatura muy
pequeña para cada coordenada transversal de la pared.
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Figura 6: Per�les de temperatura de la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 7: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente grueso en el �uido.

La Fig. 7 muestra una variación muy pequeña de la temperatura en com-
paración con la Fig. 5, esto es debido a que el efecto de la disipación viscosa
provocada por el Br, se empieza a presentar en el calentamiento del medio poro-
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so. De la misma forma la Fig. 8 presenta pequeñas variaciones en la temperatura
de la pared del microcanal en comparación con lo presentada en la Fig. 6, el
efecto de variar el volumen de nanopartículas no presenta un cambio alguno en
los per�les lo cual es provocado a que el efecto del Br no estan representativo
con el valor de Br=0.01 . La Fig. 7 muestra el caso del límite térmicamente
grueso para el �uido, donde se puede observar una clara dependencia de la tem-
peratura con la coordenada transversal, a mayores valores de Y , se presenta un
mayor incremento en los per�les de temperatura, siempre y cuando la coorde-
nada longitudinal X, está entre 0 y 0,6. A partir de X = 0.6, todos los per�les
de temperatura alcanzan un límite que oscila en torno a 1,3 aproximadamente.
Un efecto bastante interesante, mostrado en la Fig. 7, ocurre cuando Y = 1, que
representa la temperatura del �uido en contacto con la pared. En este caso, la
temperatura del �uido alcanza un valor máximo desde la entrada al microcanal,
por lo que se observa una pendiente muy pronunciada, a diferencia de lo que
sucede para los demás valores de Y .
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Figura 8: Per�les de temperatura de la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente delgado en la pared y un
limite térmicamente grueso en el �uido.

La Fig. 9, presenta un efecto bastante interesante muestra que en X = 0.6
hay un cruce de per�les de temperatura para valores de Y=0, 0.1, 0.25, 0.5,
0.75 y 0.90. Esto signi�ca que a partir de X = 0.6, los per�les de temperatura
comienzan a alcanzar valores más altos cerca del centro del microcanal (Y = 0)
que en las cercanías de la pared (Y = 1). En el caso de la variación del volumen de
nanopartículas de φ=0%-5% al tener el efecto del Br=0.1 se nota una pequeña
variación en la temperatura del medio poroso. Esto ya que se empieza a notar
el efecto de absorción de temperatura que produce los nano�uidos, debido este
se genera un aumento en de la temperatura en el medio poroso.
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Figura 9: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente grueso en el �uido.

Para la Fig. 10, la coordenada transversal ξ no genera ningún efecto en como
en las Fig. 6 y 8, para este caso de los per�les de las �guras se puede observar
que se desarrolla tan rápido antes de X=0.1, que no mantienen ningun cambio
respecto a ξ. Aquí el efecto de φ de igual se vuelvo notorio se observa un aumento
en la temperatura de la pared del microcanal.
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Figura 10: Per�les de temperatura en la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente delgado en la pared y un
limite térmicamente grueso en el �uido..

En la Fig. 11, nuevamente hay un aumento en el valor del número de Brink-
man, se encuentran nuevamente per�les muy similares a los de las Fig. 6, pero
ahora hay un ligero aumento en la temperatura, alcanzando un valor máximo.
se observa con más detalle, a diferencia de la Fig. 9 el calentamiento de la par-
te central de la pared del microcanal para este caso el efecto se presenta para
X = 0.4, Después de X = 0.4, se ve claramente la in�uencia de la disipación
viscosa actuando como fuente de calor para valores del número de Brinkman
cercanos a la unidad, ya que al aumentar signi�cativamente la velocidad en Y
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Figura 11: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.5 para un limite térmicamente grueso en el �uido.
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= 0, este efecto se vuelve dominante sobre los manifestados por transferencia de
calor tanto por convección como por difusión que se transmite desde la pared
del microcanal hacia el medio poroso, razón por la cual la temperatura del �uido
es mayor en el centro que en cualquier otra región del sistema.

Para la Fig. 12 se muestra el mismo efecto que en las �guras mostradas
anteriormente para los per�les adimensionales de la temperatura en la pared
del microcanal, de la misma manera como en la Fig. 10 el efecto del incremento
de φ produce aumentos en la temperatura de la pared del microcanal.

Como era de esperar para la Fig. 13, a medida que aumenta el número de
Brinkman, el efecto de la disipación viscosa provoca un aumento en la tempera-
tura del �uido, el efecto del cruce de per�les de temperatura es más importante,
pero en esta ocasión, este comportamiento se da en X = 0.3, analizando es-
te efecto en comparación de las Fig. 9, 11 y 12, se observa como el cruce de
los per�les se dirige hacia la entrada de el microcanal, lo que implica que por
aumentando el número de Brinkman, el efecto de disipación viscosa causado
por las altas velocidades en Y= 0 ocurre cada vez más cerca de la entrada. De
la misma manera la Fig. 14, presenta el mismo comportamiento, se genera un
crecimiento de la temperatura en la pared del mirocanal debido al aumento del
volumen de nanopartículas.
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Figura 15: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente delgado en el �uido.

Para la Fig. 15 que representa el caso del límite térmicamente delgado en el
�uido, sin embargo, estos incrementos de temperatura con respecto a Y , solo
son visibles para valores de X entre 0 y 0.1 . Después de X = 0.1, los per�les de
temperatura alcanzan un valor máximo que ronda aproximadamente los 9. Los
per�les alcanzan una temperatura más alta en el límite térmicamente delgado,
lo que a su vez muestra que a partir de X = 0.1, la temperatura del �uido ya
no depende de la coordenada transversal.
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Figura 12: Per�les de temperatura en la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.5 para un limite térmicamente delgado en la pared y un
limite térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 13: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=1.0 para un limite térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 14: Per�les de temperatura en la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=1.0 para un limite térmicamente delgado en la pared.

38



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

225.9

226.0

226.1

226.2

226.3

226.4

 =0.00
 =0.10
 =0.25
 =0.50
 =0.75
 =0.90
 =1.00

 

 

 

 

 

 

 

c/ =25

Da=0.01 Br=0
w

 

X 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

225.9

226.0

226.1

226.2

226.3

226.4

 

 

 

X

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 =0.00
 =0.10
 =0.25
 =0.50
 =0.75
 =0.90
 =1.00

 

  

 

w

Da=0.01 Br=0

c/ =25
 

(a) (b)

Figura 16: Per�les de temperatura de la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente delgado en el �uido.

En el caso de la Fig. 16 se presenta el efecto que tiene en la pared los per�les
de temperatura cuando se considera el limite térmicamente delgado en el �uido,
una de las consideraciones más vistosas es el aumento drastico aproximadamen-
te del 85.7% que se observa en la temperatura en comparación con el limite
térmicamente grueso en el �uido. Esto demuestra que el limite termicamente
delgado tiende a generar una disipación mucho más rapida de la temperatura lo
cual genera un aumento en el calentamiento en la pared, las competencias de las
resistencias térmicas en la pared como en �uido tienden a generar un desarrollo
mucho más rápido en los per�les de temperatura y esto de igual forma genera
una menor resistencia en la conducción de calor en la pared del microcanal.
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Figura 17: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente delgado en el �uido.

De la misma forma que sus predecesoras la Fig. 17 presenta el mismo com-
portamiento que la Fig. 15 debido a que no es muy representativo el número
de Brinkman. Para la Fig. 19 se presenta el mismo comportamiento que la Fig.
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17 los únicos cambios que se presentan es el aumento de la temperatura del
nano�uido.
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Figura 18: Per�les de temperatura de la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente delgado en el �uido.

La Fig. 18 muestra el mismo caso que la Fig. 16, se genera un asenso en la
temperatura bastante alto en comparación cuando el límite del nano�uido es
térmicamente grueso, se muestran pequeñas variaciones cuando se tiene que φ
varía del φ=0%-5%, se notan pequeños cambios en la temperatura de la pared
del microcanal.
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Figura 19: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente delgado en el �uido.

En la Fig. 19 representa el límite térmicamente delgado en el �uido, el efecto
del cruce de los per�les se presenta nuevamente para X = 0.1 aproximadamente,
sin embargo, la dependencia de la temperatura con la coordenada transversal
se mantiene sin ser muy signi�cativa.
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Figura 20: Per�les de temperatura de la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente delgado en el �uido.

De la misma forma la Fig. 20 repite el mismo patrón que las Fig. 16-18, donde
se observa cambios bastante altos en la temperatura en comparación del límite
térmicamente grueso en el �uido y cambios en la temperatura con la variación
de φ. Para la Fig 21. el efecto de la disipación viscosa genera un aumento de la
temperatura considerando el efecto que tienen las nanopartículas inmersas aun
así la dependencia de la coordenada transversal no es tan signi�cante.
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Figura 21: Per�les de temperatura de la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente delgado en el �uido.

Para la Fig. 22 es mucho más notorio el cambio de temperatura en los per-
�les debido a φ esto es en consecuencia por el número de Brinkman, al ser más
representativo el efecto de la disipación viscosa in�uye de gran manera en los
cambios de la variación de φ. De igual forma para la Fig. 24 el aumento de la
temperatura es mucho más notorio cuando Br=1. Los per�les de temperatura
en la pared del microcanal observan el mismo comportamiento de desarrollo en
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Figura 22: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.5 para un limite térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 23: Per�les de temperatura en la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=0.5 para un limite térmicamente delgado en la pared y un
limite térmicamente delgado en el �uido.
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comparación con los obtenidos cuando se tiene un límite térmicamente grueso
en el �uido, en comparación un límite térmicamente delgado en el �uido propor-
ciona una mayor disipación de temperatura en la pared y lo cual se hace mucho
más notable los efectos longitudinales.

La temperatura del canal principalmente se ve afectada por el aumento del
número de Brinkman. Sin embargo, para 0<Br<0.1, el incremento de tempera-
tura es insigni�cante; sin embargo, a partir de Br>0.1 la temperatura aumenta
sustancialmente, para Br~0.1 hay un cruce de per�les de temperatura donde
valores más altos de esta variable se observan en el centro del microcanal con
respecto al �uido cerca de la pared.
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Figura 24: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=1.0 para un limite térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 25: Per�les de temperatura en la pared con una variación de φ (0%-5%),
un Da=0.01 y Br=1.0 para un límite térmicamente delgado en la pared y un
limite térmicamente delgado en el �uido.
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5 Conclusiones.

Este trabajo presenta el análisis conjugado de la transferencia de calor en un
microcanal rectangular en el que un medio poroso homogéneo está con�nado y
un nano�uido �uye a través este. El microcanal está sujeto a un �ujo de calor
externo que se trans�ere al líquido. El objetivo de este trabajo es estudiar la
in�uencia de la disipación viscosa generada por la interacción del �ujo a tra-
vés del medio poroso y de esta manera, determina los per�les de temperatura
tanto de la pared como del nano�uido. Considerando los efectos longitudinales
de la transferencia de calor en la pared del microcanal no han sido analizados
para medios porosos en la literatura, se estudia el límite de pared térmicamente

delgado
(

αc

ϵ2h
= 25

)
, lo que destaca la importancia de estos efectos. Asimismo,

se tienen dos límites dominantes establecido en el �uido, que dependen de la
importancia de la coordenada longitudinal. El primero se denomina límite tér-
micamente grueso donde estos efectos son despreciables en comparación con las

transversales
(

αc

ϵ2h
= 1
)
. El segundo corresponde al límite térmicamente delga-

do donde ocurre la situación opuesta
(

αc

ϵ2h
= 25

)
, Para el trabajo se considera

φ≤5%, debido a que queremos evitar el efecto de sedimentación que se presenta
en microcanales con con�namiento de un medio poroso. En el caso de la pared
del microcanal se considera solamente para este análisis al límite térmicamente
delgado.

El número de Brinkman que representa la disipación viscosa, es responsable
del aumento de temperatura tanto en el nano�uido como en la pared, se observa
que Br>0.1 cercanos a la unidad, los aumentos de temperatura son más notables
que de igual forma el cruce de los per�les de temperatura se ve más afectados
mientras más signi�cativo es el número de Brinkman, el número de Br es el
responsable de generar que el volumen de nanopartículas inmersas se vuelva
más notable su efecto.

Un efecto muy importante es la observación que tiene el aumento de la tem-
peratura en la pared del microcanal para efectos del límite térmicamente delgado
en el �uido, estos efectos hacen referencia a considerar que los efectos longitu-
dinales si son importantes a tomar en cuenta en la aplicación de microcanales.
Es fácil observar en las �guras donde se considera el límite térmicamente grueso
en el �uido valores más bajos en la pared del microcanal en comparación a los
que se muestran cuando se tiene un límite térmicamente delgado en el �uido.

Por otro lado, el número de Darcy no tiene un efecto signi�cativo sobre los
per�les de temperatura en el �uido y en la pared. Esto se debe a que en este
trabajo consideramos valores de Da≤ 0.01 para evitar los efectos de arrastre de
Forchheimer. Para el límite térmicamente grueso para el �uido, la dependencia
del per�l de temperatura con la coordenada transversal es mucho mayor que
en el caso del límite térmicamente delgado, esto es debido a que el efecto de
la resistencia térmica tiene un efecto de generar un desarrollo mucho más lento
en los per�les, en el caso del limite térmicamente delgado al existir una menor
resistencia el desarrollo de los per�les es mucho más rápido.
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Parte I

Apéndice I: Figuras

Como se menciona en las secciones anteriores muchos comportamientos en las
grá�cas fueron similares debido a que la variación de la fracción del volumen de
nanoparticulas no tenían variaciones en los per�les de temperatura; las grá�cas
se muestran en esta sección.

En relación con la Fig. 5-10, la Fig. 25-30 muestra la variación del volumen
de nanopartículas inmersas cuando varia de φ=1%-4%, como se observa en la
Fig. 25 no existe variación en los valores de la temperatura.
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Figura 26: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 27: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 28: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 29: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 30: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente grueso en el �uido.
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Figura 31: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente grueso en el �uido.

Para las Fig. 15-20 donde se muestra el limite térmicamente delgado en el
�uido como en la pared, de igual forma las Fig. 31-36 muestran la nula variación
que existe en los valores de la temperatura que existe considerando la variación
de φ, la concentración de partículas se vuevle sumamente considerable en el
momento en que los valores del número de Brinkman se vuelve más signi�cante.
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Figura 32: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 33: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 34: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 35: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.01 para un limite térmicamente delgado la pared y un limite
térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 36: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente delgado en el �uido.
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Figura 37: Per�les de temperatura en el �uido con una variación de φ (1%-4%),
un Da=0.01 y Br=0.1 para un limite térmicamente delgado en el �uido.
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