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Índice general
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el hilo maestro. Durante las secciones seriales en el programa, sólo el
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absoluto de concentración (R1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.17. Concentración después del control óptimo en toda la zona Ω, inclu-
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Resumen

Este trabajo presenta la formulación de algunas estrategias (óptimas y una no

óptima) de corto plazo para controlar las emisiones de fuentes contaminantes. El

objetivo de las estrategias es satisfacer las normas de la calidad del aire en cada

punto de una región y en cada momento de cierto intervalo de tiempo. Dichas estra-

tegias de control se basan en un modelo lineal de dispersión y su adjunto (ambos bien

formulados), mediante los que es posible considerar fuentes de emisión puntuales, de

ĺınea o de área. Soluciones particulares de los modelos de dispersión se utilizan para

definir modelos de programación matemática, cuya solución determina las tasas de

emisión óptimas para las fuentes contaminantes. Se prueba la existencia y la unicidad

de la solución de los problemas de programación matemática. La formulación per-

mite emplear cómputo paralelo para calcular dichas soluciones particulares, lo cual

mejora el tiempo de cómputo necesario para implementar las estrategias óptimas de

control de corto plazo. También, una estrategia de control no óptima, pero de rápida

estimación, es introducida. Los resultados de los experimentos numéricos realizados

con datos sintéticos sobre la ubicación, la intensidad de las fuentes de contaminación

y la velocidad del viento en cierta región, muestran la eficiencia de dichas estrategias

de control. Se concluye que la aplicación de las estrategias de control a corto plazo,

reduce hasta niveles aceptables la concentración del contaminante en todo punto de

la zona de control y en cada intervalo de tiempo de control.
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Abstract

This work presents the formulation of some short-term strategies (optimal and

one non-optimal) to control emissions from pollutant sources. The objective of the

strategies is to satisfy the air quality standards at each point in a region and at each

moment of a certain time interval. These control strategies are based on a linear

dispersion model and its adjoint (both well-posed), through which it is possible to

consider point, line or area emission sources. Particular solutions of the dispersion

models are used to define mathematical programming models, whose solution de-

termines the optimal emission rates for the pollutant sources. The existence and

uniqueness of the solution of mathematical programming problems are proved. The

formulation allows to compute the dispersion model’s particular solutions by pa-

rallel computing, which improves the computing time necessary to implement the

optimal short-term control strategies. A non-optimal control strategy of rapid esti-

mation is also introduced. The results of the numerical experiments performed using

location synthetic data, pollution source intensity, and wind speed prove that the

control strategies applied are efficient. It is concluded that the application of the

short-term strategies reduces the concentration of pollutants to acceptable levels at

each location point and at each time interval control.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Contaminación atmosférica

En forma general, un contaminante atmosférico es una sustancia que por fuentes

naturales o antropogénicas, es emitido a la atmósfera en cantidades tales que a corto,

mediano, o largo plazo, ocasiona efectos negativos o respuestas adversas, en todas

las categoŕıas de receptores expuestos a la atmósfera, tales como los seres vivos,

los ecosistemas y los materiales [73, 76]. La contaminación del aire se debe a varios

factores, algunos de ellos están definidos en gran medida por la naturaleza, mientras

que otros se deben a la influencia humana.

Entre los eventos naturales que contribuyen a la contaminación del aire se encuen-

tran: las erupciones volcánicas, los incendios forestales y procesos de fermentación

anaeróbica (éstos pueden producir grandes cantidades de contaminantes [16]). Sin

embargo, el factor natural más importante que influye en la contaminación atmosféri-

ca es la meteoroloǵıa local ( la cual define la temperatura, la humedad, la intensidad

y la dirección de los flujos de viento en una localidad); además, al interactuar la

meteoroloǵıa y la orograf́ıa regional con la meteoroloǵıa local, dicha interacción

determinará los flujos de viento y, por lo tanto, el transporte de contaminantes.

La meteoroloǵıa también influye en la altura que alcanzan los contaminantes, es

decir, la altura de la capa de mezcla, y por lo tanto el tamaño del volumen que

pueden dispersarse y distribuirse, definiendo las concentraciones de contaminantes.

Otro factor que influye en la contaminación es la altura a la que se encuentra una
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ciudad, ya que determina la cantidad de luz solar (flujo act́ınico) que alcanza su

superficie.

Por otra parte, los factores antropogénicos que impulsan la contaminación y que

por lo tanto son susceptibles de ser controlados mediante investigación, planificación,

organización e inversión son: el crecimiento de la población; uso de suelo; edificacio-

nes; emisiones industriales, comerciales y de transporte1. Dichos factores ocasionan

que se emita una amplia gama de contaminantes a la atmósfera, no obstante, en

la actualidad se acostumbra considerar espećıficamente a los siguiengtes seis como

los más importantes: monóxido de carbono, plomo, dióxido de nitrógeno, ozono,

material particulado y dióxido de azufre. Aśı, éstos se denominan contaminantes

criterio [9, 18, 43], dado que han sido medidos y reportados en muchas ciudades

del mundo (es decir, se encuentran generalmente en la atmósfera urbana); además

del hecho de que pueden dañar tanto la salud de la población humana como al medio

ambiente, aśı como las propiedades materiales.

La figura 1.1 muestra dichos contaminantes criterio, tanto primarios como se-

cundarios, los primeros son aquellos emitidos a la atmósfera directamente, desde

una chimenea o un tubo de escape, por ejemplo, mientras que los últimos, se forman

a partir de un proceso f́ısico o una reacción qúımica entre un contaminante primario

y algún otro componente del aire, como el vapor de agua u otro contaminante. El

ozono es el principal contaminante secundario [14, 26]; mientras que bajo el nombre

de material particulado (PM) figuran los aerosoles ĺıquidos o sólidos que se encuen-

tran en suspensión en el aire y que se presentan con dimensiones que van de 0.001

a 10000 micras.

A mediano plazo y a escala regional, el CO, el SO2, los óxidos de nitrógeno (NOx),

los hidrocarburos y el material particulado, aportan el 95 % del volumen total de

la contaminación [5, 63]. De éstas, las tres primeras son sustancias qúımicas que

poseen una composición definida; mientras que los hidrocarburos son una familia

de sustancias. El CO, los NOx y los hidrocarburos, tienen su origen principalmente

en la combustión de gasolinas en automotores, mientras que el SO2 y el material

particulado son emitidos por fuentes industriales (tales como termoeléctricas, inci-

neradores y cementeras). La concentración de estos cinco contaminantes, junto con

1Entre las principales actividades generadoras de contaminantes se encuentran: la agricultura y
ganadeŕıa, la generación de electricidad, el transporte, la mineŕıa y metalurgia, la industria qúımica
y electrónica, y el tratamiento de residuos [45].
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Figura 1.1: Normas definidas por la Agencia de Protección Ambiental de los Estados
Unidos para los contaminantes criterio (adaptada de [18]).

la del ozono (cuya formación y acumulación [4, 28] depende de la presencia de los

NOx, hidrocarburos, y radiación solar con una longitud de onda de 430 nm), es lo

que se utiliza como ı́ndice de la calidad del aire [5].

1.2. Dispersión de los contaminantes atmosféricos

Todo episodio de contaminación atmosférica está constituido por: la fuente de pro-

ducción del contaminante (caracterizada por su tasa de emisión), el medio de trans-

porte y de transformación f́ısica y qúımica (atmósfera) y el medio receptor. Es en el

medio de transporte y de transformación donde la mezcla de los contaminantes pri-

marios y secundarios se dispersan generando impactos locales (esmog fotoqúımico),

regionales (lluvia ácida) o incluso planetarios (destrucción de la capa de ozono).

La dispersión en la atmósfera de los efluentes que proceden de respiraderos y

chimeneas (fuentes puntuales) es un proceso complejo, ya que depende de varios

factores correlacionados, como son: la naturaleza f́ısica y qúımica de las sustancias

emitidas, las caracteŕısticas meteorológicas de la región, la ubicación de las chimeneas

con respecto a la dirección del viento, la tasa de emisión de cada fuente puntual y
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el tipo de terreno en la dirección del viento.

Por regla general, los vertidos a la atmósfera tienen lugar en la capa de mezcla;

ésta corresponde a la capa de la atmósfera directamente en contacto con la super-

ficie terrestre y es donde, con mucha frecuencia, tienen lugar turbulencias a causa

de la interacción del viento con la rugosidad superficial. Estas turbulencias tienden

a dispersar a los contaminantes y de esta forma los gases y las part́ıculas pequeñas,

de tamaño inferior a 1 [µm] (aerosoles), pueden alcanzar mayores altitudes e intro-

ducirse en la troposfera libre.

Diversos modelos matemáticos usan la difusión turbulenta como el principal ele-

mento de la dispersión de contaminantes; sin embargo, conforme se incrementa la

altura el transporte advectivo se hace más importante. Por lo tanto, al considerar

un contaminante en la troposfera, se debe tomar en cuenta que éste se dispersa fun-

damentalmente por: transporte por advección (desplazamiento horizontal de la masa

contaminante incorporada al movimiento dominante de la masa de aire), transpor-

te por convección (desplazamiento vertical de la masa contaminante incorporada

al movimiento dominante de la masa de aire), difusión molecular (desplazamiento

aleatorio de las moléculas por su agitación térmica) y difusión turbulenta (desplaza-

miento aleatorio de la masa contaminante debido a movimientos al azar de la masa

de aire).

Para construir modelos de dispersión, es importante notar que la concentración

en espacio y tiempo de cada especie contaminante emitida a la atmósfera es una

variable aleatoria, ya que la dispersión de estas sustancias depende de las fluctuacio-

nes aleatorias de variables meteorológicas y de las fuentes de emisión. Existen dos

aproximaciones matemáticas básicas para describir la dispersión de contaminantes;

éstas son la aproximación Euleriana y la aproximación Lagrangiana, ambas defi-

nen modelos probabiĺısticos, ya que describen las concentraciones como función de

variables aleatorias.

De estos modelos probabiĺısticos es posible obtener modelos determińısticos al ha-

cer las siguientes simplificaciones: considerar promedios en las variables aleatorias,

suponer que éstas cumplen ciertas funciones de densidad de probabilidad, aproximar

términos estocásticos en función de valores promedio, idealizar condiciones atmosféri-

cas de las fuentes de emisión y de la reactividad de las sustancias. Es importante

destacar que los modelos deterministas derivados de las aproximaciones Euleriana y
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Lagrangiana simulan concentraciones puntuales promedio de cada especie contami-

nante.

1.2.1. Aproximación Euleriana

Considerando un diferencial de volumen fijo y realizando un balance de masa para

cada especie contaminante en éste, en función de los flujos de masa transportados

por el viento, los flujos por difusión molecular, las emisiones y la transformación

por reactividad (generación o destrucción), se obtienen las siguientes ecuaciones [63]

para α = 1...N ,

∂Cα
∂t

+∇·(UCα ) = ∇·(D∇Cα) +Rα(C1, .., CN , T ) + Sα(r, t), (1.1)

donde Cα es la concentración de la especie α, U es la velocidad del viento, D es

el coeficiente de difusión molecular, Rα es la rapidez de transformación qúımica (la

cual depende de la temperatura T ) y Sα es la fuente de emisión de la especie α.

La velocidad U es la suma de una componente determińıstica U y una componente

estocástica U ′ (responsable de la difusión turbulenta); por lo tanto la solución Cα

de (1.1) es una variable aleatoria. Ya que no es posible medir U ′, entonces en la

práctica no es posible resolver (1.1) para encontrar Cα. Por esta razón, el siguiente

paso en el modelo Euleriano es simplificar para alcanzar un modelo que involucre

sólo promedios (modelo determinista).

Si se considera la ecuación de continuidad ∇·U = 0, se promedia en la ecuación

(1.1), se desprecia la difusión molecular contra la turbulenta y se cierra el problema

de la turbulencia de acuerdo con la K-Teoŕıa [63]:

〈U ′C ′α〉 = −K∇〈Cα〉 ,

entonces se llega al siguiente modelo determinista, para α = 1...N ,

∂ 〈Cα〉
∂t

+ U ·∇ 〈Cα〉 = ∇·K∇〈Cα〉+Rα(〈C1〉 , .., 〈CN〉 , T ) + Sα(r, t), (1.2)
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donde K es el tensor de difusividad turbulenta y 〈Cα〉 la concentración promedio de

la especie contaminante α.

Algunas de las ventajas que presenta el modelo (1.2) son:

(i) Es posible aplicarlo con variabilidad de condiciones atmosféricas,

(ii) Las fuentes de emisión pueden ser de área o puntuales, y no-estacionarias.

(iii) Incluye reactividad de las especies contaminantes.

(iv) Permite conocer la distribución de contaminantes en toda la región donde se

aplica, y por lo tanto, realizar control sobre las tasas de emisión.

Las desventajas en este modelo consisten en lo siguiente:

(i) Se requiere fijar condiciones de frontera consistentes con el fenómeno, lo cual es

un factor que influye en los pronósticos de largo plazo.

(ii) La solución numérica requiere grandes recursos de cómputo y tiempo de ejecu-

ción.

(iii)Es dif́ıcil dar una correcta aproximación numérica al término advectivo.

U ·∇ 〈Cα〉 ,

el cual está presente en cada una de las ecuaciones del sistema (1.2).

1.2.2. Aproximación Lagrangiana

Si se considera un diferencial de volumen que se mueve con el fluido y se hace en éste

un balance de masa, entonces se obtiene el siguiente modelo para la concentración

media de una especie contaminante [31, 63]:

〈C(r, t)〉 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Q(r, t | r0, t0) 〈C(r0, t0)〉 dr0 +

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ t

t0

Q(r, t | r′, t′) S(r′, t′)dt′dr′, (1.3)
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donde Q es la densidad de probabilidad de transición de masa. La primera integral

representa las part́ıculas presentes al tiempo t0 en el diferencial de volumen, y la

segunda cuenta las part́ıculas adicionadas por la fuente S en el trayecto de t0 a t.

Este modelo probabiĺıstico puede ser fácilmente resuelto (sólo hay que integrar),

sin embargo, en la práctica Q no se conoce (salvo para casos de trayectorias simples).

Otra desventaja de esta formulación es que no incluye reactividad. Para obtener un

modelo determinista basado en promedios [63], se considera que la velocidad es

independiente de la posición y sólo depende del tiempo; además, su densidad de

probabilidad se supone normal o Gaussiana:

p(u) =
1√

2πσu
exp

{
(u− u)2

2σ2
u

}
,

con correlación

〈(u(t)− u)(u(τ)− u)〉 = σ2
u exp(−b |t− τ |).

Si la fuente es puntual con intensidad constante q, entonces la concentración pro-

medio de estado estacionario que se obtiene integrando (1.3) con las condiciones

descritas es

〈C(x, y, z)〉 =
q

2πuσyσx
exp

{
− y2

2σ2
y

− z2

2σ2
z

}
. (1.4)

Esto significa que la distribución de masa contaminante en un corte transversal a la

dirección del viento u, satisface una distribución normal o Gaussiana. La ecuación

(1.4) recibe el nombre de pluma de Slender y forma parte de la familia de los modelos

de dispersión Gaussiana o modelos Gaussianos.

Las ventajas de los modelos de dispersión Gaussiana son:

i) Son modelos simples que hacen predicciones en tiempos de cómputo cortos.

ii) Se aplican para N fuentes considerando superposición.

Algunas limitaciones que presentan estos modelos son:

i) Es dif́ıcil incorporar la variabilidad de los parámetros meteorológicos, por lo cual,

se aplican como modelos que aproximan el estado estacionario con condiciones de
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turbulencia homogénea.

ii) No se aplican en vientos débiles o mal definidos.

iii) No se aplican a sustancias reactivas o contaminantes secundarios.

Los modelos de dispersión Gaussiana fueron los primeros en aplicarse en la década de

los años setenta, resultando útiles para algunas aplicaciones prácticas. Actualmente,

aunque dicho modelos tienen considerables limitaciones, se utilizan ampliamente ya

que describen de forma realista (considerando como base la comparación contra

datos de campo), la dispersión de contaminantes a nivel local para una atmósfera

estacionaria; se han aplicado extensamente en el estudio de emisiones, que van desde

operaciones industriales hasta transporte de contaminantes en acúıferos (efectuando

las modificaciones adecuadas) [31, 75].

Además, al resolver las diversas variantes de dichos modelos y con ello obtener

soluciones anaĺıticas, éstas son especialmente útiles al estudiar el transporte de los

contaminantes, ya que permiten realizar estudios sobre la sensibilidad de los paráme-

tros y estimaciones sobre la fuente; la más simple de dichas soluciones se denomina

“pluma Gaussiana”, la cual corresponde a una fuente puntual continua que emite

contaminante en un viento unidireccional, dentro de un dominio infinito [75].

Es importante enfatizar que para obtener resultados realistas al aplicar un modelo

Gaussiano, existen ciertas condiciones que deben cumplirse, las cuales se mencionan

detalladamente en [31]. Debido al avance en los sistemas de cómputo y a que se

requiere incorporar reactividad y variabilidad atmosférica, en lugar de usar modelos

de dispersión Gaussiana, para modelar la dispersión de contaminantes generalmente

se usan los modelos Eulerianos tridimensionales. También, hay que destacar que se

puede llegar a los modelos de dispersión Gaussiana a través de la formulación Eu-

leriana. Para esto, basta reducir (1.2) a su estado estacionario para una velocidad

constante que domina la difusión en esa dirección, sin considerar reactividad y to-

mando sólo una fuente puntual (ecuación de Fick [79]), la solución que se obtiene

entonces es (1.4).
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1.3. Normas sanitarias y salud humana

Con el fin de comparar las concentraciones y poder definir el grado de la conta-

minación atmosférica en un determinado momento, se establece para cada sustancia

una concentración máxima admisible o norma sanitaria (tales como las mos-

tradas en la Figura 1.1), la cual es un promedio que está en función de la toxicidad

particular de la sustancia y del tiempo de exposición a ésta. El valor numérico de

cada norma sanitaria cambia según el intervalo de tiempo considerado, y juntas de-

terminan los niveles de contaminación máxima a los cuales pueden estar sometidas

las personas, y de ninguna forma es posible considerarlas como indicadores de una

atmósfera limpia [73].

Los efectos nocivos que produce cada contaminante en el medio ambiente y en

particular en los seres humanos, depende de diversos factores, como son: toxicidad

de la sustancia, cantidad y frecuencia de la materia introducida al medio, diversi-

dad de compuestos, condiciones del medio (estabilidad atmosférica, humedad, grado

de acidez, capacidad de oxidación) y reactividad. Este último factor es de gran

importancia, ya que algunas sustancias introducidas a la atmósfera tienden, por di-

versas reacciones qúımicas a generar otras sustancias (contaminantes secundarios)

de mayor toxicidad [29], o a consumir sustancias importantes para un ecosistema.

La reactividad es un factor que hace que los eventos de contaminación sean procesos

muy complejos de estudiar y controlar con modelos matemáticos, ya que las reaccio-

nes involucadras generan ecuaciones que por lo general son no lineales [27, 47]. En

esta investigación se asume que los contaminantes primarios cuyas tasas de emisión

se desea controlar son contaminantes atmosféricos pasivos (su reactividad es de pri-

mer orden o lineal), o en otras palabras, que su tasa de transformación qúımica

se aproxima por un término lineal [23, 64, 79]. Contaminantes atmosféricos dentro

de esta categoŕıa son: el dióxido de azufre (SO2), el monóxido de carbono (CO) y el

holĺın (part́ıculas de carbón), los cuales se emiten en plantas para la generación de

enerǵıa eléctrica que funcionan a base de carbón mineral. Asimismo, las part́ıculas

de metales que se emiten desde minas a cielo abierto son contaminantes en esta

categoŕıa.

Por otra parte, es importante destacar el impacto que tienen los diversos conta-

minantes en la salud de los seres humanos, aśı, estudios recientes han desarrollado

nuevos conceptos como el de pollutome (ver Figura 1.2), éste proporciona un marco

para organizar el conocimiento cient́ıfico sobre la contaminación y sus efectos en la
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Figura 1.2: Esquema del pollutome, el cual es un modelo desarrollado para estudiar
todas las formas de contaminación que tienen el potencial de dañar la salud humana;
GBD refiere a la Carga Global de Enfermedad [Global Burden of Disease] (adaptada
de [30]).

salud humana y para ayudar a enfocar la investigación relacionada con la contami-

nación [30]. Debido a que el conocimiento sobre los efectos de la contaminación en

la salud, vaŕıa según el tipo de contaminación y cubre un rango que incluye desde

los efectos bien caracterizados y cuantificados, hasta los que aún están emergiendo,

el pollutome se encuentra dividido en tres zonas (Figura 1.2) [30]:

1) Zona 1: El material particulado cuyo diámetro es menor a 2.5 [µm] (PM2.5),

es la forma de contaminación atmosférica mejor estudiada y está relacionada con

una amplia gama de enfermedades en varios sistemas de órganos: Las asociaciones

causales más fuertes se observan en las enfermedades cardiovasculares y pulmonares.

Se han establecido asociaciones causales espećıficas entre dicho contaminante y el

infarto al miocardio, la hipertensión, la insuficiencia card́ıaca congestiva, las arrit-

mias y la mortalidad cardiovascular, enfermedad pulmonar obstructiva crónica y el

cáncer de pulmón.

2) Zona 2: Estudios cĺınicos y experimentos, sugieren que las part́ıculas finas

(PM2.5) en el aire, aumentan el riesgo de enfermedades cardiovasculares, induciendo

aterosclerosis, aumentando el estrés oxidativo y la resistencia a la insulina, pro-

moviendo la disfunción endotélica y aumentando la propensión a la coagulación.

La evidencia emergente sugiere que pueden existir asociaciones causales adiciona-

20



les entre la contaminación PM2.5 y varias enfermedades no transmisibles altamente

prevalentes, tales como la diabetes, la función cognitiva disminuida, trastorno por

déficit de atención y autismo en niños.

3) En la Zona 3 estaŕıan incluidos, los posibles contaminantes atmosféricos emer-

gentes, cuyos efectos en la salud humana apenas comienzan a reconocerse y aún no

se han cuantificado.

Un factor que tiende a complicar el impacto de los contaminantes en los seres vivos,

es el hecho de que en el medio ambiente coexisten cientos de sustancias nocivas a la

vez, las cuales pueden provocar un mayor daño en su acción conjunta, que la suma de

los impactos de cada sustancia por separado (efecto conocido como sinergia). Por

ejemplo, el episodio de contaminación atmosférica en diciembre de 1952 en Londres,

al cual se le atribuyen 4000 muertes [79], fue el resultado de la acción sinérgica del

SO2 con el particulado sólido, ambas sustancias formadas por la combustión del

carbón en hogares y factoŕıas.

1.4. Control de emisiones

Todos los elementos anteriores nos permiten afirmar que, principalmente en zo-

nas urbanas, el deterioro de la calidad del aire amenaza la vida y la salud de las

personas [33], debido a las altas concentraciones de los contaminantes a las que

están expuestas. La contaminación del aire es uno de los problemas ambientales más

preocupantes e importantes del mundo actual, donde ya se ha observado la muerte

prematura de aproximadamente más de tres millones de personas al año por este

motivo [2, 19, 62]. Al respecto, la implementación de programas regionales contri-

buye a controlar la contaminación del aire, el objetivo de dicho control es prevenir

respuestas adversas de todas las categoŕıas de receptores expuestos a la atmósfe-

ra: humanos, animales, vegetales y materiales [76]. En general, el objetivo principal

de cualquier programa de control de la contaminación atmosférica es establecer un

conjunto de medidas para reducir la concentración de cada contaminante hasta cum-

plir con las normas de la calidad del aire correspondientes, o al menos minimizar el

número de horas o d́ıas en que se violan estas normas [55].

Esencialmente existen dos tipos de control de la contaminación del aire. El primero

corresponde a las estrategias de control que permiten la reducción de la intensidad de
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las emisiones a largo plazo, y con ello, los niveles de contaminación del aire en todas

las escalas espaciales del problema, desde la escala local hasta la global (con 5, 10 ó

15 años de anticipación, por ejemplo). Por otro lado, las estrategias de control a corto

plazo constituyen el segundo tipo de control de la contaminación del aire, aśı como

el complemento del control a largo plazo, ya que consideran desde la escala local

hasta la urbana [55, 76]. Ante un evento cuya duración va de pocas horas a varios

d́ıas (episodio de corto plazo), donde una débil dispersión en la atmósfera favorece

la acumulación de los contaminantes hasta niveles peligrosos, es necesario definir

localmente (o a escala urbana) y con prontitud, las restricciones en las emisiones que

pueden mantener las concentraciones de los contaminantes por debajo de las normas

sanitarias respectivas. Una vez que hayan pasado las condiciones meteorológicas que

dieron lugar al episodio temporal, es posible relajar las restricciones impuestas por

el control de corto plazo y se puede volver a la estrategia de control a largo plazo

establecida previamente [55, 76].

Aśı, se debe destacar que los controles de corto plazo son fundamentales ante un

episodio severo de contaminación, pero igualmente necesarios como herramientas de

prevención, por ejemplo, en la planeación de importantes eventos: los autores en [3],

demostraron que los controles de emisiones a corto plazo desempeñaron un papel

valioso en la mejora de la calidad del aire, durante la realización de la cumbre de

Cooperación Económica Asia-Paćıfico (Asia-Pacific Economic Cooperation; APEC),

celebrada del 10 al 12 de Noviembre de 2014 en Beijing, China.

Durante las últimas décadas se han propuesto diversas estrategias para el control

de la contaminación del aire que se basan en modelos de optimización [10, 57]. La

idea de utilizar modelos de programación matemática para controlar la calidad del

medio ambiente surgió desde finales de los años 60, principalmente con los trabajos

de Teller y Kohn [10, 24]. Desde entonces, se han desarrollado diversos modelos de

control de la contaminación del aire, sin embargo, hay que notar que los diversos

factores que influyen en el problema de la contaminación del aire, hacen que dichos

modelos resuelvan sólo situaciones espećıficas, por lo que éstos consideran diferentes

clases de metas ecológicas y económicas. Los siguientes elementos caracterizan un

modelo de optimización: i) los contaminantes atmosféricos considerados (sustancias

primarias o secundarias que definen la complejidad de las reacciones qúımicas a

considerar en el modelo de dispersión); ii) la función objetivo o función de costos que

estima el costo de los cambios en las tasas de emisión; iii) las restricciones ambientales

que deben cumplirse en un área limitada en particular (zona de control); y iv) las

restricciones tecnológicas que definen los ĺımites superior e inferior de recursos o
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materiales escasos, por ejemplo, combustibles. Por supuesto, diferentes formulaciones

de estos elementos generan modelos de programación lineal o no lineal con muchas

variables y restricciones. Sin embargo, el cumplimiento de las metas ecológicas, las

restricciones tecnológicas y la minimización de los costos asociados a la reducción de

las tasas de emisión de las fuentes, son los objetivos comunes de todos los modelos

de control de la contaminación del aire [2, 7, 57].

Aśı, diversos estudios de modelación siguiendo los enfoques de simulación de la

calidad del aire y el de optimización han sido realizados para desarrollar estrategias

de control de emisiones contaminantes del aire efectivas [1, 7, 65]. Considerando el

caso en que el pronóstico obtenido mediante un modelo numérico de la contaminación

del aire es desfavorable (es decir, que la concentración de un contaminante emitido

por varias fuentes es superior a la correspondiente norma de la calidad del aire en

la zona de control), el primer paso en la aplicación de una estrategia de control a

corto plazo es determinar el grado de reducción en la intensidad de cada fuente de

emisión, de modo que un pronóstico repetido con la intensidad reducida de las fuentes

no violaŕıa las normas de la calidad del aire. El segundo paso es la implementación

técnica de dicha reducción, que puede consistir en diferentes procedimientos según

el tipo de fuente de emisión. Aśı, por lo general, los parámetros para reducir las

tasas de emisión (parámetros de amortiguamiento) se calculan utilizando modelos

matemáticos que combinan precisamente, un modelo de calidad del aire con un

modelo de optimización.

1.5. Definición del problema de control de emisio-

nes y objetivos

En general y hasta hace poco tiempo, las estrategias de control de corto plazo

desarrolladas consideraban esencialmente dos tipos de control. El primero y más re-

currente, corresponde al control de los valores promedio por zona de la concentración

de los contaminantes atmosféricos [1, 50], el cual no implica que las concentraciones

puntuales satisfagan las normas de la calidad del aire en cada momento y en cada

lugar dentro de una región [50]. El segundo tipo, considera el control puntual de la

concentración en cada momento, mediante sitios espećıficos de control [50].

En este trabajo de investigación doctoral, el problema de control de emisiones

estudiado corresponde al de analizar cuál es la restricción menos severa que se debe
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imponer sobre las tasas de emisión de fuentes contaminantes, para que las normas

de la calidad del aire se cumplan en cada momento y en cada lugar dentro de una

región de estudio. Dicho problema es más complicado que el del control de los valores

promedio y también, que el del control puntual mediante sitios espećıficos, ya que

tiene en forma natural un número infinito de restricciones, aśı, por cada punto en una

región y por cada instante en un intervalo de tiempo donde hay malas condiciones

de dispersión, se tiene una restricción impuesta por una norma de la calidad del aire,

la cual debe considerarse para acotar las emisiones. En este sentido, la hipótesis

propuesta en este trabajo corresponde a que: la selección adecuada de un número

finito de puntos Rj, llamados sitios de control, garantizará que al realizar el control

de las concentraciones en éstos, se obtendrá el control de las concentraciones en

toda la región y en todo momento. La consideración de un número finito de sitios

de control es lo que permite formular un problema de optimización para resolver el

problema de control.

De esta forma, las estrategias de control de corto plazo generadas como parte

de esta investigación doctoral, corresponden esencialmente al control óptimo y no

óptimo puntual, de la concentración de los contaminantes atmosféricos en cada mo-

mento y cada lugar dentro de una zona. Desde el punto de vista matemático, lo

anterior implica que el control puntual de la concentración dentro de una región en

cada momento del intervalo temporal considerado, es más estricto que cualquiera de

los dos tipos de control mencionados, ya que para que las concentraciones puntua-

les satisfagan las normas de la calidad del aire en cada momento y en cada lugar

dentro de la región, el problema de optimización debe incorporar más restricciones

para acotar las emisiones y por lo tanto, requiere mayor esfuerzo de cómputo para

su formulación y solución [50]. Por ello, es necesario notar que por una parte, las

computadoras son esenciales en la formulación de dichas estrategias de control de la

contaminación del aire y, por otra, que es fundamental el uso de cómputo paralelo

ejecutado mediante las llamadas computadoras paralelas en la implementación de

las mismas, ya que éste permite incrementar el rendimiento de las aplicaciones, eje-

cutar múltiples tareas simultáneamente y resolver problemas más grandes en menos

tiempo [15, 41]. De esta forma, el último y más estricto problema o caso de control

mencionado, es el que se aborda y resuelve en el presente estudio, principalmente

a partir de la separación y la paralelización que se propone para calcular de forma

independiente, la función de concentración debida a cada fuente, ya que la solución

de los modelos de dispersión es la parte que demanda mayores recursos y tiempo de

cómputo en la estrategia de control [60].
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Objetivos generales

I. Establecer las formulación matemática correspondiente a estrategias de control

de emisiones de corto plazo, que permitan mantener la concentración de contami-

nantes pasivos, por debajo de las normas de la calidad del aire respectivas en cada

punto de una región y en cada momento.

II. Desarrollar un conjunto de programas de cómputo de alto rendimiento que

permitan estudiar el desempeño de las estrategias de control formuladas en casos

sintéticos de emisiones.

Objetivos espećıficos

1. Formular el problema de control de emisiones de corto plazo para contami-

nantes pasivos como un problema de programación matemática. Esta formulación

considerará la minimización de una función de costo lineal o cuadrática, sujeta a res-

tricciones lineales para la concentración puntual de los contaminantes. El propósito

de dichas restricciones es hacer cumplir las normas de la calidad del aire en la región

de estudio Ω.

2. Analizar el problema de control de emisiones con el fin de determinar criterios

para la selección de los sitios de control Rj en la región Ω. Tales puntos Rj, que

han de utilizarse en el modelo de programación matemática, deben garantizar que

el cumplimiento de las normas de la calidad del aire en estos sitios implique el

cumplimiento de las normas en cada momento y en cada punto de la región Ω.

3. Desarrollar programas de cómputo de alto rendimiento para el estudio numérico

de las estrategias de control de emisiones formuladas de acuerdo a las siguientes

directrices:

i) Paralelizar el cálculo de la función de concentración debida a cada fuente conta-

minante mediante el uso del patrón de programación paralela SPMD, de forma que

cada modelo de dispersión bidimensional sea resuelto por un núcleo del sistema de

cómputo usado.

ii) Seleccionar un algoritmo eficiente y la respectiva rutina computacional, para

resolver numéricamente el tipo espećıfico de modelo de programación matemática

que represente a la estrategia de control.

4. Aplicar los programas de cómputo desarrollados para analizar su desempeño

con ejemplos numéricos sintéticos del problema de control de emisiones para fuentes
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puntuales. Verificar numéricamente los criterios teóricos para la selección de los sitios

de control Rj.

En este trabajo se presentan estrategias de control de emisiones de corto plazo.

Primero, se asume que el pronóstico de corto plazo obtenido mediante un modelo

lineal de dispersión bien planteado, que considera un número importante de fuentes

de emisión, es desfavorable. A partir del pronóstico se formula el modelo de pro-

gramación matemática, cuya solución se demuestra existe y es única, y corresponde

a los coeficientes de amortiguamiento óptimos que han de regular las emisiones a

corto plazo de las fuentes contaminantes al costo más bajo. En dicha formulación,

la función objetivo evalúa el costo del control, mientras que las restricciones lineales

aseguran el cumplimiento de la norma de la calidad del aire en la zona de control y el

intervalo de tiempo considerado. Aśı, las principales contribuciones que este trabajo

hace a las estrategias de control de corto plazo, son las siguientes: 1) la separación

del cálculo del impacto producido por cada fuente en la contaminación de la zona de

control, permite seleccionar a priori, las fuentes que se desea controlar, y de igual for-

ma, considerar adecuadamente aquellas que no es posible controlar (ecuación (4.12));

2) la formulación introducida habilita la posibilidad de incluir un número considera-

ble de fuentes en el problema de control, de forma que la respectiva implementación

computacional, haga uso de múltiples unidades de procesamiento (cómputo paralelo)

para resolver varios modelos de dispersión de forma casi simultánea y aśı, distribuir

el esfuerzo de cómputo y obtener rápidamente los coeficientes óptimos que deben re-

gular las emisiones; 3) el control realizado, asegura el cumplimiento de las normas de

la calidad del aire, en cada punto de la zona de control y en cualquier momento del

intervalo de tiempo de control, reduciendo las emisiones de cada fuente hasta el valor

de la norma sanitaria como máximo, asegurando aśı, la protección de los receptores

dentro de toda la zona de control. Finalmente, también se describe una estrategia

rápida no óptima de control que no requiere grandes esfuerzos computacionales y

por lo tanto, de aplicación inmediata. Se consideran ejemplos con datos sintéticos

sobre la ubicación e intensidad de las fuentes de contaminación y sobre la velocidad

del viento en la región. Los resultados numéricos demuestran la efectividad de las

estrategias de control desarrolladas.

La distribución del contenido dentro de los caṕıtulos es la siguiente: el caṕıtulo dos

describe el modelo de dispersión tridimensional bien formulado, usado para predecir

la distribución de la concentración de los contaminantes atmosféricos considerados,

mientras que en el caṕıtulo tres se introducen el modelo adjunto de dispersión 3D

y el principio de dualidad, mediante la identidad de Lagrange. El caṕıtulo cuatro
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muestra la formulación teórica de las estrategias de control de emisiones de corto

plazo desarrolladas y posteriormente, en el caṕıtulo cinco se presenta el esquema de

esquema de solución numérica empleado para resolver los modelos de dispersión 2D,

el cual se basa en la aplicación del método de separación de operadores por compo-

nentes y el esquema de Crank-Nicolson [11, 38, 65]. Por último, en el caṕıtulo seis,

se presentan: la implementación computacional de las estrategias de control desa-

rrolladas y el desempeño de éstas, dado a partir de los ejemplos sintéticos diseñados

y ejecutados.
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Caṕıtulo 2

Modelo de dispersión

Para establecer estrategias efectivas en el control de la concentración de los con-

taminantes atmosféricos es necesario contar con un adecuado modelo de dispersión.

Tal modelo debe estar bien formulado en el sentido matemático (su solución debe ser

única y debe depender continuamente de: las condiciones iniciales, de las condiciones

de frontera y del forzamiento, es decir, debe ser estable). Aún para modelos simplifi-

cados en una región limitada no es trivial lograr que éstos estén bien formulados, ya

que en general, el flujo de los contaminantes a través de la frontera abierta no es un

parámetro bien conocido, y por lo tanto, esto puede generar una perturbación que

se propague dentro del dominio por advección y difusión que finalmente destruya

la solución del modelo. Por lo tanto, es de gran importancia colocar condiciones de

frontera que determinen un modelo bien formulado en el sentido matemático y que

sean consistentes con el proceso f́ısico.

En esta sección, se define un modelo Euleriano de dispersión de contaminantes y

se muestra que, con las condiciones de frontera impuestas, la solución es única y

estable respecto de perturbaciones en las condiciones iniciales (distribución inicial

de los contaminantes) y del forzamiento (tasas de emisión).
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2.1. Definición del modelo de dispersión de con-

taminantes atmosféricos

2.1.1. Modelo 2D

Una sustancia contaminante en la atmósfera se encuentra sujeta a diversos proce-

sos f́ısicos y qúımicos que influyen en su propagación; tres de éstos son: transporte

por advección, difusión turbulenta y transformación por reacciones qúımicas. A con-

tinuación se formula un modelo lineal que toma en cuenta estos tres procesos y se

supone que el viento responsable de la advección, no contiene componente vertical,

por lo cual el proceso de propagación se considera bidimensional.

Sea D un dominio acotado bidimensional (conexo y simplemente conexo) con

frontera abierta S, y sean ri = (xi , yi) ∈ D, i = 1...N, los puntos donde se ubican

las fuentes industriales que emiten una especie contaminante con tasas respectivas

qi(t), i = 1 . . . N. Se denota con φ(r, t) a la concentración, dentro de la región D,

de la sustancia contaminante en el punto r al tiempo t. Es importante destacar

que se supone que la región de estudio D contiene a todas las fuentes puntuales

de emisión del contaminante, y por lo tanto, no habrá contribuciones externas a

la contaminación dentro de D. Tomando en cuenta esto en el balance de masa, la

propagación del contaminante se puede describir mediante el siguiente sistema de

ecuaciones:

∂φ

∂t
+ U · ∇φ+ σφ−∇ · (µ∇φ) = f(r, t) en D × (0, T ), (2.1)

φ(r, 0) = φ0(r) en D, (2.2)

µ
∂φ

∂n
− Unφ = 0 en S−, (2.3)

µ
∂φ

∂n
= 0 en S+, (2.4)

∇ ·U = 0 en D, (2.5)
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donde: U = U(r,t) denota la velocidad del viento en D, la cual se supone que

cumple la ecuación de continuidad (2.5), σ = σ(r,t) > 0 y µ = µ(r,t) > 0 son

los coeficientes de transformación qúımica de la especie contaminante y difusión

turbulenta respectivamente, la ecuación (2.5) cierra el modelo de dispersión y es una

condición de incompresibilidad1 (se conoce como la ecuación de continuidad); f(r, t)

es el forzamiento formado por las fuentes puntuales de emisión del contaminante

f(r, t) =
N∑
i=1

qi(t)δ(r− ri).

La ecuacion (2.2) define a φ0 como la distribución espacial de la especie contaminante

al tiempo t = 0 sobre D, es decir, φ0 es el residuo del contaminante en la atmósfera

que dejó la actividad industrial en un intervalo de tiempo pasado (por ejemplo el

d́ıa anterior).

La frontera S se ha dividido en dos partes dependiendo de si el flujo entra a D o

sale, es decir, S+ se define como los puntos de S tal que Un = U · n ≥ 0, donde n es

el vector normal exterior, y S− se define como el complemento (Un = U · n < 0). La

condición de frontera (2.3) establece que cuando el viento ingresa a la región D el

flujo total del contaminante, tomando en cuenta difusión y advección, es igual a cero,

por lo cual, en S− no hay salida o entrada de la especie contaminante. La condición

de frontera (2.4) establece que cuando el viento sale de la región D se desprecia el

flujo difusivo turbulento en comparación con el flujo advectivo del contaminante,

y por lo tanto, la salida de la especie contaminante sólo es por advección. Estas

condiciones de frontera fueron definidas por Marchuk[38] y generalizadas al caso de

tres dimensiones por Skiba[67].

En general, la dispersión de contaminantes emitidos a la atmósfera por fuentes

fijas o móviles es un proceso tridimensional no-estacionario. Sin embargo, un mode-

lo de dispersión bidimensional como el representado por (2.1)-(2.5), se justifica al

considerar los contaminantes en una capa de la atmósfera de altura h e integrar en

la vertical el modelo tridimensional. Esto último tiene especial aplicación a eventos

extremos de contaminación a corto plazo. Para aclarar este punto consideremos la

ecuación Euleriana tridimensional de dispersión para una especie contaminante y N

fuentes puntuales:

1Un fluido es llamado incompresible si su densidad no cambia con la presión.
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∂C

∂t
+ u

∂C

∂x
+ v

∂C

∂y
+ σC − ∂

∂x

(
Kx

∂C

∂x

)
− ∂

∂y

(
Ky

∂C

∂y

)
+

+w
∂C

∂z
− ∂

∂z

(
Kz

∂C

∂z

)
= F (r, t),

donde

F (r, t) =
N∑
i=1

qi(t)δ(x− xi)δ(y − yi)δ(z − zi).

En condiciones de estabilidad atmosférica, es decir, cuando existe un débil movi-

miento de masa de aire en la vertical, se tiene un aumento de la concentración del

contaminante cerca del suelo y donde se emite. Cuando el evento presenta gran es-

tabilidad atmosférica (inversión térmica), se tiene que w = 0 y Kz = 0, por lo tanto,

el contaminante se acumula en una delgada capa de altura h. Con estas condiciones,

si se integra la ecuación de dispersión respecto la variable z en el intervalo [0, h] y

se divide por h, se obtiene

∂

∂t

(
1

h

∫ h

0

Cdz

)
+ u

∂

∂x

(
1

h

∫ h

0

Cdz

)
+ v

∂

∂y

(
1

h

∫ h

0

Cdz

)
+ σ

(
1

h

∫ h

0

Cdz

)
+

− ∂

∂x

(
Kx

∂

∂x

1

h

∫ h

0

Cdz

)
− ∂

∂y

(
Ky

∂

∂y

1

h

∫ h

0

Cdz

)
= f(r, t),

donde

f(r, t) =
1

h

N∑
i=1

qi(t)δ(x− xi)δ(y − yi).

Si se define φ = 1
h

∫ h
0
Cdz (concentración promedio del contaminante en una columna

de altura h) finalmente se obtiene la ecuación (2.1)

∂φ

∂t
+ u

∂φ

∂x
+ v

∂φ

∂y
+ σφ− ∂

∂x

(
Kx

∂φ

∂x

)
− ∂

∂y

(
Ky

∂φ

∂y

)
= f(r, t).

En este cálculo se supone que la velocidad horizontal (u, v), el coeficiente σ de des-

trucción de la especie contaminante, y los coeficientes de difusión turbulenta Kx y
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Ky no dependen de la altura z. Además, el intercambio de integración y derivación

parcial es posible por la continuidad de C y sus primeras derivadas parciales. Si

se consideran las integraciones respectivas sobre S+ y S−, entonces, con el mismo

cambio de variable
(
φ = 1

h

∫ h
0
Cdz

)
se obtienen las condiciones de frontera e iniciales

(2.2), (2.3) y (2.4) del modelo bidimensional, mientras que la condición (2.5) es válida

desde el modelo tridimensional.

Con esto se concluye que el modelo bidimensional (2.1) - (2.5) es una aproximación

al proceso de dispersión tridimensional, en el caso de un evento extremo de contami-

nación. Ya que los eventos de gran estabilidad atmosférica duran unas cuantas horas,

entonces el modelo es válido a corto plazo. Sin embargo, no es de poca importancia,

ya que dichos eventos de intensa contaminación local a corto plazo, pueden tener un

gran impacto en la salud humana.

2.1.2. Unicidad y estabilidad de la solución en el sentido

clásico

Las condiciones de frontera (2.3) y (2.4) no sólo tienen un adecuado sentido f́ısico,

sino también poseen buenas caracteŕısticas matemáticas, ya que hacen del modelo

de dispersión (2.1)-(2.5) un problema bien formulado en el sentido de Hadamard[25];

es decir, la solución del problema (2.1)-(2.5) es única y estable respecto de pequeñas

perturbaciones en las condiciones iniciales, más aún, es posible mostrar que hay

estabilidad respecto de pequeñas perturbaciones en el forzamiento. Con la finalidad

de establecer estas caracteŕısticas supongamos que el problema de evolución

∂φ

∂t
+ Aφ = f , (2.6)

φ(0) = φ0, (2.7)

tiene al menos una solución suficientemente suave, y que A : Φ ⊂ H→ H es un

operador diferencial lineal positivo semidefinido con dominio en un subespacio Φ de

un espacio de Hilbert H. Con estas hipótesis se afirma que la solución es única y

estable respecto de perturbaciones en φ0 y en el forzamiento f . La demostración es

la siguiente.

Multiplicando la ecuación (2.6) por φ y agrupando términos se tiene
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(φ,
∂φ

∂t
) = (φ, f)− (φ,Aφ) ,

donde los paréntesis denotan el producto interior definido en H. Considerando que A

es positivo semidefinido, y usando la desigualdad de Schwarz[61], es posible escribir

(φ,
∂φ

∂t
) ≤ ‖f‖‖φ‖ , donde ‖φ‖ =

√
(φ, φ).

Si se observa que

(φ,
∂φ

∂t
) =

1

2

∂

∂t
‖φ‖2 = ‖φ‖ ∂

∂t
‖φ‖ ,

entonces se obtiene la siguiente desigualdad:

∂

∂t
‖φ‖ ≤ ‖f‖ .

Integrando la última relación respecto del tiempo en ambos lados, y usando la con-

dición inicial, se tiene

‖φ‖ ≤
∫ t

0

‖f‖dτ + ‖φ0‖ ,

suponiendo que la norma de f es acotada en el intervalo de tiempo (0, T ), finalmente,

se puede escribir

‖φ‖ ≤ T · máx
0≤t≤T

‖f(r, t)‖+ ‖φ0‖ .

Dado que A es un operador lineal, la última desigualdad afirma que pequeñas va-

riaciones en f y φ0 inducen pequeñas variaciones en la solución φ del problema de

evolución, esto es estabilidad. El mismo razonamiento garantiza unicidad; es decir,

si se consideran dos soluciones del problema (2.6)-(2.7), entonces, al restar las ecua-

ciones se tiene un problema de evolución con φ0 = 0 y f = 0, de esto se sigue según

la desigualdad anterior que la norma de la diferencia de dichas funciones es cero.

Con este resultado general lo único que falta probar para que el modelo (2.1)-(2.5)

esté bien formulado es que el operador diferencial lineal

Aφ = U·∇φ+ σφ−∇ · µ∇φ ,
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definido en

Φ = {φ ∈ C2(D) | µ∂φ
∂n
− Unφ = 0 en S− y µ

∂φ

∂n
= 0 en S+} ⊂ L2(D),

es positivo semidefinido. Para esto se considera el producto interior en L2(D) de Aφ

con φ,

(Aφ, φ) =

∫
D

φU · ∇φ dr +

∫
D

σφ2dr−
∫
D

φ∇ · µ∇φ dr. (2.8)

Ya que ∇ ·U = 0 se tiene que ∇ · (φ2U) = 2φU · ∇φ. Si se integra este resultado, y

se usa el teorema de la divergencia, entonces se puede escribir

∫
D

φU · ∇φ dr =
1

2

∫
S

φ2U · n dS =
1

2

[∫
S+

φ2UndS +

∫
S−
φ2UndS

]
. (2.9)

Por otra parte, se tiene la relación ∇·(φµ∇φ) = φ∇·(µ∇φ)+µ | ∇φ |2. Si se integra

ésta, y se usa el teorema de la divergencia, entonces se obtiene

−
∫
D

φ∇ · (µ∇φ) dr =

∫
D

µ | ∇φ |2 dr−
∫
S

φµ∇φ · n dS ,

si la última integral se separa en S+ y S−, y se aplican las condiciones de frontera

(2.3)-(2.4), finalmente se tiene que

−
∫
D

φ∇ · (µ∇φ)dr =

∫
D

µ | ∇φ |2 dr−
∫
S−
φ2UndS . (2.10)

Al sustituir en (2.8) las fórmulas integrales (2.9) y (2.10)), y recordando que Un < 0

en S−, entonces se concluye que

(Aφ, φ) =

∫
D

[
σφ2 + µ | ∇φ |2

]
dr + 1

2

[∫
S+

φ2UndS −
∫
S−
φ2UndS

]
≥ 0, φ ∈ Φ.

Con esto queda demostrado que el operador diferencial A es positivo semidefinido.

Otra ventaja de que el operador diferencial lineal en el modelo (2.1)-(2.5) sea

positivo semidefinido es que algunos de los esquemas de discretización numérica,
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basados en diferencias finitas, preservan esta propiedad, y por lo tanto, es fácil

establecer la existencia, unicidad y estabilidad de la solución en el problema de

dispersión discreto. Además, es posible usar métodos de separación de operadores

por componentes, y por lo tanto, trasladar el problema de dos (tres) dimensiones

a dos (tres) problemas simples en una dimensión, lo cual siempre representa una

ventaja computacional ya que ahorra memoria y tiempo de cómputo.

Ecuación de Balance

Las condiciones de frontera (2.3)-(2.4) son fundamentales para establecer que el

modelo de dispersión está bien formulado, de hecho, es posible aplicar éstas para

mostrar que el modelo satisface una ecuación de balance de masa consistente con el

proceso en estudio. Para llegar a esta ecuación se integra (2.1) sobre el dominio D,

∫
D

∂φ

∂t
dr+

∫
D

σφdr+

∫
D

U·∇φdr−
∫
D

∇·(µ∇φ)dr =

∫
D

N∑
i=1

qi(t)δ(r−ri)dr . (2.11)

Si consideramos que ∇ ·U = 0 se tiene la igualdad ∇ · (φU) = U·∇φ; si se aplica

ésta última a la tercera integral junto con el teorema de la divergencia se tiene que∫
D

U · ∇φdr =

∫
S+

φUndS +

∫
S−
φUndS .

Si se aplica el teorema de la divergencia a la cuarta integral y se usa la condición de

frontera (2.4) se escribe

∫
D

∇ · (µ∇φ)dr =

∫
S−
µ
∂φ

∂n
dS .

Al sustituir las dos últimas integrales en la ecuación (2.11), junto con la condición

de frontera (2.3), finalmente se obtiene que

∂

∂t

∫
D

φdr =
N∑
i=1

qi(t)−
∫
D

σφdr−
∫
S+

φUndS , (2.12)

donde a la integral del lado derecho en la ecuación (2.11) se le aplicó la propiedad

integral de la función delta de Dirac:
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∫
D

f(r)δ(r− r0)dr = f(r0) .

La ecuación (2.12) es la ecuación de balance de masa, la cual indica que la variación

de la masa total de la especie contaminante en el dominio D es igual a la suma de

las tasas con que se suministra, menos la tasa de destrucción total por reactividad

qúımica, menos la pérdida de masa contaminante que escapa por la frontera debido

a la advección (notar que Un ≥ 0 en S+), lo cual es consistente con el proceso de

dispersión y transformación.

Realizando una sucesión similar de cálculos, también es posible establecer la si-

guiente ecuación:

∂

∂t

∫
D

φ2dr =2
N∑
i=1

qi(t)φ(ri, t)− 2

∫
D

(
σφ2 + µ |∇φ|2

)
dr

−
∫
S+

Unφ
2dS +

∫
S−
Unφ

2dS.

Esta ecuación y (2.12) determinan que cuando qi(t) = 0 ∀i, entonces
∫
D
φdr y∫

D
φ2dr decrecen con el tiempo (notar que Un < 0 en S−). Además, si µ = 0 , σ = 0,

y Un = 0 sobre la frontera S, entonces ambas integrales se conservan en el tiempo,

es decir,

∂

∂t

∫
D

φdr = 0,
∂

∂t

∫
D

φ2dr = 0.

Estas relaciones son útiles para probar el buen funcionamiento de los algoritmos

numéricos utilizados para resolver el modelo de dispersión.

2.1.3. Modelo 3D

Sea D =D ×(0, H) un dominio limitado simplemente conexo en <3, con frontera

∂D = S0 ∪S ∪SH , la cual es la unión de la superficie lateral ciĺındrica S, la base S0

en la parte inferior, y cubierta superior SH en z = H (Figura 2.1).

El modelo de dispersión a corto plazo M, considerado para K contaminantes

casipasivos en el dominio D es
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Figura 2.1: Esquema del dominio tridimensional D, adaptado de [71].

∂φk
∂t

+ U·∇φk + σkφk −∇ · (µ∇φk)−
∂

∂z
µz
∂φk
∂z

+∇ · φsk = fk(r, t) (2.13)

φsk = −νskφke3 en D (2.14)

φk(r, 0) = φ0
k(r) en D (2.15)

µ∇φk · n− Unφk = 0 en S− (2.16)

µ∇φk · n = 0 en S+ (2.17)

µ̂∇φk · n = 0 en S0 (2.18)

µz
∂φk
∂z
− Unφk = −νskφk en S−H (2.19)

µz
∂φk
∂z

= −νskφk en S+
H (2.20)
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∇ ·U =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 en D ; (2.21)

donde φk(r,t) ≥ 0 representa la concentración de k-ésimo contaminante primario

con una distribución φ0
k(r) en D en el momento inicial t = 0, en el término lineal

(de primer orden) σkφk, σk(r,t) ≥ 0 es el coeficiente de transformación qúımica, y

µ(r,t) > 0 y µ̂(r,t) > 0 son los tensores de difusión turbulentos,

µ =

(
µx(r, t) 0

0 µy(r, t)

)
, µ̂ =

 µx(r, t) 0 0

0 µy(r, t) 0

0 0 µz(r, t)

 , (2.22)

respectivamente. El término∇·φsk en (2.13), describe el cambio de concentración de

part́ıculas por unidad de tiempo, debida a la sedimentación con velocidad constante

νsk > 0. Se asume que la velocidad del viento U(r,t) = (u, v, w) es conocida y

que satisface la ecuación de continuidad (2.21) en D. Asumiendo que el forzamiento

fk(r, t), está formado por fuentes de emisión puntuales, de ĺınea o área fik(r, t) [57]

ubicadas en los puntos ri ∈ D, i = 1, ..., N y que, qi(t) es la tasa de emisión de

la i-ésima fuente formada por las tasas de emisión de K diferentes contaminantes,

entonces, dicha función presenta la forma

fk(r, t) =
N∑
i=1

fik(r, t) =
N∑
i=1

qi(t)δ(r− ri) (2.23)

qi(t) =
K∑
k=1

qik(t) , (2.24)

donde δ(r − ri) es la delta de Dirac centrada en la posición de la fuente ri (i =

1, ..., N).

Las condiciones en la frontera abierta ∂D del dominio limitado D, conducen a un

problema bien planteado en el sentido de Hadamard [25]. Denotando por Un = U · n
la proyección de la velocidad U sobre el vector normal unitario exterior n a la frontera

38



S, la cual se divide en la parte de salida S+ donde Un ≥ 0 (flujo contaminante

advectivo dirigido hacia afuera de D) y la parte de entrada S−, donde Un < 0

(flujo contaminante advectivo dirigido hacia adentro D). Se supone que la región

D es lo suficientemente grande como para incluir todas las fuentes importantes de

contaminación.

Por tanto, suponemos que no hay fuentes fuera de D y, por la condición (2.16),

el flujo de contaminación combinado (difusivo más advectivo) es cero en la parte de

entrada S−. El flujo de contaminación no es cero sólo en S+, además, de acuerdo

con (2.17), se supone que el flujo de contaminación difusiva en S+ es insignificante

en comparación con el flujo de contaminación advectiva correspondiente. Las condi-

ciones (2.19) y (2.20) tienen significados similares en SH , donde se ha considerado

la sedimentación de las part́ıculas. La ecuación (2.18) indica que no hay flujo de las

sustancias a través de S0, ya que U · n y νsk son ambos cero sobre terreno irregular.

En general, (2.19) y (2.20) son necesarias porque w = 0 en S0 y (2.21) conducen a

una componente de velocidad vertical distinta de cero en SH :

w(x, y, z, t) = −
∫ z

0

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
dz (2.25)

Las condiciones de frontera son matemáticamente adecuadas, porque el problema

(2.13)-(2.21) es uno bien planteado (su solución existe, es única y depende continua-

mente de la condición inicial y el forzamiento[72]). Esto se desprende del hecho de

que el operador A del problema :

Aφk = U·∇φk + σkφk −∇ · (µ∇φk)−
∂

∂z
µz
∂φk
∂z

+∇ · φsk , (2.26)

es no negativo:

(Aφk, φk) =

∫
D

∥∥∥µ̂ 1
2∇φk

∥∥∥2

2
dr +

∫
D

σkφ
2
kdr +

1

2

∫
S0

νskφ
2
k |e3 · n| dS+

+

∫
SH

νskφ
2
kdS +

1

2

{∫
S+∪S+

H

Unφ
2
kdS −

∫
S−∪S−

H

Unφ
2
kdS

}
≥ 0. (2.27)
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Aqúı (φ, η) =
∫
D
φ η dr es el producto interno. Entonces se puede mostrar (ver

[72]) que

‖φk‖2 ≤ T máx
0≤t≤T

‖fk(r, t)‖2 + ‖φ0
k‖2 (2.28)

donde ‖ϕ‖2 =
(∫

D
ϕ2dr

)1/2
.

Las condiciones de contorno también son f́ısicamente apropiadas, ya que la inte-

gración de (2.13) sobre el dominio D, conduce a una ecuación de balance de masa

∂

∂t

∫
D

φkdr =
N∑
i=1

qik(t)−
∫
S+∪S+

H

UnφkdS −
∫
D

σkφkdr−
∫
S0

νskφk |e3 · n| dS. (2.29)

Por lo tanto, la masa total de los contaminantes aumenta debido a las fuentes de

emisión qik(t) distintas de cero y, disminuye debido a la salida advectiva a través de

S+∪ S+
H , las transformaciones qúımicas y la sedimentación sobre el suelo.
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Caṕıtulo 3

Modelo adjunto de dispersión

En general, las estimaciones directa y adjunta son elementos complementarios que

permiten comprender los diferentes aspectos del modelo ambiental y dar solución a

los problemas de reubicación [38] y control de industrias [52, 53]. Se han desarrolla-

do varias aplicaciones de las ecuaciones adjuntas en oceanoloǵıa[71] y meteoroloǵıa

dinámica. Marchuk [35, 36] sugirió el uso de las soluciones de las ecuaciones ad-

juntas para estimar el promedio en espacio y tiempo de la anomaĺıa de campos

meteorológicos, y para estudiar la respuesta lineal de los modelos a las variaciones

en las condiciones iniciales y el forzamiento. Una de las primeras aplicaciones de

estas ideas fue el estudio del modelo lineal global tridimensional de la interacción

térmica de la troposfera con los océanos y continentes, donde las soluciones adjuntas

fueron construidas por Marchuk y Skiba [40, 66].

En general, se puede decir que la idea de introducir ecuaciones adjuntas ya ha

demostrado ser fruct́ıfera cuando se aplica en campos de la f́ısica matemática y

computación matemática[12, 32] tales como: f́ısica de la atmósfera y del océano,

procesamiento y asimilación de datos, mecánica de los medios continuos, mecáni-

ca cuántica, sistemas integrables, ecoloǵıa, modelos matemáticos en inmunoloǵıa y

control óptimo; tanto en problemas lineales [38, 52] como en modelos no-lineales

[77].
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3.1. Operador adjunto

La definición de operador adjunto para un operador definido en un espacio de Hilbert

(generalmente un espacio de funciones con ciertas caracteŕısticas de integrabilidad

y/o diferenciabilidad), tiene como objetivo generalizar la propiedad que poseen las

matrices transpuestas respecto del producto interior en el espacio euclidiano real, es

decir,

(Ax, y) = (x,Aty),

donde A es una matriz real n × n, y x, y ∈ <n. Con esta analoǵıa, la definición

general para operador adjunto es la siguiente.

Definición. Sea H un espacio de Hilbert con producto interior denotado por (·, ·),
y L : H → H un operador lineal con dominio Φ ⊂ H (Φ subespacio lineal de H). El

operador adjunto de L es un operador lineal L∗ : H → H, con dominio Φ∗ ⊂ H (Φ∗

subespacio lineal de H), que satisface la identidad de Lagrange:

(Lφ, g) = (φ, L∗g) ∀ φ ∈ Φ y ∀g ∈ Φ∗. (3.1)

Existencia del operador adjunto.

Bajo las caracteŕısticas de la definición anterior para el operador L el adjunto existe,

es decir, siempre es posible construir un operador L∗ que cumpla la igualdad (3.1).

Para esto, se define al conjunto Φ∗ como el subconjunto más grande de H tal que,

g ∈ Φ? si y sólo si la funcional lineal φ 7→ (Lφ, g) es acotada.

Φ∗ es un conjunto no vaćıo ya que 0 ∈ Φ∗. Además, Φ∗ es un subespacio lineal de

H, ya que para g1, g2 ∈ Φ∗ y a, b ∈ < se tiene

|(Lφ, ag1 + bg2)|
‖φ‖

≤ |a| |(Lφ, g1)|+ |b| |(Lφ, g2)|
‖φ‖

≤ |a|C1 + |b|C2, φ ∈ Φ− {0}.

Por otra parte, si g ∈ Φ∗ entonces, por el Teorema de Riesz[61], existe un único

ν ∈ H tal que
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(Lφ, g) = (φ, ν) .

Se define entonces el operador L∗ :Φ∗ → H como: L∗g = ν. Este operador está bien

definido por la unicidad de ν, y de acuerdo con la última igualdad satisface

(Lφ, g) = (φ, L∗g), ∀ φ ∈ Φ y ∀g ∈ Φ∗,

es decir, L∗ es el operador adjunto.

Unicidad del operador adjunto.

En general, el operador adjunto no es único según la definición dada anteriormen-

te, ya que de acuerdo a la construcción anterior, si el operador L∗ se restringe a

cualquier subespacio propio de Φ∗, entonces también la restricción satisface (3.1).

Con el fin de establecer unicidad se supone que Φ es un subespacio denso en H y

se considera a L∗ con dominio maximal; es decir, Φ∗ es el mayor subespacio donde se

cumple (3.1). Bajo estas condiciones, si F ∗ es un adjunto, entonces DomF ∗ ⊂ Φ∗ (de

lo contrario L∗ se puede expandir al subespacio DomF ∗ +Φ∗ y Φ∗ no seŕıa maximal),

y por lo tanto, para g ∈ DomF ∗ se tiene que

(Lφ, g) = (φ, F ∗g) = (φ, L∗g), ∀ φ ∈ Φ,

es decir,

(φ, F ∗g − L∗g) = 0, ∀ φ ∈ Φ.

Por otra parte, si (φ, h) = 0∀ φ ∈ Φ, entonces h = 0. Esta afirmación es cierta por

la densidad de Φ, ya que existe una sucesión en este conjunto tal que φn → h, y por

lo tanto, si h 6= 0 entonces

‖φn − h‖2 = ‖φn‖2 + ‖h‖2 ≥ ‖h‖2 > 0,

que contradice la convergencia. Por lo cual h = 0.

Con este último resultado se concluye que F ∗g−L∗g = 0, es decir, F ∗ es sólo una

restricción de L∗; en este sentido L∗ es único.
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Es importante destacar que, en general, el operador lineal L y su adjunto son

diferentes. Sólo en algunos casos particulares, como el operador de Laplace con

condiciones Dirichlet o Neumann homogéneas, se tiene que L = L∗ (Φ = Φ∗), en

tales casos el operador L se denomina autoadjunto. El caso L 6= L∗ pero Φ = Φ∗ es

importante, ya que se transmiten propiedades cuando alguno de los dos operadores

satisface una caracteŕıstica, por ejemplo, si L es definido positivo, entonces

(L∗g, g) = (g, L∗g) = (Lg, g) > 0, ∀ g ∈ Φ.

Por último, se consideran algunos ejemplos sencillos de operador adjunto donde se

destaca la importancia de la identidad de Lagrange (3.1):

1. Si A ∈Mn×n(<), entonces el operador adjunto es la matriz traspuesta At, y en

este caso, autoadjunto significa que A es simétrica (A = At).

2. Si Lφ = kφ con Φ = L2(0, 1), entonces L∗g = kg con Φ∗ = Φ, ya que

(Lφ, g) = (kφ, g) = (φ, kg) = (φ, L∗g),

y por lo tanto L es autoadjunto.

3. Si Lφ = udφ
dx

con Φ = {φ ∈ C1[0, 1] | φ(0) = φ(1)} ⊂ L2(0, 1), entonces L∗g =

−u dg
dx

con Φ∗ = Φ, ya que

(Lφ, g)=

∫ 1

0

u
dφ

dx
g dx=u

[
gφ |10−

∫ 1

0

dg

dx
φ dx

]
=

∫ 1

0

φ

(
−udg

dx

)
dx=(φ, L∗g),

y por lo tanto L y L∗ son operadores antisimétricos, es decir, (Lφ, φ) = (L∗g, g) = 0.

4. Si Lφ = µd
2φ
dx2

con Φ =
{
φ ∈ C2[0, 1] | φ′+(0) = φ′−(1) = 0

}
⊂ L2(0, 1), entonces

L∗g = µ d
2g
dx2

con Φ∗ = Φ, ya que

(Lφ, g) =

∫ 1

0

µ
d2φ

dx2
g dx = µ

[
gφ′ |10 −

(
g′φ |10 −

∫ 1

0

d2g

dx2
φ dx

)]

=

∫ 1

0

φ

(
µ
d2g

dx2

)
dx = (φ, L∗g),

y por lo tanto L es autoadjunto.
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3.2. Obtención del modelo adjunto de dispersión

En esta sección, se obtiene la estimación adjunta para la concentración promedio

del contaminante en una zona Ω de importancia ecológica. Esta estimación dual,

usa la solución de un modelo diferencial adjunto, y tiene la ventaja de exhibir en

forma expĺıcita la influencia que la distribución inicial del contaminante y las tasas

de emisión tienen sobre la concentración promedio de dicha sustancia sobre Ω. Esta

reformulación proporciona una técnica efectiva y económica en el estudio de la sen-

sibilidad del problema de dispersión: es la herramienta ideal para hacer el análisis

de la sensibilidad lineal del valor promedio de la concentración de un contaminante

en una región de importancia ecológica Ω contenida en D.

El valor promedio de la concentración del contaminante en Ω, durante el intervalo

de tiempo [T − τ, T ], se estima de acuerdo a la funcional (3.2):

J = JΩ,τ (φ) =
1

| Ω | ·τ

∫ T

T−τ

∫
Ω

φ(r, t)dr dt, (3.2)

donde |Ω| representa el área de la región de importancia ecológica.

3.2.1. Modelo adjunto 2D

Para obtener el modelo adjunto del modelo de dispersión (2.1)-(2.5), se consideran

los siguientes elementos para una especie contaminante en la atmósfera:

H = L2(D × [0, T ]) ;

Lφ =
∂φ

∂t
+ U·∇φ+ σφ−∇ · (µ∇φ) ;

Φ = {φ ∈ C2(D × [0, T ]) | φ(r, 0) = 0, (2.3), (2.4) } ;

donde (2.3) y (2.4) significa que φ cumple las condiciones de frontera respectivas

del modelo (2.1)-(2.5). Una forma más general para el dominio Φ es considerarlo

como H(Q), en ambos casos, los argumentos que se dan a continuación para definir

el operador adjunto no cambian.
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El operador adjunto L∗ se construye a través de la identidad de Lagrange:

(Lφ, g) = (φ, L∗g), ∀ φ ∈ Φ y ∀g ∈ Φ∗,

donde el producto interior de H está definido por: (ϕ, ψ) =
∫ T

0

∫
D
ϕψdrdt. Se tiene

entonces que

(Lφ, g) =

∫ T

0

∫
D

g
∂φ

∂t
drdt+

∫ T

0

∫
D

gU · ∇φdrdt+

∫ T

0

∫
D

gσφdrdt

−
∫ T

0

∫
D

g∇ · (µ∇φ)drdt,

donde g es una función de prueba cuyas caracteŕısticas se determinan a continuación:

Al integrar por partes y definir g(r, T ) = 0 en D se tiene

∫ T

0

∫
D

g
∂φ

∂t
drdt = −

∫ T

0

∫
D

φ
∂g

∂t
drdt.

Si se considera (2.5), y el teorema de la divergencia, se deduce que

∫ T

0

∫
D

gU · ∇φdrdt =

∫ T

0

∫
S+

gφUndSdt+

∫ T

0

∫
S−
gφUndSdt−

∫ T

0

∫
D

φU · ∇gdrdt.

Por otra parte, al usar (2.5), (2.3), (2.4) y el teorema de la divergencia, se puede

escribir

∫ T

0

∫
D

g∇ · (µ∇φ)drdt =

∫ T

0

∫
S−
µg
∂φ

∂n
dSdt−

∫ T

0

∫
S+

µφ
∂g

∂n
dSdt

−
∫ T

0

∫
S−
µφ

∂g

∂n
dSdt+

∫ T

0

∫
D

φ∇ · (µ∇g)drdt.

Al definir µ ∂g
∂n

= 0 en S− y µ ∂g
∂n

+ Ung = 0 en S+, se obtiene sumando las tres

últimas ecuaciones que
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(Lφ, g) =

∫ T

0

∫
D

φ(−∂g
∂t
−U·∇g + σg −∇ · (µ∇g))drdt = (φ, L∗g),

es decir,

L∗g = −∂g
∂t
−U·∇g + σg −∇ · (µ∇g),

y su dominio Φ∗ está dado por las funciones g ∈ C2(D × [0, T ]) tales que

g(r, T ) = 0 en D, µ
∂g

∂n
= 0 en S− y µ

∂g

∂n
+ Ung = 0 en S+.

El modelo adjunto se establece igualando L∗g con un forzamiento p(r, t) por definir,

es decir,

−∂g
∂t
−U·∇g + σg −∇ · (µ∇g) = p(r,t) D × (0, T ), (3.3)

g(r, T ) = 0 en D, (3.4)

µ
∂g

∂n
= 0 en S−, (3.5)

µ
∂g

∂n
+ Ung = 0 en S+. (3.6)

El modelo diferencial (3.3)-(3.6) es un problema de valores finales. Este problema

está bien formulado en el sentido de Hadamard si se resuelve de t = T a t = 0.

Más aún, ya que al reformular las ecuaciones con el cambio de variable: t′ = T − t
y U′ = −U, se obtiene que el modelo (3.3)-(3.6) tiene la misma estructura que

el modelo de valor inicial (2.1)-(2.5), entonces, es posible probar la existencia, la

unicidad y la estabilidad de la solución del modelo adjunto exactamente como en la

sección 2.1.2. Este resultado se generaliza directamente al caso del modelo adjunto

en tres dimensiones, lo cual se demuestra en [73].

3.3. Principio de dualidad

Para reformular la concentración promedio JΩ,τ en función de la solución g del

modelo adjunto (3.3)-(3.6), se considera el siguiente producto respecto a L2(D ×
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[0, T ]), donde φ es la solución del modelo de dispersión (2.1)-(2.5),

(Lφ, g) =
N∑
i=1

∫ T

0

∫
D

qi(t)δ(r− ri)g(r, t) dr dt =
N∑
i=1

∫ T

0

qi(t)g(ri, t) dt. (3.7)

Por otra parte, también se tiene que

(Lφ, g) =

∫ T

0

∫
D

(
∂φ

∂t
+ U·∇φ+ σφ−∇ · (µ∇φ)

)
g(r, t) dr dt.

Si se aplican las condiciones de frontera e iniciales que satisfacen las soluciones φ

y g respectivamente, entonces, realizando los cálculos en forma similar a los de la

sección 3.2 se obtiene

(Lφ, g) =

∫ T

0

∫
D

(
−∂g
∂t
−U·∇g + σg −∇ · (µ∇g)

)
φ(r, t) dr dt

−
∫
D

φ0(r)g(r, 0) dr,

es decir,

(Lφ, g) =

∫ T

0

∫
D

p(r, t)φ(r, t) dr dt.−
∫
D

φ0(r)g(r, 0) dr. (3.8)

Igualando (3.7) y (3.8) se tiene

∫ T

0

∫
D

p(r, t)φ(r, t) dr dt =
N∑
i=1

∫ T

0

qi(t)g(ri, t) dt+

∫
D

φ0(r)g(r, 0) dr.

Con esta última ecuación, y la siguiente definición para el forzamiento p,

p(r, t) =

{
1
|Ω|·τ , (r, t) ∈ Ω× (T − τ, T )

0 , (r, t) /∈ Ω× (T − τ, T )

}
,

se obtiene el principio de dualidad para la concentración promedio del contaminante

en una zona de importancia ecológica Ω [73]:

J = JΩ,τ (φ) =
N∑
i=1

∫ T

0

qi(t)g(ri, t) dt+

∫
D

φ0(r)g(r, 0) dr. (3.9)
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Esta ecuación muestra la dependencia expĺıcita que tiene la concentración promedio

del contaminante en Ω respecto de las tasas de emisión y la distribución inicial del

contaminante en D, y es importante notar que la solución g del problema adjunto

(3.3)-(3.6) no depende de estos parámetros. Por lo tanto, g sólo es una función de

peso que pondera a φ0 y a las tasas de emisión qi(t), i = 1..N . Este resultado es

fundamental para resolver problemas de control de emisiones industriales.

Aún cuando las funciones solución φ y g permiten estimar la misma concentración

promedio JΩ,τ a través de (3.2) y (3.9) respectivamente (estimaciones directa y

adjunta), se debe entender que, en general, estas son funciones complementarias, ya

que g en (3.9) sólo permite conocer la concentración promedio en Ω, mientras que

φ nos permite conocer además la concentración del contaminante en todo la región

de estudio D. De esta forma, dependiendo de las cuestiones a resolver asociadas al

problema ecológico, se puede usar φ o g, o ambas.

3.3.1. Modelo Adjunto 3D

Dado que el principal objetivo es estudiar el poblema de control óptimo a corto

plazo, el cual permita mantener la concentración de cada contaminante, por debajo

de la norma de calidad del aire Jk correspondiente en cada lugar y durante cada

instante de tiempo, se parte de la reformulación de la concentración media (3.10) en

términos de las funciones adjuntas:

J = JkΩ,τ (φ) =
1

| Ω | τ

∫ T

T−τ

∫
Ω

φk(r, t)dr dt, (3.10)

JkΩ,τ ≤ Jk, k = 1, . . . , K. (3.11)

El funcional (3.10) no proporciona una dependencia expĺıcita de JkΩ,τ sobre las

tasas de emisión contaminantes, lo cual es necesario para desarrollar un control de

emisiones eficiente y satisfacer (3.11). Tal relación expĺıcita, puede obtenerse con

el modelo de dispersión adjunto [38, 39], y el principio de dualidad (identidad de

Lagrange) [39, 77], de forma similar a lo mostrado anteriormente para los modelos

2D. El enfoque adjunto no sólo proporciona una técnica eficaz y económica para

el estudio de sensibilidad de la solución modelo con respecto a los parámetros del
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modelo [68], sino que también permite resolver problemas tan importantes como: la

asignación óptima de nuevas industrias [38], control de emisiones contaminantes [54,

55, 58], detección de plantas industriales que violan las tasas de emisión prescritas

[70], remediación de sistemas acuáticos [56], etc.

Para este fin, consideramos ahora en el dominio D× (0, T ), el modelo adjunto aso-

ciado con el modelo de dispersión original, por medio de la identidad de Lagrange

(Aφ, g) = (φ,A∗g):

−∂gk
∂t
−U·∇gk + σkgk −∇ · (µ∇gk)−

∂

∂z
µz
∂gk
∂z
−∇ · gsk = p(r, t) (3.12)

gsk = −νskgke3 en D (3.13)

gk(r, T ) = 0 en D (3.14)

µ∇gk · n + Ungk = 0 en S+ (3.15)

µ∇gk · n = 0 en S− (3.16)

µ̂∇gk · n + gsk · n = 0 en S0 (3.17)

µz
∂gk
∂z

+ Ungk = 0 en S+
H (3.18)

µz
∂gk
∂z

= 0 en S−H (3.19)

El modelo adjunto (3.12)-(3.19) [el cual se resuelve en el tiempo de t = T a t = 0]

también tiene una solución única, que depende continuamente del forzamiento p(r, t).

Este resultado se puede mostrar inmediatamente mediante la transformación de la
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variable t′ = T − t [52].

Por otra parte, al combinar las soluciones del modelo de dispersión y su adjunto,

es posible obtener fórmulas alternativas (duales) para la concentración del contami-

nante [38, 39], dependiendo de la forma en la que se defina el forzamiento p(r, t).

Aśı, se consideran los siguientes casos:

1) Al definir el forzamiento p(r, t) en (3.12) como:

p(r, t) =

{
1
|Ω| τ (r, t) ∈ Ω× (T − τ, T )

0 (r, t) /∈ Ω× (T − τ, T )

}
,

la concentración media del contaminante en la zona Ω y el intervalo [T − τ, T ] es:

JΩ,τ

(
φk−→q
)

=

∫
D

gk(r, 0)φ0
k(r)dr +

N∑
i=1

∫ T

0

gk(ri, t)qik(t)dt; k = 1, . . . , K (3.20)

2) Si para cada punto Rj se define el forzamiento en (3.12) como p(r, t) = pj(r, t) =

δ (r−Rj) δ (t−τj), entonces, la concentración para cada Rj ⊂ Ω y τj ⊂ (0, T ) es:

φ(Rj,τj) =

∫
D

gj(r, 0)φ0(r)dr +
N∑
i=1

∫ T

0

gj(ri, t)qi(t)dt; j = 1, . . . ,M . (3.21)

Las estimaciones (3.20) y (3.21) son las fórmulas requeridas [llamadas principios

de dualidad (PD)], que relacionan expĺıcitamente a JkΩ,τ y φ(Rj,τj) con la concen-

tración inicial φ0
k(r) y las tasas de emisión qik(t). Aunque las soluciones del modelo

adjunto gk dependen de las condiciones meteorológicas, las caracteŕısticas del conta-

minante (coeficientes σk y νsk), las posiciones de las fuentes y los parámetros τ y |Ω|,
son independientes de las tasas de emisión qik(t) y la distribución inicial de la conta-

minación φ0
k(r). Dichas soluciones son no negativas y sirven en (3.20) y (3.21) como

las funciones de peso para φ0
k(r) y qik(t), la primera integral en ambas ecuaciones,

determina la contribución de φ0
k para cada situación, respectivamente; en el caso de

que este término sea lo suficientemente grande, se viola la norma de la calidad del

aire incluso si todas las tasas de emisión son cero. Esta integral es un parámetro

clave que determina si existe una solución de problema de control.
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Caṕıtulo 4

Control de emisiones

El control de las emisiones industriales es uno de los problemas más importantes

en la modelación de la contaminación atmosférica. Este control proporciona criterios

cuantitativos para restringir las emisiones industriales y reducir las concentraciones

de los contaminantes del aire. Dichos criterios deben desarrollarse para todas las

fuentes industriales, teniendo en cuenta la complejidad de los procesos de dispersión

y transformación de contaminantes en la atmósfera [65].

Durante las últimas décadas se han propuesto diversas estrategias para el control

de la contaminación del aire que se basan en modelos de optimización [10, 57]. La

idea de utilizar modelos de programación matemática para controlar la calidad del

medio ambiente surgió desde finales de los años 60 [10, 24]. En particular, los modelos

de programación lineal propuestos por Teller (1968) y Kohn (1978) para combatir la

contaminación atmosférica son las primeras estrategias óptimas que tienen en cuen-

ta variables económicas y ambientales. Desde entonces, se han desarrollado muchos

modelos de control de la contaminación del aire, sin embargo, hay que notar que

los diversos factores que influyen en el problema de la contaminación del aire, hacen

que dichos modelos resuelvan sólo situaciones espećıficas, por lo que éstos consi-

deran diferentes clases de metas ecológicas y económicas. Los siguientes elementos

caracterizan un modelo de optimización: i) los contaminantes atmosféricos conside-

rados, es decir, sustancias primarias o secundarias que definen la complejidad de las

reacciones qúımicas a considerar en el modelo de dispersión; ii) la función objetivo

o función de costos que estima el costo de los cambios en las tasas de emisión; iii)

las restricciones ambientales que deben cumplirse en un área limitada en particular

(zona de control); y iv) las restricciones tecnológicas que definen los ĺımites superior
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e inferior de recursos o materiales escasos, por ejemplo, combustibles. Por supuesto,

diferentes formulaciones de estos elementos generan modelos de programación lineal

o no lineal con muchas variables y restricciones. Sin embargo, el cumplimiento de las

metas ecológicas, las restricciones tecnológicas y la minimización de los costos aso-

ciados a la reducción de las tasas de emisión de las fuentes son los objetivos comunes

de todos los modelos de control de la contaminación del aire [2, 7, 33, 50, 51, 55]

Hasta hace poco tiempo, las estrategias de control de corto plazo desarrolladas

consideraban esencialmente dos tipos de control. El primero y más recurrente, co-

rresponde al control de los valores promedio por zona de la concentración de los

contaminantes atmosféricos, el cual no implica que las concentraciones puntuales

satisfagan las normas de la calidad del aire en cada momento y en cada lugar dentro

de una región. El segundo tipo, considera el control puntual de la concentración en

cada momento, mediante sitios espećıficos de control [50]. En este trabajo de inves-

tigación doctoral, el problema de control de emisiones estudiado corresponde al de

analizar cuál es la restricción menos severa que se debe imponer sobre las tasas de

emisión de contaminantes, para que las normas de la calidad del aire se cumplan

en cada momento y en cada lugar dentro de una región de estudio. Dicho problema

es más complicado que el del control de los valores promedio y también, que el del

control puntual mediante sitios espećıficos, ya que por cada punto en una región y

por cada instante en un intervalo de tiempo donde hay malas condiciones de dis-

persión, se tiene una restricción impuesta por una norma de la calidad del aire, la

cual debe considerarse para acotar las emisiones. Aśı, las propuestas generadas en

esta investigación como solución del problema de control de emisiones planteado,

corresponden esencialmente a los siguientes 3 tipos:

1) Control óptimo puntual, de la concentración de los contaminantes atmosféricos en

cada momento dentro de una zona, con base en los valores máximos de concentración

producidos por las emisiones de cada fuente contaminante [57].

2) Control óptimo puntual de la concentración de los contaminantes atmosféricos

dentro de una zona, en cada momento del intervalo temporal considerado [49, 60].

3) Control no óptimo puntual de la concentración de los contaminantes atmosféricos

dentro de una zona, en cada momento del intervalo temporal considerado [60].

A continuación se presenta la formulación general del problema de control a corto

plazo. Sean:M el modelo de dispersión a corto plazo (2.13)-(2.21), k = 1, utilizado

53



para pronosticar la concentración φ(r, t) de un contaminante en un dominio limitado

D ⊂ Rm (m = 2 ó m = 3) e intervalo de tiempo finito [0, T ],

M : −→q 7→ φ−→q (4.1)

donde −→q = (q1, . . . , qN) está definido por las tasas de emisión no estacionarias y no

negativas qi de N fuentes contaminantes situadas en los puntos ri ∈ D (i = 1 . . . N);

Ω ⊂ D una zona ecológicamente importante en D cuya área (o volumen) es | Ω |;
la concentración media del contaminante en la zona Ω y el intervalo de tiempo

[T − τ, T ] de longitud τ > 0 definida por el funcional (3.10):

J
(
φ−→q
)

=
1

τ | Ω |

∫ T

T−τ

∫
Ω

φ−→q (r, t)drdt. (4.2)

Al denotar la norma de la calidad del aire del contaminante en Ω como J0, si

el pronóstico de la concentración Ψ del contaminante, obtenido con el modelo M
es desfavorable, es decir: Ψ > J0, esto significa que las tasas de emisión −→q son

excesivas, entonces, el problema de control consiste en la determinación de nuevas

tasas de emisión reducidas
−→
q∗ tales que

Ψ ≤ J0. (4.3)

Aqúı, Ψ puede representar alguno de los siguientes casos:

a) Ψ = J
(
φ−→
q∗

)
es la concentración media del contaminante en la zona Ω y el

intervalo [T − τ, T ].

b) Ψ = φ−→
q∗

(r, t) es la concentración para cada r ∈ Ω y t ∈ (0, T ).

En lo que sigue, usaremos J (φ) y φ(r, t) en lugar de J
(
φ−→
q∗

)
y φ−→

q∗
(r, t) respec-

tivamente, para simplificar la notación; también, supondremos que la zona Ω y la

longitud τ del intervalo [T − τ, T ] están dadas y fijas. Además, se debe tener en

cuenta que cada tasa q∗i debe ser positiva y acotada superiormente. En general, este

problema es mal planteado, ya que puede haber muchas soluciones o ninguna, de-

pendiendo de la distribución inicial de contaminantes [54, 55]. Para plantear bien el

problema, se debe aplicar una técnica de regularización. En cierto sentido, cada es-

trategia de control está determinada por su propio método de regularización. Como

se mostrará, las estrategias de control a corto plazo desarrolladas, utilizan el modelo
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de dispersión (2.13)-(2.21) y su modelo adjunto (3.12)-(3.19).

En esta parte del trabajo, se asume que el pronóstico de corto plazo obtenido

mediante el modelo lineal de dispersión bien planteado M, es desfavorable, es de-

cir, la concentración del contaminante emitido por varias fuentes es superior a la

correspondiente norma de la calidad del aire en la zona de control. Posteriormen-

te, se formulan los modelos de programación matemática que permiten calcular los

coeficientes de amortiguamiento óptimos, los cuales han de regular las emisiones a

corto plazo de las fuentes contaminantes al costo más bajo, de acuerdo a las tres

propuestas antes introducidas.

4.1. Formulación de las estrategias de control

En esta sección, se presentan algunos elementos de la formulación, que son comunes

para todas las estrategias desarrolladas. Para simplificar el planteamiento de las

estrategias de control, el modelo de dispersión (2.13)-(2.21) se escribe en la forma

(k = 1):

∂φ

∂t
+ Aφ =

N∑
i=1

f(r, t) , φ(r, 0) = φ0(r) en D (4.4)

Donde el operador lineal A incluye los procesos f́ısicos y qúımicos, aśı como las

respectivas condiciones de frontera descritos para el modelo (2.13)-(2.21) y f(r, t)

está dado por (2.23). Se asume que el pronóstico de la concentración de un conta-

minante en la región D obtenido mediante el modelo (4.4) es desfavorable durante

el intervalo de tiempo (0, T ), es decir, la concentración φ(r, t) excede la norma de la

calidad del aire J0 en algunos puntos dentro de la zona Ω contenida en D. Esto como

una consecuencia de la mala dispersión atmosférica y la intensidad de las emisiones.

Aśı, para evitar una concentración excesiva del contaminante en la zona Ω, se debe

aplicar un control a corto plazo con el objeto de establecer una intensidad adecuada,

de todas las fuentes de contaminación dentro del intervalo (0, T ), de manera que se

cumpla la norma de la calidad del aire:

φ(r, t) ≤ J0 para cada r ∈ Ω y t ∈ (0, T ) (4.5)
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De esta forma, la estrategia de control de emisiones a corto plazo, consiste en

hallar los parámetros λi (0 ≤ λi ≤ 1) tal que con las emisiones corregidas λifi, la

nueva función de concentración ϕ cumpla la norma de la calidad del aire.

ϕ(r, t) ≤ J0, (r, t) ∈ Ω× (0, T ) (4.6)

Se hace notar que, el porcentaje de reducción de emisiones para la i -ésima fuente

de contaminación es (1 − λi) × 100. En la ecuación (4.6) ϕ(r, t) es la solución del

siguiente problema de dispersión

∂ϕ

∂t
+ Aϕ =

N∑
i=1

λifi(r, t) , ϕ(r, 0) = φ0(r) en D (4.7)

Además, ya que el modelo de dispersión (2.13)-(2.21) es lineal y tiene solución

única, la solución del problema (4.7) se puede escribir como la siguiente combinación

lineal de funciones de concentración

ϕ(r, t) = C0(r, t) +
N∑
i=1

λiCi(r, t), r ∈ D, t ∈ (0, T ) (4.8)

para cualquier conjunto de coeficientes de amortiguamiento no negativos λi ≤ 1, i =

1, ..., N ; y donde el significado f́ısico de estos últimos corresponde a reducir o corregir

sólo la intensidad de cada tasa de emisión (original) de cada fuente contaminante:

q∗i (t) = λiqi(t) (4.9)

lo cual indica que las nuevas tasas de emisión q∗i (t) y las originales qi(t), tienen

un comportamiento temporal similar, lo que facilita que las industrias adapten su

trabajo al nuevo régimen de emisión [54, 65], por ejemplo. Por otra parte, Ci =

Ci(r, t), i = 0, ...N , son las soluciones de los siguientes problemas de dispersión:

∂C0

∂t
+ AC0 = 0, C0(r, 0) = φ0(r) en D (4.10)
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∂Ci
∂t

+ ACi = fi(r, t) , Ci(r, 0) = 0 en D, i = 1, . . . , N (4.11)

Notar que cuando Cj(r, t) = 0, para cualquier r ∈ Ω y cualquier instante t ∈ (0, T ),

la j -ésima fuente puede excluirse del problema de control. En adelante consideramos

que dichas fuentes han sido identificadas y removidas, es decir, asumimos que las N

fuentes del modelo de dispersión son responsables de contaminar la zona Ω. Debido

a la ecuación (4.8), la condición (4.5) es equivalente a la siguiente relación:

N∑
i=1

λiCi(r, t) ≤ α(r, t), r ∈ Ω, t ∈ (0, T ) (4.12)

Donde α(r, t) es una función continua que permite definir los “parámetros de

control”, los cuales indican diferentes casos para el problema, aśı como el “rango en

el que pueden moverse” las tasas de emisión, dicha función se define como:

α(r, t) = J0 − C0(r, t) y r ∈ Ω, t ∈ (0, T ) (4.13)

Cabe mencionar que la ecuación (4.12) permite considerar adecuadamente, aque-

llas fuentes que no es posible controlar por alguna circunstancia particular [60], en

cuyo caso, la contribución de dichas fuentes quedaŕıa considerada en el lado derecho

de dicha ecuación, es decir, formaŕıan parte de la función α(r, t) [ecuación (4.13)].

Casos de control:

1. Si α ≤ 0 en un punto r ∈ Ω y t ∈ (0, T ), entonces los coeficientes de amorti-

guamiento deben considerarse como λi = 0 para cualquier i (la solución trivial), es

decir, todas las emisiones deben detenerse para evitar concentraciones peligrosas del

contaminante. Este caso aparece cuando la concentración inicial del contaminante

φ0(r) es suficientemente alta.

2. Si α > 0 para todo r ∈ Ω y t ∈ (0, T ), entonces, se formula un problema de

programación matemática para calcular los valores óptimos de los coeficientes de

amortiguamiento λi. Para formular dicho problema de optimización establecemos

los siguientes teoremas: [57]
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Teorema 4.1. Sean

Mi = máx
{
Ci(r, t); (r, t) ∈ Ω× (0, T )

}
> 0 (4.14)

y

α0 = mı́n
{
α(r, t); (r, t) ∈ Ω× (0, T )

}
. (4.15)

Entonces la condición ambiental (4.5) se satisface para cualquier conjunto de co-

eficientes de amortiguamiento no negativos λi ≤ 1 (i = 1, ..., N), tales que

N∑
i=1

λiMi ≤ α0 (4.16)

Cabe mencionar que cada valor Mi, corresponde al valor máximo de concentración

generado por cada fuente puntual de contaminación fi(r, t) y se obtiene al resolver

cada modelo de dispersión correspondiente.

Teorema 4.2. Las cotas superiores λui para los coeficientes de amortiguamiento,

en cualquier estrategia de control que cumpla con la condición ambiental (4.5), están

dados como sigue:

λui = mı́n {1,mi} , i = 1, ..., N (4.17)

Donde

mi = mı́n

{
Ci(r, t)

α(r, t)
; Ci(r, t) 6= 0, (r, t) ∈ Ω× (0, T )

}
> 0 (4.18)

o

mi =
J0

Mi

, si C0(r, t) = 0, ∀ r ∈ Ω y t ∈ (0, T ),

Mi = máx
{
Ci(r, t); (r, t) ∈ Ω× (0, T )

} (4.19)

Considerando el planteamiento anterior, los parámetros de reducción óptimos pa-

ra el control de las fuentes de emisión se obtienen como la solución del siguiente

problema de optimización:
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Minimizar F (λ1, . . . , λN) (4.20)

sujeto a:

{
ϕ(r, t) ≤ J0, r ∈ Ω y t ∈ (0, T )

0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . , N

}
(4.21)

Donde F (λ1, . . . , λN) es una función definida en términos de costos relativos y en

la cual se consideran los coeficientes ci > 0, éstos representan el costo que la fuente

i -ésima paga por reducir sus emisiones. En esencia, dependiendo de la estrategia de

control considerada, las ecuaciones (4.8), (4.13) y (4.18) tendrán “distinta estructu-

ra”, por lo que es posible formular el problema de optimización (4.20)-(4.21) como

uno de programación cuadrática o bien, como uno de programación lineal. Estas dos

últimas formulaciones, presentan caracteŕısticas diferentes. Ambas tienen solución

porque la respectiva función objetivo es continua y el espacio factible es un conjun-

to compacto. Sin embargo, la unicidad de la solución óptima sólo se asegura en el

problema de programación cuadrática, ya que la función objetivo es estrictamente

convexa. Ésta es la razón principal para formular las estrategias de control como

problemas de optimización de este tipo.

4.2. Control óptimo: valores máximos de concen-

tración

4.2.1. Modelo de programación cuadrática

La siguiente estrategia de control óptimo desarrollada, permite mantener los va-

lores de concentración de los contaminantes atmosféricos, por debajo de las normas

de la calidad del aire respectivas, en cada lugar y cada momento dentro de una

zona Ω, usando los valores máximos de concentración producidos por cada fuente

contaminante, para acotar las emisiones. Para obtener los coeficientes de amorti-

guamiento óptimos, se formula el problema de optimización (4.20)-(4.21) como un

problema de programación cuadrática de la siguiente forma, se define la función de

costos relativos como: [57]

F (λ1, . . . , λN) =
N∑
i=1

c2
i

∫ T
0

∫
D

[fi(r, t)− λifi(r, t)]2 drdt∫ T
0

∫
D

[fi(r, t)]
2 drdt

=
N∑
i=1

c2
i (1− λi)2 ; (4.22)
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y se considera la ecuación (4.16), obteniendo

Minimizar F (λ1, . . . , λN) =
N∑
i=1

c2
i (1− λi)2 ; (4.23)

sujeto a:

{ ∑N
i=1 λiMi ≤ α0

0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . , N

}
. (4.24)

Nótese que debido al Teorema 4.1, cualquier conjunto de coeficientes de amorti-

guamiento del espacio factible (4.24) también cumple la condición ambiental (4.5).

Además, el problema de programación cuadrática (4.23)-(4.24) se puede escribir de

la siguiente manera:

Minimizar F (x1, . . . , xN) =
N∑
i=1

(
xi − x0

i

)2
; (4.25)

sujeto a:

{ ∑N
i=1 bixi ≤ α0

0 ≤ xi ≤ x0
i , i = 1, . . . , N

}
. (4.26)

donde xi = ciλi, x
0
i = ci y bi = Mi/ci. Observamos que el control óptimo de

emisiones se ha reducido a un problema de optimización en RN , cuyo espacio factible

F está definido por las restricciones (4.26). Además, hay que notar que el punto

{x0
i } no está en el espacio factible F porque

∑N
i=1 bixi > α0, de lo contrario, no hay

problema de contaminación excesiva en Ω.

La solución del problema (4.25)-(4.26) es el punto {x∗i } en F que minimiza la dis-

tancia desde el espacio factible F al punto {x0
i }. Es claro que en el espacio euclidiano

RN dicha solución es la proyección ortogonal del punto {x0
i } sobre el conjunto defini-

do por la ecuación
∑N

i=1 bixi = α0 (ver figura 4.1), en otras palabras, la solución del

problema de control siempre satisface dicha restricción. De esta forma, el problema

(4.25)-(4.26) puede ser reemplazado por un problema de optimización más simple,

cuya solución es también el punto {x∗i }:

Minimizar F (x1, . . . , xN) =
N∑
i=1

(
xi − x0

i

)2
; (4.27)

sujeto a:

{ ∑N
i=1 bixi = α0

0 ≤ xi, i = 1, . . . , N

}
. (4.28)
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Figura 4.1: La solución óptima como una proyección ortogonal del punto {x0
i } en el

espacio factible F (zona gris) [57].

Cabe señalar que el problema (4.27)-(4.28) se resuelve eficientemente mediante

el algoritmo de proyecciones sucesivas ortogonales [57]. También, enfatizamos que

este método de control óptimo, podŕıa resultar riguroso para algunas fuentes de

contaminación debido a que se basa en la condición (4.16), según la cual las emisiones

se acotan con base en los valores máximos Mi. Sin embargo, este método es la única

opción durante algunos eventos de contaminación. Por ejemplo, cuando cada fuente

de contaminación genera un valor máximo de concentración Mi alrededor del mismo

punto en Ω, entonces el valor máximo de la concentración del contaminante en la

zona Ω es la suma
∑N

i=1Mi y por lo tanto, para satisfacer la condición ambiental

(4.5) cualquier estrategia de control debe utilizar la condición (4.16). Para imaginar

este evento de contaminación, se pueden considerar varias fuentes de contaminación

ubicadas en una ĺınea que coincide con la dirección del viento, en algún punto a

favor del viento en esta ĺınea, la concentración del contaminante es la suma de las

contribuciones máximas de todas las fuentes.

4.3. Control óptimo en cada momento y cada pun-

to de Ω

4.3.1. Modelo de programación cuadrática

La siguiente estrategia de control óptimo desarrollada, también se presenta co-

mo un modelo de programación cuadrática: la función objetivo cuadrática evalúa el
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costo del control, mientras que las restricciones lineales garantizan el cumplimien-

to de la norma de la calidad del aire, en cada punto de la zona de control y en

cualquier momento del intervalo de tiempo de control. Para este caso, la función

objetivo se define de la misma forma que en la sección 4.2.1: en términos de costos

relativos, al mismo tiempo, debido a que en la ecuación (4.21) la primera restricción

es equivalente a (4.12), se reemplaza por ésta última.

De esta forma, el problema de programación cuadrática queda formulado como:

[60]

Minimizar F (λ1, . . . , λN) =
N∑
i=1

c2
i (1− λi)2 ; (4.29)

sujeto a:

{ ∑N
i=1 λiCi(rj, tk) ≤ α(rj, tk)

0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . , N

}
. (4.30)

donde xjk = (rj, tk) son los nodos de la malla en el dominio Ω×(0, T ). La existencia

de dicha malla, aśı como la demostración de que el cumplimiento de las restricciones

(4.30) asegura que la concentración del contaminante satisface la norma de calidad

del aire en cada punto, se muestran en [60]. El hecho de que la norma de la calidad del

aire se cumpla en cualquier celda de la malla, tiene como consecuencia que la solución

del problema (4.29)-(4.30) resuelve el problema de optimización (4.20)-(4.21). En la

práctica, la malla introducida en el dominio Ω× (0, T ) es parte de la malla utilizada

para calcular la solución numérica del modelo de dispersión en D× (0, T ).

Como se observa, desde el punto de vista matemático, el control puntual de la

concentración dentro de una región en cada momento del intervalo temporal consi-

derado, es más estricto que cualquiera de los otros tipos de control, ya que para que

las concentraciones puntuales satisfagan las normas de la calidad del aire en cada

momento y en cada lugar dentro de la región, el problema de optimización debe in-

corporar más restricciones para acotar las emisiones y por lo tanto, requiere mayor

esfuerzo de cómputo para su formulación y solución [59, 60]. Por ello, es necesario

notar que por una parte, las computadoras son esenciales en la formulación de dichas

estrategias de control de la contaminación del aire y, por otra, que es fundamental

el uso de cómputo paralelo ejecutado mediante las llamadas computadoras paralelas

en la implementación de las mismas, ya que éste permite incrementar el rendimiento

de las aplicaciones, ejecutar múltiples tareas simultáneamente y resolver problemas

más grandes en menos tiempo [15, 41]. También, es importante enfatizar que el es-
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pacio factible (4.30) se simplifica al omitir las restricciones que corresponden a los

nodos donde la concentración del contaminante satisface la norma de la calidad del

aire: φ(rj, tk) ≤ J0, esta simplificación reduce el esfuerzo computacional requerido

para resolver el problema de control, por lo que éste sólo incluye las restricciones

que podŕıamos llamar cŕıticas [19].

Por último, asumimos que para algunos nodos en Ω× (0, T ) la concentración del

contaminante es superior a la norma de calidad del aire; de lo contrario, no existe

un problema de control de la contaminación del aire. La demostración de que el

problema (4.29)-(4.30) tiene solución única se muestra también en [60].

4.3.2. Modelo de programación lineal

La siguiente estrategia de control óptimo desarrollada, permite mantener los valo-

res de concentración de los contaminantes atmosféricos, por debajo de las normas de

la calidad del aire respectivas, en cada lugar y cada momento dentro de una zona Ω,

usando para acotar las emisiones, los valores máximos absolutos de la concentración

del contaminante, presentados en los sitios e instantes de control. Para obtener los

coeficientes de amortiguamiento óptimos, se formula el problema de optimización

(4.20)-(4.21) como un problema de programación lineal de la siguiente forma, se

define la función de costo lineal como: [49]

F (λ1, . . . , λN) =
N∑
i=1

ci (1− λi) (4.31)

Por otra parte, la relación entre las emisiones puntuales y la concentración se

determina por el modelo de dispersión (2.13)-(2.21), mientras que para definir las

restricciones en el problema de optimización, se usan las soluciones adjuntas, ya que

éstas permiten establecer la relación expĺıcita entre las tasas de emisión, los puntos

de emisión y la concentración máxima del contaminante en los sitios de control. Las

restricciones para este caso, se formulan como sigue.

Los sitios de control Rj en Ω, e instantes τj en (0, T ), se definen por el máximo

absoluto de la concentración:

φ(Rj, τj) = máx
{
φ(r,t); (r,t) ∈ Ω× (0, T )

}
(4.32)
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Al definir el máximo de dicha forma, éste coincide con el PD dado por la ecuación

(3.21) en términos de las funciones adjuntas respectivas:

φ(Rj,τj) =

∫
D

gj(r, 0)φ0(r)dr +
N∑
i=1

∫ T

0

gj(ri, t)qi(t)dt; j = 1, . . . ,M (4.33)

Por lo que es posible considerar una ecuación similar a (4.33), la cual tome en

cuenta las tasas de emisión de las fuentes ya corregidas [ecuación (4.9)]

ϕ(Rj,τj) =

∫
D

gj(r, 0)φ0(r)dr +
N∑
i=1

λi

∫ T

0

gj(ri, t)qi(t)dt; j = 1, . . . ,M (4.34)

Dado que las ecuaciones integrales en (4.34) constituyen la representación dual de

la concentración del contaminante en el sitio de control Rj e instante τj, es posible

considerarlas como funciones de concentración, de la siguiente manera:

C0(Rj, τj) =

∫
D

gj(r, 0)φ0(r)dr (4.35)

Ci(Rj, τj) =

∫ T

0

gj(ri, t)qi(t)dt; j = 1, . . . ,M (4.36)

Entonces, al reescribir (4.34) en términos de dichas funciones de concentración, se

tendŕıa la siguiente representación de la concentración para un solo sitio e instante

de control, la cual corresponde a un caso particular de la expresión (4.8):

ϕ(Rj, τj) = C0(Rj, τj) +
N∑
i=1

λiCi(Rj, τj), ∀ Rj ⊂ Ω y τj ⊂ (0, T ) (4.37)

Bajo estas consideraciones y en vista de (4.12), las restricciones del problema de

programación lineal pueden formularse como se muestra a continuación,
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N∑
i=1

λiCi(Rj, τj) ≤ αj (4.38)

αj(Rj, τj) = J0 − C0(Rj, τj) (4.39)

Donde todas las constantes αj = α(Rj, τj) se suponen no negativas. Cabe desta-

car que dichas ecuaciones podŕıan considerarse como casos particulares de (4.12) y

(4.13). Aśı, el modelo de programación lineal queda formulado como: [49]

Minimizar F (λ1, . . . , λN) =
N∑
i=1

ci (1− λi) ; (4.40)

sujeto a:

{ ∑N
i=1 λiCi(Rj, τj) ≤ αj; j = 1, . . . ,M

0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, . . . , N

}
(4.41)

La idea fundamental del control de emisiones a través del modelo (4.40)-(4.41) es

disminuir hasta niveles aceptables la concentración del contaminante en toda la zona

Ω por medio de la reducción de φ sólo en los puntos donde se esperan los máximos

absolutos. Esto es factible debido a la continuidad de la función de concentración.

De acuerdo a [49]: El problema de optimización (4.40)-(4.41) tiene solución porque

la función F es continua y el conjunto de restricciones forma un conjunto compac-

to [34] (teorema de Weierstrass). Además, el conjunto de soluciones óptimas es un

subconjunto convexo [34], por lo que a partir de dos soluciones óptimas es posi-

ble generar una infinidad. Esto significa que hay alternativas para seleccionar los

parámetros de reducción. Por ejemplo, se pueden buscar coeficientes balanceados,

que no castiguen demasiado a ciertas fuentes de emisión.

También, es pertinente notar que dicho modelo, se generaliza fácilmente, conside-

rando más de un instante de control para cada sitio Rj. Además, es posible aplicarlo

en forma iterativa para mejorar el valor de la concentración en todo el dominio de

control Ω [49], es decir, el problema (4.40)-(4.41) se formula y resuelve varias veces

hasta satisfacer la norma sanitaria respectiva.

65



4.4. Control no óptimo en cada punto y cada mo-

mento

Siempre es posible aplicar una estrategia no óptima para controlar la concentración

de los contaminantes atmosféricos dentro de una zona, en cada momento del intervalo

temporal considerado, la cual no requiera grandes esfuerzos computacionales y cuyo

uso, es recomendable si se necesita una respuesta rápida. Por ejemplo, definamos

λ̃i = ∆λ/N, i = 1, ..., N (4.42)

∆λ = mı́n

{
N
α(r, t)

C(r, t)
; (r, t) ∈ Ω× (0, T )

}
(4.43)

donde C(r, t) es la solución del problema de dispersión

∂C

∂t
+ AC =

N∑
i=1

fi(r, t) , C(r, 0) = 0 en D (4.44)

Dado que el modelo de dispersión es lineal,

C(r, t) =
N∑
i=1

Ci(r, t) (4.45)

Lo más útil de esta estrategia es que requiere resolver sólo dos modelos de disper-

sión para obtener C0 y C, independientemente del número de fuentes de contami-

nación N . La demostración de que la concentración del contaminante corresponde

a la norma de la calidad del aire en cada punto se desarrolla también en [60].
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Caṕıtulo 5

Esquema de solución numérica

En esta parte del trabajo, se describe la técnica numérica que se aplica para

obtener las soluciones de los modelos diferenciales (2.1)-(2.5) y (3.3)-(3.6), los cuales,

aún cuando proporcionan diferente información para el problema de control, tienen

una estructura similar, es decir, ambos representan modelos de transporte. Dichas

soluciones numéricas resultan de particular importancia, ya que son fundamentales

para construir todas las estrategias de control desarrolladas.

La técnica que se aplica en ambos problemas diferenciales se basa en la separación

de operadores componente por componente, de la cual existen diferentes realizaciones,

sin embargo, en este trabajo se aplica el esquema de orden dos simétrico [37, 38], el

cual tiene su origen en el esquema de Crank-Nicolson [11].

5.1. Esquema de Crank-Nicolson

Para obtener este esquema de aproximación numérica, se considera el siguiente

problema de evolución general que contiene como casos particulares a los modelos

de dispersión y su adjunto:

∂φ

∂t
+ Aφ = f , (5.1)

φ(0) = φ0, (5.2)
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suponiendo que φ, φ0 y f son funciones suficientemente suaves y que el operador

diferencial denotado por A, ya se ha discretizado en el espacio, de tal forma que se

tiene una matriz positiva-semidefinida (en la sección 2.1.2 se verificó que A tiene

esta propiedad).

Se considera una malla en el eje del tiempo con tamaño de paso τ > 0 y nodos

tk = kτ , para k = 0, 1 . . .M, (T = M · τ). Desarrollando a φ en un polinomio de

Taylor de orden dos centrado en tk+ 1
2

se tiene que

φ(tk+1) = φ(tk+ 1
2
) +

τ

2
φ′(tk+ 1

2
) +

(τ
2

)2 φ′′(tk+ 1
2
)

2!
+
(τ

2

)3 φ′′′(ξ)

3!
, y

φ(tk) = φ(tk+ 1
2
)− τ

2
φ′(tk+ 1

2
) +

(τ
2

)2 φ′′(tk+ 1
2
)

2!
−
(τ

2

)3 φ′′′(η)

3!
.

Combinando estas expresiones se obtienen las siguientes fórmulas de diferencias fi-

nitas de orden dos:

φ(tk+1)− φ(tk)

τ
= φ′(tk+ 1

2
) + o(τ 2),

φ(tk+1) + φ(tk)

2
= φ(tk+ 1

2
) + o(τ 2).

Al aplicar estas fórmulas a la ecuación (5.1) y despreciar los términos o(τ 2) , se

obtiene el modelo discreto de segundo orden llamado esquema de Crank-Nicolson:

φk+1 − φk

τ
+ Ak

φk+1 + φk

2
= fk+ 1

2 ,

donde φk denota la aproximación de, por lo menos, segundo orden para φ(tk), f
k+ 1

2

es la correspondiente aproximación de f(tk+ 1
2
), y Ak = A(tk+ 1

2
).

Agrupando términos en la última ecuación se tiene que

(I + τ
2
Ak)φk+1 = (I − τ

2
Ak)φk + τ fk+ 1

2 , k = 0 . . .M − 1,

φ0 = φ(0),
(5.3)

por lo cual se concluye que el esquema es impĺıcito, esto trae la importante con-

secuencia de que para calcular la aproximación de φ en cada nivel de tiempo, es

necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas, donde la matriz del
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sistema (I + τ
2
Ak) es definida positiva (no singular), y por lo tanto, la solución

existe de forma única. Esta caracteŕıstica es esencial, y se repite en los métodos de

separación de operadores que se exponen más adelante.

El esquema definido por (5.3) es estable respecto de pequeñas perturbaciones en

la condición inicial y el forzamiento. Para mostrar esto se establece el siguiente

resultado.

Lema 4.1. Sea A una matriz N × N positiva-semidefinida y σ ≥ 0, entonces se

tiene que

(i) ‖(I − σA)(I + σA)−1‖2 ≤ 1, (Lema de Kellogg), y

(ii) ‖(I + σA)−1‖2 ≤ 1.

Demostración. Para la primera parte, sea L = (I − σA)(I + σA)−1,

‖L‖2
2 = sup

φ 6=0

‖Lφ‖2
2

‖φ‖2
2

= sup
φ 6=0

((I − σA)(I + σA)−1φ, (I − σA)(I + σA)−1φ)

(φ, φ)
,

sea ψ = (I + σA)−1φ, entonces

‖L‖2
2 =sup

ψ 6=0

((I − σA)ψ, (I − σA)ψ)

((I + σA)ψ, (I + σA)ψ)
=sup
ψ 6=0

(ψ, ψ)−2σ(Aψ,ψ) +σ2(Aψ,Aψ)

(ψ, ψ) +2σ(Aψ,ψ) +σ2(Aψ,Aψ)
,

y ya que (Aψ,ψ) ≥ 0 se tiene que ‖L‖2
2 ≤ 1.

Para la segunda parte del teorema, se debe observar lo siguiente:

∥∥(I + σA)−1
∥∥2

2
=sup
ψ 6=0

(ψ, ψ)

((I +σA)ψ, (I +σA)ψ)
=

1

ı́nf
ψ 6=0

((I +σA)ψ, (I +σA)ψ)

(ψ, ψ)

,

desarrollando términos se obtiene

∥∥(I + σA)−1
∥∥2

2
=

1

ı́nf
ψ 6=0

(1 + 2σ
(ψ,Aψ)

(ψ, ψ)
+ σ2

(Aψ,Aψ)

(ψ, ψ)
)

≤ 1,
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ya que (Aψ,ψ) ≥ 0. �

El esquema de aproximación numérica definido por (5.3) se puede escribir como

φk+1 = T kφk + τ Sk fk+ 1
2 , (5.4)

donde T k = (I + τ
2
Ak)−1(I − τ

2
Ak) y Sk = (I + τ

2
Ak)−1.

aplicando la norma en (5.4) se tiene

∥∥φk+1
∥∥

2
≤
∥∥T k∥∥

2

∥∥φk∥∥
2

+ τ
∥∥Sk∥∥

2

∥∥∥fk+ 1
2

∥∥∥
2
,

aplicando el Lema 4.1, definiendo ‖f‖ = máxj ‖f j‖2 , y observando que

(I +
τ

2
Ak)−1(I − τ

2
Ak) = (I − τ

2
Ak)(I +

τ

2
Ak)−1,

se obtiene que

∥∥φk+1
∥∥

2
≤
∥∥φk∥∥

2
+ τ ‖f‖ .

Finalmente, es posible escribir

∥∥φk∥∥
2
≤
∥∥φ0
∥∥

2
+ kτ ‖f‖ , con kj ≤ T.

Ya que (5.4) es un proceso lineal, entonces, de la última acotación, se concluye la es-

tabilidad incondicional del esquema (5.3) respecto a perturbaciones en el forzamiento

y la condición inicial.

Según el Teorema de Convergencia de Lax[37], para un esquema de aproxima-

ción numérica que presenta estabilidad y orden de aproximación mayor o igual que

uno (consistencia), se concluye también que dicho esquema es convergente, es decir,

cuando ∆x, ∆y, y τ → 0 se tiene que

| φki j − φ(ri j, tk) |→ 0.

Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicolson es convergente. Las caracteŕısticas de este

esquema de solución numérica, asociadas al modelo general de evolución (5.1)-(4-2),

indican que este método representa una buena técnica para resolver los modelos de
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dispersión y su adjunto, sin embargo, se requiere de un gran esfuerzo computacional

para realizar (5.3), ya que la dimensión de la matriz A es igual al número de no-

dos considerados en la discretización del dominio D, que en general es un número

grande, y por lo tanto, se complica la solución del sistema algebraico. Cuando se

aplican diferencias finitas centradas de segundo orden en la discretización del ope-

rador diferencial sobre D, se obtiene que la matriz A es tridiagonal por bloques, y

cada bloque es a su vez una matriz tridiagonal, esta estructura y la dimensión de A

es lo que implica un alto tiempo de cómputo para obtener la solución de los sistemas

algebraicos en (5.3). La alternativa a esta dificultad computacional es un esquema

de separación de operadores.

5.2. Separación de operadores componente por com-

ponente.

Algunos problemas de la f́ısica-matemática pueden ser reducidos a una cadena de

problemas más simples los cuales son resueltos en forma eficiente mediante una

computadora. Este tipo de reducción es posible en los casos donde el operador

positivo-semidefinido que caracteriza al modelo, es descompuesto en la suma de

operadores positivos-semidefinidos con estructura simple. Tales métodos son cono-

cidos cómo métodos de separación de operadores. De acuerdo a [37] y [38], estos

métodos fueron introducidos por Douglas, Peaceman y Rachford, y desarrollados

por Godunov, Yanenko, Samarskii y Marchuk, entre otros.

Los métodos de separación de operadores fueron originalmente formulados y teóri-

camente justificados para operadores positivos-semidefinidos que conmutan. Dichos

métodos introducidos por diferentes autores son equivalentes y sólo difieren en su

implementación. En lo siguiente, se describe uno de los métodos más importantes

de separación de operadores, conocido como método de separación componente por

componente, y como se muestra, este método no sólo se aplica para operadores que

conmutan.

Partiendo de la ecuación de evolución general (5.1) en forma homogénea y, su-

poniendo que el operador diferencial A fue aproximado por diferencias finitas en el

espacio (teniendo entonces una matriz positiva-semidefinida), se introduce la supo-

sición de que A se puede descomponer en dos matrices positivas-semidefinidas A1 y
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A2:

A = A1 + A2.

En general, A1 y A2 dependen del tiempo, por lo tanto, se aproximan de la siguiente

manera

Λk
α = Aα(tk+ 1

2
), en tk ≤ t ≤ tk+1, α = 1, 2;

donde se está considerando una malla en el tiempo similar a la de la sección ante-

rior. Ahora, se considera el siguiente esquema de solución numérica, el cual es una

aplicación sucesiva del esquema de Crank-Nicolson para los operadores A1 y A2,

φk+ 1
2 − φk

τ
+ Λk

1

φk+ 1
2 + φk

2
= 0, (5.5)

φk+1 − φk+ 1
2

τ
+ Λk

2

φk+1 + φk+ 1
2

2
= 0. (5.6)

Combinando (5.5) y (5.6) para eliminar φk+ 1
2 se obtiene

φk+1 = T kφk,

donde

T k = (I +
τ

2
Λk

2)−1(I − τ

2
Λk

2)(I +
τ

2
Λk

1)−1(I − τ

2
Λk

1).

Ya que
∥∥T k∥∥

2
≤ 1 (Lema 4.1), se tiene que el esquema (5.5)-(5.6) es absolutamente

estable, (se debe observar que (I + τ
2
Λk
α)−1(I − τ

2
Λk
α) = (I − τ

2
Λk
α)(I + τ

2
Λk
α)−1). Para

demostrar que el esquema también es consistente es necesario el siguiente lema.

Lema 4.2. Sea T una matriz real N ×N tal que ‖T‖ < 1, entonces

(i) I − T es no singular,

(ii) (I − T )−1 = I + T + T 2 + · · ·+ Tm + · · · , y

(iii) ‖(I − T )−1‖ ≤ 1

1− ‖T‖
.
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Demostración. Para la parte (i), se supone que existe x 6= 0 tal que (I − T )x = 0,

entonces

‖x‖ = ‖Tx‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ ⇒ 1 ≤ ‖T‖ ,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (I − T )x = 0 sólo tiene la solución trivial

x = 0, de aqúı se deduce que I − T es de rango máximo, por lo cual I − T es no

singular.

Para la parte (ii), se observa que

(I − T )Sm = I − Tm+1,

donde Sm = (I + T + T 2 + · ·+Tm).

Por otra parte,

∥∥Sm − (I − T )−1
∥∥ =

∥∥(I − T )−1 · Tm+1
∥∥ ≤ ∥∥(I − T )−1

∥∥ ‖T‖m+1 → 0,

cuando m→∞, por lo que se cumple la igualdad en (ii).

Para la parte (iii), se tiene que para cualquier ε > 0 existe m tal que

∥∥(I − T )−1
∥∥ ≤ ∥∥(I − T )−1 − Sm

∥∥+ ‖Sm‖ < ε+ 1 + ‖T‖+ ‖T‖2 + · ·+ ‖T‖m ,

usando la serie geométrica para ‖T‖ se obtiene:

∥∥(I − T )−1
∥∥ < ε+

1

1− ‖T‖
.

Como ε es arbitrario se tiene el resultado. �

Para τ suficientemente pequeño se cumple que τ
2

∥∥Λk
1

∥∥
2
< 1

2
y τ

2

∥∥Λk
2

∥∥
2
< 1

2
, en-

tonces por el Lema 4.2 es posible escribir

T k = I − τΛk +
τ 2

2
[(Λk

1)2 + 2Λk
2Λk

1 + (Λk
2)2]− · · ·,

si además Λk
1Λk

2 = Λk
2Λk

1, entonces se obtiene que
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T k = I − τΛk +
τ 2

2
(Λk)2 − · · ·.

La última ecuación muestra que el esquema (5.5)-(5.6) coincide con el esquema

(5.3) hasta el orden dos y por lo tanto, se concluye que (5.5)-(5.6) es consistente.

Nuevamente, el Teorema de Lax implica la convergencia del esquema.

La ventaja obtenida con esta separación de operadores es que la realización compu-

tacional del esquema (5.5)-(5.6) es más sencilla que la de (5.3), siempre y cuando A1

y A2 representen la descomposición del operador A en las direcciones x y y respecti-

vamente. Esto se debe a que las fórmulas (5.5)-(5.6) implican la solución sucesiva de

problemas unidimensionales con una estructura simple, es decir, sistemas algebraicos

donde la matriz es tridiagonal de bajo orden, y por lo tanto de fácil solución.

La desventaja del esquema (5.5)-(5.6) es que se necesita que los operadores Λk
1 y

Λk
2 conmuten, lo cual no se tiene en general. Cuando los operadores no conmutan la

aproximación sólo es de primer orden. Por este motivo se propone un esquema más

general, se aproximan A1 y A2 en el tiempo como

Λk
α = Aα(tk), en tk−1 ≤ t ≤ tk+1,

y se considera el nuevo esquema simétrico:

φk−
1
2 − φk−1

τ
+ Λk

1

φk−
1
2 + φk−1

2
= 0, (5.7)

φk − φk− 1
2

τ
+ Λk

2

φk + φk−
1
2

2
= 0, (5.8)

φk+ 1
2 − φk

τ
+ Λk

2

φk+ 1
2 + φk

2
= 0, (5.9)

φk+1 − φk+ 1
2

τ
+ Λk

1

φk+1 + φk+ 1
2

2
= 0. (5.10)

Al combinar estas ecuaciones para eliminar φk−
1
2 , φk y φk+ 1

2 , se puede escribir

φk+1 = T kφk−1,

donde
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T k = (I +
τ

2
Λk

1)−1(I − τ

2
Λk

1)(I +
τ

2
Λk

2)−1(I − τ

2
Λk

2)×

×(I +
τ

2
Λk

2)−1(I − τ

2
Λk

2)(I +
τ

2
Λk

1)−1(I − τ

2
Λk

1).

Desarrollando en serie de potencias a la matriz T k (Lema 4.2), se tiene

T k = I − 2τAk +
(2τ)2

2
(Ak)2 − · · ·,

donde Ak = A(tk). Esta última ecuación implica que el esquema (5.7)-(5.10) coin-

cide hasta el orden dos con el esquema de Crank-Nicolson aplicado a (5.1) en el

intervalo tk−1 ≤ t ≤ tk+1,

φk+1 − φk−1

2τ
+ Ak

φk+1 + φk−1

2
= 0.

Se concluye que el esquema (5.7)-(5.10) es absolutamente estable (por el Lema 4.1∥∥T k∥∥
2
≤ 1), y de orden dos de aproximación, independientemente de que las matrices

Λk
1 y Λk

2 conmuten o no. El Teorema de Lax garantiza la convergencia.

Para el caso no-homogéneo del problema general (5.1)-(5.2), el esquema de solución

numérica anterior se generaliza con las siguientes ecuaciones:



(I + τ
2
Λk

1)φk−
1
2 = (I − τ

2
Λk

1)φk−1,

(I + τ
2
Λk

2)(φk − τfk) = (I − τ
2
Λk

2)φk−
1
2 ,

(I + τ
2
Λk

2)φk+ 1
2 = (I − τ

2
Λk

2)(φk + τfk),

(I + τ
2
Λk

1)φk+1 = (I − τ
2
Λk

1)φk+ 1
2 .


, (5.11)

donde fk = f(tk).

En forma similar a la demostración anterior, es posible probar [37, 69] que el

esquema simétrico (5.11) es un método de aproximación de orden dos (absoluta-

mente estable) para la ecuación (5.1). Por lo tanto, (5.11) es un esquema de solución

numérica convergente.
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5.3. Separación de operadores en el modelo de

dispersión 2D

Para lograr la adecuada aplicación del esquema (5.11) a los modelos de dispersión

y su adjunto (modelos de transporte), se definen los operadores de separación A1 y

A2 como sigue:

A1φ =
1

2
σφ+

1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x
− ∂

∂x

(
µ
∂φ

∂x

)
, y

A2φ =
1

2
σφ+

1

2

∂

∂y
(vφ) +

1

2
v
∂φ

∂y
− ∂

∂y

(
µ
∂φ

∂y

)
.

Si se considera que ∇ ·U = 0, entonces claramente se satisface que

A = A1 + A2,

donde A representa tanto al operador diferencial de (2.1) como de (3.3), es decir,

Aφ = U·∇φ+ σφ−∇ · µ∇φ .

Los operadores A1 y A2 separan el proceso de transporte en las direcciones x y

y respectivamente. Para mostrar que cada uno de estos operadores es positivo-

semidefinido, se considera, sin pérdida de generalidad, que el dominioD es el rectángu-

lo [0, X]× [0, Y ]. Se tiene entonces que

∫ X

0

φA1φdx =
1

2

∫ X

0

σφ2dx+

∫ X

0

µ

(
∂φ

∂x

)2

dx+

[
1

2
φ2u− µφ∂φ

∂x

]X
0

.

Aplicando los cuatro casos de las condiciones de frontera (2.3)-(2.4) en x = 0 y

x = X , es posible escribir el último término como

[
1

2
φ2u− µφ∂φ

∂x

]X
0

=
1

2

[
φ2(X) · |u(X)|+ φ2(0) · |u(0)|

]
≥ 0.

Ya que los parámetros σ y µ son no negativos, entonces se concluye que

(φ,A1φ)L2(D) =

∫ Y

0

∫ X

0

φA1φ dx dy ≥ 0,
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para toda función φ que satisface las condiciones (2.3)-(2.4). Un argumento similar

prueba que A2 también es un operador positivo-semidefinido. Es importante notar

que el argumento anterior sigue siendo válido para cualquier región D (conexa y

simplemente conexa) que es, o se aproxima por, un número finito de rectángulos.

El esquema de solución numérica (5.11) requiere que la discretización de las varia-

bles espaciales de cada operador diferencial preserve la propiedad anterior, es decir,

las matrices A1 y A2 deben ser también positivas-semidefinidas. Para lograr ésto,

se discretiza en espacio usando diferencias finitas centradas de orden dos sobre una

malla doble (tipo C) de Arakawa (Figura 5.1).

Figura 5.1: Malla Arakawa tipo-C, las variables dependientes están representadas
por la letra φ mientras que u y v representan las componentes del viento en x y y
respectivamente.

Las fórmulas de aproximación para cada término del operador A1 son:

(
1

2
σφ

)
ij

=
1

2
σijφij, (5.12)

(
1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x

)
ij

∼=
ui+ 1

2
, jφi+1, j − ui− 1,

2
jφi−1, j

2∆x
, (5.13)

(
∂

∂x

(
µ
∂φ

∂x

))
ij

∼= µ
φi+1, j − 2φi, j + φi−1 ,j

∆x2
, (5.14)

donde ∆x > 0 es el tamaño de paso para la discretización en la dirección x.

En el caso de la fórmula (5.13), se debe observar que
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1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x
= u

∂φ

∂x
+

1

2
φ
∂u

∂x
.

En la última ecuación, al aproximar cada factor del lado derecho con una diferencia

finita centrada de orden dos o, un promedio centrado de orden dos, se obtiene:

(
1

2

∂

∂x
(uφ) +

1

2
u
∂φ

∂x

)
ij

=
ui+ 1

2
, j + ui− 1

2
, j

2
· φi+1, j − φi−1, j

2∆x
+

+
φi+1, j + φi−1, j

2
·
ui+ 1

2
, j − ui− 1

2
, j

2∆x
.

Simplificando la última expresión se obtiene (5.13).

La discretización del operador A2 implica fórmulas similares en la dirección y; por

lo tanto los operadores discretizados quedan:

(A1φ)ij =
1

2
σijφij +

ui+ 1
2
, jφi+1, j − ui− 1

2
, jφi−1, j

2∆x
−µφi+1, j − 2φi, j + φi−1,j

∆x2
(5.15)

(A2φ)ij =
1

2
σijφij +

vi, j+ 1
2
φi, j+1 − vi j− 1

2
φi, j−1

2∆y
− µφi, j+1 − 2φi, j + φi,j−1

∆y2
(5.16)

Las formas de los operadores adjuntos discretos (Aαg)ij, se obtienen al sustituir

en (5.15) y (5.16), las variables u, v, φ por −u,−v, g respectivamente [73].

Es importante mostrar que los correspondientes operadores discretos son positivos-

semidefinidos, se debe observar que

N∑
i=1

(A1φij)φij =
N∑
i=1

σi j
2
φ2
ij +

µ

∆x2

N−1∑
i=1

(φij − φi+1j)
2 +

µ

∆x2

(
φ2

1j + φ2
Nj

)
+
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+
1

2∆x

(
uN+ 1

2
j φN j φN+1 j − u 1

2
j φ0 j φ1j

)
− µ

∆x2
(φN j φN+1 j + φ0j φ1 j) .

Aplicando los cuatro casos discretos de las condiciones de frontera (2.3)-(2.4) en

x = 0 y x = X , es posible reescribir los últimos términos para obtener

N∑
i=1

(A1φij)φij =
N∑
i=1

σi j
2
φ2
ij+

µ

∆x2

N−1∑
i=1

(φij − φi+1j)
2+

1

2∆x

(∣∣∣uN+ 1
2
j

∣∣∣ φ2
N j +

∣∣∣u 1
2
j

∣∣∣ φ2
1j

)
.

Ya que cada término en la última ecuación es no negativo, sumando sobre j, se

concluye que

(A1φ, φ) =
M∑
j=1

N∑
i=1

(A1φij)φij ≥ 0,

donde φ ∈ <N+M y satisface las condiciones de frontera discretas (2.3)-(2.4). En

forma similar se prueba que la matriz A2 es positiva-semidefinida, y por lo tanto, la

matriz A cumple también con esta propiedad (A = A1 + A2).

Dadas las caracteŕısticas de los operadores A1 y A2 antes descritas, es posible

aplicar el esquema de solución numérica (5.11) a los modelos de dispersión y su

adjunto. La implementación de este esquema con la discretización antes formulada,

implica la solución sucesiva de sistemas lineales tridiagonales; esto se debe a que hay

que resolver problemas unidimensionales en las direcciones x y y (desacoplados), los

cuales se discretizaron con fórmulas de diferencias finitas centradas con tres puntos.

Además, dicho esquema numérico implica resolver el problema en niveles de tiempo

del estilo mostrado en la Figura 5.2.

Existen varios métodos para resolver estos sistemas tridiagonales [21], entre los

posibles métodos directos, uno de los más usados es el de factorización, ya que

es computacionalmente económico, es decir, es rápido y requiere poca memoria. A

continuación, se describe dicho algoritmo:

Se considera el siguiente sistema tridiagonal de l+1 ecuaciones con l+1 incógnitas:

aiϕi−1 − biϕi + ciϕi+1 = fi , i = 1, ..., l − 1,

ϕ0 = α0ϕ1 + β0 ,

ϕl = αlϕl−1 + βl ,
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Figura 5.2: Implementación temporal del esquema numérico (5.11) en el intervalo
(tk−1, tk+1) para el caso 2D.

donde la matriz del sistema se supone definida positiva, y por lo tanto, el sistema

tiene solución única. La solución se puede obtener con el siguiente esquema.

Algoritmo de factorización

1) Sustitución hacia adelante.

Calcular para k = 1, . . . , l − 1

αk =
ck

bk − akαk−1

y βk =
akβk−1 − fk
bk − akαk−1

.

2) Tomar

ϕl =
αlβl−1 + βl
1− αlαl−1

.

3) Sustitución hacia atrás.

Calcular para k = l − 1, . . . , 0

ϕk = αkϕk+1 + βk .
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Este algoritmo se aplica dentro del método (5.11) para determinar las soluciones

numéricas de los modelos diferenciales (2.1)-(2.5) y (3.3)-(3.6).

Por último, es importante mencionar que para verificar el correcto desempeño

de los programas que se desarrollen, es recomendable comparar las predicciones de

los modelos numéricos de dispersión y su adjunto, con el valor esperado para la

concentración promedio, obtenido según la ecuación de balance:

∂

∂t

∫
D

φ dr =
N∑
i=1

qi(t)−
∫
D

σφ dr−
∫
S+

φUn dS ;

considerando también, la respectiva ecuación de balance discreta.
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Caṕıtulo 6

Implementación computacional y

desempeño de las estrategias de

control

6.1. Procesamiento en paralelo

6.1.1. Introducción

Las computadoras modernas ahora tienen muchos núcleos, los cuales son unida-

des de procesamiento separadas que ejecutan procesos en paralelo. Por ejemplo, una

computadora que tiene ocho núcleos, puede hacer ocho cosas diferentes simultánea-

mente. Anteriormente, una computadora teńıa una unidad de cómputo, con el tiem-

po, las computadoras se volvieron más rápidas al ejecutar la unidad de cómputo a

velocidades de reloj más y más altas. Desafortunadamente, las velocidades del reloj

no pueden aumentar para siempre, ya que el diseño f́ısico de un chip semiconductor

tiene ĺımites sobre la velocidad con que las señales pueden propagarse. Además, los

requisitos de potencia (y disipación de calor) aumentan dramáticamente con veloci-

dades de reloj más altas [6]. Como resultado, la última década ha visto aumentos en

el rendimiento de las computadoras al colocar más y más unidades computacionales

(núcleos) en paralelo en un solo chip de silicio, en lugar de aumentos significativos

en el rendimiento para un solo núcleo [6]. Un programa clásico de computadora que

ejecuta una instrucción a la vez, sólo puede ejecutarse en un núcleo, y sólo será tan

rápido como un sólo núcleo de la computadora. Los programas clásicos en Fortran
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funcionan aśı, y no se han acelerado mucho cuando se ejecutan en una CPU moder-

na en comparación con las generaciones anteriores. Tales programas se denominan

programas de un solo hilo.

Por otra parte, muchos modelos de sistemas en Ciencias de la Tierra (SCT) se

basan en discretizaciones del espacio y el tiempo para aproximar numéricamente

las derivadas en las ecuaciones correspondientes. La calidad de las aproximaciones

generalmente mejora si se utiliza una malla más fina. Desafortunadamente, el refi-

namiento de la malla también aumenta el tiempo computacional y los requisitos de

almacenamiento de los modelos (en problemas 3D, el uso de dos veces más puntos a

lo largo de cada coordenada, conduce a un aumento de ocho veces en la memoria uti-

lizada). Debido a este escalamiento polinómico, muchos modelos (especialmente para

la investigación de primera ĺınea de SCT) pueden saturar fácilmente la capacidad

de cómputo de un solo procesador [2].

6.1.2. Algunos conceptos básicos sobre cómputo paralelo

Cuando un usuario ejecuta un programa, el sistema operativo crea un proceso,

una instancia de un programa de computadora que se está ejecutando. La mayoŕıa

de los sistemas operativos modernos son multitarea. Esto significa que el sistema

operativo proporciona soporte para la ejecución simultánea aparente de múltiples

programas. Lo anterior es posible incluso en un sistema con un solo núcleo, ya que

cada proceso se ejecuta durante un pequeño intervalo de tiempo (generalmente unos

pocos milisegundos), a menudo denominado segmento de tiempo [46].

Después de que un programa en ejecución se haya ejecutado durante un intervalo

de tiempo, el sistema operativo puede ejecutar un programa diferente. Un sistema

operativo multitarea puede cambiar el proceso en ejecución muchas veces por minuto,

incluso aunque el cambio del proceso en ejecución pueda llevar mucho tiempo[46].

El Threading (“enhebrado”) o creación de “hilos”, proporciona un mecanismo a los

programadores para dividir sus programas en tareas más o menos independientes

con la propiedad de que cuando se bloquea un hilo, se puede ejecutar otro hilo.

Además, en la mayoŕıa de los sistemas es posible cambiar entre subprocesos mucho

más rápido de lo que es posible cambiar entre procesos[46].

Esto se debe a que los hilos son más “livianos”que los procesos. Los hilos están

contenidos en los procesos, por lo que pueden usar el mismo ejecutable y, por lo
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Figura 6.1: Proceso con dos hilos (adaptado de [46]).

general, comparten la misma memoria y los mismos dispositivos de E/S. De hecho,

dos hilos que pertenecen a un proceso, pueden compartir la mayoŕıa de los recursos

del proceso. Las dos excepciones más importantes son que necesitarán un registro de

sus propios contadores de programas y también sus propios “conjuntos”de llamadas

para que puedan ejecutarse independientemente el uno del otro[46]. Si un proceso es

el hilo “maestro”de ejecución y los hilos son iniciados y detenidos por dicho proceso,

entonces se puede visualizar el proceso y sus hilos subsidiarios como ĺıneas: cuando

se inicia un hilo, se bifurca el proceso; cuando un hilo termina, se une al proceso

(Figura 6.1).

El cómputo paralelo intenta dividir y conquistar el trabajo de cómputo. Esto re-

quiere distribuir los datos a donde se realizarán los cálculos y, posiblemente, comuni-

car los resultados de éstos con otros procesadores. Se pueden imaginar las secciones

de una naranja, como si cada una representara un pequeño y similar cálculo que

completa todo de cálculos. Por ejemplo, para calcular la integral de una cantidad,

la regla de cuadratura (suma) puede dividirse entre varios procesadores, cada uno

de los cuales toma una pequeña parte de la suma. Los resultados de estas sumas

individuales deben combinarse para formar la suma global que representa la integral.

Si los datos requeridos para la cuadratura ya están divididos entre los procesadores,

entonces la suma se produce de forma bastante natural con los datos locales [17].

Cada suma local se puede lograr usando el mismo programa pero con el número de

sumandos posiblemente diferentes en cada procesador. Generalmente, la vista local,

centrada en los datos, es la que se debe tomar al visualizar algoritmos paralelos.

Una vez completado el cálculo local, el procesador local debe esperar los resultados

de otro procesador. La etapa de comunicación se realizará a través de la memo-

ria compartida, dejando un resultado en una ubicación accesible (y conocida), o a

través del uso del paso de mensajes, donde los programas paralelos locales emiten

expĺıcitamente el env́ıo y la recepción [46].
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Existen varias razones plausibles para considerar el paralelismo. Por ejemplo,

podŕıamos estar interesados en: minimizar el tiempo de solución (de forma que

varias unidades de ejecución funcionen en paralelo para resolver un problema de

tamaño constante más rápido); poder resolver problemas más grandes (por ejem-

plo, cuando se cambia a una malla de mayor resolución en un modelo de un SCT);

aumentar el rendimiento o disminuir la potencia gastada para lograr un resultado,

etc. En el caso de este trabajo, estamos interesados en ejecutar las estrategias de

control de emisiones formuladas en el caṕıtulo 4, como se mencionó, en particular

el control puntual de la concentración dentro de una región en cada momento del

intervalo temporal considerado, requiere incorporar más restricciones para acotar las

emisiones y por lo tanto, demanda mayor esfuerzo de cómputo para su formulación

y solución, ya que para obtener las restricciones en la ecuación (4.30), es necesario

resolver los modelos de dispersión (4.10) (para la condición inicial) y (4.11) (para

cada fuente de emisión), por lo tanto, el tiempo y el esfuerzo de cómputo aumentan

con el número de fuentes [60].

Los algoritmos paralelos se denominan algoritmos de memoria distribuida porque

los datos del programa, se distribuyen en la memoria de los procesadores[46]. Cuando

un cálculo en un procesador requiere datos residiendo en otro procesador, algún

mecanismo debe entregar los datos necesarios. Dos mecanismos son comunes: la

memoria compartida (o acceso a la memoria remota), donde los procesadores tienen

algún acceso directo a la memoria remota, y el paso de mensajes, donde los datos

se env́ıan y reciben entre los procesadores [46]. Para aplicar algoritmos paralelos, es

recomendable considerar los tipos comunes de arquitectura de computadoras.

Arquitecturas de computadoras

Como es evidente, una computadora paralela usa más de un procesador (también

llamado CPU, unidad o elemento de procesamiento) para realizar los cálculos. Dos

formas arquitectónicas comunes son (figuras 6.2 y 6.3) [17]:

1) una memoria compartida / arquitectura de bus, y

2) una memoria distribuida / arquitectura de paso de mensajes.

La mayoŕıa de las supercomputadoras actuales son un h́ıbrido de ambas formas

(Figura 6.4) con a) memoria compartida a nivel de chip, placa y nodo, y b) memo-
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ria distribuida a nivel de gabinete comunicándose entre los nodos. El software que

corresponde y soporta estas dos arquitecturas es

• OpenMP para memoria compartida y paralelismo a nivel de ciclo, y

•MPI para la interfaz de paso de mensajes y la comunicación de env́ıo y recepción

entre componentes distribuidos.

Figura 6.2: La arquitectura de memoria compartida permite el acceso de cualquier
elemento de procesamiento a cualquier ubicación en la memoria a través de un
bus de transmisión compartido. Ésta es una forma eficiente de organizar algunos
procesadores, pero la congestión en el bus limita la cantidad de procesadores que
pueden compartir memoria de manera efectiva (adaptada de [17]).

Figura 6.3: La arquitectura de memoria distribuida es altamente escalable pero con la
desventaja de que los mensajes expĺıcitos se deben pasar por la red de interconexión
para proporcionar datos cuando sea necesario (adaptada de [17]).

6.2. Sistemas de memoria distribuida: OpenMP

Existe un amplio conjunto de tecnoloǵıas de paralelización (OpenMP, MPI, OpenCL,

Co-Arrays Fortran, Pthreads, etc.), sin embargo, OpenMP es una de las tres API

(application programming interfaces) más ampliamente usadas (junto con MPI y

Pthreads) y, es una opción popular para los sistemas de memoria compartida, don-

de las diferentes unidades computacionales (“núcleos”) tienen la misma vista de
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Figura 6.4: Un h́ıbrido de dos nodos de conexiones de memoria compartida en una
arquitectura distribuida (adaptada de [17]).

las ubicaciones en la memoria (espacio de direcciones compartido). El propósito de

OpenMP es extender un lenguaje de programación serial (Fortran, C o C++) agre-

gando soporte para el paralelismo. Esto se logra con directivas, rutinas de biblioteca

de tiempo de ejecución y soporte para un conjunto de variables de entorno. Dos

principios básicos de diseño en los que se basaron los desarrolladores de OpenMP

son:

1) Permitir a los desarrolladores escribir software, el cual al ejecutarlo en serie

o en paralelo, arroje resultados correctos en cualquier caso; esto se conoce como

equivalencia secuencial.

2) Uso de paralelismo incremental: una aplicación serial se transforma en una pa-

ralela de manera incremental, identificando (mediante herramientas “de perfilado”)

partes del código que consumen mucho tiempo, paralelizando dichas partes, luego

perfilando nuevamente, etc.

6.2.1. OpenMP + Fortran

Al implementar OpenMP el paralelismo se especifica a través de directivas, en

el caso de Fortran, éstas se escriben dentro de lo que se conoce como comentarios
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estructurados, aśı, mientras que para el compilador normal éstos parecen comenta-

rios (por lo que son descartados), un compilador con OpenMP habilitado prestará

atención a las directivas y generará un código paralelo en consecuencia.

La expresión !$omp, se conoce como “centinela”: señala al compilador que lo que

viene después del espacio en blanco, debe interpretarse de acuerdo con las reglas de

OpenMP. En términos generales, las directivas especificadas después de este centi-

nela, organizan el flujo de ejecución paralelo en el programa (bifurcación/unión de

hilos, sincronización, etc.). La mayoŕıa de las directivas también admiten cláusulas

opcionales para un ajuste fino, por ejemplo: para solicitar un número espećıfico de

hilos, para controlar la forma en que se comparten las variables entre los hilos o para

cambiar la forma en que las variables locales se relacionan con los valores correspon-

dientes fuera de las regiones paralelas. Hay que tener en cuenta que en Fortran, las

directivas también deben cerrarse para marcar el final del bloque de código afectado

por la directiva.

Modelo de ejecución en OpenMP : regiones seriales y paralelas

El modelo básico de ejecución para un programa que usa OpenMP, puede verse

como un conjunto de regiones en seriales y paralelas que se alternan (asumiendo que

no hay desequilibrio de carga dentro de las regiones paralelas) [ Figura 6.5]. En otras

palabras, cuando se inicia una aplicación, el sistema operativo crea un proceso, el

cual agrupa las instrucciones y los datos asociados a la instancia de la aplicación

dentro éste; posteriormente se crean los hilos, los cuales pueden crearse y destruirse

dinámicamente (soportando el modelo bifurcación-unión, del inglés fork-join model).

Aśı, cuando se inicia la aplicación, se ejecuta un único hilo (el “hilo maestro”). Sin

embargo, tan pronto como se encuentra una región paralela (Figura 6.5) se crean

más hilos (“trabajadores”, “bifurcados”, “generados”), para cooperar con el maestro

en la carga de trabajo paralela. Cuando se termina este trabajo, los trabajadores se

“unen” con el hilo maestro, posteriormente, este último continúa la ejecución solo,

hasta que se encuentra la siguiente región paralela, con lo que se repite el proceso

bifurcación/unión, etc.
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Figura 6.5: Esquema del modelo de ejecución de OpenMP. La ĺınea gris representa
el hilo maestro. Durante las secciones seriales en el programa, sólo el hilo maestro
está funcionando, sin embargo, cuando se encuentra una sección paralela, se bifurca
en un equipo de hilos, que trabajan junto con el maestro hasta que se encuentra la
siguiente sección serial. Los hilos reciben identificadores enteros (ID) que comienzan
en cero, el identificador ID 0 es asignado al hilo maestro (adaptada de [8]).

Asignación del trabajo a los hilos

En OpenMP, la directiva parallel permite escribir programas multiproceso. Las

formas de asignar el “trabajo” a los diferentes hilos usando dicha directiva, consisten

esencialmente en compartir el trabajo entre los hilos de manera que:

a) Cada hilo realice el mismo trabajo en paralelo sobre diferentes datos (cada hilo

ejecuta exactamente las mismas instrucciones). Esta forma de distribuir el traba-

jo también se conoce como patrón SPMD (single program, multiple data; un solo

programa, múltiples datos). Dicho patrón es un enfoque bastante general para la

computación en paralelo, ya que se asume que la distribución de tareas, es realiza-

da por el programador (basándose en la ID de cada hilo). La desventaja, por otro

lado, es que el código puede llegar a ser bastante detallado, especialmente cuando el

número de tareas no es exactamente divisible por el número de subprocesos.

b) Cada hilo ejecute una subtarea (es decir, ejecute una ruta de código diferente).

Para este caso, se pueden mencionar dos construcciones muy útiles:

b1) Secciones paralelas (parallel sections): forma simple de compartición de traba-

jo, que es útil cuando se puede identificar un número pequeño (y fijo) de subtareas

en el algoritmo.
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b2) Ciclos paralelos (parallel do): para muchas aplicaciones (especialmente en

SCT), la mayor parte del tiempo de cómputo es invertido dentro de los ciclos. Ya que

OpenMP fue diseñado inicialmente con tales aplicaciones en mente, tiene un amplio

soporte para dividir iteraciones de ciclos entre múltiples hilos, con la directiva do.

Para usar ésta, no debe existir interdependencias entre las iteraciones del ciclo, de

modo que el compilador sea libre de ejecutar dichas iteraciones en cualquier orden;

aunque es posible que el compilador no realice indicación alguna, incluso si hay una

violación de este principio.

En cuanto al control expĺıcito del alcance de las variables, existen reglas de alcance

impĺıcitas que rigen el comportamiento de las variables en OpenMP, sin embargo,

también se permite a los programadores refinar aún más el alcance de los datos (es

decir, seleccionar qué datos comparten los subprocesos y qué es privado para cada

subproceso). Lo anterior es sumamente importante al realizar la paralelización de

algún código, ya que uno de los problemas más comunes que se presentan al efectuar

ésta, se refiere a una clase de problemas exclusivos del software concurrente/paralelo,

conocidos como condiciones de carrera, lo cual corresponde al escenario donde varios

subprocesos intentan actualizar una misma variable al mismo tiempo.

6.3. Modelo de dispersión + SPMD

Esencialmente, todas las estrategias de control desarrolladas en el caṕıtulo 4 al

estar basadas en la condición (4.12), requieren del cálculo de las funciones Ci =

Ci(r, t), i = 0, ..., N para su implementación, esto refiere en general, resolver N + 1

modelos de dispersión: la ecuación (4.10) para la concentración inicial y (4.11) para

cada fuente de emisión, por lo tanto, el tiempo y el esfuerzo de cómputo aumentan

con el número de fuentes, además, el problema de control a corto plazo requiere una

respuesta rápida, por ello, para realizar los cálculos correspondientes, proponemos

utilizar una “secuencia de procedimientos de cómputo paralelos y seriales”: obte-

ner dichas funciones de concentración aplicando el patrón de programación SPMD,

Fortran 90 y OpenMP, mientras que la solución de los correspondientes problemas

de optimización, representados de forma general por (4.20)-(4.21) pueden calcular-

se en forma serial, usando paquetes de optimización implementados en los entornos

Matlab y Scilab. Además, cabe aclarar que la implementación computacional serial y

paralela de los modelos de dispersión desarrollada mediante Fortran 90 y OpenMP,

se realizó para el caso bidimensional (2D), por lo que en adelante la denominaremos
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como MD2D; de igual forma, se destaca que está basada en el código desarrollado

en Matlab en [48], la cual a su vez, utiliza el método de separación de operado-

res componente por componente (ilustrado en el caṕıtulo anterior) para resolver

numéricamente los modelos de dispersión.

En términos de cómputo paralelo, un patrón es una estrategia para resolver pro-

blemas recurrentes en un campo determinado [15]; mientras que en un progra-

ma SPMD, todas las unidades de ejecución (o elementos de procesamiento) eje-

cutan el mismo programa (programa único) en paralelo, pero cada una utiliza su

propio conjunto de datos (datos múltiples). Este paradigma es uno de los más

usados en el cómputo de alto de rendimiento y es con mucho, el más utilizado

para estructurar programas paralelos [41, 42]. Por otro lado, aunque el patrón

de programación SPMD está estrechamente ligado con los entornos de programa-

ción basados en el paso de mensajes (la mayoŕıa de los programas MPI utilizan

dicho patrón, por ejemplo), es posible utilizarlo con OpenMP [41, 78]. De esta

forma, si se tiene un sistema de cómputo con H hilos (cada uno asociado a un

núcleo o procesador), por ejemplo un equipo portátil o un clúster, las ecuaciones

(4.10) y (4.11) y el patrón SPMD, sugieren resolver H problemas de dispersión

(H = N + 1 si φ(r, 0) = φ0(r) en D y H = N si φ(r, 0) = 0 en D) de forma casi

simultánea, al usar cada hilo para darle solución a un modelo de dispersión y, distri-

buyendo aśı, el esfuerzo computacional correspondiente a esta parte de la estrategia

de control, la cual es la que demanda mayor tiempo de cómputo; además, al ser los

modelos lineales, es posible sumar al final, los resultados obtenidos en cada núcleo

para obtener la concentración total φ(r, t), del contaminante respectivo. La Figura

6.6 ejemplifica la resolución de H = N + 1 problemas de dispersión en paralelo me-

diante el patrón de programación SPMD ; cada ĺınea punteada que encierra algunos

procesadores o núcleos individuales (cada uno asociado a un hilo) simboliza un nodo

de cómputo del sistema; las ĺıneas grises horizontales unidas a la forma de moño

vertical, representan la comunicación entre los nodos del sistema de cómputo.

El MD2D desarrollado, puede utilizarse para:

a) Resolver de forma serial, 1 modelo de dispersión mediante un solo hilo de cálculo,

cuando se tienen N fuentes contaminantes y concentración inicial nula [C0(r, 0) = 0]

o no nula [C0(r, 0) = φ0(r)].

b) Resolver de forma paralela, N+1 modelos de dispersión mediante el env́ıo de cada

modelo a un hilo de cálculo (Figura 6.6), cuando se tienen N fuentes contaminantes
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Figura 6.6: Diagrama del patrón de programación SPMD : resolución de H = N + 1
problemas de dispersión en paralelo [60].

y una cierta concentración inicial no nula.

c) Resolver de forma paralela, N modelos de dispersión mediante el env́ıo de cada

modelo a un hilo de cálculo, cuando se tienen N fuentes contaminantes y concen-

tración inicial nula.

De igual forma, el MD2D puede ejecutarse en un equipo cómputo de memoria

compartida (como un equipo portátil, también denominado laptop), o en un sistema

de cómputo de memoria distribuida como un clúster. En este caso, se utilizaron los

siguientes sistemas de cómputo correspondientes a ambos tipos, respectivamente:

1) Una laptop con procesador dual core AMD A9-9400 (2.4 GHz).

2) El clúster Ometeotl, propiedad del Grupo de investigación “Interacción Océano-

Atmósfera”del ICAyCC, UNAM [13, 44, 45]. En este caso, la cuenta asignada permite

hacer uso de una sola partición, la cual está constituida por 5 nodos, incluyendo

cada uno 24 núcleos, esto implica que pueden usarse un total 120 núcleos para

realizar los cálculos correspondientes. A este respecto, es conveniente mencionar las

caracteŕısticas más destacadas sobre dicho sistema de cómputo, éstas son: [13, 44, 45]

Procesamiento

Cuenta con:

1360 núcleos, capacidad conjunta de 42 Tflops, comunicados a través de una red de
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datos infiniband, dos redes de administración ethernet e internet de banda ancha.

Nodos de cálculo: Intel Xeon E5-2670 v3 2.3 GHz, Intel Xeon E5-2699R v4 2.2 GHz

e Intel Xeon E5-2699A v4 2.4 GHz.

Nodo de procesamiento: 44 núcleos Intel Xeon Gold 6152 2.10 GHz.

Almacenamiento

El sistema de almacenamiento principal es distribuido, High Performance Parallel

Filesystem. Cuenta con:

Un LUSTRE de 220 TB.

Almacenamiento distribuido NFS-RDMA con una capacidad mayor a 480 TB.

Software

El software instalado es el siguiente:

Centos 6.9 (GNU/LINUX ).

Entorno de programación PGI

16.1 /Intel Parallel Studio XE 2017 /GNU.

Bibliotecas Message Passing: OpenMPI, Intel MPI. Planificador de tareas: SLURM

17.02.

Ejecución y desempeño de la implementación computacional

Con base en lo anterior, notamos que la ejecución del MD2D tanto en la laptop

como en el clúster (Figura 6.7), implica necesariamente considerar ciertos elementos

para incorporarlos a la implementación computacional de dicho modelo. Sobre este

aspecto, se realizaron las siguientes acciones:

1. Se descargó e instaló (en la laptop) el compilador Fortran PGI 19.4, “PGI Com-

munity Edition”, ya que aunque el entorno de programación del clúster incluye

compiladores de GNU, no se encuentra expĺıcitamente GNU Fortran (el compilador

originalmente usado en el desarrollo del MD2M). De esta forma, se adecuó el códi-

go original desarrollado y se hicieron algunas modificaciones de sintaxis para poder

compilar y ejecutar éste, usando el compilador mencionado.

2. Se elaboraron algunos script sencillos en bash, con el objeto de compilar y ejecutar
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el MD2D, aśı como de transferir los archivos de salida correspondientes, de la laptop

al clúster y viceversa, de una manera simple pero efectiva.

Por otra parte, con el objeto de mostrar el desempeño de las estrategias de control

a corto plazo desarrolladas, establecemos a continuación algunas consideraciones im-

portantes al respecto. Identificamos tres etapas en la implementación de la estrategia

[60]: 1) la ejecución de todos los modelos de dispersión; 2) el procesamiento de los

archivos de salida de los modelos y 3) la solución del problema de programación

matemática correspondiente.

Se propone ejecutar la primera etapa en un sistema de cómputo paralelo con H

hilos como una laptop o un clúster, mientras que la segunda implica una interacción

entre dicho sistema de cómputo y una computadora portátil (o una “interacción in-

terna”si se trata del mismo equipo), la última etapa se propone ser ejecutada sólo en

la computadora portátil. Con base en estas etapas, presentamos ahora las correspon-

dientes 3 cantidades que nos permitirán estimar los tiempos de cálculo involucrados

en el proceso. Sea Te el tiempo que tarda el sistema de cómputo paralelo en ejecu-

tar todos los modelos de dispersión, incluida la preparación de todos los archivos

de salida (la creación de un archivo comprimido en su caso) para su transferencia

desde éste (de ser el caso). El tiempo de procesamiento serial de los archivos de

salida para todos los modelos de dispersión Tp, corresponde al tiempo que le toma

a los sistemas de cómputo: transferir, respaldar, descomprimir, renombrar y reubi-

car los archivos (notar que este tiempo no es despreciable, ya que las operaciones

de Entrada/Salida pueden volverse demandantes). Por último, el tiempo que le to-

ma al sistema portátil leer dichos archivos y asignar la memoria necesaria a cada

arreglo involucrado más, el tiempo que invierte en resolver el problema de progra-

mación matemática correspondiente es TPPM (el cual en realidad, puede denotarse

como TPPL o TPPC , dependiendo de si se trata de un problema de programación

lineal o cuadrática). Entonces, el tiempo de cálculo estimado TEC requerido para

implementar la estrategia de control óptima a corto plazo, utilizando el patrón de

programación SPMD, el sistema de cómputo paralelo y el procesamiento en serie es

TEC = Te + Tp + TPPM .
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Figura 6.7: Secuencia de compilación/ejecución serial/paralela del MD2M en la/el
laptop/clúster Ometeotl.

6.4. Ejemplos numéricos de dispersión: ejecución

paralela

Para validar los cálculos efectuados en paralelo mediante el MD2M desarrollado

en Fortran 90 y OpenMP, se hicieron varios experimentos numéricos considerando

situaciones sintéticas, en esta sección se muestran sólo dos de ellos.

6.4.1. Ejemplo 1

Se usó el equipo portátil para reproducir el siguiente ejemplo numérico descrito

en [50], se obtuvieron 2 funciones de concentración Ci, i = 1, 2 de forma paralela

(usando ambos núcleos del equipo) mientras que C0 se calculó de forma serial, lo cual

implicó los siguientes parámetros [50]: un dominio D = (0, 3 km) × (0, 3 km) con

dos fuentes de puntuales ubicadas en r1 = (1.5, 0.25) y r2 = (0.55, 2.05), las cuales

emiten dióxido de azufre (SO2) con las siguientes tasas emisión no estacionarias en

[kg/h]:
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q1(t) =


10000t, 0 ≤ t < 0.5

5000, 0.5 ≤ t ≤ 1.0

5000− 5000 (t− 7) , 7.0 < t ≤ 8.0

(6.1)

q2(t) =



5000t, 0 ≤ t < 0.5

2500, 0.5 ≤ t ≤ 1.0

2500 + 2000 (t− 1) , 1.0 < t < 1.5

3500, 1.5 ≤ t ≤ 7.5

3500− 7000 (t− 7.5) , 7.5 < t ≤ 8.0

(6.2)

La concentración inicial de SO2 corresponde a la distribución gaussiana

φ0(r) = 175 exp
(
− (x− 1.5)2 − (y − 0.2)2)+125 exp

(
− (x− 0.6)2 − (y − 2.0)2) en D.

(6.3)

Los coeficientes de decaimiento qúımico y difusión σ y µ se asumen iguales a 0.36

[hr−1] y 1.8 [km2/hr], respectivamente. A partir de la función de corriente

ψ =
5x2

3
− 5y, (6.4)

se genera la velocidad del viento no divergente U = (u, v) dada por

u = −∂ψ
∂y

= 5.0, v =
∂ψ

∂x
=

10x

3
, (6.5)

donde dichas componentes están dadas en [km/hr] y las ĺıneas de corriente tienen

la forma de parábolas con dirección suroeste-noreste. El modelo de dispersión bidi-

mensional se consideró en el intervalo (0, T ) con T = 28800 s (8 horas), por lo que la

concentración del contaminante al cabo de dicho periodo en la región D (Figura 6.8)

se calculó considerando la suma: φ = C0+C1+C2, donde C1 y C2 [ecuaciones (4.10) y

(4.11)] se obtuvieron en forma paralela. Por otro lado, tomando en cuenta el sitio de

monitoreo R = (1.5, 1.5), se obtuvieron: la concentración producida por cada fuente

y por la correspondiente a la condición inicial (Figura 6.9) y, el comportamiento de

la concentración en dicho sitio durante las 8 horas (Figura 6.10).

Como se observa en las figuras, los cálculos efectuados en serial + paralelo, co-
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Figura 6.8: Concentración del contaminante al cabo de 8 horas en la región D[ C0

calculada en forma serial, C1 y C2 calculadas en paralelo].

Figura 6.9: Funciones de concentración del contaminante en el sitio de monitoreo
R = (1.5, 1.5) al cabo de 8 horas [C1 y C2, calculadas en forma serial y paralela
(ĺınea punteada)].

rresponden a sus análogos obtenidos en forma serial, tal como en [50]. Cada modelo

de dispersión se ejecuta en 25 segundos aproximadamente, esto considerando lo que

reporta la función omp get wtime implementada en OpenMP y que éste, fue selec-

cionado como el valor de tiempo máximo entre todos los obtenidos por todos los

hilos utilizados, desde luego, cuando cada uno resuelve un modelo de dispersión.

Para este ejemplo, el tiempo de ejecución para todos los modelos de dispersión, es

de aproximadamente Te = 50 segundos, ya que la obtención en paralelo de C1 y C2

corresponde a la mitad de dicho valor, mientras que el cálculo de C0 corresponde a
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la fracción restante.

Figura 6.10: Suma de las concentraciones del contaminante en el sitio de monitoreo
R = (1.5, 1.5) al cabo de 8 horas [C1 y C2, calculadas en forma serial y paralela (ĺınea
roja punteada)]; la concentración total excede la norma sanitaria correspondiente a
J0 = 210 [µg/m3].

6.4.2. Ejemplo 2

En este experimento se empleó tanto el equipo portátil, como el clúster Ometeotl

para calcular de forma paralela e independiente, 7 funciones de concentración Ci,

i = 0, 1, . . . , 6. Los cálculos implicaron 2 y 7 núcleos respectivamente y se usaron casi

los mismos parámetros que para el Ejemplo 1, por lo que a continuación se enfatizan

sólo aquellos que son diferentes:

1. Zona de control Ω = [1, 2 km]× [1, 2 km] .

2. Seis fuentes puntuales de emisión de SO2 ubicadas en las coordenadas (Figura

6.11(a)): r1 = (0.15, 0.35), r2 = (0.15, 0.75), r3 = (0.15, 1.15), r4 = (0.15, 1.55),

r5 = (0.15, 1.95), r6 = (0.15, 2.35).

3. 6 sitios de monitoreo ubicados dentro de Ω : R0 = (1.05, 1.15), R1 = (1.05, 1.05),

R2 = (1.95, 1.05), R3 = (1.55, 1.55), R4 = (1.05, 1.95), R5 = (1.95, 1.95).

4. Tasas de emisión en [kg/h]: q1(t) = 500e−(1−t)2 + 1000e−(4−t)2 ;

q2(t) = 1200e−(3−t)2 ; q3(t) = 1000 ; q4(t) = 600e−(2−t)2 + 800e−(6−t)2 ;

q5(t) = 100/ (1 + t) ; q6(t) = 100t.

5. Distribución inicial del contaminante:

φ0(x, y) = 75e(−(x−1.55)2−(y−0.25)2) + 50e(−(x−0.55)2−(y−2.05)2) .

98



En este caso, se consideraron 6 fuentes, aśı como 6 sitios para monitorear el com-

portamiento de la concentración durante las 8 horas (Figura 6.11(a)). La Figura

6.11(b) muestra que la concentración total calculada, excede la norma sanitaria co-

rrespondiente J0 = 210 [µg/m3] en 2 de los sitios de monitoreo. Dado que los cálculos

efectuados en paralelo mediante ambos sistemas de cómputo coincide a doble preci-

sión, en la Figura 6.11 sólo se muestran aquellos efectuados en el clúster.

Para el presente ejemplo, tenemos valores distintos para los tiempos de ejecu-

ción. En el caso de la laptop, el valor de tiempo máximo reportado por la función

omp get wtime es 81.08 segundos; mientras que el valor análogo en el caso del clúster

es 15.84 segundos. Notamos que el último valor es alrededor de 5 veces menor que su

análogo, lo cual puede explicarse en términos del número de núcleos usados, además,

observamos que el gestor de carga del clúster (SLURM ; Simple Linux Utility for Re-

source Management), reporta un tiempo de ejecución igual a 17 segundos, el cual

para el caso del clúster, resulta ser el más importante, ya que su obtención implica

que dicho sistema ha concluido todos los procesos implicados en los cálculos del

trabajo enviado (ver Figura 6.11(c)).

6.5. Ejemplos de control ejecutados en una laptop

En esta sección se presentan diversos ejemplos numéricos de control, los cuales

hacen uso de las estrategias formuladas en el caṕıtulo 4, aśı como del equipo de

cómputo portátil exclusivamente. Todos los ejemplos, consideran datos sintéticos

sobre la ubicación, la intensidad de las fuentes de contaminación y la velocidad del

viento en la región de estudio. A continuación se muestran los parámetros que varios

de los ejemplos de control poseen en común, mencionando en cada ejemplo sólo

aquellos parámetros que sean propios del respectivo experimento numérico:

1. Dominio: D = (0, 3 km)× (0, 3 km )

2. Zona de control: Ω = [1, 2 km]× [1, 2 km] .

3. Fuentes puntuales de emisión no estacionarias que emiten SO2 en [kg/h].

4. Coeficiente de decaimiento qúımico: σ = 0.36 [hr−1].

5. Coeficiente de difusión turbulenta: µ = 1.8 [km2/hr].
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(a) 6 fuentes, 6 sitios de monitoreo. (b) Concentración del contaminante en los 6
sitios de monitoreo.

(c) Notificación recibida por correo, informando que la ejecución paralela del Ejemplo
2 en el clúster Ometeotl, fue completada en 17 segundos.

Figura 6.11: Ejemplo 2. Posiciones de las fuentes en D y los sitios de monitoreo en Ω.
Concentración total calculada en paralelo al cabo de 8 horas. Tiempo de ejecución
en el clúster.

6. Velocidad del viento no divergente U = (u, v), generada por la función de corriente:

ψ = 5x2

3
− 5y; u = −∂ψ

∂y
= 5.0; v = ∂ψ

∂x
= 10x

3
, dichas componentes están dadas en

[km/hr]; las ĺıneas de corriente tienen la forma de parábolas con dirección suroeste-noreste.

7. Norma sanitaria de la calidad del aire para el SO2: J0 = 210 [µg/m3].

8. Intervalo (0, T ) con T = 28800 s (8 horas).

9. Cinco sitios de monitoreo, ubicados dentro de Ω : R1 = (1.05, 1.05),

R2 = (1.95, 1.05), R3 = (1.55, 1.55), R4 = (1.05, 1.95), R5 = (1.95, 1.95).
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6.5.1. Ejemplo 1

En este ejemplo, se reprodujeron los resultados numéricos descritos en [57], pero

obteniendo las funciones de concentración Ci, i = 1, 2 de forma paralela (usando

ambos núcleos del equipo) y, aplicando también control óptimo y no óptimo en

cada punto y cada instante del dominio Ω × (0, T ). Esencialmente, los parámetros

implicados en este experimento son los mismos que los del ejemplo 1 en la sección

6.4.1, a continuación se introduce la información adicional necesaria sobre el presente

ejemplo:

Ubicación de las fuentes puntuales de emisión: r1 = (1.5, 0.25) y r2 = (0.55, 2.05).

Tasas de emisión: Ver ecuaciones (6.1)-(6.2).

Distribución inicial del contaminante: φ(r, 0) = 0.

Coeficientes de costo: c1 = c2 = 1.

El problema de control se considera en la zona Ω y durante T = 8[h]. En la Figura

6.12(a) se observan la ubicación de las fuentes y de los sitios de monitoreo en Ω,

mientras que la Figura 6.12(b) muestra las concentraciones respectivas φ(Ri, t), i =

1, . . . , 5, en los cinco puntos de monitoreo y, el ĺımite permitido (norma de calidad del

aire) para la concentración del contaminante para las ocho horas de exposición [79].

Se observa que la concentración del contaminante en los cinco sitios de monitoreo

está por encima de este ĺımite, aproximadamente de t = 2 a t = 7, lo que representa

una violación de la norma sanitaria correspondiente en casi todo el intervalo de

tiempo.

Control usando valores máximos

Para este ejemplo, el parámetro α0 = 210 > 0 por lo que el problema de con-

trol tiene solución no trivial. Por otro lado, las cotas superiores para los paráme-

tros de amortiguamiento son λu1 = 0.5776 y λu2 = 0.6621; mientras que los valores

máximos de concentración producidos por cada una de las fuentes corresponden

a M1 = 363.5665 y M2 = 317.1413, notamos que en este caso, cada fuente de

contaminación debe ser restringida severamente debido al hecho de que ambas son

responsables de concentraciones muy altas del contaminante. Toda esta información

permite plantear y resolver el problema de programación cuadrática (4.23)-(4.24),

aśı, los coeficientes de amortiguamiento óptimos son λ∗1 = 0.2648 y λ∗2 = 0.3586, los
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(a) Ejemplo 1: 2 fuentes, 5 sitios de monitoreo. (b) Concentración del contaminante en los 5
sitios de monitoreo, antes del control.

Figura 6.12: Ejemplo 1. Posiciones de las fuentes en D y los sitios de monitoreo en
Ω. Concentración total calculada en paralelo al cabo de 8 horas.

cuales se obtuvieron aqúı mediante la función quadprog de Matlab; observamos que

dichos valores corresponden a los obtenidos mediante el algoritmo de proyecciones

ortogonales sucesivas usado en [57].

La Figura 6.13 muestra las respectivas concentraciones φ∗(Ri, t), obtenidas usando

las nuevas tasas de emisión, en todos los sitios de monitoreo Ri, i = 1, . . . , 5, la

concentración del contaminante satisface la norma de calidad del aire en todo el

intervalo de tiempo (0, T ), T = 8 h. Además, por el teorema 4.1 es seguro que la

condición ambiental φ(r, t) ≤ J0 se cumpla para todo r ∈ Ω y t ∈ (0, T ). El tiempo de

ejecución de la estrategia, en este caso corresponde a TEC = Te+TPPC = 25+2 = 27

segundos.

Control óptimo y no óptimo en cada punto de Ω y cada instante

La información usada y los mismos argumentos establecidos para el problema de

control de valores máximos, es válida para el caso del control en cada punto de Ω y

cada instante; sólo que ahora planteamos y resolvemos el problema de programación

cuadrática (4.29)-(4.30), por lo que los coeficientes de amortiguamiento óptimos son

λ∗1 = 0.5414 y λ∗2 = 0.5903. La malla del dominio Ω × (0, T ) que usamos en el pro-

blema de programación cuadrática (4.29)-(4.30) contiene 10 × 10 × 8000 = 800000

nodos, la solución correspondiente se calculó mediante la rutina qpsolve con el mis-
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Figura 6.13: Concentración del contaminante en los 5 sitios de monitoreo, después
de aplicar el control óptimo usando los valores máximos M1 y M2.

mo número de restricciones y 2 variables, dicha función de optimización pertenece

al entorno Scilab (versión 6.0.2) y está implementada en Fortran 77, se basa en un

algoritmo estable primal-dual desarrollado en [20]. La rutina es capaz de resolver

problemas de programación cuadrática estrictamente convexos para miles de varia-

bles y restricciones en sólo unos minutos.

La Figura 6.14(a) muestra las respectivas concentraciones φ∗(Ri, t) en todos los

sitios de monitoreo Ri, i = 1, . . . , 5, obtenidas usando las nuevas tasas de emisión;

se observa que la concentración del contaminante satisface la norma de calidad del

aire en todo el intervalo de tiempo (0, T ), T = 8 h. De hecho, el valor máximo para

la concentración corresponde al de la norma de la calidad del aire J0, por lo que

dicho estándar se cumple para todo r ∈ Ω y t ∈ (0, T ). El tiempo de ejecución de la

estrategia, en este caso corresponde a TEC = Te+TPPC = 21.6+3.21 ≈ 25 segundos.

En el caso del control no óptimo, sólo seŕıa necesario resolver el modelo de dis-

persión (4.44) en forma serial considerando dos fuentes y, a partir de la concentración

calculada, obtener los parámetros de amortiguamiento, sin embargo, ya que las fun-

ciones de concentración C1 y C2 fueron calculadas previamente en forma paralela, se

sumaron ambas para obtener la concentración total C y realizar los cálculos adicio-

nales necesarios para obtener el valor de todos los parámetros de amortiguamiento,

obteniendo: λ̃i = 0.5443, i = 1, 2; cabe aclarar que los respectivos cálculos seriales,
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(a) Concentración del contaminante en los 5
sitios de monitoreo, después del control óptimo.

(b) Concentración del contaminante en los 5 si-
tios de monitoreo, después del control no ópti-
mo.

Figura 6.14: Ejemplo 1. Concentración en los sitios de monitoreo, calculada en pa-
ralelo al cabo de 8 horas.

proporcionan el mismo valor. Al igual que para el caso del control óptimo, las res-

pectivas concentraciones φ̃(Ri, t) del contaminante satisfacen la norma de calidad

del aire en todo el intervalo de tiempo (0, T ), T = 8 h, en todos los sitios de moni-

toreo Ri, i = 1, . . . , 5 (ver Figura 6.14(b)). De igual forma, el valor máximo para la

concentración corresponde al de la norma sanitaria J0, por lo que dicho estándar se

cumple para todo r ∈ Ω y t ∈ (0, T ). El tiempo de ejecución de la presente estrategia

es muy similar al caso anterior: TEC = Te + TPPC = 23.5 + 4.1 ≈ 28 segundos; cabe

aclarar que aqúı, TPPC corresponde al tiempo que Scilab utiliza en: leer los archivos

que contienen las funciones de concentración, realizar la asignación de memoria a

los respectivos arreglos y efectuar los cálculos indicados por las ecuaciones (4.42) y

(4.43).

6.5.2. Ejemplo 2: Control usando programación lineal y las

funciones adjuntas

Al igual que en experimentos anteriores, aqúı se usan 7 de los 9 parámetros esta-

blecidos en la sección 6.5 (la zona de control y los sitios de monitoreo se muestran

abajo), por lo que se irá introduciendo la información nueva conforme se requiera.

Se considera que existen 6 fuentes industriales (puntuales) en el dominio cuadrado

D (Figura 6.15), las cuales emiten SO2 con la misma tasa no estacionaria única y
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comparten el mismo valor para los respectivos coeficientes de costo.

Zona de control: Ω = [1, 3 km]× [0, 3 km] .

Dos sitios de monitoreo, ubicados dentro de Ω : R1 = (1.0, 1.8),

R2 = (1.0, 1.4).

Distribución inicial del contaminante:

φ0(x, y) = 75e(−(x−1.55)2−(y−0.25)2) + 50e(−(x−0.55)2−(y−2.05)2) .

Coeficientes de costo: ci = 1, i = 1, . . . , 6.

Ubicación de las seis fuentes puntuales de emisión: r1 = (0.15, 0.35),

r2 = (0.15, 0.75), r3 = (0.15, 1.15), r4 = (0.15, 1.55), r5 = (0.15, 1.95), r6 = (0.15, 2.35).

Tasas de emisión: tasa no estacionaria única,

qi(t) = q(t) = 300e−(1−t)2 + 700e−(4−t)2 [kg/h]; i = 1, . . . , 6.

Figura 6.15: Posiciones de las 6 fuentes en D (indicadas por los asteriscos azules) y
los 2 sitios de monitoreo/control en Ω (triángulos rojos).

Hay que notar que el viento con dirección de suroeste a noreste transporta el

contaminante desde las fuentes a toda la región D.

Transcurridas las 8 horas se obtiene mediante el MD2D el pronóstico de la con-

centración en Ω, de acuerdo al cual la concentración media J(φ) = 45.26 [µg/m3],

en apariencia, este resultado indica que no se rebasa la respectiva norma de la ca-

lidad del aire, sin embargo, de acuerdo al mismo pronóstico, en R1 = (1.0, 1.8) y

τ1 = 4.201 se ubica el máximo absoluto de la concentración, cuyo valor es 259.73

[µg/m3], lo cual excede la norma J0 = 210 [µg/m3] por ∆J = 23.6 %. La figura 6.16

muestra la evolución de la concentración tanto en el punto R1 (izquierda), como en
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todos los sitios de la zona Ω (derecha), a partir de lo cual es evidente que es necesario

realizar un control de emisiones dado que la norma es excedida en varios puntos de

la zona Ω.

(a) Antes del control se excede la norma de la
calidad del aire J0 en el sitio donde se presentó
el primer máximo absoluto de concentración.

(b) Concentración del contaminante en todos
los sitios de la zona Ω transcurridas las 8 horas
de operación de las 6 fuentes.

Figura 6.16: La concentración excede la norma de la calidad del aire J0 en algunos
sitios de Ω, incluyendo el sitio donde se presentó el primer máximo absoluto de
concentración (R1).

Entonces, la solución del modelo de programación lineal (4.40)-(4.41), formulado

sólo con la solución adjunta g1(r, t) y costos ci = 1 (i = 1, ..., 6) es λ∗1 = λ∗2 = λ∗3 = 1,

λ∗4 = 0.2023, λ∗5 = λ∗6 = 1. Es decir, sólo una fuente debe disminuir sus emisiones. Aśı,

la concentración que se obtiene con las tasas restringidas λ∗i qi presenta un máximo

absoluto de 210.45 [µg/m3] en Ω, lo cual representa un exceso de sólo ∆J = 0.2 %,

el nuevo máximo absoluto se ubica en R2 = (1.0, 1.4) con τ2 = 4.197.

De nueva cuenta, en la figura 6.17 se muestra la evolución de la concentración tanto

en el punto R2 donde se presentó el nuevo máximo (izquierda), como en todos los

sitios de la zona Ω (derecha), a partir de lo cual es evidente que el control de emisiones

realizado, prácticamente ha ocasionado que lo valores de concentración en cada

punto e instante de Ω hayan alcanzado valores aceptables, de acuerdo a la respectiva

norma de la calidad del aire. Por otra parte, notamos ahora que es posible aplicar

el método en forma iterativa. La solución del modelo (4.40)-(4.41) formulado ahora

con las soluciones adjuntas g1 y g2, es λ∗∗1 = λ∗∗2 = 1, λ∗∗3 = 0.9774, λ∗∗4 = 0.2215,

λ∗∗5 = λ∗∗6 = 1. La concentración que se obtiene con las tasas restringidas λ∗∗i qi

presenta un máximo absoluto de 210.05 [µg/m3] en Ω, lo cual representa un exceso
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de sólo ∆J = 0.02 % (resultado mejorado aún más y por lo tanto, aceptable). Aśı,

destacamos que los parámetros de control se obtienen rápidamente, ya que sólo es

necesario calcular pocas funciones adjuntas.

(a) Estrategia de control ÓPTIMO aplicada, se
cumple la norma de la calidad del aire J0 en el si-
tio donde se presentó el primer máximo absoluto
de concentración y en cada instante.

(b) Estrategia de control ÓPTIMO aplicada, se
cumple la norma de la calidad del aire J0 en cada
sitio de Ω y en cada instante.

Figura 6.17: Concentración después del control óptimo en toda la zona Ω, incluyendo
el sitio (R2) donde se presentó el segundo máximo absoluto de concentración.

Los resultados numéricos muestran que la aplicación iterativa del modelo de pro-

gramación lineal (4.40)-(4.41) reduce hasta niveles aceptables la concentración del

contaminante en toda la zona de control. Además, este método de control calcula

rápidamente los parámetros óptimos de reducción, independientemente del número

de fuentes. Por otra parte, el presente ejemplo de control se ejecutó usando cómputo

serial, en la computadora portátil, para lo cual, se resolvió 3 veces el MD2D y 2

veces su correspondiente modelo adjunto (ADJ2D), al igual que 2 problemas de pro-

gramación lineal (mediante la rutina linprog de Matlab). Las estimaciones de tiempo

(en segundos) obtenidas para las tres etapas al implementar dicha estrategia óptima

de control a corto plazo, para las 6 fuentes son: Te = 496.0, Tp + TPPL = 2.0, por

lo tanto, el tiempo estimado para ejecutar el presente ejemplo es TEC = 498 segun-

dos (aproximadamente 8.3 minutos). Para este caso, la resolución de cada MD2D

toma alrededor de 160 segundos, mientras que cada ADJ2D y cada problema de

programación lineal se resuelven en 8 y 1 segundo, respectivamente.
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6.6. MD2D + SPMD + Ometeotl

Aunque la implementación paralela originalmente desarrollada (Figura 6.7) es ca-

paz de ejecutar el MD2D tanto en la laptop como en el clúster Ometeotl, en el

último caso ésta no utiliza el paso de mensajes para comunicar los nodos entre śı, no

obstante, dicha comunicación está impĺıcitamente presente, ya que al usar más de

un nodo en el clúster, se está utilizando propiamente la arquitectura de un sistema

de cómputo distribuido (ver Figuras 6.4 y 6.18(a)).

Lo anterior puede representar algunos inconvenientes para la implementación de

la estrategia de control desarrollada, por ejemplo, que el tiempo de ejecución de los

modelos de dispersión aumente debido a la comunicación entre los nodos o bien,

que cuanto mayor sea el número de nodos solicitados al clúster, más tiempo puede

llevar iniciar la ejecución correspondiente debido a la gestión de recursos y carga de

trabajo que se lleva a cabo en el mismo; entre otros. Además, es necesario consi-

derar que la cuenta asignada en el clúster Ometeotl, permite hacer uso de una sola

partición, la cual está constituida por 5 nodos, incluyendo cada uno 24 núcleos, esto

implica que pueden usarse un total 120 núcleos simultáneamente para realizar los

cálculos correspondientes, de igual forma, sólo es posible ejecutar cuatro trabajos

simultáneamente en el clúster. Para evitar algunos de estos inconvenientes y ob-

tener el mayor provecho tanto de la teoŕıa desarrollada, como de la implementación

paralela propuesta, fue necesario y conveniente, modificar y adaptar la implemen-

tación computacional del MD2M, con el objeto de utilizar las herramientas de

software instaladas por defecto en el clúster Ometeotl, espećıficamente una carac-

teŕıstica disponible a través de su gestor de carga de trabajo SLURM [13, 44, 45]:

el concepto de job arrays o arreglos de trabajo [60, 74], el cual puede servir para

ejecutar de forma más rápida e independiente los modelos de dispersión, como se

explica en la siguiente sección mediante un ejemplo numérico y también en [60].

Para efectos de explicar la implementación computacional alternativa del MD2D,

establecemos las siguientes consideraciones: a) Un arreglo de trabajo es una colec-

ción de un número espećıfico de trabajos con propiedades y caracteŕısticas similares,

administrados como un solo grupo [74]. b) Al caso de la implementación paralela

cuando existe comunicación entre los nodos (desarrollado originalmente), lo denomi-

naremos desde ahora como caso 1 (ver figura 6.18(a)); mientras que denominaremos

como caso 2 de la implementación paralela (ver figura 6.18(b)), a la modificación de

la implementación computacional original del MD2D que incluyó el desarrollo de
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algunos script adicionales en bash, con el objeto de: ejecutar dicho modelo usando

“SLURM job arrays”; procesar las salidas de éste mediante la laptop y obtener el

tiempo de ejecución en cada una de las 2 fases anteriores.

(a) Caso 1: Implementación paralela (original)
que implica comunicación entre los nodos (sim-
bolizados con ĺınea discontinua), las ĺıneas rojas
horizontales unidas con el “moño vertical” re-
presentan la comunicación entre los nodos del
clúster.

(b) Caso 2: Implementación paralela don-
de no existe comunicación entre nodos del
clúster, cada nodo resuelve de forma indepen-
diente un “bloque de modelos” y corresponde
a un elemento del job array en SLURM.

Figura 6.18: Implementaciones paralelas posibles al ejecutar el MD2D en el clúster
Ometeotl. El caso 1 es el recomendado para ser usado en equipos de cómputo como
una laptop o una estación de trabajo, mientras que el caso 2 resulta el indicado para
usarse en el clúster.

6.6.1. Primer ejemplo numérico de control ejecutado me-

diante Ometeotl

El experimento numérico considerado como base para su análisis y discusión en

la presente sección se tomó de [59], lo más notable es que aqúı se discute la perti-

nencia y las ventajas de aplicar el concepto de “SLURM job arrays” (caso 2) en

la implementación computacional de la respectiva estrategia de control para dicho

ejemplo. Aśı, en la presente sección, denominaremos como Ejemplo 1 y Ejemplo

2, al mismo ejemplo numérico ya mencionado, cuando se usa el caso 1 o el caso 2,

respectivamente. Para realizar la comparación del desempeño entre ambos ejemplos,

usamos los tiempos de cómputo implicados en las distintas fases de la implemen-

tación de la estrategia de control, de acuerdo a las definiciones establecidas en la

sección 6.3. Este experimento, considera la configuración establecida en la sección

6.5 para los 9 parámetros, que van desde del dominio de la región D, hasta la can-

tidad de los sitios de monitoreo y su posición en Ω, por ello, se irá introduciendo

gradualmente la información nueva de interés, conforme se requiere en el desarrollo
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de la discusión:

Distribución inicial del contaminante:

φ0(x, y) = 75e(−(x−1.55)2−(y−0.25)2) + 50e(−(x−0.55)2−(y−2.05)2) .

Coeficientes de costo: ci = 10, i = 1, . . . , 71.

Se considera que hay 71 fuentes puntuales de emisión de SO2 distribuidas en la

región D, las cuales emiten el contaminante con una de las siete tasas no estacionarias

siguientes (l = 1, . . . , 7; ver Figura 6.19(a)):

Tasas de emisión en [kg/h]: q1(t) = 100/ (1 + t) ; q2(t) = 60t ;

q3(t) = 500e−(2−t)2 + 250e−(5−t)2 ; q4(t) = 150e−(1−t)2 + 450e−(4−t)2 ;

q5(t) = 200e−(3−t)2 + 300e−(6−t)2 ;

q6(t) =



1000t, 0 ≤ t < 0.5

500, 0.5 ≤ t < 2.0

−250t+ 1000, 2.0 ≤ t ≤ 3.0

250, 3.0 < t < 4.5

140t− 380, 4.5 ≤ t ≤ 6.0

460, 6.0 < t < 7.5

−920t− 7360, —7.5 ≤ t ≤ 8.0

q7(t) =



250t, 0 ≤ t < 1.0

250, 1.0 ≤ t ≤ 3.0

150t− 200, 3.0 ≤ t ≤ 4.0

400, 4.0 < t < 7.0

−400t− 3200, —7.0 ≤ t ≤ 8.0

La Figura 6.19(b) muestra las concentraciones respectivas φ(Ri, t), i = 1, . . . , 5,

en los cinco puntos de monitoreo y, el ĺımite permitido J0 = 210 [µg/m3] (norma

de calidad del aire) para la concentración del contaminante para las ocho horas de

exposición [79]. Se observa que la concentración del contaminante en los cinco sitios

está por encima de este ĺımite, aproximadamente de t = 1 a t = 8, lo que representa

una violación de la norma sanitaria correspondiente en casi todo el intervalo de

tiempo. En este caso, el parámetro α0 = 160.1294 > 0 por lo que el problema

de control tiene solución no trivial. Por otro lado, las cotas superiores para los

parámetros de amortiguamiento son λui = 1, i = 1, . . . , 71, este resultado es una

consecuencia de la baja concentración de dióxido de azufre producida por cada

fuente en la zona Ω (ver ecuación (4.17)). De todos los valores máximos Mi,M62 =

57.0447 es el más grande, por lo tanto, cada fuente no produce la violación de la
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(a) Distribución de las fuentes de emisión en D
y tipos de éstas.

(b) Antes del control se excede la norma de la
calidad del aire J0.

Figura 6.19: Distribución, tipos de fuentes. Concentración en los sitios de monitoreo
calculada en forma paralela.

norma sanitaria y la concentración excesiva de contaminantes es el resultado de las

emisiones de todas las fuentes.

Con respecto a los parámetros de amortiguamiento óptimos obtenidos, el más

grande corresponde a λ∗33 = 0.9994 mientras que el más bajo es λ∗59 = 0.1393, es

decir, de todas las fuentes, la número 59 es la que debeŕıa reducir más sus emisiones

(86 %), mientras que la fuente número 33 es la que menos debeŕıa reducir su actividad

(0.06 %). Con base en cada coeficiente de amortiguamiento, introducimos ahora tres

intervalos en los que podemos incluir el total de las fuentes, dependiendo de su

porcentaje respectivo de reducción (Figura 6.20(a)). Resumimos esto en la tabla

6.1, por lo tanto, podemos ver que debido a la concentración excesivamente alta en

la zona Ω, una fuente debe reducir drásticamente sus actividades, mientras que diez

de ellas deben operar de una manera baja a muy baja, las sesenta restantes deben

hacerlo de manera moderada a alta.

% de reducción % de fuentes (número de)
[86, 100] 1.41 (1 fuente)
[51, 86) 14.08 (10 fuentes)
[0, 51) 84.51 (60 fuentes)

Tabla 6.1: Porcentaje y número de fuentes encontradas en cada uno de los intervalos,
según el porcentaje de reducción de emisiones correspondiente.
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(a) Porcentaje de reducción de emisiones para
cada fuente.

(b) Después del control óptimo, se cumple la
norma de la calidad del aire J0.

Figura 6.20: Porcentajes de reducción para las fuentes. Concentración del contami-
nante calculada en paralelo, al cabo de 8 horas en los 5 sitios de monitoreo; Ejemplo
2.

La Figura 6.20(b) muestra las concentraciones obtenidas con las nuevas tasas de

emisión. En todos los sitios de monitoreo Ri, i = 1, . . . , 5, la concentración del con-

taminante satisface la norma de calidad del aire en todo el intervalo de tiempo, de

hecho, el valor máximo de la función de concentración φ∗ en el dominio Ω × (0, T )

es J0. Es decir, la condición ambiental (4.5) se satisface.

Para obtener las funciones de concentración en los Ejemplos 1 y 2, se resolvieron

H = 71 + 1 = 72 modelos de dispersión, por lo que se usaron para ambos casos 3

nodos de procesamiento del clúster Ometeotl simultáneamente, cada uno con 24

núcleos. En la Tabla 6.2 se muestran los tiempos de cómputo (en segundos) para

cada fase de la estrategia de control. Como se observa en la tercera columna, hay

una diferencia significativa de casi 60 segundos en la ejecución de los modelos de

dispersión entre ambos ejemplos, el Ejemplo 2 es ejecutado más rápidamente que

el Ejemplo 1, sin embargo en general, el tiempo de implementación de la estrategia

de control TCS para ambos, sólo difiere en alrededor de 29 segundos, lo cual es debido

esencialmente tanto a la diferencia en la resolución del problema de programación

cuadrática, como posiblemente al hecho de que los resultados presentados en [59]

(Ejemplo 1), se obtuvieron con la versión 5.5 de Scilab, mientras que los resultados

para el Ejemplo 2 fueron obtenidos mediante la versión 6.0.2; se afirma lo anterior,

considerando que se resolvió varias veces (alrededor de 4 a 5) el mismo problema

de programación cuadrática usando Scilab 6.0.2 y, los tiempos de cómputo corres-

112



pondientes a dichas ejecuciones se encontraron en el rango de 150± 3 segundos. De

esta forma, observamos que el Ejemplo 2 (el cual refiere al caso 2 de la implemen-

tación paralela; ver Figura 6.18(b)), se ejecuta en menos tiempo que el Ejemplo

1, usando la misma cantidad de nodos de forma simultánea. Cabe mencionar que

dicho problema de programación cuadrática resuelto (ecuaciones (4.29)-(4.30)), im-

plicó 10 × 10 × 8000 = 800000 nodos y su solución se calculó mediante la rutina

qpsolve con el mismo número de restricciones y 71 variables.

Experimento numérico Implementación Te Tp TQPP TCS
Experimento 1 Caso 1 196.68 242.0 123.65 562.33
Experimento 2 Caso 2 138.0 244.5 151.06 533.56

Tabla 6.2: Tiempos de cómputo para las distintas fases de la implementación de la
estrategia de control de los respectivos ejemplos.

Los resultados referentes a la concentración del contaminante en los 5 sitios de

monitoreo mostrados en las Figuras 6.19(b) y 6.20(b), corresponden al Ejemplo 2,

ya que como es de observarse, el comportamiento de la concentración antes y después

del control óptimo es el mismo que en el Ejemplo 1 (presentado en [59]). Aśı,

destacamos que en general, mientras el caso 1 requiere la disponibilidad simultánea

de N + 1 núcleos en el clúster para ser ejecutado, el caso 2 puede ejecutarse en la

situación particular cuando hubiera disponible 1 sólo nodo de procesamiento, lo cual

es una clara ventaja, ya que como se mencionó anteriormente, se dispone de máximo

120 núcleos simultáneamente, lo cual implica para el caso 1 que tendŕıa que haber

disponibles 5 nodos en el clúster para poder iniciar y ejecutar el trabajo, además

de que existe comunicación mı́nima entre los nodos para sincronizar el trabajo de

cómputo. Para el caso 2, el número máximo de modelos de dispersión que puede

ejecutarse simultáneamente es 96, siempre y cuando haya 4 nodos disponibles en

el clúster, ya que cada nodo resuelve un bloque de 24 modelos y corresponde a un

elemento del SLURM job array, por lo que cada elemento de éste último “cuenta”

como un trabajo independiente enviado al clúster y recordando, la cuenta asignada

permite ejecutar máximo 4 trabajos de forma simultánea.

Con base en todo lo anterior, se observa entonces la conveniencia y eficacia de la

“implementación paralela alternativa”desarrollada (caso 2) para ejecutar los mode-

los de dispersión en el clúster Ometeotl, aśı como una de las consecuencias inmediatas

que ésta tiene sobre la implementación de la estrategia de control de emisiones: el

hecho de poder incluir una cantidad importante de fuentes contaminantes en dicha
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estrategia de control. Es importante mencionar también, que los tiempos reportados

para el Ejemplo 1 en [59], sólo consideran: el tiempo obtenido mediante OpenMP

para la ejecución de los modelos de dispersión y, el tiempo que tarda Scilab en leer

las salidas correspondientes y resolver el problema de programación cuadrática, por

lo que no toman en cuenta el proceso de transferencia de las salidas ni el tiempo real

en el que el clúster, termina por completo la comunicación entre todos los nodos en

cuestión (a diferencia de la información mostrada en la tabla 6.2).

6.6.2. Segundo ejemplo numérico de control ejecutado me-

diante Ometeotl

El experimento numérico de esta sección corresponde al presentado en [60]. Al

igual que en experimentos anteriores, aqúı se usan 8 de los 9 parámetros establecidos

en la sección 6.5 (la configuración del viento se muestra abajo), por lo que se irá

introduciendo la información nueva conforme se requiera. Consideremos que existen

792 fuentes industriales (puntuales) en casi todo el dominio cuadrado D, las cuales

emiten SO2 con la misma tasa no estacionaria única y comparten el mismo valor

para los respectivos coeficientes de costo.

Distribución inicial del contaminante: φ0(x, y) = 0 .

Coeficientes de costo: ci = 1, i = 1, . . . , 792.

Velocidad del viento no divergente U = (u, v), generada por la función de corriente:

ψ = x− y; u = −∂ψ
∂y

= 1.0 [km/hr]; v = ∂ψ
∂x

= 1.0 [km/hr].

Ubicación de las fuentes puntuales de emisión: Ver Figura 6.21(b).

Tasas de emisión: tasa no estacionaria única, qi(t) = 5e(−(t−4)2) [kg/h]; i = 1, . . . , 792.

Nótese que los componentes de la velocidad satisfacen la ecuación de continuidad

(2.5) y que dicha función de corriente genera un flujo de suroeste a noreste, por lo

que las fuentes contaminantes tienen un impacto en casi toda la región D.

Consideramos el problema de control para la concentración de SO2 en la zona

Ω durante 8 horas. Para observar la evolución de la concentración con el tiempo,

consideramos cinco puntos de monitoreo distribuidos en esta área, la Figura 6.21(a)

muestra las respectivas φ(Ri, t), i = 1, . . . , 5, en dichos puntos de monitoreo y la

norma de calidad del aire J0 = 210 [µg/m3] para la concentración del contaminante

para las ocho horas de exposición [79].
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Se observa que la concentración φ en los cinco sitios de monitoreo se encuentra

por encima del ĺımite permitido, aproximadamente de t = 3.8 a t = 5.5, lo que

representa una violación de la norma sanitaria correspondiente por 1.7 horas (el

máximo absoluto de concentración es 328.5 [µg/m3], el cual excede la norma sanitaria

en ∆J = 56.42 %). Por tanto, es necesario efectuar un control de las emisiones para

proteger la zona Ω, aśı, aplicando el método de control óptimo a este ejemplo se

tiene: dado que φ(r, 0) = 0 obtenemos α0 = J0 − C0(r, t) = J0 = 210 > 0, por lo

que el problema de control tiene una solución no trivial. La ecuación (4.17) permite

estimar los ĺımites superiores de los coeficientes de amortiguamiento, proporcionando

los valores: λui = 1, i = 1, . . . , 792, este resultado es una consecuencia de la baja

concentración de SO2 producida por cada una de las fuentes en la zona Ω.

La Figura 6.21(b) presenta la distribución espacial de cada una de las 792 fuentes

en D, las flechas indican los ı́ndices de cuatro de ellas, cuyas posiciones son: r1 =

(0.05, 0.05), r30 = (0.05, 2.95), r766 = (2.95, 0.05) y r792 = (2.95, 2.65); a partir

de éstas es posible deducir la distribución de las otras fuentes en D; además, la

ubicación de los cinco sitios de monitoreo está marcada con un triángulo. Hacemos

notar que varios elementos en este ejemplo presentan simetŕıa (considerando como

referencia una ĺınea recta a 45 grados en la región D): la geometŕıa del dominio D,

la distribución espacial de las fuentes y los sitios de monitoreo (ver Figura 6.21(b)),

aśı como el campo de vientos, por lo que de esta configuración podemos esperar

“cierta” simetŕıa en los valores de concentración y otras variables. De hecho, en la

Figura 6.21(a) no es posible distinguir entre las series temporales de los sitios de

monitoreo 2 y 4, ya que mantienen una posición simétrica en Ω y por lo tanto, los

valores de concentración en éstos son prácticamente los mismos.

Por otro lado, el valor M290 = 54.4080 es el mayor de todos los valores máximos

de concentración, mientras que “su valor simétrico” es muy similar, M490 = 53.6030,

por lo que cada fuente no produce la violación de la norma sanitaria y la concentra-

ción excesiva de contaminantes es el resultado de operar las 792 fuentes. Toda esta

información nos permite plantear y resolver el problema de programación cuadráti-

ca (4.29)-(4.30). El valor del parámetro de amortiguamiento óptimo más grande es

compartido por dos fuentes: λ∗30 = λ∗766 = 0.7941, mientras que en el caso del valor

más bajo hay dos valores ligeramente diferentes, que corresponden a las dos fuentes

simétricas respectivas: λ∗491 = 0.1463 y λ∗520 = 0.1349; los porcentajes de reducción de

emisiones para estas cuatro fuentes son 20.6 %, 85.37 % y 86.52 % respectivamente.

De acuerdo a la concentración en Ω y con base en cada coeficiente de amortigua-
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(a) Antes del control se excede la norma de la
calidad del aire J0 en los 5 sitios de monitoreo.

(b) Distribución de las fuentes de emisión en
D y los sitios de monitoreo en Ω.

Figura 6.21: Concentración en los sitios de monitoreo calculada en forma paralela.
Distribución de los sitios de monitoreo, de las fuentes y clasificación de éstas de
acuerdo a su porcentaje de reducción.

miento obtenido, introducimos ahora los tres intervalos en los que podemos clasificar

el total de las fuentes; aśı, dependiendo de su respectivo porcentaje de reducción de

emisiones, indicamos la cantidad de fuentes pertenecientes a cada intervalo y el por-

centaje que representa dicho número del total de fuentes consideradas: al pertenecer

al intervalo [86, 100], una fuente (0.13 %) debe reducir drásticamente sus activida-

des; treinta y cinco fuentes (4.42 %) deben operar de forma baja a moderada, ya que

pertenecen al intervalo [51, 86); por último, las setecientas cincuenta y seis fuentes

restantes (95.45 %) pueden operar de forma moderada a alta, ya que sus porcenta-

jes de reducción se ubican en el intervalo [0, 51). También en la Figura 6.21(b), la

pertenencia de cada fuente a alguno de los 3 intervalos, está representada por una

única cruz, 35 asteriscos y 756 ćırculos respectivamente, aśı, observamos simetŕıa en

la distribución de los valores de los coeficientes de reducción y, un área inmediata-

mente después de Ω (señalada por los asteriscos y la cruz) donde los valores de λ

son menores que todos los demás, lo que implica que las fuentes ubicadas en dicha

área, son las que más deberán reducir sus emisiones.

Se observa que en todos los sitios de monitoreo Ri (i = 1, . . . , 5), la concentra-

ción φ∗ del contaminante obtenida con las nuevas tasas de emisión definidas por la

ecuación (4.8), satisface la norma de la calidad del aire en todo el intervalo de tiem-

po (0, T ), T = 8[h] (Figura 6.22(a)), y de hecho, ésta última también se satisface
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en toda la zona Ω. Además, el valor máximo de la concentración φ∗ en Ω × (0, T )

corresponde a la norma de la calidad del aire J0 = 210 [µg/m3], por lo que estos

resultados implican la protección de toda la zona de control Ω durante las 8 horas,

a diferencia de lo que podŕıa ser el caso usando el control de valores promedio o me-

diante sitios espećıficos de control, como lo muestra el estudio efectuado en [50]. Por

otra parte, al mantener los valores de concentración φ∗ al menos iguales a la norma

de la calidad del aire, no se penaliza excesivamente a las fuentes correspondientes de

no ser necesario, como podŕıa suceder con el control basado en los valores máximos

de concentración usado en [57].

(a) Estrategia de control ÓPTIMO aplicada, se
cumple la norma de la calidad del aire J0 en cada
sitio y en cada instante.

(b) Estrategia de control NO ÓPTIMO aplica-
da, se cumple la norma de la calidad del aire J0
en cada sitio y en cada instante.

Figura 6.22: Concentración en los 5 sitios de monitoreo obtenida después de aplicar
ambas estrategias de control.

Las funciones de concentración Ci, i = 1, . . . , 792 se obtuvieron resolviendo 792

modelos de dispersión, utilizando sólo 2 nodos de procesamiento del clúster Ome-

teotl (cada uno con 24 núcleos) [44, 45] y mediante arreglos de trabajo. En el caso

del presente ejemplo, esto significa que una sola colección o arreglo de trabajo, cons-

tituido por 33 elementos se envió al clúster mediante SLURM y, cada elemento del

arreglo o bloque de modelos, fue resuelto mediante un nodo hasta que se completó

la cantidad total de elementos del trabajo. Esta forma de resolver los modelos de

dispersión tiene importantes ventajas para aplicar la implementación paralela que

proponemos: 1) no es necesaria la comunicación entre nodos, ya que cada bloque usa

sus propios datos y, por supuesto, los núcleos de su respectivo nodo; 2) lo anterior

implica que cada bloque de modelos es independiente de los demás, esto introduce
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la posibilidad de reducir el tiempo de ejecución o aumentar el número de fuentes a

utilizar, ya que de acuerdo a [74], “incrementar el número de nodos asignados a una

aplicación paralela es la forma más sencilla de escalar el tamaño del conjunto de

datos sobre el que se va a realizar el trabajo, o reducir el tiempo de ejecución para

un tamaño de carga de trabajo fijo”; 3) en un caso particular donde sólo hubiera un

nodo disponible en el clúster, al menos seŕıa posible seguir ejecutando 24 modelos de

dispersión simultáneamente (cabe mencionar que el tiempo aproximado que le toma

a un nodo resolver los 24 modelos es 32 segundos). El hecho de que la estrategia

desarrollada permita resolver los bloques de modelos de dispersión de forma inde-

pendiente usando un arreglo de trabajo de SLURM, representa una notable ventaja,

dado que las aplicaciones SPMD que comparten datos entre procesos paralelos y sus

comunicaciones, pueden ser un problema muy grande, especialmente cuando estas

aplicaciones están muy bien acopladas [42].

Por otra parte, el procesamiento de los archivos de salida para todos los modelos

de dispersión, aśı como la resolución del problema de programación cuadrática co-

rrespondiente, se realizaron usando cómputo serial, en la computadora portátil. La

malla del dominio Ω× (0, T ) usado en el problema (4.29)-(4.30) contiene 140686 no-

dos (las restricciones correspondientes a los nodos donde se satisface φ(rj, tk) ≤ J0,

fueron omitidas), la solución correspondiente se calculó mediante la rutina qpsolve

(antes mencionada, [20]) con el mismo número de restricciones y 792 variables. Las

estimaciones de tiempo (en minutos) obtenidas para las tres etapas al implementar

la estrategia óptima de control a corto plazo, usando el patrón SPMD, el clúster

Ometeotl y procesamiento serial para las 792 fuentes son: Te = 38.5, Tp = 46.05 y

TPPC = 34.33, por lo tanto, el tiempo estimado para ejecutar el presente ejemplo es

TEC = 118.88 minutos (1.98 horas).

En cuanto a la estrategia no óptima de control definida por la ecuación (4.43), ésta

proporciona una opción computacionalmente económica y una respuesta muy rápida

porque obtenemos los coeficientes de amortiguamiento: λ̃i = 0.6393, i = 1, . . . , 792,

resolviendo sólo el problema de dispersión (4.44) utilizando la computadora portátil

y procesamiento serial en Fortran 90 y Scilab 6.0.2 en aproximadamente 40 segundos;

de igual forma, se hace notar que se obtuvieron estos mismos valores para dichos λ̃i,

utilizando las salidas obtenidas en paralelo. La Figura 6.22(b) muestra que en todos

los sitios de monitoreo, la concentración del contaminante obtenida con las nuevas

tasas de emisión, satisface la norma de calidad del aire en todo el intervalo temporal,

además que el valor máximo de la concentración φ̃ en Ω×(0, T ) es J0 = 210 [µg/m3],

como se esperaba; de nueva cuenta, destaca el hecho de que la norma de la calidad
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del aire se satisface en toda la zona Ω.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Con base en el análisis y los resultados numéricos, se establecen las siguientes

conclusiones:

1) La aplicación de las estrategias de control a corto plazo desarrolladas, reducen

hasta niveles aceptables la concentración del contaminante en todo punto de la zona

de control y en cada instante del intervalo de tiempo de control, pueden aplicarse a

cualquier modelo de dispersión lineal y, permiten obtener los parámetros de amorti-

guamiento para cualquier tipo de fuente de contaminación que considere el modelo,

ya sean fuentes puntuales, lineales o superficiales.

2) La estrategia de control óptimo que aplica programación cuadrática permite

seleccionar a priori, las fuentes a controlar y de igual forma, distribuir el trabajo

de cómputo que implica más tiempo (la solución de los modelos de dispersión) por

medio del cómputo paralelo y el patrón SPMD, por lo que permite a la vez, plantear

y resolver el problema de programación cuadrática correspondiente con el mayor de-

talle posible (considerando una cantidad considerable de restricciones y variables),

de forma eficiente y en un lapso de tiempo aceptable. Aśı, lo anterior confirma la

hipótesis propuesta de que la selección adecuada de un número finito de sitios de

control (en este caso, aquellos donde la concentración del contaminante no satisface

la norma de la calidad del aire), garantiza que al realizar el control de las concen-

traciones en éstos, se obtendrá el control de las concentraciones en toda la región y

en todo momento de interés.

3) La estrategia de control óptimo que aplica programación lineal, al hacer uso de

las funciones adjuntas, permite controlar los máximos absolutos de concentración en

Ω de forma eficiente y en un lapso de tiempo aceptable, lo que también confirma la

120



hipótesis propuesta de que la selección adecuada de un número finito de sitios de

control (en este caso, sólo aquellos donde se esperan los máximos absolutos de φ),

garantiza que al realizar el control de las concentraciones en éstos de forma iterativa,

se obtendrá el control de las concentraciones en toda la región y en todo momento

de interés, es decir, se satisfará la correspondiente norma de la calidad del aire.

4) La estrategia de control no óptima representa una opción adecuada (suficiente)

en el caso donde se requiere una respuesta inmediata, aśı como cuando los recursos

de cómputo disponibles son limitados, pero también, representa una opción alter-

nativa en el caso en que sea factible que cada una de las fuentes involucradas en la

contaminación de un área de importancia ecológica (como la zona Ω), reduzcan sus

emisiones de la misma manera, de forma que ninguna tenga que detener completa-

mente su actividad.

Es importante notar que existen diversas formas de proponer estrategias para ges-

tionar la calidad del aire, algunas de éstas se basan en procesos de prueba y error,

por ejemplo: mediante un modelo de la calidad del aire anidado de alta resolu-

ción, los autores en [3] concluyeron que los controles de emisiones de corto plazo

implementados durante la APEC de 2014 en China, aunque valiosos, tuvieron una

contribución relativamente pequeña a la mejora de la calidad del aire (20 a 26 %)

y destacaron el importante papel jugado por las condiciones meteorológicas favora-

bles durante dicho periodo. Variando la intensidad de las emisiones, dichos autores

usaron escenarios de control de emisiones (los cuales pueden considerarse dentro de

un proceso de prueba y error), y demostraron que los mismos controles aplicados en

condiciones meteorológicas menos favorables, habŕıan sido insuficientes para reducir

los niveles de los contaminantes y aśı cumplir con los estándares requeridos, por lo

que apuntaron que seŕıan necesarios controles de emisiones mucho más estrictos que

los aplicados y que éstos debeŕıan implementarse en una región mucho más amplia

del norte de China.

Aunque es indudable el nivel de conocimiento que aporta un estudio tan completo

como éste, para poder emitir la conclusión correspondiente, se requiere de recursos

y tiempo de cómputo, además del respectivo tiempo de análisis de los resultados, lo

cual podŕıa hacer poco adecuada una propuesta basada en un proceso de prueba y

error para responder oportunamente, ante episodios que favorecen la acumulación

de los contaminantes hasta niveles peligrosos. Aśı, es necesario destacar que no es

recomendable esperar a que tengan lugar episodios como la reunión señalada para

evaluar la aplicación de las estrategias de control (análisis a posteriori), por lo que en
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lugar de simplemente aplicar controles más estrictos, una mejor opción es identificar

y aplicar aquella estrategia de control de emisiones rentable y efectiva y aśı, asegurar

la protección de todos los receptores ubicados dentro de la zona de control, al cumplir

con los estándares de la calidad del aire deseados, lo cual corresponde a la aplicación

de una estrategia óptima de control de emisiones, o en su defecto, a una estrategia

al menos suficiente (no óptima), tales como las propuestas en este trabajo.

Ahora se mencionan algunas diferencias notables particulares, que guarda este

trabajo respecto a la estrategia de control propuesta en [22]: 1) el presente estudio

hace uso de un modelo de dispersión Euleriano, el cual permite efectuar el control de

emisiones sobre un número considerable de fuentes contaminantes, a diferencia del

modelo de dispersión Gaussiano empleado por dichos autores, aśı, cabe señalar que

los modelos de tipo Gaussiano son espećıficos para cada fuente y por lo tanto, pue-

den resultar poco adecuados al considerar el control de un gran número de fuentes;

2) por otra parte, en [60] se demostró que el cumplimiento de las restricciones (4.30),

asegura que la concentración del contaminante satisface la norma de calidad del aire

en cada punto, lo cual evitaŕıa tener que considerar un número infinito de restriccio-

nes en el dominio Ω × (0, T ), como podŕıa sugerirlo un problema de programación

semi-infinita [22].

Finalmente, es importante notar que toda estrategia de control que minimiza cos-

tos puede ser “injusta” en casos muy particulares. Por ejemplo, cuando hay una

fuente con costo de control alto y pocas fuentes con costos bajos, entonces la mi-

nimización de costos podŕıa desplazar la reducción de emisiones hacia las fuentes

con costos bajos, aún cuando la fuente de costo alto sea la que más contamina. Esta

situación plantea un problema de análisis futuro, que es, formular estrategias de con-

trol de corto plazo de rápida evaluación que sean “justas”, es decir, que impongan

siempre la mayor reducción de emisiones sobre aquellas fuentes que más contaminan.
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30(3):117–126, 2019.

[63] J.H. Seinfeld and S.N. Pandis. Atmospheric chemistry and physics: from air

pollution to climate change. John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, NJ, USA, 2006.

[64] C.C. Shir and L.J. Shieh. A Generalized Urban Air Pollution Model and Its

Applications to the Study of SO2 Distributions in the St. Louis Metropolitan

Area. Journal of Applied Meteorology, 13(2), 1974.

128



[65] Y.N. Skiba and D. Parra-Guevara. Applications of Adjoint Equations to Pro-

blems of Dispersion and Control of Pollutants. Nova Science Publishers, Inc.,

New York, 2015.

[66] Yu.N. Skiba. Method of solving the atmosphere-ocean-soil thermal interaction

problem on a basis of the adjoint equations. PhD thesis, Computing Center,

The USSR Academy of Sciences, Novosivirsk, 1978.

[67] Yu.N. Skiba. Balanced and absolutely stable implicit schemes for the main and

the adjoint pollutant transport equations in the limited area. Rev. Int. Contam.

Ambient, 9:39–51, 1993.

[68] Yu.N. Skiba. Air Pollution Estimates. World Resource Review, 9(4):542–556,

1997.

[69] Yu.N. Skiba. Introducción a los métodos numéricos. DGP y FE, UNAM, Méxi-
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