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Introducción

Una hormiga camina por la cáscara de una naranja. ¿Conocerá ella la forma de
la naranja? ¿Sabrá lo qué es ser redonda? De la misma forma, los seres humanos
caminamos sobre la Tierra. ¿Sabremos la forma del planeta? ¿Sabremos qué es que la
tierra sea redonda? Cualquier persona con más de 6 años podría responder que sí. La
Tierra es redonda, redonda como una pelota. ¿Pero cómo sabemos esto? Lo sabemos
porque tenemos referencias externas a la Tierra, como el sol y la luna y porque el ser
humano ha logrado salir de la superficie de la tierra y observarla desde fuera. Ahora
bien, la tierra y todos los planetas y seres vivos que vivimos en ellos navegamos por el
universo como si éste fuera una caja rectangular que jamás termina. ¿Cuál es la forma
del universo? ¿Podríamos saber qué es que el universo esté curvado? Estas preguntas
han motivado durante muchos años el estudio de las 3-variedades: espacios en los
que si un ser viviese en ellos, pensaría que son una simple caja rectangular infinita,
aunque pueden bien no serlo. Estudiarlas es abrirnos paso a entender más cómo es el
universo en el que vivimos, a pesar de no poder hacer lo mismo que un astronauta y
simplemente salir de la superficie de la Tierra.

El ser humano es un ser categórico. Nos gusta clasificar y categorizar las cosas
para entenderlas mejor. Una forma de hacer esto es reducir estructuras complejas a
bloques más sencillos que después se pueden unir, como los juguetes LEGO o como
la gramática que divide la estructura compleja de un texto en oraciones y éstas a
su vez en palabras con distintas funciones. Si pensamos en términos un poco más
matemáticos, el ejemplo más natural y sencillo son los números naturales. Existe una
cantidad infinita de números naturales, todos esencialmente distintos. Sin embargo,
existe un bloque que es de cierta forma el más sencillo, el número 1. Además, si
partimos de él y de una cierta operación, la suma, podemos reconstruir cualquier
otro número natural que queramos (ver Figura 1). Ésta es la filosofía que nos lleva a
considerar descomposiciones primas. Tenemos una bolsa con una cantidad infinita de
objetos, que son extremadamente complejos. Buscamos encontrar en ella una cantidad
más manejable de objetos que sean relativamente más sencillos y con la cual podamos
construir cualquier otro objeto de nuestra bolsa.

En este trabajo, nos concentraremos en hacer esto para 3-variedades y para 3-
órbifolds. Las 3-variedades son objetos topológicos, están hechos de plastilina y mien-
tras no cortemos, podemos torcerlos y doblarlos a nuestro antojo. Si queremos algo un
poco más rígido, entonces obtenemos los órbifolds. Si nuestros ojos son como cámaras
fotográficas, una variedad es como una foto desenfocada de un objeto y los órbifolds
es el resultado de tomar la misma foto pero enfocando correctamente.
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Figura 1: Los números naturales como ejemplo de descomposiciones.

El Capítulo 1 aborda los preliminares para entender qué son las variedades topo-
lógicas y nociones afines a ellas. En el Capítulo 2, probamos que existe una descompo-
sición prima de 3-variedades y que cumple una noción de unicidad. En el Capítulo 3,
nuevamente presentamos preliminares para entender qué es un orbifold y nociones afi-
nes. Finalmente, en el Capítulo 4, demostramos que los 3-órbifolds también cumplen
una descomposición en factores primos, sin embargo las cosas ya no son tan sencillas.
Como nuestra cámara ya enfoca correctamente, vemos más detalles y objetos que
considerábamos iguales ya no lo son.



1 3-variedades

A lo largo de esta tesis se supondrá que el lector tiene conocimientos básicos sobre
variedades diferenciables. Sin embargo, en este primer capítulo presentamos algunas
definiciones básicas para asentar la notación.

1.1. Variedades topológicas

Las variedades son espacios topológicos que, localmente, son euclidianos. A éstas se
les puede agregar una «estructura» para poder estudiar ciertas propiedades. Ejemplos
de esto son las variedades diferenciables y triangulables. Enunciaremos primero la
definición más general, una variedad topológica:

Definición 1.1 (Variedad Topológica). Una variedad topológica es un espacio
topológicoM segundo numerable y Hausdorff para el cual existe una familia de parejas
{(Mα, ϕα)}α∈A que cumple las siguientes propiedades:

Para cada α ∈ A, Mα es un abierto de M y además
⋃
α∈AMα = M .

Para cada α ∈ A, ϕα : Mα → Ωα ⊂ Rn es un homeomorfismo, donde Ωα es un
abierto de Rn.

A una pareja (Mα, ϕα) se le llama carta de M . A la familia {(Mα, ϕα)}α∈A la lla-
mamos atlas para M . La dimensión de M es n.

La definición anterior puede ser modificada ligeramente permitiendo que los abier-
tos Ωα de Rn sean abiertos de Rn

+, donde

Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 ≥ 0}.

Esta definición ligeramente modificada es, en realidad, la definición de una variedad
con frontera. Más aún, si M es una variedad con frontera y x ∈ M es tal que
toda vecindad de él es homeomorfa a un abierto del 0 ∈ Rn

+, entonces decimos que x
pertenece a la frontera de M . Ésta última la denotaremos como ∂M .

Si M es una variedad topológica de dimensión n, entonces diremos que es una
n−variedad para ser más breves. Ademas, diremos que una variedad es cerrada si
es un espacio topológico compacto y no tiene frontera.

Los siguientes corolarios serán de suma importancia, pues, en particular, el último
de ellos prueba que la dimensión de una variedad está bien definida y justifica el

3



4 CAPÍTULO 1. 3-VARIEDADES

nombre de n−variedad. Para ver la prueba de ellos se puede consultar los Corolarios
19.8, 19.9 y 19.10 de [Bre93].

Corolario 1.2. Si M es una n−variedad topológica y f : M → Rn es inyectiva y
continua, entonces f es una función abierta.

Corolario 1.3 (Invariancia del Dominio). Si M y N son n−variedades y f : M → N
es una función inyectiva y continua, entonces f es abierta.

Corolario 1.4 (Invariancia de la Dimensión). Si M es una m−variedad y N una
n−variedad tal que M es homeomorfa a N , entonces n = m.

Cuando la dimensión de las variedades topológicas que se estudian es 1, 2 o 3,
se suele decir que se está estudiando variedades de dimensión baja. En este trabajo
nuestro principal objetivo es estudiar las variedades topológicas cuya dimensión es
igual a 3.

La topología de las variedades es muy interesante. Dado que localmente son eucli-
dianas, localmente cumplen muchas propiedades que se obtienen de Rn. Ejemplo de
esto son las siguientes dos proposiciones (ver Proposiciones 4.23 y 4.64 de [Lee11]):

Proposición 1.5. Toda variedad topológica es localmente conexa y localmente conexa
por trayectorias.

Proposición 1.6. Toda variedad topológica es localmente compacta.

Observación 1.7. Supongamos que M es una variedad conexa. Por la Proposi-
ción 1.5 sabemos que M es localmente conexa por trayectorias. Luego, se tiene que
M es conexa por trayectorias (ver Proposición 4.26 de [Lee11]).

1.2. Variedades diferenciables

Definición 1.8 (Variedad Diferenciable). Una variedad diferenciable es una va-
riedad topológica M con un atlas {(Mα, ϕα)}α∈A tal que:

Si α, β ∈ A tal que Mα ∩Mβ 6= ∅, entonces la función

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Mα ∩Mβ)→ ϕα(Mα ∩Mβ)

es un difeomorfismo (ver Figura 1.1).

El atlas {(Mα, ϕα)}α∈A es maximal respecto a cartas compatibles. Esto es, si
(V, ψ) es otra carta de M tal que para cada α ∈ A la función

ϕα ◦ ψ−1 : ψ(Mα ∩ V )→ ϕα(Mα ∩ V )

es un difeomorfismo, entonces (V, ψ) ∈ {(Mα, ϕα)}α∈A.
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Figura 1.1: Cambio de coordenadas en una variedad diferenciable.

Dada una variedad diferenciable M y un punto x ∈ M , podemos construir el
espacio tangente a M en x. Éste es un espacio vectorial y lo denotaremos como TxM
(ver Capítulo 3 de [Lee12]).

Un concepto importante es el de subvariedad; a continuación presentamos su de-
finición.

Definición 1.9 (Subvariedad). Sea N una variedad diferenciable. Un subconjunto
M ⊂ N es una subvariedad de dimensión n si para todo punto a ∈ M , existe una
vecindad U de a en N y un difeomorfismo ψ : U ⊂ N → V ⊂ Rn+k tal que

ψ(U ∩M) = Rn ∩ V ,

donde Rn esta visto como el subespacio

{(x1, . . . , xn+k) ∈ Rn+k | xn+1 = · · · = xn+k = 0}

de Rn+k.

1.2.1. Transversalidad

Un concepto clave en la Topología Diferencial es el de transversalidad. Intuitiva-
mente, si pensamos en dos rectas en el plano cuya intersección es no vacía, entonces
se intersecan en otro subespacio afín. Más aún, si las rectas son distintas, entonces
su intersección es sólo un punto. De forma similar, si pensamos en dos planos en
el espacio que se intersequen, entonces su intersección es una línea recta (que es un
subespacio afín) o son el mismo plano (ver Figura 1.2). Cuando hablamos de sub-
variedades, su intersección no necesariamente es una subvariedad; sin embargo, si se
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Figura 1.2: Idea intuitiva de la transversalidad

intersecan transversalmente, entonces su intersección sí es una subvariedad y pode-
mos decir exactamente cuál es su codimensión. Para leer más sobre esto se puede
consultar el excelente libro [GP74].

Definición 1.10. Sean M una n−variedad, Z y N subvariedades de M . Decimos
que Z y N son transversales, abreviado N t Z, si para cualquier x ∈ N ∩ Z se
cumple que:

TxN + TxZ = TxM.

Definición 1.11. Sean M una m−variedad, N una n−variedad, Z ⊂ N una sub-
variedad y f : M → N una función. Decimos que f es transversal a Z, abreviado
f t Z, si se cumple que para todo x ∈ f−1(Z):

Im(dfx) + Tf(x)Z = Tf(x)N.

Notemos que la Definición 1.11 implica la Definición 1.10 tomando la función
inclusión ι : N ↪−→ M . En este sentido, podemos pensar a la Definición 1.11 como
una generalización de la Definición 1.10. Tenemos los siguientes dos teoremas que son
fundamentales para nuestro trabajo (ver Teoremas 6.30 y 6.36 de [Lee12]):

Teorema 1.12. Supongamos que N y M son variedades diferenciables y S ⊂ M es
una subvariedad de M .

(a) Si f : N → M es una función suave transversal a S, entonces f−1(S) es una
subvariedad de N tal que codim(S) = codim(f−1(S)).

(b) Si S ′ ⊂ M es una subvariedad de M que interseca a S transversalmente, en-
tonces S ∩ S ′ es una subvariedad y se cumple que :

codim(S ∩ S ′) = codim(S) + codim(S ′).

Teorema 1.13. Supongamos que M y N son variedades diferenciables y X ⊂ M es
una subvariedad. Toda función suave f : N →M es homotópica a una función suave
g : N →M transversal a X.
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1.2.2. Fibrados vectoriales

Los fibrados y fibrados vectoriales juegan un papel muy importante en el estudio
de la Geometría Diferencial. En esta subsección presentamos sus definiciones para,
a partir de ellas, poder hablar de vecindades normales y enunciar el Teorema de la
Vecindad Tubular que será de suma importancia en el resto del trabajo. Para leer
más sobre fibrados se puede consultar el libro [Lee09].

Definición 1.14 (Fibrado). Sean F , M , E variedades diferenciables y π : E → M
una función suave. La cuádrupla (E, π,M, F ) se llama fibrado si, para cada punto
p ∈ M , existen un abierto U ⊂ M tal que p ∈ U y un difeomorfismo φ : π−1(U) →
U × F tal que el siguiente diagrama conmuta:

π−1(U) U × F

U

π

φ

pr1

A la variedad E se le llama el espacio total, π es la proyección del fibrado, M
es el espacio base y F es la fibra. Para cada p ∈M , el conjunto Ep := π−1[{p}] se
le llama fibra sobre p.

Ejemplo 1. Si M y F son variedades diferenciables, entonces (M ×F, pr1,M, F ) es
el fibrado trivial.

Es importante recalcar que si (E, π,M, F ) es un fibrado, entonces π es una sub-
mersión y para cada p ∈M se tiene que Ep es difeomorfo a F .

Definición 1.15. Dado un fibrado (E, π,M, F ), una sección es una función σ :
M → E tal que π ◦ σ = idM . Una sección local sobre un abierto U ⊂ M es una
función σ : U → E tal que π ◦ σ = idU .

Las funciones φ : π−1(U)→ U × F que aparecen en la Definición 1.14 se conocen
como trivializaciones locales. Una pareja (U, φ), donde φ es una trivialización local,
se conoce como carta del fibrado. Una familia {(Uα, φα)}α∈A de cartas de fibrado
tal que

⋃
α∈A Uα = M se le conoce como atlas de fibrado.

Definición 1.16 (Fibrado Vectorial). Sea V un espacio vectorial sobre R. Un fibrado
vectorial con fibra V es un fibrado (E, π,M, V ) tal que:

Para cada x ∈ M el conjunto Ex tiene la estructura de espacio vectorial sobre
R y es isomorfo como espacio vectorial a V .

Cada p ∈ M está en el dominio de alguna carta de fibrado (U, φ) tal que para
cada x ∈ U la función Φ |Ex : Ex → V es un isomorfismo de espacios vectoriales,
donde φ = (π,Φ).
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1.2.3. Vecindades tubulares

El objetivo de esta subsección es enunciar uno de los teoremas más importantes
de Geometría Diferencial y que será de suma importancia en este trabajo: el Teorema
de la Vecindad Tubular. Iniciamos con la definición del espacio normal. Para más
detalles, se puede consultar [Hir76] o [Sil08].

Sea M una n−variedad y X una subvariedad de M de dimensión k < n. Tenemos
la función inclusión:

ι : X ↪−→M.

Para cada x ∈ X, el espacio tangente a X en x se puede ver como un subespacio
lineal del espacio tangente a M en x mediante la inclusión lineal

dιx : TxX ↪−→ Ti(x)M.

El espacio cociente NxX := TxM/TxX es un espacio vectorial de dimensión n− k al
que se le llama espacio normal a X en x. El fibrado normal de X es:

NX := {(x, v) : x ∈ X , v ∈ NxX}.

La cuádrupla (NX, pr1, X,Rn−k) tiene la estructura de un fibrado vectorial (ver De-
finición 1.16). Definimos la sección cero como la sección

i0 : X ↪−→ NX

dada por i0(x) 7→ (x, 0). Esta encaja a X en NX como una subvariedad cerrada.

Definición 1.17. Una vecindad U0 de i0(X) es convexa, si la intersección U0∩NxX
es convexa para cada x ∈ X.

Teorema 1.18 (Teorema de la Vecindad Tubular). Si M es una n−variedad y X
una subvariedad de dimensión k < n de M , entonces existe una vecindad convexa U0

de i0(X) en NX, una vecindad U de X en M y un difeomorfismo ϕ : U0 → U tal que
el siguiente diagrama conmuta:

U0 ⊂ NX U ⊂M

X

ϕ

i0

ι

Definición 1.19. Sea M una 3−variedad y E una 2−esfera en M . Esto es, j : S2 ↪→
M es un encaje y j(S2) = E. Si M \E es disconexa, entonces decimos que E separa
a M ; de lo contrario, diremos que E no separa a M .

Observación 1.20. SiM es una 3−variedad conexa, entonces por la Observación 1.7
se tiene que M es conexa por trayectorias. Esto implica que E es una 2−esfera que
no separa a M si y sólo si existe una curva simple cerrada γ : [0, 1] → M tal que
γ ([0, 1]) interseca a E transversalmente en un solo punto (ver Lema 3.4 de [Lac]).
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Figura 1.3: Suma conexa de dos toros.

1.3. Suma conexa

Dado un subconjunto A de un espacio topológico X, denotaremos el interior de A
como Å.

Definición 1.21 (Suma conexa). Sean M1, M2 dos n−variedades diferenciables co-
nexas. Escogemos dos encajes de la bola unitaria de dimensión n:

i1 : Bn → int(M1) , i2 : Bn → int(M2)

tales que i1 preserve la orientación e i2 invierta la orientación. Sea además α : (0, 1)→
(0, 1) un difeomorfismo que invierta la orientación. Definimos αn : B̊n\{0} → B̊n\{0}
como:

αn(v) = α(‖v‖)
(

v

‖v‖

)
y luego la suma conexa de M1 con M2 como

M1#M2(i1, i2, α) := (M1 \ i1[{0}]) ∪g (M2 \ i2[{0}]),

donde g = i2 ◦ αn ◦ i−1
1 : i1(B̊n \ {0})→ i2(B̊n \ {0}) (ver Figura 1.3).

En general, no especificaremos cuáles son los encajes i1 e i2 ni el difeomorfismo
α. Esto está justificado por el siguiente teorema (ver Teorema 1.1, Capítulo 6 de
[Kos92]):

Teorema 1.22. Si M1 y M2 son n−variedades diferenciables (n > 1) conexas y
orientadas, entonces M1#M2 es una variedad diferenciable conexa y orientada. Más
aún, esta operación no depende (salvo difeomorfismo) de la elección del difeomorfismo
α o los encajes i1 e i2.
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Esta definición de la suma conexa es la que se presenta en [Kos92]. Debemos
hacer notar que la definición original se debe a Milnor en [Joh63]. Si se comparan, se
notará que la diferencia primordial está en que Kosinski construyeM1#M2 utilizando
la función g = i2 ◦ αn ◦ i−1

1 que sirve para cualquier difeomorfismo α, mientras que
Milnor utiliza la función g = i2◦h◦ i−1

1 donde h(u) = (1−‖u‖)u. Este cambio no hace
diferencia en el espacio final M1#M2. Además, es de importancia notar que tanto h
como αn revierten la orientación y por ende g preserva la orientación, lo cual hace
que M1#M2 sea orientable.

Durante el siguiente capítulo se utilizará con frecuencia que la suma conexa es una
operación conmutativa, asociativa y con neutro. Esto queda plenamente justificado
por el siguiente teorema (ver Capítulo 6, Teorema 2.2 de [Kos92]):

Teorema 1.23. SiM es el conjunto de todas las n−variedades conexas, orientadas
y cerradas, entonces (M,#) es un monoide conmutativo. Esto es:

Para cualesquiera M1,M2 ∈M se tiene que M1#M2 = M2#M1.

Para cualesquiera M1,M2,M3 ∈M se tiene que

(M1#M2)#M3 = M1#(M2#M3).

Para cualquier M ∈M se tiene que M#Sn = Sn#M = M .

1.4. Triangulaciones

Definición 1.24 (Puntos afínmente independientes). Sean v0, ..., vk ∈ Rn. Decimos
que estos puntos son afinmente independientes si:

{v1 − v0, ..., vk − v0} ⊂ Rn

es un conjunto linealmente independiente.

De esta definición es inmediato que n + 1 es la cantidad máxima de puntos afin-
mente independientes que puede existir en Rn.

Definición 1.25 (Simplejos). Un simplejo σ es la envolvente convexa de un sub-
conjunto finito de puntos afinmente independientes A ⊂ Rn. Los elementos de A los
llamamos vértices de σ. La dimensión de σ es dimσ := |A| − 1.

Notemos que si tenemos un simplejo σ generado por A = {v0, ..., vk}, entonces
podemos expresar a σ como

σ =

{
k∑
i=0

tivi |
k∑
i=0

ti = 1 ∧ ∀i ∈ {0, ..., k}(ti ∈ [0, 1])

}
. (1.1)

Así, cada punto x ∈ σ se puede ver como x =
∑k

i=0 tivi. A los números ti los
llamamos coordenadas baricéntricas.

Además, dado B ⊂ A, al simplejo τ generado por B se le llama una cara de σ y
lo denotamos como τ < σ.
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Definición 1.26 (Baricentro). Sea σ un simplejo generado por A = {v0, ..., vk}.
Definimos el baricentro de σ como

Bar(σ) =
k∑
i=0

1

k + 1
vi . (1.2)

Definición 1.27 (Complejo simplicial). Un conjunto K de simplejos en Rn es un
complejo simplicial si cumple:

si σ ∈ K y τ < σ, entonces τ ∈ K;

si σ, τ ∈ K, entonces σ ∩ τ < σ y σ ∩ τ < τ , y

K es localmente finito; esto es, dado un x ∈ σ ∈ K existe una vecindad U de x
tal que solo hay un número finito de elementos τ ∈ K que intersecan a U .

La unión de todos los elementos de K es la realización geométrica de K; también
se le suele llamar poliedro y se denota:

|K| :=
⋃

K.

Definición 1.28 (Subcomplejo y p-esqueleto). Sea K un complejo simplicial. De-
cimos que L ⊂ K es un subcomplejo simplicial de K si L por sí mismo es un
complejo simplicial.

Un ejemplo importante de subcomplejo simplicial es el p-esqueleto, que se denota
por Kp, y está definido como:

Kp := {σ ∈ K | dimσ ≤ p} .

Definición 1.29 (Triangulación). Dado un espacio topológico X, una triangulación
de X es una pareja (K, f), donde K es un complejo simplicial y f : |K| → X es un
homeomorfismo.

Ejemplo 2. Consideremos el toro T2. Una triangulación de éste se puede observar en
la Figura 1.4a. Nótese que, en esta figura, se pide que los lados paralelos del cuadrado
se identifiquen. Esto es, esta triangulación se puede pensar como un espacio cociente
de [0, 1]2. Para que ésta triangulación sea una verdadera triangulación, dada nuestra
definición, en realidad se debe ver como en la Figura 1.4b. Es fácil ver que ésta si
es una triangulación de T2: se tiene un complejo simplicial de R3 cuya realización
geométrica es homeomorfa a T2.

Finalmente, cabe mencionar que en este trabajo estaremos trabajando en la cate-
goría de variedades diferenciables. Sin embargo, un teorema de Whitehead nos asegura
que toda variedad diferenciable admite una triangulación (ver Teorema 7 de [Whi40]).
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(a) Espacio cociente de R2.
(b) Triangulación como subespacio de R3.

Figura 1.4: Triangulación del Toro T2.



2 Descomposición prima de 3-variedades

En este capítulo se probará la existencia y unicidad de la descomposición en fac-
tores primos de 3−variedades cerradas, conexas y orientadas. Seguiremos el artículo
de J. Milnor [Mil62], en el cual se demuestra la unicidad de la descomposición en
factores primos de las 3-variedades cerradas, conexas y orientadas. Sin embargo,
a diferencia de Milnor, utilizaremos la estructura diferencial de las variedades en lugar
de su estructura lineal a trozos. Esto es en parte siguiendo el tratamiento que se da
del tema en [Hat]. Antes de probar la unicidad de la descomposición debemos probar
la existencia de ésta. La existencia de la descomposición se debe a H. Kneser [Kne29].
En esta tesis probaremos la existencia de la descomposición siguiendo los pasos des-
critos por Milnor en [Mil62]. Su prueba se basa en que la conjectura de Poincaré es
cierta, lo cual se debe al trabajo de Perelman, ver por ejemplo [MT07].

2.1. Existencia de la descomposición prima

Durante esta primera sección daremos por sentado que el lector está familiarizado
con el producto libre de grupos. Para una introducción a ellos, se puede consultar el
capítulo 11 de [Rot95] o el capítulo 14 de [Cas03].

Fijaremos un poco de notación sobre grupos. Sea G un grupo y A ⊆ G un sub-
conjunto de G. Al subgrupo normal generado por A lo denotaremos como NA. Recor-
demos ahora el Teorema de Seifert-van Kampen (ver Teorema XIV.3.21 de [Cas03]):

Teorema 2.1 (Seifert-van Kampen). Sea X un espacio topológico. Supongamos que
X = X1 ∪X2 con X1, X2 abiertos. Si X1, X2 y X1 ∩X2 son no vacíos y conexos por
trayectorias, entonces

π1(X, x0) ∼= π1(X1, x0) ? π1(X2, x0)/N{i1?(α)i2?(α)−1|α∈π1(X1∩X2,x0)}

para x0 ∈ X1 ∩ X2, donde N{i1?(α)i2?(α)−1|α∈π1(X1∩X2,x0)} es el subgrupo normal de
π1(X1, x0) ? π1(X2, x0) generado por {i1?(α)i2?(α)−1|α ∈ π1(X1 ∩X2, x0)} e i1, i2 son
las inclusiones

i1 : X1 ∩X2 → X1 , i2 : X1 ∩X2 → X2

que inducen homomorfismos de grupos

i1? : π1(X1 ∩X2, x0)→ π1(X1, x0) , i2? : π1(X1 ∩X2, x0)→ π1(X2, x0)

13
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Una aplicación directa de este teorema prueba el siguiente corolario (ver Corolario
XIV.3.22 de [Cas03]):

Corolario 2.2. Sea X un espacio topológico. Supongamos que X = X1 ∪ X2 con
X1, X2 abiertos. Si X1, X2 y X1 ∩ X2 son no vacíos, conexos por trayectorias, y
además tanto X2 como X1∩X2 son simplemente conexos, entonces el homomorfismo
de grupos

j1? : π1(X1, x0)→ π1(X, x0)

inducido por la inclusión
j1 : X1 → X

es un isomorfismo de grupos.

Recordemos que si X es un espacio topológico conexo por trayectorias y x, y ∈ X,
entonces

π1(X, x) ∼= π1(X, y)

(ver Teorema 7.13 de [Lee11]). Por ende, si M es una variedad topológica conexa,
entonces por la Observación 1.7 sabemos que M es conexa por trayectorias y, por lo
tanto, su grupo fundamental no depende del punto base (salvo isomorfismo).

Lema 2.3. Sean M una n-variedad conexa sin frontera con n > 3, p ∈ M y M∗ =
M \ {p}. Se tiene que π1(M) ∼= π1(M∗).

Demostración. Dado queM es una n−variedad y p ∈M , existe una carta ϕ : U → V ,
donde U ⊂M y V ⊂ Rn son abiertos en sus respectivos espacios y p ∈ U . Supongamos
sin pérdida de generalidad que ϕ(p) = 0 ∈ V y sea ε > 0 tal que Bε(0) ⊂ V . Definimos
los siguientes dos conjuntos:

M1 = M \ {p},

M2 = ϕ−1(Bε(0)).

Notamos que M1 ∩M2 = ϕ−1(Bε(0)) \ {p}. Es claro que M = M1 ∪M2; M1,M2 son
abiertos enM ;M1,M2,M1∩M2 son no vacíos, conexos por trayectorias. AdemásM2

es simplemente conexo, pues ϕ es un homeomorfismo y Bε(0) es simplemente conexo.
TambiénM1∩M2 = ϕ−1(Bε(0))\{p} es simplemente conexo, pues n > 3. Se cumplen
las condiciones del Corolario 2.2 y por lo tanto para cada x0 ∈ M1 = M \ {p} = M∗

se tiene que
π1(M∗, x0) ∼= π1(M,x0).

Finalmente, por lo observado en los párrafos anteriores al lema, podemos omitir el
punto base y simplemente escribir:

π1(M∗) ∼= π1(M).

Este lema nos permite probar que el grupo fundamental de la suma conexa es
isomorfo al producto libre de los grupos fundamentales de las variedades a sumar.
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Teorema 2.4. Sean M y N variedades conexas sin frontera con n > 3. Para la suma
conexa se tiene que

π1(M#N) ∼= π1(M) ? π1(N).

Demostración. Denotaremos por 1 al grupo que sólo tiene un elemento, el neutro.
Sean i1 : Bn → M , i2 : Bn → N los dos encajes de la bola unitaria n dimensional tal
que

M#N = (M \ i1[{0}]) ∪g (N \ i2[{0}]).

Definimos los siguientes conjuntos:

U1 := M \ i1[{0}].

V1 := N \ i2[{0}].

U2 := i1(B̊n).

V2 := i2(B̊n).

Finalmente, sean W1 la imagen de U1 en M#N y W2 la imagen de V1 en M#N . Es
claro que U1, U2, V1, V2 son conjuntos abiertos en sus respectivas variedades. Más aún

M = U1 ∪ U2 , N = V1 ∪ V2 (2.1)

y M#N = U1 ∪g V1 por definición.
Tenemos también que

i1(B̊n)\i1(0) = U1∩U2 = U2\i1[{0}] ≈ W1∩W2 ≈ V2\i2[{0}] = V1∩V2 = i2(B̊n)\i2(0),

donde ≈ significa que los espacios son homeomorfos. Ésto nos dice que

π1(U1 ∩ U2) ∼= π1(V1 ∩ V2) ∼= π1(W1 ∩W2) ∼= 1, (2.2)

pues i1(B̊n) \ i1(0) e i2(B̊n) \ i2(0) son simplemente conexos al ser n > 3.
Ahora bien, como n > 3 y M , N son variedades conexas sin frontera, tenemos por

el Lema 2.3 que
π1(U1) ∼= π1(M) , π1(V1) ∼= π1(N) (2.3)

Por otro lado, como ya teníamos que U1 y V1 son abiertos , entonces W1 y W2 son
abiertos en M#N tales que

M#N = W1 ∪W2

y además W1, W2 y W1 ∩W2 son no vacíos y conexos por trayectorias. Entonces, por
el Teorema 2.1, tenemos que

π1(M#N, x0) ∼= π1(W1, x0) ? π1(W2, x0)/N{j1?(α)j2?(α)−1|α∈π1(W1∩W2,x0)}.

Sin embargo, por (2.2) tenemos que

π1(M#N, x0) ∼= π1(W1, x0) ? π1(W2, x0)
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para x0 en W1 ∩W2. Como se observó más arriba, en una variedad el grupo funda-
mental no depende del punto base. Por lo tanto,

π1(M#N) ∼= π1(W1) ? π1(W2).

Para finalizar, sabemos que W1 ≈ U1 y que W2 ≈ V1. Por ende, usando (2.3, obtene-
mos

π1(W1) ∼= π1(M) , π1(W2) ∼= π1(N).

Por lo tanto, conluimos que

π1(M#N) = π1(M) ? π1(N).

Por el resto de este capítulo se asumirá que toda 3-variedad es cerrada, conexa
y orientada.

Para hablar de descomposición prima de 3-variedades, hay que introducir algunos
conceptos, como el de variedad prima e isomorfismo de 3-variedades.

Definición 2.5 (Isomorfismo). SeanM1,M2 dos 3-variedades. Diremos queM1 yM2

son isomorfas, denotado como M1 'M2, si existe un difeomorfismo que preserve la
orientación.

Dado que S3 sirve como elemento neutro para la suma conexa, diremos que S3 es
una 3-variedad trivial y a cualquier otra 3-variedad M que no sea isomorfa a S3 la
llamaremos no trivial.

Definición 2.6 (Variedad Prima). Una 3-variedad P no trivial es prima si no existe
una descomposición P 'M1#M2 tal que M1 y M2 sean 3-variedades no triviales.

Precisamos de un último teorema antes de presentar la existencia de la descom-
posición. Éste se conoce como Teorema de Grushko-Neumann (ver Capítulo 10 de
[Kur56]):

Teorema 2.7 (Teorema de Grushko-Neumann). Si G es un producto libre de grupos,
entonces el número mínimo de generadores de G es igual a la suma del mínimo
número de generadores para cada factor. Es decir, si ρ(G) es el número mínimo de
generadores de G y además G = A1 ? · · · ? Ak, entonces

ρ(G) = ρ(A1) + · · ·+ ρ(Ak).

La versión presentada aquí es en realidad una consecuencia directa del Teorema
de Grushko que se prueba en [Kur56].

Con estas herramientas que hemos preparado podemos ahora probar que toda
3−variedad tiene una descomposición en factores primos con respecto a la suma co-
nexa.
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Teorema 2.8 (Existencia de la Descomposición Prima). Sea M una 3−variedad.
Entonces, existen k ∈ N y 3-variedades P1, ..., Pk primas tales que

M ' P1# · · ·#Pk.

Demostración. SiM es prima, ya acabamos. Supongamos queM no es una 3-variedad
prima. Entonces M se puede expresar como M ' M1#M2, donde M1 y M2 son no
triviales. Si ambas son primas ya acabamos. De lo contrario, nuevamente podemos
expresar a M1 o M2 como suma conexa de variedades no triviales. Podemos seguir
de esta forma descomponiendo hasta que todas las variedades sean primas. Para ver
que en efecto este proceso termina notemos que, por los Teoremas 2.7 y 2.4,

ρ(π1(M1#M2)) = ρ(π1(M1)) + ρ(π1(M2)).

Por ende, si M 'M1# · · ·#Mk con k > ρ(π1(M)), entonces para algún i ∈ {1, ..., k}
se debe tener que ρ(π1(Mi)) = 0. Por lo tanto π1(Mi) = 1. Luego, por la conjetura de
Poincaré, Mi ' S3. Por lo tanto este proceso de descomponer cada variedad no prima
en suma conexa de variedades no triviales termina en un número finito de pasos. Por
ende M tiene una descomposición en 3-variedades primas.

2.2. Unicidad de la descomposición prima

Definición 2.9 (Variedades Equivalentes). Sean M y N dos 3-variedades posible-
mente con fronter. Decimos que M y N son equivalentes si una puede ser obtenida
a partir de la otra al realizar una cantidad finita de las siguientes dos operaciones:

Quitar el interior de una 3-bola encajada.

Si tiene frontera homeomorfa a S2, le pegamos una 3-bola identificando sus
fronteras.

El siguiente teorema es de suma importancia pues nos ayudará a, más adelante
(ver Lemas 2.15 y 2.14), asegurar que la 3-esfera es una variedad prima, que es lo
mínimo que necesitamos para hablar de descomposición prima con la suma conexa.

Teorema 2.10 (Teorema de Alexander–Schönflies). Toda 2-esfera en R3 acota una
3-bola.

La prueba de este teorema ocupa variedades diferenciables y funciones de Morse.
Se puede encontrar en [Sch14]. La versión de Alexander utiliza topología PL y su
prueba se puede encontrar en [Ale24b]. Cabe recalcar que en la prueba de [Sch14] los
encajes deben ser suaves para que el teorema se cumpla; ésta es una de las razones
por la cual trabajamos en la categoría de variedades diferenciables y siempre pedimos
que las 2-esferas en una 3-variedad estén suavemente encajadas. El mismo Alexander
encontró un contraejemplo para cuando el encaje es simplemente topológico; se le
conoce como la «Esfera Cornuda de Alexander» (ver [Ale24a]).

Ahora, veremos nuestro primer ejemplo de una variedad prima que no es trivial.
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Lema 2.11. La variedad S1 × S2 es prima.

Demostración. Sea S ⊂ S1×S2 una 2-esfera que separe. Entonces, S1×S2\S consiste
de dos 3-variedades compactas V y W , cada una con frontera una 2-esfera. Ahora
bien, recordemos que

Z ∼= π1(S1 × S2) ∼= π1(V ) ∗ π1(W ),

donde el primer isomorfismo se da pues π1(S1 × S2) ∼= π1(S1)× π1(S2) ∼= π1(S1) ∼= Z
(ver Teorema XIV.1.18 de [Cas03]) y el último isomorfismo es una aplicación del Teo-
rema 2.1. Esto implica que alguna de las 3-variedades V o W debe ser simplemente
conexa. Supongamos sin pérdida de generalidad que V es simplemente conexa. Sabe-
mos que la cubierta universal de S1×S2 es R3 \{0}. Tenemos así la función cubriente
p : R3 \ {0} → S1 × S2 y, como V es simplemente conexa, entonces su preimagen
Ṽ = p−1(V ) es difeomorfa a V . La frontera de V es homeomorfa a una 2-esfera, por
lo tanto ∂Ṽ es una 2-esfera en R3. Así, ∂Ṽ acota una 3-bola en R3 por el Teorema 2.10
y, como además ∂Ṽ acota a Ṽ , entonces concluimos que Ṽ es una 3-bola. Por ende,
V también es una 3-bola. Esto prueba que toda 2-esfera en S1 × S2 acota una 3-bola
y por lo tanto es prima.

Definición 2.12 (Variedad Irreducible). Sea M una 3-variedad. Decimos que M es
irreducible si toda 2-esfera en M acota a una 3-bola.

Lema 2.13. Sea M una 3-variedad. Supongamos que M contiene una 2-esfera E que
no separa. Entonces, M puede ser vista como M ' M1#(S1 × S2). En particular, si
M es prima, entonces M ' S1 × S2.

Demostración. Dado que E no separa a M , entonces por la Observación 1.20 existe
una curva simple cerrada γ : [0, 1]→M que interseca transversalmente a E en un solo
punto. Consideremos L := γ([0, 1]) y sea N una vecindad tubular de L∪E. Tenemos
que ∂N = S2#S2 = S2. Sea Ñ la variedad obtenida al encapuchar N con una 3-bola.
Luego Ñ tiene la estructura de un fibrado de S2 sobre L. Como M es orientable, este
fibrado debe ser trivial. Por lo tanto, Ñ = S1 × S2. Cortando a lo largo de ∂N se
obtiene la descomposición deseada.

La Definición 2.12 resultará de extrema importancia en la prueba de la unicidad
pues el siguiente lema asegura que casi todas las variedades primas son irreducibles.

Lema 2.14. A excepción de variedades isomorfas a S1×S2, una 3-variedad es prima
si y sólo si es irreducible.

Demostración. ⇐) Supongamos primero que M no es prima. Entonces existe una
descomposición M 'M1#M2 con M1 y M2 no triviales. Tenemos que

M1#M2 = (M1 \ i1[{0}]) ∪g (M2 \ i2[{0}]).

Consideremos E ′ := i1(∂B3) = i1(S2) y E su imagen en la unión disjunta. Notemos
que, según la Definición 1.21, E no sufre cambios a la hora del pegado. Además, es
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fácil ver que E es una 2-esfera que separa a M en dos componentes conexas M ′
1, M ′

2

con frontera homeomorfa a S2 que son equivalentes a M1 y a M2, respectivamente.
Ahora bien, E sólo acota dos conjuntos,M ′

1 yM ′
2. Claramente E no puede acotar una

3-bola, pues al pegar dos 3-bolas por su frontera obtenemos una variedad isomorfa a
S3 y M1, M2 son no triviales. Por lo tanto, M no es irreducible.
⇒) Supongamos ahora que M es una variedad prima que no es irreducible. Que-

remos ver que M es isomorfa a S1 × S2. Dado que M no es irreducible, existe una
2-esfera E en M tal que M no acota una 3-bola. Tenemos dos casos:

1) Supongamos que E separa a M en dos componentes conexas M1 y M2. Como
E no acota a una 3-bola, tenemos que M1 y M2 son no triviales. Además, es
fácil ver que M 'M1#M2, lo cual contradice el hecho de que M es prima. Por
lo tanto E no puede separar a M .

2) Supongamos ahora que E no separa a M . Luego, por el Lema 2.13, se tiene que
M ' S1 × S2.

Concluimos que si M es prima y no es irreducible, entonces M ' S1 × S2, justo
como se quería probar.

El siguiente es nuestro primer ejemplo de una variedad irreducible.

Lema 2.15. La variedad S3 es irreducible.

Demostración. Recordemos que S3 = R3 ∪ {∞} es la compactación con un punto
de R3. Sea S una 2-esfera en S3. Luego, podemos suponer, después de aplicar una
pequeña isotopía, que S∩{∞} = ∅. Por lo tanto, S ⊂ R3 ⊂ S3 y, por el Teorema 2.10,
tenemos que S acota una 3-bola y se concluye que S3 es irreducible.

El siguiente lema es importante, pues como consecuencia directa tiene la unicidad
de la descomposición.

Lema 2.16. Sea M una 3-variedad tal que M ' M1#M2 y, al mismo tiempo,
M ' P1# · · ·#Pk, donde cada Pi es una 3-variedad prima. Luego, los Pi pueden
ser renumerados de tal forma que

M1 ' P1# · · ·#Pr y M2 ' Pr+1# · · ·#Pk.

Demostración. Al igual que en la prueba del Lema 2.14 consideremos T la 2-esfera
que separa a M en las variedades M ′

1 y M ′
2 equivalentes a M1 y M2, respectivamente.

Dado que la suma conexa es asociativa y conmutativa por el Teorema 1.23, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que las primeras s variedades son irreducibles y
las siguientes k − s son isomorfas a S1 × S2 con s ∈ {0, ..., k}. Tenemos así dos casos:

1) s > 0: Consideremos un conjunto {Σ1, ...,Σk−1} de 2-esferas enM disjuntas dos
a dos que cumplan las siguientes dos condiciones:

a) Las intersecciones T ∩ Σi consisten de curvas simples disjuntas.
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b) Si cortamos M a lo largo de todas las Σi obtenemos una variedad con
frontera que tiene s componentes conexas B1, ..., Bs que son equivalentes
a P1, ..., Ps, respectivamente.

Lo primero que hay que ver es que un conjunto de 2-esferas que cumplen estas
condiciones existe. Podemos pensar a M como la variedad M ′ = P1# · · ·#Ps
a la cual se le agregan k − s asas. Sean Σ1, ...,Σs−1 las 2-esferas que separan a
los sumandos de M ′ y Σs, ...,Σk−1 2-esferas que corten a las k − s asas. Dado
que Σs, ...,Σk−1 no separan a M , es claro que al cortar M bajo el conjunto
{Σ1, ...,Σk−1} obtenemos s componentes conexas B1, ..., Bs cada una de ellas
equivalente a P1, ..., Ps. Más aún, ocupando que las 2-esferas son subvariedades
de M y transversalidad, es posible suponer que se cumple la condicion a). Por
ende {Σ1, ...,Σk−1} cumple ambas condiciones.

Queremos obtener un conjunto de 2-esferas que no intersequen a T . Para ello
veamos que siempre que Σh ∩ T 6= ∅ podemos encontrar una 2-esfera Σ′h cuya
intersección con T tenga una curva menos. Para ello supongamos que Σh∩T 6= ∅.
Luego, consideremos una curva C ⊂ T ∩Σh tal que C acote a una 2-bola E ⊂ T
y que no contenga en su interior ninguna otra curva de la intersección. Ahora
bien, se tiene que E ⊂ Bi para algún i. Sea Bj la variedad del otro lado de Σh.

Notemos que, como Bi es equivalente a Pi, que es irreducible, entonces Bi es
equivalente a una variedad irreducible. Por ende, E corta a Bi en dos variedades
B′i y B′′i , de las cuales una debe ser equivalente a S3. Sean E ′ y E ′′ las 2-bolas
de Σh que acota C, respectivamente. Notemos que i = j o i 6= j. Por lo tanto
tenemos, nuevamente, dos casos:

i) i 6= j: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que B′′i es la variedad equi-
valente a S3. Consideremos Σ′h la 2-esfera formada a partir de E ∪E ′ des-
pués de deformarla ligeramente hacia B′i. Luego, Σ′h ∩ T tiene una curva
menos que Σh∩T . Más aún, al cortarM a lo largo de {Σ1, ...,Σ

′
h, ...,Σk−1}

obtenemos variedades B1, ..., Ri, ..., Rj, ..., Bs donde las Bl son equivalente
a Pl; Ri es equivalente a Bi \ B′′i y, como ésta última es equivalente a S3,
Ri es equivalente a Bi; Rj es equivalente a Bj ∪B′′i y, como esta última es
equivalente a S3, Rj es equivalente a Pj. Por lo tanto, seguimos teniendo
s variedades que son equivalentes a P1, ..., Ps (ver Figura 2.1).

ii) i = j: Luego, una de las dos partes de Bi, digamos B′i, debe contener el
«otro lado» de Σh. Nuevamente sea Σ′h la 2-esfera que se obtiene de E∪E ′ al
deformarla hacia B′i. Si remplazamos Σh con Σ′h entonces el efecto a la hora
de cortar M a lo largo de Σ1, ...,Σ

′
h, ...,Σk−1 es de quitarle B′′i a Bi y luego

agregárselo por otra componente de frontera. Esto, claramente, no altera
las equivalencias de B1, ..., Bs. Por ende {Σ1, ...,Σ

′
h, ...,Σk−1} aún cumple

las condiciones a), b) pero teniendo una curva menos en la intersección
(ver Figura 2.2).

De este modo, podemos eliminar una a una todas las curvas que se encuentren
en la intersección (

⋃k−1
i=1 Σi)∩T hasta que ésta sea vacía (para esto es importante
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la condición a) de que las intersecciones deben ser curvas simples cerradas).

Supongamos pues que (
k−1⋃
i=1

Σi

)
∩ T = ∅.

Entonces, T se encuentra dentro de alguna variedad Bi y la separa en B′i y B′′i .
Nuevamente alguna de ellas debe ser equivalente a S3. Supongase que ésta es
B′′i . Más aún, supongamos que B1, ..., B

′
i están del lado de M1 con respecto a T

y que B′′i , ..., Bs están del lado de M2 con respecto a T . Entonces, claramente
tenemos que

M1 ' P1# · · ·#Pi#(S1 × S2)# · · ·#(S1 × S2)

y
M2 ' Pi+1# · · ·Ps#(S1 × S2)# · · ·#(S1 × S2).

Después de renumerar obtenemos el resultado deseado para el caso 1.

2) s = 0: Se sigue de un argumento completamente similar pero ocupando k 2−
esferas Σ1, ...,Σk que cortan a las k asas y modificando la condición b) a «Si
cortamos M a lo largo de todas las Σi obtenemos una variedad con frontera que
es equivalente a S3». Luego se quitan una por una las intersecciones de estas
esferas con T , la esfera que separa a M ′

1 de M ′
2. Así si del lado de M ′

1 hay r Σi

y del lado de M ′
2 hay k − r Σi, y se tiene que

M1 ' (S1 × S2)# · · ·#(S1 × S2)︸ ︷︷ ︸
r

, M2 ' (S1 × S2)# · · ·#(S1 × S2)︸ ︷︷ ︸
k−r

.

Esto completa la prueba del lema.

Este lema nos permite demostrar por inducción la unicidad de la descomposición
prima.

Teorema 2.17 (Unicidad). Toda 3-variedad no trivial y compacta M es isomorfa a
una suma conexa P1# · · ·#Pk de variedades primas. Los sumandos Pi están deter-
minados únicamente salvo orden e isomorfismo.

Demostración. Considérese una 3-variedad no trivial y compacta. Por el Teorema 2.8
sabemos que M ' P1# · · ·#Pk para variedades primas Pi. Supongamos que además
M ' P ′1# · · ·#P ′l . Veamos que entonces k = l y que además existe un reordenamiento
Pj1 , ..., Pjk de las variedades primas tal que P ′i ' Pji . Probaremos esta afirmación por
inducción sobre el número de variedades primas k.

Base de inducción: k = 2.
Supongamos que M ' P1#P2 y que M ' P ′1# · · ·#P ′l . Luego, por el Lema 2.16,

podemos reordenar las variedades P ′i de forma que

P1 ' P ′j1# · · ·#P
′
jr , P2 ' P ′jr+1

# · · ·#P ′jl .
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Figura 2.1

Figura 2.2
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Sin embargo, como tanto Pi como P ′i son primas, se tiene enseguida que r = 1 y l = 2.
Esto prueba el resultado para k = 2.

Hipótesis de inducción: Supongamos que el resultado se vale para k > 2.
Paso inductivo: k + 1.
Supóngase que M ' P1# · · ·#Pk+1 y que M ' P ′1# · · ·#P ′l . Podemos ver a

M ′ = P1# · · ·#Pk como una sola variedad y, por el Lema 2.16, tenemos que, después
de reordenar las variedades,

M ′ = P1# · · ·#Pk ' P ′j1# · · ·#P
′
jr y Pk+1 ' P ′jr+1

# · · ·#P ′jl .

Luego, por la hipótesis de inducción, tenemos que k = r y podemos volver a reordenar
P ′j1 , ..., P

′
jr de forma que

∀ i ∈ {1, ..., r}
(
Pi ' P ′si

)
.

Más aún, como Pk+1 es prima, entonces l = k + 1 = r + 1 y por ende Pk+1 ' P ′jk+1
.

Por lo tanto l = k + 1 y se tiene que Pi ' P ′si si i ∈ {1, ..., k} y Pk+1 ' P ′jk+1
. Esto

completa la prueba de la unicidad.
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3 Orbifolds

En este capítulo presentaremos las definiciones básicas sobre orbifolds (en español,
se puede llegar a usar el término orbidad para referirse a los orbifolds) para después
dar algunos resultados básicos sobre su topología que serán necesarios para el capítulo
próximo. Los orbifolds son similares a las variedades diferenciables, salvo que en vez
de estar modelados localmente por abiertos de Rn, están modelados localmente por
cocientes de abiertos de Rn bajo acciones de grupos finitos. Los orbifolds fueron
primeramente introducidos en la literatura por Satake en [Sat56] quien los llamó
V−variedades. Sin embargo, fue Thurston quien escribió sobre ellos de manera más
extensa en [Thu]. Para una historia más detallada del origen de la palabra “orbifold”,
recomendamos ver el Capítulo 1 de [Dav]. En este capítulo seguiremos a [Thu], [Jr21],
[MP97] y [ALR07].

3.1. Definiciones y Teoremas básicos

Definición 3.1. Sea X un espacio topológico y n > 0.

(1) Una orbi-carta
(
Ũ ,H, ϕ

)
de dimensión n para un abierto U ⊂ X consiste de

un abierto conexo Ũ ⊂ Rn, un grupo finito H actuando suavemente y efectiva-
mente en Ũ y una función ϕ : Ũ → X H-invariante con imagen ϕ(Ũ) = U que
induce un homeomorfismo entre U y Ũ/H (ver Figura 3.1).

(2) Un encaje λ : (Ũ ,H, ϕ) → (Ṽ , G, φ) entre dos orbi-cartas es un encaje suave
λ : Ũ → Ṽ que satisface φ ◦ λ = ϕ.

(3) Un orbi-atlas para X es una familia U =
{

(Ũi, Hi, ϕi)
}
i∈I

de orbi-cartas

tal que la familia
{
ϕi(Ũi)

}
i∈I

es una cubierta abierta de X y son localmente

compatibles en el siguiente sentido: dadas dos cartas
(
Ũ1, H1, ϕ1

)
y
(
Ũ2, H2, ϕ2

)
de U1 := ϕ(Ũ1) y U2 := ϕ(Ũ2) respectivamente y un punto x ∈ U1∩U2, existe un
abierto Uj ⊂ U1 ∩ U2 que tiene a x y una carta

(
Ũj, Hj, ϕj

)
de Uj con encajes(

Ũj, Hj, ϕj

)
↪−→
(
Ũ1, H1, ϕ1

)
y
(
Ũj, Hj, ϕj

)
↪−→
(
Ũ2, H2, ϕ2

)
.

(4) Decimos que un orbi-atlas U refina a un orbi-atlas V si para cada carta de U
existe un encaje en alguna carta de V. Esto define una relación de equivalencia

25
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Figura 3.1: Cartas de un orbifold

como sigue, dos orbi-atlas U y V están relacionados si existe un orbi-atlas W
que refina a ambos.

Definición 3.2. Un orbifold X de dimensión n es un espacio topológico Haus-
dorff, segundo numerable X equipado de una clase de equivalencia [U ] de orbi-atlas
n-dimensionales.

De manera análoga, podemos definir un orbifold con frontera pidiendo que:
Ũ ⊆ [0,∞)× Rn−1 en la Definición 3.1.

Observación 3.3. En la Definición 3.1 inciso (1), tenemos una orbi-carta (Ũ ,H, ϕ)
donde H es un grupo finito. Entonces, H es un grupo de Lie 0-dimensional (ver
Definición A.6) con cartas {x} → R0. La estructura de H realmente no importa
pues H tiene la topología discreta y, por ende, cualquier función ψ : H → H es
continua. Más aún, H es compacto. En particular, la H-acción sobre Ũ es propia
(ver Definición A.9).

Al espacio topológico subyacente de un orbifold X , lo denotaremos como |X |. En la
mayoría de los casos |X | será homeomorfo a una variedad M a pesar de que X no sea
difeomorfo a M . Diremos que el orbifold X es conexo (compacto) si |X | es conexo
(resp. compacto). A la pareja (Ũ ,H) de una orbi-carta la llamaremosmodelo local.
A continuación probamos una consecuencia importante de la definición de orbifold
que será útil a la hora de estudiar los modelos locales de los orbifolds de dimensiones
bajas.
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Proposición 3.4. Una orbi-carta (Ũ ,H, ϕ) es lineal si se da que H < O(n). Dado un
orbifold X y un orbi-atlas U =

{
(Ũi, Hi, ϕi)

}
i∈I

para |X |, siempre podemos encontrar

otro orbi-atlas V =
{

(Ṽi, Gi, ψi)
}
i∈I

tal que cada orbi-carta es lineal.

Demostración. Sea (Ũ ,H, ϕ) ∈ U una orbi-carta cualquiera. Por la Observación 3.3
tenemos que H es un grupo de Lie finito tal que la H-acción en Ũ es propia. Más
aún, Ũ es un abierto en Rn por ende es una variedad y tiene una métrica, la inducida
por Rn. Así, por la Proposición A.11, existe una métrica H-invariante g en Ũ . Ahora
bien, sea x̃ ∈ Ũ . La función exponencial nos da un difeomorfismo (ver Proposición
2.9 de [Car92]):

expx̃ : Ũx̃ ⊆ Tx̃Ũ → V ⊂ Ũ ,

donde Ũx̃ es una vecindad abierta de 0 en Tx̃Ũ y V es una vecindad abierta de x̃ en
Ũ . Notemos que V es Hx̃-invariante, donde

Hx̃ := {h ∈ H | hx̃ = x̃}.

Para probar esto, es suficiente con probar que si h ∈ H, entonces

h · expx̃(u) = expx̃(h · u)

(esto se conoce como que expx̃ es H-equivariente). Utilizando la notación de la Pro-
posición A.11, esto último es equivalente a ver que el siguiente diagrama conmuta:

Tx̃Ũ Tx̃Ũ

Ũ Ũ

(dAh)x̃

expx̃ expx̃

Ah

Esto se da, pues Ah es una isometría, ya que la métrica es H-invariante (ver Pro-
posición 5.20 de [Lee18]). Se tiene así que expx̃ es H-equivariante con respecto a la
acción de Hx̃ en Tx̃Ũ por diferenciales de Ah para h ∈ Hx̃. Por lo tanto, esta ac-
ción también es isométrica y así Hx̃ < O(Tx̃Ũ). Esto nos da una orbi-carta lineal
(Ũx̃, Hx̃, ϕ ◦ expx̃). Haciendo esto para cada x̃ ∈ Ũ y cada orbi-carta (Ũ ,H, ϕ) ∈ U
obtenemos el orbi-atlas deseado.

Definición 3.5. Un orbifold X es localmente orientable si existe un orbi-atlas B ={
(Ũi, Hi, φi)

}
i∈I
∈ [U ] tal que cada Hi actua mediante difeomorfismos que preservan

la orientación.

Requerimos de un resultado que es muy técnico y, por ende, no probaremos, para
el estudio de los orbifolds (ver la Proposición A.1 de [MP97]):

Proposición 3.6. Dados dos encajes de orbi-cartas λ, λ′ : (Ũ1, H1, ϕ1)→ (Ũ2, H2, ϕ2)
existe un único h ∈ H2 tal que λ′ = h ◦ λ.
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Como consequencia tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.7. Todo encaje de orbi-cartas λ : (Ũ1, H1, ϕ1) → (Ũ2, H2, ϕ2) induce un
homomorfismo inyectivo λ : H1 → H2.

Demostración. Si g ∈ H1, entonces podemos verlo como un encaje

g : (Ũ1, H1, ϕ1)→ (Ũ1, H1, ϕ1)

dado por g(x) = g·x. Es un encaje, pues ϕ1 esH1−invariante y por lo tanto ϕ1◦g = ϕ1.
Así, podemos considerar los dos encajes:

λ : (Ũ1, H1, ϕ1)→ (Ũ2, H2, ϕ2) , λ ◦ g : (Ũ1, H1, ϕ1)→ (Ũ2, H2, ϕ2)

y por la Proposición 3.6 tenemos que existe un único h ∈ H2 tal que λ ◦ g = h ◦ λ.
Definimos λ(g) = h. Esto nos da el homomorfismo requerido y la unicidad de la
Proposición 3.6 nos dice que es inyectivo.

Proposición 3.8. Si λ : (Ũ1, H1, ϕ1)→ (Ũ2, H2, ϕ2) es un encaje y h ∈ H2 tal que

λ(Ũ1) ∩ h · λ(Ũ1) 6= ∅.

Entonces, h ∈ Im(λ) y además λ(Ũ1) = h · λ(Ũ1).

Nuevamente la prueba es muy técnica. Sin embargo, se puede consultar en el Lema
A.2 de [MP97].

Para estudiar la topología de un orbifold X podemos dividir a los puntos en |X |
según el subgrupo que lo deja fijo. Definamos este concepto con más claridad. Para
ello, primero veamos que este grupo no depende de la carta que escojamos.

Proposición 3.9. Sean X un orbifold y x ∈ |X |. Si (Ũ ,H, φ), (Ṽ , G, ϕ) son dos
cartas de x, entonces se cumple lo siguiente:

(a) Si x̃ ∈ φ−1(x) y x̃ ∈ ϕ−1(x), entonces Hx̃
∼= Gx̃.

(b) Si x̃, ỹ ∈ φ−1(x), entonces Hx̃
∼= Hỹ.

Demostración. (a) Por la definición de orbi-atlas, podemos encontrar una carta
(W̃ ,K, µ) y encajes

λ1 : (W̃ ,K, µ)→ (Ũ ,H, ψ) , λ2 : (W̃ ,K, µ)→ (Ṽ , G, ϕ).

Por el Corolario 3.7, estos inducen homomorfismos inyectivos

λ1 : K → H , λ2 : K → G,

que a su vez inducen homomorfismos inyectivos:

Kx̃ ↪−→ Hx̃ , Kx̃ ↪−→ Gx̃. (3.1)

Más aún, notemos que x̃ ∈ λ1(Ũ) ∩ h · λ1(Ũ) y x̃ ∈ λ2(Ũ) ∩ g · λ2(Ũ) para
cada h ∈ Hx̃ y g ∈ Gx̃. Por lo tanto, por la Proposición 3.8 se tiene que los
homomorfismos (3.1) son suprayectivos. Concluimos que

Hx̃
∼= Kx̃

∼= Gx̃.
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(b) Como x̃, ỹ ∈ φ−1(x), entonces existe un h ∈ H tal que h·x̃ = ỹ. Esto implica que
si g ∈ H es tal que g · x̃ = x̃, entonces (hgh−1) · ỹ = ỹ. Por ende, Hỹ = hHx̃h

−1.
Es decir Hx̃ es conjugado a Hỹ.

Definición 3.10. Sean X un orbifold y x ∈ |X |. Dada una carta (Ũ ,H, φ) alrededor
de x, definimos el grupo local de X en x como

Γx := Hx̃,

donde x̃ ∈ φ−1(x).

La Proposición 3.9 nos asegura que el grupo Γx está bien definido salvo isomorfismo
de grupos. Si Γx es el grupo trivial, entonces decimos que x es un punto regular, de
lo contrario decimos que x es un punto singular. Definimos el conjunto singular
como el conjunto

ΣX := {x ∈ |X | : Γx 6= {1}}

Observación 3.11. Notemos que X es una variedad diferenciable si y sólo si ΣX = ∅.

3.2. Orbifolds de dimensiones bajas

En esta sección exploraremos los modelos locales de los orbifolds de dimensiones
bajas. En el caso de dimensión 3 sólo nos preocuparemos por los localmente orienta-
bles.

Recordemos la definición del grupo ortogonal:

Definición 3.12 (Grupo Ortogonal). Para n ∈ N, definimos

O(n) := {A ∈ GL(n) : ATA = I}.

Sabemos que un orbifold X de dimensión 1, 2 o 3 es localmente homeomorfo a un
abierto de R, R2 o R3 bajo la acción de un subgrupo finito de O(1), O(2) o SO(3)
(ver Definición 3.1). Más aún, todo abierto de Rn es homeomorfo a B̊n, la bola abierta
unitaria de dimensión n. Por ende, podemos suponer que el abierto es B̊n.

Notemos que si A ∈ GL(1), entonces A ∈ R \ {0} y AT = A. Así, la ecuación
ATA = I nos dice que:

O(1) = {1,−1}. (3.2)

Esto prueba la siguiente proposición:

Proposición 3.13. Los únicos subgrupos de O(1) son {1} y {1,−1}.

Así, claramente si X es un orbifold de dimensión 1 y x ∈ |X |, entonces:

Hx = {1} o Hx = {1,−1},

donde −1 actúa como reflexión en R, es decir, actúa como t ∈ R 7→ −t ∈ R y 1
actúa como la identidad. Por ende, sólo existen, salvo homeomorfismo, dos 1-orbifolds



30 CAPÍTULO 3. ORBIFOLDS

Figura 3.2: Modelos locales para orbifolds de dimensión 2

cerrados. El círculo S1, que es orientable, y el orbifold no orientable S1//Z2 (cuyo
espacio subyacente es el intervalo unitario [0, 1] y sus dos puntos singulares son los
extremos).

Para el caso de dimensión 2 tenemos el siguiente teorema (ver Teorema 19.1 de
[Arm88]).

Teorema 3.14. Todo subgrupo finito de O(2) es isomorfo a un grupo cíclico Cn o a
un grupo diédrico D2n.

Se sigue que si X es un 2-orbifold y x ∈ |X |, entonces hay cuatro tipos distintos
de grupos locales:

(1) Hx = {1},

(2) Hx = Cn para alguna n ∈ N \ {1, 2},

(3) Hx = D2 = Z2 y

(4) Hx = D2n para alguna n ∈ N \ {1}.

Los cocientes B̊2/Hx se pueden apreciar en la Figura 3.2. Más aún, podemos ver
que los cocientes B̊2/{1} y B̊2/Cn son homeomorfos a B̊2, mientras que los cocientes
B̊2/D2 y B̊2/D2n son homeomorfos a R2

+. Por lo tanto, |X | es homeomorfo a una
2-variedad posiblemente con frontera (ver Definición 1.1). Si nos restringimos a 2-
orbifolds orientables, entonces Hx = Cn o Hx = {1}. Por lo tanto, el conjunto singular
de un 2-orbifold orientable es un conjunto discreto. Los puntos x ∈ |X | tales que
Hx = Cn los llamaremos puntos cono.

En el caso de dimensión 3, los subgrupos finitos de SO(3) están caracterizados
por el siguiente teorema (ver Teorema 19.2 de [Arm88]):

Teorema 3.15. Todo subgrupo finito de SO(3) es isomorfo a un grupo cíclico Cn,
un grupo diédrico D2n, o al grupo de simetrías rotacionales del tetraedro, octaedro o
icosaedro, que denotaremos como T12, O24, I60, respectivamente.
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Figura 3.3: Modelos locales para orbifolds de dimensión 3

Se sigue que si X es un 3-orbifold y x ∈ X , entonces hay 6 tipos distintos de
grupos locales:

(1) Hx = {1},

(2) Hx = Cn para alguna n ∈ N \ {1, 2},

(3) Hx = D2n para alguna n ∈ N,

(4) Hx = T12,

(5) Hx = O24 y

(6) Hx = I60.

Los cocientes se pueden apreciar en la Figura 3.3. Más aún, podemos observar
que todos son homeomorfos a B̊3. Por lo tanto, |X | es homeomorfo a una 3-variedad
sin frontera. El conjunto singular de X está formado por una gráfica encajada en |X |
en la que en todo vértice, si es que tiene, inciden tres aristas. Los grupos locales de
las aristas son cíclicos y los de los vértices son del tipo D2n, T12, O24 o I60. El orden
de los grupos locales de las aristas que concurren en un vértice determina el grupo
local del vértice. Notemos que si consideramos un 3-orbifold con frontera, entonces los
cocientes en la Figura 3.3 nos dicen que el conjunto singular de X debe ser transversal
a ∂|X |.

De esta forma, podemos decir que un 2-orbifold localmente orientable y compacto
X consiste de una superficie compacta |X | junto con una colección finita ΣX de
puntos en el interior de |X |, los puntos cono, cada uno con un cierto orden en
{p ∈ N : p ≥ 2}.

De forma similar, un 3-orbifold compacto y orientable X está dado por una 3-
variedad compacta |X | junto con su conjunto singular ΣX , donde ΣX es un conjunto
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de círculos y gráficas encajadas en |X | con los vértices univalentes en la intersección
con ∂|X |. Más aún, cada componente de ΣX menos los vértices carga un orden en
{p ∈ N : p ≥ 2}, con la restricción que las tres aristas incidentes en cada vértices
deben tener órdenes (2, 2, p) para p arbitrario o (2, 3, p) para p ∈ {3, 4, 5}.

Dado un punto x ∈ |X |, sabemos que éste tiene una vecindad Ux homeomorfa al
cociente de la 3-bola bajo alguno de los grupos en el Apartado 3.2. A esta vecindad
Ux le llamaremos vecindad regular de x. Así, si tenemos A ⊂ |X |, una vecindad
regular de A en X será un abierto UA tal que UA sea homeomorfo a

⋃
x∈A Ux.

3.3. Orbifolds buenos y malos

Brevemente introduciremos el concepto de cubierta de orbifolds para poder definir
lo que es un orbifold bueno y uno malo. Estos conceptos son importantes pues, como
veremos en el próximo capítulo, para la descomposición de orbifolds hay que suponer
que nuestros 3-orbifolds no tienen 2-suborbifolds malos.

Definición 3.16. Una cubierta de un orbifold X es un orbifold X̂ junto con una
función continua p : |X̂ | → |X |, llamada función cubriente, tal que cada x ∈ |X |
tiene una vecindad U que cumple la siguiente propiedad: para cada componente V de
p−1(U) existe una carta (Ṽ , H, φ) tal que (Ṽ , H, p ◦ φ) es una carta de x.

Proposición 3.17. Supongamos que un grupo de Lie G actúa propia, efectiva y casi
libremente en una variedad diferenciable M . Entonces, el espacio cociente M/G tiene
una estructura de orbifold tal que la función π : M → M/G es una cubierta en el
sentido de orbifolds.

Demostración. Sea ψ : G×M →M ×M la acción. Por la Proposición A.12 tenemos
que ψ es una función cerrada. Definamos

R := {(x, y) ∈M ×M : Gx = Gy}.

Es claro que ψ[G ×M ] = R, y como ψ es cerrada, entonces R es cerrado. Más aún,
por la Proposición A.8 sabemos que π : M →M/G es una función abierta. Luego, la
función

f := π × π : M ×M →M/G×M/G

también es abierta. Dado que R = f−1[f [R]], se tiene que

(M ×M) \R = f−1[(M/G×M/G) \ f [R]].

Usando que f es sobre, tenemos que

f [(M ×M) \R] = (M/G×M/G) \ f [R].

Como f es abierta, entonces (M/G × M/G) \ f [R] es abierto y por lo tanto f [R]
es cerrado. Concluimos que M/G es Hausdorff, pues la diagonal f [R] es cerrada en
M/G×M/G (ver Teorema 1.2 del Capítulo VII de [Dug66]).
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Ahora bien, sea x0 ∈ M . Por el Teorema de la Rebanada (ver Teorema 3.49 de
[AB15]), después de promediar la métrica en M para obtener una nueva métrica que
sea Gx0-invariante, existe una rebanada

Sx0 := exp⊥x0(Bε(0))

que es Gx0-invariante, donde Bε(0) ⊂ Nx0Gx0 (nótese que Gx0 es una subvariedad de
M , ver Proposición 3.41 de [AB15]). Definimos ahora

Tub(Gx0) := G · Sx0

y por el Teorema de la Vecindad Tubular (ver Teorema 3.57 de [AB15]) tenemos
que Tub(Gx0)/G es difeomorfo a Sx0/Gx0 . Por ende (Bε(0), Gx0 , π ◦ exp⊥x0) es una
orbi-carta de π(x0) (aquí estamos considerando la acción de Gx0 en Bε(0) mediante
la representación isotrópica Gx0 < GL(Tx0Sx0), ver página 125 de [Hel78]). De la
expresión de la carta es claro que la función π : M → M/G es una cubierta en el
sentido de orbifolds.

Siguiendo a [Jr21] denotaremos por M//G al orbifold cociente resultante de la
Proposición 3.17 y a M/G su espacio subyacente. Esto es:

|M//G| = M/G

Definición 3.18. Decimos que un orbifold X difeomorfo a un orbifold cocienteM//G
con G un grupo de Lie es bueno si G es discreto y muy bueno si G es finito. De
otra forma diremos que X es malo.

Introducimos notación para los siguientes orbifolds que serán importantes más
adelante:

D3
o := B3(0), la orbi-bola ordinaria.

D3
c(p) := B3(0)//Cp, la orbi-bola cíclica de orden p.

D3
v(p, q, r) := B3(0)//G, donde G = D2n o G = T12 o G = O24 o G = I60, la

orbi-bola con vértice de orden (p, q, r).

S2
o := S2, la 2-orbi-esfera ordinaria.

S2
c(p) := S2//Cp, la 2-orbi-esfera cíclica de orden p.

S2
v(p, q, r) := S2//G, donde G = D2n o G = T12 o G = O24 o G = I60, la
2-orbi-esfera con vértice de orden (p, q, r).

S3
o := S3, la 3-orbi-esfera ordinaria.

S3
c(p) := S3//Cp, la 3-orbi-esfera cíclica de orden p.

S3
v(p, q, r) := S3//G, donde G = D2n o G = T12 o G = O24 o G = I60, la
3-orbi-esfera con vértice de orden (p, q, r).
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En ocasiones, denotaremos a una 2- o 3-orbi-esfera con orden genérico como S2
∗ y

S3
∗.

Definición 3.19. En general, llamaremos a un orbifold una orbi-esfera (respecti-
vamente orbi-bola) si es el cociente de una esfera (respectivamente una bola) bajo la
acción de un grupo discreto de isometrías.

Llamaremos a un orbifold X una orbi-bola agujerada si es una orbi-bola a la
que se le han quitado una cantidad finita de vecindades regulares Ux.

Finalizamos con un lema importante que nos dice quiénes son los únicos 2-orbifolds
malos (ver Teorema 2.3 de [Sco83]):

Lema 3.20. Los únicos 2-orbifolds malos son (S2; p), la 2-esfera con un punto cono
de orden p, y (S2; p, q), la 2-esfera con dos puntos cono de órdenes p 6= q.

3.4. 2-suborbifolds y 3-orbifolds irreduccibles

Definición 3.21. Decimos que un 2-orbifold Σ es un suborbifold de un 3-orbifold
X si |Σ| está encajado en |X | tal que |Σ| interseca ΣX transversalmente (en parti-
cular, no interseca los vértices) y más aún, ΣΣ está dado precisamente por |Σ| ∩ ΣX
coincidiendo los órdenes.

Definición 3.22. Un 2-suborbifold Σ de un 3-orbifold X se dice esencial si no acota
en X una 3-orbi-bola

Definición 3.23. Un 3-orbifold X se dice irreducible si no contiene 2-suborbifolds
malos y todo 2-suborbifold esférico (es decir, toda 2-orbi-esfera en X ) es no esencial
(en particular, separa).

Si un 3-orbifold X tiene componentes de frontera 2-orbi-esferas, podemos asociarle,
de forma canónica, un 3-orbifold cerrado X̂ pegando en cada componente de frontera
la 3-orbi-bola apropiada. Decimos que X̂ se obtiene encapuchando X .



4 Descomposición de Orbifolds

En el Capítulo 2 presentamos la demostración de la descomposición prima siguien-
do a [Mil62]. En este capítulo seguiremos el artículo de Carlo Petronio [Pet07] sobre
descomposición prima de orbifolds localmente orientables de dimensión 3 que sigue
la demostración original de Kneser (ver [Kne29]).

Los pasos principales para probar la existencia de la descomposición prima de
3-variedades, siguiendo la demostración original de Kneser son los siguientes (ver el
Capítulo 5 de [Sch14] o el Capítulo 7 de [FM97]):

(a) Probar que si M es una 3-variedad que contiene una esfera que no separa,
entonces M se puede expresar como

M = M ′#(S1 × S2) o M = M ′#(S1×̃S2)1

dondeM ′ es una 3-variedad tal que ρ(π1(M)) ≥ ρ(π1(M ′)). Deducir de esto que
uno puede restringirse a las 3-variedades M en las que toda esfera separa. (Ver
el Lema 2.13)

(b) Definir el concepto de familia esencial de esferas S ⊂ M : si ninguna com-
ponente de M \ S es equivalente a una bola (ver Definición 2.9). Probar que
cualquier familia esencial S puede ser remplazada por otra familia esencial S ′
que tiene el mismo número de componentes y que sea normal, es decir que su
intersección con los tetraedros de cualquier triangulación dada de M está en
posición general y es una unión de discos que intersecan cada arista en a lo más
un punto e intersecan al menos una arista de cada tetraedro (ver Capítulo 5
de [Sch14]). Deducir que todas las familias esenciales maximales de esferas son
finitas.

(c) Probar que si S es una familia esencial maximal de esferas, entonces al encapu-
char las componentes conexas de M \ S se obtienen 3-variedades conexas.

Ninguno de estos puntos se puede probar de forma análoga en el caso de orbifolds.
En particular, el inciso (a) tiene la siguiente restricción:

(¬a) La existencia de una 2-orbi-esfera que no separe no asegura la existencia de
una 2-orbi-esfera que sí separe. En particular, existe una cantidad infinita de
3-orbifolds que contienen 2-orbi-esferas que no separan y ninguna 2-orbi-esfera
esencial que separe (ver el Apartado 4.5).

1Sólo existen dos fibrados con fibra S2 y base S1, el fibrado producto S1 × S2 y el fibrado torcido
S1 × S2 (ver Sección 6 de [Ste44]).

35
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A pesar de esto, se puede probar un teorema que nos dice que todo 3-orbifold ce-
rrado y localmente orientable, con ciertas condiciones sobre sus 2-suborbifolds, puede
ser reconstruido a partir de ciertas piezas más sencillas en cierto sentido. El objetivo
principal de este capítulo es probar el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea X un 3-orbifold cerrado y localmente orientable. Supongamos que
X no contiene ningún 2-suborbifold malo y que todo 2-suborbifold esférico encajado
en X separa. Entonces, X contiene una familia finita S de 2-orbi-esferas tales que:

Ninguna componente de X \ S es una orbi-bola agujerada.

Si Y es el orbifold obtenido a partir de X \ S al encapuchar las componen-
tes de frontera con 3-orbi-bolas, entonces las componentes conexas de Y son
irreducibles.

4.1. Suma conexa de Orbifolds

Sen X1 y X2 dos 3-orbifolds y xi ∈ |Xi| puntos en los espacios topológicos subya-
centes tales que alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

1. Ambos x1 y x2 son puntos no singulares.

2. Ambos x1 y x2 son puntos singulares pero no son vértices y pertenecen a aristas
del mismo orden p.

3. Ambos x1 y x2 son puntos singulares y vértices y las triadas (p, q, r) de los
órdenes de las aristas incidentes coinciden para x1 y x2.

Podemos entonces remover de |Xi| una vecindad regular de xi y pegar los orbifolds
resultantes por medio de un homeomorfismo que haga coincidir los conjuntos singu-
lares. El resultado es un 3−orbifold X que llamamos la suma conexa de X1 y X2.
Dependiendo de cuál de las condiciones se cumpla decimos que es una suma conexa
de tipo ordinario, tipo cíclico (de orden p) o de tipo vértice (de orden (p, q, r)).

Observación 4.2. El único elemento neutro de la suma conexa ordinaria (respec-
tivamente de la suma conexa cíclica de orden-p y de la suma conexa de vértices de
orden-(p, q, r)) es S3

o (respectivamente S3
c(p) y S3

v(p, q, r)).

Así, decimos que una operación de suma conexa es trivial si es una suma conexa
con su respectivo elemento neutro.

4.2. Triangulación de Orbifolds

En el Capítulo 1 definimos lo que es una triangulación para una variedad. A con-
tinuación definiremos el mismo concepto para 3-orbifolds. Esto nos permitirá definir
superficies normales y con ello probar la existencia de la descomposición prima de
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3-orbifolds. Es importante hacer notar que la prueba original de la descomposición
prima de 3-variedades dada por Kneser utiliza también triangulaciones de 3-variedades
y superficies normales para probar el Teorema de Finitud de Haken–Kneser que de-
muestra la existencia de la descomposición prima de 3-variedades. Para saber más
sobre superficies normales y su uso en problemas de decisión se puede consultar los
Capítulos 3 y 4 de [Mat07].

Definición 4.3. Sea X un 3-orbifold. Una triangulación (K,h) de X es una trian-
gulación de la 3-variedad subyacente |X | tal que ΣX es un subcomplejo del 1-esqueleto,
K1, y cada 3-simplejo interseca ΣX en un vértice, una arista o el conjunto vació.

Diremos que un 2-suborbifold Σ (ver Definición 3.21) de un 3-orbifold X está
en posición general con respecto a una triangulación (K,h) de X si la 2-variedad
subyacente |Σ| no interseca el 0-esqueleto, K0, e interseca transversalmente el 1- y
2-esqueleto, K1, K2.

También, diremos que un 2-suborbifold Σ de un 3-orbifold es normal si |Σ| está
en posición general con respecto a su triangulación (K,h) y para cada 3-simplejo σ
de K se cumple que h(σ) ∩ |Σ| es una unión de discos que intersecan cada arista de
σ en a lo más un punto y e intersecan al menos una arista de σ.

Finalmente, diremos que dos 2-suborbifolds orientables F1, F2 están en posición
general si ΣF1 ∩ ΣF2 = ∅ y F1 \ ΣF1 interseca a F2 \ ΣF2 transversalmente (ver
Definición 1.10). Dados dos 2-suborbifolds localmente orientables F1, F2, se sigue
del Teorema 1.13 que siempre podemos deformarlos para suponer sin pérdida de
generalidad que se encuentran en posición general. Esto nos permite probar teoremas
sobre 2-suborbifolds de forma inductiva sobre el número de componentes conexas de
su intersección con los 3-simplejos de su triangulación.

Terminamos esta sección definiendo una región producto en un 3-orbifold y en un
3-simplejo σ.

Definición 4.4. Sea X un 3-orbifold y F0, F1 ⊂ X dos 2-suborbifolds. Decimos que
F0, F1 son paralelos si acotan en X un 3-suborbifold F × [0, 1] ⊂ X , llamado región
producto, tal que F × {0} = F0 y F × {1} = F1.

Definición 4.5. Sea σ un 3-simplejo en un 3-orbifold X . Una región producto en
σ es una 3-bola (B2 × I, ∂B2 × I) ⊂ (σ, ∂σ) que evita los vértices y tal que B2 × {0}
y B2 × {1} están propiamente encajadas.

4.3. Teorema de finitud para 2-suborbifolds norma-
les

El objetivo de esta sección es probar que el número de 2-suborbifolds no paralelos
en un 3-orbifold está acotado. Iniciamos con una observación importante sobre 3-
simplejos.

Dado un 3-orbifold X y un subconjunto S = {S1, ..., Sk} de 2-suborbifolds de X ,
denotamos por |S| := {|S1|, ..., |Sk|}.
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Figura 4.1: Los 7 tipos distintos de cortes para un 3-simplejo σ

Observación 4.6. Sea (X , K, h) un 3-orbifold triangulado y compacto y S un sub-
conjunto de 2-suborbifolds normales de X . Sea σ un 3-simplejo de K. Entonces σ\|S|
tiene a lo más 6 componentes conexas que no son regiones producto.

Demostración. El conjunto |S| está en posición general con respecto a su triangulación
(K,h), por ende |S| interseca transversalmente Kp para p ∈ {0, 1, 2}. Así, podemos
suponer que para cada |Si| ∈ |S| su intersección |Si| ∩ σ es un conjunto de triángulos
o cuadriláteros (ver Figura 4.1). Por otro lado, en un tetraedro hay a lo más 4 tipos
distintos de triángulos que no son paralelos y 3 tipos distintos de cuadriláteros que no
son paralelos (ver Figura 4.1). Sin embargo, todos los elementos de S son disjuntos
por pares, por lo tanto

⋃
|S| ∩ σ sólo puede tener a lo más un tipo de cuadrilátero.

Así, si σ \ |S| tiene más de 6 componentes conexas, entonces alguna debe ser una
región producto.

Lema 4.7. Sea (X , K, h) un 3-orbifold triangulado y compacto. Sea t el número de
3-simplejos en K. Sea S = {S1, ..., Sk} un conjunto de 2-suborbifolds normales de X
y u = |π0(|X | \ |S|)|. Supongamos que u > 6t. Entonces, a excepción de a lo más 6t
componentes conexas de |X | \ |S|, las demás son regiones producto entre dos de los
elementos de S o un I-fibrado torcido2.

Demostración. Recordemos que por la Observación 4.6, para cada 3-simplejo σ ∈ K
se tiene que σ\|S| tiene a lo más 6 componentes conexas que no son regiones producto.
Dado que K tiene t 3-simplejos, entonces a excepción de a lo más 6t componentes
conexas de |X | \ |S|, cada componente conexa X interseca a los 3-simplejos de K en

2Es decir, un fibrado con fibra el intervalo unitario I = [0, 1], base una variedad y que no sea
trivial.
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regiones producto. Las estructuras de fibrado de estas regiones coinciden, y por lo
tanto estas componentes conexas son fibrados con fibra I. Si X es un fibrado trivial,
entonces es una región producto entre dos elementos de S. De otra forma, X es un
fibrado no trivial y se puede ver como una vecindad tubular de una superficie T que
no separa. Por ende, a excepción de 6t componentes conexas de |X | \ |S|, las demás
son regiones producto entre dos de los elementos de S o un I−fibrado torcido (fibrado
no trivial con fibra I).

Lema 4.8. Sea X un 3-orbifold compacto y S = {S1, ..., Sk} un subconjunto de 2-
suborbifolds de X . Entonces, X \ S tiene al menos k + 1− dim(H2(|X |,Z2)) compo-
nentes que no son I-fibrados torcidos.

Demostración. Podemos dividir al conjunto S en dos: S ′ = {S1, ..., Sn} y S ′′ =
{Sn+1, ..., Sn+k} de tal forma que S ′ sean los 2-suborbifolds que no separan X y S ′′ los
2-suborbifolds que sí separan X . Sea u = |π0(|X | \ |S|)|. Es claro que u = k + 1− n.
Ahora bien, supongamos que X \ S tiene m I-fibrados torcidos. Cada uno de ellos
es la vecindad tubular de un 2-suborbifold Ti que no separa. Luego, el conjunto
A = {|S1|, ..., |Sn|, |T1|, ..., |Tm|} forma un conjunto linealmente independiente de ele-
mentos en H2(|X |,Z2), pues de lo contrario, de existir una combinación lineal entre
ellos, se tendría que un subconjunto de ellos forma una 2-suborbifold que separa, lo
cual es una contradicción por construcción. Por lo tanto

n+m ≤ dim(H2(|X |,Z2)).

Finalmente, recordemos que el número de componentes conexas de X \ S que no son
I-fibrados torcidos es igual a u−m y tenemos la siguiente desigualdad

u−m = k + 1− n−m > k + 1− dim(H2(|X |,Z2))

justo como queríamos.

Teorema 4.9. Sea (X , K, h) un 3-orbifold compacto y triangulado. Entonces, existe
un número natural m > 0 tal que si S = {S1, ..., Sk} es un conjunto de 2-suborbifolds
normales de X con más de m elementos, entonces alguna componente conexa de
|X | \ |S| es una región producto entre dos de los elementos de S.

Demostración. Sea t el número de 3-simplejos de K. Fijemos

m = 6t+ dim(H2(|X |,Z2)) y u = |π0(|X | \ |S|)|.

Supongamos que k > m, esto en particular nos dice que

k + 1 > m,

k + 1 > 6t+ dim(H2(|X |,Z2)),

k + 1− dim(H2(|X |,Z2)) > 6t.

Notemos que, si denotamos por n el número de elementos de S que sí separan, entonces
éste está acotado por

n ≥ k − dim(H2(|X |,Z2)).
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Luego, tenemos una cota para u, dada por

u = n+ 1 ≥ k + 1− dim(H2(|X |,Z2)) > 6t. (4.1)

Así, por el Lema 4.7 tenemos que a excepción de a lo más 6t componentes conexas, el
resto son regiones producto entre dos elementos de S o I-fibrados torcidos. Sin embar-
go, notemos que por el Lema 4.8 sabemos que hay al menos k+ 1− dim(H2(|X |,Z2))
componentes conexas que no son I-fibrados torcidos. Por (4.1) sabemos que k + 1−
dim(H2(|X |,Z2))−6t > 0. Por lo tanto hay componentes conexas de |X |\ |S| que son
regiones producto entre elementos de S (pues a lo más 6t no son regiones producto
o I-fibrados torcidos y además al menos k + 1 − dim(H2(|X |,Z2)) no son I-fibrados
torcidos).

4.4. Existencia de la descomposión

Durante lo que resta de este capítulo clasificaremos a las 2-orbi-esferas por su
complejidad como sigue: la 2-orbi-esfera con vértice, S2

v(p, q, r), es más complicada
que la 2-orbi-esfera cíclica, S2

c(p), que a su vez es más complicada que la 2-orbi-esfera
ordinaria, S2

o.

Lema 4.10. Sea F una 3-orbi-bola agujerada y Σ una componente de ∂F . Supon-
gamos que ninguna otra componente de ∂F es más complicada que Σ. Entonces, al
encapuchar todas las componentes de ∂F , salvo Σ, obtenemos una 3-orbi-bola.

Demostración. Si Σ es de tipo ordinaria, entonces debe ser la única componente de
∂F y por ende F es una 3-orbi-bola agujerada. Si Σ es de tipo cíclica, entonces todas
las otras componentes de ∂F son de tipo ordinario y, al encapucharlas con 3-orbi-
bolas ordinarias, obtenemos una 3-orbi-bola de tipo ciclico. Similarmente, si tenemos
que Σ es tipo con vértice, entonces el resto de las componentes de ∂Σ son de tipo
cíclico u ordinario y las podemos ver como frontera de vecindades regulares de puntos
de tipo cíclico u ordinario que fueron eliminadas de F . Por ende, al encapuchar todas
las componentes de ∂F menos Σ, recuperamos la 3-orbi-bola a la que se le quitaron
las vecindades regulares. Por lo tanto obtenemos una 3-orbi-bola con vértice (ver
Figura 4.2).

De ahora en adelante, fijaremos un 3-orbifold cerrado y localmente orientable que
no contiene ningún 2-suborbifold malo y tal que todo 2-suborbifold esférico separa.

Proposición 4.11. Sea S = {S1, ..., Sk} un conjunto de 2-suborbifolds esféricos esen-
ciales de X . Sea Y una componente de X \ S y F un 2-suborbifold esférico de Y .
Supongamos, además, que:

F es esencial en Ŷ .

Todo elemento de S es a lo más tan complicado como F .

Entonces, S ∪ {F} es un conjunto de 2-suborbifolds esenciales de X .
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Figura 4.2: 3-orbi-bola agujerada F

Demostración. Supongamos que, por el contrario, existe una componente conexa Z
de X \ S ∪ {F} que es una 3-orbi-bola agujerada. Entonces, como S es esencial (es
decir, ninguna componente de X \S es una 3-orbi-bola agujerada) y además F separa
(por hipótesis de nuestro 3-orbifold X ), entonces Z ⊆ Y y F es frontera de Z. Ahora
bien, por el Lema 4.10 y la segunda suposición, tenemos que al encapuchar todas las
componentes conexas de ∂Z menos F obtenemos una 3-orbi-bola, lo cual implica que
F acota una 3-orbi-bola en Ŷ , es decir F es inesencial en Ŷ , lo cual contradice la
primera suposición.

Proposición 4.12. Fijemos una triangulación (K,h) de X . Sea S = {S1, ..., Sk} un
conjunto de 2-suborbifolds esféricos esenciales de X normales con respecto a (K,h).
Sea Y una componente conexa de X \ S y F un 2-suborbifold esférico de Y . Supon-
gamos, además, que:

F es esencial en Ŷ .

Todo 2-suborbifold esférico de Ŷ estrictamente menos complicado que F es
inesencial en Ŷ .

Entonces, F puede ser remplazado por un 2-suborbifold esférico que satisface las mis-
mas propiedades y tal que todo elemento de S ∪{F} es normal con respecto a (K,h).

Demostración. Siguiendo a [Mat07, página 128] tenemos ciertos movimientos que nos
ayudan a cambiar una 2-esfera por otra 2-esfera en posición normal con respecto a la
triangulación (K,h). Más aún, después de describir estos movimientos, queda claro
que estos no cambian el tipo de puntos singulares y, por ende, cambian a una 2-orbi-
esfera por otra del mismo tipo pero normal con respecto a la triangulación (K,h).
Estos movimientos son los siguientes:

(a) El primer movimiento consiste en considerar un tetraedro σ ∈ K y la superficie
E = |F| ∩ h(σ). Si existe un disco D encajado en h(σ) tal que D ∩ E = ∂D y
∂D sea una curva trivial en E, entonces nos fijamos en una vecindad tubular
de D y la cortamos. Obtenemos así dos 2-orbi-esferas F ′ y F ′′, escogemos una
y la otra la olvidamos (ver (1) de la Figura 4.3).
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Figura 4.3: Movimientos para normalizar una 2-orbi-esfera

(b) El segundo movimiento se da cuando para algún triángulo σ ∈ K se tiene que
h(σ)∩ |F| es un círculo Γ en el interior de h(σ). En este caso, nuevamente con-
sideremos una vecindad tubular del disco que acota Γ y cortamos. Obtenemos
así dos 2-orbi-esferas F ′ y F ′′, escogemos una y nos olvidamos de la otra (ver
(2) de Figura 4.3).

(c) El tercer movimiento sirve para eliminar las dobles intersecciones de la 2-orbi-
esfera con una arista de la triangulación. Para ello, si tenemos una doble in-
tersección, entonces por medio de una isotopía la eliminamos siguiendo como
referencia el caso (3) de la Figura 4.3. Esto lo podemos ver como la identifica-
ción de un disco D tal que D ∩ |F| = ∂D y tomando una vecindad tubular de
él, cortando, obteniendo dos 2-orbi-esferas F ′ y F ′′ y escogiendo una. Notemos
que una de las dos 2-orbi-esferas que se obtienen es la frontera de la vecindad
regular de un punto en la arista en la que se da la doble intersección.

De la descripción de estos movimientos vemos que todos consisten en identificar
un disco D que es disjunto del 1-esqueleto, K1, tal que D ∩ |F| = ∂D y eliminando
una vecindad tubular de él para obtener dos 2-orbi-esferas F ′ y F ′′ y escoger una de
ellas. Ahora bien, como topológicamente |F| es una 2-esfera y ∂D una curva en |F|,
entonces ∂D acota dos discos D′ y D′′ tales que

|F ′| = D ∪D′ y |F ′′| = D ∪D′′.

Ahora bien, recordemos que X no contiene 2-suborbifolds malos y que D es un disco
ordinario (pues ∂D ∩ h(K1) = ∅), por ende, alguna de las dos 2-orbi-esferas debe ser
ordinaria. Supondremos sin pérdida de generalidad que es F ′′.
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Afirmamos que alguna de F ′ o F ′′ debe ser esencial en Ŷ . Supongamos por el
contrario que ambas acotan una 3-orbi-bola en Ŷ . Como F ′′ es ordinaria, entonces
tenemos que F acota en Ŷ una 3-orbi-bola a la cual se le pega una 3-orbi-bola
ordinaria a través de un disco D en la frontera de la 3-orbi-bola. Por ende, F no es
esencial en Ŷ , lo cual es una contradiccción.

Ahora bien, dado que F ′′ es ordinaria, entonces F ′ es del mismo tipo que F . Si F ′
es esencial, ya acabamos, pues remplazamos a F con F ′, que es normal con respecto
a la triangulación, es esencial en Ŷ y como ademas los movimientos de normalización
se pueden hacer sin tocar a S, entonces la segunda propiedad de F se conserva. Si,
por otro lado, F ′ no es esencial, entonces F ′′ es ordinaria y esencial y por la segunda
propiedad de F se debe tener que F era ordinaria. Por lo tanto, basta cambiar los
papeles de F ′ y F ′′ y acabamos.

Las Proposiciones 4.11 y 4.12 nos dicen que siempre podemos llevar a cabo el
procedimiento dado en el siguiente corolario pidiendo que el conjunto de 2-orbi-esferas
S esté en posición normal con respecto a una triangulación (K,h) de X .

Corolario 4.13. Si (X , K, h) es un 3-orbifold triangulado, entonces uno puede llevar
a cabo el siguiente procedimiento; donde definimos S = ∅ y Y = X:

1. Si todas las 2-orbi-esferas ordinarias de Y son no esenciales, entonces pasar al
paso 2. De otra forma, escoger F una de las 2-orbi-esferas ordinarias esenciales,
redefinir S como S ∪ {F} y Y como el 3-orbifold Ŷ \ F . Repetir el paso 1.

2. Si todas las 2-orbi-esferas cíclicas de Y son no esenciales, entonces pasar al
paso 3. De lo contrario, escoger F una de las 2-orbi-esferas ciclicas esenciales,
redefinir S y Y como en el paso 1. Repetir el paso 2.

3. Si todas las 2-orbi-esferas con vértice de Y son no esenciales, entonces termina
el procedimiento con salida S y Y . De lo contrario, escoger F una de las 2-
orbi-esferas con vértice esenciales, redefinir F y Y como en el paso 1. Repetir
el paso 3.

Durante este proceso todos los elementos de S son normales con respecto a (K,h) en
cada paso del procedimiento.

Demostración. Es claro utilizando la Proposición 4.12.

Si S = {S1, ..., Sk} es un conjunto finito de 2-suborbifolds esféricos de X , diremos
que S es un sistema finito eficiente de corte si ninguna componente conexa
de X \ S es una 3-orbi-bola agujerada y si toda componente conexa de X̂ \ S es
irreducible.

El Corolario 4.13, junto con el Teorema 4.9 y la Proposición 4.11 demuestran el
siguiente corolario:

Corolario 4.14. Todo 3-orbifold cerrado, localmente orientable que no contiene nin-
gún 2-suborbifold malo y en el que todo 2-suborbifold esférico separa admite un sistema
finito eficiente de corte.
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Esto prueba el Teorema 4.1 y con ello la existencia de la descomposición prima
de 3-orbifolds. Existe también un resultado de unicidad para esta descomposición,
sin embargo su prueba es mucho más complicada que el caso de 3-variedades y por
ello no la incluimos en esta tesis. Si se quiere ver, se puede consultar la sección 4 de
[Pet07].

Observación 4.15. Notemos que requerimos que todo 2-suborbifold esférico de X
separe para poder probar la Proposición 4.11, sin la cual no sería posible probar el
Teorema 4.1.

4.5. 3-orbifolds primos no irreducibles

Definición 4.16 (3-orbifold primo). Decimos que X es un 3-orbifold primo si no
puede ser expresado como suma conexa no trivial de 3-orbifolds. Equivalentemente,
X es primo si todo 2-suborbifold esférico que separa en X acota una 3-orbi-bola.

Es claro de la definición de 3-orbifold irreducible (Definición 3.23) que todo 3-
orbifold irreducible es primo. Esto es análogo al caso de 3-variedades. Sin embargo,
en el caso de las 3-variedades, se tiene que la única 3-variedad prima y no irreducible
es S1 × S2. En el caso de 3-orbifolds esto no se da. En esta sección probaremos que
existe una cantidad infinita de 3-orbifolds primos que no son irreducibles. Esta es una
diferencia clara entre los orbifolds y las variedades.

Proposición 4.17. Sea X un 3-orbifold con frontera homeomorfa a S2 con cuatro
puntos cono del mismo orden p. Supongamos que:

X es irreducible.

X no es la 3-bola con conjunto singular 2 aristas paralelas que no se intersecan.

En X no hay ninguna esfera con 3 puntos singulares F tal que F ∩ ∂X sea un
disco con 2 puntos singulares.

Consideremos el 3-orbifold con espacio topológico subyacente S1 × S2 y conjunto sin-
gular dos círculos de orden p paralelos al factor S1. Quitemos de este espacio una
vecindad regular de una curva que una los dos círculos de orden p y que esté conteni-
da en una esfera de nivel (esto es, que la curva esté contenida en S2×{?} para algún
? ∈ S1). Llamemos Y al 3-orbifold resultante. Finalmente, sea Z el 3-orbifold que
se obtiene al pegar las fronteras de X y Y haciendo coincidir los puntos singulares.
Entonces, Z es primo pero no es irreducible.

Demostración. Primero, notemos que si L = S2 × {p} para algún p ∈ S1, entonces L
es un 2-suborbifold de Z que no separa a Z. Por ende, Z no es irreducible.

Observemos, además, que Y no es irreducible. Sin embargo, toda 2-orbi-esfera en
Y que no sea paralela a una 2-orbi-esfera de la forma S2 × {p} para algún p ∈ S1

acota una 3-orbi-bola.
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Veamos ahora que Z es primo; esto es, que todo 2-suborbifold que separa en Z
acota una 3-orbi-bola. Sea F0 la 2-orbi-esfera que separa a X de Y .Así, consideremos
una 2-orbi-esfera, F , en Z que sí separe. Notemos que si |F| ∩ |F0| = ∅, entonces
|F| ⊂ |X | o |F| ⊂ |Y|. Dado que X es irreducible y la observación hecha en el párrafo
anterior, es claro que F acota una 3-orbi-bola. Ahora, supongamos que |F|∩|F0| 6= ∅.
Sabemos que podemos asumir sin pérdida de generalidad que esta intersección es
transversal y que además es mínima en el sentido de la cantidad de componentes
conexas.

Como tenemos que |F| ∩ |F0| es transversal, entonces todas las componentes co-
nexas son círculos. Más aún, en |F| cada disco D tal que D ∩ |F| = ∂D cumple que
acota un disco en |F|. Así, podemos encontrar al menos un circulo en |F| ∩ |F0| tal
que éste acota un disco en |F0| (pues en una esfera, todo círculo acota un disco) y este
disco a su vez acota un disco en |F|. Ahora bien, F tiene a lo más 3 puntos singulares
(ver Figura 3.3) y por ende, podemos encontrar un disco D ⊂ |F| que tenga i ≤ 1
puntos singualres. Notemos que D ⊂ |X | o D ⊂ |Y|. Además, si consideramos el
círculo ∂D ⊂ |F0| éste debe encerrar a e ≤ 2 puntos singulares. Lo que probaremos es
que sin importar si D ⊂ |X | o D ⊂ |Y|, las condiciones i ≤ 1 y e ≤ 2 son imposibles.

Supongamos primero que D ⊂ |X |. Como X es irreducible, los caso i = e = 0 e
i = e = 1 son imposibles pues podemos isotopar F para eliminar la intersección sin
cambiar la configuración de los puntos singulares. Los casos e = 0, i = 1 y e = 1,
i = 0 nos dan un 2-suborbifold con un único punto singular; éste es malo, lo cual
contradice la suposición de que X no tiene 2-suborbifolds malos. Si i = 0 y e = 2,
entonces podemos utilizar que X es irreducible para notar que X debe ser la 3-bola
con conjunto singular dos aristas paralelas que no se intersecan (ver Figura 4.5). Si
i = 1 y e = 2, este caso tampoco es posible pues X no contiene 2-orbi-esferas con 3
puntos singulares cuya intersección con ∂X sea un disco con 2 puntos singulares.

Supongamos ahora que D ⊂ |Y|. Nuevamente, los casos e = i = 0 y e = i = 1
contradicen la minimalidad de la intersección. El caso e = 2, i = 1 implica que por
medio de una homotopía podemos llevar uno de los arcos singulares de Y a ∂Y lo
cuál no se puede (ver Figura 4.4). Los otros casos son absurdos por razones similares.

Así, toda 2-orbi-esfera en Z que separa acota una 3-orbi-bola y por lo tanto Z es
primo.

La Proposición 4.17 nos dice cómo encontrar un 3-orbifold Z que es primo pero no
es irreducible siempre y cuando tengamos un 3-orbifold X que cumple las condiciones
ahí establecidas. A continuación presentamos una cantidad infinita de 3-orbifolds X
que cumplen esas características:

Ejemplo 3. Para k ≥ 1 generamos las tercias

(p, rk, qk), (p, rk, q
′
k), (qk, qk−1, rk−1), (q′k, q

′
k−1, rk−1)

, · · · ,

(q2, q1, r1), (q′2, q
′
1, r1), (p, r0, q1), (p, r0, q

′
1),
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Figura 4.4: El 3-orbifold Y

Figura 4.5: X es la 3-bola con conjunto singular 2 aristas paralelas que no se intersecan
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Figura 4.6: Ejemplo de un 3-orbifold X

donde cada una de ellas es igual a (2, 2, l) para l ∈ N o (2, 3, l) para l ∈ {3, 4, 5}.
Ahora, construimos el 3-orbifold X como la 3-bola, B3(0), con conjunto singular una
escalera en la que los órdenes están dados por las tercias generadas arriba (ver Figu-
ra 4.6).

Notemos que, en esta clase de ejemplos, |X | es S1 × S2. Así, como 3-variedad |X |
también es prima pero no irreducible.
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5 Comentarios finales

Como mencionamos en la introducción de este trabajo, las descomposiciones pri-
mas son una técnica que se utiliza para simplificar el estudio de ciertos objetos ma-
temáticos. En este trabajo presentamos los resultados para 3-variedades cerradas y
para 3-orbifolds cerrados y localmente orientables. Sin embargo, existen resultados
similares para otro tipo de espacios de dimensión 3. En [Gro69], Jonathan L. Gross
prueba el siguiente resultado:

Teorema 5.1. Sea M una 3-variedad orientable, conexa y compacta con frontera
conexa y no vacía. Si M es distinta de la 3-bola, entonces M es homeomorfa a una
suma de disco

P1∆ · · ·∆Pn,
donde cada Pi es una 3-variedad ∆-prima. Los sumandos Pi son únicos salvo homeo-
morfismo y orden.

Este teorema da una descomposición en factores primos para las 3-variedades
orientables, conexas y compactas con frontera conexa y no vacía utilizando la suma
de disco, la cual definimos a continuación.

Definición 5.2 (Suma de disco). Sean M y M ′ dos 3-variedades con frontera conexa
y no vacía. Definimos la suma de disco de M y M ′, denotada como M∆M ′ como
sigue: se escogen dos encajes de la 2-bola en las fronteras de M y M ′

i1 : B2(0)→ ∂M , i2 : B2(0)→ ∂M ′

y se define
M∆M ′ := (M tM ′) /f(x)∼x,

donde f : i1(B2(0))→ i2(B2(0)) es un homeomorfismo que invierte la orientación.

Posteriormente, en [Gro70], Jonathan L. Gross generaliza este resultado pero ahora
para 3-variedades orientables, conexas y compactas con frontera no vacía (esta vez
permite que la frontera tenga varias componentes conexas). Para ello define la suma
multidisco de dos 3-variedades.

Definición 5.3. Sean M y N dos 3-variedades con frontera. Sean D1, ..., Dn 2-bolas
en ∂M tal que ningún par de ellos están en la misma componente conexa de ∂M . Sean
E1, ..., En 2-bolas en ∂N tal que ningún par de ellos están en la misma componente
conexa de ∂N . La 3-variedad que se obtiene de M tN identificando Di con Ei para
cada i ∈ {1, ..., n} mediante un homeomorfismo que invierte la orientación se le llama
suma multidisco de M y N .
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Con esta definición Gross prueba el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Una 3-variedad M orientable, conexa y compacta con frontera no
vacía tiene una descomposición prima bajo la suma multidisco.

Estos dos teoremas nos dan una forma de descomponer en pedazos más sencillos
a las 3-variedades con frontera, sin embargo, éstas deben ser orientables. Posterior-
mente, Józef Henryk Przytycki generalizó estos resultados a 3-variedades conexas y
compactas con frontera no vacía en [Prz79], es decir, quitó la condición de ser orien-
tables.

Finalmente, en 2021, en trabajo conjunto con Fernando Galaz García, José Carlos
Gómez Larrañaga, Luis Guijarro y Wolfgang Heil, generalizamos, entre otros resul-
tados de 3-variedades, la descomposición prima al caso de espacios de Alexandrov de
dimensión 3 [Fra+22]. Un espacio de Alexandrov de dimensión 3 es un espacio métrico
de longitud, geodésico, con dimensión de Hausdorff 3, que tiene curvatura acotada por
debajo. Al no necesariamente haber diferenciabilidad, la cota inferior de la curvatura
se define de una manera distinta al caso de las variedades Riemannianas, en términos
de triángulos de comparación. Los espacios de Alexandrov juegan un papel fundamen-
tal en el estudio de las variedades Riemannianas, pues si se consideran sucesiones de
variedades Riemannianas compactas n-dimensionales con curvatura seccional acotada
inferiormente por k ∈ R que convergen en la métrica de Gromov–Hausdorff, entonces
su límite es un espacio de Alexandrov con curvatura acotada inferiormente por k. Los
espacios de Alexandrov inlcuyen espacios que no necesariamente son variedades, tales
como los órbifolds Riemannianos. Para una buena introducción a este tema se sugiere
leer [BBI01], [Pla02].

Aunque los espacios de Alexandrov no suelen tener una estructura tan regular
como en el caso de las 3-variedades, en dimensión 3 se tiene que todo espacio de
Alexandrov es una 3-variedad no orientable con un número par de planos proyectivos
como componentes de frontera a la cual se le han pegado conos sobre el plano pro-
yectivo (ver [GG14, Sección 1] y [Gal16]). Los vértices de estos conos son los puntos
singulares del espacio y son los únicos puntos que tienen una vecindad homeomor-
fa al cono sobre el plano proyectivo, en particular todo 3-espacio de Alexandrov es
homeomorfo a un orbifold de dimensión 3, no necesariamente orientable. Si notamos
que el cono sobre la esfera es homeomorfo a la 3-bola, entonces podemos generalizar
la suma conexa para 3-variedades al caso de espacios de Alexandrov de dimensión 3
como sigue.

Definición 5.5. Sean X y Y 3-espacios de Alexandrov cerrados y x ∈ X, y ∈ Y . Por
el Teorema de la Vecindad Cónica de Perelman [Per93], existen vecindades abiertas
Ux, Uy de x y y respectivamente que son homeomorfas a una 3-bola o a un cono sobre
el plano proyectivo. Si Ux ≈ Uy, entonces definimos su A-suma conexa como sigue:

X#x,y
A Y = ((X \ Ux) t (Y \ Uy)) /w∼ϕ(w) (5.1)

donde
ϕ : ∂(X \ Ux)→ ∂(Y \ Uy)

es un homeomorfismo.
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En este caso diremos que un 3-espacio de Alexandrov es primo si al expresarse
como A-suma conexa de dos 3-espacios de Alexandrov X#x,y

A Y pasa que:

Si x, y son no singulares, entonces X ≈ S3 o Y ≈ S3.

Si x, y son singulares, entonces X ≈ Susp(RP 2) o Y ≈ Susp(RP 2).

Usando esta definición obtenemos el siguiente teorema de descomposición prima
para espacios de Alexandrov de dimensión 3.

Teorema 5.6. Todo 3-espacio de Alexandrov cerrado tiene una descomposición en
factores primos.

La prueba de este teorema utiliza un teorema de Haken (ver Proposición 1.7 de
[Hat]) similar al Teorema 4.9. Este teorema, nos dice que solo puede existir una can-
tidad finita de subvariedades incompresibles (es decir, si F ⊂M es una subvariedad,
entonces la inclusión ι : F →M induce un monomorfismo de los grupos fundamenta-
les) tal que entre ellas no exista una región producto.

Es posible generalizar la noción de irreducibilidad al caso de 3-espacios de Ale-
xandrov (ver [GGN20]). Usando esta definición, demostramos en [Fra+22] que ser un
espacio de Alexandrov primo no necesariamente implica ser irreducible, a diferencia
del caso de 3-variedades (ver Lema 2.14) y similarmente al caso de 3-orbifolds (ver
Apartado 4.5). Para ello se encontró una familia infinita de 3-espacios de Alexandrov
primos y no irreducibles.

Queda aún por determinar si existe algún tipo de unicidad bajo la descomposición
en factores primos dada en Teorema 5.6.
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A Grupos

A.1. Definiciones básicas

Definición A.1 (Acción de grupo). Una acción de grupo de un grupo G en un
conjunto X es una función

ϕ : G×X → X

que satisface las siguientes dos condiciones:

Para todo g, h ∈ G y todo x ∈ X se tiene que

ϕ(g, ϕ(h, x)) = ϕ(gh, x). (A.1)

Para todo x ∈ X se cumple
ϕ(e, x) = x. (A.2)

En este caso, diremos que G actúa en X.

En general, omitiremos la función ϕ y escribiremos g · x := ϕ(g, x). Así, las con-
diciones (A.1),(A.2) quedarán escritas como

g · (h · x) = (gh) · x (A.1’)

e · x = x (A.2’)

Si definimos x ∼ y si y sólo si existe g ∈ G tal que y = g · x, entonces es fácil ver
que ésta es una relación de equivalencia, a las clases de equivalencia

Gx := [x] = {g · x | g ∈ G}

las llamamos órbitas.
Se puede ver también que el conjunto

Gx := {g ∈ G | g · x = x}

es un subgrupo de G, lo llamaremos el estabilizador de x o también el grupo de
isotropía de x en G.

Definición A.2. Sean G un grupo y X un conjunto tal que G actúa en X. Decimos
que la acción es:
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(a) libre si para todo g, h ∈ G tales que exista un x ∈ X que cumpla que g ·x = h·x,
entonces g = h,

(b) transitiva si para todo x, y ∈ X existe un g ∈ G tal que y = g · x,

(c) regular si es libre y transitiva,

(d) efectiva si para todo g ∈ G \ {e} existe un x ∈ X que cumple que g · x 6= x.

Definición A.3. Sean X, Y conjuntos, H un grupo actuando en X y ϕ : X → Y una
función. Decimos que ϕ es H-invariante si para todo x ∈ X y todo h ∈ H se cumple
que

ϕ(h · x) = ϕ(x)

Definición A.4 (Grupo topológico). Un grupo topológico es un conjunto G con
dos estructuras: G es un grupo y G es un espacio topológico. Estas estructuras son
compatibles en el sentido que las funciones:

G×G→ G, (g, h) 7→ gh

G→ G, g 7→ g−1

son continuas.

Si G es compacto como espacio topológico, entonces diremos que G es un grupo
compacto.

Observación A.5. Todo grupo finito es compacto con la topología discreta.

A.2. Grupos de Lie

Definición A.6. Un grupo de Lie es un conjunto G con dos estructuras: G es un
grupo y G es una variedad diferenciable. Ambas estructuras son compatibles en el
sentido que las funciones:

G×G→ G, (g, h) 7→ gh

G→ G, g 7→ g−1

son C∞.

Definición A.7. Sean G un grupo y M una variedad diferenciable tal que G actúa
en M . Decimos que la acción es suave si la función:

ϕ : G×M → G, ϕ(g, x) = g · x

es C∞.

La siguiente proposición nos ayudará a probar que el cociente de una variedad
bajo la acción de un grupo es un espacio Hausdorff. La prueba es sencilla y se puede
consultar en el Lema 21.1 de [Lee12]

Proposición A.8. Para cualquier acción continua de un grupo de Lie G en una
variedad diferenciable M , la función cociente π : M →M/G es una función abierta.
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A.3. Acciones Propias

Definición A.9. Si G es un grupo de Lie y M una variedad diferenciable en la que
actúa G, decimos que la acción es propia si la función

ψ : G×M −→M ×M
(g,m) 7→ (m, g ·m)

es propia, esto es para cada K ⊂M ×M compacto, ψ−1[K] ⊂ G×M es compacto.

Observación A.10. Las acciones de grupos compactos siempre son propias.

Dada una variedad Riemanniana (M, g) y una H-acción, decimos que g es una
métrica H-invariante si la función:

Ah : (M, g)→ (M, g)

m 7→ h ·m

es una isometría par cada h ∈ H. Esto es,

gx(v, w) = gAh(x) ((dAh)x(v), (dAh)x(w))

para cada x ∈ M , h ∈ H y v, w ∈ TxM . Obsérvese que si x ∈ M , entonces
(dAh)x : TxM → TxM es una función lineal para cada h ∈ H. Más aún, esto induce
una acción de grupo de H en TxM , que podemos denotar como: h·TxM v := (dAh)x(v).

Proposición A.11. Si (M, g) es una variedad Riemanniana y G un grupo finito tal
que G×M →M sea una acción propia, entonces existe una métrica G-invariante en
M .

Demostración. Definimos en M una nueva métrica como sigue: para m ∈M y v, w ∈
TmM

g̃m(v, w) =
1

|H|
∑
h∈H

gm(h ·TmM v, h ·TmM w). (A.3)

Ésta es una métrica porque g lo es y, más aún, es G−invariante. Si x ∈ M , σ ∈ H y
v, w ∈ TxM , entonces:

g̃σ·x((dAσ)x(v), (dAσ)x(w)) = g̃σ·x(σ ·TxM v, σ ·TxM w)

=
1

|H|
∑
h∈H

gx(h ·TxM σ ·TxM v, h ·TxM σ ·TxM w)

=
1

|H|
∑
h∈H

gx(h ·TxM v, h ·TxM w)

= g̃x(v, w).

Por lo tanto, g̃ es una métrica G-invariante.
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Las acciones propias son también cerradas como lo afirma la siguiente proposición:

Proposición A.12. Si ψ : G ×M → M ×M es una acción propia, entonces ψ es
una función cerrada.

Demostración. Recordemos que por la Proposición 1.6 M es localmente compacta y
por ende M ×M también lo es. Además, G y M son espacios Hausdorff, por ende
G ×M es Hausdorff. Sea C ⊂ G ×M cerrado. Queremos ver que ψ[C] ⊂ M ×M
también lo es. Esto es equivalente a que V := (M ×M) \ ψ[C] sea abierto. Así, sea
y ∈ V . Como M ×M es localmente compacta, entonces existe Vy ⊂ M ×M abierto
tal que Vy es compacto. Luego, ψ−1[Vy] ⊂ G×M es compacto, pues ψ es propia. Se
sigue que C ∩ ψ−1[Vy] también es compacto y por ende

ψ[C ∩ ψ−1[Vy]] = ψ[C] ∩ Vy ⊂M ×M

también lo es (ψ es continua). Dado que M ×M es Hausdorff, se sigue que ψ[C]∩ Vy
es cerrado en M ×M . Así, definimos:

Uy := (M ×M) \ (ψ[C] ∩ Vy) = (M ×M) \ ψ[C]

es un abierto enM×M tal que y ∈ Uy y Uy∩ψ[C] = ∅. Por lo tanto, V es abierto.
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