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Introduccion

Una hormiga camina por la cascara de una naranja. ;Conoceré ella la forma de
la naranja? ;Sabra lo qué es ser redonda? De la misma forma, los seres humanos
caminamos sobre la Tierra. ; Sabremos la forma del planeta? ;Sabremos qué es que la
tierra sea redonda? Cualquier persona con méas de 6 anos podria responder que si. La
Tierra es redonda, redonda como una pelota. ; Pero como sabemos esto? Lo sabemos
porque tenemos referencias externas a la Tierra, como el sol y la luna y porque el ser
humano ha logrado salir de la superficie de la tierra y observarla desde fuera. Ahora
bien, la tierra y todos los planetas y seres vivos que vivimos en ellos navegamos por el
universo como si éste fuera una caja rectangular que jamas termina. ; Cual es la forma
del universo? ;Podriamos saber qué es que el universo esté curvado? Estas preguntas
han motivado durante muchos anos el estudio de las 3-variedades: espacios en los
que si un ser viviese en ellos, pensaria que son una simple caja rectangular infinita,
aunque pueden bien no serlo. Estudiarlas es abrirnos paso a entender mas céomo es el
universo en el que vivimos, a pesar de no poder hacer lo mismo que un astronauta y
simplemente salir de la superficie de la Tierra.

El ser humano es un ser categorico. Nos gusta clasificar y categorizar las cosas
para entenderlas mejor. Una forma de hacer esto es reducir estructuras complejas a
bloques mas sencillos que después se pueden unir, como los juguetes LEGO o como
la gramatica que divide la estructura compleja de un texto en oraciones y éstas a
su vez en palabras con distintas funciones. Si pensamos en términos un poco mas
matematicos, el ejemplo méas natural y sencillo son los niimeros naturales. Existe una
cantidad infinita de niimeros naturales, todos esencialmente distintos. Sin embargo,
existe un bloque que es de cierta forma el més sencillo, el nimero 1. Ademas, si
partimos de él y de una cierta operacion, la suma, podemos reconstruir cualquier
otro niimero natural que queramos (ver Figura 1). Esta es la filosofia que nos lleva a
considerar descomposiciones primas. Tenemos una bolsa con una cantidad infinita de
objetos, que son extremadamente complejos. Buscamos encontrar en ella una cantidad
mas manejable de objetos que sean relativamente méas sencillos y con la cual podamos
construir cualquier otro objeto de nuestra bolsa.

En este trabajo, nos concentraremos en hacer esto para 3-variedades y para 3-
orbifolds. Las 3-variedades son objetos topologicos, estan hechos de plastilina y mien-
tras no cortemos, podemos torcerlos y doblarlos a nuestro antojo. Si queremos algo un
poco mas rigido, entonces obtenemos los 6rbifolds. Si nuestros ojos son como camaras
fotograficas, una variedad es como una foto desenfocada de un objeto y los érbifolds
es el resultado de tomar la misma foto pero enfocando correctamente.
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Figura 1: Los niimeros naturales como ejemplo de descomposiciones.

El Capitulo 1 aborda los preliminares para entender qué son las variedades topo-
logicas y nociones afines a ellas. En el Capitulo 2, probamos que existe una descompo-
sicion prima de 3-variedades y que cumple una nociéon de unicidad. En el Capitulo 3,
nuevamente presentamos preliminares para entender qué es un orbifold y nociones afi-
nes. Finalmente, en el Capitulo 4, demostramos que los 3-6rbifolds también cumplen
una descomposicion en factores primos, sin embargo las cosas ya no son tan sencillas.
Como nuestra camara ya enfoca correctamente, vemos mas detalles y objetos que
considerdbamos iguales ya no lo son.



1 3-variedades

A lo largo de esta tesis se supondra que el lector tiene conocimientos basicos sobre
variedades diferenciables. Sin embargo, en este primer capitulo presentamos algunas
definiciones béasicas para asentar la notacion.

1.1. Variedades topolégicas

Las variedades son espacios topoldgicos que, localmente, son euclidianos. A éstas se
les puede agregar una «estructura» para poder estudiar ciertas propiedades. Ejemplos
de esto son las variedades diferenciables y triangulables. Enunciaremos primero la
definicion mas general, una variedad topologica:

Definiciéon 1.1 (Variedad Topolégica). Una variedad topoldgica es un espacio
topologico M sequndo numerable y Hausdorff para el cual existe una familia de parejas
{(My, 90) taca que cumple las siguientes propiedades:

» Para cada o € A, M, es un abierto de M y ademds UaeA M, =M.

s Para cada o € A, ¢, : M, — Qo CR"™ es un homeomorfismo, donde £, es un
abierto de R™.

A una pareja (M, pa) se le llama carta de M. A la familia {(My, pa)}aca la lla-
mamos atlas para M. La dimension de M es n.

La definicién anterior puede ser modificada ligeramente permitiendo que los abier-
tos 2, de R" sean abiertos de R’;, donde

RY = {(z1,...,2,) € R" | 21 > 0}.

Esta definicion ligeramente modificada es, en realidad, la definicion de una variedad
con frontera. Més atn, si M es una variedad con frontera y x € M es tal que
toda vecindad de ¢l es homeomorfa a un abierto del 0 € R}, entonces decimos que x
pertenece a la frontera de M. Esta tltima la denotaremos como 9M.

Si M es una variedad topologica de dimensién n, entonces diremos que es una
n—variedad para ser més breves. Ademas, diremos que una variedad es cerrada si
es un espacio topologico compacto y no tiene frontera.

Los siguientes corolarios serdn de suma importancia, pues, en particular, el tltimo
de ellos prueba que la dimension de una variedad estd bien definida y justifica el
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nombre de n—variedad. Para ver la prueba de ellos se puede consultar los Corolarios
19.8, 19.9 y 19.10 de [Bre93].

Corolario 1.2. Si M es una n—ovariedad topologica y f: M — R™ es inyectiva y
continua, entonces f es una funcion abierta.

Corolario 1.3 (Invariancia del Dominio). Si M y N son n—wvariedades y f: M — N
es una funcion inyectiva y continua, entonces f es abierta.

Corolario 1.4 (Invariancia de la Dimension). Si M es una m—wvariedad y N una
n—uvariedad tal que M es homeomorfa a N, entonces n = m.

Cuando la dimension de las variedades topologicas que se estudian es 1, 2 o 3,
se suele decir que se esta estudiando variedades de dimensiéon baja. En este trabajo
nuestro principal objetivo es estudiar las variedades topologicas cuya dimension es
igual a 3.

La topologia de las variedades es muy interesante. Dado que localmente son eucli-
dianas, localmente cumplen muchas propiedades que se obtienen de R™. Ejemplo de
esto son las siguientes dos proposiciones (ver Proposiciones 4.23 y 4.64 de [Leell]):

Proposicion 1.5. Toda variedad topologica es localmente conexa y localmente conexa
por trayectorias.

Proposicion 1.6. Toda variedad topologica es localmente compacta.

Observacion 1.7. Supongamos que M es una variedad conexa. Por la Proposi-
cion 1.5 sabemos que M es localmente conexa por trayectorias. Luego, se tiene que
M es conexa por trayectorias (ver Proposicion 4.26 de [Leell]).

1.2. Variedades diferenciables

Definicién 1.8 (Variedad Diferenciable). Una variedad diferenciable es una va-
riedad topologica M con un atlas {(Ma, @a)}aca tal que:

» Sia, €A tal que M, N Mg # (), entonces la funcion
Pa © ()0;1: SO,B(MQ N Mg) — @a(Ma N Mﬁ)
es un difeomorfismo (ver Figura 1.1).

= El atlas {(Ma, 9a)}aeca €5 mazimal respecto a cartas compatibles. Esto es, si
(V,4) es otra carta de M tal que para cada o € A la funcion

Yoo i Y(MyNV) = o(MyNV)

es un difeomorfismo, entonces (V, 1) € {(Ma, 9a)}wea-
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Pa © cp;l: (Mo N Mg) = @o(My N Mg)

Figura 1.1: Cambio de coordenadas en una variedad diferenciable.

Dada una variedad diferenciable M y un punto z € M, podemos construir el
espacio tangente a M en z. Este es un espacio vectorial y lo denotaremos como T, M
(ver Capitulo 3 de [Leel2]).

Un concepto importante es el de subvariedad; a continuaciéon presentamos su de-
finicion.

Definicién 1.9 (Subvariedad). Sea N wuna variedad diferenciable. Un subconjunto
M C N es una subvariedad de dimension n si para todo punto a € M, existe una
vecindad U de a en N y un difeomorfismo : U C N =V C R™* tal que

YyUNM)=R"NV,
donde R™ esta visto como el subespacio

{(IL‘l, ce axn-i-k) € R | Tpt1 = " = T4k = 0}

de R,

1.2.1. Transversalidad

Un concepto clave en la Topologia Diferencial es el de transversalidad. Intuitiva-
mente, si pensamos en dos rectas en el plano cuya interseccién es no vacia, entonces
se intersecan en otro subespacio afin. Mas atn, si las rectas son distintas, entonces
su interseccion es s6lo un punto. De forma similar, si pensamos en dos planos en
el espacio que se intersequen, entonces su interseccion es una linea recta (que es un
subespacio afin) o son el mismo plano (ver Figura 1.2). Cuando hablamos de sub-
variedades, su interseccion no necesariamente es una subvariedad; sin embargo, si se
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Figura 1.2: Idea intuitiva de la transversalidad

intersecan transversalmente, entonces su intersecciéon si es una subvariedad y pode-
mos decir exactamente cual es su codimension. Para leer mas sobre esto se puede
consultar el excelente libro |[GP74].

Definiciéon 1.10. Sean M wuna n—variedad, Z y N subvariedades de M. Decimos
que Z y N son transversales, abreviado N th Z, si para cualquier x € N N Z se
cumple que:

T.N+T,7Z =1T,M.

Definiciéon 1.11. Sean M una m—variedad, N una n—variedad, Z C N una sub-
variedad y f: M — N una funcion. Decimos que f es transversal a Z, abreviado
fhZ, si se cumple que para todo x € f~1(Z):

Im(df.) + Ty Z = Ty N.

Notemos que la Definicion 1.11 implica la Definicion 1.10 tomando la funcion
inclusion ¢: N — M. En este sentido, podemos pensar a la Definiciéon 1.11 como
una generalizacion de la Definicion 1.10. Tenemos los siguientes dos teoremas que son
fundamentales para nuestro trabajo (ver Teoremas 6.30 y 6.36 de [Leel2]):

Teorema 1.12. Supongamos que N y M son variedades diferenciables y S C M es
una subvariedad de M.

(a) Si f: N — M es una funcion suave transversal a S, entonces f~'(S) es una

subvariedad de N tal que codim(S) = codim(f~1(S)).

(b) Si 8" C M es una subvariedad de M que interseca a S transversalmente, en-
tonces S NS’ es una subvariedad y se cumple que :

codim(S N S") = codim(S) + codim(S").

Teorema 1.13. Supongamos que M y N son variedades diferenciables y X C M es
una subvariedad. Toda funcion suave f: N — M es homotdpica a una funcion suave
g: N — M transversal a X.
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1.2.2. Fibrados vectoriales

Los fibrados y fibrados vectoriales juegan un papel muy importante en el estudio
de la Geometria Diferencial. En esta subseccion presentamos sus definiciones para,
a partir de ellas, poder hablar de vecindades normales y enunciar el Teorema de la
Vecindad Tubular que serd de suma importancia en el resto del trabajo. Para leer
mas sobre fibrados se puede consultar el libro [Lee09).

Definicién 1.14 (Fibrado). Sean F', M, E variedades diferenciables y m: E — M
una funcion suave. La cuddruple (E, 7, M, F) se llama fibrado si, para cada punto
p € M, existen un abierto U C M tal que p € U y un difeomorfismo ¢: 7= 1(U) —
U x F tal que el siguiente diagrama conmuta:

sy U X F

_1(U) ¢
N o

A la variedad E se le llama el espacio total, © es la proyeccion del fibrado, M
es el espacio base y I es la fibra. Para cada p € M, el conjunto E, := n~[{p}] se
le llama fibra sobre p.

™

Ejemplo 1. Si M y F son variedades diferenciables, entonces (M x F,pri, M, F) es
el fibrado trivial.

Es importante recalcar que si (E, 7, M, F) es un fibrado, entonces 7 es una sub-
mersion y para cada p € M se tiene que £, es difeomorfo a F'.

Definicion 1.15. Dado un fibrado (E, 7, M, F'), una seccion es una funcion o :
M — E tal que mo o = idy. Una seccion local sobre un abierto U C M es una
funcion o: U — FE tal que mo o = idy.

Las funciones ¢ : 7~ 1(U) — U x F que aparecen en la Definicion 1.14 se conocen
como trivializaciones locales. Una pareja (U, ¢), donde ¢ es una trivializacion local,
se conoce como carta del fibrado. Una familia {(Us,, ¢4)},,. 4 de cartas de fibrado
tal que |J,c4 Ua = M se le conoce como atlas de fibrado.

acA

Definicion 1.16 (Fibrado Vectorial). Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un fibrado
vectorial con fibra V' es un fibrado (E, 7, M, V') tal que:

s Para cada x € M el conjunto E, tiene la estructura de espacio vectorial sobre
R y es isomorfo como espacio vectorial a V.

» Cada p € M estd en el dominio de alguna carta de fibrado (U, ¢) tal que para
cada x € U la funcion @ |g, : E, — V es un isomorfismo de espacios vectoriales,

donde ¢ = (m, P).
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1.2.3. Vecindades tubulares

El objetivo de esta subseccion es enunciar uno de los teoremas més importantes
de Geometria Diferencial y que sera de suma importancia en este trabajo: el Teorema
de la Vecindad Tubular. Iniciamos con la definicién del espacio normal. Para més
detalles, se puede consultar [Hir76] o [Sil0§].

Sea M una n—variedad y X una subvariedad de M de dimensién k < n. Tenemos
la funcién inclusion:

t: X — M.

Para cada = € X, el espacio tangente a X en x se puede ver como un subespacio
lineal del espacio tangente a M en x mediante la inclusion lineal

dig: T, X — TZ*(I)M.

El espacio cociente N, X := T, M/T,X es un espacio vectorial de dimension n — k al
que se le llama espacio normal a X en z. El fibrado normal de X es:

NX ={(z,v):x e X, ve N, X}

La cuadrupla (N X, pri, X, R" %) tiene la estructura de un fibrado vectorial (ver De-
finicion 1.16). Definimos la seccién cero como la seccion

190 X — NX
dada por ig(x) — (z,0). Esta encaja a X en NX como una subvariedad cerrada.

Definicion 1.17. Una vecindad Uy de ig(X) es convexa, si la interseccion Uy N N, X
es convexa para cada v € X.

Teorema 1.18 (Teorema de la Vecindad Tubular). Si M es una n—variedad y X
una subvariedad de dimension k <n de M, entonces existe una vecindad convexa U,
de ig(X) en NX, una vecindad U de X en M y un difeomorfismo ¢: Uy — U tal que

el stguiente diagrama conmuta:

Uy C NX L sUC M

X

Definiciéon 1.19. Sea M una 3—variedad y E una 2—esfera en M. Esto es, j : S* —
M es un encaje y j(S*) = E. Si M\ E es disconeza, entonces decimos que E separa
a M, de lo contrario, diremos que E no separa a M.

Observacion 1.20. Si M es una 3—variedad conexa, entonces por la Observacion 1.7
se tiene que M es conexa por trayectorias. Esto implica que E es una 2—esfera que
no separa a M si y sdlo si existe una curva simple cerrada 7 : [0,1] — M tal que
v ([0,1]) interseca a E transversalmente en un solo punto (ver Lema 3.4 de [Lac]).
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=0,
(=

Figura 1.3: Suma conexa de dos toros.

Y

1.3. Suma conexa

Dado un subconjunto A de un espacio topologico X, denotaremos el interior de A
como A.

Definicion 1.21 (Suma conexa). Sean My, My dos n—variedades diferenciables co-
nexas. Fscogemos dos encajes de la bola unitaria de dimension n:

11 : B" — 1nt(M1) s 1o : B" — 1nt(M2)

tales que iy preserve la orientacion e iy invierta la orientacion. Sea ademds o: (O, 1) —
(0,1) un difeomorfismo que invierta la orientacion. Definimos v, : B*\{0} — B"\{0}

como: an(v) = a(||v]]) (HUTH>

y luego la suma conexa de My con My como

My My (i, i, ) = (M \ 02 [{0}]) Uy (Ma \ 22[{0}]),
donde g =iy 0 a0y : i1 (B \ {0}) = ix(B" \ {0}) (ver Figura 1.3).

En general, no especificaremos cuales son los encajes i, e i3 ni el difeomorfismo
a. Esto esta justificado por el siguiente teorema (ver Teorema 1.1, Capitulo 6 de
[Kos92|):

Teorema 1.22. Si M; y M, son n—variedades diferenciables (n > 1) conezas y
ortentadas, entonces My# M, es una variedad diferenciable conexa y orientada. Mds
atin, esta operacion no depende (salvo difeomorfismo) de la eleccion del difeomorfismo
a o los encajes i1 € 1s.
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Esta definicion de la suma conexa es la que se presenta en [Kos92|. Debemos
hacer notar que la definicion original se debe a Milnor en [Joh63]. Si se comparan, se
notara que la diferencia primordial esta en que Kosinski construye M;# M utilizando
la funcién g = iy 0 a, 047" que sirve para cualquier difeomorfismo «, mientras que
Milnor utiliza la funciéon g = isohoi; ! donde h(u) = (1—||u||)u. Este cambio no hace
diferencia en el espacio final M;#M,. Ademas, es de importancia notar que tanto h
como «, revierten la orientaciéon y por ende g preserva la orientacion, lo cual hace
que M;# M, sea orientable.

Durante el siguiente capitulo se utilizara con frecuencia que la suma conexa es una
operacion conmutativa, asociativa y con neutro. Esto queda plenamente justificado
por el siguiente teorema (ver Capitulo 6, Teorema 2.2 de [Kos92|):

Teorema 1.23. 5i M es el conjunto de todas las n—variedades conexas, orientadas
y cerradas, entonces (M, #) es un monoide conmutativo. Esto es:

» Para cualesquiera My, My € M se tiene que My# My = Mo# M, .
s Para cualesquiera My, Moy, M3 € M se tiene que
(Mu#Mo)# Mz = My#(Ma#Ms).

s Para cualquier M € M se tiene que M#S™ = S"#M = M.

1.4. Triangulaciones

Definicién 1.24 (Puntos afinmente independientes). Sean vy, ..., vy € R™. Decimos
que estos puntos son afinmente independientes si:

{v1 — v, ...,v —vo} CR"
es un conjunto linealmente independiente.

De esta definicion es inmediato que n + 1 es la cantidad méaxima de puntos afin-
mente independientes que puede existir en R”.

Definicién 1.25 (Simplejos). Un simplejo o es la envolvente convexa de un sub-
conjunto finito de puntos afinmente independientes A C R™. Los elementos de A los
llamamos vértices de o. La dimension de o es dimo := |A] — 1.

Notemos que si tenemos un simplejo o generado por A = {vy, ..., v}, entonces
podemos expresar a ¢ como

o= {Ztivi > ti=1AVi€{0,....k}t €0, 1])} . (1.1)

Asi, cada punto x € o se puede ver como r = Zf:o t;v;. A los nimeros t; los
llamamos coordenadas baricéntricas.

Ademas, dado B C A, al simplejo 7 generado por B se le llama una cara de o y
lo denotamos como 7 < o.
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Definicion 1.26 (Baricentro). Sea o un simplejo generado por A = {vg,...,vx}.
Definimos el baricentro de o como

k
1
B = i - 1.2
ar(o) ZZ:; T 7Y (1.2)
Definicion 1.27 (Complejo simplicial). Un conjunto K de simplejos en R™ es un
complejo stmplicial si cumple:

» s5t0€ Kyt <o, entonces T € K;
m sio, 7€ K, entoncescNT<oyocN7T<71,9y

s K es localmente finito; esto es, dado un x € 0 € K existe una vecindad U de x
tal que solo hay un nimero finito de elementos T € K que intersecan a U.

La union de todos los elementos de K es la realizacion geométrica de K; también
se le suele llamar poliedro y se denota:

K| = JK.

Definicion 1.28 (Subcomplejo y p-esqueleto). Sea K un complejo simplicial. De-
cimos que L C K es un subcomplejo simplicial de K si L por si mismo es un
complejo simplicial.

Un ejemplo importante de subcomplejo simplicial es el p-esqueleto, que se denota
por KP, y estd definido como:

K? :={0c € K |dimo < p}.

Definiciéon 1.29 (Triangulacion). Dado un espacio topoldgico X , una triangulacion
de X es una pareja (K, f), donde K es un complejo simplicial y f : |K| — X es un
homeomorfismo.

Ejemplo 2. Consideremos el toro T2. Una triangulacion de éste se puede observar en
la Figura 1.4a. Notese que, en esta figura, se pide que los lados paralelos del cuadrado
se identifiquen. Esto es, esta triangulacion se puede pensar como un espacio cociente
de [0,1]%. Para que ésta triangulacion sea una verdadera triangulacion, dada nuestra
definicion, en realidad se debe ver como en la Figura 1.4b. Es fdcil ver que ésta si
es una triangulacion de T?: se tiene un complejo simplicial de R® cuya realizacion
geométrica es homeomorfa a T?.

Finalmente, cabe mencionar que en este trabajo estaremos trabajando en la cate-
goria de variedades diferenciables. Sin embargo, un teorema de Whitehead nos asegura
que toda variedad diferenciable admite una triangulacion (ver Teorema 7 de [Whi40]).
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(1,1)

(0,0)

>

(a) Espacio cociente de R?.

(1,0)

(b) Triangulacién como subespacio de R3.

Figura 1.4: Triangulacion del Toro T?.



2 Descomposicion prima de 3-variedades

En este capitulo se probara la existencia y unicidad de la descomposiciéon en fac-
tores primos de 3—variedades cerradas, conexas y orientadas. Seguiremos el articulo
de J. Milnor [Mil62], en el cual se demuestra la unicidad de la descomposicién en
factores primos de las 3-variedades cerradas, conexas y orientadas. Sin embargo,
a diferencia de Milnor, utilizaremos la estructura diferencial de las variedades en lugar
de su estructura lineal a trozos. Esto es en parte siguiendo el tratamiento que se da
del tema en [Hat|. Antes de probar la unicidad de la descomposicion debemos probar
la existencia de ésta. La existencia de la descomposicion se debe a H. Kneser [Kne29).
En esta tesis probaremos la existencia de la descomposicion siguiendo los pasos des-
critos por Milnor en [Mil62]. Su prueba se basa en que la conjectura de Poincaré es
cierta, lo cual se debe al trabajo de Perelman, ver por ejemplo [MTO07].

2.1. Existencia de la descomposicién prima

Durante esta primera seccién daremos por sentado que el lector esta familiarizado
con el producto libre de grupos. Para una introduccion a ellos, se puede consultar el
capitulo 11 de [Rot95] o el capitulo 14 de [Cas03].

Fijaremos un poco de notaciéon sobre grupos. Sea G un grupo y A C G un sub-
conjunto de G. Al subgrupo normal generado por A lo denotaremos como N 4. Recor-
demos ahora el Teorema de Seifert-van Kampen (ver Teorema XIV.3.21 de [Cas03)]):

Teorema 2.1 (Seifert-van Kampen). Sea X un espacio topoldgico. Supongamos que
X = XjUX, con X1, Xy abiertos. Si X1, Xo y X1 N X son no vacios y conexos por
trayectorias, entonces

T (X, ZEO) = 7T1(X1, 1‘0) * M (X27 xO)/N{il*(a)ig*(a)*l\a€7r1(XlﬂXg,;to)}
para vog € X1 N Xy, donde Ny, (a)ise(a)-laem (XinXa,z0)} €5 €l subgrupo normal de
71 (X1, 20) * 1 (X, o) generado por {i1.(a)is () Ha € m (X1 N Xo,10)} € iy, 19 s0n

las inclusiones
ilinﬂX2—>X1 s ?:QIXlﬂXQ—)XQ

que inducen homomorfismos de grupos
il*iﬁl(XlﬂXg,lL'o) —)71'1(X1,$0) 5 ?:2*17T1(X1HX2,$0) —>771(X2,(L'0)

13
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Una aplicacion directa de este teorema prueba el siguiente corolario (ver Corolario

XIV.3.22 de [Cas03]):

Corolario 2.2. Sea X wun espacio topologico. Supongamos que X = X; U Xy con
X1, Xy abiertos. Si X1, Xo y X1 N Xy son no vacios, conexos por trayectorias, y
ademds tanto Xy como X1 N Xy son simplemente conexos, entonces el homomorfismo
de grupos

jl* : 7T1(X1, l‘g) — 7T1(X, 1’0)

mducido por la inclusion
jl Xy — X

es un isomorfismo de grupos.

Recordemos que si X es un espacio topologico conexo por trayectorias y x,y € X,
entonces
7T1(X7 JZ) = 7T1(X7 y)

(ver Teorema 7.13 de |Leell]). Por ende, si M es una variedad topologica conexa,
entonces por la Observacion 1.7 sabemos que M es conexa por trayectorias y, por lo
tanto, su grupo fundamental no depende del punto base (salvo isomorfismo).

Lema 2.3. Sean M wuna n-variedad conexa sin frontera conn = 3, p € M y M* =
M\ {p}. Se tiene que m (M) = 7 (M*).

Demostracion. Dado que M es una n—variedad y p € M, existe una carta ¢ : U — V/,
donde U C M y V' C R" son abiertos en sus respectivos espacios y p € U. Supongamos
sin pérdida de generalidad que ¢(p) =0 € V y seae > 0 tal que B.(0) C V. Definimos
los siguientes dos conjuntos:

= My =M\ {p},
= My = (B(0)).

Notamos que M; N My = = 1(B.(0)) \ {p}. Es claro que M = M; U My; M;, M, son
abiertos en M; My, M, My, N M, son no vacios, conexos por trayectorias. Ademéas M,
es simplemente conexo, pues ¢ es un homeomorfismo y B.(0) es simplemente conexo.
También M; N My = ¢ 1 (B.(0))\ {p} es simplemente conexo, pues n > 3. Se cumplen
las condiciones del Corolario 2.2 y por lo tanto para cada xg € My = M \ {p} = M*
se tiene que

7T1(M*,I0) = 7T1(M, {E()).

Finalmente, por lo observado en los parrafos anteriores al lema, podemos omitir el
punto base y simplemente escribir:

O

Este lema nos permite probar que el grupo fundamental de la suma conexa es
isomorfo al producto libre de los grupos fundamentales de las variedades a sumar.
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Teorema 2.4. Sean M y N variedades conezas sin frontera con n = 3. Para la suma
coneza se tiene que

m(M#N) = 1y (M) * 7 (N).

Demostracion. Denotaremos por 1 al grupo que sélo tiene un elemento, el neutro.
Sean i : B — M, iy : B" — N los dos encajes de la bola unitaria n dimensional tal
que
M#N = (M \ ir[{0}]) Ug (N \ ix[{0}]).

Definimos los siguientes conjuntos:

u U1 = M\Zl[{()}]

= V1= N\ i[{0}].

s Uy =iy (BY).

Vs = ip(B7).

Finalmente, sean W; la imagen de U; en M#N y W, la imagen de V; en M#N. Es
claro que Uy, Uy, Vi, V5 son conjuntos abiertos en sus respectivas variedades. Més atin

y M#N = U, U, Vi por definicion.
Tenemos también que

i (B)\i1(0) = UiNUy = Up\iy [{0}] = WiNWa &~ Va\ia[{0}] = VinVa = iy(B")\is(0),
donde ~ significa que los espacios son homeomorfos. Esto nos dice que
Wl(UlﬂUQ) §7Tl(\/1ﬂ\/2)%’7r1(W1ﬂW2) 2]17 (22)

pues i, (B") \ i1(0) e i5(B?) \ i2(0) son simplemente conexos al ser n = 3.
Ahora bien, como n > 3y M, N son variedades conexas sin frontera, tenemos por
el Lema 2.3 que
m(Ur) = m (M) , m(Vi) =m((N) (2.3)

Por otro lado, como ya teniamos que U; y V; son abiertos , entonces W7 y W5 son
abiertos en M#N tales que
M#N =W, U W,

y ademas Wy, Wy y Wi N W5 son no vacios y conexos por trayectorias. Entonces, por
el Teorema 2.1, tenemos que

WI(M#Na *TO) = 7T1<W1> xO) * 7TI<W27 ‘ro)/N{jh(a)jz*(&)*l|a€7r1(W1QW27900)}'
Sin embargo, por (2.2) tenemos que

T (M#N, xg) = m (Wy, x0) * 11 (W, 20)
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para xg en Wi N W, Como se observo mas arriba, en una variedad el grupo funda-
mental no depende del punto base. Por lo tanto,

Wl(M#N) = 7T1(W1) *7T1(W2).

Para finalizar, sabemos que W =~ U; y que Wy = V;. Por ende, usando (2.3, obtene-
mos

Wl(Wl)gﬂl(M) s Wl(Wg)gﬂ'l(N).

Por lo tanto, conluimos que
m(M#N) = m (M) 1 (N).
m

Por el resto de este capitulo se asumiré que toda 3-variedad es cerrada, conexa
y orientada.

Para hablar de descomposicion prima de 3-variedades, hay que introducir algunos
conceptos, como el de variedad prima e isomorfismo de 3-variedades.

Definicion 2.5 (Isomorfismo). Sean My, My dos 3-variedades. Diremos que My y Mo
son itsomorfas, denotado como My ~ M, si existe un difeomorfismo que preserve la
orientacion.

Dado que S? sirve como elemento neutro para la suma conexa, diremos que S* es
una 3-variedad trivial y a cualquier otra 3-variedad M que no sea isomorfa a S? la
llamaremos no trivial.

Definicion 2.6 (Variedad Prima). Una 3-variedad P no trivial es prima si no eziste
una descomposicion P ~ M# M, tal que My y My sean 3-variedades no triviales.

Precisamos de un tltimo teorema antes de presentar la existencia de la descom-
posicion. Este se conoce como Teorema de Grushko-Neumann (ver Capitulo 10 de
[Kur56]):

Teorema 2.7 (Teorema de Grushko-Neumann). Si G es un producto libre de grupos,
entonces el nimero minimo de generadores de G es igual a la suma del minimo
numero de generadores para cada factor. Es decir, si p(G) es el numero minimo de
generadores de G y ademds G = Ay x---x Ay, entonces

p(G) = p(A1) + -+ p(Ak).

La version presentada aqui es en realidad una consecuencia directa del Teorema
de Grushko que se prueba en [Kur56].

Con estas herramientas que hemos preparado podemos ahora probar que toda
3—variedad tiene una descomposicion en factores primos con respecto a la suma co-
nexa.
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Teorema 2.8 (Existencia de la Descomposicion Prima). Sea M una 3—wvariedad.
Entonces, existen k € N y 3-variedades Py, ..., Py, primas tales que

M~ Pt #P,.

Demostracion. Si M es prima, ya acabamos. Supongamos que M no es una 3-variedad
prima. Entonces M se puede expresar como M =~ M,;#M,, donde M; y M, son no
triviales. Si ambas son primas ya acabamos. De lo contrario, nuevamente podemos
expresar a M; o My como suma conexa de variedades no triviales. Podemos seguir
de esta forma descomponiendo hasta que todas las variedades sean primas. Para ver
que en efecto este proceso termina notemos que, por los Teoremas 2.7 y 2.4,

p(mi(Mi#Ms)) = p(m1(My)) + p(m1(Ma)).

Por ende, si M ~ My# ---#Mj con k > p(m(M)), entonces para algin i € {1,....k}
se debe tener que p(m(M;)) = 0. Por lo tanto m1(M;) = 1. Luego, por la conjetura de
Poincaré, M; ~ S?. Por lo tanto este proceso de descomponer cada variedad no prima
en suma conexa de variedades no triviales termina en un ntmero finito de pasos. Por
ende M tiene una descomposiciéon en 3-variedades primas. O

2.2. Unicidad de la descomposicién prima

Definicién 2.9 (Variedades Equivalentes). Sean M y N dos 3-variedades posible-
mente con fronter. Decimos que M y N son equivalentes si una puede ser obtenida
a partir de la otra al realizar una cantidad finita de las siquientes dos operaciones:

= Quitar el interior de una 3-bola encajada.

= Si tiene frontera homeomorfa a S?, le pegamos una 3-bola identificando sus
fronteras.

El siguiente teorema es de suma importancia pues nos ayudara a, mas adelante
(ver Lemas 2.15 y 2.14), asegurar que la 3-esfera es una variedad prima, que es lo
minimo que necesitamos para hablar de descomposicién prima con la suma conexa.

Teorema 2.10 (Teorema de Alexander—Schénflies). Toda 2-esfera en R? acota una
3-bola.

La prueba de este teorema ocupa variedades diferenciables y funciones de Morse.
Se puede encontrar en [Schl4]|. La version de Alexander utiliza topologia PL y su
prueba se puede encontrar en [Ale24b|. Cabe recalcar que en la prueba de [Sch14] los
encajes deben ser suaves para que el teorema se cumpla; ésta es una de las razones
por la cual trabajamos en la categoria de variedades diferenciables y siempre pedimos
que las 2-esferas en una 3-variedad estén suavemente encajadas. El mismo Alexander
encontré6 un contraejemplo para cuando el encaje es simplemente topologico; se le
conoce como la «Esfera Cornuda de Alexander» (ver [Ale24al).

Ahora, veremos nuestro primer ejemplo de una variedad prima que no es trivial.
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Lema 2.11. La variedad S* x S? es prima.

Demostracion. Sea S C S! x S? una 2-esfera que separe. Entonces, S! x S*\ S consiste
de dos 3-variedades compactas V' y W, cada una con frontera una 2-esfera. Ahora
bien, recordemos que

7 = 7T1(Sl X §2) = 7T1<V) * 7T1(W),

donde el primer isomorfismo se da pues 7 (S! x S?) = 7 (S!) x m(S?) =2 7 (SY) 2 Z
(ver Teorema XIV.1.18 de [Cas03|) y el ultimo isomorfismo es una aplicacion del Teo-
rema 2.1. Esto implica que alguna de las 3-variedades V' o W debe ser simplemente
conexa. Supongamos sin pérdida de generalidad que V' es simplemente conexa. Sabe-
mos que la cubierta universal de S! x S? es R3\ {0}. Tenemos asi la funcién cubriente
p:R3\ {0} = St xS? y, como V es simplemente conexa, entonces su preimagen
V= p (V) es difeomorfa a V. La frontera de V' es homeomorfa a una 2-esfera, por
lo tanto dV es una 2-esfera en | R3. Asf, 9V acota una 3- bola en R3 por el Teorema 2.10
y, como ademaés OV acota a V entonces concluimos que V es una 3-bola. Por ende,
V también es una 3-bola. Esto prueba que toda 2-esfera en S! x S? acota una 3-bola
y por lo tanto es prima. O

Definicion 2.12 (Variedad Irreducible). Sea M una 3-variedad. Decimos que M es
irreducible si toda 2-esfera en M acota a una 3-bola.

Lema 2.13. Sea M una 3-variedad. Supongamos que M contiene una 2-esfera E que
no separa. Entonces, M puede ser vista como M ~ M#(S' x S?). En particular, si
M es prima, entonces M ~ S* x S2.

Demostracion. Dado que E no separa a M, entonces por la Observacion 1.20 existe
una curva simple cerrada «y: [0, 1] — M que interseca transversalmente a E en un solo
punto. Consideremos L := ([0, 1]) y sea N una vecindad tubular de L U E. Tenemos
que ON = S*#S* = S%. Sea N la variedad obtenida al encapuchar N con una 3-bola.
Luego N tiene la estructura de un fibrado de S? sobre L. Como M es orientable, este
fibrado debe ser trivial. Por lo tanto, N = S! x S%. Cortando a lo largo de ON se
obtiene la descomposicién deseada. O

La Definicion 2.12 resultara de extrema importancia en la prueba de la unicidad
pues el siguiente lema asegura que casi todas las variedades primas son irreducibles.

Lema 2.14. A excepcion de variedades isomorfas a S' x S?, una 3-variedad es prima
sty solo si es irreducible.

Demostracion. <) Supongamos primero que M no es prima. Entonces existe una
descomposicion M ~ M# M, con M; y Ms no triviales. Tenemos que

My# My = (My \ i [{0}]) Uy (M2 \ i[{0}])-

Consideremos E’ := i;(0B?) = i;(S?) y F su imagen en la unién disjunta. Notemos
que, segun la Definicién 1.21, E no sufre cambios a la hora del pegado. Ademés, es
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facil ver que E es una 2-esfera que separa a M en dos componentes conexas M, M,
con frontera homeomorfa a S? que son equivalentes a M; y a M,, respectivamente.
Ahora bien, E sélo acota dos conjuntos, M| y M. Claramente E no puede acotar una
3-bola, pues al pegar dos 3-bolas por su frontera obtenemos una variedad isomorfa a
S® y M;, M, son no triviales. Por lo tanto, M no es irreducible.

=) Supongamos ahora que M es una variedad prima que no es irreducible. Que-
remos ver que M es isomorfa a S! x S%2. Dado que M no es irreducible, existe una
2-esfera F en M tal que M no acota una 3-bola. Tenemos dos casos:

1) Supongamos que E separa a M en dos componentes conexas M; y Ms. Como
E no acota a una 3-bola, tenemos que M; y M, son no triviales. Ademas, es
facil ver que M ~ M;#Ms, lo cual contradice el hecho de que M es prima. Por
lo tanto E no puede separar a M.

2) Supongamos ahora que E no separa a M. Luego, por el Lema 2.13, se tiene que
M ~ St x §2.

Concluimos que si M es prima y no es irreducible, entonces M ~ S! x S§2, justo
como se queria probar. O

El siguiente es nuestro primer ejemplo de una variedad irreducible.
Lema 2.15. La variedad S* es irreducible.

Demostracion. Recordemos que S* = R? U {00} es la compactacion con un punto
de R3. Sea S una 2-esfera en S?. Luego, podemos suponer, después de aplicar una
pequetia isotopia, que SN{co} = @. Por lo tanto, S C R* C §?y, por el Teorema 2.10),
tenemos que S acota una 3-bola y se concluye que S? es irreducible. O]

El siguiente lema es importante, pues como consecuencia directa tiene la unicidad
de la descomposicion.

Lema 2.16. Sea M wuna 3-variedad tal que M =~ M#Ms y, al mismo tiempo,
M ~ Py#---#P;, donde cada P; es una 3-variedad prima. Luego, los P; pueden
ser renumerados de tal forma que

My ~P#---#P. vy My~ P, 1#---#P.

Demostracion. Al igual que en la prueba del Lema 2.14 consideremos T la 2-esfera
que separa a M en las variedades M| y M} equivalentes a M, y M, respectivamente.
Dado que la suma conexa es asociativa y conmutativa por el Teorema 1.23, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que las primeras s variedades son irreducibles y
las siguientes k — s son isomorfas a S' x §? con s € {0, ..., k}. Tenemos asi dos casos:

1) s > 0: Consideremos un conjunto {3, ..., X5} de 2-esferas en M disjuntas dos
a dos que cumplan las siguientes dos condiciones:

a) Las intersecciones 7' N Y; consisten de curvas simples disjuntas.
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b) Si cortamos M a lo largo de todas las ¥; obtenemos una variedad con
frontera que tiene s componentes conexas By, ..., By que son equivalentes
a Py, ..., P, respectivamente.

Lo primero que hay que ver es que un conjunto de 2-esferas que cumplen estas
condiciones existe. Podemos pensar a M como la variedad M’ = Pi#---#P,
a la cual se le agregan k — s asas. Sean X, ..., 21 las 2-esferas que separan a
los sumandos de M’ y X, ..., X1 2-esferas que corten a las k — s asas. Dado
que X, ..., 21 no separan a M, es claro que al cortar M bajo el conjunto
{¥4,...,2k_1} obtenemos s componentes conexas Bj, ..., B; cada una de ellas
equivalente a P, ..., P,. Més atin, ocupando que las 2-esferas son subvariedades
de M y transversalidad, es posible suponer que se cumple la condicion a). Por
ende {¥i, ..., X1} cumple ambas condiciones.

Queremos obtener un conjunto de 2-esferas que no intersequen a 7. Para ello
veamos que siempre que X, N7 # () podemos encontrar una 2-esfera X} cuya
interseccion con 7' tenga una curva menos. Para ello supongamos que X,NT # ().
Luego, consideremos una curva C' C T'NY, tal que C acote a una 2-bola £ C T
y que no contenga en su interior ninguna otra curva de la interseccion. Ahora
bien, se tiene que £ C B; para algtn i. Sea B; la variedad del otro lado de Xj,.

Notemos que, como B; es equivalente a P;, que es irreducible, entonces B; es
equivalente a una variedad irreducible. Por ende, E corta a B; en dos variedades
B!y B!, de las cuales una debe ser equivalente a S®. Sean E’ y E” las 2-bolas
de ¥; que acota C, respectivamente. Notemos que i = j o ¢ # j. Por lo tanto
tenemos, nuevamente, dos casos:

1) i # j: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que B! es la variedad equi-
valente a S®. Consideremos ¥, la 2-esfera formada a partir de U E’ des-
pués de deformarla ligeramente hacia B]. Luego, ¥, N7 tiene una curva
menos que X, N7 Més atn, al cortar M a lo largo de {¥4,..., %}, ..., Xp_1}
obtenemos variedades By, ..., R, ..., Rj, ..., Bs donde las B; son equivalente
a Pj; R; es equivalente a B; \ B!y, como ésta tltima es equivalente a S,
R; es equivalente a B;; R; es equivalente a B; U B! y, como esta tltima es
equivalente a S*, R; es equivalente a P;. Por lo tanto, seguimos teniendo
s variedades que son equivalentes a Py, ..., Py (ver Figura 2.1).

11) ¢ = j: Luego, una de las dos partes de B;, digamos B, debe contener el
«otro lado» de ¥,. Nuevamente sea X}, la 2-esfera que se obtiene de EUE' al
deformarla hacia B]. Si remplazamos ¥, con 3 entonces el efecto a la hora
de cortar M alo largo de ¥4, ..., %}, ..., Xk es de quitarle B! a B; y luego
agregéarselo por otra componente de frontera. Esto, claramente, no altera
las equivalencias de By, ..., Bs. Por ende {¥,...,%}, ..., Xx_1} atn cumple
las condiciones a), b) pero teniendo una curva menos en la interseccion
(ver Figura 2.2).

De este modo, podemos eliminar una a una todas las curvas que se encuentren

en la interseccion (Uf;ll ¥;)NT hasta que ésta sea vacia (para esto es importante
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la condicion a) de que las intersecciones deben ser curvas simples cerradas).

(s or-e

=1

Supongamos pues que

Entonces, T se encuentra dentro de alguna variedad B; y la separa en B] y By
Nuevamente alguna de ellas debe ser equivalente a S?. Supongase que ésta es
B!. Mas atn, supongamos que By, ..., B estan del lado de M; con respecto a T’
y que B!, ..., Bs estan del lado de M, con respecto a T'. Entonces, claramente
tenemos que

My ~ Pyt #P#(S x S)# - - #(S* x §?)

M2 ~ 7;+1# R PS#(Sl X 82)# s #(Sl X Sz)

Después de renumerar obtenemos el resultado deseado para el caso 1.

2) s =0: Se sigue de un argumento completamente similar pero ocupando k 2—
esferas Y, ..., X que cortan a las k asas y modificando la condicion b) a «Si
cortamos M a lo largo de todas las 3J; obtenemos una variedad con frontera que
es equivalente a S?». Luego se quitan una por una las intersecciones de estas
esferas con T', la esfera que separa a M| de M,. Asi si del lado de M| hay r 3;
y del lado de M) hay k — r 3;, y se tiene que

M, 2\(81 X S?)# - (S sz)/ . My~ (S xSQ)#-..#(SleQ)I.

T k—r

Esto completa la prueba del lema. O

Este lema nos permite demostrar por induccién la unicidad de la descomposicién
prima.

Teorema 2.17 (Unicidad). Toda 3-variedad no trivial y compacta M es isomorfa a
una suma conexa Py# ---# P, de variedades primas. Los sumandos P; estdn deter-
minados unicamente salvo orden e isomorfismo.

Demostracion. Considérese una 3-variedad no trivial y compacta. Por el Teorema 2.8
sabemos que M ~ P# - --#P, para variedades primas P;. Supongamos que ademas
M ~ P[4 - --#P/. Veamos que entonces k = [ y que ademaés existe un reordenamiento
P;,, ..., Pj, de las variedades primas tal que P/ ~ P;,. Probaremos esta afirmacion por
inducciéon sobre el ntiimero de variedades primas k.

Base de induccién: k = 2.

Supongamos que M ~ Pi#P, y que M ~ P/#---#PF,. Luego, por el Lema 2.16,
podemos reordenar las variedades P/ de forma que

Pl:PJ{1#"'#P;7- ’ PQZP]{’I‘le#“‘#PJ(l.
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Figura 2.1

Figura 2.2
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Sin embargo, como tanto P; como P/ son primas, se tiene enseguida que r = 1y [ = 2.
Esto prueba el resultado para k = 2.

Hipoétesis de inducciéon: Supongamos que el resultado se vale para k > 2.

Paso inductivo: k£ + 1.

Supongase que M ~ Pi#---#P.1 v que M ~ P/#-.-#P/. Podemos ver a
M' = P4 - - - # P, como una sola variedad y, por el Lema 2.16, tenemos que, después
de reordenar las variedades,

M' =Pt #Py = Pl gt #P, vy P~ P _#- 4P,

Luego, por la hipoétesis de induccion, tenemos que k = r y podemos volver a reordenar
P, ..., P} de forma que

J1’

Vie{l,..,r}(P~P.).

Maés atn, como Pj.q es prima, entonces [ = k+ 1 =17+ 1y por ende Py, >~ P;kH.

Por lo tanto | = k + 1y se tiene que P; ~ P sii € {1,...k} y Pry1 =~ P, . Esto
completa la prueba de la unicidad.
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3  Orbifolds

En este capitulo presentaremos las definiciones basicas sobre orbifolds (en espanol,
se puede llegar a usar el término orbidad para referirse a los orbifolds) para después
dar algunos resultados basicos sobre su topologia que seran necesarios para el capitulo
proximo. Los orbifolds son similares a las variedades diferenciables, salvo que en vez
de estar modelados localmente por abiertos de R”, estdn modelados localmente por
cocientes de abiertos de R™ bajo acciones de grupos finitos. Los orbifolds fueron
primeramente introducidos en la literatura por Satake en [Sat56] quien los llamo
V —wvariedades. Sin embargo, fue Thurston quien escribié sobre ellos de manera mas
extensa en [Thu|. Para una historia mas detallada del origen de la palabra “orbifold”,
recomendamos ver el Capitulo 1 de [Dav|. En este capitulo seguiremos a [Thu], [Jr21],
[MP97| y [ALRO7|.

3.1. Definiciones y Teoremas basicos

Definicion 3.1. Sea X un espacio topologico y n > 0.

(1) Una orbi-carta (U, H, (p) de dimension n para un abierto U C X consiste de

un abierto conexo U C R™, un grupo finito H actuando suavemente y efectiva-
mente en U y una funcion ¢ : U — X H-invariante con imagen o(U)=U que
induce un homeomorfismo entre U y U/H (ver Figura 3.1).

(2) Un encaje \ : (U, H,p) — (V,G,¢) entre dos orbi-cartas es un encaje suave
AU =V que satisface po X = .

€L

(8) Un orbi-atlas para X es una familia U = {(Ui,Hi,goi)} de orbi-cartas

tal que la familia {@Z((j@)} es una cubierta abierta de X y son localmente
1€l

compatibles en el siguiente sentido: dadas dos cartas <U1, Hq, <,01> Y (UQ, H,, g02>

de Uy := @(Uy) y Uy := @(U,) respectivamente y un punto x € UyNUs, existe un

abierto U; C Uy NUy que tiene a x y una carta <Uj,Hj, cpj> de U; con encajes
(UJ7H]790]> — (ﬁlaHla901> Yy (Ujqu7(;0j> — (U%HQ:()OQ)'

(4) Decimos que un orbi-atlas U refina a un orbi-atlas V si para cada carta de U
existe un encaje en alguna carta de V. Esto define una relacion de equivalencia

25
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Figura 3.1: Cartas de un orbifold

como sigue, dos orbi-atlas U y V estan relacionados si existe un orbi-atlas VW
que refina a ambos.

Definicion 3.2. Un orbifold X de dimension n es un espacio topologico Haus-
dorff, sequndo numerable X equipado de una clase de equivalencia U] de orbi-atlas
n-dimensionales.

_ De manera analoga, podemos definir un orbifold con frontera pidiendo que:
U C [0,00) x R"! en la Definicion 3.1.

Observacion 3.3. En la Definicion 3.1 inciso (1), tenemos una orbi-carta ((NJ, H, o)
donde H es un grupo finito. Entonces, H es un grupo de Lie 0-dimensional (ver
Definicion A.6) con cartas {x} — R°. La estructura de H realmente no importa
pues H tiene la topologia discreta y, por ende, cualquier funcion ¢: H — H es
continua. Mds aiun, H es compacto. En particular, la H-accion sobre U es propia

(ver Definicion A.9).

Al espacio topologico subyacente de un orbifold X', lo denotaremos como |X|. En la
mayoria de los casos |X| serd homeomorfo a una variedad M a pesar de que X no sea
difeomorfo a M. Diremos que el orbifold X es conexo (compacto) si |X| es conexo
(resp. compacto). A la pareja ([7 , H) de una orbi-carta la llamaremos modelo local.
A continuacién probamos una consecuencia importante de la definicién de orbifold
que sera util a la hora de estudiar los modelos locales de los orbifolds de dimensiones
bajas.
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Proposicion 3.4. Una orbi-carta (U, H, ) es lineal si se da que H < O(n). Dado un
orbifold X y un orbi-atlas U = {(U~Z, H;, goz)} para |X|, siempre podemos encontrar
T

ie
otro orbi-atlas V = {(‘Z, Gi’l/}i)}'ez tal que cada orbi-carta es lineal.
(2

Demostracion. Sea ((7 ,H,p) € U una orbi-carta cualquiera. Por la Observacion 3.3
tenemos que H es un grupo de Lie finito tal que la H-accién en U es propia. Méas
atn, U es un abierto en R" por ende es una variedad y tiene una métrica, la inducida
por R". Asi, por la Proposicion A.11, existe una métrica H-invariante g en U. Ahora
bien, sea z € U. La funcién exponencial nos da un difeomorfismo (ver Proposicion
2.9 de [Car92]):

€XPjz - ﬁgngﬁ—) V C (7,

donde (75 es una vecindad abierta de 0 en Tgﬁ y V es una vecindad abierta de = en

U. Notemos que V' es Hz-invariante, donde
H; :={h € H | hx = T}.

Para probar esto, es suficiente con probar que si h € H, entonces
h - expz(u) = expz(h - u)

(esto se conoce como que exp; es H-equivariente). Utilizando la notacion de la Pro-
posicion A.11, esto ultimo es equivalente a ver que el siguiente diagrama conmuta:

.0 5 g

expil lexpi

U—2 U
Esto se da, pues Aj; es una isometria, ya que la métrica es H-invariante (ver Pro-
posicion 5.20 de [Leel8|). Se tiene asi que exp; es H-equivariante con respecto a la
acciéon de Hz en Tgﬁ por diferenciales de A, para h € Hjz. Por lo tanto, esta ac-
cién también es isométrica y asi Hy < O(T; U ). Esto nos da una orbi-carta lineal
(Us, Hz, ¢ o exp;). Haciendo esto para cada Z € U y cada orbi-carta (U, H, ) € U
obtenemos el orbi-atlas deseado. ]

Definicion 3.5. Un orbifold X es localmente orientable si existe un orbi-atlas B =

{((Z, H;, gbz)} € [U] tal que cada H; actua mediante difeomorfismos que preservan
i€T
la orientacion.
Requerimos de un resultado que es muy técnico y, por ende, no probaremos, para
el estudio de los orbifolds (ver la Proposicién A.1 de [MP97]):

Proposicion 3.6. Dados dos encajes de orbi-cartas X\, \': ((71, Hy, 1) — (ﬁg, Hj, p9)
existe un unico h € Hy tal que N = ho \.
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Como consequencia tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.7. Todo encaje de orbi-cartas \: ((71,H1,<,01) — ([72,H2,g02) induce un
homomorfismo inyectivo \: Hy — Hs.

Demostracion. Si g € Hy, entonces podemos verlo como un encaje
g: (Ur, Hi, 1) = (U, Hi, 1)

dado por g(z) = g-x. Es un encaje, pues ¢ es Hy—invariante y por lo tanto ¢10g = ¢;.
Asi, podemos considerar los dos encajes:

A (617H17801) - <ﬁ2,H27902) , Aog: ((71,]‘-’1,%01) — (627H27902)

y por la Proposicion 3.6 tenemos que existe un tnico h € Hj tal que Aog = ho A
Definimos A(g) = h. Esto nos da el homomorfismo requerido y la unicidad de la
Proposiciéon 3.6 nos dice que es inyectivo. O

Proposicion 3.8. Si \: ((71, Hi, 1) — (62, Hj, p9) es un encaje y h € Hy tal que
AU N h- AUy # 0.
Entonces, h € Im(X) y ademds A(Uy) = h - A(U3).

Nuevamente la prueba es muy técnica. Sin embargo, se puede consultar en el Lema
A.2 de [MP9I7|.

Para estudiar la topologia de un orbifold X podemos dividir a los puntos en |X|
segun el subgrupo que lo deja fijo. Definamos este concepto con més claridad. Para
ello, primero veamos que este grupo no depende de la carta que escojamos.

Proposicion 3.9. Sean X un orbifold y = € |X|. Si (U,H,¢), (V,G,p) son dos
cartas de x, entonces se cumple lo siguiente:

(a) SiT € ¢l (x) yT € o~ (z), entonces Hz = G5.
(b) Si T,y € ¢t (x), entonces Hy = Hy.
Demostracion. (a) Por la definicion de orbi-atlas, podemos encontrar una carta
(W, K, ) y encajes
Mt (WK, p) = (U HG), Ao (WK, 1) — (V.G ).

Por el Corolario 3.7, estos inducen homomorfismos inyectivos

M:K—>H, M:K—G,
que a su vez inducen homomorfismos inyectivos:

Mas atn, notemos que T € \M(U)Nh-M{U) yz € MU)Ng- AU) para
cada h € Hz y g € G3. Por lo tanto, por la Proposicién 3.8 se tiene que los
homomorfismos (3.1) son suprayectivos. Concluimos que

H; = K; = G;.
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(b) Como 7,y € ¢ *(x), entonces existe un h € H tal que h-T = 7. Esto implica que
si g € H es tal que g-& = 7, entonces (hgh™') -y =¥y. Por ende, Hy = hHzh™".

Es decir H5 es conjugado a Hj.
O

Definicion 3.10. Sean X un orbifold y x € |X|. Dada una carta (U, H,¢) alrededor
de x, definimos el grupo local de X en x como

FI = Hg,
donde T € ¢~ !(x).

La Proposicion 3.9 nos asegura que el grupo I', esta bien definido salvo isomorfismo
de grupos. Si I', es el grupo trivial, entonces decimos que = es un punto regular, de
lo contrario decimos que z es un punto singular. Definimos el conjunto singular
como el conjunto

Yy ={ze|X|: I, #{1}}

Observacion 3.11. Notemos que X es una variedad diferenciable siy solo si Xy = ().

3.2. Orbifolds de dimensiones bajas

En esta secciéon exploraremos los modelos locales de los orbifolds de dimensiones

bajas. En el caso de dimensiéon 3 sélo nos preocuparemos por los localmente orienta-
bles.
Recordemos la definicion del grupo ortogonal:

Definiciéon 3.12 (Grupo Ortogonal). Para n € N, definimos
O(n) :={A € GL(n): ATA=1T}.

Sabemos que un orbifold X’ de dimensién 1, 2 o 3 es localmente homeomorfo a un
abierto de R, R? o R? bajo la accién de un subgrupo finito de O(1), O(2) o SO(3)
(ver Definicion 3.1). Mas atin, todo abierto de R"™ es homeomorfo a B", la bola abierta
unitaria de dimensiéon n. Por ende, podemos suponer que el abierto es B”.

Notemos que si A € GL(1), entonces A € R\ {0} y AT = A. Asi, la ecuacion
AT A = T nos dice que:

O(1) ={1,-1}. (3.2)

Esto prueba la siguiente proposicion:

Proposicion 3.13. Los unicos subgrupos de O(1) son {1} y {1, —1}.
Asi, claramente si &' es un orbifold de dimension 1y x € |X|, entonces:

H, = {1} o H,= {17 _1}7

donde —1 actia como reflexion en R, es decir, actiia comot € R — —t € Ry 1
actia como la identidad. Por ende, sblo existen, salvo homeomorfismo, dos 1-orbifolds



30 CAPITULO 3. ORBIFOLDS

132 By

B2 /D, B2/ Dy,

Figura 3.2: Modelos locales para orbifolds de dimensiéon 2

cerrados. El circulo S!, que es orientable, y el orbifold no orientable S'//Z, (cuyo
espacio subyacente es el intervalo unitario [0, 1] y sus dos puntos singulares son los
extremos).

Para el caso de dimension 2 tenemos el siguiente teorema (ver Teorema 19.1 de
[Arm88]).

Teorema 3.14. Todo subgrupo finito de O(2) es isomorfo a un grupo ciclico C,, 0 a
un grupo diédrico Doy,.

Se sigue que si X' es un 2-orbifold y = € |X|, entonces hay cuatro tipos distintos
de grupos locales:

) H. = {1},

(1
(2) H, = C, para alguna n € N\ {1, 2},
(3) Ho=Dy=7Zsy

(4) H, = Dy, para alguna n € N\ {1}.

Los cocientes B2 /H, se pueden apreciar en la Figura 3.2. Mas ain, podemos ver
que los cocientes B2/{1} y B2/C, son homeomorfos a B2, mientras que los cocientes
B2 /Dy y B2 /Ds,, son homeomorfos a R%. Por lo tanto, |X| es homeomorfo a una
2-variedad posiblemente con frontera (ver Definicion 1. 1) Si nos restringimos a 2-
orbifolds orientables, entonces H, = C,, o H, = {1}. Por lo tanto, el conjunto singular
de un 2-orbifold orientable es un conjunto discreto. Los puntos x € |X| tales que
H, = C,, los llamaremos puntos cono.

En el caso de dimension 3, los subgrupos finitos de SO(3) estan caracterizados
por el siguiente teorema (ver Teorema 19.2 de [Arm88|):

Teorema 3.15. Todo subgrupo finito de SO(3) es isomorfo a un grupo ciclico C,,
un grupo diédrico Ds,, o al grupo de simetrias rotacionales del tetraedro, octaedro o
icosaedro, que denotaremos como Tis, Oay, Iy, Tespectivamente.
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B0 B/C,

B3 /T, B3 /Oy4 B3/ Iso
Figura 3.3: Modelos locales para orbifolds de dimensién 3

Se sigue que si X es un 3-orbifold y € X, entonces hay 6 tipos distintos de
grupos locales:

(1) H, = {1}7
2) H, = C, para algunan € N\ {1,2},

(2)

(3) H, = Dy, para alguna n € N,
(4) Hy =T,

(5) Hy =044y

(6) Ha = Igo-

Los cocientes se pueden apreciar en la Figura 3.3. Mas aiin, podemos observar
que todos son homeomorfos a B3. Por lo tanto, |X| es homeomorfo a una 3-variedad
sin frontera. El conjunto singular de X’ est& formado por una grafica encajada en |X|
en la que en todo vértice, si es que tiene, inciden tres aristas. Los grupos locales de
las aristas son ciclicos y los de los vértices son del tipo Ds,, Tia, O24 0 Igy. El orden
de los grupos locales de las aristas que concurren en un vértice determina el grupo
local del vértice. Notemos que si consideramos un 3-orbifold con frontera, entonces los
cocientes en la Figura 3.3 nos dicen que el conjunto singular de X debe ser transversal
a 0|X|.

De esta forma, podemos decir que un 2-orbifold localmente orientable y compacto
X consiste de una superficie compacta |X| junto con una coleccion finita 3y de
puntos en el interior de |X|, los puntos cono, cada uno con un cierto orden en
{peN: p>2}

De forma similar, un 3-orbifold compacto y orientable X estd dado por una 3-
variedad compacta |X| junto con su conjunto singular Xy, donde 3y es un conjunto
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de circulos y graficas encajadas en |X| con los vértices univalentes en la interseccion
con 0|X|. Mas atn, cada componente de Xy menos los vértices carga un orden en
{p € N : p > 2}, con la restriccion que las tres aristas incidentes en cada vértices
deben tener 6rdenes (2,2, p) para p arbitrario o (2,3, p) para p € {3,4,5}.

Dado un punto z € |X|, sabemos que éste tiene una vecindad U, homeomorfa al
cociente de la 3-bola bajo alguno de los grupos en el Apartado 3.2. A esta vecindad
U, le llamaremos vecindad regular de . Asi, si tenemos A C |X|, una vecindad
regular de A en X’ serd un abierto Uy tal que Uy sea homeomorfo a (J, . 4 U

3.3. Orbifolds buenos y malos

Brevemente introduciremos el concepto de cubierta de orbifolds para poder definir
lo que es un orbifold bueno y uno malo. Estos conceptos son importantes pues, como
veremos en el proximo capitulo, para la descomposicion de orbifolds hay que suponer
que nuestros 3-orbifolds no tienen 2-suborbifolds malos.

Definicion 3.16. Una cubierta de un orbifold X es un orbifold X Jjunto con una
funcion continua p: |X| — |X|, llamada funcion cubriente, tal que cada x € |X|
tiene una vecindad U que cumple la siguiente propiedad: para cada componente V' de
p Y (U) existe una carta (V, H, @) tal que (V,H,po ¢) es una carta de x.

Proposicion 3.17. Supongamos que un grupo de Lie G actia propia, efectiva y casi
libremente en una variedad diferenciable M. Entonces, el espacio cociente M /G tiene
una estructura de orbifold tal que la funcion m: M — M/G es una cubierta en el
sentido de orbifolds.

Demostracion. Sea v: G x M — M x M la acciéon. Por la Proposicion A.12 tenemos
que v es una funcién cerrada. Definamos

R :={(z,y) € M x M: Gz = Gy}.

Es claro que ¥[G x M] = R, y como 1) es cerrada, entonces R es cerrado. Méas aun,
por la Proposicion A.8 sabemos que 7m: M — M /G es una funciéon abierta. Luego, la
funcion

fi=axm:MxM-— M/Gx MG
también es abierta. Dado que R = f~![f[R]], se tiene que
(M x M)\ R= f"[(M/G x M/G)\ f[R]].
Usando que f es sobre, tenemos que
fIM x M)\ R = (M/G x M/G) \ f[R].

Como f es abierta, entonces (M/G x M/G) \ f[R] es abierto y por lo tanto f[R]
es cerrado. Concluimos que M/G es Hausdorff, pues la diagonal f[R] es cerrada en
M/G x M/G (ver Teorema 1.2 del Capitulo VII de [Dug66]).
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Ahora bien, sea xyp € M. Por el Teorema de la Rebanada (ver Teorema 3.49 de
[AB15]), después de promediar la métrica en M para obtener una nueva métrica que
sea (G,-invariante, existe una rebanada

Sag 1= eijo (B:(0))

que es G, -invariante, donde B.(0) C N,,Gxz( (nétese que Gy es una subvariedad de
M, ver Proposiciéon 3.41 de [AB15]). Definimos ahora

Tub(Gzo) := G - Sy,

y por el Teorema de la Vecindad Tubular (ver Teorema 3.57 de [AB15]) tenemos
que Tub(Gx)/G es difeomorfo a S, /Gy, Por ende (B.(0), Gy, 7 0 expy.) es una
orbi-carta de m(zg) (aqui estamos considerando la accion de G, en B.(0) mediante
la representacion isotropica G,, < GL(T,,S.,), ver pagina 125 de [Hel78|). De la
expresion de la carta es claro que la funcion 7: M — M/G es una cubierta en el
sentido de orbifolds. O

Siguiendo a [Jr21] denotaremos por M//G al orbifold cociente resultante de la
Proposicion 3.17 y a M /G su espacio subyacente. Esto es:

|M//G| = M/G

Definicién 3.18. Decimos que un orbifold X difeomorfo a un orbifold cociente M /|G
con G un grupo de Lie es bueno si G es discreto y muy bueno si G es finito. De
otra forma diremos que X es malo.

Introducimos notaciéon para los siguientes orbifolds que seran importantes més
adelante:

» D3 :=B3(0), la orbi-bola ordinaria.
» D¥(p) :=B*(0)//C,, la orbi-bola ciclica de orden p.

L Dg(p,q,’l“) = Bg(())//G, donde G = Dgn oG = T12 oG = 024 oG = ]607 la
orbi-bola con vértice de orden (p, q,r).

» S2:=S? la 2-orbi-esfera ordinaria.
» S%(p) :=S?//C,, la 2-orbi-esfera ciclica de orden p.

L Sg(p,q,?”) = SZ//G, donde G = Dgn oG = T12 oG = 024 oG = ]60; la
2-orbi-esfera con vértice de orden (p,q,r).

» S?:=S3 la 3-orbi-esfera ordinaria.
» S3(p) :=S?//C,, la 3-orbi-esfera ciclica de orden p.

» S3(p,q,7) = S*//G, donde G = Dy, 0 G = T 0 G = Oy 0 G = Iy, la
3-orbi-esfera con vértice de orden (p,q,r).
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En ocasiones, denotaremos a una 2- o 3-orbi-esfera con orden genérico como S? y

3
Sy.
Definicion 3.19. En general, llamaremos a un orbifold una orbi-esfera (respecti-
vamente orbi-bola) si es el cociente de una esfera (respectivamente una bola) bajo la

accion de un grupo discreto de isometrias.

Llamaremos a un orbifold X una orbi-bola agujerada si es una orbi-bola a la
que se le han quitado una cantidad finita de vecindades regulares U,.

Finalizamos con un lema importante que nos dice quiénes son los tnicos 2-orbifolds
malos (ver Teorema 2.3 de [Sco83]):

Lema 3.20. Los tinicos 2-orbifolds malos son (S%;p), la 2-esfera con un punto cono
de orden p, y (S%p,q), la 2-esfera con dos puntos cono de drdenes p # q.

3.4. 2-suborbifolds y 3-orbifolds irreduccibles

Definicion 3.21. Decimos que un 2-orbifold 3 es un suborbifold de un 3-orbifold
X si |X] estd encajado en |X| tal que || interseca Xy transversalmente (en parti-
cular, no interseca los vértices) y mds aun, Yy, estd dado precisamente por || N Yy
coincidiendo los ordenes.

Definiciéon 3.22. Un 2-suborbifold 3 de un 3-orbifold X se dice esencial si no acota
en X una 3-orbi-bola

Definiciéon 3.23. Un 3-orbifold X se dice trreducible si no contiene 2-suborbifolds
malos y todo 2-suborbifold esférico (es decir, toda 2-orbi-esfera en X' ) es no esencial
(en particular, separa).

Siun 3-orbifold & tiene componentes de frontera 2-orbi-esferas, podemos asociarle,
de forma canoénica, un 3-orbifold cerrado X" pegando en cada componente de frontera
la 3-orbi-bola apropiada. Decimos que X se obtiene encapuchando X.
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Descomposicién de Orbifolds

En el Capitulo 2 presentamos la demostracion de la descomposicion prima siguien-
do a [Mil62|. En este capitulo seguiremos el articulo de Carlo Petronio [Pet07] sobre
descomposicion prima de orbifolds localmente orientables de dimension 3 que sigue
la demostracion original de Kneser (ver [Kne29)]).

Los pasos principales para probar la existencia de la descomposicion prima de
3-variedades, siguiendo la demostracion original de Kneser son los siguientes (ver el
Capitulo 5 de [Sch14] o el Capitulo 7 de [FM97]):

(a)

(c)

Probar que si M es una 3-variedad que contiene una esfera que no separa,
entonces M se puede expresar como

M= M#(S'xS?) o M= M#(S"'xS?)!

donde M’ es una 3-variedad tal que p(m(M)) > p(m1(M")). Deducir de esto que
uno puede restringirse a las 3-variedades M en las que toda esfera separa. (Ver
el Lema 2.13)

Definir el concepto de familia esencial de esferas S C M: si ninguna com-
ponente de M \ S es equivalente a una bola (ver Definicion 2.9). Probar que
cualquier familia esencial S puede ser remplazada por otra familia esencial S’
que tiene el mismo nimero de componentes y que sea normal, es decir que su
interseccion con los tetraedros de cualquier triangulacion dada de M esta en
posicion general y es una unién de discos que intersecan cada arista en a lo més
un punto e intersecan al menos una arista de cada tetraedro (ver Capitulo 5
de [Sch14]). Deducir que todas las familias esenciales maximales de esferas son
finitas.

Probar que si S es una familia esencial maximal de esferas, entonces al encapu-
char las componentes conexas de M \ S se obtienen 3-variedades conexas.

Ninguno de estos puntos se puede probar de forma analoga en el caso de orbifolds.
En particular, el inciso (a) tiene la siguiente restriccion:

(—a)

La existencia de una 2-orbi-esfera que no separe no asegura la existencia de
una 2-orbi-esfera que si separe. En particular, existe una cantidad infinita de
3-orbifolds que contienen 2-orbi-esferas que no separan y ninguna 2-orbi-esfera
esencial que separe (ver el Apartado 4.5).

1S6lo existen dos fibrados con fibra S? y base S!, el fibrado producto S! x S? y el fibrado torcido
St x §? (ver Seccion 6 de [Sted4]).

35
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A pesar de esto, se puede probar un teorema que nos dice que todo 3-orbifold ce-
rrado y localmente orientable, con ciertas condiciones sobre sus 2-suborbifolds, puede
ser reconstruido a partir de ciertas piezas maés sencillas en cierto sentido. El objetivo
principal de este capitulo es probar el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea X un 3-orbifold cerrado y localmente orientable. Supongamos que
X no contiene ningun 2-suborbifold malo y que todo 2-suborbifold esférico encajado
en X separa. Entonces, X contiene una familia finita S de 2-orbi-esferas tales que:

» Ninguna componente de X \ S es una orbi-bola agujerada.

» SiY es el orbifold obtenido a partir de X \' S al encapuchar las componen-
tes de frontera con 3-orbi-bolas, entonces las componentes conexas de Y son
wrreducibles.

4.1. Suma conexa de Orbifolds

Sen X y X; dos 3-orbifolds y z; € | X;| puntos en los espacios topologicos subya-
centes tales que alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

1. Ambos z; y x5 son puntos no singulares.

2. Ambos x1 y x9 son puntos singulares pero no son vértices y pertenecen a aristas
del mismo orden p.

3. Ambos z; y x5 son puntos singulares y vértices y las triadas (p,q,r) de los
ordenes de las aristas incidentes coinciden para z; y os.

Podemos entonces remover de | X;| una vecindad regular de z; y pegar los orbifolds
resultantes por medio de un homeomorfismo que haga coincidir los conjuntos singu-
lares. El resultado es un 3—orbifold X que llamamos la suma conexa de X; y Xs.
Dependiendo de cual de las condiciones se cumpla decimos que es una suma conexa
de tipo ordinario, tipo ciclico (de orden p) o de tipo vértice (de orden (p,q,r)).

Observacion 4.2. El inico elemento neutro de la suma conexa ordinaria (respec-
tivamente de la suma conexa ciclica de orden-p y de la suma conexa de vértices de
orden-(p,q,7)) es S? (respectivamente S2(p) y S3(p,q,7)).

Asi, decimos que una operacion de suma conexa es trivial si es una suma conexa
con su respectivo elemento neutro.

4.2. Triangulaciéon de Orbifolds

En el Capitulo 1 definimos lo que es una triangulaciéon para una variedad. A con-
tinuacion definiremos el mismo concepto para 3-orbifolds. Esto nos permitira definir
superficies normales y con ello probar la existencia de la descomposicién prima de
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3-orbifolds. Es importante hacer notar que la prueba original de la descomposicion
prima de 3-variedades dada por Kneser utiliza también triangulaciones de 3-variedades
y superficies normales para probar el Teorema de Finitud de Haken—Kneser que de-
muestra la existencia de la descomposiciéon prima de 3-variedades. Para saber més
sobre superficies normales y su uso en problemas de decision se puede consultar los
Capitulos 3 y 4 de [Mat07].

Definicion 4.3. Sea X un 3-orbifold. Una triangulacion (K, h) de X es una trian-
gulacion de la 3-variedad subyacente |X| tal que Xy es un subcomplejo del 1-esqueleto,
K*', y cada 3-simplejo interseca Xy en un vértice, una arista o el conjunto vacid.

Diremos que un 2-suborbifold ¥ (ver Definicion 3.21) de un 3-orbifold X esta
en posicién general con respecto a una triangulacion (K, h) de X si la 2-variedad
subyacente |X| no interseca el 0-esqueleto, K, e interseca transversalmente el 1- y
2-esqueleto, K, K?2.

También, diremos que un 2-suborbifold ¥ de un 3-orbifold es normal si || esta
en posicion general con respecto a su triangulacion (K, h) y para cada 3-simplejo o
de K se cumple que h(c) N|X| es una unién de discos que intersecan cada arista de
o en a lo mas un punto y e intersecan al menos una arista de o.

Finalmente, diremos que dos 2-suborbifolds orientables F7, F estan en posicion
general si Xz NYz, = 0y F; \ Xz interseca a Fy \ Xz, transversalmente (ver
Definicion 1.10). Dados dos 2-suborbifolds localmente orientables Fi, Fs, se sigue
del Teorema 1.13 que siempre podemos deformarlos para suponer sin pérdida de
generalidad que se encuentran en posicion general. Esto nos permite probar teoremas
sobre 2-suborbifolds de forma inductiva sobre el niimero de componentes conexas de
su interseccion con los 3-simplejos de su triangulacion.

Terminamos esta secciéon definiendo una regién producto en un 3-orbifold y en un
3-simplejo o.

Definicion 4.4. Sea X un 3-orbifold y Fy, Fy C X dos 2-suborbifolds. Decimos que
Fy, Fy son paralelos si acotan en X un 3-suborbifold F' x [0,1] C X, llamado region
producto, tal que F x {0} = Fy y F' x {1} = F7.

Definicion 4.5. Sea o un 3-simplejo en un 3-orbifold X. Una region producto en
o es una 3-bola (B* x I,0B* x I) C (0,00) que evita los vértices y tal que B* x {0}
y B x {1} estdn propiamente encajadas.

4.3. Teorema de finitud para 2-suborbifolds norma-
les

El objetivo de esta seccion es probar que el niimero de 2-suborbifolds no paralelos
en un 3-orbifold estd acotado. Iniciamos con una observaciéon importante sobre 3-
simplejos.

Dado un 3-orbifold X y un subconjunto S = {5, ..., Sy} de 2-suborbifolds de X,
denotamos por |S| := {|S1, ..., |Sk|}-
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Figura 4.1: Los 7 tipos distintos de cortes para un 3-simplejo o

Observacion 4.6. Sea (X, K, h) un 3-orbifold triangulado y compacto y S un sub-
conjunto de 2-suborbifolds normales de X. Sea o un 3-simplejo de K. Entonces o\ |S|
tiene a lo mds 6 componentes conexras que no son regiones producto.

Demostracion. El conjunto |S| esta en posicion general con respecto a su triangulacion
(K, h), por ende |S| interseca transversalmente K? para p € {0,1,2}. Asi, podemos
suponer que para cada |S;| € |S| su interseccion |S;| Mo es un conjunto de tridngulos
o cuadrilateros (ver Figura 4.1). Por otro lado, en un tetraedro hay a lo mas 4 tipos
distintos de tridangulos que no son paralelos y 3 tipos distintos de cuadrilateros que no
son paralelos (ver Figura 4.1). Sin embargo, todos los elementos de S son disjuntos
por pares, por lo tanto | J|S| N o sblo puede tener a lo més un tipo de cuadrilatero.
Asi, si o\ |S| tiene mas de 6 componentes conexas, entonces alguna debe ser una
region producto. O]

Lema 4.7. Sea (X, K, h) un 3-orbifold triangulado y compacto. Sea t el nimero de
3-simplejos en K. Sea S = {5y, ..., Sk} un conjunto de 2-suborbifolds normales de X
yu=|m(|X]\ |S])]. Supongamos que u > 6t. Entonces, a excepcion de a lo mds 6t
componentes conexas de |X|\ |S|, las demds son regiones producto entre dos de los
elementos de S o un I-fibrado torcido?.

Demostracion. Recordemos que por la Observacion 4.6, para cada 3-simplejo o0 € K
se tiene que o\ |S| tiene a lo mas 6 componentes conexas que no son regiones producto.
Dado que K tiene t 3-simplejos, entonces a excepcion de a lo méas 6 componentes
conexas de |X|\ |S], cada componente conexa X interseca a los 3-simplejos de K en

2Es decir, un fibrado con fibra el intervalo unitario I = [0, 1], base una variedad y que no sea
trivial.
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regiones producto. Las estructuras de fibrado de estas regiones coinciden, y por lo
tanto estas componentes conexas son fibrados con fibra /. Si X es un fibrado trivial,
entonces es una region producto entre dos elementos de S. De otra forma, X es un
fibrado no trivial y se puede ver como una vecindad tubular de una superficie T' que
no separa. Por ende, a excepcion de 6t componentes conexas de ||\ |S], las demas
son regiones producto entre dos de los elementos de S o un I—fibrado torcido (fibrado
no trivial con fibra I). O

Lema 4.8. Sea X un 3-orbifold compacto y S = {Si, ..., Sk} un subconjunto de 2-
suborbifolds de X. Entonces, X \' S tiene al menos k + 1 — dim(Hy(|X|,Z3)) compo-
nentes que no son I-fibrados torcidos.

Demostracion. Podemos dividir al conjunto S en dos: &' = {54,..,5,} v & =
{Sn+1, e, Sntk} de tal forma que &’ sean los 2-suborbifolds que no separan X' y S” los
2-suborbifolds que si separan X. Sea u = |mo(|X| \ |S|)|. Es claro que u =k + 1 — n.
Ahora bien, supongamos que X \ S tiene m I-fibrados torcidos. Cada uno de ellos
es la vecindad tubular de un 2-suborbifold T; que no separa. Luego, el conjunto
A= {511, .., |Sul,|T1|, ..., |Tmm|} forma un conjunto linealmente independiente de ele-
mentos en Hy(|X|,Z2), pues de lo contrario, de existir una combinacion lineal entre
ellos, se tendria que un subconjunto de ellos forma una 2-suborbifold que separa, lo
cual es una contradicciéon por construccion. Por lo tanto

n+m < dim(Hy(|X|, Zo)).

Finalmente, recordemos que el nimero de componentes conexas de X \ S que no son
I-fibrados torcidos es igual a © — m y tenemos la siguiente desigualdad

u—m=k+1—n—m>k+1—dim(Hx(|X|],Zs))
justo como queriamos. O

Teorema 4.9. Sea (X, K, h) un 3-orbifold compacto y triangulado. Entonces, eziste
un nimero natural m > 0 tal que si S = {S1, ..., Sk} es un conjunto de 2-suborbifolds
normales de X con mds de m elementos, entonces alguna componente conexa de
|X|\ |S]| es una region producto entre dos de los elementos de S.

Demostracion. Sea t el nimero de 3-simplejos de K. Fijemos
m =6t + dim(Hy(|X|, Z2)) vy u=[m(|X]\[S])]-
Supongamos que k > m, esto en particular nos dice que

k+1>m,
k+1> 6t + dim(Hy(|X|, Zs)),
k+1—dim(Hy(|X|,Zs)) > 6t.

Notemos que, si denotamos por n el niimero de elementos de S que si separan, entonces
éste esta acotado por

n >k — dim(Hy(|X], Zo)).
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Luego, tenemos una cota para u, dada por
u=n+1>k+1—dim(Hy(|X|,Z3)) > 6t. (4.1)

Asi, por el Lema 4.7 tenemos que a excepcion de a lo mas 6t componentes conexas, el
resto son regiones producto entre dos elementos de § o I-fibrados torcidos. Sin embar-
go, notemos que por el Lema 4.8 sabemos que hay al menos k+ 1 — dim(Hy(|X |, Zs))
componentes conexas que no son [-fibrados torcidos. Por (4.1) sabemos que k + 1 —
dim(Hy(|X|, Z2)) — 6t > 0. Por lo tanto hay componentes conexas de |X|\ |S| que son
regiones producto entre elementos de S (pues a lo mas 6t no son regiones producto
o [-fibrados torcidos y ademas al menos k + 1 — dim(Hy(| X, Zz)) no son [-fibrados
torcidos). O

4.4. Existencia de la descomposién

Durante lo que resta de este capitulo clasificaremos a las 2-orbi-esferas por su
complejidad como sigue: la 2-orbi-esfera con vértice, S?(p, ¢, ), es més complicada
que la 2-orbi-esfera ciclica, S?(p), que a su vez es mas complicada que la 2-orbi-esfera
ordinaria, S2.

Lema 4.10. Sea F una 3-orbi-bola agujerada y > una componente de OF. Supon-
gamos que ninguna otra componente de OF es mds complicada que Y. Entonces, al
encapuchar todas las componentes de OF, salvo %, obtenemos una 3-orbi-bola.

Demostracion. Si ¥ es de tipo ordinaria, entonces debe ser la tinica componente de
OF y por ende F es una 3-orbi-bola agujerada. Si ¥ es de tipo ciclica, entonces todas
las otras componentes de OF son de tipo ordinario y, al encapucharlas con 3-orbi-
bolas ordinarias, obtenemos una 3-orbi-bola de tipo ciclico. Similarmente, si tenemos
que X es tipo con vértice, entonces el resto de las componentes de 9% son de tipo
ciclico u ordinario y las podemos ver como frontera de vecindades regulares de puntos
de tipo ciclico u ordinario que fueron eliminadas de F. Por ende, al encapuchar todas
las componentes de 0F menos X, recuperamos la 3-orbi-bola a la que se le quitaron
las vecindades regulares. Por lo tanto obtenemos una 3-orbi-bola con vértice (ver
Figura 4.2). O

De ahora en adelante, fijaremos un 3-orbifold cerrado y localmente orientable que
no contiene ningtn 2-suborbifold malo y tal que todo 2-suborbifold esférico separa.

Proposicion 4.11. Sea S = {51, ..., Sk} un conjunto de 2-suborbifolds esféricos esen-
ciales de X. Sea Y una componente de X \ S y F un 2-suborbifold esférico de Y.
Supongamos, ademds, que:

= F es esencial en Y.
= Todo elemento de S es a lo mas tan complicado como F.

Entonces, S U{F} es un conjunto de 2-suborbifolds esenciales de X .
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Figura 4.2: 3-orbi-bola agujerada F

Demostracion. Supongamos que, por el contrario, existe una componente conexa Z
de X\ S U{F} que es una 3-orbi-bola agujerada. Entonces, como S es esencial (es
decir, ninguna componente de X'\ S es una 3-orbi-bola agujerada) y ademéas F separa
(por hipotesis de nuestro 3-orbifold X'), entonces Z C Y y F es frontera de Z. Ahora
bien, por el Lema 4.10 y la segunda suposicion, tenemos que al encapuchar todas las
componentes conexas de Z menos F obtenemos una 3-orbi-bola, lo cual implica que
F acota una 3-orbi-bola en Y, es decir F es inesencial en Y, lo cual contradice la
primera suposicion. [

Proposicion 4.12. Fijemos una triangulacion (K, h) de X. Sea S = {51, ..., Sk} un
conjunto de 2-suborbifolds esféricos esenciales de X normales con respecto a (K, h).
Sea Y una componente conexa de X \' S y F un 2-suborbifold esférico de Y. Supon-
gamos, ademds, que:

s F es esencial en'Y'.

= Todo 2-suborbifold esférico de Y estrictamente menos complicado que F es
inesencial en'Y .

Entonces, F puede ser remplazado por un 2-suborbifold esférico que satisface las mis-
mas propiedades y tal que todo elemento de SU{F} es normal con respecto a (K, h).

Demostracion. Siguiendo a [Mat07, pagina 128| tenemos ciertos movimientos que nos
ayudan a cambiar una 2-esfera por otra 2-esfera en posicion normal con respecto a la
triangulacion (K, h). Mas atn, después de describir estos movimientos, queda claro
que estos no cambian el tipo de puntos singulares y, por ende, cambian a una 2-orbi-
esfera por otra del mismo tipo pero normal con respecto a la triangulacion (K, h).
Estos movimientos son los siguientes:

(a) El primer movimiento consiste en considerar un tetraedro o € K y la superficie
E = |F| N h(o). Si existe un disco D encajado en h(o) tal que DNE = 0D y
0D sea una curva trivial en F, entonces nos fijamos en una vecindad tubular
de D y la cortamos. Obtenemos asi dos 2-orbi-esferas F' y F”, escogemos una
y la otra la olvidamos (ver (1) de la Figura 4.3).
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(1) (2)

W,

(3)

Figura 4.3: Movimientos para normalizar una 2-orbi-esfera

El segundo movimiento se da cuando para algun tridngulo ¢ € K se tiene que
h(c) N |F| es un circulo I' en el interior de h(c). En este caso, nuevamente con-
sideremos una vecindad tubular del disco que acota I' y cortamos. Obtenemos
asi dos 2-orbi-esferas F' y F”, escogemos una y nos olvidamos de la otra (ver
(2) de Figura 4.3).

El tercer movimiento sirve para eliminar las dobles intersecciones de la 2-orbi-
esfera con una arista de la triangulacion. Para ello, si tenemos una doble in-
terseccion, entonces por medio de una isotopia la eliminamos siguiendo como
referencia el caso (3) de la Figura 4.3. Esto lo podemos ver como la identifica-
cion de un disco D tal que D N|F| = 0D y tomando una vecindad tubular de
él, cortando, obteniendo dos 2-orbi-esferas F' y F” y escogiendo una. Notemos
que una de las dos 2-orbi-esferas que se obtienen es la frontera de la vecindad
regular de un punto en la arista en la que se da la doble interseccion.

De la descripcion de estos movimientos vemos que todos consisten en identificar
un disco D que es disjunto del 1-esqueleto, K*, tal que D N |F| = 0D y eliminando
una vecindad tubular de él para obtener dos 2-orbi-esferas F' y F” y escoger una de

ellas.

Ahora bien, como topologicamente |F| es una 2-esfera y 0D una curva en |F]|,

entonces 0D acota dos discos D' y D" tales que

|Fl=DuD" y |F'|=DuUD".

Ahora bien, recordemos que X no contiene 2-suborbifolds malos y que D es un disco
ordinario (pues 9D N h(K*') = @), por ende, alguna de las dos 2-orbi-esferas debe ser
ordinaria. Supondremos sin pérdida de generalidad que es F”.
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Afirmamos que alguna de F' o F” debe ser _esencial en Y. Supongamos por el
contrario que ambas acotan una 3-orbi-bola en Y. Como F” es ordinaria, entonces
tenemos que JF acota en Y una 3-orbi-bola a la cual se le pega una 3-orbi-bola
ordinaria a través de un disco D en la frontera de la 3-orbi-bola. Por ende, F no es
esencial en Y, lo cual es una contradicccion.

Ahora bien, dado que F” es ordinaria, entonces F es del mismo tipo que F. Si F’
es esencial, ya acabamos, pues remplazamos a F con F', que es normal con respecto
a la triangulacion, es esencial en Y y como ademas los movimientos de normalizacién
se pueden hacer sin tocar a S, entonces la segunda propiedad de F se conserva. Si,
por otro lado, F’ no es esencial, entonces F” es ordinaria y esencial y por la segunda
propiedad de F se debe tener que F era ordinaria. Por lo tanto, basta cambiar los
papeles de F' y F” y acabamos.

m

Las Proposiciones 4.11 y 4.12 nos dicen que siempre podemos llevar a cabo el
procedimiento dado en el siguiente corolario pidiendo que el conjunto de 2-orbi-esferas
S esté en posicion normal con respecto a una triangulacion (K, h) de X.

Corolario 4.13. Si (X, K, h) es un 3-orbifold triangulado, entonces uno puede llevar
a cabo el siguiente procedimiento; donde definimos S =0 yY = X:

1. Si todas las 2-orbi-esferas ordinarias de' Y son no esenciales, entonces pasar al
paso 2. De otra forma, escoger F una de las 2-orbi-esferas ordinarias esenciales,

redefinir S como SU{F} yY como el 3-orbifold Y/\\]-" Repetir el paso 1.

2. Si todas las 2-orbi-esferas ciclicas de Y son mo esenciales, entonces pasar al
paso 3. De lo contrario, escoger F una de las 2-orbi-esferas ciclicas esenciales,
redefinir S y'Y como en el paso 1. Repetir el paso 2.

3. Si todas las 2-orbi-esferas con vértice de' Y son no esenciales, entonces termina
el procedimiento con salida S y Y. De lo contrario, escoger F una de las 2-
orbi-esferas con vértice esenciales, redefinir F y'Y como en el paso 1. Repetir
el paso 3.

Durante este proceso todos los elementos de S son normales con respecto a (K, h) en
cada paso del procedimiento.

Demostracion. Es claro utilizando la Proposicion 4.12. O]

Si S ={951,..., Sk} es un conjunto finito de 2-suborbifolds esféricos de X', diremos
que S es un sistema finito eficiente de corte si ninguna componente conexa

—

de X \ S es una 3-orbi-bola agujerada y si toda componente conexa de X'\ S es
irreducible.

El Corolario 4.13, junto con el Teorema 4.9 y la Proposicion 4.11 demuestran el
siguiente corolario:

Corolario 4.14. Todo 3-orbifold cerrado, localmente orientable que no contiene nin-
gun 2-suborbifold malo y en el que todo 2-suborbifold esférico separa admite un sistema
finito eficiente de corte.
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Esto prueba el Teorema 4.1 y con ello la existencia de la descomposiciéon prima
de 3-orbifolds. Existe también un resultado de unicidad para esta descomposicion,
sin embargo su prueba es mucho més complicada que el caso de 3-variedades y por
ello no la incluimos en esta tesis. Si se quiere ver, se puede consultar la seccion 4 de
[Pet07].

Observacion 4.15. Notemos que requerimos que todo 2-suborbifold esférico de X
separe para poder probar la Proposicion 4.11, sin la cual no seria posible probar el
Teorema 4.1.

4.5. 3-orbifolds primos no irreducibles

Definiciéon 4.16 (3-orbifold primo). Decimos que X es un 3-orbifold primo si no
puede ser expresado como suma conexa no trivial de 3-orbifolds. Equivalentemente,
X es primo si todo 2-suborbifold esférico que separa en X acota una 3-orbi-bola.

Es claro de la definicion de 3-orbifold irreducible (Definicion 3.23) que todo 3-
orbifold irreducible es primo. Esto es andlogo al caso de 3-variedades. Sin embargo,
en el caso de las 3-variedades, se tiene que la tnica 3-variedad prima y no irreducible
es S' x S%. En el caso de 3-orbifolds esto no se da. En esta seccién probaremos que
existe una cantidad infinita de 3-orbifolds primos que no son irreducibles. Esta es una
diferencia clara entre los orbifolds y las variedades.

Proposicién 4.17. Sea X un 3-orbifold con frontera homeomorfa a S* con cuatro
puntos cono del mismo orden p. Supongamos que:

» X es irreducible.
» X no es la 3-bola con conjunto singular 2 aristas paralelas que no se intersecan.

s En X no hay ninguna esfera con 3 puntos singulares F tal que F N OX sea un
disco con 2 puntos singulares.

Consideremos el 3-orbifold con espacio topoldgico subyacente S' x S? y conjunto sin-
gular dos circulos de orden p paralelos al factor S'. Quitemos de este espacio una
vecindad reqular de una curva que una los dos circulos de orden p y que esté conteni-
da en una esfera de nivel (esto es, que la curva esté contenida en S* x {x} para algin
x € S'). Llamemos Y al 3-orbifold resultante. Finalmente, sea Z el 3-orbifold que
se obtiene al pegar las fronteras de X y Y haciendo coincidir los puntos singulares.
Entonces, Z es primo pero no es irreducible.

Demostracion. Primero, notemos que si L = S* x {p} para algtin p € S!, entonces L
es un 2-suborbifold de Z que no separa a Z. Por ende, Z no es irreducible.

Observemos, ademés, que Y no es irreducible. Sin embargo, toda 2-orbi-esfera en
Y que no sea paralela a una 2-orbi-esfera de la forma S? x {p} para algtin p € S!
acota una 3-orbi-bola.
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Veamos ahora que Z es primo; esto es, que todo 2-suborbifold que separa en Z
acota una 3-orbi-bola. Sea Fy la 2-orbi-esfera que separa a X’ de ) .Asi, consideremos
una 2-orbi-esfera, F, en Z que si separe. Notemos que si |F| N |[Fy| = 0, entonces
|F| C |X] o |F| C|Y| Dado que X es irreducible y la observacion hecha en el péarrafo
anterior, es claro que F acota una 3-orbi-bola. Ahora, supongamos que |F|N|Fo| # 0.
Sabemos que podemos asumir sin pérdida de generalidad que esta interseccion es
transversal y que ademas es minima en el sentido de la cantidad de componentes
conexas.

Como tenemos que |F| N |Fpy| es transversal, entonces todas las componentes co-
nexas son circulos. Mas atin, en |F| cada disco D tal que D N |F| = D cumple que
acota un disco en |F|. Asi, podemos encontrar al menos un circulo en |F| N |Fy| tal
que éste acota un disco en |Fy| (pues en una esfera, todo circulo acota un disco) y este
disco a su vez acota un disco en |F|. Ahora bien, F tiene a lo mas 3 puntos singulares
(ver Figura 3.3) y por ende, podemos encontrar un disco D C |F| que tenga i < 1
puntos singualres. Notemos que D C |X| o D C |Y|. Ademas, si consideramos el
circulo 0D C |Fy| éste debe encerrar a e < 2 puntos singulares. Lo que probaremos es
que sin importar si D C |X| o D C |Y)|, las condiciones i < 1y e < 2 son imposibles.

Supongamos primero que D C |X|. Como X es irreducible, los caso i = e =0 e
1 = e = 1 son imposibles pues podemos isotopar F para eliminar la intersecciéon sin
cambiar la configuracion de los puntos singulares. Los casos e = 0,1 = 1y e = 1,
1 = 0 nos dan un 2-suborbifold con un tdnico punto singular; éste es malo, lo cual
contradice la suposiciéon de que X no tiene 2-suborbifolds malos. Sii =0y e = 2,
entonces podemos utilizar que X es irreducible para notar que X debe ser la 3-bola
con conjunto singular dos aristas paralelas que no se intersecan (ver Figura 4.5). Si
1 =1y e =2, este caso tampoco es posible pues X no contiene 2-orbi-esferas con 3
puntos singulares cuya interseccion con X sea un disco con 2 puntos singulares.

Supongamos ahora que D C |)|. Nuevamente, los casos e =1 =0y e =1 =1
contradicen la minimalidad de la interseccion. El caso e = 2, ¢ = 1 implica que por
medio de una homotopia podemos llevar uno de los arcos singulares de ) a 90) lo
cudl no se puede (ver Figura 4.4). Los otros casos son absurdos por razones similares.

Asi, toda 2-orbi-esfera en Z que separa acota una 3-orbi-bola y por lo tanto Z es
primo.

[]

La Proposiciéon 4.17 nos dice como encontrar un 3-orbifold Z que es primo pero no
es irreducible siempre y cuando tengamos un 3-orbifold X que cumple las condiciones
ahi establecidas. A continuacién presentamos una cantidad infinita de 3-orbifolds X
que cumplen esas caracteristicas:

Ejemplo 3. Para k > 1 generamos las tercias

(D7, @k)s (D Thos @)y (@i @15 k1) s (Qo> Qo1s TE—1)

(QQ, qi1, 7"1), (q;a QL 7"1), (pa To, Q1)7 (pa To, q/1)7
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Figura 4.4: El 3-orbifold Y

Figura 4.5: X es la 3-bola con conjunto singular 2 aristas paralelas que no se intersecan



4.5. 3-ORBIFOLDS PRIMOS NO IRREDUCIBLES 47

Figura 4.6: Ejemplo de un 3-orbifold X

donde cada una de ellas es igual a (2,2,1) para l € N o (2,3,1) para | € {3,4,5}.
Ahora, construimos el 3-orbifold X como la 3-bola, B*(0), con conjunto singular una
escalera en la que los drdenes estin dados por las tercias generadas arriba (ver Figu-

ra 4.6).

Notemos que, en esta clase de ejemplos, |X| es S! x S%. Asif, como 3-variedad |X|
también es prima pero no irreducible.
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5 Comentarios finales

Como mencionamos en la introduccion de este trabajo, las descomposiciones pri-
mas son una técnica que se utiliza para simplificar el estudio de ciertos objetos ma-
tematicos. En este trabajo presentamos los resultados para 3-variedades cerradas y
para 3-orbifolds cerrados y localmente orientables. Sin embargo, existen resultados
similares para otro tipo de espacios de dimension 3. En [Gro69|, Jonathan L. Gross
prueba el siguiente resultado:

Teorema 5.1. Sea M wuna 3-variedad orientable, conexa y compacta con frontera
conexa y no vacia. Si M es distinta de la 3-bola, entonces M es homeomorfa a una
suma de disco

PA---AP,,

donde cada P; es una 3-variedad A-prima. Los sumandos P; son unicos salvo homeo-
morfismo y orden.

Este teorema da una descomposicion en factores primos para las 3-variedades
orientables, conexas y compactas con frontera conexa y no vacia utilizando la suma
de disco, la cual definimos a continuacion.

Definicion 5.2 (Suma de disco). Sean M y M’ dos 3-variedades con frontera coneza
y no vacia. Definimos la suma de disco de M y M’', denotada como MAM' como
sique: se escogen dos encajes de la 2-bola en las fronteras de M y M’

iy : B%(0) — OM , iy : B*(0) — OM’

y se define
MAM" := (M UM') /@)~

donde f:i1(B2(0)) — i5(B*(0)) es un homeomorfismo que invierte la orientacion.

Posteriormente, en [Gro70|, Jonathan L. Gross generaliza este resultado pero ahora
para 3-variedades orientables, conexas y compactas con frontera no vacia (esta vez
permite que la frontera tenga varias componentes conexas). Para ello define la suma
multidisco de dos 3-variedades.

Definiciéon 5.3. Sean M y N dos 3-variedades con frontera. Sean Dy, ..., D, 2-bolas
en OM tal que ningin par de ellos estan en la misma componente conexa de OM . Sean
Ey, ..., E, 2-bolas en ON tal que ningin par de ellos estdn en la misma componente
conezxa de ON. La 3-variedad que se obtiene de M LI N identificando D; con E; para
cadai € {1,...,n} mediante un homeomorfismo que invierte la orientacion se le llama
suma multidisco de M y N.

49
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Con esta definicion Gross prueba el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Una 3-variedad M orientable, conexa y compacta con frontera no
vacia tiene una descomposicion prima bajo la suma multidisco.

Estos dos teoremas nos dan una forma de descomponer en pedazos mas sencillos
a las 3-variedades con frontera, sin embargo, éstas deben ser orientables. Posterior-
mente, Jozef Henryk Przytycki generalizo estos resultados a 3-variedades conexas y
compactas con frontera no vacia en [Prz79|, es decir, quit6 la condiciéon de ser orien-
tables.

Finalmente, en 2021, en trabajo conjunto con Fernando Galaz Garcia, José Carlos
Gomez Larranaga, Luis Guijarro y Wolfgang Heil, generalizamos, entre otros resul-
tados de 3-variedades, la descomposiciéon prima al caso de espacios de Alexandrov de
dimension 3 [Fra+22|. Un espacio de Alexandrov de dimension 3 es un espacio métrico
de longitud, geodésico, con dimensioén de Hausdorff 3, que tiene curvatura acotada por
debajo. Al no necesariamente haber diferenciabilidad, la cota inferior de la curvatura
se define de una manera distinta al caso de las variedades Riemannianas, en términos
de tridngulos de comparacion. Los espacios de Alexandrov juegan un papel fundamen-
tal en el estudio de las variedades Riemannianas, pues si se consideran sucesiones de
variedades Riemannianas compactas n-dimensionales con curvatura seccional acotada
inferiormente por k € R que convergen en la métrica de Gromov—Hausdorff, entonces
su limite es un espacio de Alexandrov con curvatura acotada inferiormente por k. Los
espacios de Alexandrov inlcuyen espacios que no necesariamente son variedades, tales
como los orbifolds Riemannianos. Para una buena introducciéon a este tema se sugiere
leer [BBIO1], [Pla02].

Aunque los espacios de Alexandrov no suelen tener una estructura tan regular
como en el caso de las 3-variedades, en dimensiéon 3 se tiene que todo espacio de
Alexandrov es una 3-variedad no orientable con un nimero par de planos proyectivos
como componentes de frontera a la cual se le han pegado conos sobre el plano pro-
yectivo (ver [GG14, Seccion 1| y [Gall6]). Los vértices de estos conos son los puntos
singulares del espacio y son los tinicos puntos que tienen una vecindad homeomor-
fa al cono sobre el plano proyectivo, en particular todo 3-espacio de Alexandrov es
homeomorfo a un orbifold de dimensiéon 3, no necesariamente orientable. Si notamos
que el cono sobre la esfera es homeomorfo a la 3-bola, entonces podemos generalizar
la suma conexa para 3-variedades al caso de espacios de Alexandrov de dimensién 3
como sigue.

Definicion 5.5. Sean X y Y 3-espacios de Alexandrov cerrados yx € X,y € Y. Por
el Teorema de la Vecindad Conica de Perelman [Per93], existen vecindades abiertas
U, U, de x yy respectivamente que son homeomorfas a una 3-bola o a un cono sobre
el plano proyectivo. Si U, = U,, entonces definimos su A-suma conexa como sigue:

XY = (XU U\ T) famotan (5.1)

donde
28 8(X \ Uw) - 8<Y \ Uy)

es un homeomorfismo.
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En este caso diremos que un 3-espacio de Alexandrov es primo si al expresarse
como A-suma conexa de dos 3-espacios de Alexandrov X#77Y pasa que:

» Si z,y son no singulares, entonces X ~S? 0 Y ~ S3.
= Si x,y son singulares, entonces X ~ Susp(RP?) o Y ~ Susp(RP?).

Usando esta definiciéon obtenemos el siguiente teorema de descomposiciéon prima
para espacios de Alexandrov de dimension 3.

Teorema 5.6. Todo 3-espacio de Alexandrov cerrado tiene una descomposicion en
factores primos.

La prueba de este teorema utiliza un teorema de Haken (ver Proposicion 1.7 de
[Hat]) similar al Teorema 4.9. Este teorema, nos dice que solo puede existir una can-
tidad finita de subvariedades incompresibles (es decir, si /' C M es una subvariedad,
entonces la inclusion ¢: F' — M induce un monomorfismo de los grupos fundamenta-
les) tal que entre ellas no exista una region producto.

Es posible generalizar la nociéon de irreducibilidad al caso de 3-espacios de Ale-
xandrov (ver [GGN20]). Usando esta definicion, demostramos en [Fra+22| que ser un
espacio de Alexandrov primo no necesariamente implica ser irreducible, a diferencia
del caso de 3-variedades (ver Lema 2.14) y similarmente al caso de 3-orbifolds (ver
Apartado 4.5). Para ello se encontr6 una familia infinita de 3-espacios de Alexandrov
primos y no irreducibles.

Queda atin por determinar si existe algtn tipo de unicidad bajo la descomposicion
en factores primos dada en Teorema 5.6.
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A Grupos

A.1. Definiciones basicas

Definicién A.1 (Accion de grupo). Una accion de grupo de un grupo G en un

conjunto X es una funcion
p:Gx X =X

que satisface las siguientes dos condiciones:

s Para todo g,h € G y todo x € X se tiene que
(g, 0(h, x)) = p(gh, x). (A.1)

» Para todo x € X se cumple

e, ) = . (A.2)
En este caso, diremos que G actia en X.

En general, omitiremos la funcién ¢ y escribiremos g - = := (g, z). Asi, las con-
diciones (A.1),(A.2) quedaran escritas como

g-(h-x)=(gh)-x (A1)

e-r=2x (A.27)

Si definimos x ~ y si y s6lo si existe g € G tal que y = ¢ - x, entonces es facil ver
que ésta es una relacion de equivalencia, a las clases de equivalencia

Gr:=[z]={g-z|g€G}

las llamamos érbitas.
Se puede ver también que el conjunto

G, ={9eG|g-z=x}

es un subgrupo de G, lo llamaremos el estabilizador de x o también el grupo de
isotropia de x en G.

Definicion A.2. Sean G un grupo y X un conjunto tal que G actia en X. Decimos
que la accion es:
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(a) libre si para todo g, h € G tales que exista un x € X que cumpla que g-x = h-x,
entonces g = h,

(b) transitiva si para todo x,y € X existe un g € G tal que y =g - x,
(¢) regular si es libre y transitiva,

(d) efectiva si para todo g € G\ {e} existe un x € X que cumple que g - x # x.

Definicion A.3. Sean X, Y conjuntos, H un grupo actuando en X y ¢: X — Y una
funcion. Decimos que ¢ es H-invariante si para todo x € X y todo h € H se cumple
que

p(h-z) = p(r)
Definicién A.4 (Grupo topolédgico). Un grupo topoldgico es un conjunto G con

dos estructuras: G es un grupo y G es un espacio topologico. Estas estructuras son
compatibles en el sentido que las funciones:

GxG—=G, (g,h)— gh
G—->G, g~ g’1
son continuas.

Si G es compacto como espacio topologico, entonces diremos que G es un grupo
compacto.

Observacion A.5. Todo grupo finito es compacto con la topologia discreta.

A.2. Grupos de Lie

Definicion A.6. Un grupo de Lie es un conjunto G con dos estructuras: G es un
grupo y G es una variedad diferenciable. Ambas estructuras son compatibles en el
sentido que las funciones:

GxG—G, (g,h)— gh
G — G, g»—>gf1
son C*°.

Definicion A.7. Sean G un grupo y M una variedad diferenciable tal que G actia
en M. Decimos que la accion es suave si la funcion:

p:GxM—G, ¢gr)=g-x
es C.

La siguiente proposiciéon nos ayudard a probar que el cociente de una variedad
bajo la accién de un grupo es un espacio Hausdorff. La prueba es sencilla y se puede
consultar en el Lema 21.1 de [Leel2|

Proposicion A.8. Para cualquier accion continua de un grupo de Lie G en una
variedad diferenciable M, la funcion cociente w: M — M /G es una funcion abierta.
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A.3. Acciones Propias

Definicion A.9. §i G es un grupo de Lie y M una variedad diferenciable en la que
actua G, decimos que la accion es propia si la funcion
V:GX M — Mx M

(gvm) = (mag ’ m)
es propia, esto es para cada K C M x M compacto,  '[K| C G x M es compacto.
Observacion A.10. Las acciones de grupos compactos siempre son propias.

Dada una variedad Riemanniana (M, g) y una H-accién, decimos que g es una
métrica H-invariante si la funcion:

Ah: (M7g) — (M7g)
m— h-m

es una isometria par cada h € H. Esto es,

gz(v7 U)) = JA;,(z) ((dAh)x(v)’ (dAh)x(w»

para cada x € M, h € H y v,w € T,M. Obsérvese que si x € M, entonces
(dAp).: T,M — T,M es una funcién lineal para cada h € H. Més aun, esto induce
una accion de grupo de H en T, M, que podemos denotar como: h-p, v := (dAp)(v).

Proposicion A.11. Si (M, g) es una variedad Riemanniana y G un grupo finito tal
que G x M — M sea una accion propia, entonces existe una métrica G-invariante en

M.

Demostracion. Definimos en M una nueva métrica como sigue: param € M y v, w €
T, M

. 1
gm (v, w) = | > gm(h s 0,00 w). (A.3)

heH

Esta es una métrica porque ¢ lo es y, mas atn, es G—invariante. Siz € M, o0 € H y
v,w € T, M, entonces:

Joz((dA;)2(v), (dAG) (W) = Goa(0 1,01 ¥, 0 1,01 W)

1

= E Z gx(h ‘T.M O ‘T,M Y, h ‘TeM O T, M w)
heH

1
= ﬁ Z 9o (b -monr v, b W)
heH

= gz (v, w).

Por lo tanto, g es una métrica G-invariante. O
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Las acciones propias son también cerradas como lo afirma la siguiente proposicion:

Proposicion A.12. Siv: G x M — M x M es una accion propia, entonces ¢ es
una funcion cerrada.

Demostracion. Recordemos que por la Proposicion 1.6 M es localmente compacta y
por ende M x M también lo es. Ademés, G y M son espacios Hausdorff, por ende
G x M es Hausdorff. Sea C' C G x M cerrado. Queremos ver que ¢[C] C M x M
también lo es. Esto es equivalente a que V := (M x M) \ ¥[C] sea abierto. Asi, sea
y € V. Como M x M es localmente compacta, entonces existe V,, C M x M abierto

tal que V), es compacto. Luego, Y1[V,] € G x M es compacto, pues ¢ es propia. Se
sigue que C'N ¢!V, ] también es compacto y por ende

YICNY V] =¢[CInV, C M x M

también lo es (1 es continua). Dado que M x M es Hausdorff, se sigue que ¥[C] NV,
es cerrado en M x M. Asi, definimos:

Uy = (M x M)\ ($[C]NV,) = (M x M)\ 9[C]

es un abierto en M x M tal que y € U, y U,Ny[C] = 0. Por lo tanto, V es abierto. [
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