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Capitulo 1

Introduccion

A menudo se piensa en la ciencia inicamente como una herramienta que arroja un cuerpo
de reglas y conocimientos técnicos tutiles para la sociedad, a través de su implementaciéon
en forma de bienes tecnologicos. Con esta perspectiva se llega a perder de vista que la
ciencia no sélo es un método de construcciéon del conocimiento, sino que también coadyuva
a entender el mundo: permite construir una cosmovisiéon. Esto resulta esencial para los seres
humanos ya que somos seres conscientes de nosotros mismos y de nuestro entorno, lo que
nos obliga a crear una imagen o modelo mental de la realidad, de donde parten el resto de
nuestros pensamientos y acciones. Por ello, resulta fundamental, tanto para los individuos
como para las sociedades humanas, entender qué es eso que llamamos realidad.

Mas all4 de su importancia social, la imagen que hacemos de la realidad es justamente
aquello que guia la construccion de las hipotesis que dan lugar a teorias cientificas. Sin em-
bargo, no es raro que cuando un area del conocimiento alcanza un alto grado de tecnificacion,
se entienda la propia confecciéon de teorias como una labor meramente logico-matematica,
llevandonos “de un punto A hacia un punto B”, parafraseando a Einstein, olvidandonos de
por qué empezamos en “A”, o incluso del significado de “A”. Esta tendencia se ve favore-
cida por la presién que implica la demanda cada vez més exigente de obtener resultados
para aplicaciones concretas en la sociedad que en tltima instancia sostiene la investigacién
cientifica, y que es cada vez méas dependiente de la tecnologia.

El resultado de estos factores dentro de la fisica teérica puede ejemplificarse en la alta
prevalencia del “céllate y calcula”|1][2| entre quienes estudian la teoria cuéntica. Cierta-
mente, esta doctrina ha permitido grandes avances en la confecciéon y perfeccionamiento de
teorias tan exitosas como el Modelo Estandar de Fisica de Particulas, una Teoria Cuéntica
de Campos que puede considerarse, junto a la Teoria de la Relatividad General de Eins-
tein, como uno de los modelos fisicos més exitosas que hemos construido hasta la fecha.
Los cimientos de esta teorfa son justamente la Relatividad Especial de Einstein y la propia
Mecénica Cuantica, teorias que en su momento representaron una drastica ruptura con el
paradigma de la mecanica Newtoniana, extremadamente exitosa durante méas de 100 anos.
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Lo que esas teorias requirieron para formularse fue mucho més que un ejercicio de
célculo: implicaron dar un paso atras para revisar las nociones fundamentales sobre las
que yacia la mecénica newtoniana, como la nocién absoluta de espacio, independiente del
tiempo, en el caso de la Relatividad Especial, y de la propia conceptualizacion de la mecanica
como un conjunto de reglas exactas que con total certidumbre describian el movimiento de
los objetos, en el caso de la Mecénica Cuéntica.

En el caso de la Relatividad Especial se propuso un nuevo marco conceptual en el cual
formular la mecéanica, destacando la introduccién del espaciotiempo para reemplazar al es-
pacio absoluto newtoniano, asi como las Transformaciones de Lorentz, que estan dotadas
de un significado claro que conecta rapidamente con las nociones clasicas de posicién y ve-
locidad, reemplazando a las transformaciones de Galileo. Esto no quiere decir que todos los
problemas fundamentales de la mecénica quedaran resueltos en la Relatividad Especial, ya
que los cuestionamientos filosoficos sobre la naturaleza del espacio(tiempo) permanecieron
sin cambiar radicalmente incluso ya en el marco de la Teoria de la Relatividad General de
Einstein, donde fue necesario nuevamente, cuestionar los supuestos sobre el propio espacio-
tiempo.

Pero la Mecéanica Cuéantica se enfrenté6 a un problema conceptualmente mucho mas
complicado. Abandonar el paradigma tradicional de la mecanica misma obligd a introducir
nociones radicalmente nuevas para dotar de significado a las reglas que se iban encontrando
conforme se construia la teoria, siguiendo un camino estrechamente acoplado a los resultados
de aquellos experimentos que habian motivado el nacimiento de la cudntica. Una férmula
creada inicialmente para describir un medio electromagnético, la Ecuaciéon de Schrodinger
[3], tuvo que ser reinterpretada para describir, de manera indirecta, las probabilidades de
obtener cierto resultado en un experimento dado [4]. Esta vision instrumental o meramente
epistémica permitié avanzar muchisimo en la construcciéon formal de la teoria, ya que no
parecia necesario sustituir una nocién de mundo con otra en concreto, bastaba establecer
que el mundo no era como crefamos, ya que [5|

Lo que observamos no es la naturaleza misma, sino la naturaleza expuesta a
nuestro método de cuestionarla.

(W. Heisenberg.)

Como resultado de esta vision, se volvié imprescindible el papel del experimento, de la obser-
vacion como elemento entendido a priori para dotar de significado a la Mecanica Cuéntica.
Aunque la funcion (o vector) de estado parecieran tener un papel central en el formalismo,
los verdaderos protagonistas de la teoria serian los resultados de las mediciones de los 0b-
servables. El intrincado constructo conceptual que a menudo es llamado interpretacion de
Copenhague consta de predicados sobre justamente esos objetos bésicos de la teoria, que no
son las particulas que conformarian un sistema fisico clésico, sino las observaciones que se
hacen sobre ellas, rechazando la posibilidad de que exista una descripciéon mds fundamental
sobre dicho sistema.



No es de extranar que la vision sostenida por buena parte de los padres fundadores de
la Mecanica Cuéntica se convirtiera en la interpretacion estindar de la teoria, a pesar de
dejar a més de uno insatisfecho. Mas atn, esta vision fue aprovechada por los partidarios
del cdllate y calcula, pues les permitié argumentar que es innecesario buscar explicaciones
més fundamentales a la teoria para cualquier fin prdctico. Afortunadamente, a pesar del
pragmatismo imperante, no faltaron quienes propusieran interpretaciones alternativas, como
en el caso de la Mecénica de Bohm |[6], inspirada en la teoria de Onda Piloto de De Broglie,
o la interpretacion de Muchos Mundos atribuida a Everett [7]. Sin embargo, mas que la
interpretacion de la mecéanica cuantica, a los fisicos tedricos les ha resultado mucho mas
inquietante un problema llamado Gravedad Cudntica.

La teoria de la Relatividad General de Einstein permitié entender la gravedad como una
manifestacion de la curvatura del espaciotiempo, el cual pasaria a ser dindmico y no sélo una
estructura fija como lo era en la Teorfa de la Relatividad Especial. La relatividad general
goza de un éxito innegable al haber predicho fenémenos como las lentes gravitacionales, la
expansion del universo, los agujeros negros y las ondas gravitacionales, todos fenémenos de
los cuales actualmente contamos con evidencia experimental contundente. Pero con todo lo
exitosa y revolucionaria que es esta descripcion de la gravitacion, sigue siendo una teoria
cldsica, por lo que se plantea bajo una concepcién ajena al paradigma de la Teoria Cuantica.
Y sin embargo, construimos ambas teorias tratando de describir al mismo mundo.

El primer paso en la construccién de un posible puente entre tan disimiles aproxima-
ciones a la realidad ha sido la Teorfa Cuantica de Campos. Esta comprende el resultado
natural de incorporar los principios de la Relatividad Especial en una Teoria Cuéntica, des-
cribiendo en consecuencia, campos relativistas y las interacciones entre ellos. Estas altimas
aparecen como términos no lineales en las ecuaciones dinamicas del campo, que engendran
infinitos, cuyo origen puede rastrearse hasta su representacién formal como productos de
distribuciones, objetos matematicamente mal definidos. Una variedad de trucos permite
obtener cantidades finitas, candidatas a representar propiedades fisicas, a partir de estos
infinitos. A este procedimiento se le denomina renormalizar.

La cuantizacion de la Gravedad comprende uno de los objetivos mas codiciados de la
fisica desde poco después de la formulacién de la Relatividad General, ya que en 1916
el propio Einstein [8] predijo que la teoria cuantica tendria que modificar la teoria de la
Relatividad General de una manera analoga a como habia modificado el electromagnetismo.
Siendo estrictos, la teoria de la relatividad general de Einstein describe un campo tensorial,
la métrica, acoplado consigo mismo (y con la materia) de manera altamente no lineal. Atin
asi, no hay nada que en principio impidiera aplicar las técnicas que habian resultado tan
exitosas en Teoria Cuéntica de Campos. Desafortunadamente, y a pesar del enorme esfuerzo
que se ha dedicado a este objetivo, la relatividad general no ha podido ser renormalizada;
ni siquiera sus perturbaciones lineales.

Ante este impasse, no pocas sugerencias de solucion se han propuesto, desde reformular
la teoria completa de una manera més amigable con los esquemas de cuantizacién canénica,
hasta proponer un esquema que va mas allé de la teoria de campos para describir los objetos
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fundamentales del universo mediante cuerdas, que en mundos de mayor dimensionalidad,
parecerian poder describir exitosamente algo parecido a las perturbaciones del campo gra-
vitacional. Aun asi, estas propuestas se encuentran todavia en proceso de construccion,
y sus resultados no permiten recuperar con toda generalidad la teoria de la gravitacion
de Einstein en algtn limite. Las dificultades més importantes en estos programas suelen
considerarse de tipo técnico.

Sin embargo, aunque es claro que existen problemas técnicos formidables en la cuan-
tizacion de la gravedad, vale la pena cuestionarse si no se ha alcanzado, en cierta forma,
un limite para la doctrina del “callate y calcula”. Esta permite avanzar en el desarrollo del
formalismo de las teorias, pero eventualmente, los aspectos conceptuales que se dejan de
lado terminan saliendo a flote conforme se empujan sus limites. Se vuelve entonces impres-
cindible cuestionar si tiene sentido el objetivo que se busca: ;Qué significado tendria un
espaciotiempo cuantico? jEs la métrica, descrita por las ecuaciones de Einstein, un campo
de la misma naturaleza que los campos cuantizados hasta ahora? ; Qué pasaria si estas ecua-
ciones describieran tinicamente el comportamiento emergente de una teoria verdaderamente
fundamental del espaciotiempo?

En el formalismo de la Teorfa Cuantica de Campos, una vez que se generaliza para
Espaciotiempos Curvos (fijos), se obtienen resultados como la Radiacion de Hawking: los
agujeros negros provocan radiacion con el espectro caracteristico de un cuerpo negro. La
radiaciéon de Hawking sugiere dotar de una interpretacion fisica a los resultados sospechosa-
mente analogos que surgen de un analisis meramente clasico de espaciotiempos con agujeros
negros: Es posible definir una Termodindmica de Agujeros Negros, en la que la masa M
del agujero negro juega un papel analogo al de la energia, la gravedad superficial en el
horizonte de eventos se relaciona con su temperatura, y se liga la entropia con el area del
mismo horizonte.

A pesar de su elegancia formal, la Termodindmica de Agujeros Negros tiene diversos
aspectos conceptuales que quedan pendientes de aclaracion. Por ejemplo, el resultado de
la radiacién de Hawking se obtiene de analizar el estado de un campo cuantico sobre un
espaciotiempo de fondo (fijo), mientras que los resultados clasicos de la Termodinamica de
Agujeros Negros describen propiedades mecénicas del espaciotiempo en si, sin entrar en
detalles sobre la naturaleza de los campos de materia. ; Como podemos justificar la identifi-
cacién de estos resultados, procedentes de analisis conceptualmente tan diferentes? Ademaés,
si entendemos la termodindmica como una suerte de resumen del comportamiento estadisti-
co de un sistema de muchos elementos sobre los que son vélidos ciertos primeros principios,
jcuéles serian los elementos cuya configuracion se describe estadisticamente como la tem-
peratura y entropia de un agujero negro? ;cuéles serian dichos primeros principios?

Es muy probable que el entendimiento sobre la entropia de agujeros negros sélo sea
totalmente claro una vez que se comprenda qué ocurre en un agujero negro en términos de
una teoria cuantica de gravedad. Ante esta situacion vale la pena preguntarse si es posible
recurrir a un tratamiento semiclasico aproximado para describir la interaccién entre materia
cuéntica y el espaciotiempo.



Los problemas de una teoria semiclésica de gravedad se hacen patentes cuando se toman
en serio los principios de la mecanica cuantica. Por ejemplo, si se permite que el espaciotiem-
po reaccione a la radiacion de Hawking, es de esperarse que la masa que un observador en
infinito atribuirfa al agujero negro disminuya conforme la radiaciéon de Hawking se propaga
hacia el infinito. En este caso esperariamos que el horizonte de eventos del agujero negro se
reduzca, es decir, que el agujero negro se evapore como consecuencia de esta radiaciéon. El
agujero negro continuarfa reduciéndose hasta que el radio de su horizonte llegue a la escala
de Planck, momento en el cual es razonable desconfiar de este esquema semiclasico. Si en
verdad el espaciotiempo mismo posee una naturaleza fundamentalmente cuantica, podemos
presumir que una teorfa cuantica de la gravedad seria la méas indicada para describir lo que
ocurre en esa region del espaciotiempo. Lo preocupante entonces es que en este proceso,
se parte de un estado cuantico inicialmente puro que evoluciona a un estado térmico, es
decir, ocurre una evoluciéon entre estados unitariamente inequivalentes, contrario a lo que
demanda el formalismo cuéntico estandar.

En una teoria cuantica de gravedad, se podria pensar que el estado completo que codifica
en conjunto espaciotiempo y materia permanece puro, pero ésto no es claro en general,
ya que en ciertos acercamientos a la gravedad cuantica, como aquellos que consideran la
existencia de un remanente tras la evaporacion de un agujero negro, esto no ocurre, como
se puede ver en recuentos como [9],[|10]. Este problema, denominado a veces paradoja de la
pérdida de informacion en la evaporaciéon de un agujero negro, obliga a dar un paso atras
y reflexionar sobre los conceptos que nos condujeron a esta aparente contradiccion.

En el analisis del origen de estructura en el modelo cosmoloégico inflacionario, las pre-
guntas conceptuales juegan un papel tan o mas importante que los propios resultados de
los calculos. En este modelo, se propone que un campo escalar llamado inflatén era el tipo
de materia predominante durante las etapas mas tempranas del universo. Si este campo
cumple con ciertas propiedades, es capaz de originar una rapida expansion del espaciotiem-
po, efecto denominado inflacion. Esto permite justificar naturalmente varios supuestos de
la cosmologia estandar: que el universo sea isdétropo y homogéneo a gran escala, y que éste
sea plano o de curvatura muy pequena ain en nuestros dias. El modelo inflacionario resulta
ser tan efectivo para estos fines, que hace muy improbable la generacion de la estructura
que observamos en nuestro universo, Unicamente partiendo de inhomogeneidades primige-
nias cldsicas. Una posible soluciéon es atribuir estas inhomogeneidades a las fluctuaciones
cuénticas del propio campo del inflatén. Célculos directos parecieron favorecer este modelo,
por ejemplo [11], puesto que se obtiene algo compatible con la distribucién inicial esperada
para reproducir el espectro de potencias de la radiacién de fondo de microondas. El pro-
blema con esta propuesta para el origen de estructura a partir del modelo inflacionario,
ademas de que predice ondas gravitacionales que no han sido detectadas, es que recurre a
una interpretacion inconsistente de la mecénica cuantica [12].

Al respecto, John S. Bell se pronunci6 en [13|, ironizando sobre la necesidad de la in-
terpretacion estdndar de contar con observadores que realicen mediciones para materializar
las predicciones de la mecanica cuantica. En el relato sobre el origen cuantico de estructura
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resulta necesario considerar que el universo permanecié en una superposiciéon de configu-
raciones que en conjunto conformaban un estado perfectamente isotréopico y homogéneo,
hasta el momento en que fue observado para dar origen al universo con inhomogeneidades
que conocemos. El aspecto paraddjico es que la existencia de dichas inhomogeneidades es
un prerrequisito para el surgimiento de galaxias, sistemas solares y planetas que sustenten a
los posibles observadores que, de acuerdo al tratamiento estandar, serian capaces de realizar
las mediciones correspondientes.

Esta paradoja sobre el origen de estructura hace muy clara la necesidad de entender los
limites de la interpretacion estandar de la Mecanica Cuéntica, asi como del significado de
los conceptos que para fines prdacticos parecen equivalentes, como el concepto de fluctuacién
estadistica y fluctuacion cuantica.

En este trabajo adoptaremos la Tesis de que muchos problemas concretos para nuestras
teorias fisicas, estdn estrechamente relacionados con los problemas fundamentales de la
mecanica cuéntica, en particular con el problema de la medicién, como se plantea, por
ejemplo, en [14] a partir de ideas de Diosi |15] y Penrose |16].

A falta de una teorfa cuantica de la gravedadl] lo suficientemente desarrollada para
abordar estos problemas al dia de hoy, optamos por un acercamiento més conservador. Atn
sin conocer cémo podria ser semejante teoria cuantica de la gravedad, esperamos que exista
algin limite de correspondencia con la teoria de la relatividad general de Einsteinﬂ En ese
contexto, es razonable esperar que lejos del régimen de curvaturas del orden de la distancia
de Planck, una descripcién del espaciotiempo en términos de una métrica suave sea valida, al
menos aproximadamente. Propondremos que esto contintia siendo cierto atun sf los campos
de materia exhiben propiedades tipicamente identificadas con sistemas cuanticos.

Nuestra propuesta comprende un esquema semiclasico donde el espaciotiempo se consi-
dera totalmente cldsico, descrito por una métrica Lorentziana que vive en una variedad de
dimension cuatro, mientras que se trata a los campos de materia como campos cuanticos
construidos sobre dicho espaciotiempo, con la condicién fundamental de ser una construc-
cion auto consistente. Esto quiere decir que el campo debe encontrarse en un estado par-
ticular ¢ y la métrica debe ser tal que en conjunto se satisfaga la ecuacién semiclésica de
Einstein, R

Gap — Ngap = 87G N <¢’Tab‘¢> . (1.1)

El objetivo general del presente trabajo sera estudiar la posibilidad de formular de ma-
nera rigurosa este modelo semiclésico, conservando una consistencia conceptual sobre la
que no apliquen algunas de las objeciones que se han esgrimido contra este tipo de acerca-
mientos a la interacciéon entre gravedad y materia cuéntica. Al respecto, Eppley y Hannah
[17] han argumentado que una teoria de este tipo podria emplearse para violar el princi-
pio de incertidumbre, asi como involucrar potenciales violaciones a la conservaciéon de la

'Destacamos que nuestra perspectiva ante las teorias cuanticas de Gravedad es totalmente agnoéstica.

2En principio podriamos considerar teorias de gravedad modificadas, como aquellas con Torsion o bien
teorfas tipo f(R). Pero en este trabajo nos restringimos a la versién maés sencilla de gravedad semiclasica.
Por lo tanto, no descartamos estudiar en el futuro modelos con otras teorias de gravedad.
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energia como parte de los posibles efectos del colapso cuantico del sector de materia. Esta
ultima posibilidad ha sido considerada por Page y Geilker |18] como una propiedad fisi-
camente inadmisible para una teoria semiclésica de gravedad, ademés de ser formalmente
inconsistente. Ante semejante determinaciéon han inferido que la tinica opcién para la gra-
vedad semiclésica seria recurrir a una interpretacion de muchos mundos tipo Everett [7],
en cuyo caso ellos mismos procedieron a realizar un experimento en el que se prepara un
gato de Schridinger gravitacional para mostrar que desde esa interpretacion, la teoria es
inconsistente con las observaciones. Esta cadena de razonamientos y observaciones les llevd
a concluir que un tratamiento semiclasico de la gravedad es simplemente inviable, y que
en consecuencia, todo efecto de interacciéon entre materia cuantica y el espaciotiempo debe
entenderse en el contexto de una teoria cuantica de la gravedad.

Por lo tanto, nuestra propuesta constituye también una forma de responder a estas ob-
jeciones, pues consideramos, se han adelantado conclusiones demasiado fuertes. Para ello,
recurriremos a un cambio de perspectiva, que empieza por considerar a la propia teoria se-
miclasica como un modelo tinicamente aproximado o efectivoﬂ (no como teoria fundamental)
que ha de recuperar en un limite razonable a la propia teoria clasica de la relatividad ge-
neral de Einstein, pero que logra abarcar algunos casos de interés donde materia cuéntica
interactia con un espaciotiempo que conserva su descripciéon métrica cldsica. Asi mismo,
adoptaremos la perspectiva de las teorias de colapso en Mecanica Cuantica, incrustando
nuestro modelo en un marco conceptual consistente en el que ademés de poder rescatar
la propuesta semiclasica como modelo efectivo, es posible solucionar de manera bastante
minimalista problemas como la pérdida de informacion en agujeros negros [19][20][21], el
origen de estructura sin contradicciones interpretativas [22][23]|24], explicando también el
por qué no observamos ondas gravitaciones de origen inflacionario [25], e incluso indagar
sobre la posible naturaleza de la energia oscura [26|, asi como invitar a reflexionar sobre
la necesidad de mantener principios tales como la conservacion de la energia como pilares
inamovibles de nuestra concepcion del mundo [27].

1.1. Estructura de esta Tesis

El cuerpo principal de este trabajo se encuentra dividido en tres capitulos, siendo el
presente capitulo de introduccién el primero de ellos. En el capitulo [2| revisaremos los ante-
cedentes pertinentes sobre el modelo de gravedad semiclésica que vamos a proponer. En la
seccidn abordamos el problema de la medicién y las propuestas de solucién méas popula-
res actualmente, y enunciaremos brevemente en qué consisten las teorias de colapso cuéntico
més paradigmaéticas: la propuesta de colapsos discretos a menudo referida como GRW, y
la propuesta de localizacion esponténea y continua (CSL). En la seccion presentamos
el modelo de gravedad semiclasica que consideraremos como punto de partida para nuestra
propuesta, asi como las criticas que pesan sobre éste.

3Como un limite particular de alguna teoria cuantica de la gravedad, por ejemplo.
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En el capitulo[3]introducimos el esquema propuesto para modelar el colapso cuantico en
el contexto de gravedad semiclasica y abordamos los principales problemas que requieren
soluciéon dentro de este formalismo. En la seccion [3.2] estudiamos el problema de valo-
res iniciales para gravedad semiclasica y presentamos una propuesta para recuperar una
construccién semiclésica auto consistente a partir de datos iniciales apropiados sobre una
hipersuperficie. En la seccién abordamos el problema del acoplamiento de dos construc-
ciones semiclasicas auto consistentes para modelar el colapso cuantico dentro de gravedad
semiclasica, y su relaciéon con las potenciales violaciones a la conservacion de la energia
como consecuencia del colapso.

Finalmente, en el capitulo [d] enunciamos algunas de las preguntas que quedan abiertas
respecto a nuestra propuesta de gravedad semiclasica con colapso.

El texto se ha organizado de manera que la lectura del cuerpo principal sea lo méas fluida
posible, por lo que los desarrollos de la mayoria de los resultados se han incorporado como
apéndices.



Capitulo 2

Antecedentes

Desde antes de que se consolidara la formulaciéon relativista de la Teorfa Cuantica de
Campos, un posible problema entre la relatividad y la Mecénica Cuantica estdndar fue
senialado por Boris Podolski, Nathan Rosen y Albert Einstein en 1935 [28|, al mostrar
que podria existir una violacion de causalidad llevando a cabo experimentos con sistemas
entrelazados. El senalamiento de Einstein, Podolski y Rosen estaba encaminado hacia la
posibilidad de que la formulacién estdndar estuviera incompleta, y que ese tipo de incon-
sistencias pudieran resolverse agregando variables que no estan en la formulacion estandar
de la mecanica cuantica. Rapidamente se entendié que la infame Fantasmagdrica Accion
a Distancia no implicaba en realidad ninguna violaciéon de causalidad, ya que no podia
ser usada para transmitir informacion entre observadores causalmente desconectados, pues
dentro de la interpretacién estandar estos observadores sélo podrian verificar el efecto a
través de comunicaciones causales. Aun asi, en este articulo se manifiesta una incomodidad
intuitiva respecto a una posible incompatibilidad entre la teoria cuantica y los principios
de la relatividad general. Posteriormente, el célebre Teorema de Bell [29] concluiria que
una teoria cudntica con variables ocultas es necesariamente incompatible con la localidad.
Numerosas discusiones, comprobaciones y revisiones del Teorema de Bell se llevaron a cabo,
pero al final el resultado no sélo se sostuvo, sino que resulté ser mucho més fuerte: ninguna
teoria que reproduzca las predicciones de la mecdnica cudntica puede ser local [30).

Pero la no-localidad implicada en el teorema de Bell no significa necesariamente que
ocurriran violaciones de causalidad. S6lo quiere decir que hay elementos en la teoria que no
pueden ser descritos como variables locales. Esto no implica que puedan utilizarse dichos
elementos para realizar comunicacion superluminica, pero si obliga a establecer claramente
qué papel pueden jugar cada uno de los elementos de la teoria. En otras palabras, se vuelve
ineludible contar con una interpretacion clara y consistente de la mecénica cuéntica, sobre
todo si pretendemos con ella dar cuenta del mundo fuera del laboratorio. En particular, es
necesario definir qué entendemos exactamente por medir en mecanica cuantica.

9
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2.1. El problema de la medicién

El término medicidn aparece muy pronto en todas las formulaciones de la mecanica
cuéntica, como por ejemplo la de von Neumann [31]; en ninguna formulaciéon puede faltar
una referencia explicita o implicita a los resultados de mediciones realizadas sobre los sis-
temas fisicos. Por lo general esto ocurre a la hora de definir la relaciéon entre operadores y
cantidades fisicas en términos de observables (cantidades cuyo valor se puede determinar
mediante una medicion) o de los propios valores de expectacion (en la préactica identificados
con un promedio de mediciones), asi como al introducir la regla de Born como prescripcion
para la probabilidad de obtener un resultado dado ante la medicion de un observable, y mas
draméticamente cuando se introduce un postulado de colapso en el que se describe el efecto
de la medicién de un observable sobre el propio sistema. Sin embargo, el significado mismo
de realizar una medicién casi siempre se asume como sobreentendido. Un problema surge
entonces si se considera que la mecanica cuantica representa un modelo fundamental de la
naturaleza, pues los procesos que se llevan a cabo en un laboratorio, incluyendo las propias
mediciones, deberfan poder describirse en términos cuénticos. Partiendo de este supuesto,
el problema de la medicién consiste en especificar, dentro de la teoria cuéntica, de manera
precisa y no tautolégica, lo que en una formulaciéon dada se refiere como medicidn, y como
ésta se hace consistente con la propia formulacién en cuestion.

Al respecto, el filosofo de la ciencia Tim Maudlin estableci6 en |32] que cualquier solucion
al problema de la medicién debe cumplir con tres condiciones:

1. Resolver el problema de los resultados, es decir, explicar por qué, en nuestra expe-
riencia, al realizar el proceso fisico de la medicién de un sistema cuéntico utilizando
otro sistema cuantico al que denominamos aparato, éste altimo siempre termina en un
resultado definido, mientras que de acuerdo a la mecénica cuéntica, lo que ocurre en
este proceso es un enredamiento del aparato con el sistema que se mide, generando una
superposicion del conjunto completo aparato-+sistema, es decir, en una superposicién
de resultados.

2. Debe cumplirse con la regla de Born.

3. El proceso de mediciéon debe tener un efecto sobre las siguientes mediciones, recupe-
rando la fenomenologia que hace exitosa a la mecanica cuantica.

A continuacién, Maudlin muestra que los siguientes enunciados son mutuamente incon-
sistentes:

A. La funcion de onda de un sistema, directa o indirectamente especifica todas las pro-
piedades fisicas de un sistema.

B. La funcién de onda evoluciona siempre de acuerdo a una ecuacion dindmica lineal
(determinista en sentido estadistico).
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C. Las mediciones realizadas sobre un sistema siempre (o al menos, frecuentemente)
tienen resultados bien definidos, y la estadistica de los resultados realizados sobre
sistemas con funciones de onda inicialmente idénticas cumplen (al menos aproxima-
damente) con la regla de Born.

Por lo tanto, cualquier solucién al problema de la medicién debe prescindir de al menos una
de estas afirmaciones, y ello conlleva postular algo que sustituya dicha afirmacion, es decir,
cualquier solucién al problema de la medicién requiere nueva fisica. Aunque es valido negar
més de una de estas afirmaciones, existen propuestas que intentan resolver el problema de
la medicion sin necesidad de negar més de una de las afirmaciones A—C| representando una
modificacién minima al marco conceptual de la mecénica cuantica estindar. En lo siguiente
denotamos por —A la negacion del enunciado A, =B la negaciéon del enunciado B 'y —C la
negacion del enunciado C. A las posibles soluciones que niegan sélo una de las afirmaciones
se les describe como sigue:

—A. Teorias de variables adicionales, a menudo referidas como teorias de variables
ocultas. Un ejemplo es la teoria de Bohm |6, |33], en la que las particulas tienen
posiciones definidas y se anade una ecuacién dindmica que acopla sus trayectorias
con la funcién de onda. Las variables adicionales son las posiciones de las particulas.

—B. Teorias no lineales, o teorias de colapso. La evolucién de los sistemas es sustituida
por una ecuacién no lineal e indeterminista. Ejemplos emblematicos son la teoria
de localizacion espontanea de Ghirardi, Rimini y Weber (GRW) [34], y la teoria de
localizacion espontanea y continua de Pearle (CSL) [35] 36].

—C'. Teorias multiverso/nuliverso. En estas teorias, los resultados de las mediciones
coezisten (de algiin modo), o no hay resultados en absoluto. Un ejemplo muy popular
es la interpretacion de muchos mundos inspirada en las ideas de Everett [7].

El paradigma estandar al que se adscriben formulaciones ortodoxas como la de von
Neumann, de hecho niega B, pero lo hace sin incluir una regla consistente para sustituir
la ecuaciéon lineal de evoluciéon. En su lugar, se separa la evolucién de los sistemas en
una evoluciéon lineal dada por la ecuacién de Schrédinger, y un proceso de reducciéon o
colapso cuando éstos son observados, sin especificar qué criterios cuantitativos debe cumplir
un sistema para considerarse observador, lo que da origen al planteamiento original del
problema de la medicion.

En este sentido, las teorias de colapso dindmico representan una enmienda minima
respecto a la formulacién estdndar, ya que formalizan la manera en que ocurren estos
colapsos, sin recurrir a nociones ambiguas o imprecisas. Por este motivo, en conjuncién con
su potencial utilidad para esclarecer los problemas mencionados en la introduccién dentro
del contexto de gravedad semiclasica como veremos mas adelante, es que optamos por esta
posible via de solucién al problema de la medicion.
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Teorias de Colapso

Las teorias de colapso modifican el formalismo de la mecénica cuantica, en particular
su ley de evolucion temporal. Dicha modificaciéon debe encargarse de que cuando en un
laboratorio con aparatos de medicion se realice un experimento, todo descrito en términos
cuénticos, en efecto ocurra lo que observamos como un resultado definido en el aparato
de medicién. Es decir, que se recupere lo que entendemos por medicién en un laboratorio,
como consecuencia de la propia teoria, sin tener que hablar de observadores o aparatos
como elementos externos. A este efecto de romper superposiciones y por ende reducir los
posibles estados de un sistema es a lo que se refiere el término colapso, el cual a menudo se
acompana de un adjetivo como espontdneo u objetivo, debido a que no ocurre como efecto
de la intervencién de ningtn sujeto o agente externo, sino que ocurre de manera fortuita de
acuerdo con las reglas universales de la propia teoria.

Por otro lado, las teorias de colapso deben garantizar que la evolucion sea lo suficien-
temente parecida a la evolucion lineal y unitaria dada por la ecuaciéon de Schriodinger, ya
que ésta es capaz de describir con bastante precision la estadistica de los resultados entre
mediciones sucesivas. Por lo tanto, estas teorias deben satisfacer dos criterios que en cierta
forma se contraponen, sujetandolas a una tensién que se traduce en la posibilidad de veri-
ficarlas experimentalmente, buscando observar los posibles efectos que resultan de cambiar
las reglas de evolucién estandar.

Finalmente, vale la pena senalar que las teorfas de colapso no determinan una ontologia
en particular, es decir, no nos dicen qué es lo que se propone que realmente estd alld afuera.
Sin embargo, tienen la ventaja de que permiten caracterizar de manera clara cada uno de
estos posibles elementos [37]. En particular es posible separar la funcion de onda de lo que
se denomina Ontologia Primitiva [38], que se identifica como justamente aquello de lo que
estdn hechas las cosas.

2.1.1. La propuesta de Ghirardi, Rimini y Weber (GRW)

Esta propuesta fue elaborada inicialmente por Giancarlo Ghirardi, Alberto Rimini, y
Tullio Weber entre 1985 y 1986 [34]. Consiste de un modelo de colapso discreto, en el que se
anade a la evolucion lineal dada por la ecuacion de Schrodinger, una prescripcion de colapso
espontaneo y cuya ocurrencia en el tiempo es aleatoria e independiente para cada particula
del sistema. Asimismo, los propios colapsos de una particula son considerados como eventos
independientes por lo que la distribucién de estos colapsos obedece una distribucién de
Poisson caracterizada por una frecuencia caracteristica de colapso A que se introduce como
un pardmetro universal de la teoria.

El efecto de estos eventos discretos de colapso es equivalente a realizar una medicidn im-
precisa de la posicion de la particula en Cuestic’)rﬂ Mas especificamente, para una particula,

'La formulacion original en [34] fue planteada en términos de la evolucién del operador estadistico. La
reformulacion aqui expuesta sigue la exposicion de Bedingham [39], a su vez basada en la resenia de ésta
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esto se modela mediante la acciéon de un operador de la forma

. 1 _ (?-7?(2))2
— ¢ 2R
ro (7TR2)3/2 ’

(2.1)

donde R es otro parametro universal de la teorfa, y tiene una interpretacion inmediata como
radio de localizacion de los eventos de colapso. Asi mismo, 7 es el operador de posicion de
la particula, y 7 es el punto alrededor del cual se centra el operador de localizacion. Este
punto es determinado aleatoriamente en cada evento de colapso de acuerdo con la siguiente
regla: la probabilidad de que el evento de colapso localice la funcién de onda de la particula
alrededor de la posicién 7y cuando la particula se encuentra en el estado ¢ al momento ¢
estd dada por
| (Fol(t)) 12

[ (@@)[Y(0) [*
En otras palabras, si al tiempo t. ocurre un evento de colapso, la funcién de onda 1 de la

particula sufre una transformacién espontinea, de modo que un instante después, al que
denotamos por t4, la funcién de onda es de la forma

P(7o,t) = (2.2)

1 _ (F=rp)?
(7 ty) = We Rt (7 te). (2.3)

Como los eventos de colapso ocurren de manera independiente para cada particula del
sistema, la probabilidad de que en un sistema de n particulas ocurra un evento de colapso
sobre cualquiera de estas particulas crece proporcionalmente con n. En la situacién mas
general, un sistema puede encontrarse en una superposiciéon de todos los posibles estados
de todas las particulas, con diferentes pesos para cada combinacion de estados. Cuando las
particulas del sistema interacttian entre si, dichos pesos estan correlacionados, o en otras
palabras, las particulas del sistema estan enredadas entre si. Luego, los pesos de los posibles
estados de cada particula se veran afectados por el evento de colapso de cualquiera de las
particulas del sistema, ya que aquellos coeficientes que multipliquen estados de la particula
que sufrio el colapso, con mayor proyeccion sobre el estado localizado en 7, adquiriran
mayor peso en relaciéon a los otros estados. Esto quiere decir que aunque la ocurrencia de
colapsos es independiente para cada particula, una vez que en un sistema enredado colapsa
una de estas particulas, la configuracion del sistema completo se ve afectada. A su vez, esto
implica que mientras més acopladas estén las posiciones de las particulas entre si, mayor el
efecto del colapso de una sola de las particulas sobre el resto.

Los parametros de la teorfa deben ajustarse de modo que los eventos espontaneos sean
muy poco frecuentes para particulas individuales, recuperando asi la dindmica cuéntica
lineal para sistemas de pocas particulas, pero deben ocurrir con la suficiente frecuencia
para que sistemas macroscdpicos se localicen rapidamente. En su articulo original [34], los

teoria por parte de Bell en [13)].
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autores proponen un valor aproximado para el radio de localizacién de R ~ 10~ "m y para
la frecuencia de colapso, A ~ 10716571,

Una manera de constrenir esta teoria es probando la no-linealidad de un sistema cuan-
tico, con lo que se imponen cotas a los posibles valores de la frecuencia de colapso y el radio
de localizacién.

Para resolver el problema de los resultados, es necesario anadir una ontologia que per-
mita lidiar con estados en superposicién, ya que atin después del colapso descrito en esta
teoria, pueden seguir existiendo superposiciones, aunque con muy pequena amplitud. Una
posible solucion es recurrir a una interpretacién propuesta por John Bell [40][cap. 4] en la
que los eventos de colapso (o Flashes) son los objetos que existen en la realidad, es decir,
los puntos espaciotemporales (¢, 7) donde ha ocurrido el colapso de una particula. Sin em-
bargo, esta interpretacién introduce otros dilemas que habria que subsanar, principalmente
con relacion a las propiedades que se podrian atribuir a objetos que no tienen prevalencia
temporal.

2.1.2. Localizacion Espontanea Continua (CSL)

El modelo propuesto por Philip Pearle |35] y posteriormente adaptado para campos no
relativistas en |41], sustituye la prescripcion discreta para los colapsos en el modelo GRW,
por una evolucién estocastica y continua en la que a la ley de evoluciéon de un vector de
estado se anade un término que rompe con la unitariedad de dicha evolucién. Formalmente,
en CSL la evolucion del vector de estado de un sistema de NN particulas estd dada por

oy = Tex (= [ a [L06) + wt) - 2d@)] w0

0

en donde:

= 7 representa ordenamiento temporal, de modo que los operadores evaluados en tiem-
pos posteriores se escriben a la derecha de operadores evaluados en tiempos mas
tempranos.

= w(7,t') es un campo estocastico con espectro de ruido blanco, es decir, de igual am-
plitud en todas las frecuencias, y que sigue una regla de probabilidad dada por la
ecuacion estocastica

que permite recuperar efectivamente la regla de Born para los vectores colapsados.

= )\ es una constante que modula la intensidad del colapso y se puede interpretar como
una frecuencia efectiva de colapso. Tipicamente se asigna el valor A\ ~ 1076571,
aunque se ha sugerido [42] que A puede ser tan grande como 1078571,
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= El operador de colapso, A(F), es un operador esparcido alrededor de un valor de
posicién 7, de manera semejante al operador L de GRW, con la diferencia de que se
utilizan los operadores &f(7), £(7) de creacion y aniquilacién de particulas centradas
en la posiciéon 7, de modo que

A m 1 1 17 2n2 4 A

AR S— N L e N GO Y)Y 2.6
S [ () (2.6
El parametro a se interpreta como un radio efectivo de localizacién, y se le asigna
un valor del orden de 10~ "m. Asi mismo, m es la masa del campo y M una masa de
referencia, tipicamente la masa del neutroén.

Esta teoria de colapso provee una ecuacién explicita de evolucién para los estados, y
estd mejor preparada que la teoria GRW para ser formulada bajo el formalismo de campos.
De hecho, existen ya versiones relativistas de CSL, como la propuesta por Bedingham [43] o
Tumulka [44], aunque no estén libres de problemas, como campos auxiliares no dinamicos,
y ain no cuentan con la capacidad de describir campos interactuantes.

Respecto a su ontologia, una propuesta frecuentemente citada es la llamada ontologia
de masa, en la que la funcién de onda del sistema describe una distribucién de materia que
abarca todo el espacio, resultando en regiones con mayor y menor distribuciéon de materia.
Nuevamente, esta propuesta de interpretacién engendra diversos problemas respecto a la
manera en que se construye una distribuciéon de masa en el espacio fisico a partir de un
objeto definido en el espacio de configuraciéon, como es la funcién de onda, asi como las
posibles violaciones de conservacién de energia y momento que se presentan si uno atribuye
propiedades como masa y carga a esa distribuciéon de materia, que evoluciona de manera
estocéstica.

2.1.3. Comentarios respecto a la viabilidad de las teorias de Colapso

Las teorias de colapso no reproducen exactamente los resultados de la Mecénica Cuanti-
ca, asi que en principio, mediciones lo suficientemente precisas de la evolucién de un sistema
cuantico podrian hacer inviables o descartar por completo ciertas teorias de colapso como
GRW o CSL. Hasta la fecha, ninguna observacién ha permitido descartar de manera defini-
tiva todas las teorias de colapso, aunque tampoco se han encontrado desviaciones respecto
a los resultados predichos por la Mecéanica Cuéntica estdindar que se puedan atribuir al
colapso. Algunos de los ultimos experimentos que buscan restringir el espacio de parame-
tros de las teorias de colapso se encuentran en [45| 46|, mientras que continuamente surgen
nuevas propuestas experimentales para continuar esta exploraciéon, como por ejemplo [47,
43].

Aunque el espacio de parametros ain permite la viabilidad de teorias de colapso como
CSL, siguen pendientes diversos problemas respecto a la ontologia de estas teorias, asi
como su posible papel en temas como las leyes de conservacién de energia y momento. Es
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de nuestro particular interés explorar la manera en que es posible incorporar las teorias
de colapso dentro de un esquema de gravedad semiclasica, incluso a nivel newtoniano.
Respecto a esta posibilidad existen propuestas como las de A. Tilloy para una version de
CSL [49|, asi como para una teoria tipo GRW [50], que ofrecen una alternativa al esquema
de gravedad semiclésica que consideraremos en este trabajo. En esos casos se han propuesto
acoplamientos entre la gravedad y la materia cuéntica diferentes a la propuesta simple que
trataremos en este trabajo, ya que en el primero se propone una interaccién semejante
a un monitoreo continuo, y en el caso del segundo modelo se propone una interaccién
discreta motivada por la ontologia de Flashes. Estos modelos no se han formulado de manera
covariante atun, ni es claro como podria realizarse semejante generalizaciéon. Por lo tanto,
estas propuestas no permiten extender las nociones del colapso al contexto de relatividad
general en este momento, razén por la cual estudiaremos un esquema efectivo mas sencillo.

2.2. Gravedad semiclasica

Cuando parte de un sistema tiene una configuracion (un estado cuantico) cuyas pro-
piedades estan muy bien descritas por un sistema clasico, suele ser suficientemente buena
la aproximacién en que esa parte del sistema es considerada como cldsica, mientras que al
resto del sistema se le describe de acuerdo con la teoria cuéntica. A un modelo donde una
de las partes es descrita cuanticamente, mientras que otra parte es descrita clasicamente,
se le denomina semiclasico. Esta distincién es en general arbitraria, sin un limite estricto
para definir si un sistema se comporta cudnticamente o cldsicamente, por lo que es necesario
establecer criterios sobre su limite de aplicaciéon en cada caso.

El 4tomo de hidrégeno es un ejemplo de sistema que se puede modelar mediante una
aproximacién semiclasica con bastante éxito, y la historia mostré la utilidad de este tra-
tamiento, puesto que justo a partir de una aproximacién semiclasica a este sistema es que
se construyo parte sustancial de la teoria cuantica primitiva. Asi mismo, los métodos de
las teorias de campo medio (que promedian sobre fluctuaciones estocasticas dentro de un
esquema estadistico) suelen ser aplicados sin mayor problema en el tratamiento de sistemas
cuénticos de muchas particulas, recurriendo a la identificaciéon de promedios cuénticos con
promedios estadisticos. Los resultados asi obtenidos resultan ser bastante exitosos en ciertos
problemas de fisica molecular y ciencia de materiales |51}, |52].

Un aspecto importante de cualquier modelo semiclasico es el régimen de aplicabilidad.
En un modelo de campo medio, uno de sus requisitos de validez tiene que ver con la canti-
dad e intensidad de las fluctuaciones que exhibe el sistema, ya que las diferencias entre los
resultados de mediciones individuales y el valor promediado de dichas mediciones debe vol-
verse poco significativo, ya sea por la realizaciéon de una gran cantidad de mediciones o por
la gran cantidad de elementos del sistema contribuyendo al resultado de cada medicién. En
estas condiciones, el promedio estadistico puede equipararse con promedios cuanticos. Sin
embargo, un sistema como el 4tomo de hidrégeno depende directamente de la configuracién
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particular de sus elementos, y la validez de tratar clasicamente al campo electromagnético e
incluso al protén, atin cuando al electrén se le trata de manera cuantica, depende de que el
estado del campo electromagnético y del protéon estén muy cerca de una configuraciéon cld-
sica, es decir, una configuracion donde se reduce al minimo la dispersion del estado respecto
al valor de expectacion de alguna de sus observables, como el valor del campo eléctrico para
el campo electromagnético, y la dimensioén del proton.

En el caso de gravedad con materia cuédntica, el modelo relativista semiclésico més
sencillo consiste en tomar al espaciotiempo y su métrica como objetos totalmente clasicos,
y utilizar la ecuacién semiclasica de Einstein,

1 A
Rab B igabR - Agab = 87TGN <¢‘ Tab ‘w> ) <27)

para establecer la relaciéon entre los campos cuanticos de materia, representados aqui por el
valor de expectacion del tensor de energia momento ()| Ty [¢), v la curvatura del espacio-
tiempo representada por la métrica g, y su curvatura en términos del tensor y el escalar de
Ricci, Ry, R, respectivamente. Debemos suponer que esta ecuaciéon es un resultado apro-
ximado, probablemente de considerar un tratamiento de campo medio, sobre alguna teoria
cuantica de la gravedad en cierto limite. Desafortunadamente, y a pesar de los avances de
los diversos programas en busca de una teoria cuantica de la gravedad, aiin no contamos con
una teorfa capaz de recuperar de manera general y precisa este limite. Atin asi, podemos
suponer que la aproximacion semiclasica sélo puede ser valida cuando los valores esperados
para los observables correspondientes a los escalares de curvatura se encuentren muy por
debajo del orden de la escala de Planck, es decir, R'EIZQ, Rapeq R*0cd ’654, etc.

Notemos que en un modelo de gravedad semiclasica sin colapsos, en principio es posi-
ble incluir configuraciones del campo correspondientes a situaciones como superposiciones
espaciales de objetos suficientemente masivos como para realizar mediciones con balanzas
de torsién. Sin embargo, en la préctica realizar un experimento de gravedad semiclasica
bajo una configuracién de este tipo resultaria bastante dificil, puesto que de ser ciertas al
menos las ideas generales de las teorias de colapso esponténeo, la construcciéon de un sis-
tema en superposicién macroscopica seria una proeza técnica inevitablemente efimera, ya
que colapsaria espontaneamente tras un muy breve intervalo de tiempo debido al niimero
de particulas involucradas.

En ese sentido, podemos considerar que la objecion experimental ofrecida por Page y
Geilker |18] no se sostiene, puesto que, debido a las teorias de colapso, en realidad nunca se
llegd a preparar la superposicién macroscopica que describieron bajo la interpretaciéon de
muchos mundos.

Sin embargo, aun sin entrar en los detalles de las teorias de colapso y como podrian
incluirse éstas en un contexto de gravedad semiclésica, parece que su mera consideraciéon
dentro del esquema implica que no cualquier estado para el campo es idéneo para ser
considerado dentro del modelo. En este sentido, parece que lo ideal seria restringir nuestra
propuesta de gravedad semiclésica a estados que resulten del colapso. Ademés, en consisten-
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cia con la fenomenologia tanto de GRW como de CSL; este tipo de estados corresponderian
a configuraciones aproximadamente coherentes, cuyos valores de expectacion no divergen
sustancialmente de lo descrito por las ecuaciones de movimiento cléasicas. Es decir, las teo-
rfas de colapso dotan de naturalidad al tratamiento de gravedad semiclasica, al asegurar
que la materia adopta esponténeamente configuraciones en las que la ecuacion (2.7) es
aproximadamente valida.

Notemos que tal como anticipAbamos, caen dentro de las configuraciones aceptables
para el modelo, aquellas que describen todos los experimentos que hemos realizado sobre
gravitaciéon hasta ahora. La validez de la gravedad semiclasica dentro de este régimen es
consistente con el éxito de la teoria de la relatividad general de Einstein bajo el hecho de
que la materia con la que hemos realizado dichas pruebas es cudntica a nivel fundamental.
Aun asi, reconocemos que su descripcion en términos de un tensor de energia-momento es
solo efectiva.

Un aspecto sutil a considerar es que atn si se incorpora el colapso cuéntico para otorgar
naturalidad al modelo, el propio colapso no puede ser descrito dentro del modelo semiclasico
puro: la ecuacion no puede ser valida durante un evento de colapso puesto que este
tipo de eventos, en general no preservan los valores de expectaciéon ni de la energia ni del
momento. Esto implica que el valor esperado del tensor de energia-momento (1| Typ |1)),
tendria una discontinuidad justo cuando ocurre un evento de colapso. Esto a su vez implica
que su divergencia V® (1| T |1)) no estarfa bien definida durante el colapso. Sin embargo,
la divergencia del lado izquierdo en la ecuacion es idénticamente cero como resultado de
la identidad de Bianchi, por lo que la ecuacién no es consistente si se intenta describir
un evento de colapso cuantico. Ante esta situacién es necesario adoptar la postura de que
este modelo es solo efectivo en ausencia de colapsos, y para incorporar el colapso cuantico
es necesario recurrir a un modelo més robusto, como lo haremos en la seccién , por lo
que en el resto de esta secciéon nos restringiremos al régimen de gravedad semiclasica sin
colapsos estdndar, y analizaremos las dificultades formales que envuelven este tratamiento.

2.2.1. La Renormalizacién del Tensor de Energia-Momento
Renormalizaciéon de Hadamard

La ecuacion de Einstein semiclasica, tal cual esta expresada en , es, estrictamente
hablando, una expresién meramente formal. Esto, debido a que no hemos definido el término
que se encuentra del lado derecho, (1| Top |1). En el caso clasico, para un campo escalar de
Klein Gordon ¢, la expresion del tensor de energia-momento incluye términos de la forma
(Vad) (Vo) y 2, como veremos mas abajo, por lo que al promover estos términos como
operadores en una teorfa cuantica del campo ¢, es necesario renormalizar (| Top [v).

Esto ocurre porque en teoria cuantica de campos, los operadores poseen una natura-
leza distribucional. Formalmente, no hay una manera no ambigua de definir productos de
distribuciones. Esto se traduce en la presencia de términos ambiguos cuando se construyen
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operadores no lineales, conocidos en la literatura fisica como ambigiiedades de renormali-
zacton. Por ejemplo, atin en el espaciotiempo de Minkowski, para un campo ¢ que obedece
una ecuacion de Klein-Gordon de la forma

%00 — m?¢ = 0, (2.8)

el valor esperado de operadores como ¢?, calculado directamente, es probleméatico. En efecto,
si partimos del desarrollo “usual” en términos de operadores de creacién y aniquilacién de
particulas de momento constante k, respecto al vacio de Minkowski €2y,

~ 3 7 =
b= [P (arang

_ —i(E-F—wkt) AT
- | te aE) : (2.9)

E
el célculo directo del valor de expectacién para <;A32 es divergente en todo punto,

h9 A3k

En general, las funciones de dos puntos como (2| (7 )7, ) |s) v Q| (B(F, 1) (7, )+

o(7,t")p(7, 1)) |Qar) son bisoluciones distribucionales de la ecuacion de onda, y pueden re-
lacionarse con las funciones de Green del operador de Klein-Gordon,

P =09, —m?>. (2.11)

Particularmente, MG (7, ¢,7,t') = (| d(7, £)p(7,t') |Qas) recibe el nombre de funcion
de Wightman para el vacio de Minkowski, o simplemente funcion de Wightman. Puede
verse que para puntos x = (7, t), y = (7, 1), con 20(x,y) # 0, donde 20(x,y) es el cuadrado
de la pseudodistancia entre x y y, la funciéon de Wightman para el vacio de Minkowski tiene
la forma

WGt (x,y) = W%Kl(mxma(x,y)), (2.12)

donde K es la funcién de Bessel modificada del primer tipo. ®™G*(x,y) admite una
expansion en o(x,y) de la forma

1 1 m? o(x,y) m? m20?
Qo+ — ’ —
G"(x,y) = 52 [U(X ] + 5 log< 7 ) + 5 [log( 5 > + 2y 1}

Y
Tg [2log (U(zy)) +log <m:£4) +dy - 5} +0 (02(X7Y))]’

(2.13)

+o(x,y)
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donde la constante ¢ ha sido introducida para hacer adimensionales los argumentos de los
logaritmos, resultando en para cualquier valor de ¢, y v es la constante de Euler-
Mascheroni?]

En un espaciotiempo curvo, decimos que la funcion de dos puntos Z(x,y) tiene la forma
de Hadamard si admite una expansion dentro de una vecindad normal convexa que contiene
a x ey de la forma 53]

1 U(x,y)
Z = lim —
(x.¥) 0+ 872 <E(X7Y)+i2€(T(X —T(y)) + €

) ) +e
Fo(x, y) log (E(XJ) +2¢(T(x) - T(y)) + 62> +wlx, y)> 7

7 (2.14)
donde U, v y w son funciones biescalares suaves y regulares en el limite x — y, y T(x) es
una funcién global de tiempo evaluada en x. Aqui, U y v estdn definidos formalmente por
las relaciones de recurrencia de Hadamard que resultan de expandir estos biescalares en
potencias de o,

U:U0+U10+U202+..., (2.15a)
v =1+ V10 +v90% + ..., (2.15Db)

y pedir que Z(x,y) satisfaga la ecuacion de Klein-Gordon en la primera entrada. Estas
condiciones determinan por completo a U y a v, que ademas son biescalares simétricos,
pero no ocurre lo mismo con

w = wy + wio + weo? + ... . (2.15¢)

Las ecuaciones de recurrencia de Hadamard permiten determinar los términos de la expan-
sion de w con excepcién del término wg en , ya que este término caracteriza en si
a la funcion de dos puntos Z(x,y). Concretamente, en el caso de la funcion de Wightman
v Gt correspondiente al vacio de Minkowski, se tiene

m? m2(?
QMwO’g = 6.2 [log( 5 ) + 2y — 1} . (2.16)

En el apéndice |§| se incluyen detalles sobre las expansiones ([2.15)). En particular, se tiene
que U = AY2_ donde a A se le denomina Determinante de Van Vieck-Morette y estd dado
por

det(—(Va)u(Vy)vo(x,¥))

Alx,y) = —
G7) s e

(2.17)

En este punto formulamos la siguiente

2

n— oo
k=1

v = lim {Z; - ln(n):| ~ 0.577215
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Definicion 1: Estado de Hadamard En una teorfa cuantica para un campo gZ;, un es-
tado ¢ tal que su funcion de dos puntos YGT(x,y) = (¥ d(x)d(y) |1h), tiene la forma de
Hadamard (2.14)), se denomina estado de Hadamard.

La importancia de esta propiedad es que permite regularizar funciones como G+ (x,y)
sustrayéndoles la parte singular de (2.14)),

i U( aY)
Hilxy) = lin g (E(X y) +i2¢(T(x) = T(y)) + €

i2¢(T(x) — €2
+u(x,y) log <E( y) +i2 (TE(Q ) —TH) + )) , (2.18)

de modo que en el limite de coincidencia y — x se obtenga una funcién suave y finita.
Notese que una eleccion diferente de ¢ puede modificar el valor de dicha funcién suave,
ya que
1
Hy = Hy+ —vlog(¢/0). 2.19
¢ (T3 g(¢/t) ( )

A esto se le denomina ambigiiedad de escala.

Adn mas, se ha mostrado [54, 55| que las ambigiiedades pueden ser funciones polino-
miales C' de los parametros del campo asi como escalares formados a partir de la métrica,
los tensores de curvatura y sus derivadas, con la condiciéon de que se transformen como
C — L2C ante reescalamientos de la forma m? — L?*m?2, ¢®® — L?¢®, Rupea — L2 Ruped-
Esto significa que para un campo de Klein-Gordon en un espaciotiempo curvo, los términos
de ambigiiedad son de la forma

C(x) = prm® + B2 R(x), (2.20)

donde queda incluida la ambigiiedad de escala £.

Prescripcion de Wald para el Tensor de Energia Momento

En el contexto de relatividad general semicléasica, Wald estableci6 [56] que una prescrip-
cion para el valor de expectacion del tensor de energia-momento renormalizado (¢|Typ(X)[%) ren,
deberia satisfacer los siguientes axiomas:

1. Para estados ortogonales (¥|Q) = 0, las componentes de (¥|T,(x)|Q)ren coinciden con
las componentes obtenidas utilizando la expresion formal del desarrollo en términos
de operadores de creacion y aniquilaciéon de modos del campo.

2. (th|Tup(x)[t))ren coincide con la expresion obtenida de utilizar ordenamiento normal
en el caso del espaciotiempo de Minkowski.

3. (| Tp(x) [ )ren €s localmente conservado, V(| Ty (x)]th)ren = 0.
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4. ()| Tp(x) [ ren respeta causalidad.

5. (Y| Tap(x)|¥))ren 10 incluye términos de curvatura de orden mayor a dos en derivadas
de la métrica.

El propio Wald mostro6 [57] que existe una prescripcion tnica salvo términos locales de
curvatura, que cumple con los axiomas 1 — 4. Es decir, se puede partir de una expresion
como la propuesta por Christensen [58] en la que se define un operador diferencial T, que
actiia respecto a los puntos x,y y que depende sé6lo del espaciotiempo, y a continuacién se
aplica sobre una funciéon de dos puntos regularizada, YG*(x,y) — H'(x,y), resultando en
un bivector sobre el que se toma el limite y — x a lo largo de la geodésica que va de y a x
en una vecindad localmente convexa de x. En otras palabras, se tiene

(| Tab () [9) reg = Jim Tar [YGF(x,y) — H'(x,y)]. (2.21)

Sin embargo, los términos locales de curvatura que pueden agregarse a esta prescripcion
no pueden escogerse de modo que se cumpla el axioma 5, como consecuencia del tratamiento
més general de los términos de ambigiiedad [55) 59|, por lo que resulta ineludible la inclusion
de términos de orden superior en el tensor de energia momento semiclasico.

La prescripcién de Wald no esté limitada a un tipo de campo en particular, pero en este
trabajo nos centraremos, por su simpleza, en un campo escalar ¢ cuya teoria clasica esta
dada por la accién

Sologul = =5 [ d'5v=5 [1"(Tu0) (Vo) + (4 ERF]. (222)

Anular la variacion de (2.22)) respecto al campo ¢ resulta en la ecuacion de Klein-Gordon
para el campo,

(9*°VoVy —m? — ER)¢ = 0, (2.23)
mientras que anular la variacién respecto a la métrica resulta en el tensor de momento
energia cldsico Ty, dado por

2 88 1 [
Ty = — =525 = (Vad)(V40) = 5000 [9(Ve0) (Va0) + 7|
+ 2] (Vad)(Vo6) + Garg“ (V) (Vad) — 0V Vi
2
+ 006+ % G (224)

donde ¢ = g*®V V. En este caso, la ecuacion clasica de Einstein queda

Rap — %Rgab - Agab = (1 - 25)(va¢)(vb¢) - 2€¢VQVZ;¢ + §¢2Rab

3

2
SR

(2.25)

+u 2 (€= 1) V) (Vad) — e + 26000 -
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Al cuantizar el campo ¢, fijar un estado v equivale a establecer todas las funciones de
n—puntos (Y| p(x) [¥), (V| p(x)P(x) [1), ete., que son consistentes con un dlgebra de opera-
dores para el campo. En este caso, la prescripcién de Wald se condensa en la expresiéon

<w’Tab(X)|¢>ren = }l,i_IE( <Tab |:G1_Z (Xa Y) - HE(Xv Y)i| - égabvl (Xv Y)> + @ab(X)a (2'26)

donde T, es un operador que se obtiene por separacion de punto (point-splitting) a partir
de (2.24)) y que tiene la forma explicita

/ 1 / 1
oo = (1= 20" (Vo) V) + (26 = 3 ) g™ (92)(Va) — 50
a b cd 1
+ 25[ —9a 9b va’vb’ + 9ab9g vcvd + iGab] ’ (227)
y G;Z (x,y) es la funcion de Wightman para el campo qg en el estado 1,
G (x,y) = (@16(x)(y)[1)- (2.28)

La funcion v1(x,y) corresponde al término de orden 1 en el desarrollo en potencias de
o(x,y) en (2.15b)). Su introduccion en esta expresion garantiza la conservacion de (1|Typ(%)|9))ren-
Explicitamente, el limite de coincidencia para esta funcion [60],

, 1,1 1\ L. 1 1
;gvl(y’x)_sm+4<§_6>mR_24<5_5>DR

41 571 2R2—LR R4 LR RO (2.29)
8 6 720" 0 720" abed ’ '

introduce términos de orden superior en la métrica. Asimismo, ©,4;(x) es un tensor simétrico,
conservado y construido a partir de términos locales de curvatura, que de la manera més
general |55, 60| puede expresarse como

1
Ou = b1 <2vava — 2ga00R — 5 g R? + 2RRab>
1 1
+ Bo <vava ~ 59ab0R — ORa, — anbRcdRcd + 2RCdRcdab> . (2.30)

donde 1 y (B2 son pardmetros numéricos de ambigiiedad. Los términos en (2.30) pueden
derivarse anadiendo términos a la acciéon de la forma

Se = / diz\/—g (B1R2 + BgR“bRab) . (2.31)

Notese que en este caso ninguna eleccion de parametros 51 y B2 puede cancelar los
términos de orden superior en (2.29) sin introducir a su vez otros términos de orden superior.
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En la seccion [3.2) veremos que esto implica que no es posible utilizar la formulacion usual
de valores iniciales de la relatividad general con campo escalar para el caso semiclésico,
aunque a priori tampoco implica que no sea posible resolver el problema de valores iniciales
para el sistema de orden superior. Sin embargo, la experiencia con sistemas que incluyen
términos con derivadas temporales de orden mayor a dos sugiere la existencia de soluciones
consideradas no fisicas, como en el caso del problema de Abraham-Lorentz |61], donde
existen soluciones mal comportadas, ya sea porque son altamente inestables o porque su
evolucion es divergente (runaway).



Capitulo 3

Gravedad Semiclasica con Colapso

La gravedad semiclasica podria, en principio, describir situaciones de interés fisico como
la evaporacion de agujeros negros o el origen de estructura en el paradigma cosmolégico
inflacionario. Sin embargo, en ausencia de colapsos cuanticos, resulta incompatible con la
evidencia experimental [18|, al mismo tiempo que es formalmente imposible mantener el
esquema de colapso dentro de un modelo de gravedad semiclasico definido Gnicamente por
la ecuacién semiclasica de Einstein. Por lo tanto, para incorporar el colapso cuéntico dentro
del esquema de gravedad semiclasica, es necesario definir un modelo mas robusto.

La propuesta que presentamos a continuacién para incluir una aproximaciéon a orden
cero del colapso dentro de la gravedad semiclasica se basa en una analogia con las ecuacio-
nes de Navier-Stokes. Sabemos que éstas ecuaciones tienen validez en una gran cantidad de
situaciones de relevancia hidrodindmica, incluso en presencia de turbulencia, mientras los
fenémenos de fronteram v las interacciones moleculares no se vuelvan relevantes. Por ejem-
plo, al modelar el acercamiento de una ola hacia una costa, dichas ecuaciones describen
perfectamente el comportamiento de la ola hasta justo antes de que ésta rompa, tras lo cual
viene un intervalo en el que ocurren diversos fenémenos donde tanto efectos de frontera co-
mo la dindmica particular de las moléculas del fluido son relevantes (formaciéon de espuma
y atomizacion). Posteriormente, a partir de que el agua se retira de la costa, las ecuaciones
de Navier Stokes vuelven a ser validas para describir el estado del agua en las cercanias de
la costa.

A partir de esta analogia, propondremos que la gravedad semiclasica en términos de
soluciones auto consistentes de la ecuacion semiclasica de Einstein, es valida en regiones del
espaciotiempo en las que no ocurren colapsos, correspondientes a épocas, separadas entre
si por regiones espacialoides en las que no es vélida la ecuaciéon semiclésica de Einstein.
En otras palabras, se propone que el espaciotiempo en su conjunto se puede ver como
una sucesion de épocas que admiten una descripciéon aproximada dada por la ecuaciéon

'Por ejemplo, en la interfaz entre un gas y un liquido, o la interaccién de un fluido con las paredes de
un contenedor sélido.

25
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semiclasica de Einstein, cronolégicamente ordenadas y separadas entre si por regiones en
las que el colapso cuantico rompe con la posibilidad de describir el espaciotiempo con esa
misma ecuacion.

En las siguientes secciones describiremos este modelo y revisaremos las dificultades que
surgen de esta propuesta.

3.1. Definicién del modelo

En este modelo, expuesto inicialmente con detalle en [23], se rescata la nocion de que si
bien durante un colapso no es posible cumplir con la ecuacién semiclésica de Einstein, estos
eventos tienen una duracion tan corta que se puede describir como un proceso instantdneo,
es decir, que ocurre sobre una hipersuperficie espacial. En este momento, modelaremos
tnicamente un colapso. Esto nos permite definir dos épocas, una previa al colapso y otra
posterior al colapso. Las épocas consisten de configuraciones semiclésicas autoconsistentes,
a las que llamamos SSC por sus siglas en inglés.

Una configuraciéon semiclasicas autoconsistente se define como el conjunto

{M7 YGab, H7 ggia ¢}7

donde (M, gqp) es un espaciotiempo globalmente hiperbélico, H un espacio de Hilbert para
una teorfa cuantica para los campos de materia con operadores qASZ operando en H, construida
sobre dicho espaciotiempo curvo, y para el cual se satisface la ecuacion de campo, por
ejemplo, para un escalar de Klein-Gordon,

(9°°V, Vi —m? — ER)¢ = 0, (3.1)

y ademas se considera un estado distinguido ¥ € ‘H que permite obtener el valor de expec-
tacion renormalizado del observable tensor energia-momento (Y| Tyup|gap, @i [¥),., tal que
para la métrica g, se cumple la ecuaciéon semiclésica de Einstein ([2.7)).

ren

Una SSC se define para todo el espaciotiempo, ya que la construcciéon de la teoria
cuéntica de campos en el espaciotiempo curvo se hace de manera covariante. Asimismo,
tomando como referencia una construcciéon semiclésica autoconsistente dada, tenemos que
un estado ¢ € H con 1 =% 1) en general no garantiza el cumplimiento de la ecuacién
semiclasica de Einstein. Por lo tanto, si deseamos modelar el colapso de la funcién de onda
en el contexto de gravedad semiclasica, es necesario modelar una transiciéon de toda una
construccion semiclasica inicial SSC = {M, géb, Hr, <ZA>,~, 17}, a una construccion semicléasica
final SSC; = {M, gié,?—[]],qgi,@bn}, correspondientes a las épocas previa al colapso y
posteriores al colapso.

En consecuencia, el espaciotiempo en el que se modela el colapso no corresponde a
una SSC, sino una combinaciéon (a la que llamaremos £) cuya construccion describimos a
continuacion.
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Considérese la variedad M (comtn a ambas SSC), e identifique una hipersuperficie
Y. € M con hipersuperficies de Cauchy ;7 y X5 pertenecientes a los espaciotiempos de
SSCr v SSCyr, respectivamente. Es decir, se definen los difeomorfismos @7 : Mg — My,
@iy Mg — My tales que

Pr(Xc) = Xy, (3.2a)
Prr(%e) = X1 (3.2b)

A partir de éstos se define en la construccion £ una métrica efectiva dada por

_ Joa(@1(x) i xe (2,
gab(X) - {gﬂ@n(x)) = J+(Ec) - 3. (33)

Luego, para x € J~(X;) — ¥, se cumple que
7 (Rl job! = Agly ) = srGo (0! T")). (3.4)
mientras que para x € JT(X.) — X, se cumple que
2y (Rﬁi ~ SR - Agéé) = stGu @y (0| Tu")) (3:5)

Justo sobre X, se ha definido la métrica como aquella de la construccién SSCr, y vamos

a imponer la condiciéon de que el pullback de la métrica de SSCry sea igual a la métrica de
SSCy sobre X,

es decir, requerimos que la métrica sea continua sobre la hipersuperficie de colapso.

La generalizaciéon de este modelo incluye tomar una foliaciéon del espaciotiempo y esta-
blecer una manera de distribuir los colapsos sobre algunas de esas hipersuperficies de modo
que su ocurrencia esté de acuerdo con un esquema de colapso como podria ocurrir en una
version relativista de GRW. Asimismo, dicha teoria de colapso podria establecer relaciones
entre los objetos fisicos de la construccién previa a un colapso y posterior al mismo, con
lo que el esquema general de colapsos en gravedad semiclésica desarrollado a partir del
modelo que estamos construyendo podria aportar también algunas pistas para contribuir a
la construcciéon de dicha teorfa cuantica con colapsos.

Sin embargo, hasta la fecha de la elaboraciéon de este trabajo, no se cuenta con una
teoria de colapso adecuada para este tratamiento, asi es que nos limitaremos a suponer que
los aspectos relacionados con los posibles saltos en el tensor de energia-momento debidos
al colapso estdn dados por una teoria de colapso, y nuestro tratamiento debera ser lo
suficientemente general para poder incorporar miltiples propuestas de estas teorias.
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3.1.1. Criterio de Regularidad

El modelo de colapso presentado en la seccién anterior presenta una serie de dificultades,
tanto conceptuales como formales. En el aspecto conceptual, una objeciéon inmediata es que
rompe con el principio de covariancia al depender de la hipersuperficie de colapso X..
Asimismo, al ser un colapso que se identifica con una hipersuperficie espacial, es necesario
establecer qué tipo de colapsos se pueden permitir en este modelo efectivo, a modo de evitar
que este tipo de cambios globales no puedan ser explotados para realizar comunicacion
superluminica.

Si bien las teorias de colapso coinciden con el teorema de Bell en cuanto a la presencia
de un aspecto no local en la fisica, el tipo de efectos no locales que pueden ocurrir dentro de
una teorfa de colapso en el contexto gravitacional amerita un analisis mucho mas profundo
y extendido, el cual escapa a los objetivos que hemos planteado dentro de este trabajo.
En particular, parece improbable que estos posibles efectos dependan de la separacion del
espaciotiempo de acuerdo a una foliacion particular. Por lo tanto, es lo méas pertinente
acotar los efectos no locales del evento de colapso de modo que no impliquen una violacién
detectable (al menos con los medios de los que disponemos actualmente) ni de causalidad
ni de energia.

Este es un criterio que podria revocarse en el futuro, ya sea como resultado de un analisis
de los posibles efectos no locales del colapso, o bien, si la propia prescripcién para el colapso
establece un criterio para seleccionar y pegar construcciones semiclasicas.

Notese que este criterio no es una afirmaciéon rigurosa sobre el modelo, sino una descrip-
cion de la fenomenologia que esperamos se reproduzca en nuestro tratamiento. Formalmen-
te, este criterio implica también una consideracion sobre la configuracién del espaciotiempo:
ésta debe ser suficientemente regular al pasar de una configuracién autoconsistente a otra
como para poder realizar el pegado de las configuraciones a lo largo de la hipersuperficie
de colapso. Por este motivo es que requerimos que al menos la métrica inducida sobre la
hipersuperficie ¥, sea continua al pasar de una configuracién autoconsistente a otra, verifi-
candose la ecuacion . Por este motivo nos referiremos a esta propiedad como condicion
de mdzima regularidad.

A partir de la condicién de méaxima regularidad, el problema se reduce a establecer
formalmente los criterios que debe cumplir el colapso, es decir, la caracterizacion de los saltos
tanto del sector gravitacional, como del sector de materia. En este punto cabe preguntarse
si es posible recuperar una forma de la identidad de Bianchi durante el colapso, y si es
posible acotar y dar sentido a las potenciales violaciones de momento-energia.

Ademas, aun si establecemos un criterio de regularidad y contamos con una teoria de
colapso que en conjunto nos permitan determinar los saltos que pueden surgir de un evento
de colapso, es vital que éstos nos permitan calcular datos iniciales para una y s6lo una cons-
trucciéon semiclésica autoconsistente (salvo difeomorfismos). Asi se tendria una manera de
construir sucesivas configuraciones autoconsistentes después de cada colapso. En la seccion
(3.4) retomaremos este ultimo punto y propondremos una via para abordar este problema.
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Por lo tanto, es necesario que exista una nocién de formulacién de datos iniciales para las
ecuaciones de la gravedad semiclasica (sin colapsos). En la siguiente secciéon abordaremos
este problema y posteriormente retornaremos al analisis de las discontinuidades.

3.2. Formulacion de valores iniciales

Decimos que una teoria de campo ¢ sobre un espaciotiempo globalmente hiperbélico
(M, gqp) tiene un problema de valores iniciales bien puesto cuando los datos sobre una
hipersuperficie de Cauchy describen una solucién tnica (moédulo difeomorfismos) para las
ecuaciones del campo en todo el espaciotiempo, y ésta solucién depende de manera continua
de los datos iniciales, de acuerdo con una topologia adecuada definida en el espacio de
soluciones.

Para la relatividad general en vacio, en que la ecuacién de Einstein se reduce a

Rap =0, (3.7)

la formulacién de valores iniciales puede expresarse tal como lo hace Wald en el teorema
10.2.2 de su libro [62]:

Teorema 1. Sea ¥ una variedad tridimensional C°°, sea h,, una métrica riemanniana
suave en X y sea Ky, un campo tensorial suave y simétrico en ¥. Suponga que hgp v Kap
satisfacen las ecuaciones de constriccion
D.K — DyK,° =0,
GR+ 9" Koy — Kap K* = 0, (3.9)
donde D, es el operador derivada asociado a la métrica hgp (tal que Dyhye = 0) y GR
su escalar de Ricci asociado. Entonces, existe un tnico espaciotiempo C*® (M, gp), lla-

mado el desarrollo maximo de Cauchy de (X, hqp, Kyp) que satisface las siguientes cuatro
propiedades:

(1) (M, gap) es una solucion de la ecuacion de Einstein en el vacio,

Ry, = 0. (3.10)

(11) (M, gqp) es globalmente hiperbélico con superficie de Cauchy .
(111) La métrica inducida y la curvatura extrinseca en 3 son, respectivamente, hgp y Kgp.

(1v) Cualquier otro espaciotiempo que satisface las propiedades (I)-(III) puede mapearse
isométricamente en un subconjunto de (M, gqp). Méas atin, suponga que (2, hap, Kqp)
y (3, hl,,K!,) son conjuntos de datos iniciales con desarrollos maximos (M, gqap)
y (M',g},), respectivamente. Suponga que existe un difeomorfismo entre S C Xy
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S" c M' que lleva (hap, Kap) en S a (h,, K!,) en S’. Entonces el dominio de depen-
dencia causal de S en (M, g,p) es isométrico al dominio de dependencia causal de S’
en (M',g/,). Finalmente, la solucién g, en M depende continuamente de los datos

iniciales (hgp, Kqp) en X.
U

Este teorema se basa en los resultados sobre existencia y unicidad de soluciones para
sistemas cuasilineales hiperbdlicos en los que fue pionera Kovalévskaya [63|, y en particular
la generalizacién a datos suaves para abarcar el caso de la Relatividad General por parte
de Choquet-Bruhat [64]. Abarcar el caso para datos suaves es de especial relevancia puesto
que en relatividad también se busca asegurar que los datos se propagan causalmente, es
decir, que la evolucién de datos con soporte compacto ocurre dentro del futuro causal de
su soporte. Pero este tipo de datos no estan contenidos en el caso analitico, por lo que no
basta el Teorema de Cauchy-Kovalévskaya.

La prueba de Choquet-Bruhat empieza por expresar las ecuaciones de Einstein en coor-
denadas z* tales que

9"V Vyzt = 0, (3.11)

a las que se denomina coordenadas armonicas. Esta condicion es suficiente para lidiar con
la libertad que tenemos para representar los objetos geométricos de la teoria, es decir, la
invariancia ante difeomorfismos. En esta norma, las ecuaciones de campo de Einstein
tienen la forma (Ver apéndice |A.1))

g'mja,uaugaﬁ - F(g/u/a 8pg/u/) =0. (3'12)

Cuando un sistema de ecuaciones para un conjunto de campos {¢;(x)} es tal que éstas se
pueden poner en la forma

9" (%, ¢5,0,07)0u0,¢; — F(x, ¢, 0,0;) = 0, (3.13)

decimos que tenemos un sistema hiperbdlico cuasilineal de segundo orden. El Teorema
requiere justamente que las ecuaciones de la relatividad general tengan la forma (3.13)), que
en efecto es el caso de las ecuaciones .

Este procedimiento se puede generalizar para la relatividad general con campos de
materia siempre y cuando las ecuaciones para los campos también sean de la forma (3.13]).
En este caso, las ecuaciones de constricciéon quedan como

87GNhe ¢(—nP) Ty = D K — DyK,°, (3.14)

1
8rGan®n'Tap = 5 (<3>R v K KabK“b> . (3.15)

donde n® es el vector normal a X.
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En el contexto de este trabajo, es de especial interés el caso en el que la materia corres-
ponde a un campo escalar ¢ con accion (2.22)), como el visto en la seccion (2.2.1)), tal que
su ecuacion de campo es

(9"°VaVy —m? — ER)$ = 0, (3.16a)
y la ecuaciéon de Einstein es
1 8rG N
Rap — 5 9ab 1t = 1—87rCW{(1 —26)(Vad) (Vi) — 266V Vi
- %gab [(1 — 48)g°U(Ved)(Vag) + m>¢* — 4§¢D¢} } (3.16D)

En el apéndice[A-2] mostramos que siguiendo un procedimiento analogo al utilizado por Noa-
kes en [|65] para el caso & = 1/6, el sistema puede llevarse a la forma , por lo que
ese sistema tiene una buena formulacion de valores iniciales con datos (hap, Kap, |5, n*Ved|s)
en X.

En contraste, el sistema de ecuaciones que resulta para nuestro modelo de gravedad se-
miclasica no es hiperbélico cuasilineal de segundo orden. De hecho, es inevitable la presencia
de términos de orden superior en la ecuacién semiclasica de Einstein bajo cualquier pres-
cripcion para el tensor de energia momento renormalizado, como ha mostrado Wald [57].
Al promover el campo ¢ a un campo cuéntico Ci), la expresién completa para la ecuaciéon
semiclasica de Einstein, bajo la prescripciéon explicita , tiene la formaﬂ

1 2 1 0 1 0 0
m |:_wab + 5(1 —26)VoVyw + gap (f - 4) Uw + fUJRab}
1—5¢

1
+(20z1 + az)vava — B (4&1 + ao + 48071’2> ORgep — aa0Rgp

RCdef Rcdefgab

1
3 <O‘2 + 576072

RcdRc b —
2 28807r2> dJab
L (- 6gp
3 (0‘1 T 115202
1
B 1 Rab+GN(g—§)m2+27r
8tG N 32m2G N

) R2gap — 201 RRyp, — 209 R Regap

Rgay + 0, (3.17)

87TGN Gab =
donde A es una constante cosmologica efectiva en la que se han absorbido términos de am-
bigiiedad relacionados con la masa del campo. Asimismo, G es una constante de Newton
efectiva que absorbe otros términos de ambigiiedad, y a3 y a2 son constantes de ambi-
giiedad adimensionales asociadas con las densidades lagrangianas R? y R°“R.q, y que en
principio deberfan determinarse experimentalmente, por lo que en nuestro tratamiento las

2Ver Apéndice
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consideraremos parametros libres. En esta expresion, 1%&1, y 1(1)) son coeficientes de la expan-
sion de Taylor de la parte regular de G*(x,y) proveniente de la teoria del campo P (Ver
ecuacion .

Reiteramos que ninguna combinacién de los valores de a1 y ae puede cancelar todos los
términos de orden superior.

3.2.1. Modelo de escalares semiclasicos

Ante la complejidad formal de la ecuacion semiclasica de Einstein completa, ,
estudiamos un sistema analogo de escalares semiclésicos, en los que un campo escalar cldsico
Y € C*(M,R) es acoplado con un campo cudntico d a través de el valor de expectacion
del observable ®2, de manera muy parecida a como ocurre en gravedad semiclasica.

Para definir la dinamica del sistema clasico, partimos de la accién clasica S[i, ¢] donde

Y € C*°(M,R), dada por
Sl = [ ot V=g | 5T 4 M) - (Vb 0k ) - Mog? |, (39

definida sobre un espaciotiempo (M, gq5) globalmente hiperbolico fijo y de seccion espacial
compacta, es decir, tal que sus hipersuperficies de Cauchy ¥ son compactas. La variacion
respecto a los campos ¢, 1) resulta en las ecuaciones de movimiento

(9""VaVy — M?)p = A¢?, (3.19a)
(9°°VaVi —m? — 2X\))¢ = 0. (3.19b)

por lo que el campo 9 juega un papel andlogo al de la métrica en relatividad general,
mientras que el campo ¢ juega un papel analogo al de un campo de materia. Esta analogia
esta formalmente representada en este sistema en la manera en que se acoplan los campos:
para v el campo ¢ juega el papel de fuente, mientras que para el campo ¢ el campo 3 acttia
como un potencial, destacando la semejanza entre la ecuaciéon y la ecuacion ([2.23]).
En este sentido, la ecuacion (3.19a)) juega un papel andlogo al de la ecuacion de campo de
Einstein

Gap = 8TGNTyp. (3.20)

El acoplamiento convierte al sistema en un problema no lineal, por lo que conserva parte
de la estructura de la relatividad general, a pesar de tener tinicamente dos campos y ser,
por lo tanto, mucho maés sencillo.

Este sistema tiene la ventaja de que no posee simetrias de norma, ademas de estar
gobernado por ecuaciones hiperbélicas cuasilineales para cada campo, lo que garantiza que
poseen una buena formulaciéon de valores iniciales.

La version semiclasica de este sistema, andloga a gravedad semicléasica, implica cuantizar
¢ promoviéndolo a un campo P para el que se construye una teoria cuéntica de campo
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sobre el espaciotiempo (M, gqp), mientras que el campo 1 se acopla al valor de expectacion
renormalizado de ®? en un estado de Hadamard ¥ particular, resultando en el sistema

(D - M2)d} = >\<\II|(i)2\IJ>ren7 (321&)
(O —m? — 2X)® = 0. (3.21b)

Notese que, aunque formalmente podriamos definir la construccion de la teoria cuantica
para el campo da partir de la ecuaciéon de campo , suponiendo a 1 como un potencial
arbitrario, encontrar una solucién particular involucra resolver simultaneamente el problema
para el campo 1) y encontrar el estado ¥ que hace que el sistema ([3.21]) sea autoconsistente.
Ahora veremos que es posible formular rigurosamente este sistema si recurrimos al esquema
de renormalizacion de Hadamard, y lo replanteamos en términos de la bidistribucion YG*
para el campo ® en el estado v,

YGEt (u,v) = (U|D(u) D (v)| D), (3.22)

donde u,v € C§°(M) son funciones de prueba de soporte compacto. Por ende, el kernel
distribucional YGT(x,x’) de la bidistribucién YG7 es justamente la funcion de Wightman
para el campo ® en el estado ¥. De este modo, el sistema de escalares semiclasicos se
intercambia por el sistema

(Ox — M2)9(x) = M¥[$*(x) V) ren, (3.232)
(Ox —m? — 2X\(x)) VG (x,x') = 0, (3.23D)
(O —m? =22 (X)) YGT(x,x') = 0 (3.23¢)

donde

(U] (x)T)gen = B1m? + Mot (x) + B3R(x) + lim (YGT(x,x) — Hy(x,xX)).  (3.24)

x/—x

Los datos iniciales definidos sobre una hipersuperficie de Cauchy ¥ C M estarédn dados
por

¢|E =g,
{ Votls = o, (3.25a)
TGty = YGY,,
(vn ® 1) \IIG+|E = \IjGjr_va
(18 V,) YGHs = G, (3.25b)

(V,@ Vo) ¥GH|s = VG,

donde los datos iniciales para YG* definen bidistribuciones sobre ¥ que cumplen con las
relaciones canénicas de conmutacién, es decir, para x,y € 3, sus nicleos distribucionales
cumplen que
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(i) VGl (xy) = YGi (v, x) = i0(x,y)/ det(has(x)),
(ii) VG, (xy) — TGl (y,x) =0,
(i) G (x.y) — YGhi(y.x) = 0.

donde h,g son las entradas de la métrica inducida en ¥. Asimismo, incluyen la condicion
de hermiticidad en la forma

VGl (xy) = YGEa(y.x). (3.26)

Por 1ltimo, los datos iniciales también deben corresponder a funciones de Wightman para
estados de Hadamard, por lo que deben verificar también que

WGZ@_HK‘E GCOO( ); ( : )
VG, — (Va® 1) Hls € C®(S x ¥), ( )
VGl — (1@ Vo) Hls € C°(S x %), (3.27¢)

VG = (Vo ® V) Hyls € C(S x ). (3.27d)

Si en lugar del campo 1 se toma un campo fijo ¥, no dinamico, el problema representado
por las ecuaciones (3.23b)) y (3.23c)) con datos iniciales (3.25b|) puede resolverse utilizando
funciones de Green, ya que entonces el problema se vuelve lineal y es posible expresar la
solucion en términos del Kernel distribuciona]lﬂ YGT[V)(x,y) a partir de sus datos inicialesﬂ
de acuerdo a la expresion

YGEIny) = [ aRWIAR) G ) (Ve ol 0) (T Baly' )
~ [ SIS VG sy ((Va)s Bol ) Baly'sv)
- [ azeas
XXX

+ / A2()S(y) YGy (¢, ¥) Ea (s 0 Ealy ¥), (3.28)
XXX

<

)Y G YV Eo () (Va)y Eoly )

donde Fy = B4 — E;r es la funcion de Greeﬂﬂ avanzada-menos-retardada para el operador
(O—m? — 2)\0), siendo Ej; y Ej los correspondientes operadores fundamentales de Green

3Se introduce el subindice ¢ para denotar que para cierto € > 0, YGF [9](x,y) es regular en el limite
¥y — X, y que a nivel distribucional se recupera ¥ G¥[9](u,v) = h’r% G (x,y).
€—
4Ver apéndice
5 Abusamos de la nomenclatura pues formalmente una funcién de Green resuelve una ecuaciéon inhomo-

génea de la forma (3.29).
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avanzado y retardado, respectivamente. Sus Kernel distribucionales cumplen con la ecuacion
de Green
(Ox —m? — 2/\79(X))Ef9t (x,x') = d4(x,X), (3.29)

y estan definidos univocamente por sus propiedades de soporte,

supp(Ej f) C J* supp(f), (3.30)

para toda funcion de prueba f € C§°. Notese que la convergencia de las integrales en ((3.28))
esta garantizada para € > 0 gracias a que X es compacta y a que ‘I’G&,e, ‘I’G;Qpe, ‘I’G;fm
y YGE__ son regulares en ¥ x X.

e

Sin embargo, no es posible aplicar esta expresion directamente en el sistema en cuestion
puesto que 7 no es un campo fijo ¥, sino que depende precisamente de YGT, por lo que el
operador (0 —m? — 2A\[YG*]) ya no es lineal.

Ante esta situacion se incorpora la suposicién de que el parametro de acoplamiento
adimensional A es pequeno, A < 1, por lo que el sistema se puede descomponer en un
conjunto de sistemas acoplados sucesivamente en cada orden en A, haciendo posible utilizar
métodos de Green para resolver el problema orden por orden en A.

Adicionalmente, el que se cumplan las relaciones en la hipersuperficie 3 no ga-
rantiza que esto se siga cumpliendo en hipersuperficies ¥t C J*X en general. Sin embargo,
sabemos que para el caso desacoplado ésto si se cumple [66], y mas atun: la adiciéon de térmi-
nos suaves ya sea como fuentes o potenciales no introducen singularidades adicionales a las
funciones de dos puntos sobre ninguna hipersuperficie en J*3. Por lo tanto, intercambiamos
el parametro del acoplamiento por una funciéon suave Ax(x) (no dindmica) que enciende y
apaga la interaccion entre los campos preservando la forma de Hadamard de las funciones
de dos puntos. La funcién x cumple que Supp(x) € J™3. De ahora en adelante sustituimos
A por A(x) = Ax(x), de modo que los datos iniciales corresponden a datos para el
problema desacoplado, ya que en la hipersuperficie ¥ se anula el acoplamiento debido a que
ahi no tiene soporte la funcion .

Empezamos por expandir ¢, YGT y H g en potencias de A hasta un orden fijo n,

¥ =Y AP+ o, (3.31a)
k=0

Gt =Y TG o, (3.31b)
k=0

HY =Y HY AP+ 00, (3.31c)
k=0

Para el calculo de los coeficientes 1, de la ecuacion (3.31al), desarrollamos el lado derecho
de (3.24) como una serie de potencias en A hasta orden n, junto con el desarrollo (3.31al),
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para escribir

(WP (x)W) = lim [YGY (x,%X) — Heo(x,%)] + Bim? + B3R(x)

x/—x

+ kz ()},fglx (VG (x,x) — Hyp(x,X)] + 52X(X)wk—1(x)> AP o).
—1
(3.32)

Sea Wy i (x) = limywx [ VG (x,X') — Hyp(x,x')]. Sustituyendo (3.32)) en (3.23a]) obtenemos

(Ox = M)y (x) =0, (3.33a)
(Ox — M?)e1 (x) = Wyo(x) + im” + Bz R(x), (3.33b)
(Ox = Mg (x) = W pe—1(x) + Bax () p—2(x), ke{2,...,n} (3.33¢)

Notese que en (3.33)) cada coeficiente 1, depende solo de coeficientes ‘I’Gz;l, Hyp—1y Yr—2,
es decir, todos correspondientes a un orden inferior en k. Por lo tanto, el sistema (3.33)),
sujeto a los datos iniciales ¥y,

hols =¢,

{ (Vato)ls =, (3.34a)
Yels =0, ke{l,...,n},

{ (Vatr)ls =0, ke{l,...,n}, (3.34b)

define un conjunto de problemas de valor inicial con fuentes no triviales. Sin embargo, estas
fuentes pueden considerarse fijas puesto que estan dadas en términos de correcciones de
orden inferior en A, por lo que cada uno de estos problemas puede ser resuelto en términos
de funciones de Green.

Sean E]\jfj las funciones de Green fundamentales avanzada y retardada para el operador
(Ox — M?), y sea Eyy = By, — Ef;. Entonces, tendremosﬁ

do(x) = /E A%(y) | Eni(x,y)w(y) = s(3) (ValyEar(xy)|, (3.352)
para k =0y
w) = [ A5 [R)Va) Buley) = Buley) )] + Bidee (3350)
para k € {1,...,n}, donde
Ji =Wy o(x) + fim? + B3R(x), (3.36a)
I = W j—1(x) + Pox(x)r—2(x), ke{2,...,n}, (3.36b)

5Ver apéndice
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Te = (B Ji)ls, (3.37a)
I, = (Va(Ef k) s (3.37b)

Ahora procedemos a construir la solucion perturbativa de YG™, para lo que definimos
los operadores E*(x,x’) por el desarrollo en potencias de A

E*(x,x) =) Eif(x,x)A" + Oo(\")., (3.38)
k=0

exigiendo que cumplan con la ecuaciéon
(Ox —m? = 22 x(x)Y(x)) EE (x,%) = §,(x,%), (3.39)

asi como con la propiedad
supp(E;; f) C J* supp(f), (3.40)

orden por orden en .

Sustituir el desarrollo (3.38)) en (3.39)) resulta en el sistema
(O — m?) B (x, %) = 3, %), (3.41a)

k—1
(Ox — mZ)E,;t(X, x') =2 Z’(ﬁj(X)X(X)E;t_j_l(X, x'), ke{l,...,n}, (3.41b)
=0

donde observamos que Ea—L (x,x’) corresponden a las funciones de Green fundamentales avan-

zadas y retardadas para el problema desacoplado (3.41a)). Tomando en cuenta la condiciéon
(3.40)), se tiene que

k—1

B =2E5 | > _UixEi |, ke{l,...,n}. (3.42)
=0

Notese que en (3.42)), para cada orden k, los términos E,;IE dependen soélo de v; y E;E
con j € {0,...,k — 1}, es decir, a cada orden en A los coeficientes E,ic dependen sélo de
coeficientes de orden inferior en \. De este modo, los operadores E+

n k—1
Eif = Ef +2) NEF [ Y opnEE | +o0h, (3.43)
k=1 j=0

admiten una construccién secuencial, por lo que a cada orden k en efecto representan
funciones fundamentales de Green para el sistema acoplado a orden k.
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Con este resultado, el célculo de los coeficientes ‘I’Gz en términos de los datos iniciales
(3.25b)) se simplifica haciendo uso del propagador avanzado menos retardado E = E— — ET
aproximado a orden n en A, con ET dados por (3.43) y sustituyendo en (3.28)). La expresion
obtenida asi es entonces

n

TGt (xy) =) (YGM)ilx y)N + o

i=0

e—0t

=) A') lm [ / A8 )dS(y) VG, (K Y ) Ei(x ) Eii(yy)
i=0 §=0 Yx¥

- / | ARAR) VG ) (Tl B ) By (y'9)

<

= [ SR YO B ) (Tl By ()
3xX

+ O™, (3.44)

[ ARG YEEA ) (Val By ) (<vn>y/Ei-j<yey>)]

La ecuacion (3.44) revela que cada coeficiente ‘I’G;; de la expansion depende
en los coeficientes EZi con i € {0,...,k}, y por lo tanto dependen tnicamente en los
coeficientes 15, j € {0, ..., k—1}. Asi mismo, se puede Velﬂ que los coeficientes Hy j, incluyen
una dependencia tGnicamente en términos de ¢; con j € {0,...,k — 1}, completando los
requerimientos para realizar la construccién secuencial del sistema sujeto a datos
iniciales . Decimos entonces que YGT es una funcién de Wightman de orden n para
00— m? — 2\x% definiendo un estado de Hadamard de orden n.

Recapitulando, encontramos que es posible recuperar una formulaciéon de valores inicia-
les para el sistema semiclasico si se realiza una expansién a un orden finito arbitrario
en el parametro A. Esto nos he permitido desacoplar el sistema orden por orden. El resul-
tado es una sucesion de ecuaciones hiperboélicas lineales con fuentes, mismas que pueden
resolverse con métodos de funciones de Green a partir de datos iniciales sobre una hiper-
superficie de Cauchy ¥ para la funcién de dos puntos YG7*(x,y) y sus derivadas normales

%n YGt(x,y), %n YGr(x,y) y %n%n Y@t (x,y), asi como v y su derivada normal V1.
La principal diferencia entre el modelo de escalares y el problema de la gravedad semi-
clasica es que en la renormalizacion del observable <\Il\<i>2\1’>ren, la métrica del espaciotiempo
es conocida, asi como la distancia geodésica y funciones de ella. Por ende, los términos que
aparecen en la forma de Hadamard pueden definirse sin mayor problema a cada orden, per-
mitiendo el desacople total del sistema. Asimismo, en el caso de los escalares semiclasicos,
se introdujo una funcién y con soporte compacto espaciotemporal que permite encender y
apagar la interaccion (en términos del parametro \). Gracias a ella, el problema primero

"Ver apéndice
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se resolvid partiendo de datos para escalares libres que interactian sélo en cierto intervalo
temporal y se vuelven a desacoplar. Mostramos como suavizar este requerimiento y cémo
es posible corregir datos iniciales libres para representar datos adecuados para el sistema
interactuante, siempre y cuando ésta interaccion sea débil (A < 1).

En gravedad semiclésica no es posible apagar la interaccién en ninguna regiéon del espa-
ciotiempo, y la renormalizacién del Tensor de Energia-Momento requiere conocer la métrica
del espaciotiempo de antemano para poder calcular la distancia geodésica y los términos
de la solucién de Hadamard. Esto introduce una dificultad adicional cuando intentamos
plantear el problema en términos de datos iniciales para el campo en conjunto con datos
para la métrica hgyp, inducida sobre Y.

Una manera de ver esto es que la ecuacion es de cuarto orden en derivadas de
la métrica, por lo que en principio su problema de valores iniciales requeriria datos hasta
de tercer orden en derivadas normales de hgyp,. Pero, como veremos en la siguiente seccion,
para calcular el tensor de energia-momento renormalizado es necesario conocer datos en la
hipersuperficie inicial correspondientes a un cuarto orden en derivadas normales de hg,.

3.2.2. Datos Iniciales para gravedad semiclasica

El problema de valores iniciales para gravedad semiclasica implica resolver simultédnea-
mente el problema de valores iniciales para la métrica y para el campo cuéntico, en términos
de los datos iniciales sobre una hipersuperficie de Cauchy X para cada uno de ellos.

Si no tomamos en cuenta la dindmica del espaciotiempo, tal como se realizé en el caso
del modelo de escalares semiclésicos de la seccion anterior, el problema de valores iniciales
para el campo se traduce en una formulacién de valores iniciales para el sistema de sequndo
orden

(Ox—m® —€R(x) VG (x,y) =0, (3.45)
(Oy —m® —€R(y) G T (x,y) =0, (3.46)

X Y
y por ende sus datos iniciales corresponden a YG7t(x,y), V, YGT(x,y), V., YGT(x,y) vy

Xy
VoV, YGT(x,y) evaluados sobre la hipersuperficie .

Sin embargo, en nuestro modelo de gravedad semiclasica, es necesario que se cumpla de
manera simultanea la ecuacion (3.17) en términos de hgp, Kyp v sus derivadas. En dicha

ecuacion estan incluidos los términos lQUab, vavbz%, |:|’3) y 19}, que corresponden a los términos
de la expansion covariante de Taylor para la parte regular w(x,y) de la funcién de Wightman
G, tal como vimos en la seccién , trabajando bajo la hipétesis de que el estado del
campo cuantico tiene la estructura singular de Hadamard.

La primera dificultad que sefialamos en este modelo es que para calcular la parte singular
de YGT, es decir, la parametriz de Hadamard, es necesario calcular la distancia geodésica al
cuadrado, 20(x,y), asi como las funciones regulares A2(x,y) y v(x,y) que aparecen en la
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expresion (2.14). Estas funciones estan determinadas por la métrica y el operador de Klein-
Gordon. Los términos que involucran estas funciones se llevan al limite de coincidencia
y — x y se pueden expresar en términos de la curvatura del espaciotiempo y sus derivadas

normales. Por lo tanto, los términos &ab, asi como 1?) y sus derivadas en , en términos
de YG*, incluyen varias derivadas de la métrica inducida sobre la superficie.

Veremos que para calcular los términos que aparecen en basta con conocer sblo
cierto numero de términos de las expansiones covariantes de Taylor para las funciones
A2(x,y) y v(x,y), asi como los limites de coincidencia de cierto nimero de derivadas de
la distancia geodésica al cuadrado, 20(x,y). Por lo tanto, el primer paso para formalizar
el planteamiento de este problema consiste en estimar el orden de aproximacién necesario
para cada una de estas funciones.

Para realizar la estimacion del orden para cada funcién, suponemos que contamos con
aproximaciones para cada una de las funciones que nos interesan, y que éstas son tales
que permiten calcular de manera exacta el limite de coincidencia de un namero rp de las
derivadas de las funciones de interés. Aqui B € {AY/2 v, 0},

A continuacién, veamos que podemos centrarnos en un solo término para conocer el
orden de aproximacion necesario para estas funciones. Notemos que la prescripcion de se-
paracion de punto para el tensor de energia momento requiere calcular derivadas de
una funcién biescalar sobre puntos diferentes antes de tomar el limite de coincidencia, y
se requiere hacer este proceso sobre diferentes combinaciones de derivadas y puntos. Sin
embargo, la generalizacion del teorema de Synge dada por Christensen [58],

Yy X X
;I’LI}( VCAal...anb’l...b’,,L (X7 y) = Ve ;lll}( Aa,l...anb’l...bﬁ,L (X, Y) - ;l’il}( VCAal...anb’l...b;% (X, y)?
(3.47)
permite calcular cualquier combinacién de limites de coincidencia de derivadas en x e y, en
términos de los limites de todas las derivadas de igual o menor orden en uno de los puntos.
En los indices primados hacen referencia a indices evaluados en y, mientras que los
indices no primados se evaltian en x, es decir, que para cada par de puntos x, y se tiene

kx ky
Aalu.anb’l...b’m (x,y) = Z Aay..an (X)Ab’l...b;n ¥), (3.48)
k

kx ky
para algunos tensores Aq,..a, ¥ Ay 1, evaluados en x e y, respectivamente.

Por lo tanto, basaremos el resto de la determinacién del orden de aproximacién en el
analisis del término de mayor orden en ([2.26), es decir,

VoV |G (x,v) = HY G y)] (3.49)

ya que de este término se pueden derivar el resto de combinaciones.
Ahora formalizamos la nocién de aproximaciéon de una funcion biescalar que tomaremos
para los fines de esta seccion:
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Definicién 1. Sea x € M e y € Dy C M con Dy una vecindad normal convexa de x, y
A(x,y) : M x M — R una funcién biescalar. Decimos que B(x,y) : M x M — R es una
aproximacion de orden 2n de A(x,y) en Dy, si y solo si para cada k € Z, con 0 < k < 2n,
se cumple que

lim V,, ...V, B(x,y) = hln Vag - Va, Ax,y). (3.50)
y—x

y—X

Asimismo, dada una funciéon f : M — R, denotamos a la n—ésima derivada direccional
en la direccion de w® por

Vo F(x) = wtnVy, <wbn1%bnl < . <wb1§b1 f(x)> . )) . (3.51)

Una vez establecidos estos conceptos, estamos en posiciéon de enunciar y probar el siguiente

Teorema 2. Sea ¢ un estado de Hadamardd| dentro de la teoria cudntica de un campo
escalar de Klein-Gordon con funcion de dos puntos G:Z(X, y): M x M —Ryseanx e M,

y € Dy — {x},

F(x,y) = 2(217)2 <g((§§)) +a(x,y) log (S(Z y>> +(x, y)> , (3.52)

donde S(x,y), U(x,y), 0(x,y) y w(x,y) son las aproximaciones de orden 2ns, 2ny, 2n, y
2ny, de las funciones biescalares o(X,y), A1/2(X,y), v(x,y) y w(x,y) respectivamente, que
aparecen en la expansion de Hadamard de G:Z(X, y) en Dx,

1/2 X (X
Gl(xy) = 2(21#)2 (AU(XS y’)y) +(x,y)log ( (géy)) +w(x, y)) : (3.53)

conns >3, ny > 2, n, > 1 yny, > 1. Entonces, el tensor de energia-momento obtenido
mediante la prescripcion de Wald (2.26)) con G;Z (x,y) reemplazado por F(x,y) coincide con

el tensor obtenido segin la prescripcion original (2.26]) con G:/f(x, y).

Demostracion. Sea YVup(x,y) = Tap(F(x,y)) — Eb(Gl(x, v)), con Tg, dado por la ecuacion
([2.27). Por construccion de F(x, y), los términos no singulares de Y,(x,y) tienden a cero en
el limite de coincidencia y — x, dado que las primeras dos derivadas de w coincidirdn con
las correspondientes derivadas de w, y Ty, incluye a lo mucho derivadas de segundo orden,
por lo que también coincidiréan los limites para términos con orden inferior de derivadas.
Para los términos que podrian introducir una diferencia, definimos

70(x,y) = o(x,y) — S(x,¥), (3.54a)
Us(x,y) = AI/Q(X, y) —U(x,y), (3.54b)
Yi(x,y) =v(x,y) — 0(x,y), (3.54c¢)

8Hemos omitido el regulador ie(T(x) — T(y

~—

) ya que en este calculo no tiene ningun efecto.
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y notemos que por construcciéon, todas las derivadas hasta el orden 2n de estos biescalares
tienden a cero en el limite de coincidencia. A continuacion despejamos S, U y © de (3.54))

y sustituimos en (3.52)).

En lo que sigue, omitimos la especificaciéon de la dependencia del punto en pos de
claridad tipogréafica, dando por entendido que las derivadas se tomaran en x. Asimismo, se
denotaréa por [ ] al limite de coincidencia y — x sobre una trayectoria arbitraria que va de
y a X y que tiene vector tangente unitario w®.

Entonces, podemos escribir las componentes coordenadas de la segunda derivada de la
diferencia de F'y G,

B =V,V, (F-GY), (3.55)

By = + <log ("_(05)> _log ("2)) V,V,v — log ("1@) V.V, ("),  (3.56)
donde

o —{(05)3( —2AY2V,10V,0 — 0*(V,V,AY2 +V,0V,0 + V,0V 0 + vV, V,0)

+0(V,0V,AY2 + AV2Y, V0 + V,0(V,AY2 + vvua)))
+(78)* (02 (VuVu(26) + Vo (70)(Vuv = V(")) + V,u(T0)(V,0 = V,("3)
+ V0 (Y, ("6) + 2V,0) + V0 (V. ("8) + 2V )
+ (v = ("8)V,V,(78) + (("0) + 20)V,V,o + 2V, V,AV/?)
—30(V,oV,AY2 + A2V, V0 + V,0(V,AY2 + 0V ,0))
+6A12V,09,0)
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02(05)( — 2(2V,(78)(V,v — V,u(Y8)) + 2V, (70) (Vv — V, (V)
+ 2V, V,(28) +2(v — (Y0))V,V,(0)
+ V02V, (Y8) + V,u) + V,0(2V,.(U8) + V)
+(2("0) +v)V,V,0 + V,V,A?)
+0(Vu(70)(V,AYZ =V, (26)) + (A2 = (26))V, V., (79)

Vo (70)(=Vu(28) + (("6) = v)(Vu(76) = Vo) + V,AY?)
+V,0(Vu(28) + (0 — (U0))V,u(78) + ((U0) + 20)V 0 + 2V, AY/?)
+V,0(V,(28) + 2V, AY2) 4 ((26) + 2AY2)V,V,0)

~ 6A12V,0V,0)
+0*(2((26) = AV2) V(78 (V. (70) = Vo)
+2V,0((AY? = (26))V,(76) + (26)V,0)
+0(Vu(78)(Vo(28) = V,AY2) 4 ((26) — AV2)V,V,(79)

Vo (78)(Vu(28) = (("6) = 0)(Vu(76) = Vo) = V,AY?)
= Vo (Vu(20) + (v = (Y6))V,u(76) + ("6)V,0)
~V,(20)V,uo — (26)V,uV,0)

o*(V,V, (A5)+v (78) (Vv — V,u(Y8) + V,u(70) (Vv — V,(76))
+ (v = ("0)V,uV,(78) + V,("6)V,0 + V,("6)V,0

+(Y0)V,V,0) }/{0 (96 —o)? (3.57)

Notemos que &, ya se encuentra arreglado de modo que su limite de coincidencia sea de la forma
0/0. Con la ayuda de la derivada direccional definida en (3.51]), se obtiene en la décimo primera
aplicacion de la regla de L’Hopital,

1

[6NV] = 90

{ VS, 76](gyu — 6wpw,) + 24w, [V2 V) 78] — 15[VE V¥,V 7]
15[V 26](g — 4wywy) — 120w, [VEV,) 26] + 90[VEV,V, 4]
+90[V2, V6] (g — 2wpw,) + 360w, [V V) “5]}. (3.58)

que se anula dado que el numerador esta compuesto de términos que multiplican limites de derivadas
de las funciones X§ (X € {o,U,v}) de orden 6 < 2ns, 4 < 2ny y 2 < 2n,.
Si agrupamos los términos logaritmicos en (3.56) que multiplican a V,V,v, podemos verificar

B S i e (e N

por aplicacién directa de la regla de L’Hopital sobre el argumento del logaritmo. El término loga-
ritmico restante se anula dado que [V, V,("0)] se anula. Por lo tanto,

[Euw] = 0. (3.60)



44 CAPITULO 3. GRAVEDAD SEMICLASICA CON COLAPSO

Los limites de coincidencia de los deméas términos en ), pueden escribirse en términos de [E,,, ]
(v términos de menor orden de derivadas con limites que se anulan) por medio de la regla de Synge,
y por lo tanto

[yuy] =0. (361)
O

Notese que los requisitos sobre el orden de aproximaciéon de cada biescalar representan
criterios suficientes, mas no necesarios para obtener el resultado [V,,]| = 0. Es decir, no
se puede descartar que en algunos casos se obtengan expresiones exactas para el tensor
de energia-momento, contando solamente con aproximaciones de menor orden. Un ejemplo
inmediato se tendria en el caso de espaciotiempos que puedan foliarse con hipersuperficies
de curvatura constante.

El siguiente lema nos permite aplicar directamente este resultado al caso de hipersuper-
ficies de datos iniciales.

Lema 3. Six yy en el teorema[d pertenecen a una misma hipersuperficie ¥ y Dx N'Y es,
de manera intrinseca en X2, una region local convexra, uno puede escoger la uinica trayectoria
geodésica que va de 'y a x para el cdlculo del limite de coincidencia y — x, de modo que
las derivadas direccionales en la prueba del mismo teorema se convierten en los limites de
derivadas tangentes, con w® vector geodésico afin en ¥ que va de y a X.

Demostracion. Procediendo por induccién, verificamos que se cumple la hipétesis para el
cason =1,

Vo f=w"V,, f
=w™ Dy, f.

Tomando en cuenta la identidad para vectores geodésicos de X,
WV euw® = (Kgeww)n?, (3.62)
verificamos que se cumple con la hipotesis inductiva en el caso n + 1,

VI f = w1V, (W w1t w™ Dy, D, - .. Doy f)
= (W' Vg, w™)w* . w" Dy, Dy, _, ...Dg, f
+w (Wt Ve, w w2 w Dy, D,y oo Day f 4.
+wmw L wrw Ve, Dy, Dy oo Doy f
= (W K,, pwn®)wt .. w" Dy, Dq,_, ...Dg, f
+wn (Wt K, cwn® w2 L w™ Dy, D,y ... Dy f 4. ..
+wrnttwmwt  w* Ve, Da, ... Doy f

= wrHtwmwt L w™ Dy, Dg, ... Dq, f.
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Corolario: Para puntosx,y € %, las derivadas direccionales que aparecen en el teorema
pueden reemplazarse por derivadas direccionales tangentes a la hipersuperficie 3.

Notemos que para reconstruir el tensor de energia-momento segtin se plantea en el
teorema [2| primero es necesario contar con las aproximaciones que satisfagan la condicién
(3.50)) a los 6rdenes adecuados. Para S(x, y) consideraremos una expansion en serie de Taylor
sobre la hipersuperficie ¥ en términos de D,q, donde q(x,y) es un medio de la distancia
geodésica intrinseca en 3, al cuadrado. Sin embargo, una expansion de este tipo no basta
para construir objetos como V,V;S, ya que ¢(x,y) no esta definida para puntos que no se
encuentran ambos sobre la misma hipersuperficie 3. Entonces, es necesario plantear una
serie nueva para términos de la formas V,S(x,y) vy V2S(x,y), tales que cumplan con los
limites de coincidencia para V,, %, V2 asf como sus derivadas tangentes hasta el orden que
les corresponde. Este orden es 5 para V,S(x,y) y 4 para V28(x,y), ya que asi el nimero
total de derivadas cuyos limites coinciden de manera exacta para la aproximacion de ¢ es
justamente 6, garantizando que [£,,,] se anule. Estas expansiones se calculan explicitamente
en el apéndice [G

Nuestro interés al realizar estas estimaciones es determinar el orden de derivadas tempo-
rales de la métrica involucrados en la formulacion del problema de valores iniciales cuando
se utiliza un objeto aproximado como regularizador de estados de Hadamard. Dichas deri-
vadas temporales deben entenderse como la proyecciéon tangente de la derivada de Lie de
hay @ lo largo del vector t* segin se define en el apéndice [F] Esto se traduce, en términos
numéricos, a que el conteo de derivadas temporales para la métrica inducida es justamente
igual a uno méas el namero de derivadas de la curvatura extrinseca en la direccién normal,
A Kayag = —1°VKa, -

El resultado de construir estas expansiones para S explicitamente en el apéndice[G|hasta
sexto orden en derivadas tangentes de S es que el término de mayor orden es de la forma
Koa,Kasa,d Kasas- Esto quiere decir que la aproximacion S involucra, a lo mas, segundas
derivadas temporales de hg,. De manera analoga, para dS, se obtiene que el término de
mayor orden de derivadas temporales es d Kg,q5D0,K4,4y, correspondiente todavia a un
orden dos en derivadas de la métrica. Por dltimo, el término principal de la aproximacién
a?S es Kuya,d?Kayay, que representa una derivada de tercer orden en el tiempo para hgp.

Es decir, una aproximaciéon que permite calcular el tensor de energia-momento regu-
larizado introduce, por parte de la aproximacion de la distancia geodésica, hasta terceras
derivadas temporales de la métrica inducida.

También es necesario estudiar las aproximaciones U(x,y) y 0(x,y). En estos casos no es
necesario realizar expansiones en términos de la distancia geodésica de la hipersuperficie,
sino que aprovechamos las expansiones en series de Taylor Covariantes calculadas por Dé-
canini & Folacci [60], por lo que para fines de conteo nos basta con expandir los coeficientes
de Taylor en cada caso en su forma 3+ 1 para ubicar los términos que involucran derivadas
temporales de la métrica inducida.
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En el caso de U, el cuarto coeficiente de su serie de Taylor en [60] es

3 1 1
U0 agazaiap = EV(GSV‘ITRCLIU«O) + ER(G«SG«QRCLICLO) + T5Rb1 (aslbolasz1 a1 bo ap) (3-63>
3
— En(a3na2d3KalaO) + ceey (364)

es decir, se involucra una derivada temporal de cuarto orden para h,,. De manera similar
para 0, se tiene para el segundo coeficiente de Taylor de vg es de la forma

1 1
V0ajap = 10 <Va1VaOR + BDRa1a0> + ...

= d3Ka,00 + TayNagd>K + .. ., (3.65)

es decir, se involucran cuartas derivadas temporales de la métrica inducida h,p. Finalmente,
el primer coeficiente para el coeficiente v; incluye un término de la forma

OR = —2d3K + ..., (3.66)

donde nuevamente se involucra a cuartas derivadas temporales de hgp.

Por lo tanto, para definir una nocién de estado de Hadamard aproximado a un orden
suficiente para calcular el tensor de energia momento en una hipersuperficie inicial, a partir
de datos iniciales, es necesario contar con cuartas derivadas normales de la métrica inducida
sobre dicha hipersuperficie. Esto es un problema puesto que la ecuaciéon semiclasica de
Einstein es justamente de cuarto orden, lo que ademas implica la posibilidad de que exista
una sobredeterminacion de los datos iniciales.

En conclusién, aunque no contamos con una prueba definitiva, las dificultades que hemos
senalado en esta seccidn sugieren que el problema general de gravedad semiclasica no tiene
una formulacién de valores iniciales bien puesta. Esto se debe en particular a que la ecuacién
semiclasica de Einstein no sélo es de cuarto orden en derivadas temporales de la métrica
inducida sobre una hipersuperficie de Cauchy 3, sino que es necesario incluir en los propios
datos iniciales, derivadas justamente de hasta cuarto orden en derivadas de la métrica para
definir el problema de valor inicial sobre ¥. Concretamente, estos términos son necesarios
para expresar los datos iniciales sobre X correspondientes a estados de Hadamard asociados
a una solucién semiclésica, en términos de la funciéon de dos puntos y sus datos iniciales
sobre una hipersuperficie.

Atn asi, como se veré a continuacién, conjeturamos que bajo ciertas condiciones, existen
soluciones bien comportadas y definidas a partir de datos iniciales que representen las
configuraciones fisicas que se pueden abordar con este modelo.

3.2.3. Configuraciones semiclasicas a partir de datos iniciales

En la secciéon anterior senalamos que es posible que en el caso més general, no exista una
buena formulacién para el problema de valores iniciales de gravedad semiclasica. Aunque los
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argumentos anteriores no descartan en automético la posibilidad de establecer un problema
de valores iniciales bien puesto para gravedad semiclasica, en este trabajo no continuaremos
sobre la via de tratar de dar una respuesta definitiva a esa cuestién. En su lugar, nos
limitaremos a proponer una manera de definir soluciones semiclésicas con un problema de
valores iniciales bien puesto, a partir de un criterio de correspondencia con la teoria clasica.

Partimos de la observacién de que si se restituye i # 1, ¢ # 1 en la convenciéon de
unidades, éstas constantes acompafnaran a todos los términos de orden superior en derivadas
de la métrica. Veamos que esto es asi porque la dimensién de un objeto como OOR es L™%. Si
este término entra en la expresion de (Tgp) ., al cambiar a unidades del SI debe anteponerse
un término de la forma G?Vceh“/ tal que el resultado tenga unidades de densidad de energia,
L' MT~2. Resolviendo el sistema lineal para los coeficientes, se encuentrad = 0,0 = v = 1,
es decir, estos términos van acompaiiados de fic. Del mismo modo, el término m?R llevara
antepuesto un factor ¢3/h para que el producto tenga las mismas unidades.

Para las expansiones del término regular del campo podemos escoger sus unidades de

2 0 . . . .
tal modo que wg, y Dw tengan directamente unidades de densidad de energia. En este caso

, 0 . .
se tiene que [w] = LMT 2. Consideramos una expansién de la parte regular de G* en
potencias de h, de tal manera que se tiene la separacion

0 0 0
w=w+ hW, (3.67)

2 2 0
Wap = Wep + hwaln (368)

0 2 L 0 2 .
donde w y wg, son los limites cuando A — 0 de w y wyp, respectivamente. Con estas
suposiciones, la ecuacion semiclasica de Einstein (3.17]) se reescribe como

ct 1 3 1
7Ra_7Ra_Aa =56 9z \ = — 2Ra
87TGN( b ttab = 29 ”) 3272h <6 5) v tab
S -—vzv + 0220V 4+ g (€= 2 ) O% + R
2(271‘)2 ab 2 aVbd Gadb 4 ab
I P R Do+ o
+2(27r)2 - ab+§( —2§)VaVeW + gab (5—4> +EWRy,
+hc-(2a + 2)VaV R—2 (401 + as + 2220 ) ORgay — au0R
1 2)VaVb B 1 27T 48072 Yab 2UTgh
+ 1 Qg + ! RCdRcdgab - RCdechdefgab
2 288072 576072

1 1 —6¢)*
+ 5 (051 - (5)) Rzgab - 2O‘ll%l%ab - 2a2RCdRcadb ) (369)

2 115272
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Estamos interesados en recuperar de la ecuacién una parte que permita establecer
una correspondencia en el limite A — 0 con la ecuacién clasica de Einstein . Sin
embargo, el término proporcional a m? presenta un problema de divergencia en ese limite.
Al respecto, notemos que la constante m puede suponerse dependiente de /i, de modo que
por ejemplo, la longitud de onda de Compton asociada al campo ¢,

= 1 (3.70)

me’

permanezca constante en el limite A — 0, es decir, podemos escribir m como

m = hpu, (3.71)
tal que
27
= 3.72
=5 (3.72)

permanece constante conforme 7 tiende a cero. La ecuacion (3.69) en ese caso es

4

c 1
ab — -R ab — A a ) -
S7Gn (R b~ 51t9ab — Agab
1 2 1 0 1 0 0
- -(1-2 a a -— | a
227 Wap + 5 (1 = 26)VaVew + gap (5 4) w + EW Ry,
f R L 1-2)V,V ) L ] A OR
+2(27r)2 _Wab+§( = 26)VoVeW + gap (5— 4> W+ EWRy,
2 (1 1 1—5¢
h L 2 JVoR— - (4 R Ny
+he 3972 (6 f) w'Rgap + (201 + a2)V VR 5 < a1+ ag + 4807T2> Rygap
1
—abRa + 5 <a2 * 28807r2> R Reagab — g5 R Rede fgan

: (3.73)

1 1 —6¢)?
+5 (041 - (115272> R?gqy — 201 RRap — 200 R Reqay

En ese limite, la ecuacién semiclésica de Finstein queda en la forma

Gn

1 2
Rab - iRQab - Agab =
e

1 0 1 0 0
— Wb + 5(1 —26)VaViw + gap <§ - 4> Ow + EwRgp

(3.74)

que en lo que respecta a la métrica tiene una estructura semejante a la ecuacién clasica de
Einstein (2.25]), en particular, es una ecuacion de segundo orden en derivadas de la métrica.
A (3.74) le denominaremos la ecuacion de Einstein semiclasica de orden cero en k. Esta



3.2. FORMULACION DE VALORES INICIALES 49

ecuacion es formal ya que no es claro como evaluar los términos v2vab y W a partir de datos
para la funcién de Wightman completa G puesto que sigue siendo necesario extraer de
esas funciones la parte singular que sigue dependiendo de derivadas de orden superior.

Bajo la suposicion de que el espaciotiempo es globalmente hiperbélico, siempre podemos
fijar coordenadas Gaussianas adaptadas una hipersuperficie de Cauchy ¥ tales que 2° = ¢t
para la funcién ¢ de la foliacién a la que pertenece X. Considérese la siguiente

Hipoétesis 1: Sean g,.|s, (Oiguw)s = %KW datos iniciales para la métrica tales que:

1. Es posible resolver de (3.74)) evaluada sobre X a las derivadas temporales de la métrica

. 2 0
(@29#1/)2 en términos de (atg,uz/)Z) g;u/|27 W;w|2 y W|E'

2. De las ecuaciones que resultan de calcular formalmente la derivada temporal de (3.74])
y luego evaluar sobre ¥ es posible resolver las derivadas (97g,.)s.

3. De la ecuacion (3.69)) evaluada sobre X es posible despejar (8fgu,,)g en términos de

2 0 2 0
(81:5))9;11/)2’ (339W)2, (&59/11/)27 (8tW/u/)Ea (8tW)Ea W;,LV‘E y W‘E~

Si se cumple la hipotesis 1 para los datos iniciales g, |y y K, en conjunto con los
datos para la funcion de Wightman, G* |y, (0tG1)x, (0yG1)s y (0:0yGT)x, entonces se
pueden resolver A2 y v de la parametriz de Hadamard hasta los 6rdenes de aproximacion
necesarios (segun lo estimado en la seccion anterior) para calcular la parte regular W =

. . 0 2 . .
G — Hy y su expansion en coeficientes w y w,,, al menos sobre la hipersuperficie X. De

aqui se pueden extraer directamente \/2vw,|g y \9V|2 tomando el limite A — 0.

Por lo tanto, la hipétesis 1 implica la posibilidad de construir implicitamente datos ini-
ciales para el problema de orden superior de gravedad semiclésica a partir de datos cldsicos
(guw|s, Kuv) para la métrica, asi como los datos iniciales para el campo (G |y, (9tGV)y,
(OpyGT)x, (0:0¢GT)yx), de tal modo que se cumpla independientemente la ecuacion semi-
clasica de Einstein a orden cero en h. La idea intuitiva detras de este requerimiento es que
los datos iniciales sean lo suficientemente cercanos a datos correspondientes a estados con
propiedades que asociariamos a sistemas cldsicos, de modo que se satisfaga el limite de
correspondencia i — 0 de la ecuaciéon semiclasica de Einstein.

Luego, planteamos las siguientes conjeturas:

Conjetura 1: Si se cumplen las hipoétesis 1, a partir de los datos construidos implici-
tamente, es posible continuar, mediante derivacion formal respecto a t sobre la ecuacion
semiclasica de Einstein y la ecuacién de Klein-Gordon, el calculo de los términos (87 g, )s,

0 2 _920 _32 .
(Opw)s, (O}wuw)s, -\ (OFguw)s, (OF2w)y, (OF 1,,,)y de manera secuencial hasta cual-
quier orden arbitrario k, en términos de los datos hasta el orden k£ — 1.
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Conjetura 2: Los datos que cumplen la hipotesis 1, en adicién a los datos que de estos
se deducen implicitamente de la conjetura 1, determinan un estado de Hadamard sobre X
en el sentido de que a cada orden en derivadas temporales de las funciones de dos puntos,
éstas tienen la misma estructura singular que el término de la solucién de Hadamard al
orden correspondiente.

Conjetura 3: La buena formulaciéon de valores iniciales de la ecuaciéon de Klein-Gordon,
en conjunto con la buena formulacion de valores iniciales de relatividad general (cléasica)
garantizan que de cumplirse las hipotesis 1 y de ser ciertas las conjeturas 1 y 2, entonces
una solucién semiclasica particular estd univocamente determinada por los datos iniciales
calculados implicitamente a partir de los datos para el problema de orden cero en h, de
modo que en todo el espaciotiempo el estado reconstruido es de Hadamard, se cumple la
ecuacion de Klein-Gordon del campo y la ecuaciéon semiclasica de Einstein.

La conjetura 3 es lo méas cercano al planteamiento de una formulacién de valores ini-
ciales para gravedad semiclésica que incluiremos en este trabajo. La posibilidad de que se
satisfagan las hipotesis 1 y la prueba de las conjeturas 1 y 2 se debera realizar en traba-
jos futuros. Estas conjeturas se incluiran en [67] (en elaboracion), como puntos a resolver
dentro del programa de gravedad semiclasica con colapso que proponemos. En este sentido,
se trata de conjeturas en un estado muy prematuro y cuya forma especifica probablemente
cambie en el futuro.

En la seccion describiremos como se aprovecharan estas hipotesis y conjeturas
para construir una solucién semiclasica a partir de la ocurrencia de un colapso en la SSC7,
pero antes estudiaremos con detalle las discontinuidades que pueden resultar del colapso
cuantico.

3.3. Discontinuidades debidas al colapso

El modelo semiclasico de colapso definido en la seccion [3.1] y que se basa en el modelo
introducido en |23|, permite establecer un primer paso en la descripcion de un espaciotiempo
con colapsos. En este modelo, el colapso cuantico se representa como la transicién completa
de una configuracién semiclasica autoconsistente inicial, SSCT a una configuraciéon semi-
clasica autoconsistente poscolapso, SSCir. Estas se acoplan sobre una hipersuperficie de
colapso Y., en la que la ecuacién semiclasica de Einstein no se cumple.

Es conveniente estudiar una separacion 3+ 1 adaptada a nuestro modelo. Consideremos
funciones tiempo 't y It en las construcciones SSC7 y SSCy, respectivamente, tales que

W@ (x) = "#(@;] (%)) = const.  : x € 5. (3.75)

Estas funciones definen una foliacién para el espaciotiempo de cada una de las construccio-
nes SSCr y SSCyj, permitiendo desarrollar en cada una de ellas el formalismo 3 + 1. Es
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decir, quedan definidos el vector normal y la métrica inducida sobre cada hipersuperficie
de la foliacién de cada construccién, asi como su curvatura extrinseca y la aceleracion de
sus observadores eulerianos, tal como se describe en el apéndice [F]

Sea Thgp, la métrica inducida sobre X7 por Tgup, v ! hep la métrica inducida sobre Xy
por gu, asi como 'Ky, v 1K, sus respectivas curvaturas extrinsecas, y sean 'n® y
T los vectores normales unitarios a X7 v 271, respectivamente, y sean — Tug y — Ty, sus

aceleraciones eulerianas. Entonces, para cada construccion se tiene

Iy Iy Iy Il
I _ a II . a
Mo =~ T he( I, If\( I 14\ Ma == IT bc( 1IN, II+\( I IIH\’ (3.76a)
V=Tg (T, ) (1Y Tt) V= Tghe (1T, TT) (119 1Tt
"hav = "gab + 'na Tny, Hhey = Tgap + Mg Ty, (3.76b)
IKab = IDa Inba IIKab = IIDa IITLb, (376C)
Lyy = 1d Ty, Iy, gy, (3.76d)

donde 111D, son las derivadas asociadas a las correspondientes métricas inducidas sobre
cada hipersuperficie de las foliaciones, y 7//d es el operador que proyecta la derivada
normal sobre cada hipersuperficie, como se definen en el apéndice [F]

Como resultado del colapso cuéntico es de esperarse que algunos tensores experimenten
un cambio abrupto al pasar de una configuracién semiclésica a otra. Formalizaremos esta
idea con ayuda de las siguientes definiciones:

Definicién 4. Dado un campo tensorial sobre la construccion SSC, LA bi..bys Y UI
campo tensorial definido sobre la construccion SSCyy, 11 A%1-ax by...b,» asociados a la misma
propiedad fisica o geométrica A, definimos el campo tensorial A*1@ 4 enla construccion

& dado por

Pr(fAm-ar, L N(x) i xeJ (D),

(3.77)
¢§I<11Aa1...ak bl--.bz)(x) 1 XE J+(EC) — e,

Aa1...ak bi..by (X) — {

como el tensor asociado a la propiedad A sobre la construcciéon semiclasica con colapso.

Definicion 5. La discontinuidad del campo A%, ; sobre la hipersuperficie de colapso
Y. se define como

A4, ] () = 5 (AT, )60 — B AN, )6, (37)
para x € X..

Notese que la discontinuidad esta bien definida siempre que A%+ by Y
IT pax...ay br..b, estén bien definidos sobre X7 y Y7, respectivamente. Notemos que

[aX 4+ BY] = o[X] + 8]Y], (3.79a)
[XY] = [X][Y] + X [Y] + [X]Y7, (3.79b)
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donde a, 8 € Ry X, Y representan funciones, vectores, covectores o tensores definidos como
en (3.77).

También nos interesa definir un operador derivada covariante V. en £. Fuera de X, se
puede definir la acciéon de V. segin la regla

@7( IVC I pai-..ak bl---bl)(x) T X E J_(ZC) — Y,

3.80
Q?](ch IIAa1...ak bl...bl)(x) X E J+(Zc> o Ec, ( )

VCAa1...ak by..by (X) — {

pero justo sobre la hipersuperficie no podemos definir una derivada covariante puesto que,
aunque la métrica efectiva pueda ser continua en X, ésta no serd en general suave en ..
Para ello partimos de la definicién y las propiedades de los operadores derivada en
SSCr, 'V, yen SSCyy, 11V, para calcular las discontinuidades asociadas a las derivadas
covariantes sobre X.. Para una funcion escalar tendremos directamente

[Vag] = (21,(1TVa¢) = 27('Va19))y, - (3.81)
Si definimos el mapeo de la SSCyr a la SSC dado por (ver figura

®=d0d;}, (3.82)

podemos importar en SSCy; la nocién de derivada de SSC7, definiendo
I@alfgbzds* (Iva((gpfl)*lfgb)) ) (383)

Sin embargo, éste operador cumplira con las propiedades de un operador derivada, y por lo
tanto tendremos que ~
Ve =11v,". (3.84)

Podemos sustituir (3.84)) en (3.81)) para obtener
[Vag] = (211 (° ('Va((@71) 19))) = 21('Va'9))y,
= (@27 ("Va((@ ) o= 19)))y. (3.85)
donde hemos aprovechado la linealidad del pullback @7 y del operador I\, asi como la

identidad
P* = (93;) L o BY. (3.86)

Esto quiere decir que podemos tomar el escalar /¢, llevarlo a la SSCy, y ahi calcular la
derivada de su diferencia con ‘¢ y llevar el resultado a £ para calcular la discontinuidad
asociada a la derivada de ¢ sobre la hipersuperficie ¥.. Para aprovechar este procedimiento,
definiremos la siguiente generalizacion:

Definiciéon 6.
{A% 0y ) (x) = (@A %y ) (x) = TA %y 4 (x), (3.87)

para x € Mj.
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Figura 3.1: Construcciones semiclasicas autoconsistentes empleadas para modelar un colap-
so, y mapeos entre ellas.

Usando esta definicion, la ecuacion (3.85) se escribe como

[Vag] = (27 Va{e})y, - (3.88)

De ahora en adelante, omitiremos escribir los pullbacks involucrados, quedando expre-
siones como (3.88)) en la forma

[Va¢] = (Iva{(z)})gc . (3'89)

Operativamente esto quiere decir que primero hay que calcular la derivada de la dife-
rencia de los campos y luego evaluar en la hipersuperficie.

Para el caso de un vector v*, podemos seguir un procedimiento analogo, con la excepcién
de que el operador derivada de la SSC7 se relaciona, una vez mapeado a la construccion de
la SSCrr, mediante un tensor C? 4. tal que

Iy b — Iy 1gb b e, (3.90)
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y donde

1 - - ~
Cb ac = 5 IIgbd <Iva IIgdc + Ivc Ilgad - [vd IIgac> . (391)

Podemos escribir esto de una manera méas conveniente en términos de

Yab = L gap — L gan, (3.92)

definido en toda la SSCpr. Debido a la condicion (3.6]), tenemos que

Yablsrr = 0, (3.93)

pero sus derivadas en la direcciéon normal seran distintas de cero en ;. La ecuacion (3.91))
puede entonces reescribirse en términos de 4, como

1 - - _
Cb ac = 5 Ilgbd (Iva'ch + Ivc'Yad - IVd'Yac) . (3'94)

Finalmente,
[Var'] = ("Vat'}) |, +(C" )z (" + ). (3.95)

Notemos que atn si v* es continuo en X, [Vavb] no se anula. Esta expresion es valida

también fuera de Y., en la forma
{Var"} = 1Va {0’} + P ac(To° + {v°}). (3.96)
Para un vector dual w,, tendremos
[Vaws] = ("Va{wn})y = (Cap)s.(Twe + [we]). (3.97)

y analogamente
{Vawn} = IV {wp} — C o (Fwe + {we}). (3.98)

En general, para un tensor A%, ; tendremos

[VeA® =y ) = (TVAA™ % g 5 }) g,

k
+ Z(Caz Cd)zc(]Aal...ai_ldai+1...ak bl...bl + [A(l14..ai_1dai+1...ak bl_..bl])
=1

I
= (Ch ) sme (TA "y bty (A by by abl])
j=1
(3.99)

asi como su generalizaciéon fuera de X..
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Estas herramientas permiten estudiar qué ocurre en nuestro modelo con expresiones que
involucran derivadas justo sobre la hipersuperficie de colapso.

En el apéndice [H] calculamos algunas implicaciones de las condiciones de continuidad
para este modelo y en particular la condicién , de donde se sigue que es necesario
imponer adicionalmente la condicién

[hap] = 0, (3.100)

que equivale también a pedir la continuidad del vector normal sobre la hipersuperficie de
colapso,
[na] = 0. (3.101)

Como resultado inmediato, la discontinuidad de la curvatura extrinseca puede relacionarse
con la discontinuidad de la propia métrica como

1 .0
[Kap] = =5 (d7ap )5 (3.102)
Asi mismo, se calculdé C¢, explicitamente, de donde es relevante el limite en X,

(€ an)s. = (@5° (@semy — (@%as)sn® + (@5 snam + (@), nnam. (3103)
Para continuar con el analisis explicito de las discontinuidades de [K ), a partir de este mo-
mento definimos en ambas construcciones SSCy, SSCyr respectivos sistemas de coordena-
das armonicas 1z# escogiendo 11120 = t, de tal modo que la funcion lapse sea LN =1
en X 17, mientras que el vector shift LITNa g6 toma como cero en Yr1,11. Asociamos Xy 7
con la condicién £ = 0 en ambas construcciones. La expresiéon para las componentes de la
métrica (utilizando notacion de indices de componentes con convencion de Einstein), queda
entonces como

Guv = hij(da"),(da?), — dt,dt,, (3.104)

donde hemos etiquetado las coordenadas de los objetos definidos sobre la hipersuperficie ¥,
con indices latinos, 7, j,- -+ € {1,2,3}, mientras que indices griegos etiquetan coordenadas
del espaciotiempo u,v,--- € {0,1,2,3}.

Ahora estudiamos la discontinuidad de la curvatura extrinseca sobre Y. en términos
de los saltos que presentan las componentes del tensor energia momento renormalizado.
Concretamente, considerando la aproximacion a orden cero para la ecuaciéon semiclasica
de Einstein , tomando el caso & = 0 por simplicidad, se tiene que se cumpliran las
constricciones en ambas SSC, y de ahi que

[D;K] — [D;K7 ;] = 87G N[ Ji], (3.105a)
(152 = (K7 K] + [9R]) = 87Gylol, (3.105D)

N =
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donde
Ji = (T05) ren 0 » (3.106a)
P = (T00)ren0 » (3.106b)
(3.106¢)

con <T/W>ren,0 el valor de expectaciéon a orden cero del tensor de energia-momento renorma-
lizado, dado por el lado derecho de la ecuaciéon (3.74)).

Notese que el tensor de Riemann intrinseco carece de discontinuidades puesto que se
construye a partir de la métrica inducida, que es continua, y sus derivadas tangentes, es
decir,

[(S)Rijk l} =0, (3.107)

y de aqui mismo se sigue que el salto para el tensor y el escalar de Ricci son nulos. Expan-
diendo (3.105b)) segiin las reglas algebraicas para las discontinuidades se obtiene

KIK] ~ K9[Ky] + 5 (K] ~ [KV)[Ky)) = 826l (3.108)

Para las derivadas que aparecen en (3.105a]), vale la pena notar que el proyector h;’ es
continuo en Y., por lo que de la definiciéon de derivada tangente se sigue en automatico que

[DakAak—lmaO] = hak bkhakq beo1 hao bo [kaAbk—l---bO]’ (3-109)

que aunado a la expresion (3.103)) para (C€ 4)s,, resulta en que para tensores tangentes

[DakAak—lmaO] - Dak [Aakqmao]' (3'11())
Entonces, la ecuacion (3.105a)) queda
D;[K] — Dj[K? ;] = 87GN[J;]. (3.111)

A partir de las ecuaciones ([3.108)) y (3.111)) podemos establecer cuan constrefiidas estan las
discontinuidades de la curvatura extrinseca en este modelo especifico de colapso. Empeza-
mos por contar los grados de libertad de [K;;]. Como el tensor de curvatura extrinseca es
un 3—tensor simétrico, también [K;;] debe ser un 3-tensor simétrico con un méaximo de 6
componentes independientes. Luego, las 4 ecuaciones (3.108) y (3.111)) reduciran el niimero
de componentes independientes a dos.

Para estudiar qué grados de libertad fijan las ecuaciones de constriccion (3.108) y

(3.111]), proponemos la siguiente descomposiciénﬂ de [K;;] como ,

1
[Kij] = hijA+ (DiDj - 3hijD2> B +2D;Cy + Fij, (3.112)

“Basada en la descomposicion original de la métrica hecha por Lifshitz en 1964 [68], como una generali-
zacion de la descomposicién de Helmholtz.
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donde D? = hYD;D;, A = %[K] y B son escalares, F;; y C; son un 3—tensor y un
3—covector, respectivamente, libres de divergencia, es decir

h D;C; = 0, (3.113)
h D;Fj), = 0. (3.114)

Ademas, Fj; es simétrico y sin traza,
h¥ Fy; = 0. (3.115)

Notese que esta descomposicién conserva el nimero de grados de libertad, pues Fj;
tendra 2 grados de libertad, C; tendra también 2 grados de libertad, y las funciones A y B
representan cada una un grado de libertad, sumando en total 6 grados de libertad.

Sustituyendo la descomposicion (3.112)) en (3.108) y (3.111)) se obtiene

8TGN[ ;] = <2DiA — {zplpz + (3)Riij} B - DQC,») , (3.116a)
8tGx[p] = (2K1 + 3A)A — (K}J +5D'DIB + 2D0CT) 4 F”) D;D;B

1 ii i i
+ 5 (2K1+ D*B) D*B = 2(K} + DUC? + FY)DC;)

— (K + FU)F;. (3.116D)

El tensor F;; no aparece en la ecuacion , que por lo tanto s6lo relaciona 3 de
las 4 funciones independientes A, B y C;. Luego, la ecuaciéon s6lo puede constrenir
una funcién mas. Esto significa que pueden fijarse ambas componentes de Fj;, y resolver
para A, By Cj, o bien fijar una componente de F;;, y una de las componentes de C; 0 A o
B, y resolver para el resto.

De este analisis podemos concluir que ademas de condiciones de frontera para las dis-
continuidades en la métrica extrinseca, existen dos grados de libertad que no estan deter-
minados por las condiciones de juntura.

Propondremos la condicién de que a orden Y no hay generacion de ondas gravitaciona-
les, dejando la posibilidad de que éstas se generen a orden h. En el analisis de los saltos que
hemos realizado en esta seccion, las ondas gravitacionales que podrian ser generadas debido
al colapso estarian relacionadas con las componentes del tensor Fj;. Es decir, la condicién
de no generaciéon de ondas gravitacionales a orden cero en h equivale a fijar

Fy; = 0. (3.117)

De este modo, el sistema ([3.116]) y la ecuacién (3.113)) constituye un sistema de 5 ecuaciones

para las funciones A, B y las tres componentes de C;.
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3.4. Implementaciéon de teorias de colapso en el modelo de
gravedad semiclasica

En el tratamiento estandar de las teorias de colapso, se introduce un mecanismo que
describe la transicién de un estado pre- a un estado poscolapso, de modo que es posible
calcular el estado que resultara de acuerdo con una regla probabilista. En ese contexto,
ambos estados pertenecen a la misma construcciéon de la teorfa cuéntica para la materia
que colapsa, es decir, el estado se modela formalmente como una transicién entre vectores
que pertenecen al mismo espacio de Hilbert.

En el contexto de la gravedad semiclasica autoconsistente, hemos establecido que el
colapso debe entenderse como la transiciéon de una configuracién semiclasica completa a
otra, lo que implica que las teorias cuanticas de cada solucién seran diferentes, y por lo
tanto una teoria de colapso aplicable a nuestro modelo debe tomar en cuenta esta situacion.

Esta labor se simplifica si suponemos que ya contamos con una teoria de colapso adapta-
da al formalismo de la teoria cuantica de campos en espaciotiempos curvos fijos, es decir, en
la que no se consideran los efectos de los campos sobre el espaciotiempo. Actualmente, una
propuesta para este tipo de teoria puede encontrarse en [69]. En lo siguiente denotaremos
por QFT-CSTc a una teoria de este tipo.

A partir de esta suposicion, tendremos que en la construccion SSCr = {M, gf;b, Hr, Y1 €
Hr}, existe un estado objetivo 1 € Hy al que colapsaria el estado 1 de acuerdo con la
teoria QFT-CSTc que corresponda. A continuacion aprovechamos que en la SSCT conta-
mos con los elementos para calcular el valor de expectacion (Yp|Tyup|t7)ren, siguiendo el
procedimiento descrito en la seccion [2.2.1]

El siguiente paso en este procedimiento es obtener el valor de expectacion a orden cero
en h para el tensor de energia momento renormalizado en el estado 17, que denotamos
por (Y7|Tup|¥r)ren,0. Trabajaremos bajo la hipotesis de que este objeto se puede calcular
a partir de la funciéon de dos puntos del estado 17 mediante la expresion , aunque
como mencionamos anteriormente, este procedimiento atin no ha sido establecido de manera
rigurosa.

A continuacién, propondremos que sobre la hipersuperficie 37 (tal como se definié en
la seccion , (7| Tap| YT )ren,0 coincide con el valor de expectacion del tensor de energia
momento renormalizado a orden cero, correspondiente al estado ;; perteneciente a la
configuracion semiclasica autoconsistente SSCr; = {M, géi,?—[n,@bu € Hjr}, es decir,
tomamos

<77Z}]I|T‘ab|zzz)[]>ren,0‘2C = (I)*(<¢T|Tab|d}T>ren,O)|EC- (3118)

A partir de este objeto, resolvemos (3.116]) para las componentes del salto [K;;], y con
ellas calculamos
"EKijls. = 1 Kijls, + [Ky), (3.119)

que en conjunto con la condicion (3.6)), nos permite iniciar el procedimiento implicito des-
crito en la seccion para construir la SSCy;y.



Capitulo 4

Conclusiones y preguntas abiertas

En este trabajo hemos abordado algunas de las dificultades méas inmediatas a las que se
enfrenta un modelo semiclésico de gravedad que incorpore colapsos cuanticos. En particular
hemos descrito las dificultades que surgen al tratar de definir las configuraciones semiclésicas
autoconsistentes en términos de un problema de valor inicial, asi como un anélisis sobre el
tipo de saltos que parecen acoplarse mejor al modelo.

El estudio de las dificultades formales a las que se enfrenta el modelo nos llevo a la
construcciéon de herramientas dentro del formalismo 3+ 1 tiles para entender lo que ocurre
sobre una hipersuperficie de colapso. Un articulo |70] explicando nuestra particular imple-
mentacion del formalismo 3 + 1 fue publicada en la Revista Mexicana de Fisica E.

Como primer acercamiento al problema de valores iniciales para un sistema semiclési-
co, estudiamos un modelo de escalares interactuantes, el cual, aunque carece del nivel de
complejidad de la gravedad semiclésica, incorpora algunos aspectos comunes como el utili-
zar el mismo esquema de renormalizaciéon de Hadamard. Para este sistema obtuvimos una
prescripcién que desarrolla soluciones tnicas a partir de valores iniciales adecuados para el
caso de acoplamiento débil y espaciotiempos con seccién espacial compacta. Las soluciones
asi obtenidas estan en términos de series finitas de rango arbitrario en el parametro de aco-
plamiento. Desafortunadamente éstos métodos no pueden aplicarse en general al contexto
gravitacional, en el que no es posible modular la intensidad de la interaccion por épocas a
fin de entender la totalidad de la interaccién de la materia con el espaciotiempo como un
proceso de dispersion. Aun asi, es posible que en un régimen perturbativo de gravedad se-
miclasica, se puedan implementar ideas de esa propuesta. Un articulo [71] que recopila esta
parte del trabajo de mi doctorado ha sido publicado en la revista Journal of Mathematical
Physics, siendo distinguido como Editor’s Pick. Atn asi, este sistema y la manera en que lo
abordamos inspiré en cierta medida el acercamiento que hemos propuesto para lidiar con
el problema de valores iniciales en gravedad semiclésica.

Calculamos una estimacion explicita del orden de derivadas de la métrica necesario para
reconstruir un tensor de energia momento renormalizado a partir de un conjunto de datos
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iniciales sobre una hipersuperficie, llegando a la conclusién de que es ineludible el cuarto
orden en derivadas de la métrica como parte de los datos iniciales para gravedad semiclasica,
complicando el planteamiento del problema de valores iniciales. Un articulo sobre el conteo
y determinacion de los términos de orden superior se encuentra en preparacion actualmente.

Como desarrollo preliminar ante el problema de valor inicial para gravedad semiclésica,
postulamos una serie de conjeturas bajo las que se seleccionaria una solucién semiclésica
autoconsistente a partir de datos iniciales para el problema a orden cero en h. Este procedi-
miento describe la construccion de los datos de cuarto orden de manera implicita a partir de
la ecuacién semiclasica de Einstein sobre una hipersuperficie. Atin asi, se trata de conjeturas
sin una prueba solida hasta el momento. Un manuscrito [67] en el que abordaremos con
mayor detalle la propuesta de solucién implicita que referimos en este trabajo esta siendo
preparado.

Sobre los saltos ocasionados por el propio colapso, estudiamos las constricciones que
resultan de los requisitos de consistencia y regularidad del modelo, con lo que llevamos a
cabo un conteo de los grados de libertad que resultan ante nuestra prescripcion de pegado.
El resultado es que hay al menos un par de componentes libres, que probablemente permitan
acoplar el modelo con una teoria de colapso general relativista.

Ademas, este trabajo nos ha permitido identificar varios problemas y cuestiones a re-
solver en trabajos a futuro. En ese sentido podemos senalar las siguientes interrogantes
conceptuales:

= ;Son la violacion de la conservacion de energia y de covariancia realmente problemas
graves para una teoria de colapso en el contexto gravitacional? ;Podria construirse
una teoria que concilie la violacion de estos principios tan paradigmaticos de la fisica
moderna con nuestra evidencia empirica hasta la fecha?

» ;Hay otra manera de modelar el colapso en gravedad semiclasica? ;Tal vez suponiendo
que ocurre sobre otro tipo de hipersuperficies o como perturbaciones que se propagan?
. Sera posible incluir este tipo de caracterizaciones dentro de un esquema como el
propuesto en este trabajo?

= ;Es inevitable atribuir una naturaleza cuantica al propio espaciotiempo? ;Todo tra-
tamiento semiclasico, no necesariamente como el aqui presentado, debe considerarse
a priori como un tratamiento sélo aproximado y suplementario de una teoria funda-
mental, necesariamente cudntica?

= ;Se puede relacionar este esquema con la nociéon de que estéan ligadas la naturaleza
del espaciotiempo con el propio proceso de colapso, como ha sugerido Penrose [16]?

Ademés de las dudas conceptuales, en el propio esquema presentado aqui, permanecen
abiertos muchos problemas formales en este modelo:

= Probar las conjeturas de la seccion [3:2] o formular rigurosamente otro acercamiento al
problema de valores iniciales para gravedad semiclésica.
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= Generalizar el modelo para multiples colapsos con la potencialidad de formular un
tratamiento tipo CSL.

= Acoplar este modelo con una teoria de colapso adecuada para el contexto de gravedad
semiclasica.

= Formular ejemplos concretos de interés fisico dentro de este modelo, como podrian
ser efectos de evaporaciéon de agujeros negros y experimentos de pruebas de gravedad
a escala mesoscopica.

» Extraer predicciones que permitan verificar o refutar esta propuesta de gravedad
semiclasica de manera experimental.

Finalmente, hay aspectos en torno al programa de gravedad semiclésica con colapsos que
pueden enriquecer o redirigir los esfuerzos del programa:

= Considerar otros esquemas semiclasicos, por ejemplo, basados en otras teorias de
gravitacion clésicas, como gravedad unimodular |72|,|73|, teorias f(R) |74], o teorias
con torsion |75|[76]|77], de modo que se aprovechen algunas de sus caracteristicas
para facilitar la introducciéon de una teoria de colapso, para resolver algunas de las
dificultades formales o conceptuales de nuestro modelo, o para estudiar posibles efectos
que no se recuperarian en el marco basado en la Relatividad General de Einstein.

= Estudiar posibles relaciones, semejanzas y discrepancias entre nuestro esquema de
gravedad semiclasica con colapsos, probablemente en una versién generalizada para
colapsos multiples, y el programa de gravedad estocastica [78].

= Estudiar el posible contacto con teorias de gravedad cuéntica.
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Apéndice A

Forma cuasilineal hiperbdélica de las
ecuaciones de Einstein

A.1. Caso sin materia (vacio)

Las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio (y con constante cosmologica igual a
cero) se reducen a

Rap = 0. (3-10)

En general, esta ecuaciéon no tiene una forma cuasilineal hiperbélica. Podemos ver esto
considerando la expresion para la derivada covariante en términos de la derivada 0, asociada
a un sistema de coordenadas cualquiera, es decir,

k
vawbk...bl = aawbk...bl - Z FC abjwbk...bijlej,l...bl’ (Al)
7j=1
donde .
T, = g* <3(a9b)d - 23dgab> : (A.2)

Sustituyendo en la definicién del tensor de Riemann se obtiene que
Ruped =2 (re ol e — O bk) . (A.3)
Contrayendo los indices b y d obtenemos
Rae =T cal” pe =T a1 e — 8al” b + T ac. (A4)

Notemos que los términos de segundo orden en derivadas de la métrica estaran incluidos en
los tltimos dos términos. Desarrollando las derivadas con ayuda de (A.2), tendremos que

1
Roe = _§9bd (00dgac + Oadegba — 20a0(cgayp) + Fac(9,99), (A.5)
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donde F,.(g,0g) es un tensor que sélo depende de g4y y sus primeras derivadas 0, gpe.

Estas ecuaciones se pueden llevan a una forma cuasilineal hiperbélica de segundo or-
den recurriendo a una eleccion particular de coordenadas. Sea H* definida para cualquier
sistema de coordenadas {z*} como

H* = ¢V, Vyzh. (A.6)
Con ayuda de ({A.1)) podemos verificar queﬂ
HF = —g"T" 4, (A7)
y con ayuda de ,
HY = —g"*6" Oygac + %g“bg“cacgab- (A.8)

Calculando una derivada sobre esta funcion se obtiene
1
OaH" = —g"* g% 0,04p. + §gbdg”€0aaegbd + A" 4(g,09), (A.9)

con " ,(g,0g) un covector que s6lo depende de gqp v sus primeras derivadas 0ggp.. De
aqui tenemos que

Iu(OayH" = —g"040 090y + %gbdaaacgbd + Gue " 0y(9,09), (A.10)

donde comparando con , tenemos que
Roe = _%gbdabadgac —= Gu(@Oey H" + gu@ " 0(9,09) + Fac(g, 99). (A.11)

Entonces, de aqui se sigue que un sistema de coordenadas tales que
H" =0, (A.12)
inmediatamente lleva la ecuacién a la forma cuasilineal hiperbolica de segundo orden
9"04049ac — 2Hac(g,99) = 0, (A.13)
donde X

Hac(g,09) = gu@" ¢)(9,09) + Fuc(g, 09). (A.14)

Notese que siempre podemos escoger coordenadas armoénicas a partir de datos sobre una
hipersuperficie de Cauchy ¥, ya que para un conjunto arbitrario de coordenadas {y*}
definidas en una vecindad de X, podemos expresar las soluciones {z*} a la ecuacion (A.12
tomando como datos {y*} en X, y sus derivadas normales { —n*Vy* } sobre . Al ser ((A.12
una ecuacion lineal hiperbolica, tiene buena formulacion de valores iniciales. Es decir, la
condicién de usar coordenadas armoénicas no represente ninguna pérdida de generalidad

[56].

!Notese que se esta incurriendo en un abuso de notacién al mezclar indices abstractos con indices
numéricos, como es el caso de u. En este caso tenemos, por ejemplo, para un tensor Toy, = Ty (dz*)qo (dz” )y,
que Typa = Thw (dz")a, y de manera analoga para tensores de rango arbitrario.
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A.2. Caso con materia.

Para el caso con materia, la posibilidad de tener una buena formulacién de valores
iniciales depende de las ecuaciones que satisfacen los campos de materia, asi como su tensor
de energia-momento. Si se trata por ejemplo, de un campo escalar ¢ que obedece una
ecuacién cuasilineal hiperbélica de la forma

9"V oV + V (9,00, 9,09) = 0, (A.15)

y su tensor de energia momento es de la forma Ty(¢, 09, g, dg), entonces podemos tomar
la traza de la ecuacion de Einstein (3.20)) para obtener

R = —-8rGNT(¢,09¢,49,09), (A.16)

donde T = ¢™T,;, v de este modo la ecuacion de Einstein en coordenadas armonicas vuelve
a ser cuasilineal hiperbdlica de segundo orden,

gbdabadgac - 219-(10(97 ag) + 47TGN (T(¢7 a¢7 g, ag) - 2Tab(¢7 8¢7 9, ag)) =0. <A17)

Sin embargo, en el caso del sistema de campo escalar con acoplamiento no minimo

planteado en la seccion (3.2), tenemos el sistema (3.16)), que es de la forma

9°VaVp — m’¢ — ER(g,dg, 8%g) = 0, (A.18a)
Rar(9:09,0%9) — 5 R(9,09,0%9)g = $7Gig s () Ton(6,09,0%6), (A18b)

donde G
Gess(0) = T 8nCnid® (A.19)

v Top(¢, 0, 0?¢) esta dado por

Tap(¢,0¢,9°¢) = (1 — 26)(Vatp) (Vi) — 266V Vb

~ 50w (1= 400 (Ved)(Vag) + m?¢? — 406] . (A20)

Notese que (A.18a)) corresponde a la ecuacion ([3.16a) mientras que (A.18b)) es la ecuacion

(3.16b)) escrita de manera compacta.

Debido al término R en (A.18a), que en general incluye derivadas segundas de la métrica
en la ecuacion del campo, y de los términos V,Vp¢ y Lo en 7 este sistema no esta
en forma cuasilineal hiperbdlica ni atn en coordenadas armoénicas. Por lo tanto, para llevar
este sistema a una forma cuasilineal hiperbolica de segundo orden necesitamos realizar un
procedimiento adicional. En [65], Noakes bosqueja un procedimiento para el caso particular
¢ =1/6, que aqui vamos a desarrollar explicitamente para £ arbitrario.
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Comenzamos con calcular la traza de (A.18bf), de donde tenemos que

R(9,06,0°6) = ~8nGlg (6,00, 0°9), (A21)
donde
T(9,06,0%0) = 6Ty = 6(6 — 1/6)(V°)(Ved) — 20 +66906.  (A22)
Por lo tanto, la ecuacién se reescribe como
Rap = 87GepTap(9, 00,0 9), (A.23)
donde
(6,06, 0°0) = Tup(0,06,5°6) — LT(6,00,9°0) g, (A.21
= (1= 26)(Va0) (V36) — 266VaVs0
— S8 (E(V9) (V) — m?¢? + 266T79). (4.25)
De se sigue que
7= g%y = —T. (A.26)

Hasta este punto hemos simplificado la parte izquierda de para que en coordenadas
armoénicas ésta adquiera una forma cuasilineal hiperbodlica de segundo orden para las com-
ponentes de la métrica, sin embargo, atin tenemos términos de segundo orden en derivadas
del campo en 7,;. Para eliminar el término (¢ lo intuitivo seria despejar este término de

(A.18a]), pero obtenemos una expresion de la forma

O¢ = (m® + £R(¢, 00, 0%9)), (A.27)

donde tenemos a R(¢, 3¢, 0?¢) dado por (A.21)) en términos de T = —7. Por ende, primero
es necesario sustituir (A.27) en (A.21)) y s6lo después, despejar R, obteniendo

R(,09) = 481G (9) ((1/6 — €)(V8)(Ved) + (1/3 — E)m?¢?) , (A.28)
=R(¢, V4V.9), (A.29)

donde hemos definido

GN
G = .
#(9) 14+ 487G NE(1/6 — €)p?
De este modo, la ecuacién para el campo adquiere la forma
O¢ — (m® + £R(¢, V¢V 0)) ¢ = 0. (A.31)
Atun tenemos que tratar con el término V,V;,¢ en (A.24)). Para ello, definimos el campo

(A.30)

Vg = Va0, (A32)
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y tomamos una derivada de (A.31)) para obtener una ecuaciéon de movimiento para v,

(v — Ra Py — m2v, — E¢V4R — ERv, = 0, (A.33)
donde hemos empleado la relacion
VaVive = VyVate + Rave “va, (A.34)
contraida en la forma
gchavac = gbCVchva — R, bvb, (A.35)

donde Ry es el correspondiente tensor de Ricci dado por la ecuacion (|A.23)), evaluado en
términos de v,, es decir,

Rap(6, v, V) = 87Gl; f(¢){ 2(1/2 — €)vauvy — 266V auy

— S0 (26050, — M3 + 2662 (m? + €R(6,0)) . (A.360)

De este modo, la ecuacion (A.33]) es en efecto cuasilineal hiperbolica puesto que R y su
derivada V,R no involucran mas que derivadas de primer orden en v,, a saber,

R(¢,v) = 487G (6){ (1/6 — )v°ve + (1/3 — Om?¢? |, (A.37)
(VaR(6, v, 70) = %272 ()0 R(5,0)
®
+ 487TG¢(¢){2(1 /6 — )0V g + 2(1/3 — §)m2¢va}. (A.38)

Luego, reescribimos la ecuacion de Einstein (A.23]) en términos de ¢, v, y Va0,

Ray(g,0g) = 87Ge; f(¢){ 2(1/2 — €)vauvy — 266V a0y
1

- §gab (261}6”0 - m2¢2 + 2§¢2(m2 + gR(gbv U))) } (A39)

Finalmente, en coordenadas armoénicas, tenemos que el sistema dado por las ecuaciones
(A.31), (A.33) v (A.39) conforman un sistema cuasilineal hiperboélico de segundo orden
para los campos ¢, v, ¥ gap- Visto de este modo, no se incluye la ecuacion dentro del
sistema. Sin embargo, a partir de datos iniciales adecuados para v,, el problema de valores
iniciales bien puesto garantiza que se cumpla la ecuaciéon . Es decir, si tomamos como
dato inicial

Ua|2 = (Da¢)2 - nad)|27 (A40)

tendremos que se cumple la ecuacion (A.32)) sobre la hipersuperficie X, ya que el lado
derecho es justamente la descomposicion 3 + 1 de V,¢ evaluada en . Por otro lado, de la

ecuacion (A.31), en su forma 3 + 1,
—0+ K¢+ (m* +€R(9, D¢, ¢) — D" D) = 0, (A.41)
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se puede obtener el valor correspondiente a d) en Y. Por otro lado, si expandimos en
forma 3 + 1, y utilizamos la identidad sobre aplicada a v,, tomando N =1
y N =0, se obtiene . )

Vg = Dgp — ngo. (A.42)

Es decir, tomando, con ayuda de (A.41)), como segundo dato inicial para v,
Vals = Dadls + nq <K¢|2 + (m? + €R(¢ls, Dgls, dls) — DbDb)¢|Z) ; (A.43)

entonces en efecto se cumpliré la ecuacion en todo el espaciotiempo.

De este modo, tenemos que el conjunto de datos iniciales para este sistema es la métrica
inducida sobre X, hgp, el tensor tangente a X y simétrico, Ky, el campo ¢ sobre X y su
derivada temporal qﬁ sobre X.



Apéndice B

Renormalizacion del Tensor de
Energia-Momento: Ambiguedades

De acuerdo con la prescripcion de Wald [56],]57], la manera més general posible de
expresar el valor de expectacién del tensor de energia-momento renormalizado dado un
estado de Hadamard w, es

(Tab>(ren) = <Tab>(w) + T(Eg)v (Bl)

donde el término <Tab>(w) depende explicitamente de los limites de coincidencia de la parte
regular de la funcién de dos puntos del estado de Hadamard w. Por si solo, este término
falla en ser conservado por un factor [v1]gap (el coeficiente que acompana al logaritmo en la
expansion de Hadamard de la funcion de dos puntos). Ademas de este término, el formalismo
permite agregar términos de ambigiiedad puramente geométricos, es decir, independientes
del estado, y que se construyen a partir de escalares locales de curvatura con las dimensiones
correctas, y que son de la formaE]

1 6
HY = — / d*z\/—gR* B.2a
b /79 5gab M Y ( )
1
= 2V,VyR — 2RRy, — 20Rgap + 5Ranb, (B.2b)
Hc%b = ! 0 b / d4x\/ *gRCdRcd (B3a)
V=909 Ju
1 1
= VaVyR = ORap = 2B Reaty = 59ab0R + 5 9ap R Rea, (B.3b)

!Notese que estos términos difieren de los indicados en Birrell & Davies [79] por el signo de gqp, O =
9V aVs, Rave &, Rap, etc., dado que en esa referencia se utiliza la signatura (1,-1,-1,-1).
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70 APENDICE B. RENORMALIZACION DEL TEM: AMBIGUEDADES.

1 1)
3 _
Hab = =5 50
1
= 2V, VR — 40Rgp 4 4R 4Ry — 4R Reagy, — 2R 4 Reqen + 5Rcd€f Redef Gabs
(B.4b)

/ d*z/=gR“% Rge; (B.4a)
M

asi como términos proporcionales a Ggp, v a m*gys, que corresponden a reescalamientos de
la constante de Newton y de la constante cosmoldgica, respectivamente. En la ecuacion

(B.1)) el término Tég) incorpora tanto el término necesario para garantizar la conservacién
de (T, ab>(ren), proporcional a [v1]gap, asi como los términos H', H? H3.

En el caso de cuatro dimensiones, éstos términos no son independientes ya que la ca-
racteristica de Euler,

¢ = / d'oy/=g (B = AR Req + B! Reey (B.5)
M
es un invariante topoldgico y por lo tanto
Hgy, — 4H3, + Hg, = 0, (B.6)

es decir, s6lo dos de estos tres términos son realmente independientes.
)

Siguiendo a Décanini & Folacci [60], la parte dependiente del estado (T,;)“) que se
obtiene de la prescripciéon de separaciéon de punto es
()@ = — |2+ 212V V 4 g (6 = 2 ) O% + SR (B.7)
ab 2(27[_)2 ab 9 aVbd ab 4 ab | » .

2 0 . ., .,
donde wgp y w corresponden a los coeficientes de la expansiéon de Taylor para la funcién
regular W definida en (2.14]). En |60] también se establece que la forma explicita del término
que se ha de anadir para garantizar la conservaciéon del tensor renormalizado es

1 1 1 1 1 1 1
mgab[’”ﬂ = Wgab{ §m4 + 1 (f - 6> m*R — 2 <f - 5> LR

1 1 2 2 1 cd 1 cde f
+ 3 (5 - 6> R” — %R Req+ %R Regep oo (B-8)

En conjunto con la identidad , esto implica que la expresiéon mas general para
<Tab>(ren), que contiene todas las ambigiiedades posibles pueden caracterizarse en términos



71

de dos de tres parametros i, as y as como

ren 1
<Tab>( en) _ <Tab>(“’) — mgab[vl] + alH;b + angLb + agyGap + aAm4gab, (B.9a)
1
= <Tab>(‘”) — Wgab[vl] + o HY + azH3S, + acyGap + aam*qa, (B.9b)
1
= <Tab>(‘”) — Wgab[vl] + agﬂgb + agﬂg’b +agyGap + arm*ga.  (B.9c)

A continuaciéon absorberemos ag, y aa en las constantes de Newton y Cosmologica, es
decir,

G lorie)
Gy = N( EI (B.10a)
1-— 87rG']\(;rlg agy

A(orig) _ (orig) 4
A= 8”(GN ) aam (B.10b)
1-87Gy ¥agy

Luego, el término geométrico Tég) = (T) " — (T,,)“) esta dado por

— 5§

1,2p(9) 1
T, =201 + 22)Vo VR — = <40é1 + o + 18072

) ORgap — ol Ry,

1 1 cd 1 cde
+ 5 <C¥2 + 28807['2> R Rcagap — 57607T2R chdefgab

2 115272
L
3272

1 1 —6¢)?
+ = <a1 - (£)> R%gap — 201 RRyp — 200 R Rt
1 &) m*Rga — Lm4 (B.11)
6 Gad (87[')2 Gab; .

. , . 1
si escogemos conservar los términos H, y H? 0y O

— 58

1,3(9)
T,) =(2a1 + a3)VoVyR — <2a1 + 5602

> DRgab - 4a3|:|Rab

1
288072

1
RCdRcdgab + 5 <043 - ) RCdechdefgab

* 576072

1 1 - 6¢)°
+3 <a1 - (11522> R?gap — 203 R o Reaeh — 201 RRa

+ 43R, “Rpe — 43R Renay

1 1 1
<6 - f) mzRgab - Wm4gab7 (B~12)

+ 3272
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si escogemos los términos H ;b v H 31), o bien,

1 1-5
2,3Ta(g) :(ch + 2a3)VaVbR — 5 (OQ + 48071'§> UORgap — (042 + 4053)DRab

1 1 1 1
T3 (OQ * 28807r2> B Reagar + 5 (a?’ N 28807r2) R Rede o

1 - 6¢)?
_ (48271-3)R29ab + 2a3RCde aRcdeb + 4@3Ra CRbC . 2(@2 I 2a3)RCdRcadb
1 1 2 1 4
3272 6 Rgor = (52 B.13
+ 3972 <6 g) m-Iigab (87T)2m Gab, ( )

. L . 2 3 L, ., . .
si conservamos los términos H7, y H;, en . Notese que también es posible modificar
ap para que absorba el término ﬁm‘lgab, de modo que a su vez se reabsorba en A.

ren)

Si se calcula la traza de <Tab>( , se obtiene

3 1 0 1 1
Taa(ren): 4, - 1/ = m?2 - - 2
(T a) g2t gz (6128 —m)uw a2\ &)mHh
1 —5¢ (1-6£)° ,
— =24 |0
* <4807r2 5) B G B
1
— R“Ry — R Ry, B.14
donde
8 =301 + as, (B.15)
sl expresamos Tég) en términos de H ;b y Hgb,
B =31 + as, (B.lﬁ)

. A . 1 3 .
si lo hacemos en términos de H,, y H,, o bien,

8= as+ as, (B.17)

si escogemos Hgb vy H 2b'
En el caso de un campo escalar sin masa con acoplamiento conforme (§ = 1/6), el tensor

de energia-momento clésico se anula, pero en la expresion (B.14]) no ocurre asi; en su lugar
se obtiene

(ren) __ 1 1 d d
T e) conr) = <28807r2 - > DR = Samp (e = “/ Reder), (B.18)
que suele denominarse Anomalia Conforme. Notese que no es posible cancelar esta cantidad

de manera general, atun escogiendo valores de 8 que, por ejemplo, cancelen la dependencia
con [R.



Apéndice C

Formulacion de valores iniciales en
términos de funciones de Green para
operadores lineales e hiperbolicos

Sea (M, g) un espaciotiempo globalmente hiperbdlico con secciéon espacial compacta.
Sea P : C§°(M) — C°°(M) un operador lineal hiperbolico definido por su accion sobre
funciones de prueba f € C§°(M) como

Pf=0f-UJ, (C.1)
donde U € C°°(M). Entonces, existen operadores de Green distinguidos E* : C§°(M) —
C®(M), tales que

PE*f=E*Pf =, (C.2)

con la propiedad de soporte

supp(E=f) C J* supp(f). (SuppE)

Para cualquier f € C§°. Estos operadores estan univocamente definidos debido a la hiper-
bolicidad del espaciotiempo y a que el operador P es hiperbolico. A éstos operadores se les
denomina operadores fundamentales de Green adelantado E~ y retardado E™.

En términos distribucionales, tendremos que

(E*1)(0 = [ avol(y). E* ) f() (€3

donde los biescalares E*(x, ) son tales que
P E*(x,y) = 6(x,y)/(— det g (v)), (C.4a)
PyEE(x,y) = 6(x,)/(— det gu (x)). (C.4b)
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En esta notacion, la ecuacion ((C.2)) tiene la expresion

/ dvol(y) P [E*(x, y) f(y)] = / dvol(y) F*(x,y)(P)(y) = f(x).  (C5)
M M

Asimismo, se puede verificar la siguiente relacion entre propagadores ante el intercambio
de sus argumentos,
E~(x,y) = E"(y.x), (C.6)

que se deriva directamente de su unicidad.
Considere una region compacta D C M, y funciones suaves (o suficientemente regulares)
u,v € C°(M) definidas en D. La identidad de Green en nos dice que

[ dwlly) ) Po) v Pa)] = [ 4S() [us) (Vo)) = o) (Ta(y)].
(C.7)
donde V,, es la derivada normal saliente en la frontera de D, dD. Siguiendo el argumento
del Lema A.1 de Dimock [80], sean u una solucién suave de Pu = 0, v = E* f para algtn
f € C§° y consideremos la region D = D~ = J~ (X) — X. Entonces, tendremos de (C.7)) que

[ vl us) 1) = [ W (VB D) = (EFDTa(y)]

by

2)f(z) — (Vau)(y) /M dvol(z2) E* (y, ) (z) |
(C.8)

:/dZ(y) [u(y)vny dvol(z)E™ (y
= M

Notese que E f no tiene soporte sobre la frontera al pasado infinito de D, por lo que dicho
término de frontera no aparece en esta expresion. Anélogamente, tomese ahora v = E~ f y
la region DT = J*(2) — X, de modo que ahora tendremos

/ dvol(y) u(y) f(y)
D+

__ / ds(y) [u(y)vny dvol(z)E~(y, ) f(2) — (V) (y) / dvol(z) B (v, 2)f (2)
> M M )

Luego, dados los datos uy = u|x, g = Vyuly, de la suma de (C.8)) y (C.9) se obtiene
u(h) = [ a2w) [40)Vuy = (@u)(9)] [ avolle) [ (r.2) = B~ (y.)] S(2). (€10

Sea ahora F(x,x') : C§°(M x M) una bisoluciéon a P, es decir,

P F(x,x)
/

0,
Py F(x,x') =0.
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Supongamos que F es L'(M x M) asi que la bidistribuciéon F' puede definirse para cuales-
quiera f,g € C5°(M) como

F(f,g) = / dvol(x) dvol(x') F(x, ') f(x)g(x). (C.13)
MxM
Entonces, para cada g, haciendo uso de (C.10) tenemos

F(f,9) Z/ZdE(X) [F(x,9)Vnx — (VaxF(x,9))] /M dvol(z) [E™(x,2) — E™(x,2)] f(2).

(C.14)
Luego, para cada x € ¥ también tendremos

F(Ka g) = /Zdz:(y) [F(g, X)vng - (vngF(Kv X)):| /M dVOl(Z/) [E+(X> Z/) - E_(Xv Z,)] g(Z,)'
(C.15)
Sustituyendo (C.15]) en obtenemos finalmente

F(f.g) = /MxM dvol(z)dvol(2) ()9 (<)

x { / d%(x) dX(y) F(x,y) [VaxB(x,2)] [WE(y’Z')]
YxXE

- /E AR A() (T Fs.) [Vas (. 2)] [E(y. )]

= [ ASE AR (Vs (.3 Vi [Pl 2)) [Py )]

[ AN aN0) (Vs VP, ) (B0 2)] [B(y. )] } NCERT)
IS

donde hemos usado el propagador avanzado menos retardado, E = ET — E~. La cantidad
entre paréntesis cuadrados puede ser identificada de inmediato con F(x,y) de acuerdo con

1.

Pla) = [ dS(a0(y) Plx.y) [VosBls.2)] [V Bly. )

- /EXEdE(X) dX(y) (Vay F(x,¥)) [VaxE(x,2)] [E(y,2)]

—/Exde(X) A%(y) (VaxF(x,Y))Vany [E(x,2)] [E(y,7)]

" / A2(x) dS(y) (VasVay F(x,¥) [B(x2)] [E@2)] . (C17)
YxX
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Esto muestra como reconstruir explicitamente la bisolucion F(x,x’) definida en M x M en
términos de datos iniciales dados en X x 3, correspondientes a las funciones de dos puntos
LY(¥ x X)) definidas para puntos X,y € ¥ como

Foo(x,y) = F(x,y), (C.18)

FOl(Xa X) = vnzF(Ka X) = ;i_rg,[vnyF(Ka Y)]a (C'lg)

FlO(Xa X) = vngF(X’ X) = )I(i_I)I)l([VnXF(X,X)], (020)

F11(§, X) = vngvnzF(X;X> = )l(l;mx [vnyvnyF<X7Y)]' (C21)
y—=y

Estas funciones de dos puntos definen bidistribuciones en C§°(X) x C§°(2), que denotamos
por Foo = Fly =, For = (1® V,)F|x, Fio = (Vo ®1)F|x y Fi11 = (V,® Vy,)F|x, en cuyos
términos se puede expresar ((C.16) en una forma mucho méas compacta usando notaciéon
distribucional,

F(f,9) = Foo(VoEfls,VoEgls) — For (Vo Efls, Eg|s)
— Fo(Efls, VaEgls) + Fui(Efls, Egls). (C.22)

Estos resultados son validos para funciones de dos puntos siempre y cuando sean regu-
lares y suaves, pero también es posible recuperar funciones de dos puntos distribucionales a
través de la prescripcion de integrar y después tomar el limite de expresiones regularizadas
Fooe, Fore; Froe y Fiie, es decir,

F(x,y) = lim {/EXEdE(X) dX(y) Fooe(x,y) [Van(g, z)] [VnyE(X, Z/)]

e—0F

. d%(x) dX(y) Fore(x,y)) [VaxE(x,2)] [E(y,7)]

d%(x) dX(y) Fioc(x,y))Vay [E(x,2)] [E(y,2)]

™

X

+

|
o~

XEdE(z) dX(y) Fiie(x,y)) [E(x,2)] [E(y,7)] } (C.23)



Apéndice D

Desarrollo en serie de la soluciéon de
Hadamard.

La solucion fundamental de Hadamard Z(x,y)

_ 1 U(x,y)
2(xy) = 8?<a(x, y) +ie(T(x) = T(y)
+ v(x,y) log <0(X’ )+ ZEES(X) - T(y)) + w(x, y)), (2.14])

estd determinada en una region localmente convexa A con x € A,y € Ay 20(z,y) el
cuadrado de la distancia geodésica entre y y x, salvo una funcion regular en el limite y — x,
si se cumple que

1. Z(x,y) es una soluciéon en x a la ecuacion de Klein-Gordon ([2.23)).

2. Z(x,y) es de la forma ([2.14) con U(x,y), v(x,y) vy w(x,y) funciones suaves de dos
puntos y regulares en el limite y — x.

La construccion explicita de las funciones U, v, w se puede realizar desarrollandolas como
potencias de o(x,y), es decir,

N
v(,y) = Y va(x,¥)0"(x,y) + O(™ 1), (D.1a)
n=0
N
wey) = 3wl v)o"(5,) + O, (D.1b)
n=0

y sustituyendo estas expansiones en la ecuaciéon de Klein-Gordon para H en la primera
entrada. El resultado son las ecuaciones de recurrencia de Hadamard, obteniendo

Cho(x,y) = 4= 20 (1) ((Va) 0 (,y) ) VU (5. y), (D2)

7
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donde U? se identifica como el determinante de Van-Vleck-Morette,

det(—(Vy)u(Vy)vo(x,5))
Ax = —
(y) —9(x)v/—9(y)

, @.17)

y los coeficientes v, y w,, se relacionan con los coeficientes de orden inferior, v,_1 y wp—1,
para n > 0,

(14 [V90] Vs — AT, A2V 0] ip = — 22 ”;2 “tB vz (D)
(0414 [V30]Va — A V2G5 [Va AV, = — 2 = ;”; —&R) . (D3b)

(n F14 [Vo]V, — A™Y2[V%] [vaA1/2]) Was1 =

1
—5, |2(2n - ATV [V AV + VOV, ), + (O, — m? — gR)wn_l} :
(D.3c)

Expandiendo a su vez cada v,, y cada w, como series covariantes de Taylor en términos de
derivadas de o(x,y), se pueden resolver explicitamente todos los términos vy, w, a orden
arbitrario, con la excepcién de wy. No existe una ecuaciéon para wg asi que éste término
debe ser fijado por separado.



Apéndice E

Expansiéon perturbativa de la forma

de Hadamard para acoplamiento
débil

En éste apéndice comprobamos que en el desarrollo perturbativo del sistema de escala-
res acoplados de la seccién cada término de expansién para la forma de Hadamard
H ?k tiene la misma dependencia funcional que el correspondiente término de expansién
perturbativo para la funciéon de Wightman G: en cada orden del parametro A, en otras
palabras, que H?k depende a lo mas de ¥_1 y Htpk—l (o sus coeficientes del correspondiente
orden).

Sean P = 0 —m? — 2\, ¢ € C®°(M) y A € R un parametro perturbativo, |\ < 1.
Suponga que 1 admite una expansion en el parametro perturbativo A de la forma

7l
= Mah + 0\, (E.1)
k=0
Sea Z; la solucién fundamental de Hadamard para P, es decir,
(Ox —m? — 2X(x)) Zp i (x,X') = 0, (E.2)
donde Z; es de la forma ([2.14). Considere la aproximacion de orden n de Zy,
ﬁ ~
Zy=> NZye+ 0N, (E.3)
k=0
Sustituyendo (E.1) y (E.3)) en (E.2)), y pidiendo que la ecuacion se cumpla orden por orden
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en )\, se obtiene

(Op — m?) Zyo(x,x) =0, (E.4a)
k—1
(Oo —m®) Zop(,x) =2 5(x) Zop—jo1 (x,%), ke{l,...,n} (E.4b)
§=0
Notamos que para cada orden k, Zyj sélo depende explicitamente de ,_1,%r_2,...,%0.

Sin embargo, una dependencia funcional en v, (x") no se descarta en primera instancia en el
sistema debido a que existen correlaciones entre los diferentes términos del desarrollo
en potencias de o para Zy. A pesar de esto, los 6rdenes de expansion se mantienen separados
(revisando el conjunto completo de relaciones de Hadamard), lo que permite seguir un
algoritmo de reconstruccion secuencial orden por orden. Considerando las expansiones
para Zy, se identifica A2 como el determinante de Van-Vleck-Morette, que no tiene
dependencia en 1, y se tienen las relaciones de recurrencia para cada v, y w,, andlogas a

©3).

O, — m2 — 2\0))

(14 [V9%]Va — AY2[V,AY[V 0] )vg = ! 5 AV (E.5a)
—m2 _
(0414 [V Ve — A2V [Va AV, = — e - M) in>0, (E5b)

(n +2 - A2V [V A + V“ava) Wpt1 =

1 — a a
eI [2(2[n +1] = ATYV2 V%[V, AY?) 4+ V0V o ) ons1 + (Op — m? — 20wy |,
(E.5¢)
Ahora, expandimos cada v, y wy, en A hasta el orden-n,

Uy = Z Nov, i 4+ O, (E.6a)

k=0
wn =Y Nwy i + O, (E.6b)

k=0

y requiriendo que las relaciones de recurrencia se cumplan independientemente a cada orden
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en A, se obtiene el siguiente sistema para los coeficientes vy, ;,

(O — m2)

(14 V]V, — AY2[V,AY2] V0] v = — A2 (E.7a)
(1+ [V]V, — AY2 [V, AY2)[V,ao))vo s = b1 AV, (E.7b)
0, — m?
(n+ 1+ [V90|V, — ATV2V%] [V, AY2) v, 0 = —(2nm)vn_m, (E.7¢)
O, — m?)v,—
(n+1+4[Ve%]V, — AV [V AY v, p + ( ’2””)” Lk _

1 k—1
- Z%’%—Lk—j—h (E.7d)

ni
donde verificamos que cada v, ; depende solamente de ¥p_1,Yp_2,...,10. Para w,; se

tiene

(n +1 - ATV, AV 4 vaava) Who =

1
- [2(2n — A2V [V A2 + V0V o) uno + (Op — mQ)wn_Lo]

2n

(E.8a)
<n +1 - ATV2Ve][V, AV 4 vaava) Wi
1
5 [2(2n — ATV [V AY2] 4 VoV vk + (O — m2)wn,17k} - (E.8b)

k—1
_ % [Z 1/;jwn_1,k_j_1} , (E8¢)
j=0

que nuevamente implica que a cada orden k > 0 en A, cada w,,  depende explicitamente s6lo

de Yr_1,Yp—2,...,%0. A continuacion expandimos cada vy i, wy  como series covariantes
de Taylor,
o0 1 x a1 X Gp
Ok 3) = D ks 0,V o(xy) -V o(xy), (E.92)
p=0""
e 1 x a1 X Gp
wn,k(xa Y) = Z *'wn,k,m...ap (:L‘)V U(Xa y) -V U(Xa Y)v (Egb)
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donde los coeficientes p—tensoriales vy, i q,...q, () estan dados por

Unk,0(x) = lim v (x, ), (E.10a)
Unka(x) = m Vot (5Y) = Vata ko), (E.10b)
Un,karas (X) = ?}g{lr(val Vag)yUnk(X,y) — %al %agvn,k,O(X) — 2é(alvnyk7a2)(x), (E.10c)
(E.10d)

que pueden leerse directamente de tras aplicar el correspondiente ntimero de derivadas

y considerar el limite y — . En este limite, el sistema de ecuaciones se convierte en un

sistema de ecuaciones algebraicas, con lo que se descarta cualquier posible dependencia de

Yk para cada término vy, g q4...q,- Fl mismo procedimiento puede aplicarse a los coeficientes

W, k,ay...a, (T), aunque en general soélo es de nuestro interés la parte singular de ng, H?k.
Finalmente, en la reconstrucciéon de cada término de Hgk tendremos

1/2(x N o(x
Hpo(x,y) = ( 4jr)2 AU(; };)Y) +) 0" (x,¥)on0(x,¥) 1n< %5”)]

+ O(cM*1) (E.11a)

n=0

HY,( _ 1 - n o(x,y) M+1
£,k\%s y) (47‘(‘)2 Z o (Xv Y)Un,kafl’ SRR ¢0](X7 Y) In 02 + O(U ) (E11b>
n=0

donde hemos anotado explicitamente la dependencia funcional de cada término, y hemos
omitido el término i2¢(T(x) —T(y)) +€2 para evitar hacer mas engorrosa la notacién. Notese
que Zg,o corresponde a la solucién fundamental de Hadamard para el sistema desacoplado
con operador Py = O — m?, como era de esperarse. Los coeficientes de correccion, H ? o
con k > 0, no tienen la forma de Hadamard, pero incluyen el comportamiento de las

singularidades que depende de ¥y_1,...,%, para el problema acoplado.
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F.1. Foliaciones del espaciotiempo

Sea (M, gqp) un espaciotiempo globalmente hiperbélico. Esto quiere decir que existe una
hipersuperficie dcrona X llamada hipersuperficie de Cauchy tal que para cada punto p en
M, toda curva inextensible tipo tiempo que pasa por p interseca ¥ exactamente una vez.
Por lo tanto, es posible escoger una congruencia £ de curvas tipo tiempo que cubren el
espaciotiempo por completo. A una parametrizacion suave de dicha congruencia de curvas,
que denotamos por ¢t : M — R, tal que t(p) = to para todo p € X, y que crece hacia el
futuro de p, le denominamos funcidn tiempo. Por construcciéon, cada hipersuperficie en que
la funcién tiempo t es constante es una hipersuperficie de Cauchy, definiendo una familia
uniparamétrica de hipersuperficies de Cauchy que en conjunto cubren todo el espaciotiempo.

Con esta construcciéon podemos identificar una y s6lo una hipersuperficie de Cauchy con
cada punto del espaciotiempo, y usar el flujo de la congruencia £ para identificar puntos
en diferentes hipersuperficies. Esto provee una nocién particular de evolucién temporal a
través de un grupo uniparamétrico de difeomorfismos en M dados por

¢T(p) = )‘P(tp + 7—)’ (Fl)

donde A, es la curva particular de la congruencia £ que pasa por p y t, es el valor de la
parametrizacion por t tal que

Ap(tp) = p. (F.2)
De aqui se sigue que la estructura de un espaciotiempo globalmente hiperbélico se puede

separar como
M=% xR, (F.3)

A esta construccion, que incluye la familia de hipersuperficies de Cauchy, la funcion
tiempo y la identificaciéon entre puntos de cualesquiera dos hipersuperficies por medio de
un grupo uniparamétrico de difeomorfismos es a lo que denominamos foliacidn del espacio-
tiempo.

83
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Notemos que podemos comenzar esta construccién definiendo un campo vectorial t* tipo
tiempo que no se anule en ningtn punto de la variedad. En un espaciotiempo globalmente
hiperbélico, las curvas integrales de este campo pasaran por cada superficie de Cauchy en
un solo punto. Por lo tanto, podemos definir la congruencia de curvas £ como el conjunto
de curvas integrales de t* bajo una parametrizaciéon particular dada por la funcién global
de tiempo t. Haciendo la identificacion t*V, = 9, tenemos que

19Vt =1, (F.4)

expresion que seré util mas adelante.

F.2. La descomposicion tensorial 3 + 1 completa

Definimos el espacio vectorial Y-tangente o tangente de hipersuperficie a un punto p € 3,
como el subespacio vectorial de 7, C V, generado por todos los vectores tangentes a las
curvas contenidas en ¥ que pasan por p. En conjunto con su espacio dual 7,7, podemos
definir tensores de rango arbitrario en p mediante el producto tensorial. De este modo un
campo vectorial 3-tangente de define como la asignaciéon de un vector -tangente a cada
punto de . Esta nocién se generaliza naturalmente a campos tensoriales »-tangentes, a
los que denominaremos simplemente tensores tangentes.

A partir de la estructura que proporciona una foliacién, y la métrica del espaciotiempo,
es posible construir una divisién formal de los campos tensoriales segtin sus miltiples pro-
yecciones respecto a las hipersuperficies de Cauchy de la foliacién. Para ello, comencemos
por notar que la derivada de la funcion tiempo, V,t, es un vector dual ortogonal a cada
hipersuperficie ¥ de la foliacion. Por lo tanto, el campo vectorial dual unitario, ortogonal a
cada hipersuperficie de la foliacién estd dado por

- Vat
V=9 (Vat)(Vst)’

A un conjunto de observadores cuyo vector 4—velocidad es n® se les denomina observadores
Eulerianos.

(F.5)

Ng =

Gracias a este campo podemos expresar el espacio vectorial tangente en cada punto p
del espaciotiempo como el conjunto de vectores ortogonales a n® en ese punto, es decir,

Tp={v" €V, : v'n, =0}. (F.6)

Analogamente, el vector normal dirigido al futuro n® = ¢%ny, permite expresar el espacio
vectorial dual ¥—tangente 7,

T, ={va €V, @ van® = 0}. (F.7)
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Los subespacios T, y T, pueden verse como el resultado de una ortogonalizacién de
Gram-Schmidt parcial de los espacios V, y V,, respectivamente. Esto significa que en cada
punto p € M, el espacio vectorial tangente a p pude separarse como

VP = 7;769-/\/;77 <F8)

donde N, C V), es el subespacio generado por n?, y similarmente para el espacio vectorial
dual,
* _ x *
Vo =T, &N,. (F.9)

Esto significa que cada vector y vector dual en cada punto p € M puede expresarse
como una combinacién de la forma

v =04+ wv n", (F.10a)
Wq = Wq + Wi Ng, (F.10b)

respectivamente, donde v* € T, y @, € T,. La proyecciéon normal v, puede calcularse
contrayendo la ecuacion (F.10al) con n, para obtener

v = —ngv. (F.11)
Se sigue directamente que
% = v® + nny’. (F.12)

Auxilidndonos de la identidad tensorial (espaciotemporal) 6%, podemos expresar el corres-
pondiente proyector Y-tangente de vectores como

h®p = 6% + nny, (F.l?))

de modo que v* = h%, v®. Asimismo, el proyector correspondiente para vectores duales estéa
dado por
hot = 6,0 4+ ngn. (F.14)

Notese que debido a la independencia lineal entre proyecciones tangentes y proyecciones

ortogonales, se sigue que la separacion (F.10)) es tnica.
Distinguimos de la separacion del propio vector t%,

#¢ = N 4+ n®N, (F.15)

el denominado vector Shift, correspondiente a la proyecciéon tangente N¢, y la funcién Lapse,
correspondiente a la componente de la proyeccion normal N [62],[81].

Se sigue de las ecuaciones ([F.4) y (F.5) que

N = L (F.16)

V=g (Vat)(Vyt)
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ng = —NV,t. (F.17)

Si ahora consideramos el producto tensorial del espacio vectorial dual en p consigo
mismo, de ([F.8)) se sigue que

VooV, =T, 2T,) e (T, @Ny) &N, @T,)) & N, @ Ny), (F.18a)
lo que significa que un tensor de rango (0,2), sea éste Ty, 4,, se expande en la forma

0 1 2 3
Talao == Ta1a0 + Ta1 nao + Taonal + Tnal na07 (F]‘g)

donde cada término %ai .a;, €8 un vector tangente que hemos identificado por una etiqueta
numérica m. Llamamos a la expansion 3+1 completa del tensor 1}, 4,. Notese que esta
expansion es tnica en el sentido de que cada término es linealmente independiente entre si:
dos de los términos de la expansion (F.19)) nunca pueden anularse entre si. Naturalmente, un
difeomorfismo que mapea puntos en cada hipersuperficie de la foliacion a puntos en la misma
hipersuperficie (es decir, un difeomorfismo espacial) puede modificar las componentes de

m
cada término Taik---aio’ pero no mezclara términos entre si.
Un caso de interés de este tipo de tensores es

halao = gaobhal b7 (F20)
= ga1a0 + na1 nao' (F21)

Puede mostrarselﬂ que este tensor es la representaciéon 4— dimensional de la métrica es-
pacial (euclidea) inducida sobre cada hipersuperficie ¥ de la foliacion por la métrica del
espaciotiempo ¢gqp, dado que satisface las siguientes propiedades:

A. Es simétrica.
B. Es un tensor (0,2) Y—tangente.
C. hblboﬁblwbo = gblboﬁblwbo para cualesquiera @, 9% € T.
Vemos que A se satisface por construccion. Para mostrar B verificamos que

b b b
Ragbo™ = Gagbe™™° + NagMpyn°
= Ngy + nao(_l)
=0.

Ver [62], secc. 9.2 y 10.2.



F.2. LA DESCOMPOSICION TENSORIAL 3 +1 COMPLETA 87

La propiedad C se verifica directamente,

- b
P by 070 = gp,p, 07

~b1 ,~b
= Gbiby0 WO

W + Ny Mgy 01D

Notese que podemos invertir (F.21)) para expresar la métrica del espaciotiempo en su
expansion 3 + 1 completa,

Jarao = Rarag + (1)1, Mag, (F.22)
es decir,
oo = e (7 23
G, =0, (F.24)
5% =0, (F.25)
§=-1, (F.26)

siguiendo el mismo etiquetado que se definié en .

En general, el desarrollo 3+ 1 del producto de un ntimero arbitrario de espacios vectoria-
les duales da como resultado que todo tensor covariante se puede expresar como la suma de
un conjunto de términos linealmente independientes formados por el producto de un tensor
Y —tangente con un producto de covectores normales n,,; tal que el nimero total de indices
libres de cada término sea siempre el mismo. Es decir, para un tensor (0, k) tendremos que

0 1 2
Tak,lak,g...mao :Tak,lak,g...alao + Tak,lak,g...alnao + Tak,lak,annal
2k_2 2k 1
+oo 4+ T gonay Ny Nay + T Nay_Nag_y - Na1Nag,  (F.27)

donde las etiquetas m para los tensores tangentes estan dados por los indices de los co-
vectores normales que estan en producto con el correspondiente término de proyecciéon, de
acuerdo con el ordenamiento de indices ay_1, ag_2, ..., a1, ag. Llamemos (,, al conjunto
que contiene las etiquetas numéricas de todos los covectores normales de un término m
dado, es decir, sea

G ={d1---Jr}, (F.28)

con los elementos j; tales que la correspondiente componente m se escribe como
m
Ta’pl"'ap(k—r) Naj Naj, " * Naj, - (F.29)

Entonces, se cumple que
.

m=Y_ 2=>) 2" (F.30)

J€Cm s=1
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De aqui que esta sea una manera natural de enumerar las componentes >—tangentes de
cada proyeccién, puesto que corresponde a la representacién en binario de m dada por
asignar el valor 1 a los indices de los covectores normales de la correspondiente proyeccion,
y 0 a los demas indices, todo respecto a la posicién que ocupan estos indices en el tensor
no proyectado de acuerdo al orden de indices establecido anteriormente. Asi mismo, la base
2 surge directamente del hecho de que bajo esta separacion se consideran tinicamente dos
posibilidades para cada indice; o es parte de la componente tangente de la proyeccién o
corresponde a un covector normal.

Notemos que para un tensor (0,k) existen 2% proyecciones posibles en su expansion
3 + 1. Consideremos por ejemplo ahora un tensor (0,4), Tosasa1a0- SU €Xpansion contara
con 2% = 16 proyecciones, que se numeran del 0 al 15. De acuerdo con esta numeracién de
proyecciones podemos advertir que, por ejemplo, la proyeccién 11 tendré indices normales
as, a1 y ag, dado que 11 = 23 42! 429 Entonces, la componente tangente de la proyecciéon
11 estard dada por

% =h bz(_ b3\(__,,b1\(_, b0
az — 'taz n )( n )( n )Tb3b2b150' (F31)

Destacamos que la separaciéon 3 + 1 no es mas que una representacién completa de
tensores 4—dimensionales en términos de tensores 3—dimensionales, de acuerdo con una
separacion particular del espaciotiempo en hipersuperficies de Cauchy. Por lo tanto, en
conjunto, la foliacion y las 2% componentes tangentes de las proyecciones 3+ 1 de cualquier
tensor (0, k) definido en el espacio tensorial tangente del espaciotiempo, contienen toda la
informacién asociada a dicho tensor, y por ende, es posible reconstruirlo a partir de dichos
términos definidos en el espacio tensorial ¥—tangente.

Las nociones hasta ahora expuestas para tensores (0,k) se generalizan directamente
para tensores de rango arbitrario (I, k), siguiendo el ordenamiento de indices sin distinguir
indices covariantes y contravariantes.

F.3. Operaciones sobre indices en el formalismo 3 + 1

Ya que hemos definido la manera de expresar cualquier tensor en de acuerdo a la se-
paracién 3 + 1, es de interés revisar las expansiones para tensores sujetos a simetrizacion,
antisimetrizacion y cuando se contraen dos de sus indices, en términos de las proyecciones
originales. Por ejemplo, para un tensor de la forma , uno puede calcular directamente

1
T(alao) = 5 (T(llao + Taoal) (F32)

para obtener

1 0 0 1 2 2 1 3
T(CLICLO) = b1l { <Ta1ao + Taoa1> + <Ta1 + Ta1> Nag + Nay <Tao + Tao) } + T'ngy Ny -
(F.33)
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Asimismo, ante la antisimetrizacion de sus indices,

1
91 (Ta1a0 - Taoa1) ) (F34)

Hanao) = 5y

obtenemos

1 0 0 1 2 2 1
T[alao] = 5 { (Tamo - Taoa1> + (Ta1 - Ta1> Nay + Nay <Ta0 - Tao) } : (F'35)

Para obtener estas expresiones es necesario realizar el etiquetado de las componentes tan-
gentes de proyeccion del tensor 1}, 4, antes de intercambiar los indices.
Para la contraccion de sus indices,

Tbb - gblbOTb1bo7 (F36)

obtenemos
3

b bibor
T°y = h*" Ty, — T (F.37)
Para expresar las formulas generales para la simetrizacién y antisimetrizacion arbitraria
de tensores de rango arbitrario, es ttil introducir otros conjuntos de etiquetas de indices en
adiciéon a (G

Li={k—1,k-2,...,1,0}, (F.38)
YE =1, — . (F.39)

El conjunto Ij contiene las etiquetas de todos los indices de un tensor de rango (0, k),
mientras que Yn’fb contiene los indices correspondientes a la componente tangente de la pro-
yeccién con etiqueta m del mismo tensor. Asimismo, usaremos las siguientes convenciones
de notacion; dado un conjunto ordenado @ = {ji,...,J;} de etiquetas de indices, y un
tensor Ag, ,..ao, €scribimos

Ay, =A

(ZQ - (Ijl ...ll]'l . (F40)
Denotamos por P(Q) al conjunto de permutaciones de un conjunto ordenado @, y deno-
tamos por P;(Q) a sus elementos, es decir, P;(Q) corresponde a la i—ésima permutacion
de los elementos de @. No es necesario especificar qué férmula se emplea para enumerar
estas permutaciones siempre y cuando sea consistente. Decimos que la permutacion es par
si ésta resulta de realizar un ntimero par de intercambio binarios de indices, e impar si esta
resulta de un ntimero impar de intercambios binarios de indices. El signo de la permutaciéon
Pi(Q) lo denotamos por SP;(Q), y es igual a 1 si la permutacion es par e igual a —1 si la
permutacion es impar. Para cada permutacion P;(Q) existe una permutacion P,L-_l tal que
P, LPi(Q)) = Q. Sea PZ-Q el operador correspondiente a la transformacion de indices dado

por la regla
P2 Qs PiQ). (F.41)
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Convencionalmente consideraremos que P;(Q) = @, por lo que PlQ es la transformacion
trivial que deja inalterados los indices.
Por ejemplo, si Q = I3, tendremos

P(IQ) = {{170}7{071}}7 (F-42)
y por lo tanto

Pllz({27 170}) = {27 1, O}»
P({2,1,0}) = {2,0,1}.

Definimos mﬁf @ como 1a etiqueta de componente dada por
mi@= 3" o (F.43)
r€P (Cm)
por lo que se tiene que
P2(Gm) = (i@ (F.44)

Sea T, un tensor de rango (0,k), y sea Q C I con s < k elementos, denotamos por
(Symg T)a,, (respectivamente (AsymgT)q, ) a la (anti)simetrizacion de los indices a; de
Talk, con ¢ € ). Entonces, la componente tangente de la proyeccién con etiqueta m de
Symg Ta,, (Asymg, TaIk) esta dada por:

(Symg, T)“Y}g = T“pQ(yk)’ (F.45a)
i=1 ¢
1 s! o
m(ASme T)aY7]fL :y (S,Pi(Q))TaPQ(Y@ ) ) (F45b)
i=1 ¢
donde »
i=mbi (@, (F.46)

Noétese que en cada término, PZQ(Yfl) es una permutacion de Y,¥.
Cuando realizamos la contraccion de un tensor, Ty, 4,, podemos calcular el escalar que
resulta T,  en términos de sus proyecciones tangentes como

0@ 3
To=T o—T, (F.47)

y para el calculo de la contraccion de dos indices de un tensor 7i,q4,4,, tendremos que

3 4b 7

0
Tty = <Ta0 b Ta0> + Ny <T b— T) : (F.48)
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En general, para calcular una contraccién de dos indices, i,j € I de un tensor Talk, es
decir
Cak—1---ai+1ai71---aj+1aj71---ao = gbCTak—l--~ai+1bai—1--~aj+lcaj—1~~-a07 (F'49>
tendremos que volver a etiquetar los indices para conservar la consistencia de nuestra con-
vencion; en tendremos que aplicar la transformacion
Jj+ 17,
j+2—j+1,
e
1—1—14—2
i+1—i—1,
.

k—1—k—3.

Llamemos 7;; a esta transformacién. Entonces, la componente tangente de la m—ésima
proyeccién del tensor contraido estara dada por

m b~b»m0 mo+2j+2k
Ca k—2 = h B T (bivbj) - a  k—29 (F50>
Ym a .o Ym
Ym
(bi.b;) . o . . . .
donde a, es el conjunto de indices a4 con b; y b; insertados en las posiciones i + 1y j

respectivamente, y
mo =Y 2, (F.51)
1€Cm
con G el conjunto de etiquetas de indices que no incluye a i y j y que bajo la transformacion
7i; resulta en el conjunto (,,, o formalmente,

Em = Ti;1Cm- (F.52)

Para el caso mas general del producto tensorial de dos tensores, sean estos Aa1k vy Bg Ig0
las componentes tangentes de proyecciéon del tensor resultante estaran dadas por

m n
m(A® B)ayw = Auyi,yBays (F.53)
donde
i =2"m — i), (F.54a)
A= >y 2. (F.54b)
1€Cm NIy

Es relativamente sencillo implementar estas expresiones en un programa de computado-
ra como Mathematica para realizar manipulaciones de indices y componentes totalmente
dentro del formalismo 3 + 1.
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F.4. Operaciones con derivadas

La métrica inducida sobre cada hipersuperficie de la foliacién permite definir un ope-
rador derivada asociado a esta métrica, D,. Se trata de una aplicacion de tensores (I, k) a
tensores (I, k4 1), que es lineal, satisface la regla de Leibniz para el producto, conmuta con
contracciones, y es consistente con la nociéon de derivada direccional en el caso de wvectores
tangentes a las hipersuperficies de la foliacion. Asi mismo, se define libre de torsion, por lo
que D,Dyf = DyD,f para todo campo escalar f, y es compatible con la métrica hg,, es
decir

Doy haia, = 0. (F.55)

Este operador se puede expresar en términos del operador derivada covariante del espacio-
tiempo en términos de su accion sobre tensores (I, k),

Aft]—1---Qf _
Dak+lT N ag—1...00 —
b1, ak11-1 ak b1 bo brt1—1---bk
hakH h brgi_1 - - NUSLE W P . hg, ka_HT b_1..-bo> (F.56a)
o lo que es lo mismo,
Qg ]—1---Qk _ 0 Ay i—1---Ok
Dak+zT ak—1...G0 — (vak+zT akflmao) . (F.56b)

Noétese que

D Dg,, T+=1=% o # 0 (V Vi THH=1% o) - (F.57)

A+1+1 Ak+1+1 ¥ Qg+

El operador D, no sera un operador derivada covariante (en el sentido definido por ejemplo
en el libro de Wald [62], secc. 3.1), ya que no es compatible con la nocién de derivada
direccional para tensores que no sean tangentes. De aqui que en general no existird un
campo tensorial C° . tal que

Dawb = Vawb - C° abWe- (F.58)

En su lugar, es posible definir un nuevo operador derivada d por su accién sobre un tensor
(I,k) como

e — _ b — b
dT+I1 %k Gfk—1..-00 — Rkt brpr—1 v+ h bkhakfl L hao 0
brti—1---b
NV T kti=1-Ok br_1...bo> (F.59a)
_0 (_nbvbTak+l—1-..ak ak,l...ao) . (F.59b)

Entonces, la derivada covariante de un campo escalar f se expresa como

Vof = Dof + nad f. (F.60)
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Para proceder con la construccién de la representacion 3 4+ 1 de las derivadas covarian-
tes, es conveniente introducir primero la curvatura extrinseca. Considere una congruencia
geodésica ortogonal a una hipersuperficie ¥; de la foliacién, y sea £ el campo vectorial
tangente a la congruencia bajo parametrizacion afin, es decir, se cumple que

gan€ " = —1, (F.61a)
Vet = 0. (F.61b)

De las ecuaciones ([F.61)) se sigue que el tensor
Bap = Va&p, (F.62)

es ortogonal a £% en ambos indices. El teorema de Frobenius garantiza que en este caso,
B,y es simétrico. Entonces, sobre ¥; el vector €% coincide con n®, por lo que también su
derivada en una direcciéon ortogonal a £ coincidira con la derivada de £ en esa direccion,
es decir

Kab = ha Cvcnb = Bab‘Et' (F63)

De aqui se sigue que K, es simétrico y tangente a ¥;. Como K, es tangente, podemos
reescribir (F.63) anadiendo un proyector tangente sobre el indice b,

Koy = hy ¥ ha Veny, (F.64)

y notar que esto coincide justamente con la definicion de derivada tangente (F.56al) aplicada
a n?, es decir,

Ko, = Dany,. (F.65)

Geométricamente, este tensor codifica como cambia el campo vectorial normal ante despla-
zamientos infinitesimales sobre la hipersuperficie.

A diferencia del vector £, el campo n® de nuestra foliacion no es (necesariamente)
geodésico, por lo que su derivada normal no se cancelard en general. A partir de esta
consideracion, definiremos el vector aceleracion como

a® = n’Vyn?, (F.66)

el cual es tangente a 3 puesto que n® es de norma constante. El sentido de llamar aceleracion
a este vector viene de que coincide con la 4—aceleracién de un conjunto de observadores
Eulerianos. Entonces, la derivada covariante de n® se expande en forma 3 + 1 completa
como

VaiNay = Kayag — Nay Qayg- (F.67a)

Con el tnico fin de ahorrar signos y conservar una notacién consistente, reescribimos esta
expresion como
va1 Nay = Kalao + Naq Uag, (F67b)
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donde
Uy = dng = —ag. (F.68)

Notemos que este objeto estd determinado también por la propia estructura que hemos
definido a partir de la foliacion y la métrica del espaciotiempo. Siguiendo a Gourgoulhon
[81], de la condicion de no-torsidn de la derivada covariante aplicada a ¢,

VoVt = ViVt (F.69)
se sustituye a cada lado
Ng
ot = ——=, F.
Vit N (F.70)

que se ha calculado a partir de la ecuacion (F.17)). Se obtiene

n n
—NbVaN + ngup = —N“VbN + Npug.- (F.?l)

Contrayendo esta expresion con n®h.?, se llega a que

1
Ug = _NDGN =—D,InN. (F.72)
De aqui se sigue también que
Dg, gy = Dagytia, - (F.73)

La expresion es particularmente util pues permite expandir las derivadas de
cualquier tensor en forma 3+ 1. Para ello conviene primero calcular el desarrollo 3+ 1 de la
derivada covariante de hg,. Para ello recurrimos a la propiedad de compatibilidad métrica
de la derivada covariante del espaciotiempo,

Vay9a1a0 = Vay (hamo - na1na0)
0=V, ha1a0 — Nag VasNay — Nay VazNag

= vag ha1ao - naoKazal — NgoNayUa — nalKagao — N NayUqgg
de donde se sigue
Vazhayag = NagKazar + May Kagag + MazMagtay + NayNay Uag- (F.74)
Notese que de aqui es inmediato que
dhmao == 0; (F75)

por lo que, operacionalmente, hq,q, conmuta con d.

Para el caso de un covector o .
Way = Wag + NagWs (F.76)
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tomemos su derivada covariante Vg, w,, vy apliquemos el desarrollo gacgd’ = he? — ngnt

sobre los indices ag y a1 para obtener una separacion 3 + 1 completa,
\V4 —(p b1 _ bi) (p bo _ bo ) v 0 1
a1Wag = ai N, M ao NN by (Why + Mppw ) -
Pasando el término A, % — n4,n* dentro de la derivada, obtenemos

b b bo 0 1
Vi Way = (ha1 V—ngn 1) Vi, (hao Owp, + na0w>
b b 0 b b 0 1 1
= (ha1 L —ng,n 1) (wbovbl hag ° + hag ° Vi, wpy + WV Mgy + Mgy Vi, w
= Dby hay 1V, hiay 20 Dby Vi, g P + By P ha, PV, &
= Why Nay billag — = Na; Why T billag T Nag al b1 Why
bo,,b 0 1 b L b
— Ngy Nag ON Vi, Wiy + wWha, Vi Mgy — Ng,wn” Vi, ng,
b 1 b 1
+ Ngoha, Vi, w — ng Ngen Vi, w
0 b 0 b 0 0 1
= NaoWho Kay 70 + Ny MWy ° + Dy wWag + Ny dWay + WK g, a0

1 1 1
+ Ny, Wlgy + Mgy Dayw + ngy nggdw,

Es decir, nombrando Fj, 4, = V4,Wag,

0 0 1
Fayay = DayWag + Kayagw, (F.77a)
1 1 by O
Fal = Da1w+Ka1 Owb(n (F??b)
2
Fay = A + tagw, (F.77¢)
3 bo O 1
F =uwp, + dw. (F.77d)

Este procedimiento ilustra la estrategia general a seguir para expresar la derivada cova-
riante de un tensor de rango arbitrario. Con este fin, incorporamos la notacién abreviada
siguiente,

ba — b _ ba ba ba,
hap ' = [ ha; ¥ = has, "1han, P2 . hay, 0, (F.78)
JEA
donde A = {A;...A,} es un conjunto de etiquetas de indices. A continuacioén, notemos
que un tensor T,, ,. ., pueden expresarse en la forma

2k—1
T, =" g, o, AT F.79
ap—1..-Q — nagm llYT]% m bYﬂ’%’ ( : )
m=0
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por lo que procedemos a calcular la derivada de esta expresion tal como se hizo con wg,:

2m—1
Vo, T, - v ha,, AT
ap+ap_1...a ag nagm aY’Vl‘VCL m bY’VIYCL
m=0

mo__
f2 : h by k ? \V4 L by k
= Z aYTIfL m bY,iYL aknagm + nacm TbYTI;:L Vak haYT]ﬁL m
m=0
by b b T
+na<mh i Ym {hak kvbk — NN kvbk}Tan/J (F80)

@y

donde en la ultima linea se ha introducido el desarrollo 3 + 1 para el indice ai. Notemos
que al desarrollar las derivadas de los productos en la primera linea,

Vaulag, = > Nae, oy (Kapay + Naylia;) (F.81a)
J€Cm
b b _ . . . :
Vakhayk Yk o= Z hayki{j} Vi) (nbﬂKakaj + ng; K, b 4 naknbﬂua]. + naknajubﬂ> ,
m ]EY”Q m
(F.81b)

de modo que se obtiene

[\

k_1
m
VaTop 1o = (T“n’z > Mgy (Kaga; + Nagta)
=0 JE€Cm

3

m
bok . b b
+na§meY7lrgl Z haY/,‘;—{j} Yim—1{4} <najKak J "‘naknaju J
JEYE,

m m
+ Nay,, {DakaY/,g + nadebYTlfl } ) . (F.82)

Lo necesario ahora es acomodar los términos por componente de proyecciéon, obteniendo

2+l 1 K
m m—2
v“kT‘lk—l‘“ak - 2: Nac,, DakT‘lyk +d T Oy k
m=0 m m—2k
a.m*2j a_m72j72k
+ Z Ko™ T ayr U r Gyk
JECmNIg m—27 m—2J —2k
m-+27 m-+27 —2k
+ E Kakaj T ayk +uaj T ayk . (F83)
jevk m+2J m+427 —2k
m
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Lo que esté entre paréntesis en (F.83]) es la expresion general para el calculo de la m—ésima
componente de proyeccion tangente de la derivada de Vg, Ty, ;. .q,. Utilizando esta expre-
sion tendremos que para Toya,a0 = V2Tu a0,

0 0 1 2
Ta2a1a0 - DagTalao + KagaQTal + Ka2a1 T(l07 (F84a)
1 0 1 3
T aras = Kay ®Tarpy + DayTay + Kayay T, (F.84b)
2 0 2 3
T asao = Kay " Thyyao + DayTap + Kagao T (F.84c)
3 b 1 b 2 3
Tay =Ko, Ty, + Koy °Thy + Dy, T, (F.84d)
4 0 1 2
Tarao = AT 0100 + Taytay + Uay Tags (F.84e)
5 b 0 1 3
Tay =u"Top, +dTa, +ue, T, (F.84f)
6 b 0 2 3
Tao =0 "Th o + AT a5 + gy T, (F.84¢g)
7 by 1 bo 2 3
T=u Tbl +u Tbo +dT. (F.84h)

F.5. Tensor de Riemann

El tratamiento que hemos introducido en las secciones anteriores permite realizar una
descomposicién 3 + 1 completa del Tensor de Riemann a partir de su definicién y sus
propiedades. En ausencia de torsion, definimos el tensor de Riemann a partir de su acciéon
sobre un campo wg, como [62]

Ruasarao "wh = Vay Va,wag — Vay VayWag- (F.85)

El Tensor de Riemann codifica la curvatura de una variedad, lo que le hace fundamental
en Relatividad General. A partir de esta definiciéon se siguen las siguientes propiedades:

Razazas %= —Rasazar “, (F.86a)
R[asazaﬂ %0 = 0, (F 86b)
Ragazara0 = —Razasagar s (F.86¢)
v[a4Ra3a2]a1ao = O, (F.86d)

donde el indice ag se ha bajado en (F.86¢|) con ayuda de la métrica del espaciotiempo. A
(F.86d)) se le denomina identidad de Bianchi. Un resultado tutil que se sigue directamente

de (F.80) es
Ra3a2a1ao = Ralaoagag- (F87)
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De aqui se sigue que el tensor de RicciEL que resulta de calcular la contraccion de dos indices
no antisimétricos del tensor de Riemann, sea simétrico,

Rata = Raybag - (F.88)
A su vez, por medio de la métrica inversa podemos calcular el escalar de Ricci como
Z = g" ™Ry, (F.89)

La identidad de Bianchi tiene una consecuencia directa para Ry, y R, a la que suele
denominarse identidad de Bianchi contraida,

1
VyRa " — 5 Vao R =0. (F.90)
De aqui que el tensor de Einstein,
1
Galao = Ra1a0 - §Rga1aoa (F.91)
obedezca la identidad
VPGapy = 0, (F.92)

que encarna parte importante de la fisica detrés de la ecuacion de Einstein, pues implica el
requerimiento de que el tensor de energia-momento obedezca una regla de conservacion,

VT, = 0. (F.93)

En la hipersuperficie ¥, la métrica inducida hg,q, determina un tensor de Riemann
intrinseco, al que denotamos por (3)Ra3a2a1 % vy que nos sera de utilidad en el desarrollo
341 del tensor de Riemann del espaciotiempo. El tensor de Riemann intrinseco cumple con
definiciéon y propiedades analogas a las del Riemann del espaciotiempo, ecs. —,
solo que en términos de la derivada D, asociada a hq,q,, ¥ siendo wg, un tensor tangente
a .

Empecemos por tomar T, = Va,Way = Fayae € (F.84), y sustituir las componentes de
Fo 4, dadas en (F.77)), obteniendo asi las componentes tangentes de proyeccion de Wa,a,40 =

2En esta seccion se asignaran simbolos distintos al tensor de Ricci y al escalar de Ricci para evitar
confusién con las diferentes componentes tangentes de proyeccién del tensor de Riemann.
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vagvalwaou

0
0 1 1 1
Wa2a1ao = DazDalwao + WDazKaulo + KmaoDazW + KazaoDalw

by O 0 1
+ KagaoKm 0 Who + Kagaldwao + Kagaluaowa

1
b 0 b 1 1 0 b
Wagar = Kay °Da,wpy + Kay ° Kaypow + Doy Dayw + wpy Day Koy ™
b 0 bo O 1
+ Ko, °Dyywpy + Kaga, twpy + Kgga, dw,
2 by O by 1 0 1
Wasay = Kay ™t Dby Way + Kay Kb1aow + Daydway + wDgyUa,
1 by O 1
+ Uy Dy + Kooyt wpy + Kagaodw,
3
b 1 b bo O bo 49 b 1
Way, = Koy, ' Dy, w + Ky " Ky, 7 wyyy + Ko, Cdwyy + Kqy O upyw

0 0 1
+ waDCLQub(’ + ubODazwb0 + Dy, dw,

4 0 1 1 1
Warao = @D way + wd Ky + Kayapdw + Ugy Doy w

+ K, bo c%bouao + uald‘c?JaO + ualuaoo{:,
Wy = 4 Doy Sy + U0 K gy s + @ Do+ Sy Koy 0
+ K, bodc%bo + ualub%?)bo + ualdulj,
Wag = U8 Dy, Way + U Koy ag + d 200 + W Ug,
+ uaod’&) + uaoub%gbo + uaodc}},
W= ulebl(b + ublel bo "%bo + ubod(gbo + ubouboc%)

+ Oy dul® + utod iy, + d2w.

99

(F.94a)

(F.94b)

(F.94c¢)

(F.94d)

(F.94e)

(F.94f)

(F.94g)

(F.94h)

Utilizando la expresion (F.45b)), podemos notar que se anulan las componentes 6 y 7

de W[

azail]ag>

ya que la antisimetrizacién cancela combinaciones simétricas como 14,14, . El
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resto de componentes son

0 0 o
Wiasailao = (DayDa; — Day Day) wa, + (Ka2aoKa1 b KayaoKay b) Wh
1
— (Day Kagag — Day Kayay) w, (F.95a)
1 0 1
W[a2a1} = (Da2Ka1 b Dg, K, b) wp — (Day Day — DayDay) w, (F.95b)

2 0 0
Wiasdstao = (Kasaot® = tagKay ") &+ (Daad + Kuy "Dy = tayd — d Doy ) e,

1
_ (uazuao 4 d Koyay — Kay "Kpay — Dazuao) o, (F.95¢)

3
W[@ﬂﬂ = <Ka2 b Kbl bo — anUbO - dKaQ bo + DbOUaQ) C(L))bo
. (uazd‘ 4 d Dy, — Dayd — Ko, bDb) o, (F.95d)
4 b b) 0 b 0
Witsarlas = (Kal Yoy — Kaoyaytl ) Oy — (Dald‘ 4 Ky, "Dy — g d — d‘Dm) Sag
1
+ (ualuao b d K0y — Koy "Kpay — Daluao) &, (F.95¢)
5 0
W[ﬁzﬂﬂal - — <Ka1 by Kbl bo __ ua1ub0 _ dKal bo 4 Dboua1> Whe

v (uald‘ 4+ d Dy, — Do, d — Ko, bDb) o, (F.95¢)

donde, al comparar con la expansion 3 + 1 de Raya,00 = Rasaao by,

0 0 ,0 1 )
72’6L26L1€L0 = Ra2a1a0 Wp — Razalaow (F96a)
1 2 b0 3 1
Ra2a1 = Razal Wy — Ra2a1w7 (F96b)
2 4 b0 5 1
Ragao = Ragao Wp — Ragaow; (F.96C)
3 6 o T 1
Ray = R, "wp — Rg,w, (F.96d)
4 8 b0 9 1
Ralao = Ra1a0 Wp — Ralaowv (F966)
5 0 o 1
Ral = Ral Wp — Ralwa (F.96f)
6 12,0 13
RU«O = Rao Wp — Raowv (F96g)
7 14 0 15 1
R =R’w, - R, (F.96h)

podemos deducir directamente las siguientes proyecciones (ya que estas relaciones se deben
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o . .0 1
cumplir independientemente para cualquier w, y w),

0
Rayasar ™ = @ Rayasar ™ + Kayay Kay ™ — Kaya; Kag ®, (F.97a)
1
Razazay = DayKazay — Daz Kayay s (F.97b)
2
Ra3(l2 0 = DagKaQ a DagKag, a07 (F97C)
3
Raza, =0, (F97d)
> b
Raga, = tagtia, + d Kaya, — Kay "Kbay — Dagtia; (F.97¢)
6
Ray ™ = Koy " Kp, ® — uguu® — d Koy “ 4+ D%uq,, (F.97f)
9
Ra2a1 = K(IQ beal + Dagual - Uagual - dKaQal (F97g)
10
Ra2 ap _ d‘K% ap __ Ka2 b1[(b1 ao ua2uao _ Daoua2’ (F.97h)
12 13 14 15
Ro = Rqy = Roy = R=0. (F.97i)

Para el resto de las componentes, aprovechamos las propiedades de simetria del tensor de
Riemann, por ejemplo, la propiedad (F.86c]) se lee en términos de su separacion 3 + 1 como

f%aga2(a1a0) =0, (F.98a)
Rugosin = ~Faganan: (F.08b)
Rayay = 0, (F.98c¢)
f?%(alao) =0, (F.98d)
]5%(13(11 = _16%(13(117 (F.98e)

7

Ra, =0, (F.98f)
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8
Raz(alao) - 07
9 10
Ra2a1 - _Ragalu
11
Ra2 Oa
12
R(alao) =0,
13 14
Rq, = —Ra,,
15
R=0,

FORMALISMO 3+1

(F.98g)
(F.98h)
(F.98i)
(F.98;)
(F.98K)

(F.981)

donde se verifica que estas propiedades son satisfechas por las componentes encontradas

7 11

en (F.97), pero adicionalmente tenemos que Ry, = 0y R4, = 0. Asi mismo, la propiedad

(F.86a]) se expande como

by
(azaz2)a1 ’

1
R(CL3CL2)CL1 = 0,

2
R(agag) 0 = Oa
3
R(a3a2) =0,
4 8
Ra3a1ao = _Ra3a1a07
5 9
Ra3a1 - _Ra3a17
6 10
Ragao = _Ra3a07
7 11
Ra3 = Raga
12
Ra1a0 = Oa
13
Ra1 =0,
14
Rao =0,
15
R=0,

(F.99a)
(F.99b)
(F.99¢)
(F.99d)
(F.99¢)

(F.99f)

(F.99g)
(F.99h)
(F.99i)
(F.99j)
(F.99k)

(F.991)

que solamente nos permite obtener una relaciéon entre las componentes 4 y 8 que atn no
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conocemos, a través de la ecuacion (F.99¢). La propiedad (F.87)),

0 0
Ra3a2a1ao = Ra1a0a3a27 (F.lOOa)

1 4
Ra3a2a1 = Ra1a3a27 (FlOOb)

2 8
Ragazao - Raoagazy (F].OOC)

3 12

Ragag - Ra3a27

—~

F.100d)

5
R[asal] =0, (F.100e)
6 9
Ragao = Ragag, (FlOOf)
7 13
Roy = Ras, (F.100g)
10
Rigy40) = 0, (F.100h)
11 14
Ray = Ray, (F.100)
nos proporciona la relacion faltante, la ecuacion (F.100bf), de donde tenemos
4 8 1
Ra3a1ao = _Ra3a1ao = Ra1a0a3 = DaoKa3a1 - DalKaoag- (Fl()l)

Como hemos visto, las propiedades del tensor de Riemann hacen que sus componentes
se encuentren acopladas entre si, de modo que, de las componentes que no se anulan,
realmente sélo son independientes las componentes tangentes de las proyecciones 0, 1, y 5
(escogiéndolas por el menor valor de su etiqueta). De hecho, se denomina primera relacion
de Gauss-Codazzi a la ecuaciéon pues relaciona la proyecciéon tangente del tensor de
Riemann del espaciotiempo con la curvatura extrinseca y el tensor de Riemann intrinseco
de la hipersuperficie, a veces invirtiéndola en la forma

0
(3)R03f12a1 W= RC’«3CL20«1 a0 + KG«20«1 KGS w0 — Kfl3fllKa2 “. (F102>

Notemos que las componentes 4 y 7 no se pudieron deducir directamente de las ecuacio-
. . 0 .. .
nes ([F.95)) debido a que no aparecen como contracciones con w, o multiplicando directamen-

1 . . . .
te a w, respectivamente, sino que aparecen como operadores diferenciales de segundo orden
actuando sobre estos objetos. Para entender esto, veamos que si tomamos una campo esca-
lar ¢ definido sobre el espaciotiempo, y tomamos su segunda derivada We, 4, = Va4, Va, @,
utilizando la expresion (F.77)) sobre (F.60|), obtenemos las proyecciones tangentes siguientes,
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0

Waiao = Kayagd ¢ + Do, Day, (F.103a)
vlval = Dy, d ¢+ Kq, "Dy, (F.103b)
v%/ao = Uayd ¢ + d Dyy o, (F.103c)

W= a%¢ +ubDyo. (F.103d)

Como no hay torsion, tendremos que W, 4, = 0, que al recurrir a (F.35)) se traduce en las
identidades

Da1Dao¢*DaoDa1¢:Oa (F104a)
(dDa — Dod + ugd — K, bDb) ¢ = 0. (F.104b)

La ecuacion (F.104a)) es la propiedad de no torsion intrinseca sobre la hipersuperficie,
mientras que la ecuacion (F.104b|) es el término que aparece en la ecuacion (F.95d|) que
7

corresponde a la componente R, el cual segtin acabamos de mostrar a partir de las simetrias
del tensor de Riemann, es cero. No es un accidente, puesto que la ausencia de torsiéon esta

detras de la propiedad (F.864)).
Es util escribir (F.104b)) como

D6 = (Dad = wad + K,"Dy ) 6, (F.105)

puesto que esto nos permite calcular la derivada normal de la derivada tangente de ¢ en
términos de la derivada tangente de d ¢. Es decir, si conocemos ¢|y, = ¢ y d ¢|x;, = —w como
campos definidos intrinsecamente sobre la hipersuperficie, podemos sustituir expresiones
que implicarian tomar la derivada normal de D,¢ directamente en términos de objetos
definidos intrinsecamente sobre la hipersuperficie,

(=dDyd)y = Dyw — ugw — K, bDbgo. (F.106)

La propia definicién del tensor de Riemann nos permite calcular una relaciéon analoga
para vectores tangentes a la hipersuperficie. Concretamente, en la ecuacion ([F.95¢) sabemos

. 0 4 0
que el término que opera sobre w, debe corresponder a la entrada Rg,q, by, calculado en
(F.101)), por lo que igualando ambos términos, tenemos que

0
(Dmeo — Doy Ka, b) Oy =

<Ka2a0ub T b) Oy + <Da2d + Ky, "Dy — ugyd — dD@) Sy (F.107)
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y reacomodando,

(dDa, — Dayd + tta,d — Koy "Dy) Gay = (Kayragtl” — ttag Kay * + Dag Kay  — D' Koy ay) &b

(F.108)

Esta ecuacion es analoga a la ecuacion (F.104b)), ya que se trata del mismo operador
diferencial actuando sobre diferentes objetos. Siguiendo por esta via, la férmula

e

-1
(VCLk+1 Vak - vakvak+1) Tak,l...ao = R(lk+1ak(l]' bTak,l...aj+1baj,1,..a07 (Flog)

[
Il
o

implicara la relacién

0
(@ Day, — Dayd + tapd — Ko, "Dp) Ty ,..ap =
k—1 0
(Kapa;u® — ta; Koy, "+ Dg; Ko, * — D’ Kopa,) T
=1

ag_1...aj41baj_1...a0"

’ (F.110)

Podemos tomar nuevamente esta formula como una manera de conmutar las derivadas d
y Dy, es decir,

0 0

(dDak - Dakd) Tak_l...ao = (Kak b-Db - uakd) Tak_l..,ao

B

1 0
+ (Kakajub - UajKak b + Da]-Kak b DbKakaj>T
1

(F.111)

ag—1.--ajr1baj_1...a0*

<.
Il

Este enfoque seré particularmente util para abordar los problemas de valor inicial.

Para terminar de revisar las implicaciones que tienen las propiedades del tensor de
Riemann en el contexto del formalismo 3 + 1 estudiamos la identidad de Bianchi ([F.86d)).
Utilizando la expresiéon y para calcular la expansion 3+1 de , tomando
en cuenta las identidades que hemos obtenido, el resultado es que todas las componentes de
proyeccion se cancelan idénticamente con excepcion de la componente con indice m = 16,
quedando

d (3)Ra3a2a1ao - 2<Kb[a3 (3)Rb aslaiag — 2u[a3Ka2}[a1 uao] +2 (D[al Kao][ag) uag]
+ 2Dj; (Kajor Ya)) + Dos Doy Kagjas — Doz Diay Kaglag ) (F112)

En otras palabras, la identidad de Bianchi implica que la derivada normal del tensor de
Riemann intrinseco esté determinada enteramente en términos del propio tensor de Riemann
intrinseco, el vector u®, la curvatura extrinseca y derivadas tangentes de estos objetos, es
decir, en términos de datos sobre la superficie. Esto esta relacionado con el hecho de que la
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derivada de Lie a lo largo del campo normal n® de la métrica inducida es proporcional a la
curvatura extrinseca, como se vera mas adelante.

El tensor de Ricci Ry, 4, se puede calcular con ayuda de la formula ([F.49)), obteniend(ﬂ

0
Raiao = PRajag + K Kayag + Day tlag — tay ey — d Kayags (F.113a)
1 2
Ray = Ray = Do, K — DyK® (F.113b)
3 2 bib b
R=dK+4+u*— K™ OKblbo — Dyu’, (F113C)
donde se han definido
K = K", (F.114a)
u? = uluy,. (F.114b)

A la ecuacion (F.113bf) se le denomina segunda relacion de Gauss-Codazzi.
A partir de (F.113)), recurriendo a la formula (F.49) en su forma explicita (F.47)), se

puede calcular el escalar de Ricci #Z en términos de los objetos del formalismo 3 + 1 como
% =%+ K2+ K"K, , +2 (Dbub —u? - dK) . (F.115)

La identidad de Bianchi implica también una relaciéon para las derivadas normales de
®) Raiao ¥V ()%, que se pueden calcular contrayendo directamente (F.112),

d PRayag =u Kayay + Kty tay + D’ DyKyyag — K Daytigy + Dy Dag K — Kayag Dyu®
+ 2 (K(al b(3) Rag)b = U(gy Kao) bub = U(qy Dao)K + ubD(al Kao)b
- ubDbKalao + u(a1DbKao)b + Kb(al Dugy) — DbD(a1 Kao) b)a
(F.116a)

ao)

a® g — 2(1{”1"0 BRypy + K2 — KPP0y, . + DPDyK — 208 Dy K
+ 2up, Dy K% — K Dyu? + K% Dy wy, — Dy, Dy, Kblbo). (F.116b)

El tensor de Einstein se puede calcular directamente a partir de (F.113) y (F.115]),
obteniendo

0 1
Garas = PCuiay + {d‘K — Dyl — 5 (KblbOKblbo e 2u2> } hayay

—dKgay + KKajay + DayUay — Ua,y Uy, (F.117a)
1 2
Ga, = Gay = Doy K — DyK® (F.117b)
31
G=3 <K2 ~ KM, 4 (3>92) . (F.117¢)

3Noétese que Daup es simétrico, en consistencia con la ecuacion (F.73).
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En [62] se muestra que es posible obtener las ecuaciones (F.117b)) y (F.117¢c|) partiendo
de las relaciones de Gauss-Codazzi, lo que no ocurre con la proyeccion , a menudo
referida como la ecuacidn dindmica pues justamente contiene las derivadas de orden dos
para la métrica en forma de las derivadas d K y d Kg,4,- En el tratamiento hamiltoniano de
Arnowitt, Deser y Misner (ADM) [82], que también puede verificarse en el apéndice E de
[62], si se recuperan las ecuaciones dindmicas correspondientes, aunque en ese tratamiento
es necesario introducir el vector shift N asi como el lapse N, y sus derivadas en lugar
de ug. Al ser éstas variables no dinamicas, dan origen a ecuaciones de constricciéon que
incluyen del lado derecho a (F.117b) y (F.117d), y del lado izquierdo las correspondientes

proyecciones del tensor de energia-momento, es decir,

DoK — DyK° , = 871G N Ja, (F.118a)
1
. (K2 = K™ Ky, + D7) = 876G, (F.118b)
donde
L b b
Jo =Ty = —n"hg 1Ty 4, (F.119a)
3 b1,,b
p=T =n""n"Th,, (F.119Db)

v T,y es el tensor de energia-momento.

Intuitivamente, la presencia de constricciones es reflejo de que no se estédn considerando
dnicamente los grados de libertad legitimos en la teorfa. Cuando se toma como espacio de
configuracion al espacio de clases de equivalencia de métricas espaciales (dada una foliacion)
tales que estas pueden mapearse entre si a través de difeomorfismos (superespacio), es po-
sible evitar la constriccién de momentum pero no asi la constriccion hamiltoniana
. En ese caso, no se ha eliminado por completo la libertad que proviene de la propia
eleccién de foliacion del espacio-tiempo que se escoge desde el principio de este tratamiento.

F.6. Derivada de Lie

Dado un grupo uniparamétrico de difeomorfismos @, generado por un campo vectorial
v (es decir, que las lineas de flujo de ®,, parametrizadas por 7, tienen como vector tangente
a v?), se define [62] la derivada de Lie respecto a v® de un tensor Thbi—1---bo ap_1...ap COMO

£,TP-1b0 = lfim

=100 7 700

(I)*_Tsz_l---bo G rap = Tbi—1.-bo u
T

ko100 } , (F.120)

por lo que este objeto encarna la nocién de derivada respecto al pardmetro 7. En términos
de coordenadas adaptadas al flujo de v*, donde por ejemplo z° = 7, se tiene que

D e
V—1---10 or Vg—1---10°

£,TH=1-10 (F.121)
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Notese que el que la derivada de Lie de un tensor se anule nos indica que este tiene una
simetria de invariancia ante el difeomorfismo generado por v%, o en términos de coordenadas
adaptadas al flujo de ®,, que sus componentes no dependen de z° = 7.

En términos de la derivada covariante se tiene que

-1
by_1...b by_1...b bj_1...c...b b;
L, Tt Oak,l...ao = vV It Oak,l...ao_ g To-1c Oak,l.‘.aovcv
=0

+ZTbl b0 enagVavSe (FL122)

Por lo tanto, con el formalismo 3 4+ 1 aqui desarrollado es posible expresar de inmediato
las componentes de proyeccién de este objeto. Por ejemplo, para una funcién f se tiene
simplemente la expansion (F.60]), mientras que para un covector w, se tendra
1.0 0 11 0
Lyway = — vdwg, +vKg, bwb VWg, + wbDaov —wDgv 4+ v bwaao

+ Nag (—iljd“(b + L?de‘v + Kblbovblcgbo — odv— (bubg b4 bwa) (F.123)

Nuestro interés sera hacer contacto con la nocién de derivada respecto al tiempo. Esta
nocién es propia de una foliacién particular, en la que se definen tensores tangentes a la
hipersuperficie que de acuerdo con una nocién particular de evolucién, cambian en funcién
de un parametro t, por lo que la derivada temporal de un tensor tangente es también un
tensor tangente. Por lo tanto, para un tensor tangente T, , ., definimos

Fb—1...b — pbio b - di—1...d
IOkt ey =R g R goha, R gy QLT e (FL124)

donde t® es el vector tangente al flujo del difeomorfismo que 1dent1ﬁca hipersuperficies de

la foliacion, y cuya expansion 3 + 1 - ) da origen al shift N* = t y al lapse N = t
Denotemos por £yala proyeccion tangente de la derivada de Lie respecto a v®. De inmediato
se obtiene que

Tbi—1---bo

— N"Z)nTbl_l.”bO ap_1...0f + "Z)NTbl_l.”bO ap_—1...af* (F125)

ap_—1...a
El segundo término se calcula mediante (F.122]) sustituyendo la derivada covariante por la

derivada D, de la métrica inducida h,;, mientras que para el primer término tenemos que

7 by_1...b by_1...b § bi_1...c...b b;
"€TZT =1 k ag_1...a — _dT =1 0 ag—1...Qk 71 0 ak_l...ach ‘

+ZTbl b0 enaoKa, 6 (F126)
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Por lo tanto, tendremos
bi—1---bo — Nd‘Tbl_l“'bo
-1
St (WK D)
i=0
k—1
+ Y T eao (N Ky €+ Do, N°) . (F.127)
§=0

+ NCDCTbl_l...bO

ap—1...a ap_—1...af A —1-...Qf

Por ejemplo, para la propia métrica inducida tendremos
harap = 2 (NKayao + D(ay Nag)) - (F.128)
Sin necesidad de proyectar, directamente aplicando se tiene que
Enhaiay = 2Ka,a0- (F.129)

Esta relaciéon motiva la idea intuitiva de que la derivada temporal de hg,q, €s la curvatura
extrinseca, aunque rigurosamente esa derivada esté dada por . Pero en general, para
tensores diferentes de hgp, €l orden de derivadas d coincidird con el orden de derivadas
temporales.

Como ejemplo adicional, la relaciéon (F.112) puede interpretarse también como una
expresion para la derivada temporal del tensor de Riemann de la hipersuperficie, tomando
N® =0,

(3)Ra3a2a1ao = 2N< (S)Rasaz [a1 bK\blao] T 2Ufa; Kay]a; Uag) — 2 (D[GIKGOH%) Uay)]

— 2Dy (Kay)iasUa]) — Das Diay Kaglas + D@D[MKGOM). (F.130)

F.7. Formulaciéon 3 + 1 y Relatividad General
El lado izquierdo de la ecuacién de Einstein
Gap = 8TGNTyp, (13-20)
est4 dado por las ecuaciones ([F.117), mientras que el lado derecho requiere que se propor-

cione una expresion concreta para el tensor de energia-momento T,;. Consideremos un par
de ejemplos.
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F.7.1. Modelo cosmolégico is6tropo y homogéneo.

Consideremos un fluido perfecto con tensor de energia-momento
T = (p+P)Uan+Pgab, (F131>

con U, la 4—velocidad del fluido. Si uno considera una foliaciéon dada por el tiempo cos-
molégico de modo que el fluido siempre va en la direcciéon normal a las hipersuperficies
de tiempo césmico constante, tendremos que U, = n,. Es decir, el fluido se encuentra en
reposo respecto a los observadores Eulerianos de la foliacién, y tenemos

Tayap = Phayag + priane. (F.132)
La ecuacién de conservacion VT, = 0 en forma 3 + 1 tiene la forma

Dy P = (P + p)ug,, (F.133a)

dp=(P+pK. (F.133Db)

y al considerar homogeneidad, tenemos que D, P = 0, por lo que automaticamente u, = 0.
En general, vamos a considerar que las hipersuperficies de la foliacién son homogéneas por

lo que las derivadas tangentes de la curvatura extrinseca también se anulan, D, K. = 0.
Supondremos que la curvatura tiene la forma

K
Ko = 5hab, (F.134)

donde k es un escalar que sélo depende del tiempo. Con estas suposiciones, las ecuaciones
de Einstein en forma 3 + 1 se convierten en

2
D Raran = 5 (127TGN(P +p) — dﬁ;) hayag, (F.135a)

GIR = g(—/ﬁ + 247G np). (F.135b)

Podemos trazar sobre la primera ecuacion para eliminar )R y convertir el sistema en una
ecuacion diferencial para k, haciendo la sustituciéon dx — —&, obteniendo

3k + K2 + 120G N (3P + p) = 0. (F.136)

Si se propone una ecuacion de estado para el fluido de la forma P = op, con o # —1, de

(F.133b)) se tiene que
1 :
K=— < > L (F.137)
1+0/)p

Al sustituir en (F.136)) se obtiene una ecuacién para p,

3140)pp— (44 30)p* — 120G N (14 0)*(1 + 30)p> = 0. (F.138)
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Si o = —1, de ([F.133b)) obtenemos que p es constante (sea ésta pg), y la ecuacion ([F.136))

se simplifica a
1
K+ §/€2 = 87GnNpo- (F.139)

La solucion en este caso es de la forma

= /247G ypo tanh (, / 8”C;Np0 ) . (F.140)

En este formalismo hemos obtenido las ecuaciones dindmicas para la densidad y para
la curvatura extrinseca sin recurrir a un ansatz para la métrica intrinseca, tnicamente
partiendo de las condiciones de isotropia y homogeneidad, asi como un ansatz para la
curvatura extrinseca. Invirtiendo el ansatz para la curvatura, podemos calcular también la
métrica intrinseca, pues

: 2
harao = 2Ka1a9 = g’ihmao’ (F.141)
que podemos resolver formalmente como
Bao(t) = hape s Jro ), (F.142)

con hab = hab(to).

F.7.2. Escalar de Klein-Gordon

Consideremos ahora el caso de un escalar de Klein-Gordon ¢ que satisface la correspon-
diente ecuacién de campo
(9%°VoVy —m?)p = 0. (F.143)

Usando las ecuaciones (F.103)) y (F.47), esta misma ecuacion se escribe en términos del
formalismo 3 4 1 como

—d%¢p + DDy + Kd ¢ — u’Dyp — m2¢ = 0. (F.144)

Analogamente, la expresion para el Tensor de Energia momento que le corresponde estéa

dada por (2.24]) con £ =0,

Tarao = (Va1 0)(Vao®) — galao [ 5180 (T, 0) (Vo ) +m2¢2} , (F.145)

y tiene las componentes de proyeccion

Tosao = (Das)(Dug) — shasan [~(@67 + (D) (Dyo) +ms?], (F.1468)
To =T = (A6)(Dad), (F.146b)
T = % [(d¢)2 + (D°¢)(Dyo) + m%ﬂ : (F.146c)
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Si de nueva cuenta tomamos una foliacién asociada a un conjunto de observadores geodésicos
con cuadrivelocidad n®, e imponemos isotropia y homogeneidad, es decir, imponemos las
condiciones u® = 0, Ky, = %hab, D.x =0, Dy¢p = 0, entonces las ecuaciones de Einstein
quedan

1 .
® Brao — (3 )R+ 45 + 2n2) hay = 471Gy (¢2 - m2¢2) hayags (F.147a)
é (308 +2+7) = 4Gy (& + m?¢?) (F.147D)

Al contraer los indices en (F.147a)) y sustituir (F.147b) para cancelar (®) R, obtenemos
1 1 .
K+ 552 = 81GyN <2m2¢52 — ¢2> . (F.148)
En este caso, existe una solucién consistente si se pide que
I 59 o

ya que en este caso la ecuaciéon de Klein-Gordon ((F.144)) nos da

2Kp0

2

- , F.150

¢ 19m? — 2K2|m? ( )
con k dado por (F.140). Este resultado es un modelo de juguete de inflacion con un campo
escalar.



Apéndice G

La distancia geodésica y expansiones
de hipersuperficie

Consideremos un espaciotiempo globalmente hiperbolico (M, gqp), v sea D C M una
vecindad normal convexa tal que para cada par de puntos x,y € D, existe una tnica
geodésica que contiene a x e y.

G.1. La semidistancia geodésica al cuadrado

En lo que sigue, nos basamos en el procedimiento descrito por DeWitt y Brehme en [83].
Denotamos por s(x,y) a la distancia geodésica entre puntos x,y € D. Si se fijay = yo € D,
se puede definir un campo sy,(x) = s(x,yg) sobre D. Con excepcion del cono de luz de yy,
el campo vectorial g“besyo es unitario, dado que sy, parametriza de manera afin a cada
geodésica que emana de yo, es decir,

g“bvasyo Visy, = £1, (G.1)

donde el signo positivo aplica para geodésicas tipo espacio y el signo negativo para geodési-
cas tipo tiempo. Veremos que es conveniente definir la semidistancia geodésica al cuadrado
por

o(x,y) = i%sz(x, ¥), (G.2)

donde nuevamente usamos el signo positivo para puntos x,y relacionados espacialmente,
y el signo menos para puntos x,y relacionados temporalmente. Notemos que ¢ se anula
cuando la distancia geodésica entre x, y se anula, en particular en el limite de coincidencia,

o(x,x) =0. (G.3)

Nuevamente, si fijamos y = yo, podemos definir un campo escalar en D dado por oy, (x) =
0(x,y0). De ahora en adelante, omitimos la referencia explicita a x y y, sobreentendiendo

113
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que todas las derivadas covariantes se aplican en x. Derivando (G.2|) obtenemos

Vao = £5V,s. (G.4)
De aqui se sigue que
lim Va0 = 0. (G.5)
y—X

De (G.4), (G.2) y (G.1)) se obtiene que o cumple con la ecuacién diferencial

g (V40)(Vyo) = 20. (G.6)

Esta ecuacion nos permite obtener informacién sobre las derivadas de o. Definimos la no-
taci()nﬂ simplificada o, = V40, 0 = V. Vo, etc. Entonces,

Oy = abaab, (G~7>

Tba = 0 © Oac + 0° Opacs (G.8)

de modo que al tomar el limite de coincidencia sobre ((G.8)) se obtiene

lim oy, = lim o3 € 0ge, (G.9)
y de aqui se infiere que
lim o4y = Gap. (G.10)
y—X

En lo que sigue calcularemos los limites de coincidencia hasta de orden seis en derivadas
covariantes para ¢ con ayuda de la ecuacion y los limites (G.3)), (G.5) vy (G.10),
reproduciendo el método de DeWitt y Brehme [83]. De ahora en adelante usamos la notacion
de paréntesis cuadrados [ | para indicar que se toma el limite de coincidencia y — x.

Si tomamos la derivada covariante de , se obtiene

b Oad + 0 Ocad + 0¢? Obaa + 0 Ochad = Tcba, (G.11)
y en el limite de coincidencia,
[Ocbal + [Ocab] + [Obac] = [Tcbal- (G.12)
Al sustituir la condicién de no torsion,

VoV — VyVao = 0, (G.13)

Notese que esta notacion es semejante a la notacién con (;) para derivadas covariantes, aunque siguen
un orden inverso, es decir,

Vavb¢ = (bab = ¢;ba
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obtenemos
[Ucba] + [cha] =0. (G14)

La definiciéon del tensor de Riemann aplicada a ogp,
bea = Rbca ‘04 + Ocha; (G.15)
implica que en el limite de coincidencia,
[Obea] = [Ocbal, (G.16)
que al sustituir en finalmente nos arroja el limite
[0cba] = 0. (G.17)

En general, al calcular m derivadas de , y tomar el limite de coincidencia se obtiene
una ecuacion que contiene una combinacion de términos de la forma [o4,, . q,] con los indices
intercambiados. A esta ecuacién la denominamos la ecuacion maestra de orden m para o.
Para poder intercambiar esos indices es necesario recurrir a la regla general de intercambio
de derivadas en términos del tensor de Riemann,

2

_ b
Va,Va, 1Wap, 5..a17 — Va1 VanWay _s..a1 = Ra,a,_yay, Wan_g...apy1bag_1...a15 (G.18)
1

3
|

b
Il

en cada orden 2 < n < m, y tomar m —n derivadas més, resultando en m — 2 ecuaciones de
intercambio de indices (ndtese que los primeros dos indices de derecha a izquierda siempre
conmutan gracias a la condicién de no torsiéon). A continuacion se calcula el limite de
coincidencia para cada ecuacién de intercambio de indices, obteniendo un conjunto de reglas
para el intercambio de cada dos indices adyacentes para los términos [og,,. q]- Estas reglas
de intercambio en el limite de coincidencia ya se pueden utilizar para despejar [0, . .q,] de
la ecuacién maestra de orden m.

Entonces, al calcular la cuarta derivada de (G.6) obtenemos,

e e e e
Odeb Oae + Ocb Odae + Tdb Ocae + 0b Odeae (G19>

+0dc € Obae + 0c© Odbae + 0d© Tcbae + T° Tdcbae = Tdcbas (G.20)
donde al tomar el limite de coincidencia se obtiene la ecuacién maestra de orden 4 para o,
[Odcbal + [Tdbea] + [Ocbda] = 0. (G.21)

Veamos que la regla de intercambio para los ultimos dos indices es

Oabed = Obacd T Rabc eaed + Rabd eace- (G22)
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Al tomar el limite de coincidencia, los términos que van contraidos con el tensor de Riemann
tendran simplemente el efecto de bajar el indice correspondiente de sus respectivos tensores
de Riemann, resultando en una suma simetrizada de los tensores de Riemann. Estos se
cancelaran entre si, resultando en la regla de intercambio

[Uabcd] = [Ubacd] . (G23>

La regla de intercambio faltante es no trivial, y se obtiene calculando una derivada de

(G.13),

Odeba = Odbea + (vdRcba e)ae + Rcba eo-de- (G24)

Al tomar el limite de coincidencia, la regla de intercambio de indices buscada es

[Udcba] = [Udbca] + Rcbad' (G25)

Utilizando (G.23)) y (G.25) en (G.21)) obtenemos

Repad + 2[0dbca] + [chda] =0
Rcbad + 2[Udbca] + Rcdab + [Ubdca] =0

1
[adbca] = § (Rdcab + Rbcad) . (G26)

Siguiendo este procedimiento, obtenemos los siguientes limites,

[Uedcba] - (veRbcda + vdeeca + chbdea) (G27)

1
2
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1

[0a6a5a4a3a2a1] = g

(Raaalagb + Rasagal b) (5Ra5a4a3b - 4Ra5a3a4b)

b b

4Ra6a1a3 (Ra5a2a4b + Ra5a4a2b) - 4Ra6a1a4
- 4Ra6a1a5b (Ra4a2a3b + Ra4a3a2b) - 4R(l6a2a3b
4R b (Ra5a1a3b + Ra5a3a1b) - 4Ra6aga5b

(Rasasasb + Rasazash)
(Rasarash + Rasasaib)
aGasas (Rasarasb + Rasazard)
+ Ragazar” (5Rasasazd — 4Rasazass) + Ragasas’ (PRasasars — 4Rasarasb)
— 4Ragasas” (Rasarash + Rasazarb) — 4Ragasas’ (Ragarash + Rasazard)
+ Ragasar” (5Rasagazd — 4Ragazasd) + Ragasas” (DRasazard — 4Ragaragh)
+ 5Ragasas” (Rasarass + Rasasars) — 4Ragasas’ (Rasarash + Razasard)
+ Ragasar” (5Rasaza2b — 4Ragazasd) + Ragasas” (DRasazard — 4Ragarasd)
+ 5Ragasas” (Rasarazs + Rasazars) + 5Ragazas’ (Rasarass + Razasard)
—9(VasVas (Rasasaras + Rasasoras) + VasVas (Resasanas + Razasaras)

+ vCLLSVCM (R020301a6 + Ra20«60«10«3) + VGGVGB (Ra2a4a1a5 + Ra2a5111114)

+ VGGVCM (Ra2030105 + Ra2a5ala3) + VGSVGS (RGQGBGNM + R112114l11113) >] .

(G.28)

G.2. Expansion 3+ 1 de |04, 4,]-

En esta seccion utilizaremos el formalismo 341 para desarrollar en términos de cantida-
des definidas sobre la hipersuperficie, todas las componentes de los limites de las derivadas
de o.

Para la primer derivada, tenemos ,

[040] =0, (G.29)

y de (F.60) podemos deducir
[Dgo] =0, (G.30a)
[do] = 0. (G.30b)

Para la derivada de segundo orden, de (F.103)), (G.30a)), (G.30b)), (G.10) y (F.21)),

[Ualao] = halao + naonal(_l)a (G'31)
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es decir,
[DoDyo| = hap, (G.32a)
[Dod o] = [dDgyo] =0, (G.32Db)
[d%0] = —1. (G.32¢)

En general, el procedimiento que se sigue para calcular las componentes de proyecciéon
del limite de las derivadas de orden k > 2 es el siguiente:

1. Se calcula la expansion 3 + 1 de las derivadas covariantes de o4, . .a0-

2. Se evalta el limite de dicha expansion y se reemplazan los limites de las expansiones
que se han encontrado previamente para los limites de las derivadas de orden igual
o menor a k — 1, es decir, [Dq,_, ...Dgy0], [Da,_, ...Da,d0], [Da,_, --.Dayd Dgyo],
k—1
, [d" o).

k—

3. Se identifica cada componente de proyeccion con la correspondiente componente de
proyeccion de la expansion 3 + 1 completa del limite [0q,. 4, calculado en la seccion

anterior.
4. Se despejan los limites [Dy, ... Day0], [Da, - .. Daydo], ..., [@¥c] de las ecuaciones
para las componentes de proyeccion con indice 0,1, ..., 2% — 1, respectivamente.

Para k = 3, tenemos el limite [o45.] = 0, por lo que las proyecciones en este caso son

[Day Da, Dayo] = (G.33a)
[Da2Da1dG] a2a1> (G33b)
[DGQdLDao] = (G.33C)
[‘Dazdzg] uaza (G33d)
[d‘DalD 00] Kamov (G336)
[dDa1do] =0, (G?)?)f)

[d? Daoa] = U, (G.33g)
[d°0] = 0. (G.33h)

En k = 4 tenemos un limite de coincidencia no trivial, combinacién de tensores de Riemann
indices intercambiados, dado por la ecuacion (G.26)). Utilizando todas las herramientas del

formalismo 3 + 1 que introducimos en el apéndice |[F| podemos continuar con el adgoritmcﬂ7

2E] algoritmo fue programado en Mathematica junto a algunas reglas operativas del formalismo 3 + 1
para poder realizar estas expansiones.
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obteniendo
1
[DG3D¢12D111 DaOO'] = g <(3)RCL301@OG2 + (3)Ra3a0a1a2 + KGSGOKGQ(M + Ka3a1 Ka2a0 + KGBGQKala())
(G.34a)
2
[Da3Da2DaldU] = _g (DalKasaz + DazKasal + Da3Ka2a1) (G-34b)
1
[DasDadeaoa] = 5 (3Ka3azuao —2D4yKazay + DayKagao + DasKazao) (G~34C)
1
[Day Doy ®o] = (2Ka3 Y Ky — 2agtiay — 2d Kagay — 4Da3ua2> (G.34d)
1
[Da:adDalDaoU] = 3 (3ua3 arao + DagKazay + Day Kagap + DasKamo) (G.346)
1
[Day@ Doy @0) = = (aytay = Kay "Koay =24 Kaga = Daytar) (G.34f)
1
[Dayd?Dg,0] = . <4ua3ua0 — Koy "Kyay + A Kayag + 2Da3ua0) (G.34g)
(Do, d30] = —d ug, (G.34h)
1 .
[dDa2Da1Daoa] = g (Da2Ka1ao =+ DalKazao + DaoKazal) (G'34l)
1 .
(dDay Doy o] = (ua2ua1 4Ky, Ky, — 2d Ky, — Dalua2> (G.34)
1
(@ Do Dago] = = (ua2ua0 Ky YKy + 2Da2ua0) (G.34k)
d Dy, d%0] = —K,, up — du, G.341
2 2 2
[@2Dq, Dago] = (2}@1 P Ky — 2y tag + 40 Kayag + 2Da1ua0) (G.34m)
[d? Dalda] — K, Py (G.34n)
[d3 Dy, 0] = 2d‘uao (G.341)
[d10] = —ubuy. (G.340)

El limite del orden k& = 5, dado por (G.27)), involucra una combinacion de derivadas
del tensor de Riemann entre sus 2° = 32 combinaciones de limites de derivadas. No es titil
presentar aqui los limites obtenidos por lo que reproducimos tnicamente los limites que
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seran utilizados posteriormente:

1
[Da4Da3Da2Da1Daoa] - 5 (D‘M (S)RalaNBaO + Das (S)Rawwgao + Da2 (3)Ra1a3a4a0>

+ 5K(a4a3Da2Ka1ao)a (G35)
[Day Doy Doy Doy do] = K4 a;d Kq = 3D (4, Das Kayar) — Klasas Dastay)
- 2*Kvb(azll(’b a3Ka2a1) + K(a4a3ua2ua1)
1

+ 6( - K, b[2 (3)Ragba2a1 =+ (3)Ra3a2a1b]

+ Ka3 b[5 (3) Ra4ba2a1 +4 (S)Ra4a2a1b]
+ Ka2 b[ (B)Ra4ba3a1 —4 (S)Ra4a3a1b]

2K, ' Raypaga + 2 (S)Ra4a3a2b]), (G.36)

2a1)

3 3
[Da4Da3Da2d20] = _iD(UAdKCLSCLQ) — 3u(a4Da3ua2) — iDmD%an

vy
5 (D Rasanns + 2% Rasaas ) o + Koo, D" Kogar)
+ 2K(a4 bDasKaz)b - K(a4a3Ka2) bub- (G37)

El limite de coincidencia para la derivada covariante de o de orden 6 estd dado por
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(G.28). En este caso tenemos que el limite de la derivada totalmente tangente es

1
[DasDa4Da3DazDa1Daoa] = B(llKa2a3Ka4a5dKaoa1 - Ka304Kaladeaoaz - KalaalKasadeaoaz

— Kayaz Kagas d Kagay — Kazas Kagasd Karay — Kagas Kazasd Kayas
— Kagaz Kagas @ Kayay — Kayay Kagasd Kagas — Kagaz Kasasd Kayas
— Kaya,Kagas A Kazay — Kagay Kayas @ Kasas — Kagay Kagasd Kagay
— TKayaz Kayasd Kagay — TKayas Kagas @ Kagay — TKagas Kagas @ Kayay
— TKapas Kazasd Kayay — Kayas Kagasd Kagay — Kagaz Karasd Kaay
— Kagai Kazas d Kasay — Kayas Kagas d Kazay — Kagas Karasd Kazay
— TKaza3 Ka104d Kagas — TKaya: Kazasd Kagas — TRaza3 Kagasd Kayas
— TKapas Kazasd Kayas — Kayaz Kagayd Kagas — Kagaz Karasd Kayas
— Kagay Kazas @ Kasas = Kayay Kagasd Kazas — Kagar Kayasd Kazas
+ 11K 0, Kagas d Kayas + 11K gy Kayaz d Kayas
+ Kapas [ 11K a0, Kagay — Kayasd Kagas — Kagasd Kayag
— TKaya38 Kagas — TKagasd Kayas — Kagar d Kaga]
+ Kapas [ 11K o058 Kagay, — Kayasd Kagas — Kagasd Kayag
— TKaya5d Kagas — TKagasd Kayas — Kagay @ Kagas |

+ 11Ka0alKa2a3dKa4a5) + OFa5a4a3a2a1a0 (G38)

donde 0Fa5a4a3a2a1a0 es un tensor tangente que no involucra derivadas normales de la cur-
vatura extrinseca.

Al menos dos proyecciones mas seran de interés:

[Day Dy Dy Doy Day) = (@ Kagar) Day Koy~ 30(@ Kasar) Da Ky + (@ Koy, Day K,
+ 120 Ko Dy Kasa, — 2@ Kugas) Dy Kasar — 3 (0 Kago,)Das Ko
42 (@ Kayar) Do Kasas — 13 (1 Kasa) Do Kagas + (8 Kaga) Dy Ko
4 2 (@ Kagos) Do Kagar — 32 (@ Kugar) Do Koy + 32 (4 Kagar) Da K
+ %(dKagal)DmKaE,as + %(d‘Kawg)D%Kaw1 + g(dKa4a2)Da5Ka3a1
+ %(d‘KaSaQ)DasKmm - %(df}(ml)D%KW12 — %(dKasal)D%Kam
- E(d Kaza)DasKasas + ' Fasasazazar (G.39)

45
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29 5 1
[DasDa4Da3Da2erJ} = TOKGSMJQKGS@ + §K615a3d2Ka4a2 + TOKa4a3d2Ka5a2

1 1 11

+ §Ka5a2dLQKa4a3 + QKa4a2d2Ka5a3 + TOKagagd2Ka5a4
8 52 1

+ Z5 (3)Ra4a3a5 bdeaz + E (3)Ra5a4a3 bdezzg - 5 (3)Ra3a2a5 bdea4
3

+ g (S)Rasagag bdea4 + Ka4 beagdKag,ag + Ka5 beagdKa4a3

b Koy Koy Koy + 3K 'K d Kasay — 22 Ko 'K K

a4 bas asas as bas a4ao 90 as aqas bas

167 329 39

— 5 Ko "Kasasd Kpa, — 5~ Kay "Kagasd Kbay = T5 Kas " Kasar @ Kiag
) 97 37

- EKL‘M bKa4a2dea;g - %Kcm bKa5a4dea3 - EKas bKCLSCLQdea4
49 91 21

- % as bKa5a2dea4 - %Kag bKasagdea4 - EKG,;; bKa3a2dea5
31 13 29

- 7Ka3 bKa4a2Kba5 - 7Ka2 bKa4a3dea5 + 7Ka5 bea4dKa3a2
30 30 5
1 5! 17

- gKa4 beadeagaz + gKa5 beagdKa4a2 - ﬁKa4 beagdKasag
1 1 11

= 5 Ko "Kiayd Kasay = 5 Kai " Kooy d Kagay + Koy Koy Kaga,
1

- gKas beaszasa4 + 3Fa5a4asaz (G-4O)

donde 1Fa5a4a3a2a1 y SFa5a4a3a2 son tensores tangentes que no involucran derivadas norma-
les de la curvatura extrinseca. Notese que tanto el limite de la derivada tangente de sexto
orden de ¢ como la derivada tangente de quinto orden de d o involucran derivadas normales
de la curvatura extrinseca K, de primer orden, es decir, de segundo orden en derivadas
de Lie sobre la direccién normal de la métrica inducida hgp. Sin embargo, el limite de las
derivadas tangentes de orden cuatro de d ¢ incluye derivadas normales de segundo orden de
K, es decir, un tercer orden en derivadas de Lie de la métrica inducida hyp en la direccién
normal.

G.3. Aproximacion de hipersuperficie para o

Sea Qy C ¥.N Dy una vecindad normal convexa espacial de y € X, es decir, una region
tal que para cada x € Qy existe solo una geodésica contenida en la hipersuperficie Qy
yendo de y a x. Denotamos por q(x,y) a la semidistancia geodésica cuadratica sobre la
hipersuperficie que va de y a x en Q. Este biescalar solo esta definido para pares de puntos
contenidos dentro de Q.

El biescalar o(x,y) restringido a puntos x,y € Qy puede expandirse en serie de Taylor
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S(x,y) sobre Qy, es decir, una expansion de la forma

noq g beerbo

U(Xa Y) = H A (X) qbk_l(xa Y) “ by (X7 Y) + O(§n+1)a (G41)
k=0 "
donde .
da(x,¥) = Daa(x,y), (G.42)
k bk—1bo
y A (x) son k—tensores tangentes en x, completamente simétricos a los que deno-

minamos coeficientes de Taylor de orden k. En (G.41)), s representa la distancia geodésica
sobre la hipersuperficie, de tal modo que

1

a(xy) = 55" (x,¥). (G.43)

En lo que sigue omitimos la dependencia explicita en los puntos x, y. La expansién
(G.41)) tiene propiedades analogas a las de una expansiéon en serie covariante de Taylor,
gracias al hecho de que q satisface una ecuacion diferencial en Qy que es analoga a (G.6)),

h“bqaq,J = 2q, (G.44)

y por lo tanto hereda los limites de coincidencia y — x analogos a aquellos de o,

[q] =0, (G.45a)
[dao] = 0, (G.45Db)
[qalao] = halam (G.45C)
[qazalao] =0, (G.45d)

1
[qa3a2(11a0] = g ((3)Ra3a1aoa2 + (3)Ra2a1aoa3> ) (G45e)

y asf sucesivamente. Esto implica que los coeficientes de Taylor de mayor orden que aparecen

en el limite de coincidencia de la serie, derivada tang(zncialbmente k veces en x incluye los
k—1"00

coeficientes de Taylor de hasta el orden k, es decir, zlfl (x).

Esto nos permite calcular los coeficientes de Taylor siguiendo un procedimiento analogo
al que se sigue para calcular los coeficientes de una serie covariante de Taylor tal como
en [83]. En este caso, calcularemos sucesivamente las derivadas tangentes de la expansion
(G.41) en x, y en cada orden tomaremos el limite de coincidencia y — x y sustituiremos
los limites para las correspondientes derivadas de o y sus proyecciones, los limites de g
(G.45) y los limites que por este mismo método vayamos encontrando para los términos
[Da, ... Da,0].

Notese que los tnicos términos que quedan al tomar limites de coincidencia son aquellos
que multiplican limites de las derivadas de q que no se anulan en dicho limite, es decir, se
descartan aquellos términos multiplicados por q, q¢ ¥ dasaiag-
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De acuerdo con el algoritmo, el primer paso es calcular directamente el limite de coinci-
dencia de (G.41)), en el que el limite [g5,] = 0 cancela todos los términos de la serie excepto

0
a A, obteniendo

0
A =[o], (G.46)
que resulta en
0
A=0. (G.47)

A continuacion, tomamos una derivada tangente en x sobre (G.41) y calculamos el limite
de coincidencia para obtener

0 10 10

[Dyo] = A+ Dy A [q0) +A [qap) + [as] (-..), (G.48)

—~— —~ ~~
0 hab 0
de donde se tiene
1
A, =0. (G.49)
La segunda derivada de (G.41) es
1 2 blbo
DayDayor = 5 (DalDaoA U, oo
2 blbo 2 blbO
+ DaoA (qb1 Gaibo + Yaib; qbo) + DalA (qb1 Gaobo T Yagb: qbo)
o bibo

+ A (qa1a0b1 by + b, Y9aqapbo + Ja1b19agbo + Jagby qalbo) ) + O(Q) (G50)

En el limite de coincidencia esto implica que

2
Aa1a0 = halaoa (G51)

2
donde hemos aprovechado la propiedad de simetria de A,,4,. Haciendo uso de la ecuacion

(G.44)), notemos que el primer término en la serie (G.41]) es justamente q.
Al aplicar por tercera ocasiéon una derivada tangente en (G.41)) y calcular el limite

obtenemos

3
Aa2a1a0 = [DazDalDaoa] - [qa2a1a0]7 (G'52)

es decir,

3
Agep = 0. (G.53)
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Hasta este punto, tenemos que la expansién para o es explicitamente

1 4 bsbabibo 1 5 babsbab1bo

o=q+ @A Abs Tbo qby Gby + 514 by Tbs Tbo G T

1 6 bsbabsbabibo

+ @A Gbs Dby Gbs Db G, Qg + O(87), (G.54)

Luego, al despejar el coeficiente de cuarto orden a partir del limite de coincidencia de
la cuarta derivada tangente de ((G.41)) tenemos

4
Aa3a2a1a0 = [DGBDQ2DCL1DGOU] - [qa:’,azalao]a (G'55)

en donde sustituyendo, (G.45€) vy (G.34a]) se obtiene

1
azazai1ap — § (Ka3aoKa2f11 + KasalKazao + Ka3a2Ka1ao) = K(agazKalao)' (G-56)

PN

Sustituyendo en ((G.54) se tiene

15 bab3babibo

1
oc=q+ IK(bngKblbO)qbgqbgqblqbo + QA b Tbs Db b1 Gby + O(8°). (G.57)

Derivando 5 veces ((G.57) y tomando el limite de coincidencia junto a las expresiones ((G.35))
y el analogo para q de (G.27)), se obtiene

5 4

Aa4a3a201a0 = [DG4DUL3DCL2D611DGOU] - [qa4a3a2a1a0] - 5D(a4Aa3a2a1ao)v (G-58)
es decir,
5
Aa4a3a2a1ao = _5K(a4a3Da2Ka1a0)' (G59)

Para el sexto orden, tenemos

6
S(a5a4a3a2a1ao) = [Da5Da4Da3Da2DalDaog] - [qa5a4a3a2a1ao]

4 5
- 15D(a5Da4Aa3a2a1a0) - 6D(a Aa4a3a2a1a0)7 (G60>

5

Sustituyendo (G.56)), (G.59), la version de (G.28) para q y el limite (G.38)), se obtiene
6
A ) =— 3K( Ka3a2dKa1a0) + 9K( Da3Da2Ka1a0)
+8 (D((ISKMCLS) (DCLQKawo)) + 3K(a5a4Ka3a2Da1uao)
+ 4K (450, Kazas Kay "Kpag) — 3K (4504 Kasas Uas Uag) (G.61)

(asasazazaiag asa4 asaq
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G.4. Expansiones de hipersuperficie para las derivadas nor-
males de o

Como un campo definido en una regién normal convexa del espaciotiempo Dy, tiene
todo el sentido calcular objetos como V.o, en donde se incluye la derivada normal de o, es
decir,

Voo = Dyo +ngdo. (G.62)

Sin embargo, adn si contamos con la expansion de hipersuperficie de o sobre cualquier
hipersuperficie con registro en la vecindad Dy, no podemos calcular ninguna derivada nor-
mal de la expansién de o porque q no estd definida para puntos que se encuentran sobre
hipersuperficies diferentes, imposibilitando realizar el limite del proceso de derivacion. Por
lo tanto, las derivadas normales como do requieren ser expandidas como series de Tay-
lor completamente independientes. S6lo entonces podemos calcular un objeto como V,o a
partir de expansiones de Taylor sobre la hipersuperficie para o y do.

Por lo tanto, se plantea una expansiéon para do de la forma

"1k b—1bo

do =3 A Oy~ Ao + O(s" ). (G.63)
k=0 "

Siguiendo un procedimiento completamente analogo al que se sigui6é para o, se obtiene

0
A=0, (G.64)

debido a (G.30b)). Similarmente, de (G.32b) se tiene

1
A, = 0. (G.65)

Luego, el primer coeficiente no nulo es

2
Aalao = _Ka1a07 (G66)

debido a ((G.33b)). Para el tercer coeficiente, tomando el limite de la tercer derivada de
(G.63) v sustituyendo ((G.34b)) se tiene

3
Aa2ala0 = D(a Kalao)- (G67>

2

El limite de coincidencia de la cuarta derivada de (G.63) es

4 2 3
Adsazarap = [DazDay Day Dagd o] — 6D, Dy A — 4D 4, A (G.68)

aiag) aza1a0)*
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Tomando en cuenta (G.39) asi como (G.66) y (G.67) en (G.68)), tenemos

4
Aa3a2a1ao :K(agagdKalao) - 3D(a3Da2Ka1a0) - K(agagDmuao)
_ 2Kb(a3Kb azKalao) —|—K(a3a2ua1ua0). (G69)

En el orden 5 se tiene para el limite de coincidencia de la quinta derivada de (G.63) ,

5 2 3
Aa4a3“2alao :[DMDasDaQDalDaodz] - 10D(a4Da3Da2Aa1a0) - 10D(a4Da3Aa2a1ao)
4
_ 5D(a4Aa3a2a1ao)’ (G?O)
y sustituyendo (G.66)), (G.67) y (G.69),
> 7
Aa4a3a2a1a0 = — 2K(a4a3Da2dKa1ao) — gdK(a4a3Da2K<l1(lo) + D(a4Da3Da2Ka1a0)
16 5
+ 2K (4405 Daz Day Uag) + EK(M bK\b\asDGQKawo) - gK(awsKaz bD\blKalao)
26 b 7 7
+ EK(‘MGSKGQ DalKaO)b + g(D(MU%)(DazKamo)) - gu(a4ua3Da2Ka1ao)
- 4K(a4a3ua2Daluao)- (G.71)

Notese que por construccidon, es posible calcular hasta cinco derivadas tangentes de la
expansion (G.63)) de tal modo que sus limites de coincidencia coinciden exactamente con

los de do. Esto implica que una vez que las expansiones (G.41]) y (G.63) se sustituyen en
(G.62)), la aproximacion para o, coincide en el limite de coincidencia de derivadas tangentes

hasta de orden 5.
Para calcular la segunda derivada covariante de o, tenemos de (F.103)),

Garao = (Karan@ + Day Day0) + ay (Dayd s + Ko, "Dyo )
+ N, (Ugyd o + dDgyo) + Ngyna, (d2a + ubDb0> . (G.72)
De ([F.111)) tenemos
dDyo = Dydo + K, Dyo — ugdo, (G.73)

de donde vemos que el tinico término que no podemos calcular a partir de las expansiones
de Taylor sobre la hipersuperficie es d %o, para el cual necesitamos una nueva serie,
n kbkfl"'bo
%o = Z 7B Qbe—y =" oo + O(§n+1)' (G.74)

k!
k=0

En esta ocasion, el primer término es

0
B=_1, (G.75)
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debido a (G.32¢). El siguiente coeficiente involucra el limite (G.33d)), quedando

1
B, = —ug. (G.76)

El coeficiente de Taylor de segundo orden se calcula con ayuda de (G.34d)),

2 2
Barao = 5 (0 Kanao + Koy "Koag = taytag + Do ey ) - (G.77)

Tomando el limite de coincidencia de la siguiente derivada, obtenemos
3 1 2
Ba2a1a0 = [DazDalDaodzz] - 3D(a2Da1 Bao) - 3D(a2 Balao)v (G78)
y sustituyendo (G.76), y (G.37),
3 1

1
Ba2a1a0 :§D(a2dKa1ao) - iD(azDaluao) + u(azDaluao) + (DbK(azal)Kb ap)

24
K(agar Day Aoy + gKb(agKb 028 Ky a0)

(D(agKaz b)(DalKao)b>

41

1a0) — FK(asazumeKao)b

Ko, |p)Uay Yag) — Koya, Uag)Un

lao)

b b
—2K (azDalKao)b - K(agalK ag) Ub- (G79)
Al cuarto orden finalmente obtenemos
4 17 12 17
Bagazalao :EK(agardeKalao) + FD(agDazdLKalao) - g
214 b 51 by by (3)
FK(asazKal d Kagyp + EK(aswumduao) + 28K (a; 7' Ka, Rallbﬂao)bo
72 48 48
- EK(G{; bDazDalKao)b + E b(angDazKalao) - E
24 46
+ E(D(asKaz b)(le\Kalao)) + gK(ag,agubD\MKa
12 24
+ 2Kb(a3ubDa2Ka1ao) - ED(GgDGQDaluGO) + gu(agDaszuao)
24 24 61
+ g(D(%uaz)(Dm uao)) - gKb(a;sz azDal Uag) + EKb aakazalle\uao)
. 24 61
—AK" (0, Koo B ay00) + 5 K (a K" (@
17 28 48
- guzK(agaszao) + EKbl boKbl(agKbO azKalao) - gKbl (asK\lnlaszo a1K|bo
20
+ EKKZ’ as Kazay Kag)p (G.80)
donde la presencia de términos de la forma d2K,;, implican la presencia de derivadas de
tercer orden en derivadas de Lie de la métrica inducida en la direccién normal.

Con ayuda de ((G.72)) podemos reconstruir una aproximacion para la derivada de segundo
orden de o en términos de las series (G.41), (G.63) y (G.74), tal que satisface la propiedad
de que el limite de coincidencia de sus derivadas tangentes de hasta cuarto orden coinciden
exactamente con aquellos de ggp,.

Esto quiere decir que con estas aproximaciones, es posible calcular todas las derivadas

de orden 6 para o que son necesarias para estimar el tensor de energia momento, de acuerdo
a lo determinado en el Teorema [2] de la seccion 3.2.2




Apéndice H
Discontinuidades y formalismo 3 + 1.

En este apéndice utilizamos el formalismo introducido en la secciéon para calcular
los saltos de objetos de interés para el andlisis 3 + 1 sobre la hipersuperficie de colapso.
De aqui en adelante las funciones y campos tensoriales hacen referencia a la construccién
SSCr, pudiendo recuperar los objetos /A de la construccion SSCy; en términos de su
correspondiente objeto A en SSC; y su diferencia {A}.

Empezamos por senalar que recurrimos a una condicién de sincronizacion: dado que
tenemos la libertad para hacer una traslacién por una constante al parametro tiempo ¢ de
una foliacién, entonces se puede imponer sin pérdida de generalidad que

[t] = {t}s. = 0. (H.1a)
Para una vecindad de X, definimos 7 = {t}, de modo que (H.1a]) se escribe

Fuera de X, 7 es una funcion escalar que debe satisfacer (H.1b)). Respecto a las derivadas
de 7, se sigue en primera instancia que

(Da)s. = 0. (H.2)
Consideremos ahora un campo tangente (, y un campo escalar n tales que
{na} = Ca + nan. (H.3)
Utilizando las propiedades de las diferencias, asi como la relacion
nge = —NVt, (H.4)

en conjunto con la proyeccion normal de (F.70)),

1
N=—-—— H.
=, (H.5)

129
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{na — fo} =0, (H.6)

2N ((14n)dT — ?Dyr) — (14 21)
(14+n)(NdT —1) — NC°Dy7
+2n,(1+n)(N((1+n)dT — (" Dyr) =) =0, (H7)

la identidad

se reescribe como

2(N((1 +n)dr — ¢"Dyr) — n)Ca +

ND,1

de donde la parte normal implica de inmediato que

- CbDbT —dT

H.
K Ndr—1 (H.8a)
0, en términos directamente de dt,
(CPDyr)/dt — d7/dt
= . H.8b
K drjdt+ 1 (H.8b)
Al sustituir (H.8a)) de vuelta en la parte tangente de (H.7)) se obtiene
Dot = 0. (H.9)

Por lo tanto n estd dada en términos de d7 y dt (alternativamente en términos de N) por

B dr B NdT
dt+dr 1—Ndr’

n= (H.10)

Veamos ahora lo que ocurre directamente con las condiciones de continuidad de la
métrica y la métrica inducida. Tendremos,

{hab} = {gab} + {nanb}7 (H.ll)
de donde definiendo & = {hy} v sustituyendo (H.3) tendremos que

S =Yab + Calp + (0 + 1)Ca + na(n + 1)G + 1n(n + 2)ngny. (H.12)

De aqui que la condicion de continuidad de la métrica (3.93)) no implica autométicamente la
continuidad del vector normal; es necesario incluir una condicién adicional de continuidad,
explicitamente

Sls. = [ha] = 0. (H.13)

Esto equivale a imponer las condiciones

Calz, =0, (H.14a)
s, = 0. (H.14b)
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Reciprocamente, si se hubiera considerado (H.13|) en lugar de (3.93), en la ecuaciéon

(H.12) tendriamos la expansion 3 + 1 de vgpls.-
Combinando (H.10) y (H.14b)), tenemos que

(d7)s, = 0. (H.15)

Para el vector dual u,, tendremos de (F.72)),

{ua} = {Dadt} , (H.16)

dt

que desarrollando resulta en

1
{ua} = (1+n)(dt+dr)dt

((1 +20)(d)2Dan + (14 1)d7(2d7Dan + (1 + 27) Dadt + 2(1 + n) Dad 7)

+dt((3 4+ 4n)dTDan + (1 + ) (Dad T + 29(Dad t + DadT)))>, (H.17)

y al sustituir (H.10) esto se simplifica a

{uq} = 0. (H.18)
Esto implica automéaticamente la continuidad de u,,

[ug] = 0. (H.19)

Este resultado simplifica el calculo de {K,p}. Partiendo de (F.67b)), asi como de (3.98)), se

tiene

{Ka} + {nafup = Va{np} — C° wp(ne + {nc}), (H.20)

donde el primer término del lado derecho ademés debemos desarrollarlo usando (F.77)),
ademas de sustituir (H.3)), obteniendo

{Kap} + Caup + nanuy =DaCy + Kapn + np (Do + K4 € )
+ ng (A + upn) + nanp (uCe + dn)

—Cu((n+ Dne+¢). (H.21)
Recurriendo a (H.14)), sobre la hipersuperficie de colapso esto se reduce a

[Kap) = na(dC)x. + nanp(dn)s, — ne(Cap)s..- (H.22)
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Para estudiar a C* ,; primero notemos que la forma general 3 + 1 de 7, es

Yab = Bab + Nakp + Mpka + thany, (H.23)

0 L . . 1
donde b = 7,4, €s un tensor tangente (segun la foliacion en SSCT) y simétrico, kK, = 7,

. . 3
es un vector dual tangente en el mismo sentido y t = v es un escalar. Ahora desarrollamos
Cap a partir de (3.94]), obteniendo las componentes de proyeccion 3 + 1 siguientes:

0 1 1 1
Cagal(m = HagKalao + §Daoba2a1 + iDalbagag - iDag hauzo? (H24a>
1,2 1
Ca2a1 = K[al bhag}b + D[alﬁ'ag] + U(ayKay) + §dba2a17 (H24b)
3 1
Clay = Ugyt + u"pa, — Koy Prip + d Figy — 5 Dast, (H.24c)
4
Carap = tKayao — Abayay + K’ (a1Dag)b = U(as Kag) T+ D(a1 Kag)> (H.24d)
5,6 1
Co =K, kp+ 5 Dat (H.24e)
7 b 1
C =y + St (H.24f)

Al aplicar las condiciones de continuidad sobre la hipersuperficie, obtenemos
1 1
(Cab)s. = (A (4)s.np) — §(d‘hab)gcnc + (K )y ngny + i(dt)gcncnanb. (H.25)

Sustituyendo en (H.22)) finalmente se obtiene

[Kap] = _%(dhab)Ec + nanb((d‘n)gc + %(dt)gc). (H.26)

En esta expresion no aparece el término n,(d (p)y, puesto que los saltos conservan la simetria
de los tensores, y dado que la componente simétrica correspondiente de [K ;] se anula en

el limite al pasar de (H.21)) a (H.22)), esto implica que
(dCa)s, = 0. (H.27)

Asimismo, la continuidad de n, implica que objetos tangentes permanecen tangentes sobre
Y., asi que la componente normal de [K ] debe cancelarse. Esto se traduce en la relacion

—%(dt)gc. (H.28)

Por lo tanto, el salto de la curvatura extrinseca es de la forma

(dn)s, =

[Kap] = _%(dhab)zc- (H.29)
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