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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Teoria de graficas

Antes que nada, necesitamos algunos conceptos bésicos de teoria de gréfi-
cas. Las definiciones y teoremas que se presentan en esta seccion, asi como
cualquier concepto en el resto del texto que no aparezca en el mismo se
pueden encontrar en [7].

Una grdfica G es un conjunto finito no vacio V' de elementos llamados
vértices junto con un conjunto £ de subconjuntos de dos elementos de V'
llamados aristas. Escribimos cada arista {u,v} como uv. Si e = uv, decimos
que e une au 'y v. El nimero de vértices en una grafica es su orden, mientras
que el ntmero de aristas es su tamano. Escribimos V(G) y E(G) cuando
queremos enfatizar a qué grafica pertenece un grupo de vértices o aristas. A
una grafica de un solo vértice le llamamos trivial, mientras que a una grafica
cuyo conjunto de aristas es vacio le llamamos vacia.

Si uv es una arista de GG, se dice que u y v son adyacentes en G. También
decimos que u y v son vecinos. Es por esto que al conjunto de vecinos de u
le llamamos la vecindad de u, que denotamos por N(u). Siu y v son vértices
y uv es una arista de GG, decimos que la arista uv incide en el vértice u, y en
v respectivamente.

El grado de un vértice u es el nimero de vértices que son adyacentes a u.
Para esto usamos la notacion d(u), es decir d(u) = |N(u)|. De aqui tenemos
el siguiente teorema, que se conoce como el primer teorema de teoria de
graficas.
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Teorema 1.1. Si G es una grifica de tamano m, entonces

Z d(v) = 2m.

veV(Q)

Demostracion. Cuando sumamos los grados de los vértices de GG, contamos
cada arista de GG dos veces, una por cada vértice en el que incide. O]

e
U1

vs
Figura 1.1: En esta imagen, por ejemplo, tenemos
una grafica de orden 7 y tamano 6. El vértice vy

v es de grado d(v;) = 3 y su vecindad es el conjunto
N(v1) = {va, v4, 06}

V2

v3

Decimos que una grafica H es una subgrdfica de G si V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Si V(G) = V(H), entonces H es una subgrafica generadora
de G. Para un subconjunto no vacio S de V(G), la subgrafica G[S] inducida
en (G por el conjunto S es la subgréafica cuyos vértices son los elementos
de S y dos vértices son adyacentes en G[S] si y solo si son adyacentes en
GG. Decimos que una subgréifica H es una subgrdfica inducida si hay un
subconjunto S de V(G) tal que H = G[S]. Para un subconjunto no vacio
X de E(G), la subgrafica G[X] inducida por X es la subgrafica de G cuyo
conjunto de aristas es X y un vértice de G es vértice de G[X] si y solo si al
menos una de las aristas de X incide en él.

Para un subconjunto propio U C V(G), definimos G — U como la sub-
grafica inducida en G por el conjunto de vértices V(G) \ U. Si u y v
son dos vértices no adyacentes de G, la grafica G + uv es la grafica cuyo
conjunto de vértices es V(G + uv) = V(G) y su conjunto de aristas es
E(G +uwv) = E(G) U {uv}.
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V6
U1

U3 V7

U7

Ve V6

U1 G[S] U1

G[X]
.

V4

U3

Figura 1.2: En esta imagen, tenemos una grafica GG, una de sus subgraficas
H vy, si tomamos S = {vy,vy,v5,06,07} v X = {0109, 0106, V103, U2V, U306 },
tenemos la subgrafica inducida por S y la subgrafica inducida por X.

Para dos vértices no necesariamente distintos « y v en una gréfica G,
definimos un camino de u a v en GG, como una sucesion de vértices que
comienza en u y termina en v de forma que dos vértices consecutivos en la
sucesion son adyacentes en GG. Podemos expresar esto como W = (u; =
u, U, Us, . .., u = v) donde wu; 11 € E(G) para cada i € {1,...,k—1}. El
camino se considera que incluye las aristas que une vértices consecutivos de
W, es decir, se puede pensar en el camino como el punto u; seguido de la
arista ujus seguido del punto us seguido de la arista usus y asi sucesivamente
hasta llegar a u;. En este caso, al nimero £ le llamamos la longitud de TW.
A un camino T de u a v en el cual ningtin vértice se repite le llamamos una
trayectoria de u a v, podemos resumir esto llamandola una uv-trayectoria.
Un camino en el que el vértice inicial y el vértice final son el mismo se conoce
como camino cerrado. Un camino cerrado con més de un vértice en el que
ninguna arista se repite se conoce como circuito, mientras que a un circuito
en el que ningtn vértice, con excepcion del primero y el tltimo, se repite se le
conoce como ciclo. A un ciclo de longitud 3 le llamaremos tridngulo. A una
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trayectoria o un ciclo lo podemos considerar como la sucesion de vértices y
aristas que lo conforman, pero también lo podemos pensar como la subgrafica
inducida por sus aristas.

V1o U9

Figura 1.3: En esta imagen, tenemos una gra-
fica en la que podemos encontrar la sucesion
(v3,v10,v7) ¥ Ver que es una vsvr-trayectoria de
longitud 2 y orden 3. También podemos encon-
trar el camino cerrado (vg, vs, Vg, Vg, Vs, Ug, Vg) ¥
el ciclo (Ul, V2, VU3, U4).

Dado que en este texto trabajaremos mucho con ciclos vale la pena in-
troducir un poco més de notacién en este tema. A un ciclo, ya sea como
subgrafica o como sucesion de vértices, de longitud n, lo denotaremos como
Cp. Al orden del ciclo de mayor longitud de G le llamaremos la circunferencia
de G y la denotamos como ¢(G). Supongamos que C' = (uy, Uz, . .., Up, Uy ) €S
un ciclo en alguna grafica G. En este texto siempre tomaremos los indices de
cada vértice de C' en modulo n. Usaremos la notacion [u;, u;| para denotar
a la sucesion (u;, wit1,...,u;). Es decir, a una secciéon que recorre al ciclo
C' desde u; hasta u;. Ademas escribiremos L(u;,u;) para la longitud de esta
trayectoria.

Decimos que un ciclo C' en G es hamiltoniano si V(C) = V(G). Conse-
cuentemente, decimos que una grafica es hamiltoniana si contiene un ciclo
hamiltoniano. El teorema mas importante que vamos a usar en este texto
sobre graficas hamiltonianas es el siguiente.

Teorema 1.2 (Teorema de Ore). Sea G una grifica de orden n > 3. Si
d(v) + d(u) > n para cualesquiera vértices no adyacentes de G, entonces G
es hamiltoniana.

Decimos que una grafica G es coneza si para cualesquiera u,v € V(G)
existe una uv-trayectoria en (G. Una gréafica que no es conexa es una grafica
inconexa. Si G es una grafica conexa y u € V(G) es tal que G — {u} es
inconexa, decimos que G es separable. En este caso, al vértice u lo conocemos
como vértice de corte. Una subgrafica no trivial conexa sin vértices de corte
es un bloque.
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El nimero de conexidad k(G) es el menor nimero de vértices que es
necesario quitar a una grafica para obtener una grafica inconexa o una grafica
trivial. En este texto solo nos preocuparemos por distinguir cuando una
grafica sea o no un bloque, es decir, cuando su numero de conexidad sea
mayor, igual o menor a 2. Para dos vértices u y v de GG, decimos que S C
V(G) \ {u,v} es un subconjunto separador de u y v si no existe una uv-
trayectoria en G — S. Por otro lado, decimos que dos uv — trayectorias son
internamente ajenas si los nicos vértices que tienen en comun son u y v.
En este texto usaremos brevemente el siguiente teorema de Karl Menger.

Teorema 1.3 (Teorema de Menger). Sean u y v dos vértices no adyacentes
en G. El menor numero en un conjunto separador de u y v es igual al mayor
numero de uv-trayectorias internamente ajenas que podemos encontrar en G.

Figura 1.4: Si consideramos de nuevo esta gré-
fica, podemos ver que no es conexa, pues no
existe una trayectoria, por ejemplo, de vg a v;.
Podemos usar colores para distinguir las com-
ponentes. También podemos notar que, por
ejemplo, v3 es un vértice de corte de la subgré-
fica azul y que la subgréfica roja es un bloque.

Decimos que una grafica es completa si todos sus vértices son adyacen-
tes entre si. Si G es una grafica completa de orden n la denotamos como
K,. Una grafica no trivial es bipartita si existe una particion de V' en dos
conjuntos U y W de forma que cada arista de E une a un vértice de U con
un vértice de W. Si una grafica bipartita es tal que todos los vértices de U
son adyacentes a todos los vértices de W, entonces le llamaremos una grafica
bipartita completa. En este caso, si |U| = n y |W| = m, denotamos a esta
grafica como K, ,,.

El siguiente teorema, aunque sencillo, resulta ser de gran utilidad.

Teorema 1.4. ! Una grdfica con mds de un vértice es bipartita si y solo si
no contiene ciclos de orden impar.
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K3
Figura 1.5: En esta imagen,

tenemos una grafica com-
pleta, Kg, y una gréfica bi-
partita completa, K3 3.

Aunque anteriormente usamos colores para distinguir diferentes carac-
teristicas de una gréfica, existe una vasta teoria que tiene como su enfoque
diferentes formas de asignar color a una grafica. En este texto, la que nos es
relevante es la siguiente. Una coloracion por aristas de G es una funciéon que
asigna a cada arista un color de un conjunto de colores. A una coloraciéon en
la que usamos k colores, le llamamos una k-coloracion. En este texto nos en-
focamos a coloraciones de dos colores. Arbitrariamente, elegimos rojo y azul.
Llamamos componente cromdtica a la subgrafica inducida por todas las aris-
tas de un color correspondiente. En este texto generalmente escribiremos G'g
para referirnos al a componente roja y G4 para referirnos a la componente
azul.

Figura 1.6: En esta imagen,
tenemos una coloraciéon por
vértices y una coloracion por
aristas de Kg. Una col-
oracion por vértices es una
funcion que asigna a cada
vértice un color de un con-
junto de colores.

1Omitimos la demostraciéon de este teorema pues requiere de algunos conceptos que
salen del alcance de este texto.
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1.2 Teoria de Ramsey

Ahora que hemos recordado las bases sobre la teoria de graficas, es momento
para comenzar a hablar del tema central de este texto. La teoria de Ramsey
se pregunta sobre las condiciones bajo las cuales pequenos lugares de orden
deben aparecer en un sistema. Y en teoria de graficas esto se ve como la
pregunta: ;Cudl es el menor ntimero de vértices que necesito para garantizar
la existencia de una subgrafica completa de cierto tamano o cierto numero de
vértices independientes?? Un primer ejemplo es el problema de los amigos:
jcuantas personas necesito invitar a mi fiesta para que haya un grupo de
al menos 3 personas que se conozcan entre si 0 no se conozcan la una a la
otra? El nimero del millon de dolares es nada menos que 6. Ya conociendo
el lenguaje de teoria de graficas, podemos escribir esta afirmaciéon como:

Teorema 1.5. En cualquier grdfica de orden 6 existe una subgrdfica completa
de orden 3 o un conjunto de 3 vértices independientes.

Escrito de esta forma podemos comenzar a plantear una demostracion.
Podemos incluso definir r,, como el menor nimero de vértices necesarios en
una grafica para que exista una subgréfica completa de orden n o un conjunto
de n vértices independientes. Sin embargo, esta definicién limita nuestra
posibilidad de generalizar estos resultados en un futuro. Una soluciéon a este
problema, es usar coloraciones de aristas. Podemos pensar en colorear una
grafica completa con dos colores, digamos rojo y azul, y considerar un color
como las aristas que existen en la grafica original y de otro color a las aristas
que no. De esta forma convertimos nuestro teorema en el siguiente:

Teorema 1.6. Para cualquier coloracion rojo-azul de Kg existe una subgrd-
fica completa de orden 3 monocromdtica roja o monocromdtica azul.

Y por qué no ir un paso més alld y darle una definicién a este concepto
y su correspondiente notaciéon, aplicable a cualquier pareja de niimeros nat-
urales. Para enteros positivos s y t, definimos el namero de Ramsey r(s,t)
como el menor numero de vértices que puede tener una gréafica para garan-
tizar que en cualquier coloraciéon rojo-azul de K, exista una subgréfica
completa de orden s monocromética roja o una subgrafica completa de or-
den t monocromatica azul. Con esta nueva definicién finalmente llegamos a
una version concreta de nuestro teorema y es momento de demostrarlo.

2Una definicién de vértices independientes se puede encontrar en el apéndice A
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Teorema 1.7. r(3,3) =6

Demostracion. Consideremos una coloracion rojo-azul de Ky y fijemos un
vértice v1. Si nos fijamos en las 5 aristas que inciden en vy, por el principio
del palomar, sabemos que deben haber por lo menos 3 aristas del mismo
color. Sin pérdida de generalidad, supongamos que estas tres aristas son
rojas y digamos que inciden en vy, v3 y vy, respectivamente (véase figura
1.7). Si alguna de las aristas entre estos 3 vértices es de color rojo tenemos un
triangulo rojo. De no ser asi, entonces estas tres aristas forman un triangulo
azul. De esta forma podemos ver que 7(3,3) < 6.

V)

v Figura 1.7: En este ejemplo ponemos nues-

tra atencion en vsvy. Podemos notar que si

v3vy4 €s roja, entonces (vq,vs, Uy, V1) €S UN

triangulo rojo. Pero si v3v, es azul, al igual

° que VU3 Y Vovy, entonces (vg, Vs, Uy, Vo) €S
° un triangulo azul.

Ahora, si consideramos la siguiente coloracién de K5 podemos ver que la
subgrafica azul y la subgrafica roja son ambas isomorfas® a C, que claramente
no tiene a K3 como subgrafica. Por lo tanto r(3,3) > 6.

Figura 1.8: En contraste con nuestra de-
mostracion de que 7(3,3) < 6, podemos
notar que cada vértice es exactamente ady-
acente a dos vértices por aristas rojas y a
dos vértices por aristas azules.

Podemos concluir que 7(3,3) = 6. O

3Una definicion de isomorfismo se puede encontrar en el apéndice A.
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Cuando s y t son menores a tres no es dificil encontrar el nimero de
Ramsey, pero como veremos mas adelante, esto cambia rapidamente con-
forme estos nimeros crecen. Para un entero s, tenemos que r(s,1) = 1
claramente, pues K7 es una subgrafica monocromética azul. También tene-
mos que 7(s,2) = s, pues si existe una arista de color azul entonces se tiene
una K, de ese color, de no ser asi es por que toda la grafica es de color rojo
en cuyo caso es una i roja.

También resulta evidente que 7(s,t) = r(t,s), pues si consideramos la
coloracion “inversa”, por llamarla de alguna forma, a la coloraciéon donde las
aristas azules son las anteriormente rojas y viceversa, sabemos que la condi-
cién que debe satisfacer el nimero de Ramsey debe aplicar a toda coloracion
y su inversa por igual.

El siguiente teorema nos brinda una cota inicial, pero aun més impor-
tante, nos sirve para demostrar que efectivamente r(s,t) existe para cua-
lesquiera s, t enteros positivos.

Teorema 1.8. Para cualesquiera dos enteros positivos s y t, el nimero de
Ramsey r(s,t) existe y

r(s,t) <r(s—1,t) +r(s,t —1).
Ademds, sir(s—1,t) yr(s,t — 1) son pares, entonces
r(s,t) <r(s—1,t)+r(s,t —1)—1.

Demostracion. Demostramos por inducciéon sobre n = s+t. Ya notamos que
r(1,t) = 1y que r(2,t) =t para cualquier entero positivo t. Es facil probar
que el teorema se sostiene para n = s+t < 5. Asi que podemos suponer que
s>3yt>3yporlotanto n > 6.

Supongamos que r(s’,t') existe para todos los enteros positivos s’ y t’
tales que s +t' < k donde k > 6. Supongamos una coloraciéon rojo-azul de
K,,donde n =r(s—1,t) +1r(s,t —1). Fijemos un vértice v en K,. El grado
de v debesern — 1 =r(s—1,t) +r(s,t —1) — 1. Tenemos dos casos:

Caso 1: dg,(v) > r(s —1,t). Sea A la subgrafica completa inducida en K,
por Ng,(v) (con la coloracion que se hereda de la coloracion de K,). El
orden de esta grafica debe ser p = dg,(v) > r(s—1,y). Por lo tanto, A
tiene como subgrafica una K,_; roja o una K; azul. Si A tiene una K;
azul, esta pertenece a su vez a K, por lo que ya habremos terminado.
Si A tiene una K, ; roja, entonces K, tiene una K, roja pues v es
adyacente a todos los vértices de esta K, por una arista roja.
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Caso 2: dg,(v) <r(s—1,t) — 1. Entonces, dg,(v) > r(s,t —1). Sea B la
subgrafica completa inducida en K,, por Ng,(v) (con la coloracion que
se hereda de la coloracion de K,,). El orden de esta grafica debe ser
q=dg,(v) >r(s,t—1). Por lo tanto, A tiene como subgrafica una K
roja o una K;_; azul. Si B tiene una K, roja, esta pertence a su vez a
K, por lo que ya habremos terminado. Si B tiene una K, ;, entonces
K, tiene una K, azul, pues v es adyacente a todos los vértices de esta
K;_1 por una arista azul. En cualquier caso, K, tiene K, rojo o un K,
azul.

Por lo tanto,

r(s,t) <r(s—1,t)+r(s,t —1).

Ahora, supongamos que r(s—1,t) y r(s,t—1) son ambos pares y tomemos
una coloracion rojo-azul de K,,_;. Sea B la subgrafica inducida en K,,_; por
las aristas rojas y C' la inducida por las aristas azules. Como B es de orden
impar, algin vértice de B debe ser de grado par. Llamemos v a este vértice.
Sidg(v) > r(s—1,t), entonces podemos proceder como en el caso 1 anterior,
y concluimos que K,,_; contiene una K roja o una K; azul. De lo contrario,
dp(v) <r(s—1,t) =2y dc(v) > r(s,t — 1). Procediendo como en el caso 2
anterior, podemos concluir que K,,_; contiene una K, roja o una K; azul.

O

Sin embargo esta cota solo resulta realmente til para niimeros pequenios,
pues requiere de conocer otros numeros de Ramsey. El siguiente corolario nos
brinda una cota que podemos usar con més naturalidad. Primero necesitamos
probar una igualdad, llamada la féormula de Pascal. Esto no requiere més
que de un poco de aritmética.

() () - ()
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Demostracion.

(kﬁl>+<2) - (n—k+q!)!(k—1)!+(n—n!1)!k!

alkl(n — k) + nl(n — k + 1)l(k — 1)!
(n—k+ DIk — 1)l(n— k)l

nlk!(n — k) 4+ (n—k+ 1)k —1)]
(n—k+DI(k—1)n—k)k!

nl(k—Dln—-kK)lk+n—k+1)
(n—k+ DIk —1)n—k)k!

B nl(n+1) (n+1)! _(n+1
B (n—k+1)!k!_((n+1)—k)!k!_( k )

]

Corolario 1.8.1. Para cualesquiera dos enteros positivos s y t se tiene que

r(s, 1) < (81—12).

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre n = s +t. Tenemos nuestra
base de inducciéon en que r(3,3) = 6 < 6. Supongamos que el teorema es
cierto para cualesquiera s’,t’ tales que s’ +t' < n. Entonces,

s+t—3 s+t—3
—1,1) < t—1) < .
=< (T v < (11
Si sumamos estas dos desigualdades, tenemos que
s+t—3 s+t—3
—1,t t—1)< .
r(s—1,t) +r(s, )_( s 9 >+< s—1 )

Si juntamos esta desigualdad con el teorema 1.8 y la desigualdad que demos-
tramos anteriormente obtenemos que

r(s,t) <r(s—1,¢)+r(s,t—1) < <S+t;3)+(sjf_13) = <Sjiz2>

S —

Con lo que concluimos la prueba. ]
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Aunque el namero r(s,t) fue historicamente el primero en ser estudiado,
es dificil no ver que este concepto puede ampliarse de forma muy natural. Por
ejemplo, si consideramos una coloracién con mas colores. Si {¢; | 1 <1i < k}
es un conjunto de colores, podemos definir el ntiimero de Ramsey r(t1, . .., tx)
como el menor entero n tal que para cualquier k-coloracién de K,,, existe
una i € {1,...,k} tal que K,, contiene una subgrafica completa de orden ¢;
monocromatica de color ¢;.

Lema 1.1. Sitq,tq, ..., t; son enteros positivos, entonces
T(tla t27 s atk) S T(tla tQa s 7tk—27 r(tk—ly tk))

Demostracion. Sean = r(ty,ta, ... ty_2,7(tg, 1)) y tomemos una k-coloracion
de K,. Podemos considerar los colores c;_1 y ¢ como el mismo color ¢, en
cuyo caso tenemos una (k — 1)-coloracion de K,,. Por la definicion de n, K,
debe contener una subgrafica completa de orden ¢; monocrématica de color
¢; para alguna 7 € 1,2,...,k — 2 o una subgréfica monocromatica completa
de orden r(ty,,tx) de color ¢. En el primero de los casos, esa subgrafica tam-
bién pertence a K, y ya habremos terminado. En el segundo de los casos,
podemos volver a considerar a c¢,_1 vy ¢, como colores distintos. Entonces
tenemos una grafica completa de orden r(tx_1,t;) con una 2-coloracion. Por
lo tanto, esta subgrafica debe tener una Kj;_; monocromatica de color ¢;_;
o una Kj monocromética de color C. Cualquiera de estas dos graficas que
exista pertenece también a K. O

Esta idea de ver dos colores como el mismo es interesante y nos permite
demostrar que r(ty, ..., ;) existe. Sin embargo, hay una version méas general
del teorema 1.8 que también pudimos haber usado para demostrar esto.

Teorema 1.9. Si tq,...,t, son enteros positivos, entonces el nimero de
Ramsey r(t1,...,sy) existe y

k
Pt te) <Y r(t ot =1 t) — k2

La demostracion procede de la misma forma que para el teorema 1.8,
considerando el caso en que existe un vértice, digamos v;, para el cual en
la grafica de color ¢; el grado de v; es al menos r(ty,...,t; — 1,...,t). Y
después proceder a demostrar que se trata de todos los casos posibles. Este
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procedimiento de demostracion esta presente en muchas de las pruebas de
este capitulo por lo que la omitiremos en esta ocasion.

El namero 7(3, 3, 3) no solo es interesante como un caso mas complejo del
problema de los amigos. Es atn méas interesante debido a que es uno de los
pocos nimeros de Ramsey de la forma r(t1,...,t) con k > 3 y t; > 3 para
cada i € 1,...,k que se conoce.

Teorema 1.10. r(3,3,3) = 17

Demostracion. Tomemos una coloraciéon rojo-azul-verde de Ki7. Si fijamos
un vértice arbitrario v, por el principio del palomar generalizado?, sabemos
que v debe tener al menos 6 aristas adyacentes de un mismo color. Sin
pérdida de generalidad supongamos que v es adyacente a vy, vs,...,vs por
aristas verdes. Sea H = Kj la grafica subgrafica inducida por {vy,...,vg}.
Si H tiene una arista verde, entonces junto con v se forma un triangulo verde
en H y en Kj7. Si todas las aristas de H son rojas o azules, como 7(3,3) =
6, entonces H, y K7, contiene tridAngulo monocromatico rojo o tridngulo
monocromatico azul. Por lo tanto, K7 tiene un tridngulo monocromatico y
r(3,3,3) < 17.

Para demostrar que r(3,3,3) = 17, basta que mostremos una coloraciéon
por aristas de K4 libre de tridngulos monocromaticos. De hecho existen 2

coloraciones que sirven para esto (véanse figuras 1.9 y 1.10).
5

4E] principio del palomar generalizado se puede encontrar en el apéndice A.
5Podemos encontrar una ilustraciéon de la grafica de Clebsch en el apéndice A.
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Figura 1.9: Las componentes
monocromaticas de cada una de
estas graficas son isomorfas entre
si. Mas aun, en ambos casos, cada
componente es isomorfa a una
- - grafica conocida como la grafica

- de Clebsch.

El tdnico otro ntimero de esta forma que se conoce es r(3,3,4) = 30.
Fue confirmado computacionalmente recientemente en 2016 por M. Codish,
M. Frank, A. Itzhakov y A. Miller. Si consideramos mas de 4 colores en-
tonces solo se conocen algunas cotas. Podemos mencionar algunas en las
que las entradas son tnicamente 3, simplemente como una curiosidad: 51 <
r(3,3,3,3) <62, 162 < r(3,3,3,3,3) <307, 538 < r(3,3,3,3,3,3) < 1538,
1682 < r(3,3,3,3,3,3,3) < 12861. Ya podemos ver lo rapido que crecen
estos valores.

En este texto nos interesa una forma diferente de generalizar la idea del
nimero de Ramsey. Podemos quedarnos con tnicamente dos colores pero
en lugar de buscar una grafica completa de uno u otro orden, podemos sim-
plemente fijar dos graficas y buscar subgréaficas monocromaticas isomorfas
a alguna de estas gréaficas. Para dos graficas G; y G, definimos el ntimero
de Ramsey r(G4,G2) como el menor entero tal que para toda 2-coloracion
de K,q,,a,) existe una subgrafica monocromatica roja isomorfa a G o una
subgrafica monocromatica azul isomorfa a Gs.
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Figura 1.10: La grafica de Clebch

- i es especial pues tiene muchas

. — propiedades particulares, entre
— otras, ser libre de triangulos.

Teorema 1.11. Para las grdficas F' y H que aparecen en la figura 1.11,
tenemos que r(F,H) =T.

Figura 1.11: F', una grafica de orden 4 y
H, una grafica de orden 5.

Demostracion. Como r(Ks, K3) = 6, sabemos que cualquier coloracion rojo-
azul de K; debe tener un triangulo azul o un triangulo rojo. Llamemos
U = {uy,us,us} al conjunto de vértices que forman parte de este tridangulo
monocromatico y V' = {wvy, v, v3,v4} al conjunto que conforman el resto de
los vértices.

Caso 1: Primero supongamos que el triangulo monocromético es azul. Si
existe una arista azul entre dos vértices de V', entonces tenemos una
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subgrafica H azul. De lo contrario tenemos una K, roja y por lo tanto
una subgrafica F' roja

U2

(31
uy

. Figura 1.12: En este ejemplo ponemos
nuestra atenciéon en la arista vjvs. Ve-
mos que si esta arista es azul, la grafica
contiene una subgrafica H azul y si es

s " roja, justo con las demas aristas de V, la
grafica contiene una subgrafica F roja.

uz

Caso 2: Ahora supongamos que el tridngulo monocromatico es rojo. Si alguna
de las aristas que unen a los vértices de V' con los vértices de U es roja,
entonces tenemos una subgrafica F' roja.

Figura 1.13: En este ejemplo ponemos
nuestra atencion en la arista usv4. Si esta
arista es roja, entonces H contiene una
F roja y si es azul, y otra arista de V' es
azul, digamos vyv3, entonces H contiene
una H azul.

Si todas las aristas que unen a U y V son azules y hay una arista azul
que une a dos vértices de V', entonces tenemos una subgrafica H azul. De
otro modo, la grafica generada por V resulta ser una K, roja, lo que implica
que K, contiene una subgrafica F' roja (véase figura 1.14).

De esta forma podemos ver que r(F, H) < 7. Si consideramos la siguiente
coloracion de K¢, podemos ver que esta grafica no tiene una subgrafica F
roja ni una subgrafica H azul (véase figura 1.15). Por lo tanto, r(F, H) = 7.
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Figura 1.14: En este ejemplo podemos
ver que V genera una grafica completa
y por tanto H contiene una F' roja.

Figura 1.15: Si consideramos esta coloracion para K,
podemos ver que no contiene una F'roja o una H azul.

Como sabemos que el namero de Ramsey de la forma r(Kj, K;) existe
para cualesquiera enteros s,t € N, podemos demostrar r(F, H) existe para
cualquier par de graficas 'y H.

Teorema 1.12. Para cualesquiera grdficas G1, Ga, ..., Gy de ordenny, ..., nyg,
respectivamente, el nimero k > 2 de Ramsey r(G1,Ga, .. .,Gy) existe y

T(Gla G2a o 7Gk) S T<Kn1; Kn27 .. '7Knk)

Demostracion. Si la grafica G; es de orden n; para cada ¢ € {1,...,k} en-
tonces (G, ..., Gy) esta acotado superiormente por r(ny,...,n;). Pues si
tenemos una grafica de ese orden con una subgréfica completa de orden n;
monocromatica de color ¢;, esta a su vez tiene una subgrafica isomorfa a G;
monocromatica de color c;. ]
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Ya con esta introduccion a la terminologia de la teoria de Ramsey, pode-
mos establecer brevemente el objetivo de este texto. La intencion de este
texto es dar una formula para obtener el nimero de Ramsey para cualquier
par de ciclos, es decir, r(C,,,C,,) para cada n,m € N. Para estos ntimeros
usaremos la notacion ¢(n,m) en lugar de r(C,,, Cp,).

Para concluir este capitulo, y tinicamente como una curiosidad, podemos
darle un vistazo a un teorema que involucra graficas conexas y libres de ciclos,
es decir, arboles.

Teorema 1.13. ¢ Sea T un drbol de orden p > 2. Para cada entero n > 2,

r(T,K,)=(p—-1)(n—1)+1.

6Omitimos la demostracién de este teorema pues requiere de algunos conceptos que
salen del alcance de este texto.



Capitulo 2

J. A. Bondy

Para poder abordar los nimeros de Ramsay que nos interesan, ¢(n,m), nece-
sitaremos algunos resultados preliminares. Los primeros de estos se los atri-
buimos a John Adrian Bondy.

En Pancyclic graphs 2], J. A. Bondy propone y demuestra un teorema
que resulta muy familiar a cualquiera que recuerde el teorema de Ore (1.2).
En particular, como veremos en este capitulo, J.A. Bondy muestra que la
condicion del teorema de Ore no solo implica que una grafica es Hamiltoniana,
si no que es panciclica o Kz », para alguna n € N.

Por otro lado, el objetivo de J. A. Bondy en Large cycles in graphs [1]
es examinar la relacion entre la circunferencia de una grafica con su orden,
tamano y el grado de sus vértices. El teorema més importante que usaremos
nosotros plantea cual es la mayor cantidad de aristas que podemos tener en
una grafica si queremos conservar su circunferencia.

Decimos que una gréafica GG de orden n es panciclica si contiene ciclos de
toda longitud [ para cada l € {3,...,n}.

Teorema 2.1. Si G es una grdfica hamiltoniana de orden n tal que |E(G)| >

le g - - . .
-, entonces G es panciclica o es la grdafica bipartita Ku n.

Demostracion. Sea C = (uy,us,...,u,,u;) un ciclo de longitud n en G.
Supongamos que G no es panciclica. Entonces G no contiene un ciclo de
longitud [ para alguna [ € {1,...,n— 1}. Para vértices adyacentes u; y u;1,

tomando los indices modulo n, consideremos los siguientes emparejamientos
de aristas:

Parai+ 1 —1 <k <i— 1, emparejamos u;u; con u; 1ug_;+3. Podemos
notar que ambas aristas no pueden pertenecer simultaneaménte a G o, de lo

23
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contrario,
(Ui, Uit 1, Uk —143, Uk—1+45 - - -, Uk, Uz)

es un ciclo de longitud [ en G (véase figura 2.1).

Figura 2.1: En esta grafica podemos apreciar el ciclo
de longitud [ que se forma cuando u;uy v ;1 1Up_43
son aristas de G simultaneamente. Tomamos i +
[ —1 < k < i—1 para asegurar que u; # ug y
Uil 7# Ug—143-

Para 1+ 2 < k <141 — 2, emparejamos u;u con u;1ug_14+1. De igual
forma, podemos notar que ambas aristas no pueden pertenecer simultanea-
mente a G o, de lo contrario,

(Ui, Uy We—1y « « « y Ui 15 Upp—141, Uk—142,5 + - - ,Ui)

es un ciclo de longitud [ en G (véase figura 2.2).

Figura 2.2: En este emparejamiento tomamos
i+ 2 <k <i-+l— 2 para asegurar que u; 1 7# Uy
y u; # Ug_1+1. También podemos notar que en
el primero emparejamiento wu;1; es emparejado
con u; ;9. Mientras que en el segundo empare-
jamiento u;, o es emparejado con u; ;3. De aqui
podemos ver que los emparejamientos no repiten
ninguna arista.

Uk—1+1

Como a lo méas un elemento de cada pareja puede pertenecer a GG, para
cada par de vértices adyacentes u; y u;41 tenemos que d(u;) + d(ui1) < n,
donde la igualdad se cumple si y solo si exactamente una arista de cada pareja
pertenece a GG. Primero veamos que n es par. Supongamos que n es impar.
Entonces, por la desigualdad anterior, algun vértice, digamos v,,, debe tener
grado a lo mas "T’l Entonces,

n(n —1)

B = S dl) < "0 4 gy < o DlHD 0

_n
2 2

2
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4
Tomando n par, se sigue que |E(G)| < %2. Y por tanto, considerando la
hipotesis incial, |[E(G)| = %.

Entonces tenemos que en nuestro emparejamiento de aristas sucede que

Por lo tanto, G tiene menos de aristas, lo que es una contradiccién.

1) U U, € E(G) < Ujr1Uk—1+3 ¢ E(G) para ¢ + [—1<k<i-1
i) wug € E(G) <= ujp1up—41 ¢ E(G) parai +2 <k <i+1[—2

Podemos pensar en cada vértice de G como una cuerda de C'. Definimos
la longitud de una cuerda como la distancia entre los extremos, medida a lo
largo de C'. Supongamos que G no es la grafica completa bipartita K nn.
Entonces alguna arista de G es una cuerda de longitud par. Demostremos
que existe una cuerda de longitud 2. Supongamos entonces que existe una
cuerda u;u;rr € E(G) de longitud k& > 4 par, tal que k es la longitud de
cuerda par mas corta en GG. Tenemos 3 casos:

Caso 1: 4 <k<n-1

Ui 1Uiskri—3 ¢ F(G) pues esta arista junto con u;u;, forman un ciclo
de longitud [ (véase figura 2.3). Por lo tanto, por i), u;ou;1r € E(G)
y esta cuerda es de longitud k — 2, lo que contradice que w;u;j sea la
de menor longitud par.

WUitk+1-3

Uitk
Figura 2.3: En esta grafica podemos ver el

ciclo que se forma cuando w; 1Uiig1i—3 V
u;u; g son ambas aristas de G. Tomando
' =i+1yk =i+k+1—3, podemos usar
Uit g i) para encontrar una cuerda de longitud

k—2.

Caso 2: n—1+2<k<2n-—2I

Por ii), ui1uikri—1 ¢ E(G) y por i), wisujrrio-4 € E(G) (véase
figura 2.4). Pero esta es una cuerda de longitud 2n—k —2{+2 < k—2,
asi que de nuevo tenemos una contradiccion.
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w
itk Wit k4204

Figura 2.4: Tomando i = i—1y k' = i+k+1—
1 podemos usar ii) para ver que la arista w;u;
no puede estar en G junto con w; 1U;yki;—1-
itk Ui Después, tomando ¢/ = i—2y k' = i+k+2]+4
podemos usar i) para encontrar la cuerda que
nos lleva a la contradiccion.

Uj

Caso 3: 2n =2l +2<k<n -2

Por ii), w;_juiipr—1 ¢ E(G) y de nuevo, por ii), u; suiiry—2 € E(G)
(véase figura 2.5). Esta cuerda es de longitud k + 20 —2n < k — 2, lo
que también es una contradiccion.

Uitk

Witk+1-1

u , Figura 2.5: Podemos proceder de la misma
forma que en el caso anterior para ver que
Wi Ui Uiskri—1 ¢ E(G) y después tomar i =
i—2y k" =i+ k+ 2l — 2 para encontrar la
cuerda que nos lleva a la contradiccion.

Ujtk+21—2

Se sigue que w;u; 1o € E(G) para alguna i € {1,...,n}. Pero entonces,
uiuir, ¢ E(G) o de lo contrario

(Uz', Uig2, Wit3y -+ -y Ui ], Uz)

es un ciclo de longitud [ en G (véase figura 2.6).
Por i) tenemos que u;41u;4+3 € E(G). Continuando de esta forma, vemos
que todas las cuerdas de longitud 2 pertenecen a G. Pero en ese caso,

(u17u37 ceey U1, UL, Up—2, - - - 7u27u1)
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Figura 2.6: En esta imagen podemos ver
el ciclo de longitud [ que se formaria
sl u;uiro ¥V w4 pertenecen al mismo
tiempo a G.

es un ciclo de longitud [ para cada l € {4,...,n} pary
(ula Uy -y ULy Up—1, Up—3, - - - 7u27u1)

es un ciclo de longitud [ para cada | € {3,...,n—1} impar (véase figura 2.7).
Es decir, G es panciclica.

Figura 2.7: En esta imagen pode-
mos ver como encontrar ciclos
. w de todos los ordenes usando las
~ u § cuerdas de longitud 2. Tomando
uno de estos ciclos, de longitud [,
podemos sustituir la arista u;_1u;
con la siguiente arista de C' y la
siguiente cuerda de longitud 2 y
asi obtener un ciclo de longitud

uy Uy, Uy Un l + 1

Esto contradice nuestra suposicion, por lo tanto G = K nn.

Usando este teorema llegamos a la siguiente proposicion|2].

Proposicion 1. Sea G una grifica de orden n tal que d(u) + d(v) > n para
cualesquiera u,v € V(G) con uv ¢ E(G). Entonces, G es panciclica o es la
grdfica bipartita completa Kz ».
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Demostracion. Considerando el teorema de Ore, basta demostrar que la
condicion anterior implica que |E(G)| > ”IQ. Sea k el grado minimo de
G. Supongamos que k < g, pues de lo contrario el resultado es inmediato.
Si hay m vértices de grado k, entonces estos vértices deben ser adyacentes
entre si por la condicién sobre los grados. Por lo tanto, m < k + 1, pero
m # k + 1 pues G es hamiltoniana y por tanto, conexa (La unica forma de
tener exactamente k + 1 vértices de grado k£ que son adyacentes entre si, es
si G es de la forma H U K, para alguna grafica H). Si nos fijamos en un
vértice de grado k en G, digamos u, tenemos que este vértice es adyacente
a k veértices que deben ser a su vez adyacentes a al menos k vértices. Y al
menos uno de estos vértices debe ser adyacente a mas de k vértices de G.
Ademas, debe haber al menos n — k — 1 vértices de grado al menos n — k en

(G, en particular, los que no son adyacentes a u. Por tanto,

B > S((n—k—1)(n—k)+ K +k+1)

f

= §(n2 —n(2k — 1)+ 2k* + 2k + 1)

S n?+1
- 4
0
Decimos que una sucesion {d;}}, con d; < dy < ...d,, es grifica si
existe una grafica G, con V(G) = {vy,...,v,}, tal que d; = d(v;) para
cada i € {1,...,n}. En ese caso, {d;}} es llamada la sucesion de grados

de G. Si S = {d;}} v 5" = {d}}} son sucesiones de grados de gréficas G
y G’ respectivamente, decimos que S' mayoriza a S si d; < d, para cada
ie{l,...,n}.

Podemos notar por ejemplo, que si G es una subgréafica generadora de GG,
y S y S’ son las sucesiones de grados de G y G’, respectivamente, entonces
S" mayoriza a S. Con esto tenemos el siguiente teorema |[8].

Teorema 2.2. Sea G una grdfica de orden n y sucesion de grados {d;}}. Si

dkgk:dn_an—k,
para k < %n, entonces G es hamiltoniana.

Demostracion. Primero notemos que si dj, < k, entonces existen al menos k
vértices cuyo grado es a lo mas k. Similarmente, si d,_, > n — k, entonces
el namero de vértices cuyo grado es al menos n — k es al menos k + 1.
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Demostramos el teorema por contradicciéon. Supongamos que existe una
grafica H que satisface las condiciones del teorema, pero no es hamiltoniana.
Podemos pensar en H como una subgrafica generadora de una grafica méxima
no hamiltoniana G. Esta grafica también satisface la condicién sobre los
grados del teorema, pues su sucesion de grados mayoriza a la de H.

Tomemos dos vértices no adyacentes u y v tales que d(u) + d(v) sea
lo més grande posible. Si agregar una arista entre estos vértices resulta
en una grafica hamiltoniana, entonces G 4+ uv tiene un ciclo hamiltoniano
C. Como C contiene la arista uv, entonces G contiene una wuv-trayectoria
hamiltoniana, digamos (u = vy, vy, ...,v, =v). Sean S = {i: uv;41 € E(G)}
y T ={i: vv; € E(G)}. No puede haber j € SNT o de lo contrario

(u="v1,V2,...,0;,V = VUp, Vp_1,...,0j41,U)

es un ciclo hamiltoniano en G, lo que no es posible (véase figura 2.8). Como
n no esta ni en S ni en T, se sigue que SUT C {1,...,n— 1}. Por lo tanto,
d(u) + d(v) = |S| +|T| < n y podemos suponer que d(u) < 3n.

Figura 2.8: En esta imagen, te-
nemos una ejemplo del ciclo
hamiltoniano que se formaria si
existiera un vértice v; en SUT.

Como SNT = (), ningtin v; con j € S es adyacente a v. Por la eleccion de
d(u) y d(v), sabemos que para j € S, d; < d(u). Por lo tanto, hay al menos
|S| vértices cuyo grado es a lo méas d(u). Asi que si tomamos k = d(u),
tenemos que dp < k < %n, y por lo tanto, tenemos de la hipotesis que
d,_; > n — k. Esto significa que hay al menos k 4 1 vértices cuyo grado es
al menos n — k. El vértice u puede ser adyacente a lo mas k£ de estos k + 1
vértices. Por tanto, hay un vértice w, con d(w) > n — k, que no es adyacente
a u. Pero entonces d(u) + d(w) > n > d(u) + d(v), lo que contradice la

eleccion de u y v.
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]

En esta seccion del texto trabajaremos frecuentemente con diferentes
trayectorias en una grafica. Para simplificar el trabajo usaremos la sigu-
iente notacion. Para una trayectoria 7' en una grafica G, denotaremos f(7')
como el primer vértice de la trayectoria y [(T') como el tltimo vértice. Para
simplificar aun més la notaciéon escribimos tnicamente f y [. Siguiendo esta
notacion, también escribimos f; y I’ en lugar de f(7;) y (T"), respectiva-
mente. La sucesion de vértices de T' en el orden inverso también es una
trayectoria que denotamos como T. Por tanto, f = [y | = f. Cuando u
preceda a v en la trayectoria T' escribiremos v < v. Una seccion de T' que
comienza en un vértice u y termina en un vértice v la denotamos como [u, v];
similarmente escribimos [u, v]; ¥ [u,v]" para denotar secciones de T; y T que
comienzan en u y terminan en v. Podemos decir entonces, por ejemplo, que
T; = [fi, li];- Escribimos p(v) para el predecesor de v en la trayectoria, y s(v)
para su sucesor. Si T; y T} son trayectorias en G tales que [; = f;, entonces la
composicion T;  T; denota la sucesion [f;, p(l;)]; seguida de T}. En el caso en
que V(T;)NV(T;) = {l; = f;} sabemos que T;eT; también es una trayectoria.

Si tenemos trayectorias 7', T;, T} tales que

V(T)NV(T;) = {fi, i}
V(T) V() = {f;,l;}
V(T;) nV(Ty) =0,

entonces decimos que T; se superpone a T; en T si f; < f; < l; < 1; (véase
figura 2.9).

T;
T; Figura 2.9: En esta imagen tenemos
un ejemplo de una trayectoria T; que
fi fi Ll se superpone a la trayectoria T en T'.

Lema 2.1. Sea G un blogue y T una trayectoria en G. Entonces, para alguna
m > 1, existe una sucesion de m trayectorias ajenas en aristas Ty, ..., Ty,
tales que f1 = f, L, =1, V(T)NV(T;) ={fi,l;} para cada i € {1,...,m} y
T; se superpone a Tjiq para cada j € {1....,m —1}.



31

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre la longitud de 7. Para los
casos en los que L(T) = 0y L(T) = 1, es suficiente considerar m = 1y
T =T.

Ahora supongamos que el lema es cierto para toda trayectoria de longitud
menor a L(T). Sea T una trayectoria de longitud L(7'), entonces, si consid-
eramos la trayectoria [f, p(l)] existen una sucesion de trayectorias 711, ..., T,
que satisfacen las condiciones del lema. Sea H la subgrafica de G la unién de
las trayectorias T, Ty, ..., T,,. Como G es un bloque entonces G — {p(l)} es
conexa y entonces existe una trayectoria 7" en G — {p(l)} de H — {p(l)} a l.
Podemos elegir 7" de forma que V(T")NV(H) = {f',I' =1}. Si f' € V(T),
entonces existe una j € {1,...,m} tal que f; < f' < [; y por lo tanto,
Ty,...,Tj, P es una sucesion de trayectorias que satisfacen las condiciones
del teorema (véase figura 2.10).

Figura 2.10: En este ejemplo tenemos que j = 1,
es decir, f1 < f' < [y, y en ese caso, T1,T" es la
sucesion que buscamos.

Si ff ¢ V(T) y f € V(T}), entonces Ti,...,Tj_1, [fj, [']; ® P' es la

sucesion que estamos buscando (véase figura 2.11).

T3

7 Figura 2.11: En este ejemplo, podemos ver que f’
T pertenece a 15, en ese caso podemos tomar una
seccion de Ty para obtener la sucesion [fo, f'] @ T",

que satisface las las condiciones del lema.

]

Teorema 2.3. Sea G un blogue de orden n con sucesion de grados {d;}7. Si

d; >i,d; > j = d; +d; > c,



32 CArIiTULO 2. J. A. BONDY

con i # j, entonces G contiene un ciclo de longitud al menos min(c,n).

Demostracion. Sea T' una trayectoria de longitud maxima en G elegida de
forma tal que d(f) -+ d(l) sea lo mas grande posible. Digamos que j = d(f) y
k =d(l). Ademés llamemos J = N(f)y K = N(I). Entonces, como T es de
longitud méxima, J U K C V(T). Si v € J, entonces [f,p(v)] e (f,v) @ [v,]]
es una trayectoria 7" de longitud L(T') y con d(f’) + d(I") = d(p(v)) + d(I)

(véase figura 2.12).

Figura 2.12: En esta imagen podemos ver que
usando cualquier vértice adyacente a f podemos
encontrar otra trayectoria de longitud 7.

p(v)

Por la eleccion de T' tenemos que d(p(v)) < d(f). Como hay j = |J| de
estos vértices, se sigue que d; < j y con un argumento semejante se sigue que
dp < k. Sea p(J)={p(v): ve J}. Sij=k,losj+1 vértices en p(J)U {l}
tienen grado a lo més j. Por lo tanto, d; < j y dj1; < j < j+ 1. Entonces,
por la hipotesis del teorema, tenemos que d(f)+d(l) =2j > d;+d;+1 > c. Si
j # k, entonces de nuevo por la hipotesis tenemos que d(f) +d(l) =j+k >
d; + d, > ¢. En ambos casos podemos concluir que d(f) + d(l) > c.

Si ¢ > n, el resultado se sigue inmediatamente del teorema 2.2.

Tomemos entonces ¢ < n. Sea L(T) = p. Primero veamos que p > c.
Como [p(J)| = d(f) y K| = d(1), sabemos que [p(.)) N K| = [p(])| + K] —
Ip(J) U K| > d(f) +d(l) —p > ¢ —p. Supongamos que p < ¢ — 1, es
decir, que 1 > ¢ — p. Entonces existe un vértice u € p(J) N K. La sucesion
C = (f,s(u)e[s(u),l] e (l,u) e [f ul es un ciclo de longitud p+1 < c < n
(véase figura 2.13).

Por tanto, existe un vértice v € G que no pertenece a C'. Como G
es conexa, existe una trayectoria P’ de v a un vértice w € V(C) tal que
V(P)NV(C) = {w}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
w € V([f,u]). Entonces P o [w,u]  (u,l) ® [s(u),l] ® (s(u), f) e [f,p(w)] es
una trayectoria de longitud mayor a p (véase figura 2.14). Por tanto, p > c.
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Figura 2.13: En esta imagen tenemos un ejemplo
s del ciclo que se forma por la existencia de u €

u p(J)NK

Figura 2.14: En este ejemplo podemos ver una
trayectoria que recorre todos los vértices de Ty
uno mas, lo que contradice que T sea de longitud
maxima.

Por el lema 2.1, existen trayectorias 11, ..., T}, que satisfacen las condi-
ciones del lema. Como T es de longitud maxima, es claro que 7T} y 1), son
de longitud 1. Tomemos m de forma que sea la menor posible. Tenemos 3
casos:

Caso 1: Sim =1, entonces fl € E(G) y en ese caso P e (f,1) es un ciclo de
longitud p > ¢ en G.

Caso 2: Si m = 2, entonces tomemos las trayectorias T} y T» de forma de
que la trayectoria [fs,[1] sea lo mas corta posible. Supongamos que
L([f2,l1]) > p — ¢+ 3, entonces por la eleccion de Ty y Ty, p(J) C

V([ p(f2)D) UV ([p(h), p(l2)]) vy K € V([f1, fo) UV ([L, p(l2)]) (véase
figura 2.15).

Por lo tanto,
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Figura 2.15: En este ejemplo, podemos notar que
al pedir que [fs, 1] sea lo mas corta posible, tene-

h mos que no puede haber aristas de f o [ a vértices
f2 entre fo y 1.
Ip(J) N K| [p(J)| + [K| = |p(J) U K|

¢—|p(J) U K|

¢ = [V([f1, f2]) U V([p(Lh), p(12)))]

¢ = [V([fr, £2]) U V(Ip(L), p(12)))]

¢ = [V([fr,p()D] + [V ([s(f2), p(p(1))])]
c—p+p—c+1=1

VIV IVIVL

Entonces, existe v € p(J) N K. Pero entonces, 7] = (f,s(v)) y Ty =
(v, 1) son trayectorias que satisfacen las condiciones del lema y ademés
L([f5,11]) = 1, lo que contradice la eleccion de Ty y Ty. Por lo tanto,
L([f2,11]) < p—c+2. En ese caso, el ciclo T; e [I;, ;] e Ty @ [f1, f»] tiene
longitud |V ([l1, 2])| + |V ([f1, f2])| > ¢ (véase figura 2.16).

l

Figura 2.16: En este ejemplo, con p = 11, pode-
mos tomar ¢ = 9 y en ese caso vemos que si
L([fo,l]) =3 <p—c+2=11-9+2 = 4,
entonces tenemos un ciclo de longitud 10 > c.

Caso 3: Si m > 3, entonces por la eleccion de m, tenemos que u < s(f3)
para cada u € J y p(l,,—2) < v para cada v € K (véase figura 2.17).
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Figura 2.17: En este ejemplo con m = 3 podemos
ver que las aristas fs(f3) v p(l,—2)! no pueden
() pertenecer a la grifica o de lo contrario se con-
tradice la minimalidad de m.

p(lm—Z)

Ahora tomemos T, ..., T,, de forma que L([f1,l1]) v L([fm,lm)]) sean
lo més pequenas posible. Si m es impar, entonces el ciclo T} e [I1, f3] e

TS o [l37 fS] e...0 [lm—Qa fm] .Tm L4 [lm—la lm] ®/lm-1® [lm—Ba fm—l] ®/lm-30

..o Ty e[f1, fo] tiene longitud al menos ¢+ 1 (véase figura 2.18).

Figura 2.18: En este ejemplo, con m = 5, pode-
mos ver el ciclo que se podemos encontrar usando
las trayectorias. Si ponemos atencién, por ejem-
plo, en el vértice v que no pertenece al ci-
clo, podemos notar que la arista fv no puede
pertenecer a G o de lo contrario podriamos tomar
[f,v], T35, Ty ..., Ts como sucesion, lo que con-
tradiria la minimalidad de m. Por el mismo ar-
gumento, vl no puede pertenecer a G.

Si m es par, entonces el ciclo T; e [ll,fyio Ts0(l3, fs]@...0T, 1@
ln1,lm) ® Ty ® [ly_2,0n] T, @ ... @ T, @ [f1, f5] tiene longitud al
menos ¢ + 1 (véase figura 2.19).

En ambos casos los ciclos contienen todos los vértices de J y K, ademas
de fy I, como |JN K| <1 podemos concluir que |J| + | K| > c.

]

Corolario 2.3.1. Sea G un bloque de orden n con sucesion de grados {d;}7.
Si j > c siempre que d; > j, entonces G contiene un ciclo de longitud al
menos min(c, n).

Lema 2.2. Si G es un bloque y ¢(G) = ¢, entonces entre cada par de vértices
en G hay una trayectoria de longitud al menos %c.
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Figura 2.19: Anélogamente al caso anterior, en
este ejemplo, con m = 4, podemos ver el ciclo
que se podemos encontrar usando las trayectorias.
Con un argumento semejante al de la imagen an-
terior podemos ver si un vértice no se encuentra
en este ciclo, sabemos que las aristas fv y vl no
pertenecen a G.

Demostracion. Sea C = (vy,...,v.) un ciclo de longitud ¢, y u y v dos
vértices en G. Como G es un bloque, su conectividad es mayor o igual a dos.
Entonces, por el teorema de Menger (1.3), hay dos trayectorias ajenas de
{u,v} aCen G. Se sigue que hay trayectorias T, y T, tales que, para algunas
iF g fu=u, =0, fp=v,lL, =0, T,NV(C)=vyT,NV(C) =
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que L([v;,v;]) > L([vj, vi]).
Tomemos T = [v;,v;]. Entonces, L(T') > 3¢y por lo tanto, T, e T’ T, es una
trayectoria de u a v de longitud al menos ic¢ (véase figura 2.20).

Figura 2.20: En este ejemplo, con ¢ = 5, pode-
mos ver que al tomar la trayectoria més larga
entre v; y v; dentro de C, inevitablemente en-

contramos una trayectoria de longitud mayor
a g Esto es independientemente de si u y v

pertenecen a C' 0 no.

]

Teorema 2.4. Sea G una grdafica de orden n y sea C un ciclo en G de
longitud ¢(G). Entonces,

i) el nimero de aristas de G con a lo mds un extremo en C' es a lo mds
1
sc(n—c)y

i) el tamano de G es a lo mds 3c(n — 1).
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Demostracion. Llamemos C' = {w;,...,w.}. Primero podemos notar que
el inciso 1) implica el inciso ii) del teorema, pues el nimero de aristas en
1

la subgréfica generada por V(C') es a lo mas ;c(c — 1) y las aristas que se

mencionan en el inciso i) son precisamente el resto de las aristas de G. Es
decir, |E(G)| < 3¢(c— 1)+ 3¢(n —¢) = 5¢(n — 1).

Procedemos por inducciéon sobre ¢ y n — c¢. El teorema es claramente
cierto para ¢ = 3, pues cada bloque de GG puede tener a lo més 3 vértices
(véase figura 2.21). Es trivial para n — ¢ = 0. Cuando n — ¢ = 1, el vértice
que no esta en C, tiene grado a lo mas %c pues no puede ser adyacente a dos
vértices consecutivos de C. El teorema se sostiene también en este caso.

Figura 2.21: En esta imagen podemos
ver dos ejemplos para ¢ = 3. Pode-
mos ver que cada bloque de G puede
aportar a lo méas 3 aristas. Podemos
construir la grafica de forma que cada
dos nuevos vértices aporten a lo mas
3 nuevas aristas.

Supongamos que el teorema es cierto para graficas de circunferencia menor
a c y para graficas de circunferencia ¢ y orden menor a n.

Tomemos entonces una grafica de orden ¢ y circunferencia n. Si existe
algtn vértice v € V(G) \ V(C) con grado d(v) < i(c+ 1), entonces por la
hipotesis de induccion el namero de aristas en G—{v} que inciden en a lo més
un vértice de C' es a lo més %c((n— 1) —c). Entonces, el ntimero de aristas con
esta caracteristica en toda G es menor a $¢((n—1)—c)+1(c+1) = Je(n—c)+3,
por lo que ya se tiene el resultado.

Supongamos entonces que todos los vértices de GG son de grado al menos
%(c + 1). Supongamos que G es separable y consideremos B un bloque de

G con un solo vértice de corte y a lo més un vértice de C'. Por el corolario
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al teorema 2.3, sabemos que si B es de orden m, entonces existe un ciclo de
longitud al menos min(c + 1,m) en B, y por tanto, en G. Como ¢ = ¢(G),
entonces m < c¢. Si quitamos de G todos los vértices de B excepto el vértice
de corte, quedamos con una grafica de orden n — (m —1). Por la hipotesis de
induccién, sabemos que el nimero de aristas de esta nueva grafica con a lo
mas un extremo en C' es a lo més 3¢(n — (m—1) — ¢). También sabemos que
B tiene a lo mas %c(m— 1) aristas. Por tanto, el nimero de aristas de G con a
lo mas un extremo en C es a lo mas s¢(n—(m—1)—c)+1(m—1) = 3c(n—c).

Podemos asumir entonces que G es un bloque. También podemos suponer
que G’ = G — V(C) es conexa. De lo contrario basta aplicar la hipotesis de
induccion a cada componente.

Primero consideramos el caso en que GG’ es separable. Sea B’ un bloque
de G’ que contiene un solo vértice de corte de G'. Supongamos que B’ tiene
circunferencia d y orden r + 1, y llamemos vy, ...,v,41 a los vértices de B,
con v, el vértice de corte. Entonces, por la hipotesis de inducciéon, sabemos
que el tamano de B’ es a lo més %dr. Si el ntimero de aristas de G que inciden
en los vértices vy, ..., v, es menor a %cr, entonces el nimero de aristas de G
que inciden en a lo més un vértice de C son a lo més c((n—7) —¢) + ser =
1

5¢(n — c), donde el primer término es el nimero de aristas de los otros

bloques de G que tienen a lo més un extremo en C. Siendo asi, ya tenemos
el resultado. Por tanto, podemos suponer que el nimero de aristas de G que

inciden en los vértices vy, ..., v, es mayor a %cr. Por lo tanto, hay mas de
%T(C — d) aristas que unen a los vértices vy, ..., v, con C.
Caso 1: Supongamos que solo un veértice v;, con i € {1,...,r+ 1}, es adya-

cente a C. Entonces v; as adyacente a al menos 1 (r(c—d)+ 1) vértices
de C. Como G es un bloque, existe un vértice v en otro bloque de G’
tal que v es adyacente a un vértice w; de C. Por el lema 2.2, sabemos
que hay una trayectoria T en GG’ de longitud mayor a %d tal que f = v;
y I = v. Como v; no puede ser adyacente a dos vértices consecutivos

de C, se sigue que

c—1+7r(c—d)

N | —

méax  (Lwy,w;|, Llw;, wg]) >
wy ady. a v;

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que L{wy,w;] alcanza
este maximo (véase figura 2.22).

Como ¢ > d tenemos que

c(l+r)+dl—=r)>c(l+r+1—r)=2¢>2c—3
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w;

wy

Wi

1
> —

Figura 2.22: En esta imagen tenemos un ejem-
plo con ¢ =15y 3(r(c—d)+1) = 4. Queremos
encontrar el vértice de C' adyacente a v; que
sea mas cercano a w; para tomar la trayecto-
ria complementaria. En este caso tenemos que
L]wy,w;] es al menos 6 = 2(4 — 1). Por otro
lado, Llw;, w;] es al menos 5 = [5(15 — 4)].
Es decir, L{wy,w;] es de longitud al menos
11>10=3(c—1+r(c—d)).

1
[c—1+r(c—d)]+§d+2>c

Es decir, el ciclo T e (v, w;) ® [wj, wy] ® (wg, v;) tiene longitud mayor a
¢, lo que es una contradiccion.

Caso 2: Supongamos que hay vértices v; y v; adyacentes a C. Como hay

mas de Lir

2

(¢ — d) aristas de los vértices vy,...,v, a los vértices de

C, podemos tomar v; y v; de forma que las aristas que unen a estos
vértices con C' sean al menos ¢ —d+ 1. Argumentando como en el caso
anterior podemos encontrar vértices wy,w; € V(C) adyacentes a v; y
v; respectivamente tales que max(L|wy, wy], Llwy, wy]) > 3(3¢—2d—2),
digamos que L{w;, wy] > 3(3¢ — 2d — 2) (véase figura 2.23).

N

Wy

L/

wy

Figura 2.23: En este esta imagen tenemos un
ejemplo con ¢ = 15y c—d+1 = 7. En este caso
queremos encontrar dos vértices en C' adyacen-
tes a v; y v; que sean lo mas cercanos entre si
como sea posible para tomar la trayectoria com-
plementaria. De nuevo podemos considerar el
peor escenario, en el que ambas vecindades es-
tan alejadas entre si lo mas posible. Semejante
al caso anterior, podemos ver que L[w;, wg] es
al menos 13 = 2(3 - 1)+ [5(15 —2(3 — 1) —
24-1)]+24-1) > % =2(3c—2d - 2).

3
1
2

Por el lema 2.2, existe una trayectoria 7' en B’ de longitud al menos
%d tal que f = v; y [ = v;. De nuevo, como ¢ > d tenemos que el ciclo
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T o (vj,w) ® [w;, wy] ® (wy,v;) tiene longitud 3d + 3(3¢ — 2d — 2) + 2
que es mayor a ¢, una contradiccion.

La demostracion cuando G’ es un bloque es esencialemente idéntica a
la anterior, tomando B’ = G — V(C)

[]

El inciso i) del teorema anterior nos lleva a la siguiente proposicion [1].

Proposicién 2. Si G es una grifica con |E(G)| > 1((I — 1)(n — 1) + 1),
entonces G contiene un ciclo de orden al menos .

Como |E(K=z )| = %2, podemos decir usando el teorema 2.1, que si una

grafica hamiltoniana G de orden n es tal que E(G) > ”211, entonces es
panciclica. Esto nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 2.4.1. Si G es una grifica de orden n y tamano tal que |E(G)| >
S((e=1)(n—=1)+1), con ¢ > 3(n+ 3), entonces G contiene ciclos de toda
longitud [, con 3 <1 < c.

Demostracion. Por la proposicién 2 y porque $((3(n+3)—1)(n—1)+1) =
1(n® + 1), sabemos que G contiene un ciclo de longitud al menos 3(n + 3).
Supongamos que ¢(G) = d > 3(n+ 3), tomemos C un ciclo de esta longitud
y H, la grafica inducida por V(C).

Por el teorema 2.4, tenemos que el nimero de aristas en E(G) — E(H) es
alo mas d(n —d). Como |E(G)| > 1(n*+1) y (n —d)? > 0, tenemos que
|H| > +(n*+1) — 3d(n—d) > (d* +1). Por el teorema 2.1, H, y por tanto
GG, contienen ciclos de longitud de toda longitud [, con 3 < [ < d. Como
c < d, se tiene el resultado

O

El caso particular en que ¢ = %(n + 3), resulta en la siguiente proposicion

[1].

Proposicion 3. Si |[E(G)| > }l(n2 + 1), entonces G contiene ciclos de toda
longitud I, con 3 <1 < %(n +3).



Capitulo 3

J. A. Bondy y P. Erdés

Dos anos mas tarde, y en conjunto con Paul Erdés, J.A. Bondy publica
en Ramsay numbers for cycles in graphs [3|, algunos resultados para casos
particulares de r(C,, Cy,) v r(Cy, K;,,). De todos estos, el tnico resultado
que requeriremos en este texto es el siguiente.

Proposicion 4. ¢(n,n) < 2n—1 paran >3

Demostracion. Supongamos una coloraciéon rojo-azul de G = Ko, _1 y supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que |E(GRg)| > |E(G 4)|. Entonces,

Bz (5 ) 2 5l - D=1 -1+ ),
y por la proposicién 2, sabemos que GGr contiene un ciclo de orden mayor o
igual a n.

Veamos primero que si G o G 4 contiene un ciclo de orden 2r+1, entonces
Gr o G4 contiene un ciclo de orden 2r, para r > 3. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que G contiene un ciclo de orden 2r + 1, digamos
C' = (uy,ug, . .., U, U1, Up), pero ni G ni G4 contienen un ciclo de orden
2r. Tenemos que u;u;2 € F(G4) parai € {1,...,2r + 1}, o de lo contrario

(U1, Uy v vvy Ujy Ujq2, Ui 3, - - -5 U2p 41, U1)

es un ciclo de orden 2r en G (véase figura 3.1).
Ademas, u;u;iyq € E(Gg) parai € {1,...,2r + 1}, o de lo contrario

(Uz‘7 Uitd, Uit6y - - -5 Ui—2, Uz)

41
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Figura 3.1: En esta imagen, tenemos un ejemplo
con ¢ = 2. Vemos que la arista usuy debe ser
azul para no formar un ciclo rojo de longitud
2r. Esencialmente estariamos sustituyendo dos
aristas, usus y Usly, POor una arista, usus, y asi
reduciendo el orden del ciclo en 1.

Figura 3.2: En esta imagen, tenemos un ejem-
plo con © = 2r — 1. Vemos que la arista
Uor_1uy debe ser roja para no formar un ci-
clo de longitud 2r. Como el orden del ciclo
es impar, si tomamos todas las aristas de la
forma wu;u; 9, tenemos un nuevo ciclo de longi-
tud 2r + 1. Si sustituyeramos dos aristas, por
ejempo Ugy_1Ug41 Y Ur4+1U2, POr Una arista,
Ug,_1Us, reduciriamos el orden del ciclo en 1.

es un ciclo de orden 2r en G4 (véase figura 3.2).

Y wi,uips € E(Ga) parai € {1,...,2r + 1}, o de lo contrario

(Ui, Uit 3y Uit dy - o5 Wi—2, Uit 2, Uit 1, Uz)

es un ciclo de orden 2r en G (véase figura 3.3).

(u2'r717 Uy, Uz, - -

Pero entonces, G4 contiene el ciclo

oy U2r—5, U2p—q, U2p—2, . . ., U2, U2y, U2pr—3, u2r71)

de orden 2r (véase figura 3.4).
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Figura 3.3: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con ¢ = 2r — 2. Vemos que la
arista us,._ous,41 debe ser azul para no for-
mar un ciclo de longitud 2r. Esencial-
mente estariamos sustituyendo tres aris-
tas, Ugp_qUor—3, Uzr_3U2r—2 Y UopU2ry1, POT
dos aristas, U2r—4U2pr YV U2r_2U2r11, Y asi re-
duciendo el orden del ciclo en 1.

Figura 3.4: Eventualmente vemos que
si nuestra grafica tiene un ciclo rojo de
longitud 2r 4 1, en otras palabras, de
longitud impar, necesariamente G o
G 4 contienen un ciclo de longitud 2r.
En esta imagen, tenemos el inevitable
ciclo en G 4.

Ahora bien, supongamos que Gr o G4, digamos G, contienen un ciclo
de orden 2r, pero ni G ni G4 contienen un ciclo de orden 2r —1, con 2r > 2.
(Claramente si demostramos que esto nunca sucede, podemos ver que Gg o
(G 4 contienen un ciclo de orden n, pues tenemos un ciclo de longitud al menos
n y podemos encontrar ciclos cada vez més pequenos, en G 0 G4, un paso

a la vez.) Sea C' = (uy,us, ..., us,u;) este ciclo en Gg. De nuevo, tenemos
que u;u;4o € E(G,) para cada i € {1,...,2r}, o de lo contrario
(Ul, U,y ..., Uiy Ujg2, Uiy 3, ..., U2, Ul)

es un ciclo de orden 2r — 1 en G (véase figura 3.1).
Supongamos que w;u;1or € Ggparaalgunai € {1,...,2r}yke{l,...,r—
1}. Entonces, u; 1u;yr—2 € E(G4), o de lo contrario

(Ui, Uit-2ky Wit2k41y « + -y Ui—1, Ui42k—2, Ui42k—3y - - - 5 Uit 1, Uz)

es un ciclo de orden 2r — 1 en Gy (véase figura 3.5).
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Figura 3.5: En esta imagen, tenemos
un ejemplo con ¢ = 2r — 2y k = 3.
Vemos que si la arista ug,._3u3 es roja,
la arista ws,_4uq debe ser azul para no
formar un ciclo rojo de longitud 2r — 1.
Esencialmente estariamos sustituyendo
tres aristas, g, _4Uor_3, U1Us ¥ UsUs, POT
dos aristas,ugr_4u1 Y Ugr_3U3, ¥ asi re-
duciendo el orden del ciclo en 1.

Y también w; 1t kro € E(Ga), o de lo contrario

(Uz', Uit2ky Wit 2k—15 - -+ 5 Wit1, Wit-2k425 Uit2k435 -+ - 5 Ui—1, uz)

es un ciclo de orden 2r — 1 en Gy (véase figura 3.6).

Figura 3.6: En esta imagen, tenemos
un ejemplo con i« = 2r — 3y k = 3.
Vemos que si la arista ug,._3u3 es roja,
la arista wuo,_ous debe ser azul para no
formar un ciclo rojo de longitud 2r — 1.
Esencialmente estariamos sustituyendo
tres aristas, U2r—_3U2r—2, U3U4 Y UgU5, POT
dos aristas,ugT,gu;g Y Ugr_2Us, ¥ asi re-
duciendo el orden del ciclo en 1.

Pero entonces,

(Uz‘+1, Ui43y Uit5y  + + 5 i1, Wit 2k—2, Wit 2k—4, - -+, Ui+2k+2, Ui—H)

es un ciclo de orden 2r — 1 en G4, lo que es una contradiccion (véase figura

3.7).
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Figura 3.7: En esta imagen, tenemos
un ejemplo con i = 2r—3y k = 2. Ve-
mos que si la arista us,_3u; es roja, in-
evitablemente G 4 contiene un ciclo de
longitud 2r — 1. Las aristas ug, 49,1
V Ug._oU3 NOS permiten conectar los
dos ciclos de orden r formados por las
aristas de la forma u;u;, o para formar

este ciclo.
Por tanto, tenemos que u;u; o, € F(G4) para cada i € {1,...,} y cada
ke {l,...,r —1}. En esta situaciéon podemos notar que los conjuntos S; =
{ur,ug,...,u—1} y So = {ug, uy, ..., us} generan cada uno una subgrafica

completa de orden r en G 4.

Si tenemos dos aristas en G4 que partan de dos vértices diferentes de S a
dos vértices diferentes de S5, podemos encontrar facilmente un ciclo de orden
2r — 1 en G4 (véase figura 3.8).

Figura 3.8: En esta ima-
gen, tenemos un ejemplo con
r = 7. Podemos ver que fa-
cilmente podriamos recorrer
los vértices de S; y Sy para
generar ciclos de muchas
longitudes. En particular, si
ignoramos un vértice de S;
y tomamos todos los demaés,
podemos encontrar un ciclo
de longitud 2r — 1 en G 4.

Por lo tanto, todas las aristas azules entre S; y So deben incidir en un
mismo vértice en S; 0 S5. El resto de las aristas deben ser rojas. Si ignoramos
este vértice, podemos ver que K, ,_; es una subgrafica de G'p.

Tomemos r de forma que 2r > n. Si n es par, entonces G contiene un
ciclo de orden n contenido en la bipartita K, ,_; roja (véase figura 3.9).
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Figura 3.9: En esta ima-
gen, tenemos un ejemplo con
r = Ty, digamos, n = 12.
Como Kgr7 es una subgra-
fica de Gr podemos encon-
trar un ciclo de longitud 12
en G'r simplemente tomando
vértices alternadamente en-
tre cada parte de la particion
hasta completar el ciclo.

Consideremos entonces n impar. Podemos ver que ningtn vértice de
V(G)\ V(C) puede ser adyacente en G a un vértice de S; y a un vértice de
S, 0 G'g contiene un ciclo de orden n (véase figura 3.10).

Figura 3.10: En esta ima-
gen, tenemos un ejemplo
con r = 7y n =
13.  Podemos encontrar
un ciclo de longitud 13
en (G tomando vértices
alternadamente entre cada
parte de la particion hasta
que solo hace falta pasar
por el vértice adyacente a

Sl y Sg.

Se sigue que cada vértice de V(G) \ V(C') debe ser adyacente en G4 a
todos los vértices de S; o a todos los vértices de S;. Como hay (2n—1)—2r =
2(n—r)—1 vértices en V(G) \ V(C), entonces al menos n — r vértices deben
ser adyacentes en G4 a S 0 Sy, digamos S;. Pero en ese caso, G4 contiene
un ciclo de orden n, lo que resulta en una contradiccion (véase figura 3.11).

0
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Figura 3.11: En esta imagen,
tenemos un ejemplo con r =
7y n = 11. Sabemos que
deben haber al menos 4 vértices
en V(G) \ V(C) adyacentes en
G4 a cada vértice de S,. En-
tonces podemos encontrar un
ciclo de longitud 11 tomando
vértices alternadamente entre
Sy y V(G) \ V(C) y comple-
tando conforme sea necesario
con vértices de Ss.
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Capitulo 4

G. Chartrand y S. Schuster

En On a variation of the Ramsey number [4], Gary Chartrand y Seymour
Schuster nos dan algunos casos particulares de nimeros de Ramsey para
ciclos. En particular, presentan ¢(n,m) para n,m < 6 y formulas generales
para c(3,n), c(4,n) y ¢(5,n). Usaremos estos resultados principalmente como
base de induccién més adelante, por lo que los presentamos a continuacion.

Teorema 4.1. ¢(3,4) =7

Demostracion. Si consideramos una coloraciéon rojo-azul de Ky tal que G =
K33y G4 = K3U K3, podemos ver que no contiene triangulos rojos ni ciclos
azules de orden 4, por lo tanto ¢(3,4) > 7 (véase figura 4.1).

Figura 4.1: Usaremos en repetidas oca-
siones el hecho de que una grafica bi-
partita no contiene ciclos de orden impar
(teorema 1.4). En este caso, basta para
saber que K33 3 no contiene ciclos de orden

3.

Ahora, supongamos G de orden 7 con una coloraciéon rojo-azul tal que
Gr no contiene triangulos. Como ¢(3,3) = 6, sabemos que G contiene un

49
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triangulo rojo o un tridngulo azul. Por lo tanto, G4 contiene un triangulo.
Llamemos C' = (uq, ug, uz, u1) al tridngulo azul en G y vq, va, v3, v4 al resto de
los vértices de G. Si algtn vértice v; es adyacente a mas de un vértice u; por
aristas azules, entonces G4 contiene un ciclo de longitud 4. Por tanto, cada
v; es adyacente a al menos dos vértices de C' por aristas rojas. Como |C| = 3,
podemos suponer que cualquier par de vértices v; es adyacente a un vértice
comin en C por una aristas rojas. Como Gpg no contiene tridngulos, los
vértices v; son adyacentes entre si por aristas azules. Entonces, GG 4 contiene
una subgrafica completa de orden 4, y por tanto, un ciclo de orden 4 (véase
figura 4.2).

Figura 4.2: En esta figura podemos ver que
v; v; ¥y vj son ambas adyacentes a u;. Pero en-
tonces v;v; debe ser azul para no formar un
tridngulo rojo. Como sucede similarmente

para cada i,j € {1,...,4}, podemos encon-
trar el ciclo azul de orden 4 que estamos
buscando.

O

Teorema 4.2. Paran >4, ¢(3,n) =2n—1

Demostracion. Primero, notamos que si consideramos una coloraciéon rojo-
azul de G = Ky,,_s tal que Gp = K,,_1,1y Ga = K,,_1 UK,,_4, entonces G
no contiene ciclos rojos de orden 3 ni ciclos azules de orden n. Por lo tanto,
c(3,n) >2n — 1.

Demostramos que ¢(3,n) = 2n — 1 usando induccién. Por el teorema 4.1,
sabemos que ¢(3,4) = 7. Supongamos entonces que ¢(3,n) = 2n — 1 para
alguna n > 4. Se sigue que cualquier coloraciéon rojo-azul de G = Ko,
contiene un ciclo rojo de orden 3 o un ciclo azul de orden n. Queremos
demostrar que ¢(3,n + 1) = 2n + 1. Supongamos una grafica G de orden
2n + 1 y una coloraciéon rojo-azul para G tal que Gr no contiene ciclos de
orden 3. Como ¢(3,n+ 1) > 2n + 1, basta probar que G4 contiene un ciclo
de orden n + 1.
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Por la hipotesis de induccion, ¢(3,n) = 2n — 1, por lo tanto, G4 con-
tiene un ciclo azul de orden n, digamos C' = (uy,us,. .., Uy, u;). Llamemos
U1,...Unt1, al resto de los vértices de G. Supongamos que para alguna
i € {1,...,n}, u; es adyacente en G a cada v; con j € {1,...,n+ 1}.
Como Gg no contiene ciclos de orden 3, los vértices v; son adyacentes entre
si en G 4. Por lo tanto, G4 contiene una subgrafica completa de orden n + 1
y por tanto, un ciclo de orden n + 1. Podemos suponer entonces que para
cada i € {1,...,n}, existe una j € {1,...,n+ 1} tal que u; es adyacente a

v; en G 4. Tenemos dos casos:

Caso 1: Supongamos que para alguna i € {1,...,n}, u; y u;42 son adya-
centes en G4 a dos vértices distintos de V(G) \ V(C). Digamos que
uyvy, uzv3 € E(G4). Sialgun vértice v; € V(G)\ V(C) es adyacente en
G4 a dos vértices consecutivos de C', entonces G4 contiene un ciclo de
orden n + 1. Podemos suponer entonces que vjus, vsus € E(GR), pero
en ese caso, v1v3 € F(G4). Por tanto, G contiene el ciclo azul

(uh U1, U3, U3, Ug,

de orden n + 1 (véase figura 4.3).

Un

ey U,y )

Figura 4.3: En esta figura,
con ¢ = 1, vemos que si
uvy,uzvy € E(Ga), en-
tonces ugvy, usvy € E(GR)
o tenemos un ciclo azul de
longitud n + 1. Pero en-
tonces, la arista vjvs debe
ser azul también pues sabe-
mos que nuestra grafica no
contiene triangulos rojos.
Entonces, inevitablemente
tenemos un ciclo azul de or-
den n + 1.

Caso 2: Supongamos que para cada ¢ tal que u; es adyacente en G4 a vj,
Uit también es adyacente a v; en G 4. Por tanto, podemos suponer que
cada u;, con i impar, es adyacente a v; en GG4. Si n es impar, entonces
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uy y uy, son adyacentes a v; en G4 y, por lo tanto, G4 contiene un ciclo
de orden n + 1.

Supongamos que n es par. En este caso, cada u; con i par, es adyacente
en G4 al mismo v; # vy, digamos vs.

Cada v; € V(G)\ V(C) con j € {3,...,n+ 1} debe ser adyacente en
Gr a cada vértice en C' o de lo contrario regresamos al caso 1. Como
G'r no contiene triangulos, v;v; € E(G4) paracadai,j € {3,...,n+1}
(véase figura 4.4).

Figura 4.4: En esta
imagen, podemos
ver que cada arista
v;v; debe ser rojas,
con excepcion de
V1V3, pues no tene-
mos tridngulos rojos

en G.

Por la misma razon, y por que ugvy, u1vy € E(GR), cada arista vyv;, v20;
E(G4) paracada j € {3,...,n+1}. En este caso, G4 contiene el ciclo

(v1, V3, V2, Vg, Usy +« o, Upt1, V1)

de orden n + 1 (véase figura 4.5).

Figura 4.5: En esta imagen, podemos ver
con todas estas aristas azules que igno-
rando la arista vivy, podemos encontrar
un ciclo azul de orden n + 1 en G.
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El ntmero ¢(4,3) = 7 se sigue del hecho que ¢(n,m) = ¢(m,n) y del
teorema 4.1. Por tanto, podemos investigar ¢(4,n) para n > 4. Los nimeros
c(4,4) y ¢(4,5) no siguen la formula general, asi que los consideramos por
separado. También consideramos ¢(4,6) por separado para utilizarlo como
base para induccion.

Teorema 4.3. ¢(4,4) =6

Demostracion. Si consideramos una coloracion rojo-azul de G = K tal que
Gr = Cs y G4 = (5, vemos que G no contiene ciclos monocromaticos de
orden 4 (véase figura 4.6). Por lo tanto, ¢(4,4) > 6 .

Figura 4.6: En este ejemplo podemos ver que tanto
Gr como (G4 son isomorfas a Cs.

Ahora supongamos una coloracién rojo-azul de G = K tal que G no
contiene ciclos monocromaticos de orden 4. Como ¢(3,3) = 6, sabemos que
G contiene un triangulo azul o un tridngulo rojo. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que G contiene un triangulo, digamos C' = (uy,usg, ug, uq).
Llamemos v1, vy y v3 a los otros vértices de G. Ningun vértice en V(G)\V(C)
puede ser adyacente en Gr a mas de un vértice de C'. Por lo tanto, cada
vértice en V(G) \ V(C) es adyacente en G4 a al menos dos vértices de C. Si
existen dos vértices en V(G)\ V(C) que sean adyacentes en G 4 a los mismos

dos vértices de G, entonces G4 contiene un ciclo de orden 4 (véase figura
4.7).
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U1

us
Figura 4.7: En este ejemplo, podemos ver que
si suponemos que dos vértices en V(G)\V(C),
digamos vy y v3, son ambos adyacentes a los
mismos dos vértices de C, digamos u; y us,
por aristas azules, entonces encontramos un
ciclo azul de longitud 4 en G.

U2

U3

Entonces podemos suponer que vy, v, Valig, Ualiz, U3lg, U3ty € E(G 4).
Ademas, viug, vouy,vzus € E(GR). Si dos vértices en V(G) \ V(C) son
adyacentes en G, entonces G tiene un ciclo de orden 4 (véase figura 4.8).

Figura 4.8: En este ejemplo podemos cémo
acomodar las aristas azules de V(G)\V (C)
a (' de forma que dos vértices v; no sean
adyacentes en G 4 a los mismos dos vértices
de C'. Podemos ver que si dos vértices en
V(G)\V(C), digamos vy y v3, son adyacen-
tes en Gg, entonces encontramos un ciclo
rojo de orden 4 en G.

Por tanto, vivy, vovs, v3v; € E(G4), pero entonces

(Ul7 U2, V2, V3, Ul)

es un ciclo de orden 4 en Gy, lo que nos lleva a una contradiccion (véase
figura 4.9).
m
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U3

>

' Figura 4.9: En esta imagen, podemos ver

uno de los ciclos azules que tenemos en
G si las aristas de Kg estan coloreadas
v de esta forma particular. Podemos notar
que hay mas de un ciclo azul de orden 4.

Teorema 4.4. ¢(4,5) =7

Demostracion. Si consideramos una coloracion rojo-azul de G = Kj tal que
Gr = KsUK3y G4 = Ks3, podemos ver que G no contiene ciclos de
orden 4 y G4 no contiene ciclos de orden 5 (véase figura 4.10). Por lo tanto,
c(4,5) > 1.

Figura 4.10: De nuevo vemos que una
grafica bipartita y su complemento fun-
cionan para darnos la cota inferior del
nimero que buscamos. Sabemos que
con esta coloraciéon de Kg no tenemos
ciclos azules de longitud 5.

Supongamos ahora una coloracioén rojo-azul de G = K7, tal que G4 no
contiene ciclos de orden 4. Como c¢(4,4) = 6 por el teorema 3, sabemos
que Gr debe contener un ciclo de orden 4, digamos C' = (uy, us, ug, U4, Uy).
Llamemos wvq,vs,v3 al resto de los vértices de GG. Si cualquiera de estos
vértices es adyacente en Gg a dos vértices consecutivos de C, entonces Gg
contiene un ciclo de orden 5. Supongamos entonces que ningin vértice de
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V(G) \ V(C) es adyacente en Gg a dos vértices consecutivos de C. Como
cada vértice vy,v9 y v3 es adyacente en G4 a dos vértices opuestos de C,
deben haber dos vértices, digamos v; y vs, que sean adyacentes en G4 a los
mismos dos vértices de C', digamos u; y ug. Por lo tanto, G4 contiene el ciclo

(ula U1, U3, U2, ul)?

lo que nos lleva a una contradiccion (véase figura 4.11).

uy
U1

" Figura 4.11: Con un razon-

Vo amiento semejante al que usamos
en la figura 4.7, del teorema 4.3,
podemos ver el ciclo de azul de
. orden 4 que se forma si tenemos
( dos vértices en V(G) \ V(C) ad-
yacentes por aristas azules a los

mismos dos vértices de C'.

Uus

Uy

Teorema 4.5. ¢(4,6) =7

Demostracion. Si consideramos una coloracion rojo-azul de G = Kj tal que
Gr=Ki5y G4 = K; UK5, vemos que G no contiene ciclos de orden 4 y
G4 no contiene ciclos de orden 6 (véase figura 4.12). Por lo tanto, ¢(4,6) > 7.

Supongamos una coloracion rojo-azul de G = K7 tal que Gg no contenga
ciclos de orden 4. Como ¢(4,5) = 7 por el teorema 4.4 y Gr no contiene
ciclos de orden 4, sabemos que G4 contiene un ciclo de orden 5, digamos
C' = (uy,ug,us, ug, us,uy). Llamemos vy y vy al resto de los vértices. Si
v1 0 Vo es adyacente en G4 a dos vértices consecutivos de C, entonces G 4
contiene un ciclo de orden 6. Podemos suponer entonces que ni v; ni vy
son adyacentes en G4 a dos vértices consecutivos de C'. Por lo tanto, vy y
vy son adyacentes en G a al menos tres vértices de C, que no son los tres
consecutivos. Supongamos entonces que viug, v1ug, vy € E(GR). Si existen
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Figura 4.12: En esta grafica bipartita
roja es evidente que no tenemos ciclos.
Y las componentes de la subgrafica azul
no tienen suficientes vértices para un ci-
clo de orden 6.

dos vértices de C' que sean adyacentes en Gr a ambos vy y vs, G contiene
un ciclo de orden 4, lo que es una contradiccion (véase figura 4.7).

Sin embargo, debe existir algin vértice en C' que sea adyacente en Gg
a ambos vy y vy. Este vértice no puede ser uyg, 0 vy tendria que ser nece-
sariamente adyacente también a u; o uy. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que v, es adyacente en G4 a up. Se sigue que vaus, vous € E(GR)
Y U1ug, U1z, Vals, Vaty € E(G 4). En este caso G4 contiene el ciclo

(Ub us, Uz, Va2, U4, Us, Ul)

de orden 6 (véase figura 4.13).

v Figura 4.13: En esta imagen, podemos ver la co-
ug loracion de las aristas de G si suponemos que
viug, viug, nuy € E(GR) v vou; € E(G4). No
podemos acomodar las aristas rojas de vy a C
w uw,  de otra forma sin tener ciclos rojos de orden 4.
Con esta coloracion podemos encontrar un ciclo

Us de orden 6 en G 4.

Teorema 4.6. Paran > 6, ¢(4,n) =n+ 1.
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Demostracion. Si consideramos una coloracion rojo-azul de G = K, tal que
Gr=Ki,1y Ga= K, UK,_,, podemos ver que G no contiene ciclos de
orden 4 y G4 no contiene ciclos de orden n. Por lo tanto, ¢(4,n) > n + 1.

Procedemos por inducciéon sobre n > 6. Sabemos por el teorema 4.5 que
¢(4,6) = 7. Tomemos n > 6 y supongamos que c¢(4,n) = n + 1. Por tanto,
para toda coloracion rojo-azul de G = K, 1, G contiene un ciclo rojo de
orden 4 o un ciclo azul de orden n. Supongamos una coloraciéon rojo-azul de
K, 19, tal que G no contenga ciclos de orden 4. Como c¢(4,n+ 1) > n+ 2,
basta probar que G contiene un ciclo azul de orden n+1. Como ¢(4,n) = n+1
por hipédtesis de induccién, sabemos que G4 contiene un ciclo de orden n,
digamos C' = (uy, ug, us, . .., uy,, ur). Llamemos vy y v al resto de los vértices
de G.

Si vy 0 vy son adyacentes en G4 a dos vértices consecutivos de C', entonces
G 4 contiene un ciclo de orden n + 1 completando la prueba. Supongamos
entonces que ni v; ni vy son adyacentes en G4 a dos vértices consecutivos
de C. Se sigue que v; y vo deben ser cada uno adyacente en Gg a al menos
[5] vértices de C' de forma que el conjunto contiene al menos un vértice de
cada par de vértices consecutivos de C'. Si vy y v son adyacentes en G a los
mismos dos, o mas, vértices de C, entonces GGr contiene un ciclo de orden 4.
Sabemos entonces que vy y vs son adyacentes en G a un vértice en comun

o ninguno. Tenemos dos casos:

Caso 1: Supongamos que v; y v no son simultaneamente adyacentes en Gg
a ningin vértice de C'. En este caso se sigue que tanto v; como v,
deben ser adyacentes en Gr a exactamente 7 vértices de C, haciendo
a n par. Digamos, sin pérdida de generalidad, que v; es adyacente en
Gr a cada vértice de S; = {u;: i es impar} y vy es adyacente en G a
cada vértice de Sy = {u;: i es par}. En ese caso, también sabemos que
v es adyacente en G4 a cada vértice de S; y vy es adyacente en G4 a

cada vértice de Sy (véase figura 4.14).

Si todas las aristas w;u;, con ¢,j impares, son rojas, entonces, como
n > 6, G contiene el ciclo

(U1, V1, U3, Us, ul)

de orden 4 (véase figura 4.15).
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(251 Un Uy

.4 U9 %]
" w, ~ Figura 4.14: En esta
é imagen, simplemente
u " us ~buscamos ilustrar la
v forma en que vy y vy
2 ug Us son adyacentes a los
vértices de C.

Uy
n Figura 4.15: En esta imagen, podemos ver el ciclo
% de longitud 4 que podemos encontrar en G cuando
hay suficientes aristas rojas de la forma w,;u;, con 7, j

impares.

Por tanto, podemos suponer que existe u;u; € E(G4), con 4, j impares
de forma que 1 <17 < j < n. En este caso, G4 contiene el ciclo

(Ui, Uj, Ujfl, ceey Uiy, Ve, Uj+1, ’U/j+2, ey Ui, ul)
de orden n + 1 (véase figura 4.16).

Caso 2: Supongamos que v; v vo son ambos adyacentes en G a un mismo
vértice, digamos u;. Solamente uno de v; o vy debe ser adyacente a us
en G, o de lo contrario, ambos v; y vy deben ser adyacentes en Gr
a usz, lo que contradice que solo coincidan en un solo vértice. Sin pér-
dida de generalidad, supongamos que vius € E(GR). Necesariamente,
voug € E(GR) o de lo contrario vs es adyacente en G4 a dos vértices
consecutivos de C'. Siguiendo el mismo razonamiento, podemos ver que
vy, Vous € E(GR), ete. Por tanto, si definimos S; y S, como en el caso
anterior, tenemos que vy es adyacente en G a los vértices de Sy U{uy}
y en G4 a los vértices de Sp\ {u1}, mientras que vy es adyacente en Gp
a los vértices de S1 y en G4 a los vértices de Sy (véase figura 4.17).
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Figura 4.16: En esta imagen, podemos ver
que basta con una sola arista u;u;, con 1, j
impares, para encontrar un ciclo de longitud
n—+1en Gy.

Un, uy w Un Uy w
2 2

ug us

» » Figura 4.17: En esta
imagen, ilustramos el
v é v modo en que v y vy
“ o son adyacentes a C.
V2 ” us  Podemos notar que
este caso es muy si-

milar al primero.

Si Gr contiene todas las aristas de la forma wu;u; con i, j par, como
n > 6, Gg contiene el ciclo

(Ula Uz, Uyg, Up, Ul)

(véase figura 4.18).

Por tanto, G4 debe contener u;u; con ¢ < j pares. Entonces G4 con-
tiene el ciclo

(Uj, Ugy Uit 1y o v v 5 Uj—1, V1, Ujm1, Uj—2y + + -5 Ujp1, Uj)

de orden n + 1 (véase figura 4.19).
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Up  wy
Up

u3
U Figura 4.18: Procediendo de manera muy simi-
v lar al caso anterior, vemos que podemos encon-
0 trar un ciclo rojo de longitud 4 cuando hay su-
g ficientes aristas rojas de la forma w;u;, con i, j

pares.

Figura 4.19: Igualmente podemos ver que
basta con una sola arista w;u;, con i, j pares,
para encontrar un ciclo de longitud n + 1 en
Ga.

]

Podemos proceder con ¢(5,n) a partir de n = 5 considerando los resulta-
dos anteriores.

Teorema 4.7. ¢(5,5) =9

Demostracion. Si consideramos una coloraciéon rojo-azul de G = Ky tal
que Ggp = K44y Ga = K4 U K4, podemos ver que G no contiene ciclos
monocromaticos de orden 5 (véase figura 4.20). Por lo tanto, ¢(5,5) > 9.

Supongamos una coloraciéon rojo-azul de G = Ky y supongamos que
G no contiene ciclos monocrométicos de orden 5. Como c¢(4,4) = 6, G
debe contener un ciclo monocromatico de orden 4. Sin pérdida de gener-
alidad, supongamos que Gpg contiene un ciclo de orden 4, digamos C' =
(u1,us, us, ug, uq). Llamemos vy, vy, v3,v4 ¥ vs al resto de los vértices de G.
Ningtn v; € V(G) \ V(C) puede ser adyacente en G a dos vértices consec-
utivos de C, o de lo contrario G contiene un ciclo de orden 5. Entonces,
cada v; € V(G) \ V(C) debe ser adyacente en G4 a dos vértices opuestos de
C.
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Figura 4.20: Continuamos usando una gra-
fica bipartita y su complemento para ejem-
plificar una grafica que no contiene ninguno
de los ciclos monocromaticos que pide nues-
tro teorema.

Como Gg no contiene ciclos de orden 5, tampoco contiene la grafica
completa K5. Entonces debe existir i,j € {1,...,5} tal que v;v; € E(Ga).
Supongamos que v1vy € E(G4). Si existen dos vértices u;, u; con vyu;, vau; €
E(G4) tales que existe un vértice vy, con 3 < k < 5, tal que vyu;, vgu; €
E(G4), entonces G 4 contiene un ciclo de orden 5 (véase figura 4.21).

uy U1

us Uy
Figura 4.21: La condicién descrita en el
3 parrafo anterior y que se ilustra en esta
imégen, se usa recurrentemente en este teo-
uy . rema. Vale la pena prestar atencion a las
condiciones que se le pide a v, para encon-

trar un ciclo azul de longitud 5.

us [ ]

Por tanto, podemos suponer que no existen tales vértices u;, u; y vg.
Consideremos los siguientes dos casos, suponiendo que v1v9 € E(G 4).

Caso 1: Supongamos que v; y vs son adyacentes en G4 al mismo par de
vértices opuestos de (', digamos u; y uz. Ninguno de los vértices vs, vy
y vs puede ser adyacentes en GG 4 a uy y ug, o se produciria un ciclo azul
(véase figura 4.21).

Por tanto, v3, vy y v5 son adyacentes en G4 a us y uyg. Ahora, vsvy €
E(GRg) o de lo contrario

<U3, V4, U2, Vs, Uy, U3)
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es un ciclo en G4. Similarmente, vsvs,v4v5 € E(Gg) (véase figura
4.22).

U2

us

Figura 4.22: En esta imagen, podemos ver el
ciclo que se formaria si vsvy fuera azul.

Si vy es adyacente en G 4 a algin vértice en {vs, vy, v5} v v9 es adyacente
en G4 a algun otro vértice del mismo conjunto, entonces G4 contiene
un ciclo de orden 5 (véase figura 4.23).

uy U1

U2 Vs

us U3

Figura 4.23: En esta imagen, vemos el ciclo
que podemos formar si suponemos que v; es
adyacente a vs y vy es adyacente a vz en G 4.

Vs

Por otro lado, si vy y v son adyacentes a un mismo vértice en {vs, v4, vs},
digamos vs, entonces ujug € E(GR) o de lo contrario

<u17 us, U2, Vs, U1, U1>
es un ciclo de orden 5 en G4 (véase figura 4.24).

Ahora, podemos notar que u;vs y usvs no pueden ser ambas rojas o
tenemos un ciclo de orden 5 en Gp (véase figura 4.25).

Sin embargo, si uzvs € E(G 4), entonces

(U37 Us, U2, U1, U1, U3)
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Figura 4.24: En esta imagen, podemos ver el ci-
clo azul que se formaria si u;us fuera azul cuando
vy ¥y vy son adyacentes en G4 a un mismo vértice,
en este caso v5. También suponemos que vy y vy
son adyacentes a v3 y v, por aristas rojas.

Figura 4.25: En esta imagen, podemos ver el
ciclo que se forma si suponemos que uj;vs y
U3V5 SON Tojas.

es un ciclo de orden 5 en G 4(véase figura 4.26).

Y si uyvz € E(G4), entonces
(ula U3, Uyg, Vs, U1, ul)

es un ciclo de orden 5 en G4 (véase figura 4.27).
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Figura 4.26: En esta imagen, podemos ver el ciclo
azul que se forma cuando ugvs es azul.

Figura 4.27: En esta imagen, vemos el ciclo
azul que se forma cuando ujvsz es azul. Es-
tos ciclos aparecen cuando suponemos que
v1 ¥ vy son adyacentes en G4 a un vértice
en comun, en este caso vs.

Se sigue que v; o vy son adyacentes en Gr a todos los vértices de
{vs, v4,v5}, digamos v9v3, vovy, Vov5 € E(GR). Si hay dos aristas rojas
de los vértices de C' a dos vértices distintos en {vs, vy, v5}, entonces Gg
contiene un ciclo de orden 5 (véase figura 4.28).

Por lo tanto, debe existir un vértice en {vs, vy, v5}, digamos vs, ady-
acente en G4 a todos los vértices de C. Por lo tanto, G4 contiene el
ciclo

(Us, us, V1, V2, U1, Us)

de orden 5, lo que produce una contradiccion (véase figura 4.29).

Caso 2: Supongamos que v; es adyacente en G4 a uy y us, y ve es adyacente
en G4 a ug y uy. Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad, que
v3 es adyacente en G4 a uy y uz. Se sigue que vz es adyacente en Gg a
Us ¥ Uy, pues de lo contrario se satisfarian las condiciones para producir
un ciclo azul de orden 5, como se menciona anteriormente (véase figura
4.21).
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Figura 4.28: En esta imagen, vemos el ciclo
rojo que podemos encontrar cuando existen
dos aristas rojas, en este caso ujvs y usvs, de
los vértices de C' a los vértices de {vs, vg, v5}.

Figura 4.29: En esta imagen, podemos ver
el ciclo que inevitablemente vamos a en-
contrar en este caso y que nos lleva a una
contradiccion.

Por la misma razon, veuy,vous € E(GR). El vértice vy es adyacente
en Gr a us y ug, o de lo contrario regresamos al caso 1. Por tanto,
podemos suponer que viuy € E(Gg). Ahora, vyv3 € E(G4), o de lo
contrario

(v1, V3, Ug, U3, Uz, V1)
es un ciclo azul de orden 5 (véase figura 4.30). Sin embargo, esto

nos regresa al caso 1, con v; y vz tomando los papeles de v; y v
respectivamente.
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U1
uy

vs Figura 4.30: En esta imagen, podemos ver el ci-

clo rojo que se formarfa si vjvsz fuera roja. Sin

us , embargo, siendo azul, tenemos dos vértices adya-
centes en G4 que son adyacentes también a u; y

[ J
u4 vs ug, que es de nuevo el caso 1.

Teorema 4.8. Paran > 5, ¢(5,n) =2n — 1.

Demostracion. Consideremos una coloracion rojo-azul de G = Ky,—1), tal
que Gp =K, 1,1y Ga = K,_1UK,_;. Entonces la grafica G no contiene
ciclos rojos de orden 5 ni ciclos azules de orden n. Por lo tanto, ¢(5,n) >
2n — 1.

Procedemos con la prueba por inducciéon sobre n > 5. El teorema 4.7
nos proporciona la base de inducciéon con n = 5. Supongamos entonces que
c(b,n) = 2n — 1 para alguna n > 5 y consideremos una coloracion rojo-azul
de G = Ky,41. Como ¢(5,n+ 1) > 2n+ 1, basta demostrar que G contiene
un ciclo de orden 5 o G4 un ciclo de orden n 4+ 1. Supongamos que G no
contiene ciclos rojos de orden 5. Como ¢(5,n) = 2n — 1, sabemos que G4
debe contener un ciclo de orden n, digamos C' = (uy, us, ..., u,). Llamemos
V1, Vg, . . ., U, Upyq al resto de los vértices de G.

Si alguna v; € V(G)\V(C) es adyacente en G4 a dos vértices consecutivos
de C', entonces GG 4 contiene un ciclo de orden n+1. Supongamos entonces que
ningtn vértice en V(G)\V(C) es adyacente en G 4 a dos vértices consecutivos
de C. Esto implica que cada v; es adyacente en G a un conjunto de al menos
[5] vértices de C'. Ademas cada par consecutivo de vértices de C' debe
contener un vértice que pertenece a este conjunto. Si todos los vértices de
V(G)\V(C) son adyacentes entre si en G 4, entonces G 4 contiene una grafica
completa de orden n+ 1 y por lo tanto un ciclo de orden n + 1. Supongamos
entonces que existen dos vértices distintos en V(G) \ V(C), digamos vy y va,
adyacentes en Gr. Podemos considerar 3 casos.

Caso 1: Supongamos que existe un vértice v, € V(G)\V(C), con 1 # k # 2,
tal que vy v v1 son adyacentes en G a un vértice u; en C', y vy y vy
son adyacentes en G a un vértice u; en C.
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Si podemos elegir u; y u; de forma que u; # u;, entonces G contiene
el ciclo (vg, u;, v1, v2, uj, vy) de orden 5, lo que resulta en una contradic-
cion.

Figura 4.31: En esta imagen, tenemos
un ejemplo del ciclo de orden 5 que se
forma en G cuando tomamos i # j.

Entonces tenemos que vy y v son adyacentes en G a un tnico vértice,
digamos u; de C, y vy v v son adyacentes en Gr a un unico vértice,
el mismo u;. Como al menos uno de cada par de vértices consecutivos
de C' es adyacente en G a vy (respectivamente a vy y vy ), cada vértice
de C' diferente de u; debe ser adyacente en Gg a v y vs, 0 a V.

Si n es impar, podemos suponer que v; y vy son adyacentes en G a
los vértices de S; = {u;: i es impar} y adyacentes en G4 a los vértices
de Sy = {u;: i es par}. Por otra parte, v es adyacente en Gg a los
vértices de So U {u} y adyacente en G4 a los vértices de Sy \ {u;}. En
ese caso, (G4 contiene el ciclo

(u27 U3y ..., Up—2, Vg, Up, Un—1, V2, u2)

de longitud n + 1 (véase figura 4.32).

Si n es par, podemos definir S; y Sy como lo hicimos anteriormente y
distinguimos asi, dos subcasos:

Subcaso 1: vy ve son adyacentes en Gg a SoU{u;} yen G4 a S1\{u1},
mientras que vy, es adyacente en G a los vértices de S y en G4 a
Si. Si v, € E(GR), entonces podemos intercambiar los papeles
de vg y vy, y encontrar un ciclo de longitud 5 en G (véase figura
4.31). Si uguy € E(GR), entonces

(UQ, Uyq, V1, U, V2, UQ)
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Figura 4.32: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con n = 15 donde vemos el ciclo de
longitud n + 1 que se forma en este caso.

es un ciclo de longitud 5 en Gx. Por otro lado, si usuy € E(G4),
entonces

(u27 Uy, Vg, V1, Us, UG, - - - ,Ug)

es un ciclo de longitud n + 1 en G4 (véase figura 4.33).

u

uy ‘ Figura 4.33: En esta imagen, tenemos un ejem-
’ plo con n = 14 donde vemos el ciclo de longitud
Uy

n+ 1 que se forma en G4 o el ciclo de longitud
5 que se forma en Gy, dependiendo del color
us de uquy.

Subcaso 2: vy, es adyacente en Gr a So U {ui} y en G4 a Sy \ {u1},
mientras que v; y vy son adyacentes en Gi a los vértices de Sy y
en G4 a S;. Al igual que en el subcaso anterior, si vjvy € E(GR),
entonces podemos intercambiar los papeles de vy y vo, y encontrar
un ciclo de longitud 5 en Gg (véase figura 4.31). Siugus € E(Gg),
entonces

(us, us, vy, U1, V2, u3)
es un ciclo de longitud 5 en Gg. Por otro lado, si usus € E(G,),
entonces

(U3, Us, Vg, U1, Us, U7y - -« ,Ug)

es un ciclo de longitud n + 1 en G4 (véase figura 4.34).
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Uy
\§ Figura 4.34: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con n = 14, donde vemos el ciclo de
longitud n+1 que se forma en G 4 o el ciclo de
ug longitud 5 que se forma en Gp, dependiendo
e del color de usus.

Dado que cuando n es impar se tienen las condiciones del caso 1, pode-

mos suponer que n es par en los siguientes casos..
Caso 2: Supongamos que el caso 1 no es posible y que existe un vértice

v € V(G)\V(C), con 1 # k # 2, que no es adyacente en G a ningtn
vértice de C' que sea adyacente a v; 0 v5. Esto implica que siempre que
viu; € E(GR), vpu; € E(G4) para cada i € {1,...,n}, y siempre que
vu; € E(GR), vyu; € E(G4) para cada j € {1,...,n}. Como vy es
adyacente en G a al menos § vértices de C'y es adyacente en G 4 a al
menos 5 vértices de C, vy, es adyacente en G, y en G4 respectivamente,
a exactamente 7 vértices de C. Por lo tanto, podemos suponer que v,
y v9 son adyacentes en G a los vértices de S; y adyacente en G4 a los
vértices de Sy, con S7 y Sy definidos como en el caso anterior. Por otra
parte, vy es adyacente en G a los vértices de Sy y adyacente en G4 a

los vértices de S.
Si ¢ # j son ambos impares, entonces w;u; € E(G4), o de lo contrario
podemos tomar t ¢ {i, 7} (pues n > 6) para obtener el ciclo rojo

(Ui, Uj, V2, Ug, V1, Uz)

de orden 5, lo que es una contradicciéon. En este caso G4 contiene el
ciclo
(Vky Up—1, Up—2y - -+, Us, Uz, U, V1, U, Uq, V)

de orden n + 1 (véase figura 4.35).
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Figura 4.35: En esta imagen, tenemos un ejem-
plo con n = 14 donde vemos el ciclo de longi-
tud n + 1 que podemos encontrar en (4 cuando
usuy € G 4. También podemos ver, con t = 1, el
ciclo de longitud 5 que se forma en G cuando
usus € B (GR)

Caso 3: Supongamos que los casos 1 y 2 no suceden. Por lo tanto, cada
vk, con k > 3, tiene las propiedades de que cada vez que vyu;, vgu; €
E(GR), vou; € E(G4) paracadai € {1,...,n}, y cada vez que vou;, vipu; €
E(GRr), viu; € E(G4) para cada i € {1,...,n}. Definamos S; y Sy
como en el caso anterior. Digamos que v; y v3 son adyacentes en Gy a
los elementos de S7 y en G4 a los elementos de S;. Mientras que v, es
adyacente en G a los vértices de Sy y en G4 a los vértices de 5.

Si vz € E(GR), entonces se satisfacen las condiciones para el caso 2
donde vy y v3 cumplen los papeles de v, y vy respectivamente. Pero si
consideramos v1v3 € E(G 4), entonces G4 contiene el ciclo

(Ub U3, U2, U3, ..., Un, /Ul)

de orden n + 1 (véase figura 4.36).

Figura 4.36: En esta imagen, tenemos un ejem-
plo con n = 14 donde vemos el ciclo de longi-
tud n+1 que podemos encontrar en G4 cuando
MV3 € G A-
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Teorema 4.9. ¢(6,6) =8

Demostracion. Si consideramos una coloracion rojo-azul de G = K5 tal que
Gr = Ky5 y G4 = Ky U K5, entonces GG no contiene ciclos monocromaticos
de orden 6 (véase figura 4.37). Por lo tanto, ¢(6,6) > 8.

IR
d [>

W]

Figura 4.37: Sin ser excepcién, tomamos una gra-
fica bipartita y su complemento para esta parte de
nuestro teorema.

Consideremos una coloracion rojo-azul de G = Kg y supongamos que G
no contiene ciclos monocromaéaticos de orden 6. Tenemos dos casos:

Caso 1: Supongamos que G no contiene ciclos monocromaticos de orden 5.
Como ¢(4,4) = 6 por el teorema 4.3, sabemos que GG contiene un ciclo
monocromatico de orden 4. Supongamos que G contiene un ciclo de
orden 4, digamos C' = (uq, us, us, ug, u1). Llamemos vy, ve,v3 y vy al
resto de los vértices de G. Como Gg no contiene ciclos de orden 5,
ningun veértice de V(G) \ V(C) es adyacente en G a dos vértices con-
secutivos de C'. Por lo tanto, cada vértice de V(G)\ V(C') es adyacente
en G4 a dos vértices opuestos de C'. Tenemos ahora dos subcasos:

Subcaso 1a: Supongamos que 3 o mas vértices de V(G) \ V(C) son
adyacentes en G4 al mismo par de vértices opuestos de C', digamos
que vy, vy ¥ v3 son adyacentes en G4 a uy y uz. Los vértices vy, vo
y v3 son adyacentes entre si en G o de lo contrario G4 contiene
un ciclo de orden 5 (véase figura 4.38).
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Uy

U1

]

us
Figura 4.38: En esta imagen, podemos ver
V3 el ciclo azul que se formaria si existiera una
uy ° arista azul, en este caso vyv3, entre los vér-
Uy .
tices vy, V2 ¥ V3.
Ademés, el vértice vy no puede ser adyacente en G4 a dos vértices
de {v1,v9,v3} o de lo contrario G4 contiene un ciclo de orden 6
(véase figura 4.39).
uy
U1
us
V2
us

Figura 4.39: En esta imagen, podemos ver
U3 el ciclo azul que se formaria si vy fuera ady-
acente en (G 4 a dos vértices, en este caso vy

y V2, de {U17v27,03}'

Uy

Por tanto, podemos suponer que vovy, v304 € E(GR). Ahora, usvy
y u4v3 no pueden ser ambas rojas o de lo contrario Gg contiene un
ciclo de orden 6 (véase figura 4.40). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que usvy € E(G).
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uy

U2

V2
us

v3 Figura 4.40: En esta imagen, podemos ver el
Uy ciclo rojo que se formaria si usvy v usv3 fueran
simultaneamente rojas.

Si uevq 0 ugv3 son aristas de (G 4, entonces (G4 contiene un ciclo de
orden 6 (véanse figuras 4.41 y 4.42).

V2
%

U3

us3

s Figura 4.41: En esta imagen, vemos el ciclo

Uy .
azul que tenemos cuando la arista usv; es azul.
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uy
U1
U

U2

Figura 4.42: En esta imagen, vemos el ci-
4 v clo azul que tenemos cuando la arista vovs
es azul.

Por lo tanto, usvy, ugvs € E(GRr) y Gg contiene el ciclo
(UZJ U1, U2, U4, U3, u2)

de orden 5, lo que produce una contradiccion (véase figura 4.43).

U2

u3

Figura 4.43: En esta imagen, vemos el ciclo
rojo que nos lleva a una contradicciéon en este
subcaso.

Uy U3

Vg

Subcaso 1b: Supongamos que exactamente dos vértices de V(G)\V(C)
son adyacentes en (G4 a los mismos vértices de C'. Digamos que
v; y vy son adyacentes en G4 a uy y u4, mientras que vy y vy
son adyacentes en G4 a u; y uz. Supongamos ademas que v,v3 €
E(G4). Ahora, vsuy € E(GR) o de lo contrario

(037 Uz, V2, Uyq, V1, U4)

es un ciclo en G4 de orden 5 (véase figura 4.44).
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uy

U2

u3

w Figura 4.44: En esta imagen, podemos ver el
U4 ciclo azul que se forma cuando vsus € E(G4).
Semejantemente, v us, v4uy € E(GRr) o delo contrario G 4 contiene
un ciclo de longitud 5 (véanse figuras 4.45 y 4.46).

Uu Vg

us vg

Figura 4.45: En esta imagen, podemos ver el ciclo
o azul que se forma cuando vsus € E(G4).

También tenemos que vyv3 € E(G4), o de lo contrario
(U47 U3, U2, U3, U4, U4)

es un ciclo rojo de orden 5 (véase figura 4.47).
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Uz
U2

’Mr
3 Vs

Figura 4.46: En esta imagen, podemos ver el
Uy v ciclo azul que se forma cuando vsuy es azul.

U
2 Uy

us

U3

Figura 4.47: En esta imagen, tenemos el ciclo rojo
U o que se forma cuando v4v3 es roja.

Similarmente se sigue que vouy € E(GR) v vous € F(G4) (véanse
figuras 4.48 y 4.49).
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U
)

u3
Us

Figura 4.48: En esta imagen, vemos el ciclo que

U. , .
! vy se formaria si vou; fuera azul.
uy vy
U V2
us U3
Uy Uy

Figura 4.49: En esta imagen, vemos el ciclo que
se formarfa si vougz fuera roja.

Sin embargo, después de lo anterior, encontramos en G 4 el ciclo

(U27 U3, V4,3, U1, U4, UZ)

de orden 6, lo que es una contradiccion (véase figura 4.50). Por
lo tanto, tenemos que viv3 € E(Gg). Por simetria, podemos decir
que vau3, V1V, 12Uy € E(GR).
Podemos observar que u;vs y uszv; no pueden ser ambas rojas o
de lo contrario

(U1702,U4,U1,U3,U4,U1)

es un ciclo rojo de orden 6 en G (véase figura 4.51).
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U2

usz

Uz

us3

V2

vs Figura 4.50: En esta imagen, vemos el ciclo azul
que obtenemos inevitablemente al suponer que
! v1v3 es azul.

Vg

® Figura 4.51: En esta imagen, podemos ver el ci-

clo rojo que se forma cuando suponemos que w1 v9
v y u3v; son simultaneamente rojas.

Sin embargo, u1vs y uzv; no pueden ser ambas azules tampoco, o
de lo contrario

(uh Vg, U4, V1, U3, V4, ul)

es un ciclo azul de orden 6 en G (véase figura 4.52).

Podemos suponer que ujvy € E(G4) y uzvy € E(GR). Si ugvy €
E(GR), entonces

(u47 V4, V2, V3, U1, U3, U4)

es un ciclo rojo de orden 6 en G. Pero si uqvy € E(G ), entonces
<U4, V4, U3, V3, U1, V2, U4)

es un ciclo azul de orden 6 en G (véase figura 4.53).

Podemos suponer entonces que u vy € E(Gr) y ugvy € E(G4). Si
uyvy € E(GR), entonces

<U'47 V4, V1, U3, U2, U1, U4)
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U2

V2

u3
Y3 Figura 4.52: En esta imagen, podemos ver el ci-

clo rojo que se forma cuando suponemos que u1vo

Uy . -
U4 y u3v; son simultaneamente azules.

U1

U
V2
Figura 4.53: En esta imagen, pode-
us mos ver que suponer u1vy € E(G4) y
v ugv; € F(GR) nos lleva a que la arista
vy forma un ciclo monocromatico de
vy orden 6 ya sea roja o azul.

es un ciclo rojo de orden 6 en G. Pero si uqvy € E(G4), entonces
(U4, V4, U3, V1, U2, U2, U4)

es un ciclo azul de orden 6 en G (véase figura 4.54).

De cualquier manera, tenemos una contradicciéon en este caso.

Caso 2: Supongamos que G contiene un ciclo monocromatico de orden 5.
Sin pérdida de generalidad supongamos que (G contiene el ciclo
(w1, ug, us, uyg, us, up) y llamemos vy, vy y v3 al resto de los vértices de G.
Como G g no contiene ciclos de orden 6, sabemos que ningin vértice en
V(G)\ V(C) es adyacente en G a dos vértices consecutivos de C'. Por
lo tanto cada vértice en V(G) \ V(C') es adyacente en G4 a 3 vértices,
no todos consecutivos, de C.

Ahora usamos el hecho de que si S;, Sy y S3 son subconjuntos de 3
elementos de un conjunto de 5 elementos, entonces existen i # j tales
que |S; N'S;| > 2. Por tanto, si tomamos .S; como un conjunto de
3 vértices no consecutivos adyacentes en G4 a v;, deben existir dos
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uy
vy

U
V2

Figura 4.54: En esta imagen, podemos

ver que suponer u vy € E(G4) y ugvy €

E(GRg) nos lleva a que la arista v,uy forma

s un ciclo monocromético de orden 6 depen-
diendo de su color.

us
U3

vértices, digamos v; y v, que son adyacentes en G4 a al menos dos
vértices de C. Tenemos entonces dos subcasos:

Subcaso 2a: Supongamos que v; y v son adyacentes en G4 a los mis-
mos tres vértices no consecutivos de C, digamos que vy y vo son
adyacentes en G4 a uy,u3 y uyg. Si vz es adyacente en G4 a dos
vértices en {uq, us, uy}, entonces G4 contiene un ciclo de orden 6
(véase figura 4.55).

Figura 4.55: En este ejemplo podemos ver el ciclo
azul que encontramos cuando vz es adyacente en G 4
a dos de los vértices a los que v; y v9 son adyacentes.
Entonces, como v3 debe ser adyacente en G4 a tres
s s vértices de C, sabemos que debe ser adyactente a

Uy U y Us.

Ug U3

Por tanto, podemos asumir que vs es adyacente en G4 a exac-
tamente un vértice en {ul,U3, u4}. Este vértice no puede ser u;
por que si vsu; € E(G.), entonces vsuz o vsuy también debe
pertenecer a E(G4). Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que vzuy € E(Ga). Esto implica que vsug,vsus € E(Ga) v
vsug, vsug € E(GR). La arista vous € E(GRr) o de lo contrario

(1)27 Us, U3, Ugq, U1, U3, v?)
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Uz

U2

es un ciclo de orden 6 en G (véase figura 4.56). Analogamente
se sigue que vaug, v1us, v1uy € E(GR). Pero en ese caso,

(/027 Uz, Uz, V3, U1, Us, UZ)

es un ciclo de orden 6 en Gg, lo que produce una contradiccion
(véase figura 4.57).

U1

Figura 4.56: En esta imagen, podemos ver
us el ciclo azul que se formaria si la arista vous
Uy fuera azul.

U3

Figura 4.57: En esta imagen, podemos ver el
ciclo rojo de orden 6 que nos lleva a una con-
tradiccion en este caso.

Us

Subcaso 2b: Ningun par de vértices de V(G) \ V(C') son adyacentes a

los mismos tres vértices de C', pero v; y vs son adyacentes a dos
vértices de C'. Supongamos que v; es adyacente en G4 a uy,uz y
uy4, entonces vy es adyacente en G4 a exactamente dos vértices de
esos tres vértices. Aqui, vy no puede ser adyacente en G4 a uz y
uy 0 necesariamente deberia ser adyacente en G4 a u;. Por tanto,
podemos asumir sin pérdida de generalidad que vy es adyacente
en G4 auyy ug. Sesigue que vaus € F(G4). Ahora consideremos
la coloracion de las aristas vzu; y vs3uy, observando que no pueden
ser ambas azules pues esto nos regresaria al subcaso 2a.
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i) Si v3 no es adyacente en G4 a u; ni uy, entonces v es adya-
cente en G4 a ug, us, us. Pero entonces

(Uh Uus, U3, U2, Uz, Uy, vl)

es un ciclo de orden 6 en G4, lo que es una contradiccion
(véase figura 4.58).

U1
Uy

Uy

" Figura 4.58: En esta imagen, podemos ver el ci-

ug clo azul que inevitablemente encontramos cuando
suponemos que las aristas azules de {vy, v, v3} a C
w estan acomodadas de esta forma.

ii) Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v3 es adyacente
en G4 a u;. A menos de que vzuz, vsus € E(G ), regresamos
al caso anterior. Sin embargo,

(?Jl, us, v3, Uy, V2, Uy, Ul)

es un ciclo de orden 6 en G 4, lo que también es una contradic-
cion (véase figura 4.59).

U2
U2

U3
us . . .
Figura 4.59: En esta imagen, vemos el ciclo
azul que encontramos cuando suponemos que
vsus es azul.

Us
Uy

En ambas situaciones encontramos un ciclo de longitud 6 en
este subcaso.
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O
Resumiendo todo lo anterior, tenemos la siguiente proposicion [4].

Proposicion 5. ¢(3,3) = 6, ¢(4,4) = 6, ¢(5,4) = 7, ¢(6,6) = 8, ¢(n,3) =
2n —1 paran >3, ¢(n,4) =n+1 paran > 5 y c(n,5) =2n—1 paran > 5.



Capitulo 5

R. J. Faudree y R. H. Schelp

Finalmente, Ralph Jasper Faudree y Richard H. Schelp extienden, en All
Ramsey numbers for cycles in graphs 6], los resultados obtenidos por J. A.
Bondy, P. Erdés, T. Gallai, G. Chartrand y S. Schuster a cualquier pareja
de ciclos. Y de esta forma completan el problema de los nimeros de Ramsey
para ciclos. Tibor Gallai aparece aqui mencionado pues la proposicion 2
aparece en On mazimal paths and circuits of graphs, un articulo que publica
con P. Erdés. Este resultado aparece posteriormente en Large cycles in graphs
redactado por J. A. Bondy, y es por eso que se incluye en el capitulo uno. Sin
embargo, R. J. Faudree y R. H. Schelp reconocen el crédito de este resultado
como labor de T. Gallai y P. Erdés.

SiACV(G)yueV(G)\ A, decimos que u es dominante sobre A en G si

1
|INa(u)| > §|A] Y decimos que es fuertemente dominante si [N (u)| > §]A|

Lema 5.1. Si C es un ciclo de longitud | yu € V(G)\ V(C) es fuertemente
dominante sobre C', entonces G contiene un ciclo de longitud j para cada
je{3,...,l+1}.

Demostracion. Sea C = (vq,...,v,v1) un ciclo de longitud [ y tomemos
j€A{3,...,1+1}. Como u es fuertemente dominante sobre C, entonces el
conjunto de vértices {v;: uv; € E(G)} tiene mas de £ elementos. Similar-
mente, el conjunto {v;;_o: uv; € E(G)} tiene el mismo ntimero de elementos.
Entonces, debe haber un vértice de este segundo conjunto que sea adyacente
a u. Asf que existe una ¢ tal que uv; y uv;4 ;o son aristas de G. Por lo tanto,
G contiene al ciclo

(u,vi, Vi 41y -+ -5 Vitj—2, u)

85
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de longitud j (véase figura 5.1).

Vi

Vitj—2

Figura 5.1: En este ejemplo, tomamos [ = 9
y j=38.

]

Lema 5.2. Sean C y Cy ciclos ajenos de longitud | y m respectivamente, y
u,v € V(G)\ (V(C)UV(Cy)). Sitanto u como v son dominantes sobre Cy
y sobre Cy, y u es fuertemente dominante sobre C, entonces G contiene un
ciclo de orden j para cada j € {3,...,l+m+1}.

Demostracion. Sean Cy = (uq,ug, ..., u;,u1)y Co = (v1,v2, ..., 0y, v1). Por
el lema 5.1, G contiene un ciclo de longitud j para cada j € {3,...,1+ 1}.
Esto resuelve los casos para j = 3y j = 4. Asi que podemos considerar
j > 5. Entonces existen r y scon 0 < r <[l —1y 1 < s < m tales que
j=r+s+4.

Como u es fuertemente dominante sobre C'y y v es dominante sobre C', los
conjuntos {u;: uu; € E(G)} y {u;: vu;y, € E(G)} deben coincidir en algin
elemento w,, por lo tanto wuy, vu,y, € E(G). Por el mismo argumento,
podemos encontrar un vértice u, tal que uu,, vuy1.41 € E(G).

Como u y v son dominantes sobre Cy, los conjuntos X = {v;: uv; € E(G)}
yY = {v;: vvips € E(G)} tienen al menos % elementos. Por lo que, o bien co-
inciden en algin elemento o son complementarios en V(C3) con exactamente
% elementos cada uno. Si coinciden en alguna v;, entonces uv;, vvirs € E(G)
(véase figura 5.2). Si son complementarios, entonces podemos considerar el
conjunto {v; : vv;1s—1 € E(G)}. Este conjunto no puede coincidir con Y,
pues si para cada i tal que vv;;s € F(G) también vv; 51 € E(G), podriamos
ver que cada vv; € E(G). Pero habiamos supuesto que Y tenia tinicamente

% elementos. Por lo tanto, debe existir una v; en este conjunto tal que
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v; ¢ Y, entonces v; € X. En este caso, podemos tomar tal i y tenemos que
wv;, V0151 € E(G) (véase figura 5.3). Dependiendo del caso, tenemos que

(’U7 Ugy -+« s Ugtr; Uy Vigsy Vigs—15 - -+ Uiy 'T)

(u7 Upy« oy Uptr+1, Uy Uigs—15 Vits—25 - - - Ui l’)

es un ciclo de longitud [ en G.

Figura 5.2: En esta imagen, tenemos un ejemplo con donde [ = 9, m = 8
y j = 13. Por elegir algunos, tomamos r = 6 y s = 3. En esta figura en
particular tomamos el vértice v; de forma que v;, ; también sea adyacente a v.
Aqui tomamos la trayectoria de u, a u,4, para construir el ciclo de longitud
13.
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Figura 5.3: En esta imagen, tenemos un ejemplo con los mismos valores
para [,m,j,r y s, sin embargo en este elegimos v; de forma que v; 4 1 sea
adyacente a v en lugar de v;45. Aqui tomamos la trayectoria de w, a Upiri1
dentro del ciclo para construir el ciclo de longitud 13.

O

Lema 5.3. Supongamos que el conjunto de vértices V(G) es la unidn ajena
de tres subconjuntos A, B y C. Si existe Ay C A tal que

i) |[BUC|=1r>2,
i) |B| = [C],
iii) Ay C Na(b) para toda b € B,
w) Al >ry
v) |Ne(c) N Ayl > 2|C| para cada ¢ € C,
entonces G tiene un ciclo de longitud 2r.

Demostracion. Sean C = {c1,¢o,...,cc1} v B = {b1,bs,...,bp}. Por la
condiciéon v) sabemos que existe un conjunto de vértices {a;: 1 <1i < 2|C|} C
A; tal que ag;_1¢;, ag9;¢; € E(G) para cada i € {1,...,|C|}. Por lo tanto, por
las condiciones i), i1), i) y iv), tenemos que

(bly ai, C1, ag, b27 as, C2, Qy4, b37 as, ... 7b|C|7 a2|C|—17
o) ag)cys - - -5 b1, G20 415 - - - OB, Gy D1)

es un ciclo de longitud 2r en G (véase figura 5.4).
[l
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Figura 5.4: En esta imagen, tenemos un ejemplo con » = 8. Podemos ver la
forma de construir el ciclo que buscamos. La condiciéon v) nos permite tomar
primero vértices de C'y unirlos con A. Las condiciones ii) y 4ii) nos permiten
tomar vértices de B cuando terminamos con C'. Finalmente, las condiciones
i) y 1) nos aseguran que la longitud de nuestro ciclo sera la que buscamos.

En el resto del capitulo consideramos G' con una coloraciéon rojo-azul.

Lema 5.4. St G contiene un ciclo de longitud | y para alguna r, con 4 <
r < m <1, Gs no tiene un ciclo de longitud r, entonces Gg contiene un
ciclo de longitud m o m + 1.

Demostracion. Sea C' = (vy,...,v,v;) un ciclo de longitud { > m + 1 en
G'r. Para demostrar este teorema basta probar que Gg contiene un ciclo de
longitud [ — 1 o [ — 2. Para los demas casos basta tomar ' =1—10l' =1—2
y proceder por induccién. Si tal ciclo no existe, entonces v;v;1 9, v;v;13 es azul
para cada i € {1,...,l}. Tenemos dos casos:

Caso 1: Sir es par, es decir, si r = 27 para alguna j € N, entonces
(Uh V4, Vgy - - - , V2542, V251, V253, VU3, Ul)
es un ciclo de longitud r en G4 (véase figura 5.5).
Caso 2: Sir es impar, es decir, si r = 2j + 1 para alguna j € N, entonces
(Ul, U4, Vg, - - ., V25, V2543, V2541, U3, Ul)

es un ciclo de longitud r en G4 (véase figura 5.6).
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Figura 5.5: En esta imagen, tenemos un ejem-
plo con [ = 9. En este primer caso, con r par,
tomamos r = 6 y, por lo tanto, j = 3.

Figura 5.6: En esta imagen, tenemos un ejemplo
para el otro caso. Con r impar, tomamos r = 7.
De nuevo tenemos que j = 3.

En ambos casos, tenemos una arista roja de la forma v;v; 12 0 v;v;,3 v se tiene
el resultado. O

Lema 5.5. Si Gg contiene un ciclo C = (vq,...,Upnt1,01) de longitud m+1,
con m > T, pero no contiene ningun ciclo de orden m y para alguna r €
{5,...,m}, G4 no contiene ciclos azules de orden r, entonces

i) [{i € {1,...,m+ 1} : vviss es de color rojo}| > 1(m+ 1)

ii) Para cualquier v € V(G)\ V(C), si m es par, v es fuertemente domi-
nante sobre C' en G 4.

iii) Para cualquier v € V(G)\ V(C), sim es impar, v es dominante sobre
C' y fuertemente dominante sobre uno de C; = (v1,v3,...,0y) 0 Cy =

(UQ,U4, Ce >'Um+1) en GA.

i) Para cualesquiera v,u € V(G)\ V(C) tales que uv es roja, solo uno de
v y u puede ser fuertemente dominante sobre Cy (0 Cy) en Gg.

Demostracion. Si Gg no tiene ciclos de orden m, entonces para cada i €
{1,...,m+ 1}, la arista v;v;,2 es de color azul.
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Para el inciso i), primero consideramos el caso en que r < m. Si r es
impar de la forma r = 2j + 1 y v;v;43 es azul, entonces v;;2;-1V;42;42 €S T0ja
o de lo contrario

(Viy Vig3, Vigsy « « + 5 Vig2j—1, Vit 2j 425 Vit2j, - - - » Vit2, Vi)
es un ciclo de orden r en G4 (véase figura 5.7).

Vi
Vi+3

Figura 5.7: En esta figura tenemos un ejem-
viig; 1 Pploparam = 15y r < m impar. En este caso,
con r = 7, vemos que si v;;9;_1Vit2;42 fuese
azul, tendriamos un ciclo azul de longitud r

en G.

Vit25+2

Del mismo modo, si r es par de la forma r = 25 y v;v;,3 es azul, entonces
Vit2j4+1Vit2j—2 €S roja o de lo contrario

(Uz', Vit3, Vit5y - -« 3 Vit2j4+1, Vit25—2, Vi425—4, - - -, Vi42, Ui)

es un ciclo de color azul y orden 7 en G (véase figura 5.8).

Figura 5.8: En esta figura tenemos un ejemplo
con r < m, r impar. Si tomamos r = 8, podemos
ver que si V4254104252 fuese azul tendriamos un
ciclo azul de longitud r en G.

Por lo anterior, por cada arista en GG 4 de la forma v;v;, 3, existe una arista
de la misma forma, pero en Gp.
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Ahora, si 7 = m y r es par, supongamos que v;U;+3,V;_20;i+1 € E(GR).
Entonces
('Ui7 Vit2s  + 5 Vi1, Vit1, Vi—2, Vi—g, - - -, Vi1 3, 'Ui)

es un ciclo azul de orden r + 1 (véase figura 5.9).

Vi
Vi+1

Vi+3

Figura 5.9: En esta figura tenemos un ejemplo con
r = m = 14. Podemos ver el ciclo azul de longitud
r+1 que encontramos cuando v;v; 13 Y V;_2V;11 SOl
azules.

Como no hay ciclos azules de longitud r, tenemos que v;_3v;11 V Vi12Vite
son rojas o de lo contrario tenemos un ciclo en G4 de esa longitud (véanse
figuras 5.10 y 5.11).

Figura 5.10: En esta figura tenemos un ejem-
plo, con r = m = 14, donde vemos el ciclo de
longitud r que se formaria si v;_3v;11 € E(G4).

Vi+6

Por lo tanto, v;_jv;_4 € E(G4), o de lo contrario,

(Ui—h Vi—4,Vi—5, ., Vit1, Vi-3, Vi-2, 'Ui—l)

serfa un ciclo de orden m en G g (véase figura 5.12). Del mismo modo, v;11v;44
debe ser azul (véase figura 5.13).
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Vi

Vi+1

Vi+3

Figura 5.11: En esta figura tenemos un ejemplo,
v conr =m = 14, donde vemos el ciclo de longitud
r que se formaria si v;12v;4¢ fuera azul.

Vi1

Vi-1

Vit Figura 5.12: En esta figura, tenemos un ejem-

plo, con r = m = 14, donde vemos el ciclo
de longitud r que se formaria si v;_jv,_4 €

E(Gr).

Figura 5.13: En esta figura, tenemos un
ejemplo, con r = m = 14, donde vemos el ci-
clo de longitud r que se formaria si v;11v;44
fuera roja.

Sin embargo, esto implica que

(Ui, Vit3, Vit5y -5 Vi—a, Vi—1,Vi-3, .. ., Uita, Uiy1, Uj—2, Ui)

es un ciclo azul de orden r (véase figura 5.14).

Esto es una contradicciéon con nuestra suposicion de que v;v;13 ¥ V;_2Vi11
son ambas de color azul. Es decir, al menos una de las dos aristas debe estar
en F(GR). De nuevo, esto implica que por cada arista azul de la forma v;v;, 3,
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Figura 5.14: En esta imagen, pode-
mos ver el ciclo azul de orden r =m
que inevitablemente encontramos al
suponer que v;V;4+3 y U;—2U;41 SON Si-
multaneamente azules.

existe una arista de la misma forma pero de color rojo y se tiene el resultado.
El caso impar es anélogo con tnicamente una diferencia en los subindices.

Para los incisos 1) y #1i) tenemos que por el inciso anterior y como m > 7,
para cada k € {1,...,m+ 1} existe una j tal que v;v;43 €s roja y vy, Vg1 ¢
{vj+1,v42}, pues solo pueden haber tres j tales que vy 0 vg41 € {Vj41,Vj42}
y deben existir por lo menos 4 aristas rojas de la forma v;v;;3. Ahora, si
tomamos j de esta forma, tenemos que si vv; es roja, entonces vv;y; debe
ser azul o de lo contrario

(U7 Vit1; Vit2s -« -5 Vg, Ujt3, -+ - Vg, U)

es un ciclo rojo de orden m en G (véase figura 5.15).

Figura 5.15: En esta figura tenemos un
ejemplo con m = 14. Por el inciso i),
sabemos que debe haber al menos 8 aris-
tas rojas de la forma v;v; 3. Por lo tanto,
existe j tal que vpvpy, no forma parte
de [vj,vj43]. Tomando esta arista pode-
mos ver que si vy, € E(Gg), entonces
VU1 € E(GA)

Como por cada arista roja de v a C, debe haber otra arista azul, podemos
concluir que |N¢,, (v)| < 2(m~+1), es decir, [N, (v)| > S(m+1). Sim es par,
entonces |[Ne, (v)| > 5(m+1) implica |[Ne, (v)] > [5(m+1)]+1 > 2(m+1),
por lo que v es fuertemente dominante sobre C' en G4. Si m es impar y
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|Nc,,(v)| = 3(m+1), entonces las aristas de v a C' deben alternarse una azul
y una roja sobre los vértices de C'. Esto pues si tenemos dos aristas azules
consecutivas en algin lugar, entonces en algin lugar deben haber dos aristas
rojas consecutivas y esto, como acabamos de ver, no es posible. Por lo tanto,
|Nc,,(v)| = 3(m + 1) si y solo si N¢,(v) = V(Cy) o Ne,(v) = V(Cs). En
este caso, v es fuertemente dominante sobre este ciclo en G 4.

Finalmente, para el inciso iv), supongamos que tanto w como v son
fuertemente dominantes sobre C; en Gg. Entonces, |Ng,(u)| > 3|V (C1)|
v |Ne,(v)] > 1V(Cy)|. Tomemos alguna i impar, tal que uv; sea roja.
Como m > 7, por el inciso i) de este lema sabemos que debe existir al-
guna j € {1,...,m+ 1} tal que v;v;;3 sea roja y vji1,vj2 & {v;, Vit1, Viga},
pues deben existir por lo menos 4 aristas rojas de esta forma (por lo menos
58 m > 7) y las tnicas 4 aristas que no cumplen esta condiciéon serian
Vi—9Vis1, Vi—1Vir2, Vilirs ¥ Vir1Virqa (véase figura 5.16). Sim = 7 y esas 4
aristas son las tnicas 4 aristas rojas de esta forma, entonces podemos tomar
otra ¢ impar tal que uv; sea roja y proceder del mismo modo.

Si esta j existe, entonces vv;, o debe ser azul o, de lo contrario,

(U, U, Vit2, Vit3s - -+, Uj, Uj43, Ujtd, - - -, Vs U)

es un ciclo rojo de longitud m en G (véase figura 5.16).

Figura 5.16: En esta imagen, podemos ver un
ejemplo con m = 14. Podemos ver que vv; 2
no puede ser roja o de lo contrario tendriamos
un ciclo de orden m + 1.

Por cada arista roja de u a C7, tenemos que una de las aristas de v a C}
debe ser azul. Pero estamos suponiendo que mas de la mitad de las aristas
de ambos vértices a C'; son rojas. Esto es una contradiccion.

]

Lema 5.6. Si Gg contiene un ciclo C' = (vy,...,Vmi1,v1) de longitud m+ 1
con m > T pero ningun ciclo de longitud m, entonces G 4 contiene un ciclo
de orden r conr € {5,...,m} si
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i) mespary |[V(G)\V(C)|>1, 0
it) m es impar y |V(G)\ V(C)| > méx{1,2r —m — 2}.

Demostracion. Supongamos que para alguna r € {5,...,m}, G4 no tiene
ciclos de longitud r. Como G no tiene ciclos de longitud m, entonces v;v; 2
es azul para cada i € {1,...,m + 1}. Por lo tanto, si m es par, entonces

(Ulyv?n co oy Umy1,U2, 04 . .. 7Umavl)

es un ciclo en G4 que denotaremos como C’. Si m es impar, entonces

(Ul,U:?n ces ,Um,Ul)

(U2, Vgy + ooy U1, V2)

son ciclos en G4 que denotaremos como C; y Cy, respectivamente.

Supongamos que m es par. Siv € V(G)\V/(C), entonces v es fuertemente
dominante sobre C' en G4 por el lema 5.5. Por el lema 5.1, tenemos que
G contiene ciclos azules de cada longitud r € {3,...,m}, lo que es una
contradiccion.

Supongamos entonces que m es impar. Por el lema 5.5, cualquier v €
V(G) \ V(C) es fuertemente dominante sobre C; o Cy en G4 y dominante
sobre C7 U Cy en G 4. Para cada j € {1,2} sea

R; ={v e V(G)\V(C) : v es dominante sobre C; si y solo sii = j}

S={veV(G)\V(C): v es dominante sobre ambos Cy y Cy}

Por el lema 5.5, cada v € R; es fuertemente dominante sobre C; en G 4.
Ahora, cualquier vértice en R; no puede ser dominante sobre C; (i # j) en
G 4, pero esto implica que es fuertemente dominante sobre C; en Ggr. De
nuevo, por el lema 5.5, tenemos que cualesquiera dos vértices de R; deben
ser adyacentes por una arista azul pues ambos son dominantes sobre el mismo
ciclo en Gp.

Supongamos que r < (m+1). Cualquier v € V(G)\V/(C) es fuertemente
dominante sobre C7 o Cy en G4, que son ciclos de orden %(m + 1), por lo
que debe existir un ciclo azul de longitud r en G por el lema 5.1. Por tanto,
podemos suponer que r > £(m + 3).
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Si |S| > 2, entonces, por el lema 5.2, G 4 tiene un ciclo de longitud r pues
2(3(m+1))+1 > r. Por otro lado, si para j € {1,2}, |R;| > r—1(m+1) =y,
entonces existen uy, uo, ..., u,, € I7; adyacentes entre si en G4. Como u; y
u,, son fuertemente dominantes sobre C; en G4, existe 7 tal que u1v; y U, Viyo
son azules con v;, Vi1 € Cj. Por tanto,

(U17 Uy ooy Upyy Vig2, Vitd,y - - -, Vg, Ul)

es un ciclo azul de longitud r en G (véase figura 5.17). Por lo tanto, podemos
suponer que |S| <2y |R;| <7 — 3(m+ 1) para j € {1,2}.

&

Figura 5.17: En esta imagen, tenemos un ejemplo con m = 9y r = 9.
Podemos ver que si R; tiene mas de r — %(m + 1) = 4 vértices, entonces
tenemos un ciclo azul de longitud 9.

Tenemos que |V (G)\V(C)| = |R1|+|Rz2|+|S| > 2r—m—2. Si suponemos
que |S| = 0, entonces |Ry| + |Rs| > 2r —m — 2 = 2(r — £(m + 2)). No

puede suceder que ambos |R;| y |Rs| sean menores a r — +(m — 2). Sin

2
pérdida de generalidad, supongamos que |Ry| > r — %(m — 2). Entonces,
r—i(m+1)>|Ry|>r—3(m+2)=r—21(m+1)— 3. Estono es posible,
pues Ry es un entero. Por lo tanto, |[S| = 1. Y en este caso, tenemos que

|Ri|+|Rs| > 2r —m—3. Como |R;| < r—3(m~+1) para j € {1,2}, tenemos
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que |R;| <r—21i(m+1)—1=r—3(m+3) para j € {1,2}. Esto solo puede
suceder si |Ry| = |Ry| =7 — 2(m +3).

Sea S = {u}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u es
fuertemente dominante sobre Cy en G 4. Sea Ry = {uy,...,ug, }. Tenemos
dos casos.

Caso 1: Supongamos que ujvy; es azul para algin uy; € C;. Como u es

dominante sobre Cy en G, existe alguna [, con 0 < I < (m + 1), tal
que uvy(;4y) es azul. Ademads, para cualesquiera k € {0,. .., %(m +1)}
yte{l,...,|Ri|}, existe i tal que uvg;y1 y Upa(itk)+1 SO0 azules pues

R U S es fuertemente dominante sobre C; en GG 4. Por lo tanto,

(u17 V255 V25415 « + 5 V2(j41) 5 Uy V2415« + - U2(i4k)+15 Uty - - - 7u1)

es un ciclo azul de longitud [+ k+t+ 3 en G. Podemos tomar k y t de
forma que | +k+t+3 =r. Por lo tanto, G4 tiene un ciclo de longitud
r, lo que es una contradiccion (véase figura 5.18).

V2(j+2)

Figura 5.18: En esta imagen, tenemos un ejemplo con m = 9y r = 9.
Podemos ver que si ujvg; € E(G4), entonces al tomar [ =2, t =1y k =3
encontramos un ciclo de longitud 9 en G 4.

Caso 2: Supongamos que ningun vértice de R; es adyacente a C5 por una
arista azul. Como cada vértice de R; es dominante sobre C U Cy en
G 4, cada vértice de R; es adyacente a cada vértice de C' por una arista
azul. Existe una ¢ tal que uwvg;11, uvse; 13 son azules pues u es dominante
sobre C en GG4. Por lo tanto,

(U, V2i+3, U245, ...,U2-1,U1, U2, ... ,U|R1|, U24+1, U)

es un ciclo azul de orden r en G4 (véase figura 5.19).
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V21 Figura 5.19: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con m = 9 y r = 7, podemos ver
que si Ry es adyacente a cada vértice de
(1, podemos facilmente encontrar un ciclo

o de longitud r en G 4.
]
Lema 5.7. Sin=2m —1, |[E(Gg)| = (m —1)?, E(Ga) =m(m —1) y Ga
no contiene ningin ciclo de longitud r para alguna v € {3,...,m}, entonces

G'r contiene un ciclo de orden m.

Demostracion. Para cualquier v € V(G), sea G' = G — {v}. La grafica G’
no contiene ciclos azules de longitud r para alguna r € {3,...,m} pues G no
contiene tal ciclo. Por lo tanto, por la proposiciéon 3, tenemos que

BG)] < 3(@m =22 +1) = (m— 17+ 1.

Esto implica que |E(G,)| < (m — 1), y por lo tanto
de,(v) = der(v) = |E(Ga)| = |[E(Gy)] = m(m —1) = (m = 1)* =m — 1.

Al menos m vértices de G tienen grado exactamente m — 1 en G4 o de lo
contrario,

Z dg,(v) > (m—=1)(m—1)4+m-m>2m(m—1) =2|E(Ga)],
veV(G)

que es una contradiccion. Para algiun par de vértices vy, vy € G4, sea G" =
G — {v1,v}. La grafica G’} no tiene ciclos azules de longitud r, con r €
{3,...,m}, pues G4 no contiene tal ciclo. Por la proposicion 3, tenemos que

1 1
|E(G")| < Z((zm —3)?+1)=m*-3m+2+ 3

Sidg,(v1) = dg,(v2) = m — 1, entonces v1v4 es roja o de lo contrario,

|BE(GY)|=|E(GM)]+2m—1)—1<m?—m—1
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que es una contradiccion.

Por lo tanto, existe un subconjunto de V(G 4) que contiene m vértices de
grado m — 1, entre los cuales solo hay aristas rojas. Por tanto, G contiene
un ciclo rojo de orden m. n

Teorema 5.1. Param >r >3 y (m,n) # (3,3), ¢(m,r) < 2m — 1.

Demostracion. Por las proposiciones 4 y 5, basta considerar solamente m >
r<6ym<T.

Sea n = 2m — 1, y supongamos una coloracién de G tal que no se cumpla
el teorema. Como G4 no contiene ciclos de orden r, por la proposiciéon 3
tenemos que

B(G)] < 3(2m— 1)+ 1) = m(m — 1) + .

Si |[E(Ga)| = m(m — 1), entonces

B = (")) ~1EGD] = 52m=1En -2~ [BGA)] = (m 1)

y GG r contiene un ciclo de longitud m por el lema 5.7. Esto es una contradic-
cion.
Por lo tanto, |E(G )] < m(m — 1) y |E(GRr)| > (m — 1) Como
1 1
|E(GR)| > (m—1)*>+1> (m— 1) 5 = 5(m=1(@m-1)—1)+1),

G r contiene un ciclo de longitud al menos m por la proposiciéon 2. Supusimos
que Ggr no contiene ciclos de longitud m, entonces, por el lema 5.4, Gg
contiene un ciclo C' de longitud m + 1. Como

WVG\V(IC)=2m—1—-(m+1)=m—2>mix{l,2r —m— 2},

G 4 contiene un ciclo de longitud r por el lema 5.6. Esto también es una
contradiccion, por lo que podemos concluir que el teorema se sostiene. O

Corolario 5.1.1. Para 3 <r <m, m > 3 yr impar, c(m,r) = 2m — 1.

Demostracion. Tomemos una coloracion de K, o de forma que Ggr = K,,,_1U
K,,_1. Como G no contiene ciclos de longitud m y G4 no contiene ciclos
de longitud impar, tenemos que ¢(m,r) > 2m — 2 y el resultado se sigue del
teorema 5.1. ]
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Corolario 5.1.2. Sin=2m—1 ym > 3, entonces Gr 0 G4 contiene ciclos
de todas las longitudes | conl € {3,...,m}.

Demostracion. Sea k < m el mayor entero tal que G no contiene ciclos
rojos o azules de longitud k. Si tal k no existe, se tiene el resultado. Por
conveniencia, supongamos que (G4 no contiene ciclos de longitud k. Como
2k —1 < 2m — 1, G contiene un ciclo rojo de longitud i € {3,...,k} por el
teorema 5.1. O

Supongamos que G no contiene ciclos rojos de orden p para alguna p € N.
Sea G’ = G pero con una nueva coloracion rojo-azul de forma que F(Gr) C
E(G%), E(G'y) € E(Ga) y G’ no contiene ciclos rojos de orden p, pero
cambiar el color de cualquier arista de azul a rojo produciria un ciclo rojo
de longitud p. Bajo estas circunstancias llamaremos a G’y un nicleo de G 4
relativo a p.

Lema 5.8. Sean =2m+r — 1, con m > r, y supongamos que G no tiene
ciclos rojos de orden 2m ni ciclos azules de orden 2r > 6. Si G’y es un nicleo
de G o relativo a 2m, entonces dgr, (u) + dgr, (v) > n — 1 para cualesquiera
u,v € V(Q) tales que uwv € G'4.

Demostracion. Como G’; es un nucleo de G4 relativo a 2m y wv es azul en
A

(', existe una trayectoria T' = (v = vy, V9, . .., Voym_1, U = Vzy,) TOja de orden
2m de v a u en G'.

Siv, € V(T vv; es roja en G’, entonces uv;_; es azul en G’ o de lo

)
contrario
(Ua Uiy Vi1y e oo 5 Uy Vi1, Vjm2,y - - -5 V2, U)

es un ciclo rojo de longitud 2m en G’ (véase figura 5.20). Como por cada
arista roja de v a T" hay una arista azul de u a T', entre ambos vértices no
pueden superar 2m — 1 aristas rojas hacia T'. Por lo tanto, dr,, (u) + dry, (v) <
2m — 1. Sea Q = V(G")\ V(T). Siw € Q y vw es roja en G', entonces uw
es azul en G’ o de lo contrario

(U}, v, V2, ...,V2m-1,U, U})

es un ciclo rojo de longitud 2m + 1 (véase figura 5.20), y por el lema 5.6, G’
tiene un ciclo rojo de longitud 2m.

Se sigue entonces que dg, (1) + dg,(v) < |Qr| = — 1. Sumando ambas
desigualdades tenemos que dg (u) + dg,(v) < n —1y de,(u) + de, (v) >
n—1. [
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Figura 5.20: En esta imagen, tenemos un ejemplo
con 2m = 12. Podemos ver que si v;_ju,vv; €
E(G';) simultaneamente, entonces G’ tiene un ci-
clo rojo de longitud 2m. Por otro lado, si vw, vu €
E(G')) simultaneamente, entonces G’ contiene un
ciclo rojo de orden 2m + 1.

Lema 5.9. Sean = 3m — 1, m > 3, y supongamos que G no contiene
ciclos rojos de longitud 2m y contiene un ciclo azul C de longitud | con
l € {2m—2,2m—1}. Sea G’y un nicleo de G 4 relativo a 2m. SiV(G)\V(C)
es una grdfica completa en G', entonces G4 contiene un ciclo de longitud
l+1 o un ciclo de orden 2m.

Demostracion. Supongamos que G4 no contiene ciclos de longitud [ + 1 o

2m. Sea C = (v1,v9,...,v,v1) y Q =G —V(C). Parau € V(Q), sea
C.={v; € V(C) : uv; es azul en G'},
C;L = {’Ujfl € V(C) OIS Cu}

ty = der, (1) = |Cll.

Como G4 no contiene ciclos de longitud [+ 1, uv es roja en G y G’ para cada
v € C!. Ademas, la subgrafica inducida en G’ por C!,U{u} es una subgrafica
completa monocromatica roja en G'. De lo contrario, v;_1v,;_1 es azul en G

para dos vértices v;,v; € V(Cy) ¥ (6, 03, Vig1, .., Vj—1,Vi—1,Vi—2, . . ., Vj, U) €S
un ciclo de longitud [ + 1 en G4, lo que resulta en una contradiccion (véase
figura 5.21).

Sean u, v € ) con u # v. Sin pérdida de generalidad supongamos que t,, >
t,. Supongamos v; € C!, N C,, es decir, supongamos que vv;j, uv;_1 € E(G)
para alguna v; € V(C'). Como @ es una subgrafica completa monocromatica
roja en G, tenemos que dg, (v) < t,. Ademés, dg, (vj-1) <n —1—1t, pues
vj_1 € C} y C/ U {u} es una subgrafica completa monocromética roja en
G'. Entonces, dng(vj,l) + dc;/A(v) <n-1-t,+t, Sit, > t,, entonces
der (z) + der, (vj1) < n — 1, lo que es una contradiccion con el lema 5.8.
Supongamos que t, = t,. Como |[V(Q)| =3m —1—-1¢€ {mm+ 1}y
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Figura 5.21: En esta imagen, tenemos un ejem-
plo con [ = 15. Podemos ver que si dos vértices
en C! son adyacentes en G’ entonces G4 tiene
un ciclo de longitud [ + 1.

m > 3, existe w € @ — {u,v}. Tenemos que wv; o wv,;_; debe ser roja en
G’. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que yv,_; € E(GY%). Por
lo tanto, dg, (vj—1) <n—1—1t, yotra vez dg, (v;-1) + de, (u) <n—1, que
es nuevamente una contradiccion. Por lo tanto, tenemos que C!, N C, = 0.
Como C! N C, = 0 para cualesquiera u # v € V(Q) y |[V(Q)| > 2,
v; € Uyev(@)Cy implica que v;_1 ¢ UyueqCly. Por lo tanto |Uyeq Cy| < %l. Sea
D =V(C)—=UyueqC,. Enresumen, tenemos que () es monocroméatica roja, rs
esrojaen G’ paracadar € Q,s € D,y DNQ =0, |DUQ| > 3m—1—%l =2m
y [V(Q)] > m. Por lo tanto, podemos encontrar un ciclo de longitud 2m en
'», 1o que contradice que G4 sea un nticleo de G 4 relativo a 2m (véase figura
5.22).

Figura 5.22: En esta imagen, tene-
mos un ejemplo con 2m = 8. Con es-
tos dos conjuntos podemos trazar un
ciclo de longitud 2m tomando vér-
tices alternando entre cada conjunto.
Si |D| < m, como es en este caso,
podemos tomar el resto de los vér-
tices en Q).

]

Lema 5.10. Sean = k+1r —1, con 6 < 2r < k, y supongamos que Gg
contiene un ciclo de longitud | € {k — 2,k — 1} pero ningun ciclo de longitud
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mayor a l. Si existen u,v € V(G) \ V(C) tales que uv es roja y dg,(u) +
de,(v) > n—1, entonces G4 contiene un ciclo de longitud 2r.

Demostracion. Sea C = (vy,v,...,u,v1) y @ = G — (V(C) U {u,v}). Por
lo tanto, |[V(Q)| =k +r — 1 — 3. Si uv; es roja, entonces uv; 1, uv;_1, VU041,
VU490, VV;_1 Y VU;_g son azules o de lo contrario G contiene un ciclo rojo de
longitud mayor a [ (véase figura 5.23). También podemos asegurar que lo
anterior es cierto si intercambiamos u y v. Por lo tanto, de, (u)+dc,, (v) < 31

Figura 5.23: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con [ = 15. Podemos ver todas las
aristas que deben ser azules cuando uv; es
roja, asi como un ejemplo del ciclo rojo
de longitud ! + 2 que se formaria cuando
VV;4-1 € E(GR)

Esto implica que

don(u) +dop(v) 2 k1 —4=(doy(u) + dey(v)

> k+r—zl—4>[V(Q),

pues [ > 4 y por lo tanto existe w € V(Q) tal que uw y vw son rojas. Por
lo tanto, tenemos que ademés uv; implica que vv; 13 y vv;_3 son azules o Gy
contiene un ciclo de longitud mayor a [ (véase figura 5.24).

Figura 5.24: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con [ = 15. Podemos ver todas las
aristas que deben ser azules cuando uv; es
roja. Esta vez incluimos vv;_3 y v;13 y un
ejemplo del ciclo rojo de longitud [+ 2 que
se forma cuando vv;_3 € E(GR).

l

Lo que nos lleva a mejorar nuestras desigualdades: de,(u) + dey, (v) < %

y dg,(u) +dg,(v) > k+r— il —4.
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Tenemos entonces que
1
k+r—§l—4§dQR(u)+dQR(v) <2|Q|=2(k+r—1-23)

Por tanto, k + r — %l —22>0. Sil =k —1, la desigualdad implica que
2r > k+1, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, [ = k-2, |[V(Q)| =r—1
y do,(u) +dg,(v) > 2r — 3. Ademaés, todos los vértices de @) son adyacentes
por una arista roja a u o v, de hecho todos, excepto uno quiza, son adyacentes
a ambos por una arista roja.

Como G no contiene ciclos rojos de longitud mayor a [, uv; roja implica
que Yv;i1, YVira, YVi—1 Y YU;_o son azules para cada y € QU{v}. Supongamos
que deg,(u) > 37 — 1, entonces por lo anterior y porque [ > 2r — 2 > 4,
existen al menos r elementos de C' que son adyacentes por aristas azules a
cada elemento de @ U {v}. Como |Q U {v}| = r, G contiene un ciclo azul de
longitud 2r (véase figura 5.25).

Figura 5.25: En esta imagen, tenemos un
ejemplo con n = 22 y r = 5. Como tene-
mos al menos 2d¢,, (u) + 2 > r vértices en
C adyacentes a cada vértice de () por aris-
tas azules, podemos encontrar un ciclo de
longitud 2r en G4 alternando los vértices
de C'y @ de esta forma.

Entonces tenemos que dc, (u) < 37 — 1y de,(v) < 37 — 1. Por lo tanto,

dGR (u) + dGR (U> dCR (u) + dCR (1}) +2+ dQR (u> + dQR (U)

< 2(3r—1)+2+2(r—1)
= 3Jr—2<n-1
Esto es una contradiccion, con lo que completamos la prueba. O

Lema 5.11. Sean=k+1r—1, con 6 < 2r < k — 2, y supongamos que G
contiene un ciclo rojo C de longitud k — 2 pero ningun ciclo rojo de longitud
mayor que k — 1. Si existen u,v € V(G) \ V(C) tales que uv sea roja y
dg,(u)+dg,(v) > n—1, entonces G 4 contiene un ciclo azul de longitud 2r.
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Demostracion. Sean C' = (v1,v9,...,05_2,v1), @ = V(G)\ (V(C) U {u,v}),
Q1 ={w € Q: uw ovwsonrojasen G} y Qs = Q \ Q1.

Si wv; v wv;yq son rojas para alguna w € @), entonces G contiene un ciclo
rojo de longitud k& — 1 ajeno a {u,v} y, por el lema 5.10, G contiene un ciclo
azul de longitud 2r. Por lo tanto, podemos suponer que no existen tales v;
y vit1. Entonces, tenemos que dej,(w) < 3(k —2) y de, (w) > 5(k — 2) para
cada w € Q.

Si existen ¢, j tales que uv;, uv;t1,vv;,vv,41 € E(GR), entonces G con-
tendria un ciclo de longitud & (si i@ = j, usamos uv para completar el ci-
clo). Por lo tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que u no
es adyacente por aristas rojas a 2 vértices consecutivos de C'. Por la misma
razon, si uv; es roja, entonces vv;, 1 debe ser azul. Tenemos entonces que
dCR(u) + dCR(U) S k—2.

Digamos que d¢y,(u) + dej,(v) =k — 2 — s con s > 0, entonces

do,(u) +dg,(v) >n—1—2— (de,(u) +do,(v)) > 1+ s —2.

Podemos notar que 2(r — 1) = 2|Q| > dg,(u) + dg,(v) implica que s < r.
Tenemos que si uv; o0 vy; son rojas, entonces wv;,1 debe ser azul para w € @y,
y si uv; y vv; son ambas rojas, entonces wuv; o debe ser azul para w € Q)1 o
de lo contrario G contiene un ciclo rojo de longitud mayor a k — 1.

Sea

D = {v;: wvj_; 0 vvj_; es roja, o uvj_y y vvj_5 son ambas rojas}.

Por las afirmaciones anteriores, sabemos que por cada vértice de C' ady-
acente a u o v en G, tenemos un vértice en D. Asi que |D| > de,(u) +
dep(v) =k —2—s. Ademas, wd € E(G4) paracadad € Dy w € (). Si
para z € () U{u} consideramos N¢, (2) = {v; € V(C): zv; € G4}, entonces

1 1

DAN, (@) Zk=2=s—(k=2) = 5(k—2) -,

pues de, (z) < 1(k —2).
Caso 1: No existe ninguna w € )7 tal que uw y vw son rojas en G. En este

caso, al contar las aristas rojas de @ a {u,v} solo contamos una vez
por vértice. Es decir, como dg,(u) + dg,(v) > 7+ s — 2, tenemos que

Qi > r+s—2,
Q2] = r—1—|Q:] <1—s5,
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Caso

y s € {0,1}. Supongamos primero que r # 3 0 s # 0. En ese caso,
tenemos que

ID| > k—2—s>r,
Q1] > r74+5-22>2—52>|QU{v}|
y
DN Ney(2)] > 5k —2) —s>2(2—5) >2[Q2U {u}]

para cada z € Q2 U {u}.

Por el lema 10, G tiene un ciclo azul de longitud 2r.

Ahora bien, si 7 = 3y s = 0 tenemos que dgo,(u) + de,(v) = k —
2. Como u no puede ser adyacente a dos vértices consecutivos de
C, tenemos al menos una arista de v a algin vértice v; de C'. Se
sigue que uvy1,uvi41 € FE(Ga). Por otro lado, como |D| > k —
2, sabemos que D = V(C) y cada vértice de @i, digamos @ =
{w, z}, es adyacente a cada vértice de C' por una arista azul. En-
tonces, (u,viy1,w,v;, 2,v;_1,u) es un ciclo de longitud 6 en G4 (véase
figura 5.26).

Figura 5.26: En esta imagen, podemos ver el ciclo
que encontramos en el caso especifico en que r = 3
ys=0.

2: Existe una w € ()1 tal que uw y vw son rojas en G. Esto implica
que si vv; es roja, entonces uv; o es azul o G tiene un ciclo rojo de
longitud k. Como u no es adyacente por aristas rojas a dos vértices
consecutivos de C', esto implica que ud es azul para cada d € D. En
este caso,

|Q1| Z %(T+3_2)a
Q2] < 3(r—s)

y

s < r
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Podemos aplicar el lema 10 para obtener un ciclo azul de longitud 2r

en GG, pues
|D| Z k—2—327’7
[Q1U{u} > 3(r+s)>35(r—s) > Q]
y
|DN Ne,(2)] > %(k—Z)—szr—SEZ\QQI.

Lo que completa la prueba.

]

Lema 5.12. Sean =k +1r con k par, 3r — 1 < k < 3r,r > 3 y supongamos
que G contiene un ciclo rojo C' de longitud k pero ningin ciclo de longitud
mayor a k. Si existe u € V(G)\ V(C) tal que dg,(u) > 1(n — 1), entonces
G contiene un ciclo azul de longitud 2r.

Demostracion. Sea C = {vy, vy, ..., v}, Q@ = V(G) \ (V(C)U {u}), @1 =
{w € Q: uwesrojaen G} y Q2 = @\ ¢1. Como G no contiene ciclos
rojos de longitud mayor a k, si wv; es roja, entonces wuv; ;1 es azul para toda
w € QU {u} y si uv; es roja, entonces wu; 1 y wu;io s roja para toda w en
()1. Por lo tanto, d¢,, (u) < %k‘, as{ que supongamos que dc¢, (u) = %k‘ — s con
s > 0. Por tanto,

@i > 3(n—1)—deg(u) = 3(r—1) +5,
Q2] = Q] — Q1] < 5(r—1) =5,

y

s < r—1)

Si s = 0, entonces u es adyacente en G a exactamente la mitad de los
vértices en C', asi que podemos suponer que uvy; es roja para cada i €
{1,2,..., %} Por lo tanto, vg;_1v4;_1 es azul para cada ¢ € {1,2,..., %} o de
lo contrario,

(U, V2iy V241, - -+, V2515 - -+, V241, V2i—2, - . . , V2j, U)

es un ciclo rojo de longitud £+ 1 en GG. Por lo tanto, la gréafica azul inducida
por T' = {v,vs3,...,Ux_1} es una subgrafica completa. Ademaés, cada vértice
de Q1 U {u} es adyacente en G4 a cada vértice de 7.
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Como |T| = 3k >r > QU {u}| > 3(r+1) y [TUQ U{u}| >
sk + 1(r+1) > 2r, existe un ciclo azul de longitud 2r en G.
Ahora supongamos que s > 1. Sea D = {v; € V(C)|wv; es azul en G para

toda w € 1 }. Sabemos entonces que |D| > 2d¢, (u) =k —2s >ry
1
[D O Ne, (2)] 2 [D] = deg(2) 2 k =25 — 5k 2 [QU {u}]

Para cada z € Q2 U {u}. Como s > 1, |Q1| > 3(r+1) > [Q:U{u}l y Ga
contiene un ciclo de longitud 2r por el lema 5.3. [

Teorema 5.2. ¢(2m,2m) < 3m — 1 para m > 3.

Demostracion. Sea n = 3m — 1 y tomemos G una gréafica del menor orden
para el cual el teorema sea falso. Por la proposicion 5, podemos suponer
m > 4. Por la eleccion de m, tenemos que G'g o G 4 tiene un ciclo de longitud
2(m —1). Sin pérdida de generalidad supongamos que G 4 contiene este ciclo
C'. Tomemos un ciclo D de longitud s = ¢(G4) en G4. Si s > 2m, entonces
G 4 contiene un ciclo de longitud 2m por los lemas 5.4 y 5.6. Entonces,
supongamos que s =2m — 1 0 s = 2m — 2.

Sea G4 un nucleo de G 4 relativo a 2m. Sino existen u,v € V(G) tales que
wv € E(G',), entonces por el lema 5.9 G 4 contiene un ciclo de longitud s+ 1,
lo que es una contradiccion. Podemos suponer que que existe uv € E(G).
Entonces n — 1 < dg, (u) + de,(v) < dg,(u) + dg,(v) por el lema 5.8.
Luego, el lema 5.10 implica que G contiene un ciclo de longitud 2m, una
contradiccién que completa la prueba. O

Teorema 5.3. ¢(2m,2r) <2m +r — 1 para 2m > 2r > 6.

Demostracion. Supongamos que el teorema es falso. Sean =2m+r —1y
tomemos G un contraejemplo del menor orden posible. Por el teorema 5.2,
podemos tomar m > 2. Si dg,(u) + dg,(v) > n para cada u,v € V(G) tales
que uwv € F(Gpg), entonces, por la proposicion 1, G4 contiene un ciclo de
longitud 2r. Por lo tanto, podemos suponer que existen u,v € V(G) tales
que w € E(GR), dg,(u) +dg,(v) <n—1ydg,(u)+dg,(v) >n—1.
Consideremos la grafica G' = G — {u, v}. Por la eleccion de G, G’y o G,
contiene un ciclo de longitud 2r. Si este ciclo es azul, esto es inmediatamente
una contradiccién. Si este ciclo existe en Gr, entonces G contiene un ciclo
de longitud mayor a 2m — 1 por el lema 5.11. Entonces, por los lemas 5.4
y 5.6, G4 contiene un ciclo de longitud 2r. Esto es una contradiccién que
completa el teorema. O
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Corolario 5.3.1. ¢(2m,2r) =2m +r — 1 para 2m > 2r > 6.

Demostracion. Si consideramos una coloracion rojo-azul de Ky, ,_5 tal que
Gr = Ks,,_1 U K,_1, podemos ver que Gr no contiene ciclos de orden 2m y
(GG 4 no contiene ciclos de orden 2r. O

2m+r para 2m +1 > 3r
4. < N
Teorema 5.4. c(2m + 1, 2r) —{ dr —1 para2r <2m+1<3r —1,
conr > 3.

Demostracion. Primero consideramos el caso 2r < 2m +1 < 3r — 1. Sea G
una gréafica de orden n = 4r — 1. Como 2m+2+r—1 < 4r — 1, sabemos que
G r tiene un ciclo de longitud 2m + 2 o G4 tiene un ciclo de longitud 2r por
el teorema 5.3. Si Gi contiene un ciclo de longitud 2m + 2, entonces, por el
lema 5.6, G contiene un ciclo de longitud 2m + 1 o G4 contiene un ciclo de
longitud 2r. Esto completa la prueba en este caso.

Ahora consideremos el caso en que 3r < 2m + 1. Supongamos que el
teorema es falso. Sea n = 2m + r y tomemos G del menor orden que sea
contraejemplo al teorema. Si dg,(u) + dg,(v) > n para cada u,v € V(G)
tales que uwv € E(GR), entonces, por la proposicion 1, G4 contiene un ciclo
de longitud 2r. Por lo tanto, podemos suponer que existen u, v € V(G) tales
que ww € E(GRg), dg,(u) +dg,(v) < n—1ydg,(u)+ dg,(v) > n— 1.
También podemos suponer que dg,(u) > 3(n — 1).

Si3r <2m+1 < 3r+1, tomemos G' = G — {u}. Por el teorema 5.3,
G, o G, contiene un ciclo de longitud 2m y por tanto, Gg 0 G4 contiene un
ciclo de longitud 2r. Supongamos que G4 no contiene ciclos de longitud 2r.
El lema 5.12 implica que G contiene un ciclo de longitud mayor a 2m y por
tanto G'g tiene un ciclo de longitud 2m + 1 por los lemas 5.4 y 5.6.

Si2m+1>3r+2,sea G' = G—{u,v}. Supongamos que G 4 no contiene
ciclos de longitud 2r. Por la eleccion de G, sabemos que G, y por lo tanto,
Gr contiene un ciclo de longitud 2m — 1. El lema 5.11 implica que Gpg
contiene un ciclo de longitud mayor a 2m y por tanto G contiene un ciclo
de longitud 2m + 1 por los lemas 5.4 y 5.6. O

. ) 2m+r para2m+12=>3r
Corolario 5.4.1. ¢(2m + 1,2r) = { Ar—1 para2r <2m+1<3r—1,
conr > 3.

Demostracion. Para 2m + 1 > 3r, Gg = Ky, U K,_; implica que ¢(2m +
1,2r) > 2m + r. Por otro lado, G4 = Ks,._1 U Ky, implica que ¢(2m +
1,2r) > 4r — 1 para 2r <2m+1<3r — 1. ]
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Finalmente, podemos resumir lo visto en este capitulo en el siguiente
teorema [6]. Tenemos, entonces, el nimero de Ramsey para cualquier par de
ciclos.

Teorema 5.5.

i) ¢(3,3)=6 c(4,4) =6

ii) 3<r<s s impar c(rys) # ¢(3,3) c(rys)=2r—1
ii) 4<s<r syr pares c(r,s) # c(4,4) ofr,s)=r+is—1
) 4<s<r sparyrimpar c(r,s)=max(r+ %3 —1,2s — 1)
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Appendix A

Apéndice

En este apéndice se pueden encontrar algunas de las definiciones que se ocu-
pan en el texto principal de forma superficial y que no se incluyen para no
interrumpir el flujo del mismo o que pertenecen a partes de la teoria de
graficas que solo se ocupan periféricamente.

Teorema A.1 (Principio del palomar generalizado). Si distribuimos km+n
palomas en m nidos, y n > 1, entonces algin nido tiene al menos k + 1
palomas.

Se sigue de la definicién de grafica bipartita que una grafica k-partita G
es una grafica tal que V(G) se puede partir en subconjuntos ajenos dos a
dos Uy, Us,...,Uk de forma que para cada arista uv € E(G) existen i,j €
{1,...k}, talesqueu e U;, v e U; y i # j.

Decimos que un subconjunto S C (G) es un conjunto independiente en G
cuando la subgréfica inducida por S en G es vacia.

Decimos que dos gréaficas F'y H son isomorfas si existe una funcion
biyectiva & : FF — H tal que para cualesquiera u,v € V(F), u y v son
adyacentes en F' siy solo si ®(u) y ®(v) son adyacentes en H. A la funcion
® se le llama isomorfismo.

Para dos graficas ajenas F'y H, definimos la union F'|J H como la gréfica
tal que V(FUH) =V(F)UV(H)y E(F\UH) = E(F)JE(H). Cuando
H es una grafica isomorfa a F', escribimos 2F en lugar de F'|J F'. Podemos
extender esta notacion a nF' cuando tenemos una gréafica formada por n
"copias" de F'.
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