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Resumen

Un plasma confinado mediante campos magnéticos se puede describir por la teoria
magnetohidrodinamica a través de una ecuacion diferencial que, en el caso de geo-
metria toroidal, es denominada de Grad - Shafranov, la cual depende de pardmetros
como la corriente en el plasma, el campo magnético y la presiéon. Resolver esta ecua-
cion permite encontrar las superficies de flujo magnético, que son aquellas en las que
la presion es constante, y que sirven de base para el estudio de ciertos fenémenos que
ocurren en el plasma.

Se puede demostrar que las lineas de campo magnético cumplen las ecuaciones de
Hamilton considerando al flujo magnético como ‘el hamiltoniano’. Esto lleva a pensar
que se puede aplicar la teoria clésica de perturbaciones para estudiar la estabilidad
de las superficies de equilibrio.

En este trabajo se obtuvo la ecuaciéon que describe el equilibrio de una columna
cilindrica de plasma como una aproximacién a un plasma toroidal con razéon de as-
pecto grande. Se plante6 un algoritmo mediante esquemas de Runge Kutta para la
solucion numérica de esta ecuacion y se compararon las soluciones obtenidas con el
caso particular del campo libre de fuerzas, el cual tiene soluciéon analitica y exhibe el
comportamiento que se observa experimentalmente en dispositivos Z-Pinch de campo
invertido (RFP). Las superficies de flujo obtenidas se utilizaron en el marco de la
teoria candnica de perturbaciones como aquellas correspondientes a un hamiltoniano
sin perturbar y, posteriormente, se agregé de forma analitica una perturbaciéon para
observar la aparicion de islas magnéticas alrededor de superficies cuyo factor de se-
guridad fuera racional. Esto permite estimar el comportamiento de la anchura de las
islas debido a la curvatura.
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1 Introduccion

1.1. Panorama General

Es innegable que a la fecha de escritura de este trabajo los efectos del cambio
climético por el calentamiento global se observan méas cercanos que nunca. En el in-
forme titulado ‘Cambio Climatico 2021: Bases Fisicas’, el Grupo Intergubernamental
de Expertos Sobre el Cambio Climatico de la ONU (IPCC), afirma que este fenémeno,
sin precedentes en cientos de miles de anos, es generalizado, avanza rapidamente y se
intensifica cada vez mas. Dicho esto y dado que la influencia de la actividad humana
es clara, en el informe se urge a las naciones a tomar medidas para frenar gradual-
mente las emisiones de carbono hasta neutralizarlas para el ano 2050 y luego, limitar
el aumento de la temperatura global a un maximo de 1.5 °C durante el resto del
siglo. Sin embargo, se senala que este aumento limite en la temperatura, considerado
el punto sin retorno, se podria alcanzar para 2040.

Mientras que una seccion de la ciudadania realiza las actividades que quedan a su
alcance, como optar por el autoconsumo a través de paneles y/o calentadores solares,
no debe olvidarse que se vive en una sociedad industrializada, con un modelo de
consumo lineal. Esto coloca a la causa principal del problema de contaminacién en
la forma de generacion de la energia eléctrica que alimenta a la industria, la cual
es, en su mayoria, a base de la combustion del carbén, combustoleo o gas natural.
Pensando en que los sustitutos de estos combustibles fosiles deben evitar la emision
de dioxido de carbono, entonces quedan los siguientes candidatos que, ya desde ahora
y en mayor medida en un futuro cercano, se les observara trabajando en conjunto: la
energia nuclear y las energias renovables.

Por el lado de las renovables, como la energia solar, edlica, hidroeléctrica o geotér-
mica, se han senalado algunas desventajas entre las que destacan su baja densidad e
inestabilidad en la generacién de energia. Esto las hace insuficientes ante la demanda
requerida, sobre todo en complejos industriales, y les deja como soporte secundario
de alguna otra fuente principal. Algunas razones se pueden describir cualitativamente
y de forma simple en lo siguiente: el Sol no siempre calienta con la misma potencia ni
por la misma cantidad de tiempo, el viento no siempre sopla igual y no en cualquier
lugar del mundo se les puede encontrar. De todas estas, la uso mas generalizable es
la energia solar. Pero entonces se encuentran otras limitaciones propiamente fisicas
de las celdas solares, como su baja eficiencia que, en celdas comerciales, suele estar
alrededor del 20 % [1]. Esto indica que de toda la energia que llega a un panel solar,
solo el 20 % se convierte en energia eléctrica y lo demas se queda en el ambiente. Una
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forma de compensar esta baja eficiencia es colocando una gran cantidad de paneles
solares, lo cual provoca la ocupaciéon de areas considerablemente grandes y una alta
invasion al medio en el que se ubican los parques solares. Algo parecido ocurre en el
caso de las turbinas de viento para la generacion edlica.

Para el segundo candidato, la energia nuclear, se tienen esencialmente dos tipos
de reacciones: la fisiéon y la fusion nuclear. Solo en el caso de la fision existe tecnologia
madura, como las centrales nucleares que operan de forma comercial en distintas
partes del mundo para la generacion de energia desde los anos cincuenta. Estas no
adolecen de una baja densidad de energia ni de la inestabilidad en su produccioén,
pues la potencia de operacion de las plantas es regulable y capaz de satisfacer la
demanda energética requerida. Sin embargo, las desventajas de esta fuente son ya muy
conocidas, como pueden ser, la produccion de desechos radiactivos con vidas medias de
miles de anos, y el hecho de que el combustible naturalmente fisionable, el uranio 238,
no es inagotable. Ante estos obstaculos se tienen previstas varias opciones, pues para
el problema de los residuos se propone, por un lado, su almacenamiento en cavidades
geologicas profundas que no han mostrado actividad sismica durante miles de anos y
por otro, aumentar la aplicacién de los ya existentes reactores capaces de reutilizar
el combustible gastado. Ademas, a partir del 22U y el 2?Th se puede obtener el
combustible fisionable como #* Pu y 233U que alcanzarfa para varios miles de afios [1].
A pesar de esto, existe en la sociedad un miedo que estigmatiza todo lo que tenga que
ver con la palabra "nuclear", que junto con otros fenémenos econémicos y politicos,
no permiten visualizar claramente el rol que la fision nuclear terminara cumpliendo
en el futuro. Considerando todo esto, se tiene que pensar en un candidato extra,
uno que se pueda utilizar en el futuro y que solucione las desventajas anteriormente
mencionadas, es decir, que tenga combustible virtualmente inagotable, capacidad de
satisfacer la demanda energética creciente, sin problemas de desechos radiactivos de
vida media larga y que ademas, sea libre de emisiones de C'Os. Este candidato existe
y son los reactores de Fusion Nuclear.
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1.2. Fusion Nuclear

Bastante se ha escuchado, sobre todo en medios de divulgaciéon cientifica, acerca
del gran reto de "meter al Sol en una caja", haciendo referencia a que el ejemplo
més notable que se encuentra en la naturaleza de un generador de energia a través de
fusion nuclear, es el Sol. Esto ocurre por un proceso en el que dos niicleos atémicos
ligeros se unen para formar un nuevo niicleo de masa menor que la suma de las masas
de los atomos iniciales, de manera que la masa sobrante resulta en la emisién de
otras particulas o de energia. Esto se puede ilustrar en la fig. [I.1I, donde un nucleo
de deuterio (D) se fusiona con otro de tritio (T), repartiendo las particulas que los
componen, los neutrones y protones, en un nuevo nucleo de *He y un neutrén libre.
Cada uno de estos nucleos portan 3.5MeV y 14.1MeV de energia que en total suma
17.6MeV que se manifiestan como energia cinética y que es la que se puede aprovechar
para convertirla en calor, y luego, en energia eléctrica.

‘He(3.5MeV)

@/ ; /\o

n

Figura 1.1: Reaccién de fusion de nicleos de Deuterio y Tritio. Tomado de H

Para que ocurra la fusion de los nucleos, se debe vencer a la fuerza electrostatica
repulsiva que se da entre ellos debido a su carga. Una vez que se vence esta barrera
eléctrica, y se juntan lo suficiente como para que empiece a actuar la fuerza nuclear
fuerte, entonces ocurre la fusién. Se requiere entonces darles la energia suficiente a
través de la transferencia de calor, es decir, aumentando su temperatura que, en
el caso de una mezcla de D - T, es del orden de 10keV o 100 millones de grados
Celsius . En la Tierra ya se ha probado el efecto de la fusiéon nuclear de manera no
controlada, en forma de explosiones termonucleares, aunque el gran reto es hacerlo de
manera controlada, para lo que se han desarrollado diversos conceptos de dispositivos
que se pueden clasificar en dos tipos: de confinamiento inercial y de confinamiento
magnético. El primero consiste en calentar un blanco con el combustible fusionable en
su interior por medio de laseres de alta potencia, para generar una fuerza de presion
que obligue al material a comprimirse y lleve a los niicleos a fusionarse. Este método,
por diversas razones, no es considerado el mejor en cuanto al desarrollo de una futura
planta comercial de fusién, sin embargo, no se le ha dejado en el olvido debido a que
permite el estudio de los procesos que ocurren en armas nucleares, evitando el uso
de pruebas experimentales y los efectos que estas dejan en el ambiente. El segundo
método, que es el que concentra la mayoria de los esfuerzos para desarrollar una
planta de fusion, es el confinamiento magnético, en el cual el combustible fusionable
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es calentado a altas temperaturas y, a través de campos magnéticos, se busca contener
a las particulas y su energia para mantener la reaccién por una determinada cantidad
de tiempo. El combustible que se considera inicialmente en los dispositivos actuales
de investigacion es la mezcla de deuterio y tritio. Una de las razones de esto, es que
los tamanos de los atomos de deuterio y tritio maximizan la probabilidad de que
ocurran choques entre ellos, y por lo tanto, reacciones de fusién. Esto minimiza la
temperatura que se requiere darle al combustible comparando con otras reacciones.
Algunas de esas reacciones se muestran en la tabla siguiente entre distintas particulas
y nucleos:

1. D+T > ‘He (3.5 MeV) +n (14.1 MeV)
2. D+D - T(1.01 MeV) +p (3.02 MeV) (50%)
-2 *He (0.82 MeV) + n (2.45 MeV) (50%)
3. D+°He -> *He (3.6 MeV) + p (14.7 MeV)
4.  T+T > ‘He+2n+11.3 MeV
5. *He+°He = ‘He+2p
6. He+T > ‘He+p+n+12.1 MeV (51%)
> ‘He (4.8 MeV) + D (9.5 MeV) (43%)
- *He (0.5 MeV) +n (1.9 MeV) +p (11.9 MeV) (6%)
. D+°Lj - 2 “He + 22.4 MeV
8. p+OLi > ‘He (1.7 MeV) + *He ( 2.3 MeV)
. ‘*He+°Li = 24He +p + 16.9 MeV
10. p+'B > 3 4He + 8.7 MeV

Figura 1.2: Reacciones de fusion de distintos nticleos atomicos. Tomado de |1]

El confinamiento, en principio, debe permitir que ocurran las reacciones necesarias
para que se termine ganando més energia de la que se gasta en iniciar la reaccion.
Esto se puede cuantificar a través de la ganancia, la cual se define como el cociente
entre la potencia de fusion de salida y la potencia de entrada:

Psalida
Q = Lsatida 1.1
Pentrada ( )

y que indica que para que se tenga ganancia de energia, entonces () > 1. Existen
varias razones por las que esta ganancia puede no ser favorable, por ejemplo, la
radiacién bremsstrahlung, pues los encuentros ion-ion y electréon-electron producen
radiacion electromagnética en la longitud de onda de los rayos X por el frenado de las
particulas, lo que lleva a la pérdida de energia. Asi mismo, pueden ocurrir pérdidas
por la radiacion de sincrotron que producen las particulas cargadas al seguir las lineas
de campo magnético que las confina, o por la presencia de impurezas que no estan
completamente ionizadas.

Dado que las fugas de energia por radiacion involucran sobre todo a los electrones,
se puede encontrar la siguiente relacion entre la densidad de estos n., su temperatura
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T,, el tiempo de confinamiento de la energia en el plasma 7z y la ganancia Q:

3kgT,

ov>FEq 1/2°?
< v>4Q(Q+5) . OBTe/

NeTEp =

(1.2)

donde < ov > es la seccion eficaz promedio de las colisiones entre las especies del
plasma, F, la energia de los nucleos de helio, kg la constante de Boltzmann y Cpg
la constante de radiacion bremsstrahlung. De la expresion [1.2] cuya derivacion puede
encontrarse con detalle en [1], es importante puntualizar que el tiempo de confina-
miento 7x no se refiere al tiempo que el plasma permanece confinado, sino al tiempo
en que su energia permanece en ¢l sin dispersarse, ya que podria darse el caso en que,
al igual que un liquido que se enfria mientras esta contenido en un vaso, perdiendo
calor, la energia térmica del plasma se escape aunque este siguiera contenido por el
campo magnético.

La expresion indica una condicién para los pardmetros del plasma para que,
segin la ganancia que se requiera, la energia cinética obtenida de las particulas alfa
compense las pérdidas por radiaciéon bremsstrahlung. Para que @) > 1, se obtiene el
criterio de Lawson para un plasma 50/50 D-T a temperatura de 15 keV:

ne.t. > 1.5 x 10**keV - s - m™3, (1.3)

y de la misma expresion, haciendo tender QQ a infinito, para un plasma con n, =
10?°m =3 a una temperatura de 30 keV, se obtiene

n .7, > 8.1 x 10*'keV -5 -m ™3, (1.4)

Cuando se cumple este criterio, entonces se dice que el plasma se encuentra en un
estado de ignicion, donde las particulas alfa transfieren toda su energia cinética al
plasma, manteniéndolo caliente y compensando por completo las pérdidas radiativas.
En tal caso, la potencia de entrada tenderia a cero y seria posible prescindir de las
fuentes externas de energia.
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1.3. Confinamiento Magnético

Como ya se describi6 en la seccién anterior, las temperaturas a las que se desatan
las reacciones de fusion y se compensan las pérdidas de energia por radiaciéon son de
cientos de millones de grados centigrados. A esas temperaturas, al igual que en un
gas, las particulas que conforman al plasma generan una fuerza de presion contra el
contenedor que puede provocar danos al dispositivo o fugas de energia. De entrada, es
facil imaginar lo absurdo que seria buscar algiin material en el universo que sea capaz
de soportar esas temperaturas y de contener la energia sin que se dane. Es por esto que
resulta mas factible aprovechar una de las propiedades que poseen los plasmas, y es que
al contener iones y electrones, particulas con carga, se pueden moldear las trayectorias
que estas siguen con campos magnéticos, de manera que la presion ejercida hacia el
exterior del dispositivo termine siendo anulada por la fuerza magnética. A esta idea en
la que la compensacién de fuerzas mantiene al plasma en una cierta zona definida se
le conoce como confinamiento magnético y existen distintos dispositivos enfocados en
realizar esta tarea. Algunos de estos son el tokamalk, el stellarator, el tokamak esférico,
el z - pinch o el theta-pinch. En estos dispositivos suele tenerse un conjunto de campos
magnéticos generados por bobinas que ayudan a controlar la forma y estabilidad, més
un campo magnético inducido por la corriente que se hace pasar a través del plasma.
Aunque en el caso del stellerator, solamente se tienen los primeros, lo cual los hace
ideales para estudiar algunos fenémenos que de otra forma seria imposible observar
debido a las inestabilidades generadas por esas corrientes en el plasma. También se
pueden encontrar en un plasma particulas neutras, las cuales no pueden ser confinadas
magnéticamente precisamente por no poseer carga, y que, al colisionar con las paredes
de los dispositivos, pueden producir danos e impurezas. Esto supone todo un campo
de estudio, que es el de las interacciones plasma - pared, donde se buscan las formas
y materiales 6ptimos de los dispositivos para minimizar las pérdidas de energia por
las impurezas.

Figura 1.3: Esquema de la configuraciéon de bobinas y campos magnéticos en un tokamak y
un Stellarator. Recuperado de [2]

En los dispositivos de confinamiento, se busca que el perfil de presion que genera
el plasma se vea como el de la figura (b), donde puede notarse que la presion
medida en el centro del dispositivo es maxima y nula en la pared del contenedor. El
perfil (c) corresponde justo al caso contrario en el que el plasma ejerce una mayor



1.3. CONFINAMIENTO MAGNETICO 7

presion en el muro y el perfil (d) a un caso sin sentido fisico, pues no hay presion
negativa.

Muro p Plasma

Plasma Confinado

Murof

(a) (b)

ot Plasma P Sin Sentido f
No Fisico

Confinado
L
N

L

L

r /

(c) (d)

Figura 1.4: (a) Plasma confinado (b)Perfil de presion de un plasma confinado (c¢)Perfil de presion
de un plasma no confinado. (d)Perfil sin sentido fisico. Recuperada de 3]

Una manera de entender el proceso de confinamiento que se estudiara con mayor
formalidad mas adelante, es recordando lo que ocurre cuando se hace circular una
corriente por dos cables rectos paralelos. Si las corrientes llevan el mismo sentido, el
campo inducido alrededor del primer cable atrae a la segunda corriente, mientras que
el campo del segundo cable atrae a la primera corriente (ver fig. . De esta forma,
se genera una fuerza atractiva entre ambos cables. Si estas corrientes tuvieran sentido
contrario, si fueran anti - paralelas, entonces la fuerza seria repulsiva.

Campo magnético inducido

por la corriente sobre la
j espira 1

Fuerza del campo magnético

A de la espira 2 actuando sobre

II-"'I L B l la espira 1

Espira 1 | e ——

| -]

Fuerza del campo
magnético de la espira 1
actuando sobre la espira 2

Espira 2

Figura 1.5: Atraccion entre dos corrientes paralelas. Recuperado de [4].
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El efecto se puede extender a un mayor ntimero de cables paralelos, produciéndose
una fuerza de atraccion entre todos ellos que los comprime entre si (ver fig. . Si
ahora se piensa al plasma como un conjunto de cables infinitesimales paralelos y se
hace pasar una corriente a través de él, aprovechando el hecho de que este se comporta
como un buen conductor a altas temperaturas, entonces se produciré la fuerza que lo
comprime y que se equilibra con la fuerza de presion [4].

AN o " Vista transversal
~ "\.\/ _ de un conjunto
Fuerza de VA },\/' de espiras
compresion oo o &\ paralelas
producida por -
la atraccion \ o O O O /8
entre las /
espiras . AN ’ ’ N

Figura 1.6: Conjunto de corrientes atrayéndose entre si produciendo una fuerza efectiva radial
interior. Recuperado de [4]

A la proporcion entre la presion magnética y la presion del plasma se le denomina
beta del plasma y se define matematicamente por:

(nT)

= B?/2p10°

(1.5)

siendo n y T la densidad y temperatura del plasma, po la permeabilidad magnética
en el vacio y B el campo de induccién magnética.

También es posible pensar en un efecto de confinamiento al hacer pasar una co-
rriente en la direccion azimutal a través de una bobina que rodee al plasma(ver fig.
. Esta corriente va a inducir un campo magnético en la direcciéon axial, denotado
por B., que a su vez inducira una corriente en el plasma pero con sentido contrario. El
campo inducido por el campo original se opone al campo axial B, lo que hace que el
campo debido a la corriente en la bobina se anule dentro del plasma y solo exista en la
zona vacia, como se muestra en el diagrama. Lo que queda entonces es una corriente
en la superficie del plasma, que al ser anti-paralela en cada segmento del circulo a
la corriente de la bobina, produce una fuerza repulsiva entre ellas. Esta repulsion es
la que tiende a comprimir al plasma, aunque solo existe de manera temporal, pues
la corriente de la bobina debe variar en el tiempo y no se puede sostener de forma
continua.
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P Corriente en una bobina

~__ Corriente en la
B, B, — superficie del plasma
BZ d
\

/
/

>< ‘ B: plasma z }
\ / /
\ B B
\Bz B,

—
Figura 1.7: Efecto de compresiéon debido al campo magnético inducido por una bobina
externa al plasma. Recuperado de [4].

=~

Descritos estos dos distintos tipos de confinamiento con corrientes axiales y azi-
mutales, en general, los dispositivos experimentales actuales utilizados para el estudio
del confinamiento del plasma aprovechan la combinacién de ambos conceptos, gene-
rando campos magnéticos con componentes en distintas direcciones. En este trabajo
se hablaré principalmente de los campo toroidal y poloidal, cuyas lineas direccionales
pueden observarse en la figura[l.3] A la proporcion entre las componentes de estos se
le define como factor de seguridad de la siguiente manera

q(r) = - (1.6)

con r la distancia medida respecto a un eje centrado en el toroide y Ry la distancia
de este eje al eje z (ver fig. [1.8). Este sera un parametro del plasma relevante en este
texto.

Z
— T T

/ !
f .r':.
i _.""' 1

o |I SR I.

li Ra = | R
\ II|'
\ /.r'
v e

Figura 1.8: Sistema de coordenadas en un tokamak. Recuperado de H



2 Modelado del Plasma

2.1. Aproximacién Magnetohidrodindmica Ideal

En plasmas como los que se encuentran en dispositivos de fusion, la densidad de
iones y electrones oscila alrededor de 6rdenes de magnitud de 101em =2 a 1017em =3 (en
ITER o en dispositivos Z - Pinch densos) y de més de 10*2cm ™3, en el caso de plasmas
producidos por laser. Esto implica que si se pensara de forma tradicional, para predecir
el comportamiento del plasma habria que resolver una cantidad de ecuaciones de
movimiento que queda fuera del alcance humano y computacional por la gran cantidad
de particulas involucradas, por lo que se requiere cambiar el enfoque para hallar
soluciones o aproximaciones a estas. Por un lado, se puede pensar en el conjunto
de particulas y sus caracteristicas a través de funciones de distribucion f(r,v,1),
como se menciona en [4], en las que se describe la densidad instantanea de particulas
dependiendo de su posicion y velocidad. Esto no daria informacion de las trayectorias
individuales, pero si sobre el conjunto de particulas que tienen los mismos valores
de r y v. Este seria el enfoque mas detallado que se puede tener en cuanto a las
teorias que pretenden describir un plasma, pero también con mas complicaciones de
las necesarias para lo que interesa en este trabajo. Por el contrario, sera mas tutil hacer
una descripcion del plasma basada en la teoria de fluidos. En particular, se utilizara
la descripcion Magnetohidrodinamica o teoria MHD, en la que se considera al plasma
como un fluido cargado y no se hace distincion entre las diferentes particulas que
lo conforman [6]. Ya que todas las teorias fisicas tienen ciertas limitaciones, la teoria
MHD no es la excepcion, pues su rango de aplicacion tiene sentido para tiempos largos
respecto al periodo de ciclotrén, en las que domina la dinamica de los iones sobre la
de los electrones.

En la descripcién magnetohidrodinamica, la ecuaciéon que describe un elemento
infinitesimal de plasma de densidad de masa p y velocidad de fluido v es la equivalente
a la ecuacion de Navier-Stokes con un término extra debido a la fuerza de Lorentz:

p(g—:nLv-Vv):JxB—Vp, (2.1)

donde J es la densidad de corriente, B el campo magnético de inducciéon y p la presion
cinética de las particulas del plasma. Se ha incluido en esta descripcion la suposicion
de que el “fluido de plasma” es isotropico, lo que permite escribir a la presion como un
escalar. De no hacerlo asi, habria que sustituir al término Vp por V - P para describir
el caso general, con P el tensor de esfuerzos del fluido [7].

10
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Los campos electromagnéticos deben satisfacer las leyes de Maxwell, que incluyen

la ley de Gauss para el campo de induccion la ley de Ampére (ec. [2.2b)) y la ley
de Faraday (eq. [2.2c)

V-B=0, (2.2a)

VxB= [,L()J, (22b)
0

VXE= _EB’ (220)

donde se ha despreciado a la corriente de desplazamiento en la ley de Ampére bajo

la suposicion de que la velocidad del plasma es mucho menor a la velocidad dada por
[/t, con [ la longitud caracteristica y t el tiempo caracteristico. Ademas, el campo
magnético, la intensidad de campo magnético y la corriente, se relaciona por las
ecuaciones constitutivas y la ley generalizada de Ohm, que es la ley estandar de
electrodinamica clasica pero con el término extra v x B:

B = uoH (2.3a)
nJ=E+vxB (2.3b)
Para completar el conjunto de ecuaciones que rigen la teoria magnetohidrodinédmica,

se tiene la ecuacion de continuidad clasica de la teorfa de fluidos y una ecuaciéon de
estado adiabatica:

%p +V.-(pv) =0, (2.4a)
S =0 (2.4D)

Aparte de la ya mencionada suposicion sobre la isotropia del fluido que se hizo para
la ec. [2.1], también se tiene otras dos suposiciones importantes para plasmas de gran
escala de movimiento. En la ley de Ampére, ecuacion [2.2b] se hizo omisiéon de la
corriente de desplazamiento bajo la suposicion de que el plasma se mantiene quasi -
neutro, ignorando los efectos capacitivos que tienen lugar en escalas de tiempo cortas.
Esto ocurre cuando la cantidad €y B/p es pequenia, condicion que se deriva al comparar
el término convectivo pv - Vv con la fuerza eléctrica, y que se cumple para la mayoria
de plasmas de interés. Esto también justifica que se pueda prescindir de la divergencia
del campo eléctrico en el conjunto de ecuaciones de la teoria MHD, ya que la densidad
de carga eléctrica o resulta tan pequena como para ser de importancia. Por tltimo,
la ley de Ohm se escribi6 bajo la suposiciéon de que el radio de Larmor de los iones es
pequeno comparado con la escala del plasma [§].
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2.2. Coordenadas de Flujo

Antes de empezar a establecer las ecuaciones que describen al equilibrio de un
plasma en confinamiento, es necesario decidir el sistema de coordenadas que mejor
se adapte. Esto depende de la geometria que tenga el dispositivo que lo contiene,
y como se indica en el titulo de este trabajo, interesa hacerlo para una columna
cilindrica. Dado que la mayoria de dispositivos de investigacion actuales son tokamaks,
la literatura suele presentar los desarrollos en coordenadas toroidales. Por esa razon,
en las siguientes dos secciones se presenta primero el conjunto de ecuaciones MHD
para una geometria toroidal, y posteriormente, de forma analoga para una geometria
cilindrica. Como suele hacerse en los trabajos de fisica de plasmas, por diferentes
razones y ventajas, se utilizaran las coordenadas definidas por el flujo de campo
magnético.

2.2.1. Configuracién Toroidal

Una forma de definir al sistema de coordenadas que sirve para un tokamak es
mostrada por Ariola y Pironti (2016) 6], donde se utilizan las coordenadas cilindricas
de posicion r, ¢ y z con los vectores unitarios é,, é, y €, (ver fig. . Se entiende a
cualquier direccion paralela a é, como la direccion toroidal y al plano perpendicular
a tal direccion, como la direccion poloidal. También se define a I'(r) como una cir-
cunferencia dada por la rotaciéon del vector r alrededor de r = 0 que delimita a la
superficie S(r).

Z-axis

Figura 2.1: Sistema de coordenadas cilindricas usadas para un tokamak. Recuperado de [6].

Con esto, se puede definir a la funcion de flujo magnético poloidal como la medida
de la cantidad de lineas de campo que atraviesan la superficie S(r)

1
r)=— [ B-dS, 2.5
(r) / . (2.5)

:27r
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de modo que, al ser paralelos en cada punto ¢, y dS, entonces

P(r) = % /OT r' B, (r', z)dr'. (2.6)

Por otro lado, haciendo uso de la ecuacion y la axisimetria del problema, la
divergencia del campo magnético en coordenadas cilindricas queda dada por

10 0
V-B= r@TB +8B—O (2.7)

Derivando la expresion respecto a r y respecto a z, y combinando los resultados
con la ecuacion 2.7] se obtienen

0 0
— =rB, —1) = —1rB,, 2.8
G =T y o ogY=-r (2.8)
que se pueden reescribir como
10
B, =——1), 2.9
r 5’zw (2.9)
10
B, =———1). 2.9b
ror ( )
Esto implica que el campo poloidal se puede expresar como
B, = B¢, + B.é, = Vi x Vo, (2.10)

donde Vi = glf €+ ‘%’e +3 e ce.yVo=r" é,. Ademas, se puede aplicar el hecho de
que la divergencia del rotamonal de un campo es cero a la ley de Ampére (ec. [2.2b)),

para obtener que
0=V -(VxB)=puV-J, (2.11)

lo que implica que, asi como ocurri6 con los campos y 29D} y el flujo poloidal ¢
en las expresiones [2.9] exista una funcion f tal que

10
= ——— 2.12
Jo=——of, (2.12a)
10
p 2.12b
Jo = ror ( )
Desglosando la ley de Ampére en sus coordenadas:
0
0 0
&Br - EBZ - MO‘]GW (213b)
10
—rB, = .. (2.13¢)
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Al combinar las ecuaciones [2.12] con [2.13a] y [2.13d, se obtiene que

B, = MO%’ (2.14)
y haciendo F(r, z) = uof(r, z), entonces
B, =FVy-é,, (2.15)
con lo que el campo magnético total se puede expresar de la forma:
B =Vy xVyp+ FVp, (2.16)

en términos de las funciones escalares ¢ y F' [6]. El primer término es la componente
poloidal del campo mientras que el segundo, la componente toroidal.

2.2.2. Configuraciéon Cilindrica con Simetria Azimutal y Axial

Para efectos de este trabajo, se va a aproximar al aparato de confinamiento como
un cilindro recto, ignorando los efectos debidos a la curvatura, lo que serfa ttil para
observar lo que ocurre en una pequena seccion del toroide o en un tokamak con relacién
de aspecto grande. Dicho esto, se va a definir un nuevo sistema de coordenadas de
manera analoga a la mostrada anteriormente para la configuracion toroidal, pero
adaptado a un plasma cilindrico.

Z Coordenadas
Coordenadas de de flujo

2
— flujo axial azimutal
7 1‘\/ jo axia . ( s

X(r) ~
!

N
\*_,/ .

Figura 2.2: Sistema de coordenadas de flujo para una columna de plasma cilindrica.

Se utilizara el sistema de coordenadas cilindricas r, 6 y z con vectores canénicos é,.,
oy €, (ver fig. [2.2)). Basados nuevamente en la divergencia nula del campo magnético
(ecuacion [2.2a)), se define la funcion de flujo azimutal por

27

b = b(r,6) = i/ B, - dS,, (2.17)
S(r)
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que se entendera como una medida de la cantidad de lineas de campo que atraviesan
la seccion transversal del cilindro ortogonal en cada punto a éy, dSy. Por otro lado,
el flujo axial queda definido por

1
x = x((r),z) = Py B. -dS., (2.18)
T Js(r)

como la cantidad de lineas de campo en la direcciéon z que atraviesan planos ortogo-
nales a tal direccion dS, (ver fig. [2.2).

Las definiciones anteriores seran convenientes para establecer un nuevo sistema de
coordenadas generalizadas en términos de los flujos azimutal y axial. Otra cantidad
que resulta util definir ahora es el potencial vectorial A que es tal que su rotacional
devuelve el campo magnético:

B =VxA. (2.19)

Con el objeto de obtener un campo equivalente al de la ecuacion para el caso
cilindrico se definira al potencial vectorial de una manera conveniente en términos de
los flujos magnéticos axial y azimutal:

A =Vz+ \ V6. (2.20)

Luego, aplicando el rotacional a la expresion [2.20], y por la identidad vectorial y
la ecuacion [2.19, se sigue que

B=Vy xVz +w(V x Vz)+ Vx x VO + x(V x V), (2.21)

donde Vz = ¢,, VO = r~téy, Vi) = e,, + 18w69 y Vx = fsz + %éz. Dado que el
rotacional del gradiente de cualquler campo escalar es nulo, entonces

B=Vy xVz+Vyx x V0, (2.22)
B B
2 z

que es la forma del campo a la que se esperaba llegar. Una motivaciéon con mas detalle
del porqué se pide al campo expresado en este estilo puede leerse en el apéndice [B]
donde se deriva una expresion similar, la del caso toroidal, partiendo de un resultado
topologico. Si ahora se supone la existencia de las simetrias axial y azimutal, es decir,

que ¢ = (1) y x = x(¢(r)), entonces

dy _dx dw

dx

=W 2.23

lo que hace que la componente axial del campo (ec. , sea

dX dx : 1. dx dw 1.
B, — 0 = - é,. 2.24
Vx x V dz/Jd ><r€e dwdrr ( )
Definiendo ahora al campo escalar
dx di 1

b(y) = A (2.25)

dip drr’
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entonces la componente axial del campo es
B. =0b(v)é,. (2.26)

Sustituyendo la expresion [2.25] en la ecuacion [2.22] se obtiene un campo magnético
con una forma equivalente a la de que se acople a la forma cilindrica del plasma:

B = Vi x Vz+b(¥)é. . (2.27)
B B
0 z

Las componentes del campo se resumen en:

_ _ 9%
By=VixVa=—o. (2.284)

B, =b(v). (2.28b)

Para hacer calculos de equilibrio se tendran varios parametros libres entre los que se
incluye b(1)). Por eso conviene dar una expresion, resultante de [2.25 para recuperar
el valor del flujo axial y en términos de este parametro y el flujo azimutal:

dy rb(y) B
&~ 2 By

(2.29)

donde se utilizaron las ecuaciones y para la tercer igualdad. De la defini-
cion del factor de seguridad dada por [I.6], podemos notar que

ax _ —Roq(r), (2.30)

dy

para un radio que estéd normalizado. Esta cantidad sera de interés para conocer sobre
la estabilidad del sistema de confinamiento. Integrando a la ecuacion [2.29] finalmente
se obtiene que

X = /0 r'b(y)dr'. (2.31)



3 Equilibrio Magnetohidrodinamico

El equilibrio de un plasma mediante confinamiento magnético se puede describir
con el modelo magnetohidrodinamico adoptado a través de la ecuacion de movimiento
[2.1] En el caso de dispositivos de confinamiento suele considerarse solamente equilibrio
estético, es decir, que dv/dt = 0 [4], ademés de que la densidad de los plasmas
de laboratorio es generalmente baja, lo que permite ignorarle también el término
convectivo de la ecuacion 2.1} Asi, la ecuacion de movimiento para un plasma en
equilibrio es:

VP =JxB, (3.1)

donde J es la densidad de corriente, B el campo de inducciéon y P el campo escalar
de presion. Lo que toca enseguida, es acoplar el conjunto de ecuaciones MHD con
las ecuaciones de la seccidén anterior para asi obtener una ecuacion diferencial que
describa al equilibrio en términos de las coordenadas de flujo.

3.1. Equilibrio con Geometria Toroidal

Para la geometria definida en la seccion [2.2.1] si se sustituye el campo magnético
derivado en la ec. en la ley de Ampere, se sigue

pod =V x (Vi x Vo + FV )
=V xVx WVyp)+VF x Vo (3.2)
=7’V - (r Vi) + VF x V.

De esta forma, si se define el operador laplaciano estrella A* por
N =12V - (r2V), (3.3)
resulta lo siguiente
tod = A" YV + VE x V. (3.4)

Sustituyendo la corriente dada por y el campo magnético de en la ec. 3.1
entonces se obtiene que

1 1
P=—- — —FVF. .
\Y% ~J VY e \Y (3.5)

17
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Al considerar que la presion P y el parametro F solo dependen de v, entonces

d
VP :@PVM (3.6a)
d
VF :@FV@D, (3.6b)
,por lo que
d 1 d

Jo=—-r—P— —F—F. (3.7)
’ dy - por dy

Sustituyendo la corriente azimutal en la proyeccion de la ecuacion [3.4]sobre esa misma
direccion, se obtiene entonces la denominada ecuacion de Grad-Shafranov que describe

el equilibrio del plasma:

d d
ANRTE= —WZ%P — F@F. (3.8)

3.2. Equilibrio con Geometria Cilindrica

Con el fin de obtener un resultado como el de la seccién anterior equivalente a la
geometria presentada en la seccion [2.2.2] se parte por reescribir el campo dado por la
ecuacion en coordenadas cilindricas

B =V x (vé.) +b(v)e., (3.9)

de donde se podra despejar a la corriente a través de la ley de Ampére, obteniendo
el rotacional de B. Por la presencia del producto vectorial en el término izquierdo, es
util la identidad vectorial [A.2] con lo que se sigue

pod =V x B,
=V x [V x (¥é,)] + Vb x é,,
= V(V -yé,) — Ve, + %w X &, (3.10)
= Ve, + 'V x é,.
Tomando solo la componente sobre el eje z se obtiene
o, = =V, (3.11)

que es la ecuacion con la que se va a trabajar en resolver en las siguientes dos secciones
del texto. Sustituyendo la componente axial de la corriente obtenida en y el
campo de induccién dado por en la ecuacién de equilibrio resulta

VP = (V x B) x B,
= (=V?e,) x (Vb x &,) + b/ (Vip x &,) X é,, (3.12)
= —V*)Vy — b V.
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Fijandose de nuevo en la ecuacion de equilibrio (3.1)) notamos que por definicion del
producto vectorial, el gradiente de presion es perpendicular tanto a J como a B. Es
decir que

B-VP=0 y J.- VP =0, (3.13)

pero por definicion VP es perpendicular a P, lo cual indica que tanto B como J
descansan sobre superficies donde la presion es constante. Dicho de otra forma, la
corriente y el campo fluyen sobre superficies de presion constante y no cruzan a través
de estas. Esto permite escribir a la presiéon como una funcién de las coordenadas de

flujo P = P(¢) y

P ,
VP = V0 = PV, (3.14)

con lo que se puede reescribir a la ec. [3.12] como
o P’V = =NV — bb'Vip, (3.15)

de donde finalmente se obtiene la ecuacion de equilibrio para un plasma con geometria
cilindrica:

V2 + D) (¢) = —po P (). (3.16)

Puede notarse que esta es una ecuaciéon diferencial en general no lineal que requiere
de los parametros: b(¢)) y P(¢). La manera en la que se va a resolver es proponiendo
la forma particular de ellos o en general, de la corriente axial J, (1), segtn la ecuacion
[3.11} Para la solucién, y debido a la no linealidad, se necesitara del uso de métodos
numéricos para poder obtener algunas soluciones, aunque existe un caso particular en
el cual se pueden obtener soluciones analiticas y que, ademas, va a servir para validar
los algoritmos. Este es el caso del campo libre de fuerzas. Pero antes de continuar con
la solucién de la ecuacion diferencial, es util definir el siguiente sistema de coordenadas
adimensionales para facilitar los calculos computacionales:

WY r
= —_— xr = —_,
o Y Ry

donde 1y se determinaria experimentalmente y R, representa el radio del aparato
cilindrico. Se puede reescribir a la ecuacion [4.18/ usando el laplaciano en coordenadas
cilindricas y las nuevas coordenadas como

7 (3.17)

2T 10U 02U R, R
e L = [ 1
o Twar o - Hopl TRt (3.18)

o en términos de la corriente axial por

8\112 1 8_\If 02\11 o _,U()R(Z)J

o Trar T T (3.19)

donde, para efectos demostrativos, se va a considerar simplemente que py = ro =

tho = 1.



4 Equilibrio en un Campo Libre de
Fuerzas

Ahora que se ha determinado la forma general que describe el equilibrio en un
segmento diferencial de plasma (ec. , asi como su expresion en términos del flujo
magnético, se puede hablar de un caso particular que permita obtener alguna soluciéon
analitica para la ec.|3.16| el caso del Campo Libre de Fuerzas, al que se hara referencia
de ahora en adelante por las siglas CLF.

Algo que ocurre en plasmas de § pequena, donde, segin la expresion [1.5] la presion
del campo magnético es mucho mayor a la presion del plasma, es que el gradiente de
presion es despreciable, pues la presion se mantiene aproximadamente constante [8|.
Dicho de otro modo,

JxB=VP=0. (4.1)

Esta relacion también implica que en este caso particular, la corriente se mantiene
paralela al campo magnético. Usando la ley de Ampére para sustituir la corriente de
la expresiéon anterior, resulta que

(VxB)x B =0, (4.2)

lo cual implica que el rotacional del campo es paralelo al mismo campo y por lo tanto,
que existe algtin escalar A tal que

V x B = AB. (4.3)

Se puede llegar a este mismo resultado a partir de un principio, mostrado por Woltjer
en [9] y discutido por Taylor en [10] y [11], que establece que los campos libres de
fuerza representan un estado de energia magnética minima. Esto tiene implicaciones
fisicas importantes, pues el resultado proviene de una cantidad conservada relacionada
con la topologia del plasma ,denominada helicidad magnética, y produce que el campo
no pueda producir movimiento sobre las particulas, haciendo que la fuerza de Lorentz
se desvanezca. Para llegar a ello, primero debe hacerse la suposicion de que el plasma
sea perfectamente conductor, lo cual es vilido para plasmas de alta temperatura. Asi
la resistividad serfa nula y la ley de Ohm(ec. quedaria como

E+vxB=0. (4.4)
Calculando el rotacional de [4.4]
0=VxE+Vx(vxB),
0B (4.5)

:—E—f—VX(VXB)7
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donde en la segunda linea se utilizo la ley de induccion de Faraday. Si se escribe al
campo magnético de la derivada parcial respecto al tiempo de en términos del
potencial vectorial, entonces

%—?:VXBjLVF, (4.6)

donde F' es una norma arbitraria. Haciendo el producto escalar de la ec. [4.6] con el
campo

oA
ot

se deduce que F' tiene valores tnicos solo si 0A /Ot tiene las constricciones

B ~B-VF, (4.7)

- B (4.8)

1 f U 0 [ 5 p 00
) BT ot V| ot

Esta condicién induce el invariante mencionado anteriormente si se expresa de la
siguiente forma conveniente: Para cada volumen V delimitado por lineas de campo,
la cantidad

K E/ A - Bdr, (4.9)
v

nombrada por helicidad magnética, es una constante de movimiento. Si se minimiza
la energia de campo magnético

1 1
—/ IB|?dV = —/ IV x A|*aV, (4.10)
87T v 87T v

entonces se encuentra, bajo la condiciéon de la conservaciéon de la helicidad K, que
/[QV><A'VX(SA—)\(éA-VxA—i—A-V><6A)]deO, (4.11)
v

donde se us6 al multiplicador de Lagrange convenientemente denotado por \. Inte-
grando por partes [£.11] entonces

/[VxVxA—AVxA]-éAdV:O, (4.12)
14

que bajo la consideracion de que dA es arbitrario y que las integrales de superficie
deben desvanecerse en un sistema cerrado, se reduce a

0=VxVXxA-AVxA=VxB-J\B. (4.13)

De se obtiene, de nuevo, la expresion del campo libre de fuerzas[4.3]y se concluye
que este, efectivamente, aparece como resultado de la relajacion del campo magnético
a su estado de minima energia. De esto mismo ademas resulta que

B-VA=0, (4.14)
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lo que implica que A es constante sobre las superficies de campo magnético constante.
Cabe notar que el invariante K es esencialmente topologico y representa la relacion
entre las lineas de fuerza. A través de este se entiende el mecanismo con el que un plas-
ma se relaja mediante fenémenos de reconexiéon magnética, conservando la helicidad
pero disipando energia magnética. Esto lo argument6 Taylor en [11] de la siguiente
manera: St una linea cerrada de campo estd inicialmente ligada a otra n veces en un
plasma perfectamente conductor, entonces deberd permanecer asi durante cualquier
cambio posterior en el plasma, que coincide con lo que ilustra Bellan [4] en la figura
[4.1] En el diagrama se observan dos anillos inicialmente separados que representan
las componentes del flujo de campo magnético en dos distintas direcciones. Luego se
muestra un corte a los tubos de flujo que hace a los dos anillos terminar conecta-
dos. Este ‘corte’ representa el fenémeno de reconexiéon magnética, donde las lineas
de campo se reconfiguran debido a un fenémeno de filamentaciéon de las corrientes
en el plasma, lo que produce el cambio en la topologia. Posteriormente, se observa la
deformacion de los anillos mientras se mantiene la conexiéon entre las lineas, es decir,
el argumento de Taylor.

Figura 4.1: Proceso de conservacion de la helicidad magnética. (a) Dos tubos de flujo ligados
y sin torceduras estan anidados entre si; (b) corte en los tubos; (¢) Reconexién de los tubos
en el corte realizado; (d) deformacion; (e)Méas deformacion; (f) Deformacion que derivo en
dos completas torciones del tubo de flujo que representa al campo magnético. Recuperado
de [4].

Ahora, con el objeto de obtener los perfiles de flujo y campo magnético que se
encuentran en un CLF, se debe volver a la expresion [£.3] Usando [2.27] y el ultimo

renglon de se convierte en
AB = A (Vb X &, + b)) = —V2e, + V'V x é., (4.15)

lo que implica

W (y) = A. (4.16)
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Integrando la expresion anterior para el caso particular en que A\ es una constante,
resulta que

b(¥) = M + Ao, (4.17)
lo que hace que b(¢))b (1) = A% y la ecuacion se vuelva
V2 + A% =0, (4.18)

la cual no es méas que la ecuacion de Hemholtz, para la que se tiene una soluciéon
analitica bien conocida a la que se puede llegar por el método de separacion de
variables. Se considerd a )y como una constante que simplemente se igual6 a cero.
Normalizando la ecuacion con las unidades adimensionales definidas en la ec. [3.17], se

llega a
OPU  10¥ 9V pord\ o
W+E%+W__<%>W’ (4.19)

2
y haciendo A% = (%) A2, entonces

v 10V 9%

—— = + A’V = 0. 4.20

8$2+x0x+892+ (4.20)
Suponiendo que la solucion es de la forma ¥ = R(r)O(#) y sustituyendo esto en la
ec. 4.18] se obtienen las ecuaciones diferenciales

d*R 1dR v?
- A2 - = 4.21
d:p2+xd$+( :L‘2>R ’ (4:21a)
2
O | gy, (4.21b)

donde v es una constante de separacion. Las soluciones a estas ecuaciones diferenciales
son

0(f) = Cre*™?, (4.22a)
R(Ax) = CyJ,(Az), (4.22b)

donde J,(Ax) es la funcion de Bessel de orden v. Asi, la soluciéon completa de es
U(z,0) = J,(Az) [A,e™® + B,e "] . (4.23)

En el caso en el que hay simetria azimutal, donde la seccion transversal del aparato
es circular, se tiene que v = 0 y entonces

U(z) = CJo(Ax), (4.24)

con C constante. Entonces los campos magnéticos, por las ecuaciones y |2.28b),
son

By = —ACJ,(Ax) (4.25a)
B, = ACJy(Az). (4.25Db)
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Figura 4.2: Perfiles magnéticos tedricos y experimentales de un reversed field pinch. By re-
presenta el campo magnético toroidal, que se aproxima por el axial en geometria cilindrica,
vy By el poloidal, que se aproxima por el azimutal. Los puntos representan mediciones expe-
rimentales mientras que las lineas continuas, las soluciones teoricas. Recuperado de [11].

Puede notarse que las soluciones obtenidas para el campo (ver fig. se aproxi-
man razonablemente a las que ocurren experimentalmente en un reversed field pinch
o un pinch de campo invertido (RFP). En estos dispositivos se aplica con bobinas
externas un campo magnético toroidal By y por algiin proceso de ionizacion, se crea
un plasma para luego introducir una corriente I que se encarga de crear el efecto de
compresion. Durante este proceso, ocurren algunos fendémenos interesantes, ya que se
ha observado que después de una fase inicial turbulenta, el plasma alcanza un estado
més quieto en el que las fluctuaciones se reducen y en el que los perfiles de campo
magnético son independientes del experimento en particular, dependiendo solo del
parametro 21/ RBy. Este parametro, ademas, tiene un valor critico que al excederse,
el estado relajado del campo magnético es tal que su componente toroidal se invierte
cerca de la pared [11].



5 Analisis Numérico del Problema de
Equilibrio

Como ya se vio anteriormente, las ecuaciones de equilibrio de un plasma son
de segundo orden y en general, no lineales, lo que hace necesario utilizar métodos
numéricos para resolverlas. En este trabajo se analiza el problema desde dos puntos
de vista distintos. Por un lado, el flujo magnético, asi como la derivada de este, deben
tener un valor finito en el origen, el cual se mide experimentalmente, volviéndose el
hallarlo un problema de condiciones iniciales. Por otro lado, el hecho de que un plasma
en confinamiento tiene un perfil de presiéon que se anula o se vuelve minimo cerca de
las paredes que lo contienen, como se observa en la figura [1.4(b), da una condicion
en la frontera para la ecuacion de equilibrio, cuando la presion depende del flujo.

5.1. Equilibrio como Problema de Condiciones Ini-
ciales

Tal y como se plantearon las ecuaciones de equilibrio del plasma, buscar una
solucion equivale a resolver el siguiente problema de segundo orden y de condiciones
iniciales:

Sea 1 (r) una funcién dos veces diferenciable, con re[0, 1], f(r,1,%") una funcion
arbitraria y a y o constantes reales, entonces para la ecuacion

r) = flr, ), (5.1)

con condiciones iniciales ¥(r = 0) = «, ¥'(r = 0) = o se puede obtener una apro-
ximaciéon a su soluciéon mediante el siguiente esquema de Runge - Kutta de cuarto

25
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orden:

ky = hay,
L= hf(rn, Yn,y,)
ko = h(ty, + (1/2)l)
lo = hf(rn+ (1/2)h, 0 + (1/2)kih, 4l + (1/2)11)
ks = h(¥, + (1/2)l)
ly = f(ra+ (1/2)h,n + (1/2)k2, ¥, + (1/2)15)
ky = (¢, +13)
ls = f(ron+h,¥n + ks, ¢y, +13)
Yy = 4 (h/6)(I1 + 2la) + 213 + 1)
V1 = Yn + (h/6) (k1 + 2k2) + 2k3 + ka),

el cual se observa implementado en la funciéon de python del codigo (D.1). Tal y como
se menciona en [12], este método a través de esquemas de Runge - Kutta (ver seccion
C.1) es una forma muy estable y precisa de resolver problemas como el presentado.

5.2. Equilibrio como Problema de Condiciones de
Frontera

Ahora, considerando el equilibrio de un plasma como problema de condiciones a
la frontera, el planteamiento seria de la siguiente manera:

Sean ¥ (r) la funcion de flujo, dos veces diferenciable, con r€[0, 1], f(¢,1,v) una
funcién arbitraria y a y 8 constantes reales, entonces la ecuaciéon de equilibrio es de
la forma

W(r) = fr, .47, (5-3)

con condiciones iniciales ¥(0) = a y ¥(R) = (. En este caso, lo que se conoce es el
valor de la funciéon de flujo en el centro del aparato, ya que por sentido fisico, este
debe tener un valor finito ¢(r = 0) = «. Sin embargo, dado que en principio no
se conoce 1'(0), se propone resolver el problema como uno de condiciones iniciales,
dando una aproximacion inicial de la derivada ¢'(0) = ¢ y luego utilizando RK.
Luego procede ver si la solucion obtenida cumple la condicién esperada en la frontera
W(R) = B, y si esto no se satisface, se puede suponer que el valor inicial escogido
de t no era el correcto. En seguida, se modifica el valor de t y se vuelve a usar el
esquema RK. Este proceso se repite hasta que se obtenga una solucién que cumpla la
condicién en la frontera. Esto hace que el problema consista en encontrar un t tal que
(R) — = 0, es decir, en un problema de bisqueda de raices. Conviene escoger el
método de Newton-Raphson, ya que se sabe, es uno de los mas rapidos en converger
a la solucion [13]. Este proceso descrito, conocido por método del disparo no lineal, se
analizard de manera mas detallada a continuacion.



5.2. EQUILIBRIO COMO PROBLEMA DE CONDICIONES DE FRONTERA 27

Por como se propone t, se puede considerar que la solucién final depende de este

¥ =(r,t), volviéendose una variable més, y por lo tanto

oy of

) = v, ),
8 0 0
f( DG+ G G
of 31//
+ 5 )5
Con r y t independientes entre si. Entonces 0r/0t =0y
(?w” af af Gw’
= o) 3+ 5 ()
es una ecuacion con condiciones de frontera
oY B oY’ ot
E(O,t) =0 o (0,t) = e =1

Definiendo z(z,t) = a V(1 t) y sustituyendo esto en la ecuacion

of
I

or
o'’

Z//(Tv t) ( ¥, w) Z(Ovt) =0,

2(0,t) =

(5.4)

(5.6)

1, (5.7)

con 0 <7 < R. De esta forma, para cada valor propuesto de ¢t deben resolverse (|5.3)

y (B.7).

Sea w = 1), entonces [5.3| se convierte en el sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden con condiciones iniciales:

L=, v(0) = a,

= ), w0 =t
De forma anéloga, para se tiene el sistema

% = w, 2(0) =0,

W= ), w) =1
donde g(r, v, v') = 220 (r, v, ¢') + w2,

Ambos sistemas de ecuaciones se re-

suelven simultémeamente en cada 1tera010n de t y para cada uno, se puede usar un

esquema de RK como el de la seccion [C.I}
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5.3. Validacion con el Caso del Campo Libre de Fuer-
zas

El caso del campo libre de fuerzas discutido en la seccion [ es de interés al permitir
poner a prueba los algoritmos realizados para resolver la ecuacion de equilibrio. Para
facilitar la escritura del codigo, se empezd por reescribir bajo la suposicion de
que hay simetria azimutal,

Fla, W, 0 = W () = —i\ll’(x) _A2W(x), (5.8)
donde A = Arg = 1. Como se observa en [5.8 el primer término empezando por la
izquierda de la funcion f(x, W, V'), contiene el factor 1/z, el cual diverge en z = 0
y proviene del laplaciano en la geometria adoptada, lo que indica que el problema
con el origen continuaria apareciendo para cualquier tipo de perfil. Esto implic6 dar
un tratamiento particular en el origen, pues en algunos casos, sobre todo cuando la
derivada del flujo no tiende a cero a la misma velocidad que lo hace x, entonces los
resultados devueltos por los métodos RK divergen. La técnica por la que se optd
fue hacer una expansion en serie de Taylor a la ecuacion de equilibrio alrededor
del origen y obtener una soluciéon analitica a tal ecuacion, la que serviria en alguna
vecindad del origen. Fuera de esa vecindad, el resto de la soluciéon seria aproximada
numéricamente, en una zona donde ya se encuentra el problema de la divergencia. En
este caso particular del CLF, se utiliz6 a la ya conocida soluciéon analitica dada por
en el intervalo ze[—0.05,0.05] y se empat6 con la soluciéon numérica.

Desde la perspectiva de condiciones iniciales, al c6digo se le pasaron los valores de
la solucion analitica y su derivada en los extremos de la vecindad, es decir, ¥(0.05) =
Jo(0.05 - A) y ¥/(0.05) = AJ;1(0.05 - A). Con esas consideraciones, se obtuvieron los
resultados para el flujo magnético de la fig. 5.1 donde se graficé también la solucion
analitica dada por y el error absoluto de la aproximacion.

W(x)
= Sol. Analitica Error Absoulto
0.0008

0.0007
0.0006
0.0005
0.0004

0.0003

0.0002

03001

Figura 5.1: Flujo magnético del campo libre de fuerzas resuelto como un problema de condiciones

iniciales con el codigo (D.2))
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Desde la perspectiva de condiciones de frontera, se obtuvieron los resultados de la
fig. 5.2 por el proceso descrito en la seccion 5.2 Nuevamente, se le paso por condicion
inicial el valor del flujo analitico en el extremo de la vecindad y como condiciéon de
frontera el valor de la ya conocida solucién analitica en radio fijado de longitud 3. Es
decir, se resolvio |5.8 con las condiciones ¥(0.05) = Jy(0.05- A)) v ¥(3) = Jo(3A).

- | Error Absoluto
75

m— Sol. Analitica

— Aprox. Numérica

0.001p
0.0007]

0.0005

uul)l“
0 1

Radio «

Figura 5.2: Flujo magnético del campo libre de fuerzas resuelto como un problema de frontera

fija con el codigo (D.4)).

Se puede notar cualitativamente al comparar las curvas analitica y numérica, que
los calculos empatan congruentemente por ambos métodos. Usando estos resultados

y las ecuaciones y [2:28D)] asi como los campos analiticos dados por

y la ec. [1.6] se obtienen la configuracion de campos magnéticos asi como el factor de
seguridad de la figura [5.3|
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B(z) q(z)

= Sol. Analitica

— - Aprox. Numérica

/ 0 —0.5 0.5 1\.
1 / 0 —05 05 1\ I
0.2

Figura 5.3: Perfiles de campo magnético y del factor de seguridad q. En lineas punteadas se muestran
las soluciones analiticas mientras que en lineas continuas, las numéricas.

Teniendo ya la forma de los campos magnéticos, con la ecuacion [2.31] se calculo el
flujo axial, integrando numéricamente con la Regla de Simpson [C.5] obteniéndose el
flujo axial de la figura [5.4]

- ] 2

2 5
Radio Error Absoluto

—0.4

—0.6

mm— Sol. Analitica

m— Aprox. Numérica

Reicy
I -2 -1 0 1 2

Radio «

Figura 5.4: Perfil de flujo axial y y error absoluto respecto de la solucion analitica obtenida pre-
sentada en la ec[5.9]

En la misma figura[5.4] puede observarse la comparacion con el flujo axial analitico
que se obtuvo al integrar 2.3I] como se presenta a continuacion. De la ec. se
tiene b(v)) = B,(z) = ACJy(Az), de forma que, usando la identidad de las funciones
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de Bessel y el cambio de variable Az — u, se sigue

Az
x(z) :C/ Az' Jo(Az")da!
0

=Sl o

A

Luego, para comprobar que con la ec. se reproduce el factor de seguridad mos-
trado en la figura [5.3] se aplico la regla de la cadena para obtener

~1
o) - X e ()7 o0
Yo drdy  dr \ dr
y asi calcular ¢(z) en términos de las derivadas de los flujos magnéticos. Para la dife-
renciacion numérica se utilizaron las reglas y para los extremos y para los
puntos interiores. Se observé que al derivar el flujo axial respecto al flujo azimutal, co-
mo se indica en la ecuacion [2.30] se recupera la curva del factor de seguridad obtenido
previamente mediante la expresion La congruencia entre los resultados obtenidos
teoricamente ayudoé a dar validez a los codigos utilizados, asi como a los métodos
escogidos, lo que permite aplicarlos para analizar perfiles de equilibrio distintos que

pudieran no tener soluciones analiticas.

5.4. Resultados con Perfiles Polinomiales de Equili-
brio

Habiendo probado el codigo, se pueden ahora analizar nuevos formas de la ecuacion
de equilibrio. Dado que en principio se requiere tener control de los perfiles de presion
del plasma resultantes, se propone que la ecuacién de equilibrio azimutal sea de la
forma

n

V2 = poJ, (V) = ZAi\lﬂ = Z(ai + B;) W, para i =0,1,...n, (5.11)
=0

i=0
donde
Ai =y + ﬁi, con oy, 6i6R7 (512&)
n o i
poP(¥) = =) H—l‘l’ T —poy (5.12b)
i=0
o
b(W)==+,|-2 it 5.12
W (3w en). 5120

con py y by parametros para controlar la altura de las curvas y asegurar que b(1) solo
tenga valores reales, por sentido fisico. Se comenz6 por analizar el problema como
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uno de condiciones de frontera para n = 1 en las ecuaciones y b.12d, de forma
que

—poP = ayU? + ¥ + a, (5.13a)
1
—5192 = %qﬂ + BoW + f33, (5.13b)

con lo que la ecuaciéon de equilibrio se ve como
V2 = (a; + BV + (ag + B2), conU(z=0)= Vo, ¥(x=R)=0, (5.14)

donde la condicion de frontera se escogié para que se cumpla que P(V((r = R)) = 0.
Expandiendo el laplaciano en coordenadas cilindricas, entonces la funcion f(W¥, ¥, )
que se ingresa en el algoritmo de RK queda dada por

U = f(U, 0, 2) = —(1/2)V + (g + B2)¥? + (o1 + BV + (ag + Bo).  (5.15)

De la aproximacion obtenida mostrada en la fig. [5.5] se observa que con los pardmetros
escogidos se tienen soluciones parecidas a las del campo libre de fuerzas (ver fig. |5.1).

h
ISRy

—1.0 —05 0k 0.5 1.0 —1.0 —0.5 )0 0.5 1.0
Radio = Radio =

J.(x) P (x)

~1.0 05 00 05 1.0 —1.0 —05 0o 05 .00 =10 —0.5 0o 05 1.0
Radio = Radio x Radio =

Figura 5.5: Curvas soluciéon de la ecuacion con los parametros: as = —0.0, 8o = —0.0,
ap =—1.38, 51 =—-1.38, ap = —1.0, By =-1.0,a =0, g =0.

Se debe notar que debido a las condiciones de frontera impuestas, en realidad el
flujo obtenido (ver. fig no tiene sentido fisico, pues por su definicién debe ser no
decreciente. Calculando numéricamente los campos magnéticos con ([2.28b)) y (2.28a))
por diferencias finitas centrales para el caso del campo azimutal, se observé de nuevo
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que se conserva la forma del campo libre de fuerzas. A pesar del problema con el
flujo, con esta definicién se pueden obtener perfiles de presion que no sean constantes
e incluso, controlando los pardmetros, que sean decrecientes, como los de un plasma
confinado, aunque estos se mostraran para el siguiente perfil a analizar.

Buscando perfiles el flujo con mas sentido fisico, se propuso que P(V¥) y b(V)
tengan un término mas:

P = %w?’ + %W + oo+ a (5.16a)
=2y Dy g, (5.16b)

(5.16¢)
con lo que la ec. de equilibrio adquiere la forma
VU = (ag + B2) 0% + (a1 + B1) ¥ + (ap + Bo), (5.17)

con las condiciones de frontera escogidas como U(x = 0) = Uy y ¥(z = 1) = 0.
Luego de resolver el problema de la misma manera que con los anteriores, se observo
el efecto de la singularidad antes mencionada, asi que para poder tener la solucién
completa incluyendo el origen, se realizd6 una expansion en serie de Taylor del lado
derecho de la ecuaciéon que a primer orden se convierte en

v 1d\II—A 2 Ay + A1+ ¥ AU2 + AW+ A
E—i_;%_ 22" + (242 + Ay + Wo)o + (A2W5 + AW + Ay), (5.18)
donde A; = a; + B;, @ = 0,1,2. Con la ecuacién diferencial de esta manera, ya
es posible obtener una soluciéon que estard compuesta por una solucién para el caso
homogéneo ¥;, mas una solucién particular ¥, para el caso general. En el primer caso,
se tiene que
>V, 1dv,
dz? 1 dx
que se puede reescribir con el cambio de variable u(x) = ¥} (x) como

=0, (5.19)

d d
7“ - —f — In(u) = —In(z) + C, (5.20)
de manera que la soluciéon homogénea es
Uy (x) = ayln(z) + by, (5.21)

con a; y by constantes. Por otro lado, se propone una solucién para el caso no homo-
géneo de la forma

\Ilp(a:) = Cg$4 + Cll'g + 00.12, (522)
que al ser sustituida en la ecuacion y haciendo la comparaciéon de términos para
que se cumpla la igualdad se llega a que las constantes propuestas cumplen

A

Cy :1_62’ (5.23a)
245+ Ay + U

o, =t 2+91+ ). (5.23b)
A U2 4+ AT, + A

00:< 2Wo + Avllo + Ao) (5.23¢)

4 I
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de manera que la solucion general es
U(z) = —arln(z) + Cya' + Cra® + Coz’ 4 C. (5.24)

Las condiciones de frontera implican a; = 0 para eliminar la funcion in(z) que diverge
en el origen, por lo que

U(z=0) =0, = C, (5.25)

y la solucién para la vecindad elegida alrededor del origen de (—0.05,0.05) es
\I’(ZL‘) = CQZL‘4 + leL‘S + O()ZL‘2 + \I/(). (526)

Con este método, se obtuvieron el flujo y la corriente axial de la figJ5.6] En este caso
el flujo es una funciéon creciente y el perfil de presion corresponde al de un plasma
confinado, manteniendo valores positivos. Ademaés, el factor de seguridad se puede
tener en valores mayores que uno (fig. . Se puede notar una variaciéon en el centro
que en realidad se origina por la diferencia entre la aproximaciéon analitica y los
resultados numéricos.

Figura 5.6: Curvas solucién de la ecuacién con los parametros as = 0.4, 82 = 0.4, 1 =
0.1, =0.1,a9 = 2.0, 8y = 1.863, . = —2.2, 8 = —4.

De los resultados obtenidos considerando al problema de equilibrio como uno de
condiciones de frontera, se observo que los perfiles que mantienen el sentido fisico de
las curvas tienen V'(x) ~ 0 y ademés, en los resultados de la fig. se encontr6 que
estos eran muy sensibles al cambio de los parametros o y 3, por lo que se optd por
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cambiar el enfoque del problema tomando desde un inicio que ¥/ (x = 0) = 0, lo cual
lo vuelve el problema de condiciones iniciales

V2= AW, W(0) =Ty, ¥(0) =0, (5.27)

=0

con A; = «a; + f;, parai =0, ...,n. Aplicando entonces el esquema de Rungge - Kutta
mostrado en el apéndice para ecuaciones diferenciales de segundo grado, se obtuvieron
los resultados de la fig. para el caso n = 3. Los campos magnéticos se calcularon
de la misma forma que se hizo con los casos anteriores mientras que P(V) y b(¥) con

o P(T) = %qﬁ + %@3 + %qﬂ + a0l + a, (5.28a)

1 ,
—§b(qf)2 = %\114 + %\DS + %\D? + BoW + 3, (5.28b)
(5.28¢)

Del flujo anteriormente obtenido se encuentra que el término cibico de la ec. [5.11

W x(@) B(x)

25 0po 125 050 075 00
Radio z —1.00 —0.75 =050 —025 0.0 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 5.7: Curvas solucion de la ec. conn =3, ag = 1000, B3 = 1000, ao = —10, By =
—10, al =-5, p1=-8, ag=1, o =—-0.6, a = -5y g =—-0.01.

tiene un efecto menor respecto a los demas términos, pues su factor Az = az + [
es, en el caso mostrado, dos 6rdenes de magnitud mayor. Para explorar lo que ocurre
cuando este término se vuelve atin més grande, se hicieron los calculos para As = 4400
(ver figs. . Estos resultados permiten observar que el término ctbico hace que la
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corriente tienda a ahuecarse asi como que el factor de seguridad alcance maximos
locales cerca de 1, en el caso de los resultados de la fig. [5.8] Para todos los resultados
de las figuras y de nuevo fue necesario usar una aproximacion a la solucién
analitica en una vecindad del origen que se empaté con la solucion numérica y que se
obtuvo de la misma forma en que se calcul6 [5.26] La expresion esta dada, para este
caso, por

645, + 24 34,3 4 24,0, 4 A AR+ gV 4 Ay 1 A
\Ij(x):( = 2>x4+( B e 1>x3+( B O)CUQWO’

(5.29)
y se utilizo en el intervalo xe(—0.05,0.05).

U(z x(x) B(z)
12

0251600 025 030 075 00 00 075 —0.50  —0.25 49290
Radio x Radio x

Figura 5.8: Curvas solucién de la ec. para n = 3, ag = 2200, 83 = 2200, 0 = —1, 52 =
—10,al = =5,8, = —10,a0 =1,5p = —0.5,aa = -5y 8 = —0.1.



6 Formacion de Islas Magnéticas en
la Columna de Plasma

Ya en el capitulo |3]se discutié como el campo magnético y la corriente descansan
en superficies de presion constante y resulté también que ésta se puede ver como
funcién del flujo magnético. En general, una superficie magnética definida por la
funcion f(r) = constante es aquella que cumple B - Vf = 0 para cualquier punto en
las lineas de campo. Esto es de interés pues es indispensable la existencia de estas
superficies para lograr el confinamiento del plasma, aunque en la realidad lo que se
encuentra es una aproximaciéon a ellas en los plasmas o en una pequena parte del
volumen de estos cuando existe simetria [14]. De acuerdo al teorema de KAM ( [15]),
al hacer una pequena perturbacion en el caso simétrico, las superficies magnéticas se
mantendrén casi constantes y bien definidas excepto en un espacio proporcional a la
raiz cuadrada de la perturbacion. En este espacio, ocurriria un cambio en la topologia
del campo, apareciendo islas magnéticas e incluso, comportamientos cadticos dentro
de ellas. Para analizar este fenémeno, conviene hacer uso del formalismo hamiltoniano
en los plasmas que se comenta en la siguiente seccion.

6.1. Naturaleza Hamiltoniana del Campo Magnético

De las distintas formas que existen para representar un campo magnético, se ha
escogido por conveniencia la propuesta por White (2014) en [14]. En este texto pri-
mero se mostrara la representacion en las coordenadas toroidales originales utilizadas
por White r(r,0,¢) y después se presentara la forma equivalente en coordenadas
cilindricas.

Sea el potencial vectorial

A=ANr+ AV + AV,
y G una funcién tal que 0,G = A; para i = r, 6, p, entonces
A =VG+ (Ap — 0,G)VO + (A, — 0,G)V . (6.1)
Definiendo a los flujos toroidal y poloidal por
P=A4-0G y Y=—(A,—0,G), (6.2)

37
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entonces

A = VG + OV — Vo, (6.3)

y por lo tanto el campo magnético es
B=V®xV0—-Vix V. (6.4)

Con esta expresion, las lineas de campo quedan definidas por

d® B-V®
dp  B-Vy
(Vip X Vi) - VP
(VD x V) - Vo (6.5)
(Vi x VO) - Vi)
(Vo x V) -V
_ 9%
a0
Y
dd B-VH
dp  B-Vy
(Vo x V) -V
(Ve x Vh) Ve (6.6)
(Ve x V8)-Vy
~ (VO x V) -V
_ 9y
T

De esta forma se obtienen las ecuaciones para las lineas de campo que se pueden
considerar equivalentes a las ecuaciones de Hamilton

oy dd oy do

S 00 dy 9% dy’

(6.7)
donde 1) equivale al Hamiltoniano, ® al momento candnico conjugado, 6 a la coor-
denada generalizada y ¢ al tiempo. Con la forma del campo de la expresion [6.4] se
tiene entonces que ® y 1 son superficies de flujo si ®(¢p = ¥(P)), pues asi se cumple
que B-V® = B - VY = 0. Ya con estas expresiones, se puede pasar a ilustrar co-
mo se rompen estas superficies magnéticas al introducir pequenas perturbaciones al
"Hamiltoniano"del sistema, es decir, a la funciéon de flujo poloidal 1. Pero antes, es
mejor hacer la analogia con las coordenadas cilindricas definidas anteriormente.
Dado que el flujo poloidal se defini6 como una medida de la cantidad de lineas que
cruzan las superficies formadas al fijar la coordenada 6, entonces 1 es equivalente al
flujo azimutal definido por % en la geometria cilindrica mientras que las superficies
de flujo toroidal, @, formadas al fijar ¢, se corresponden con las superficies con z fijo,
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es decir, con el flujo axial y. De esta forma, en g eometria cilindrica las ecuaciones
que muestran el cardcter Hamiltoniano de las lineas de campo son
oY dy oYy do 1
¢ dp X de ¢
donde se utilizo la definicion del factor de seguridad de la seccion [2.2.2] Analogamente,
también se define el factor de seguridad para el caso toroidal por
d 1
W _1 (6.9)
dd ¢
Debe notarse que las coordenadas escogidas 6 y ¢ pueden no ser las usualmente uti-
lizadas variables geométricas. Lo tinico que se requiere es que estas sean periddicas,
tengan periodo 27 y que el volumen definido por ellas sea topoldgicamente toroidal.
Nuevamente, se hace mencién de que el caso cilindrico se considera como una aproxi-
macion del caso toroidal con razon de aspecto grande, por lo que tiene sentido asumir
la periodicidad en la coordenada z cilindrica.

6.2. Destruccion de Superficies Magnéticas

Ya que se ha mostrado que las lineas de campo magnético siguen las ecuaciones
de Hamilton, entonces se puede ilustrar cémo es que las superficies magnéticas se
destruyen al perturbar el "hamiltoniano", es decir, el flujo poloidal. Descomponiendo
la perturbaciéon como una transformaciéon de Fourier y considerando un solo armoénico
se tiene

dd
) = /7 + V cos(ny — mb), (6.10)
con lo que las lineas de campo quedan dadas por
dd de 1
— = —Vmsin(ngy — mé y — = —. 6.11
i (ne ) io (@) (6.11)

De esta forma se aprecia como es que q(P), el factor de seguridad, es lo que define
la helicidad del campo sobre la superficie . Suponiendo a ésta como una constante,
entonces al integrar las ecuaciones [6.11] se encuentra que

9290

. Lo, v & — V cos(np — mb)

(n—7)

+ O, (6.12)

Se observa entonces que las superficies de flujo se distorsionan, pero aun asi permane-
cen anidadas siempre y cuando, ¢ no esté cerca del nimero racional m/n. Sin embargo,
si esto ocurre, el denominador tiende a cero, haciendo que ® crezca indeterminada-
mente. Esto hace necesario desarrollar a ¢(®) alrededor de ®y cuando ¢(®y) = m/n.
Despejando el coseno de la expresion y sea () = np — m#, entonces

O — Py

cos(Q) = — (%—q_1>, (6.13)
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que al derivar de ambos lados respecto a ¢ da

dQ _ ® — @y 1t

— si — 6.14
sin(Q) 5 = =504 (6.14)
que al acomodar los términos se convierte en
O — P, mq’
dQ = dp. 6.15
¢ —Vmsin(Q) < q? ) v (6.15)
Pero, de las ecuaciones [6.11] se sigue que
d® = — mV sin(Q)dyp, (6.16a)
mq' ,_ dg
dQQ =(® - dy; = —|o=a,- .16b
Q=@-a) (“)ds = Flaa, (6.161)
Dividiendo las ecuaciones y separando las variables:
. mq'
— msin(Q)dQ = (& — ) ( 7 ) dd, (6.17)
que al integrar se obtiene la expresion que describe a las islas magnéticas:
2¢°V
(@ - @) = == [cos(@) + 4] (6.18)

con k una constante de integracion que representa una condicion inicial. Una forma de
observar estas islas es fijar ¢ = m/n y encontrar la superficie de flujo ¢y que produce
ese valor. Entonces se hace variar () para una k fija y, en el caso de un gréfico de
Poincaré, se hace ¢ = 0.

Las ecuaciones anteriores se escribieron utilizando coordenadas apropiadas para
una geometria toroidal. Usando las respectivas equivalencias de cada una de estas
con las coordenadas cilindricas, entonces tendriamos la perturbacién sobre el flujo
azimutal dada por:

d
Y= / ox V cos(nz — mo). (6.19)
q
Analogamente, las ecuaciones de las lineas de campo quedan definidas por
dx . do 1
e msin(nz — mo)y a0 (6.20)

que al integrarse, se convierten en la expresion que describe a las islas magnéticas

(= xo)? — Qq;,v cos(Q) + K], (6.21)

con () = nz —m¢ y k una constante de integracion. De se observa que habra
puntos periodicos dados por cos(Q)) = 1 cuando k = —1y cos(Q) = —1 cuando k = 1.
Para hacerse una idea de la forma de las trayectorias, se puede expandir en serie de



6.2. DESTRUCCION DE SUPERFICIES MAGNETICAS 41

Taylor y a primer orden al cos(Q) alrededor de estos puntos, por ejemplo, utilizando
la aproximacion cos(Q) &~ 1 — Q*/2 cuando cos(Q) ~ 1, con lo que se vuelve

2Vq2 Q2
R )] (6:22)
que al reescribirse de la siguiente manera
q Q°
s () + (R~ L (6.23)

toma la forma de la ecuacién de una curva coénica. Esto permite predecir que las
figuras dibujadas por la perturbacion, las islas magnéticas, seran precisamente de
forma de una conica. Cuando cos(Q) este cerca de uno, los puntos formaréan variedades
elipticas alrededor de los puntos periddicos, y similarmente, cuando cos(Q) ~ —1,
las variedades seran hiperboélicas. Se formara entonces una cadena de trayectorias
hiperbodlicas y elipticas separadas por una linea separatriz definida por £ = 1 que
cruza por los puntos periddicos. Esta linea también define el ancho de las islas, y al
sustituir su valor de k en [6.21] se obtiene

PV
(X — x0)* =dx =4 /4 7 (6.24)

Algunos de los resultados para el campo libre de fuerzas con las expresiones obtenidas
se muestran en la siguiente figura:
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Figura 6.1: (a)lslas magnéticas formadas por la perturbacion cosenoidal del flujo azimutal
producido por el campo libre de fuerzas de la fig. para distintas superficies racionales
con k =1. (b)Ancho de las islas en funcion del radio para diferentes superficies racionales.
(c)Trayectorias formadas al variar k desde —2 a 2 para la superficie racional 4/5 alrededor
del flujo axial xg = 0.46. En todos los casos se utiliz6 V' = 0.0005 como amplitud de la
perturbacion.
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En la figura [6.1](a) se observan diferentes cadenas de flujo centradas alrededor de
distintos valores de y. Cada una de estas cadenas se obtuvo de forma aislada, esco-
giendo un valor racional de m/n = q(¢y(ry)) y obteniendo su respectiva coordenada
radial asociada ry. Con esta coordenada radial se obtuvo, a su vez, el valor del flujo
axial xo = x(ro) sobre el que se aplico la ec. [6.23] En un experimento real esto no
ocurriria asi, sino que se tendria una sola perturbaciéon que, como fue mostrado por
Fourier, estaria formada por una suma de distintas ondas, sus modos de Fourier. Cada
uno de estos modos puede entenderse como estas perturbaciones aisladas, pues solo
producirian islas en las superficies con las que entraran en resonancia, sin afectar a
las deméas. El comportamiento de la anchura de estas islas en funcion del radio del
cilindro se observa en la figura [6.1(b). En la figura[6.1j(c), se puede notar la aparicién
de las trayectorias elipticas o hiperboélicas que se esperaba segin lo mostrado por la
ecuacion [6.23] al variar k alrededor de una misma superficie racional. Se observan un
conjunto de trayectorias que oscilan sin cerrarse y que rodean a las otras trayectorias
elipticas cerradas, ambos tipos de trayectorias separadas por una linea separatriz, la
cual representa un punto de equilibrio inestable.

Ya que se ha mostrado lo que ocurre en el caso del campo libre de fuerzas, donde
el factor de seguridad es decreciente, se puede continuar con mostrar los resultados

obtenidos con los ejemplos de perfiles de las figuras [5.7] y [5.8}

20.0 3 20.
- = 1 J10 .

m/n -' - ' ‘ . !! 1 0.0225 *
ST -l

0.0200
0.0175
50.0150
= 0.0125 10.0
Z 00100 1

7/2
0.0075 ®

5
0.0050 x

0.00251 %

0.0+
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 xo = 0.007

0.11

I~

Figura 6.2: (a)lslas magnéticas formadas por la perturbacion cosenoidal del flujo azimutal
de la fig. para distintas superficies racionales. (b)Ancho de las islas en funciéon del radio
para diferentes superficies racionales. (c)Trayectorias formadas al variar la condicion inicial
k para la superficie racional 6/8 alrededor del flujo axial yo = 0.001. En todos los casos se
utilizé V =5 x 107 como amplitud de la perturbacion.
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Figura 6.3: (a)Islas magnéticas formadas por la perturbacion cosenoidal del flujo azimutal
producido de la fig. para distintas superficies racionales. (b)Ancho de las islas en funcion
del radio para diferentes superficies racionales. (c)Trayectorias formadas al variar la condi-
cion inicial k para la superficie racional 9/4 alrededor del flujo axial yo = 0.02. En todos los
casos se utilizo V =1 x 1077 como amplitud de la perturbacion.

En ambos casos resulta que la anchura de la isla crece con el radio, aunque en
el segundo, se observa que en un punto ésta cae y luego vuelve a subir. Esto tiene
sentido al observar en la gréafica del factor de seguridad de la figura [5.8] en la que éste
crece, y luego, empieza a decrecer.

Se puede observar en la literatura que estas cadenas de islas y la estructura que
las forma es equivalente a la de un péndulo exacto, con una separatriz bien definida,
asi como el interior perturbado y el exterior sin perturbar y cuyo hamiltoniano estaria
dado por:

2
H = —% +V cos(Q). (6.25)
Sin embargo, como deriva White en [14], si ocurre una perturbacion adicional en el
sistema, la separatriz ya no sera exacta, sino que se formara una banda de trayectorias
cadticas. El ancho de esta banda se podria estimar con la adicién de una pequena
perturbacion al hamiltoniano de este ‘péndulo’

H= %2 + Vcos(Q) — ecos(aQ —t — 1), (6.26)

luego usar una 6rbita sin perturbar cerca de la separatriz como ) = 4a tan(eﬁt) -
donde vV < 1y calcular los cambios debidos a € al integrar:

t

€ T

AH = / O:Hdt ~ —=sin(ty)e2vvV + términos oscilatorios. (6.27)
s VvV

Asi es como las orbitas cerca de la separatriz sufren un desfase en su posicion dentro

del intervalo limitado por AH. Cuando V se incrementa, la separatriz se ensancha y

se produce la pérdida de aquellas superficies magnéticas que retienen la topologia del
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campo original sin perturbar, o también llamadas superficies KAM debido a Kolmo-
gorov, Arnold y Moser. Estas superficies son importantes debido a que las lineas de
campo magnético no pueden cruzar a través de ellas y previenen al campo de difundir-
se. Si la amplitud V se incrementa lo suficiente, entonces las distintas cadenas de islas
se traslapan, hecho que fue establecido por Chirikov(1957) como un criterio para que
se produzca la pérdida de la ultima superficie KAM y ocurra la difusién caotica del
campo magnético. Se ha mostrado que esta aproximaciéon al comportamiento caético
o estocastico a través de sistemas hamiltonianos deterministas, exhibe un comporta-
miento aproximadamente universal independientemente de la forma del hamiltoniano,
lo que llevé a Chirikov a dar su criterio estudiando al sistema mas simple, el mapeo
estandar. De forma parecida, Escande en [15] realiza este tipo de analisis través del
hamiltoniano que describe el movimiento de una particula en la presencia de dos on-
das longitudinales. Profundizar en el proceso mediante el cual ocurre la transicion al
caos con este tipo de sistemas hamiltonianos se deja como trabajo futuro.



7 Conclusiones

Se desarroll6 el marco tedrico para describir un plasma confinado mediante campos
magnéticos a través de la teoria MHD. En el capitulo [2| se establecieron las coordena-
das que mejor se ajustaran a la forma del plasma. Por la utilidad que tendria en los
calculos de equilibrio, tales coordenadas fueron determinadas en términos de los flujos
de campo magnético toroidal - poloidal para un plasma toroidal, y axial - azimutal
para un plasma cilindrico. Hecho esto, en el capitulo [3] se combinaron las ecuaciones
MHD con las coordenadas establecidas en el capitulo 2] para derivar a la ecuacion
de equilibrio de un plasma para ambos casos. Estas ecuaciones de equilibrio resul-
taron ser dependientes de pardmetros del plasma como la corriente, la presion y el
campo inducido y sus soluciones permitieron ver si estos parametros producen, o no,
escenarios en los que la fuerza de presion sea anulada por el campo magnético.

En el capitulo [4] se trato el problema particular de un campo libre de fuerzas. Se
discutieron los fenémenos fisicos que lo producen, como la relajacion de la energia
magnética a través de fendémenos de reconexiéon bajo la conservacion de la helicidad
magnética definida por en plasmas de baja o nula resistividad y alta temperatura.
Esto llevo a un caso particular en el que la ecuaciéon de equilibrio se convirtié en
la ecuacion de Hemholtz cuya solucion analitica fue derivada y quedé dada por[4.24] A
través de las relaciones definidas en [2| se obtuvieron los campos magnéticos analiticos
del caso CLF y se observd que estos mismos se pueden encontrar aproximadamente
en experimentos de confinamiento toroidales como el pinch de campo invertido.

En el capitulo 5| se discutieron métodos para resolver la ecuaciéon de equilibrio[3.19
como un problema de condiciones iniciales y de condiciones de frontera para perfiles
en general, lineales o no lineales, y bajo la suposicion de simetrias azimutal y axial.
Se presentaron los algoritmos basados en esquemas de Runge-Kutta de cuarto orden
que permiten llegar a aproximaciones de las soluciones y se utilizo el caso del CLF
y la soluciéon para poner a prueba su funcionamiento asi como la programacion
realizada en lenguaje python. Se encontré que los algoritmos tenian problemas para
aproximar cerca del origen, por lo que se propuso obtener de forma analitica una
aproximacion a la soluciéon en series de Taylor en una vecindad del origen y utilizar
los algoritmos fuera de esa vecindad, de manera que se librara el problema. Solo en
el caso del CLF se utilizo la misma solucion [£.24) en lugar de la aproximacion en serie
de Taylor y se observo que las aproximaciones numéricas resultaron muy cercanas a
las analiticas, cuantificando esto con el error absoluto.

Habiendo aplicado los algoritmos al CLF, se propusieron formas mas especificas
y polinomiales para los parametros de corriente, presiéon y el campo azimutal que se
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sustituyeron en la ecuaciéon de equilibrio. Esto permitié observar las soluciones nu-
méricas del equilibrio en distintos escenarios, aunque en todos los casos fue necesario
usar la aproximacion de Taylor mencionada. Se observd que los casos cuya derivada
del flujo magnético en el origen era distinta de cero, solian devolver aproximaciones
sin sentido fisico, con perfiles de presién que se volvian negativos o perfiles no de-
seados, como perfiles de corriente huecos. Por otro lado, se encontr6 que la mayoria
de casos que devolvian soluciones con sentido fisico o mas préximas a las observadas
experimentalmente eran aquellos donde la derivada inicial del flujo era cero. Eso de-
terminé a resolver los perfiles consecutivos con las condiciones iniciales 1(0) = g y
¥'(0) = 0, ya no como un problema de condiciones de frontera formalmente, aunque
buscando perfiles de presion que se anularan en el origen.

En el capitulo [f] se mostro, a través de la relacion [6.20] para los flujos azimutal y
axial, que las lineas del campo magnético cumplen las ecuaciones de Hamilton si se
considera al flujo azimutal como el hamiltoniano. Luego se propuso que, al igual que
se hace en teoria clésica de perturbaciones, este podia ser perturbado senoidalmente
segln la ecuacion [6.19] Se mostré analiticamente que las superficies cuyo factor de
seguridad fuera racional producen cambios importantes al perturbar el flujo azimutal
y se derivo un forma de medir el tamafio de estas perturbaciones dada por [6.24] Se
seleccionaron algunos de los perfiles de presion, corriente y campo utilizados en el
capitulo [0}, asi como sus respectivas soluciones obtenidas de la ecuacion de equilibrio,
incluyendo el caso CLF | para aplicarles las perturbaciones mostradas. De esta forma,
se observo la aparicion de islas magnéticas debidas a la perturbacion del hamiltoniano,
asi{ como la variacion de su anchura respecto a la coordenada radial de la columna de
plasma.



A Algunas Identidades Utiles

Sean ¢ un campo escalar y U un campo vectorial, entonces se cumple lo siguiente:
V x (pU) = Ve x U+ p(V x U), (A1)

VxVxU=V(V-U)-VU (A.2)

Sea J,(z) la funcion de Bessel de orden n, entonces se cumplen las siguientes
identidades:

d ., o
@ (@)] = " (), (4:3)
d (27" T (2)] = —2 " T (). (A4)

dx

B Interpretacion Topologica de la He-
licidad Magnética

De la definiciéon de la helicidad magnética se tiene que esta cantidad, que es con-
servada en magnetohidrodinamica ideal, para los flujos de volimenes V; y V5 de la

figura B.I], queda dada por

K= | A-Bdr+ | A -Bdr. (B.1)
V1 V2

K1 K2

J/

Expresando al elemento de volumen por dr? = dl - BdS , con dl un elemento longitu-
dinal infinitesimal del contorno que delimita al tubo y dS la secciéon transversal de
este, entonces

KF/(A.B)dz-édS:f A-dl/ BdS (B.2)
Vi Cq S1
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pero, dado que el tubo 1 esté ligado al tubo 2, C'; es un contorno que rodea al tubo 2,
entonces se puede utilizar el teorema de Stokes y la definiciéon del potencial vectorial
respecto al campo magnético para ver que ¢, A-dl = [ V x AdS = [, BdS = ¢s.
Luego, la helicidad magnética queda dada por

K _/ BdS | BdS = ¢1¢s. (B.3)
Sa2 S1

Anélogamente, la helicidad asociada al tubo 2 es Ky = ¢9¢1, de manera que la
helicidad del conjunto completo es

K - Kl -+ KQ - 2¢1¢2. (B4)

flujo @, “
contornoC, ‘\‘\H
volumeny, i

/S b5
’// flujod >
// contornoCs
=i volumenv,

Figura B.1: Dos tubos delgados de flujo ligados. Recuperado de .

Supoéngase ahora, que se comprime el radio mayor del tubo dos hasta que queda
ajustado al tubo 1 y luego se le extiende sobre toda el area del primero. El tubo 2
quedara como una capa de pintura sobre el tubo 1 y la ec. [B.4] representa la helicidad
de un elemento diferencial de este arreglo, que al denotar al flujo del tubo 2 por dv
y al del tubo 1 simplemente por ®, entonces dK = 2dd.

Tubo #1

Tubo #2

(a) (b)

Si luego se extiende al tubo 1 y se incrusta otra capa de pintura, entonces aumen-
taran ambos flujos y se podré expresar la dependencia entre ellos por ¢ = (®) (ver
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fig. [B.2b)). Esto permite escribir d¢) = ¢/d®, con lo que dK = 2®¢'d® y la helicidad

sobre el volumen de todas las capas sera

K=2 /(1> Oy dd. (B.5)
0

Bajo esta configuracion se puede encontrar para el flujo ® que:

®
d=—
o P db
Ky
m
| e (B.6)
=— [ ove-dl
27T Cs

= S V x ®Ve - dS,
2T Sy

lo que permite dar cuenta de que V x &V tiene que ser el campo magnético a través
de la seccion transversal del tubo 1, Sq, es decir, que el campo en este tubo se puede
escribir como

1 1

Analogamente, el campo en el tubo 2 se puede representar por
1 1
B = —V x9YVp=—Vi x Vg, (B.8)
27 21

y haciendo el cambio de variable V® /27 — V® y Vi) /2r — V1), entonces el campo
total es de la forma

B =V® x Vi + Vi) x Vip. (B.9)

Con estas coordenadas, los desplazamientos en las direcciones ¢ y 6 quedan dados
por dl, = dp/|Vy| y dly = d8/|VE|. Y si dl es un incremento a lo largo de una linea
de campo magnético, entonces B x dl = 0, de donde se sigue que B,dly — Bydl, = 0,
y luego que

B,df  Bydyp
_ ’ B.10
VO [Vl -
es decir que
df VOB, _ |VO|[VY[[Ve| |V (B.11)

do  |VelB,  [Vel[VelVe] Vol

La ec. es una medida del ntimero de veces que una linea de campo va alrededor
de la direccion 6 por cada vez que rodea la direccion ¢, es decir, mide qué tan torcida
esta la linea de campo. Dado que ¢ = ¢(®), entonces Vi) = %Vfb = 'V y se

define a la torsiéon por

dy  df
T(®) =4 = d—g = (B.12)



Puede notarse que esta definiciéon coincide con las definiciones del factor de seguridad
como la derivada del flujo axial (o toroidal) respecto al flujo azimutal (o poloidal) de
los casos cilindrico y toroidal dadas por las ecuaciones v [6.9], pues de hecho, son lo
mismo. Finalmente, sustituyendo en [B.5 la helicidad magnética se calcula por
la expresion

K =2 / BT(®)dD. (B.13)

C Métodos Numéricos

C.1. Esquema de Runge - Kutta de cuarto orden pa-
ra Ecuaciones Diferenciales de Segundo Grado

Sean y = y(t) una funcion de clase dos y f : @ C R x R" — R™ continua en
el conjunto abierto Q y (to.yo, vo)€e2 los valores iniciales de f, entonces la ecuacion
diferencial ordinaria de segundo grado:

% = F(t,y(1),v(t)),

con y'(t) = v(t) y de condiciones iniciales y(t = ty) = yo y ¥/ (t = to) = v(t = ty) = wo,
tiene una aproximacion a la solucién dada por el esquema

ki = hv,

li = hf(Yns Uns tn)

ks = h(v, + (1/2)11)

lo = hf(, + (1/2)k1h, v, + (1/2)11,t, + (1/2)h)
ks = h(v, + (1/2)l5)

ls = f(yn + (1/2)k2, 00 + (1/2)l2, 1, + (1/2)R)

ks = (v, +13)

ly = f(yn + k3, vn + I3, t, + )

h
Upt1 = Up + E(ll +205) + 215+ 1y)

h
Yn+1 = Yn + g(lﬁ + 2ko) + 2k + ky)
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C.2. DIFERENCIACION NUMERICA 51

C.2. Diferenciacion Numérica

Sean feC?[a,b], neN, h = (b —a)/n y zoe(a,b). La derivada de la funcion f en
se puede obtener mediante las siguientes expresiones con su término de error

flxo+h)— f(xo) h

f'(xo) = Y -5 /"(&); (C.2)
f/(l'o) _ f(l‘o) — i(xO - h) i gf”(&% (C3)

y
f/(l'o) _ f(x() - Qh) - 8f(:150 - h)l';ff(xo +h) — f(xo + 2h) + %f(5)<€2)7 (C4)

para algunas & entre (zg — h, g + h) y & entre (zg — 2h, xo + 2h).

C.3. Integracion: Teorema de Simpson

Sean feC*[a,b], n par, h = (b —a)/ny x; = a+ jh para cada j = 1,...n. Existe
pe(a, b)) tal que la regla compuesta de Simpson puede escribirse con su término de
error como

b h (n/2)-1 n/2 b
[ 1@as =5 [ F@+2 3 o) +43 o)+ £0) | = T,

j=1 j=1



D Ejemplos de Coédigos

et rungek Znd(f, a=0, b=1, v0 =1., v0O = 0., N=1 )
3 h = (b-a)/N ;

4 v = y0

5 v = vi

[

7 X = np.linspace(a,b,N);

8 ¥ [y¥0l]

9 V = [wvO]
10 for i in range(N-1):
i1 kl = h*v[i]
12 11 = H*£(X[i]l, ¥[il, VIil)
1.2 kZ = h*(V[i]+({0.5)*11)
14 12 = h*F (X[1i]+(0.5)*h, Y[i]+(0.5)*kl, V[i]+(0.5)*11)
1.5 k3 = h*(V[i]+(0.5)*12)
16 13 = h*F(X[i]1+(0.5)*h, Y[i]+(0.5)*k2, V[i]+(0.5)*12)
17 k4 = h*(V[i]+ 13)
18 14 = h*f (X[il+h, Y[il+k3, V[i]+13)
19 FREFREABERE AR EE SRS
20 vy = Y[i] + (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)*(1/6)
21 v =V[i] + (11 + 2*12 + 2*13 + 14)*(1/6)
22 Y.append(y)
23 V.append(v)
24
25 X = np.array(X); ¥ = np.array{¥); V = np.arrayi{Vv)

return X,¥,V, h

[
o

Figura D.1: Cédigo al Problema de Condiciones Iniciales
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#D=finicidn de= constantes vy solucidén analitica
B2 = (Ax*2}%( (n0 * rO**2) /40 )

L = mt.sgrc (h2)
S0l _analitica = lambda x: sp.Jj0(M*x)

#Definicidn de funciones que conformar
f = lambda =, ¥, ¥l: —(1/x)*y1l — AZ+{
fr = lambda =, ¥, ¥1l: -2 ]

Yl = lambda =, ¥, ¢1l: - {1/ /x)

Eiran =rTAan 15 1137 AT
#Generacion de la solucion

rl

np.array (np. linspace (0,0.05,100) )

V1 = np.array(socl_analitica (rl})

B e T 7 mrrnd T2 R - -
funcién gue resuslve =1 eguilibrio por

53

disparo no lin

r2Z, ¥2, h = nonlinshoot(f, f£¥y, f¥l, a=a, o=, b=b, p=f, =Sol=s0l_analitica, N=N})

ETTrm T Am
Union de

= np.concatenate( (rl,r2}))

r
¥ = np.concatenate ( (Y1l,¥2))

fR=flexidn de la seolucidn bajeo la suposicidn de simetria radial

r = np.concatenate | (np.sort (-r),r)

Y = np.concatenate (W[::-1]1,¥))
#Cdlculo del error absoluto de la aproximacion respecto a la sol. a

error porcentual = abs (sol_ analicica (r) - W)

los resultados

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize= (30,15}, dpi=100

ax=axs[0]

ax.plot(r, S0l analitica(r}, label=r'Sol. Bnalitica')

ax.plot(r, ¥, label=r'Zprox. Numérica', dashes = dash espacio)
ax.spines["bottom"] .set position(("data", 0})
ax.spines['left'] .set position(("datca"™, 0))
ax.spines['right'].set wvisibkble (False)
ax.spines['top'].set_wvisible (False)

ax.plot(l, 0, ">k", transform=ax.get yaxis transform(}, clip on=Fal
ax.plot (0, 0, "k<", transform=ax.get yaxis transform(}, clip on=Fal
ax.plot (0, 1, ""k", transform=ax.get xaxis transform(}, clip on=Fal
ax.text(0.04, 1.05, r'S\P=i(x)s5")

ax.text(3.27, -0.04, r'Sxs")

ax.legend()

=e)
=e)

=e)

Figura D.2: Codigo Ejemplo de Solucién de Equilibrio por Condiciones Iniciales



tolerancia

h
tk

{b—a
e

3ol numericax

aol_ nume

¥ 3ol

k

while k
wl
w2
ul
u
for

+

I &

i

elae

fy, £¥l, sol=0, a= 1, e==0_0,. b=1.0, "B=1_10, max - Iter=
= 1/H
1/
o) f {b—a)
= Ial
ricay = [m]
<= max_ iter:
[=]
[tk]
iincrange{l; WN+l):
I =8 + {i=1)1%h
30T de Rungae—Kutbts
k11l =
k12 = h®fix; WwI[2-—1F, Ww2[i=1])
k21 = B* (w2 [i-11+{0_5)1*k1Z)
¥22 = hEFi{x+{0-5) *h, WEEi—11+{0_5)*k}1, WZEi-1}+{0_B)1%*k1Z)
k31 = h* (w2 [i-1]1+{0_5)1*k22)
k32 = hEf{x+{0:-5) *h,  wE[E-171+{0-5) *k2%, w2 [E-1F+{D:B)=k22)
kdl = h* w2 [i-1T+{0.5)*k32)
ki2 = h*E{x+h, wi [Z-1]+{0_5}%k31, w2{i=-1}+{05)y*k32)
PR R R R R EE R R R
wily = wl[i—1] + (k11 + 2*k21 + 2*k31 + k41)*{1/5)
w2y = w2[i-11 + (k12 + Z*k22 + 2%*k32 + k42)*{1lf&)
wl . append{wly)
Wz .append (W2wy)
cll = h*uz
c12 = h*({fy{x, wi{i-1], w2[i-17)%*ul +
fylfx, wlfi=1], w2 [i=1]]*aZ)
c2l = h*{uZ+{0.5) ®*cl2)
cZZ = h*[fy{fun+(0_5)*h, wIfi-=11, w21 1P eful+ (0. 5] % cll) F
el it (D 51*h, wiliz11, w2Ei-1})={aZF{0.5)*cEFL)]
e3l = h*{uZ+{0.5) ®c22)
cai=h*Eyixt (0. 5" &L [E=1]), &ZLi-17F)" (ni+f0:.5)*=c21) +
Eylix+{0_S¥*h, wlli-11, w2ZL[i-1T)="{u2+{0_5)*cZ2})
cd4l = h* {uZ+c32)
cd2 = h*{fyix+{0.5)*h, wll[i-1], w2[i-1})*(ul+c3l) +
Iyl ix+(0_S)*h, wlli-11, w2Z[i-17)™fu2+c32))
ul = ul + (1f8)*{cll+2*c21+i%*c31+c4l)
u2 =u + (1fe)*{cl2+2*c22+i%0c32+042)
bs{wl[-1]1-f) <= tolerancia:
for i in rangei{l, W+l}:
x = a + i*h
aocl _numericax.append{x)
3ol _numericay.append{wl[i])
bresk
tk = tk - (wl[H]l-g)/ ul
=k + 1
return Ap.array({aol numericax), Ap.arrayi{scl numericay), h

APENDICE D. EJEMPLOS DE CODIGOS

Figura D.3: Cédigo al Problema de Condiciones de Frontera



#D lcidn d= constantes v solucidn analitica
A2 = (A**2)* [ (O * rO%&3)/y0 )
A = mt.sgrt (h2)

g0l _analitica = lambda x: sSp.j0(A*x)

#D icién de funciones gue
f = lambda x, ¥, ¥l: —(1/x)*§yl - A2+y
fy = lambda x, ¥, ¥l: -A2 Fd=
¥yl = lambda x, ¥, ¥l: -(1/x)

solucidn

rl = np.array(np.linspace (0,0.05,100))

-

¥l = np.array(scl_analitica (rl)
#Condiciones de

=ri[-1]: b =
o= ¥yi[-11; B =

2]l equilibrio por =1 método del dispareo no linsal

laz funcién gue

r2, ¥2, h = nonlinshoot(f, f¥, f¥l, a=a, o=x, b=b, B=B, sol==s0l analitica, N=N)

la solucidn numérica

la selucidn a

r = np.concatenate((rl,r2))

¥ = np.concatenate { (¥1,¥2))

#Reflexion de la solucidn bajo la suposicién de simetria ra

r = np.concatenate ( (np.=2ort (-r),.r)}

¥ = np.concatenate ( (¥[::-11,¥))

del srror abscluto de o respecte a la sol
error porcentual = abks (30l analitica(r) - W)

acidén de los resultados

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize= (30,15), dpi=100})

ax=axz[0]

ax.plot (r, sol_analitica(r), label=r'Scl. Analitica')

ax.plot(r, ¥, label=r'Aprox. Numérica',K dashes = dash espacio)
ax.spines["bottom"] .set_position(("data", 0))

ax.gpines['left'] .set_position(("data”, 0))
ax.spines['right'].set_visible (False)
ax.spines['top'].set_wvisible (False)

ax.plot (1, 0, ">k", transform—ax.get_vaxis transform(), clip on=False)

ax.plet (0, O, "k«", transform—ax.get vyaxis transform(), clip on=False)

ax.plot (0, 1, ""k", transform—ax.get_xaxis_transform(}, clip on=False)
ax.text (0 r'$\P=i (x)$")
ax.text (3.27, r'Sxs')

ax.legend/()

Figura D.4: Cédigo ejemplo de Solucion de Equilibrio por Condiciones de Frontera
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