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Capítulo 1

Introducción.

El presente trabajo basado en [6] y [7] tiene como propósito introducir las
nociones primordialmente de geometría calibrada y alguna de sus aplicaciones,
teoría hasta cierto punto muy reciente, y la cual abordaremos en el capítulo 5.
Lo esencial en dicha geometría es que tiene su fundamento en cierta forma di-
ferencial inherente en una variedad diferenciable llamada forma de calibración,
dependiendo de dicha calibración se puede obtener información y clasificar a
las variedades, más precisamente, la calibración opera sobre espacios vectoria-
les y en el caso de una variedad suave M sobre un subespacio de su espacio
tangente TpM en algún punto p ∈ M ; la calibración nos dice entonces como
es la subvariedad S ⊂ M que tiene por espacio tangente el subspacio en el
que opera la forma de calibración. Es por ello que resulta atractivo el estudio
de dicha geometría. Otro aspecto importante que se abordara en esté capítulo
será brevemente el de subvariedades mínimas, ya que una consecuencia de la
teoría de calibraciones es que todas las subvariedades calibradas, son de hecho
mínimas, lo cual ofrece una nueva herramienta para encontrar subvariedades
mínimas.

En el capítulo 4 comenzaremos con una introducción a la teoría de los
grupos de holonomía, estos se originan por medio de las nociones de curvatura
y transporte paralelo a través de curvas cerradas en la variedad. Dado que
el transporte paralelo preserva normas, es por tanto un subgrupo del grupo
ortogonal O(n), veremos entonces que se pueden clasificar las variedades en
función de su grupo de holonomía, por ejemplo en el caso que dicho grupo
sea un subgrupo de SO(n) resultan variedades Riemanninas orientables, si
damos el paso ahora cuando es un subgrupo de U(n) se tiene el caso de las
variedades Kähler, por mencionar algunos. La relación que existe entre la teoría
de holonomía y la geometría calibrada se debe a que dependiendo del grupo
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de holonomía al que pertenezca la variedad se tiene una distinguida forma de
calibración, y así por tanto algún tipo especial de subvariedades.

En este trabajo nos interesarán las calibraciones en las variedades Calabi-
Yau, es por esto que en el capítulo 4 se verá principalmente la teoría básica de
este tipo de variedades. Las variedades Calabi-Yau son un tipo particular de las
variedades Kähler, las cuales a su vez son un caso de las variedades complejas,
deben su nombre a la conjetura Calabi y su posterior demostración por Yau.
El motivo de enfocarnos en estas variedades se debe a que como se mencionó
en el párrafo anterior, las calibraciones nos arrojan algún tipo distinguido de
subvariedades; partiendo del caso de las variedades meramente Riemannianas
estas subvariedades resultan de nuevo variedades Riemannianas si ningún es-
tructura adicional, lo mismo que en el caso de las variedades Kähler, es por
tanto que la geometría calibarada no resulta tan interesante en estos casos,
pero las variedades Calabi-Yau, las siguientes en el orden por su grupo de ho-
lonomía, son las primeras que si nos arrogan un tipo especial de subvariedades,
en este caso las de las especiales lagrangianas.

Como se mencionó previamente las variedades Calabi-Yau son un tipo par-
ticular de las variedades Káhler, estás últimas son variedades complejas, es
decir, sus mapeos de transición son biholomorfismos y por tanto son de di-
mensión real par, y que además tienen tres elementos distinguidos a saber
una métrica hermitiana, una forma simpléctica y una estructura casi comple-
ja. Dichos conceptos serán tratados en el capítulo 3, a su vez de la geometría
intrínseca y distinguida dentro de este tipo de variedades.

En los primeros capítulos se introducirán algunas nociones básicas tales
como formas diferenciales exactas y cerradas, los grupos de cohomología de De
Rahm, y el operador estrella y como este da origen a la noción de volumen de
una variedad.

Finalmente, en el último capítulo se exponen dos ejemplos que ilustran la
teoría desarrollada, así como llevar a la práctica los teoremas expuestos.



Capítulo 2

Preliminares.

Comenzamos esta sección mencionando los conceptos y resultados básicos
sobre la teoría de cohomología de de Rham, así como los conceptos que le
dan origen, y que a la postre nos serán útiles para definir nuevos conceptos.
Para tal propósito, sea Mn una variedad diferenciable, TM y T ∗M sus haces
vectoriales tangente y cotangente respectivamente, a sus secciones se les conoce
como campos vectoriales en el caso del haz tangente y 1−formas para el haz
cotangente. Un tensor T en la variedad M es una sección del haz

⊗r TM ⊗⊗s T ∗M en donde este último haz se compone del producto tensorial de los
haces respectivos. Se denota por Ωp(M) (0 ≤ p ≤ n) o también como Λp(T ∗M)
el espacio de las p−formas α en Mn. El operador lineal derivada exterior
d : Ωp(M) −→ Ωp+1(M) satisface

d ◦ d : Ωp(M) −→ Ωp+2(M) = 0. (2.1)

Es decir, para cualquier forma diferencial α, d(dα) = 0.

Definición 2.0.1 Una forma diferencial α ∈ Ωp(M) se dice cerrada si se
tiene dα = 0, por otro lado, si existe β ∈ Ωp−1(M) de tal forma que dβ = α
se dice que α es exacta.

Notar que por (2.1) las formas exactas son también cerradas. Dos formas
α, β ∈ Ωp(M) para las cuales se tiene que (α− β) es una forma exacta se dice
son cohomologas.

Definición 2.0.2 Se definen los grupos de cohomología de de Rham por

Hp
dR(M,R) =

formas cerradas
formas exactas

.
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En lo sucesivo solo se denotaran por Hp(M) con el fin de economizar la nota-
ción.

Si V es un espacio vectorial con dimV = n con una base ortonormal
{e1, ..., en} y producto escalar 〈 ·, ·〉 y Λp(V ) es el p−ésimo producto exterior
de V , se tiene un producto escalar en Λp(V ) dado por

〈v1 ∧ ... ∧ vp, w1 ∧ ... ∧ wp〉 = det (〈vi, wj〉) (2.2)

Así una base ortonormal para Λp(V ) está dada mediante

ei1 ∧ ... ∧ eip , 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ip ≤ n. (2.3)

Definición 2.0.3 Sea V un espacio vectorial orientado. Se define el operador
lineal estrella ∗ como

∗ : Λp(V ) −→ Λn−p(V ), 0 ≤ p ≤ n,

∗(ei1 ∧ ... ∧ eip) = ej1 ∧ ... ∧ ejn−p , (2.4)

en los que j1, ..., jn−p son de tal forma que ei1 , ..., eip , ej1 , ..., ejn−p es una base
positiva de V .

Así entonces notar que

∗(1) = e1 ∧ ... ∧ en, (2.5)

y recíprocamente
∗(e1 ∧ ... ∧ en) = 1. (2.6)

Ejemplo. En R5 si se considera una base ortonormal como (e1, ..., e5) se
tendría ∗(e1 ∧ e3) = −e2 ∧ e4 ∧ e5. Ya que

e1 ∧ e3 ∧ −e2 ∧ e4 ∧ e5 = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 ∧ e5.

Dicho operador es tal que no depende de la base ortonormal positiva en V .
Ahora, si f1, ..., fn es una base positiva de V . Entonces

∗(1) =
1√

det (〈fi, fj〉)
fi ∧ ... ∧ fn,

ya que si (e1, ..., en) es una base ortonormal se tiene que f1 ∧ ... ∧ fn =√
det (〈fi, fj〉) e1∧...∧en sustituyendo (2.5) y despejando se sigue la igualdad.
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Si consideramos ahora una variedad Riemanniana orientada (Mn, g) en-
tonces se puede dar una orientación en cada uno de los espacios vectoriales
tangente TpM y cotangente T ∗pM y así se puede definir un operador estrella
∗ : Ωp(TpM) −→ Ωn−p(TpM). En vista que la métrica en el cotangente está
dada por gij = (gij)

−1 por lo mencionado en el párrafo previo vemos que

∗(1) =
√
det (gij) dx1 ∧ ... ∧ dxn. (2.7)

A esta ecuación (2.7) se le llama la forma de volumen. Se define el volumen
de la variedad M como

vol(M) :=

∫
M
∗(1). (2.8)

=

∫
M

√
det (gij) dx1 ∧ ... ∧ dxn. (2.9)

2.1. Operador de Laplace

Definición 2.1.1 Si α, β ∈ Ωk(M) se define el producto L2 mediante

(α, β) :=

∫
M
α ∧ ∗β.

Tal producto es bilineal y definido positivo.

Observemos que en relación a dicho producto se tiene

(α, α) = ||α||2L2
=

∫
M
g(α, α) volg =

∫
M
|α|2g volg.

Usando ahora las propiedades del operador derivada exterior si α ∈ Ωk−1(M)
y β ∈ Ωk(M), sabemos entonces que dα ∈ Ωk(M), y así operar (dα, β) que
por definición se obtiene (dα, β) =

∫
M dα ∧ ∗β =

∫
M g(dα, β) volg.

Definición 2.1.2 Si α ∈ Ωk−1(M) y β ∈ Ωk(M) se define el operador d∗

como el adjunto a la derivada exterior d, con respecto al producto L2, es decir,

(dα, β) = (α, d∗β).

Con lo cual, d∗ : Ωk(M) −→ Ωk−1(M).



8 Preliminares.

Definición 2.1.3 El operador de Laplace se define mediante

∆ : Ωk(M) −→ Ωk(M)

∆α := d d∗α+ d∗ dα.

Una k−forma α se dice armónica si ∆α = 0.

Lema 2.1.1 Una k−forma α es armónica si y sólo si dα = d∗α = 0.

Demostración.
Primeramente, usando que el producto L2 es definido positivo, si la forma α
es armónica por definición se tiene que ∆α = 0, así entonces 0 = (∆α, α) =
(d d∗α + d∗ dα, α) y ya que también es bilineal esto es igual a (d d∗α, α) +
(d∗ dα, α), ahora en vista que d y d∗ son adjuntos, lo anterior es (d∗α, d∗α) +
(dα, dα) = 0 por lo tanto ambos d∗α = dα = 0.
Recíprocamente, si d∗α = dα = 0, entonces ∆α := d d∗α+ d∗ dα = 0 + 0 = 0.

C.Q.D.

Corolario 2.1.1 En una variedad Riemanniana compacta toda función armó-
nica es constante.



Capítulo 3

Variedades Kähler.

3.1. Variedades complejas y semi complejas.

Comenzaremos este capítulo introduciendo la noción de variedad compleja,
símil a la idea de una variedad suave un sistema de coordenadas holomorfas en
M es una colección {zα : Uα −→ zα(Uα) ⊂ Cn}, en la que Uα es una cubierta
para M y las funciones zα ◦z−1

β : zβ(Uα∩Uβ) −→ zα(Uα∩Uβ) son holomorfas.

Definición 3.1.1 Una variedad compleja Mn de dimensión compleja n es
una variedad suave cuyo sistema coordenado es holomorfo.

Asentando ideas si {(x1, y1, x2, y2, ..., xn, yn)} es una base ortonormal para Cn
y z1(x1, y1, ..., xn, yn), z2, ..., zn un sistema coordenado holomorfo para M , en-
tonces por las ecuaciones de Riemann-Cauchy ∂zα

∂xi
=

∂zβ
∂yi

y así para cada par
de funciones zα y zβ .

Definición 3.1.2 Dada una variedad complejaMn, una subvariedad real Sk ⊂
Mn se dice una subvariedad compleja si en cada punto s ∈ S existen coorde-
nadas holomorfas {zα} en una vecindad Us de s tales que

S ∩ Us = {t ∈ Us : zk+1(t) = ... = zn(t) = 0}.

En tal caso la dimensión de la subvariedad es k < n y desde luego, cada
subvariedad compleja es en si misma una variedad compleja.
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Definición 3.1.3 Una estructura casi compleja J sobre una variedad M de
dimensión real 2n es un endomorfismo J ∈ End(TM) que satisface J2 = −Id.

Una variedad de dimensión par equipada con una estructura casi compleja
J será llamada una variedad casi compleja denotada por (M,J). Además
toda variedad casi compleja es orientada.

Teorema 3.1.1 Sea (M,J) una variedad casi compleja y X ∈ TM . Entonces
son equivalentes

(1) LX J = 0

(2) [X, JY ] = J [X,Y ], Y ∈ TM.

Donde L es la derivada de Lie y [·, ·] el corchete de Lie.

Demostración.
Supongamos que LX J = 0, entonces

[X, JY ] = LX JY = (LX J)Y + J LX Y = (LX J)Y + J [X,Y ],

en vista que el primer sumando es cero, se tiene [X, JY ] = J [X,Y ].

C.Q.D.

Una variedad compleja siempre es casi compleja, para ver esto tomar una
carta zα : Uα ⊂ M −→ Cn y definir J como d(z−1

α ◦ i ◦ zα). El converso no es
cierto en general salvo una condición de integrabilidad.

Definición 3.1.4 Una estructura casi compleja será compleja si proviene de
una atlas holomorfo y en tal caso diremos que J es integrable.

Vemos que dada una variedad casi compleja comprobar que esta es compleja
requiere probar que cada mapeo de transición derivado de la estructura casi
compleja sea un biholomorfismo, tarea que en principio parece no sencilla. Para
tal efecto, existe otra obstrucción que permite comprobar cuando una variedad
casi compleja es compleja, y esta se basa en la nulidad de cierto tensor llamado
de Nijenhuis.
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Definición 3.1.5 Se define el tensor de Nijenhuis mediante

NJ(X,Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X,Y ].

Debido a un teorema de Newlander-Nirenberg dada una variedad casi com-
pleja es condición suficiente y necesaria que el tensor de Nijenhuis se anule en
todo X,Y ∈ TM para que la variedad sea compleja.

Teorema 3.1.2 (Newlander-Nirenberg 1957)
Una estructura casi compleja J es integrable si y solo si el tensor de Nijenhuis
NJ(X,Y ) se anula para todo X,Y ∈ TM .

Se define el haz tangente complejo por

TMC := TM ⊗R C ∼= TM ⊕ iTM. (3.1)

Si (M,J) es una variedad compleja para cada punto p ∈ M se puede
extender la estructura J de manera C-lineal a J : TC

p M −→ TC
p M . Dado que

C es algebraicamente cerrado y en vista que J2 = −Id se sigue que J tiene
eigenvalores {i,−i}. De lo cual descomponemos TMC = T 1,0 ⊕ T 0,1 de donde

T 1,0 = {X ∈ TMC | J(X) = iX}, (3.2)

T 0,1 = {X ∈ TMC | J(X) = −iX}. (3.3)

Y vemos que también los podemos expresar en la siguiente forma que nos
será más útil posteriormente.

Lema 3.1.1
T 1,0 = {X − iJX | X ∈ TM}, (3.4)

T 0,1 = {X + iJX | X ∈ TM}. (3.5)

Demostración.
Será suficiente probarlo para T 1,0 ya que el otro caso es completamente análogo.

J(X − iJX) = JX − iJ2X De la linealidad de J.

= JX + iX Ya que i2 = −1.

= iX − i2JX
= i(X − iJX)
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C.Q.D.

Dado que TMC es la versión compleja de una espacio vectorial real, la no-
ción de complejo conjugado tiene sentido, es decir, para X,Y ∈ TM,X + iY =
X − iY , por tanto si Z = X − iY por Lema 3.1.1 Z ∈ TMC.

Teorema 3.1.3 Los campos vectoriales del tipo (1, 0) sobre una variedad casi
compleja (M,J) son cerrados bajo el corchete de Lie si y sólo si el tensor de
Nijenhuis se anula NJ = 0, es decir, si la variedad es compleja.

Demostración.
Sean X,Y campos vectoriales en la variedad M . Hemos visto que los campos
del tipo (1, 0) son de la forma X − iJX, entonces

[X − iJX, Y − iJY ] = [X,Y ]− [JX, JY ]− i([JX, Y ] + [X, JY ]) (1)

Este último campo vectorial es del tipo (1, 0) si es de la forma U − iJU . Sea
U = [X,Y ]− [JX, JY ], entonces U − iJU se ve como

[X,Y ]− [JX, JY ]− i (J([X,Y ]− [JX, JY ])) (2)

y (1) = (2) si y sólo si

J([X,Y ]− [JX, JY ]) = [JX, Y ] + [X, JY ]

lo cual es equivalente a que NJ = 0.

C.Q.D.

Ahora, si {(zα, Uα)} es un sistema de coordenadas holomorfas se tiene que
para cada α los mapeos se pueden escribir como zα := xα + iyα.

Se definen {
∂
∂zα

:= 1
2( ∂
∂xα
− i ∂

∂yα
),

∂
∂z̃α

:= 1
2( ∂
∂xα

+ i ∂
∂yα

)
(3.6)

y

{
dzα := dxα + idyα,
dzα := dxα − idyα.

(3.7)
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Poniendo J( ∂
∂xα

) = ∂
∂yα

y J( ∂
∂yα

) = − ∂
∂xα

vemos que se satisface J2 = −Id
y más aún,

∂

∂xα
− iJ

(
∂

∂xα

)
=

∂

∂xα
− i ∂

∂yα
= 2

∂

∂zα
,

∂

∂xα
+ iJ

(
∂

∂xα

)
=

∂

∂xα
+ i

∂

∂yα
= 2

∂

∂zα
.

Por tanto vemos que localmente T 1,0 = 〈 ∂
∂zα
〉 para así ser llamado el haz

tangente homolomorfo y T 0,1 = 〈 ∂
∂zα
〉 el haz tangente anti-holomorfo.

Ahora, si ponemos V = ∂
∂xα
−i ∂

∂yα
se sigue que V = ∂

∂xα
+i ∂

∂yα
así entonces

J(V ) = J

(
∂

∂xα

)
+ iJ

(
∂

∂yα

)
=

∂

∂yα
− i ∂

∂xα
,

por otro lado

J(V ) = J

(
∂

∂xα

)
− iJ

(
∂

∂yα

)
=

∂

∂yα
+ i

∂

∂xα
=

∂

∂yα
− i ∂

∂xα
.

Lo cual muestra que T 1,0 = T 0,1 y T 0,1 = T 1,0.

Siguiendo la misma idea en formas exteriores, notemos que podemos ex-
tender la estructura casi compleja J a T ∗M , esto es, a 1-formas mediante
Jα(X) = α(JX) ∈ R.

Se define el haz cotangente complejicado por

T ∗MC := TM∗ ⊗R C. (3.8)

Nuevamente, ya que J tiene eigenvalores {i,−i} el haz tangente compleji-
cado se descompone mediante

T ∗MC = Λ1,0 ⊕ Λ0,1. (3.9)

De donde,

Λ1,0 = {eigenespacio asociado a i} = {α | Jα(X) = iα(X)}, (3.10)

y

Λ0,1 = {eigenespacio asociado a − i} = {α | Jα(X) = −iα(X)}. (3.11)



14 Variedades Kähler.

Lema 3.1.2 Una forma α es del tipo (1, 0), es decir, α ∈ Λ1,0 si y sólo si para
cualquier campo vectorial Z ∈ T 0,1 α(Z) = 0. Análogamente β ∈ Λ0,1 si y sólo
si β(W ) = 0 para W ∈ T 1,0.

Demostración.
De nuevo será suficiente probar un solo caso, ya que el otro es en esencia lo
mismo.

Sabemos del Lema 3.1.1 que un campo en T 0,1 es de la forma X + iJ(X)
luego para α ∈ Λ1,0 se tiene

α(X + iJ(X)) = α(X) + iα(J(X)) = α(X) + iJα(X) = α(X) + i2α(X) = 0.

C.Q.D.

Notemos ahora que para las ecuaciones (3.6) y (3.7) se satisface

dzα

(
∂

∂zβ

)
= δβα = dzα

(
∂

∂zβ

)
, (3.12)

dzα

(
∂

∂zβ

)
= 0 = dzα

(
∂

∂zβ

)
. (3.13)

Así, Λ1,0 = 〈dzα〉 y Λ0,1 = 〈dzα〉. Las formas de estos subhaces son llamadas
formas del tipo (1, 0) o del tipo (0, 1) respectivamente.

Se denota la k−ésima potencia exterior del subhaz Λ1,0 (análogamente Λ0,1)
por Λk,0 (Λ0,k), y en general Λp,q denota el producto tensorial Λp,0⊗Λ0,q, esto
es, el conjunto de formas vistas como el producto cuña de p elementos en Λ1,0

y q elementos en Λ0,1. Se define su haz compleficado por

ΛkCM =
⊕
p+q=k

Λp,qM.

Las secciones de este haz son llamadas formas del tipo (p, q), y al conjunto
de estas formas se denota por Ωp,qM .

Lo anterior nos da pie a extender por complejicación el operador real deri-
vada exterior mediante

d : ΛkCM −→ Λk+1
C M. (3.14)

Así, la derivada exterior d mapea Λp,qM hacia Λp+1,qM ⊕ Λp,q+1M y se
descompone por tanto de la forma

d := ∂ + ∂ (3.15)
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en donde
∂ : Λp,qM −→ Λp+1,qM,

∂ : Λp,qM −→ Λp,q+1M.

Ya que 0 = d2 = (∂ + ∂)2 = ∂2 + (∂∂ + ∂∂) + ∂
2 y debido a que cada uno

de los sumandos toma valor en distinto subhaz, se sigue cada uno de ellos es
cero, dando como resultado

∂2 = 0, ∂
2

= 0, ∂∂ + ∂∂ = 0. (3.16)

Una (p, 0)-forma α se dice holomorfa si ∂α = 0.

3.2. Variedades Kähler.

La geometría de la variedades Kähler se puede pensar como punto de inter-
seccíon entre las geometrías compleja, riemanniana y simpléctica, esto debido
a que las variedades Kähler en general consisten de una forma semi compleja
integrable J , de una métrica hérmitiana g y una 2−forma ω la cual es de hecho
una forma simpléctica.

Definición 3.2.1 Una métrica g en (M,J) una variedad casi compleja se dice
hermitiana si

g(X,Y ) = g(JX, JY ) (3.17)

para todo X,Y.

Aunado a la definición anterior se asocia la 2-forma ω a la métrica hermi-
tiana mediante

ω(X,Y ) := g ◦ J = g(JX, Y ). (3.18)

Y vemos que efectivamente es una 2-forma ya que

ω(X,Y ) = g(JX, Y ) = g(J2X,JY ) = −g(JY,X) = −ω(Y,X).

En donde usamos que la métrica es hermitiana y simétrica. Con esto se tienen
tres estructuras {g, J, ω} las cuales están relacionadas entre sí. A la 2-forma
ω se le denomina la forma de Kähler. Una manera de definir una variedad
Kähler es mediante estas tres estructuras, es decir, una variedad equipada con
estos tres operadores y alguna condición adicional.
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Definición 3.2.2 Una variedad Kähler está dada por (M,J, g, ω), en donde
J es una estructura compleja, g una métrica hermitiana y ω una 2-forma de
tal manera que se satisface:

1. g(JX, Y ) = ω(X,Y ).

2. w es cerrada y no degenerada.

3. NJ = 0 (Estructura compleja.)

Es común que en ocasiones se use una definición alternativa y equivalente
para definir una variedad Kähler, esta es, una variedad casi compleja (M,J)
con métrica hermitiana g y en donde se tiene que J es covariantemente
constante o paralelacon respecto a la conexión de Levi-Civita de g, es decir,
∇J = 0, o equivalentemente

∇X(JY ) = J(∇XY ) (3.19)

esto debido a que para cualesquiera X,Y se tiene 0 = (∇XJ)(Y ) = ∇X(JY )−
J(∇XY ). En ocasiones será muy útil hacer uso de esta propiedad de la estructu-
ra casi compleja, sobre todo al momento de trabajar con el tensor de curvatura
y otras relaciones del tipo geométrico de la variedad de Kähler.

Es notable hacer notar que la estructura casi compleja bajo esta definición
de variedades Kähler es necesariamente compleja, es decir, esta es integrable.
Para ver esto recordar que es suficiente y necesario verificar que el tensor de
Nijenhuis se anula, en efecto

NJ(X,Y ) = ∇JXJY −∇JY JX − J(∇JXY −∇Y JX)

− J(∇XJY −∇JYX)−∇XY +∇YX
= −[J(∇JXY )−∇JXJY ] + [J(∇JYX −∇JY JX]

+ [J(∇Y JX)−∇Y J(JX)]− [J(∇XJY )−∇XJ(JY )]

= 0.

En donde, para la última igualdad se aplicó la ecuación (3.19).

Una métrica hermitiana g sobre una variedad casi compleja (M,J) se dice
una métrica Kähler si J es una estructura compleja y la forma asociada ω
es cerrada.

Proposición 3.2.1 Sea g es una métrica hermitiana, ω la 2-forma asociada
y J una estructura casi compleja paralela respecto a la conexión de Levi-Civita
de g. Entonces la forma ω es cerrada.
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Demostración.
Bastará con probar que la forma ω es paralela en vista que la derivada exterior
se expresa en términos de la conexión mediante

dω(X0, ..., Xp) =

p∑
i=1

(−1)i(∇Xiω)(X0, ..., X̃i, ..., Xp),

así

(∇Xω)(Y,Z) = X(ω(Y, Z))− ω(∇XY,Z)− ω(Y,∇XZ)

= X(g(JY, Z))− g(J(∇XY ), Z)− g(JY,∇XZ)

= X(g(JY, Z))− g(∇X(JY ), Z)− g(JY,∇XZ)

= (∇Xg)(JY, Z) = 0.

Para la igualdad en el segundo renglón se usó de nueva cuenta la ecuación
(3.19).

C.Q.D.

Teorema 3.2.1 Una métrica hermitiana g sobre una estructura casi compleja
es Kähler si y sólo si J es paralela con respecto a la conexión de Levi-Civita.

Una dirección está dada por la proposición previa, la otra dirección se
puede consultar en [10], con lo cual las equivalencias para una variedad Kähler
se resumen en la siguiente proposición.

Proposición 3.2.2 Sea (M,J) una variedad casi compleja, g una métrica her-
mitiana con conexión de Levi-Civita ∇ y forma de Kähler ω. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) J es una estructura compleja y g una métrica Kähler, con forma de
Kähler ω cerrada.

(ii) J es paralela con respecto a ∇, es decir, ∇J = 0,

Así, para la forma cerrada ω se define la clase de cohomología real

[ω] ∈ H1,1
R (M,R),

llamada la clase de Kähler de ω.
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3.3. Tensor de curvatura en variedades Kähler.

Si (M,J, g, w) es una variedad Kähler de dimensión compleja n con cone-
xión de Levi-Civita ∇ y como se hizo anteriormente sean zα un sistema coor-
denado holomorfo local, en donde α ∈ {1, ..., n}, así entonces la base asociada
para el haz tangente complijicado está dada por

Zα :=
∂

∂zα
, Zᾱ :=

∂

∂z̄α
.

Se denotan los componentes de la métrica g con base en las coordenadas
locales anteriores por

gαβ := g(Zα, Zβ), gᾱβ̄ := g(Zᾱ, Zβ̄). (3.20)

Y gαβ̄ los coeficientes de la matriz inversa. Ya que la métrica es hermitiana
se tienen las siguientes igualdades

gαβ = g(Zα, Zβ) = g(JZα, JZβ) = g(iZα, iZβ) = i2g(Zα, Zβ) = −gαβ.

Análogamente para gαβ , por tanto se sigue

gαβ = gαβ = 0. (3.21)

Así, se tiene que sólo no se anulan los términos de la forma gαβ y gαβ . De lo
anterior también se deduce para la 2-forma ω

ωαβ = w(Zα, Zβ) = g(JZα, Zβ) = igαβ = 0.

De manera similar ωαβ = −igαβ = 0, ωαβ = igαβ, ωαβ = −igαβ . Lo cual
muestra que la forma ω es del tipo (1, 1). Y en coordenadas locales toma la
forma

ω = igαβ dz
α ∧ dzβ. (3.22)

En donde estamos usando la notación de la convención de Einstein, es decir,
sumar sobre los indices repetidos inferior y superiormente.

Algunas de las razones por las que en ocasiones resultan más sencillas las
variedades Kähler vienen del hecho que la métrica está dada localmente por
una función real. Para ver esto el siguiente teorema resultará fundamental.
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Teorema 3.3.1 ( i∂∂). Sea ω ∈ Ω(M) una 2-forma cerrada en una variedad
Kähler. Entonces en cada punto x ∈ M existe una vecindad Ux de M tal que
ω restringido a U toma la forma

ω = i∂∂u

para alguna función real u en U .

La demostración de teorema se puede consultar en [10]. Y derivado de esto se
tiene la siguiente implicación.

Teorema 3.3.2 Sobre una variedad Kähler, la métrica se expresa localmente
de la forma

gαβ = ∂∂Φαβ. (3.23)

Demostración.
Valiéndose de la forma de Kähler ω, sabemos que esta es cerrada, es decir,
dω = 0 , con lo cual delTeorema 3.3.1, localmente ωαβ = i∂∂Φαβ para alguna
función real Φ. También, ωαβ = ω( ∂

∂zα
, ∂
∂zβ

) = g(J ∂
∂zα

, ∂
∂zβ

) = ig( ∂
∂zα

, ∂
∂zβ

) =

igαβ. Derivado de las igualdades anteriores se llega a

i∂∂Φαβ = ωαβ = igαβ ∴ gαβ = ∂∂Φαβ.

C.Q.D.

Una función Φ como en el teorema anterior se le llama potencial de Käh-
ler.

Proposición 3.3.1 Sea (M,J, g, ω) una variedad Kähler, entonces se satisface
la siguiente igualdad

∂

∂zk
gαβ̄ =

∂

∂zα
gkβ̄. (3.24)

Demostración.
Usaremos la siguiente notación para economizar el lenguaje, ∂k := ∂

∂zk
con k

corriendo sobre (1, ..., n) y análogamente para el caso conjugado. Así,

∂k gαβ̄ = g(∇∂k∂α, ∂β̄) + g(∂α,∇∂k∂β̄),

y
∂α gkβ̄ = g(∇∂α∂k, ∂β̄) + g(∂k,∇∂α∂β̄).
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ya que el subhaz T 1,0 es paralelo, los segundos miembros en los sumandos se
hacen cero. Por otro lado,

∇∂k∂α −∇∂α∂k = [∂k, ∂α] = 0

∴ ∂kgαβ̄ = ∂αgkβ̄.

C.Q.D.

La igualdad anterior es ocasionalmente llamada la identidad de Kähler,
esta es muy útil para calcular los símbolos de Christoffel del tensor de curvatu-
ra, una de las cualidades más relevantes de las variedades Kähler es que dicho
tensor toma una forma mucho más simple que en el caso Riemanniano, ya que
varios de los términos se anulan.

En términos generales los símbolos de Christoffel en coordenadas holomor-
fas se ven en la forma

∇∂A∂B := ΓγAB∂γ + Γγ̄AB∂γ̄

donde nuevamente usamos la notación de suma sobre lo indices repetidos in-
ferior y superiormente y A, B ∈ {1, ...n, 1̄, ..., n̄}. Calculando cada uno de los
símbolos vemos que:

Γγ̄αβ =
1

2
{∂α gβη + ∂β gηα − ∂η gαβ} gηγ̄ + {∂α gβη̄ + ∂β gη̄α − ∂η̄ gαβ} gη̄γ̄

=
1

2
{2 ∂α gβη̄}gη̄γ̄ = {∂α gβη̄} gη̄γ̄ = 0.

En donde los tres primeros sumandos en la llave se anulan por (3.21), así
como el último en la segunda llave y los dos restantes son iguales debido a
(3.24). De manera similar se tiene

Γγαβ =
1

2
{∂α gβη + ∂β gηα − ∂η gαβ} gηγ + {∂α gβη̄ + ∂β gη̄α − ∂η̄ gαβ} gη̄γ

=
1

2
{2 ∂α gβη̄}gη̄γ = {∂α gβη̄} gη̄γ

= g(∇∂α∂β, ∂η̄) + g(∂β,∇∂α∂η̄) gη̄γ = g(∇∂α∂β, ∂η̄) gη̄γ .

En este caso el sumando que se anula es debido a que el subhaz T 1,0 es paralelo.
Finalmente, se concluye que los únicos símbolos de Christoffel que no se anulan
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son aquellos que tienen todos sus índices sin conjugado o todos sus indices
conjugados. Más aún podemos observar que se tiene la identidad

Γγαβ = Γγβα. (3.25)

Retomando algunos conceptos; la curvatura de una conexión ∇ es la 2-
forma R∇ ∈ Ω(EndE), donde E es una haz vectorial, dada por

R∇(X,Y )σ := ∇X(∇Y σ)−∇Y (∇Xσ)−∇[X,Y ]σ, (3.26)

para todos campos vectorialesX,Y y sección σ. Para la conexión de Levi-Civita
se define el tensor de curvatura riemanniana por

Rm(X,Y, Z,W ) := g(R(X,Y )Z,W ), (3.27)

expresado en coordenadas locales

Rm = Rijkl dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl.

Una métrica se dice plana si el tensor de curvatura se anula. Dicho tensor
define las nociones de curvatura de Ricci,

Ric(X,Y ) := Tr{Z 7→ R(Z,X)Y }, (3.28)

o equivalentemente

Ric(X,Y ) =
∑

Rm(ek, X, Y, ek),

donde ek es una base para TM .
Visto en coordenadas locales como Rij =

∑
Rkijl.

Extendemos ahora las nociones de los tensores de curvatura a variedades
Kähler por extensiones lineales. Con lo cual, el tensor de curvatura en coorde-
nadas holomorfas está definido por

RC(ZA, ZB)ZC := RDABCZD,

a su vez

RmC(ZA, ZB, ZC , ZD) := RABCD = gDER
E
ABC .



22 Variedades Kähler.

3.4. Forma de Ricci y la primera clase de Chern.

Otra de las cualidades de las variedades complejas, es la introducción de
una forma diferencial por medio del tensor de Ricci, y a partir de la cual se
puede extraer información sobre la variedad. Para ver esto primero veamos
algunas de las características que cumplen el tensor de curvatura y de Ricci en
una variedad Kähler.

Proposición 3.4.1 Sea (M,J, g, ω) una variedad Kähler. Entonces

(i) Rm(X,Y, Z,W ) = Rm(JX, JY, Z,W ) = Rm(X,Y, JZ, JW )

(ii) Ric(X,Y ) = Ric(JX, JY ).

Demostración.
De (3.19) extraemos la igualdad R(X,Y )JZ = J(R(X,Y )Z).
Ahora, de la definición del tensor de curvatura, sus simetrías y la igualdad
anterior se tiene

Rm(JX, JY, Z,W ) = −g(R(JX, JY )Z,W ) = −g(R(Z,W )JX, JY ))

= −g(J(R(Z,W )X, JY ) = −g(R(Z,W )X,Y )

= Rm(X,Y, Z,W ).

En donde la penúltima igualdad se debe a que la métrica es hermitiana. Final-
mente la segunda igualdad se sigue casi directo de las simetrías del tensor de
Ricci.

C.Q.D.

El tensor de Ricci en coordenadas locales Rαβ = Ric(Zα, Zβ), análogo a lo
que sucedía con la métrica hermitiana se tiene que Rαβ = Rαβ = 0, y sólo los
términos de la forma Rαβ pueden ser distintos de cero. Así, el tensor de Ricci
da pie a definir una 2-forma mediante

Ric(JX, Y ) := ρ(X,Y ) (3.29)

llamada la forma de Ricci y vista en coordenadas locales como ραβ = iRαβ ,
la cual por lo mencionado al comienzo del párrafo anterior es de hecho una
(1, 1)−forma, y además cumple con ser real y cerrada. Para ver esto último,
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de la Proposición 3.4.1 y de nueva cuenta las simetrías del tensor de Ricci
se sigue que para campos X,Y

ρ(X,Y ) = Ric(JX, Y ) = Ric(JY, J2X)

= −Ric(JY,X) = −ρ(Y,X)

más aún,

ρ(JX, JY ) = Ric(J2X, JY ) = −Ric(X, JY ) = −Ric(JY,X)

= −ρ(Y,X) = ρ(X,Y ).

Esto es, ρ(JX, JY ) = ρ(X,Y ). Y así vemos que la forma de Ricci es efectiva-
mente una (1, 1)−forma difereciable real.

Un teorema muy importante sobre la forma de Ricci, y en el que no abun-
daremos ahora, dice que localmente dicha forma se puede ver en la forma
siguiente

ρ = −i∂∂ log(det(gαβ)). (3.30)

Finalmente, podemos ver que la cerradura de ρ se sigue de la igualdad
anterior y recordando que d = ∂ + ∂. Se sigue de (3.16),

d(−i∂∂) = −i(∂ + ∂)∂∂ = −i(∂2∂ − ∂∂2
) = −i0 = 0.

En otro orden de ideas, las clases de Chern son un cierto tipo de invariantes
que suelen ser muy importantes tanto en geometría como en topología, estos
se definen sobre haces vectoriales complejos, y para variedades complejas las
clases de Chern se definen como las de su haz tangente. Nos interesara sobre
todo la primer de estas clases, ya que esta está íntimamente relacionada en las
variedades Kähler con su forma de Ricci.

Definición 3.4.1 Sea (E,M) una haz vectorial complejo se define la clase de
cohomología c1(M) ∈ H2(M,Z), llamada la primer clase de Chern satisfacien-
do los siguientes axiomas:

i) Si f : M −→ N es un mapeo suave entre variedades y (E,N) es un haz
vectorial complejo, se tiene f∗(c1(E)) = c1(f∗E)).

ii) Si E, F son haces vectoriales sobre M , entonces

c1(E ⊗ F ) = c1(E) + c1(F ),

en donde E ⊗ F es la suma de Whitney sobre haces.
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iii) La primer clase de Chern del haz tautológico de CP 1 es −1 en H2(CP 1,Z).

Si M es una variedad compleja, la primer clase de Chern c1(M) se define
como la primer clase de Chern de su haz tangente TM , es decir,

c1(M) = c1(TM).

Definición 3.4.2 Se define la primera clase de Chern de la variedad com-
pleja M , como la clase de cohomología real

c1(M) :=
1

2π
[ρ] ∈ H1,1

R (M) (3.31)

en donde ρ es la forma de Ricci. Más aún, dicha clase es tal que sólo depende
de la estructura compleja en M , es decir, es independiente de la elección de la
métrica.

3.5. Geometría simpléctica.

En este capítulo se introducirán los nociones básicas de la geometría sim-
pléctica, lo necesario para poder definir lo que es una variedad Lagrangiana.
Esencialmente, la geometría simpléctica consiste de una forma bilineal distin-
guida en una variedad Riemanniana (M, g), y las isometrías que la preservan.

Definición 3.5.1 Sea V un espacio vectorial real de dimensión n. Una forma
simpléctica es una forma bilineal no degenerada y antisimétrica

ω : V × V −→ R,

es decir, para todo v ∈ V

ω(v, u) = 0 ∀u ∈ V ⇐⇒ v = 0.

Para todos u, v ∈ V
ω(u, v) = −ω(v, u).

A la pareja (V, ω) se le llama un espacio vectorial simpléctico. Debido a
la antisimétria de la forma simplectica se tiene que necesariamente la dimensión
real de V es par dim(V ) = 2m. Lo cual nos dice que estos espacios encajan bien
dentro del mundo complejo. Uno de los teoremas básicos del álgebra simpléctica
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nos dice que en (V, ω) existe una base {x1, ..., xm, y1, ..., ym} de V tal que
ω(xi, yj) = δij y ω(xi, xj) = ω(yi, yj) = 0.

SiW ⊂ V es un subespacio de V , llamamos el complemento simpléctico
de W con respecto a ω al subespacio

W⊥ = {v ∈ V | ω(v, u) = 0 ∀u ∈W}.

Así entonces decimos que W ⊂ V se dice

(i) Isotrópico si W ⊂W⊥.

(ii) Coisotrópico si W⊥ ⊂W.

(iii) Simpléctico si W⊥ ∩W = {0}.

(iv) Lagrangiano si W = W⊥.

Notar que con base en lo anterior es equivalente para W ser isotrópico
si ω|W ≡ 0, simpléctico si ω|W es no degenerada y Lagrangiana si es ambas
isotrópica y coisotrópica, por tanto también ω|W ≡ 0.

Lema 3.5.1 Para todo W ⊂ V se satisface

dimW + dimW⊥ = dimV.

Demostración.
Para ver esto, notemos que W⊥ es el anulador de W en V , por lo tanto tienen
dimensión complementaria y se sigue el lema.

C.Q.D.

Se tiene del lema anterior que si W es un subespacio Lagrangiano entonces
dimW = 1

2 dimV , es decir, la dimensión de W es la mitad de la dimensión
total del espacio V . Conjuntando resultados se tiene que en un espacio vectorial
Lagrangiano se satisface

ω|W ≡ 0, W = W⊥ y dimW =
1

2
dimV. (3.32)

Definición 3.5.2 Sea M una variedad suave y p ∈ M. Una 2-forma ω ∈
Ω(M) se dice simpléctica si ω es cerrada y para cada p ∈M, ωp es simpléctica.



26 Variedades Kähler.

Al par (M,ω) se le llama variedad simpléctica. Ahora, si (M,ω) es
simpléctica y L ⊂ M es una subvariedad en M , esta se dice Lagrangiana si
para cada q ∈ L se tiene que TqL ⊂ TqM es un espacio vectorial Lagrangiano.1

Ejemplos.
I. El caso más sencillo de variedad simpléctica consiste deM = R2n y la forma
simpléctica canónica ωcan dada mediante

ωcan =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

II. Veamos ahora que la sección cero del haz cotangente es una subva-
riedad Lagrangiana. Si M es una variedad n−dimensional, sabemos que su
haz cotangente T ∗M es una variedad 2n−dimensional. Luego, si N ⊂ M
tiene coordenadas locales {x1, ..., xn} y con coordenadas asociadas a T ∗N
{x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn} se define la 1−forma canónica en T ∗M mediante

α =
∑
i

ξi dxi

se tiene que

dα = d

(∑
i

ξi dxi

)
=
∑
i

(dξi ∧ dxi + ξi ∧ d(dxi)) =
∑
i

dξi ∧ dxi

y así la 2−forma canónica está dada mediante

ωcan = −dα =
∑
i

dxi ∧ dξi.

Ahora, la sección cero del cotangente se define como

σ0 = {(x, ξ) ∈ T ∗M | ξ = 0 en T ∗pM}.

Sobre la intersección σ0 ∩ T ∗N se tiene que ξ1 = ξ2 =, ..., ξn = 0. Por tanto,
α|σ0∩T ∗N ≡ 0. Luego, si i0 : σ0 ↪→ T ∗M es la inclusión de la sección cero en el
haz cotangente, tenemos las igualdades

i∗0α = 0 =⇒ i∗0dα = i∗0ωcan = 0.

Es decir, ω|σ0 ≡ 0, de lo cual se sigue que σ0 es Lagrangiana.

1De la misma manera se puede definir una subvariedad simpléctica, isotrópica y coisotró-
pica.
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Anteriormente se definió una variedad Kähler como el vector (M,J, g, ω),
donde M es una variedad suave, J una estructura compleja, g una métrica
hermitiana y finalmente ω la forma de Kähler dada por ω = g ◦J , es decir, dos
estructuras bastaban para conocer la tercera, más aún, así definida la forma
de Kähler satisface con ser una forma simpléctica, por tanto podemos definir
una variedad de Kähler en términos de una variedad simpléctica.

Definición 3.5.3 Una variedad Kähler es una variedad simpléctica (M,ω)
equipada con una estructura compleja J . En tal caso, la forma simpléctica ω
es la forma de Kähler.



28 Variedades Kähler.
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Variedades Calabi-Yau.

El siguiente tipo de variedades de interés respecto a las Kähler, es el de
las variedades Calabi-Yau, nombradas así debido a una famosa conjetura pos-
tulada por Calabi y posteriormente probada por Yau. Estas son un tipo de
variedades Kähler más una condición adicional, la cual puede ser formulada de
distintas maneras. De forma geométrica por medio de su grupo de holonomía
o algebraica por medio de la primer clase de Chern.

4.1. Introducción a holonomía.

Sea π : E −→ M es un haz vectorial sobre M con conexión ∇ y γ :
[0, 1] −→ M una trayectoria suave (a trozos), entonces el transporte paralelo
es el mapeo entre espacios vectoriales Pγ : Eγ(0) −→ Eγ(1), en el que para cada
e ∈ Eγ(0) existe una única familia suave et ∈ Eγ(t) con t ∈ [0, 1] de tal forma
que ∇∂tet = 0 donde e0 = e y Pγ(e) = e1. Y dicho mapeo es un isomorfismo
lineal.

En el caso cuando E = TM y ∇ es la conexión de Levi-Civita de g se tiene
que en cada γ(t) existe un único vectorX(t), conX ∈ TM para el cual entonces
∇X = 0. Más aún, d

dtg(X(t), X(t)) = 2g(∇X(t), X(t)) = 0, se sigue entones
que ||X(t)||2 = c, con c una constante, y así se tiene que Pγ : Tγ(0) −→ Tγ(0)

preserva norma.

Consideremos dos vectores tangentes v, w ∈ TpM y dos campos paralelos
V,W a los largo de la trayectoria γ de tal forma que V (0) = v y W (0) = w. Se
tiene entonces que V + W es un campo paralelo y que (V + W )(0) = v + w.
Con lo cual Pγ(v+w) = Pγ(v) +Pγ(w). De igual manera Pγ(cv) = cPγ(v) con
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c ∈ R, lo cual prueba que el transporte paralelo es un isomorfismo lineal.

Ahora, si γ, δ : [0, 1] −→ M son dos trayectorias suaves de tal forma que
γ(0) = δ(1) se definen las trayectorias δ · γ : [0, 1] −→M mediante

δ · γ =

{
γ(2t) si t ∈ [0, 1/2]
δ(2t− 1) si t ∈ [1/2, 1].

Figura 4.1: Producto de trayectorias δ · γ.

Y la trayectoria −γ : [0, 1] −→ M como −γ(t) = γ(1− t). Notar entonces
que el transporte paralelo para estas trayectorias satisface

Pδ·γ = Pδ ◦ Pγ y P−γ = P−1
γ . (4.1)

Definición 4.1.1 Una trayectoria γ se dice un lazo basado en p si γ(0) =
γ(1) = p para un punto fijo p ∈M .

Se define el grupo de holonomía como

Holp(∇) = {Pγ : γ : [0, 1] −→M : γ es una lazo suave basado en p}.

Observemos que Holp(∇) ⊆ Aut(TpM), se sigue de (4.1) que Holp(∇) es un
subgrupo de Aut(TpM).

Veamos ahora que el grupo de Holonomía no depende del punto fijado,
sean p 6= q dos puntos distintos en M , entonces si M es conexa, lo es por
trayectorias, luego existe una trayectoria α : [0, 1] −→ M con α(0) = p y
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α(1) = q, así Pα : TpM −→ TqM y Holp(∇) = P−1
α Holq(∇)Pα. En tal caso se

dice que Holp y Holq son conjugados, por tanto el grupo de holonomía en una
variedad es único salvo conjugados, esto es, no depende del punto.

Figura 4.2: Holp y Holq son conjugados.

Definición 4.1.2 Un tensor T sobre una variedad M tal que ∇T = 0 se dice
es un tensor covariantemente constante, ocasionalmente llamado solamen-
te tensor constante o paralelo.

Sean p, q ∈M dos puntos distintos y γ una trayectoria en M de p a q, si T es
un tensor constante en M , entonces Pγ(Tp) = Tq. De lo que se sigue que los
tensores constantes son invariantes bajo el transporte paralelo, es decir, estos
están determinados por el grupo de holonomía Hol(∇). Se tiene entonces el
siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 (Principio de holonomía.)
Sea M una variedad y ∇ una conexión en su haz tangente TM . Para p ∈ M
fijo se tiene que Holp(∇) actúa sobre el producto tensorial

⊗r TpM⊗
⊗s T ∗pM.

Más aún, si T es un tensor constante, entonces T |p es fijado por la acción de
Holp(∇), y conversamente, si T |p es fijado por Holp(∇) entonces existe un
tensor constante T .

Para una variedad Riemanniana (M, g) con conexión de Levi-Civita ∇,
el grupo de holonomía Riemannina Holp(g) se define como el grupo de
holonomía Holp(∇). Ya que la métrica g es un tensor constante ∇g = 0 por lo
mencionado en el párrafo anterior se tiene que esta es invariante bajo su grupo
de holonomía, así entonces Holp(g) es un subgrupo de Aut(TpM) que preserva
la métrica g. De nueva cuenta, Holp(g) es único salvo conjugación y por tanto
independiente del punto p ∈M así tiene sentido escribir solamente Hol(g).

Sobre Rn, en vista que la conexión es la plana usual, el transporte paralelo
a lo largo de cualquier lazo en un punto es el mapeo identidad, se tiene entonces
que Hol(∇) = {0}.
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Veamos el caso para la esfera S 2. Si ∇ es la conexión usual y en vista
que S 2 es una variedad orientada se tiene que su grupo de Holonomía es un
subgrupo del especial ortogonal, es decir, Hol(∇) ⊂ SO(2). Transportanto
paralelamente un vector tangente en N a través de un lazo basado en N dado
por un triángulo esférico como en la figura, dos semi-meridianos y una porción
de la circunferencia principal, vemos que el resultado es una rotación por α,
con α ∈ [0, 2π]. Se tiene que de hecho Hol(∇) = SO(2).

Figura 4.3: Holonomía en S2.

Marcel Berger en 1955 hace una clasificación para las distintas holonomías
de variedades irreducibles. Enumeramos los primeros casos posibles.

Clasificación de Berger en función de la Holonomía.
Hol(M, g) Geometría. Observaciones.

O(n) Variedades diferenciables Métricas Riemannianas ge-
néricas.

SO(n) ⊆ O(n) Variedades diferenciables. Orientables.
U(n) ⊆ SO(n) Variedades Kähler.
SU(n) ⊆ U(n) Variedades Calabi-Yau. Ricci planas.

Sp(n) HiperKähler. Ricci planas.

Sp(n) · Sp(1) Quaternionic Kähler.
Variedades Einstein,
pero no Ricci planas.
Ric = λg, λ 6= 0.

Spin(7) Holonomia excepcional. Ricci planas.
G2 ⊂ SO(7) Ricci plana Geometría G2.

Tabla 4.1: Clasificación de Berger.
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4.2. Variedades Calabi-Yau.

Las variedades Calabi-Yau suelen ser definidas de varias maneras, las cuales
se comprenden mejor según el campo en el que se estén estudiando, es decir,
aunque todas sus formulaciones son equivalentes, esta equivalencia no suele ser
apreciable a simple vista, lo cual podría hacer creer que se trata de objetos
distintos. Dentro de la geometría algebraica, en donde es usual trabajar con
haces vectoriales, la forma más común de entender una variedad Calabi-Yau,
es a través del haz canónico de la variedad ambiente Λn,0, y considerando
la forma de Ricci ρ, la cual es de hecho su tensor de curvatura, se formula
una Calabi-Yau como aquella cuya primer clase de Chern es cero c1(M) = 0,
se sigue de esto que la variedad es Ricci plana. Por otro lado, también se
suele encontrar la definición de una Calabi-Yau, como aquella cuyo grupo de
holonomía Hol(g) es un subgrupo de especial unitario SU(n), en donde n es
la dimensión compleja de la variedad. Por último, la definición más acorde al
propósito de este trabajo, está dada por una variedad Kähler (M,J, g, ω) junto
con una (n, 0)−forma Ω, llamada forma de volumen holoformo.

En lo subsecuente consideraremos variedades Riemannianas compactas de
dimensión 2n real. Definidas en Cn la métrica g y 2-forma ω dadas por

g = |dz1|2 + · · ·+ |dzn|2, ω =
i

2
(dz1 ∧ dz1 + · · ·+ dzn ∧ dzn), (4.2)

vemos que el subgrupo del general lineal GL(2n,R) preservando g y ω es el
especial unitario SU(n), más aún, si definimos la (n, 0)− forma Ω mediante

Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn, (4.3)

llamada la forma de volumen holomorfa, y la cual también se preserva bajo
SU(n) se sigue del Teorema 4.1.1 que existen formas ω y Ω constantes bajo
la conexión de Levi-Civita de la variedad, las cuales se pueden escribir como
arriba en cada punto de la variedad. De esto se concluye que cada 2n−variedad
Riemanniana cuyo grupo de Holonomía sea SU(n) admite una forma de Käh-
ler ω y una forma de volumen holomorfo Ω constantes. Y conversamente, si
(M, g, J, ω) es una variedad Kähler y admite una forma de volumen holomorfo
Ω constante, entonces la holonomía de la variedad es SU(n).

Voltemos la mirada ahora al haz canónico de la variedad M , Λn,0 = KM ,
el cual es un haz de líneas holomorfo; ya que la variedad tiene una métrica
Kähler g, esta induce una métrica en el haz, y así se tiene una conexión ∇K
en KM . La curvatura de esta conexión es una 2-forma cerrada, la cual es de
hecho la forma de Ricci ρ de la variedad.



34 Variedades Calabi-Yau.

Ahora, si suponemos que la variedad (M, g, J, ω) es Ricci plana, implica
que ρ ≡ 0 y por consiguiente c1(M) = 0. En vista que ρ es la curvatura de la
conexión ∇K en KM , se tiene también que ∇K es plana, lo cual nos dice que el
haz canónico admite secciones constantes localmente, y debido a que la forma
de volumen holomorfo es una sección que no se anula de KM . Dicha forma
de volumen existe, si y solo si el haz es trivial. Concluimos que una variedad
Kähler (M, g, J, ω) con Hol(g) ⊆ SU(n) tiene haz canónico KM trivial.

Proposición 4.2.1 Sea (M, g, J, ω) un variedad Kähler simplemente conexa.
Entonces Hol(g) ⊆ SU(n) si y sólo si g es Ricci plana.

Definición 4.2.1 Sea (M, g, J) variedad Kähler conexa. Una variedad Calabi-
Yau se define por alguna de las siguientes equivalencias:

i.- Hol(g) ⊆ SU(n).

ii.- Haz canónico KM trivial.

iii.- M admite una forma de volumen holomorfa Ω.

Como se mencionó en párrafos arriba, como consecuencia de las definición
ii se tiene también que la variedad es ricci plana con c1(M) = 0.

El nombre de variedades Calabi-Yau deriva de la combinación de los nom-
bres de los matemáticos Eugenio Calabi, el cual conjeturó en 1956 que va-
riedades con primera clase de Chern igual a cero admitían una métrica cuya
curvatura de Ricci era también cero; posteriormente el matemático Shin-Tung
Yau en 1977 probó dicha conjetura en un teorema. Destacar que fue gracias a
este teorema que Yau recibió la medalla Fields en 1982.

Teorema 4.2.1 (Yau - 1977.) Sea (M, g, J, ω) variedad Kähler compacta con
forma de Ricci ρ. Para cada 2-forma ρ̃ ∈ 2πc1(M) existe una única 2-forma ω̃
con [ω] = [ω̃] y tal que la forma de Ricci de ω̃ es ρ̃.

Corolario 4.2.1 Sea (M, g, J, ω) variedad Kähler cerrada con c1(M) = 0.
Entonces M admite una única métrica con Ric = 0 y clase de Kähler [ω].

El teorema anterior afirma que cada forma ρ̃ ∈ 2πc1(M) puede ser la forma
de Ricci para una métrica Kähler y que además las clases de Kähler son iguales
[ω] = [ω̃].
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Geometría calibrada.

La teoría de la geometría calibrada fue desarrollada por Harvey y Lawson
en [8] publicación de 1982, lo cual nos dice que dicha teoría es muy reciente. En
esencia, la geometría calibrada consta de subvariedades en una variedad Rie-
manniana determinadas por una forma diferencial cerrada, dichas subvarieda-
des se encuentran inmersas dentro del estudio de las subvariedades complejas,
más en concreto de las variedades Kähler. Parte de lo interesante del estudio
de las subvariedades calibradas es que resultan ser un caso particular de las
subvariedades mínimas. En general, las subvariedades mínimas son los puntos
críticos del funcional de volumen, y para verificar que sean minimizantes im-
plica resolver una ecuación diferencial parcial de segundo orden. Veremos a su
vez que las subvariedades calibradas se determinan por una ecuación diferen-
cial parcial de primer orden, lo cual resulta una herramienta muy útil, ya que
además son minimizantes no sólo puntos críticos. También existe una relación
estrecha entre las subvariedades calibradas y el grupo de holonomía de la va-
riedad ambiente, ya que variedades con grupo de holonomia especial garantiza
la existencia de subvariedades calibradas.

5.1. Introducción a las subvariedades mínimas.

Dada una variedad Riemanniana (M, g), se tiene definida en esta un funcio-
nal de volumen, los puntos críticos para dicho funcional se conocen como subva-
riedades mínimales. Otra manera de entenderlo es, dada N ⊂M , esta será mí-
nima si su volumen se mantiene bajo variaciones pequeñas F : N × (−ε, ε) −→
M de la inmersión i : N −→ M, es decir, si d

dtvol(F (s, t))|t=0 = 0. Notar que
en el caso cuando la subvariedad es de dimensión 1, esta resultará ser mínima
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si es una geodésica.

De manera intrínseca se puede entender a las subvariedades mínimas por
medio de la teoría de ecuaciones diferenciales, para ver esto, si k denota el
vector de curvatura media de la subvariedad N , entonces esta es mínima sí y
sólo si k = 01, lo cual es una condición local, más aún si N viene dada por la
inmersión i : N −→M , se tiene que la curvatura media depende de la primer y
segunda derivadas de i , con esto se tiene que la ecuación k = 0 resulta ser una
ecuación diferencial parcial de segundo orden. Observar que el ser subvariedad
mínima no necesariamente implica ser volumen minimizante.

5.2. Subvariedades calibradas

Sea (Mn, g) variedad Riemanniana. Un k-plano tangente orientado V en
M es un subespacio vectorial V para algún TpM con dimV = k, k ≤ n
equipado con una orientación. Si N es una subvariedad orientada de M tal
que dimN = k, entonces para cada p ∈ N, TpN es una k-plano tangente
orientado.

Definición 5.2.1 Sea (M, g) variedad Riemanniana, una k-forma η se dice
una calibración en M si

1. Es cerrada, i.e, dη = 0.

2. Si para todo e1, ..., ek vectores tangentes unitarios enM, η(e1, ..., ek) ≤ 1.

Notar que cualquier forma diferencial en Rn constante y distinta de cero
puede ser rescalada para ser una calibración, lo cual por principio nos arroja
una gran cantidad de calibraciones η. El punto interesante de las calibraciones
se vuelve entonces si existen planos orientados P para los cuales η|P = 1, más
aún, si existen subvariedades N para las cuales TpN en cada punto p ∈ N se
tenga que η|TpN = 1.

Definición 5.2.2 Sea N es una subvariedad orientada de M con dimensión
k, esta se dice calibrada por η si η(e1, ..., ek) = 1, con {e1, ..., ek} cualquier base
ortonormal orientada de TpN , o en otras palabras si η|TpN = volTpN para todo
p ∈ N . En tal caso N se llama subvariedad calibrada o η-subvariedad.

1Los detalles de este resultado se pueden consultar en [9]
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Una de las bondades que ofrecen las subvariedades calibradas se debe a que
estas tienen una condición algebraica sobre los vectores tangentes a la subva-
riedad, esto es, una ecuación diferencial de primer orden; ahora si volteamos la
mirada hacia las subvariedades minimales, estás responden a una ecuación di-
ferencial de segundo orden, lo cual es generalmente algo muy difícil de resolver.
El siguiente teorema nos asegura que toda subvariedad calibrada es minimal.

Teorema 5.2.1 Sea (M, g) Riemanniana, η una calibración en M y N una
subvariedad compacta en M calibrada por η. Entonces N es volumen minimi-
zante en su clase de homología.

Demostración.
Primeramente veamos que N es minimal. Sea dimN = k, con clase de homo-
logía [N ] ∈ Hk(M,R) y [η] ∈ Hk(M,R) su clase de cohomología. Calculando
y usando el hecho que por ser η-calibrada η|TpN = volTpN

[η] · [N ] =

∫
p∈N

η|TpN =

∫
p∈N

volTpN = volN .

Luego, sea N ′ una subvariedad k-dimensional compacta en M en la misma
clase de homología de N , así η|TpN ′ ≤ volTpN ′ y calculando

[η] · [N ] = [η] · [N ′] =

∫
p∈N ′

η|TpN ′ ≤
∫
p∈N ′

volTpN = vol′N .

Por tanto de las dos ecuaciones anteriores se tiene que N es minimizante en su
clase de homología.

C.Q.D.

Fijémonos ahora en el grupo de holonomía de una variedad Riemannia-
na (M, g) con conexión de Levi-Civita ∇. Si G ⊂ O(n) es dicho grupo de
holonomía, entonces G actúa sobre k-formas en Rn y así se tienen k-formas
G-invariantes en Rn. Considerando una k-forma no cero η0 G-invariante y re-
escalando de ser necesario para que en cada k-plano orientado P ⊂ Rn se
satisfaga que η0|P ≤ volP , con igualdad η0|P = volP en al menos un k-plano.
Dado que η0 es G-invariante se sigue que para cada γ ∈ G las condiciones
anteriores se satisfacen también para γ · η0, lo cual nos dice que hay bastantes
calibraciones.
Ahora, por teoría de holonomía Teorema 4.1.1 se tiene que para una k−forma
G−invariante existe una k−forma constante, es decir, existe una k-forma η en
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M correspondiente a η0 tal que ∇η = 0, de lo cual dη = 0, lo que nos dice
que hay una k-forma cerrada, por tanto una calibración en M . Más aún, ya
que habían bastantes calibraciones γ · η0, se puede pensar que hay bastantes
subvariedades calibradas. El paso siguiente es ver como se ven dichas subvarie-
dades calibradas en función del respectivo grupo de holonomía de la variedad
ambiente M .

Consideremos primordialmente los grupos de holonomía U(m) para va-
riedades Kähler y SU(m) para el caso Calabi-Yau. En una variedad Kähler
(M,J, ω) , con ω una 2−forma simpléctica, un resultado importante es que la
forma definida por ωk/k! es una calibración y las subvariedades calibradas co-
rrespondientes son simplemente subvariedades complejas k-dimensionales. Lo
cual nos dice que en el caso Kähler las subvariedades que se obtienen no arrogan
nada nuevo.

Teorema 5.2.2 Sea (M,J, ω) una variedad Kähler. Entonces ωk/k! es una ca-
libración con subvariedades calibradas subvariedades complejas k−dimensionales.

Para la demostración se auxiliará del siguiente teorema.

Teorema 5.2.3 Sean {e1, ..., e2k} ∈ Cn vectores unitarios arbitrarios. Enton-
ces se cumple la siguiente desigualdad

ωk

k!
≤ 1.

Y la igualdad se cumple si y sólo si 〈e1, ..., e2k〉 es un k-plano complejo.

La demostración se puede consultar en [9].

Demostración Teorema 5.2.2.
Notar que dωk = kdω ∧ ωk−1 = 0, ya que ω es cerrada. Luego del teorema
anterior se sigue que ωk

k! es una calibración.

C.Q.D.

5.3. Especiales Lagrangianas

El caso siguiente de grupo de holonomía dentro de la clasificación de Berger
es Holg = SU(m), el grupo de matrices complejas unitarias con determinante
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1, esto es, de las variedades Calabi-Yau. Nuevamente tomando la identificación
de Cn ∼= R2n con coordenadas complejas (z1, ..., zn), entonces se puede definir
una métrica g, una forma de Kähler ω y una forma de volumen holomorfa Ω
como en (4.2) y (4.3) por

g = |dz1|2 + · · ·+ |dzn|2, ω =
i

2

∑
i

dzi ∧ dz̃i,

Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

Esto es, una métrica hermitíana y una forma simpléctica de Darboux. Lo
interesante del caso Calabi-Yau es que al venir equipadas con una forma de
volumen holomorfo Ω entonces se tiene que Re(Ω) y Im(Ω) son n−formas
reales en Cn, la cual resulta además ser una calibración. Para ver esto, y dado
que se ha visto que dΩ = 0, resta ver ver la otra condición de calibración.
Sea e1, ..., en una base para Rn y sea P ∈ Cn un n−plano. Así, se tiene que
existe una transformación A ∈ GL(n,C) tal que si u1, ..., un es una base or-
tonormal para P entonces ui = A(ei), luego por teorema del determinante
Ω(A(e1), ..., A(en)) = detC(A). Por tanto

|Ω(u1, ..., un)|2 = |detC(A)|2 = |detR(A)| = |u1 ∧ iu1 ∧ ... ∧ un ∧ iun|
≤ |u1||iu1| · · · |un||iun| = 1.

Más aún, se tiene que la desigualdad última se hace igualdad si y sólo si los
{u1, iu1, ..., un, iun} son ortonormales, lo cual implica que P es un plano la-
grangiano, es decir, ω|P ≡ 0. Con lo cual se tiene que Ω es una calibración.

Definición 5.3.1 Dada una subvariedad N ⊂ M , se le llama especial la-
grangiana si es calibrada respecto a Re(Ω).

Del hecho que ω|N ≡ 0 y Re(Ω) = volN se tiene también la condición
Im(Ω) = 0. Retomando de la geometría simpléctica que una subvariedad se
dice Lagrangiana si precisamente ω|N ≡ 0, es por tanto que las especiales
lagrangianas son lagragianas con la condición adicional que Im(Ω) = 0. Por
todo lo anterior se sigue que las subvariedades especiales lagrangianas tienen
la mitad de dimensión de la variedad ambiente.

Proposición 5.3.1 Sea N ⊂ Cn una subvariedad de dimensión real n. En-
tonces N admite una orientación con la cual es especial lagrangiana si y sólo
si ω|N ≡ 0 y Im(Ω) = 0.
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Ejemplo 4.1. En el caso C = R2 se tiene coordenada compleja z = x+ iy,
forma de Kähler ω = i

2 dz ∧ dz̃ = dx ∧ dy y forma de volumen holoformo
Ω = dz = dx + idy. Por tanto, Re(Ω) = dx y Im(Ω) = dy. Así, para que
una subvariedad N ⊂ C sea especial lagrangiana debe satisfacer dx(N) = 1
y dy(N) = 0, y ya que ω es una 2−forma se sigue que esta se anula sobre
cualquier curva. Con lo cual se tiene que las especiales lagrangianas en C son
de la forma N = {x + t | t ∈ R}, es decir, rectas paralelas al eje x, lo cual es
congruente con la noción de subvariedades mínimas.

Ejemplo 4.2. Consideremos ahora C2 = R4, con coordenadas complejas
estándares z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, forma simpléctica y de volumen
homolorfa

ω =
i

2
(dz1 ∧ dz̃1 + dz2 ∧ dz̃2) = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2

=
1

2
[dx1 ⊗ dy1 − dy1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dy2 − dy2 ⊗ dx2],

(5.1)

Ω = dz1 ∧ dz2 = (dx1 + idy1) ∧ (dx2 ∧ idy2)

= dx1 ∧ dx2 − dy1 ∧ dy2 + i(dy1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dy2).

Luego entonces

Re(Ω) = dx1 ∧ dx2 − dy1 ∧ dy2 y Im(Ω) = dy1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dy2. (5.2)

Con base en el Teorema 5.3.1 veamos que planos P ⊂ C2 satisfacen con
ser especiales lagrangianos, y ya que deben ser lagrangianos estos deben ser
2-dimesional real. Consideremos primero P = 〈x1, y1〉 = ax1+by1, con a, b ∈ R.

Im(Ω)|P =
1

2
[dy1 ⊗ dx2(ax1 + by1)− dx2 ⊗ dy1(ax1 + by1)

+ dx1 ⊗ dy2(ax1 + by1)− dy2 ⊗ dx1(ax1 + by1)]

=
1

2
[0− 0b+ a0− 0] = 0.

Pero de (5.1) vemos que ω|〈x1,y1〉 6= 0, es de hecho ab. Prosiguiendo de
manera análoga vemos que ω|P = 0, si P es alguno de los generados por

{〈x1, x2〉, 〈x1, y2〉, 〈x2, y1〉, 〈y1, y2〉}.

Y distinto de cero en {〈x1, y1〉, 〈x2, y2〉}. Por otro lado, se ve de (5.2) que
Im(Ω) se anula en

P = {〈x1, y1〉, 〈x2, y2〉, 〈x1, x2〉, 〈y1, y2〉}.
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Por tanto ambas formas se anulan en los planos generados por {〈x1, x2〉, 〈y1, y2〉}.
Y así, estos son los planos que admiten una orientación para cual resultan sub-
variedades especiales lagrangianas.

Ejemplo 4.3. Si f : Rn −→ Rn es una función suave, su gráfica es
una subvariedad encajada de R2n, es decir, si consideramos N = graf (f) =
{(x, f(x)), x ∈ Rn} ⊂ R2n = Cn tiene sentido preguntarse cuando es N es-
pecial Lagrangiana. Lo cual depende enteramente de los vectores tangentes a
N , los cuales, si {e1, ..., en} es una base ortonormal para Rn, vienen dados
por e1 + i∇e1f, ..., en + i∇enf. Entonces la condición ser lagrangiana ω|N ≡ 0
implica que

ω(ej + i∇ejf, ek + i∇ekf) = 0

para todos j, k. Ya que la forma ω es simpléctica y que la función se ve en la
forma f = (f1, ...., fn) se sigue que ∇ejf = (∇ejf1, ....,∇ejfn) y así entonces

ω(ej+i∇ejf, ek+i∇ekf) = ω(ej , ek)+iω(ej ,∇ekf)+iω(∇ejf, ek)−ω(∇ejf,∇ekf)

= ∇ekfj −∇ejfk. (5.3)

Por tanto, pedir que la gráfica sea una subvariedad lagrangiana implica la
condición ∇ekfj −∇ejfk = 0 ∀j, k. Dado que dicha subvariedad está encajada
en un espacio euclideano, condición (5.3) se produce si y solo si f tiene un
potencial, es decir, si existe una función H, tal que f = ∇H.

Lo siguiente es ver que condición adicional debe cumplir para ser especial
lagrangiana. Por teorema del determinante se tiene que

Ω(e1 + i∇e1∇H, ..., en + i∇en∇H) = det(I + iHessH).

Para el caso de dimensión 2, con coordenadas (x, y) dicho determinante toma
la forma

det(I + iHessH) =

∣∣∣∣I + iHxx iHxy

iHyx I + iHyy

∣∣∣∣
= I −HxxHyy +H2

xy + i(Hxx +Hyy)

En donde Hx denota la parcial de la función H respecto de la variable x y
respectivamente para Hy. Por tanto Im(Ω)|N = Hxx + Hyy, pedir que dicha
forma se anule se traduce en que el potencial H sea armónico. Así entonces
la condición para que la gráfica de una función sea espacial lagrangiana en
dimensión 2 se cumple si y solo si ∆H = 0.

Procediendo de manera similar se llega que para el caso n = 3 se tiene
que N es especial lagrangiana si y solo si el potencial H de f satisface ∆H =
Hxx +Hyy +Hzz = det HessH.
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Definición 5.3.2 Una variedad real analítica, es una variedad diferenciable
cuya estructura diferenciable es real analítica.

En vista que las subvariedades especial Lagrangianas en Cn son calibradas, y
por tanto subvariedades mínimas, otra consecuencia importante es que también
estas resultan ser real analíticas2.

Teorema 5.3.1 Sea N una subvariedad especial Lagrangiana en Cn. Se tiene
entonces que N es real analítica en donde quiera que sea no singular.

También, como resultado de la real analiticidad se tienen los siguientes
resultados.

Teorema 5.3.2 Sea P una (n − 1)−subvariedad real analítica de Cn tal que
ω|P ≡ 0. Entonces existe localmente una única subvariedad especial Lagrangia-
na N de Cn conteniendo a P .3

5.4. Mapeo momento

Una herramienta muy útil y practica dentro de la geometría compleja y
simpléctia es la noción de mapeo momento4, el cual puede ser usado para
construir nuevas variedades a partir de una variedad simpléctica ambiente.

En Cn con la métrica g y forma de Kähler ω canónicas, se tiene que el
grupo preservando ambos es U(n)nCn, con Cn actuando por traslaciones. Sea
G ⊂ U(n) nCn con álgebra de Lie g y φ : g −→ Γ(TCn) acción de g en Cn.

Definición 5.4.1 Un mapeo momento para la acción de G en Cn es un mapeo
suave µ : Cn −→ g∗, que satisface

(i) ι(φ(X))ω = ω(φ(X), ·) = 〈dµ,X〉.
2Este resultado lo muestran Harvey y Lawson en [8]
3Las pruebas de estos teoremas expuestas por Harvey y Lawson en [8] hacen uso de alguna

teoría extensa y no expuesta en el presente trabajo ya que nos aleja de los propósitos y lo
extendería demasiado.

4La noción de mapeo momento involucra algunos conceptos que se pueden revisar en el
apéndice, además que aplica para variedades simplécticas en general, aquí la definiremos solo
para el caso Cn.
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(ii) µ es G−equivariante con respecto a la acción coadjunta de g∗.

µ(g · p) = Ad∗(g) · µ(p).

Con g ∈ G y p ∈M .

Nos interesaran los mapeos momentos cuando el grupo de Lie G es com-
pacto, ya que en entre otras cosas los mapeos momento no siempre existen,
pero si el grupo de Lie es compacto se garantiza la existencia del mapeo.

El mapeo momento se hace relevante en el estudio de las subvariedades
Lagrangianas de Cn, debido a que estas subvariedades se encuentran en sub-
conjuntos de nivel del mapeo momento, µ−1(c) = {z ∈ Cn |µ(z) = c}, con
c ∈ g∗. Convirtiendo al mapeo en una herramienta muy útil para encontrar
Lagrangianas especiales.

Si Z(g∗) es el centro para la acción coadjunta de G, entonces de la ecuación
(5.4) podemos ver que el conjunto de nivel µ−1(c) es G-invariante si y sólo
si c ∈ Z(g∗). Más todavía, si O es una órbita para la acción de G, entonces
el siguiente resultado nos da una condición de cuando dicha órbita es una
subvariedad Lagrangiana, es decir, se cumple que ω|O ≡ 0.

Proposición 5.4.1 Sea G es un grupo de Lie conexo de U(n)nCn con álgebra
de Lie g y mapeo momento µ. Sea O una órbita para la acción de G en Cn.
Entonces O es isotrópica, i.e., ω|O ≡ 0 si y sólo si O ⊂ µ−1(c) para alguna
c ∈ Z(g∗).

Demostración.
Sean x, y ∈ g y X,Y los campos vectoriales respectivos inducidos por la acción
de λ. Entonces se tiene

ω(X,Y ) = 〈Y · (〈x, dµ〉)〉 (Definición de mapeo momento (2))

= 〈x · (〈Y, dµ〉)〉 = 〈x, dµ(Y )〉
= 〈x,LY µ〉. (Derivada de Lie)

De lo cual se tiene la igualdad

ω(X,Y ) = 〈x,LY µ〉. (5.4)

Luego, ya que O es una órbita para la acción de G, se tiene que para x ∈ g,
los campos X = λ(x) le son tangentes a dicha órbita y su espacio tangente se
compone por estos campos X. Con lo cual O es isotrópica, ω|O ≡ 0 si y sólo si
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ω(X,Y ) = 0 ∀x, y ∈ g. De (5.5) se sigue que 0 ≡ 〈x,LY µ〉, y esto se satisface
si y solo si LY µ = 0 para toda y ∈ g. De la conexidad de G se sigue entonces
que µ es constante sobre O, así entonces O ⊂ µ−1(c) para alguna c ∈ g∗.
Ya queO esG-invariante, por definición de mapeo momento, por lo mencionado
en el párrafo previo a la proposición se sigue que c es Ad∗(G)-invariante, es
decir, c ∈ Z(g∗).

C.Q.D.

Proposición 5.4.2 Sea N una subvariedad lagrangiana conexa de Cn, G un
subgrupo de Lie conexo de U(n) n Cn preservando N , y álgebra de Lie g.
Entonces N admite un mapeo momento µ, y N ⊂ µ−1(c) para alguna c ∈
Z(g∗).

Demostración.
Sea x ∈ g y X el campo vectorial asociado a la acción del grupo. Ya que
ι(X)ω = ω(X, ·) es una 1-forma cerrada, se tiene que existe fx ∈ C∞(Cn) tal
que

dfx = ι(X)ω = ω(X, ·). (5.5)

Como N es lagrangiana, ω|N ≡ 0, y X tangente a N , se sigue que dfx|N =
ω(X, ·) = 0. De la conexidad se tiene entonces que fx es constante en N .

Tomando fx de tal forma que fx|N = 0, y debido a que esta es lineal en x,
existe un único mapeo µ0 : Cm −→ g∗ de tal manera que

〈x, µ0〉 = fx (5.6)

para todo x ∈ g. Luego entonces dfx = d〈x, µ0〉 = 〈x, dµ0〉 y de la ecuación
(5.6) se obtiene finalmente que

ω(X, ·) = 〈x, dµ0〉.

C.Q.D.

Observación. La acción de U(n) n Cn en Cn es hamiltoniana. Luego, el
momento que se considera asociado a G es la restricción del momento de U(n)
de lo que se sigue que el mapeo momento sea G−equivariante.

Algunos tipos de subvariedades especiales Lagrangianas son aquellas de
cohomogeidad uno; las cuales vienen dadas por aquellas cuyas órbitas de su
grupo simétrico G tienen codimensión uno respecto a la especial Lagrangiana.
Sumado a este tipo de especiales Lagrangianas a la Proposición 5.4.2 se tiene
el siguiente teorema.
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Teorema 5.4.1 Sea G un subgrupo de Lie conexo de SU(n) n Cn con su
respectiva álgebra de Lie g y mapeo momento µ : Cn −→ g∗. Si O es una
órbita orientada de G en Cn con dim O = n − 1 y O ⊂ µ−1(c) para c ∈
Z(g∗). Entonces existe localmente una única subvariedad especial Lagrangiana
G−invariante N en Cn conteniendo a la órbita O y N ⊂ µ−1(c). También N
esta fibrada por G-órbitas, esto es, N es localmente difeomorfa a (−ε, ε)×O.

Demostración.
Ya que SU(n) ⊂ U(n) y por hipótesis G es un subgrupo conexo de SU(n), por
Proposición 5.4.1 se tiene que ω|O ≡ 0 si y sólo si O ⊂ µ−1(c) para algún
elemento c ∈ Z(g∗), ya que este último se tiene por hipótesis se sigue que la
forma de Kähler se anula en la órbita O, es decir, es una subvariedad isotrópica.
Más aún, como esta es una G−órbita resulta ser también una subvariedad real
analítica.
Ahora, ya que la órbitaO es real analítica de dimensión n−1 en Cn y ω|O ≡ 0 se
tiene así que por Proposición 5.3.2 existe localmente una única subvariedad
especial Lagrangiana N de Cn que contiene a O.
Finalmente, en vista que O es G−invariante y G · N ⊇ O es lagrangiana
tenemos por unicidad que G ·N ⊂ N , entonces N es localmente G−invariante,
luego por Proposición 5.4.2 N ∈ µ−1(c) para alguna c ∈ Z(g∗)

C.Q.D.
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Capítulo 6

Ejemplos.

En este capítulo presentaremos un par de ejemplos de subvariedades espe-
ciales Lagrangianas que ilustren los teoremas del capítulo previo. La variedad
ambiente es C3 en ambos casos.

6.1. Ejemplo 1.

Considerando al grupo G = T 2 de matrices ortogonales dentro de SU(3),
explícitamente

G := {γ =

eiθ1 0 0
0 eiθ2 0
0 0 eiθ3

 | θ1 + θ2 + θ3 = 0, θj ∈ R}.

Notar entonces que G es 2−dimensional, ya que si se multiplican los elementos
en la diagonal nos queda la identidad, esto es, det γ = ei(θ1+θ2+θ3) = ei0 = 1
por tanto γ es una matriz ortogonal. De lo cual el centro de G se ve como
un T 2 y hay dos elementos libres (−θ3 = θ1 + θ2). También se puede ver esto
debido a que G es de hecho abeliano se sigue que su centro es ella misma, y así
Z(g∗) = g∗. Con g∗ el espacio dual del álgebra de Lie g las matrices de traza
cero.

Se define una acción de G en C3 mediante

γ : (z1, z2, z3) 7→ (eiθ1z1, e
iθ2z2, e

iθ3z3)
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Y notar que

γ · (eiθ1z1, e
iθ2z2, e

iθ3z3) 7→ (eiθ1eiθ1z1, e
iθ2eiθ2z2, e

iθ3eiθ3z3)

= (ei(θ1+θ2)z1, e
i(θ2+θ2)z2, e

i(θ3+θ3)z3)

También, si llamamos γ′ a la matriz

γ′ =

ei(θ1+θ1) 0 0

0 ei(θ2+θ2) 0

0 0 ei(θ3+θ3)


se tiene que det (γ′) = ei(θ1+θ1+θ2+θ2+θ3+θ3) = e2i(θ1+θ2+θ3) = e0 = 1. Y así
procediendo sucesivamente se tiene que las órbitas son copias de G = T 2.

Luego, G admite un mapeo momento. Para hallar el campo generador in-
finitesimal X̃ derivar

(eitθ1z1, e
itθ2z2, e

itθ3z3)

en t = 0

=⇒ X̃ =
d

dt

(
eitθ1z1, e

itθ2z2, e
itθ3z3

)
|t=0

= (iθ1z1, iθ2z2, iθ3z3).

Podemos considerar los elementos θ1 = 1, θ2 = 0, θ3 = −1 así entonces

X̃ = (iz1, 0,−iz3).

Con forma de Kähler dada por

ω =
i

2

∑
j

(dzj ∧ dzj),

y evaluando

ω(X̃) =
i

2

∑
j

(dzj ⊗ dzj)(X̃, ·)− (dzj ⊗ dzj)(X̃, ·)

=
i

2

∑
j

[(dzj(iz1, 0,−iz3)dzj ]

= −1

2

∑
j

(z1, 0, z3)dzj .
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Integrando podemos hallar la aplicación de momento, expresada mediante

µ1 = −1

2
(|z1|2 − |z3|2).

Análogamente, podemos considerar ahora los elementos θ1 = 0, θ2 = 1, θ3 =
−1 y así

ω(X̃) = −1

2

∑
j

(0, z2, −z3)dzj .

Y aplicación de momento expresada por

µ2 = −1

2
(|z2|2 − |z3|2).

Ahora sean a1, a2 y b números reales, se define el subconjunto La1,a2,b ∈ C3

mediante

La1,a2,b = {(z1, z2, z3) ∈ C3 : |z1|2−|z3|2 = a1, |z2|2−|z3|2 = a2, Im(z1z2z3) = b}.

Y para el cual se cumple que

|eiθ1z1|2 − |eiθ3z3|2 = |eiθ1 |2|z1|2 − |eiθ3 |2|z3|2 = |z1|2 − |z3|2 = a1.

Enteramente lo mismo para |eiθ2z2|2 − |eiθ3z3|2 = a2.
Luego, ya que θ1 + θ2 + θ3 = 0 se tiene que

Im(ei(θ1+θ2+θ3)z1z2z3) = Im(ei 0z1z2z3) = Im(z1z2z3) = b.

Es decir, La1,a2,b es G− invariante.

Salvo los casos en los que alguno de a1, a2 y b son distintos de cero se tiene
que La1,a2,b es difeomorfa a R×G.

Así, se tiene que el conjunto La1,a2,b es una 3− variedad especial Lagran-
giana.
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6.2. Ejemplo 2.

Consideremos ahora a G el subgrupo U(1)× R ⊆ SU(3)× C3.
Retomando que U(1) consiste de los números complejos cuyo valor absoluto es
la unidad. Con álgebra de Lie g = {A ∈ gl(1,C) | A+At = 0}.

Actuando mediante

(eiθ, x) · (z1, z2, z3) 7→ (eiθz1, e
−iθz2, x+ z3),

en donde θ ∈ [0, 2π) y x ∈ R.

Y así notar que las órbitas

(eiθ, x) · γ′ = (e2iθz1, e
−2iθz2, 2x+ z3)

se ven como esferas unitarias cruz la recta real.

Hallando el generador infinitesimal derivando la expresión

(eiθtz1, e
−iθtz2, xt+ z3), en t = 0,

se obtiene el campo vectorial

(iθz1,−iθz2, x) = X̃.

Simplificando un poco las expresiones se llega a

ω(X̃) =
i

2

∑
j

(dzj ⊗ dzj)(iθz1,−iθz2, x).

Eligiendo los elementos X1 = (1, 1, 0) y X2 = (0, 0, x) la expresión se ve en
la forma

−1

2

∑
j

dzj(z1,−z2, 0)dzj .

Para así obtener la aplicación

µ1 =
1

2
(|z1|2 − |z2|2).

Y en el caso de X2

1

2

∑
j

(dzj(0, 0, x)dzj , x ∈ R.
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Con aplicación momento

µ2 =
1

2
Im(z3).

Similarmente al Ejemplo 1 para a, b, c ∈ R se define el conjunto

Na,b,c = {(z1, z2, z3) ∈ C : |z1|2 − |z2|2 = a,Re(z1z2) = b, Im(z3) = c}.

Veamos que dicho conjunto es G− invariante

|eiθz1|2 − |e−iθz2|2 = |eiθ|2|z1|2 − |e−iθ|2|z2|2 = |z1|2 − |z2|2 = a.

Re(eiθz1e
−iθz2) = Re(eiθ−iθz1z2) = Re(z1z2) = b

Im(x+ z3) = Im(z3) = c

Notar salvo el caso en el que a = b = 0, se tiene entonces que Na,b,c es
difeomorfa a una esfera producto R2.

Se sigue entonces que Na,b,c es una 3− variedad especial Lagrangiana.
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Apéndice A

Acciones Hamiltonianas.

A través de este apéndice consideraremos en todo momento estar traba-
jando con una variedad simpléctica (M,ω), y X(M) denota el conjunto de
los campos suaves en la variedad. El propósito primordial será definir en que
consisten los campos simplécticos y hamiltonianos, así como la relación que
guardan entre así, finalmente dar una definición más general de lo que es un
mapeo momento.

Definición A.0.1 Un simpléctomorfismo en (M,ω) es un difeomorfismo ϕ
que preserva la forma simpléctica, es decir,

ω = ϕ∗ω.

Se denota al grupo de simpléctomorfismos por Symp(M,ω), o ya que con-
sideramos variedades simplécticas solo por Symp(M).
En vista que la forma simpléctica es no degenerada se tiene un isomorfismo
TpM −→ T ∗pM : X −→ ιXωp, en donde ιX denota el producto interior de X.
Por tanto se tiene una correspondencia entre campos vectoriales y 1−formas.

Definición A.0.2 Un campo vectorial X ∈ X(M) se dice simpléctico si ιXω
es una forma cerrada.

También se denominan a los campos simplécticos como aquellos cuyo flujo
ϕt preserva la forma simplectica ω, es decir, si son simpléctomorfismos.

Ahora, si H : M −→ R es una función suave en la variedad, se tiene que
su diferencial dH es una 1−forma. Por lo mencionado arriba, existe un único
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campo vectorial XH ∈ X(M) tal que ι(XH)ω = dH. Dicho campo vectorial
XH es llamado campo vectorial Hamiltoniano con función Hamiltoniana
H.

Definición A.0.3 Un campo vectorial X ∈ X(M) se dice Hamiltoniano si
ιXω es una forma exacta.

Notar que de la igualdad dH(XH) = (ι(XH)ω)(XH) = ω(XH , XH) = 0 se
sigue que el campo XH es tangente a los conjuntos de nivel.

Siguiendo la misma idea, se pueden definir las nociones de acciones sim-
plécticas y hamiltonianas.

Consideremos ahora G un grupo de Lie compacto y g su respectiva álgebra
de Lie, dicho grupo de Lie actúa sobre (M,ω) por simpléctomorfismos, es decir,
existe un homomorfismo G −→ Symp(M) : g 7→ ϕg, lo cual implica que cada
ϕg : M −→ M es un simpléctomorfismo en cada g ∈ G. Ahora, la acción
infinitesimal determina un homomorfismo de álgebras

g −→ X(M) : ξ 7→ Xξ

en donde
Xξ =

d

dt
|t=0 ϕexp(tξ)

para cada ξ ∈ g. Dado que por lo mencionado previamente cada ϕg es un
simpléctomorfismo se sigue que Xξ es un campo vectorial simpléctico, es decir,
la 1−forma ι(Xξ)ω es cerrada.

Definición A.0.4 Sea (M, ω) una variedad simpléctica, una acción simpléc-
tica es un acción suave ϕ que preserva la forma ω, es decir:

ϕ∗g(ω) = ω, para toda g ∈ G, y ϕg ∈ Sympl(M,ω)

Definición A.0.5 La acción se dice Hamiltoniana si el campo vectorial Xξ es
Hamiltoniano, es decir, si ι(Xξ)ω es una forma exacta y el mapeo

g −→ C∞(M) : ξ 7→ Hξ

es G-equivariante con respecto a la acción adjunta de G en g.

El que la acción sea Hamiltoniana implica entonces que para ξ ∈ g existe
un función Hamiltoniana Hξ.
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Si la acción de G en M es hamiltoniana, se define un mapeo momento
para dicha acción como un mapeo suave G−equivariante

µ : M −→ g∗

en la cual los campos vectoriales Hamiltonianos Xξ correspondientes a las
funciones Hamiltonianas Hξ : M −→ R definidas mediante

Hξ(p) := 〈µ(p), ξ〉

generan la acción. Y el cual satisface la condición

ι(Xξ)ω = ω(Xξ(p), · ) = 〈dµ(p), ξ〉,

para todos ξ ∈ g y p ∈M.

Fijando p ∈M , la aplicación g 7→ ξ(g)p es lineal de g hacia R, con lo cual
la definición del mapeo momento está bien definida.
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