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Resumen

Una cadena poligonal con restricciones sobre la longitud de sus enlaces
y el valor de sus dngulos internos puede servir como modelo de la cadena
principal de una proteina. Existen casos en los cuales el espacio de configu-
raciones de dichas cadenas no es conexo, condicién conocida como encierro.
Es posible relacionar la existencia de cadenas encerradas con la paradoja de
Levinthal mediante un modelo probabilistico de la sintesis de una proteina.

Inspirados enla minimizacién de energia utilizada en teoria de nudos, en
este trabajo construimos una metodologia numérica para intentar decidir
si una cadena poligonal estd encerrada. Mediante un proceso de minimiza-
cién, intentamos llevar a dicha cadena hacia una configuracién canénica que
minimiza una funcién de energia dada. Utilizamos algoritmos metaheurisi-
ticos, que nos permiten modificar la cadena sin salirnos de su componente
conexa en el espacio de configuraciones, asi como algoritmos basados en des-
censo de gradiente que han mostrado resultados exitosos en problemas de
desenredamiento de curvas suaves.
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Abstract

A polygonal chain with constraints over the length of its links and the
value of its bond angles can be used as a model of a protein backbone. There
are known cases where the configuration spaces of such chains is disconnec-
ted, a condition known as locking. It is possible to relate the existence of
locked chains to the Levinthal paradox using a probabilistic model of protein
synthesis.

Inspired by energy minimization approaches in knot theory, in this work
a numerical methodology is built to try to decide if a polygonal chain is
locked. We try to move a chain to a canonical configuration that minimi-
zes an energy function. We use metaheuristic algorithms, which allow us to
modify chains without creating invalid configurations, and algorithms based
on gradient descent, which have shown promising results untying smooth
knots.



Capitulo 1

Introduccion

jOh rey! para viajar por tu imperio hay calzadas para la realeza vy
sendas para caminantes, pero en geometria hay un solo camino
para todos

Respuesta de Menecmo a Alejandro Magno, segin Estobeo [1, 2]

Figura 1.1: Variedad de Calabi-Yau [3].

El significado puramente etimoldgico de la palabra “geometria” se pue-
de entender como ”"medicién de la tierra”. Por otro lado, una definicién més
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contemporénea describe a la geometria como “la ciencia del espacio” [4]. Di-
cha definicién puede construirse sobre el trabajo filoséfico de Kant, segin el
cual el espacio es una intuicién pura que sirve de base a todas las intuiciones
externas [5], por lo que es el lugar en el que se desarrolla toda la geometria.
Es posible argumentar que ciertas propiedades destacadas de esta rama de
las matematicas como contar con el sistema axiomatico mas antiguo regis-
trado® [1] o la importancia que tiene en la descripcién fisica de la naturaleza
[7] apoyan la idea de que el espacio es una intuicién pura que precede a la
experiencia sensorial.

Una de las propiedades mas importantes de la geometria es su capacidad
para plantear problemas que son sencillos de entender de forma intuitiva,
pero dificiles de formular en un lenguaje matematico abstracto y todavia mas
complicados de demostrar de forma rigurosa. Dos ejemplos candnicos de este
tipo de problemas son el teorema de los cuatro colores [3] y la conjetura de
Kepler [9]. Cabe mencionar que ambos necesitaron de ayuda computacional
mediante verificadores formales y asistentes de pruebas para concretar una
prueba formal.

Al modelar y simular procesos fisicos, quimicos y biolégicos en una
computadora, la geometria, en particular la geometria discreta, juega un
papel fundamental en la descripcién correcta de dichos procesos. Algunos
ejemplos son la deteccién de colisiones en simulaciones de particulas [10]
y el mallado para andlisis de elemento finito [I1]. En el caso especifico de
la bioquimica molecular, las estructuras geométricas descritas por macro-
moléculas como proteinas, acidos nucléicos y virus llegan a ser sumamente
complejas, como muestra la figura 1.2.

1Que ademés sirvié como inspiracién para el proyecto formalista de Hilbert a principios
del siglo XX [6]



Figura 1.2: Representacién 3D de un fragmento de ADN [12].

Particularmente, la estructura tridimensional de una proteina determina
la funcién biolégica que realiza. Mas atin, dentro de su composicién quimica
estd codificada la estructura mas estable que deben de adquirir para cumplir
su funcién bioldgica, llamada estructura nativa. Debe mencionarse que
las proteinas no se sintetizan en su estructura nativa, si no en otra y se
deforman continuamente hasta alcanzarla. Dicho proceso se conoce como
plegamiento de proteinas.

Si una proteina no logra plegarse hasta su estructura nativa, esta no
cumplira su funcién biolégica y generard problemas como enfermedades au-
toinmunes. Por ello, existe un gran interés en describir el proceso mediante
el cual una proteina se transforma hasta llegar a su estructura nativa. Este
problema se vuelve més complicado al considerar que la cantidad de es-
tructuras que puede adoptar una proteina es enorme? para el tiempo que
le toma adquirir dicha estructura®. Este hecho aparentemente paradéjico es
conocido como la paradoja de Levinthal [13].

Es posible que este nimero de estructuras sea menor al especulado: pue-
de haber restricciones de naturaleza geométrica sobre las estructuras accesi-
bles desde cierta configuracién. Si esto fuera cierto, explicaria parcialmente
la discrepancia entre los tiempos de plegamiento y la cantidad de configu-
raciones accesibles. Para analizar dicha suposicion, es necesario hacer una

2Se estiman ~ 10™ configuraciones para una protefna con n aminoécidos
3Entre 107% — 102 segundos, dependiendo del niimero de aminoacidos y otras propie-
dades
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descripcién geométrica simple de una proteina.

Figura 1.3: Cadena poligonal formada por n = 10 segmentos.

La descripcién més basica de la estructura de una proteina se define a
través de su cadena principal, la cual se puede modelar como una cadena
poligonal. Una cadena poligonal es una curva lineal a pedazos en R3. Es
decir, es una curva compuesta por n segmentos de recta, como muestra la
figura 1.3. Es posible especificar dicha curva con n 4 1 vértices en R3, vy,
quitando traslaciones y rotaciones, describir la cadena con 3n — 3 grados de
libertad. Dichos grados consisten en las n longitudes de sus segmentos, los
n — 1 dngulos internos entre segmentos sucesivos y los n — 2 angulos diedros,
que son angulos entre los planos generados por cuatro vértices sucesivos,
como muestra la figura 1.4.
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Figura 1.4: Angulo diedro entre 4 puntos.

Debido a propiedades de su estructura, la cadena principal de una pro-
tefna corresponde a una cadena poligonal en la que las longitudes de los
segmentos y los angulos internos estan fijos, y los tinicos grados de libertad
estan dados por sus n — 2 dngulos diedros [14].

Nos gustaria poder decidir, dada una cadena poligonal, si su espacio de
configuraciones es conexo: es decir, si es posible transformar una cadena mo-
dificando sus grados de libertad (sus dngulos diedros, sus dngulos diedros e
internos, etc) para llevarla a otra configuracién. Existen diversos casos, cuan-
do la cadena tiene “nudos”, en los que sabemos que no es posible. La figura
muestra uno de estos casos. Cuando la cadena tiene un espacio de configura-
ciones disconexo, decimos que la cadena estd encerrada. Actualmente, no
existe un algoritmo que permita decidir si una cadena esté encerrada [14,
15].

1.1. Objetivos y plan de trabajo

En este trabajo, buscamos atacar dicho problema mediante un proceso
de minimizacién: al definir una funcién (que llamaremos energia) en el
espacio de configuraciones de una cadena, buscamos ver si desde cualquier
configuracién es posible ir a aquella que minimiza globalmente la energia.
Dependiendo de la funcién de energia, la configuracién que minimiza dicha
funcién puede tener distintas propiedades deseadas, como estar contenida
en un plano o en una recta. En la teoria de nudos, el mismo enfoque de
minimizacién es utilizado por algunos autores para decidir si un nudo es
equivalente a otro [16, 17, 18].
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V4
Vg

Vs
Vo

Figura 1.5: Cadena poligonal encerrada.

Para el proceso de minimizacién, utilizamos dos tipos de algoritmos:
metaheuristicas, como el recocido simulado (simulated annealing) [19, 20] y
los algoritmos genéticos [21], y algoritmos basados en descenso de gradiente
[18, 22]. Los primeros tienen la ventaja de permitirnos verificar en cada pa-
so si los movimientos que realizamos para modificar una configuracion son
vélidos, es decir, si no generan intersecciones, mientras que los tltimos de-
penden de propiedades de la funcién a minimizar y de la tasa de movimiento
para no generar intersecciones. Estrictamente, no hay garantia de que los
algoritmos basados en descenso de gradiente no generan intersecciones.

Para verificar que un cambio de configuracién se puede realizar sin ge-
nerar una interseccién entre segmentos de la cadena, debemos verificar si la
superficie descrita por los segmentos que rotan al cambiar un angulo de la
cadena (una regién finita contenida en un hiperboloide de un manto) inter-
secta a los segmentos que se quedarian estaticos. Es necesario desarrollar
la teoria, mediante geometria analitica elemental, de cémo detectar dicha
interseccion.

Condensando todo lo anterior, nuestro objetivo es simular de forma
numérica el llevar una cadena poligonal desde una configuraciéon dada has-
ta una configuraciéon canénica como un proceso de minimzacién. Para eso,
desarrollaremos un algoritmo que nos diga si es posible cambiar un dngulo
diedro o interno de una cadena sin generar intersecciones. Posteriormente,
utilizaremos dicho algoritmo para generar nuevas configuraciones de una ca-
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dena a partir de otra y asi poder emplear algoritmos de optimizacién, tanto
metaheuristicas como algoritmos basados en descenso de gradiente, para mi-
nimizar algunas funciones sobre la cadena que la lleven a la configuracion
canonica deseada.

Este trabajo no pretende resolver de forma estricta las proposiciones
geométricas sobre el encierro de ciertas cadenas poligonales, sino simple-
mente hacer un analisis numérico del problema. Se procede de la sigueinte
manera: el capitulo 2 define de forma rigurosa las cadenas poligonales y la
teoria asociada a ellas, asi como algunas propiedades basicas de su espacio
de configuraciones, qué es una proteina y por qué se puede modelar con una
cadena poligonal y la relacién entre la paradoja de Levinthal y las cadenas
poligonales encerradas.

En el capitulo 3 desarrollamos la teoria necesaria sobre las simulaciones
numéricas: el algoritmo para detectar si es posible cambiar un grado de liber-
tad de la cadena, que se vuelve una busqueda exhaustiva de intersecciones
entre segmentos que rotan y otros estaticos. Asi, ahi desarrollamos exponer-
mos la teoria para determinar si se da la una interseccién entre la region
delimitada por un segmento rotante y uno estatico. También expondremos
la teoria sobre el recocido simulado, los algoritmos genéticos y el descenso
de gradiente fraccionario.

En el capitulo 4 mostramos los resultados de las simulaciones para casos
particulares de cadenas poligonales, asi como para cadenas parametrizadas
por una longitud buscando si es perceptible una transicién entre una cadena
encerrada y una libre como funciéon de dicho parametro.

Finalmente, en el capitulo 5 damos algunas conclusiones sobre lo obser-
vado en las simulaciones y sugerimos algunas acciones para realizar trabajo
a futuro.
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Capitulo 2

Cadenas poligonales y
transicion de encierro

En esta seccién, daremos la definiciones matematicas basicas sobre las
cadenas poligonales. Posteriormente, expondremos cémo se puede aplicar
dicha teoria para modelar la cadena principal de una proteina y mostraremos
coémo se relacionan estas areas con la teoria de nudos, la rama de la topologia
que se encarga de estudiar y clasificar los nudos en tres dimensiones.

2.1. Definiciones basicas

Para dar las definiciones, seguimos el tratamiento de [14] haciendo uso
también de [15]. A falta de referencias bibliogréficas en espanol, los términos
usados para denotar algunos objetos se emplean por primera vez. Pondremos
el término en inglés para evitar confusiones o problemas.

Definicién 2.1. Una articulacién (linkage en inglés) es un conjunto S de
segmentos de recta tales que dado un segmento arbitrario s; = {v;;,vi, } € S,
con v; un vértice abstracto que representa un extremo del segmento, existe al
menos otro segmento s; = {v;,,vj,} € S tal que s;Ns; #, es decir, cualquier
segmento de una articulaciéon tiene un extremo que también es el extremo
de otro segmento. A los segmentos de una articulacién también se les llama
enlaces (link).

Notemos que la definicién de enlace es general: no hay necesidad de
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especificar en qué espacio se encuentran los segmentos siempre y cuando
sean rectas. Inclusive es posible generalizar dicha definicion tomando curvas
geodésicas en un espacio no euclideano.

A partir de esta definicién, existen diversas formas de categorizar arti-
culaciones. La primer forma es por el espacio en el que viven los segmentos
de la articulaciéon. En general, la mayoria de la investigacién esta relaciona-
da con articulaciones en espacios euclideanos R%. Es posible construir una
grafica a partir de una articulaciéon, tomando como vértices los extremos de
los segmentos y como aristas los segmentos mismos. Asi, otra forma de cate-
gorizar a una articulacién es segiin las propiedades topologicas de la gréfica
asociada a ella.

Para diversas aplicaciones, en robdtica y biologia, es importante conside-
rar el caso en el cual habra obstaculos en el espacio con los que la articulacién
no puede intersectarse. En particular, es muy relevante el caso en cual los
segmentos de la articulacion no pueden intersectarse entre si en ningun otro
punto que no sea un extremo. Esto provee otra forma de categorizar a las
articulaciones segin las restricciones espaciales que pueda tener.

Categoria Clases
Espacio R?, R3, §2
Grafica asociada General, Arbol, Trayectoria, Poligono

Restricciones espaciales | Ninguna, Sin intersecciones, Obstéculos

Tabla 2.1: Clases para una cadena poligonal.

La tabla 2.1 resume todas las formas mencionadas de categorizar una
articulacion. Es importante notar que el tipo de espacio donde exista la
articulacion también define launa dimensién en la que existe la articulacion.
Nosotros solo estamos interesados en articulaciones en espacios euclideanos,
por lo que cuando nos refiramos a una articulacién de dimensién 2 nos
referimos a una articulacién que vive en R2.

En este trabajo nos interesa en particular un tipo particular de articu-
laciones.
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Definicién 2.2. Una cadena poligonal (polygonal chain) de longitud n es
una articulacién de n segmentos cuya grafica asociada es una trayectoria de
longitud n y que tiene la restriccién espacial de no permitir intersecciones.

Aunque una cadena poligonal, al igual que una articulacién, es un ob-
jeto abstracto, en general vamos a trabajar con realizaciones geométricas
concretas de dicho objeto. Es sencillo notar que una cadena poligonal esta
unicamente definida por los vértices de los extremos de sus segmentos. Asi,
podemos denotar una cadena poligonal de dimensién d como un vector de
n 4+ 1 vértices P = (vo,V1,...,Vy) con v, € R% Durante este trabajo, tra-
taremos con cadenas poligonales de dimension 3, por lo que a partir de este
momento se obviard que cada que hagamos mencién de una cadena poligonal
esta existe en R3.

En general, una cadena poligonal de longitud n tiene 3n + 3 grados de
libertad que se relacionan con las 3 coordenadas de sus n + 1 vértices. Sin
embargo, 6 de estos grados de libertad surgen de las traslaciones y rotaciones
de la cadena. No nos interesa tomar en cuenta estos grados de libertad
pues no queremos distinguir entre dos cadenas poligonales que se puedan
empalmar completamente tras una traslacién y rotaciones adecuadas. Asi,
tenemos en total 3n — 3 grados de libertad en una cadena.

Ademsds de la representacion explicita en coordenadas cartesianas de
cada vértice, es posible describir una cadena a partir de sus coordenadas in-
ternas. Antes de explicar cuales son las coordenadas internas de una cadena,
necesitamos una definicién geométrica.

Definicién 2.3. Dados cuatro puntos vo, v, va, vy € R3, el &ngulo diedro
(dihedral angle) ¢ corresponde al angulo entre dos planos: el plano generado
por el vector vi — v y el vector vo — vy y el generado por el vector vy — va,
como se muestra en la figura 2.1.

Notemos que, gracias al orden de los puntos, es posible garantizar que
el dngulo diedro estara en el intervalo [0,27) pues podemos usar el vector
vo — V1, coincidente entre ambos planos, como la direccién de la rotacién
entre las normales a los planos.

Dado u; = v; — v;_1 el vector del enlace entre el vértice v; y su subse-
cuente, las coordenadas internas consisten en las n longitudes de cada enlace
l; = ||u;|, los n — 1 dngulos internos entre parejas de enlaces 6; definidos
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Vo

Figura 2.1: Angulo diedro ¢ entre 4 puntos.

como
91‘ = arctan 2 (||u1 X ui+1\|, u; - ui+1) s (21)

y los n — 2 dngulos diedros ¢;, calculados como

¢; = arctan 2 (W41 - (n; X ni11), || w1 ]|(n; - 1)), (2.2)
con n; = w; X w;41. La ecuacion 2.2 se puede simplificar al usar la identidad
(axb)x(cxd)=((axb)-d)c— ((axb)-c)d, por lo que

n; X nj4 = (u; X 117;+1) X (Wig1 X uz’+2)
= (u; X Wig1) X (W41 X Wi42)
= ((wg X Wig1) - Wigo) W1 — (W5 X Wig1) - Wip1)Wig2

= ((wg X Wiy1) - Wig2)Ui41.

(2.3)

El paso del dltimo renglén se dio ya que u; x w;41 | ;1. Asi, la ecuacion
2.2 se convierte en
¢i = arctan 2 (Wi - (W X Wi1) - Wig2) Wiy, [[uipa|[(0i - i)

(2.4)
= arctan 2 ([Jui1[|((wi X wig1) - wig2), (05 - nit1)) .

!La funcién arctan 2(y, x) es la extensién de arctan que corrige las diferencias de signos
para que su imagen sea todo el intervalo [0, 27) en lugar de solo [0, 7).
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En general, trataremos de representar una cadena mediante sus coordenadas
internas por ser mas utiles para explorar las propiedades que nos interesan
en este trabajo. Sin pérdida de generalidad, denotaremos con §2 el espacio
de todos los posibles valores de las coordenadas internas de una cadena, es
decir, todas sus posibles configuraciones.

Cuando estudiamos articulaciones con la restricciéon de que no se inter-
secten los segmentos, visualizamos a los segmentos como barras rigidas. Por
lo tanto, generalmente las longitudes de los enlaces /; de una cadena poligo-
nal se consideran constantes y no un grado de libertad del sistema, mientras
que los dngulos internos y los diedros conforman 2n — 3 grados de libertad
del sistema. También es importante notar es que una cadena poligonal puede
ser quiral 2.

2.2. Reconfiguracién y encierro

Existen diversas preguntas que nos podemos hacer sobre las cadenas
poligonales. Sin embargo, los mas relevantes estan relacionadas con como es
que la geometria de la cadena y sus restricciones afectan la posibilidad de ir
de una configuracién de la cadena a otra, es decir, de reconfigurar la cadena
con transformaciones continuas. Destacamos tres problemas importantes:

1. Alcanzabilidad (Reachability): dado un punto v* € R3 contenido en
una cadena P, ;jes posible hacer una transformacién continua sobre la
cadena para que el punto v* coincida con otro punto arbitrario arbitra-
rio a € R3? (Tipicamente v* es uno de los extremos v;, generalmente
el n—ésimo).

2. Reconfiguracién (Reconfiguration): Dadas dos configuraciones dis-
tintas wi,ws € ) de una cadena, jes posible llevar la cadena de w; a
wg mediante una transformaciéon continua en el espacio de configura-
ciones?

3. Encierro (Locking) ;Es conexo por trayectorias el espacio de configu-
raciones? (I.E. para todo para de configuraciones wy,wsy € €2, la cadena
se puede reconfigurar).

2Un conjunto S C R® es quiral si y sélo si no es posible empalmarlo totalmente so-
bre el conjunto obtenido al aplicarle una reflexién S’ aplicando solamente rotaciones y
traslaciones. La quiralidad es una propiedad importante en quimica pues normalmente
las moléculas quirales tienen distintos comportamientos fisicoquimicos dependiendo de su
orientacién.
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Es claro que el problema de encierro es una version més fuerte del problema
de reconfiguracién. Por su importancia, usaremos la siguiente definicion.

Definicién 2.4. Una cadena poligonal P estd encerrada (locked) si y sélo
si su espacio de configuraciones tiene mas de una componente conexa.

Es posible responder a cada uno de estos problemas de distintas formas.
El primer tipo de respuesta es simplemente contestar de forma tajante si la
transformacion deseada es posible o no. El segundo tipo de respuesta es no
solo decir si es posible o no sino dar de forma explicita la transformacion
continua que resuelva el problema.

La pregunta que nos interesa atacar en esta tesis es la reconfiguracién y
el encierro de cadenas poligonales en tres dimensiones. En otras dimensio-
nes los resultados también son interesantes pero escapan el alcance de este
trabajo 2. Presentaremos algunos de los resultados analiticos que se han
encontrado sobre el tema, siguiendo un tratamiento parecido a [23]

Lema 2.1. Dada una cadena de longitud n en la que los enlaces pueden
tener longitud variable, hay una longitud | tal que para l,, <1 el espacio de
configuraciones del vértice vy, es By, (Vin—1)\Un—1 con B.(x) la bola de radio
r centrada en X.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que tomamos un
sistema coordenado tal que

1. v,_1 estd en el origen.
2. El segmento u,_; es paralelo al eje z.
3. El segmento u,_2 esta contenido en el plano X Z.

En dicho caso, notemos que el angulo interno entre 6, 1 corresponde al
angulo polar y el dangulo diedro ¢,_o corresponde al angulo azimutal. Su-
pongamos que hacemos el valor de [, suficientemente pequeno tal que el
unico enlace que intersecta a dicha bola es u,_1. En dicho caso, podemos
mover el segmento u, por toda la bola sin intersectar a ningin enlace, y
el dnico momento donde podria intersectar uno es cuando se empalma con
Upy—1. [ |

3Las cadenas poligonales en 2D o 4D no se pueden encerrar
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Lema 2.2. Dada una esfera de radio r y un segmento de recta s C R? que
intersecta a la esfera, entonces la linea descrita sobre la esfera cuando un
radio recorre todas sus intersecciones con el segmento s es un segmento de
circulo mdazimo de la esfera. Mds aun, dicho segmento tiene longitud menor
a 7.

Demostracion. Antes que nada, recordemos que circulo maximo de la esfera
es el circulo descrito por la interseccion de un plano que pasa por el centro
de la esfera y la superficie de la esfera. Tomamos casos sobre los distintos
tipos de intersecciones posibles entre el segmento s y la esfera:

1. s intersecta tangencialmente a la esfera.

La seccion descrita al recorrer un radio por la interseccion es un tinico
punto, el cual trivialmente es un segmento de circulo maximo.

2. s intersecta al interior de la esfera y es colineal a un radio.

Analogo al caso anterior.

3. s intersecta al interior de la esfera y no es colineal a un radio.

Notemos que, dado un radio r de la esfera, existe un tdnico plano
que contiene a dicho radio y al segmento s. Néds aun, dicho plano pasa
por el origen de la esfera, por lo que la interseccién del plano con la
superficie de la esfera es un circulo maximo.

Al mover el radio r de tal forma que recorra todas sus posibles inter-
secciones con s, el plano generado por ambos segmentos no cambia ya
que el plano donde se intersectan es tnico. Asi, sobre la superficie de
la esfera el punto que se recorre también estd contenido en este plano
y, por ende, es un segmento de circulo méaximo. La figura 2.2 muestra
dichos graficos.

Para ver que la longitud de dicho segmento es menor a mr, notemos que,
al no ser colineal con un radio, la interseccién de s con el interior de la
esfera siempre esta contenida en una media esfera, por lo que al recorrerla
el segmento recorrerd una longitud menor a 7r. |

Lema 2.3. Dada una cadena de longitud n en la que los enlaces tienen
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Figura 2.2: Restricciones para la interseccién entre un radio (negro sélido) y un
segmento que intersecta la esfera (rojo y azul punteado). El segmento de gran circulo
(negro punteado) representa los puntos sobre la superficie tales que un radio de la
esfera que pase por ese punto se intersectaria con dicho segmento de recta. Las
posibles intersecciones solo se dan con el pedazo de segmento que estd al interior
de la esfera (rojo punteado)

longitudes fijas, el espacio de configuraciones del vértice v,, es el cascaron
esférico de radio l,, centrada en v,_1) menos el punto sobre la esfera que
genera un radio colineal con el segmento u,—1 y quitando también el conjunto
{@; | 1 <n—1}, con W el segmento de circulo mdzimo en el que se dan
las intersecciones entre u, y u,.

Demostracion. Andlogamente a la prueba del lema 2.1, tomamos un mismo
sistema de referencia y construimos la esfera centrada en v,,_1. v, puede
moverse en todos los lugares de la esfera que no provoquen que el segmento
u,, se intersecte con algin otro u;. Para el segmento u,_1, solo nos quita el
punto de la esfera con un radio colineal al segmento u,_;. Para todos los
otros segmentos u;, sabemos que las posiciones en las que no puede estar
vy, son aquellas que generan una interseccién entre u; y u,. Por el lema 2.2,
sabemos que dichas posiciones para el segmento v,, estaran en un segmento
de gran circulo. [ ]

Teorema 2.4. Una cadena poligonal con enlaces de longitud variable nunca
se encierra, es decir, es posible llevar una configuracion a cualquier otra.
Mds atn, también es posible llevar cualquier vértice a una posicion arbitra-
0.

Demostracion. La prueba formal se realiza por induccion sobre la longitud
de la cadena. Es claro que una cadena de longitud 1 cumple todo lo men-
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cionado. Suponiendo que una cadena de longitud n lo cumple, una cadena
de longitud n 4+ 1 tendra las mismas propiedades gracias al lema 2.1 pues
siempre es posible reducir su longitud para que podamos moverla en la di-
reccién deseada, y entonces alargarla para hacer llegar el vértice v,,41 a una
posicion deseada. |

Teorema 2.5. Ninguna cadena poligonal de longitud n < 4 con enlaces de
longitud fija puede encerrarse.

Demostracion. Es claro que una cadena de longitud 1 y 2 nunca se encierra.
Para ver que una cadena de longitud 3 o 4 nunca se encierra, usaremos un
argumento recursivo similar a una induccién pero no para toda n. Asi, su-
pongamos que tenemos una cadena de longitud n < 4 que nunca se encierra
y probemos que una cadena de longitud n 4+ 1 < 4 tampoco se encierra

Por la hipétesis mencionada, la subcadena obtenida al remover el enlace
u,11 nunca se encierra. Asi, la inica posibilidad de que la cadena se encierre
es debido al movimiento del enlace u,1;. Por el lema 2.3, sabemos que
el espacio de configuraciones del vértice v, es una esfera cuyas unicas
restricciones por las posibles intersecciones se expresan como segmentos de
grandes circulos.

Para que la cadena se encerrase, tendria que ser posible generar una
regién cerrada en la esfera con n—1 < 2 segmentos de grandes circulos, cosa
que claramente es imposible. Asi, necesariamente la cadena no se puede
encerrar. |

El primer ejemplo de una cadena encerrada se puede dar para n = 5.

Lema 2.6. Una cadena poligonal no estd encerrada si y sélo si para toda
configuracion w € ) es posible transformar continuamente la cadena hasta
una configuracion candnica arbitraria w*, como la que contiene a todos los
puntos en una misma recta sin encimar sus enlaces.

Teorema 2.7. Sea P una cadena esquemdtica como la de la figura 2.3. Si
l1,l5 > lo 4+ I3 + 14 entonces la cadena estd encerrada.

Demostracion. Antes de realizar la prueba, aclaramos que el segmento u;
pasa entre los segmentos uy y us, mientras que analogamente us pasa entre
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u; y uy, formando una estructura topolégicamente 4 equivalente a un nudo
trefoil con un corte.

Para demostrar que la cadena estd encerrada usaremos el lema 2.6 y
probaremos que no es posible llevarla a una configuracién en la que todos
los vértices estén contenidos en un recta. La esfera con radio (I3 + o +13)/2
y centrada en el punto medio de la curva que recorre los vértices vy, ..., vq,
que se muestra en la figura 2.3, siempre contiene en su interior a los vértices
V1i,Vo, V3 y V4. Sin embargo, por construccién, vg y v siempre estan fuera
de la esfera. Sin perdida de generalidad, notemos que para poder llevar a la
cadena a una configuracion contenida en una recta, seria necesario deshacer
el nudo presente, lo cudl necesita que los vértices vg y vs pasen por abajo
de los angulos entre us, uy y uy, us, respectivamente, lo cual es imposible ya
que estos vérties siempre estan fuera de la esfera. La figura 2.4 muestra un
intento de dicho movimiento.

Siendo mas estrictos, podemos formalizar la idea anterior utilizando
reduccion al absurdo. Supongamos que existe un movimiento continuo que
pone a todos los vértices como contenidos en la misma recta. Sin pérdida
de generalidad, podriamos unir los vértices vg y vs con una curva suave y
simple totalmente exterior a la esfera previo a dicho movimiento. Asi, al final
del movimiento, obtendriamos una estructura topolégicamente equivalente
a un circulo. Esto es una contradiccién pues implicaria que el nudo trefoil
es equivalente a un circulo. |

Nos gustaria dar condiciones més generales que garantizaran que una
cadena estd o no encerrada. Existe un caso sencillo en cual podemos dar
dichas condiciones.

Teorema 2.8. Sea P una cadena poligonal tal que existe un plano en el
cual la proyeccion 2D de la cadena, denotada P’, no se intersecta como en
la figura 2.5. Entonces la cadena no estd encerrada.

Demostracion. Nuevamente, utiizaremos el lema 2.6. Sin pérdida de genera-
lidad, suponemos que el plano sobre el cual la cadena no se intersecta es el
plano XY. Dada la cadena en dos dimensiones P’ = (vy, ..., V},) Sea ahora

4Con la ligera diferencia de no ser una curva suave
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V4

<
N

|1+|2+|3

Vs

\V]

Vo

Figura 2.3: Cadena poligonal encerrada con n = 5. El punto rojo es el punto medio

de la curva que recorre los vértices vy, ..., vs. Inspirada en [14].

’W‘

Vo

|1+|2+|3

N

Figura 2.4: Movimiento que intenta llevar la cadena de la figura 2.3 a una configu-

racion plana.
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Figura 2.5: Cadena P con proyeccién sobre un plano P’ sin interseccién. Inspirada
en [14].

r >0 € R tal que
r < min {d(v;,uj)} (2.5)

0<i<n

1<j<n

jAii—1
donde d(v,u) estd definida como la distancia minima entre el punto v y el
segmento u. Coloquialmente, r es menor o igual que la distancia a cualquier
vértice y un enlace que no sea adyacente a él. Es claro que si en cada vértice
v; construimos un cilindro circular infinito C; con eje paralelo al eje e,
centrado en dicho vértice y con radio , el cilindro no contendra ningtn otro
vértice ni ningin segmento que no sea adyacente a v;. Més aun, los cilindros
serdn ajenos entre ellos.

Ahora, para llevar la cadena a la configuracién candnica, primero redu-
cimos el angulo interno entre uy y el eje de C hasta que la distancia entre
vo vy el eje mencionado sea igual a § = r/n. Notemos que dicho movimiento
es posible ya que en la proyeccion 2D de la cadena solo estamos acortando
el segmento u] y, por la hipdtesis de que la proyeccién de la cadena no tiene
intersecciones, dicho movimiento no puede generar ninguna interseccion con
otro segmento de la cadena P’. Posterior a esto, rotamos u; sobre el eje
del cilindro para que quede contenida en el plano Il que contiene al eje del
cilindro y a ug. Dicho desplazamiento se muestra en la figura 2.6 . Ya reali-
zado este proceso, lo seguimos repitiendo para uy sobre el cilindro Cy y asi
sucesivamente con todos los otros segmentos. Notemos que, como muestra la
figura 2.7 en el i-ésimo paso tendremos ¢ segmentos totalmente contenidos
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(b

Figura 2.6: Paso inicial en la prueba del teorema 2.8. (a)—(b) primero rotamos vg
hasta estar en el circulo verde de radio § (b) — (c) rotamos vq sobre el eje del
cilindro hasta estar en el plano Il5.

(a)

Figura 2.7: Paso intermedio en la prueba del teorema 2.8. Notemos como, al mo-
vernos de un cilindro a otro, la cadena siempre queda contenida dentro de dicho
cilindro.

en el cilindro C; y contenidos todos en un plano en forma de zigzag. Asi, al
realizar el procedimiento para el segmento C,,, ya tendremos toda la cadena
en forma de zig zag contenida en un plano, sin intersecciones, por lo que
podemos nuevamente aumentar los d&ngulos internos desde el mayor hasta el
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menor para obtener la configuracién candnica. [ ]

Corolario 2.9. Sea P una cadena inscrita en la superficie de un polihe-
dro convexo tal que no contiene intersecciones. Entonces la cadena no estd
encerrada.

Demostracion. Se puede realizar el mismo proceso del teorema 2.8 pero
ahora los cilindros seran paralelos a la superficie de la cara del polihedro
que contiene al vértice y aprovechar la hipdtesis de que sea convexo para
mover los segmentos evitando intersecciones con otras caras del polihedro.
Si el polihedro se puede desdoblar para que esté contenido en un plano,
entonces podemos primero desdoblar el polihedro y después es exactamente
igual al original. ]

2.2.1. Cadenas de angulo interno fijo

Un caso especial de particular interés por sus aplicaciones a biologia son
las cadenas en las que los dngulos internos 6; estan fijos pero los angulos
diedros ¢; pueden variar. Una cadena de longitud n de este estilo tiene tan
solo n — 2 grados de libertad correspondientes a los angulos diedros. Natu-
ralmente, toda cadena encerrada con angulos internos variables, como la de
la figura 2.3, sigue estando encerrada cuando fijamos dichos dangulos. Asi,
resulta interesante encontrar una cadena que esté encerrada para angulos
internos fijos pero no cuando son variables.

La primera versién de una cadena asi fue descubierta por Nadia Benber-
nou y su asesor Joseph O’rourke, y se muestra en la figura 2.8. La primera
mencién de dicha cadena se encuentra en la tesis de licenciatura de Ben-
bernou [24] y en el articulo que derivé de dicha tesis [25]. Sin embargo, en
ambos trabajos no se exhibe la prueba de que la cadena esté encerrada y en
su lugar se refiere a un manuscrito de O’Rourke que nunca fue publicado.

Teorema 2.10. La cadena P de la figura 2.8 estd encerrada paraly,lg > /2.

Una pregunta comin que también se hace en torno a las cadenas de
angulo fijo es sobre si es posible modificar los angulos diedros hasta llevar la
cadena a una configuracién plana, es decir, en la que todos los enlaces estén
contenidos en el mismo plano.

Definicién 2.5. Decimos que una cadena es aplanable (flattenable) si y
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Vy

Ve
V3

Figura 2.8: Cadena encerrada para dngulo interno fijo.

solo si es posible reconfigurarla a la configuracién en la que todos sus enlaces
estan contenidos en un plano.

La condicién de que una cadena sea aplanable claramente es mas débil
que no ser encerrada. A diferencia del encerramiento, la posibilidad de apla-
nar una cadena no se puede conseguir con menos de 4 enlaces.

Teorema 2.11. Cualquier cadena poligonal de dngulo interno fijo con lon-
gitud n < 3 es aplanable.

Demostracion. Es claro que el teorema se cumple paran = 1,2. Paran = 3,
sea P = (vy,...,v3). Ya que u; y uy ya estdn contenidas en un plano, solo
debemos anadir ug a ese plano. Notemos que, ya que los dangulos internos
estan fijos, us solo cambiar de angulo diedro, que se traduce en que us rote
en un cono centrado en vy con eje de simetria colineal a us.

Asi, al rotar sobre dicho cono para integrarse al plano de u; y us sola-
mente podria colisionar con uj. Sin embargo, ya que se puede rotar sobre el
cono en dos direcciones, siempre es posible llevar a us a dicho plano. |

Es posible exhibir una cadena poligonal de dngulo fijo con n = 4 que no
es aplanable. Dicha cadena se muestra en la figura 2.9.

Teorema 2.12. La cadena poligonal de la figura 2.9 no es aplanable cuando
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V3
(b)
Figura 2.9: (a) Cadena poligonal no aplanable con n = 4. Explicitamente, los
vértices son vo = (0,-1/2,¢), vi = (0,1,0), vo = (0,0,0), v3 = (1,0,0),
vy = (—¢,0,3¢/2). Los circulos rojo y naranja muestran el posible movimiento

de los vértices vo y v4 (b) movimiento necesario para aplanar la cadena.

e<1/3.

Demostracion. Es claro que la tinica posible configuracion de la cadena apla-
nada que no genera intersecciones es la que tiene al segmento u; intersectado
con el eje x en la parte negativa y al uy con el eje y negativo. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que primero rotamos u; para colocarlo en el plano
XY.

Para rotar uy ahi, ya que € < 1/3, entonces 3¢/2 < 1/2, por lo que uy
siempre intersectaria a uj en el plano XY como muestra la figura 2.9(b). W

No existe una respuesta sobre la complejidad de decidir si una cadena
poligonal estd encerrada. Sin embargo, decidir si una cadena es aplanable
resulta ser un problema intratable en tiempo polinomial.

Lema 2.13. [20, 27] Sea S = {s1,...,sn} un conjunto de enteros positi-
vos. Entonces decidir si existen un particion S1,S2 C S tal que Zaesl a=
Y bes, b es un problema NP duro.

Teorema 2.14. Decidir si una cadena poligonal con dngulos internos fijos
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es aplanable es un problema NP duro.

Demostracion. La prueba del teorema, siguiendo a [28], se hace mostrando
que el problema de decisién es equivalente al problema del lema 2.13. Asi,
dado un conjunto S, construiremos una cadena poligonal de dngulo fijo P y
probaremos que S se puede particionar como en el lema si y sélo si la cadena
P es aplanable.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que S = {s1,...,S6}. Sea 0 =
Y scg Sy un e > 0, la primer parte que debemos construir de la cadena es
la mostrada en la figura 2.10

Figura 2.10: Primera parte de la cadena usada en el teorema 2.14.

Esta parte de la cadena la colocamos dentro del plano XY. Ahora, sobre
el punto verde construimos la cadena mostrada en la figura 2.11 pero ahora
sobre el plano X Z.

S
S 6
S, 5
S 4

Sq S2 3

Figura 2.11: Segunda parte de la cadena usada en el teorema teorema 2.14. El
ultimo enlace tiene longitud 3.

El resultado final termina siendo algo parecido la figura2.12
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Figura 2.12: Cadena completa para el teorema 2.14.

Para poder aplanar la cadena, debido a la longitud y direccion del iltimo
enlace de la cadena roja, la tinica forma de hacerlo es colocando dicho enlace
dentro del triangulo azul mostrado en la figura . Asi, la parte negra de la
cadena funciona como una cerradura que impide que la parte roja pueda
pasar por otro lugar distinto al triangulo mencionado.

Por otro lado, la tnica forma en la que se puede colocar dicho enlace en
el tridngulo es encontrando una particion de S que permita colocar todos
los enlaces rojos dentro del rectangulo de lado o + €. Para el caso dibujado
en las figuras, dicha particion es posible y este proceso se muestra en las
figuras 2.13. Es claro que se puede generalizar para |S| > 6. Asi, la figura
puede aplanarse si y solo si existe una particion, por lo que los problemas
son equivalentes, y, por el lema 2.13, NP duros. |

2.3. Aplicacién a la estructura proteinica

Una cuestién muy importante sobre las cadenas poligonales surge en su
relacién con las proteinas. Una proteina es una macromolécula biolégica que
se puede describir de forma simple como una sucesion finita de aminoaci-
dos unidos entre si por un enlace peptidico. Un aminoécido es una molécu-
la quimica que, como muestra la figura 2.14 consta de un carbon central,
también llamado carbén alfa y denotado C,, unido a un grupo carboxilo
(CO; ), un grupo amino N ng , un hidrégeno H y una cadena lateral deno-
tada con una letra R. Los aminoacidos se pueden unir entre si mediante un
tipo de enlace covalente conocido como enlace péptido. El enlace se realiza
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W

(b)

Figura 2.13: Movimiento para aplanar la cadena de la figura 2.11 (a) se colocan

los enlaces de la particién en el rectdngulo del cerrojo. (b) Se rota para colocar el
enlace rojo en el triangulo azul.

COOH COOH
NH, = C,, < H CH, H—— C— CHj
R CH CH,
(a)

(b) ©

Figura 2.14: (a) Diagrama esquemético de un aminodcido. (b,c) Dos aminoécidos,
leucina e isoleucina, con sus respectivas cadenas laterales.

entre el carbono del grupo carboxilo y el nitréogeno del grupo amino. La
figura 2.15 muestra la reaccion quimica y la topologia de dicho enlace.
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R! H R?

NH; —Cy, —C-OH + H-N—C,, — COOH

HQO% j\‘HQO

R! H R?

NHy — Cg, — C——N— Cq, — COOH

H

Figura 2.15: Reaccién de condensacion en la que se genera un enlace péptido entre
dos aminoécidos.

I

Asi, es posible formar cadenas (también llamadas polimeros) de aminoacidos
unidos mediante enlaces péptidos. A dichas cadenas se les conoce como pro-
teinas. Biolégicamente, las proteinas son moléculas que realizan funciones
sumamente importantes en todos los organismos vivos, por lo que su estudio
resulta particularmente importante.

Es sabido que el correcto funcionamiento de una proteina depende de
que pueda plegarse desde una estructura 3D arbitraria hasta su estructura
nativa, una estructura particular en 3D que resulta ser la més estable, ter-
modinamicamente hablando, para dicha proteina. Mas atin, es sabido que
dicha estructura nativa estd unicamente determinada por los aminodcidos
que componen la proteina y por otros factores fisicoquimicos como la tem-
peratura y el pH del medio en el que se realice el plegamiento [29].

Asi, existe un gran interés en estudiar el proceso mediante el cual las
proteinas alcanzan su estructura nativa a partir de una arbitraria. La gran
mayoria de modelos fisicos para dicho procesos son sumamente complejos,
pues el nimero de configuraciones que puede tener una proteina general-
mente crece exponencialmente [30]. Sin embargo, el tiempo que le toma a
una proteina llegar a su estructura nativa varfa entre 1076 — 102 segundos. A
encontrar un modelo adecuado que pueda explicar en términos fisicos cémo
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se realiza el plegamiento de una proteina se le conoce como el problema
del plegamiento de proteinas.

Independientemente de los sofisticados métodos de simulacién fisica que
permiten atacar el problema del plegamiento de proteinas, existe una idea
sencilla que podria dar una explicacién sensata a dicho problema. Antes de
proceder a eso, debemos dar algunas definiciones. Generalmente, el enlace
peptido y los otros enlaces covalentes entre C,, y el carbono del grupo CO, y
el nitrégeno de NH ; tienen una longitud constante, al igual que los angulos
entre los enlaces, cuyos valores se muestran en la figura 2.16.

Es posible probar que el enlace péptido es plano, es decir, que todos los
atomos Cyp; — C; — N; — Cys41 estan todos en un mismo plano para todo
1. Asi, tiene sentido definir la cadena principal de una proteina como la
cadena poligonal que une entre si a los C,. En la figura 2.16 se muestra
dicha cadena.

07‘,,1 Oi,+1

B | ) |
‘ N, ) ;CQ\ j (News) B wz/ca; )
\/\/\/\/\f\
Qi Oit2

(a)

O

1.23 A ‘
y &122 /,;k
16° 109.5°
C
‘ 0.99 A
H

(b)

Figura 2.16: (a) Esquema de una proteina. La cadena principal se muestra punteada
en color naranja. (b) Distancias caracteristicas de los enlaces en una proteina [30,
1, 14].
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Figura 2.17: Estructura 3D de la proteina 3TJW [32]. La cadena principal se mues-
tra en color naranja.

Es claro que, debido a las propiedades discutidas sobre los enlaces cova-
lentes, la cadena principal sera una cadena poligonal con enlaces de longitud
fija y dngulos internos fijos y obtusos. En general, la propiedad de tener angu-
los internos no agudos es suficientemente importante para tener su propia
definicion.

Definicién 2.6. Dado 0 < o < 7/2, decimos que una cadena poligonal
de dngulo fijo es una (<)a-cadena si y sélo si todos sus dngulos internos
satisfacen que 0 < 7 — 6; < a.

En un plano mas realista, las proteinas se crean en una parte de la célu-
la llamada ribosoma. Aunque la geometria del ribosoma en general puede
ser muy ex6tica, un modelo simple [33] lo plantea como un cono con un
dngulo de apertura «. Es posible realizar un esquema basico de como es
que un ribosoma conico generaria cadenas poligonales representativas de la
cadena poligonal de una proteina. La figura 2.18 muestra un ribosoma real
y el modelo planteado. Las cadenas poligonales producidas por un riboso-
ma cénico de dngulo « resultan ser (<)a-cadenas. En particular, tienen una
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(b) (c) (d)

Figura 2.18: (a) Estructura 3D de un ribosoma, tomada de [34] (b,c,d) Modelo
simple de un ribosoma cénico produciendo una cadena poligonal [33].

propiedad mds importante. Antes que nada, haremos la distincién entre una
cadena y su espacio de configuraciones. Recordemos que, usando coordena-
das internas, podemos definir P una (<)a cadena poligonal como un punto
P=(l1,...,0n,01,...,0,_1) €[0,00)" x [r/2,7]" L. El espacio de configura-
ciones de dicha cadena son todos los posibles valores de sus dngulos diedros
Q = [0,27)" 2. Asi, denotamos una configuracién w = (¢1, ..., ¢, 2) € Q.

Teorema 2.15. [35] Una configuracion de una (<)a-cadena es producible
por un ribosoma conico si y solo si dicha configuracion es aplanable.

El teorema 2.15 es sumamente importante ya que identifica que la clase
de (<)a-cadenas que se pueden producir en el modelo ribosomal con la cla-
se de (<)a-cadenas aplanables. La prueba del teorema escapa al alcance de
este trabajo ya que no nos interesa examinar en detalle dicho modelo de pro-
duccién. Sin embargo, hay algunos otros resultados relevantes relacionados
con la probabilidad de que una cadena esté encerrada dada. Presentamos
algunas definiciones relacionadas a Probabilidad, refiriendo al lector a [3(]
para una revisiéon de los conceptos bésicos.

Definicion 2.7. Sea X un vector aleatorio con distribucién asociada de
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forma tinica al espacio de probabilidad (R, B(R?),P) y sea p la medida de
Lebesgue sobre B(R?). Decimos que la distribucién asociada a X es regular
sf y sélo si existe un conjunto abierto, llamado dominio, D C R? tal que
para todo abierto A C D si u(A) > 0 entonces P(A) > 0 y para B € R)\D
tenemos P(B) = 0.

Definicion 2.8. Sean £, © y ® distribuciones de probabilidad regulares con
soporte [0,00), [7/2, 7] y [0, 27), respectivamente. Denotamos con POF ala
distribucién de probabilidad de una (<)a—cadena poligonal de longitud n
tal que l; ~ L y 6; ~ © y son independientes entre si.

Definicién 2.9. Dada una (<)a—cadena P de longitud n, si generamos n—2
angulos diedros independientes de la distribucién ® entonces obtenemos la
que la distribucién todas sus configuraciones Q"®. Si quitamos del dominio
de Q'® las configuraciones que presentan intersecciones entre enlaces y
reescalamos la medida de probabilidad, entonces denotamos a la distribucién
resultante como Q'F%.

Dadas estas definiciones, podemos enunciar los siguientes resultados,
todos tomados de [35]

Lema 2.16. El subespacio de las configuraciones sin interseccion de una
cadena P es abierto.

Demostracion. Notemos que la condicién de que una cadena de longitud n
no tenga intersecciones se puede expresar en [ € O(n?) restricciones de la
forma

9k (D1, -+ Pn—2) >0, (2.6)

donde gi es un polinomio en sin(¢;) y cos(¢;). La restriccion de cada g
define un conjunto abierto en el espacio de configuraciones, por lo que la
interseccion finita de todas las restricciones sigue siendo un conjunto abierto.

[ |

Definicion 2.10. Decimos que una configuracién ) de una cadena P estd
encerrada si y sélo si no puede llevarse a una configuraciéon plana.

Lema 2.17. Dada una distribucion regular de configuraciones Qﬁ’q) sobre
una cadena encerrada P, si hay una configuracion encerrada en el dominio
de Q, entonces la probabilidad de que una configuracion aleatoria () de P
este encerrada es mayor o igual a una constante ¢ > 0.
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Demostracion. Sea @' € Q la configuracién encerrada mencionada y D el
dominio de Q. Sea ahora C' la componente del espacio de configuraciones
de P que contiene a Q' y G = C N D. Por el lema 2.16, sabemos que C
es abierto y D es abierto por definicion, por lo que G es abierto también.
Asi, sabemos que existe un ¢ tal que la bola B.(Q) € R"2 cumple que
para todo Q" € B.(Q), Q" esta encerrada. Por ser Q regular, es claro que
P[Q € B(Q)] = ¢ > 0. Asi, por monotonicidad de la probabilidad, tenemos
que P[Qeste encerradal > ¢ > 0. [

Lema 2.18. Dada una distribucion reqular de configuraciones 77576, st hay
una cadena encerrada en el dominio de P entonces la probabilidad de que
una cadena aleatoria P este encerrada es mayor o igual a una constante
d>0

Demostracion. Primero notamos que el espacio de todas las cadenas y sus
configuraciones se puede denotar como C' = [0, 00)"x[r/2, pi]*~1 x[0, 27)" 2.
Como en el lema 2.16, notemos que la restricciéon de que una cadena esté
encerrada se puede expresar con O(3n — 3) restricciones de la forma

hl(ll, ey ln, 01, .. .,en_1,¢1, - 7¢n—2) > 0, (2.7)

con h; un polinomio en l;, cos(6;), sin(6;), cos(¢x), sin(¢y). Cada h; define un
conjunto abierto en el espacio de configuraciones. La interseccion de todas
estas restricciones resulta en un conjunto abierto L C C. Sea ahora L' la
proyeccién de L sobre [0,00)" x [r/2,7]"~!. Notemos que L’ sigue siendo
abierto ya que las proyecciones son funciones abiertas [37].

De forma analoga a la prueba del lema 2.17, dada una cadena poligonal
encerrada P’ existe un € > 0 tal que B(P’) estd contenida en la interseccién
de la componente de L' que contiene a P’ y el dominio de P tal que toda
P" € B.(P') est& encerrada. Ya que la distribucién P es regular, tenemos
que P[P esté encerrada] > P[P € B.(P')] =d > 0. [ |

Todos estos lemas nos permiten probar el siguiente teorema:

Teorema 2.19. Sea P, una cadena aleatoria tomada de la distribucion
735’9. Si existe una cadena encerrada en el dominio de 775’@ para alguna n,
entonces

lim P[P, no estd encerrada) = 0. (2.8)
n—oo
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Mds aiin, si Q,, es una configuracion aleatoria tomada de QF»® entonces
lim P[Q,, es aplanable] = 0. (2.9)
n—oo

Ambos limites convergen de forma geométrica

Demostracion. Sea m € N tal que existe una cadena encerrada de longitud
m. Sea ahora un n > m € N y una cadena P, ~ 735’6. Dividamos la
cadena en |n/m| subcadenas de longitud m. Claramente tenemos que cada
subcadena Péi) ~ P5® Notemos que la cadena P, no estd encerrada si y sélo
si cada una de sus |n/m| subcadenas no esté encerrada. Por el lema 2.17,

sabemos que IP’[P,E}L) estd encerrada] > c¢. Asi, por independencia, sabemos
que

Ln/m]
P[P, no estd encerrada] = H P[P no esté encerradal

i=1
Ln/m] '

= Zl_Il (1 — P[P esta encerrada])‘ (2.10)
Ln/m]

<] -9
i=1

= (1—¢)lv/m

Tomando n — oo de ambos lados de la desigualdad, encontramos que
P[P, no estd encerrada] — 0. De forma andloga, notemos ahora que, por
independencia entre los dngulos diedros y los demdés parametros, y por los
lemas 2.17,2.18, tenemos:

P[Qyn ~ QFm® esté encerrada] = P[P, esté encerrada] P[Q,, esté encerradal

> cd > 0.
(2.11)
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De forma andloga, al dividir @, en |n/m| subcadenas, se tiene que

P[Q,, aplanable] < P[Q,, no esté encerradal

Ln/m]
= H P[QWY ~ QF'% 1o est4 encerradal
i=1

Ln/m]

= H (1 —P[QY) ~ QP? est4 encerradal) (2.12)
i=1
Ln/m]

< J] (0= ca)
=1
= (1 — ed)lm/ml,

Nuevamente, tomando n — oo de ambos lados encontramos que
P[@y sea aplanable] — 0 [

Estos resultados son de suma importancia pues nos permiten establecer
que, si existe una (<)a cadena encerrada de cierta longitud, la probabilidad
de que otra cadena aleatoria de mayor longitud esté encerrada se acerca a
1 de forma geométrica. Asi, probar que existen cadenas encerradas implica,
de forma indirecta, que es muy probable que las cadenas principales de las
proteinas también lo estén.

Esto tiene una implicacién directa en los modelos utilizados en fisica
estadistica para modelar las proteinas, pues implica que el espacio configu-
racional de las proteinas no es tan grande como se ha estimado y abre la
posibilidad a realizar algunas simplificaciones o reducciones en los métodos
computacionales que mejoren su eficiencia.

2.4. Teoria de nudos y funcionales de energia

Existe una relacién entre el problema de decidir si una cadena poligo-
nal estd encerrada o no con la teoria de nudos, una rama de la topologia
que estudia las figuras que coloquialmente se pueden entender como nudos
sobre un circulo. Podemos dar una definiciéon formal de algunos conceptos.
Remitimos al lector ajeno a la topologia basica a [35].

Definicién 2.11. Un nudo (knot) es un encaje, i.e. una funcién continua e
inyectiva, f : S' — R? de clase C''. Suponemos que su derivada f’ nunca se
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anula. Los nudos como curvas cerradas estan orientadas. Cuando hablamos
de un nudo en abstracto, por lo general nos referimos a su imagen en K =

F(8h)

Definicion 2.12. Dos nudos f y g son equivalentes o isotépicos si existe
un homeomorfismo h : R? — R? que preserve orientacién tal que g = ho f.
La equivalencia de nudos es una relacién de equivalencia que define clases
de equivalencia, denotadas [K].

Algunos textos [39, 10] también piden que la funcién f sea una funcién
lineal a pedazos para evitar tratar con nudos con cruces infinitos. Més atn,
las definiciones de equivalencia pueden ser distintas también. La figura 2.19
muestra algunos ejemplos de nudos.

El problema fundamental que estudia la teoria de nudos es el problema
de la equivalencia de nudos: dados dos nudos K, L, json equivalentes?.
Un caso particular de dicho poblema es cuando L = S', es decir, cuando
L es un simple circulo o un nudo trivial. La respuesta a ambos problemas,
de forma similar al problema de encerramiento, se puede dar de distintas
formas: podemos responder si es posible decidir el problema, encontrar su
complejidad computacional como funcién de algin pardmetro y, en el mejor
de los casos, dar un algoritmo para él. Se sabe que el problema de reconocer
si un nudo es trivial es al menos de complejidad NP [11], por lo que el
problema de equivalencia de nudos debe tener una complejidad mayor a esa.
La forma tradicional de atacar el problema de equivalencia, como es comun
en topologia, es mediante el cdlculo de invariantes topolégicos. Entre los
invariantes mas utilizados caben destacar el polinomio de Jones, el polinomio
de Alexander y el polinomio HOMFLY [20]. Una de las grandes ventajas de
estos polinomios es que, a pesar de ser invariantes, pueden calcularse a partir
de un dibujo del nudo [20].

Sin embargo, independientemente del uso de invariantes, una pregunta
que puede surgir sobre la clase de equivalencia de los nudos es: ;jcémo seria
posible escoger un nudo representante de una clase de equivalncia? De exis-
tir, jcémo podriamos transformar continuamente un nudo arbitrario a dicha
representacion candnica? La posibilidad de llevar un nudo a una representa-
cién candnica nos daria una forma de responder al problema de equivalencia
pues bastaria ver si dos nudos llegan a la misma configuracién candnica.

Una forma de encontrar una configuracién canénica de un nudo consiste
en, dado un funcional sobre la clase de equivalencia de un nudo E : [K] — R
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©%
QOO

c ()

Figura 2.19: Distintas representaciones de algunos nudos. (a,b) pertenecen a la
misma clase de equivalencia mientras que (c,d,f) pertenecen a otra.

que cumpla ciertas condiciones, definir la configuracién canénica como el
minimo global de dicho funcional. Esta propuesta fue realizada por O’Hara
[412, 16]. Al funcional E se le conoce como funcional de energia. Podemos
definirlo junto con sus condiciones y propiedades.

Definicién 2.13. Un funcional de energia es una funcién F : C1(S!, R?) —
[0, 0] que cumple que para toda sucesion K,,,cy C C1(S?,R?) que converge
de forma uniforme a una curva no inyectiva K., € C*(S*,R3) se cumple que
E(K,) — oo para n — o0

Otras propiedades importantes que generalmente se le piden a las energias
funcionales es que tiendan a co cuando un nudo empieza a contraerse en un
punto. Los primeros ejemplos de funcionales de energia EY' se inspiraron en el
potencial electrostatico de un nudo si fuera un objeto cargado con densidad
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lineal de carga. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ||f'(u)|| = 1.
Asi, definimos de forma intuitiva

a = 1 u dov
n=1. L e rE (2.13)

Esta expresién diverge debido a que la interaccion electroestatica diverge
cuando u — v. Si embargo, es posible regularizar dicha expresiéon con otro
término para evitar dicha divergencia

Definicién 2.14. La energia de Mdbius E}"" estd definida como

w00 = [ (= s oy ) @10

donde o, p € (0,00) y Df(u,v) es la distancia sobre la curva f de los puntos
f(u)y f(v). Por definicién, siempre se cumple que || f(u) — f(v)| < Df(u,v)
por lo que E7"P(f) € [0, 00].

Teorema 2.20. [/7] La energia de Mébius es invariante bajo transforma-
ciones de Mobius. Mds aun, para ap > 2, la funcion es un funcional de
energia.

Una desventaja de la energia de Mobius es que no hay una divergencia
a la hora de apretar un nudo hasta cerrarlo por lo que no son las mas aptas
desde un punto de vista de optimizacién numérica [18].

Un conjunto de funcionales que si divergen cuando se aprieta un nudo
son las energias de punto tangente

Definicién 2.15. La energia de punto tangente TP}’ estd definida como

1P — f)l*
TP (f /51 /S1 Hf ( P du dv, (2.15)

P (%) =x = (x- f'(u)) f'(u) (2.16)

la proyeccién de x sobre el plano con normal f'(u) y b,a >0 .

con

Para el caso donde b = 2a, la expresion

1PFs y (F () = F@)/ 11 f () = Fo)[**
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es la a-ésima potencia del reciproco del diametro del circulo tangente a f(u)
que pasa por f(v). Una expresién mads sencilla se puede obtener recordando
que una forma de expresar a P]ﬁ(u)( f(u) — f(v)) es como

Ppiy (f(w) = f(v)) = T(u) x (f(u) = f(v)), (2.17)

por lo que T'P;' se expresa de la siguiente manera:

o T x (£) ~ FEDI°
= [ L e e @19

Teorema 2.21. [17] La energia de punto tangente TP es un funcional de
energia para bya > 1 con b € (a +2,2a + 1). Mds ain, la energia tiene la
propiedad de diverger cuando se aprieta un nudo.

La relaciéon que se puede establecer entre la teoria de nudos y las cadenas
poligonales es la siguiente. Para encontrar la configuracién representativa
de un nudo mediante minimizacién de energia, generalmente debemos de
plantear el problema de forma numérica: el nudo se discretiza como una
curva lineal a pedazos con n nodos, convirtiéndose en un vector x € R3".
Asi, el funcional de energfa se convierte en una funcién E : R?® — R y
podemos aplicar alguno de los muchos algoritmos de optimizacién numérica
para encontrar un minimo del funcional.

Realizar esta optimizacién no es un asunto trivial pues, indepediente-
mente de que tengamos una energia de nudo que diverja en las intersecciones
y al apretar un nudo, el algoritmo de optimizacién debe ser capaz de evitar
los movimientos que generarian una interseccion en la cadena y de encontrar
eficazmente un minimo global.

2.5. Encierro de cadenas mediante minimizacion
de energia

A la hora de discretizar un nudo en una curva lineal a pedazos, lo con-
vertimos en una cadena poligonal cerrada, es decir, con el tltimo vértice
igual al primero. Asi, si fijamos un valor de n y discretizamos todos los nu-
dos para dicho valor, las clases de equivalencia de los nudos representaran
distintas componentes conexas del espacio de configuraciones de dicha cade-
na cerrada. Asi, determinar la clase de equivalencia de un nudo en su version
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discreta es equivalente a revisar el espacio de configuraciones de una cade-
na poligonal cerrada. Utilizando este paralelismo, en principio, podriamos
utilizar métodos de minimizacién de energia para explorar si es
posible llevar una cadena poligonal a una configuracién dada.

Notemos que una diferencia fundamental es que las cadenas poligonales
ya son un objeto compuesto de partes discretas. Por el contrario, un nudo
topoldgico en principio es un objeto continuo que podemos discretizar en
una cantidad arbitraria de valores. Esto presenta una dificultad, pues en la
literatura [20, 18] se observa que la eficacia de los algoritmos de minimiza-
cién en teoria de nudos tiene una depencia grande en la cantidad de puntos
utilizados en la discretizaciéon de un nudo. En particular, es posible observar
que los mejores resultado se obtienen para n > 100. Esto provoca un pro-
blema a la hora de querer simular una cadena poligonal de tamano pequefio
como las exhibidas en la seccién 2.2.

Independientemente de esto, el objetivo de este trabajo es explorar la
posibilidad de llevar cadenas poligonales a una configuracién canénica me-
diante un proceso de minimizaciéon de energia inspirado en la teoria de nu-
dos y ver si los resultados obtenidos por medio de simulacién numérica son
consistentes con los resultados analiticos existentes. En el siguiente capitu-
lo abordaremos las herramientas necesarias para realizar dicha simulaciéon
numeérica.



Capitulo 3

Simulacion numeérica de
cadenas poligonales

Inspirados en las metodologias de teoria de nudos para intentar reducir
nudos a una configuracion sencilla para clasificarlos, atacaremos el problema
de cuando es que una cadena poligonal estda en una configuracién encerrada
al intentar llevarla desde una configuracién en la que presente un nudo o
alguna otra dificultad a una configuracién candnica escogida por nosotros.

Para esto, utilizaremos distintas funciones de energia definidas sobre
dicha cadena poligonal e intentaremos llevar la cadena poligonal a una con-
figuracién que corresponda al minimo global de la energia. La sucesién de
cadenas que se aproximan al minimo global deberan cumplir con las res-
tricciones que deseemos: que las longitudes de sus enlaces sean constantes
y, en algunos casos, que sus angulos internos también lo sean. Asi, solo hay
dos cosas que podemos modificar de una cadena poligonal: un dngulo diedro
o interno. Esto implica que nuestro proceso de minimizacién requiere que,
cuando busquemos generar nuevas configuraciones a partir de una existente
al aumentar o reducir un angulo de la cadena, debemos verificar que dicha
modificacion se puede hacer sin generar una interseccién entre los enlaces
de la cadena.

41
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3.1. Descripcion general

Para poder realizar el procedimiento que lleva a una cadena poligonal
de una configuracion a otra solamente modificando dngulos, es necesario
verificar cuando se puede modificar uno de estos angulos sin generar una
interseccién en la cadena.

Notemos que dicha modificacién solo depende de la posible interseccién
en la cadena ya que en principio nuestros grados de libertad son los angulos
de la cadena y, al ser independientes entre si, pueden modificarse sin generar
configuraciones no vélidas. La tunica restricciéon que tiene la cadena es la
longitud de los enlaces y las interseccion. Ya que cambiar un dngulo no
cambia longitudes, solo debemos checar posibles intersecciones.

3.2. Interseccion entre un segmento y la superficie
generada por un segmento rotante

Ya que un angulo diedro esta definido por los dos planos generados
AB, AC por los segmentos de recta contiguos uy_1, Uy, uxr1 definidos por
los cuatro vértices vi_ovi_1VEvi+1 de una cadena, es claro que, al ser el
segmento ug comun a ambos planos, el aumento del angulo diedro ABC por
un valor ¢ es equivalente a la rotacién de todos los vértices v; con | > k
alrededor de la recta que contiene al segmento uy por un angulo ¢.

Asi, las intersecciones que pueden existir al cambiar un dngulo diedro
son las intersecciones entre segmentos de recta rotados y segmentos de recta
estaticos. Por simplicidad, notemos que podemos restar v a todos los vérti-
ces y rotar el sistema el mismo angulo que el dngulo interno entre e, y u; en
la direccion del vector e, x B para que el segmento u; quede paralelo a e,
v sea mas sencilla la descripcion matemaética de la rotacién de los vértices.

Anidlogamente, cambiar el k—ésimo angulo interno de la cadena, que se
da entre los vértices vi_1vEVvi41, es equivalente a rotar todos los vértices
v; con [ > k alrededor de la recta que contiene al vector ni = ug X ugy1.
Nuevamente, por simplicidad podemos rotar la cadena para que dicho vector
esté en la misma direccién que el vector e, .

Para todo lo que continua, supondremos que estamos en el
marco de referencia en el cual el cambio de angulo diedro es equi-
valente a la rotaciéon de algunos vértices alrededor del eje z. Decidir
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si es posible realizar el cambio de dngulo es equivalente a decidir si la superfi-
cie generada por los segmentos que giran tiene interseccién con los segmentos
que se quedan estaticos. Para decidir sobre la posibilidad de esta intersec-
cién, primero debemos describir matematicamente el tipo de superficie que
genera una segmento de recta al ser rotado un angulo « sobre el eje z.

Dicha superficie cambiara drasticamente dependiendo si alguno de los
segmentos estd contenido en un plano paralelo al XY, por lo que es perti-
nente tomar casos.

3.2.1. Caso 1: ningtin segmento esta contenido en un plano
paraleo al XY.

Podemos expresar analiticamente de forma sencilla la superficie genera-
da, lo cual también nos serd ttil para verificar las intersecciones:

Lema 3.1. La superficie de revolucion generada por girar un segmento de
recta no contenido en un plano paralelo al plano XY sobre el eje z satisface
la ecuacion

p2(2) = c2® + 2rz +d, (3.1)

para algunos c,r,d € R con p*(z) = 2% + 3>

Demostracion. Sean qq, ¢o los extremos de la recta, notemos que podemos
) )
parametrizar el segmento de recta como:

xq(s) = q1z + 5(q22 — Q1z) = 1z + 5 VG,
Ya(s) = quy + s(q2y — quy) = quy + 5 vy, (3.2)
zq(s) = q1z + 5(q2: — q12) = q12 + 5 vq..

para s € [0,1] y vg = g2 — q1. Por otro lado, notemos que, al rotar alrededor
del eje z, la superficie obtenida cumplird la ecuacién p*(s) = x72(s) + y2(s).
De la ecuacién para z, en 3.2, dado que vg, # 0 por hipdtesis, podemos
despejar y obtener que s = (z — ¢1,)/vq,. Sustituyendo el valor de ¢ en las
expresiones para z4(S) y yq(s), obtenemos

VG
Vg
va (3.3)
vq;

wq(z) ={qiz + (Z - q1z)

Ye(2) = quy + (2 — q12)



44 CAPITULO 3. SIMULACION

Elevando al cuadrado y sumando, obtenemos que

2 2
vq vq
1'2(2) + yg(z) = (q1x + (Z - q1z) x) + (q1y + (2 - q1z) y)
gz Vqz

2
vq vq.
= <Q%z + 2C]1x(2 - q1z) = + (Z - Q1z)2vq:§)

V4G P

2
vq vq
+ (qij + 2q1y (2 — q12) qy +(z — qlz)qug>

V(4 z
— a2 49 Y4z 2_9 2 )Lq:%
={(ip T (J1x(2 - q1,z) oy + (Z —2q1:2 + 47, ,Uqg
2

vq vq
a1, + 201y (2 — qu2) =2 + (2° = 20122 + ¢1.) —%
Vqz vgqy

L, [vaE + g o, ((V9r(@1290: = vgr012) + vy (9140 — vaya1-)
=2 | T2z 5
Qs vaz

2 2
vq vq vq vq
+ (C.Z%x —2q12q12 qu + <q1z Uq$> + q%y - QQ1yQ1z ’qu + <q1z qu> )
2 2

z z

=22+ 2rz +d.
(3.4)
[ |

Podemos simplificar més la expresiéon para los coeficientes r y d. Sea
rq = q1 X qz2. Notemos que

Q12Vqz — V42912 = Q12922 — Q12912 — 922912 + 12912
= 1292z — 4224912

= —Trgy.

(3.5)

De forma andloga podemos obtener que qi,vq. — vqyqi. = 7q,. Entonces

para r tenemos:

r = (_”W% - ”qyrqx> . (3.6)
vqz;
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Por otro lado, para d, obtenemos

2 2
vq vq vq vq
d= (q%x — 2q10q1.— + <Qsz> + a3y = 2qyq—2 + <QIz y) )
vq vq vq vq

z z z z

2 2
vq vq
= <q1x — 41z I) + <q1y — 41z y)
Vqz Vqz

1
=i (q12v¢: — q1:v42)* + (q19vq: — q120g,)?)
z

(12022 — @22012) + (q1y@22 — G2y 12)*
vg?
(—rq)* +rqd T +rqy
N vg? T

(3.7)
Podemos ahora describir la superficie que describe esta ecuacién.

Teorema 3.2. La superficie de revolucion generada por girar un segmento
de recta no contenido en un plano paralelo al plano XY sobre el eje z es un
hiperboloide circular de un manto o un cilindro circular.

Demostracion. Utilizando el lemma 3.1, sabemos que la ecuacién de la su-
perficie estd dada por

224yt —c2® —2rz—d=0. (3.8)
Debemos de distinguir ahora dos casos.

1. vgy = vgy, =0

Recordando que ¢ = (vg? + vqﬁ)/vqf, entonces ¢ = 0 si y sélo si
vq; = vgy = 0 pero, por la expresién 3.6, si vg, = vg, = 0 entonces
r = 0. Entonces ¢ = 0y r = 0 si y s6lo si vg, = vgy = 0. Asi, si sucede
que vq; = vqy = 0, entonces la ecuacién 3.8 se reduce a 2?4y —d =0,
la cual, ya que d > 0 por expresarse en la ecuacién 3.7 como una suma
de cuadrados, representa a un cilindro circular de radio V.

2. vgz; #0o0vgy #0 .
Podemos reescribir la ecuacién 3.8 en forma matricial como:

1
ixTHX +plx—d=0 (3.9)
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con
T 2 0 0 0
z 0 0 —2¢ —2r

Ya que vq, # 00 vg, # 0, podemos garantizar que ¢ # 0 y asi la matriz
H serd invertible. Sabemos que entonces podemos hacer un cambio de
variable x = x’—H ™ !p. Al sustituir en la ecuacién cuadratica y utilizar
que, al ser H simétrica, entonces (H 1T = (HT)~! = H™!, tenemos:

%(X' ~H 'p)’HX -H 'p)+p'(x -H ')p-d
- é(x'THx’ —x'"HH 'p - p"H H)THX + p” (H )"HH 'p)
+p'x' —p™H 'p—d
= %(x'THx' —xTp-pTx + p’H 'p)+p'x' —p'H 'p—d
=0
(3.10)

T o .
Recordando que x’* p — p'x’ = x - p, podemos eliminar términos y
obtener:

1 1
5xTHx 4 (—d — 5pTH*p) = 0. (3.11)

Explicitamente, sabemos que

1/2 0 0
H'=|0 1/2 o0 |,
0 0 -1/2¢
por lo que %pTHflp = —r2/c. Asi, si expandimos la ecuacién 3.11,
obtenemos )
2?4 y? — 2?4 (—d+ r—) =0. (3.12)
c

Sabemos que la ecuacién 3.12 representa un hiperboloide circular con
centro en p. Para ver que es un hiperboloide de un manto, notemos
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que

1
7‘2 — Cd = E ((TQy'Uqw — rq:xvq:y)2 - (UQg + UQS)(T(J%‘ =+ rqz))

1
4
1
= v_q4 ((rqzvqg — 2rqyvqsTqzvqy + qu%“”qi)
z
— (vazrd; + vazrdy + va,ra; +va,rd;)) (3.13)
1
g (vazrds — 2rgyvqurazvgy + 04, rq;)
z
1 2
= (VqeTqe — vqyrqy) > 0.
vq}

Entonces, ya que ¢ > 0, claramente se cumple que r2/c —d = 1/c(r? —
cd) > 0, por lo que la ecuacién 3.12 representa un hiperboloide de un
manto. Notemos que para el caso rq = 0, obtenido cuando el segmento
q1q2 pasa por el origen, se cumple que 72/c —d = 0 y asf la superficie
obtenida es un cono, un caso degenerado del hiperboloide de un manto.

Figura 3.1: Superficies que contienen a las descritas por la rotacion de un segmento
de recta en R?: hiperboloide de un manto, cono y cilindro.

Ahora que sabemos que la ecuacién que describe a la superficie de re-
volucion obtenida, podemos verificar si intersecta a un segmento arbitrario.
Denotamos los extremos de dicho segmento p; y p2 v le damos una parame-
trizaciéon x, = p; +tvp cont € [0,1] y vp = py — p;. Si el segmento toca
la superficie, eso quiere decir que en algiin momento cumple la ecuacién 3.8.
Al sustituir la expresiéon parametrizada del segmento p1p2, obtenemos:

(p1z +t vp;c)2 + (p1y +t vpy)2 —c(p1z+t vpz)2 —2r(p1z +tvp,) —d =0.
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Figura 3.2: Regiones descritas por la rotaciéon de un segmento de recta enR?® por
un angulo menor a 27 . Las regiones estdn contenidas en un hiperboloide y en un
cono, respectivamente.

Agrupando los términos respecto a t, se obtiene:

t? (vpi + Up; - cvpg) +2¢ (plxvpx + P1yUDy — VD2 (Cplz + T))

(3.14)
+ (p%:c +p%y - Cp%z - 27“}91;; - d) =0.

La ecuacion 3.14 es una ecuacién cuadratica que puede resolverse con la
formula general. Si la ecuacién no tiene raices, entonces no hay interseccion.
Si la ecuacién tiene al menos una raiz y dicha raiz se encuentra en el intervalo
[0, 1], entonces existe una interseccién entre el segmento y toda la superficie
de revolucién asociada a la ecuacién 3.8.

Sin embargo, recordemos que la ecuacién 3.8 describe una superficie de
revolucién que surge de rotar completamente (es decir, un dngulo 27) a lo
largo de la recta que contiene al segmento ¢1go. A nosotros nos interesa
solamente la regién debida a rotar un dngulo « el segmento. Asi, aunque las
raices de la ecuacion 3.14 existan y estén en el intervalo deseado, debemos
verificar que dicha interseccion se de en la regién deseada de la superficie.

Notemos que la regién debe de tener coordenada z € [min{qi., g2, }, méx{qi., g2. }]-
Asi, dada una raiz t* de la ecuacién 3.14, solamente si el valor de z(t*) de la
parametrizacién del segmento pi1po estd contenido en el intervalo mostrado,
puede existir la interseccion entre el segmento y la region.

Sin embargo, debemos ir todavia mas lejos pues aunque esté en el in-
tervalo de z correcto, debemos verificar que se da en una regién asociada a
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un angulo o y a un valor de s correcto. Notemos que podemos parametrizar
dicha regién como R, (a)x,(t) con R,(a) la matriz de rotacién sobre el eje
z por un angulo «. Explicitamente, las coordenadas cartesianas tienen la
forma:

cos()zq(s) — sin(@)y(s)
sin(a)x4(s) + cos(a)yq(s) con a € [0,a],s € [0,1]. (3.15)

z¢(s)
Si dicha superficie se se intersecta con el segmento p1p2, debe hacerlo en una

raiz t* de la ecuacién 3.14 y en unos valores particular a* y s*, por lo que
se cumplird la igualad

cos(a®)xzq(s*) — sin(a*)y,(s*) xp(t¥)
sin(a*)zq(s*) 4+ cos(a®)yy(s*) | = | yp(t*) | - (3.16)
2q(8™) zp(t*)

e W (pk -
La condicién z4(s*) = z,(t*) explicitamente se expresa como

* P1z + t* UPz — 41z
Vqz

qiz+ s vg, =piz +tTvp, = s (3.17)
Asi, podemos calcular directamente el valor del pardmetro s y, al conocer
también t*, la ecuacion 3.16 en las componentes x y y de se convierte en un
sistema de dos ecuaciones lineales para sin(a*), cos(a*), con solucién:

sna’) =
Ty s* + 3 g* )
Cos(a*) _ xq(s*)xp(t*) + yp(t*)yq(s*) (3.18)

o™ se puede calcular partir de estos valores. Ambos pardmetros, a* y s*, des-
criben el punto de la regién en el que se da la interseccién con el segmento
p1p2. Si dichos pardmetros estdn en el intervalo [0,a] y [0, 1], respectiva-
mente, entonces es seguro que la interseccién se da en la regién deseada.
Este proceso también funciona para el caso en el que nuestro angulo « es
negativo. El inico cambio a realizar es que el intervalo para a* se convierte
en [a, 0].

Un caso que también puede surgir es el caso en que los coeficientes de
la ecuacion 3.14 sean 0. Eso indicaria que la interseccién entre la recta que
contiene a p1po v la superficie de revolucién asociada a la recta giq2 se da en
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una cantidad infinita de puntos. Para verificar que eso se dé en los segmentos
y los dngulos deseados, hay que encontrar «, que en este caso es solamente al
angulo entre las proyecciones en el plano XY de las rectas (o entre los puntos
vectores p1 v qi, si es que vg, = 0), ver que esté en el intervalo deseado,
y luego verificar que el segmento g1¢o rotado un dngulo « se encima con el
segmento pipo.

A partir de toda esta informacién, construimos el algoritmo 1 el cual,dados
los extremos p1, p2, q1, g2 y un angulo «, nos indique si existe la intersec-
cién entre la regién generada por rotar el segmento ¢lg2 un angulo « y el
segmento plp2

Algoritmo 1 Interseccion en el caso 1

1: function INTCASOl(pl,pQ, q1, 92, a)

2 Calcular ¢,r y d como en las ecuaciones 3.4, 3.6, 3.7

3 if Existen raices t1, to de la ecucacién 3.14 then

4: for t* =t1,t5 do

5: if 0 <t* <1 then

6 if z(t*) € [min{q12, g2. }, méx{qi., ¢2.}] then
7 Calcular los parametros s* , o*
8 if s* €[0,1] & o* € [0,a] then
9: return True

10: end if

11: end if

12: end if

13: end for

14: else if Hay una infinidad de soluciones a la ecuacién 3.14 then
15: Calcular o como el angulo tre las proyecciones XY de p1p2 v q1g2
16: if o € [0, o] then

17: Sea )¢5 el segmento obtenido al rotar gig2 un dngulo «
18: if ¢} ¢} se empalma con pips then

19: return True

20: end if

21: end if

22: end if

23: return False

24: end function
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3.2.2. Caso 2: el segmento que rota esta en un plano paralelo
al eje XY

En este caso, la superficie descrita por el segmento que rota esta total-
mente contenida en un plano. Es posible describir analiticamente la super-
ficie generada.

Teorema 3.3. La superficie generada por girar un segmento de recta con-
tenida en un plano paralelo al eje XY estd contenida entre dos circulos con
centro en el eje z a la altura de dicho plano.

Demostracion. Denotemos los extremos del segmento ¢q1q2 y usemos la pa-
rametrizacién usual x4(t) = q; + ¢ vq. Sea r1 = min{||x,(¢)|| | t € [0,1]} ¥
ro = max{||x4(¢)|| | ¢t € [0,1]}. Sabemos que 71,r2 estan bien definidos ya
que el segmento es un conjunto compacto.

Rotar el segmento un adngulo « es equivalente a multiplicar por una
matriz de rotacién sobre el eje z a x,4(t). Sabemos que ésta es una trans-
formacion rigida, por lo que necesariamente se cumplird ||R,(a)x4(t)(t)| =
l|xq(t)(t)]]. Asi, es claro que para todo t € [0,1], r1 < [|[Rz()x4(t)| < 7.

Ya que el segmento estd contenido en un plano paralelo al XY, sabemos
que vg, = 0y que z(t) = q1. = g2, para todo t € [0, 1]. Ya que la rotacién
no afecta el eje z, sabemos que e, - R (a)x(t) = ¢i,. Asi, dado C(r) =
{(z,y,2) € R® | 2 = q1., 22+ y?> < r} el circulo de radio r en el plano
z = q1,, entonces se cumplird

(Ra()x(t) | a€[0,27],t € [0,1]} C C(r2)\C(r1). (3.19)

Notemos que solamente cuando el segmento se encuentra contenido en
una recta que pasa por el eje z entonces los valores de r; y r2 se obtienen
en sus extremos y entonces la regién obtenida al rotar se puede parame-
trizar facilmente. Sin embargo, en general no sucede esto y la regién no es
sencillamente parametrizable. La figura 3.3 ilustra estas situaciones.

Para verificar dicha regién se intersecta con otro segmento de recta
p1p2, descrito con la parametrizacion estandar, lo primero que debemos de
checar es que el segmento pase por el plano en el que estd contenida la
region. Matematicamente, debemos encontrar el valor del parametro al que
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Figura 3.3: Distintas configuraciones para la regién generada al rotar una recta
contenida en un plano paralelo al XY. En (a) los puntos sobre el segmento més
cerca y lejos del origen del origen son los extremos, mientras que en (b) el punto
maés cercano no corresponde a ningin extremo.

intersecta dicho plano. Usando las ecuaciones para la componente z del

segmento estatico, esto se expresa como:

q1z — P1z
VP~

prz+tTop, =q, = t' = (3.20)
Si t* € [0,1] entonces el segmento pasard por dicho plano y podra existir
la intersecciéon. Una condicion equivalente para esto también es que q1, €

[min{plz7 D2z } ) méx{plz y D2z H .

Si alguna de estas condiciones se cumplen, notemos que si la inter-
seccion entre los puntos se da, entonces se debe de cumplir la condicién

IRz(c)xq(s)]| = [Ixp(t")]| , pero, ya que [[Ra(a)xq(s)]| = [Ixq4(s)l| v ya que
24(8) = x4(t*) = ¢ql., entonces la condicién se puede expresar como:
2¢(5) + 1g(5)? = @p(t)? + yp(t7), (3.21)

Como ya conocemos el valor de t*, z,(t*)? + y,(t*)? = r*? es conocido y si

sustituimos las expresiones para z4(s), y4(s) obtenemos:
(q12 + svpz)? + (quy + svpy)? = r*2. (3.22)
Reagrupando, obtenemos:

s> (vpl + vpy) + 25(quavps + qyopy) + (a1, + @1y — %) = 0. (3.23)
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La ecuacién 3.23 es una ecuacién cuadratica para s. Si tiene una raiz s* tal
que s* € [0,1], entonces la interseccién entre los segmentos podria existir.
Para garantizar que dicha interseccién realmente exista, solo debemos en-
contrar el valor del pardmetro o que cumpla las ecuaciones 3.16 para los
valores ya encontrados de s* y t* y ver que cumpla o* € [0, a].

Con base en todo lo anterior, construimos el algoritmo 2 para decidir si
una interseccién se da en el caso descrito. El algoritmo en este caso resulta
mucho més sencillo pues en este caso resulta imposible que la interseccién
se de en una cantidad infinita de puntos.

Algoritmo 2 Interseccion en el caso 2

1: function INTCASOz(pl,pQ, q1, 92, Oé)

2 if ¢1, € [min{p1.,p2.}, méx{pi., p2.}| then

3 Calcular t* de la ecuacién 3.20

4 Calcular las raices sq, s9 de la ecuacién 3.23
5: for s* = 51,59 do

6 if 0 <s* <1 then

7 Calcular o*

8 if o* € [0,a] then

9: return True

10: end if

11: end if
12: end for
13: return False

14: end if
15: end function

3.2.3. Caso 3: Ambos segmentos estan en un plano paralelo
al eje XY

En este caso, sabemos que la region descrita por la rotacién del segmen-
to gi1qo sera igual que en el caso anterior. Sin embargo, la verificacién de
la interseccién cambia de forma dramadtica, pues, a diferencia de los casos
anteriores, si existe una interseccion entre la region el segmento que gira,
esta consistird en una cantidad infinita de puntos.

Sin embargo, podemos evadir este problema de la siguiente manera: sa-
bemos, por el teorema 3.3, que la region generada por el segmento que gira
estard contenida entre dos circulos de radio 71,72 que son las distancias
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maximas y minimas, respectivamente, del segmento que rota al origen. Si
dicha regién intersecta a otro segmento contenido en ese plano, indepen-
dientemente de la cantidad de puntos en los que se de dicha interseccién, al
menos uno de ellos debe estar en una circunferencia con centro en el origen
que pase por alguno de q1, g2, p1 0 po.

Lema 3.4. Sea qiq2 un segmento en R?> y a un dngulo dado. Entones la
distancia minima o mdxima del segmento a la recta se alcanza en ¢ o en

q2.

Demostracion. Notemos que la distancia al cuadrado de un punto sobre la
recta que pasa por ¢igo tiene la forma:

F(t) = 22(t) +y5(t) = (Pra + tvpra)? + (pry + t vpy)*. (3.24)

Si derivamos respecto a t e igualamos a 0, podemos encontrar el valor ¢/
cuando se da la distancia minima

d
de; = 2(p1z + ' vp1a)vp1e + 2(p1y + ' vp1y)vpry = 2(p1 + tvp) - vp =0
t=t'
_ - _P1 VP
Vp - Vp

3.25

Por la desigualdad del tridngulo, podemos garantizar que los puntos(a loi
cuales se dan las distancias minimas y maximas del segmento q1¢o al origen
respectivamente seran:

qdi1,92 sit' <0

xq(t'),q2 si0<t <05

xq(t'),q1 si05<t <1

qz,9q1 sit' >1

(3.26)

Teorema 3.5. En R?, sea un segmento p1pa y una region R obtenida por
girar un dngulo o un segmento q1q2. Entonces R se intersecta con pips STy
solo st sucede alguno de los siguiente casos:

a) Los segmentos pip2 Y q1q2 ya se intersectan.

b) Existe un punto w en la circunferencia centrada en el origen que pasa
poru € {q1,q2} tal que w € RNp1pa y el dngulo interno entre el vector
w y u estd en el intervalo [0, a.
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c) Eziste un punto w en la circunferencia centrada en el origen que pasa
poru € {p1,p2} tal que w € RNp1p2 y el dngulo interno entre el vector
w y u estd en el intervalo [—a,0].

Demostracion. Las implicaciones en direccién <= se siguen por definicién,
por lo que solo nos encargamos de probar = . Para eso, supongamos que
tenemos los segmentos y un angulo « tal que rotar q1gs genera la intersec-
cién mencionada. Notemos, por la figura 3.3, que la frontera de la region
R siempre contiene a los arcos de circunferencia resultados de girar q; y
g2 un angulo «. Mas aun, las partes de la frontera que no son dichos arcos
de circunferencia, son segmentos de recta o son un arco de circunferencia
asociado a la rotacién del punto d sobre ¢q;q2 méas cercano al origen.

Por la forma en que esta definida R, notemos que su frontera OR es una
curva simple siempre y cuando o € [—m, 7]. Asi, por el teorema de la curva
de Jordan aplicado a OR, sabemos que el plano se particiona totalmente
entre R y su complemento R?\ R de tal forma que la interseccién entre p1po
y R se da tal que hay al menos un punto en pips N OR y otro punto en
p1p2 NR2\R o con pips completamente contenido en R. Ambos casos se
muestran en la figura 3.4. Si el segmento esta totalmente contenido en R,

100 — 100

Figura 3.4: Posibilidades de la interseccién respecto a la frontera entre un segmento
de recta y la regién descrita por otro segmento que rota en el mismo plano. (a) El
segmento estd totalmente contenido en la regién. (b) Hay un pedazo contenido y
otro fuera.

por la parametrizacién de R, entonces existe un oy, as € [0,a] y t1,ts € [0,1]
tal que R,(a1)xq(t1) = p1 0 Ry(a2)xq(t2) = p2. Asi, si ahora conside-
ramos que —a* € [—a, 0], entonces se cumplird que xq(t1) = R,(—a1)p1
como Xq(t2) = R,(—a2)p2. Eso significa que al girar el segmento pips un
angulo —a, el arco trazado por p; toca a la recta g1¢2. Entonces se cumple b)
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Si se cumple que hay un u € pyps N IR C pip2 N R, entonces, como los
arcos generados por ¢i,qe2, estdn en la frontera, hay dos casos:

1. Siel punto u intersecta a la frontera en alguno de dichos arcos, entonces
se cumple c¢). Esto se ve en la figura 3.4(b).

2. Si el punto u no intersecta a la frontera alguno de dichos arcos, entonces
lo hace en alguna de las otras curvas. Ya que pip2 no esta totalmente
contenido en el interior de R, entonces garantizamos que hay un pedazo
de dicho segmento fuera de R. Debemos ahora tomar casos sobre la
cardinalidad de OR N pypo:

a)

|OR N pip2| =1 (figura 3.5(a)).

Coloquialmente, esto quiere decir que un pedazo del segmento
esta dentro de R y sale de R por una parte de la frontera que no
es un arco de circunferencia de los extremos de ¢1¢gs. Es decir, en
algiin dngulo alguno de los extremos p; o p2 toca a la frontera de
R para empezar a introducirse en él.

Sea u € RN p1ps. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que el segmento up; estd totalmente contenido en R, por lo que,
al igual que en el caso en el que el segmento esta totalmente con-
tenido, entonces se cumplird b).

|OR N pip2| > 2.

En este caso, ya que sabemos, por el teorema 3.3, que la regién R
estd contenida entre dos circunferencias, se debe cumplir alguno
de los siguientes casos:

1) |OR N pip2| > 2 y al menos dos intersecciones se dan con el
arco generado al rotar d (figura 3.5(b)).

Podemos encontrar un subsegmento vive C pip2 tal que
|OR Nvjva] = 1y se cumplan las condiciones del caso [OR N
v1vz] = 1, por lo que podremos garantizar que se cumple c)
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11) |OR N pip2| = 2 y una interseccién es con un arco de d, otra
con una recta (figura 3.5(c)).

Notemos que la recta con la que se da la interseccién no
puede intersectarse con el arco obtenido al rotar d, por lo
que debe ser una recta correspondiente al segmento gigo sin
rotarse o que toca a dicho segmento desde el lado contrario
al que estd el arco por girar d. Al estar en el lado contrario
respecto a q1qo, entonces podemos garantizar que el p;ps de-
be intersectar a qjqa, por lo que se cumple a).

1) |ORNpip2| = 2 y ninguna interseccién se da con los arcos de
d (figura 3.5(d)).

En este caso, la tinica alternativa es que las dos intersecciones
se den con segmentos de recta en la frontera. Necesariamen-
te, uno de esos dos segmentos es parte de la recta estatica
antes de rotarla. Asi, los segmentos ya se intersectaban antes
de rotar y se cumple el caso a).

Podemos usar como base este teorema para verificar si se da una inter-
seccién en este caso o no. Notemos que la circunferencia que pasa por un
punto p centrado el origen tiene radio |p|, por lo que, dado ¢ y otro segmento
q1q2, podemos encontrar la interseccion entre la recta que contiene a gigs
y la circunferencia usando la ecuacion 3.23. El algoritmo 3 permite hacer
dicha verificaciéon. Notemos que el caso en el que el segmento estatico estd
contenido en un plano paralelo al XY ya estda cubierto por el caso 1. Asi,
con estos tres casos cubiertos, podemos construir un algoritmo general que
nos permita verificar si al rotar un segmento de recta se de una interseccion
con otro segmento de recta.

3.2.4. Decidibilidad de modificar una cadena rotando un angu-
lo diedro

Dada una cadena poligonal P = (vgq,...,v,) de longitud n, sabemos
que tendrda n — 1 angulos internos y n — 2 angulos diedros. Si tomamos un
indice arbitrario k € {1,...,n—2} y un dngulo ¢ € [—7/4, 7 /4], quisiéramos
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Figura 3.5: Subcasos de posibles intersecciones para el caso 3 cuando el segmento
no esta completamente contenido en la region.

decidir si es posible rotar el ¢—ésimo angulo diedro de la cadena poligonal
un angulo ¢ sin generar ninguna interseccién entre los segmentos.

Recordando lo mencionado al inicio de la seccién 3.1, cambiar el k—ési-
mo angulo diedro por un valor ¢ es equivalente a rotar todos los vértices v;
para k+2 < ¢ < n respecto al plano ortogonal al vector v — v un angulo
¢, mientras dejamos intactos los vértices v; con 0 < j7 < k+1 intactos. Asi,
verificar si es posible cambiar el k—ésimo angulo diedro de un sistema por
un valor ¢ es equivalente a revisar si se da alguna intersecciéon al rotar el
segmento v;_1Vv; con algtin segmento v,;_1v;. Notemos que cuando i = k+2,
j = k+1 los segmentos se intersectan en el vértice vi1, por lo que ese caso
debe ser evitado.

Asi, al ya contar con el algoritmo 4, podemos desarrollar otro algoritmo
para verificar si es posible cambiar el angulo diedro de un sistema sin generar
ninguna interseccién al verificar estas intersecciones entre pares de segmen-
tos. Notemos que el algoritmo 5 tiene una complejidad temporal O(n?) y
espacial O(n). El enfoque se hace directamente en tres dimensiones, aunque
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Algoritmo 3 Interseccion en el caso 3

1: function INTCASO3(p1,p2, q1,q2, a)

2: for ¢ = q1,¢2 do

3: Encontrar el pardmetro t* de la interseccién entre la circunferen-
cia centrada en el origen que pasa por ¢ y la recta que contiene pipo
usando la ecuacién 3.23

4: if t* € [0,1] then

5: Encontrar el dngulo o entre xp(t*) y ¢

6: if o* € [0,a] then

7 return True

8: end if

9: end if

10: end for

11: for p = p1,p2 do

12: Encontrar el pardmetro s* de la interseccién entre la circunferen-

cia centrada en el origen que pasa por p y la recta que contiene qiqo
usando la ecuaciéon 3.23

13: if s* € [0,1] then

14: Encontrar el dngulo o* entre xq(s*) y p
15: if o* € [-, 0] then

16: return True

17: end if

18: end if

19: end for

20: return False

21: end function

es posible reducir el problema a verificar la interseccién entre un conjunto
de arcos hiperbdlicos en un plano [43]. Sin embargo, aunque esta reduccién
puede resolverse con complejidad O(nlog(n) + k) utilizando el algoritmo
de Balaban para intersecciones de segmentos [14], el aumento no resulta
tan significativo dado que k € O(n?). Es posible demostrar también que la
complejidad temporal del problema también cumple Q(nlogn).

El caso ¢ = 27 sf puede manejarse con una complejidad O(f = (n)nlogn)
con f(n,n) =n la funcién de Ackermann [13]. Sin embargo, dicho caso re-
sulta de poca utilidad a la hora de trabajar con cadenas poligonales que
presenten nudos que ya eviten la posibilidad de cambiar un dngulo diedro
2. Més aun, nos interesa mas el caso en el cual ¢ ~ 0, por lo que es poco
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Algoritmo 4 Interseccion general segmento - segmento rotante

1: function INTSEGMENTO(p1, p2, q1, 42, &)
2. Seawvq=q2—qi, vp=Dp2 —p1

3: if vq, % 0 then

4: return intCasol(p1, p2, q1, ¢2, @)
5: else if vg, ~0 A vp, %20 then

6: return intCaso2(p1, p2, q1, ¢2, @)
7 else

8: return intCaso3(p1, p2, q1, ¢2, @)
9: end if

10: end function

Algoritmo 5 Posibilidad de cambiar un angulo diedro

1: function CHECARCAMBIARDIEDRO(P, k, ¢)

2: Rotar la y trasladar la cadena P tal que el vector ug sea colineal a
e

3: Sea problema = False

4: seai=k+ 2

5: while 1 <n A —problema do

6: while i < k +1 A —problema do

7: if jA2k+1 N i# k+2then

8: Sea interseccion = intSegmento(v;_1,Vj, Vi—1, Vi, @)

9: Sea problema = problema V interseccion

10: end if

11: i=1+1

12: j=7+1

13: end while

14: end while

15: return problema

16: end function

realista el caso ¢ = 2.

De forma analoga, podemos construir el algoritmo para verificar si es po-
sible modificar el k—ésimo por un valor ¢, simplemente debemos de cambiar
el tipo de movimiento rigido inicial de la cadena al movimiento que pone al
vector ng en la direccién de e, y cambiar los limites de los segmentos entre
los que se busca interseccion.



3.3. ALGORITMOS PARA OPTIMIZACION 61

A la hora de la implementacién, es necesario el uso de aritmética de
precisién arbitraria [15, Capitulo-4.3] para lograr detectar las intersecciones
en los casos més complicados. Ya que no esto no es central a nuestro trabajo,
nos permitimos el uso de una de las miltiples implementaciones ya existentes
para la aritmética de precisién arbitraria [16].

3.3. Algoritmos para optimizacién

Pretendemos llevar nuestra cadena desde una configuracién dada hasta
otra configuracion canénica mediante un proceso de optimizacién numérica.
Remitimos al lector a [17, 48] para una introduccién al tema.

Para poder llevar nuestra cadena desde una configuracién inicial hasta
una configuracién que minimice globalmente la energia seleccionada para la
cadena, es necesario utilizar un algoritmo de minimizacién que sea capaz de
realizar minimizacion global, diferente a los algoritmos convencionales ba-
sados en gradientes que solo nos permiten realizar minimizacién local. Sin
embargo, al intentar utilizar optimizacion global nos enfrentamos al proble-
ma de que, aunque el algoritmo seleccionado pueda tener una demostracion
de convergencia hacia un minimo global bajo ciertas condiciones de regu-
laridad, es muy probable que en la practica sea muy complicado conseguir
optimizar de forma global.

En general, trataremos con algoritmos que en la literatura son agrupa-
dos bajo el nombre de metaheuristicas. Las heuristicas pueden definirse
como un algoritmo o método para resolver un problema particular y bien
definido, cuya justificacion es mds bien empirica que tedrica, es decir, que
en la practica funciona aunque no haya un formalismo sélido que explique
dicho comportamiento. Asi, una metaheuristica puede entenderse como una
heuristica que funciona no para un problema en particular pero para una
clase més grande de problemas.

3.3.1. Recocido simulado

El recocido simulado (simulated annealing) es un algoritmo de optimi-
zacion inspirado en el proceso fisico de recocido. El recocido de un material
es una técnica de cristalizacién en la cual un material a cristalizarse primero
es calentado hasta temperaturas muy altas. Después, el material es enfriado
de forma lenta y controlada hasta muy bajas temperaturas. Este proceso
permite que haya un gran movimiento en la escala atémica en las altas tem-
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peraturas y, al enfriarlos, los &tomos comiencen a reducir su movimiento y
la gran mayoria acomoden en posiciones que corresponden al minimo global
de la energfa del material !. Esto a su vez estd basado en la tercera ley de la
termodinamica, que indica que conforme la temperatura se va a 0, la con-
figuracién de un sistema tiende a la que minimiza globalmente su energia

libre.

En la fisica estadistica, las propiedades termodindmicas de una sistema
se pueden simular mediante el algoritmo de Metropolis-Hastings [19, 50],
un método de Monte Carlo basado en procesos de Markov que nos permi-
te muestrear la distribuciéon de configuraciones del material en equilibrio
termodinamico a una temperatura dada. Este es un método estandar para
resolver muchos sistemas ya que generalmente es imposible conocer de for-
ma analitica la distribucién de equilibrio de un material. Asi, tomando como
base este algoritmo, es posible emular el proceso de recocido en un material:
dada una temperatura inicial, primero utilizamos Metropolis-Hastings para
simular el material y, después de iteraciones que garanticen su convergencia
al equilibrio termodindamico, disminuimos su temperatura. Repetimos este
proceso hasta que la temperatura sea menor que el valor deseado.

Podemos convertir directamente este método en un algoritmo de op-
timizacién: lo que corresponde a la energia, en este caso, es una funcién
arbitraria f : X C R®™ — R. El espacio de configuraciones consiste en el
dominio de la funcién X y una configuracién del material es simplemente
un punto x € X. La temperatura T’ € R es simplemente un pardmetro con-
trolado por el algoritmo. A partir de un punto inicial z, generaremos una
nueva configuracién 2’ y la aceptaremos con la regla de Metropolis-Hastings,
segun la cuél aceptamos z’ con probabilidad

st 1) < min{op (L) )

La regla de aceptacién nos da mucha informacién relevante sobre el al-
goritmo: en primer lugar, notemos que si f(z’) < f(z), entonces, ya que
T > 0, exp ((—f(2') + f(x))/T) > 1. Esto quiere decir que siempre acep-
tamos los pasos hacia configuraciones donde la energfa sea menor. Por otro
lado, si f(a’) > f(x), entonces solo aceptaremos el paso con probabilidad
exp ((—f(2') 4+ f(x))/T) < 1. Si estamos en este caso y ademds y tenemos

'La configuracién atémica que cominmente minimiza la energia de un sistema asf es
una estructura cristalina: los dtomos se organizan en una teselacion regular del espacio
que tiene simetria traslacional y rotacional
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T1 < Ty, entonces (—f(2') + f(x))/T2 > (—f(z') + f(x))/T1, por lo que
p(x,2', Ty) > p(x,2’,T1): la probabilidad de ir hacia una configuracién que
aumente la energia es mayor a temperaturas altas y decrece conforme dis-
minuimos la temperatura, como lo muestra la figura 3.6.

1.0 ‘ ‘ : ]
0.8F ]
= 06} 4 — T=0.1
bS] =
S ] T=0.5
T=1
0.2F — T=3
0.0 >\ 1 1 1 . \7
-4 -2 0 2 4

Af

Figura 3.6: Probabilidad de aceptacién de un cambio de configuracién como funcion
de Af = f(2/) — f(x) para distintas temperaturas.

La propiedad discutida en el tltimo paso es crucial para que este algorit-
mo nos permita minimizar de forma global ya que permite que, a diferencia
de minimizaciones basadas en gradientes, no nos movamos de forma continua
al minimo local méas cercano sino que exploremos el espacio de configura-
ciones en busqueda de minimos y, conforme disminuimos la temperatura,
comencemos a dejar de explorar el espacio y a acercarnos al minimo cercano
a nosotros, el cual probablemente sea el minimo global si realizamos una
exploracién suficiente del espacio.

El algoritmo 6 esboza el recocido simulado para la minimizaciéon de una
funcién f(z) Notemos que, aunque nosotros planeamos el algoritmo para
el caso de funciones reales, es suficientemente general para tratar con pro-
blemas de optimizacién combinatoria o con cualquier otro dominio. Existen
diversas reglas para actualizar T' que se pueden encontrar en la literatura
[51]. Enlistamos las méas comunes:

Geométrico Tj; = rT) con r € [0.5,1). Generalmente, r ~ 0.95
Lineal Ty =1 — S con 0 < 8 <Ty.

Logaritmico T} = T"/(log(k + 1)) con T* = log(2)Tp.
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Algoritmo 6 Recocido simulado

1: function RECOCIDOSIMULADO( f,20,T0,Timin,NT)
2 Sea T =Ty, x = xg

3 while T > T,,,;», do

4 fori=1,..., Nr do

5: Generar 7’ a partir de x

6 Sea r ~ U([0,1])

7 if r <exp((—f(2')+ f(z))/T) then

8

9

Sea z =z’
: end if
10: end for
11: Reducir T
12: end while
13: return x

14: end function

Una ventaja de la regla logaritmica es que se ha demostrado la convergencia
al minimo global al emplear esa regla. También es posible utilizar tempera-
turas no mondtonas pero que tienden a 0, aunque no es comun. La figura
3.7

1 — Exponencial
r=0.99
] Lineal,
1 B =107-3)
] Logaritmico
0.0 ‘ ‘ ¥—
1 10 100 1000 104

k

Figura 3.7: Distintos programas de temperatura. La escala del eje x es logaritmica.

La regla para generar nuevas configuraciones z’ se realiza de forma alea-
toria y distinta entre el tipo de problema que tengamos (optimizacién real,
combinatoria, etc). Para funciones reales, normalmente se toma ' = z + Z
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con Z un vector aleatorio con una distribucién dada (generalmente, una
distribucién normal con media 0).

Algo importante de notar es que, ya que la generacién de configuraciones
es aleatoria, el algoritmo se adapta inmediatamente al caso en el que el
dominio es no convexo o tiene cualquier tipo de restriccién. Si generamos una
configuracién que se sale del dominio, basta seguir generando configuraciones
hasta tener una que estd en el dominio. Este es nuestro caso, pues para la
cadena poligonal, generamos una nueva configuracién moviendo un angulo
y debemos verificar que es posible llegar a dicha configuracién sin generar
intersecciones.

Las condiciones para la convergencia del algoritmo al minimo global
pueden ser distintas dependiendo del problema que tengamos. Para opti-
mizacién real, podemos dar condiciones precisas para la convergencia [52].
A pesar de que existan estas condiciones de convergencia, en la practica
hay que jugar con los hiperparametros del algoritmo. En particular, es muy
importante tomar un Ty suficientemente alto que permita que al inicio se
recorra bien el dominio de la funcién. Para visualizar algunos ejemplos de
cémo actia el recocido simulado sobre algunas funciones f : R?> — R, el
algoritmo se implementé y se probo para tres funciones distintas, dos de
ellas con restricciones en el dominio y una con un dominio no convexo. Los
resultados de dicho proceso se pueden consultar en el Anexo A en el final
de este trabajo. En dichos resultados se observa como no siempre se logra
minimizar globalmente la funcién.

3.3.2. Algoritmos Genéticos

Los algoritmos genéticos son otra metaheuristica usada para optimi-
zar, inspirada en el proceso bioldgico de seleccion natural. Los algoritmos
genéticos no parten de una sola posible solucién, sino de un conjunto de m
posibles soluciones al problema. Llamamos a este conjunto de soluciones la
poblacién de soluciones y a m el tamano de la poblacién. Los algoritmos
genéticos mejoran de forma iterativa una poblacion de soluciones mediante
tres procedimientos béasicos:

= Seleccién: para cada elemento de la poblacién, se selecciona uno o
mas elementos que tomaran el papel de sus padres. El criterio para se-
leccionar padres debe ser estocastico y darle prioridad a las soluciones
con mayor peso.
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= Reproduccién: combinamos entre si a los padres seleccionados en el
paso anterior para formar m nuevas soluciones.

= Mutacién: modificamos ligeramente las m soluciones obtenidas des-
pués de la reproduccién. Esto tiene como finalidad alejar a las solucio-
nes de las caracteristicas que ya poseen las soluciones existentes.

Cada uno de estos procesos puede realizarse de distintas maneras dependien-
do del tipo de problema de optimizacién que tengamos. Se puede argumentar
que el proceso de seleccion es el mas importante de todo el algoritmo. Descri-
bimos tres formas convencionalmente utilizadas para selccionar un nimero
arbitrario de padres para cada elemento de la poblacién:

Seleccién por truncamiento: los padres se escogen de forma aleatoria,
independiente e uniforme entre las mejores k < m soluciones de toda
la poblacién.

Seleccién por torneo: cada padre se escoge de forma independiente como
el mejor de entre una muestra aleatoria de k < m soluciones.

Seleccién de ruleta: la solucion x; se escoge como padre con una proba-
bilidad inversamente proporcional a f(x;).

La figura 3.8 ejemplifica los distintos métodos de seleccién.
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Figura 3.8: Métodos de selecciéon para un algoritmo genético: truncamiento con
k = 4 (arriba), torneo con k = 4 (enmedio) y de ruleta(abajo).En la primera
columna, una grafica de barras con los valores de una funcién f parauna poblacién
de tamano m = 8. En la segunda columna, para el truncamiento se muestra en
color la muestra aleatoria, para el torneo los mejores k elementos y para la ruleta,
los valores de la funcién transformados en probabilidad. La tltima columna tiene
al individuo seleccionado como padre.

Asi, podemos describir brevemente un algoritmo genético en el algoritmo
7. Dependiendo del tipo de problema de optimizacion que tengamos, la forma
de realizar la reproduccién y la mutacion sera distinta. Nuevamente, para el
caso de la optimizacion de una funcién real f : R®™ — R, entonces la forma
mas usual de reproducir es obtener dos padres para cada solucién x;1, z;0 v
definir o} = ;1 + A(x;j2 — x;1). Para la mutacién, de la misma forma que en
el recocido simulado, lo mas sencillo es sumar un vector aleatorio Z; para
obtener z/ = a} + Z; con Z; un vector aleatorio con una distribucién dada
(generalmente normal con media 0).

La diferencia principal entre los algoritmos genéticos y el recocido simu-
lado es el hecho de que los algoritmos genéticos permiten que las soluciones
intercambien informacién entre ellas, permitiendo una exploracién mas infor-
mada del espacio de configuraciones. En la practica, esto se ve reflejado con
un menor numero necesario de iteraciones para que el algoritmo converja.
Existen muchas otras metaheuristicas inspiradas en poblaciones biolégicas
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Algoritmo 7 Algoritmo genético

1: function ALGORITMOGENETICO( f,z1,. .., Tm,tol)

2: while méx{f(z;) | 1 <i<m} > tol do

3: fori=1,...,m do

4: Seleccionar los padres de z; usando como referencia { f(z;) |
1<i<m}

5: Obtener z) a partir de reproducir a los padres de z;

6: Obtener 2/ a partir de mutar a

7: end for

8: fori=1,...,m do

9: Sea x; = x

10: end for

11: end while

12: return x

13: end function

que se apoyan en el mismo principio de intercambio de informacién para
generar buenos resultados [51].

Sin embargo, a diferencia del recocido simulado, no es tan sencillo uti-
lizar un algoritmo genético para el caso de un dominio no convexo o con
restricciones. Aunque en el caso de la mutacion podemos simplemente apli-
car la misma regla de solo aceptar la mutacién de individuo si se queda en
el dominio, para la regla de reproduccién planteada aqui, el nuevo elemento
de la solucién solo estara en el dominio si este es convexo. Asi, podemos
plantear nuevas reglas de reproduccién o simplemente evitar dicho paso.

Aunque se ha estudiado la convergencia de los algoritmos genéticos, no
tan sencillo dar condiciones para un problema de optimizacién continua que
garanticen la convergencia del algoritmo, aunque dichas condiciones existen

[53] .

En el Anexo A mostramos la forma de actuar de los algoritmos genéti-
cos para algunas funciones de R2.

3.3.3. Descenso de gradiente fraccionario (FGD)

Los métodos de descenso de gradiente son los algoritmos méas cominmen-
te utilizados para minimizar funciones que son derivables y cumplen con cier-
tas condiciones de regularidad sobre sus derivadas (como ser de clase C1).
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Estos métodos solo nos permiten encontrar minimos locales de la funcién.

El descenso de gradiente cuenta con la virtud de que en cada paso del
algoritmo, la solucién al problema se mueve en la direccién en la que decrece
mas. Esto siempre resulta méds eficiente que buscar en forma aleatoria un
lugar en el que la funcién sea menor. Sin embargo, si la direccién en la que
la funcién decrece saca a la solucién del dominio de la funcién, no hay forma
de plantear otra direccién de movimiento.

En principio, es posible aplicar directamente un método de descenso
de gradiente a las coordenadas de una cadena poligonal para moverla en la
direccién que minimice una energia derivable. Sin embargo, no hay forma
de garantizar que dicho movimiento va a mover la cadena en un movimiento
que no genere una intersecciéon. Una forma de evitar las intersecciones es
utilizar una energia que evite las intersecciones entre la cadena y contar con
un paso de aprendizaje suficientemente pequeno para que el movimiento sea
pequeno y no haya cambios abruptos en la cadena. Asi, la mejor opcién
para una funcién de energia es la energia de punto tangente formulada en
la ecuacién 2.18, pues dicha funcién evita tanto las intersecciones como el
apretamiento de los nudos y tiene pocos minimos locales [17].

Sin embargo, en la préactica, se puede encontrar que el gradiente tradi-
cional de la energia de punto tangente no logra dar una direccién 6ptima
de desenredamiento. Dicho problema se origina en el hecho de que para mi-
nimizar la energia de punto tangente el descenso de gradiente da en cada
punto de la curva una direccién basada en cambios locales de la funcién y
es necesario considerar el valor de la funcion globalmente en la cadena, no
solo localmente. Se ha encontrado [18] que es posible obtener una direccién
para desenredar una curva utilizando un gradiente fraccionario en lugar del
gradiente tradicional. La figure 3.9 muestra la diferencia entre el gradiente
tradicional y el fraccionario para una curva suave que presenta un nudo. El
fundamento tedrico de andlisis fraccionario y espacios fraccionarios de Sobo-
lev necesario para deducir el algoritmo escapa al alcance de este trabajo. El
lector interesado puede consultarlo en [54, 18]. En primer lugar, buscamos
discretizar la energia de la ecuacién 2.18:

o T x () ~ FDI°
= [ L e e 629

Sea K2(p,qa,T) = [T x (p — q)||*/|lp — q||’, entonces la energfa se expresa
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Figura 3.9: Comparacién entre el flujo descrito por el gradiente convencional (rojo)
y el gradiente fraccionario para la energia de la ecuacién 2.18 con p = 2, ¢ = 4.5
(azul). La longitud de los vectores es proporcional a su magnitud.

como

7 = [ [ K. ). 7)) dud. (3.29)
Como la energia estd definida para una curva suave, para discretizarla es
necesario primero discretizar la curva f. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que tenemos un conjunto de valores {v;}!' , C R3. Podemos ver a la
discretizacién de la curva f como una gréfica simple con vértices V = {v;}7
y aristas £ = {(i,1 — 1)}";. Sea I = (4,1 — 1) € E, Il = ||v; — vi_i|l ¥
Tr = (vi —vi—1)/l; Asi, el primer paso para discretizar la energia es separar
la integral en los vértices de la curva discretizada:

) =3 /I /J Ke(f(u), f(0), T(w) dudo,  (3.30)

IeE JeE

con [ el intervalo orientado sobre la arista I. Removiendo los términos que
contribuyen energia infinita, correspondientes a aristas I,.J que tienen un
vértice en comun, obtenemos la expresiéon

TPY(f) = I,JZ@ /I /J Ko(f(u), f(0). T(w) dudv.  (3.31)
InJ=0

Aplicando ahora una regla de cuadratura sencilla sobre los extremos de los
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intervalo de integracién, encontramos

il
TP (Vo,...,Vvn)= »_ % > Kf(Vige:vira T) | - (3.32)
I,JeE c=—1,0
InJ=0 d=-1,0

La expresion 3.32 ya estd evaluada en una curva discretizada y no conti-
nua. Podemos calcular su gradiente respecto a cada una de de las 3n + 3
coordenadas de {v;}!' ,:

(3.33)

VTP — (aTPba oT Py OT P aTP;> |

duoy = Ovgy ~ Ovgr ' Oups

El gradiente fraccionario g € R3"*3 serd la solucién a un sistema de 3n + 3
ecuaciones lineales, dado por

(A® Ids)g = VTP, (3.34)

con ® el producto de Kronecker sobre operadores lineales. La matriz A €
R™ ™ corresponde a la discretizacién del operador de derivada fraccionaria.
Dicha matriz se puede descomponer como la suma de dos matrices

A= DB+ By, (3.35)

con B el término de la derivada fraccionaria y By un término de orden
bajo que actia como regularizacién para que el operador de derivada sea
invertible de forma tnica. La matriz B se puede construir mediante los
siguientes incrementos: sea Wy definido como

l

=4y
=10 [ Vige — V]+d‘
d_—lo

2041 (3.36)

con o = ((b—1)/a) — 1. Entonces para cada par [,J € Econ INJ =01y
para todo ¢ = 0,1, d =0, 1, incrementamos la matriz B como

w. Wi (T - T
Bi+C,i+d += (_1)c+d%, Bz'+c,j+d —= (—1)C+dM
I

Wiy Wri(Tr - Ty)
Bjiejta += (1) 7o Biteita == (-1
7
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De forma andloga la matriz By se construye a partir de un Q(I) 7, definido
como

l[ K4 (vi, v, TT)
WO, = 1y (3.38)
e c—ZIO [Vite = Vjsal?7HH
d=-1,0

Utilizando incrementos, la matriz simplemente se incrementa como

0 0 0 0
Biiciva T=Wrs Biyejra —= Wi (3.30)
0 0 0 0 :

Bj+c7j+d += WIJv B]+c i+d T — W]J'

Proyeccién sobre restricciones

Es comin que haya restricciones impuestas que le quiten grados de
libertad a la cadena. Asi, debemos implementar que el algoritmo proyecte el
gradiente fraccionario sobre una configuracién que satisfaga las restricciones.
Sin pérdida de generalidad, sea ® : R3"*3 — R* una funcién tal que k <
3n—3y ®(vo,...,vn) = 0 es el conjunto. Sea C' = Jg € RF*G7+3) 1 matriz
Jacobiana de ®. Asi, encontrar el gradiente fraccionario ¢’ € R3"*3 que
cumple las restricciones es equivalente a resolver el sistema de (3n + 3) + &
ecuaciones lineales dado por

((A ® Ids) C;)T> (gA’> _ (VTOP#> 7 (3.40)

con A € R* un conjunto de multiplicadores de Lagrange. Al ya tener calcula-
do ¢’, podemos mover la cadena con la regla v/ = v — 7¢’. Para verificar que
en efecto v/ sigue cumpliendo con las restricciones deseadas, podemos evaluar
®(v’). Sin pérdida de generalidad, puede darse el caso donde ||®(v')]| # 0,
por lo que podemos volver a proyectar sobre el conjunto de restricciones
resolviendo ahora el sistema

((A ®CId3) C;)T> (f;) _ <q>((i/’)> : (3.41)

Nuevamente, 1 € R corresponde a multiplicadores de Lagrange. Al obte-
ner g”, podemos actualizar v/ = v’ + ¢”. Este sistema se puede continuar
resolviendo hasta que se cumpla la condicién de que || P(v')]| < e.

Asi, podemos ahora presentar la minimizacién mediante descenso de gra-
diente fraccionario en el algoritmo 8 En términos computacionales, tanto
el gradiente C' como VT P? pueden calcularse de forma exacta utilizando
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Algoritmo 8 Descenso de gradiente fraccionario

1: function DESGRADFRAC(V(?) & tol, 7,€)

2 Sea v =v©

3 while f(v) > tol do

4 Calcular VT P2(v)

5: Obtener ¢’ al solucionar el sistema de ecuaciones 3.40

6 Sea v =v —71¢

7 while [|®(V')|| > € do

8 Obtener ¢” al solucionar el sistema de ecuaciones 3.41
9: Sea v/ = v/ +¢"

10: end while

11: Sea v =V’
12: end while
13: return v

14: end function

diferenciacién automadtica con nimeros hiperduales [55]. Los diversos siste-

mas de ecuaciones lineales son demasiado inestables para utilizar un método
exacto, por lo que se recurre a un algoritmo iterativo como MINRES [56,

57).

Ya que este método esta disenado en particular para desenredar cur-
vas suaves minimizando la energia de punto tangente, su aplicacién a otras
funciones estd limitada y no tiene mucha aplicacién. Remimitmos al lector
interesado en estudiar el uso de gradientes fraccionarios en problemas mas
generales de optimizacién a [58, 22].

3.4. Otras energias posibles

A pesar de que en en la seccién 2.5 hicimos una breve discusion sobre
los funcionales de energia usados con un nudo, la dicusién solo expuso a la
energfa de punto tangente T'P¢(f) como la mejor posibilidad. Ademés de
la energia de punto tangente expresada en la ecuacién 3.32. Otras posibles
funciones a minimizar son el negativo del cuadrado de la distancia entre
los vétices extremos de la cadena, también llamado maximo alcance (maz
span):

—MaxSpan(vo, . .., Vvy) = —||vo — va|>. (3.42)
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Esta energia resulta bastante importante ya que es posible demostrar que
dada una cadena poligonal con enlaces de longitud fija y dngulo interno
variable, entonces el maximo alcance de la cadena se alcanza en una confi-
guracién plana [25]. Otro caso interesante consiste en minimizar la distancia
entre los pentltimos vértices, es decir

—SpecialSpan(vy, . .., vp) = —||vi — V1 |- (3.43)

Por otro lado, una energia que fue existosa para el caso de llevar cadenas
2D a configuraciones convexas es la energia de distancia eliptica (elliptic-
distance energy) [59], expresada como

1

. (3.44)
(vi = vil + [lv; = vil = llvi = v,ll)

Elliptic(vo,...,vy) = g
i,jJEE
keV
k#i,5

Notemos que cada término de la suma se vuelve constante cuando el vértice
v}, se desplaza en una elipse con focos v;,v;. Por otro lado, el término tiende

a infinito cuando vy, esta contenido en el enlace (i, 7).

Por 1ultimo, una energia que podria ser muy intuitiva seria una “distan-
cia” o algun tipo de métrica entre la configuracién actual y la configuracion
a la cual nos queremos acercar. Para construir dicha métrica, primero nece-
sitamos poder quitar los grados de libertad debidos a movimientos rigidos
de la cadena para de forma efectiva poder comparar dos cadenas.

Para quitarnos de esos grados de libertad, podemos comparar las ca-
denas desde sus coordenadas internas o centrar las cadenas (i.e. restarle el
centroide a cada vértice), para quitarnos los grados de libertad rotacional, y
luego aplicar el algoritmo de Kabsch [60] para encontrar la rotacién optima
entre ambas cadenas. Asi, ya teniendo las cadenas en sus configuraciones
maés coincidentes, podemos medir su diferencia mediante el RMSD (Root
mean square deviation), dado por la expresién

1 n
RMSD(Vo, -, Vi, g, -, Up) = | — > llvi — il (3.45)
=0

Si pretendemos cambiar los angulos internos y diedros, nuestra cadena de
referencia puede ser la que contiene a todos los puntos en una recta, mientras
que si solo movemos los diedros podemos tomar la configuraciéon plana con
los mismos angulos internos actuales.
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Resultados

Para poner a prueba el enfoque de minimizacién, intentaremos llevar dos
cadenas poligonales, sobre las cuales conocemos resultados analiticos sobre
su espacio de configuraciones, a configuraciones canénicas que deben serles
accesibles. Estos dos ejemplos, presentados ya en la seccién 2, son mostrados
en la figura 4.1.

V4
7 vq
Vg
3 Vo Vo Vo
Ve
V3
Vs
Vo

(a) (b)
Figura 4.1: Cadenas que buscamos llevar a otra configuraciéon con el proceso de

minimizacion.

Para mayor simplicidad, nos referiremos a la cadena 4.1(a) como la ca-
dena “agujas”, mientras que la cadena 4.1(b) serd la cadena “rectangular”
La cadena de agujas tendra como grados de libertad modificables sus dngu-

75
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los internos y diedros mientras que la cadena rectangular solo podra cambiar
en sus angulos diedros. Los detalles sobre cémo construir dichas cadenas y
otras curvas que contienen nudos se pueden encontrar en el anexo B a este
trabajo.

A continuacién detallamos los hiperpardametros que se seleccionaron pa-
ra los algoritmos de optimizacién y explicaremos como se muté una cadena
para genera nuevas configuraciones a partir de ella.

4.1. Mutaciones e hiperparametros

En la seccién anterior revisamos tres algoritmos que utilizaremos para
intentar llevar las cadenas a una configuracién estirada modificando solo
algunos angulos. En el caso del algoritmo de descenso de gradiente fraccio-
nario, el movimiento estd dado ya de forma natural. Sin embargo, para los
algoritmos metaheuristicos (recocido simulado y algoritmos genéticos), es
necesario especificar cémo haremos la mutacién de la cadena.

Para poder permitir distintos grados de mutaciéon sobre la cadena, el
procedimiento de mutacion sera de la siguiente manera:

1. Dado un entero m, generamos un ntmero aleatorio my, entero escogido
de forma uniforme entre 1, y m. my representa el nimero de grados
de libertad que vamos a modificar de la cadena.

2. Posteriormente, generamos my, parejas (j;, ;) con ¢ un indice que re-
presente algiin angulo interno o diedro de la cadena y «a; un angulo
tomado de forma aleatoria. Normalmente, a; ~ N(0,7/8) y truncamos
la distribucién para garantizar que o € [—m/40, w/40] L.

Asi, la mutacion estd dada por cambiar primero el angulo j; un valor aj,
luego el dngulo jo> un valor as y asi hasta llegar al angulo j,,, y el valor ayy,, .
Asi, aunque las mutaciones cambien varios grados de libertad de la cadena,
en la préactica siempre cambiamos uno a la vez. Esto se debe de realizar
asi ya que verificar las intersecciones al mover mas de un angulo se torna
demasiado complicado.

Geométricamente, esto significa que las mutaciones solo cambian la con-
figuracion desplazandose sobre los ejes cartesianos dentro del espacio de

1El valor de /40 se escogié de forma heuristica después de realizar algunas pruebas
iniciales sobre el sistema.
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configuraciones de la cadena. Esto podria parecer un problema ya que en
principio nos gustaria poder hacer cambios arbitrarios. Sin embargo, para
valores suficientemente pequenos de «;, es posible aproximar cualquier mo-
vimiento sobre el espacio de configuraciones a través de movimientos sobre
los ejes coordenados. La figura 4.2 ejemplifica esto.

Figura 4.2: Aproximacién de una curva a través de movimientos coordenados. La
aproximacion naranja tiene menor movimiento y es mejor a la curva.

Los hiperpardmetros de cada simulacién fueron los mismos para cada
algoritmo. Los detallaremos a continuacién

s Genético: seleccién de truncamiento con k = 20 y una poblacion de
100, méximo 5000 iteraciones y mutaciones de hasta m = 3 grados de
libertad.

= Annealing: temperatura inicial de 4.0 y final de 0.01 en unidades de
la energia inicial de la cadena, programa exponencial de temperatura
con 7 = 0.99, maximo 100000 0 500000 iteraciones y mutaciones de
hasta m = 3 grados de libertad.

= FGD: paso de tiempo de 0.01 para curvas suaves y 0.001 para cadenas
con menos de 10 puntos. 10 iteraciones maximas para la proyeccién
sobre las restricciones, tolerancia de 10~* de diferencia sobre las res-
tricciones.

Dichos pardmetros fueron seleccionados después de un ajuste manual. En
principio, pueden ser refinados de diversas maneras.
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El cédigo para realizar las simulaciones fue implementado en el lenguaje
Julia [61] y se encuentra disponible en GitHub en el repositorio https:
//github.com/sayeg84/chainUnlocking.git.

4.2. Dicusion general

Las figuras B.1-B.4 del anexo B muestran el valor de la energia como
funcion del paso de mutacién para distintas cadenas. Sin embargo, la forma
oOptima de visualizar el proceso de desenredamiento mediante minimizacién
de energia, mas alld de los valores en si que va generando la cadena, es
mediante una animacién que nos permita ver de forma visual si la cadena
llega a la configuracion deseada o se queda atrapada en otra regién del
espacio de configuraciones.

El lector puede consultar en el anexo B las tablas B.1 y B.2 que rela-
cionan los videos de simulaciones para distintas cadenas, mediante distintos
algoritmos y energias. En las figuras B.5-B.13 también incluimos algunos
cuadros de simulaciones que nos parecieron especialmente relevantes. Al ver
tanto las figuras B.1-B.4 como las animaciones del proceso, es posible con-
cluir de inmediato algunas observaciones importantes.

= La energia que presenta los mejores resultados es el MaxSpan y Spe-
cialSpan para la cadena agujas y rectangular, respectivamente. Todas
las demads energias no son éptimas ya que generalmente siempre se
acerca a configuraciones que mantienen el nudo pero logran poner a
una distancia grande los extremos. La energia de punto tangente es la
Unica que logra resultados que se pueden aproximar los del MaxSpan
y SpecialSpan.

» El procedimiendo de desenredamiento es generalmente irrealizable me-
diante los algoritmos metaheuristicos méas alld de casos sencillos. El
Unico caso donde se observa claramente el desenredamiento de una ca-
dena es para una aguja al minimizar la energia MaxSpan mediante el
algoritmo de Annealing. Aunque los algoritmos genéticos parecen acer-
car las cadenas a dicho desenredamiento, se vuelve demasiado compli-
cado que un paso de mutacion approxime bien el movimiento necesario
para desenredearla, incluso con un nimero grande de iteraciones (més

de 10000).

» El algoritmo de descenso de gradiente graccionario (FGD) no es til


https://github.com/sayeg84/chainUnlocking.git
https://github.com/sayeg84/chainUnlocking.git
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de realizar sobre cadenas con pocos vértices pues, aunque tomemos un
paso de tiempo pequeno, es practicamente imposible evitar las inter-
secciones debido a que no hay vértices suficientes para repeler dicha
interseccion.

= Es posible desenredar nudos que surgen sobre curvas suaves utilizan-
do el algoritmo FGD. Es necesario que las curvas tengan suficientes
vértices en las regiones enredadas para que la energia de punto tangen-
te las pueda evitar las intersecciones. El paso de aprendizaje 7 tiene
una importancia pequena en comparacion con el nimero de vértices
necesarios.
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(b)

Figura 4.3: Ultimas configuraciones para simulaciones con algoritmo genético sobre
la cadena (a) agujas con | = 2 y (b) rectangular con | = 1.15.
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Figura 4.4: Ultimas configuraciones para simulaciones con algoritmo genético sobre
la cadena (a) agujas con | = 2 y (b) rectangular con [ = 1.15.
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Asi, pareciera que el algoritmo que tiene éxito para desenredar nudos (FGD)
no logra desenredar las cadenas por su bajo nimero de vértices. Una alter-
nativa a dicho problema seria construir una version de “alta resoluciéon” de
una cadena, en la cual pongamos muchos vértices sobre sus enlaces. La figura
4.5 muestra como serfa la cadena de la figura 4.1(a) con vértices anadidos.

Figura 4.5: Cadena agujas en alta resolucion.

Para mantener la estructura de la cadena original, los nuevos enlaces
que se generan dentro de cada enlace original deben tener la restriccion de
no poder cambiar su longitud, sus dangulos internos o dihedros. Realizar la
simulacion mediante FGD de una cadena en esta alta resolucién vuelve una
simulacién mucho mas demandante, pues sabemos que resolver los sistemas
de ecuaciones 3.40 y 3.41 tiene una complejidad cuadratica sobre el niimero
de vértices. Notemos que la matriz jacobiana ¢ también aumenta conside-
rablemente en tamano a la hora de hacer dicha simulacién, lo que también
vuelve mas lenta la simulacién.

Desafortunadamente, a la hora de implementar la simulaciéon en alta
resolucion para la cadena “aguja”’ notamos que nos enfrentamos ahora al
problema de que si bien la interseccién se evita, las restricciones son de-
masiadas para permitir que la cadena se mueva en la forma deseada para
desenredarse. Dicho problema puede visualizarse en el video de la tabla B.1.
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4.3. Transicion de encierro

Independientemente de que el desenredamiento solo se puede realizar
para casos muy especificos, nos interesa analizar si es posible encontrar el
momento a partir del cual se da la transiciéon entre una cadena libre y una
cadena encerrada. Para buscar dicho cambio, realizamos varias simulacio-
nes de ambas cadenas de interés variando su la longitud [ entre sus enlaces
extremales?. Las simulaciones se realizaron utilizando solo los algoritmos
metaheuristicos, con los mismos hiperparametros que fueron detallados en
la seccién anterior, con la Unica diferencia de que para el annelaing se to-
maron 20 simulaciones independientes para cada valor de [.

Aunque en principio se deberia de notar una transicién en el valor promedio
final de la energia como funcién de [ cuando las cadenas puedan llegar a
la configuracién canénica, esta transicion serd més clara en el MaxSpan de
la cadena. Asi, ademés de analizar la energia, también revisamos al MaxS-
pan pues es un indicador de transicién entre encerrado y no encerrado. En
particular, ya que los algoritmos metaheuristicos llevan acabo varias itera-
ciones independientes de posibles soluciones, no debemos fijarnos solamente
en el valor promedio del MaxSpan entre dichas soluciones sino en el valor
maximo, pues es posible que algunas soluciones no lleguen a la configuracion
candnica pero basta con que una sola llegue para indicar que la cadena no
estd encerrada.

Para las simulaciones con la energia de punto tangente TP, se obtuvieron
los siguientes resultados mostrados en las figuras 4.6 y 4.7.

2l es la longitud entre vo y vi y entre vo,—1 y vp
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Figura 4.6: Resultados de simulacién como funcién de [ para la energia de punto
tangente con el algoritmo Annealing. (a,c) cadena agujas, (b,d) cadena rectangular.
La energia y el MaxSpan estan promediadas sobre las tltimas 0.05 configuraciones.
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Figura 4.7: Resultados de simulacién como funcién de [ para la energia de punto
tangente con el algoritmo genético. (a,c) cadena agujas, (b,d) cadena rectangular.
La energia y el MaxSpan estan promediadas sobre las dltimas 0.05 configuraciones.

En las subfiguras b) y d) de las figuras 4.6 y 4.7 podemos notar que
se da una transicion en los valores de la energia y del MaxSpan. Sabemos
que los valores analiticos en los cuales supondriamos que es posible dar
una diferencia es en Iy = 3 para la cadena agujas y lo = v/2 para la cadena
rectangular. Ya que se ve de forma mas clara para el algoritmo de annealing,
podemos realizar otra simulacién de forma refinida sobre el intervalo [ €
[1,1.2] y realizar un ajuste con una curva sigmoidal de la forma:

T 1texp(—k(l—1o))

+0, (4.1)

f)

con a, b, k,lyp € R los parametros de la curva sigmoidal. [y representa el valor
donde se da la transiciéon. Dichos ajustes se muestran en la figura 4.8
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Figura 4.8: (a) Energfa tangente promedio y (b) méximo del MaxSpan como funcién
de [ para la cadena rectangular con algoritmo Annealing.

De ambos ajustes obtenemos valores aproximados para la transicion de
lp = 1.07797,1.09639, por lo que no es consistente con el valor analitico
especulado. Cabe mencionarse que, al no existir una prueba formal sobre el
valor analitico de [y para la cadena, es posible que la transicién realmente se
dé en este punto. Mds aun, la transicién es totalmente clara tanto al analizar
la energia de punto tangente como el MaxSpan.

Al realizar la simulacion utilizando como energia el MaxSpan para la
cadena agujas y el SpecialSpan para la cadena rectangular, se obtienen los
resultados mostrados en las figuras y
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Figura 4.9: Resultados de simulacién como funcién de [ para la energia de MaxS-
pan con el algoritmo Annealing. (a,c) cadena agujas, (b,d) cadena rectangular. La
energia y el MaxSpan estdn promediadas sobre las tltimas 0.05 configuraciones.
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Figura 4.10: Resultados de simulaciéon como funcién de [ para la energia de MaxSpan
con el algoritmo genético. (a,c) cadena agujas, (b,d) cadena rectangular. La energia
y el MaxSpan estan promediadas sobre las tltimas 0.05 configuraciones.

Nuevamente, observamos la transicién en las subfiguras b) y d) de las
figuras 4.9 y 4.10. Més atin, ahora podemos observar una pequena transicién
también en la subfigura c) de la figura 4.9. Nuevamente, para poder observar
estas transiciones con mayor claridad, realizamos otras simulaciones sobre
los intervalos de interés y un ajuste sigmoidal. Para la cadena rectangular,
realizamos dos refinamientos: uno para [ € [1,1.2], mostrado en la figura
y otro para [ € [1,1.4], mostrado en la figura . En ambas simulaciones
aumentamos el valor de la temperatura inicial a 15 (en unidades de la energia
inicial) y tomamos un maximo de 300,000 pasos de mutacién.
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Figura 4.11: (a) SpecialSpan promedio y (b) méximo del SpecialSpan como funcién
de [ para la cadena rectangular con algoritmo Annealing con ! € [1,1.2]

Aunque el ajuste para el valor maximo no es muy bueno, el ajuste del
promedio es excelente. Obtenemos valores de transcion en [y = 1.10334, 1.09895.
Ya que la subgrafica b) de la figura 4.11 parece indicar que todavia no se da
la transicién, podemos analizar la figura 4.12 para un intervalo més grande
de valores de [
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Figura 4.12: (a) SpecialSpan promedio y (b) maximo del SpecialSpan como funcién
de I para la cadena rectangular con algoritmo Annealing con ! € [1,1.4].

Los resultados de la figura 4.12 son muy parecidos a los de la figura 4.11.
Nuevamente la transicion no es clara para el maximo. Sin embargo, es claro
que todavia hay valores que se logran desenredar para [ ~ 1.31. El video de
dicha cadena se puede consultar en la tabla B.1, asi como en la figura B.11.

Para la cadena agujas, realizamos el mismo tipo de refinamiento con
Annealing con temperatura inicial 15 (en unidades de la energia inicial) y
300,000 pasos maximos de mutacion. Los resultados se muestra en la figura
. A partir de la grafica para el Maximo del MaxSpan, podemos notar que la
cadena se desenreda todavia para valores de [ cercanos a 2.6. Sin embargo,
el ajuste no nos permite determinar con exactitud en cudl de estos valores
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Figura 4.13: (a) MaxSpan promedio y (b) méximo del MaxSpan como funcién de !
para la cadena agujas con algoritmo Annealing.
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Capitulo 5

Conclusiones

La teoria sobre las cadenas poligonales y su uso para modelar la ca-
dena principal de una proteina es una teoria sélida. Aunque el enfoque de
minimizacién de energia se puede usar con éxito en teoria de nudos y, en
particular, el algoritmo FGD muestra muy impresionantes resultados para
desdoblar estructuras curvas, el enfoque no se puede utilizar de forma tan
sencilla para desdoblar cadenas poligonales.

Los algoritmos metaheuristicos no pueden lograr llevar las cadenas a
su configuracién canénica incluso en casos sencillos. Esto se puede explicar
debido a que probablemente la aproximacion mediante movimientos sobre
los ejes coordenados en el espacio de configuraciones no es suficientemente
buena como para realmente aproximar la trayectoria por la que es necesario
llevar una cadena hasta otra configuracién.

Interpretando de forma probabilistica, podriamos argumentar que en
realidad un algoritmo metaheuristico tiene mas bien una probabilidad de
llevar la cadena a dicha configuracién, y que esta probabilidad cambia de
forma proporcional a la parametrizacion de la cadena. Asi, un algoritmo con
un numero infinito de iteraciones y otros hiperparametros (como una pobla-
cién o iteraciones independientes suficientemente numerosas, una tempera-
tura inicial infinta para el Annealing, cambios infinitesimalmente pequenos
en los grados de libertad) siempre desdoblaria la cadena cuando las longi-
tudes de los enlaces lo permitan. Esto es consistente con las condiciones de
convergencia que tienen varios algoritmos metaheuristicos.
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Es posible llevar mas lejos este argumento y decir que, si bien hay mu-

chos factores fisicos y quimicos que afectan la forma en la que una proteina
se mueve por su espacio de configuraciones, es posible que haya restriccio-
nes geométricas que limitan drasticamente la probabilidad de encontrar a
una proteina en cierta region del espacio de configuraciones. Dicha restricién
podria explicar parcialmente la discrepancia entre los tiempos de plegamien-
to y la cantidad de configuraciones accesibles.

Algunas mejorias que se pueden realizar sobre este trabajo son:

. Encontrar la forma de realizar la reproduccién de dos cadenas para
que el algoritmo genético pueda explorar de forma maés profunda el es-
pacio de configuraciones de la cadena poligonal. Esto podria haciendo
promediando las coordenadas internas entre ambas cadenas. El hecho
de que ambas partan de la misma componente conexa en el espacio de
configuraciones podria garantizar que se van a mantener ahi.

. Utilizar funciones de energia que no sean genéricas sino especificas
para cada tipo de cadena. Por ejemplo, para la cadena rectangular,
podriamos penalizar la cercania de los vértices vi y vs, asi como pe-
nalizar la cercania entre vi, vo, v3 y v4 para el caso de las agujas. La
problemaética de realizar esto es perder la generliadad del método.

. Modificar la implementacion del algoritmo FGD para intentar realizar-
lo directamente sobre el espacio de configuraciones de la cadena y no
sobre la posicién geométrica de los vértices. Mas atn, es posible cam-
biar la forma de hacer la simulacion en alta resolucién para acelerar el
tiempo de solucién de las ecuaciones lineales.

. Utilizar un algoritmo de geometria computacional para revisar si se da
la interseccion al rotar un segmento. Una propuesta de esto es proyec-
tar todos los segmentos sobre un plano con direccién arbitraria y si las
proyecciones 2D de los segmentos sobre dicho plano pueden rotarse sin
intersectar, entonces es posible cambiar ese grado de libertad. Dicho
problema se puede resolver con complejidad nlogn sobre el niimero
de segmentos.
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Anexo A: Ejemplos de
optimizacion

Las funciones a optimizar, con sus respectivos minimos y dominios, se
muestran en las siguientes ecuaciones [62].

1) Eggholder(z,y) = —(y + 47) sin ‘g + (y + 47)‘ —zsiny/|x — (y + 47)|

Eggholder(512,404.2319) = —959.640
X ={(z,y) €R? | =512 < x,y < 512}.
2) Mishra(z,y) = sin(y) exp[(1 — cos(x))?] + cos(x) exp[(1 — sin(y))?] + (z — y)?
Mishra(—3.1302468, —1.5821422) = —106.7645267

X ={(z.y) eR* | (z+5)*+ (y+5)* < 25}.

6
3) Gomez-levy(z,y) = 4z — 2.12* + % F oy — Ay = 4y

Gomez-levy(0.08984201, —0.7126564) — —2.0239884

X = {(z,y) € R? | —sin(4nz) + 2sin®(27y) < 1.5, -1 < z,y < 1}.

La regla para actualizar las posibles soluciones = fue 2’ = z + Z con Z ~
N(0,7n) un vector aleatorio con distribucién normal. Los hiperpardmetros y
otros ajustes de la optimizacion realizada se muestran en la tabla 5.1 para
el annealing y en la tabla 5.2 para el algoritmo genético. Cabe mencionarse
que, debido a que para una funcion el dominio no es convexo, se tomé solo
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un padre y no se realizé reproduccién en cada paso de seleccién. Ya que
normalmente la reproduccion en los algoritmos genéticos provoca que las
soluciones convergan a un solo punto y no sigan explorando el dominio de
forma aleatoria, el parametro n se disminuyo exponencialmente para evitar
que continuaran caminando.

Funcién To | Regla de actualizacion | Toin | N7 | 7
Eggholder | 10° Tir1 = 0.999T} 5 500 | 50
Mishra 100 Thy1 = 0.99T} 10=% | 200 | 0.1
Gomez-levy | 30 Ty11 = 0.999T}, 1074 | 300 | 0.2

Tabla 5.1: Tabla con hiperpardametros del recocido simulado para las funciones.

Funcién Tamano de | Método de se- | Iteraciones n
poblacion leccion maximas
Eggholder | 200 Truncamiento, | 2000 50
k=20
Mishra 100 Torneo, k£ = | 200 0.1
10
Gomez-levy | 100 Torneo, k£ = | 200 0.1
10

Tabla 5.2: Tabla con hiperpardametros del recocido simulado para las funciones.

En las figuras A.1, A.4 y A.7 mostramos primero las grificas de las fun-
ciones (color azul indica valores més pequenos, color rojo valores més altos).
Posteriormente, las figuras A.2, A.3, A.5, A.6, A.8 y A.9 algunos cuadros
del proceso de minimizacién. Los puntos verdes representan soluciones inde-
pendientes para el annealing y elementos de la poblacién para el algoritmo
genético. Para el annealing, el titulo de la figura describe la temperatura
en ese cuadro, mientras que para el algoritmo genético el titulo describe la
iteracion del algoritmo. En la descripcién de cada video hay un enlace para
ver un video del proceso de minimizacién.
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Figura A.1: Gréfica de la funcién Eggholder en R3
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Figura A.2: Minimizacién de la funcién Eggholder mediante recocido simulado. Una
animacion del proceso puede encontrarse en https://youtu.be/20TV63bm3Gk.


https://youtu.be/2OTV63bm3Gk
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Figura A.3: Minimizacién de la funcién Eggholder mediante un algoritmo genético.
Una animacién del proceso puede encontrarse en https://youtu.be/0vmFI_bhOWI.


https://youtu.be/0vmFI_bhOWI
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-100

Figura A.4: Gréfica de la funcién de Mishra en R? y como mapa de calor
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Figura A.5: Minimizacién de la funcién de Mishra mediante recocido simulado. Una
animacion del proceso puede encontrarse en https://youtu.be/3YB_0BrOwWQ.


https://youtu.be/3YB_0BrOwWQ
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Figura A.6: Minimizacién de la funcién Mishra mediante un algoritmo genético. Una
animaciéon del proceso puede encontrarse en https://youtu.be/s72096Y7nwQ.


https://youtu.be/s72096Y7nwQ
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Figura A.7: Gréfica de la funcién de Gomez-Levy en R3 y como mapa de calor
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Figura A.8: Minimizacién de la funcién de Gome L vy media t cido simulado.
Una animacién del proceso puede encontrarse ttps://you / 4DyOWwW7t-g.


https://youtu.be/4DyOWwW7t-g

111

genético. Una animacion del proceso puede encontrarse en https://youtu.be/
ooooooooooo


https://youtu.be/OuoD-S3dmVo
https://youtu.be/OuoD-S3dmVo
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Anexo B: especifidades de los
resultados

Coordenadas de las cadenas

Cadena aguja

La cadena poligonal de la figura 2.3 tal que se puede construir mediante
las siguientes coordenadas:

vi = Rx(—7/6)e,,
V2 = €y,
V3 = €y,
V4 =e; t+e,, (B.1)

u=e; —€e, — Vi,

vg = vy + I,

W = €e, — Vy,

vy = vy + IW.
Con € = 1/6 y x el vector unitario colileal a x.Notemos que la cadena contara
con la propiedad de que I} =I5 =1y ls = I3 = [y = 1. Més aln, podemos

hacer configuraciones genéricas de dicha cadena que sigan encerradas sim-
plemente sumando un vector aleatorio de norma pequena a cada vértice.
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Cadena rectangular

La cadena de la figura 2.8 se puede generar con los siguientes vértices

v = ley, + ey,

V] = €€y,
V2 = €y,
V3 =e; + ey, (B.2)

V4 = €y 1 €€y,

Vs = €p,

v =le; +e(ey +e;).
Con € = 0.1. Esta cadena tiene la propiedad de que l1,lg = [, l2,13,l4 =~ 1. De
igual manera, los dngulos internos 6; estan cercanos a 7/2, aunque no tienen

exactamente dicho valor. En realidad, la condicién de ls = I3 =14 = 1 no se
puede cumplir de forma simultdnea a 6; = /2, tal como es planteado en [24].

Si deseamos tener 6; = w/2 de forma estricta, entonces debemos poner

V2 = €y,
V3 = €y,
V4 = €y,

vi = va + Ry(a1)e,,

u=vy— vy, (B.3)

vo = vi — [Rg(az)ey,

vs = vq — Rx(a1)ey,

W = V5 — Vy,

ve = v5 — IRy (a2)ey,
Con a; = —0.012566 y as = 0.131947. Cabe mencionar que la diferencia
entre ambas cadenas es apenas perceptible a simple vista.

Nudo Trefoil

La parametrizacion del nudo trefoil simple estd dada por las coordenadas

paramétricas
x(t) = cos(t) + 2 cos 2t,

y(t) = sin(t) — 2sin 2t, (B.4)
z(t) = 2sin 3t.
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Para t € [0, 27]. La versién polinomial de dicho nudo estéd dada por

x(t) =13 — 3t,
t) = t* — 4¢?
y(t) 5 ; (B.5)
t
t) = — — 2t
A(t) =+

La parte principal del nudo puede obtenerse con ¢t € [—2.1,2.1]. Para dis-
cretizar cualquiera de estos nudos, basta tomar una particion regular del
intervalo de t y tomar esos puntos como vértices. Algo importante de dife-
renciar es que los vértices quedan espaciados de forma casi equidistante en
la versién simple, mientras que en la versién polinomial los vértices se con-
centran en la parte central del nudo. Dicho comportamiento es esperado y
esencial para el buen funcionamiento de los algoritmos basados en descenso
de gradiente.

Nudo Figura 8
La parametrizacién del nudo de figura 8 se puede obtener como:

x(t) = 3cost + 5cos 3t,

y(t) = 3sint + 5sin 3t, (B.6)

ot
z(t) = sin (2> sin 3t + sin 4t — sin 6¢.

Con t € [0, 27]. Otra versién, que presenta el nudo mas pequeno en compa-
racién con toda la curva, se puede parametrizar como:

t
x(t) = sin <t + 10),
y(t) = sintcos%, (B.7)
sin 2t cos £
\z(t) = %
Nuevamente, para t € [0, 27]. Una versién polinomial se puede definir como

o(t) = 3 =) - 10),
y(t) = t* — 132 (B.8)
() = 1i0(t2 _4) (2 — 9)(£% — 12).

Con t € [-3.7,3.7).
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Figura B.1: Trayectorias de minimizacién mediante annealing para la cadena agu-
ja para diferentes energfas. a) RMSD a la configuracion plana, b) Elliptic, ¢) -
MaxSpan, y d) TP
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-MaxSpan
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Figura B.2: Trayectorias de minimizacién mediante genético para la cadena agu-
ja para diferentes energfas. a) RMSD a la configuracion plana, b) Elliptic, ¢) -

MaxSpan, y d) TP
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Figura B.3: Trayectorias de minimizacién mediante annealing para la cadena rec-
tangular para diferentes energfas. a) RMSD a la configuracion plana, b) Elliptic, c)
-MaxSpan, d) -SpecialMaxSpan y e) TP
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Figura B.4: Trayectorias de minimizacién mediante algoritmo genético para la ca-
dena rectangular para diferentes energfas. a) RMSD a la configuracion plana, b)
Elliptic, ¢) -MaxSpan, d) -SpecialMaxSpan y e) TP
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En las tablas B.1 y B.2 se encuentra una relaciéon con videos de simula-
ciones realizadas.

Cadena Algoritmo Energia Video
Eliptica https://youtu.be/31gIOWQWSVc
" Tangente https://youtu.be/nmrU1Moenz0
Genético .
MaxSpan https://youtu.be/k9iLcnRIFu0
RMSD a conf. | https://youtu.be/kqVwgHsSDmE
Agujas, r?ct.a
1= 9 Eliptica https://youtu.be/3ADu_5UFCPI
. Tangente https://youtu.be/gVAPq01WwjA
Annealing
MaxSpan https://youtu.be/ZcK-fvOBBgA
RMSD a conf. | https://youtu.be/h8miz9Tp_gw
recta
FGD Tangente https://youtu.be/8X9L1-772Do
FGD, alta Tangente https://youtu.be/TDumiVadiFo
resolucion
Agujas, Annealing MaxSpan https://youtu.be/R3W1PB20feU
[ = 2.589
Eliptica https://youtu.be/SpHYMZnHrJY
Tangente https://youtu.be/Ang-mB4XqHA
Genético MaxSpan https://youtu.be/6QKQJa9UdiM
SpecialSpan | https://youtu.be/HGQcXYC-atA
Rectangular, RMSD a conf. | https://youtu.be/ak60U92IULT
=115 aplanada
Eliptica https://youtu.be/8xfDZyNZd2Q
Tangente https://youtu.be/821QpwHFPIU
Annealing MaxSpan https://youtu.be/rRGGADChbrE
SpecialSpan | https://youtu.be/kaa6iJENRJIO
RMSD a conf. | https://youtu.be/_2WlxcbWH_c
aplanada
Rectangular,| Annealing SpecialSpan | https://youtu.be/R3WIPB20feU
[ =1.318

Tabla B.1: Videos para simulaciones de cadenas poligonales.



https://youtu.be/3lgI0WQWSVc
https://youtu.be/nmrUlMoenz0
https://youtu.be/k9iLcnR9Fu0
https://youtu.be/kqVwgHsSDmE
https://youtu.be/3ADu_5UFCPI
https://youtu.be/gVAPqOlWwjA
https://youtu.be/ZcK-fvOBBqA
https://youtu.be/h8miz9Tp_gw
https://youtu.be/8X9L1-772Do
https://youtu.be/TDum1Vad1Fo
https://youtu.be/R3WlPB20feU
https://youtu.be/SpHYMZnHrJY
https://youtu.be/Ang-mB4XqHA
https://youtu.be/6QKQJa9UdiM
https://youtu.be/HGQcXYC-atA
https://youtu.be/ak6OU92IULI
https://youtu.be/8xfDZyNZd2Q
https://youtu.be/821QpwHFPIU
https://youtu.be/rRGGADChbrE
https://youtu.be/kaa6iJENRJ0
https://youtu.be/_2WlxcbWH_c
https://youtu.be/R3WlPB20feU
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Trefoil
n = 50

Trefoil
Polinomial
n = 60

Figura 8,
n = 60

Figura 8
Apretada,
n = 60

Figura 8
Polinomial,
n="70

FGD

Tangente

https://youtu

.be/mG-rMOnIbad

https://youtu

.be/mrtKRIAimdc

https://youtu

.be/fhJm0OW40QNO

https://youtu

.be/V_fk3WsEzwE

https://youtu

.be/pIRIQLCPVKQ

Tabla B.2: Videos para simulaciones de curvas suaves.

Para evitar la necesidad de ir a revisar los videos, anexamos aqui algunos

cuadros de cada video.



https://youtu.be/mG-rMOnIba4
https://youtu.be/mrtKRIAimdc
https://youtu.be/fhJmOW40QN0
https://youtu.be/V_fk3WsEzwE
https://youtu.be/pIRIqLCPVKQ
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change = 1 change = 3027

change = 6053 change = 9079

(d)
change = 12105 change = 15131

Figura B.5: Simulacién de la cadena aguja, minimizando la energia del MaxSpan
(ecuacién 3.42) mediante Annealing.
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change = 1 change = 1901

(b)

change = 3801 change = 5701

change = 9501

change = 7601

Figura B.6: Simulacién de la cadena aguja, minimizando la energia de punto tan-
gente (ecuacion 3.32) mediante el algoritmo FGD.
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change =1 change = 59

change = 117 change = 175

(d)

change = 233 change = 291

Figura B.7: Simulacién de la cadena aguja, minimizando la energia del MaxSpan
(ecuacién 3.42) mediante el algoritmo genético.
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change =1 change = 4931

change = 9861 change = 14791

05 20

(c)
change = 19721 change = 24651

(e) (f)

Figura B.8: Simulacién de la aguja rectangular con | = 2.589, minimizando la
energfa del MaxSpan (ecuacién 3.42) mediante el algoritmo Annealing con hiper-
pardmetros modificados. Se tomé una temperatura inicial de 15 (en unidades de la
energfa inicial) y una final de 10°, con un nimero méximo de 300,000 iteraciones.
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change = 1 change = 86

change = 171 change = 256

change = 426

Figura B.9: Simulacién de la cadena rectangular, minimizando la energia del Spe-
cialSpan (ecuacién 3.43) mediante el algoritmo genético.
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change = 1 change = 18

(b)
change = 35 change = 52

change = 69 change = 86

Figura B.10: Simulacién de la cadena rectangular, minimizando la energia del Spe-
cialSpan (ecuacién 3.32) mediante el algoritmo genético.
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change = 1 change = 921

change = 1841 change = 2761

()

Figura B.11: Simulacién de la cadena rectangular con [ = 1.319, minimizando la
energfa del SpecialSpan (ecuacién 3.43) mediante el algoritmo Annealing con hiper-
pardmetros modificados. Se tomé una temperatura inicial de 15 (en unidades de la
energfa inicial) y una final de 10°, con un nimero maximo de 300,000 iteraciones.
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change = 1 change = 5701

change = 11401 change = 17101

(d)

change = 22801 change = 28501

Figura B.12: Simulacién del nudo figura 8 en versién polinomial, minimizando la
energia de punto tangente mediante el algoritmo FGD.
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change = 1 change = 1901

change = 5701

change = 7601 change = 9501

Figura B.13: Simulaciéon del nudo trefoil en versiéon polinomial, minimizando la
energia de punto tangente (ecuacién 3.32) mediante el algoritmo FGD.
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