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matemático, espero algún d́ıa llegar a ser como él.

A la Dra. Verónica Mart́ınez de la Vega y Mansilla, mi tutora, que me apoyo
creyendo en mı́ desde mis primeros pasos en el posgrado, que con la paciencia
de un santo y su expertis me ha guiado lo largo de mis estudios culminando
en la elaboración de este trabajo, con la meta de superar mis deficiencias y

III



IV AGRADECIMIENTOS

potenciar mis cualidades. Nunca olvidaré sus sabios consejos.
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Introducción

El área de estudio de este trabajo es la Teoŕıa de Continuos e Hiperespacios,
razón por la cual el lector debe tener los conocimientos previos que dan los
cursos de Topoloǵıa de la Licenciatura en Matemáticas y los cursos de Teoŕıa
de Continuos e Hiperespacios de la Maestŕıa en Ciencias Matemáticas. Los
resultados que salgan de estos temarios los demostraremos a menos que se
desv́ıen de nuestro objetivo, en ese caso solo los citaremos para que el lector
interesado pueda revisarlos.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo. Dado un
continuo X, los dos hiperespacios más importantes son los siguientes:

2X = {A ⊂ X : A es un subconjunto cerrado y no vaćıo de X} y

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.

A estos hiperespacios se les dota de la llamada métrica de Hausdorff H, de
la cual hablaremos en el caṕıtulo 1.

A lo largo de la historia, se han definido muchos tipos de hiperespacios, con
ellos se puede estudiar mejor la estructura de los continuos en los que se
definen. Siguiendo esta ĺınea de investigación, este trabajo trata de estudiar
al siguiente hiperespacio de los conjuntos de no corte, NC∗(X).

Dados un continuo X y A ∈ C(X), decimos que A no corta a X si X \A es
conexo. Definimos:

NC∗(X) = {A ∈ C(X) : A no corta a X}.

Este hiperespacio fue introducido y considerado en [2] y en [7]. A lo largo de
esta tesis vamos a estudiar las propiedades que tiene este hiperespacio y las
relaciones que tiene con el espacio X.
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VIII INTRODUCCIÓN

El primer caṕıtulo de este trabajo consta de los resultados preliminares para
el desarrollo del mismo.

En el segundo caṕıtulo estudiaremos el hiperespacio NC∗(X), cuando X es
un árbol, algunos resultados son generales para dendritas.

En el tercer caṕıtulo estudiaremos el hiperespacio NC∗(X), cuando X es una
gráfica finita.

En el cuarto caṕıtulo veremos algunas propiedades del hiperespacio NC∗(X),
cuando X es una dendrita y más generalmente para continuos localmente
conexos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo, no vaćıo con más de
un punto. Dado un continuo (X, d), definimos:

C(X) = {A ⊆ X : A es cerrado, conexo y no vaćıo} y

NC∗(X) = {A ∈ C(X) : X \ A es conexo}.
Dadas ε > 0, p ∈ X y A ∈ C(X) definimos la nube de radio εεε en
AAA como N(ε, A) = {q ∈ X : existe p ∈ A tal que d(p, q) < ε} y la bola
de radio εεε en ppp como B(ε, p) = {q ∈ X : d(p, q) < ε}. Consideramos a
estos hiperespacios con la métrica de Hausdorff definida de la siguiente
manera: H : C(X) × C(X) → R+ ∪ {0}, como H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂
N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}. Sabemos por [17, Teorema (0.2), p. 2] que H es
una métrica para C(X).

Convención 1.1. De ahora en adelante, cuando escribamos C(X) nos refe-
rimos al espacio C(X) con la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff
y NC∗(X) al espacio con la topoloǵıa inducida por la métrica del subespacio
en C(X).

Veamos primero algunas definiciones con respecto a las gráficas finitas.

Definición 1.2. [18, Definición 9.3, p.141] Sean (X, τ) un espacio topológi-
co, A ⊆ X y β un cardinal. Decimos que AAA es de orden menor o igual
a βββ en XXX, y escribimos ord(A,X) ≤ β, si para cualquier U ∈ τ tal que
A ⊆ U , existe V ∈ τ tal que A ⊆ V ⊆ U y |Fr(V )| ≤ β.

Decimos que AAA es de orden βββ en XXX, y escribimos ord(A,X) = β, si
ord(A,X) ≤ β y ord(A,X) ̸= α para todo cardinal α < β.
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2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Observación 1.3. La Definición 1.2 es conocida como el orden de Menger-
Urysohn, o equivalentemente al orden en sentido clásico ([3, p.229]), es
decir, el número de arcos que emanan de p y que sólo se intersectan en ese
punto (Lema 1.6).

Definición 1.4. Una gráfica finita es un continuo X que se puede poner
como una unión finita de arcos de manera que cada dos de ellos se intersectan
en un conjunto finito (el vaćıo se considera como un conjunto finito).

Definición 1.5. [18, Definición 9.8, p.143] Dado un entero n ≥ 3, un n-
odo simple es un espacio el cual es homeomorfo al cono sobre un espacio
discreto de n puntos. Si Z es un n-odo simple, entonces el único punto de Z
con orden mayor o igual a 3 en Z lo llamaremos el vértice de Z. Es claro
que un n-odo simple es una gráfica finita y a un 3-odo simple lo llamaremos
un triodo simple.

Lema 1.6. Dada X una gráfica finita y p ∈ X definimos el orden de ppp
en XXX como el número natural n tal que p tiene una vecindad cerrada que es
homeomorfa a un n-odo, de manera que el vértice del n-odo se corresponda
con p, aqúı daremos la posibilidad de que el orden sea 1 o 2, para el caso
que sea 2, estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es un arco
pero que p no queda en la orilla de éste, y para el caso de que el orden sea 1,
estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es un arco y p está en
la orilla de él. Denotaremos por ordX(p) al orden del punto p en X.

A continuación definiremos algunos conjuntos importantes.

Definición 1.7. Dado un continuo X definimos:

(1) E(X) = {x ∈ X : ord(x) = 1} como el conjunto de los puntos termi-
nales;

(2) O(X) = {x ∈ X : ord(x) = 2} como el conjunto de los puntos ordina-
rios;

(3) R(X) = {x ∈ X : ord(x) ≥ 3} como el conjunto de los puntos de
ramificación;

(4) Q(X) = {x ∈ X : X \ {x} no es conexo} como el conjunto de los
puntos de corte.
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Definición 1.8. Dada una gráfica finita X definimos:

(1) Una arista es:

(a) un arco que une a un par de puntos no ordinarios y que sólo sus
extremos son puntos no ordinarios;

(b) una circunferencia con a lo más un punto de ramificación en ella.

(2) Un nodo es un punto p tal que p ∈ R(X) ∪ E(X);

(3) Un pelo en X es una arista L de X tal que L es un arco con puntos
extremos p y e donde p ∈ R(X) y e ∈ E(X).

(4) Un lazo en X es una arista L de X tal que L es una circunferencia
con un punto de ramificación.

(5) Un arco libre es un arco A en X con puntos extremos x y y tal que
A \ {x, y} es un conjunto abierto en X.

Sea X una gráfica finita y d la distancia de longitud del arco, es decir, que X
tiene una métrica de tal manera que todas sus aristas tienen medida 1, que
la métrica se comporta como la longitud del arco. Sabemos por [16, Teore-
ma 13.4, p.73] que cualquier gráfica finita se puede encajar en R3, entonces
consideramos la longitud del arco con la métrica inducida por su inclusión
en R3.

Observación 1.9. X tiene una métrica convexa.

Demostración.
Mostremos este hecho haciendo inducción sobre el numero de aristas de la
gráfica.

Para n = 1, si la gráfica X es un arco, tiene la métrica convexa natural, y si
es una circunferencia tiene la longitud del arco.

Ahora bien, si X es una gráfica con n + 1 aristas, tomemos una arista v tal
que sea un lazo o que tenga como uno de sus extremos un punto terminal.
De la elección de v, tenemos que la gráfica Y que resulta de de quitarle v a
X es conexa. Sea p el vértice de v que está en Y
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Si v es un pelo, por hipótesis de indución, tenemos que Y = X \{v} tiene una
métrica convexa d y sea h : v → [0, 1] un homemorfismo tal que h(0) = p.
Definamos d′(x, y) de la siguiente manera:

d′(x, y) =


d(x, y) si x, y ∈ X;
|h(x)− h(y)| si x, y ∈ v;
d(x, p) + h(y) si x ∈ X \ {v} y y ∈ v.

Si v es un lazo, Tomemos q ∈ v \ {p} donde tenemos dos arcos de p a q en v,
α y β para cada arco consideremos los homemorfismo h : α → [0, 1] tal que
h(0) = p y h(q) = 1, g : β → [0, 1] tal que g(0) = p y g(q) = 1. Definamos
d′(x, y) de la siguiente manera:

d′(x, y) =



d(x, y) si x, y ∈ X;
|h(x)− h(y)| si x, y ∈ α;
|g(x)− g(y)| si x, y ∈ β;
d(x, p) + h(y) si x ∈ X \ {v} y y ∈ α;
d(x, p) + g(y) si x ∈ X \ {v} y y ∈ β;
h(x) + g(y) si x ∈ α \ {q} y x ∈ β \ {q}.

En ambos casos, hemos definido una métrica convexa para la gráfica X.

Ahora, daremos algunos resultados sobre gráficas finitas y espacios locamente
conexos, que utilizaremos más adelante.

Definición 1.10. Un espacio topológico X es localmente conexo en un
punto ppp, si para todo abierto U que contiene a p existe un abierto conexo V
tal que p ∈ V ⊆ U . Un espacio topológico X es localmente conexo si es
localmente conexo en p para todo elemento p ∈ X.

Teorema 1.11. [18, Teorema 8.23, p.130] Los continuos localmente conexos
no degenerados son arcoconexos.

Teorema 1.12. [18, Teorema 8.26, p.132] Cualquier subconjunto abierto
conexo de un continuo locamente conexo es arcoconexo.

Teorema 1.13. [21, Teorema 27.9, p.200] X es localmente conexo si y sólo
si las componentes de los conjuntos abiertos son abiertas.
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Definición 1.14. Un espacio topológico X es conexo en pequeño en un
punto ppp en XXX, si para todo abierto U de X que tiene a p existe un conexo
M de X tal que p ∈ int(M) ⊆ M ⊆ U . Un espacio topológico X es conexo
en pequeño si es conexo en pequeño en p para todo elemento p ∈ X.

Teorema 1.15. [15, Teorema 6.6, pp.58-59] Sea X un continuo, X es local-
mente conexo en todo punto x ∈ X si y sólo si X es conexo en pequeño en
todo punto x ∈ X.

Demostración.
⇒) Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos, entonces por
definición X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos.

⇐) Sea X un continuo conexo en pequeño, veremos que X es localmente
conexo. Para demostrar esto usaremos el Teorema 1.13 y probaremos que las
componentes de los abiertos son abiertas.

Sean U un abierto en X, C cualquier componente de U y p ∈ C punto
arbitrario. Como X es conexo en pequeño en p y p ∈ C ⊂ U , se tiene que
existe una vecindad conexa Np de p tal que p ∈ int(Np) ⊂ Np ⊂ U .

Dado que C es componente de U y p ∈ (Np ∩ C) ̸= ∅, entonces Np ⊂ C.
Como p ∈ int(Np) ⊂ C, se tiene que la componente C es abierta en X. Por
el Teorema 1.13, concluimos que X es localmente conexo en todo punto.

Proposición 1.16. [18, Proposición 9.4, p.142] Si X es un continuo tal
que ordX(x) < ℵ0 (i.e. ordX(x) = n para alguna n ∈ N) para todo x ∈
X, entonces cualquier subcontinuo de X es localmente conexo. Más aún,
cualquier subcontinuo de una gráfica finita es un continuo localmente conexo.

Proposición 1.17. [18, Proposición 9.5, p.142] Si X es un continuo, en-
tonces ordX(x) ≤ 2 para todo x ∈ X si y sólo si X es un arco o una curva
cerrada simple.

Corolario 1.18. [18, Corolario 9.6, p.142] Un continuo X es una curva
cerrada simple si y sólo si cada punto de X es de orden 2 en X.

Teorema 1.19. [18, Teorema 9.10, p.144] Un continuo X es una gráfica
finita si y sólo si se cumplen (1) y (2):
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(1) ordX(x) < ℵ0, para todo x ∈ X;

(2) ordX(x) ≤ 2, para todo x ∈ X, excepto una cantidad finita.

Proposición 1.20. [18, Corolario 9.10.1, p.145] Los subcontinuos de las
gráficas finitas son gráficas finitas.

Teorema 1.21. [18, Teorema 9.12, p.146] Un continuo X es una gráfica
finita si y sólo si ord(A,X) < ℵ0 para toda A ∈ C(X).

Lema 1.22. Un continuo X es una gráfica finita si y sólo si cada punto p
de X tiene una base de vecindades que son una gráfica finita.

Demostración.
⇒) Como X es locamente conexo y compacto, cada punto p de X tiene una
base de vecindades cerradas y conexas, es decir, una base de vecindades de
subcontinuos de X y por la Proposición 1.20 es una base de vecindades que
son una gráfica finita.

⇐) Sea p ∈ X. Veamos que se cumplen (1) y (2) del Teorema 1.19.

(1) Por hipótesis p tiene una base de vecindades B que son una gráfica finita.
De manera que para todo V ∈ B ordV (p) < ℵ0, como p ∈ int(V ) ⊂ V ,
tenemos que ordX(p) < ℵ0.

(2) Supongamos por el contrario, que existe un conjunto infinito P tal que
para toda p ∈ P el ordX(p) > 2. Sea {pn}∞n=1 una sucesión convergente de
puntos diferentes entre si de P , tal que pi → q y sea W una vecindad de q que
es una gráfica finita. Como q ∈ int(W ) ⊂ W y pi → q existe N ∈ N tal que
n ≥ N , pn ∈ int(W ) ⊂ W , de manera que ordW (pn) > 2 y la Proposición
1.20 no se cumple enW ; lo cual es una contradicción. Por tanto, ordX(x) ≤ 2,
para todo x ∈ X, excepto una cantidad finita.

Como (1) y (2) se cumplen, X es una gráfica finita.



Caṕıtulo 2

Árboles y Dendritas

En este caṕıtulo vamos a estudiar el hiperespacio NC∗(X), cuando X es
un árbol, algunos resultados son generales para dendritas, sin embargo el
Caṕıtulo 4, está enfocado a profundizar en resultados exclusivos de dendritas.

2.1. Definiciones y Preliminares

Iniciaremos dando unos resultados previos que nos serán de gran utilidad en
el desarrollo de este trabajo.

Definición 2.1. [18, Definición 9.25, p.153] X es un árbol, o una gráfica
aćıclica, si X es una gráfica finita que no contiene curvas cerradas simples.

Definición 2.2. [18, Definición 10.1, p.165] Una dendrita es un continuo
localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples.

Definición 2.3. [15, Definición 4.1, p.27] Un continuo X es unicoherente
si para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X tales que A ∪ B = X se
tiene que A ∩B es conexo.

Definición 2.4. [15, Definición 4.2, p.27] Un continuo X es herditaria-
mente unicoherente si todos sus subcontinuos son unicoherentes.

Definición 2.5. [15, Definición 4.3, p.27] Un continuo X es un dendroide
si es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente.

Teorema 2.6. [10, Teorema 6.7, p.97] Para un continuo X es equivalente
ser una dendrita y ser un dendroide localmente conexo.

7



8 CAPÍTULO 2. ÁRBOLES Y DENDRITAS

Por el Teorema 2.6, tenemos la siguiente definición:

Definición 2.7. Una dendrita es un dendroide localmente conexo.

Nota 2.8. Notemos que un árbol es un continuo localmente conexo que no
tiene curvas cerradas simples. Por lo tanto, un árbol es una dendrita.

Proposición 2.9. Los subcontinuos de los árboles son árboles.

Demostración.
Sea A un subcontinuo de X. Por la Proposición 1.20, tenemos que A es una
gráfica finita. Si en A contuviera una curva cerrada simple, implicaŕıa que X
contiene una curva cerrada simple; lo cual es una contradicción, ya que X es
un árbol. Por lo tanto, A es un árbol.

Lema 2.10. [15, Lema 4.4, p.28] Si X es un dendroide y a, b ∈ X con a ̸= b,
entonces existe un único arco en X que los une el cual vamos a denotar por
ab (para unificar notación denotaremos aa = {a}).

Demostración.
Supongamos que existen dos arcos diferentes de a a b que llamaremos A1 y
A2. Entonces, {a, b} ⊂ A1 y {a, b} ⊂ A2. Por tanto, {a, b} ⊂ A1 ∩ A2. Como
X es hereditariamente unicoherente, A1 ∩ A2 ∈ C(X). Como A1 ∩ A2 ⊂ A1,
entonces A1∩A2 es un subarco de A1 que contiene a los puntos {a, b}, de modo
que A1 ∩ A2 = A1. De manera análoga podemos probar que A1 ∩ A2 = A2.
Por tanto, A1 = A2.

Lema 2.11. [15, Lema 4.5, p.28] Los subcontinuos de los dendroides son
arcoconexos.

Demostración.
Sea A un subcontinuo de X y sean a, b ∈ A. Tenemos que demostrar que
ab ⊂ A. Como a, b ∈ A y como X es herditariamente unicoherente, entonces
ab ∩A ∈ C(X). Entonces, ab ∩A es un subarco de ab que tiene a a y b. Por
lo que, ab ∩ A = ab ⊂ A.

De modo que A es arconexo.
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Corolario 2.12. [15, Corolario 4.6, p.29] Los subcontinuos de los dendroides
son dendroides.

Demostración.
Sea X un dendroide y A un subcontinuo de X. Como X es hereditariamente
unicoherente, A es hereditariamente unicoherente. Por el Lema 2.11, A es
arcoconexo. Por tanto, A es un dendroide.

Lema 2.13. [15, Lema 4.16, p.33] Sean X un dendroide, B ∈ C(X) y a un
punto en X, entonces existe un único punto b ∈ B tal que ab ∩ B = {b}, y
además, b tiene la propiedad de que b ∈ ay para todo y ∈ B.

Demostración.
Para cada punto y ∈ B, consideremos el arco ay, como y ∈ B, y X es un
dendroide, ay ∩B es un subarco de ay.

De donde tenemos que ay ∩B = by, por lo que ay = ab∪ by y ab∩B = {b}.

Consideremos ahora y′ ∈ B, y′ ̸= y y el arco ay′. Por lo que acabamos
de mostrar, existe un punto b′ ∈ B ∩ ay′ tal que ab′ ∩ B = {b′}. Como
b′, y ∈ B ∈ C(X) y B es arcoconexo, tenemos que ay′ = ab′ ∪ b′y′ y b′y ⊂ B.
De modo que b′ ∈ ab′ ∪ b′y es un arco de a a y. Por el Lema 2.10, tenemos
que el arco ay es único, entonces ab′ ∪ b′y = ay = ab ∪ by.

Veamos que b = b′.

Como ay ∩ B = by y b′y ⊂ B ∩ ay, entonces b′y ⊂ by. Por otro lado, dado
que by ⊂ ay = ab′ ∪ b′y, B ∩ ab′ = {b′} y B ∩ ay = b′y, tenemos que by ⊂ b′y.
Por lo tanto, b′y = by. Esto nos conduce a que b′ = b, de donde b ∈ ay′.

De este modo hemos mostrado el Lema.

Teorema 2.14 (Teorema de golpes en la frontera). [18, Teorema 5.6, p.74]
Sean X un continuo, A un subconjunto propio y no vaćıo de X y C una
componente de A. Entonces, C ∩ Fr(A) ̸= ∅.

Lema 2.15 (Lema de las orejas). [18, Corolario 5.9, p.75]
Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X. Si K es una compo-
nente de X \ A, entonces K ∪ A es un continuo.
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Definición 2.16. [18, Definición 5.11, p.76] Dado un espacio métrico S, un
subcontinuo no degenerado A de S, se llama continuo de convergencia
de S si existe una sucesión {Ai}∞i=1 de subcontinuos Ai en S, tales que A =
ĺımi→∞ Ai y para cualquier i ∈ N, A ∩ Ai = ∅.

Lema 2.17. Si X es un dendroide no locamente conexo, entonces X contiene
un continuo de convergencia.

Demostración.
Como X no es localmente conexo por el Teorema 1.15, X no es conexo en
pequeño, por tanto, existe p ∈ X tal que X no es conexo en pequeño en p. De
esta manera, tenemos que existe U abierto en X tal que para toda vecindad
M de p contenida en U , M no es conexa.

Sea ε > 0 tal que B(ε, p) ⊊ U . Sea C0 la componente de U que tiene a p,
por la forma en la que escogimos U , p /∈ int(C0), entonces B(δ, p) no está
contenida en C0 para ninguna δ > 0.

Vamos a construir de manera inductiva lo siguiente:

(a) Una sucesión de números naturales 1
ε
< n1 < n2 < n3 < . . .;

(b) Una sucesión de componentes no degeneradas {Cn}∞n=1 de U ;

(c) Una sucesión de puntos {pn}∞n=1.

Tales que si Bi = B( 1
ni
, p) se cumple lo siguiente:

(1) pi ∈ Bi ∩ Ci, para toda i ∈ N;

(2) Bi ∩ (C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Ci−1) = ∅ para toda i ∈ N;

(3) Ci ̸= C0 para toda i ∈ N.

Para i = 1. Sea n1 ∈ N tal que 1
ε
< n1.

Como B1 no está contenida en C0, entonces existe p1 ∈ B1 tal que p1 /∈ C0.
Sea C1 la componente de U que tiene a p1. Entonces se cumple que p1 ∈
B1 ∩ C1 y que C1 ∩ C0 = ∅.

Para i > 1. Supongamos ahora que ya hemos construido un conjuntos fi-
nito de números naturales {n1, n2, . . . , ni}, un conjunto finito de puntos
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{p1, p2, . . . , pi} y un conjunto finito de componentes {C1, C2, . . . , Ci} de U
con la propiedades mencionadas.

Como Ci es cerrado en U , al ser una componente de U y como U es un
abierto de X, tenemos que X \ Ci es un abierto de X tal que p ∈ U \ Ci.
Por tanto, existe ni+1 ∈ N tal que ni+1 > ni y que Bi+1 ∩ Ci = ∅. Dado que
Bi ∩ (C1 ∪C2 ∪ . . .∪Ci−1) = ∅, tenemos que Bi+1 ∩ (C1 ∪C2 ∪ . . .∪Ci) = ∅.
Como Bi+1 no está contenido en C0 existe pi+1 ∈ Bi+1 \ C0. Sea Ci+1 la
componente de U que tiene a pi+1. De donde tenemos que Ci+1 ∩ C0 = ∅.

Hemos construido la sucesiones que queŕıamos en los puntos (a), (b) y (c) que
cumplen los puntos (1), (2) y (3). Aśı hemos demostrado que existen abiertos
U y V = B(ε, p) en X, una sucesión {pn} en V y componentes diferentes
C0, C1, C2, . . . de U tales que p ∈ (C0 ∩ V ) ⊂ U , pn ∈ (Cn ∩ V ) para toda
n ∈ N y pn → p.

Ahora bien, para toda n ∈ N, sea Dn la componente de V que contiene a pn.

Como Dn es un conexo contenido en U que tiene a pn, entonces Dn ⊂ Cn.
Dado que Dn ⊂ V , entonces Dn ⊂ V . Por tanto, Dn ⊂ (V ∩Cn) ⊂ U . Tome-
mos la sucesión {Dn}∞n=1 en el compacto V , entonces existe una subsucesión
convergente {Dnk

}∞k=1 tal que Dnk
→ D0, donde D0 es un subcontinuo de X

contenido en V .

Puesto que para toda k ∈ N tenemos que pnk
∈ Dnk

, Dnk
→ D0 y pnk

→ p,
entonces p ∈ D0. Por lo que, D0 es un subcontinuo de U que tiene a p,
por tanto, Do ⊂ C0. Por el Teorema 2.14, tenemos que para toda k ∈ N,
Dnk

∩ Fr(V ) ̸= ∅. Elegimos qnk
∈ Dnk

∩ Fr(V ), sin perdida de generalidad
podemos suponer que la sucesión {qnk

} converge a un punto q ∈ Fr(V ).
Dado que Dnk

→ D0 y que la sucesión {qnk
} converge a q, entonces q ∈

(D0 ∩ Fr(V )).

Ahora bien, como pnk
∈ V y qnk

∈ Fr(V ), entonces pnk
̸= qnk

, donde Dnk

es no degenerado y pnk
, qnk

∈ Dnk
⊂ (Cnk

∩ V ). Como pn → p, entonces
pnk

→ p. Del mismo modo p ∈ V y q ∈ Fr(V ), entonces p ̸= q, donde D0 es
no degenerado y p, q ∈ D0 ⊂ (C0 ∩ V ).

Si Dnk
∩D0 ̸= ∅ para alguna k ∈ N, entonces ∅ ̸= (Dnk

∩D0) ⊂ (Cnk
∩ V ) ∩

(C0∩V ) ⊂ Cnk
∩C0 para alguna k ∈ N; lo cual es una contradicción al punto
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(3). Por tanto, Dnk
∩D0 = ∅ para toda k ∈ N.

De esta manera tenemos que existe una sucesión {Dnk
}∞k=1 de subcontinuos

Dnk
de X que convergen al continuo D0 no degenerado y para toda k ∈ N,

Dnk
∩D0 = ∅. Por tanto, D0 es un continuo de convergencia de X.

Lema 2.18. Si X es una dendrita, X no contiene continuos de convergencia.

Demostración.

Supongamos por el contrario, que X contiene un continuo de convergencia,
entonces existe una sucesión {An}∞n=1 de subcontinuos Ai en X, que converge
a A y para cualquier i ∈ N, A ∩ Ai = ∅.

Sean x, y ∈ A con x ̸= y. Como X es localmente conexo, existen U y V
abiertos conexos ajenos tales que x ∈ U , y ∈ V , diam(U) > 0 y diam(V ) > 0,
Tomemos ε > 0 tal que B(ε, x) ⊂ U y B(ε, x) ⊂ V , dado que An → A,
entonces existe n ∈ N tal que H(An, A) < ε, por lo que existen u ∈ An ∩
B(ε, x) ⊂ U y v ∈ An ∩ B(ε, y) ⊂ V . Como U y V son abiertos conexos,
tenemos que el arco vy ⊂ V y el arco ux ⊂ U . Ahora, por el Lema 2.13,
existe un único punto s ∈ vy ⊂ V tal que vy ∩ A = {s} y un único punto
t ∈ ux ⊂ U tal que ux ∩ A = {t}. Como u, v ∈ An, el arco uv ⊂ An.

Sea B = tu∪uv∪ vs. Como tu, uv y vs son continuos, y además, u ∈ tu∩uv
y v ∈ uv ∩ vs. Entonces, D = tu ∪ uv ∪ vs es un continuo.

Como A es un dendroide y t, s ∈ A, nuevamente por el Lema 2.11, tenemos
que el arco ts está contenido en A.

Afirmación 1. B ∩ ts no es conexo.

Tenemos que B∩ts = (tu∪uv∪vs)∩ts = (tu∩ts)∪(uv∩ts)∪(vs∩ts), como
ts ⊂ A, uv ⊂ An, ut∩A = {t} y vs∩A = {s}, entonces (uv∩ts) ⊂ A∩An = ∅,
(tu ∩ ts) = {t} y (vs ∩ ts) = {s}, entonces B ∩ ts = {t, s}, dado que t ∈ U ,
s ∈ V y U ∩ V = ∅, tenemos que t ̸= s. Por lo que, B ∩ ts no es conexo.

La Afirmación 1 es una contradicción al hecho de que X es hereditariamente
unicoherente. La contradicción vino de suponer que X contiene un continuo
de convergencia. Por lo tanto, X no contiene continuos de convergencia.
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Con los lemas 2.17 y 2.18 tenemos lo necesario para probar el siguiente re-
sultado:

Teorema 2.19. Todos los subcontinuos de las dendritas son dendritas.

Demostración.
Sea X una dendrita y A un subcontinuo de X. Por el Corolario 2.12 A es un
dendroide. Si A no fuera locamente conexo por el Lema 2.17, A contendŕıa
un continuo de convergencia, esto implicaŕıa que la dendrita X contiene un
continuo de convergencia; lo cual contradice al Lema 2.18. De donde, A es
localmente conexo y, por tanto, A es una dendrita.

Notación 2.20. [18, Notación 6.2, pp.87-88] Dado X un espacio topológico
y U, V subconjuntos de X. Escribimos X = U |V , si X = U ∪ V donde U y V
son abiertos, ajenos y no vaćıos de X. Llamamos a U |V una separación de
X.

Proposición 2.21. [18, Proposición 6.3, p.88] Sea X un espacio topológico
conexo, y sea C un subconjunto conexo de X tal que X \C = A|B. Entonces
A∪C y B ∪C son conexos. Más aún si X y C son continuos A∪C y B ∪C
son continuos.

Teorema 2.22 (Teorema de existencia de puntos de no corte). [18, Teorema
6.6, pp.89-90] Todo continuo tiene al menos dos puntos que no son de corte.

Teorema 2.23. [18, Teorema 6.17, p.96] Un continuo X es un arco si y sólo
si X tiene exactamente dos puntos que no son de corte.

Teorema 2.24. [18, Teorema 10.7, p.168] Un continuo X no degenerado es
una dendrita si y sólo si todos los puntos de X son de corte o terminales.

Teorema 2.25. [18, Teorema 10.23, pp.174-175] Todos los puntos de cual-
quier dendrita X tienen orden numerable.

Teorema 2.26. [18, Teorema 10.23, pp.174-175] El conjunto de los puntos
de ramificación de una dendrita es numerable.

Definición 2.27. [20, 13, p.19] Un conjunto conexo M es regular en un
punto ppp, si para todo ε > 0 existe un abierto conexo V tal que p ∈ V ,
diam(V ) < ε y tal que Fr(V ) es un conjunto finito de puntos. Un espacio
topológico X es regular si es regular en p para todo elemento p ∈ X.
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Teorema 2.28. [15, Teorema 4.32, pp.43-44] Sea X una dendrita, entonces
X es regular.

Lema 2.29. Sea X un continuo localmente conexo y sea p un punto de no
corte de X. Entonces para toda ε > 0, existe un abierto conexo U de X tal
que p ∈ U , diam(U) < ε y X \ U es conexo.

Demostración.
Sean p un punto de no corte de X y ε > 0. Consideremos B( ε

2
, p), entonces

X \ B( ε
2
, p) ⊂ X \ {p}. Sea x ∈ X \ {p}, dado que X es localmente conexo,

existe Ux abierto conexo de X tal que x ∈ Ux ⊂ Ux ⊂ X \ {p}. De donde,
{Ux : x ∈ X\B( ε

2
, p)} es una cubierta abierta deX\B( ε

2
, p). ComoX\B( ε

2
, p)

es compacto, existen puntos x1, . . . , xn ∈ X \B( ε
2
, p) tales que X \B( ε

2
, p) ⊂

Ux1 ∪ . . . ∪ Uxn ⊂ Ux1 ∪ . . . ∪ Uxn con xi ∈ Uxi
para toda i ∈ {1, . . . , n}.

Dado que p es un punto de no corte de X y X es localmente conexo, por
el Teorema 1.12, tenemos que X \ {p} es arcoconexo, por lo que para cada
i ∈ {1, . . . , n− 1} existe un arco αi tal que αi([0, 1]) ⊂ X \ {p}, αi(0) = xi y
αi(1) = xi+1 (Ver Figura 2.1). Definimos Ai = Uxi

∪ αi([0, 1]) ∪ Uxi+1
.

p
x1 x2 xn

U1 UnU2

α1 α2 αn

Y

Bε(p)

Figura 2.1: Conjunto Y.

Afirmación 1. Ai es un continuo y p /∈ Ai para toda i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Dado que que para cada i ∈ {1, . . . , n}, Uxi
⊂ X \ {p} es un continuo y

para cada i ∈ {1, . . . , n − 1} αi([0, 1]) ⊂ X \ {p} es un continuo, y además,
tenemos que xi ∈ Uxi

∩ αi([0, 1]) y xi+1 ∈ Uxi+1
∩ αi([0, 1]). Entonces, Ai =

Uxi
∪αi([0, 1])∪Uxi+1

⊂ X \{p} es un continuo para toda i ∈ {1, . . . , n−1}.

Definimos Y =
⋃n−1

i=1 Ai y U = X \ Y .
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Observación 2. Y es un continuo y Y ⊂ X \ {p}.

Por la Afirmación 1, para toda i ∈ {1, . . . , n−1} Ai ⊂ X \{p} es un continuo
donde xi+1 ∈ Ai ∩ Ai+1. Entonces, Y =

⋃n−1
i=1 Ai ⊂ X \ {p} es un continuo.

Afrimación 3. U es un abierto tal que p ∈ U ⊂ B( ε
2
, p).

Como Y ⊂ X \ {p} es un continuo (Observación 2), tenemos que U = X \ Y
es abierto.

Veamos que U ⊂ B( ε
2
, p). Como X \ B( ε

2
, p) ⊆

⋃n
i=1 Uxi

⊂ Y , entonces
U = X \ Y ⊂ B( ε

2
, p).

Sea W la componente de U que tiene a p. Como X es localmente conexo y U
es abierto, por el Teorema 1.13, tenemos que W es abierto, al ser una compo-
nente W es un abierto conexo y diam(W ) < diam(U) < diam(B( ε

2
, p)) < ε.

Solamente nos resta ver que X \W es conexo.

Sea Z una componente de U tal que Z ̸= W .

Afirmación 4. Z ∩ Y ̸= ∅.

Como Z es una componente de U , por el Teorema 2.14, tenemos que Z ∩
Fr(U) ̸= ∅ y dado que Y = X\U , entonces Fr(U) ⊂ Y . Por tanto, Z∩Y ̸= ∅.

Afirmación 5. Z ∩W = ∅.

Para toda w ∈ W , W es un abierto que no intersecta a Z, entonces w no
está en Z. Por tanto, W ∩ Z = ∅.

Definimos M = Y ∪
⋃
{Z : Z es componente de U y Z ̸= W}.

Veamos que M es conexo. Como para toda Z componente de U tal que
Z ̸= W , tenemos que Z es conexo y por la Afirmación 4, Z∩Y ̸= ∅, entonces
M = Y ∪

⋃
{Z : Z es componente de U y Z ̸= W} es conexo.

Veamos que M = X \W .

⊆) Sea x ∈ M , entonces x ∈ Y o x ∈
⋃
{Z : Z es componente de U y Z ̸=

W}. Si x ∈ Y , como Y = X \ U y W ⊂ U , entonces x ∈ X \ U ⊂ X \W .
Si x ∈ Z para alguna Z componente de U y Z ̸= W . Por la Afirmación 5,
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tenemos que Z ∩W = ∅, entonces x ∈ Z ⊂ X \W .

⊇) Sea x ∈ X \ W , entonces x /∈ W . Si x /∈ U , como Y = X \ U , en-
tonces x ∈ Y . Si x ∈ U , como x /∈ W , entonces x ∈ Z para alguna
una componente Z de U tal que Z ̸= W , de donde x ∈ Z. Entonces,
x ∈

⋃
{Z : Z es componente de U y Z ̸= W}. Por lo que, x ∈ M .

Por lo tanto, X \W = M es conexo. Lo cual concluye la demostración.

Definición 2.30. Una arista en un árbol es interna si sus dos extremos
son puntos de ramificación, en caso contrario, decimos que es una arista
externa.

Con estos resultados estamos listos para iniciar el estudio del hiperespacio
NC∗(X), cuando X es un árbol.

2.2. El hiperespacio NC∗(X), cuando X es un

árbol

Iniciamos esta sección con un resultado que será de gran utilidad en el resto
de la misma.

Lema 2.31. Sea X es un árbol, X tiene n aristas si y sólo si |E(X)| +
|R(X)| = n+ 1.

Demostración. Haremos esta prueba por inducción.

Para n = 1, X tiene una arista si y sólo si X es el intervalo, en cuyo caso
|E(X)| = 2 y |R(X)| = 0.

Sea n ∈ N, n ≥ 1 y supongamos que para todo número natural m que
cumple 1 ≤ m ≤ n se tiene que si X es un árbol con m aristas, entonces
|E(X)|+ |R(X)| = m+ 1.

Veamos queX es un árbol con n+1 aristas si y sólo si |E(X)|+|R(X)| = n+2.

Como X es un árbol tiene al menos dos puntos que son de no corte, sea e
un punto de no corte, por el Teorema 2.24, e ∈ E(X). Sea L la arista o pelo
que tiene a e, entonces L tiene extremos p, e con p ∈ R(X) y e ∈ E(X).
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Consideremos Y = (X \ L) ∪ {p}, entonces Y es cerrado y conexo, y por la
Proposición 2.9 es un árbol.

Caso 1. ordX(p) = 3.

En este caso p ∈ R(X) y p /∈ R(Y ), de manera que Y tiene dos aristas menos
que X, es decir, Y tiene n− 1 arista (Ver Figura 2.2).

e
p p

YX

Figura 2.2: Árboles X y Y.

Por hipótesis de inducción Y tiene n−1 aristas si y sólo si |E(Y )|+ |R(Y )| =
n. Como X = Y ∪ L, donde R(X) = R(Y ) ∪ {p} y E(X) = E(Y ) ∪ {e},
tenemos que |R(X)|+ |E(X)| = |R(Y )|+ |E(Y )|+ 2 = n+ 2.

Caso 2. ordX(p) > 3.

En este caso p ∈ R(X) ∩ R(Y ) y e ∈ E(X) \ E(Y ), de manera que Y tiene
una arista menos que X, es decir, Y tiene n arista (Ver Figura 2.3).

e
X

p p

Y

e

p

X

p

Y

Figura 2.3: Árboles X y Y.
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Por hipótesis de inducción Y tiene n aristas si y sólo si |E(Y )| + |R(Y )| =
n+1. Como X = Y ∪L, donde R(X) = R(Y ) y E(X) = E(Y )∪{e}, tenemos
que |R(X)|+ |E(X)| = |R(Y )|+ |E(Y )|+ 1 = n+ 2.

En cualquier caso hemos mostrado que X tiene n + 1 arista si y sólo si
|R(X)|+ |E(X)| = n+ 2 y con eso se termina la prueba.

Lema 2.32. Si X es una dendrita, A ∈ NC∗(X) y A ̸= X, entonces |Fr(A)| = 1.

Demostración.

Afirmación 1. Fr(A) es una dendrita.

Como A ∈ NC∗(X) \ {X}, entonces X \A es un conexo no vaćıo, de donde
X \ A es un continuo. Dado que Fr(A) = A ∩X \ A, A es un continuo y X
es hereditariamente unicoherente, tenemos que Fr(A) es un continuo y por
el Teorema 2.19 es una dendrita.

Supongamos por el contrario, que |Fr(A)| ≥ 2, sean q, r ∈ Fr(A).

Como X es un continuo locamente conexo, existen U y V abiertos conexos
ajenos tales que q ∈ U , r ∈ V , dado que q, r ∈ Fr(A), existen v ∈ V ∩X \A
y u ∈ U ∩X \A. Por el Teorema 1.12, tenemos que el arco vr ⊂ V y el arco
uq ⊂ U . Ahora, por el Lema 2.13, existe un único punto s ∈ vr ⊂ V tal que
vs ∩ Fr(A) = {s} y un único punto t ∈ uq ⊂ V tal que ut ∩ Fr(A) = {t}.
Como u, v ∈ X \ A nuevamente por el Teorema 1.12, el arco uv ⊂ X \ A.

Sea D = tu∪uv∪vs. Como tu, uv y vs son continuos, y además, u ∈ tu∩uv
y v ∈ uv ∩ vs. Entonces, D = tu ∪ uv ∪ vs es un continuo.

Por la Afirmación 1, Fr(A) es una dendrita y como t, s ∈ Fr(A), tenemos
que el arco ts, el único arco entre t y s, está contenido en la Fr(A).

Afirmación 2. D ∩ ts no es conexo.

Tenemos que D∩ts = (tu∪uv∪vs)∩ts = (tu∩ts)∪(uv∩ts)∪(vs∩ts), como
ts ⊂ Fr(A), uv ⊂ X \ A, ut ∩ Fr(A) = {t} y vs ∩ Fr(A) = {s}, entonces
(uv ∩ ts) = ∅, (tu ∩ ts) = {t} y (vs ∩ ts) = {s} respectivamente, entonces
D ∩ ts = {t, s}, dado que t ∈ U , s ∈ V y U ∩ V = ∅, tenemos que t ̸= s. Por
lo que D ∩ ts no es conexo.
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La Afirmación 2 es una contradicción al hecho de que X es hereditariamente
unicoherente. La contradicción vino de suponer que |Fr(A)| ≥ 2. Por lo
tanto, |Fr(A)| = 1.

Teorema 2.33. Sea X una dendrita y A ∈ C(X). Entonces A ∈ NC∗(X)
si y sólo si se cumple uno de los siguientes enunciados:

(1) A = X;

(2) A = {e} con e ∈ E(X);

(3) A = X \C donde C es una componente de X \ {p} con p ∈ X \E(X).

Demostración.
⇐) Si A = X, tenemos que X \X = ∅, por lo cual A ∈ NC∗(X). Si A = {e}
con e ∈ E(X), por el Teorema 2.24, tenemos que e es un punto de no corte
y, por tanto, A ∈ NC∗(X).

Si A = X \ C donde C es una componente de X \ {p} con p ∈ X \ E(X).
Primero veamos que A ∈ C(X). Como p /∈ E(X) por el Teorema 2.24,
tenemos que p ∈ Q(X) y X \ {p} =

⋃
i∈M Ci con M ⊂ N, |M | ≥ 2 y Ci las

componentes de X \ {p}. De donde, C = Cm para alguna m ∈ M . Por lo
que, A = (

⋃
j∈M\{m}Cj)∪{p} y por el Lema 2.15 concluimos que A ∈ C(X).

Aśı mismo, tenemos que X \ A = C el cual es un conjunto conexo al ser
componente de X \ {p}. Por tanto, A ∈ NC∗(X). Lo cual concluye esta
implicación.

⇒) Supongamos que A ∈ NC∗(X), A ̸= X y A ̸= {e} para todo e ∈ E(X).
Como A ̸= X, tenemos que Fr(A) ̸= ∅.

Por el Lema 2.32, tenemos que |Fr(A)| = 1. Sea {p} = Fr(A).

Afirmación 1. p ∈ Q(X).

Notemos que A no puede ser degenerado, pues el Teorema 2.24 implicaŕıa que
A = {e} para alguna e ∈ E(X); lo cual es una contradicción. Como X\A ̸= ∅
y abierto, A es no degenerado. Por lo tanto, X \ Fr(A) = X \ {p} = A|X\A
y p ∈ Q(X).

Como p ∈ Q(X), tenemos que X \ {p} =
⋃

i∈M Ci con M ⊂ N, |M | ≥ 2 y Ci

las componentes de X \ {p}.
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Afirmación 2. Si A ∩ Ci ̸= ∅ para alguna i ∈ M , entonces Ci ⊂ A.

Supongamos por el contrario, que existe q ∈ Ci \ A. Como p /∈ Ci existe
a ∈ (A \ {p}) ∩ Ci = int(A) ∩ Ci ⊂ int(A). Como Ci es abierto y conexo
en X, por el Teorema 1.12 el arco qa ⊂ Ci, como q /∈ A y a ∈ int(A) existe
b ∈ Fr(A) tal que b ∈ qa ⊂ Ci. Entonces, b ∈ Fr(A) y b ̸= p (Ver Figura
2.4); lo cual es una contradicción. Por tanto, Ci ⊂ A.

A

p a
b q

Ci

Figura 2.4: Conjuntos A y Ci.

Notemos que A ̸= {p}, pues p ∈ Q(X) y, por tanto, {p} /∈ NC∗(X). De
manera que A ∩ Ci ̸= ∅ para alguna i ∈ M , sea K = {j ∈ M : Cj ∩ A ̸= ∅},
por la Afirmación 2, tenemos que A = (

⋃
j∈K Cj) ∪ {p}.

Afirmación 3. K = M \ {m} para alguna m ∈ M .

Como A ̸= X, tenemos que K ⊊ M . Supongamos por el contrario, que
K = M \ N donde N ⊂ M y |N | ≥ 2, entonces A = (

⋃
j∈K Cj) ∪ {p} y

X \ A =
⋃

j∈N Cj. Dado que |N | ≥ 2, tenemos que X \ A no es conexo y
A /∈ NC∗(X); lo cual es una contradicción. Por tanto, K = M \ {m} para
alguna m ∈ M .

Por las Afirmaciones 2 y 3 podemos concluir que A = X \ C donde C es
componente de X \ {p} con p ∈ Q(X). Con esto terminamos la prueba del
Teorema.

Definición 2.34. [5, 2.2, p.74] Sea {Xs}s∈S una familia de espacios topológi-
cos disjuntos dos a dos, es decir, Xs ∩ Xs′ = ∅ con s ̸= s′; consideremos el
conjunto X =

⋃
s∈S Xs y la familia O de conjuntos U ⊂ X tales que U ∩Xs

es abierto en Xs para toda s ∈ S, la cual es una topoloǵıa para X. Decimos
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que X es la suma de los espacios {Xs}s∈S y la denotamos por
⊕

s∈S Xs,
o por X1 ⊕X2 ⊕ . . .⊕Xk si S = {1, 2, . . . , k}.

Proposición 2.35. Si X es el intervalo, entonces NC∗(X) ≈ X.

Demostración.
Por [11, p.29-30]. Sabemos que C(I) = {[a, b] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ≈ {(a, b) ∈
R2 : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.(Ver Figura 2.5).

(0;1)

C(I)

NC∗(I)

Figura 2.5: C(I).

Por el Teorema 2.33, A ∈ NC∗(I) si y sólo si A ∈ {[0, 1], {0}, {1}} o A es
una componente de X \ {p} donde p ∈ (0, 1), en este último caso A = [0, p]
o A = [p, 1] de manera que

NC∗(X) = {[0, y] : y ∈ [0, 1]} ∪ {[x, 1] : x ∈ [0, 1]} ≈

{(0, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1]} ∪ {(x, 1) ∈ R2 : x ∈ [0, 1]}
que es un arco.

En el siguiente resultado discutiremos la estructura de NC∗(X), si X es un
árbol.

Teorema 2.36. Sea X un árbol distinto al intervalo [0, 1] con |R(X)| = m
y |E(X)| = k. Entonces NC∗(X) ≈ K ⊕ I1 ⊕ · · · ⊕ Ik ⊕ J1 ⊕ · · · ⊕ J2m−2

donde K es un k-odo simple para cada i ∈ {1, . . . , k}, Ii ≈ [0, 1), y para cada
i ∈ {1, . . . , 2m− 2}, Ji ≈ [0, 1).
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Demostración.
Primero veamos lo siguiente, X tiene m − 1 aristas internas y k aristas ex-
ternas. Como X es un árbol distinto al intervalo [0, 1], X tiene al menos un
punto de ramificación. Por lo que no hay una arista que ambos extremos sean
puntos terminales. De donde, hay tantas aristas externas como |E(X)| = k.
Por el Lema 2.31, tenemos que X tiene (m+ k)− 1 aristas, ya vimos que X
tiene k aristas externas. Por lo que, X tiene m− 1 aristas internas.

Sea E(X) = {e1, ..., ek}. Para cada i ∈ {1, . . . , k}, denotamos por [ei, rei ]
la arista externa que contiene a ei. Definimos, para cada i ∈ {1, . . . , k},
fi : [ei, rei) → NC∗(X) dada por fi(t) = [ei, t] y gi : [ei, rei ] → NC∗(X) dada
por:

gi(t) =

{
X \ [ei, t) si t ∈ (ei, rei ];
X si t = ei.

Afirmación 1. Para toda i ∈ {1, . . . , k}, fi y gi son encajes bien definidos.

Como para toda t ∈ (ei, rei), se tiene que ordx(t) = 2, entonces X \ {t} =
Cei ∪ Crei

donde Cei = [ei, t) la componente de X \ {t} que tiene a ei y
Crei

= X \ [ei, t], la componente de X \{t} que tiene a ri. De donde, podemos
observar que fi(t) = X \ Crei

y gi(t) = X \ Cei y por el Teorema 2.33, fi(t)
y gi(t) son elementos de NC∗(X). De manera que fi(t) y gi(t) están bien
definidos. (Ver Figura 2.6)

t
ri

ei

Crei

Cei

Figura 2.6: Componentes Crei y Cei .

Sea i ∈ {1, . . . , k} y t, s ∈ [ei, rei) tales que t ̸= s, podemos suponer que t < s.
Entonces, fi(t) = [ei, t] y fi(s) = [ei, s], donde [ei, t] ⊊ [ei, s]. Por tanto, fi es
inyectiva.
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Para ver la continuidad, sea {tn}∞n=1 una sucesión en [ei, rei) y t ∈ [ei, rei) tal
que para cada n ∈ N, tn ̸= t y tn → t, de donde fi(tn) = [ei, tn] y tenemos
que fi(tn) converge a fi(t). Por tanto, fi es continua.

De manera similar, sea i ∈ {1, . . . , k} y t, s ∈ [ei, rei ] tales que t ̸= s, podemos
suponer que t < s y t ̸= ei. Entonces, gi(t) = X \ [ei, t) y gi(s) = X \ [ei, s),
donde X \ [ei, s) ⊊ X \ [ei, t). Si t < s y t = ei, entonces gi(ei) = X y
gi(s) = X \ [ei, s), de donde X \ [ei, s) ⊊ X. Por lo tanto, gi es inyectiva.

Para ver la continuidad, sea {tn}∞n=1 una sucesión en (ei, rei ] y t ∈ [ei, rei ]
tal que, para cada n ∈ N, tn ̸= t y tn → t, de donde gi(tn) = X \ [ei, tn) y
tenemos que gi(tn) converge a gi(t) = X \ [ei, t). Por tanto, gi es continua.
Con esto probamos que para cada i ∈ {1, . . . , k} fi y gi son encajes bien
definidos.

Definimos K =
⋃k

i=1 gi([ei, rei ]) =
⋃k

i=1(
⋃

t∈[ei,rei )
X \ [ei, t)), y para cada

i ∈ {1, . . . , k}, Ii = fi([ei, rei)).

Afirmación 2.K es un k-odo simple con vérticeX y para cada i ∈ {1, . . . , k},
Ii ≈ [0, 1) con extremo {ei}.

Como para toda i ∈ {1, . . . , k} gi : [ei, rei ] → NC∗(X) es un encaje, enton-
ces gi([ei, rei ]) es un arco en NC∗(X) con extremos gi(ei) = X y gi(rei) =
X \ [ei, rei). Veamos además, que si i, j ∈ {1, . . . , k} con i ̸= j, entonces
gi([ei, rei ]) ∩ gj([ej, rej ]) = gi(ei) = gj(ej) = X.

⊇) Está contención es inmediata pues X = gi(ei) ∈ (e, rei) para toda i ∈
{1, . . . , k}.

⊆) Sea A ∈ gi([ei, rei ]) ∩ gj([ej, rej ]), entonces A = gi(p) = gj(q) tal que
p ∈ [ei, rei ] y q ∈ [ej, rej ]. Si p ̸= ei, entonces gi(p) = X \ [ei, p). Por lo que,
ei /∈ gi(p), ahora bien, para toda q ∈ [ej, rej ]

ei ∈ gj(q) =

{
X \ [ej, q) si q ̸= ej;
X si q = ej.

Por lo que, gi(p) ̸= gi(q) para toda q ∈ [ej, rej ]. De igual manera, si q ̸= ej,
gj(q) ̸= gi(p) para toda p ∈ [ei, rei ], de manera que p = ei, q = ej y A = X.

Hemos probado que K es la únion de k arcos en NC∗(X) que se intersectan
únicamente en el punto X, donde X es extremo de cada uno de los arcos,
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por tanto, K es un k-odo.

Ahora, como fi es un encaje, Ii ≈ [0, 1) para toda i ∈ {1, . . . , k} y como
fi(ei) = {ei}, entonces el extremo de Ii es {ei}. Con esto concluimos la
prueba de esta afirmación.

Afirmación 3. Si i, j ∈ {1, . . . , k} con i ̸= j, entonces Ii∩Ij = ∅, y además,
para toda i ∈ {1, . . . , k}, K ∩ Ii = ∅.

Si i ̸= j, entonces [ei, rei) ∩ [ej, rej) = ∅ y, por tanto, Ii ∩ Ij = ∅.

Ahora, supongamos por el contrario, que existe A ∈ K ∩ Ii para alguna
i ∈ {1, . . . , k}, entonces A = gj(t) = X \ [ej, t) para alguna j ∈ {1, . . . , k}
y para alguna t ∈ [ej, rej ] y A = fi(s) = [ei, s] para alguna i ∈ {1, . . . , k} y
para alguna s ∈ [ei, rei).

Notemos que como X ̸= I, para toda A ∈ K, A ∩ R(X) ̸= ∅ y para toda
A ∈ Ii, A ∩R(X) = ∅, de manera que K ∩ Ii = ∅.

Estudiaremos ahora las aristas internas. Sean [l1, r1], . . . , [lm−1, rm−1] a las
m− 1 aristas internas de X. Dada i ∈ {1, . . . ,m− 1}, definimos:

(1) Li : [li, ri) → NC∗(X) por Li(t) = X \Cri donde Cri es la componente
de X \ {t} que contiene a ri (Ver Figura 2.7);

(2) Ri : (li, ri] → NC∗(X) por Ri(t) = X \Cli donde Cli es la componente
de X \ {t} que contiene a li (Ver Figura 2.7).

t

ri

li

Cli

Cri

Figura 2.7: Componentes Cli y Cri .
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Afirmación 4. Para toda i ∈ {1, . . . ,m − 1}, Li y Ri son encajes bien
definidos.

Primero notemos que para toda t ∈ (li, ri) se tiene que ordx(t) = 2. Por lo
que, X \ {t} = Cli ∪Cri en este caso Li(t) = Cli ∪{t} y Ri(t) = Cri ∪{t} que
son subcontinuos de X (Lema 2.15) y como X \Li(t) = Cri y X \Ri(t) = Cli ,
entonces Ri(t) y Li(t) son elementos de NC∗(X).

En el caso que t = li. Li sigue cumpliendo lo mismo y Ri no está definida
y si t = ri, Li no está definida y Ri sigue cumpliendo lo mismo. De manera
que Li y Ri están bien definidos.

Sea X \ {li} = A1 ∪ . . . ∪ An con n ≥ 3, donde An = Cri . Definimos L =⋃n
i=i Ai∪{li} el cual es un un conexo. Sean t,s puntos en [li, ri) con t < s. De

manera que Li(t) = L ∪ [li, t] y Li(s) = L ∪ [li, t] ∪ [t, s], por lo que Li(t) ⊊
Li(s). Similarmente si X \ {ri} = B1 ∪ . . .∪Bm con m ≥ 3 donde Bm = Cli .
Definimos R =

⋃n
i=i Bi ∪ {ri} el cual es un un conexo. Si t,s son puntos en

(li, ri] con t < s, entonces Ri(s) = L ∪ [s, ri] y Ri(t) = L ∪ [s, ri] ∪ [t, s], y
Ls(t) ⊊ Li(t). Por tanto, Ri y Li son inyectivas.

Para ver la continuidad, sea {tn}∞n=1 una sucesión en [li, ri) y t ∈ [li, ri) tal que
para cada n ∈ N, tn ̸= t y tn → t, de donde Li(tn) = L∪ [li, tn] y tenemos que
Li(tn) converge a Li(t) = L ∪ [li, t]. Similarmente, sea {tn}∞n=1 una sucesión
en (li, ri] y t ∈ (li, ri] tal que para cada n ∈ N, tn ̸= t y tn → t, de donde
Ri(tn) = R ∪ [tn, ri] y tenemos que Ri(tn) converge a Ri(t) = R ∪ [t, ri]. Por
tanto, Li y Ri son continuas. Con esto probamos que para cada i ∈ {1, . . . , k}
Li y Ri son encajes bien definidos.

Definimos para cada i ∈ {1, . . . , 2m − 2} Ji = Li([li, ri)) y Jm−1+i =
Ri((li, ri]). Por la Afirmación 4, tenemos que Li y Ri son encajes y, por
tanto, tenemos que para cada i ∈ {1, . . . , 2m− 2} Ji ≈ [0, 1).

Afirmación 5. NC∗(X) = K ∪ I1 ∪ · · · ∪ Ik ∪ J1 ∪ · · · ∪ J2m−2.

⊆) Sea A ∈ NC∗(X). Si A = X o A = {ei} para alguna i ∈ {1, . . . k},
entonces por la Afirmación 2, X es el vértice del n-odo K y {ei} es extremo
del arco Ii, por tanto, A ∈ K ∪ I1 ∪ · · · ∪ Ik

Sea A ∈ NC∗(X) con A ̸= X y A ̸= {ei} para toda ei ∈ E(X). Entonces,
por el Teorema 2.33, A = X \C donde C es una componente de X \ {p} con
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p ∈ Q(X).

Caso A. p ∈ (ei, rei) una arista externa de X para alguna i ∈ {1, . . . , k}.

Caso A.1. A = Cei ∪ {p} = fi(p) ∈ Ii para alguna i ∈ {1, . . . , k}.

Caso A.2. A = Crei
∪ {p} = gi(p) ∈ K para alguna i ∈ {1, . . . , k}.

Caso B. p ∈ (li, ri) una arista interna de X para alguna i ∈ {1, . . . , 2m−2},
entonces A = Li(p) o A = Ri(p) de cualquier forma A ∈ Ji para alguna
i ∈ {1, . . . , 2m− 2}.

Por tanto, NC∗(X) ⊆ K ∪ I1 ∪ · · · ∪ Ik ∪ J1 ∪ · · · ∪ J2m−2.

⊇) Como para toda i ∈ {1, . . . , k} fi y gi son encajes bien definidos en
NC∗(X) (Afirmación 1), tenemos que K =

⋃k
i=1 gi([ei, rei ]) e Ii = fi([ei, rei))

son subconjuntos de NC∗(X). Dado que para toda i ∈ {1, . . . ,m − 1}, Li

y Ri son encajes bien definidos en NC∗(X) (Afirmación 4), tenemos que
Ji = Li([li, ri)) y Jm−1+i = Ri((li, ri]) son subconjuntos de NC∗(X). Por
tanto, K ∪ I1 ∪ · · · ∪ Ik ∪ J1 ∪ · · · ∪ J2m−2 ⊆ NC∗(X).

Afirmación 6. Para toda i, j ∈ {1, . . . , 2m − 2}, i ̸= j y l ∈ {1, . . . , k}, se
tiene que Ji ∩ Jj = ∅ = Jj ∩ K = ∅ y Jj ∩ Il = ∅.

Sean i, j ∈ {1, . . . , 2m− 2}, de donde tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Ji = Li([li, ri)) y Jj = Lj([lj, rj))

Como i ̸= j, entonces Li([li, ri)) ̸= Lj([lj, rj)), por lo que [li, ri) ∩ [lj, rj) = ∅
y, por tanto, Ji ∩ Jj = ∅.

Caso 2. Ji = Ri((li, ri]) y Jj = Rj((lj, rj])

Como i ̸= j, entonces Ri((li, ri]) ̸= Ri((lj, rj]), por lo que (li, ri] ∩ (lj, rj] = ∅
y, por tanto, Ji ∩ Jj = ∅.

Caso 3. Ji = Li([li, ri)) y Jj = Rj((lj, rj]).

Para toda A ∈ Ji, tenemos que li ∈ A y ri /∈ A. Por otro lado si B ∈ Jj,
entonces rj ∈ B y lj /∈ B. Por lo tanto, para toda i, j ∈ {1, . . . , 2m − 2},
Ji ∩ Jj = ∅.
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Ahora, para toda j ∈ {1, . . . , 2m − 2} y para toda A ∈ Jj, tenemos que
(X \ A) ∩ R(X) ̸= ∅, pues lj ∈ X \ A o rj ∈ X \ A. Por otro lado si B ∈ K,
entonces B = gi(p) para alguna i ∈ {1 . . . , k} y X \ B = [ei, p) ⊂ fi(p), de
manera que (X \ B) ∩ R(X) = ∅. Por lo que para toda j ∈ {1, . . . , 2m− 2}
Jj ∩ K = ∅.

Finalmente, para toda j ∈ {1, . . . , 2m− 2} y para toda A ∈ Jj, tenemos que
A ∩ R(X) ̸= ∅, pues lj ∈ A o rj ∈ A. Por otro lado para toda i ∈ {1, . . . , k}
y para toda B ∈ Ii, tenemos que B ∩ R(X) = ∅, pues B = [ei, p] ⊂ [ei, rei ].
Por lo tanto, para toda j ∈ {1, . . . , 2m− 2} y i ∈ {1, . . . , k}, Jj ∩ Ii = ∅.

De las afirmaciones 3, 5 y 6, obtenemos que NC∗(X) ≈ K⊕ I1 ⊕ · · · ⊕ Ik ⊕
J1 ⊕ · · · ⊕ J2m−2.

Finalmente el modelo para NC∗(X), si X es un árbol se muestra en la Figura
2.8.

X

{e1}

K

Ji

Ii

F1(X)

{ei}

Figura 2.8: Modelo de NC∗(X) para X un árbol.
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Por lo anterior, tenemos que NC∗(X) no es ni conexo, ni compacto, cuando
X es un árbol distinto al intervalo. Además, podemos saber exactamente
cuantas componentes tiene NC∗(X), si X es un árbol.

Corolario 2.37. Sea X un árbol con |R(X)| = m y |E(X)| = k. Entonces
la cantidad de componentes de NC∗(X) es 2m+ k − 1.

Demostración.

Si X = I. Por la Proposición 2.35, tenemos que NC∗(I) ≈ I, por lo que
NC∗(I) es conexo y en este caso m = 0, K = 2 y 2m+ k − 1 = 1.

Si X ̸= I. Por el Teorema 2.36, tenemos que NC∗(X) ≈ K ⊕ I1 ⊕ · · · ⊕
Ik ⊕J1 ⊕ · · · ⊕ J2m−2 donde K es un k-odo simple para cada i ∈ {1, . . . , k},
Ii ≈ [0, 1), y para cada i ∈ {1, . . . , 2m − 2}, Ji ≈ [0, 1), de manera que
NC∗(X) tiene exactamente 2m+ k − 1 componentes.

Lema 2.38. Sea X una dendrita. Si D ∈ NC∗(X), entonces D∩E(X) ̸= ∅.

Demostración.

Por el Teorema 2.33, sabemos que D ∈ NC∗(X) si y sólo si algunas de las
siguientes se cumple:

(1) D = X;

(2) D = {e} con e ∈ E(X);

(3) D = X \C donde C es una componente de X \ {p} con p ∈ X \E(X).

En el caso (1) y (2) es claro que D ∩ E(X) ̸= ∅.

Ahora para el caso (3). Como D es un subcontinuo no degenerado de X, por
el Teorema 2.22 D tiene al menos 2 dos puntos de no corte y por el Teorema
2.24 los puntos de no corte son terminales. Por lo tanto, D ∩ E(X) ̸= ∅ y el
Lema queda demostrado.

Teorema 2.39. Sea X un árbol. NC∗(X) es conexo si y sólo si X es el
intervalo.
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Demostración.
⇐) Por la Proposción 2.35, tenemos que NC∗(X) ≈ X. Por tanto, NC∗(X)
es conexo.

⇒) Supongamos que X no es un intervalo. Por la Proposición 1.17, |R(X)| =
m ≥ 1 y por los teoremas 2.22 y 2.24 |E(X)| = k ≥ 2. De manera que por
el Corolario 2.37, NC∗(X) tiene 2m + k − 1 ≥ 3 componentes. Por tanto,
NC∗(X) no es conexo.

Teorema 2.40. Sea X es un árbol. NC∗(X) es compacto si y sólo si X es
el intervalo.

Demostración.
⇐) Por la Proposción 2.35, tenemos que NC∗(X) ≈ X. Por lo que NC∗(X)
es compacto.

⇒) Supongamos por el contrario, que X no es un intervalo y dado que X es
un árbol, no tiene curvas cerradas simples. Por la Proposición 1.17, X tiene
al menos un punto de ramificación r. Consideremos X \ {r} = C1 ∪ . . . ∪ Ck

con k ≥ 3. Por el Teorema 2.33, dado i ∈ {1, . . . k} tenemos que A = X \ Ci

es un continuo de no corte de X. Ahora tomemos J la arista que tiene en un
extremo a r tal que J \ {r} ⊆ Ci.

Caso 1. J \ {r} = Ci.

Entonces, J = [e, r] es un pelo en X con e ∈ E(X). Tomemos la sucesión
{rn}∞n=1 en [e, r] tal que, para cada n ∈ N, rn ̸= r y rn → r.

Veamos que para cada n ∈ N, [e, rn] ∈ NC∗(X).

Como rn ∈ O(X) ⊂ Q(X) y X \ {rn} tiene dos componentes C1 y C2 donde
C1 = [e, rn), por el Teorema 2.33, tenemos que X \ C2 = [e, rn] ∈ NC∗(X).

Veamos que [e, r] /∈ NC∗(X).

Como X \ {r} tiene al menos 3 componentes y tenemos que una de estas
componentes es [e, r), podemos concluir que X \ [e, r] tiene al menos dos
componentes y, por tanto, no es conexo. De donde, [e, r] /∈ NC∗(X).

Notemos que [e, rn] → [e, r]. Por lo tanto, NC∗(X) no es compacto, y con
esto concluimos el Caso 1 (Ver Figura 2.9).
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r e
rn

J = Ci

Figura 2.9: Sucesión {rn}∞n=1.

Caso 2. J \ {r} ⊊ Ci.

En este caso, tenemos que el otro extremo de la arista J es un punto de
ramificación, digamos s. Tomemos la sucesión {sn}∞n=1 en [r, s] tal que, para
cada n ∈ N, sn ̸= s y sn → s.

Veamos que para cada n ∈ N, An = A ∪ [r, sn] ∈ NC∗(X).

Como sn ∈ O(X) ⊂ Q(X) y X \ {sn} tiene dos componentes C1 y C2

donde C1 = A ∪ [r, sn), de manera que por el Teorema 2.33, tenemos que
C1 = X \ C2 = A ∪ [r, sn] ∈ NC∗(X).

Veamos que A0 = A ∪ [s, r] /∈ NC∗(X).

Como X \ {s} tiene al menos 3 componentes y tenemos que una de estas
componentes es A∪ [r, s), podemos concluir que X \(A∪ [r, s]) tiene al menos
2 componentes y, por tanto, no es conexo. De donde, A ∪ [r, s] /∈ NC∗(X).

r
sA

J

sn

Ci

A=X\Ci

Figura 2.10: Sucesión {sn}∞n=1.
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Notemos que An → A0. Por lo tanto, NC∗(X) no es compacto (Ver Figura
2.10); lo cual concluye nuestra demostración.

Como consecuencia de los teoremas 2.39 y 2.40, obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 2.41. Sea X un árbol, las siguientes son equivalentes:

(1) NC∗(X) es un continuo;

(2) NC∗(X) es compacto;

(3) NC∗(X) es conexo;

(4) NC∗(X) ≈ X;

(5) X ≈ [0, 1].

Demostración.

(1) ⇒ (2), (1) ⇒ (3), (4) ⇒ (1), (4) ⇒ (2) y (4) ⇒ (3), son inmediatas de
las definiciones y del hecho que X es un continuo.

(5) ⇒ (4), se sigue de la Proposición 2.35.

(3) ⇔ (5), se sigue del Teorema 2.39.

(2) ⇔ (5), se sigue del Teorema 2.40.

1 //

..

2 oo // 5 //
^^

��

4
tt rr
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2.3. NC∗(X) no tiene hiperespacio único.

Lo siguiente que nos preguntamos es si el hiperespacio NC∗(X) es único,
encontramos que en el caso de que X es un árbol la respuesta es negativa.
Para este fin, veamos lo siguiente.

Definición 2.42. Un continuo X tiene hiperespacio único NC∗(X) si Y es
un continuo y se sabe que NC∗(X) es homeomorfo a NC∗(Y ), entonces X
tiene que ser homeomorfo a Y .

Lema 2.43. Sea f : X → Y un homemorfismo entre continuos. Entonces
para todo p ∈ X ordY (f(p)) = ordX(p).

Demostración.
Como f(Fr(A)) = Fr(f(A)). Sea p ∈ X tal que ordY (f(p)) = m y U
un abierto de Y tal que f(p) ∈ U . Entonces, existe V abierto de Y tal
que f(p) ∈ V ⊆ U y |Fr(V )| ≤ m (Ver Figura 2.11 (a)). Como f es
un homeomorfismo p ∈ f−1(V ) ⊆ f−1(U) y dado que |Fr(f−1(V ))| =
|f(Fr(f−1(V ))| = |Fr(V )| (Ver Figura 2.11 (b)). Entonces, ordX(p) ≤ m,
por lo que ordX(p) ≤ ordY (f(p)).

V

U

f(p)

f−1(V)

f−1(U)

p

(a) (b)

Figura 2.11: Conjuntos U , V , f−1(U) y f−1(V ).

De igual manera, como f−1 : Y → X es un homemorfismo, tenemos que
ordY (f(p)) ≤ ordX(f

−1(f(p))) = ordX(p). Por lo tanto, para todo p ∈ X
ordY (f(p)) = ordX(p); lo cual concluye nuestro Lema.
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Ejemplo 2.44. Existen X,Y árboles no homeomorfos tales que NC∗(X) =
NC∗(Y ).

Consideremos los siguientes árboles (Ver Figura 2.12).

p

q

s1 s2r2r1

X Y

C1 C2

C3

C4

D1

D2
D3

D4

Figura 2.12: Árboles X y Y.

Veamos que X no es homeomorfo a Y . Supongamos por el contrario, que
existe f : X → Y un homeomorfismo, y sea p el único punto en X tal que
ordX(p) = 4 y r1, r2 los puntos de orden 3 en X (Ver figura 2.12). Tenemos
que X \{p} = C1∪C2∪C3∪C4 donde C1∩R(X) = {r1}, C2∩R(X) = {r2} y
C3, C4 son arcos libres (Ver figura 2.12). Como f es un homemorfismo por el
Lema 2.43, tenemos que ordX(p) = ordY (f(p)) y al ser q el único punto en Y
de orden 4, se tiene que f(p) = q. De igual manera, tenemos que f(r1) = si
y f(r2) = sj con i, j ∈ {1, 2} donde s1, s2 son los puntos de orden 3 en
Y . Entonces, f(X \ {p}) = f(X) \ {p} = Y \ {q} = D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4

donde D1∩R(X) = {s1, s2} y D2, D3 y D4 son arcos libres (Ver figura 2.12).
Dado que f es un homemorfismo y D1 es conexo, tenemos que f−1(D1)
es un conjunto conexo contenido en X \ {p} que tiene a r1 y a r2, por lo
que f−1(D1) ⊂ C1 ∪ C2 por ser componentes de X \ {p}; lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, X no es homeomorfo a Y .

Tenemos que |E(X)| = |E(Y )| = 6 y |R(X)| = |R(Y )| = 3, por el Teorema
2.36, NC∗(X) ≈ K⊕I1⊕ · · ·⊕I6⊕J1⊕ · · ·⊕J4 ≈ NC∗(Y ) donde K es un
6-odo simple, para cada i ∈ {1, . . . , 6}, Ii ≈ [0, 1), y para cada i ∈ {1, . . . , 4},
Ji ≈ [0, 1) (Ver Figura 2.13); lo cual concluye el análisis del Ejemplo 2.44.
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Y

{ei}

KY

J Y

IY

X

{ei}

KX

J X

IX

F1(Y)F1(X)

Figura 2.13: NC∗(X) y NC∗(Y ).



Caṕıtulo 3

Gráficas finitas

3.1. Modelos de NC∗(X).

Iniciamos esta sección con el análisis de algunas gráficas conocidas, para
obtener información de su hiperespacio NC∗(X), razón por la cual el lector
debe estar familiarizado con los modelos de estas gráficas. Estos modelos se
pueden consultar en [11, p.29-47], [8, p.153-194] y [12].

El siguiente ejemplo se puede encontrar en [11, Ejemplo 3.2 p.31-34] y en [19,
3.2 p.18].

Antes de comenzar nuestros ejemplos. Dado un continuo X y v ∈ X. Defini-
mos C{v}(X) = {A ∈ C(X) : v ∈ A}.

Ejemplo 3.1. La Circunferencia.

Sea S1 =
{
x ∈ R2 : ∥x∥ = 1} la circunferencia. Podemos dar un homemor-

fismo entre los subcontinuos de S1 y D el disco acotado en el plano-xy. Sea
C un subcontinuo de S1, tenemos las siguientes posibilidades:

Si C sea un arco no degenerado contenido en S1, C está determinado por
su punto medio mC y su diámetro diam(C). Ahora bien, consideremos la
recta LC que pasa por los puntos (0, 0) y mC , también el punto h(C) ∈ LC

que está a distancia 1−diam(C))/2π del origen. Notemos que h(C) depende
únicamente de mC y diam(C). De donde, hemos asignado un punto h(C),
para cada arco no degenerado en S1.

Si C = {s} con s ∈ S1, podemos pensar que el punto medio C es m{s} = s

35
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y su diámetro diam({s}) = 0. Entonces al considerar la recta L{s} que pasa
por los puntos (0, 0) y s, y el punto h({s}) ∈ L{s} que está a distancia
1 − diam(C))/2π = 1 del origen, tenemos que h({s}) = s. De igual forma
que el el caso anterior, h(C) depende únicamente de mC y diam(C). Por lo
que, dado un subcontinuo de la forma {s} con s ∈ S1, le asignamos el punto
h({s}) = s.

Si C = S1, entonces h(C) = (0, 0).

De lo anterior, definimos el homemorfismo h : C(S1) → D donde a cada
subcontinuo C le asignamos el punto h(C) = mC(1 − diam(C))/2π) (Ver
Figura 3.1).

C

mC

(0;0)

±(m C)

h(C)

y

x

r=(1,0)

Figura 3.1: C(S1).

Notemos que los subcontinuos de un solo punto están representados en la
frontera de D. Si consideramos al punto r = (1, 0), diremos que r es un
extremo izquierdo de un arco C de S1, si r es el extremo del arco que queda
a la izquierda cuando nos paramos sobre el arco y vemos en la dirección del
origen. Sea B1 el conjunto de todos los subarcos de S1 que tienen a r como
extremo izquierdo. Notemos que para cada C ∈ B1, el punto mC está en
{(x, y) ∈ S : y ≥ 0}. Ahora bien, cuando diam(C) tiende a cero tenemos
que C es casi {r}, y a su vez el número 1 − diam(C))/2π tiende a 1. De
donde, el punto h(C) es un punto muy cercano a r, en el interior del disco
D. Por otro lado cuando diam(C) tiende a 2π tenemos que C es casi S1, y a
su vez el número 1−diam(C))/2π tiende a 0. De donde, el punto h(C) es un
punto muy cercano al origen. Con este análisis podemos representar a B1 con
el conjunto que se muestra en la Figura 3.2 (Un “corazón”). Similarmente
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podemos representar a B2 el conjunto de todos los subarcos de S1 que tienen
a r como extremo derecho (Ver Figura 3.2).

Como cada subarco C que contiene a r está entre dos subarcos del mismo
diámetro de C, uno que tiene a r como extremo izquierdo y otro que tiene
a r como extremo derecho, con esto podemos concluir que le conjunto C =
{C ∈ C(S1) : r ∈ C} queda representado por la región limitada por B1 y B2.
(Ver Figura 3.2)

(0;0)

B1

B2

{r}C

Figura 3.2: C = {C ∈ C(S1) : r ∈ C} en C(S1).

Notemos que todos los subcontinuos de S1 son de no corte. Por lo que
NC∗(S1) = C(S1). Esto concluye el análisis del Ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2. La Paleta.

La Paleta es un continuo que consta de una circunferencia S y un arco L,
que se intersectan en un extremo del arco L, Denotaremos por v al punto de
intersección de L con S y por p al otro extremo de L (Ver Figura 3.3).

v p

L

S

Figura 3.3: La Paleta.

Sea A = C{v}(S) \ {S}, veamos que NC∗(X) ∩ C(S) = C(S) \ A.
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⊆) Sea A ∈ A, tenemos que X \ A = (S \ A) ∪ (L \ {v}) donde (S \ A) ̸=
∅ ̸= L \ A = (L \ {v}) y (S \ A) ∩ (L \ {v}) = ∅, por tanto, A /∈ NC∗(X) y
NC∗(X) ∩ C(S) ⊆ C(S) \ A.

⊇) Si B ∈ C(S)\A y S ̸= B, se tiene que X \B = (S \B)∪L y (S \B)∩L =
{v}, entonces X \B es conexo. Si B = S, tenemos que X \ S = L \ {v}. De
donde, B ∈ NC∗(X) ∩ C(S).

En el Ejemplo 3.1 p.37 vimos que el conjunto de los continuos que tiene al
punto v está modelado con un “corazón” contenido dentro del modelo de
C(S), por lo que al considerar el modelo del conjunto A obtenemos la Figura
3.4.

A {v}S

Figura 3.4: Conjunto A en C(S).

Ahora bien, para obtener un modelo para los continuos de no corte de X
contenidos en S, basta ver como se representa el conjunto C(S) \ A, el cual
nos queda una 2-celda sin una parte de su frontera, como se ve en la Figura
3.5.

{v}S

Figura 3.5: Conjunto C(S) \ A = NC∗(X) ∩ C(S).

Vamos a ver la Figura 3.5 de otra manera, para este fin. Primero colocamos



3.1. MODELOS DE NC∗(X). 39

flechas en la circunferencia exterior y el corazón interior para saber en que
dirección están y consideramos la flecha que va de {vA} el punto ant́ıpoda
de {v} a S y la etiquetamos con a como se muestra en la Figura 3.6. Ahora,
hacemos un corte donde está la flecha a y desdoblemos la figura el hemisferio
norte 90◦ en el sentido de las manecillas del reloj y el hemisferio sur 90◦ en
sentido contrario de las manecillas del reloj, hasta obtener el segundo dibujo
de la Figura 3.6. Volvemos a girar el hemisferio norte y el hemisferio sur como
en el paso anterior y pegamos las orillas de éste segundo, hasta obtener el
tercer dibujo de la Figura 3.6.

{v}{v }A

c

a
{v}

{v }A

{v }Aa

a

{v}{v}

S

S

S

S

{v }A

Figura 3.6:
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Con lo anterior la Figura 3.5 A = NC∗(X)∩C(S) se puede ver de la siguiente
forma (Ver Figura 3.7).

{v}{v} S

Figura 3.7: Continuos de no corte de X contenidos en S.

Ahora bien, para obtener los continuos de no corte de X contenidos en L,
NC∗(X) ∩ C(L). Veamos que B = {B ∈ C(L) : p ∈ A} = NC∗(X) ∩ C(L).

⊆) Dado B ∈ B, si B ̸= L, tenemos que X \ B = S ∪ (L \ B) donde
S ∩ (L \ B) = {v} por lo que X \ B es conexo. Si B = L, tenemos que
X \B = S \B = S \ {v}, el cual es conexo ya que S es una circunferencia.

⊇) Si A ∈ C(L) \ B, tenemos que A ⊂ L y p /∈ A, por tanto, X \ A tiene al
menos dos componentes: la componente que intersecta a S y la componente
que tiene al punto p, de manera que A /∈ NC∗(X).

B está modelado por un arco en C(L) que va del arco L al singular {p} (Ver
figura 3.8), donde cada punto del arco representa un arco de la forma px con
x ∈ L.

L {p}

px

Figura 3.8: Continuos de no corte de X contenidos en L.

Continuando con nuestro análisis veamos que los continuos de la forma C ={
C = L ∪A : A ∈ C{v}(S)

}
⊆ NC∗(X). Sea C ∈ C, entonces X \C = S \A

el cual es conexo. Notemos que si A = S, tenemos que S \ S = ∅, donde
C = X.
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En el Ejemplo 3.1 p.37 vimos que el conjunto de los continuos que tiene al
punto v está modelado con un “corazón” contenido dentro del modelo de
C(X), por lo que al considerar el modelo del conjunto C obtenemos el primer
dibujo en la Figura 3.9. La cual es homeomorfo a una 2 celda como se muestra
en el segundo dibujo de la Figura 3.9.

LCX LX≈

Figura 3.9: Conjunto C.

Por último, consideremos C{v}(L) = {E ∈ C(S) : v ∈ E}. Veamos que los
continuos de la forma D = {D = S ∪ E : E ∈ C{v}(L)} ⊆ NC∗(X). Sea
D ∈ D, entonces X \D = L \ E el cual es conexo. Notemos que si E = L,
tenemos que L \ L = ∅, donde D = X. El conjunto D está modelado por un
arco que va de la circunferencia S a X (Ver figura 3.10). Donde cada punto
del arco representa al continuo S ∪ Ex y Ex es el arco en L que une a v con
el punto x ∈ L.

S XS∪Ex

S∪E x

Figura 3.10: Conjunto D.
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Finalmente uniendo las figuras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 obtenemos el modelo para
NC∗(X) (Ver Figura 3.11).

{v}{v} {p}X LS

Figura 3.11: Modelo de NC∗(X) para la Paleta.

De donde tenemos que NC∗(X) es conexo. Además, este modelo se puede
encajar en R2 y su dimensión es 2.

Ejemplo 3.3. Las Pesas.

Sea X el continuo al cual llamamos las Pesas, este continuo consta de dos
circunferencias S1,S2 y un arco L, donde cada circunferencia se intersecta en
uno de los extremos de L. Denotaremos por v1 al punto de intersección de L
con S1 y por v2 al punto de intersección de L con S2 (Ver Figura 3.12).

v1 v2

S2S1

L

Figura 3.12: Las Pesas.

Sea A = C{v1}(S1) \ {S1}, veamos que NC∗(X) ∩ C(S1) = C(S1) \ A.

⊆) Sea A ∈ A, tenemos que X \A = (S1 \A)∪ (L\{v1})∪S2 donde S1 \A ̸=
∅ ̸= L\A = L\{v1}, (L\{v1})∩S2 = {v2} y (S1 \A)∩ ((L\{v1})∪S2) = ∅,
por tanto, A /∈ NC∗(X) y NC∗(X) ∩ C(S1) ⊆ C(S1) \ A.
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⊇) Si B ∈ C(S1) \ A y S1 ̸= B, se tiene que X \ B = (S1 \ B) ∪ L ∪ S2,
(S1\B)∩(L∪S2) = {v1} y L∩S2 = {v2}, entonces X\B es conexo. Si B = S,
tenemos que X \ S1 = (L \ {v1}) ∪ S2. De donde, B ∈ NC∗(X) ∩ C(S1).

Similarmente al trabajo hecho en el Ejemplo 3.2 p. 39 (Figura 3.6) obtenemos
que el conjunto de continuos de no corte deX contenidos en S1 está modelado
con el siguiente dibujo (Figura 3.13).

{v }1 S1

Figura 3.13: Continuos de no corte de X contenidos en S1.

Ahora bien, veamos que B = {B = S1 ∪ C : C ∈ C{v1}(L)} ⊆ NC∗(X). Si
B ∈ B y C ̸= L, tenemos que X \B = (L\C)∪S2 donde (L\C)∩S2 = {v2},
por lo que X \ B es conexo. Si C = L, tenemos que X \ B = S2 \ {v2}, el
cual es conexo.

B está modelado por un arco que va de S1 a P1 = S1 ∪ L (Ver figura 3.14).

S1 P1

Figura 3.14: Conjunto B.

Continuando con nuestro análisis, veamos que C1 = {C = P1 ∪ D : D ∈
C{v2}(S2)} ⊆ NC∗(X). Sea C ∈ C1, entonces X \ C = S2 \ D el cual es
conexo. Notemos que si D = S, tenemos que S2 \ S2 = ∅, donde C = X.

Similarmente al trabajo hecho en el Ejemplo 3.2 p.41 obtenemos que el con-
junto de continuos que conforman el conjunto C1 está modelado con el si-
guiente dibujo (Figura 3.15).
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X P1 XP1 ≈C1 C1

Figura 3.15: Conjunto C1.

Uniendo las figuras 3.13, 3.14 y 3.15. Obtenemos los continuos de no corte
de X contenidos en (S1 ∪ L) ∪ C1 (Ver Figura 3.16).

{v }1 XS1 P1
C1

Figura 3.16: Continuos de no corte de X contenidos en (S1 ∪ L) ∪ C1.

Similarmente podemos iniciar esta construcción en S2∪L, definir C2 = {C =
P2 ∪D : D ∈ C{v1}(S1)} y obtenemos:

{v }2X P2 S2

Figura 3.17: Continuos de no corte de X contenidos en (S2 ∪ L) ∪ C2.

Finalmente uniendo las figuras 3.16 y 3.17 en el punto X, obtenemos el
modelo para NC∗(X) (Ver Figura 3.18).
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{v }1{v }1 {v }2

X

S1 P1 P2 S2

Figura 3.18: Modelo de NC∗(X) para las Pesas.

De donde tenemos que NC∗(X) es conexo. Además, este modelo se puede
encajar en R2 y su dimensión es 2.

Ejemplo 3.4. El Ocho.

El Ocho es un continuo que consta de dos circunferencias S1 y S2, que se
intersectan en un punto. Denotaremos por v al punto de intersección de S1

con S2 (Ver Figura 3.19).

vS1 S2

Figura 3.19: El Ocho.

Sea A = C{v}(S1) \ {S1}, veamos que NC∗(X) ∩ C(S1) = C(S1) \ A.

⊆) Sea A ∈ A, tenemos que X \ A = (S1 \ A) ∪ (S2 \ {v}) donde S1 \ A ̸=
∅ ̸= S2 \A = S2 \ {v} y (S1 \A) ∩ (S2 \ {v}) = ∅, por tanto, A /∈ NC∗(X) y
NC∗(X) ∩ C(S1) ⊆ C(S1) \ A.

⊇) Si B ∈ C(S1) \ A y S1 ̸= B, se tiene que X \ B = (S1 \ B) ∪ S2 y
(S1 \ B) ∩ S2 = {v}, entonces X \ B es conexo. Si B = S1, tenemos que
X \ S1 = S2 \ {v}. De donde, B ∈ NC∗(X) ∩ C(S1).

Similarmente al trabajo en la Paleta Ejemplo 3.2 p.39 (Figura 3.6) obtenemos
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que el conjunto de continuos de no corte deX contenidos en S1 está modelado
con el siguiente dibujo (Figura 3.20).

{v} S1

Figura 3.20: Continuos de no corte de X contenidos en S1.

Ahora bien, veamos que B1 = {B = S1 ∪ C : C ∈ C{v}(S2)} ⊆ NC∗(X) Si
B ∈ B1 y C ̸= S2, tenemos que X \ B = S2 \ C el cual es conexo, por lo
que X \ B es conexo. Si C = S2, tenemos que X \ B = S2 \ S2 = ∅, donde
B = X.

Similarmente al trabajo realizado en el Ejemplo 3.2 p.41 (Figura 3.9) ob-
tenemos que el conjunto B1 está modelado con el siguiente dibujo (Figura
3.21).

X X≈ S1S1 B1 B1

Figura 3.21: Conjunto B1.

Uniendo las figuras 3.20 y 3.21. Obtenemos los continuos de no corte de X
que contiene a S1 o están contenidos en S1,

(
NC∗(X) ∩ C(S1)

)
∪ B1 (Ver

Figura 3.22).
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{v}

S1

X

Figura 3.22:
(
NC∗(X) ∩ C(S1)

)
∪ B1.

Similarmente podemos iniciar esta construcción en S2 y obtenemos (Ver Fi-
gura 3.23):

{v}X

S2

Figura 3.23:
(
NC∗(X) ∩ C(S1)

)
∪ B2.

Finalmente uniendo las figuras 3.22 y 3.23 en los puntos X y {v}, obtenemos
el modelo para NC∗(X) (Ver Figura 3.24).

{v}

X

S1 S2

Figura 3.24: Modelo de NC∗(X) para el Ocho.

De donde tenemos que NC∗(X) es conexo, además, el modelo se puede en-
cajar en R2 y su dimensión es 2.
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Ejemplo 3.5. El Dulce.

El dulce es un continuo que consta de dos arcos L1,L2 y una circunferencia
S que se intersecta a cada arco en uno de sus extremos. Denotaremos por v1,
v2 al punto de intersección de L1 con S y L2 con S respectivamente, y por
p1,p2 al otro extremo de L1 y L2 respectivamente (Ver Figura 3.25).

v1 v2p1 p2

S

L1 L2

Figura 3.25: El Dulce.

Veamos que A = {A : A ∈ C{p1}(L1)} ⊆ NC∗(X).

Sea A ∈ A. Si A ̸= L1, tenemos que X \ A = (L1 \ A) ∪ (S ∪ L2) donde
(L1 \A) ∩ (S ∪ L2) = {v1}, por lo que X \A es conexo. Si A = L1, tenemos
que X \ A = (S ∪ L2) \ {v1}, el cual es conexo.

El conjunto A está modelado por un arco que va del singular {p1} al arco L1

(Ver figura 3.26).

{p }1 L1

Figura 3.26: Continuos de no corte de X contenidos en L1.

Antes de continuar nuestro modelo, primero veamos cuales son los subconti-
nuos de S tales que v1 ∈ S y v2 /∈ S. Es decir, C{v1}(S) \ C{v2}(S).

Llamamos α el arco superior de S que une v1 con v2 y β al arco inferior. Si
A ∈ C{v1}(S) \ C{v2}(S), A es la unión de un subarco v1a de α y un subarco
v1b de β (Ver Figura 3.27).
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v1

A

v2

α

β

Figura 3.27: Subcontinuo A

Si identificamos a α con el intervalo [0, 1) donde v1 corresponde a 0 y v2 a 1
y hacemos lo mismo con β, el continuo A = [v1, a]∪ [v1, b] queda identificado
de manera única por la pareja (a, b).

Por tanto, el modelo buscado es [0, 1)× [0, 1) (Ver Figura 3.28). Notemos que
la diagonal representa a los subcontinuos A de S tales que v1 es punto medio
de A y v2 /∈ A (Ver Figura 3.28) y por último notemos que el punto (1, 1)
representa a α ∪ β = S (Ver Figura 3.28).

S

[v1, b]

[v1, a]{v }1

(a; b)=[v1, a]∪[v1, b]

Figura 3.28: {A ∈ C(S) : v1 ∈ A y v2 /∈ A}.

Ahora, veamos que B = {B = L1 ∪ C : C ∈ C{v1}(S) \ C{v2}(S)} ∪ {S} ⊆
NC∗(X).

Sea B ∈ B, si C ̸= S, tenemos que X \B = (S \C)∪L2 donde (S \C)∩L2 =
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{v2}, por lo que X \B es conexo. Si C = S, tenemos que X \B = L2 \ {v2},
el cual es conexo.

Por el modelo que acabamos de explicar en la Figura 3.28, tenemos que el
conjunto B está modelado con el siguiente dibujo en el que destacamos los
puntos que representan a L1 y a P1 = L1 ∪ S (Figura 3.29).

L1 P1L1
≈

L1

P1

Figura 3.29: Conjunto B.

Veamos que los continuos de la forma C = {C = P1 ∪D : D ∈ C{v2}(L2)} ⊆
NC∗(X). Sea C ∈ C, entonces X \C = L2\C el cual es conexo. Notemos que
si C = L2 tenemos L2 \ L2 = ∅, donde C = X. El conjunto C está modelado
por un arco que va de P1 a X (Ver figura 3.30).

P1 X

Figura 3.30: Conjunto C.

Uniendo las figuras 3.26, 3.29 y 3.30. Obtenemos los continuos de no corte
de X que tienen a p1. Es decir, NC∗(X) ∩ C{p1}(X) (Ver Figura 3.31).
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XP1{p }1 L1

Figura 3.31: Continuos de no corte de X que tiene a p1.

Similarmente podemos iniciar esta construcción en p2 y obtenemos:

X {p }2P2 L2

Figura 3.32: Continuos de no corte de X que tienen a p2, NC∗(X)∩C{p2}(X).

Uniendo las figuras 3.31 y 3.32 en el punto X, obtenemos una componente
de NC∗(X) (Ver Figura 3.33). Qué es la componente que tiene a X

XP1 {p }2{p }1 L1 P2 L2

Figura 3.33: La componente de X en NC∗(X).

Veamos que hay más continuos de no corte en este espacio. Consideremos
el conjunto D = {D ∈ C(S) : {v1, v2} ∩ D = ∅} ⊆ NC∗(X). Sea D ∈ D,
tenemos que X \ D = (S \ D) ∪ (L1 ∪ L2) donde (S \ D) ∩ L1 = {v1} y
(S \D) ∩ L2 = {v2}, por lo que X \D es conexo (Ver Figura 3.34).
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v1 v2p1 p2

L1 L2

D
S

Figura 3.34: Conjunto D.

En el Ejemplo 3.1 vimos que el conjunto de los continuos que tiene a un
punto p está modelado por un corazón contenido en C(S). Consideremos
E = {E ∈ C(X) : {v1, v2} ∩D ̸= ∅} = C(S) \ D. La siguiente figura modela
al conjunto E en C(S) (Ver figura 3.35).

{v }2{v }1
S

Figura 3.35: Conjunto E = C(S) \ D.

Ahora bien, un modelo de D en C(S), nos queda de la siguiente manera
(Figura 3.36).

{v }2{v }1

S

Figura 3.36: Conjunto D.

Notemos que D no es conexo. Si D ∈ D, entonces {v1, v2} ∩ D = ∅, por lo
que D ⊂ α \ {v1, v2} o bien D ⊂ β \ {v1, v2} (Ver Figura 3.37).
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v1 v2

D

β

α

Figura 3.37:

Por lo cual D tiene dos componentes una contenida en C(α) y la otra en
C(β) (Ver Figura 3.38).

{v }2{v }1{v }2{v }1

α β

C(α)∩D C(β)∩D

Figura 3.38: Componentes del conjunto D.

Finalmente colocando juntas las figuras 3.33 y 3.38, obtenemos el modelo
para NC∗(X) (Ver Figura 3.39).
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XP1 {p }2{p }1 L1 P2 L2

{v }2{v }1{v }2{v }1

α β

Figura 3.39: Modelo de NC∗(X) para el Dulce.

De donde tenemos que NC∗(X) no es conexo, además, el modelo se puede
encajar en R2, su dimensión es 2 y tiene 3 componentes.

Nos preguntamos por más familias de gráficas finitas, consideramos ahora la
Oruga.

Ejemplo 3.6. La Oruga.

La Oruga es un continuo que consta de una unión finita de circunferencias
S1, . . . , Sn tales que Si∩Sj ̸= ∅ si y sólo si |i− j| ≤ 1. Para i ∈ {1, . . . , n−1}
y |Si ∩Sj| = 1 donde la intersección la circunferencia Si con Si+1 es el punto
vi. (Ver Figura 3.40).

v1 v2

S1 S2 Sn

vn−1

Figura 3.40: La Oruga.

En este ejemplo no seremos tan minuciosos, solo lo describiremos generali-
zando los argumentos que ya vimos en los ejemplos anteriores.
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Primero describiremos algunos subconjuntos especiales de C(X) que nos ayu-
daran en la descripción de nuestro modelo de NC∗(X).

Para i ∈ {2, . . . , n − 1} definimos Si = αi ∪ βi donde αi es el arco superior
de Si con extremos vi−1, vi y βi es el arco inferior de Si con extremos vi−1,
vi (Ver Figura 3.41).

vi−1 vi

αi

βi

Si

Figura 3.41: Si = αi ∪ βi.

Con lo anterior, ahora definamos los siguientes conjuntos:

Λi = {A ∈ C(Si) : αi ⊂ A}
= {A = αi ∪ [vi−1, c] ∪ [d, vi] : c, d ∈ βi y con vi−1 ≤ c ≤ d ≤ vi}

βi = {B ∈ C(Si) : βi ⊂ B}
= {B = βi ∪ [vi−1, a] ∪ [b, vi] : a, b ∈ αi y con vi−1 ≤ a ≤ b ≤ vi}

En C(Si), Λi y βi están representados en la Figura 3.42.

Si =α∪β

Λi

βi

αi βi

C(S i)
αi

βi

Λi

βi

Si

≈{vi−1} {vi}

Figura 3.42: Λi ∪ βi ⊂ C(Si).
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Para cada i ∈ {1, . . . , n} definimos Ii =
⋃

j<i Sj,Di =
⋃

j>i Sj y Yi =
⋃

j ̸=i Sj,
notemos que I1 = ∅ = Dn.

Para cada i ∈ {2, . . . n} definimos Li = {L = Ii ∪ C : C ∈ C{vi−1}(Si) \
C{vi}(Si)} ∪ {Ii ∪ Si} y L1 = ∅ (Ver Figura 3.43).

S1 CSi−1

L∈L i

Figura 3.43: Conjunto L ∈ Li.

Para cada i ∈ {1, . . . n − 1} definimos Ri = {R = Di ∪ C : C ∈ C{vi}(Si) \
C{vi−1}(Si)} ∪ {Di ∪ Si} y Rn = ∅ (Ver Figura 3.44).

C SnSi−1

R∈R i

C

Figura 3.44: Conjunto R ∈ Ri.

Observemos lo siguiente:

Si L ∈ Li y L = Ii ∪ Si, entonces L ∈ Li+1 y L = Ii+1 ∪ {vi}.

Si R ∈ Ri y R = Di ∪ Si, entonces L ∈ Ri+1 y R = Di+1 ∪ {vi−1}.

Como en el Ejemplo 3.5 p.50 (Figura 3.29), tenemos que la Figura 3.45 y la
Figura 3.46 modelan a los conjuntos Ri y Li respectivamente.
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[v1, a]∪

[v1, b]

Ii

Ii∪S i =L i+1

Ii∪

Li

donde y[v1, a]

[v1, b]

⊂ α1 ⊂ β1

Figura 3.45: Conjunto Li.

∪

donde y⊂ α1 ⊂ β1

Ri

Di

Di∪S i =R i−1

Di∪[c; vi−1] [d; vi−1]

[c; vi−1] [d; vi−1]

Figura 3.46: Conjunto Ri.

De lo anterior que hemos definido, notemos que pasa lo siguiente:

Li ∩ Lj ̸= ∅ si y sólo si |i − j| ≤ 1 y Li ∩ Li+1 = Ii ∪ Si = Ii+1 (Ver Figura
3.47).
Ri ∩Rj ̸= ∅ si y sólo si |i− j| ≤ 1 y Ri−1 ∩Ri = Di ∪Si = Ri−1 (Ver Figura
3.47).
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Ii

Li
Ii+1

Li+1 Ri

DiRi−1

Di−1

Figura 3.47: Li ∩ Lj y Rl ∩Rj.

Ri ∩ Lj ̸= ∅ si y sólo si i = 1, j = n y R1 ∩ Ln = D1 ∪ S1 = X = In ∪ Sn,
(Ver Figura 3.48) en cualquier otro caso Ri ∩ Lj = ∅.

X

In−1

Ln−1

R2

D2

Figura 3.48: R1 ∩ Ln.

Podemos observar que si A ∈ Li = I1∪ . . .∪ Ii−1∪C donde C ∈ C{vi−1}(Si)\
C{vi}(Si), entonces X \A = Ri+1∪ . . .∪Rn∪ (Si \C) donde Si \C es conexo,

vi ∈ Si \ C y vi−1 /∈ Si \ C, por lo que X \ A es conexo y X \ A ∈ Ri,
por tanto, Li ⊆ NC∗(X). De igual manera, si B ∈ Ri, X \ B es conexo y
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X \B ∈ Li. Con esto probamos que Li ⊆ NC∗(X) para toda i ∈ {2, . . . , n}
y Rj ⊆ NC∗(X) para toda j ∈ {1, . . . , n− 1}.

Ahora, definamos los siguientes conjuntos que nos darán más continuos de
no corte de X.

T α
i = {Yi ∪ A : A ∈ Λi} si i ∈ {2, . . . , n− 1}. (Ver Figura 3.49).

Si−1

T ∈ T α
iA

Si

Figura 3.49: T ∈ T α
i .

T β
i = {Yi ∪B : B ∈ βi} si i ∈ {2, . . . , n− 1}. (Ver Figura 3.50).

Si−1 SiB

T ∈ T β
i

Figura 3.50: T ∈ T β
i .

Para ver un modelo de T α
i notemos que si A ∈ T α

i , entonces A = Yi ∪ αi ∪
[vi−1, c] ∪ [d, vi] donde [vi−1, c] ∪ [d, vi] ⊂ βi y vi−1 ≤ c ≤ d ≤ vi, entonces a
A le podemos asociar el punto (c, d) en el cuadrado [vi−1, vi]× [vi−1, vi] (Ver
Figura 3.51) con lo que T α

i queda representado en el triangulo por arriba de
la diagonal.
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vi−1

via

(x; y)≈Yi∪ [vi, x]∪[y; vi]

Yi∪ ∪(a; b)≈

∪

[a; vi][vi−1, a]

∪

∪(vi−1, vi)≈Yi∪ {vi−1}∪{vi}

∪

vi−1

vi

∪Yi∪ {vi−1}∪(vi−1 , c)≈ [c; vi]

αi

αi

αi
αi

Figura 3.51: Conjunto T α
i .

Notemos que esta representación no es inyectiva pues para todo punto (a, a)
en la diagonal tenemos que (a, a) ≈ X, por lo que si identificamos la diagonal
nos queda que T α

i es una 2-celda (Ver Figura 3.52).

Yi∪α i X

Yi∪ ∪∪[ci, vi]αi

Yi∪ ∪∪αi [vi−1, di]

Figura 3.52: Conjunto T α
i .



3.1. MODELOS DE NC∗(X). 61

De igual manera, T β
i es una 2-celda (Ver Figura 3.53).

Yi∪ ∪∪

Yi∪ ∪∪

βi

βi

Yi∪β i

[ai, vi]

[vi−1, bi]

X

Figura 3.53: Conjunto T β
i .

Notemos que T α
i ∩ T β

i = X. Por lo que uniendo las figuras 3.52 y 3.53 en el
punto X, obtenemos un modelo para T α

i ∪ T β
i (Ver Figura 3.54)

Yi∪α i

X

Yi∪β i

T α
i T β

i

Figura 3.54: T α
i ∪ T β

i .

Ahora, definamos los siguientes conjuntos:

B1 = {A ∈ C(S1) : v1 /∈ A} ∪ {S1} (Ver Figura 3.55).

Bn = {A ∈ C(Sn) : vn−1 /∈ A} ∪ {Sn} (Ver Figura 3.55).
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A

A∈B 1

v1

B

B∈B n

vn−1

Figura 3.55: A ∈ B1 y B ∈ Bn.

Similarmente al trabajo hecho en el Ejemplo 3.4 p.46 obtenemos que el con-
junto B1 está modelado con el siguiente dibujo (Ver Figura 3.56).

S1

B1

{v1}

Figura 3.56: Conjunto B1.

De igual manera el conjunto Bn está modelado con el siguiente dibujo (Ver
Figura 3.57).

Sn

Bn

{vn−1}

Figura 3.57: Conjunto Bn.

Para cada i ∈ {2, . . . , n− 1} Bi = {A ∈ C(Si) : {vi−1, vi}∩A = ∅}. Notemos
que Bi = Bα

i ∪ Bβ
i donde Bα

i = {A ∈ Bi : A ⊂ αi} (Ver Figura 3.58) y
Bβ
i = {A ∈ Bi : A ⊂ βi} (Ver Figura 3.59).
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A

Si

A∈B α
i

vi−1 vi

Figura 3.58: A ∈ Bα
i .

A

Si A∈B β
i

vi−1 vi

Figura 3.59: A ∈ Bβ
i .

Similarmente al trabajo que realizamos en el Ejemplo 3.5 p.53 (Figura 3.38),
tenemos que los conjuntos Bα

i y Bβ
i están modelados por la siguiente dibujo

(Figura 3.60).

Bα
i Bβ

i

αi βi

{vi−1} {vi−1}{vi} {vi}

Figura 3.60: Conjuntos Bα
i y Bβ

i .
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Hemos definido en C(X) los conjuntos T α
i , T β

i , Bα
i y Bβ

i cada uno de estos
subconjuntos de C(X) es conexo, veamos que también son subconjuntos de
NC∗(X).

Para i ∈ {2, . . . , n − 1} si A ∈ T α
i , A = Yi ∪ α ∪ [vi−1, c] ∪ [d, vi] donde

[vi−1, c], [d, vi] ⊆ β y vi ≤ c ≤ d ≤ vi. De manera que si c = d, entonces
X \A = ∅ y si c < d, entonces X \A = (c, d) el arco abierto contenido en βi.
Por tanto, X \ A es conexo, T α

i ⊆ NC∗(X), y además, X \ A ∈ Bβ
i .

De igual manera podemos ver que T β
i , Bα

i y Bβ
i son subconjuntos de NC∗(X),

y además, si A ∈ Bα
i , X \ A ∈ T β

i , si A ∈ Bβ
i , X \ A ∈ T α

i y si A ∈ T β
i ,

X \ A ∈ Bα
i .

Finalmente, tenemos que NC∗(X) = B1 ∪
⋃n

i=2 Li ∪
⋃n−1

i=1 Ri ∪
⋃n

i=2 T α
i ∪

T β
i ∪ Bα

i ∪ Bβ
i ∪ Bn.

Donde
⋃n

i=2 Li∪
⋃n−1

i=1 Ri está modelado por el siguiente dibujo (Figura 3.61).

Dn−1 =S n

R2

Dn−2

Dn−3

Rn−1

Rn−2

D2

X
Ln−1

In−1

L2

L1
I3

I2 =S 1

I4

Figura 3.61:
⋃n

i=2 Li ∪
⋃n−1

i=1 Ri.



3.1. MODELOS DE NC∗(X). 65

⋃n
i=2 T α

i ∪ T β
i está modelado por la siguiente dibujo (Figura 3.62).

Yi∪β i

X

Y2∪α 2

Y3∪α 3

Yi∪α i

Yn−1∪β n−1

Yn−1 ∪α n−1

T β
i

T α
n−1

T α
i

T α
3

T α
2

T β
n−1

T β
2

Y2∪β 2

Figura 3.62:
⋃n

i=2 T α
i ∪ T β

i .

Uniendo las figuras 3.56, 3.57, 3.61 y 3.62 en los puntosX, S1 y Sn, obtenemos
una componente de NC∗(X) (Ver Figura 3.63). Qué es la componente que
tiene a X.

X

I2 =S 1

L1

{v }n-1

Dn−1 =S n

{v }1

Rn−1

Dn−2

Rn−2

Dn−3D2

R2

X

T β
n−1

T α
n−1 T α

2

In−1

Ln−1

I4

L2

I3
X

T β
2

Figura 3.63: La componente de X en NC∗(X).
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Finalmente colocando juntas las figuras 3.63 y 3.60, para toda i ∈ {2, . . . , n−
1}, obtenemos el modelo para NC∗(X) (Ver Figura 3.64).

X

I2 =S 1

L1

{v }n-1

Dn−1 =S n

{v }1

Rn−1

Dn−2

Rn−2

Dn−3D2

R2

X

T β
n−1

T α
n−1 T α

2

In−1

Ln−1

I4

L2

I3
X

T β
2

αn−1

Bα
n−1

{vn−2} {vn−1}
Bβ
2

β2

{v2}{v1}

α2

Bα
2

{v1} {v2}

βn−1

Bβ
n−1

{vn−2} {vn−1}

Figura 3.64: Modelo de NC∗(X) para la Oruga.

De donde tenemos que NC∗(X) no es conexo, además, el modelo se puede
encajar en R2, su dimensión es 2 y tiene 2n− 3 componentes, donde n es el
número de ciclos en X.

Ejemplo 3.7. El Tren.

Sea X el conjunto formado por n circunferencias S1, . . . Sn y n − 1 arcos
L1, . . . Ln−1 donde los extremos de los arcos Li son los puntos vi, wi, Si∩Sj =
∅ = Li ∩ Lj si i ̸= j y Li ∩ Sj ̸= ∅ si y sólo si j ∈ {i, i+ 1}, Li ∩ Si = {vi} y
Li ∩ Si+1 = {wi} (Ver Figura 3.65).

S1 S2

v1

Sn−1 Sn

L1 L2 Ln−1

w1 v2 w2

Si

Li

S3

Li−1

wi−1 vi wn−2

vn−1

wn−1

Figura 3.65: El Tren.

Notemos que X es homeomorfo a la Figura 3.66, por eso el nombre de tren.
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Figura 3.66: El Tren.

Al igual que en la Oruga (Ejemplo 3.6), en este ejemplo no seremos tan
minuciosos y solo lo describiremos generalizando argumentos que ya usamos
en los ejemplos anteriores.

Para cada i ∈ {2, . . . , n} definimos ISi =
⋃

j<i Sj ∪ Lj (Ver Figura 3.67).

S1

L1

Si−1

Li−1

S2

Figura 3.67: Conjunto ISi.

Para cada i ∈ {1, . . . , n− 1} Definimos:

ILi =
⋃

j≤i Lj−1 ∪ Sj (Ver Figura 3.68).

S1

L1 Li−1

S2 Si

Figura 3.68: Conjunto ILi.
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DSi =
⋃

j≥i Lj ∪ Sj+1 (Ver Figura 3.69).

Sn

Ln−1

Sn−1Si+1

Li

Figura 3.69: Conjunto DSi.

DLi =
⋃

j>i Sj ∪ Lj (Ver Figura 3.70).

SnSn−1

Ln−1Li+1

Si+1

Figura 3.70: Conjunto DLi.

Observación: IS1 = ∅ = DSn.

Ahora, definimos para cada i ∈ {2, . . . n}.
LISi = {K = ISi∪C : C ∈ C{wi−1}(Si)\C{vi}(Si)}∪{Si} (Ver Figura 3.71).

S1

L1

Si−1

Li−1

S2 C
K∈L IS i

wi−1

Figura 3.71: K ∈ LISi.

De manera similar a lo hecho en el Ejemplo 3.6 p.57 (Figura 3.45), tenemos
que la Figura 3.72 modela al conjunto LISi.
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ISi

LISi

ILi =IS i∪S i

Figura 3.72: Conjunto LISi.

Y para cada i ∈ {1, . . . , n− 1} definimos
RDSi = {R = DSi ∪ C : C ∈ C{vi}(Si) \ C{wi−1}(Si)} ∪ {Si} (Ver Figura
3.73)

Sn

Ln−1

Sn−1Si+1

Li

R∈R DS i
C

vi

Figura 3.73: Conjunto R ∈ RDSi.

Nuevamente a lo hecho en el Ejemplo 3.6 p.57 (Figura 3.46), tenemos que la
Figura 3.74 modela al conjunto RDSi.

RDSi

DSi

DLi−1 =DS i∪S i

Figura 3.74: Conjunto RDSi.

Ahora bien, definimos para cada i ∈ {1, . . . , n− 1}.
LILi = {K = ILi ∪ C : C ∈ C{vi}(Li)} (Ver Figura 3.75).
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S1

L1 Li−1

S2 Si

C

K∈L IL i

vi

Figura 3.75: Conjunto LILi.

Similarmente al trabajo que realizamos en el Ejemplo 3.5 p.50 (Ver Figura
3.30), tenemos que el conjunto LILi está modelado por la siguiente arco con
extremos ILi e ILi ∪ Li = ISi+1 (Ver Figura 3.76).

ILi ILi∪L i =IS i+1

LILi

Figura 3.76: LILi.

Observación:

LILi ∩LISj ̸= ∅ si y sólo si j = i donde LILi ∩LISi = ILi o bien j = i+ 1
donde LILi ∩ LISi+1 = ISi+1 (Ver Figura 3.77).

ISi

ILi =IS i∪S i

LISi

LISi+1

ISi+1 =IL i∪L i

ILi+1 =IS i+1∪S i+1

LILi

Figura 3.77: LILi ∩ LISj.
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RDSi ∩ RDLj ̸= ∅ si y sólo si i ≥ 2 y j = i − 1 donde RDSi ∩ RDLi−1 =
DSi ∪Si = DLi−1 o bien i = j donde RDSi ∩RDLi = DLi ∪Li = DSi (Ver
Figura 3.78)

RDSi
DLi−1 =DS i∪S i

DLi

DSi =DL i∪L iRDLi

DLi−1 =DL i−1∪L i−1

RDLi−1

Figura 3.78: RDSi ∩RDLj.

LILi ∩ LILj ̸= ∅ si y sólo si i = j.

RDLi ∩RDLj ̸= ∅ si y sólo si i = j.

LISi ∩ LISj ̸= ∅ si y sólo si i = j.

RDSi ∩RDSj ̸= ∅ si y sólo si i = j.

LISi ∩ RDSj ̸= ∅ si y sólo si i = n y j = 1. Donde LISn ∩ RDS1 = X =
ISn ∪ Sn = DS1 ∪ S1 (Ver Figura 3.79).

DS1

RDS1

LISn

X= IS n∪Sn

ISn

DS1∪S 1 =X

Figura 3.79: LISn ∩RDS1.
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De esta manera, tenemos que si K =
⋃n

i=2 LISi∪
⋃n−1

i=1 (RDSi∪LILi∪RDLi),
entonces K ⊂ NC∗(X) y se ve aśı (Ver Figura 3.80).

X
LIL1

S1 = IL1 IS2

LIS2
IL2

LIS2

ISnLIn−1

LISn−1 LISnLISn−2

ISn−2

ISn−1LIn−2

RDS1

DS1

X= IS n∪Sn

DS1∪S 1 =X

RDL1LILn−2 LILn−1

RDS2 RDS3

DL1

RDL2

DS2 DL2 DS3 Sn =DL n−1

RDLn−1

DSn−1

RDSn−1

DLn−2

Figura 3.80: K ⊂ NC∗(X).

Para i ∈ {1, . . . , n} definimos Yi = (X \ Si) ∪ {vi, wi−1} =
⋃n−1

i=1 Li ∪
⋃

j ̸=i Si

para i ∈ {2, . . . , n− 1}, Y1 = (X \ S1) ∪ {v1} y Yn = (X \ Sn) ∪ {vn−1}.

Ahora, para cada i ∈ {2, . . . , n − 1} definimos Si = αi ∪ βi donde αi es el
arco superior de Si con extremos wi−1, vi y βi es el arco inferior de Si con
extremos wi−1, vi (Ver Figura 3.81).

αi

βi

Si

wi−1 vi

Figura 3.81: Si = αi ∪ βi.

Con lo anterior, definamos los siguientes conjuntos:

Λi = {A ∈ C(Si) : αi ⊂ A}

βi = {B ∈ C(Si) : βi ⊂ B}
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En C(Si), Λi y βi están representados en la Figura 3.82.

Si =α∪β

Λi

βi

αi βi

C(S i)
αi

βi

Λi

βi

Si

≈{wi−1} {vi}

Figura 3.82: Λi ∪ βi ⊂ C(Si).

Ahora, de manera similar a lo hecho en el Ejemplo 3.6 p.59 definamos los
siguientes conjuntos de de X.

T α
i = {Yi ∪ A : A ∈ Λi} si i ∈ {2, . . . , n− 1}.

T β
i = {Yi ∪B : B ∈ βi} si i ∈ {2, . . . , n− 1}.

Notemos que T α
i ∩ T β

i = X. Por lo quede de manera análoga al Ejemplo 3.6
p.61, obtenemos un modelo para T α

i ∪ T β
i (Ver Figura 3.83)

Yi∪α i

X

Yi∪β i

T α
i T β

i

Figura 3.83: T α
i ∪ T β

i .

De manera que, definiendo T =
⋃n−1

i=2 T α
i ∪ T β

i ⊂ NC∗(X) está modelado
por la siguiente dibujo (Figura 3.84).
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Yi∪β i

X

Y2∪α 2

Y3∪α 3

Yi∪α i

Yn−1∪β n−1

Yn−1 ∪α n−1

T β
i

T α
n−1

T α
i

T α
3

T α
2

T β
n−1

T β
2

Y2∪β 2

Figura 3.84: T =
⋃n−1

i=2 T α
i ∪ T β

i .

y para cada i ∈ {2, . . . , n−1} Bi = {A ∈ C(Si) : {wi−1, vi}∩A = ∅}. Notemos
que Bi = Bα

i ∪ Bβ
i donde Bα

i = {A ∈ Bi : A ⊂ αi} y Bβ
i = {A ∈ Bi : A ⊂ βi},

análogamente al Ejemplo 3.6 p.63, tenemos que los conjuntos Bα
i y Bβ

i están
modelados por la siguiente dibujo (Figura 3.85).

Bα
i Bβ

i

αi βi

{wi−1} {wi−1}{vi} {vi}

Figura 3.85: Conjuntos Bα
i y Bβ

i .
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Por último, definimos B1 = {A ∈ C(S1) : v1 /∈ A} ∪ {S1} y Bn = {A ∈
C(Sn) : wn−1 /∈ A} ∪ {Sn}, los cuales están modelados de manera similar al
Ejemplo 3.6 p.62 por la Figura 3.86.

S1

B1

{v1} Sn

Bn

{wn−1}

Figura 3.86: Conjuntos B1 y Bn.

Si B =
⋃n

i=1 Bi, B ⊂ NC∗(X).

Finalmente, NC∗(X) = K ∪ T ∪ B y está modelado por el siguiente dibujo
(Figura 3.87).

X
LIL1

S1 = IL1

IS2

LIS2
IL2

LIS2

ISnLIn−1

LISn−1 LISn
LISn−2

ISn−2

ISn−1LIn−2

RDS1

DS1

RDL1LILn−2 LILn−1

RDS2 RDS3

DL1

RDL2

DS2 DL2 DS3

Sn =DL n−1

RDLn−1

DSn−1

RDSn−1

DLn−2

X

T α
2

T α
n−1

T β
n−1

{v }2n-2{v }1

T β
2

α2

Bα
2

{w1} {v2}

αn−1

Bα
n−1

{vn−1}{wn−2}

Bβ
2

β2

{w1} {v2}

βn−1

Bβ
n−1

{wn−2} {vn−1}

Figura 3.87: Modelo de NC∗(X) para el Tren.

De donde tenemos que NC∗(X) no es conexo, además, el modelo se puede
encajar en R2, su dimensión es 2 y tiene 2n− 3 componentes, donde n es el
número de ciclos en X.

Ejemplo 3.8. La Theta.

La Theta es un continuo que consta de 3 aristas que se intersectan en sus
puntos extremos a saber J1, J2 y J3 con extremos v1 y v2 (Ver Figura 3.88).
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v2v1

J1

J2

J3

Figura 3.88: La Theta.

Sea C ∈ C(X) tal que v1 ∈ C, notemos que para toda i ∈ {1, 2, 3}, Ji ∩C es
un arco con extremos v1 y ti con ti ∈ [1, 0]. A la colección de estos conjuntos
la denominamos por M(v1). Éstos conjuntos se pueden representar en una 3-
celda de la siguiente manera a cada tres elementos t1, t2, t3, los identificamos
con la tercia (t1, t2.t3) en R3. Como se muestra en la Figura 3.89

X

J1

J3

J2
{v }1

Figura 3.89: Conjunto M(v1).

Vamos a ver de esta familia cuales son continuos de no corte de X. Considera
C1 = {C ∈ C(J1) : v1 ∈ C} donde C es un arco de la forma [v1, ti], los
cuales están representados por (t1, 0, 0). Si t1 = v2, tenemos que [v1, v2] = J1.
Entonces, X \J1 = J2 \{v1, v2}∪J3 \{v1, v2} y J2 \{v1, v2}∩J3 \{v1, v2} = ∅.
Por lo que su complemento no es conexo, razón por la cual J1 /∈ NC∗(X). Si
t1 ∈ [v1, v2), tenemos que X \ [v1, t1] = (t1, v2] ∪ J2 \ {v1} ∪ J3 \ {v1} donde
v2 ∈ (t1, v2]∩J2\{v1}∩J3\{v1} y dado que cada conjunto es conexo, tenemos
que X \ [v1, t1] es conexo. De donde, Cv1

1 = {C ∈ C(J1) : v1 ∈ C y v2 /∈
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C} ⊆ NC∗(X), este conjunto está representado en el intervalo (t1, 0, 0) con
t1 ∈ [0, 1) (Ver Figura 3.90). Similarmente, tenemos a los conjuntos:

Cv1
2 = {C ∈ C(J2) : v1 ∈ C y v2 /∈ C} ⊆ NC∗(X) y

Cv1
3 = {C ∈ C(J3) : v1 ∈ C y v2 /∈ C} ⊆ NC∗(X)

Representados en el intervalo (0, t2, 0) con t2 ∈ [0, 1) y en el intervalo (0, 0, t3)
con t3 ∈ [0, 1) respectivamente (Ver Figura 3.90)

Notemos que los continuos representados con la tercia (t1, t2, t3) donde ti ∈
[0, 1), i ∈ {1, 2, 3} están en NC∗(X), ya que estas tercias representan a los
continuos de la forma C = [v1, t1]∪[v1, t2]∪[v1, t3] y X \C = (t1, v2]∪(t2, v2]∪
(t3, v2], donde v2 ∈ (t1, v2] ∩ (t2, v2] ∩ (t3, v2] y dado que cada conjunto es
conexo, tenemos que X \ C es conexo. Entonces, T (v1) =

{
C ∈ C(X) : C =

[v1, t1] ∪ [v1, t2] ∪ [v1, t3] donde ti ∈ [0, 1), i ∈ {1, 2, 3}
}
⊆ NC∗(X). Con esto

tenemos al interior de la 3-celda y las caras (0, t2, t3), (t1, 0, t3) y (t1, t2, 0),
de la 3-celda que representa a M(v1) (Ver Figura 3.90).

Por último, tenemos que los continuos representados por tercia (t1, 1, 1) con
t1 ∈ [0, 1] conforman el conjunto Cv1

2,3 = {C ∈ C(X) : C = [v1, t1] ∪ J2 ∪
J3 con [v1, t1] ∈ C1} y X \C = J1\ [v1, t1]. Si t1 ∈ [0, 1), entonces J1\ [v1, t1] =
(t1, v2] el cual es conexo. Si t1 = 1, entonces J1 \ [v1, t1] = J1 \ J1 = ∅ el cual
es conexo. Por lo que X \ C es conexo. De donde, Cv1

2,3 ⊆ NC∗(X). Que
está representado en el intervalo (t1, 1, 1) con t1 ∈ [0, 1] (Ver Figura 3.90).
Similarmente tenemos a los conjuntos:

Cv1
3,1 = {C ∈ C(X) : C = [v1, t2] ∪ J3 ∪ J1 con [v1, t1] ∈ C2} ⊆ NC∗(X) y

Cv1
2,1 = {C ∈ C(X) : C = [v1, t3] ∪ J2 ∪ J1 con [v1, t1] ∈ C3} ⊆ NC∗(X).

Que están representados en el intervalo (1, t2, 1) con t2 ∈ [0, 1] y en el intervalo
(1, 1, t3) con t3 ∈ [0, 1], respectivamente (Ver Figura 3.90). Notemos que para
cada i ∈ {1, 2, 3}, si ti = 1, la tercia (1, 1, 1) representa a X. (Ver Figura
3.90).
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J1

J3

J2
{v }1

Cv1
1

Cv1
21

Cv1
3Cv1

31
Cv1
32

Cv1
2

X

Figura 3.90: Continuos de no corte en M(v1).

Similarmente si nos centramos en v2 y en el conjunto M(v2), tenemos que los
conjuntos:

Cv2
1 = {C ∈ C(J1) : v2 ∈ C y v1 /∈ C},

Cv2
2 = {C ∈ C(J2) : v2 ∈ C y v1 /∈ C} y

Cv2
3 = {C ∈ C(J3) : v2 ∈ C y v1 /∈ C}.

Están contenidos en NC∗(X) y se representan con los intervalos (t1, 0, 0) con
t1 ∈ [0, 1), (0, t2, 0) con t2 ∈ [0, 1) y (0, 0, t3) con t3 ∈ [0, 1) respectivamente
(Ver Figura 3.91). De igual manera, tenemos que el conjunto:

T (v2) =
{
C ∈ C(X) : C = [v2, s1]∪[v2, s2]∪[v2, s3] donde si ∈ [0, 1), i ∈ {1, 2, 3}

}
.

Está contenido en NC∗(X), y se representa como el interior de la 3-celda
y las caras (0, s2, s3), (s1, 0, s3) y (s1, s2, 0), de la 3-celda que representa a
M(v2) (Ver Figura 3.91). Por último, tenemos que los conjuntos:

Cv2
2,3 = {C ∈ C(X) : C = [v2, s1] ∪ J2 ∪ J3 con [v2, s1] ∈ C1},

Cv2
3,1 = {C ∈ C(X) : C = [v2, s2] ∪ J3 ∪ J1 con [v2, s2] ∈ C2} y

Cv2
2,1 = {C ∈ C(X) : C = [v2, s3] ∪ J2 ∪ J1 con [v2, s3] ∈ C3}.

Están contenidos en NC∗(X) y se representan con los intervalos (s1, 1, 1) con
s1 ∈ [0, 1], (1, s2, 1) con s2 ∈ [0, 1] y (1, 1, s3) con s3 ∈ [0, 1], respectivamente
(Ver Figura 3.91). Notemos que para cada i ∈ {1, 2, 3}, si si = 1, la tercia
(1, 1, 1) representa a X. (Ver Figura 3.91)
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J1

J3

J2
{v }2

X
Cv2
2

Cv2
21

Cv2
1

Cv2
31

Cv2
3 Cv2

32

Figura 3.91: Continuos de no corte en M(v2).

Notemos que hay más continuos de no corte, consideremos ahora los siguien-
tes continuos B1 = C(J1) \ {J1}. Donde C ∈ B1 es un intervalo de la forma
[p1, q1] ⊆ J1 y X \ C = J1 \ [p1, q1] ∪ J2 ∪ J3 = [v1, p1) ∪ (q1, v2] ∪ J2 ∪ J3,
donde v1 ∈ [v1, p1)∩ J2 ∩ J3 y v2 ∈ (q1, v2]∩ J2 ∩ J3 y como cada conjunto es
conexo, tenemos que X \C es conexo. De donde, B1 ⊆ NC∗(X). Ahora bien,
sabemos por el Teorema 2.35 que un modelo para los subcontinuos de J1 es
un triangulo, por lo que un modelo para B1 está representado por la Figura
3.92.

{v }2{v }1

J1B1

Figura 3.92: Conjunto B1.
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Análogamente, tenemos que B2 = C(J2) \ {J2} ⊆ NC∗(X) y B3 = C(J3) \
{J2} ⊆ NC∗(X), los modelos para B2 y B3 están representado por los dibujos
de la Figura 3.93.

{v }2{v }1

J2B2

{v }2{v }1

J3 B3

Figura 3.93: Conjuntos B2 y B3 .

Por último, definamos Bc
1 = {B ∈ C(X) : B = X \ C y C ∈ B1}. Tenemos

que para cada B ∈ Bc
1, X \ B = X \ X \ C. Como C ∈ B1, se tiene que

X \C = [v1, p1) ∪ (q1, v2] ∪ J2 ∪ J3 donde X \ C = [v1, p1] ∪ [q1, v2] ∪ J2 ∪ J3.
Entonces, X \X \ C = (p1, q1) el cual es conexo. Por lo que Bc

1 ⊆ NC∗(X).
Ahora, veamos como modelar este conjunto. Notemos que cada B ∈ Bc

1 está
determinado por sus dos puntos p1 y q1, y cuando p1 = q1, tenemos que
B = X. Vamos a pensar que ambos extremos pueden variar a partir de un
singular r hasta llegar a todo J1 (Ver Figura 3.94 (a)). Este comportamiento
se puede modelar como se muestra en la Figura 3.94 (b).

p1 q1

r

p1 q1

r

p1 q1

r

{r}

J2∪J 3

(a) (b)

Figura 3.94: Elementos de Bc
1.

Tenemos que hacer esto para cada punto de J1 y obtenemos a todo el trian-
gulo como se muestra en el dibujo de la izquierda de la Figura 3.95. Notemos
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que cada punto de la base del triangulo representa a X. Identificando a toda
la base en un punto obtenemos el dibujo de la derecha en la Figura 3.95.

J2∪J 3
J2∪J 3

X

≈

Figura 3.95: Conjunto Bc
1.

Análogamente, tenemos que Bc
2 = {B ∈ C(X) : B = X \ C y C ∈ B2}. y

Bc
3 = {B ∈ C(X) : B = X \ C y C ∈ B3} ⊆ NC∗(X), los modelos para Bc

2 y
Bc
3 están representados por los dibujos de la Figura 3.96.

X

J1∪J 3Bc
2

X

J1∪J 2Bc
3

Figura 3.96: Conjuntos Bc
2 y Bc

3 .

Para iniciar a construir el modelo tenemos que ver como se pegan las figuras
3.90 y 3.91. Primero pegamos el punto que representa a X, como se ve en
primer dibujo de la Figura 3.97, al punto que representa a J3, como se muestra
en el segundo dibujo de la Figura 3.97 y a los puntos J2 ∪ J3 y J2 ∪ J3 como
se visualiza en tercer dibujo de la Figura 3.97.
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X

J2∪J 3

J1∪J 3

J3

J3

J2

J1

J1∪J 2

J1∪J 2

J1

J2

{v }1 {v }2

J2∪J 3

X

J2∪J 3

J1∪J 3

J3

J2

J1

J1∪J 2 J1∪J 2

J1

J2

{v }1 {v }2

X

J1∪J 3

J2

J1

J1∪J 2
J1∪J 2

J1

J2

{v }1 {v }2

J3

Figura 3.97: Continuos de no corte en M(v1) y M(v2).

Ahora falta pegar los puntos J1, J2 y J1 ∪ J2 de ambos cubos, como se ve en
la Figura 3.98.
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J1

J2

X

J2∪J 3

J1∪J 3

J1∪J 2
{v }1 {v }2

J3

Figura 3.98: Continuos de no corte en M(v1) y M(v2).

Notemos que para cada i ∈ {1, 2, 3}, Cv1
i es la arista de {v1} a Ji en el modelo

de Bi y Cv2
i es la arista de {v2} a Ji en el modelo de Bi (Ver Figura 3.99), Cv1

2,3

es uno de los arcos de X a J2∪J3 en el modelo de Bc
1 y Cv2

2,3 es el otro arco de
X a J2 ∪ J3 en el modelo de Bc

1 (Ver Figura 3.99), similarmente Cv1
1,3 es uno

de los arcos de X a J1 ∪ J3 en el modelo de Bc
2 y Cv2

1,3 es el otro arco de X a
J1 ∪ J3 en el modelo de Bc

2 (Ver Figura 3.99). Por último, Cv1
1,2 es uno de los

arcos de X a J1 ∪ J2 en el modelo de Bc
3 y Cv2

1,2 es el otro arco de X a J1 ∪ J2
en el modelo de Bc

3 (Ver Figura 3.99). Con lo anterior al colocar juntas las
figuras 3.92, 3.93, 3.95, 3.96 y 3.98, obtenemos el modelo para NC∗(X) (Ver
Figura 3.99).
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J1

J2

X

J2∪J 3

J1∪J 3

J1∪J 2
{v }1 {v }2

J3

Figura 3.99: Modelo de NC∗(X) para la Theta.

De donde tenemos que NC∗(X) es conexo, además, el modelo se puede en-
cajar en R3 y su dimensión es 3.

Pregunta 3.9. ¿Se podrá caracterizar la conexidad de NC∗(X), cuando X
es una gráfica finita en relación a los ciclos de la gráfica?

3.2. Compacidad de NC∗(X) en gráficas fini-

tas

Como hemos visto, para que el hiperespacio NC∗(X) sea conexo o no, depen-
de mucho de la gráfica X con respecto a la compacidad del espacio tenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 3.10. Sea X una gráfica finita. Entonces NC∗(X) es compacto si
y sólo si X ≈ [0, 1] o X ≈ S1.

Demostración.
⇐) Si X ≈ [0, 1]. Por la Proposición 2.35, tenemos que NC∗([0, 1]) ≈ [0, 1].
Si X ≈ S1. Del Ejemplo 3.1, sabemos que NC∗(S1) = C(S1). Por lo que en
ambos casos NC∗(X) es compacto. Lo cual concluye está implicación.

⇒) Supongamos que NC∗(X) es compacto y que S1 ̸≈ X ̸≈ [0, 1], entonces
por la Proposición 1.17, R(X) ̸= ∅. Con el fin de obtener una contradicción,
mostraremos una serie de afirmaciones.

Afirmación 1. X no tiene lazos.

Supongamos por el contrario, que X contiene un lazo L. Sea p el único punto
de ramificación en L. Tomemos la sucesión {pn}∞n=1 en L tal que, para cada
n ∈ N, pn ̸= p y pn → p.

Veamos que para cada n ∈ N, {pn} ∈ NC∗(X).

Sea n ∈ N y pn ∈ L\{p}. Como L es un lazo, tenemos que L\{pn} es conexo
y dado que pn ̸= p, tenemos que p ∈ L \ {pn}. De donde, X \ {pn} es conexo.
Por lo tanto, {pn} ∈ NC∗(X) (Ver Figura 3.100).

Veamos que {p} /∈ NC∗(X).

Como p es el punto de ramificación del lazo, tenemos que X \ {p} tiene al
menos dos componentes. Por lo que {p} /∈ NC∗(X).

Dado que {pn} → {p}, tenemos que NC∗(X) no es compacto; lo cual es una
contradicción. Esto termina la prueba de la Afrimación 1 (Ver Figura 3.100).

X

pn

L

p

Figura 3.100: Sucesión {pn}∞n=1.
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Afirmación 2. X no tiene pelos.

Supongamos que [e, r] es un pelo en X con e ∈ E(X) y r ∈ R(X). De donde,
X\{r} no es conexo. SiX\{r} tiene 3 o más componentes, entonces tomamos
la sucesión {rn}∞n=1 en [e, r] tal que, para cada n ∈ N, rn ̸= r y rn → r.

Veamos que para cada n ∈ N, [e, rn] ∈ NC∗(X).

Como rn ∈ O(X) yX\{rn} tiene dos componentes C1 y C2 donde C1 = [e, rn)
y dado que rn ̸= r, tenemos que r ∈ C2. Como X es una gráficia finita, X \C1

es conexo. Por lo tanto, [e, rn] ∈ NC∗(X) (Ver Figura 3.101).

Veamos que [e, r] /∈ NC∗(X).

Como X \ {r} tiene al menos 3 componentes y tenemos que una de estas
componentes es [e, r) por ser un pelo. Entonces, X \ [e, r] tiene al menos dos
componentes y, por tanto, no es conexo. De donde, [e, r] /∈ NC∗(X) (Ver
Figura 3.101).

X

[e; r]
e

rn r

Figura 3.101: Sucesión {rn}∞n=1.

Como [e, rn] → [e, r], entonces NC∗(X) no es compacto; lo cual es una con-
tradicción. Por lo tanto, X \{r} tiene 2 componentes una es [e, r) y llamemos
K a la otra componente.

Si X \{r} tiene dos componentes, sean ordX(r) = m ≥ 3 y U = {Un : n ∈ N}
una base local de X en r tal que para cada n ∈ N, diam(Un) <

1
2n
, Un es un

m-odo con vértice r y Fr(Un) ⊂ O(X).

Notemos que Fr(Un) ∩ [e, r) = {u}, de manera que [e, r] ∪ U = [e, r] ∪ Un

es también un m-odo. Dado n ∈ N, sea zn ∈ Fr(Un) \ [e, r]. Veamos que
{zn} ∈ NC∗(X).
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Como ordX(r) = m ≥ 3, existe un punto q ∈ Fr([e, r] ∪ Un) \ {zn}. Dado
que q, zn ∈ K y K es cerrado, existe un arco [q, zn] ⊂ K ⊂ X \ {r}.

Veamos queX\{zn} es conexo. Sean w0, w ∈ X\{zn}. Si w,w0 ⊂ ([e, r] ∪ Un)\
{zn}, existe un arco w,w0 ⊂ ([e, r] ∪ Un) \ {zn}. Si w,w0 ∈ K, consideremos
un arco [w,w0] ⊂ K, si zn /∈ [w,w0], entonces [w,w0] ⊂ K \ {zn}.

Sean u, v puntos en [w,w0] tales que [w, u]∩ [zn, q] = {u} y [v, w0]∩ [zn, q] =
{v}. Notemos que no es posible que [r, zn]∩[zn, w] = {zn}, pues de lo contrario
tenemos que en zn inciden los arcos [w, zn], [zn, q] y [r, zn] que se intersectan
solo en el punto zn, esto implicaŕıa que ordX(zn) ≥ 3 y zn ∈ R(X); lo cual
es una contradicción. Por tanto, u ̸= zn o existe a ∈ [r, zn] tal que el arco
[w, a]∩ [r, zn] = {a}. Análogamente, no es posible que [r, q]∩ [q, v] = {v}, de
donde v ̸= q o existe b ∈ [r, v] tal que el arco [w0, b] ∩ [r, q] = {b}. De aqúı
tenemos los siguientes casos:

Caso 1. u ∈ [zn, q] y u ̸= zn.

De igual manera, podemos ver que u ̸= q y dado que v ∈ [zn, q], ahora
procedemos a analizar el comportamiento de v.

Caso 1.1. v ∈ [zn, q] y v ̸= q.

De igual manera, podemos ver que v ̸= zn y en general {u, v} ∩ {zn, q} = ∅.
Entonces [u, v] ⊂ [zn, q] \ {zn, q} y el arco [w, u] ∪ [u, v] ∪ [v, w0] ⊂ K \ {zn}
(Ver Figura 3.102).

w0

w

zn

q

u

v
r

Figura 3.102: u ̸= zn y v ̸= q.

Caso 1.2. v ∈ [zn, q] y existe b ∈ [r, v] tal que el arco [w0, b] ∩ [r, q] = {b}.

En este caso, tenemos que [v, u] ⊆ [q, zn). Entonces el arco [w0, v] ∪ [v, u] ∪
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[u,w] ⊂ K \ {zn} (Ver Figura 3.103).

w0

w

zn

u

r
b q=v

Figura 3.103: u ̸= zn y q = v.

Caso 2. u ∈ [zn, q] y existe a ∈ [r, zn] tal que el arco [w, a] ∩ [r, zn] = {a}.

Nuevamente, como v ∈ [zn, q] procedemos a analizar el comportamiento de
v.

Caso 2.1. v ∈ [zn, q] y v ̸= q.

De manera similar al Caso 1.1, podemos probar que v ̸= zn. De donde,
[q, v] ⊆ [q, zn). Entonces el arco [w, a]∪ [a, r]∪ [r, q]∪ [q, v]∪ [v, w0] ⊂ K \{zn}
(Ver Figura 3.104).

w0

w

q
v

r
a

zn =u

Figura 3.104: zn = u y v ̸= q.

Caso 2.2. v ∈ [zn, q] y existe b ∈ [r, v] tal que el arco [w0, b] ∩ [r, q] = {b}.

En este caso, tenemos que el arco [w0, a] ∪ [a, r] ∪ [r, b] ∪ [b, w0] ⊂ K \ {zn}
(Ver Figura 3.105).
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w

r
a

zn =u

w0

b q=v

Figura 3.105: zn = u y v = q.

Si w0 ∈ ([e, r] ∪ Un)\{zn} y w ∈ K \{zn}, entonces existen los arcos [w0, q] ⊂
([e, r] ∪ Un) \ {zn} y dado que q, w ∈ K \ {zz}, de manera similar al caso
anterior, tenemos que [q, w] ⊂ K \ {zn}. Por tanto, X \ {zn} es conexo y
{zn} ∈ NC∗(X).

Como zn ∈ Fr(Un), r ∈ Un y diam(Un) < 1
2n

la sucesión de puntos {zn}
cumple que {zn} → {r}, {zn} ∈ NC∗(X) y {r} /∈ NC∗(X). Por tanto,
NC∗(X) no es compacto; lo cual es un contradicción. Esta contradicción
nace de suponer que X tiene pelos. Con lo que concluimos que X no tiene
pelos y la Afirmación queda demostrada.

Observación 1. E(X) = ∅.

Si p ∈ E(X), entonces existe una arista L tal que p ∈ L y L = [r, e], donde
L∩R(X) = {r}. Entonces L es un pelo; lo cual contradice la Afirmación 2.

Afirmación 3. |R(X)| ≥ 2.

Si |R(X)| = 1, entonces X tiene un pelo o un lazo; lo cual contradice la
Afirmación 1 o la Afirmación 2.

Sea TR(X) un árbol mı́nimo que contiene a R(X).

Afirmación 4. ∅ ̸= E(TR(X)) ⊆ R(X).

Por el Teorema 2.22, TR(X) tiene al menos dos puntos de no corte y por el
Teorema 2.24 estos dos puntos son puntos terminales de TR(X) y, por tanto,
E(TR(X)) ̸= ∅ .

Supongamos por el contrario, que existe un punto e ∈ E(TR(X)) \ R(X).
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Como TR(X) es localmente conexo y colocalmente conexo, existe U una ve-
cindad conexa de e tal que |FrTR(X)

(U)| = 1, U ∩ R(X) = ∅ y TR(X) \ U
es conexo. Entonces R(X) ⊂ TR(X) \ U es un subárbol de TR(X). Lo cual
implica que TR(X) no es un árbol mı́nimo que con tiene a R(X); lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, ∅ ̸= E(TR(X)) ⊆ R(X).

Afirmación 5. O(X) ∩ TR(X) ⊂ O(TR(X)).

Sea p ∈ O(X)∩ TR(X). Si {Un : n ∈ N} es una base de vecindades de p en X
tal que |Fr(Un)| = 2, entonces dada p ∈ O(X)∩TR(X), {Un ∩TR(X) : n ∈ N}
es una base de vecindades de p ∈ TR(X) tal que |Fr(Un) ∩ TR(X)| ≤ 2. De
manera que ordTR(X)

(p) ≤ ordX(p) = 2. Si ordTR(X)
(p) = 1, entonces p ∈

E(TR(X)) ⊂ R(X) y ordX(p) ≥ 3; lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
p ∈ O(TR(X)).

Afirmación 6. Toda componente C de X \ TR(X) es un arco libre (p, q), C
es un arco con extremos p, q tales que p ̸= q con {p, q} ⊂ R(X) ⊂ TR(X).

Como R(X) ⊂ TR(X), entonces si C es componente de X \TR(X), C∩R(X) =
∅, por lo que C es un arco libre, C es un arco con extremos p, q y C∩R(X) = ∅.

Por la Observación 1, E(X) = ∅, por lo que {p, q} ⊂ O(X) ∪ R(X). Su-
pongamos por el contrario, que p ∈ O(X), entonces por la Afirmación 5
p ∈ O(TR(X)). De manera que existen puntos c, d ∈ TR(X) tales que los arcos
cp, pd ⊂ TR(X) cumplen que cp∩pd = {p}. Sea z ∈ C, entonces el arco cp ⊂ C
cumple que zp∩TR(X) = {p}. De donde, cp∪ pd∪ zp es un triodo con vértice
p y p ∈ R(X); lo cual es una contradicción. Por lo tanto, p ∈ R(X). De igual
manera, probamos que q ∈ R(X). Si p = q, entonces C es un lazo; lo cual
contradice a la Afirmación 1, por lo que p ̸= q y {p, q} ⊂ R(X) ⊂ TR(X) y
con esto se termina la prueba de la Afirmación.

Afirmación 7. TR(X) /∈ NC∗(X).

De la Afirmación 3, se sigue que TR(X) es no degenerado dado que E(TR(X)) ̸=
∅. Supongamos por el contrario, que TR(X) ∈ NC∗(X). Entonces por la Afir-
mación 6, X \ TR(X) = (p, q) es un intervalo abierto en X con (p, q)∩R(X) =
∅, p, q ∈ (R(X) ∩ TR(X)). Si {p, q} ∩ E(TR(X)) ̸= ∅, entonces ordX(p) = 2 o
ordX(q) = 2; lo cual es una contradicción a la Afirmación 6, {p, q} ⊂ R(X).
De aqúı se deduce que existe un punto z ∈ E(TR(X)) y z /∈ Fr(TR(X)). Por
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tanto, z ∈ int(TR(X)), de donde tenemos que ordTR(X)
(z) = ordX(z) = 1; lo

cual contradice que z ∈ R(X). Por lo tanto, TR(X) /∈ NC∗(X). Esto termina
la prueba de la Afirmación 7.

Ahora, estamos listos para dar el argumento que nos da una contradicción.
Sea X una gráfica finita tal que NC∗(X) es compacto.

Por la Afirmación 3, |R(X)| ≥ 2 y TR(X) es un árbol no degenerado. Por
las Afirmaciones 7 y 6, X \ TR(X) = {C1, . . . , Cm} con m ≥ 2, donde Ci es
un arco libre y Ci tiene puntos extremos pi, qi ∈ R(X) ∩ TR(X) y pi ̸= qi. Si
para toda C ∈ {C1, . . . , Cm} se tiene que C tiene puntos extremos p,q tal
que {p, q} ∩E(TR(X)) = ∅ entonces, para todo x ∈ E(TR(X)), x /∈ Fr(TR(X)).
De donde, ordx(x) = 1; lo cual contradice que x ∈ R(X). Por lo tanto, existe
C ∈ {C1, . . . , Cm} tal que C tiene puntos extremos p, q con p ∈ E(TR(X)).
Sea A = pq el arco en TR(X) con puntos extremos p y q (Ver Figura 3.106).

p
q

A

Figura 3.106: Arco A.

Observación 2. A /∈ NC∗(X).

Si TR(X) = A por la Afirmación 7, A /∈ NC∗(X) y la afirmación, está probada.
Supongamos que TR(X) ̸= A y sea z ∈ TR(X) \A, como C es una componente
de X \ TR(X), por ende de X \A, y además, z /∈ C, tenemos que X \A tiene
al menos dos componente. Por lo tanto, A /∈ NC∗(X).

Sea A∩R(X) = {p = p0, . . . , q = pk} con p0 < · · · < pk en el orden natural del
arco A = pq. Sea α : [0, 1] → A un homeomorfismo y sean 0 = s0 <, . . . , < sk
en [0, 1] dados por α(si) = pi para cada i ∈ {0, . . . k} y definimos el arco
ordenado β : [0, 1] → C(X) como β(t) = α([0, t]) (Ver Figura 3.107).
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TR(X)

A

p1

p2

q

p
C

pi
pi+1

z

Figura 3.107: Conjunto A.

Observación 3. Para cada t ∈ [0, s1], β(t) ∈ NC∗(X).

Para t < s1.

De como se definieron β y A, tenemos que β(t) ⊂ A ⊂ TR(X) y β(t) ∩
R(X) = {p}. Del inciso (3) del Teorema 2.33, se sigue que TR(X) \ β(t) es
conexo y por la Afirmación 6, cada componente C de X \ TR(X) cumple
que C ∩ (TR(X) ∩ (R(X) \ {p}) ̸= ∅. De donde, X \ β(t) = (TR(X) \ β(t)) ∪⋃
{Ci\{p} tal que Ci es una componente de X\TR(X)} el cual es un conjunto

conexo de X, entonces β(t) ∈ NC∗(X) para cada t < s1. Como NC∗(X) es
compacto, concluimos que β(s1) ∈ NC∗(X).

Observación 4. Supongamos que existe i ∈ {1, . . . , k−1} tal que para cada
t ≤ si, β(t) ∈ NC∗(X). Entonces, para cada t ∈ [si, si+1], β(t) ∈ NC∗(X).

Sea si ≤ t < si+1.

Primero, probemos que para cada x ∈ X \ β(t) existe un arco Lx con puntos
extremos x, pi+1 tal que Lx ⊂ X \β(t). Sea x ∈ α((t, si+1]), entonces x = α(s)
para alguna s > t y el arco α([s, si+1]) satisface la condición que buscamos.
Sea x ∈ X \β(si+1) sabemos que existe un arco Lx = xpi en X \β(si) que une
a x y a pi+1 porque β(si) ∈ NC∗(X). Dado que α((si, si+1)) ∩ R(X) = ∅ y
pi /∈ Lx, tenemos que xpi+1 ∩α([si, si+1]) = {pi+1} es el primer punto tal que
x ≤ pi+1. Por lo que el arco Lx = xpi satisface la condición que buscamos.
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Por lo tanto, si x, y ∈ X \β(t), entonces Lx∪Ly es un subconjunto conexo de
X \β(t) que contiene a ambos puntos y con esto probamos la afirmación para
t < si+1. Como β(t) ∈ NC∗(X) para cada t < si+1 y NC∗(X) es compacto,
entonces β(si+1) ∈ NC∗(X).

De las Observaciones 3 y 4, concluimos que A = β(sk) ∈ NC∗(X); lo cual
es una contradicción a la Observación 2. Hemos probado que si R(X) ≥ 1
llegamos a una contradicción. Por lo tanto, R(X) = ∅.

Obtenemos que X es una gráfica finita sin puntos de ramificación, por la
Proposición 1.17 X es homeomorfo a un intervalo o una curva cerrada simple
y con esto queda probado el Teorema.

Del resultado anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Sea X una gráfica finita. Entonces:

(1) NC∗(X) ≈ X si y sólo si X es un intervalo.

(2) NC∗(X) = C(X) si y sólo si X es una curva cerrada simple.

Demostración.
Si X ≈ NC∗(X) o C(X) = NC∗(X), entonces NC∗(X) es compacto. Por
Teorema 3.10, X es un intervalo o una curva cerrada simple. Por la Proposi-
ción 2.35 y el Ejemplo 3.1, si X es un intervalo, tenemos que NC∗(X) ≈ X
y si X es una curva cerrda simple, entonces NC∗(X) = C(X).

A continuación, mostraremos una generalización del segundo inciso del Co-
rolario 3.11.

Teorema 3.12. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces NC∗(X) =
C(X) si y sólo si X ≈ S1.

Demostración.
⇐) Si X ≈ S1, por el Ejemplo 3.1, sabemos que NC∗(X) = C(X).

⇒) Sean p, q ∈ X, U ⊊ X un abierto conexo tal que p ∈ U y q /∈ U . Si Fr(U)
es conexa, entonces Fr(U) ∈ C(X) = NC∗(X) y X \ Fr(U) es conexa; lo
cual es una contradicción. Por lo que Fr(U) no es conexa.
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Para cada y ∈ Fr(U), sea Cy un abierto conexo tal que y ∈ Cy y p /∈ Cy ⊊ X\
{q}. Como Fr(U) es compacta, podemos escoger puntos y1, . . . , yn ∈ Fr(U)
tal que {Cy1 , . . . , Cyn} es una cubierta abierta finita de Fr(U). Para cada
i ∈ {1, . . . , n}, sean zi ∈ Cyi \ (Fr(U) ∪ Ext(U)), pzi es un arco en U que
une a p con zi y ri ∈ pzi tal que pzi ∩ Cyi = {ri}. Entonces, Gp =

⋃n
i=1 pri

es una gráfica finita y Z = Gp ∪ Cy1 ∪ . . . ∪ Cyn ∈ C(X) (Ver Figura 3.108).
Por lo que X \ Z es conexo y, como q ∈ (X \ Z) ∩ Ext(U), obtenemos que
(X \ Z) ∩ U = ∅. De donde, p ∈ U \ (Cy1 ∪ . . . ∪ Cyn) ⊂ Gp ⊂ U . Por lo
tanto, cada p ∈ X tiene una base de vecindades que son una gráfica finita,
por el Lema 1.22, X es una gráfica finita. Por el Corolario 3.11, tenemos que
X ≈ S1 y con esto queda probado el Teorema.

p q

UCy2

Cy3

Cyn

Cy1

r1

r2

r3

rn

z3

z2

z1

zn

Cyizi

ri

Figura 3.108: Conjunto Gp.

Del Corolario 3.11 y el Teorema 3.12 surge la siguiente pregunta:

Pregunta 3.13. ¿Sea X un continuo localmente conexo. Si X ≈ NC∗(X),
entonces X es el intervalo?

No tenemos una caracterización completa, pero probaremos esto de manera
positiva cuando X es una dendrita en el Caṕıtulo 4.
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3.3. Conexidad Local de NC∗(X) en gráficas

finitas

En esta sección, mostraremos que siX es una gráfica finita, entoncesNC∗(X)
es localmente conexo. Para este fin, veamos primero una serie de resultados
previos.

Dada X una gráfica finita, definimos:

L = {L : L es arista o ciclo de X};

y dado A ∈ C(X) definimos:

EA = {E : E es una componente no degenerada de A∩(L\R(X)) con L ∈ L}.

Dado A ∈ NC∗(X) y sea ε > 0 tal que, satisface:

(a) ε < mı́n
{
{1
2
diam(E) : E ∈ EA}, 14

}
;

(b) Si (E(X) ∪R(X)) \ A ̸= ∅, entonces ε < 1
4
d(A, (E(X) ∪R(X)) \ A);

(c) Si A ̸= X, existe p ∈ X \ A tal que ε < 1
4
d(A, p);

(d) Para toda a ∈ Fr(A), B(ε, a) ∩ ((R(X) ∪ E(X)) \ {a}) = ∅;

(e) B(ε, a) ∩B(ε, a′) = ∅ para toda a ̸= a′, a, a′ ∈ Fr(A).

Sea X una gráfica finita tal que I ̸= X ̸= S1 y sean A ∈ NC∗(X), B ∈
C(X) tales que H(A,B) < ε (ε, satisface las condiciones (a)-(e)), entonces
se cumplen las siguientes observaciones:

Observación 1. Si q ∈ (R(X) ∪ E(X)) ∩B, entonces q ∈ A.

Supongamos por el contrario, que q /∈ A, de donde q ∈ (R(X) ∪ E(X)) \ A.
Como H(A,B) < ε, entonces q ∈ B ⊆ N(ε, A), de donde existe a ∈ A tal
que d(a, q) < ε. Por la condición (b), tenemos que d(a, q) < 1

4
d(A, (E(X) ∪

R(X)) \ A); lo cual es una contradicción. Por tanto, q ∈ A.

Observación 2. Si D es una componente de A \ B o D es componente de
B \ A, entonces D no contiene ni aristas ni ciclos de X.
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Sin perdida de generalidad, sea D una componente de A\B. Supongamos por
el contrario, que existe una arista o ciclo L tal que L ⊂ D, L \R(X) ⊂ D ⊂
A\B. Sea a el punto medio de L, entonces B(1

4
, a) ⊂ (L\R(X)) ⊂ D ⊂ A\B.

De manera que a /∈ N(ε, B); lo cual contradice que H(A,B) < ε.

Observación 3. Si D es una componente de A\B, entonces |D∩R(X)| ≤ 1.

Supongamos por el contrario, que |D ∩R(X)| ≥ 2. Sean q, r ∈ D ∩R(X) tal
que q ̸= r. Como D es arcoconexo al ser subcontinuo de X (Proposición 1.20
y Teorema 1.11), existe un arco α con extremos q y r contenido en D. Dado
que p, q ∈ R(X), α contiene una arista; lo cual contradice la Obeservación 2.
Por lo tanto, |D ∩R(X)| ≤ 1.

Observación 4. Si E ∈ EA, entonces B ∩ int(E) ̸= ∅.

Sea E una componente no degenerada de A ∩ (L \ R(X)) y sea q el punto
medio de E. Por (a) y del hecho que d es la longitud del arco y es una métrica
convexa, tenemos que B(ε, q) ⊆ int(E) y como H(A,B) < ε, existe b ∈ B
tal que d(b, q) < ε. Entonces B ∩B(ε, q) ̸= ∅. Por lo tanto, B ∩ int(E) ̸= ∅.

Observación 5. Si A ̸= X, entonces B ̸= X y p /∈ B.

De (c), tenemos que existe p ∈ X \ A tal que ε < d(A,p)
4

. Supongamos por el
contrario, que p ∈ B. Como H(A,B) < ε, entonces B ⊆ N(ε, A), de donde

existe a ∈ A tal que d(a, p) < ε. Por lo que, d(a, p) < d(A,p)
4

; lo cual es una
contradición. Por lo tanto, p /∈ B y B ̸= X.

Observación 6. Si e ∈ A∩E(X) y L ∈ L donde L = [r, e]. Si B ∈ NC∗(X),
entonces se cumple uno de los siguientes casos:

(1) e ∈ B;

(2) B = X \ (b, e] donde b ∈ L \ {r}.

Si e ∈ B, tenemos el resultado, supongamos que e /∈ B. Como e ∈ A y
H(A,B) < ε < 1

4
, tenemos que existe x ∈ B tal que d(e, x) < 1

4
, de donde

B(1
4
, x) ⊂ L \ {e}. Entonces, B ∩ int(L) ̸= ∅ y, por tanto, B ∩ (L \ {r}) ̸= ∅.

Sea b el primer punto de B tal que [e, b]∩B = {b}, entonces [e, b) es compo-
nente de X \B. Dado que b ∈ L\{r}, b ∈ O(X), entonces X \{b} =

⋃m
i=1Ci

con m ∈ N, m ≥ 2 y Ci las componentes de X \ {b}.
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Veamos que si B∩Ci ̸= ∅ para alguna i ∈ {1, . . . ,m}, entonces C1 ⊂ B, pues
de lo contrario, si existe q ∈ Ci \B. Como b /∈ Ci, existe a ∈ (B \ {b})∩Ci =
int(B) ∩ Ci ⊂ int(B). Como Ci es abierto y conexo en X por el Teorema
1.12 el arco qa ⊂ Ci, como q /∈ B y a ∈ int(B) existe b′ ∈ Fr(B) tal que
b′ ∈ qa ⊂ Ci. Entonces, b

′ ∈ Fr(B) y b′ ̸= b; lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, Ci ⊂ B y

Notemos que B ̸= {b}, pues b ∈ O(X) y, por tanto, {b} /∈ NC∗(X). De
manera que, B ∩ Ci ̸= ∅ para alguna i ∈ {1, . . . ,m}, de donde k el número
de componentes tales que B ∩ Cj ̸= ∅ es distinto de cero y por lo anterior,

tenemos que B =
⋃k

j=1

{
Cj ∪ {b} : B ∩ Cj ̸= ∅

}
y X \ B =

⋃n
j=1

{
Cj :

B ∩ Cj = ∅
}
con n = m− k.

Veamos que n = 1, supongamos por el contrario que con n ≥ 2, es decir, existe
al menos otra componente C de X \B tal que C ̸= [e, b), con esto tendŕıamos
que X \B =

⋃n
j=1

{
Cj ∪{b} : B ∩Cj = ∅

}
es un conjunto con elementos dos

elementos ajenos, lo cual contradice el hecho que B ∈ NC∗(X). Por lo que,
n = 1. Con esto, concluimos que X \B = (b, e] y, por tanto, B = X \ (b, e].

Observación 7. Si A ∈ F1(X), A = {e} tal que e ∈ E(X) y B ∈ NC∗(X),
entonces e ∈ B.

Supongamos por el contrario, que e /∈ B. De la Observación 6, tenemos que
B = X \ (b, e] donde b ∈ L \ {r}, L ∈ L y L = [r, e], entonces H(A,B) >
d(e, r). Por (a) y que la métrica es convexa, tenemos que d(e, r) > ε, con
esto concluimos que H(A,B) > ε; lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
e ∈ B.

Observación 8. Si A ∩B = ∅, entonces A ∈ F1(X).

Supongamos por el contrario, que A /∈ F1(X), entonces EA ̸= ∅ y por la
Observación 4, tenemos que B ∩ int(E) ̸= ∅ para toda E ∈ EA y, por tanto,
B ∩ A ̸= ∅.

Observación 9. Si A ∩ B = ∅ y B ∈ NC∗(X), entonces A,B ⊂ L para
alguna L ∈ L y B ⊂ int(L).

De la Observación 8, tenemos que A = {a} ∈ F1(X) y por la Observación
7, a /∈ E(x). Dado que H(A,B) < ε, B ⊂ N(ε, A) = B(ε, a). Tenemos las
siguientes posibilidades: a ∈ R(X) o a ∈ O(X).
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Si a ∈ R(X), como A∩B = ∅ y por la Observación 1, tenemos queB∩R(X) =
∅, tenemos que B ⊂ int(L) para alguna L ∈ L. Si a /∈ L, entonces ε <
d(a, L) ≤ d(a,B); lo cual es una contradicción a la condición (a). Entonces,
a ∈ L y a es extremo de L. Por lo tanto, A,B ⊂ L para alguna L ∈ L y
B ⊂ int(L).

Si a ∈ O(X), entonces a ∈ int(L) para alguna L ∈ L. Por (b), (d) y del hecho
que d es la longitud del arco y es una métrica convexa, tenemos que B(ε, a) ⊂
int(L) y, por tanto, A,B ⊂ int(L). Lo cual concluye esta Observación.

Observación 10. Para todo D ∈ C(X) tal que A ⊂ D ⊂ A∪B o B ⊂ D ⊂
A ∪B, se tiene que H(A,D) < ε y H(B,D) < ε.

Sea D ∈ C(X). Si A ⊂ D ⊂ A ∪B, tenemos que A ⊂ N(ε,D).

Veamos que D ⊂ N(ε, A). Sea d ∈ D, entonces d ∈ A o d ∈ B. Si d ∈ A,
entonces d ∈ N(ε, A). Si d ∈ B, como H(A,B) < ε, tenemos que d ∈ B ⊂
N(ε, A). Por lo tanto, H(A,D) < ε.

Si B ⊂ D ⊂ A ∪ B, tenemos que B ⊂ N(ε,D) y de manera análoga al caso
anterior, tenemos que D ⊂ N(ε, B) y, por tanto, H(B,D) < ε.

Observación 11. Suponiendo que A∩B = ∅. Sea K el continuo irreducible
en L tal que A∪B ⊂ K. Entonces K es una arco con extremos a y b2 donde
b2 es un extremo del arco B, K \ {a} ⊂ O(X) y para todo D ∈ C(X) tal que
D ⊂ K, se tiene que H(A,D) < ε.

Por las Observaciones 8 y 9, tenemos que A ∈ F1(X) y existe una arista L
tal que A,B ⊂ L y B ⊂ int(L).

Tenemos que A = {a} un punto en L y B = [b1, b2] un arco contenido en L.
Dado que A ∩ B = ∅, tenemos que a /∈ [b1, b2]. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que a < b1 ≤ b2 en el orden natural del arco L o el ciclo
en C, de donde K = [a, b2] (Ver figura 3.109) y K \ {a} ⊂ O(X). Como d es
una métrica convexa y d(a, b2) < ε (H(A,B) < ε), tenemos que para toda
c ∈ K, se cumple que d(a, c) < ε. De manera que si D ⊂ K, se tiene que
H(A,D) < ε.
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{a} b2b1

A B

K

Figura 3.109: Arco K.

Lema 3.14. Sean A ∈ NC∗(X), ε > 0 (ε, satisface la condición (c)) y
B ∈ C(X) tales que B ∩R(X) ⊂ A ∩R(X). Si A ∩B ̸= ∅, entonces:

(1) A ∪B ∈ NC∗(X);

(2) si α : [0, 1] → C(X) es un arco ordenado de A a A ∪ B, entonces
α(t) ∈ NC∗(X) para toda t ∈ [0, 1].

Demostración.
(1) Si A = X, el Lema es trivial, supongamos que A ̸= X, entonces existe
p ∈ X \ A y por la Observación 5, B ̸= X y p /∈ B.

Sea u ∈ X \ (A ∪ B), como A ∈ NC∗(X), X \ A es arcoconexo (Teorema
1.12) y existe un arco lu con extremos p, u tal que lu ⊂ X \ A.

Veamos que lu ⊂ X \ (A ∪B).

Sean {v1, . . . , vn} ⊂ (lu \ {p, u})∩R(X), llamemos v0 = p y vn+1 = u, donde
p = v0 < v1 < . . . < vn+1 = u en el orden natural del arco lu. Sea li el arco
en lu con extremos vi, vi+1.

Veamos que para cada i ∈ {0, . . . , n}, B ∩ li = ∅.

Supongamos por el contrario, que B∩li ̸= ∅ para alguna i ∈ {0, . . . , n}, como
vi, vi+1 ∈ {p, q} ∪ (R(X) \ A) los extremos de li y B ∩ R(X) ⊂ A ∩ R(X),
tenemos que {vi, vi+1} ∩ B = ∅. De manera que como B es conexo y X una
gráfica finita, si B ∩ li ̸= ∅, tenemos que B ⊂ li ⊂ lu ⊂ X \ A; lo cual
contradice que B ∩ A ̸= ∅. Por lo tanto, A ∪B ∈ NC∗(X).

(2) Sea α : [0, 1] → C(X) un arco ordenado tal que α(0) = A y α(1) = A∪B.
Sea t ∈ [0, 1], entonces α(t) ∩ A ̸= ∅. Como B ∩ R(X) ⊂ A ∩ R(X) y
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α(t) ∩ R(X) ⊂ A ∩ R(X) aplicando (1) a α(t) obtenemos que A ∪ α(t) =
α(t) ∈ NC∗(X) y el Lema queda demostrado.

Lema 3.15. Sea X una gráfica finita tal que I ̸= X ̸= S1. Sean A ∈ NC∗(X)
y ε > 0 (ε, satisface las condiciones (a)-(e)). Si B ∈ NC∗(X), H(A,B) < ε
y A ∩ B = ∅, entonces existe una trayectoria α ⊂ BH(ε, A) ∩ NC∗(X) tal
que A,B ∈ α.

Demostración.
Sea K el continuo irreducible en L tal que A∪B ⊂ K. Por la Observación 11,
tenemos queK es un arco yK = [a, b2] yK\{a} ⊂ O(X). Con esto definimos
un homeomorfismo h(t) : [0, 1] → [a, b2] dado por h(t) = a(1 − t) + b2t y
definimos el arco α1 : [0, 1] → C(X), dado por α1(t) = [a, h(t)] con h(t) ∈
[a, b2]. Entonces, α1(0) = {a} y α1(1) = [a, b2] = K.

Afirmación 1. α1(t) ∈ NC∗(X) ∩BH(ε, A) para toda t ∈ [0, 1].

Sea t ∈ [0, 1], por la Observación 11, H(A,α1(t)) < ε y (α1(t)∩R(X)) = A∩
R(X). Aplicando el Lema 3.14 a A y K tenemos que A∪K = K ∈ NC∗(X)
y α1(t) ∈ NC∗(X) y con esto concluimos la prueba de la Afirmación 1.

Ahora bien, sea h : [0, 1] → [a, b1] dado por h(s) = b1(1− s)+ as y definimos
el arco α2 : [0, 1] → C(X), dado por α2(s) = B ∪ [b1, h(s)]. De donde,
α2(0) = B ∪ {b1} = B y α2(1) = B ∪ [a, b1] = K.

Afirmación 2. α2(s) ∈ NC∗(X) ∩BH(ε, A) para toda s ∈ [0, 1).

Sea s ∈ [0, 1), por la Observación 11, H(A,α2(t)) < ε, H(B,α2(t)) < ε y
(α2(s) ∩ R(X)) = B ∩ R(X). Aplicando el Lema 3.14 a B y α(s), tenemos
que α(s) ∈ NC∗(X) ∩BH(ε, A).

Para s = 1, tenemos que α2(1) = K = α1(1) y por la Afirmación 1, α1(1) ∈
NC∗(X), con lo concluimos que α2(1) ∈ NC∗(X) ∩ BH(ε, A). Por lo tanto,
α2(s) ∈ NC∗(X) ∩BH(ε, A) para toda s ∈ [0, 1].

Sea α = α1([0, 1])∪α2([0, 1]). y por las Afirmaciones 1 y 2, α es una trayectoria
de A a B en NC∗(X) ∩BH

ε (A). Esto concluye la demostración del Lema.

Observación 12. Los subcontinuos de gráficas finitas tienen frontera finita.
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Demostración. Sea X una gráfica finita y A ∈ C(X). Por la Proposición
1.20, A es una gráfica finita, por lo que |E(A)| < ∞. Si p ∈ O(A) ∩ O(X),
entonces p ∈ int(A), de donde Fr(A) ⊂ E(A) ∪ (R(X) ∩ A) los cuales son
conjuntos finitos. Por lo tanto, Fr(A) es finita.

Lema 3.16. Sea X una gráfica finita tal que I ̸= X ̸= S1. Sean A,B ∈
NC∗(X) tales que A ∩ B ̸= ∅ y ε > 0 (ε, satisface las condiciones (a)-(e)).
Si K es componente de A \ B, entonces K ∩ R(X) = ∅ y K es un arco
no degenerado o K es n-odo simple con vértice r y extremos {e1, . . . , en} ⊂
Fr(B) ⊂ B.

Demostración.
Sea K una componente de A\B. Si K fuera degenerado, entonces B no seŕıa
compacto.

De la Observación 2, tenemos que K no contiene ciclos, por lo que K es un
árbol y por Observación 3 |K ∩ R(X)| ≤ 1. Veamos que K es un arco o un
n-odo para alguna n ∈ N.

Si K ∩ R(X) = ∅, como K es no degenerada y es un árbol, tenemos que K
es un arco no degenerado.

Si K∩R(X) ̸= ∅, tenemos que (Observación 3), |K∩R(X)| = 1 y denotamos
por {r} = K ∩R(X). Sea n = ordA(r).

Veamos que K es un n-odo.

Caso (A) n = 1.

De manera similar al caso anterior tenemos que K es un arco no degenerado
y como ordA(r) = 1 uno de los extremos de este arco es r, llamaremos al
otro extremo e1. Entonces K es un 1-odo con vértice r y extremo {e1} ⊂
Fr(B) ⊂ B.

Caso (B) n ≥ 2.

En este caso, K es un n-odo y llamaremos {e1, . . . , en} a los extremos de K
donde el n-odo puede ser como se muestra en la Figura 3.110.
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Figura 3.110: El n-odo K.

Veamos que en cualquier caso {e1, . . . , en} ⊆ Fr(B) ⊂ B.

Supongamos por el contrario, que existe i ∈ {1, . . . , n} tal que ei /∈ B,
entonces el arco [r, e1] ⊆ A \ B. Sea L = [r, s] la arista (o C el ciclo) tal que
[r, e1] ⊂ L (o [r, ei] ⊂ C) (Ver Figura 3.111).

r
s

b
ei b

ei

r=s

L C

Figura 3.111: Arista L y ciclo C.

Si B ∩ L ̸= ∅ (o B ∩ C ̸= ∅). Sea b = máx{L ∩ B} (o b = máx{C ∩ B})
con el orden s < r, de donde ei > b. De manera que, [ei, r] = E ∈ EA y por
Observación 4, tenemos que B ∩ int(E) ̸= ∅; lo cual es una contradicción.
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Por lo tanto, ei ∈ B para todo i ∈ {1, . . . , n}. Como ei ∈ K para toda
i ∈ {1, . . . , n}, entonces ei ∈ Fr(B) para toda i ∈ {1, . . . , n}.

Si B ∩ L = ∅, tenemos de igual manera que [r, ei] = E ∈ EA y concluimos
que ei ∈ Fr(B) ⊂ B.

Lema 3.17. Sean A ∈ NC∗(X) y ε > 0 (ε, satisface las condiciones (a)-
(e)). Si B ∈ NC∗(X), H(A,B) < ε y A ∩ B ̸= ∅, entonces existe un arco
ordenado α : [0, 1] → NC∗(X) tal que α(0) = A, α(1) = A ∪ B y α(t) ∈
BH(ε, A) ∩NC∗(X) para toda t ∈ [0, 1].

Demostración.
De la Observación 1, tenemos que si q ∈ (R(X)∪E(X))∩B, entonces q ∈ A.
De donde, B ∩R(X) ⊂ A∩R(X). Por lo que, el Lema se sigue directamente
del Lema 3.14.

Lema 3.18. Sean A ∈ NC∗(X) y ε > 0 (ε, satisface las condiciones (a)-
(e)). Si B ∈ NC∗(X), H(A,B) < ε y A ∩ B ̸= ∅, entonces existe un arco
ordenado β : [0, 1] → NC∗(X) tal que β(0) = B, β(1) = A ∪ B y β(t) ∈
BH(ε, A) ∩NC∗(X) para toda t ∈ [0, 1].

Demostración.

Caso 1. Para toda componente K de A \B, K ∩R(X) = ∅.

Como para toda K componente de A \ B, K ∩ R(X) = ∅, tenemos que
B ∩ R(X) ⊂ A ∩ R(X). Entonces, podemos aplicar el Lema 3.14 a A y
B, pues B ∈ NC∗(X), A ∩ B ̸= ∅. De manera que A ∪ B ∈ NC∗(X) y
si β : [0, 1] → C(X) es un arco ordenado tal que β(0) = B a β(1) = A,
entonces β(t) ∈ NC∗(X) para toda t ∈ [0, 1]. Además, como para todo
t ∈ [0, 1], B ⊂ β(t) ⊂ A ∪B, tenemos que β(t) ∈ BH(ε, A) (Observación 10)
y el Caso 1 esta probado.

Caso 2. Existe una componente K de A \B, K ∩R(X) ̸= ∅.

Sean A1, . . . , Ak las componentes de A\B tales que para toda i ∈ {1, . . . , k},
Ai∩R(X) = ∅ y sea B′ = B∪

⋃k
i=i Ai, aplicando el Caso 1 a B′, tenemos que

existe un arco ordenado β′ : [0, 1] → C(X) tal que β′(0) = B y β′(1) = B′ y
β′(t) ∈ NC∗(X) ∩BH(ε, A) para toda t ∈ [0, 1].
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Ahora sean K1, . . . , Km las componentes de A \B′, entonces Ki ∩R(X) ̸= ∅.
Por el Lema 3.16, tenemos que Ki es un n-odo con vértice ri = Ki ∩ R(X),
puntos extremos {eii, . . . , eini

} ⊂ Fr(B′) ⊂ B′ y ni = ordA(ri).

Para i ∈ {1, . . . ,m} y j ∈ {1, . . . , ni} sea hj : [0, 1] → eijr1 (el arco en Ki

con extremos eij, ri) dado por hj = eij(1 − t) + rt y βi : [0, 1] → C(X) como
βi(t) = B′ ∪

⋃ni

j=1[e
i
j, hj(t)]. De manera que Bi es una arco ordenado tal que

βi(0) = B′ y βi(1) = B′ ∪Ki y βi(t) ∩B′ ̸= ∅.

Notemos que para toda t ∈ [0, 1), βi(t)∩R(X) = (B′∩R(X))∪
(
(
⋃ni

i=i[e
i
j, hj(t)])∩

R(X)
)
⊂ (B′ ∩R(X)) ∪

(
Ki \ {ri}) ∩R(X)

)
y como Ki \ {ri}) ∩R(X) = ∅,

tenemos que βi(t) ∩ R(X) ⊂ B′ ∩ R(X). Por lo tanto, podemos aplicar el
Lema 3.14 a B′ y βi(t), de donde βi(t) = B′ ∪ βi(t) ∈ NC∗(X) y como
B ⊂ B′ ⊂ βi(t) ⊂ B ∪ Ki ⊂ A ∪ B, por la observación 10, tenemos que
H(βi(t), A) < ε.

Definamos γ : [0, 1] → C(X) dada por:

γ(t) =
k⋃

i=1

βi(t).

Entonces γ(0) = B′, γ(1) = B′ ∪
⋃k

i=1 Ki = A∪B′ = A∪B y γ(t)∩B′ ̸= ∅.

Notemos que para toda t ∈ [0, 1), γ(t)∩R(X) = (B′∩R(X))∪
(
(
⋃k

i=i βi(t))∩
R(X)

)
⊂ B′ ∩ R(X). Por lo tanto, nuevamente podemos aplicar el Lema

3.14 a B′ y γi(t), de donde γ(t) = B′ ∪ γ(t) ∈ NC∗(X) y nuevamente como
B ⊂ B′ ⊂ γ(t) ⊂ A ∪B, por la observación 10, tenemos que H(γ(t), A) < ε,
γ(t) ∈ BH(ε, A).

Notemos que como γ(1) = A ∪ B, A ∈ NC∗(X), B ∩ A ̸= ∅ y B ∩ R(X) ⊂
A∩R(X) nuevamente por el Lema 3.14, γ(1) = A∪B ∈ NC∗(X). Por tanto,
para toda t ∈ [0, 1], γ(t) ∈ NC∗(X) ∩BH(ε, A).

Definamos β : [0, 1] → C(X) dada por:

β(t) =

{
β′
t(2t) si t ∈ [0, 1

2
];

γ(2t− 1) si t ∈ [1
2
1].

Entonces si t ∈ [0, 1
2
], 2t ∈ [0, 1] y β(t) = β′(t) ∈ NC∗(X) ∩ BH(ε, A) y si

t ∈ [1
2
, 1], 2t − 1 ∈ [0, 1] y β(t) = γ(t) ∈ NC∗(X) ∩ BH(ε, A). Con esto el

Lema queda demostrado.
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Con los resultados anteriores, ahora estamos listos para demostrar el resul-
tado central de esta sección.

Teorema 3.19. Si X es una gráfica finita, entonces NC∗(X) es localmente
conexo.

Demostración.
Si I = X o X = S1, por el Corolario 3.11, tenemos que NC∗(X) ≈ X o
NC∗(X) = C(X) respectivamente y en ambos casos NC∗(X) es localmente
conexo. Por lo que podemos suponer que I ̸= X ̸= S1.

Sea U un abierto en NC∗(X) tal que A ⊂ U . Sea ε > 0 tal que A ∈
BH(ε, A) ⊂ U y ε cumple las condiciones (a)-(e). Sea B ∈ BH(ε, A) ∩
NC∗(X).

Si A∩B = ∅, por el Lema 3.15, entonces existe una trayectoria α ⊂ BH(ε, A)∩
NC∗(X) tal que A,B ∈ α.

Si A∩B ̸= ∅, por el Lema 3.17, existe un arco ordenado α : [0, 1] → NC∗(X)
tal que α(0) = A, α(1) = A ∪ B y α(t) ∈ BH(ε, A) ∩ NC∗(X) para toda
t ∈ [0, 1] y por el Lema 3.18, existe un arco ordenado β : [0, 1] → NC∗(X)
tal que β(0) = B, β(1) = A ∪ B y β(t) ∈ BH(ε, A) ∩ NC∗(X) para toda
t ∈ [0, 1].

De manera que, para toda B ∈ BH(ε, A) ∩ NC∗(X) existe una trayectoria
γ = α([0, 1]) ∪ β([0, 1]) tal que A,B ∈ γ ⊂ NC∗(X) ∩ BH(ε, A). Por tanto,
BH(ε, A) ∩NC∗(X) es conexa y el Lema queda demostrado.

En otras familias de continuos este resultado no es cierto, como en las den-
dritas. De hecho tenemos un resultado sobre una familia de dendritas cuyo
hiperespacio NC∗(X) es totalmente disconexo, las cuales estudiaremos en el
siguiente Caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Dendritas

En el Caṕıtulo anterior probamos que si X es una gráfica finita, entonces
NC∗(X) es localmente conexo. Esto no es necesariamente cierto para den-
dritas.

Vamos a mostrar que las dendritas cuyo conjunto de puntos de ramifica-
ción es denso tienen hiperespacio NC∗(X) totalmente disconexo. Más aún
probaremos que NC∗(X) es homeomorfo a los números irracionales.

4.1. Conexidad de NC∗(X) en dendritas

Para mostrar los resultados centrales de este caṕıtulo, veamos primero algu-
nas definiciones y resultados previos y finalizaremos con un resultado acerca
de la conexidad de NC∗(X) en dendritas.

Definición 4.1. [21, Definición 29.1, p.29] Un espacio X es totalmente
disconexo si y sólo si las componentes en X son los puntos.

Teorema 4.2. [21, Teorema 29.5, p.210] Todo espacio 0-dimensional T1 es
totalmente disconexo.

Definición 4.3. [16, Definición 1.1 p.5] Dado X un espacio métrico separa-
ble, y n un número entero positivo, entonces la dimensión de XXX se escribe
dim(X) y si p ∈ X, la dimensión de XXX en ppp se escribe dimp(X).

(1) dim(X) = −1 si y sólo si X = ∅. Además, dim(X) ≤ −1 si se tiene
que X = ∅.

107
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(2) Ahora, asumamos inductivamente que hemos definido dim(Y ) ≤ n− 1
para n un número entero n ≥ 0 y cualquier espacio Y . Entonces para
un espacio X y un punto p ∈ X, definimos

dimp(X) ≤ n.

si y sólo si p tiene una vecindad arbitrariamente pequeña U en X cuya
frontera tiene dimensión n− 1, dim(Fr(U)) ≤ n− 1.

(3) dim(X) ≤ n si y sólo si dimp(X) ≤ n para toda p ∈ X.

(4) dim(X) = n si y sólo si dim(X) ≤ n y dim(X) ≰ n− 1.

(5) dimp(X) = n si y sólo si dimp(X) ≤ n y dimp(X) ≰ n− 1.

(6) dim(X) = ∞ si y sólo si dim(X) ≰ n para todo n ≥ −1.

(7) dimp(X) = ∞ si y sólo si dimp(X) ≰ n para todo n ≥ −1.

Definición 4.4. Sean (X, τ) un espacio topológico, A ⊆ X y n un número
natural. Decimos que AAA es de orden menor o igual a nnn en XXX, y escri-
bimos ord(A,X) ≤ n, si para cualquier U ∈ τ tal que A ⊆ U , existe V ∈ τ
tal que A ⊆ V ⊆ U y |Fr(V )| ≤ n.

Decimos que AAA es de orden nnn en XXX, y escribimos ord(A,X) = n, si
ord(A,X) ≤ n y ord(A,X) ̸= m para todo número natural m < n.

Decimos que AAA es de orden menor o igual a ωωω en XXX, y escribimos
ord(A,X) ≤ ω, si para cualquier U ∈ τ tal que A ⊆ U , existe V ∈ τ tal que
A ⊆ V ⊆ U y |Fr(V )| < ω.

Decimos que AAA es de orden ωωω en XXX, y escribimos ord(A,X) = ω, si
ord(A,X) ≤ ω y para todo número natural n, ord(A,X) ̸≤ n.

Decimos que AAA es de orden menor o igual a ℵ0ℵ0ℵ0 en XXX, y escribimos
ord(A,X) ≤ ℵ0, si para cualquier U ∈ τ tal que A ⊆ U , existe V ∈ τ tal que
A ⊆ V ⊆ U y |Fr(V )| ≤ ℵ0.

Decimos que AAA es de orden ℵ0ℵ0ℵ0 en XXX, y escribimos ord(A,X) = ℵ0, si
ord(A,X) ≤ ℵ0 y ord(A,X) ̸≤ ω.
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Observación 4.5. La Definición 4.4 es conocida como el orden de Menger-
Urysohn, si X es una dendrita es equivalente al orden en sentido clásico
([3, p.229]), es decir, ordX(p) es igual al número de componentes de X \{p};
en caso de que este numero sea infinito el orden es igual al ordinal ω.

Lema 4.6. [14, VI 7. 8., pp.339-340] Sea (X,T ) un espacio topológico y sea
{Ai}∞i=1 una sucesión de subconjuntos de X. Se cumple lo siguiente:

(1) Si A1 ⊂ A2 ⊂ . . ., entonces ĺımAi =
⋃∞

i=1Ai;

(2) Si A1 ⊃ A2 ⊃ . . ., entonces ĺımAi =
⋂∞

i=1Ai.

Lema 4.7. Sean {An}∞n=1 una sucesión de elementos de C(X) tal que ĺım
n→∞

An =

A y B ∈ C(X) tal que para toda n ∈ N An ⊂ B. Entonces A ⊂ B.

Demostración.

Sea p ∈ A, entonces existe {pn}∞n=1 una sucesión de puntos de X tal que
pn ∈ An para toda n ∈ N y pn → p. Como An ⊂ B para toda n ∈ N,
entonces pn ∈ B para toda n ∈ N. Por lo tanto, p ∈ B = B.

Definición 4.8. [16, p.3] Si B,K,L ⊂ X, entonces el enunciado K y L
están separados en X por B (o B es un separador entre K y L en X) quiere
decir que

X \B = E|F , K ⊂ E,L ⊂ F ;

cuando B = ∅, simplemente decimos que K y L son una separación en X.

Definición 4.9. [9, Definición 2.29 f), p.93] Un subconjunto A de un espacio
X es GδGδGδ si existen abiertos V1, V2 . . . en X tales que A =

⋂∞
n=1 Vn. A es FσFσFσ

si existen cerrados H1, H2 . . . en X tales que A =
⋃∞

n=1Hn.

Definición 4.10. [9, Definición 4.21, p.221] Un espacio topológico (X, τ) es
completamente metrizable si existe una métrica completa d en X tal que
τ = τd.

Definición 4.11. Un espacio topológico es Polaco si es separable y comple-
tamente metrizable.

Lema 4.12. [6, Lemma 1.3.12] Sea X un espacio completamente metrizable.
Si Y es un subconjunto Gδ de X, entonces Y es completamente metrizable.
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Definición 4.13. Un espacio es locamente compacto en ninguna par-
te, si no tiene abiertos con cerradura compacta.

Teorema 4.14. [1, 2, p.91] Para un espacio métrico separable P las siguien-
tes son equivalentes:

(a) X es polaco, 0-dimensional y locamente compacto en ni ninguna parte;

(b) P es homeomorfo a R \Q.

Definición 4.15. [18, Definición 10.3, p. 166] Un continuo X es heredita-
riamente localmente conexo, escribimos hlc, si todo subcontinuo de X
es un continuo localmente conexo.

Teorema 4.16. [18, Teorema 10.4, pp.167] Un continuo X es hlc si y sólo
si X no contiene continuos de convergencia.

Teorema 4.17. [4, Teorema 4.6, p.10] Para cualquier dendrita las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) E(X) es denso en X;

(2) R(X) es denso en X;

(3) Para cualquier arco A ⊂ X, el conjunto A ∩R(X) es denso en A.

Lema 4.18. Sean X una dendrita, A ∈ NC∗(X)\{X}, {a} = Fr(A) (Lema
2.32) y y un punto en X \A. Si z es el único punto en A tal que yz∩A = {z}
(Lema 2.13), entonces z = a.

Demostración.

Veamos que z ∈ Fr(A). Sea W un abierto en X tal que z ∈ W . Como z ∈ A,
entonces W ∩ A ̸= ∅ y como z ∈ yz, tenemos que W ∩ (yz \ {z}) ̸= ∅, por
tanto, W ∩ (X \ A) ̸= ∅ y z ∈ Fr(A). Como Fr(A) = {a}, entonces z = a.

Teorema 4.19. Sea X es una dendrita si a, b ∈ X con a ̸= b, entonces para
todo x ∈ ab \ {a, b}, x separa a de b.
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Demostración.
Sean a, b ∈ X con a ̸= b Sea ab el único arco que une a a y a b en X (Lema
2.10). Elegimos x ∈ ab \ {a, b}.

Veamos que a y b están en componentes distintas de X \ {x}.

Sea Ca la componente de X \ {x} que tiene a a y supongamos que b ∈ Ca.
Como Ca es abierto por ser componente de X \ {x} (Teorema 1.13) por el
Teorema 1.12 tenemos que Ca es arcoconexo, entonces existe un arco α ⊆ Ca

con extremos a y b. Entonces α = ab y x ∈ ab. Por otro lado x /∈ Ca; lo cual
es una contradiccción. Por lo tanto, b /∈ Ca.

Ahora bien, vamos a dar la separación de X \ {x}. Sea U = Ca, de la cual
sabemos que b /∈ Ca y V =

⋃
{C : C es componente de X \ {x} y a /∈ C}.

Entonces U y V son abiertos por ser unión de abiertos y b ∈ V pues b ∈
X \ {x} y b /∈ Ca. Si U ∩ V ̸= ∅, existiŕıa C una componente de X \ {x} que
tendŕıa a a y no tendŕıa a; lo cual es una contradicción. Entonces U ∩ V = ∅
y, por lo tanto, x separa a de b.

Lema 4.20. Sea X una dendrita, p ∈ R(X) y C una componente de X \{p}.
Entonces C ∩ E(X) ̸= ∅.

Demostración.
Como p ∈ R(X), tenemos que X \ {p} =

⋃
i∈M Ci con M ⊂ N, |M | ≥ 3 y Ci

las componentes no vaćıas de X \ {p}. Sea C = Ci para alguna i ∈ M

Sea K =
⋃
{D : D es componente de X \ {p} y D ̸= C}.

Afirmación 1. K ̸= ∅.

Como |M | ≥ 3, tenemos que al menos hay tres componentes distintas de
X \ {p}, por lo que hay al menos dos componentes de X \ {p} distintas de
C. Por tanto, K ̸= ∅.

Afirmación 2. C y K son abiertos.

Como C es una componente del conjunto abierto X \ {p} por el Teorema
1.13, tenemos que C un conjunto abierto de X. De igual manera, para toda
D ∈ K al ser componentes de X\{p} son conjuntos abiertos de X. De donde,
K es una únion de abiertos de X y, por tanto, K es abierto.
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Por las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que C y K son abiertos no vaćıos de X.
De la definición de K, tenemos que C ∩K = ∅. Por tanto, X \ {p} = C |K , es
decir, C y K son un separación de X \ {p}.

Por el Teorema 2.22, tenemos que existe existe un punto de no corte, e, de
X en C. Como e es de no corte, por el Teorema 2.24, e ∈ E(X). Por tanto,
e ∈ C ∩ E(X).

Proposición 4.21. Sea A un subconjunto de X y consideremos las siguientes
familias:

C(A) = {B ∈ C(X) : B ⊂ A};
D(A) = {B ∈ C(X) : B ∩ A ̸= ∅}.

Entonces si A es abierto, se tiene que C(A) y D(A) son abiertos en C(X).

Demostración.
Sea A ⊂ X abierto, veamos que C(A) es abierto en C(X).

Sea B ∈ C(A). Como A es abierto para toda x ∈ A existe δx > 0 tal
que B(δx, x) ⊂ A, dado que B ⊂ A y B es compacto pues B ∈ C(X).
Entonces, existen x1, . . . , xn ∈ B tal que B ⊂

⋃n
i=1 B(δi, xi) ⊂ A. Tomando

ε = mı́n{δ1, . . . , δn}, tenemos que N(ε, B) ⊂ A.

Veamos que BH(ε, B) ⊂ C(A).

Sea C ∈ BH(ε, B), entonces H(C,B) < ε, de donde C ⊂ N(ε, B) ⊂ A y
BH(ε, B) ⊂ C(A), por tanto, C(A) es abierto en C(X).

Sea A ⊂ X abierto, veamos que D(A) es abierto en C(X).

Como C(X) \D(A) = {B ∈ C(X) : B ∩A = ∅}, basta ver que C(X) \D(A)
es cerrado en C(X). Sea {Bn} una sucesión en C(X)\D(A) tal que converge
a B con B ∈ C(X).

Veamos que B ∩ A = ∅. Supongamos por el contrario, que B ∩ A ̸= ∅. Sea
b ∈ B ∩ A, entonces existe {bn}∞n=1 una sucesión de puntos de X tal que
bn ∈ Bn para toda n ∈ N y bn → b. Dado que A es abierto existe N ∈ N
tal que para toda n > N , bn ∈ A, entonces bn ∈ Bn ∩ A; lo cual es una
contradicción ya que Bn ∩A = ∅ para toda n ∈ N, de donde B ∩A = ∅. Por
tanto, C(X) \ D(A) es cerrado y D(A) es abierto en C(X).



4.1. CONEXIDAD DE NC∗(X) EN DENDRITAS 113

Definición 4.22. [17, Notación (0,10,2), p.7] Para cualquier colección finita
U1, . . . , Um de conjuntos abiertos de un espacio topológico X. Definimos el
conjunto

⟨U1, . . . , Um⟩ = {A ∈ 2X : A ⊂
m⋃
i=1

Ui y A∩Ui ̸= ∅ para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Teorema 4.23. [17, Teorema (0.13), pp.8-9] Sea B la familia de subconjun-
tos de 2X dada por:

B = {⟨U1, . . . , Um⟩ : m ∈ N y Ui abierto en X}.

Entonces B es una familia de abiertos en 2X que induce la misma topoloǵıa
que la inducida por la métrica de Hausdorff.

Lema 4.24. Sea X una dendrita, q un punto de ramificación de X y C una
componente de X \ {q}. Definimos

K = {A ∈ NC∗(X) : A ⊂ C} y

L = {A ∈ NC∗(X) : A ∩ (X \ C) ̸= ∅}.

Entonces K y L son una separación de NC∗(X).

Demostración.
Sean q ∈ R(X) y C una componente de X \ {q}.

Afirmación 1. K y L son conjuntos abiertos de NC∗(X).

Como C es una componente del conjunto abierto X\{q} por el Teorema 1.13,
tenemos que C un conjunto abierto de X. Como C es un conjunto cerrado de
X, entones X \C es conjunto abierto de X. Por la Proposción 4.21, tenemos
que los conjuntos {A ∈ C(X) : A ⊂ C} y {A ∈ C(X) : A∩ (X \C) ̸= ∅} son
conjuntos abiertos de C(X). Como K = NC∗(X) ∩ {A ∈ C(X) : A ⊂ C} y
L = NC∗(X)∩ {A ∈ C(X) : A∩ (X \C) ̸= ∅} y NC∗(X) tiene la topoloǵıa
inducida por la métrica del subespacio en C(X). Concluimos que K y L son
conjuntos abiertos de NC∗(X).

Afirmación 2. K y L son no vaćıos.
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Por el Lema 4.20, tenemos que E(X) ∩ C ̸= ∅, entonces existe e ∈ E(X) tal
que {e} ⊂ C, por el Teorema 2.33, se tiene que {e} ∈ NC∗(X), por tanto,
{e} ∈ K.

Por el Teorema 2.33, tenemos que X ∈ NC∗(X) y dado que X \ C ⊂ X,
X ∩ (X \ C) ̸= ∅. Por tanto, X ∈ L.

Afirmación 3. K ∩ L = ∅.

Supongamos por el contrario, que existe A ∈ K∩L. Dado que A ∈ L, se tiene
que A∩(X\C) ̸= ∅, entonces existe x ∈ A∩(X\C), donde x ∈ X\C ⊂ X\C.
Por otro lado, como A ∈ K, tenemos que A ⊂ C, de donde x ∈ C; lo cual es
una contradicción. Por lo que, K ∩ L = ∅.

Afirmación 4. Si A ∈ NC∗(X) y A ⊂ C, entonces A ⊂ C.

Como C es componente de X \ {q}, C = C ∪ {q}. Sea A ∈ NC∗(X) tal
que A ⊂ C y supongamos por el contrario, que A ̸⊂ C, entonces q ∈ A.
Como q ∈ R(X), X \ {q} tiene al menos tres componentes, C, D y E. Como
A ⊂ C = C ∪ {q}, tenemos que A ∩D = ∅ = A ∩E y X \A ⊂ X \ {q}, por
lo que X \A ⊂ (C \A)∪ (D \A)∪ (E \A) = (C \A)∪D∪E; lo cual implica
que D y E son componentes de X \A. Esto implica que X \A no es conexo
y A /∈ NC∗(X). Por tanto, A ⊂ C y la afirmación es cierta.

Afirmación 5. NC∗(X) = K ∪ L.

⊇) ComoK y L son subconjuntos deNC∗(X), tenemos queK∪L ⊂ NC∗(X).

⊆) Sea A ∈ NC∗(X). Si A ⊂ C por la Afirmación 4, A ⊂ C y A ∈ K.
Si A ̸⊂ C, entonces A ∩ (X \ C) ̸= ∅ y A ∈ L. Hemos probado que si
A ∈ NC∗(X), A ∈ K ∪ L.

Por las afirmaciones 1, 2, 3 y 5 podemos concluir que NC∗(X) = K∪L donde
K y L son abiertos, ajenos y no vaćıos de NC∗(X), es decir, K y L son una
separación de NC∗(X).
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4.2. Dendritas con conjunto de puntos termi-

nales denso

En esta sección nos enfocaremos en estudiar las dendritas cuyo conjunto de
puntos de ramificación de X es denso en X, las cuales cumplen los resultados
centrales de este caṕıtulo.

Teorema 4.25. Sea X una dendrita que cumple que el conjunto de puntos
de ramificación de X es denso en X, R(X) = X. Si K,L ∈ NC∗(X) con
K ̸= L, entonces existe una separación K|L de NC∗(X) donde K ∈ K y
L ∈ L.

Demostración.
Sean K,L ∈ NC∗(X) con L ̸= K. Como L ̸= K, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que L \K ̸= ∅ y existe l ∈ L \K, por tanto, K ̸= X.
Como K ∈ NC∗(X) y K ̸= X por el Lema 2.32, |Fr(K)| = 1 y denotamos
por {k} = Fr(K).

Como l ∈ L \ K y k ∈ K, tenemos que k ̸= l, con lo que el arco kl es no
degenerado.

Afirmación 1. kl ∩K = {k}.

Como k ∈ K, entonces por el Lema 2.13 existe un único punto z ∈ K tal
que zl ∩K = {z} y por el Lema 4.18, z = k. Como el arco kl = zl cumple
que kl ∩K = {k}, se concluye esta afirmación.

Por el Teorema 4.17 (3), kl ∩ R(X) es denso en kl. Dado que kl \ {k, l}
es un abierto en kl, entonces existe q ∈ R(X) tal que q ∈ kl \ {k, l}. Como
kl∩K = {k}, entonces q /∈ K, de dondeK ⊂ X\{q}. ComoK es un conjunto
conexo, existe C una componente de X \ {q} tal que K ⊂ C. Consideremos
los siguientes conjuntos:

K = {A ∈ NC∗(X) : A ⊂ C} y

L = {A ∈ NC∗(X) : A ∩ (X \ C) ̸= ∅}.

Como K ⊂ C, entonces K ∈ K.

Veamos que L ∈ L.
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Observación 2. l ∈ X \ C.

Supongamos por el contrario, que l ∈ C. Como C es componente de X \{q},
C = C ∪ {q} y dado que q ∈ kl \ {k, l}, tenemos que l ∈ C. Dado que X
es una dendrita y C una componente del conjunto abierto X \ {q}, por el
Teorema 1.13, C es un conjunto abierto X y al ser conexo, por el Teorema
1.12, tenemos que C es arconexo. De donde, el arco kl ⊂ C, q ∈ C; lo cual
es una contradicción. Por lo tanto, l /∈ C.

Por la Observación 2, tenemos que l ∈ (X \ C) y como l ∈ L \K, entonces
l ∈ L ∩ (X \ C) y, por tanto, L ∈ L.

Por el Lema 4.24, tenemos que K y L son una separación de NC∗(X). Por
lo tanto, existe una separación K|L de NC∗(X) donde K ∈ K y L ∈ L.

4.2.1. Dendritas con NC∗(X) totalmente disconexo

Con todo lo anterior, ya podemos probar el primer resultado central de esta
caṕıtulo.

Corolario 4.26. Sea X una dendrita que cumple que el conjunto de puntos
de ramificación de X es denso en X, R(X) = X, entonces NC∗(X) es un
espacio totalmente disconexo.

Demostración.
Sea A ∈ NC∗(X), CA, la componente de NC∗(X) que tiene a A, probaremos
que CA = {A}.

Supongamos por el contrario, que existe B ∈ NC∗(X), B ̸= A tal que
B ∈ CA. Por el Teorema 4.25, existe una separación K|L de NC∗(X) donde
A ∈ K y B ∈ L. Por lo que CA = (K∩CA)|(L∩CA) es una separación de CA, lo cual
es una contradicción. De manera que para toda A ∈ NC∗(X), CA = {A}; lo
cual prueba el Corolario.

4.2.2. Dendritas con NC∗(X) ≈ R \Q
En esta sección probaremos que si X es una dendrita que cumple que el
conjunto de puntos terminales de X es denso en X, entonces NC∗(X) es



4.2. DENDRITAS CON CONJUNTODE PUNTOS TERMINALES DENSO117

homeomorfo a los números irracionales.

Definición 4.27. Para cualquier dendrita X definimos los subconjuntos de
C(X), DXDXDX y AXAXAX , de la siguiente manera:

(1) Y ∈ AX si y sólo si existe p ∈ R(X) y existe C una componente de
X \ {p} con Y = C ∪ {p};

(2) Y ∈ DX si y sólo si existe p ∈ O(X) y existe C una componente de
X \ {p} con Y = C ∪ {p}.

Proposición 4.28. Para toda dendrita X no degenerada se cumple lo si-
guiente:

(1) DX ⊆ NC∗(X);

(2) AX es numerable;

(3) AX ∩NC∗(X) = ∅.

Demostración.

(1) Sea Y ∈ DX , entonces existe p ∈ O(X) y existe C una componente
de X \ {p} con Y = C ∪ {p}. Como ordX(p) = 2, entonces Y = X \ D
con D la otra componente de X \ {p} y por el Teorema 2.33, tenemos que
Y ∈ NC∗(X).

(2) Por el Teorema 2.25, tenemos que que para todo p ∈ R(X), ordX(p) ≤ ℵ0,
entonces X \ {p} =

⋃
i∈M Cp

i con Mp ⊂ N, |Mp| ≥ 3 y Cp
i las componentes

de X \ {p}. De donde, para cada punto p ∈ R(X), tenemos que el conjunto
Yp = {Y ∈ AX : Y = Cp

i ∪ {p} con i ∈ Mp} es numerable. Ahora bien, por
el Teorema 2.26, sabemos X tiene una cantidad numerable de puntos de ra-
mificación. Por tanto,

⋃
p∈R(X) Yp es numerable y dado que AX =

⋃
p∈R(X) Yp

concluimos que AX es numerable.

(3) Supongamos que Y ∈ AX , entonces existe p ∈ R(X) y existe C una
componente de X \ {p} con Y = C ∪{p}. Dado que p ∈ R(X), X \ {p} tiene
al menos tres componentes, C, D y E. Del hecho que Y = C ∪ {p}, tenemos
que Y ∩D = ∅ = Y ∩E y, por tanto, D∪E ⊆ X \Y . Como X \Y ⊂ X \{p},
esto implica que D y E son componentes distintas de X \Y . Entonces X \Y
no es conexo, por lo que Y /∈ NC∗(X). Por tanto, AX ∩NC∗(X) = ∅.
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Lema 4.29. Sea X una dendrita y sean p, q ∈ X con p ̸= q. Supongamos que
{pn : n ∈ N} ⊂ (pq \ {p, q}) ∩ O(X) tales que pn+1 ∈ pnq para cada n ∈ N y
q = ĺımn→∞ pn. Para toda n ∈ N sean Cn y Dn las componentes de X \ {pn}
tal que p ∈ Cn y q ∈ Dn, las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) Dn ∪ {pn} = Dn ∈ DX y Dn+1 ⊂ Dn para toda n ∈ N;

(2) Cn ∪ {pn} = Cn ∈ DX y Cn ⊂ Cn+1 para toda n ∈ N;

(3) ĺım
n→∞

Dn =
⋂
{Dn : n ∈ N} = X \ C donde C es la componente de

X \ {q} que tiene p y X \ C ∈ NC∗(X) ∩ DX ;

(4) ĺım
n→∞

Cn =
⋃
{Cn : n ∈ N} = C y

⋃
{Cn : n ∈ N} = C = C ∪ {q} ∈ DX .

Demostración.
Los conjuntos que hemos descrito se ven como se muestra en la Figura 4.1.

p q

X

p1 p2

X\C
n∈N

Cn∪

pn

Cn } }

Dn

Figura 4.1: Conjuntos Cn y Dn.

(1) Como para toda n ∈ N, Fr(Dn) = {pn}, tenemos que Dn = Dn ∪ {pn} y
como pn ∈ O(X), Dn ∈ DX .

Sea n ∈ N. Supongamos que pn ∈ Dn+1. Entonces Dn+1 es un conexo que
tiene a pn y a q, por los teoremas 1.13 y 1.12, tenemos que pnq ⊆ Dn+1, por
lo que pn+1 ∈ Dn+1; lo cual es una contradicción. Por lo tanto, pn /∈ Dn+1.
De donde Dn+1 ⊂ X \ {pn} = Cn∪Dn. Por último, dado que q ∈ Dn+1∩Dn,
tenemos que Dn+1 ⊂ Dn.

(2) Al igual que en (1), tenemos que para toda n ∈ N, Fr(Cn) = {pn} y, por
tanto, Cn∪{pn} = Cn ∈ DX . También por (1), tenemos que Dn+1 ⊂ Dn. Por
lo que, X \Dn ⊆ X \Dn+1 y, por tanto, Cn ⊂ Cn+1.
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(3) Sea C la componente de X \ {q} que tiene p.

Como para toda n ∈ N, p ∈ Cn y q /∈ Cn, tenemos que p ∈ Cn ⊂ X \{q}. Por
tanto,

⋃
{Cn : n ∈ N} es un conjunto conexo tal que p ∈

⋃
{Cn : n ∈ N} ⊂

X \ {q}, lo cual implica que
⋃
{Cn : n ∈ N} ⊂ C.

Veamos que
⋃
{Cn : n ∈ N} = C. Supongamos por el contrario, que existe

c ∈ C \
⋃
{Cn : n ∈ N}, como c ∈ C ⊂ X \ {q}, tenemos que c ̸= q. Sea

n ∈ N, como c /∈ Cn y c ̸= q, entonces c ∈ Dn y c ̸= p.

Consideremos el arco cp en X, como c ∈ Dn y p ∈ Cn, tenemos que pn ∈ cp.
Hemos probado que para todo n ∈ N, pn ∈ cp, como cp es cerrado y pn → q,
tenemos que q ∈ cp \ {c, p}, por lo que q separa a c de p y c,p están en
diferentes componentes de X \ {q}; lo cual es una contradicción. Por tanto,⋃
{Cn : n ∈ N} = C.

Por el Lema 4.6, ĺım
n→∞

Dn =
⋂
{Dn : n ∈ N} =

⋂
{X \ Cn : n ∈ N} = X \ C.

Ahora, por (1), se tiene que Dn ∈ DX , entonces X \C ∈ DX y por el Teorema
2.33 (3), concluimos que X \ C ∈ NC∗(X) y (3) queda demostrado.

(4) Por el Lema 4.6, ĺım
n→∞

Cn =
⋃
{Cn : n ∈ N} = C. Ahora, por (2), se tiene

que Cn ∈ DX y Cn ⊂ Cn+1. Por lo tanto, ĺım
n→∞

Cn = ĺım
n→∞

(Cn ∪ {pn}) =

C ∪ {q} = C y C ∈ DX .

Lema 4.30. Sea X un continuo hereditariamente localmente conexo, supon-
gamos que existe Y ∈ C(X) tal que X \ Y tiene una cantidad infinita de
componentes y sea {Cn : n ∈ N} el conjuntos de las componentes de X \ Y .
Supongamos también que para toda n ∈ N existe An ∈ NC∗(X) tal que
ĺım
n→∞

An = A ̸= ∅.

(1) Si X \ Cn ⊂ Ai para toda n ∈ N, entonces A = X;

(2) Si An ⊂ Cn para toda n ∈ N, entonces |A| = 1.

Demostración.
(1) Veamos que A = X.

⊆) Claramente A ⊂ X.
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⊇) Veamos que X ⊂ A.

Sea x ∈ X. Si x ∈ Y , entonces x ∈ X \ Cn ⊂ An, para toda n ∈ N y, por
tanto, x ∈ A = ĺım

n→∞
An. Si x /∈ Y , entonces x ∈ Cm para alguna m ∈ N y

como para toda n ∈ N con n ̸= m, tenemos que que Cn ∩Cm = ∅, conluimos
que x ∈ X \ Cn ⊂ An para toda n ∈ N \ {m}. Por lo tanto, x ∈ ĺım

n→∞
= A.

Con esto concluimos que X ⊂ A y A = X.

(2) Veamos que |A| = 1. Como A ̸= ∅, A es un continuo y dado que An ⊂
Cn ⊂ X \ Y , entonces si para toda n ∈ N, An ∩ Y = ∅ y si n ̸= m, como
Cn ∩ Cm = ∅, tenemos que An ∩ Am = ∅.

Veamos que A ⊂ Y . Supongamos por el contrario, que existe x ∈ A \ Y ,
entonces x ∈ Cm para alguna m ∈ N y para toda n ∈ N existe xn ∈ An ⊂ Cn.
Como Cm es abierto existe N ∈ N tal que para toda n ≥ N , xn ∈ Cm. Por
otro lado si n ̸= m, Cm∩Cm = ∅, entonces para toda n ∈ N \ {m}, xn /∈ Cm;
lo cual es una contradicción, por tanto, A ⊂ Y .

De lo anterior, tenemos que para toda n ∈ N, An ∩ A = ∅ y si n ̸= m,
An ∩ Am = ∅.

Si A es no degenerado, entonces A es una continuo de convergencia de X
(Definición 2.16). Pero como X es una dendrita, por el Lema 4.16, X no
contiene continuos de convergencia, en particular A no es un continuo de
convergencia. Entonces |A| = 1. Con esto terminamos (2).

Proposición 4.31. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces

NC∗(X) ∪ AX ⊆ DX .

Demostración.

Sea A ∈ NC∗(X) ∪ AX .

Caso 1. A ∈ NC∗(X).

Por el Teorema 2.33, sabemos que si X es una dendrita, A ∈ NC∗(X) si y
sólo si algunas de las siguientes se cumple:

(1) A = X;
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(2) A = {e} con e ∈ E(X);

(3) A = X \C donde C es una componente de X \ {p} con p ∈ X \E(X).

Sean A ∈ NC∗(X), A ̸= X, p ∈ X \A y {q} = Fr(A) (Lema 2.32). Conside-
remos el arco pq y {pn}∞n=1 una sucesión de puntos ordinarios contenida en
pq tales que pn+1 ∈ pnq para toda n ∈ N y pn → q. Como para toda n ∈ N,
ordX(pn) = 2, tenemos que X \ {pn} tiene exactamente dos componentes
Cn, Dn; donde Cn es la componente de X \ {pn} que tiene a p y Dn es la
componente de X \ {pn} que tiene a q.

Si A = {e} para algun e ∈ E(X), entonces e = q yX\{e} es conexo. Además,
C = X \ {e} es la componente de X \ {e} que tiene a {p}. Consideremos
la sucesión {Dn}∞n=1, por el Lema 4.29 (3) y (4), ĺım

n→∞
Dn = X \ C = {e} y

{e} ∈ DX y también ĺım
n→∞

Cn = C = X ∈ DX . Por lo tanto, si A ∈ NC∗(X),

A = {e} con e ∈ NC∗(X) o A = X, tenemos que A ∈ DX .

Si A = X \D donde D es una componente de X \ {q0} con q0 ∈ X \ E(X),
dado que A ∈ NC∗(X), Fr(A) = {q0} (Lema 2.32) y como elegimos a
{q} = Fr(A), tenemos que q = q0.

Nuevamente, por el Lema 4.29 (3), tenemos que ĺım
n→∞

Dn = X \C donde C es

la componente de X \{q} que tiene a p y X \C ∈ DX . Ahora, como elegimos
que p ∈ X \A = D, tenemos que D = C. Por tanto, A = X \C = ĺım

n→∞
Dn y

A ∈ DX . Con esto hemos probado que NC∗(X) ⊂ DX y terminamos el Caso
1.

Caso 2. A ∈ AX .

Como A ∈ AX , A = C ∪ {q} donde q ∈ R(X) y C es una componente de
X \{q}. Sea p ∈ C , entonces p ̸= q y C es la componente de X \{q} que tiene
a p. Consideremos el arco pq y {pn}∞n=1 una sucesión de puntos ordinarios
contenida en pq tales que pn+1 ∈ pnq para toda n ∈ N y pn → q. Como para
toda n ∈ N, ordX(pn) = 2, tenemos que X \ {pn} tiene exactamente dos
componentes Cn, Dn donde Cn es la componente de X \ {pn} que tiene a p
y Dn es la componente de X \ {pn} que tiene a q. Nuevamente, aplicando
el Lema 4.29 (1),(3) y (4), tenemos que Dn = Dn ∪ {pn} ∈ DX , ĺım

n→∞
Dn =
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X \ C ∈ DX y ĺım
n→∞

Cn = C = C ∪ {q} = A ∈ DX y, por tanto, AX ⊂ Dx.

Con esto terminamos el Caso 2.

Por los Casos 1 y 2, concluimos que NC∗(X) ∪ AX ⊆ DX y la Proposición
queda demostrada.

Proposición 4.32. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces

DX ⊆ NC∗(X) ∪ AX ∪ F1(X).

Demostración.
Sea A ∈ DX , entonces existe una sucesión {An}∞n=1 tal que An = Cn ∪ {pn}
donde pn ∈ O(X) y Cn es una componente de X\{pn}. Llamamos X\{pn} =
Cn ∪Dn y Bn = Dn ∪ {pn}. Supondremos en todo momento que para toda
n ̸= m, pn ̸= pm, para quitar los elementos de la sucesión que se repiten.

Sea {pnk
}∞k=1 una subsucesión de {pn}∞n=1 tal que pnk

→ p, sea {Ankm
}∞m=1 una

subsucesión de {Ank
}∞k=1 tal que Ankm

→ A y sea {Bnkm
}∞m=1 una subsucesión

de {Bnk
}∞k=1 tal que Bnkm

→ B.

Para efectos de practicidad. Renombramos las subsucesiones {Ankm
}∞m=1,

{Bnkm
}∞m=1 y {pnk

}∞k=1 por {Am}∞m=1, {Bm}∞m=1 y {pm}∞m=1 y tenemos que
Am → A, Bm → B y pm → p.

Si A = X o A ∈ F1(X), entonces A ∈ NC∗(X) ∪ F1(X) y la Proposición
queda demostrada. Supongamos entonces, que A /∈ F1(X) ∪ {X}.

Observación 1.

(1) X = A ∪B;

(2) A ∩B = {p};

(3) B /∈ F1 ∪ {X}.

(1) Sabemos que A ̸= X, sea b ∈ X \ A, entonces existe ε > 0 tal que
N(ε, A)∩B(ε, b) = ∅. Sea M ∈ N tal que para toda m ≥ M , Am ⊂ N(ε, A),
entonces b /∈ Am, por lo que para toda m ≥ M , b ∈ Bm y, por tanto, b ∈ B.
Con esto concluimos que X = A ∪B.
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(2) Sea z ∈ A ∩ B y sea Un una vecindad conexa de z con diam(Un) < 1
n

(Definición 2.7), como z ∈ A ∩ B, existen sucesiones {am}∞m=1 y {bm}∞m=1

tales que am ∈ Am, bm ∈ Bm, am → z y bm → z, además, existe M ∈ N tal
que para toda m ≥ M , am, bm ∈ Un. De donde, el arco ambm ⊂ Un (Teorema
1.12) y dado que am ∈ Am y bm ∈ Bm, tenemos que pm ∈ ambm ⊂ Un. De
manera que podemos construir una subsucesión {pmk

}∞k=1 de {pm}∞m=1 tal que
pmk

→ z, como pmk
→ p, entonces p = z y, por tanto, A ∩B = {p}.

(3) Si B ∈ F1(X), entonces B = {b} y X \ B = X \ {b} ⊂ A, de manera
que X = X \ {b} ⊂ A = A, por tanto, A = X; lo cual es una contradicción.
Si B = X, entonces A = A ∩ X = A ∩ B y por (2) A ∩ B = {p}, por
tanto, A = {p} ∈ F1(X); lo cual es una contradicción. Con esto concluimos
la prueba de la Observación 1.

Observación 2. Existe M ∈ N tal que para toda n,m ≥ M , Am∩An ̸= ∅ ̸=
Bm ∩Bn.

Como A ̸= X ̸= B, existe a ∈ A \ B y b ∈ B \ A. Sea ε > 0 tal que
B(ε, a) ∩ N(ε, B) = ∅ = B(ε, b) ∩ N(ε, A), sea M ∈ N tal que para toda
m ≥ M , Bm ⊂ N(ε, B) y Am ⊂ N(ε, A). Entonces, para toda m ≥ M ,
a /∈ Bm y b /∈ Am, por lo que para toda m ≥ M , a ∈ Am y b ∈ Bm. Por lo
tanto, para toda n,m ≥ M , a ∈ An ∩ Am, b ∈ Bn ∩ Bm y la Observación
queda demostrada.

Estamos listo para probar que si A ∈ DX , entonces A ∈ NC∗(X) ∪ AX .
Analicemos los siguientes casos:

Caso 1. Sea M ∈ N como en la Observación 2 y supongamos que m ≥ M ,
existe nm > m tal que pnm /∈ Am

Sabemos que X \ {pnm} = Cnm ∪ Dnm , por la Observación 2 y del hecho
que pnm /∈ Am, tenemos que Am ∩ (Anm \ {pm}) ̸= ∅. Por tanto, Am ∩
Cnm ̸= ∅ y Am ⊂ Cnm ⊂ Anm , entonces podemos construir una subsucesión
creciente Anm ⊂ Anm+1 ⊂ Anm+2 ⊂ . . . y por el Lema 4.6 (1), tenemos que

ĺım
m→∞

Anm =
⋃
{Anm : m ≥ M}. Por otro lado, como Anm → A, entonces

A =
⋃
{Anm : m ≥ M}.

Veamos que A =
⋃
{Anm : m ≥ M} ∪ {p}.
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Sea a ∈ A \
⋃
{Anm : m ≥ M} ∪ {p}, entonces a ∈ Bnm para toda m ≥ M

y dado que Bnm → B, tenemos que a ∈ B. De donde, a ∈ A ∩ B y por la
Observación 1 (2), se tiene que A ∩B = {p}, por lo tanto, a = p

De manera queX\{p} = (A\{p})∪(B\{p}) =
⋃
{Anm : m ≥ M}∪(B\{p}).

Como (A \ {p}) ∩ (B \ {p}) = ∅, tenemos que
⋃
{Anm : m ≥ M} es una

componente de X \ {p}. De aqúı podemos concluir que:

Si p ∈ O(X), entonces A ∈ DX y por la Proposición 4.28 (1), tenemos que
A ∈ DX ⊂ NC∗(X).

Si p ∈ E(X), entonces A = X ∈ NC∗(X); lo cual es una contradicción.

Si p ∈ R(X), entonces A ∈ AX y el Caso 1 queda demostrado.

Caso 2. Supongamos que el Caso 1 no se da, es decir, para toda m ≥ M y
para toda n > m, pn ∈ Am.

Como n ̸= m, entonces pn ̸= pm y pn ∈ Am \ {pm}, tenemos que pn /∈ Bm.

De manera que podemos aplicar el Caso 1 a la sucesión {Bm}m≥M y podemos
concluir que:

Si p ∈ O(X), entonces B ∈ DX y A ∈ DX . Nuevamente, por la Proposición
4.28 (1), tenemos que A ∈ DX ⊂ NC∗(X).

Si p ∈ E(X), entonces B = X ∈ NC∗(X); lo cual contradice la Observación
1 (3).

Si p ∈ R(X), entonces B ∈ AX , donde B = C ∪ {p} y C es una componente
de X \ {p}. De manera que X \ C = X \ (B \ {p}) = A y por el Teorema
2.33, concluimos que A ∈ NC∗(X) y el Caso 2 queda demostrado.

Por los Casos 1 y 2, concluimos que DX ⊆ NC∗(X) ∪ AX ∪ F1(X) y la
Proposición queda demostrada.

Lema 4.33. Sea X una dendrita no degenerada, x ∈ R(X) y C una compo-
nente de X \ {x}. Entonces, si A ∈ C(X) y x ∈ A ⊂ C ∪ {x}, se tiene que
A /∈ NC∗(X).

Demostración.
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Sea C es componente de X \{x} y sea A ∈ NC∗(X) tal que x ∈ A ⊂ C∪{x}.
Como x ∈ R(X), X \ {x} tiene al menos tres componentes, C, D y E. Del
hecho que A ⊂ C ∪ {x}, tenemos que A ∩ D = ∅ = A ∩ E y, por tanto,
D ∪ E ⊆ X \ A. Como X \ A ⊂ X \ {x}, esto implica que D y E son
componentes de X \A. Entonces X \A no es conexo y A /∈ NC∗(X). Lo que
concluye la demostración del Lema.

Proposición 4.34. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces NC∗(X)
es subconjunto Gδ de C(X) y, por tanto, es Polaco.

Demostración.

En primer lugar, veamos que NC∗(X) \ F1(X) = DX \ (AX ∪ F1(X)).

De la Proposición 4.31, tenemos queNC∗(X)∪AX ⊆ DX , de donde (NC∗(X)∪
AX) \ F1(X) ⊆ DX \ F1(X) y por la Proposición 4.32, tenemos que DX ⊆
NC∗(X)∪AX ∪F1(X), lo cual implica que DX \F1(X) ⊆ (NC∗(X)∪AX) \
F1(X) ⊆ DX \ F1(X). Entonces

(NC∗(X) ∪ AX) \ F1(X) = DX \ F1(X)
(NC∗(X) \ F1(X)) ∪ (AX \ F1(X)) = DX \ F1(X)(

(NC∗(X) \ F1(X)) ∪ (AX \ F1(X))
)
\ AX = (DX \ F1(X)) \ AX

((NC∗(X) \ F1(X)) \ AX) ∪ ((AX \ F1(X)) \ AX) = DX \ (F1(X) ∪ AX)
(NC∗(X) \ F1(X)) \ AX = DX \ (F1(X) ∪ AX).

Por (3) de la Proposición 4.28, tenemos que NC∗(X) ∩ AX = ∅, de donde
(NC∗(X)\F1(X))\AX = NC∗(X)\F1(X). Por lo tanto, NC∗(X)\F1(X) =
DX \ (AX ∪ F1(X)).

Ahora bien, por (2) de la Proposición 4.28, tenemos que AX es numerable
y dado que DX es compacto y F1(X) es cerrado, NC∗(X) \ F1(X) es Gδ.
Además, NC∗(X) = [NC∗(X) \ F1(X)] ∪ F1(E(X)), unión de dos Gδ, en-
tonces es Gδ. Por el Lema 4.12, concluimos que NC∗(X) es completamente
metrizable y, por tanto, es Polaco.

Cuando se enviaron a publicación los resultados de esta tesis, el árbitro de
la revista hizo el siguiente comentario:
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Comentario 4.35. En [13, Proposición 5.1] se prueba que si X es un conti-
nuo locamente conexo, el conjunto S(X) de todos A ∈ 2X tales que X \A es
no conexo es un subconjunto Fσ de 2X . Dado que las dendritas son continuos
locamente conexos y NC∗(X) = C(X) \ S(X), se concluye que NC∗(X) es
un subconjunto Gδ de C(X). Como es bien sabido ([6, Lema 1.3.12]), los sub-
conjuntos Gδ de los espacios completamente metrizables son completamente
metrizables. Como C(X) es compacto y metrizable, NC∗(X) es Polaco.

Lo cual acorta considerablemente el trabajo realizado para la demostración
de la Proposición 4.34, siendo ambas maneras matemáticamente correctas.

Teorema 4.36. [16, Teorema 7.1, pp.33-34] Un espacio que es la unión
numerable de subconjuntos Fσ, donde cada uno de los cuales tiene dim ≤ n,
es en śı mismo de dim ≤ n.

Corolario 4.37. Si X es un espacio métrico separable, U ⊂ X abierto tal
que dim(U) = dim(X \ U) = 0, entonces dim(X) = 0.

Demostración.

Como U =
⋃
{Fn : n ∈ N} cerrados de X, entonces U es Fσ y al ser X \ U

un cerrado es Fσ. Por el Teorema 4.36 y dado que X = U ∪ (X \U), tenemos
que dim(X) = 0.

A continuación, mostraremos que NC∗(X) es 0-dimensional. Para este fin,
veamos primero una serie de resultados previos.

Sea X una dendrita no degenerada, a ∈ X y x ∈ X\(E(X)∪{a}). Definimos:

AX como la componente de X \ {x} que tiene a a y sea Bx = X \Ax. Por el
Teorema 2.33 (3), tenemos que Bx ∈ NC∗(X). Sea b ∈ X \ {a}, definimos:

F =
{
Bx : x ∈ ab \ {a, b}

}
.

Como para toda x ∈ ab \ {a, b}, x ∈ X \ (E(X) ∪ {a}), tenemos que Bx ∈
NC∗(X) y F ⊂ NC∗(X).

Supongamos que existen puntos p, q ∈ (ab\{a, b}∩R(X)) tales que q separa
a b de p (Teorema 4.19). Definimos:

B =
{
Bx : x ∈ pq \ {p}

}
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Como p, q ∈ R(X), X \ {p} y X \ {q} tiene al menos tres componentes cada
uno, p separa al punto a del arco qb y q separa al arco ap del punto b. Sea
Cp una componente de X \ {p} que no contiene ni al punto a, ni al arco qb y
Cq una componente de X \ {q} que no contiene ni al arco ap, ni al punto b.

Observación 4.38. Si u,w ∈ ab \ {a, b} y w separa al punto u del punto b,
entonces:

(a) Au ⊂ Aw;

(b) Bw ⊂ Bu;

(c) Bw \ {w} ⊂ Bu;

(d) Bw \ {w} ⊂ Bu \ {u}.

Demostración.
Los conjuntos que hemos descrito se ven como se muestra en la Figura 4.2.

Aw

a bwu

Au

Bw
Bu

Figura 4.2: Conjuntos Au, Aw, Bw y Bu.

Veamos que w separa al arco au del punto b y que u separa al punto a del
arco wb.

Como w separa a los puntos u y b, entonces X \ {w} = E|F donde u ∈ E y
b ∈ F . Ahora bien, como el arco au es conexo, b /∈ au y u ∈ au∩E, tenemos
que au ⊂ E, y, por tanto, w separa al arco au de b. Similarmente, tenemos
que u separa al punto a del arco wb.

De manera que w /∈ Au, entonces Au es conexo, Au ⊂ X \ {w} y a ∈ Au,
por lo tanto, Au ⊂ Aw. De donde, X \ Aw ⊂ X \ Au; lo cual implica que
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Bw ⊂ Bu y (a), (b) y (c) quedan demostradas. Como au ⊂ Aw, u /∈ Bw y
por (c), concluimos que (d) Bw \ {w} ⊂ Bu \ {u} es cierta y la Afirmación
queda demostrada.

Observación 4.39. Para toda x ∈ pq \ {p}, se cumple que Bx ∩ Ap = ∅ =
Bx ∩ Cp y Cq ⊂ Bx.

Demostración.
Tenemos que para toda x ∈ pq \ {p}, x separa al arco ap del punto b y
x /∈ Cp, de manera que como Ap ⊂ Ax (Observación 4.38 (a)) y Ap∪{p}∪Cp

es un subconjunto conexo de X \ {x} y, por tanto, Ap ∪ {p} ∪ Cp ⊂ Ax y
Bx ∩ Ap = ∅ = Bx ∩ Cp.

Ahora, como q separa a Aq de Cq, Cq ⊂ Bq y dado que para toda x ∈
pq \ {p, q}, q separa a los puntos x y b, entonces Bq ⊂ Bx y tenemos que
Cq ⊂ Bx para toda x ∈ pq \ {p}.

Lema 4.40. B es abierto en NC∗(X).

Demostración.
Sea U = ⟨Bp \ {p}, Bq \ Cq, Cq⟩ (Ver Figura 4.3).

Recordemos que B = {Bx : x ∈ pq \ {p}} y Cq = Cq ∪ {q}.

qpa b

Bq

Bp

Cq

Figura 4.3: Conjuntos Bp, Bq y Cq.
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Veamos que U ∩NC∗(X) = B.

⊆) Sea K ∈ U ∩NC∗(X). Como K ⊂ (Bp \ {p}) ∪ (Bq \ Cq) ∪ Cq, Cq ⊂ Bq

(Observación 4.39), Bq ⊂ Bp (Observación 4.38 (b)) y a ∈ Ap ⊂ X \ Bp,
tenemos que a /∈ K y, por tanto, K ̸= X. Dado que K ∩ (Bq \ Cq) ̸= ∅ ̸=
K∩Cq, entonces q ∈ K, por lo queK ̸= {e} para toda e ∈ NC∗(X) (Teorema
2.33 (2)).

De manera que como K ∈ NC∗(X), por el Teorema 2.33 (3), tenemos que
K = X \C donde C es la componente de X \{y} para alguna y ∈ X \E(X) y
dado que a /∈ K y q ∈ K, tenemos que y ̸= a, el punto y separa a los puntos
a y q, por tanto, y ∈ aq \ {a}. Como a /∈ K, entonces K = X \ Ay = By. Si
y ∈ ap, por la Observación 4.38 (d), Bp \ {p} ⊂ By \ {y} ⊂ By. Por lo que,
para y ∈ ap By ̸⊂ Bp \ {p}, entonces By /∈ U . De manera que K = By para
alguna y ∈ pq \ {p}. Por lo tanto, K ∈ B.

⊇) Sea Bx ∈ B. Como x ∈ pq \{q}. Por la Observación 4.38 (c) y la Observa-
ción 4.39, tenemos que Bx ⊂ Bp \ {p}, Bq \Cq ⊂ Bx y Cq ⊂ Bx. Concluimos
que Bx ∈ ⟨Bp \ {p}, Bq \ Cq, Cq⟩ = U y como B ⊂ NC∗(X), tenemos que
B ⊂ U ∩NC∗(X).

Por tanto, U ∩NC∗(X) = B y B es abierto en NC∗(X).

Lema 4.41. B es cerrado en NC∗(X).

Demostración.
Sea B ∈ B, entonces B = ĺım

n→∞
Bxn donde {Bxn}∞n=1 es una sucesión de

puntos en B. Como para toda n ∈ N, xn ∈ pq \ {p}, podemos suponer que
xn → x0 ∈ pq. De manera que x0 ∈ B∩pq. Por la Observación 4.39 para toda
n ∈ N, Ap ∩Bxn = ∅ y como Ap es abierto en X, tenemos que Ap ∩B = ∅.

Hemos probado que si B ∈ B, entonces x0 ∈ B∩pq y Ap∩B = ∅, de manera
que B ̸= {e} para toda e ∈ E(X) y B ̸= X. Si B ∈ NC∗(X), entonces por
el Teorema 2.33 (3), B = X \ C donde C es la componente de X \ {y} para
alguna y ∈ X \ E(X). Si y = a, entonces a ∈ X \ C para toda componente
de X \ {a} y dado que a /∈ B, concluimos que y ̸= a.

Sabemos además, que y separa al punto a del punto x0, ya que si x0 ∈ Ay,
tenemos que x0 /∈ B; lo cual es una contradicción. Por tanto, tenemos que
y ∈ ax0 \ {a, x0}.
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Veamos que y ∈ px0 \ {p}.

Por la Observación 4.39, tenemos que para toda n ∈ N, Cp ∩ Bxn = ∅ y,
por tanto, Cp ∩ B = ∅. Supongamos por el contrario, que y ∈ ap \ {a}.
Como Cp ⊂ Bp y por la Observación 4.38 (b), tenemos que Bp ⊂ By, si
B = X \Ay = By, entonces Cp ⊂ B; lo cual es una contradicción, por tanto,
y ∈ px0 \ {p} ⊂ pq \ {p} y B = By ∈ B.

Hemos probado que si B ∈ B ∩ NC∗(X), entonces B ∈ B y como B ⊂
B ∩NC∗(X), por tanto, B = B ∩NC∗(X) y B es cerrado en NC∗(X).

Lema 4.42. Sean X una dendrita, p ∈ X tal que ordX(p) = k con k ∈ N.
Si U es un abierto en X tal que p ∈ U , entonces existe un conjunto F de k
puntos, F = {x1, x2, . . . , xk} tal que F separa al punto p y al conjunto X \U .

Demostración.
Sea p ∈ X tal que ordX(p) = k con k ∈ N y U un abierto de X tal que
p ∈ U . De la Definición 4.4 de orden, tenemos que existe V abierto tal que
p ∈ V ⊆ U y |Fr(V )| = k. Consideremos F = {x1, x2, . . . , xk} = Fr(V ).
Como X \ F = V |ext(V ) y dado que p ∈ V y X \U ⊂ ext(V ), concluimos que
F separa a p y a X \ U .

Proposición 4.43. Sea X es una dendrita que cumple que E(X) = X.
Entonces NC∗(X) es 0-dimensional.

Demostración.

Sea U = NC∗(X) \ ({X} ∪ F1(X)).

Observación 1.

(1) U es abierto en NC∗(X);

(2) F1(X) ∩NC∗(X) = F1(E(X)) ≈ E(X) es 0-dimensional.

(1) Como los únicos elementos unitarios en NC∗(X) son de la forma A = {e}
con e ∈ E(X) (Teorema 2.33), tenemos que las sucesiones de unitarios que
convergen en el espacio métrico NC∗(X) son solo aquellas que convergen a
unitarios de esta forma. Por lo tanto, F1(X) es cerrado en NC∗(X) y dado
que {X} es cerrado en NC∗(X), entonces U es abierto en NC∗(X).



4.2. DENDRITAS CON CONJUNTODE PUNTOS TERMINALES DENSO131

(2) Del Teorema 2.33, tenemos que los únicos elementos unitarios en NC∗(X)
son de la forma A = {e} con e ∈ E(X). Entonces F1(X) ∩ NC∗(X) =
F1(E(X)) y dado que F1(E(X)) ≈ E(X), tenemos que dim(F1(E(X))) =
dim(E(X)).

Veamos que E(X) es 0-dimensional en X. Sea e ∈ E(X), entonces e tiene
una base de vecindades {Vn : n ∈ N} tal que e ∈ Vn y |Fr(Vn)| = 1.
Sea {pn} = Fr(Vn), entonces X \ {pn} = Vn|ext(Vn) y por el Teorema 2.33,
tenemos que pn /∈ E(X). Por lo que, {Vn ∩ E(X) : n ∈ N} es una base de
vecindades de {e} en E(X) tal que FrE(X)(Vn∩E(X)) = ∅. Entonces e tiene
una base de vecindades en E(X) con frontera vaćıa. Como esto ocurre para
todo e ∈ E(X), entonces dim(E(X)) = 0. Por tanto, dim(F1(E(X))) = 0.

De la Observación 1 y el Corolario 4.37, tenemos que es suficiente probar que
NC∗(X) es 0-dimensional en cada punto de U .

Sea Y ∈ U , entonces por el Teorema 2.33 (3), Y = X \ C donde C es una
componente de X \ {y} y y /∈ E(X). Como C ∪ {y} es una dendrita no
degenerada por el Teorema 2.22, C = C ∪ {y} tiene al menos dos puntos de
no corte, de manera que por el Teorema 2.24, e ∈ C si y sólo si e ∈ E(C) y
Fr(C) = {y}. Por lo que, existe un punto a ∈ E(X) ∩ (C \ {y}). De igual
manera, existe un punto b ∈ E(X) ∩ (X \ (C \ {y})).

Como y separa a los puntos a y b, entonces p ∈ ab \ {a, b} y usando las
definiciones de los conjuntos Ap y Bp, tenemos que C = Ap y X \ C =

X \ Ap = Bp. Como E(X) = X y por el Teorema 4.17, tenemos que existen
q ∈ (ap \ {a, p}) ∩R(X) y r ∈ (pb \ {p, b}) ∩R(X).

A continuación, definiremos una sucesión numerable {Bn : n ∈ N} de abiertos
y cerrados en NC∗(X) con Y ∈

⋂
n∈N Bn, y además, ĺım diamH(Bn) = 0.

Para probar que Y es un punto de dimensionalidad cero en NC∗(X). Como
p ∈ X \ E(X), tenemos los siguientes dos casos:
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(a) (b)

Ap
Ap

Figura 4.4: Sucesiones {qn}∞n=1 y {rn}∞n=1.

Caso I. p ∈ O(X).

Sea {qn}∞n=1 una sucesión en (qp \ {q, p})∩R(X) con qn+1 ∈ qnp y ĺım qn = p
(Ver Figura 4.4 (a)). También, sea {rn}∞n=1 una sucesión en (pr\{p, r})∩R(X)
con rn+1 ∈ prn y ĺım rn = p (Ver Figura 4.4 (a)). Para cada n ∈ N, sea

Bn =
{
Bx : x ∈ qnrn \ {qn}

}
.

Como p ∈ qnrn \ {qn} para toda n ∈ N, entonces Y = Bp ∈ Bn.

Veamos que Bn+1 ⊂ Bn para toda n ∈ N. Sean n ∈ N y Bx ∈ Bn+1. Como
Bx ∈ Bn+1, x ∈ qn+1rn+1 \ {qn+1} y del hecho que qn+1 ∈ qnp y rn+1 ∈ prn,
tenemos que x ∈ qnrn \ {qn}, y por tanto, Bx ∈ Bn.

Por los Lemas 4.40 y 4.41, sabemos que Bn es abierto y cerrado en NC∗(X)
para cada n ∈ N. Entonces para probar que {Bn : n ∈ N} es una base local,
veamos lo siguiente:

Afirmación 1. Dado ε > 0 existe m ∈ N tal que diam(Bm) ≤ ε.

Por el Lema 4.42 y que ordX(p) = 2, existen w0 ∈ Ap y w1 ∈ Y \ {p} (Ver
Figura 4.4 (a)) tal que si W es la componente de X \ {w0, w1} que tiene a p,
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entonces W ⊂ Bρ(p,
ε
2
) \ {a, b}.

Veamos que w0 ∈ ap y que w1 ∈ pb. Supongamos por el contrario que, w0 /∈
ap. Como ap ⊂ Ap, entonces ap ⊂ X \ {w0, w1}, de donde ap ⊂ W ; lo cual
es una contradicción. Por lo tanto, w0 ∈ ap. Para la otra afirmación, de igual
manera supongamos que, w1 /∈ pb. Como pb ⊂ Y , entonces pb ⊂ X \{w0, w1},
de donde pb ⊂ W ; lo cual es una contradicción. Por lo tanto, w1 ∈ pb.

Sea m ∈ N tal que qm, rm ∈ W . Veamos que esta m satisface la Afirmación.
Dado que qm ∈ qp\{q, p} y w0 ∈ ap tenemos que qm ∈ w0p. De igual manera,
rm ∈ pw1.

Tomemos dos puntos x, y ∈ qmrm \ {qm} (Ver Figura 4.4 (a)). Sin perdida de
generalidad podemos suponer, que y ∈ xrm. Dado el orden natural del arco
ab con a < b, tenemos que qm < x < y < rm < w1, de donde x, y ∈ W . Por
la Observación 4.38 (b), tenemos que By ⊆ Bx.

Veamos que Bx ⊆ By ∪W (Ver Figura 4.4 (a)). Supongamos por el contrario
que, Bx ̸⊆ By ∪W . Entonces existe z ∈ Bx tal que z /∈ By y z /∈ W . Como
w0 ∈ ap, qm ∈ w0p y y ∈ xrm, tenemos que a < w0 < qm < x < y < rm. De
donde w0 ∈ ax y por el Teorema 4.19, tenemos que w0 separa al punto a del
punto x. Entonces X \ {w0} = E|F donde a ∈ E y x ∈ F .

Ahora bien, dado que Bx es conexo, w0 /∈ Bx y x ∈ Bx ∩ F , tenemos que
Bx ⊂ F . De donde z /∈ E y z ̸= w0. Por otro lado, como z /∈ By, entonces
z ∈ Ay. Por lo que, el arco az ⊂ Ay. Si az ∩ W ̸= ∅, como a, z /∈ W y az
es un arco, se tiene que |az ∩ Fr(W )| ≥ 2 y dado que w1 /∈ Ay, entonces
az ∩ Fr(W ) ⊆ {w0}; lo cual es una contradicción. Por lo que, az ∩W = ∅.
Como a, x ∈ Ax ∪ {x}, entonces ax ⊆ Ax ∪ {x}. De igual manera como
x, z ∈ Bx, tenemos que xz ⊆ Bx. Entonces por la unicidad del arco en
dendritas (Lema 2.10), tenemos que x ∈ az∩W ; lo cual es una contradicción.
La contradicción vino de suponer queBx ̸⊆ By∪W , por lo tantoBx ⊆ By∪W .

De lo anterior, tenemos que By ⊆ Bx ⊆ By ∪ W . De donde, H(Bx, By) ≤
diam(W ) < ε. Esto prueba la Afirmación 1.

Ahora bien, sean ε > 0 y BH(Y, ε), por la Afirmación 1, existe n ∈ N tal que
diam(Bn) < ε. Como Y ∈ Bn, entonces Bn ⊆ BH(Y, ε). Entonces {Bn : n ∈
N} es una base de abiertos y cerrados en NC∗(X) que tienen a Y . Por lo
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tanto, en este caso NC∗(X) es 0-dimensional en Y .

Caso II. p ∈ R(X).

Sea {qn}∞n=1 una sucesión en (qp \ {q, p})∩R(X) con qn+1 ∈ qnp y ĺım qn = p
(Ver Figura 4.4 (b)). Para cada n ∈ N, sea

Bn =
{
Bx : x ∈ qnp \ {qn}

}
.

Como p ∈ qnp \ {qn} para toda n ∈ N, entonces Y = Bp ∈ Bn.

Veamos que Bn+1 ⊂ Bn para toda n ∈ N. Sean n ∈ N y Bx ∈ Bn+1. Como
Bx ∈ Bn+1, x ∈ qn+1p \ {qn+1} y del hecho que qn+1 ∈ qnp, tenemos que
x ∈ qnp \ {qn}, y por tanto, Bx ∈ Bn.

Por los Lemas 4.40 y 4.41, sabemos que Bn es abierto y cerrado en NC∗(X)
para cada n ∈ N. Entonces para probar que {Bn : n ∈ N} es una base local,
veamos lo siguiente:

Afirmación 2. Dado ε > 0 existe m ∈ N tal que diam(Bm) ≤ ε.

Dado que Ap es una dendrita y que Ap = Ap \ {p} es conexo, se tiene que
ordAp

(p) = 1 y por el Lema 4.42, existe w ∈ Ap \ {p} tal que si W es la

componente de Ap \ {w} que tiene a p, entonces W ⊆ Bρ(p,
ε
2
) \ {a}.

Veamos que w ∈ ap. Supongamos por el contrario que, w /∈ ap. Como ap ⊂
Ap, entonces ap ⊂ Ap \ {w}, de donde ap ⊂ W ; lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, w ∈ ap.

Sea m ∈ N tal que qm ∈ W . Veamos que esta m satisface la Afirmación.
Dado que qm ∈ qp \ {q, p} y w ∈ ap tenemos que qm ∈ wp.

Tomemos dos puntos x, y ∈ qmp \ {qm} (Ver Figura 4.4 (b)). Sin perdida de
generalidad podemos suponer, que y ∈ xp. Dado el orden natural del arco ab
con a < b, tenemos que x < y < p. Por la Observación 4.38 (b), tenemos que
By ⊆ Bx.

Veamos que Bx ⊆ By ∪W (Ver Figura 4.4 (b)). Supongamos por el contrario
que, Bx ̸⊆ By ∪W . Entonces existe z ∈ Bx tal que z /∈ By y z /∈ W . Como
w ∈ ap y qm ∈ wp, y ∈ xp, tenemos que a < w < qm < x < y < p. De donde,
w ∈ ax y por el Teorema 4.19, tenemos que w separa al punto a del punto
x. Entonces X \ {w} = E|F donde a ∈ E y x ∈ F .
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Ahora bien, dado que Bx es conexo, w /∈ Bx y p ∈ Bx ∩ F , tenemos que
Bx ⊂ F . De donde z /∈ E y z ̸= w. Por otro lado, como z /∈ By y Y ⊂ By,
tenemos que z /∈ Y . Entonces a, z ∈ Ap, aśı que az ⊂ Ap. En la dendrita Ap,
tenemos un arco az y un abierto W tal que |FrAp

(W )| = 1 y a, z /∈ W . Por
lo que, az ∩W = ∅. Como a, x ∈ Ax∪{x}, entonces ax ⊆ Ax∪{x}. De igual
manera como x, z ∈ Bx, tenemos que xz ⊆ Bx. Entonces por la unicidad del
arco (Lema 2.10), tenemos que x ∈ az∩W ; lo cual es una contradiccción. La
contradicción vino de suponer que Bx ̸⊆ By ∪W , por lo tanto Bx ⊆ By ∪W .

De lo anterior, tenemos que By ⊆ Bx ⊆ By ∪ W . De donde, H(Bx, By) ≤
diam(W ) < ε. Esto prueba la Afirmación 2.

Ahora bien, sean ε > 0 y BH(Y, ε), por la Afirmación 2, existe n ∈ N tal que
diam(Bn) < ε. Como Y ∈ Bn, entonces Bn ⊆ BH(Y, ε). Entonces {Bn : n ∈
N} es una base de abiertos y cerrados en NC∗(X) que tienen a Y . Por lo
tanto, en este caso NC∗(X) es 0-dimensional en Y . Esto termina la prueba
de la Proposición.

Con los teoremas que hemos mostrado estamos listos para probar el teorema
central de esta sección.

Teorema 4.44. Si X es un dendrita y E(X) = X, entonces NC∗(X) ≈
R \Q.

Demostración.

De acuerdo a la caracterización de Alexandroff-Urysohn de los números irra-
cionales (Teorema 4.14), tenemos que probar tres cosas sobre NC∗(X): que
es Polaco, que es 0-dimensional y que es es localmente compacto en ninguna
parte. Las dos primeras propiedades se probaron en las proposiciones 4.34 y
4.43. Aśı que nos queda probar que NC∗(X) no es localmente compacto en
ninguna parte.

Sea Y ∈ NC∗(X). Por el Teorema 2.33, tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. Y = {e} con e ∈ E(X).

Sea ε > 0, consideremos BH(ε, {e}). Veamos que BH(ε, {e}) no es compacto.
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Consideremos U un abierto de X tal que e ∈ U y diam(U) < 2ε. Como
R(X) es denso en X, tenemos que existe t ∈ R(X) tal que t ̸= e y t ∈ U .
Consideremos una sucesión de puntos terminales {ek}∞k=1 en U que convergen
a t. Como para toda k ∈ N ek ∈ U , tenemos que H({e}, {ek}) < ε y, por
tanto, {ek} ∈ BH(ε, {e}) para toda k ∈ N. Por (1) Teorema 2.33, se tiene que
para toda k ∈ N {ek} ∈ NC∗(X). Por lo que {ek} ∈ NC∗(X) ∩ BH(ε, {e})
para toda k ∈ N. Del hecho que ek → t, tenemos que {ek} → {t} y dado que
{t} /∈ NC∗(X), podemos concluir que en este caso NC∗(X) no es localmente
compacto en Y .

Caso 2. Y = X\C donde C es una componente deX\{y} con y ∈ X\E(X).

Al igual que en el Teorema 4.43 sabemos que existe a ∈ E(X) ∩ C y b ∈
E(X)∩Y \{y}. Entonces tenemos que y ∈ {a, b}, C = Ay y Y = X\Ay = By.

Como R(X) ∩ ab = ab (E(X) = X y Teorema 4.17), para toda ε > 0 existen
p ∈ R(X)∩B(ε, y)∩ ay y q ∈ R(X)∩B(ε, y)∩ yb. Sea {pn}∞n=1 una sucesión
de puntos de R(X) ∩B(ε, y) ∩ ay tal que pn+1 ∈ pnp \ {pn, p} y pn → p.

Como p ∈ R(X), existe una componente Cp de X\{p} tal que {a, b}∩Cp = ∅.
Por la Observación 4.39, tenemos que Cp ⊂ Bp y Cp ∩ Bpn = ∅ para toda
n ∈ N (Ver Figura 4.5), de manera que suponiendo que Bpn → B, tenemos
que Cp ∩B = ∅ y, por tanto, B ̸= Bp.

a y b
p p1 p2 pn q

Cp

Bpn

Bp2
Bp1

Bp

Figura 4.5: Sucesión {pn}∞n=1 y componente Cp.
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Como Bpn ∈ B = {Bx : x ∈ pq \ {p}} y por el Lema 4.41, B es cerrado en
NC∗(X), tenemos que B /∈ NC∗(X), por lo que B ∈ BH(ε, By) \ NC∗(X)

y BH(ε, By) no es compacta. Por tanto, NC∗(X) no es localmente compacto
en Y = By.

Caso 3. Y = X.

Sea e ∈ E(X). Como R(X) es denso en X, tenemos que existe p ∈ R(X) tal
que p ̸= e y p ∈ U . Consideremos el arco pe en X y {pk}∞k=1 una sucesión
de puntos ordinarios contenida en pe tales que pk+1 ∈ pke para toda k ∈ N
y pk → e. Como para toda k ∈ N, ordX(pk) = 2, tenemos que X \ {pk} =
Ck ∪Dk donde Ck es la componente que contiene a p y Ck = Ck ∪ {pk}.

Por (2) del Lema 4.29, tenemos que para toda k ∈ N Ck ⊂ Ck+1, de don-
de Ck ⊂ Ck+1. Entonces por (2) del Lema 4.6, concluimos que ĺım

k→∞
Ck =⋃

{Ck : k ∈ N}. Como e ∈ E(X), entonces X \ {e} es conexo y por (4) del
Lema 4.29,

⋃
{Cn : n ∈ N} = X \ {e} y, por tanto, ĺım

k→∞
Ck = X.

Sea m ∈ N tal que H(X,Cm) < ε. Ahora, como Cm = X \ Dm, por el
Teorema 2.33, Cm ∈ NC∗(X). De hecho, Cm es del segundo tipo de conjuntos
en el Teorema 2.33. Entonces, en el Caso 2 ya hemos probado que NC∗(X)
no es localmente compacto en Cm. Dado que Cm ∈ BH(ε,X), se deduce
que BH(ε,X) no puede tener cerradura compacta. Por tanto, en este caso
BH(ε, Y ) tampoco tiene cerradura compacta.

Por lo tanto, NC∗(X) es localmente compacto en ninguna parte. De las
proposiciones 4.34 y 4.43, tenemos que NC∗(X) es Polaco y es 0-dimensional,
respectivamente. Finalmente, por el Teorema 4.14, podemos concluir que
NC∗(X) ≈ R \Q.

Definición 4.45. [4, (4.21),(4.22), p.12] Dado un conjunto S ⊂ {3, 4, . . . , ω}
denotamos por DS a cualquier dendrita que satisface las siguientes dos con-
diciones:

(1) Si p ∈ R(X), entonces ordX(p) ∈ S;

(2) Para cualquier arco A ⊂ X y para cualquier m ∈ S, existe un punto
p ∈ A con ordX(p) = m.
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Observación 4.46. Si S, T ⊂ {3, 4, . . . , ω} y S ̸= T , entonces DS no es
homeomorfo a DT .

Demostración.

Sean S, T ⊂ {3, 4, . . . , ω} tales que S ̸= T . De la Definición 4.45, tenemos
a las dendritas DS y DT con la propiedad de que si p ∈ R(DS), entonces
ordX(p) ∈ S y que si q ∈ R(DT ), entonces ordX(q) ∈ T respectivamente.

Supongamos para obtener una contradicción, que DS es homeomorfo a DT

y sea f un homeomorfismo entre DS y DT . Como S ̸= T , sin perdida de
generalidad podemos suponer, que S ̸⊆ T , entonces existe m ∈ S tal que
m /∈ T . De la Definición 4.45, existe p ∈ R(DS) tal que ordDS

(p) = m y
por el Lema 2.43, tenemos que ordDT

(f(p)) = ordDS
(p) = m, por tanto,

f(p) ∈ R(DT ) y su orden es m; lo cual es una contradicción ya que m /∈ T y,
por tanto, DT no tiene puntos de orden m. Con lo que concluimos que, DS

no es homeomorfo a DT .

Corolario 4.47. Existe una coleccion de dendritas
{
DS : S ⊂ {3, 4, . . . , ω}

}
de tamaño c = |R|, no homeomorfas entre śı, tales que NC∗(X) ≈ R \Q.

Demostración.
De la Definición 4.45 y la Observación 4.46, tenemos que existe la familia de
dendritas

{
DS : S ⊂ {3, 4, . . . , ω}

}
no homeomorfas entre śı. De (2) de la

Definición 4.45 y el Teorema 4.17, tenemos que E(DS) es denso en DS. Al
ser tantas como todos los subconjuntos de los números naturales son tantas
como el cardinal del continuo. Por último, por el Teorema 4.44, tenemos que
NC∗(X) ≈ R \Q.

Corolario 4.48. Sea X dendrita, las siguientes son equivalentes:

(a) E(X) = X;

(b) NC∗(X) ≈ R \Q;

(c) NC∗(X) es 0-dimensional;

(d) NC∗(X) es totalmente disconexo.
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Demostración.

(a) ⇒ (b), se sigue del Teorema 4.44.

(b) ⇒ (c), se sigue de la definición de ser 0-dimensional.

(c) ⇒ (d), se sigue del Teorema 4.2.

(d) ⇒ (a), si E(X) ̸= X. Por (3) del Teorema 4.17, tenemos que existe un
arco libre A ⊂ X con extremos p y q. Como para toda x ∈ pq \{p, q} se tiene
que ordX(x) = 2, entonces X \{x} = Ux|Vx donde p ∈ Ux y q ∈ Vx. Definimos
α : pq \ {p, q} → NC∗(X) dada por por α(t) = Ax = Ux ∪ {x} (Ver Figura
4.6).

p q
x

Ax

A

r s

Figura 4.6: Conjunto Ax.

Consideremos r, s ∈ pq \ {p, q} tales que r < x < s en el orden natural del
arco pq (Ver Figura 4.6) y sea α ↾rs: rs → NC∗(X).

Afirmación 1. α ↾rs es un encaje bien definido.

Primero, por el Lema 2.15, tenemos que Ax = Ux ∪ {x} es un subcontinuo
de X y como X \Ax = Vx, entonces Ax es elemento de NC∗(X). De manera
que, α está bien definida y, por tanto, α ↾rs también lo está.

Sea X \ {p} =
⋃

i∈M Cp
i con Mp ⊂ N, |Mp| ≥ 1 y Cp

i las componentes de
X \ {p}. Donde q ∈ Cp

j para alguna j ∈ Mp.

Observación 2. Si x ∈ rs, entonces Vx ⊆ Cp
j .

Sea x ∈ rs, como p /∈ Vx, tenemos que Vx ⊂ X \ {p} =
⋃

i∈M Cp
i y dado que

q ∈ Vx, concluimos que Vx ⊆ Cp
j .

Definimos C =
⋃

i̸=j C
p
i ∪ {p} el cual es un un conexo. Sean x,y puntos
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en rs con x < y en el orden del arco A. De manera que Ax = C ∪ px y
Ay = C ∪ px ∪ xy, por lo que Ax ⊊ Ay. Por tanto, α ↾rs es inyectiva.

Para ver la continuidad, sea {xn}∞n=1 una sucesión en rs y x ∈ rs tal que
para cada n ∈ N, xn ̸= x y xn → x, de donde Axn = C ∪ pxn y tenemos que
Axn converge a Ax = C ∪ px. Por tanto, α ↾rs es continua.

Al ser rs un conjunto compacto con lo anterior probamos que α ↾rs es un
encaje bien definido.

Definimos, J = α(rs). Por la Afirmación 1, tenemos que α es un encaje en
NC∗(X), entonces J ≈ [0, 1] y J ⊆ NC∗(X). Con lo que concluimos que
NC∗(X) no es totalmente disconexo.

Como comentario, quiero agregar que (a) ⇒ (c) es la Proposición 4.43 y (a)
⇒ (d) es el Corolario 4.26.

Como último resultado, mostraremos una generalización en la familia de las
dendritas del Teorema 2.41.

Teorema 4.49. Sea X una dendrita. NC∗(X) es conexo si y sólo si X es
el intervalo.

Demostración.
⇐) Por la Proposición 2.35, tenemos que NC∗(X) ≈ X, por lo que NC∗(X)
es conexo.

⇒) Supongamos que X no es un intervalo. Por la Proposición 1.17, |R(X)| =
m ≥ 1 y por los Teoremas 2.22 y 2.24, |E(X)| = k ≥ 2.

Sean q ∈ R(X) y C una componente de X \{q} y consideremos los conjuntos:

K = {A ∈ NC∗(X) : A ⊂ C} y

L = {A ∈ NC∗(X) : A ∩ (X \ C) ̸= ∅}.
Por Lema 4.24, tenemos que K y L son una separación de NC∗(X). Por
tanto, NC∗(X) no es conexo.

Teorema 4.50. Sea X es una dendrita. NC∗(X) es compacto si y sólo si X
es el intervalo.
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Demostración.
⇐) Por la Proposción 2.35, tenemos que NC∗(X) ≈ X. Por lo que NC∗(X)
es compacto.

⇒) Supongamos por el contrario que X no es un intervalo y dado que X es
una dendrita, no tiene curvas cerradas simples. Por la Proposición 1.17, X
tiene al menos un punto de ramificación p. Consideremos X \{p} =

⋃
i∈M Ki

con M ⊂ N, |M | ≥ 3 y Ki las componentes de X \ {p}. Consideremos Ki0

una de las componentes de X \ {p}.

Sea ε > 0, tomemos B(ε, p) y p0 ∈ B(ε, p) ∩ O(X) ∩ Ki0 . Consideremos el
arco p0p ⊂ Ki0 y {pn}∞n=1 una sucesión de puntos ordinarios contenida en
p0p tales que pn+1 ∈ pnp para toda n ∈ N y pn → p (Ver Figura 4.7). Como
para toda k ∈ N, ordX(pk) = 2, tenemos que X \ {pk} = Ck ∪Dk donde Ck

es la componente que tiene a p0 y Ck = Ck ∪ {pk} (Ver Figura 4.7). Por el
Teorema 2.33 tenemos que Ck ∈ NC∗(X) para toda i ∈ N.

p
p1 p2 pka

Ck

Dk

K i0

X \ K i0

p0

Figura 4.7: Conjuntos Ck y Dk.

Por (2) del Lema 4.29, tenemos que para toda k ∈ N Ck ⊂ Ck+1, de donde

Ck ⊂ Ck+1 y por (1) del Lema 4.6, concluimos que ĺım
k→∞

Ck =
⋃
{Ck : k ∈ N}.

Como Ki0 es la componente de X \{p} que tiene a p0 y por (3) del Lema 4.29,
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tenemos que
⋃
{Ck : n ∈ N} = Ki0 , de donde

⋃
{Ck : n ∈ N} = Ki0 ∪ {p}.

Con esto concluimos que la sucesión de {Ck}∞k=1 converge a C = Ki0 ∪ {p}.
De donde X \Ki0 =

⋃
i∈M\{i0}Ki con M \ {i0} ⊂ N, |M \ {i0}| ≥ 2 y, por

tanto, C /∈ NC∗(X).

De lo anterior tenemos que la sucesión {Ck}∞k=1 de elementos en NC∗(X)
converge a C y C /∈ NC∗(X). Por lo tanto, NC∗(X) no es compacto.

Como consecuencia de los Teoremas 4.49 y 4.50, obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 4.51. Sea X una dendrita, las siguientes son equivalentes:

(1) NC∗(X) es un continuo;

(2) NC∗(X) es compacto;

(3) NC∗(X) es conexo;

(4) NC∗(X) ≈ X;

(5) X ≈ [0, 1].

Demostración.
(1) ⇒ (2), (1) ⇒ (3), (4) ⇒ (1), (4) ⇒ (2) y (4) ⇒ (3), son inmediatas de
las definiciones y del hecho que X es un continuo.

(5) ⇒ (4), se sigue de la Proposición 2.35.

(3) ⇔ (5), se sigue del Teorema 4.49.

(2) ⇔ (5), se sigue del Teorema 4.50.
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