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Introduccion

El area de estudio de este trabajo es la Teoria de Continuos e Hiperespacios,
razon por la cual el lector debe tener los conocimientos previos que dan los
cursos de Topologia de la Licenciatura en Matematicas y los cursos de Teoria
de Continuos e Hiperespacios de la Maestria en Ciencias Matematicas. Los
resultados que salgan de estos temarios los demostraremos a menos que se
desvien de nuestro objetivo, en ese caso solo los citaremos para que el lector
interesado pueda revisarlos.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Dado un
continuo X, los dos hiperespacios mas importantes son los siguientes:

2% = {A C X : A es un subconjunto cerrado y no vacio de X} y

C(X)={A €2 : A es conexo}.

A estos hiperespacios se les dota de la llamada métrica de Hausdorff H, de
la cual hablaremos en el capitulo [I}

A lo largo de la historia, se han definido muchos tipos de hiperespacios, con
ellos se puede estudiar mejor la estructura de los continuos en los que se
definen. Siguiendo esta linea de investigacion, este trabajo trata de estudiar
al siguiente hiperespacio de los conjuntos de no corte, NC*(X).

Dados un continuo X y A € C(X), decimos que A no corta a X si X \ A es
conexo. Definimos:

NC*(X)={A e C(X): Ano corta a X}.

Este hiperespacio fue introducido y considerado en [2] y en [7]. A lo largo de
esta tesis vamos a estudiar las propiedades que tiene este hiperespacio y las
relaciones que tiene con el espacio X.

VII



VIII INTRODUCCION

El primer capitulo de este trabajo consta de los resultados preliminares para
el desarrollo del mismo.

En el segundo capitulo estudiaremos el hiperespacio NC*(X), cuando X es
un arbol, algunos resultados son generales para dendritas.

En el tercer capitulo estudiaremos el hiperespacio NC*(X), cuando X es una
grafica finita.

En el cuarto capitulo veremos algunas propiedades del hiperespacio NC*(X),
cuando X es una dendrita y mas generalmente para continuos localmente
CONExos.



Capitulo 1

Preliminares

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo, no vacio con mas de
un punto. Dado un continuo (X, d), definimos:

C(X)={AC X : A es cerrado, conexo y no vacio} y

NC*(X)={A e C(X): X\ A es conexo}.
Dadas ¢ > 0, p € X y A € C(X) definimos la nube de radio € en
A como N(g,A) = {qg € X : existe p € Atal que d(p,q) < €} y la bola
de radio € en p como B(e,p) = {¢ € X : d(p,q) < €}. Consideramos a
estos hiperespacios con la métrica de Hausdorff definida de la siguiente
manera: H : C(X) x C(X) - RT U {0}, como H(A,B) =inf{e >0: A C
N(e,B)y B C N(e, A)}. Sabemos por [17, Teorema (0.2), p. 2] que H es
una métrica para C'(X).

Convencién 1.1. De ahora en adelante, cuando escribamos C(X) nos refe-
rimos al espacio C(X) con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff
y NC*(X) al espacio con la topologia inducida por la métrica del subespacio

en C(X).
Veamos primero algunas definiciones con respecto a las graficas finitas.

Definicién 1.2. [18, Definicion 9.3, p.141] Sean (X, T) un espacio topoldgi-
co, A C X y B un cardinal. Decimos que A es de orden menor o igual
a B en X, y escribimos ord(A, X) < B, si para cualquier U € T tal que
ACU, existe Vertal que ACV CU y |Fr(V)| <p.

Decimos que A es de orden B en X, y escribimos ord(A, X) = 5, si
ord(A, X) < yord(A, X) # «a para todo cardinal o < 3.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observacion 1.3. La Definicion[I.9 es conocida como el orden de Menger-
Urysohn, o equivalentemente al orden en sentido cldsico (3, p.229]), es
decir, el numero de arcos que emanan de p y que solo se intersectan en ese

punto (Lemal[1.6).

Definicién 1.4. Una grdfica finita es un continuo X que se puede poner
como una union finita de arcos de manera que cada dos de ellos se intersectan
en un congunto finito (el vacio se considera como un conjunto finito).

Definicién 1.5. [18, Definicion 9.8, p.143] Dado un entero n > 3, un n-
odo simple es un espacio el cual es homeomorfo al cono sobre un espacio
discreto de n puntos. St Z es un n-odo simple, entonces el unico punto de Z
con orden mayor o igual a 3 en Z lo llamaremos el vértice de Z. Es claro
que un n-odo simple es una grdfica finita y a un 3-odo simple lo llamaremos
un triodo stmple.

Lema 1.6. Dada X wuna grdfica finita y p € X definimos el orden de p
en X como el numero natural n tal que p tiene una vecindad cerrada que es
homeomorfa a un n-odo, de manera que el vértice del n-odo se corresponda
con p, aqui daremos la posibilidad de que el orden sea 1 o 2, para el caso
que sea 2, estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es un arco
pero que p no queda en la orilla de éste, y para el caso de que el orden sea 1,
estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es un arco y p estd en
la orilla de él. Denotaremos por ordx(p) al orden del punto p en X.

A continuacién definiremos algunos conjuntos importantes.

Definicién 1.7. Dado un continuo X definimos:

(1) E(X) ={x € X : ord(z) = 1} como el conjunto de los puntos termi-
nales;

(2) O(X) ={z € X :ord(x) =2} como el conjunto de los puntos ordina-
108,

(8) R(X) = {x € X : ord(x) > 3} como el conjunto de los puntos de
ramificacion;

(4) Q(X) = {z € X : X \ {z} no es conexo} como el conjunto de los
puntos de corte.



Definicién 1.8. Dada una grdfica finita X definimos:
(1) Una arista es:

(a) un arco que une a un par de puntos no ordinarios y que sélo sus
extremos son puntos no ordinarios;

(b) una circunferencia con a lo mds un punto de ramificacion en ella.

(2) Un nodo es un punto p tal que p € R(X)U E(X);

(3) Un pelo en X es una arista L de X tal que L es un arco con puntos
extremos p y e donde p € R(X) ye € E(X).

(4) Un lazo en X es una arista L de X tal que L es una circunferencia
con un punto de ramificacion.

(5) Un arco libre es un arco A en X con puntos extremos x y y tal que
A\ {z,y} es un conjunto abierto en X.

Sea X una gréfica finita y d la distancia de longitud del arco, es decir, que X
tiene una métrica de tal manera que todas sus aristas tienen medida 1, que
la métrica se comporta como la longitud del arco. Sabemos por [16, Teore-
ma 13.4, p.73] que cualquier grafica finita se puede encajar en R?, entonces
consideramos la longitud del arco con la métrica inducida por su inclusion
en R3.

Observacion 1.9. X tiene una métrica convexa.

Demostracion.
Mostremos este hecho haciendo induccién sobre el numero de aristas de la
grafica.

Para n =1, si la grafica X es un arco, tiene la métrica convexa natural, y si
es una circunferencia tiene la longitud del arco.

Ahora bien, si X es una grafica con n + 1 aristas, tomemos una arista v tal
que sea un lazo o que tenga como uno de sus extremos un punto terminal.
De la eleccion de v, tenemos que la grafica Y que resulta de de quitarle v a
X es conexa. Sea p el vértice de v que estd en Y
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Si v es un pelo, por hipétesis de inducién, tenemos que Y = X \ {v} tiene una
métrica convexa d y sea h : v — [0,1] un homemorfismo tal que h(0) = p.
Definamos d'(z,y) de la siguiente manera:

d(x,y) six,y € X;
d(z,y) = ¢ |h(x) =h(y)| sizyewv;
d(z,p) +h(y) size X\{v}yyew.

Si v es un lazo, Tomemos ¢ € v\ {p} donde tenemos dos arcos de p a ¢ en v,
a 'y f para cada arco consideremos los homemorfismo h : v — [0, 1] tal que
h(0)=py h(q) =1,¢9: 8 —[0,1] tal que g(0) = p y g(q) = 1. Definamos
d'(z,y) de la siguiente manera:

d(z,y) six,y € X,
|h(z) = h(y)| siz,y€a;
(z,y) = l9(x) —g(y)|  siz,y€p;
’ d(x,p)+h(y) size X\ {v}yye€aq
d(z,p) +g(y) size X\{v}yyep;
( M(z) +g9(y)  sizeal\{qgyzel\{q}.

En ambos casos, hemos definido una métrica convexa para la grafica X.
O

Ahora, daremos algunos resultados sobre graficas finitas y espacios locamente
conexos, que utilizaremos mas adelante.

Definicién 1.10. Un espacio topologico X es localmente conexo en un
punto p, si para todo abierto U que contiene a p existe un abierto conexo V'
tal que p € V. C U. Un espacio topologico X es localmente conexo si es
localmente conexo en p para todo elemento p € X.

Teorema 1.11. [18, Teorema 8.23, p.130] Los continuos localmente conezos
no degenerados son arcoconexos.

Teorema 1.12. [18, Teorema 8.26, p.132] Cualquier subconjunto abierto
conexo de un continuo locamente conero es arcoconero.

Teorema 1.13. [21, Teorema 27.9, p.200] X es localmente conezo si y sdlo
st las componentes de los conjuntos abiertos son abiertas.



Definicién 1.14. Un espacio topologico X es conexo en pequeno en un
punto p en X, si para todo abierto U de X que tiene a p existe un conexo
M de X tal que p € int(M) C M C U. Un espacio topoldgico X es conero
en pequeno si es conero en pequeno en p para todo elemento p € X.

Teorema 1.15. [15, Teorema 6.6, pp.58-59] Sea X un continuo, X es local-
mente conexo en todo punto v € X st y solo si X es conero en pequeno en
todo punto v € X.

Demostracion.
=) Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos, entonces por
definicién X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.

<) Sea X un continuo conexo en pequeno, veremos que X es localmente
conexo. Para demostrar esto usaremos el Teorema y probaremos que las
componentes de los abiertos son abiertas.

Sean U un abierto en X, C' cualquier componente de U y p € C' punto
arbitrario. Como X es conexo en pequeno en py p € C' C U, se tiene que
existe una vecindad conexa N, de p tal que p € int(N,) C N, C U.

Dado que C' es componente de U y p € (N, N C) # 0, entonces N, C C.
Como p € int(N,) C C, se tiene que la componente C' es abierta en X. Por
el Teorema |1.13], concluimos que X es localmente conexo en todo punto.

]

Proposicién 1.16. [18, Proposicion 9.4, p.142] Si X es un continuo tal
que ordx(z) < Vo (i.e. ordx(x) = n para alguna n € N) para todo z €
X, entonces cualquier subcontinuo de X es localmente conexo. Mads ain,
cualquier subcontinuo de una grafica finita es un continuo localmente conexo.

Proposicién 1.17. [18, Proposicion 9.5, p.142] Si X es un continuo, en-
tonces ordx(x) < 2 para todo x € X si y solo si X es un arco o una curva
cerrada simple.

Corolario 1.18. [18, Corolario 9.6, p.142] Un continuo X es una curva
cerrada simple si y solo si cada punto de X es de orden 2 en X.

Teorema 1.19. [18, Teorema 9.10, p.144] Un continuo X es una grdfica
finita si y sélo si se cumplen (1) y (2):
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(1) ordx(x) < X, para todo x € X;

(2) ordx(x) <2, para todo x € X, excepto una cantidad finita.

Proposiciéon 1.20. [18, Corolario 9.10.1, p.145] Los subcontinuos de las
graficas finitas son grdficas finitas.

Teorema 1.21. [18, Teorema 9.12, p.146] Un continuo X es una grdfica
finita si y sélo si ord(A, X) < Vg para toda A € C(X).

Lema 1.22. Un continuo X es una grdfica finita si y solo si cada punto p
de X tiene una base de vecindades que son una grdfica finita.

Demostracion.

=) Como X es locamente conexo y compacto, cada punto p de X tiene una
base de vecindades cerradas y conexas, es decir, una base de vecindades de
subcontinuos de X y por la Proposicion [1.20] es una base de vecindades que
son una grafica finita.

<) Sea p € X. Veamos que se cumplen (1) y (2) del Teorema m

(1) Por hipdtesis p tiene una base de vecindades B que son una gréfica finita.
De manera que para todo V' € B ordy(p) < Wy, como p € int(V) C V,
tenemos que ordx(p) < No.

(2) Supongamos por el contrario, que existe un conjunto infinito P tal que
para toda p € P el ordx(p) > 2. Sea {p,}5°°, una sucesién convergente de
puntos diferentes entre si de P, tal que p; — ¢ y sea W una vecindad de ¢ que
es una gréfica finita. Como ¢q € int(W) C W'y p; — q existe N € N tal que
n > N, p, € int(W) C W, de manera que ordw (p,) > 2 y la Proposicién
no se cumple en W lo cual es una contradiccién. Por tanto, ordx (z) < 2,
para todo z € X, excepto una cantidad finita.

Como (1) y (2) se cumplen, X es una grafica finita.



Capitulo 2

Arboles y Dendritas

En este capitulo vamos a estudiar el hiperespacio NC*(X), cuando X es
un arbol, algunos resultados son generales para dendritas, sin embargo el
Capitulo[4], esta enfocado a profundizar en resultados exclusivos de dendritas.

2.1. Definiciones y Preliminares

Iniciaremos dando unos resultados previos que nos seran de gran utilidad en
el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.1. [I8, Definicion 9.25, p.153] X es un drbol, o una grdfica
aciclica, si X es una grdfica finita que no contiene curvas cerradas simples.

Definicién 2.2. [18, Definicién 10.1, p.165] Una dendrita es un continuo
localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples.

Definicién 2.3. [15, Definicion 4.1, p.27] Un continuo X es unicoherente
st para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X tales que AU B = X se
tiene que AN B es conezo.

Definicién 2.4. [15, Definicion 4.2, p.27] Un continuo X es herditaria-
mente unicoherente si todos sus subcontinuos son unicoherentes.

Definicién 2.5. [15, Definicion 4.3, p.27] Un continuo X es un dendroide
st es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente.

Teorema 2.6. [10, Teorema 6.7, p.97] Para un continuo X es equivalente
ser una dendrita y ser un dendroide localmente conexo.

7



8 CAPITULO 2. ARBOLES Y DENDRITAS

Por el Teorema [2.6] tenemos la siguiente definicién:
Definicién 2.7. Una dendrita es un dendroide localmente conexo.

Nota 2.8. Notemos que un darbol es un continuo localmente conexo que no
tiene curvas cerradas simples. Por lo tanto, un drbol es una dendrita.

Proposicién 2.9. Los subcontinuos de los arboles son darboles.

Demostracion.
Sea A un subcontinuo de X. Por la Proposicion tenemos que A es una
grafica finita. Si en A contuviera una curva cerrada simple, implicaria que X
contiene una curva cerrada simple; lo cual es una contradiccion, ya que X es
un arbol. Por lo tanto, A es un arbol.

m

Lema 2.10. [15, Lema 4.4, p.28] Si X es un dendroide y a,b € X cona # b,
entonces existe un unico arco en X que los une el cual vamos a denotar por
ab (para unificar notacion denotaremos aa = {a}).

Demostracion.
Supongamos que existen dos arcos diferentes de a a b que llamaremos A; y
A,. Entonces, {a,b} C Ay y {a,b} C Ay. Por tanto, {a,b} C A; N As. Como
X es hereditariamente unicoherente, A; N Ay € C(X). Como A; N Ay C Ay,
entonces A1MN Az es un subarco de A; que contiene a los puntos {a, b}, de modo
que A; N Ay = Ay. De manera analoga podemos probar que A; N Ay = A,.
Por tanto, A; = As.

m

Lema 2.11. [1J, Lema 4.5, p.28] Los subcontinuos de los dendroides son
arcoconexos.

Demostracion.

Sea A un subcontinuo de X y sean a,b € A. Tenemos que demostrar que
ab C A. Como a,b € Ay como X es herditariamente unicoherente, entonces
abN A € C(X). Entonces, abN A es un subarco de ab que tiene a a y b. Por
lo que, abN A =ab C A.

De modo que A es arconexo.
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Corolario 2.12. [15, Corolario 4.6, p.29] Los subcontinuos de los dendroides
son dendroides.

Demostracion.

Sea X un dendroide y A un subcontinuo de X. Como X es hereditariamente
unicoherente, A es hereditariamente unicoherente. Por el Lema 2.11] A es
arcoconexo. Por tanto, A es un dendroide.

O

Lema 2.13. [1J, Lema 4.16, p.33] Sean X un dendroide, B € C(X) y a un
punto en X, entonces existe un unico punto b € B tal que abN B = {b}, y
ademdas, b tiene la propiedad de que b € ay para todo y € B.

Demostracion.
Para cada punto y € B, consideremos el arco ay, como y € B, y X es un
dendroide, ay N B es un subarco de ay.

De donde tenemos que ay N B = by, por lo que ay = abUby y abN B = {b}.

Consideremos ahora ¢y € B, v # y y el arco ay’. Por lo que acabamos
de mostrar, existe un punto v € B Nay’ tal que ab' N B = {¥'}. Como
b,y € Be C(X)y B es arcoconexo, tenemos que ay’ = ab Ub'y' y b'y C B.
De modo que V' € al/ U by es un arco de a a y. Por el Lema [2.10 tenemos
que el arco ay es unico, entonces ab’ Ub'y = ay = ab U by.

Veamos que b = b'.

Como ayN B = by y b'y C B Nay, entonces b'y C by. Por otro lado, dado
que by C ay = ab Ub'y, BNab' ={l'} y BNay = 'y, tenemos que by C b'y.
Por lo tanto, b’y = by. Esto nos conduce a que &’ = b, de donde b € ay/'.

De este modo hemos mostrado el Lema.
O

Teorema 2.14 (Teorema de golpes en la frontera). [18, Teorema 5.6, p.7//
Sean X un continuo, A un subconjunto propio y no vacio de X y C una
componente de A. Entonces, C'N Fr(A) # (.

Lema 2.15 (Lema de las orejas). [18, Corolario 5.9, p.75]
Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X. Si K es una compo-
nente de X \ A, entonces K U A es un continuo.
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Definicién 2.16. [18, Definicion 5.11, p.76] Dado un espacio métrico S, un
subcontinuo no degenerado A de S, se llama continuo de convergencia
de S si existe una sucesion {A;}2, de subcontinuos A; en S, tales que A =
lim; o A; y para cualquier i € N, ANA; = 0.

Lema 2.17. 57 X es un dendroide no locamente conexo, entonces X contiene
un continuo de convergencia.

Demostracion.

Como X no es localmente conexo por el Teorema [1.15, X no es conexo en
pequeno, por tanto, existe p € X tal que X no es conexo en pequeno en p. De
esta manera, tenemos que existe U abierto en X tal que para toda vecindad
M de p contenida en U, M no es conexa.

Sea ¢ > 0 tal que B(e,p) € U. Sea Cj la componente de U que tiene a p,
por la forma en la que escogimos U, p ¢ int(Cy), entonces B(J,p) no esta
contenida en Cj para ninguna ¢ > 0.

Vamos a construir de manera inductiva lo siguiente:
(a) Una sucesién de nimeros naturales % <ng <ng<nz<...;
(b) Una sucesién de componentes no degeneradas {C,,}°°; de U;
(¢) Una sucesién de puntos {p, }5° ;.

Tales que si B; = B (ni, p) se cumple lo siguiente:
(1) p; € BiNC;, para toda i € N;
(2) BiNn(CLuCyU...UC;_1) =0 para toda i € N;
(3) C; # Cp para toda ¢ € N.

Para i = 1. Sea n; € N tal que é < nj.

Como Bj no estd contenida en Cj, entonces existe p; € B tal que p; ¢ Cp.
Sea (' la componente de U que tiene a p;. Entonces se cumple que p; €
BlﬂCl Yy que ClﬁC():@

Para ¢ > 1. Supongamos ahora que ya hemos construido un conjuntos fi-
nito de numeros naturales {nj,ng,...,n;}, un conjunto finito de puntos
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{p1,p2,...,pi} y un conjunto finito de componentes {Cy,Cs,...,C;} de U
con la propiedades mencionadas.

Como C; es cerrado en U, al ser una componente de U y como U es un
abierto de X, tenemos que X \ C; es un abierto de X tal que p € U \ C;.
Por tanto, existe n;1; € N tal que n;41 > n; y que B;y1 N C; = (). Dado que
B;N(C;UCU...UC;_q) =0, tenemos que B;y1 N (C1UCU...UC;) =1.
Como B;;; no estd contenido en Cj existe p;r1 € Birg \ Co. Sea Ciyq la
componente de U que tiene a p; ;. De donde tenemos que C;; N Cy = ().

Hemos construido la sucesiones que queriamos en los puntos (a), (b) y (¢) que
cumplen los puntos (1), (2) y (3). Asi hemos demostrado que existen abiertos
Uy V = B(e,p) en X, una sucesiéon {p,} en V y componentes diferentes
Co,C1,Cs, ... de U tales que p € (CoNV) C U, p, € (C, NV) para toda
neNyp, —p.

Ahora bien, para toda n € N, sea D,, la componente de V' que contiene a p,.

Como D,, es un conexo contenido en U que tiene a p,, entonces D, C C,.
Dado que D,, C V, entonces D,, C V. Por tanto, D,, C (VNC,) C U. Tome-
mos la sucesion {D,,}2°, en el compacto V, entonces existe una subsucesion
convergente {D,,, }3°, tal que D,,, — Dy, donde Dy es un subcontinuo de X
contenido en V.

Puesto que para toda k € N tenemos que p,, € D,,, D_nk — Doy Pny, — D,
entonces p € Dgy. Por lo que, Dy es un subcontinuo de U que tiene a p,
por tanto, D, C Cy. Por el Teorema [2.14] tenemos que para toda k € N,
D,,, N Fr(V) # 0. Elegimos g,, € D,, N Fr(V), sin perdida de generalidad
podemos suponer que la sucesién {g,,} converge a un punto ¢ € Fr(V).
Dado que D,, — Dy y que la sucesién {g,, } converge a g, entonces q €

(Do N Fr(V)).

Ahora bien, como p,, € V' y g, € Fr(V), entonces p,, # qn,, donde D,
es no degenerado Y pn,,qn, € Dn, C (Cp, N'V). Como p, — p, entonces
Dn,, — D- Del mismo modo p € V' y ¢ € Fr(V), entonces p # ¢, donde Dy es
no degenerado y p,q € Dy C (CoNV).

Si D_nk_ﬂ Dy # () para alguna k € N, entonces () # (D,,, N Dy) C (C,,, NV) N
(ConV) C C,, NCy para alguna k € N; lo cual es una contradiccién al punto
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(3). Por tanto, D, N Dy = ) para toda k € N.

De esta manera tenemos que existe una sucesion {D,, }?°; de subcontinuos
D, de X que convergen al continuo Dy no degenerado y para toda k € N,
D,,, N Dy = (. Por tanto, Dy es un continuo de convergencia de X.

O

Lema 2.18. 57 X es una dendrita, X no contiene continuos de convergencia.

Demostracion.

Supongamos por el contrario, que X contiene un continuo de convergencia,
entonces existe una sucesién {4, }°° ; de subcontinuos A; en X, que converge
a Ay para cualquier i € N, AN A; = (.

Sean z,y € A con x # y. Como X es localmente conexo, existen U y V
abiertos conexos ajenos tales que z € U, y € V, diam(U) > 0y diam(V') > 0,
Tomemos ¢ > 0 tal que B(e,x) C U y B(e,x) C V, dado que A4, — A,
entonces existe n € N tal que H(A,, A) < ¢, por lo que existen u € A, N
B(e,x) CcUyv e A,NB(e,y) C V. Como Uy V son abiertos conexos,
tenemos que el arco vy C V' y el arco ux C U. Ahora, por el Lema [2.13]
existe un tnico punto s € vy C V tal que vy N A = {s} y un tnico punto
t € ur C U tal que uz N A = {t}. Como u,v € A,, el arco uv C A,.

Sea B = tuUuvUwvs. Como tu, uv y vs son continuos, y ademas, u € tu Nuv
y v € uv Nwvs. Entonces, D = tu U uv U wvs es un continuo.

Como A es un dendroide y t,s € A, nuevamente por el Lema tenemos
que el arco ts esta contenido en A.

Afirmacion 1. BN ts no es conexo.

Tenemos que BNts = (tuUuvUvs)Nts = (tuNts)U(uwwNnts)U(vsNts), como
ts C A,uv C Ay, utNA = {t} y vsNA = {s}, entonces (uvNts) C ANA, =0,
(tunts) ={t} y (vsNts) = {s}, entonces BNts = {t,s}, dado que t € U,
seVyUnNV =, tenemos que t # s. Por lo que, B Nts no es conexo.

La Afirmacion 1 es una contradiccion al hecho de que X es hereditariamente
unicoherente. La contradiccion vino de suponer que X contiene un continuo
de convergencia. Por lo tanto, X no contiene continuos de convergencia.

]
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Con los lemas y tenemos lo necesario para probar el siguiente re-
sultado:

Teorema 2.19. Todos los subcontinuos de las dendritas son dendritas.

Demostracion.

Sea X una dendrita y A un subcontinuo de X. Por el Corolario A esun
dendroide. Si A no fuera locamente conexo por el Lema [2.17, A contendria
un continuo de convergencia, esto implicaria que la dendrita X contiene un
continuo de convergencia; lo cual contradice al Lema [2.18 De donde, A es
localmente conexo y, por tanto, A es una dendrita.

]

Notacién 2.20. [18, Notacion 6.2, pp.87-88] Dado X un espacio topoldgico
y U,V subconjuntos de X. Escribimos X =Yy, si X =UUV donde U y V
son abiertos, ajenos y no vacios de X. Llamamos a Y|y una separacién de

X.

Proposicién 2.21. [18, Proposicion 6.3, p.88] Sea X un espacio topoldgico
conexo, y sea C un subconjunto conexo de X tal que X \ C' = 4|p. Entonces
AUC y BUC son conexos. Mds aiun si X y C son continuos AUC y BUC
son continuos.

Teorema 2.22 (Teorema de existencia de puntos de no corte). [18, Teorema
6.6, pp.89-90] Todo continuo tiene al menos dos puntos que no son de corte.

Teorema 2.23. [18, Teorema 6.17, p.96] Un continuo X es un arco si y sdlo
si X tiene exactamente dos puntos que no son de corte.

Teorema 2.24. [18, Teorema 10.7, p.168] Un continuo X no degenerado es
una dendrita si y solo si todos los puntos de X son de corte o terminales.

Teorema 2.25. [18, Teorema 10.23, pp.174-175] Todos los puntos de cual-
quier dendrita X tienen orden numerable.

Teorema 2.26. [18, Teorema 10.23, pp.174-175] El conjunto de los puntos
de ramificacion de una dendrita es numerable.

Definicién 2.27. [20, 13, p.19] Un conjunto conexo M es regular en un
punto p, si para todo € > 0 existe un abierto conexo V tal que p € V,
diam(V') < € y tal que Fr(V) es un conjunto finito de puntos. Un espacio
topologico X es regular si es reqular en p para todo elemento p € X.
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Teorema 2.28. [15, Teorema 4.32, pp.43-44] Sea X una dendrita, entonces
X es regular.

Lema 2.29. Sea X un continuo localmente conexo y sea p un punto de no
corte de X. Entonces para toda € > 0, existe un abierto conexo U de X tal
que p € U, diam(U) < e y X \ U es conexo.

Demostracion.

Sean p un punto de no corte de X y ¢ > 0. Consideremos B(§,p), entonces
X\ B(5,p) C X\ {p}. Sea x € X \ {p}, dado que X es localmente conexo,
existe U, abierto conexo de X tal que z € U, C U, C X \ {p}. De donde,
{U, : x € X\B(5,p)} es una cubierta abierta de X\ B(5, p). Como X\ B(3,p)
es compacto, existen puntos zy,...,z, € X \ B(5, p) tales que X \ B(5,p) C
Uy, U...UU,, C U, U...UU,, cona; € U,, para toda i € {1,...,n}.
Dado que p es un punto de no corte de X y X es localmente conexo, por
el Teorema , tenemos que X \ {p} es arcoconexo, por lo que para cada
i€{l,...,n— 1} existe un arco o; tal que o;([0,1]) C X \ {p}, a;(0) = x; y
a;(1) = z;11 (Ver Figura . Definimos A; = U,, U ;([0,1]) UU,,, .

Figura 2.1: Conjunto Y.

Afirmacién 1. A; es un continuo y p ¢ A; para todai € {1,...,n —1}.

Dado que que para cada i € {1,...,n}, U,, C X \ {p} es un continuo y
para cada i € {1,...,n — 1} ;([0,1]) C X \ {p} es un continuo, y ademés,
tenemos que x; € Uy, Na;([0,1]) v i1 € Us,,, Na;([0,1]). Entonces, A; =
U,, Ua;([0,1))UU,,., € X\ {p} es un continuo para todai € {1,...,n—1}.

Tit+1

Definimos Y = |/ 4,y U = X\ Y.
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Observacién 2. Y es un continuo y Y C X \ {p}.

Por la Afirmacién 1, para todai € {1,...,n—1} A; C X\ {p} es un continuo
donde z;.1 € A; N A;;1. Entonces, Y = U?:_ll A; € X\ {p} es un continuo.

Afrimacién 3. U es un abierto tal que p € U C B(5,p).

Como Y C X \ {p} es un continuo (Observacién 2), tenemos que U = X \ 'Y
es abierto.

Veamos que U C B(%,p). Como X \ B(5,p) € Ui, U, C Y, entonces
U=X\Y CB(5,p)

Sea W la componente de U que tiene a p. Como X es localmente conexo y U
es abierto, por el Teorema [I.13] tenemos que W es abierto, al ser una compo-
nente W es un abierto conexo y diam(W) < diam(U) < diam(B(3,p)) < ¢.
Solamente nos resta ver que X \ W es conexo.

Sea Z una componente de U tal que Z # W.
Afirmacién 4. ZNY # 0.

Como Z es una componente de U, por el Teorema [2.14] tenemos que ZN
Fr(U) # 0y dadoque Y = X\U, entonces Fr(U) C Y. Por tanto, ZNY # ).

Afirmacién 5. ZNW = 0.

Para toda w € W, W es un abierto que no intersecta a Z, entonces w no
estd en Z. Por tanto, W N Z = (.

Definimos M =Y U|J{Z : Z es componente de U y Z # W}.

Veamos que M es conexo. Como para toda Z componente de U tal que
Z # W, tenemos que Z es conexo y por la Afirmacién 4, ZNY # (), entonces
M =Y U|J{Z : Z es componente de U y Z # W} es conexo.

Veamos que M = X \ W.

C) Sea x € M, entonces z € Y o z € | J{Z : Z es componente de U y Z #
W}t SizeY,comoY =X\UyW CU,entoncesz € X \U C X \W.
Si x € Z para alguna Z componente de U y Z # W. Por la Afirmacién 5,
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tenemos que Z NW = (), entonces x € Z C X \ W.

D) Seax € X \ W, entonces « ¢ W. Sixz ¢ U, como Y = X \ U, en-
tonces z € Y. Si x € U, como z ¢ W, entonces z € Z para alguna

una componente Z de U tal que Z £ W, de donde z € Z. Entonces,
x €\ {Z : Z es componente de U y Z # W}. Por lo que, = € M.

Por lo tanto, X \ W = M es conexo. Lo cual concluye la demostracion.
O

Definicién 2.30. Una arista en un drbol es interna si sus dos extremos
son puntos de ramificacion, en caso contrario, decimos que es una arista
externa.

Con estos resultados estamos listos para iniciar el estudio del hiperespacio
NC*(X), cuando X es un arbol.

2.2. El hiperespacio NC*(X), cuando X es un
arbol

Iniciamos esta seccion con un resultado que serd de gran utilidad en el resto

de la misma.

Lema 2.31. Sea X es un drbol, X tiene n aristas si y solo si |E(X)| +
|IR(X)|=n+1.

Demostracion. Haremos esta prueba por induccion.

Para n = 1, X tiene una arista si y s6lo si X es el intervalo, en cuyo caso

[E(X)] =2y [R(X)[ = 0.

Sean € N, n > 1 y supongamos que para todo nimero natural m que
cumple 1 < m < n se tiene que si X es un arbol con m aristas, entonces
|E(X)|+ |R(X)|=m+ 1.

Veamos que X es un arbol con n+1 aristas si y sélo si |E(X)|+|R(X)| = n+2.

Como X es un arbol tiene al menos dos puntos que son de no corte, sea e
un punto de no corte, por el Teorema [2.24} e € E(X). Sea L la arista o pelo
que tiene a e, entonces L tiene extremos p, e con p € R(X) y e € E(X).
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Consideremos Y = (X \ L) U {p}, entonces Y es cerrado y conexo, y por la
Proposicién [2.9| es un arbol.

Caso 1. ordx(p) = 3.

En este casop € R(X) y p ¢ R(Y), de manera que Y tiene dos aristas menos
que X, es decir, Y tiene n — 1 arista (Ver Figura .

X Y

Figura 2.2: Arboles X vY.

Por hipétesis de induccién Y tiene n— 1 aristas si y sélo si |E(Y)|+|R(Y)| =
n. Como X =Y UL, donde R(X) = R(Y)U {p} y E(X) = E(Y) U {e},
tenemos que |R(X)|+ |E(X)| = |R(Y)|+ |E(Y)|+2=n+2.

Caso 2. ordx(p) > 3.

En este caso p € R(IX)NR(Y)yee E(X)\ E(Y), de manera que Y tiene
una arista menos que X, es decir, Y tiene n arista (Ver Figura .

'
N

Figura 2.3: Arboles X yY.



18 CAPITULO 2. ARBOLES Y DENDRITAS

Por hipdtesis de induccién Y tiene n aristas si y sélo si |E(Y)| + |R(Y)| =
n+1. Como X = YUL, donde R(X) = R(Y)y E(X) = E(Y)U{e}, tenemos
que |[R(X)|+ |E(X)|=|RY)|+|EY)|+1=n+2.

En cualquier caso hemos mostrado que X tiene m 4 1 arista si y sélo si
|R(X)|+ |E(X)| =n+ 2y con eso se termina la prueba.
m

Lema 2.32. Si X es una dendrita, A € NC*(X) y A # X, entonces |[Fr(A)| = 1.
Demostracion.

Afirmacién 1. F'r(A) es una dendrita.

Como A € NC*(X) \ {X}, entonces X \ A es un conexo no vacio, de donde
X \ A es un continuo. Dado que Fr(A) = AN X \ A, A es un continuo y X
es hereditariamente unicoherente, tenemos que F'r(A) es un continuo y por
el Teorema [2.19 es una dendrita.

Supongamos por el contrario, que |Fr(A)| > 2, sean q,r € Fr(A).

Como X es un continuo locamente conexo, existen U y V abiertos conexos
ajenos tales que ¢ € U, r € V, dado que ¢,r € Fr(A), existenv € VN X\ A
yu € UNX\ A. Por el Teorema tenemos que el arco vr C V' y el arco
uq C U. Ahora, por el Lema [2.13] existe un tnico punto s € vr C V tal que
vs N Fr(A) = {s} y un tnico punto ¢ € ug C V tal que ut N Fr(A) = {t}.
Como u,v € X \ A nuevamente por el Teorema m, el arco uv C X \ A.

Sea D = tuUuvUwvs. Como tu, uv y vs son continuos, y ademaés, u € tuNuv
y v € uwv Nwvs. Entonces, D = tu Uuv Uwvs es un continuo.

Por la Afirmacién 1, Fr(A) es una dendrita y como t,s € Fr(A), tenemos
que el arco ts, el inico arco entre ¢ y s, esta contenido en la Fr(A).

Afirmacion 2. D Nts no es conexo.

Tenemos que DNts = (tuUuvUwvs)Nts = (tuNts)U(uvNts)U(vsNts), como
ts C Fr(A), uww C X \ A, ut N Fr(A) = {t} y vs N Fr(A) = {s}, entonces
(wwnits) =0, (tunts) = {t} y (vsNts) = {s} respectivamente, entonces
Dnts={t,s},dadoquet € U, s €V yUNV =0, tenemos que t # s. Por
lo que D Nts no es conexo.
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La Afirmacion 2 es una contradiccion al hecho de que X es hereditariamente
unicoherente. La contradiccién vino de suponer que |Fr(A)| > 2. Por lo
tanto, |Fr(A)| = 1.

]

Teorema 2.33. Sea X una dendrita y A € C(X). Entonces A € NC*(X)
sty solo si se cumple uno de los siguientes enunciados:

(1) A=X;
(2) A={e} cone€ E(X);
(3) A= X\C donde C es una componente de X \ {p} con p € X\ E(X).

Demostracion.

<) Si A= X, tenemos que X \ X =0, por lo cual A € NC*(X). Si A = {e}
con e € E(X), por el Teorema tenemos que e es un punto de no corte
y, por tanto, A € NC*(X).

Si A= X\ C donde C es una componente de X \ {p} con p € X \ E(X).
Primero veamos que A € C(X). Como p ¢ E(X) por el Teorema
tenemos que p € Q(X) y X \ {p} = U;cpy, Ci con M C N, |[M| > 2y C; las
componentes de X \ {p}. De donde, C' = C,, para alguna m € M. Por lo
que, A = (U ean fmy C5)U{p} v por el Lemaconeluimos que A € C(X).
Asi mismo, tenemos que X \ A = C' el cual es un conjunto conexo al ser
componente de X \ {p}. Por tanto, A € NC*(X). Lo cual concluye esta
implicacién.

=) Supongamos que A € NC*(X), A# X y A # {e} para todo e € E(X).
Como A # X, tenemos que F'r(A) # ().

Por el Lema [2.32] tenemos que |Fr(A)| = 1. Sea {p} = Fr(4).
Afirmacién 1. p € Q(X).

Notemos que A no puede ser degenerado, pues el Teorema [2.24]implicar{a que
A = {e} para alguna e € E(X); lo cual es una contradiccién. Como X \ A # ()
y abierto, A es no degenerado. Por lo tanto, X \ F'r(A) = X \ {p} = A]X\A

y p € Q(X).

Como p € Q(X), tenemos que X \ {p} = U,cp; Ci con M C N, |[M| > 2y C;
las componentes de X \ {p}.
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Afirmacién 2. Si AN C; # () para alguna i € M, entonces C; C A.

Supongamos por el contrario, que existe ¢ € C; \ A. Como p ¢ C; existe
a € (A\{p}) NC; =int(A) N C; C int(A). Como C; es abierto y conexo
en X, por el Teorema el arco qa C C;, como q ¢ Ay a € int(A) existe
b€ Fr(A) tal que b € qa C C;. Entonces, b € Fr(A) y b # p (Ver Figura
; lo cual es una contradiccién. Por tanto, C; C A.

Ci

A

Figura 2.4: Conjuntos A y C;.

Notemos que A # {p}, pues p € Q(X) y, por tanto, {p} ¢ NC*(X). De
manera que AN C; # () para alguna i € M, sea K ={j € M : C;NA#0},
por la Afirmacién 2, tenemos que A = (U, Cj) U {p}.

Afirmacién 3. K = M \ {m} para alguna m € M.

Como A # X, tenemos que K C M. Supongamos por el contrario, que
K = M\ N donde N C My |N| > 2, entonces A = (U, Cj) U{p} vy
X\ A = Ujen Cj- Dado que [N| > 2, tenemos que X \ A no es conexo y
A ¢ NC*(X); lo cual es una contradiccién. Por tanto, K = M \ {m} para
alguna m € M.

Por las Afirmaciones 2 y 3 podemos concluir que A = X \ C donde C es
componente de X \ {p} con p € Q(X). Con esto terminamos la prueba del
Teorema.

]

Definicién 2.34. [3, 2.2, p.7}] Sea { X }ses una familia de espacios topoldgi-
cos disjuntos dos a dos, es decir, X, N Xy = () con s # §'; consideremos el
conjunto X = J,cq Xs y la familia O de conjuntos U C X tales que U N X,
es abierto en X para toda s € S, la cual es una topologia para X. Decimos
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que X es la suma de los espacios {X;}ses y la denotamos por @@
opor X1 Xo®...0 Xy, 50 S={1,2,...,k}.

XS?

seS

Proposicién 2.35. Si X es el intervalo, entonces NC*(X) ~ X.

Demostracion.
Por [I1}, p.29-30]. Sabemos que C(I) = {[a,b] : 0 < a < b < 1} = {(a,b) €
R?:0 < a <b<1}.(Ver Figura2.5).

0.1=0.1 .(i,lH:v,lJ (1,1)={1}
NC*(I)
(0,2)=[0,] s
()
(0,0)={0}

Figura 2.5: C'(I).

Por el Teorema 2.33), A € NC*(I) si y s6lo si A € {[0,1],{0},{1}} o A es
una componente de X \ {p} donde p € (0,1), en este tltimo caso A = [0, p]
o A = [p,1] de manera que

NC*(X) =A{[0,y] :y € [0,1]} U{[z,1] : z € [0,1]} =

{(0,y) eR?*: y € [0,1]}U{(x,1) e R*: 2 € [0,1]}

que €s un arco.

]

En el siguiente resultado discutiremos la estructura de NC*(X), si X es un
arbol.

Teorema 2.36. Sea X un drbol distinto al intervalo [0,1] con |R(X)| = m
y |E(X)| = k. Entonces NC*(X) ~ K®L @ - L, ®T1 @ ® Jom—2
donde IC es un k-odo simple para cadai € {1,...,k}, Z; = [0,1), y para cada
ied{l,....2m -2}, J; = [0,1).
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Demostracion.

Primero veamos lo siguiente, X tiene m — 1 aristas internas y k aristas ex-
ternas. Como X es un arbol distinto al intervalo [0, 1], X tiene al menos un
punto de ramificaciéon. Por lo que no hay una arista que ambos extremos sean
puntos terminales. De donde, hay tantas aristas externas como |F(X)| = k.
Por el Lema , tenemos que X tiene (m + k) — 1 aristas, ya vimos que X
tiene k aristas externas. Por lo que, X tiene m — 1 aristas internas.

Sea E(X) = {e1,...,ex}. Para cada ¢ € {1,...,k}, denotamos por [e;, ,]
la arista externa que contiene a e;. Definimos, para cada i € {1,...,k},
fi i leisre,) = NC*(X) dada por f;(t) = [e;,t] v gi : [ei,re,] = NC*(X) dada
por:
X\ e, t) site (e,rel;
9i(t) = { X sit=e;.

Afirmacién 1. Para toda i € {1,...,k}, f; v ¢; son encajes bien definidos.

Como para toda t € (e;,re,), se tiene que ord,(t) = 2, entonces X \ {t} =
Ce, UC,, donde C,, = [e;,t) la componente de X \ {t} que tiene a ¢; y
Cr,, = X \[e;, 1], la componente de X \ {t} que tiene a r;. De donde, podemos
observar que fi(t) = X \ C,, y gi(t) = X \ C, y por el Teorema , fi(t)
y ¢i(t) son elementos de NC*(X). De manera que f;(t) y g¢;(t) estdn bien
definidos. (Ver Figura

Figura 2.6: Componentes C,_, y Ck,.

Seai € {1,...,k}yt,s € [e;,r.,) tales que t # s, podemos suponer que t < s.
Entonces, fi(t) = le;, t] y fi(s) = [es, s|, donde [e;, t] C [e;, s]. Por tanto, f; es
inyectiva.
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Para ver la continuidad, sea {t,}>°, una sucesion en [e;,7.,) y t € [e;, ¢,) tal
que para cadan € N, t,, #t y t, — t, de donde f;(t,) = [e;, t,] y tenemos
que f;(t,) converge a f;(t). Por tanto, f; es continua.

De manera similar, sea i € {1,...,k} yt,s € [e;, re,] tales que t # s, podemos
suponer que t < sy t # e;. Entonces, ¢;(t) = X \ [e;,t) v ¢:(s) = X\ [es, 5),
donde X \ [e;,8) € X \ [e;,1). Sit < syt = e, entonces g;(e;) = X y
9i(s) = X \ [es, 8), de donde X \ [e;, s) © X. Por lo tanto, g; es inyectiva.

Para ver la continuidad, sea {t,}°2, una sucesién en (e;,r.,] y t € [e;, 7]
tal que, para cadan € N, t, Aty t, — t, de donde g;(t,) = X \ [es, tn) ¥
tenemos que g;(t,) converge a g;(t) = X \ [e;,t). Por tanto, g; es continua.
Con esto probamos que para cada ¢ € {1,...,k} f; y g; son encajes bien
definidos.

Definimos K = Ule gi(lei,re;]) = Ule(Ute[ehre_)X \ [e;,t)), v para cada
1 € {1, C. ,k‘}, Ii = fi([eijrez‘))-

Afirmacién 2. K es un k-odo simple con vértice X y paracadai € {1,...,k},
Z; =~ [0,1) con extremo {e;}.

Como para toda i € {1,...,k} g; : [e;,7e;] = NC*(X) es un encaje, enton-
ces gi([ei,Te;]) es un arco en NC*(X) con extremos g;(e;) = X y gi(re,) =
X\ les,7e,). Veamos ademds, que si ¢,5 € {1,...,k} con i # j, entonces
gi(leire;]) N gi([e5,7¢,]) = giler) = gi(e;) = X.

D) Estd contencién es inmediata pues X = g;(e;) € (e,r,,) para toda i €

(1,....k}.

C) Sea A € gi([ei re.]) N g;([ej, re,]), entonces A = g;(p) = g;(q) tal que
p € lei, ;] v q € [ej,7e;]. Sip # e, entonces g;(p) = X \ [e;, p). Por lo que,
e; & gi(p), ahora bien, para toda ¢ € [e;, )]

_ [ X\[ejiq) siq#ey;
€z€gj<Q)_{X Sig=e,
Por lo que, gi(p) # gi(q) para toda ¢ € [ej, 7,,]. De igual manera, si ¢ # e;,
9i(q) # gi(p) para toda p € [e;,7e,], de manera que p=-e;,, ¢ =¢; y A= X.

Hemos probado que K es la union de k arcos en NC*(X) que se intersectan
unicamente en el punto X, donde X es extremo de cada uno de los arcos,
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por tanto, K es un k-odo.

Ahora, como f; es un encaje, Z; =~ [0,1) para toda i € {1,...,k} y como
file;) = {e;}, entonces el extremo de Z; es {e;}. Con esto concluimos la
prueba de esta afirmacién.

Afirmacién 3. Sii,j € {1,...,k} coni # j, entonces Z;NZ; = (), y ademas,
para toda i € {1,...,k}, KNZ, = 0.

Sii # j, entonces [e;, 7e,) N [ej,7e,) = 0y, por tanto, Z; N Z; = ().

Ahora, supongamos por el contrario, que existe A € K N Z; para alguna
i€ {l,...,k}, entonces A = g;(t) = X \ [ej,t) para alguna j € {1,...,k}
y para alguna t € [ej,r.,] y A = fi(s) = |e;, s] para alguna i € {1,...,k} ¥y
para alguna s € [e;, ¢, ).

Notemos que como X # I, para toda A € K, AN R(X) # ( y para toda
AeZ, ANR(X) =0, de manera que X NZ; = .

Estudiaremos ahora las aristas internas. Sean [l1,71], ..., [lm—1,7m-1] a las
m — 1 aristas internas de X. Dada i € {1,...,m — 1}, definimos:

(1) L;: [liyr;) = NC*(X) por L;(t) = X \ C,, donde C,, es la componente
de X \ {t} que contiene a r; (Ver Figura [2.7);

(2) R;: (l;,r] = NC*(X) por R;(t) = X \ C, donde C}, es la componente
de X \ {t} que contiene a ; (Ver Figura[2.7).

Figura 2.7: Componentes Cj, y C,.
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Afirmacién 4. Para toda ¢ € {1,...,m — 1}, L; y R; son encajes bien
definidos.

Primero notemos que para toda ¢t € (I;,7;) se tiene que ord,(t) = 2. Por lo
que, X \ {t} = C;, UC,, en este caso L;(t) = C,, U{t} y R;(t) = C,, U{t} que
son subcontinuos de X (Lema[2.15)) y como X \ L;(t) = C,, y X\ R;(t) = Cj,,
entonces R;(t) y L;(t) son elementos de NC*(X).

En el caso que t = [;. L; sigue cumpliendo lo mismo y R; no esta definida
y si t = r;, L; no esta definida y R; sigue cumpliendo lo mismo. De manera
que L; y R; estan bien definidos.

Sea X\ {l;} = A U...UA, conn > 3, donde A, = C,,. Definimos L =
Ui—; A;U{l;} el cual es un un conexo. Sean t,s puntos en [l;, ;) con t < s. De
manera que L;(t) = LU [l;,t] y Li(s) = LU[l;,t] U]t, s], por lo que L;(t) C
L;(s). Similarmente si X \ {r;} = B;U...U B,, con m > 3 donde B,, = C,,.
Definimos R = |J;_, B; U {r;} el cual es un un conexo. Si ¢,s son puntos en
(l;,7;) con t < s, entonces R;(s) = LU [s,r;] y Ri(t) = LU [s,r;] U[t,s], y
Ls(t) C Li(t). Por tanto, R; y L; son inyectivas.

Para ver la continuidad, sea {t,}>2; una sucesién en [l;, ;) y t € [l;, ;) tal que
para cadan € N, t,, #t yt, — t,de donde L;(t,) = LU[l;,t,] y tenemos que
Li(t,) converge a L;(t) = L U [l;,t]. Similarmente, sea {¢,}°, una sucesién
en (l;,r;] y t € (I;,r;] tal que para cadan € N, t,, # t y t, — t, de donde
R;(t,) = RU [t,,r;] y tenemos que R;(t,) converge a R;(t) = RU [t,r;]. Por
tanto, L; y R; son continuas. Con esto probamos que para cada i € {1,...,k}
L; y R; son encajes bien definidos.

Definimos para cada i € {1,...,2m — 2} J; = Li([li,73)) v Tm-14i =
R;((l;,r;]). Por la Afirmacién 4, tenemos que L; y R; son encajes y, por
tanto, tenemos que para cada i € {1,...,2m — 2} J; =~ [0,1).

Aﬁrmacién 5. NC*(X) :ICU I1 U"'UIkUleJ"'Uij_Q.

C) Sea A € NC*(X). Si A =X o A = {e;} para alguna i € {1,...k},
entonces por la Afirmacién 2, X es el vértice del n-odo K y {e;} es extremo
del arco Z;, por tanto, A€ KUZy U---UZ,

Sea A € NC*(X) con A # X y A # {e;} para toda e; € F(X). Entonces,
por el Teorema A = X\ C donde C es una componente de X \ {p} con
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p € Q(X).

Caso A. p € (e;,1.,) una arista externa de X para alguna i € {1,...,k}.
Caso A.1. A=C,, U{p} = fi(p) € Z; para alguna i € {1,...,k}.

Caso A.2. A=C,, U{p}=gi(p) € K para alguna i € {1,...,k}.

Caso B. p € (I;,7;) una arista interna de X para alguna i € {1,...,2m —2},
entonces A = L;(p) o A = R;(p) de cualquier forma A € J; para alguna
ie{l,...,2m —2}.

Por tanto, NC*(X) C KU ZyU--- UL, UJ U U Tom_o.

D) Como para toda i € {1,...,k} fi y ¢g; son encajes bien definidos en
NC*(X) (Afirmacién 1), tenemos que K = Y, gi([es, 7e,]) € Zi = fi([es, 7e,))
son subconjuntos de NC*(X). Dado que para toda i € {1,...,m — 1}, L;
y R; son encajes bien definidos en NC*(X) (Afirmacién 4), tenemos que
Ji = Li([li,r:) ¥ Tm—-1+: = Ri((l;,7;]) son subconjuntos de NC*(X). Por
tanto, KU 1-1U"'UIkU._71 U"'Uij,Q Q NC*(X)

Afirmacién 6. Para toda i,j € {1,....2m =2}, i £ jyl e {l,... k}, se
tiene que ;NJ;, =0=T,NK =0y J,NZL, = 0.

Sean i,j € {1,...,2m — 2}, de donde tenemos los siguientes casos:
Caso 1. J; = Li([li,r:)) y Jj = L;j([l;, r5))

Como i # j, entonces L;([l;,7:)) # L;([l;,7;)), por lo que [l;,r;) N [lj,r;) =0
y, por tanto, J; N J; = 0.

Caso 2. J; = Ri((li,mi]) y J; = R;((1j,75])

Como i # j, entonces R;((l;,7i]) # Ri((l;,75]), por lo que (L, r;] N (l;,r;] =0
y, por tanto, J; NJ; = 0.

Caso 3. J, = Li([li,m:)) vy J; = R;j((1;,75]).

Para toda A € J;, tenemos que [; € Ay r; ¢ A. Por otro lado si B € Jj,
entonces 1; € B y l; ¢ B. Por lo tanto, para toda i,j € {1,...,2m — 2},
JiNT;=10.
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Ahora, para toda j € {1,...,2m — 2} y para toda A € J;, tenemos que
(X\NA)NR(X)#0, pues I; € X\ Aor; € X\ A Por otro lado si B € K,
entonces B = g;(p) para alguna i € {1...,k} y X \ B = [e;,p) C fi(p), de
manera que (X \ B) N R(X) = 0. Por lo que para toda j € {1,...,2m — 2}
TNk =19.

Finalmente, para toda j € {1,...,2m — 2} y para toda A € J;, tenemos que
ANR(X) #0, pues l; € Aor; € A Por otro lado para toda i € {1,...,k}
y para toda B € Z;, tenemos que BN R(X) = 0, pues B = [e;, p] C [ei, Te,]-
Por lo tanto, para toda j € {1,...,2m —2} yie {1,...,k}, T, NZ; = 0.

De las afirmaciones 3, 5 y 6, obtenemos que NC*(X)~ K ®ZLi ®--- DL ®

T @ ® Jom—2.
]

Finalmente el modelo para NC*(X), si X es un drbol se muestra en la Figura

2.8

Figura 2.8: Modelo de NC*(X) para X un éarbol.
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Por lo anterior, tenemos que NC*(X) no es ni conexo, ni compacto, cuando
X es un arbol distinto al intervalo. Ademas, podemos saber exactamente
cuantas componentes tiene NC*(X), si X es un arbol.

Corolario 2.37. Sea X un drbol con |R(X)| =m y |E(X)| = k. Entonces
la cantidad de componentes de NC*(X) es 2m + k — 1.

Demostracion.
Si X = I. Por la Proposicién [2.35], tenemos que NC*(I) =~ I, por lo que
NC*(I) es conexo y en este casom =0, K =2y 2m+k—1=1.

Si X # I. Por el Teorema [2.36] tenemos que NC*(X) ~ KDL & --- ®
i ® 1@+ B Jom—2 donde K es un k-odo simple para cada i € {1,...,k},
Z; ~ [0,1), y para cada i € {1,...,2m — 2}, J; = [0,1), de manera que
NC*(X) tiene exactamente 2m + k — 1 componentes.

[

Lema 2.38. Sea X una dendrita. Si D € NC*(X), entonces DNE(X) # (.

Demostracion.
Por el Teorema [2.33] sabemos que D € NC*(X) si y s6lo si algunas de las
siguientes se cumple:

(1) D=X;
(2) D ={e} cone € E(X);
(3) D =X\ C donde C es una componente de X \ {p} con p € X \ E(X).

En el caso (1) y (2) es claro que D N E(X) # 0.

Ahora para el caso (3). Como D es un subcontinuo no degenerado de X, por
el Teorema D tiene al menos 2 dos puntos de no corte y por el Teorema
los puntos de no corte son terminales. Por lo tanto, DN E(X) # (0 y el
Lema queda demostrado.

O

Teorema 2.39. Sea X un drbol. NC*(X) es conexo si y sdlo si X es el
intervalo.
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Demostracion.
<) Por la Proposcién [2.35, tenemos que NC*(X) ~ X. Por tanto, NC*(X)
es conexo.

=) Supongamos que X no es un intervalo. Por la Proposicién , |R(X)| =
m > 1y por los teoremas y |E(X)| = k > 2. De manera que por
el Corolario , NC*(X) tiene 2m + k — 1 > 3 componentes. Por tanto,
NC*(X) no es conexo.

0

Teorema 2.40. Sea X es un drbol. NC*(X) es compacto si y sélo si X es
el intervalo.

Demostracion.
<) Por la Proposcion [2.35] tenemos que NC*(X) ~ X. Por lo que NC*(X)
es compacto.

=) Supongamos por el contrario, que X no es un intervalo y dado que X es
un arbol, no tiene curvas cerradas simples. Por la Proposicién [1.17], X tiene
al menos un punto de ramificacién r. Consideremos X \ {r} = C; U...UC}
con k > 3. Por el Teorema , dado i € {1,...k} tenemos que A = X \ C;
es un continuo de no corte de X. Ahora tomemos J la arista que tiene en un
extremo a r tal que J \ {r} C C;.

Caso 1. J\ {r} = C..

Entonces, J = [e,r] es un pelo en X con e € E(X). Tomemos la sucesion
{rn}52, en [e,r] tal que, para cadan € N, r,, #ry r, —r.

Veamos que para cada n € N, [e,r,] € NC*(X).

Como 1, € O(X) C Q(X) y X \ {r,} tiene dos componentes C; y Cy donde
Cy = le, 1), por el Teorema [2.33] tenemos que X \ Cy = [e,7,] € NC*(X).

Veamos que [e,r] ¢ NC*(X).

Como X \ {r} tiene al menos 3 componentes y tenemos que una de estas
componentes es [e,r), podemos concluir que X \ [e,r] tiene al menos dos
componentes y, por tanto, no es conexo. De donde, [e,r] ¢ NC*(X).

Notemos que [e,r,] — [e,r]. Por lo tanto, NC*(X) no es compacto, y con
esto concluimos el Caso 1 (Ver Figura .
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Figura 2.9: Sucesién {r,}5° .

Caso 2. J\ {r} C C..

En este caso, tenemos que el otro extremo de la arista J es un punto de
ramificacion, digamos s. Tomemos la sucesion {s, }5°, en [r, s] tal que, para
cadan € N, s, # sy s, — s.

Veamos que para cadan € N, A, = AU [r,s,] € NC*(X).

Como s, € O(X) C Q(X) y X \ {sn} tiene dos componentes C; y Co
donde Cy = AU[r,s,), de manera que por el Teorema [2.33 tenemos que
4 :X\OQ =AU [T’,Sn] S NC*(X)

Veamos que Ay = AU [s,r] ¢ NC*(X).

Como X \ {s} tiene al menos 3 componentes y tenemos que una de estas
componentes es AU[r, s), podemos concluir que X \ (AU[r, s]) tiene al menos
2 componentes y, por tanto, no es conexo. De donde, AU [r,s] ¢ NC*(X).

A=X\C,

Figura 2.10: Sucesion {s, }° ;.
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Notemos que A,, — Ay. Por lo tanto, NC*(X) no es compacto (Ver Figura
2.10)); lo cual concluye nuestra demostracion.

]

Como consecuencia de los teoremas y obtenemos el siguiente re-

sultado.

Corolario 2.41. Sea X un drbol, las siguientes son equivalentes:

(1) NC*(X) es un continuo;
(2) NC*(X) es compacto;
(3) NC*(X) es conezo;

(4) NC*(X) ~ X

(5) X ~10,1].
Demostracion.

(1) =(2), (1) = (3), (4) = (1), (4) = (2) y (4) = (3), son inmediatas de
las definiciones y del hecho que X es un continuo.

(5) = (4), se sigue de la Proposicién [2.35]
(3) & (5), se sigue del Teorema [2.39|

(2) < (5), se sigue del Teorema
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2.3. NC*(X) no tiene hiperespacio unico.

Lo siguiente que nos preguntamos es si el hiperespacio NC*(X) es tnico,
encontramos que en el caso de que X es un arbol la respuesta es negativa.
Para este fin, veamos lo siguiente.

Definicién 2.42. Un continuo X tiene hiperespacio unico NC*(X) si Y es
un continuo y se sabe que NC*(X) es homeomorfo a NC*(Y), entonces X
tiene que ser homeomorfo a 'Y .

Lema 2.43. Sea f : X — Y un homemorfismo entre continuos. Entonces
para todo p € X ordy(f(p)) = ordx(p).

Demostracion.

Como f(Fr(A)) = Fr(f(A)). Sea p € X tal que ordy(f(p)) = my U
un abierto de Y tal que f(p) € U. Entonces, existe V' abierto de Y tal
que f(p) € V. C Uy |Fr(V)| < m (Ver Figura .11 (a)). Como [ es
un homeomorfismo p € f~4(V) C f~Y(U) y dado que |Fr(f~(V))| =
|[f(Fr(f~Y(V))| = |Fr(V)| (Ver Figura (b)). Entonces, ordx(p) < m,
por o que ordx (p) < ordy(f(p)).

Figura 2.11: Conjuntos U, V, f~Y(U) y f~1(V).

De igual manera, como f~! : Y — X es un homemorfismo, tenemos que
ordy (f(p)) < ordx(f~*(f(p))) = ordx(p). Por lo tanto, para todo p € X

ordy (f(p)) = ordx(p); lo cual concluye nuestro Lema.
[
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Ejemplo 2.44. Existen X,Y drboles no homeomorfos tales que NC*(X) =
NC*(Y).

Consideremos los siguientes arboles (Ver Figura [2.12)).

X 03 Y Dz D3

01 02 Dl

™m p T9 S 52 D4

Cy
Figura 2.12: Arboles X vY.

Veamos que X no es homeomorfo a Y. Supongamos por el contrario, que
existe f : X — Y un homeomorfismo, y sea p el tinico punto en X tal que
ordx(p) =4y 71,72 los puntos de orden 3 en X (Ver figura [2.12). Tenemos
que X\{p} = Cl UCQUC3UC4 donde 01 ﬂR(X) = {7"1}, CQQR(X) = {TQ} y
('3, Cy son arcos libres (Ver figura . Como f es un homemorfismo por el
Lema[2.43] tenemos que ordx(p) = ordy (f(p)) y al ser g el tnico punto en Y’
de orden 4, se tiene que f(p) = ¢. De igual manera, tenemos que f(r) = s;
y f(re) = sj con i,j € {1,2} donde s;,s2 son los puntos de orden 3 en
Y. Entonces, f(X \ {p}) = f(X)\{p} =Y \{¢} = D1UDyU D3 U D,
donde D; N R(X) = {s1,s2} y Da, D3 y D, son arcos libres (Ver figura2.12).
Dado que f es un homemorfismo y D; es conexo, tenemos que f~(D;)
es un conjunto conexo contenido en X \ {p} que tiene a r; y a rq, por lo
que f~(D;) C C; UCy por ser componentes de X \ {p}; lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, X no es homeomorfo a Y.

Tenemos que |E(X)| = |E(Y)| =6y |R(X)| = |R(Y)| = 3, por el Teorema
36l NC*(X) = KOLi® - LD T @ ®Js~ NC*(Y) donde K es un
6-odo simple, para cadai € {1,...,6},Z; = [0,1), y paracadai € {1,...,4},
Ji = [0,1) (Ver Figura 2.13); lo cual concluye el andlisis del Ejemplo [2.44]
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Figura 2.13: NC*(X) y NC*(Y).



Capitulo 3

Graficas finitas

3.1. Modelos de NC*(X).

Iniciamos esta seccién con el andlisis de algunas graficas conocidas, para
obtener informacién de su hiperespacio NC*(X), razon por la cual el lector
debe estar familiarizado con los modelos de estas graficas. Estos modelos se
pueden consultar en [11, p.29-47], [8, p.153-194] y [12].

El siguiente ejemplo se puede encontrar en [I1], Ejemplo 3.2 p.31-34] y en [19]
3.2 p.18].

Antes de comenzar nuestros ejemplos. Dado un continuo X y v € X. Defini-

mos Cy(X) ={A e C(X):ve A}
Ejemplo 3.1. La Circunferencia.

Sea S' = {z € R?: ||lz|| = 1} la circunferencia. Podemos dar un homemor-
fismo entre los subcontinuos de S* y D el disco acotado en el plano-zy. Sea
C' un subcontinuo de S!, tenemos las siguientes posibilidades:

Si C sea un arco no degenerado contenido en S', C' estd determinado por
su punto medio m¢ y su didmetro diam(C'). Ahora bien, consideremos la
recta Lo que pasa por los puntos (0,0) y m¢, también el punto h(C) € Lo
que esté a distancia 1 — diam/(C')) /27 del origen. Notemos que h(C') depende
tnicamente de m¢ y diam(C'). De donde, hemos asignado un punto hA(C),
para cada arco no degenerado en S*.

Si C' = {s} con s € S', podemos pensar que el punto medio C' es myzy = s

35
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y su didmetro diam({s}) = 0. Entonces al considerar la recta L, que pasa
por los puntos (0,0) y s, y el punto h({s}) € Ly que esta a distancia
1 — diam(C))/2m = 1 del origen, tenemos que h({s}) = s. De igual forma
que el el caso anterior, h(C') depende tinicamente de m¢ y diam(C'). Por lo
que, dado un subcontinuo de la forma {s} con s € S, le asignamos el punto

h({s}) = s.
Si C' = S', entonces h(C) = (0,0).

De lo anterior, definimos el homemorfismo h : C(S') — D donde a cada
subcontinuo C' le asignamos el punto h(C) = me(1 — diam(C))/2m) (Ver

Figura .

Figura 3.1: C(S").

Notemos que los subcontinuos de un solo punto estan representados en la
frontera de D. Si consideramos al punto r = (1,0), diremos que r es un
extremo izquierdo de un arco C' de S*, si r es el extremo del arco que queda
a la izquierda cuando nos paramos sobre el arco y vemos en la direccién del
origen. Sea B; el conjunto de todos los subarcos de S! que tienen a r como
extremo izquierdo. Notemos que para cada C € By, el punto m¢ estd en
{(z,y) € S : y > 0}. Ahora bien, cuando diam(C') tiende a cero tenemos
que C es casi {r}, y a su vez el nimero 1 — diam(C))/2n tiende a 1. De
donde, el punto h(C') es un punto muy cercano a r, en el interior del disco
D. Por otro lado cuando diam(C') tiende a 27 tenemos que C' es casi S, y a
su vez el nimero 1 —diam(C)) /27 tiende a 0. De donde, el punto A(C) es un
punto muy cercano al origen. Con este andlisis podemos representar a B con
el conjunto que se muestra en la Figura (Un “corazén”). Similarmente
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podemos representar a By el conjunto de todos los subarcos de S que tienen
a r como extremo derecho (Ver Figura [3.2).

Como cada subarco C' que contiene a r estd entre dos subarcos del mismo
didmetro de C', uno que tiene a r como extremo izquierdo y otro que tiene
a r como extremo derecho, con esto podemos concluir que le conjunto C =
{C € C(S") : r € C'} queda representado por la regién limitada por By y Bs.

(Ver Figura

Figura 3.2: C = {C' € C(S") : r € C} en C(S?).

Notemos que todos los subcontinuos de S! son de no corte. Por lo que
NC*(S') = C(S"). Esto concluye el andlisis del Ejemplo [3.1]

Ejemplo 3.2. La Paleta.

La Paleta es un continuo que consta de una circunferencia S y un arco L,
que se intersectan en un extremo del arco L, Denotaremos por v al punto de
interseccién de L con Sy por p al otro extremo de L (Ver Figura [3.3).

S

Figura 3.3: La Paleta.

Sea A = Cp,y(S) \ {S}, veamos que NC*(X) N C(S) = C(9) \ A



38 CAPITULO 3. GRAFICAS FINITAS

C) Sea A € A, tenemos que X \ A = (S\ A)U (L \ {v}) donde (S \ A) #
0#AL\A=(L\{v})y (S\A)N(L\{v}) =0, por tanto, A ¢ NC*(X) y
NC*(X)NC(S) CC(9)\ A

2)SiBeC(S)\Ay S # B, se tiene que X\ B = (S\B)ULy (S\B)NL =
{v}, entonces X \ B es conexo. Si B = S, tenemos que X \ S = L\ {v}. De
donde, B € NC*(X) N C(S).

En el Ejemplo p[37 vimos que el conjunto de los continuos que tiene al
punto v estd modelado con un “corazén” contenido dentro del modelo de
C(S), por lo que al considerar el modelo del conjunto A obtenemos la Figura

B4

5 {v}

Figura 3.4: Conjunto A en C(S).

Ahora bien, para obtener un modelo para los continuos de no corte de X
contenidos en S, basta ver como se representa el conjunto C(S) \ A, el cual
nos queda una 2-celda sin una parte de su frontera, como se ve en la Figura
0.0l

Figura 3.5: Conjunto C(S) \ A= NC*(X)NC(S).

Vamos a ver la Figura de otra manera, para este fin. Primero colocamos
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flechas en la circunferencia exterior y el corazén interior para saber en que
direccién estédn y consideramos la flecha que va de {v4} el punto antipoda
de {v} a Sy la etiquetamos con a como se muestra en la Figura 3.6 Ahora,
hacemos un corte donde esta la flecha a y desdoblemos la figura el hemisferio
norte 90° en el sentido de las manecillas del reloj y el hemisferio sur 90° en
sentido contrario de las manecillas del reloj, hasta obtener el segundo dibujo
de la Figura[3.6] Volvemos a girar el hemisferio norte y el hemisferio sur como
en el paso anterior y pegamos las orillas de éste segundo, hasta obtener el
tercer dibujo de la Figura (3.6

{v,}

{ UA}

Figura 3.6:
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Con lo anterior la Figura[3.5].4 = NC*(X)NC(S) se puede ver de la siguiente
forma (Ver Figura [3.7).

Figura 3.7: Continuos de no corte de X contenidos en S.

Ahora bien, para obtener los continuos de no corte de X contenidos en L,
NC*(X)NC(L). Veamos que B={B e C(L):pe A} = NC*(X)nC(L).

C) Dado B € B, si B # L, tenemos que X \ B = S U (L \ B) donde
SN (L\ B) = {v} por lo que X \ B es conexo. Si B = L, tenemos que
X\ B=S\B=5)\/{v}, el cual es conexo ya que S es una circunferencia.

D) SiAe C(L)\ B, tenemos que A C L'y p ¢ A, por tanto, X \ A tiene al
menos dos componentes: la componente que intersecta a S y la componente
que tiene al punto p, de manera que A ¢ NC*(X).

B estda modelado por un arco en C'(L) que va del arco L al singular {p} (Ver
figura , donde cada punto del arco representa un arco de la forma px con
x € L.

L {r}

Figura 3.8: Continuos de no corte de X contenidos en L.

Continuando con nuestro analisis veamos que los continuos de la forma C =
{C=LUA:A€ecCy(S)} CNC*(X). Sea C € C, entonces X \ C' =5\ A
el cual es conexo. Notemos que si A = S, tenemos que S\ S = (), donde
C=X.
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En el Ejemplo p37 vimos que el conjunto de los continuos que tiene al
punto v estd modelado con un “corazén” contenido dentro del modelo de
C(X), por lo que al considerar el modelo del conjunto C obtenemos el primer
dibujo en la Figura[3.9] La cual es homeomorfo a una 2 celda como se muestra
en el segundo dibujo de la Figura (3.9,

Figura 3.9: Conjunto C.

Por 1ltimo, consideremos Cyy (L) = {E € C(S) : v € E}. Veamos que los
continuos de la forma D = {D = SUE : E € Cyy(L)} € NC*(X). Sea
D € D, entonces X \ D = L\ E el cual es conexo. Notemos que si £ = L,
tenemos que L\ L = (), donde D = X. El conjunto D estd modelado por un
arco que va de la circunferencia S a X (Ver figura . Donde cada punto
del arco representa al continuo SU E, y E, es el arco en L que une a v con
el punto = € L.

S SJEx X

Figura 3.10: Conjunto D.
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Finalmente uniendo las figuras 3.7, 3.8, 3.9y obtenemos el modelo para
NC*(X) (Ver Figura [3.11)).

——
- ~

Ve N
/ \
/[
I \
{U}O /
\
\ ’
N 7

~

{r}

Figura 3.11: Modelo de NC*(X) para la Paleta.

De donde tenemos que NC*(X) es conexo. Ademads, este modelo se puede
encajar en R? y su dimensién es 2.

Ejemplo 3.3. Las Pesas.
Sea X el continuo al cual llamamos las Pesas, este continuo consta de dos
circunferencias 57,5 y un arco L, donde cada circunferencia se intersecta en

uno de los extremos de L. Denotaremos por v; al punto de interseccién de L
con Sy y por vy al punto de intersecciéon de L con Sy (Ver Figura [3.12)).

Sl 52

U1 (%)

Figura 3.12: Las Pesas.

Sea A = C,,1(S1) \ {51}, veamos que NC*(X) N C(S1) = C(51) \ A.

C) Sea A € A, tenemos que X \ A = (S;\ A)U(L\ {v1})US, donde S;\ A #
= @7

)
0# L\NA=L\{vi}, (L\{oi})N Sz ={v} y (S1\A)N((L\{v1}) US2)
por tanto, A ¢ NC*(X) y NC*(X)NC(S;) C C(S)) \ A.
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D) SiBeC(S)\ Ay S # B, se tiene que X \ B = (S;\ B)ULUSs,
(S1\B)N(LUSy) = {v1} y LNSy = {wy}, entonces X\ B es conexo. Si B = S,
tenemos que X \ S} = (L \ {v1}) U Sy. De donde, B € NC*(X) N C(Sy).

Similarmente al trabajo hecho en el Ejemplo p. (Figura obtenemos
que el conjunto de continuos de no corte de X contenidos en S} esta modelado
con el siguiente dibujo (Figura [3.13)).

- \\
4 \
A\
4 \
I \
{Ul +S1
\ /
7/
A /
N y
\\\ //

Figura 3.13: Continuos de no corte de X contenidos en Sj.

Ahora bien, veamos que B = {B = 5, UC : C € Cp,y(L)} € NC*(X). Si
B e By C # L, tenemos que X \ B = (L\C)US, donde (L\C)NSy = {vy},
por lo que X \ B es conexo. Si C = L, tenemos que X \ B = S5 \ {vq}, el
cual es conexo.

B estd modelado por un arco que va de S; a P, = Sy U L (Ver figura [3.14)).

Sy P

Figura 3.14: Conjunto B.

Continuando con nuestro andlisis, veamos que C; = {C = PLUD : D €
Cl}(S2)} € NC*(X). Sea C € Cy, entonces X \ C' = S5\ D el cual es
conexo. Notemos que si D = S, tenemos que Sy \ Sy = (), donde C' = X.

Similarmente al trabajo hecho en el Ejemplo p/A1] obtenemos que el con-
junto de continuos que conforman el conjunto C; esta modelado con el si-
guiente dibujo (Figura [3.15).
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Pl@ ) PL@X

Figura 3.15: Conjunto C;.

Uniendo las figuras [3.13] |3.14] y [3.15] Obtenemos los continuos de no corte
de X contenidos en (S; U L) UC; (Ver Figura [3.16)).

Figura 3.16: Continuos de no corte de X contenidos en (S; U L) UC;.

Similarmente podemos iniciar esta construccién en S, U L, definir C; = {C' =
P,UD : D e Cy,;(51)} v obtenemos:

Figura 3.17: Continuos de no corte de X contenidos en (S, U L) U Cs.

Finalmente uniendo las figuras y en el punto X, obtenemos el
modelo para NC*(X) (Ver Figura [3.18)).
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//—\\

Ve AN

e N\
/
1,

{UI}O

\

N 7

\\ //

Figura 3.18: Modelo de NC*(X) para las Pesas.

De donde tenemos que NC*(X) es conexo. Ademads, este modelo se puede
encajar en R? y su dimensién es 2.
Ejemplo 3.4. El Ocho.

El Ocho es un continuo que consta de dos circunferencias S; y S3, que se
intersectan en un punto. Denotaremos por v al punto de intersecciéon de S,
con Sy (Ver Figura|3.19).

Sh S

Figura 3.19: El Ocho.

Sea A = Cp,,3(S1) \ {S1}, veamos que NC*(X) N C(S1) = C(5) \ A.

C) Sea A € A, tenemos que X \ A = (S;\ A) U (S \ {v}) donde S; \ A #
0+ So\A=5\{v}y (S1\A)N(S2\ {v}) =0, por tanto, A ¢ NC*(X) y
NC*(X)NC(S;) C C(S)) \ A

D) SiBeC(S1)\Ay S; # B, se tiene que X \ B = (S1\ B)USy y
(S1\ B) NSy = {v}, entonces X \ B es conexo. Si B = S}, tenemos que
X\ S =52\ {v}. De donde, B € NC*(X)NC(Sy).

Similarmente al trabajo en la Paleta Ejemplo p (Figura obtenemos
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que el conjunto de continuos de no corte de X contenidos en S; esta modelado
con el siguiente dibujo (Figura [3.20)).

- N
// \\\
// \
/ \
'® |
\ !
\\ /l
\\ //
o

Figura 3.20: Continuos de no corte de X contenidos en Sj.

Ahora bien, veamos que By = {B = 51 UC : C € Cy(S2)} € NC*(X) Si
B € By y C # S, tenemos que X \ B = Sy \ C el cual es conexo, por lo
que X \ B es conexo. Si C' = S, tenemos que X \ B = Sy \ Sy = ), donde
B=X.

Similarmente al trabajo realizado en el Ejemplo p (Figura ob-
tenemos que el conjunto B; estd modelado con el siguiente dibujo (Figura

521

Figura 3.21: Conjunto B;.

Uniendo las figuras y [3-21} Obtenemos los continuos de no corte de X
que contiene a Sy o estan contenidos en Sy, (NC*(X) N C(S1)) U By (Ver

Figura [3.22)).
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S
Figura 3.22: (NC*(X) N C(S1)) U B.

Similarmente podemos iniciar esta construccién en Sy y obtenemos (Ver Fi-

gura [3.23)):

S

Figura 3.23: (NC*(X) N C(51)) U Bs.

Finalmente uniendo las figuras vy [3:23]en los puntos X y {v}, obtenemos
el modelo para NC*(X) (Ver Figura [3.24)).

{v}

X

Figura 3.24: Modelo de NC*(X) para el Ocho.

De donde tenemos que NC*(X) es conexo, ademés, el modelo se puede en-
cajar en R? y su dimensién es 2.
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Ejemplo 3.5. El Dulce.

El dulce es un continuo que consta de dos arcos L1,Ls y una circunferencia
S que se intersecta a cada arco en uno de sus extremos. Denotaremos por vy,
vy al punto de interseccion de L; con S 'y Ly con S respectivamente, y por
p1,p2 al otro extremo de Ly y Ly respectivamente (Ver Figura .

Figura 3.25: El Dulce.

Veamos que A= {A:Ac Cpy(L)} € NCHX).

Sea A € A. Si A # Ly, tenemos que X \ A = (L; \ A) U (S U Lg) donde
(L1 \ A)N(SU Ly) ={v}, por lo que X \ A es conexo. Si A = L;, tenemos
que X \ A= (SULy)\ {v1}, el cual es conexo.

El conjunto A estd modelado por un arco que va del singular {p, } al arco L,
(Ver figura (3.26]).

{n.} Ll

Figura 3.26: Continuos de no corte de X contenidos en L.

Antes de continuar nuestro modelo, primero veamos cuales son los subconti-
nuos de S tales que v; € S'y v ¢ S. Es decir, Cy,3(5) \ Clun} (5).

Llamamos « el arco superior de S que une v; con vy y 3 al arco inferior. Si
A€ Oy () \ Cruny (S), A es la unién de un subarco via de o y un subarco

v1b de B (Ver Figura [3.27)).
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U1 V2

A
B

Figura 3.27: Subcontinuo A

Si identificamos a « con el intervalo [0,1) donde vy corresponde a 0y vg a 1
y hacemos lo mismo con f, el continuo A = [vy, a] U [vq, b] queda identificado
de manera tnica por la pareja (a, b).

Por tanto, el modelo buscado es [0,1) x [0, 1) (Ver Figura [3.28)). Notemos que
la diagonal representa a los subcontinuos A de S tales que v; es punto medio
de Ay vy ¢ A (Ver Figura y por tltimo notemos que el punto (1,1)
representa a a U 8 = S (Ver Figura .

O i (ID S
. (///%aLm:@qu@bm
{ 1)5 [v;, al O

Figura 3.28: {A € C(S):v, € Ay vy ¢ A}.

Ahora, veamos que B = {B = L1 UC : C € Cp3(5) \ Cpny ()} U{S} C
NC*(X).

Sea B € B, si C'# S, tenemos que X \ B = (S\ C)U Ly donde (S\C)N Ly =
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{va}, por lo que X \ B es conexo. Si C' = S, tenemos que X \ B = Ly \ {02},
el cual es conexo.

Por el modelo que acabamos de explicar en la Figura [3.28, tenemos que el
conjunto B estd modelado con el siguiente dibujo en el que destacamos los
puntos que representan a L; y a P, = Ly U S (Figura [3.29)).

R .
1 \\\
1 \
1 \
1 \
1 \
| l’
I ~
Ly /Py
1 /
| /’
1 ’
I //

. o) -
Ly

Figura 3.29: Conjunto B.

Veamos que los continuos de la forma C = {C = PLUD : D € Cy,,1(Lo)} C
NC*(X). Sea C € C, entonces X \C = Ly\ C el cual es conexo. Notemos que
si C' = Lo tenemos Ly \ Ly = (), donde C' = X. El conjunto C estd modelado
por un arco que va de P; a X (Ver figura [3.30).

P X

Figura 3.30: Conjunto C.

Uniendo las figuras [3.26} |3.29| y |3.30] Obtenemos los continuos de no corte
de X que tienen a p;. Es decir, NC*(X) N Cyp,,3(X) (Ver Figura [3.31)).
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{p.} Ly

Figura 3.31: Continuos de no corte de X que tiene a p;.

Similarmente podemos iniciar esta construccion en p, y obtenemos:

X P2‘ LZ {pz}

Figura 3.32: Continuos de no corte de X que tienen a py, NC*(X)NCfp,y (X).

Uniendo las figuras y en el punto X, obtenemos una componente
de NC*(X) (Ver Figura|3.33)). Qué es la componente que tiene a X

1 |
{n} LJ( P X Py )Lz {p.}

Figura 3.33: La componente de X en NC*(X).

Veamos que hay maés continuos de no corte en este espacio. Consideremos
el conjunto D = {D € C(S) : {v,ve} N D =0} C NC*(X). Sea D € D,
tenemos que X \ D = (S\ D) U (L1 U Ly) donde (S\ D)N Ly = {1}y
(S\ D) N Ly = {va}, por lo que X \ D es conexo (Ver Figura [3.34)).
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Figura 3.34: Conjunto D.

En el Ejemplo [3.1] vimos que el conjunto de los continuos que tiene a un

punto p estd modelado por un corazén contenido en C(S). Consideremos
E={FE e C(X):{v,un}nD#0}=C(S)\D. La siguiente figura modela
al conjunto £ en C(S) (Ver figura [3.35)).

{vl} {Uz}

Figura 3.35: Conjunto & = C(S) \ D.

Ahora bien, un modelo de D en C(S), nos queda de la siguiente manera

(Figura [3.36]).

Figura 3.36: Conjunto D.

Notemos que D no es conexo. Si D € D, entonces {vy,v2} N D = (), por lo
que D C a\ {vy,v2} o bien D C B\ {vy,v9} (Ver Figura|3.37)).
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Figura 3.37:

Por lo cual D tiene dos componentes una contenida en C(«) y la otra en

C(B) (Ver Figura|3.38)).

(o) o) o) ")
C(a)n D CB)ND

Figura 3.38: Componentes del conjunto D.

Finalmente colocando juntas las figuras y obtenemos el modelo
para NC*(X) (Ver Figura [3.39).
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{p.} L, P X Pz\ Ly {r.}

a

/’\ f\

/ /
/SN /SN
/ \\ / \\
4 \ 4 \
T T
{v} {”2} {u} {“z}

Figura 3.39: Modelo de NC*(X) para el Dulce.

De donde tenemos que NC*(X) no es conexo, ademés, el modelo se puede
encajar en R?, su dimensién es 2 y tiene 3 componentes.

Nos preguntamos por mas familias de graficas finitas, consideramos ahora la
Oruga.

Ejemplo 3.6. La Oruga.

La Oruga es un continuo que consta de una unién finita de circunferencias
Siy..., S, tales que S;NS; #Dsiysélosi|i—j| <1.Paraie{l,...,n—1}
y [S:NS;j| = 1 donde la interseccién la circunferencia S; con S;1; es el punto
v;. (Ver Figura [3.40)).

Sy Sa Sn

[ XN J
Up—1

Figura 3.40: La Oruga.

En este ejemplo no seremos tan minuciosos, solo lo describiremos generali-
zando los argumentos que ya vimos en los ejemplos anteriores.



3.1. MODELOS DE NC*(X). 55

Primero describiremos algunos subconjuntos especiales de C'(X) que nos ayu-
daran en la descripcién de nuestro modelo de NC*(X).

Para i € {2,...,n — 1} definimos S; = «; U §; donde «; es el arco superior
de S; con extremos v;_1, v; y B; es el arco inferior de .S; con extremos v;_1,

v; (Ver Figura [3.41)).

Vi—1 V;

Bi

Figura 3.41: S; = a; U ;.

Con lo anterior, ahora definamos los siguientes conjuntos:

= {A=oq U1, dU[d,v;] :e,d € B yconv; 1 <c<d<w}

Ul
= {B=pFU[vi_1,a]U[bv;] :a,b € a;yconv_1<a<b<u}

En C(S;), A; y B; estan representados en la Figura m

Figura 3.42: A; U B; C C(5;).
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Paracadai € {1,...,n} definimos I; = J;_; ;. Di = U;5, 55 v Yi = U, 55
notemos que I, = () = D,,.

Para cada ¢ € {2,...n} definimos £; = {L = LUC : C € Cp,_(5:) \
Croy(Si)} U{L; U S;} y L1 =0 (Ver Figura [3.43).

LE L,

S000%

Figura 3.43: Conjunto L € L;.
Para cada i € {1,...n — 1} definimos R; = {R = D, UC : C € Cg,3(5;) \
Cro, 3(S)}U{D; US;} y R, =0 (Ver Figura 3.44)).

RE R,

C Si1 S

Figura 3.44: Conjunto R € R;.

Observemos lo siguiente:
SiLeL;y L=1I1US; entonces L € L;11y L =11 U{v}.
SiReER;y R=D;US;, entonces L € R;11 y R= D;1 U{v;_1}.

Como en el Ejemplo pp0] (Figura [3.29)), tenemos que la Figura [3.45] y la
Figura [3.46| modelan a los conjuntos R; y £; respectivamente.
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I; US; =L ;1
L;

I;U[v1, a]Ufvy, b]

dondelv1, a]C ary [vy, b C B,

Figura 3.45: Conjunto L;.

D; US; =R ;4

Di U[C, ’1)1',1] U [d, Uifl]

donde([c,v;1]C a1y [d, v; 1) B1

Figura 3.46: Conjunto R;.

De lo anterior que hemos definido, notemos que pasa lo siguiente:

LiNL; #0siysélosi|i—j| <1y L;,NLi =1US; = I (Ver Figura
3.47).
RZQRJ 7é (Z) SinélO si |Z—j| S 1 yRZ_lﬂRz = DlUSz = Ri—l (Ver Figura
3.47).
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£i+1

D

Figura 3.47: ‘Cz N Ej y Rl N Rj.

RiNL;#0siysélosii=1,j=nyRiNL, =D US =X=1,US5,,
(Ver Figura [3.48) en cualquier otro caso R; N L; = 0.

D,

Rs

Figura 3.48: R1 N L,,.

Podemos observar quesi A € £; = I;U...Ul;_1UC donde C' € Cy,,_3(5;) \
Clu,3(Si), entonces X \ A = R; ;1 U...UR,U(S;\ C) donde S;\ C es conexo,
v; € S;\Cyuv_1 ¢85 \C, porloque X\ Aesconexoy X\A € R,,
por tanto, £; C NC*(X). De igual manera, si B € R;, X \ B es conexo y
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X\ B € L;. Con esto probamos que £; C NC*(X) para toda i € {2,...,n}
y R; C NC*(X) para toda j € {1,...,n—1}.

Ahora, definamos los siguientes conjuntos que nos daran mas continuos de
no corte de X.

Te={Y,UA: Ae \j}siie{2,...,n—1}. (Ver Figura [3.49).

A re®
Si1 Si

Figura 3.49: T € T°.

TP ={Y;UB:Bep;}siie{2,...,n—1}. (Ver Figura|3.50).

TeT

51;1 B Sz

Figura 3.50: T € T;”.

Para ver un modelo de 7;* notemos que si A € 7, entonces A =Y, Uaq; U
[v;i_1,c] U [d,v;] donde [v;_1,¢c] U [d,v;] C By vio1 < ¢ < d < v;, entonces a
A le podemos asociar el punto (¢, d) en el cuadrado [v;_1, v;] X [v;_1,v;] (Ver
Figura con lo que 7, queda representado en el triangulo por arriba de
la diagonal.
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(vi—1, v)=Y;VaU{v;_1 } U{v;}

/l}.
’ (xay):Y;UaiU[Uh "du[yvvi]

(vi-1, 9=Y;Va;U{v; 1}V, vj]

\ (a,H)=Y;VaYv;,_1, dV[a, v;]

Figura 3.51: Conjunto 7.

Notemos que esta representacién no es inyectiva pues para todo punto (a, a)
en la diagonal tenemos que (a, a) ~ X, por lo que si identificamos la diagonal
nos queda que 7;* es una 2-celda (Ver Figura [3.52)).

1/1' UazU [Ci; Ui]

7

Y, Va,

N

Y;Va;U[v; 1, d;)

Figura 3.52: Conjunto 7;*.
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De igual manera, 7;° es una 2-celda (Ver Figura [3.53).

Y;iUB;Vla;, vi]

/!

Y; UB;

N

Y;UBZ‘U[Uifl; bi]

Figura 3.53: Conjunto 7?3.

Notemos que 7,* N 7;[3 = X. Por lo que uniendo las figuras
punto X, obtenemos un modelo para 7, U ’Eﬁ (Ver Figura

7° 77

Figura 3.54: T;*UT,".

Ahora, definamos los siguientes conjuntos:
By ={AeC(S)):v ¢ A}U{S:} (Ver Figura|3.55)).
B,={AeC(S,) :v,1 ¢ A U{S,} (Ver Figura [3.55).

Y;

61
3.52 v [3.53| en el
3.54
UB;
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A€ B, BE B,

Figura 3.55: A€ By y B € B,,.

Similarmente al trabajo hecho en el Ejemplo [3.4] p 46 obtenemos que el con-
junto B; estd modelado con el siguiente dibujo (Ver Figura [3.56]).

By

{1} Si

Figura 3.56: Conjunto B;.

De igual manera el conjunto B,, estd modelado con el siguiente dibujo (Ver

Figura |3.57)).
B,

{vn-1}

Figura 3.57: Conjunto B,.

Para cadai € {2,...,n—1} B ={A € C(S;) : {vi—1,v;} N A = 0}. Notemos
que B; = B* U B’ donde B* = {A € B; : A C a;} (Ver Figura [3.58) y
B’ ={AeB;:Ac B} (Ver Figura [3.59).
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Figura 3.58: A € B¢

s A€ BP

Figura 3.59: A € B/

Similarmente al trabajo que realizamos en el Ejemplo p (Figura[3.38)),
tenemos que los conjuntos B{* y Bf estdn modelados por la siguiente dibujo

(Figura [3.60)).

Bi

{vi1} B‘-" {vit {via} BB

1 1

{vi}

Figura 3.60: Conjuntos BY* y Bf.
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Hemos definido en C'(X) los conjuntos 7,2, T,°, B y B? cada uno de estos
subconjuntos de C'(X) es conexo, veamos que también son subconjuntos de

NC*(X).

Parai € {2,....n—1}si A € T A =Y, UaU [v_1,c U|[d,v] donde
[vic1, ¢, [d,vi] € By v < ¢ <d < wv. De manera que si ¢ = d, entonces
X\A=0ysic<d, entonces X \ A= (c,d) el arco abierto contenido en £;.
Por tanto, X \ A es conexo, 7;* C NC*(X), y ademés, X \ A € B7.

De igual manera podemos ver que 77, By Bf son subconjuntos de NC*(X),
yademés,siAEB?,X\AEﬁé,siAEBf,X\AEﬁ“ysiAEﬁﬂ,
X\ AepB

Finalmente, tenemos que NC*(X) = Byu U, £, uU— RiuUl, T,* U
TP UBYU B UB,.

Donde | J;_, ,CZ-UU?:_I1 R, estd modelado por el siguiente dibujo (Figura[3.61)).

Ly

I, =5,

Figura 3.61: U, £; U Ri.
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Ui, T2 U 77 ests modelado por la siguiente dibujo (Figura [3.62).

Y3 Uas

Y; Va;

Ys UB,
Figura 3.62: |JI_, ;> UT,".
Uniendo las figuras[3.56} [3.57},[3.61] y [3.62] en los puntos X, S; y S,,, obtenemos

una componente de NC*(X) (Ver Figura [3.63)). Qué es la componente que
tiene a X.

{v}

I, =S

Figura 3.63: La componente de X en NC*(X).
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Finalmente colocando juntas las figuras y paratodai € {2,...,n—
1}, obtenemos el modelo para NC*(X) (Ver Figura [3.64).

Figura 3.64: Modelo de NC*(X) para la Oruga.

De donde tenemos que NC*(X) no es conexo, ademés, el modelo se puede
encajar en R?, su dimensién es 2 y tiene 2n — 3 componentes, donde n es el
nimero de ciclos en X.

Ejemplo 3.7. El Tren.

Sea X el conjunto formado por n circunferencias Sy,...S, y n — 1 arcos
Ly,...L,_1 donde los extremos de los arcos L; son los puntos v;, w;, S;NS; =
D=L;NL;sii£jyL;NS;#0siysdlosije {i,i+1}, LiNS;={v}y
Li N Si+1 = {wz} (Ver Figura .

Si Sy S3 Si Sn-1 Sn
Ly m Ly Li 1 L; Ln
[ wluvz Wal eee Wi v; eee Wn—2 \ Wy
Un—1

Figura 3.65: El Tren.

Notemos que X es homeomorfo a la Figura |3.66, por eso el nombre de tren.
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Figura 3.66: El Tren.

Al igual que en la Oruga (Ejemplo [3.6), en este ejemplo no seremos tan
minuciosos y solo lo describiremos generalizando argumentos que ya usamos
en los ejemplos anteriores.

Para cada i € {2,...,n} definimos 15, = J,_, S; U L; (Ver Figura [3.67)).

J<i
Sl SQ Sifl

Ly Li4

Figura 3.67: Conjunto I5;.

Para cada i € {1,...,n — 1} Definimos:
ILi =, Lj-1US; (Ver Figura[3:63).

Sl Sz Sz

Figura 3.68: Conjunto IL;.



68 CAPITULO 3. GRAFICAS FINITAS

DS; = szl. L; U S;41 (Ver Figura|3.69).

Si+l Sn—l Sn

Figura 3.69: Conjunto DS;.

DL; = .., S; U L; (Ver Figura[3.70).

j>1
Sz'+1 Sn,fl Sn
Li+l Lnfl

Figura 3.70: Conjunto DL;.

Observacion: IS, = ) = DS,,.
Ahora, definimos para cada i € {2,...n}.

Ke LIS,
S1 Sy Sic1 C

L Liy

Figura 3.71: K € LIS,;.

De manera similar a lo hecho en el Ejemplo p. (Figura (3.45)), tenemos
que la Figura modela al conjunto LI1.5;.
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1L; =15, US;
LIS;

1S;
Figura 3.72: Conjunto LI.S;.
Y para cada i € {1,...,n — 1} definimos

3.73)

REe RDS,
O Si+1 Sn—l Sn

Ui

Figura 3.73: Conjunto R € RDS;.

Nuevamente a lo hecho en el Ejemplo p (Figura , tenemos que la
Figura [3.74 modela al conjunto RDS;.

DL,y =DS;US;
RDS;

DS;

Figura 3.74: Conjunto RDS,;.

Ahora bien, definimos para cada i € {1,...,n — 1}.
LIL; ={K=1L;UC :C € Cp,(L;)} (Ver Figura |3.75).
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Ke LIL;

L Liy C

Figura 3.75: Conjunto LIL;.

Similarmente al trabajo que realizamos en el Ejemplo p (Ver Figura
3.30)), tenemos que el conjunto L£IL; estd modelado por la siguiente arco con
extremos IL; e IL; U L; = 15;,1 (Ver Figura[3.76]).

LIL;

Figura 3.76: LIL;.

Observacién:

LIL;NLIS; # B siysdlosij=idonde LIL; NLIS; =IL; 0bien j=1i+1
donde EILZ N £ISH_1 = ISi+1 (Ver Figura ' .

ILiyy =18 141 USip
LISi

LIL; 1S =IL;VL;

LIS;

1S;

Figura 3.77: LIL; N LIS;.
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RDS;,NRDL; #0siysélosii>2y j=i—1donde RDS,NRDL;_; =

Figura |3.78))

DL; 1 =DL; y UL; 4
RDL;

—DS.US,
RDS, DL;y =DS;US;

Figura 3.78: RDS; N'RDL;.

LIL; NLIL; # 0 siy s6losii=j.
RDL;NRDL; # 0 siysélosii=j.
LIS;NLIS; # 0 siysolosii=j.
RDS;NRDS; # (D siysblosii=j.

LIS;NRDS; # 0 siysélosii =nyj=1 Donde LIS, NRDS; = X =
1S,US, = DS;US; (Ver Figura|3.79).

DS,

RDS,

DS US, =X

LIS,

IS,

Figura 3.79: LIS, N RD.S;.
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De esta manera, tenemos que si K = |, £IS,-UU:.:11 (RDS;ULIL,URDL;),
entonces L C NC*(X) y se ve asi (Ver Figura [3.80)).

LIS,

RDS, 1

Figura 3.80: K C NC*(X).

Parai € {1,...,n} definimos Y; = (X \ ;) U {v;,w; 1} = U/ L; U U,z Si
parai € {2,....,n— 1} Y =(X\ S1)U{vi} y Y, =(X\S,) U{v,1}.

Ahora, para cada i € {2,...,n — 1} definimos S; = a; U ; donde «; es el
arco superior de S; con extremos w;_1, v; y [3; es el arco inferior de .S; con

extremos w;_1, v; (Ver Figura |3.81)).

Si a;

Wi—1 U;

Bi

Figura 3.81: S; = a; U ;.

Con lo anterior, definamos los siguientes conjuntos:

i ={AeC(S):a; C A}
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En C(S;), A; y B, estdn representados en la Figura [3.82]

Bi

Bi

Figura 3.82: A; U B; C C(S5)).

Ahora, de manera similar a lo hecho en el Ejemplo [3.6] p[59| definamos los
siguientes conjuntos de de X.

Te={Y,UA: Ae\N}siie{2,...,n—1}.
TP ={Y;UB:Bep}siie{2,...,n—1}.

Notemos que 7, N 7;5 = X. Por lo quede de manera analoga al Ejemplo
pm obtenemos un modelo para 7, U T (Ver Figura [3.83)

7* T

Y UB;

Figura 3.83: 7,2 U7,

De manera que, definiendo 7 = (J'-, T* UT,” € NC*(X) estd modelado
por la siguiente dibujo (Figura [3.84).
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Y3 Uas

Y Va,

Y2 UB»

Figura 3.84: T = U?:_gl T4 U 7;/3-

yparacadai € {2,...,n—1} B, ={A € C(S;) : {w;— 1,vz}ﬂA 0}. Notemos
que B; = B U B’ donde B% — {A € B; : AcoyyB ={AeB;: Ac@}
analogamente al EJemplo pi tenemos que los conjuntos B{* y B estan
modelados por la siguiente dibujo (Figura [3.

a; BZ

{wi1} {vi} {wi1}
B2 B

1

{vi}

Figura 3.85: Conjuntos By* y Bf.
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Por tltimo, definimos By = {A € C(S) : vy ¢ A} U{Si} y B, = {A €
C(Sy) : w1 ¢ A} U{S,}, los cuales estdn modelados de manera similar al
Ejemplo pl62 por la Figura [3.86

B B,

{v1} S1 {wn1}

Figura 3.86: Conjuntos B; y B,,.

Si B=U",B;, BC NC*(X).

Finalmente, NC*(X) = K U T U B y estd modelado por el siguiente dibujo

(Figura [3.87)).

RDS,

Figura 3.87: Modelo de NC*(X) para el Tren.

De donde tenemos que NC*(X) no es conexo, ademds, el modelo se puede
encajar en R?, su dimensién es 2 y tiene 2n — 3 componentes, donde n es el
nimero de ciclos en X.

Ejemplo 3.8. La Theta.

La Theta es un continuo que consta de 3 aristas que se intersectan en sus
puntos extremos a saber Jy, Jy y J3 con extremos vy y vy (Ver Figura [3.88)).
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Figura 3.88: La Theta.

Sea C' € C(X) tal que v; € C, notemos que para toda i € {1,2,3}, J;NC es
un arco con extremos vy y t; con t; € [1,0]. A la coleccién de estos conjuntos
la denominamos por M (vy). Estos conjuntos se pueden representar en una 3-
celda de la siguiente manera a cada tres elementos t, t9, t3, los identificamos
con la tercia (¢, ts.t3) en R®. Como se muestra en la Figura

J3

{Ul} J2

J1

Figura 3.89: Conjunto M (vy).

Vamos a ver de esta familia cuales son continuos de no corte de X. Considera
C, = {C € C(J;) : v; € C} donde C es un arco de la forma |vy,1,], los
cuales estan representados por (t1,0,0). Si t; = vq, tenemos que [vy, vo] = Jj.
Entonces, X\ J; = Jo\ {v1, 02} UJ3\ {v1, 02} y Jo \{v1, v2} N I3\ {v1, 02} = 0.
Por lo que su complemento no es conexo, razén por la cual J; ¢ NC*(X). Si
ty € [v1,v2), tenemos que X \ [v1,t1] = (t1,v2] U Jo \ {v1} U J3\ {v1} donde
Vg € (t1,v9]NJo\{v1}NJ3\{v1} y dado que cada conjunto es conexo, tenemos
que X \ [v1,t1] es conexo. De donde, C;* = {C € C(J;) : v; € Cywvy ¢
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C} € NC*(X), este conjunto esté representado en el intervalo (¢1,0,0) con
t1 € [0,1) (Ver Figura|3.90)). Similarmente, tenemos a los conjuntos:

C;’l:{CEC(Jg)UleCyvg¢C}§NC*(X)y

Cgl :{CGC(J3>2U1 ECY’U2¢C} QNC*(X>

Representados en el intervalo (0, ¢, 0) con ¢ty € [0,1) y en el intervalo (0,0, ¢3)
con t3 € [0,1) respectivamente (Ver Figura [3.90))

Notemos que los continuos representados con la tercia (t1,ts,t3) donde t; €
[0,1), i € {1,2,3} estdn en NC*(X), ya que estas tercias representan a los
continuos de la forma C' = [vq, t1]U[vy, ta]Uvy, t3] vy X\ C = (t1, v2] U (ta, vo]U
(t3,v2], donde vy € (t1,v2] N (t2,ve] N (t3,v2] ¥y dado que cada conjunto es
conexo, tenemos que X \ C' es conexo. Entonces, T'(v;) = {C € C(X): C =
[u1, 1] U [v1, 2] U [v1, t5] donde t; € [0,1),4 € {1,2,3}} € NC*(X). Con esto
tenemos al interior de la 3-celda y las caras (0,t2,t3), (t1,0,t3) v (t1,12,0),
de la 3-celda que representa a M(v;) (Ver Figura [3.90).

Por tltimo, tenemos que los continuos representados por tercia (¢1,1,1) con
t1 € [0,1] conforman el conjunto Cy = {C € C(X) : C = [vy, ] U S, U
J3 con vy, t1] € Ci}y X\C = Ji\[v1,t1]. Sity € [0,1), entonces Jy \ [v1, 1] =
(t1,v9] el cual es conexo. Si t; = 1, entonces J; \ [v1,t1] = J; \ J1 = 0 el cual
es conexo. Por lo que X \ €' es conexo. De donde, Cyy; € NC*(X). Que
estd representado en el intervalo (f1,1,1) con ¢; € [0,1] (Ver Figura [3.90).
Similarmente tenemos a los conjuntos:

C:;ll == {C € C(X) . C = [Ul,tﬂ U J3 U J1 con [Ul,tl] € CQ} Q NC*<X) y

C;,ll == {O € C(X) . C = [Ul,tg] U JQ U Jl con [Uhtl] € Cg} Q NC*(X>

Que estéan representados en el intervalo (1,¢9,1) con ¢y € [0, 1] y en el intervalo
(1,1,t3) con t3 € [0, 1], respectivamente (Ver Figura|3.90)). Notemos que para
cada i € {1,2,3}, si t; = 1, la tercia (1,1,1) representa a X. (Ver Figura
3.90).
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Figura 3.90: Continuos de no corte en M (v;).

Similarmente si nos centramos en vy y en el conjunto M (v,), tenemos que los
conjuntos:

CfQI{CEC(Jl):UQGCYU1¢O},
C;}Q:{CEC(JQ):UQGCYU1¢C}Y
C§2:{O€C(J3)ZUQECYU1¢C}.

Estan contenidos en NC*(X) y se representan con los intervalos (¢1,0,0) con
t; € [0,1), (0,%2,0) con ty € [0,1) y (0,0,t3) con t3 € [0,1) respectivamente
(Ver Figura [3.91)). De igual manera, tenemos que el conjunto:

T(vo) = {C € C(X) : C = [y, 51]U[va, 52]U[v2, 53] donde s; € [0,1),i € {1,2,3}}.

Esta contenido en NC*(X), y se representa como el interior de la 3-celda
y las caras (0, s2,$3), (s1,0,53) y (s1,52,0), de la 3-celda que representa a
M (v9) (Ver Figura [3.91)). Por ultimo, tenemos que los conjuntos:

Coz ={C € C(X): C = [vg,51] U Jy U J3 con [vy,51] € C1},
C3h ={C € C(X): C = [vg,8] U J3UJy con [vg, 89] € Ca}y
C;,Ql = {C € C(X) O = [U2,53] U JQ U Jl con [U2,83] € Cg}

Estén contenidos en NC*(X) y se representan con los intervalos (s, 1,1) con
sp € [0,1], (1,89,1) con s € [0,1] y (1,1, s3) con s3 € [0, 1], respectivamente
(Ver Figura [3.91). Notemos que para cada i € {1,2,3}, si s; = 1, la tercia
(1,1,1) representa a X. (Ver Figura
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Vo Vo
v2
1 J3 3 32
—‘O-- ------ >
“— " :
._" 1
H X
1 I V2
: / :
1
! H
1 1
i (v} 7J. 2
:
E e CUQ
4
Jl Jo < & 21

Figura 3.91: Continuos de no corte en M (vy).

Notemos que hay mas continuos de no corte, consideremos ahora los siguien-
tes continuos By = C(J1) \ {/1}. Donde C' € B; es un intervalo de la forma
P, ] €y X\NC = J\[p,|UJoUJs = [v1,p1) U (q1,v2) UJoU Js,
donde vy € [v1,p1) N JoNJ3y ve € (g1, v2] N Jo N J3 y como cada conjunto es
conexo, tenemos que X \ C' es conexo. De donde, B; C NC*(X). Ahora bien,
sabemos por el Teorema [2.35] que un modelo para los subcontinuos de .J; es
un triangulo, por lo que un modelo para B; esta representado por la Figura

.92

{0} {v}

Figura 3.92: Conjunto B;.
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Andlogamente, tenemos que By = C(Jy) \ {2} € NC*(X) y By = C(J3) \
{J2} € NC*(X), los modelos para B, y Bs estan representado por los dibujos
de la Figura [3.93

{u} {up  {u} fu}

Figura 3.93: Conjuntos By y B3 .

Por tltimo, definamos Bf = {B € C(X): B = X \Cy C € B;}. Tenemos
que para cada B € Bf, X \ B = X \ X\ C. Como C € By, se tiene que
X \ C= [Ul,pl) U (q1; UQ] U Jg U J3 donde X \ C= [Ul,pl] U [ql,Uz] U JQ U Jg.
Entonces, X \ X \ C = (p1, ¢q1) el cual es conexo. Por lo que Bf C NC*(X).
Ahora, veamos como modelar este conjunto. Notemos que cada B € Bf estd
determinado por sus dos puntos p; vy ¢1, y cuando p; = ¢, tenemos que
B = X. Vamos a pensar que ambos extremos pueden variar a partir de un
singular 7 hasta llegar a todo J; (Ver Figura[3.94] (a)). Este comportamiento

se puede modelar como se muestra en la Figura [3.94] (b).

r I J2UJ3

r
p1 q
b1 qQ

Figura 3.94: Elementos de Bf.

Tenemos que hacer esto para cada punto de J; y obtenemos a todo el trian-
gulo como se muestra en el dibujo de la izquierda de la Figura Notemos
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que cada punto de la base del triangulo representa a X. Identificando a toda
la base en un punto obtenemos el dibujo de la derecha en la Figura |3.95

Jo UJ, Jo UJ3

X

Figura 3.95: Conjunto Bf.

Andlogamente, tenemos que B = {B € C(X) : B=X\CyC € By}. y
BS={BeC(X):B=X\CyCeBs} CNC*"X), los modelos para B y
B5 estan representados por los dibujos de la Figura [3.96

B; i UJs B LU,

X X

Figura 3.96: Conjuntos BS y Bj .

Para iniciar a construir el modelo tenemos que ver como se pegan las figuras
y [3:.91] Primero pegamos el punto que representa a X, como se ve en
primer dibujo de la Figura|3.97, al punto que representa a J3, como se muestra
en el segundo dibujo de la Figura[3.97y a los puntos Jo U J3 y Jo U J3 como
se visualiza en tercer dibujo de la Figura|3.9
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Jy UJs

{w}

Ji JiUJs Ji

Figura 3.97: Continuos de no corte en M (vy) y M(vg).

Ahora falta pegar los puntos Ji, Jo y J; U Jy de ambos cubos, como se ve en
la Figura |3.98
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Figura 3.98: Continuos de no corte en M (v1) y M (vs).

Notemos que para cada i € {1,2,3}, C;* es la arista de {v;} a J; en el modelo
de B; y C? es la arista de {v2} a J; en el modelo de B; (Ver Figura, Cals
es uno de los arcos de X a JU J3 en el modelo de Bf y Cy% es el otro arco de
X a Jy U J;z en el modelo de Bf (Ver Figura [3.99), similarmente Cy'y es uno
de los arcos de X a J; U J; en el modelo de B y Cj% es el otro arco de X a
J1 U J3 en el modelo de BS (Ver Figura @[) Por 1ltimo, Cy% es uno de los
arcos de X a J; U Jy en el modelo de BSy le2 es el otro arco de X a J; U J,
en el modelo de B§ (Ver Figura . Con lo anterior al colocar juntas las

figuras
Figura

3.92

| [3.931 [3.95], 13.96] y [3.98] obtenemos el modelo para NC*(X) (Ver

3.99




84 CAPITULO 3. GRAFICAS FINITAS

{ ?}1 JQ {

v,} J, UJ,
,,,4‘,'

7, UJ,

Figura 3.99: Modelo de NC*(X) para la Theta.

De donde tenemos que NC*(X) es conexo, ademds, el modelo se puede en-
cajar en R? y su dimensién es 3.

Pregunta 3.9. ;Se podrd caracterizar la conexidad de NC*(X), cuando X
es una grdfica finita en relacion a los ciclos de la grdfica?

3.2. Compacidad de NC*(X) en gréaficas fini-
tas

Como hemos visto, para que el hiperespacio NC*(X) sea conexo o no, depen-
de mucho de la grafica X con respecto a la compacidad del espacio tenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 3.10. Sea X una grdfica finita. Entonces NC*(X) es compacto si
y sélo si X ~[0,1] 0 X ~ St

Demostracion.
<) Si X &~ [0,1]. Por la Proposicién tenemos que NC*([0,1]) ~ [0, 1].
Si X ~ S'. Del Ejemplo sabemos que NC*(S') = C(S"). Por lo que en

ambos casos NC*(X) es compacto. Lo cual concluye estd implicacién.

=) Supongamos que NC*(X) es compacto y que S' % X # [0, 1], entonces
por la Proposicién [1.17, R(X) # 0. Con el fin de obtener una contradiccién,

mostraremos una serie de afirmaciones.
Afirmacién 1. X no tiene lazos.

Supongamos por el contrario, que X contiene un lazo L. Sea p el tinico punto
de ramificacién en L. Tomemos la sucesién {p,}°°; en L tal que, para cada

neEN, p, DYy pn — p.

Veamos que para cada n € N, {p,} € NC*(X).

Sean € Ny p, € L\{p}. Como L es un lazo, tenemos que L\ {p,} es conexo
y dado que p,, # p, tenemos que p € L\ {p,}. De donde, X \ {p,} es conexo.

Por lo tanto, {p,} € NC*(X) (Ver Figura (3.100]).
Veamos que {p} ¢ NC*(X).

Como p es el punto de ramificacién del lazo, tenemos que X \ {p} tiene al
menos dos componentes. Por lo que {p} ¢ NC*(X).

Dado que {p,} — {p}, tenemos que NC*(X) no es compacto; lo cual es una
contradiccién. Esto termina la prueba de la Afrimacién 1 (Ver Figura|3.100)).

C 3
L
X

Figura 3.100: Sucesion {p,}>2 ;.
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Afirmacion 2. X no tiene pelos.

Supongamos que [e,r]| es un pelo en X con e € E(X) y r € R(X). De donde,
X\{r} no es conexo. Si X'\ {r} tiene 3 o mas componentes, entonces tomamos
la sucesion {r,}°°, en [e,r] tal que, para cadan € N, r,, Zryr, —r.

Veamos que para cada n € N, [e,r,] € NC*(X).

Como r,, € O(X)y X\{r,} tiene dos componentes Cy y Cy donde C; = [e,1,,)
y dado que r,, # r, tenemos que r € Cy. Como X es una graficia finita, X \ C}
es conexo. Por lo tanto, [e,r,] € NC*(X) (Ver Figura [3.101]).

Veamos que [e, 7] ¢ NC*(X).

Como X \ {r} tiene al menos 3 componentes y tenemos que una de estas
componentes es [e,r) por ser un pelo. Entonces, X \ [e, r| tiene al menos dos
componentes y, por tanto, no es conexo. De donde, [e,r] ¢ NC*(X) (Ver

Figura|3.101)).

Figura 3.101: Sucesién {r,}5° .

Como [e, ] — [e,r], entonces NC*(X) no es compacto; lo cual es una con-
tradiccion. Por lo tanto, X \ {r} tiene 2 componentes una es [e, r) y llamemos
K a la otra componente.

Si X'\ {r} tiene dos componentes, sean ordx(r) =m > 3y U = {U, : n € N}
una base local de X en r tal que para cada n € N, diam(U,,) < 2%, U, es un

m-~odo con vértice r y Fr(U,) C O(X).

Notemos que Fr(U,) N [e,r) = {u}, de manera que [e,7] UU = [e,r] UU,
es también un m-odo. Dado n € N, sea 2, € Fr(U,) \ [e,r]. Veamos que
{zn} € NC*(X).



3.2. COMPACIDAD DE NC*(X) EN GRAFICAS FINITAS 87

Como ordx(r) = m > 3, existe un punto ¢ € Fr(le,r] UU,) \ {#,}. Dado
que ¢, z, € Ky K es cerrado, existe un arco [q,z,] C K C X \ {r}.

Veamos que X \{z,} es conexo. Sean wg, w € X\{z,}. Siw,wy C ([e,r] UUp,)\
{z}, existe un arco w,wy C ([e,r] UU,) \ {z.}. Si w,wy € K, consideremos
un arco [w,wy] C K, si z, ¢ [w,w], entonces [w, wo] C K\ {z,}.

Sean u, v puntos en [w, wy| tales que [w,u] N [z,,q] = {u} y [v,wo] N [zn,q] =
{v}. Notemos que no es posible que [r, z,]N[z,, w] = {z,}, pues de lo contrario
tenemos que en z, inciden los arcos [w, z,], [z, q] ¥ [, 2n] que se intersectan
solo en el punto z,, esto implicarfa que ordx(z,) > 3y 2z, € R(X); lo cual
es una contradiccién. Por tanto, u # z, o existe a € [r, z,] tal que el arco
[w,a] N [r, z,] = {a}. Andlogamente, no es posible que [r, ¢| N [g,v] = {v}, de
donde v # q o existe b € [r,v] tal que el arco [wg,b] N [r,q] = {b}. De aqui
tenemos los siguientes casos:

Caso 1. u € [z,,q] vy u # z,.

De igual manera, podemos ver que u # ¢ y dado que v € [z,,q], ahora
procedemos a analizar el comportamiento de v.

Caso 1.1. v € [z,,q] y v # q.

De igual manera, podemos ver que v # z, y en general {u,v} N{z,,q} = 0.
Entonces [u, v] C [2n,q] \ {2zn, ¢} vy €l arco [w,u] U [u,v] U [v,we] C K \ {z,}

(Ver Figura [3.102]).

Wy

Figura 3.102: u # z, y v # q.

Caso 1.2. v € [z,,q| y existe b € [r,v] tal que el arco [wp, b] N [r,q] = {b}.

En este caso, tenemos que [v,u] C [q, z,). Entonces el arco [wg,v] U [v,u] U
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[u,w] C K\ {z,} (Ver Figura 3.103).

Wy

Figura 3.103: v # z, y ¢ = v.

Caso 2. u € [z,,q] y existe a € [r, z,] tal que el arco [w,a] N [r, z,] = {a}.

Nuevamente, como v € [z,,q] procedemos a analizar el comportamiento de
v.

Caso 2.1. v € [z,,q] y v # q.

De manera similar al Caso 1.1, podemos probar que v # z,. De donde,
lq,v] C [q, zn). Entonces el arco [w, a]U[a,r]U]r, q|U[g, v]U[v, wo] C K\ {z,}

(Ver Figura [3.104]).

Wo

Figura 3.104: z, =u y v #q.

Caso 2.2. v € [z,,q| y existe b € [r,v] tal que el arco [wp, b] N [r,q] = {b}.

En este caso, tenemos que el arco [wy,a] U [a,r] U [r,b] U [b,w] C K \ {z.}

(Ver Figura [3.105)).
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Figura 3.105: 2, =uy v = q.

Siwy € ([e,r] UU,)\{zn} y w € K\{z,}, entonces existen los arcos [wy, q] C
([e;r]UUR) \ {zn} v dado que ¢, w € K \ {z.}, de manera similar al caso
anterior, tenemos que [¢,w] C K \ {z,}. Por tanto, X \ {z,} es conexo y
{z,} € NC*(X).

Como z, € Fr(U,), r € U, y diam(U,) < 5+ la sucesién de puntos {z,}
cumple que {z,} — {r}, {z.} € NC*(X) y {r} ¢ NC*(X). Por tanto,
NC*(X) no es compacto; lo cual es un contradiccién. Esta contradiccién
nace de suponer que X tiene pelos. Con lo que concluimos que X no tiene
pelos y la Afirmaciéon queda demostrada.

Observacién 1. F(X) = 0.

Si p € E(X), entonces existe una arista L tal que p € L'y L = [r,e|, donde
LN R(X) = {r}. Entonces L es un pelo; lo cual contradice la Afirmacién 2.

Afirmacién 3. |R(X)| > 2.

Si |[R(X)| = 1, entonces X tiene un pelo o un lazo; lo cual contradice la
Afirmacién 1 o la Afirmacion 2.

Sea Tr(x) un arbol minimo que contiene a R(X).
Afirmacién 4. 0 # E(Trx)) € R(X).

Por el Teorema [2.22) T x) tiene al menos dos puntos de no corte y por el
Teorema estos dos puntos son puntos terminales de Tr(x) y, por tanto,

E(Trx)) #0 .

Supongamos por el contrario, que existe un punto e € E(Tprx)) \ R(X).
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Como Tg(x) es localmente conexo y colocalmente conexo, existe U una ve-
cindad conexa de e tal que |[Fry,  (U)] = 1, UNR(X) = 0y Trx) \ U
es conexo. Entonces R(X) C Tgx) \ U es un subédrbol de Tp(x). Lo cual
implica que Tr(x) no es un arbol minimo que con tiene a R(X); lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, § # E(Tgx)) € R(X).

Afirmacién 5. O(X) N Trx) C O(Trx))-

Sea p € O(X) NTg(x). Si {U, : n € N} es una base de vecindades de p en X
tal que |Fr(U,)| = 2, entonces dada p € O(X) NTrx), {U.NTg(x) : n € N}
es una base de vecindades de p € Ty(x) tal que |F’I“( w) N Trxy| < 2. De
manera que ordry, . (p) < ordx(p) = 2 Si ordry, ., (p) = 1, entonces pE
E(Trx)) C R(X) y ordx(p) > 3; lo cual es una Contradiccién. Por lo tanto,
pe O(TR ))-

Afirmacién 6. Toda componente C' de X \ Tx(x) es un arco libre (p, q), C
es un arco con extremos p, ¢ tales que p # ¢ con {p, ¢} C R(X) C Tr(x)-

Como R(X) C Trx), entonces si C' es componente de X \ Tr(x), CNR(X) =
(), por lo que C' es un arco libre, C' es un arco con extremos p, gy CNR(X) = (.

Por la Observacién 1, F(X) = 0, por lo que {p,q} € O(X) U R(X). Su-
pongamos por el contrario, que p € O(X), entonces por la Afirmacién 5
p € O(Tr(x))- De manera que existen puntos ¢, d € Tx(x) tales que los arcos
cp, pd C Trex) Cumplen que cpNpd = {p}. Sea z € C, entonces el arco cp C C
cumple que zp N Trx) = {p}. De donde, cpUpdU zp es un triodo con vértice
pyp€ R(X);lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, p € R(X). De igual
manera, probamos que ¢ € R(X). Si p = ¢, entonces U es un lazo; lo cual
contradice a la Afirmacién 1, por lo que p # q y {p,q} C R(X) C Trx) y
con esto se termina la prueba de la Afirmacién.

Afirmacién 7. Tpx) ¢ NC*(X).

De la Afirmacion 3, se sigue que Tr(x) es no degenerado dado que E(Tg(x)) #
(. Supongamos por el contrario, que Tr(x) € NC*(X). Entonces por la Afir-
macién 6, X \ Trx) = (p, q) es un intervalo abierto en X con (p,¢)NR(X) =
0, p,q € (R(X)NTrx))- Si{p,q} N E(Trx)) # 0, entonces ordx(p) = 2 o
ordx(q) = 2; lo cual es una contradiccién a la Afirmacién 6, {p,q} C R(X).
De aqui se deduce que existe un punto z € E(Tgrx)) y 2 gé Fr(Tgx)). Por
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tanto, 2 € int(Tg(x)), de donde tenemos que ordr, . (z) = ordx(z) = 1; lo
cual contradice que z € R(X). Por lo tanto, Tr(x) ¢ NC*(X). Esto termina
la prueba de la Afirmacion 7.

Ahora, estamos listos para dar el argumento que nos da una contradiccién.
Sea X una gréfica finita tal que NC*(X) es compacto.

Por la Afirmacién 3, |R(X)| > 2 y Tgx) es un arbol no degenerado. Por
las Afirmaciones 7y 6, X \ Tgrx) = {C1,...,Cn} con m > 2, donde Cj es
un arco libre y C; tiene puntos extremos p;, ¢; € R(X) N Trx) y pi # ¢i- Si
para toda C € {C},...,C,,} se tiene que C tiene puntos extremos p,q tal
que {p, ¢} N E(Trx)) = 0 entonces, para todo x € E(Trx)), v ¢ Fr(Trx))-
De donde, ord,(z) = 1; lo cual contradice que z € R(X). Por lo tanto, existe
C € {Cy,...,C,} tal que C tiene puntos extremos p,q con p € E(Tgrx)).
Sea A = pq el arco en Tr(x) con puntos extremos p y ¢ (Ver Figura .

Figura 3.106: Arco A.

Observacién 2. A ¢ NC*(X).

Si Tr(x) = A por la Afirmacién 7, A ¢ NC*(X) y la afirmacion, esta probada.
Supongamos que Txr(x) 7# Ay sea z € Trx) \ A, como C' es una componente
de X \ Trx), por ende de X \ A, y ademads, z ¢ C, tenemos que X \ A tiene
al menos dos componente. Por lo tanto, A ¢ NC*(X).

Sea ANR(X) ={p=mpo,...,q=pr}conpy < --- < py en el orden natural del
arco A = pq. Sea « : [0,1] = A un homeomorfismo y sean 0 = so <, ..., < S
en [0,1] dados por a(s;) = p; para cada i € {0,...k} y definimos el arco

ordenado 3 : [0,1] = C(X) como S(t) = a([0,t]) (Ver Figura [3.107).
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Trix)

Figura 3.107: Conjunto A.

Observacion 3. Para cada t € [0, 1], 5(t) € NC*(X).

Para t < s;.

De como se definieron § y A, tenemos que ((t) C A C Tgrx) y B(t) N
R(X) = {p}. Del inciso (3) del Teorema [2.33} se sigue que Trx) \ B(t) es
conexo y por la Afirmacién 6, cada componente C' de X \ Tx(x) cumple
que T 1 (Trxy N (R(X) \ {p}) # 0. De donde, X \ (1) = (Tacx, \ A()) U
U{Ci\{p} tal que C; es una componente de X \Tp(x)} el cual es un conjunto
conexo de X, entonces (t) € NC*(X) para cada t < s;. Como NC*(X) es
compacto, concluimos que [3(s;) € NC*(X).

Observacién 4. Supongamos que existe i € {1,...,k—1} tal que para cada
t <s; B(t) € NC*(X). Entonces, para cada t € [s;, s;41], 5(t) € NC*(X).

Sea s; <t< Sit1-

Primero, probemos que para cada x € X \ B(t) existe un arco L, con puntos
extremos x, p;+1 tal que L, C X\ (). Sea x € a((t, s;41]), entonces z = a(s)
para alguna s > t y el arco a(]s, s;41]) satisface la condicién que buscamos.
Sea x € X \ f(s;+1) sabemos que existe un arco L, = xp; en X \ 5(s;) que une
axyap1 porque B(s;) € NC*(X). Dado que a((si,si41)) NR(X) =0y
pi & Ly, tenemos que xp;+1 Na([S;, Siv1]) = {pi+1} es el primer punto tal que
x < pir1. Por lo que el arco L, = zp; satisface la condicién que buscamos.
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Por lo tanto, si z,y € X\ B(t), entonces L, UL, es un subconjunto conexo de
X\ B(t) que contiene a ambos puntos y con esto probamos la afirmacién para
t < $i41. Como f(t) € NC*(X) para cada t < s;41 y NC*(X) es compacto,
entonces [(s;11) € NC*(X).

De las Observaciones 3 y 4, concluimos que A = B(sx) € NC*(X); lo cual
es una contradiccién a la Observacién 2. Hemos probado que si R(X) > 1
llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, R(X) = ().

Obtenemos que X es una gréafica finita sin puntos de ramificacion, por la
Proposicién [1.17] X es homeomorfo a un intervalo o una curva cerrada simple
y con esto queda probado el Teorema.

[

Del resultado anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Sea X una grdfica finita. Entonces:
(1) NC*(X) ~ X siy sélo si X es un intervalo.
(2) NC*(X) = C(X) siy sdlo si X es una curva cerrada simple.

Demostracion.
Si X ~ NC*(X) o C(X) = NC*(X), entonces NC*(X) es compacto. Por
Teorema |3.10) X es un intervalo o una curva cerrada simple. Por la Proposi-
cion y el Ejemplo , si X es un intervalo, tenemos que NC*(X) ~ X
y si X es una curva cerrda simple, entonces NC*(X) = C(X).

O

A continuacion, mostraremos una generalizacion del segundo inciso del Co-

rolario [3.11]

Teorema 3.12. Sea X un continuo localmente conezo. Entonces NC*(X) =
C(X) siy sdlo si X ~ S

Demostracion.

<) Si X ~ S*, por el Ejemplo [3.1] sabemos que NC*(X) = C(X).

=) Sean p,q € X, U € X un abierto conexo tal quep € Uy q ¢ U. Si Fr(U)
es conexa, entonces Fr(U) € C(X) = NC*(X) y X \ Fr(U) es conexa; lo
cual es una contradiccién. Por lo que Fr(U) no es conexa.
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Para caday € Fr(U), sea C, un abierto conexo tal quey € C, yp & C, € X\
{¢q}. Como Fr(U) es compacta, podemos escoger puntos yi,...,y, € Fr(U)
tal que {C,,,...,C,, } es una cubierta abierta finita de Fr(U). Para cada
i€ {l,...,n}, sean z; € Cy, \ (Fr(U) U Ezt(U)), pz; es un arco en U que
une a p con z y 1; € pz; tal que pz; N C,, = {r;}. Entonces, G, = JI_, pr;
es una grafica finitay Z = G,UC,, U...UC,, € C(X) (Ver Figura.
Por lo que X \ Z es conexo y, como g € (X \ Z) N Ezt(U), obtenemos que
(X\Z)NU = 0. De donde, p € U\ (Cy, U...UC,,) C G, C U. Por lo
tanto, cada p € X tiene una base de vecindades que son una grafica finita,

por el Lema[l.22] X es una grafica finita. Por el Corolario [3.11] tenemos que
X ~ S!'y con esto queda probado el Teorema.

L

Figura 3.108: Conjunto G).

Del Corolario y el Teorema |3.12| surge la siguiente pregunta:

Pregunta 3.13. ;Sea X un continuo localmente conexo. Si X ~ NC*(X),
entonces X es el intervalo?

No tenemos una caracterizacién completa, pero probaremos esto de manera
positiva cuando X es una dendrita en el Capitulo [4]
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3.3. Conexidad Local de NC*(X) en gréaficas
finitas

En esta seccién, mostraremos que si X es una grafica finita, entonces NC*(X)
es localmente conexo. Para este fin, veamos primero una serie de resultados
previos.

Dada X una grafica finita, definimos:
L ={L: L es arista o ciclo de X};
y dado A € C(X) definimos:
Ea = {F : FE es una componente no degenerada de AN(L\R(X)) con L € L}.
Dado A € NC*(X) y sea € > 0 tal que, satisface:
(a) e <min{{}diam(E): E € €4}, };
(b) Si (E(X)UR(X))\ A#0, entonces ¢ < 1d(A, (E(X)UR(X)) \ A);
(c) Si A# X, existe p e X \ A tal que ¢ < 1d(A, p);

(d) Para toda a € Fr(A), B(e,a) N ((R(X)U E(X))\ {a}) = 0;

(e) B(e,a)N B(e,a’) = 0 para toda a # d’, a,a’ € Fr(A).

Sea X una grafica finita tal que I # X # S!' y sean A € NC*(X), B €
C(X) tales que H(A, B) < ¢ (e, satisface las condiciones (a)-(e)), entonces
se cumplen las siguientes observaciones:

Observaciéon 1. Siq € (R(X)U E(X)) N B, entonces ¢ € A.

Supongamos por el contrario, que ¢ ¢ A, de donde ¢ € (R(X) U E(X)) \ A.
Como H(A, B) < ¢, entonces ¢ € B C N(g,A), de donde existe a € A tal
que d(a,q) < e. Por la condicién (b), tenemos que d(a,q) < 1d(A, (E(X) U
R(X)) \ A); lo cual es una contradiccién. Por tanto, g € A.

Observacion 2. 5i D es una componente de A \ B o D es componente de
B\ A, entonces D no contiene ni aristas ni ciclos de X.
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Sin perdida de generalidad, sea D una componente de A\ B. Supongamos por
el contrario, que existe una arista o ciclo L tal que L C D, L\ R(X) C D C
A\ B. Sea a el punto medio de L, entonces B(%,a) C (L\R(X)) C D C A\B.
De manera que a ¢ N (e, B); lo cual contradice que H(A, B) < e.

Observacién 3. Si D es una componente de A\ B, entonces [DNR(X)| < 1.

Supongamos por el contrario, que |[D N R(X)| > 2. Sean ¢, € DN R(X) tal
que ¢ # r. Como D es arcoconexo al ser subcontinuo de X (Proposicién
y Teorema , existe un arco a con extremos ¢ y r contenido en D. Dado
que p,q € R(X), o contiene una arista; lo cual contradice la Obeservacion 2}
Por lo tanto, |D N R(X)| < 1.

Observacion 4. Si E € £, entonces B Nint(E) # 0.

Sea, F una componente no degenerada de AN (L \ R(X)) y sea ¢ el punto
medio de E. Por (a) y del hecho que d es la longitud del arco y es una métrica
convexa, tenemos que B(e,q) C int(E) y como H(A, B) < ¢, existe b € B
tal que d(b,q) < e. Entonces B N B(e, q) # 0. Por lo tanto, B Nint(E) # (.

Observaciéon 5. Si A # X, entonces B# X yp ¢ B.

De (c), tenemos que existe p € X \ A tal que ¢ < d(’i’p ), Supongamos por el

contrario, que p € B. Como H(A, B) < ¢, entonces B C N(e, A), de donde

existe a € A tal que d(a,p) < €. Por lo que, d(a,p) < dA). 16 cual es una

1
contradicién. Por lo tanto, p ¢ By B # X.

Observacion 6. Sie € ANE(X) yL € L donde L = [r,e]. Si B € NC*(X),
entonces se cumple uno de los siguientes casos:

(1) e € B;

(2) B=X\ (b,e] dondebe L\ {r}.
Si e € B, tenemos el resultado, supongamos que e ¢ B. Como e € Ay

H(A,B) < e < %, tenemos que existe z € B tal que d(e,z) < 1, de donde
B(4,z) C L\ {e}. Entonces, BNint(L) # () y, por tanto, BN (L\ {r}) # 0.

Sea b el primer punto de B tal que [e,b] N B = {b}, entonces [e, b) es compo-
nente de X \ B. Dado que b € L\ {r}, b € O(X), entonces X \ {b} = ", C;
con m € N, m > 2y C; las componentes de X \ {b}.
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Veamos que si BNC; # () para alguna i € {1,...,m}, entonces C; C B, pues
de lo contrario, si existe ¢ € C;\ B. Como b ¢ C;, existe a € (B\ {b})NC; =
int(B) N C; C int(B). Como C; es abierto y conexo en X por el Teorema
el arco ga C Cj, como ¢ ¢ By a € int(B) existe V' € Fr(B) tal que
b € ga C C;. Entonces, V' € Fr(B) y b # b; lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, C; C By

Notemos que B # {b}, pues b € O(X) y, por tanto, {b} ¢ NC*(X). De
manera que, BN C; # () para alguna i € {1,...,m}, de donde k el nimero
de componentes tales que B N C; # ) es distinto de cero y por lo anterior,
tenemos que B = Ule {C;ufb} : BNC; # 0} y X\ B = U, {C; :
BﬂCj:@} conn=m — k.

Veamos que n = 1, supongamos por el contrario que con n > 2, es decir, existe
al menos otra componente C' de X \ B tal que C # [e, b), con esto tendriamos
que X\ B ={J/_, {C;U{b} : BNC; =0} es un conjunto con elementos dos
elementos ajenos, lo cual contradice el hecho que B € NC*(X). Por lo que,
n = 1. Con esto, concluimos que X \ B = (b, €] y, por tanto, B = X \ (b, e].

Observacién 7. Si A € Fi(X), A={e} tal quee € E(X) y B € NC*(X),
entonces e € B.

Supongamos por el contrario, que e ¢ B. De la Observacién [6], tenemos que
B =X\ (be] donde b € L\ {r}, L € Ly L = [r,e], entonces H(A, B) >
d(e,r). Por (a) y que la métrica es convexa, tenemos que d(e,r) > €, con
esto concluimos que H(A, B) > ¢; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
ee€B.

Observacion 8. Si AN B = (), entonces A € Fy(X).

Supongamos por el contrario, que A ¢ Fj(X), entonces £4 # () y por la
Observaciéon , tenemos que B Nint(E) # () para toda F € €4y, por tanto,
BNA#(.

Observacién 9. Si ANB =0 y B € NC*(X), entonces A, B C L para
alguna L € L y B C int(L).

De la Observacion 8, tenemos que A = {a} € F1(X) y por la Observacién
a ¢ E(x). Dado que H(A,B) < e, B C N(g,A) = B(e,a). Tenemos las
siguientes posibilidades: a € R(X) o a € O(X).
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Sia € R(X), como ANB = () y por la Observacién|[l], tenemos que BNR(X) =
0, tenemos que B C int(L) para alguna L € L. Si a ¢ L, entonces ¢ <
d(a, L) < d(a, B); lo cual es una contradiccién a la condicién (a). Entonces,

a € Ly a es extremo de L. Por lo tanto, A, B C L para alguna L € Ly
B Cint(L).

Sia € O(X), entonces a € int(L) para alguna L € L. Por (b), (d) y del hecho
que d es la longitud del arco y es una métrica convexa, tenemos que B(g,a) C
int(L) y, por tanto, A, B C int(L). Lo cual concluye esta Observacion.

Observacién 10. Para todo D € C(X) tal que AC D C AUB oBCDC
AU B, se tiene que H(A,D) <e y H(B,D) < e.

Sea D € C(X).Si AC D C AU B, tenemos que A C N(e, D).

Veamos que D C N(g,A). Sea d € D, entonces d € Aod e B.Side A,
entonces d € N(e, A). Sid € B, como H(A, B) < ¢, tenemos que d € B C
N(e, A). Por lo tanto, H(A, D) < e.

Si BC D C AU B, tenemos que B C N(g, D) y de manera anéloga al caso
anterior, tenemos que D C N(g, B) y, por tanto, H(B, D) < e.

Observacion 11. Suponiendo que AN B = (). Sea K el continuo irreducible
en L tal que AUB C K. Entonces K es una arco con extremos a y by donde
by es un extremo del arco B, K \ {a} C O(X) y para todo D € C(X) tal que
D C K, se tiene que H(A, D) < ¢.

Por las Observaciones 8| y |§|, tenemos que A € Fi(X) y existe una arista L
tal que A,B C Ly B Cint(L).

Tenemos que A = {a} un punto en L y B = [by, by] un arco contenido en L.
Dado que AN B = (), tenemos que a ¢ [by, by]. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que a < b; < by en el orden natural del arco L o el ciclo
en C, de donde K = [a,by] (Ver figura[3.109) y K \ {a} C O(X). Como d es
una métrica convexa y d(a,by) < € (H(A, B) < ¢€), tenemos que para toda
¢ € K, se cumple que d(a,c) < e. De manera que si D C K, se tiene que
H(A,D) <e.
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A B
{a} b b

K

Figura 3.109: Arco K.

Lema 3.14. Sean A € NC*(X), € > 0 (e, satisface la condicion (c)) y
B e C(X) tales que BN R(X) C ANR(X). Si AN B # 0, entonces:

(1) AUB € NC*(X);

(2) si a : [0,1] — C(X) es un arco ordenado de A a AU B, entonces
a(t) € NC*(X) para toda t € [0, 1].

Demostracion.
(1) Si A = X, el Lema es trivial, supongamos que A # X, entonces existe
pe€ X\ Ay por la Observaciénff, B # X y p ¢ B.

Sea u € X \ (AU B), como A € NC*(X), X \ A es arcoconexo (Teorema
1.12)) y existe un arco [, con extremos p,u tal que [, C X \ A.

Veamos que [, C X \ (AU B).

Sean {vy,...,v,} C (I, \ {p,u}) N R(X), lamemos vy = p y v+1 = u, donde
p=1vy<v; <...<0yy1 =uen el orden natural del arco [,. Sea I; el arco
en [, con extremos v;, V1.

Veamos que para cada i € {0,...,n}, BNl = 0.

Supongamos por el contrario, que BNI; # () para alguna i € {0,...,n}, como
Vi, Vir1 € {p,q} U (R(X) \ A) los extremos de [; y BN R(X) C AN R(X),
tenemos que {v;, v;11} N B = (). De manera que como B es conexo y X una
grafica finita, si BN Il; # 0, tenemos que B C I; C I, € X \ A4; lo cual
contradice que BN A # (). Por lo tanto, AU B € NC*(X).

(2) Sea a : [0,1] — C'(X) un arco ordenado tal que a(0) = Ay a(l) = AUB.
Sea t € [0,1], entonces a(t) N A # (. Como BN R(X) C ANRX) y
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a(t) N R(X) € AN R(X) aplicando (1) a «a(t) obtenemos que A U «a(t) =
a(t) € NC*(X) y el Lema queda demostrado.
[

Lema 3.15. Sea X una grdfica finita tal que [ # X # S*. Sean A € NC*(X)
ye >0 (g, satisface las condiciones (a)-(e)). Si B € NC*(X), H(A,B) < ¢
y AN B = 0, entonces existe una trayectoria o C By(e, A) N NC*(X) tal
que A, B € a.

Demostracion.

Sea K el continuo irreducible en L tal que AUB C K. Por la Observacion [11],
tenemos que K esun arcoy K = [a,by] y K\{a} C O(X). Con esto definimos
un homeomorfismo h(t) : [0,1] — [a,bs] dado por h(t) = a(l —t) + bat ¥y
definimos el arco ay : [0,1] — C(X), dado por a;(t) = [a, h(t)] con h(t) €
[a, bs]. Entonces, a;(0) = {a} y ax(1) = [a, b = K.

Afirmacion 1. a4(t) € NC*(X) N By(e, A) para toda t € [0,1].

Seat € [0, 1], por la Observacién 11}, H(A, a1(t)) < ey (a1(t)NR(X)) = AN
R(X). Aplicando el Lema a Ay K tenemos que AUK = K € NC*(X)
y ai(t) € NC*(X) y con esto concluimos la prueba de la Afirmacién 1.

Ahora bien, sea h : [0,1] — [a, b] dado por h(s) = b1 (1 —s) + as y definimos
el arco ay : [0,1] — C(X), dado por as(s) = B U [b1, h(s)]. De donde,
O,/Q(O) =BU {bl} =B y ag(l) =BU [a,bﬂ =K.

Afirmacién 2. asy(s) € NC*(X) N By(e, A) para toda s € [0,1).

Sea s € [0,1), por la Observacién [11] H(A, as(t)) < e, H(B,as(t)) < ey
(ao(s) N R(X)) = BN R(X). Aplicando el Lema a By a(s), tenemos
que «a(s) € NC*(X) N Bg(e, A).

Para s = 1, tenemos que as(1) = K = a4(1) y por la Afirmacién 1, a;(1) €
NC*(X), con lo concluimos que ax(1) € NC*(X) N Bg(e, A). Por lo tanto,
as(s) € NC*(X) N By(e, A) para toda s € [0, 1].

Sea a = ([0, 1])Uaa([0, 1]). y por las Afirmaciones 1y 2, a es una trayectoria
de A a Ben NC*(X)N BX(A). Esto concluye la demostracién del Lema.
[l

Observacion 12. Los subcontinuos de grdficas finitas tienen frontera finita.
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Demostracion. Sea X una gréfica finita y A € C(X). Por la Proposicién
[1.20] A es una gréfica finita, por lo que |E(A)| < co. Sip € O(4) N O(X),
entonces p € int(A), de donde Fr(A) C E(A) U (R(X) N A) los cuales son
conjuntos finitos. Por lo tanto, F'r(A) es finita.

O

Lema 3.16. Sea X wuna grdfica finita tal que I # X # S'. Sean A,B €
NC*(X) tales que ANB #0 ye >0 (¢, satisface las condiciones (a)-(e)).
Si K es componente de A\ B, entonces K N R(X) = 0 y K es un arco

no degenerado o K es n-odo simple con vértice r y extremos {ey,...,e,} C
Fr(B) C B.

Demostracion.
Sea K una componente de A\ B. Si K fuera degenerado, entonces B no seria
compacto.

De la Observacion , tenemos que K no contiene ciclos, por lo que K es un
arbol y por Observacién |K N R(X)| < 1. Veamos que K es un arco o un
n-odo para alguna n € N.

Si KN R(X) =0, como K es no degenerada y es un arbol, tenemos que K
es un arco no degenerado.

Si FﬂR(Xl;é (), tenemos que (Observacién, |[KNR(X)| =1y denotamos
por {r} = KN R(X). Sean = ord(r).

Veamos que K es un n-odo.
Caso (A) n=1.

De manera similar al caso anterior tenemos que K es un arco no degenerado
y como ords(r) = 1 uno de los extremos de este arco es r, llamaremos al

otro extremo e;. Entonces K es un 1-odo con vértice r y extremo {e;} C
Fr(B) C B.

Caso (B) n > 2.

En este caso, K es un n-odo y llamaremos {e;, ..., e,} a los extremos de K
donde el n-odo puede ser como se muestra en la Figura |3.110]
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€1

€1

' .ii
en

n

Figura 3.110: El n-odo K.

Veamos que en cualquier caso {ei,...,e,} C Fr(B) C B.

Supongamos por el contrario, que existe i € {1,...,n} tal que ¢; ¢ B,
entonces el arco [r,e;] € A\ B. Sea L = [r, s] la arista (o C' el ciclo) tal que

[r,e1] C L (o [r,e;] € C) (Ver Figura|3.111)).

Figura 3.111: Arista L y ciclo C.

SiBNL#® (o BNC # (). Sea b = max{L N B} (o b = max{C N B})
con el orden s < r, de donde e; > b. De manera que, [e;,7r] = E € E4 y por
Observacién El, tenemos que B Nint(E) # 0; lo cual es una contradiccién.
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Por lo tanto, ¢; € B para todo i € {1,...,n}. Como e¢; € K para toda
i€ {l,...,n}, entonces e; € F'r(B) para toda i € {1,...,n}.

Si BN L = (), tenemos de igual manera que [r,e;] = E € £4 y concluimos
que e; € Fr(B) C B.
]

Lema 3.17. Sean A € NC*(X) ye > 0 (g, satisface las condiciones (a)-
(e)). Si B € NC*(X), H(A,B) < e y AN B # 0, entonces existe un arco
ordenado « : [0,1] — NC*(X) tal que a(0) = A, a(1l) = AUB y aft) €
By(e, A) N NC*(X) para toda t € [0, 1].

Demostracion.
De la Observacion [}, tenemos que si ¢ € (R(X)UE(X))N B, entonces g € A.
De donde, BN R(X) C ANR(X). Por lo que, el Lema se sigue directamente
del Lema [3.14l

[

Lema 3.18. Sean A € NC*(X) y e > 0 (e, satisface las condiciones (a)-
(e)). Si B € NC*(X), H(A,B) < e y AN B # 0, entonces existe un arco
ordenado [ : [0,1] — NC*(X) tal que (0) = B, B(1) = AUB y B(t) €
Bu(e, A) N NC*(X) para toda t € [0,1].

Demostracion.
Caso 1. Para toda componente K de A\ B, KN R(X) = 0.

Como para toda K componente de A\ B, K N R(X) = (), tenemos que
BN R(X) C AN R(X). Entonces, podemos aplicar el Lema a Ay
B, pues B € NC*(X), AN B # (). De manera que AUB € NC*(X) y
si B :]0,1] — C(X) es un arco ordenado tal que 5(0) = B a (1) = A,
entonces B(t) € NC*(X) para toda t € [0,1]. Ademds, como para todo
t€[0,1], B C B(t) C AU B, tenemos que 3(t) € By(e, A) (Observacion [10)
y el Caso 1 esta probado.

Caso 2. Existe una componente K de A\ B, K N R(X) # 0.

Sean Ay, ..., A las componentes de A\ B tales que para toda i € {1,...,k},
A;NR(X)=0ysea B = BUUf:i A;, aplicando el Caso 1 a B’, tenemos que
existe un arco ordenado ' : [0,1] - C(X) tal que p'(0) =By (1) =By
p'(t) € NC*(X) N By(e, A) para toda t € [0, 1].
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Ahora sean Kj, ..., K,, las componentes de A\ B', entonces K; N R(X)
Por el Lema m, tenemos que K; es un n-odo con vértice r; = K; N R(X )7
puntos extremos {el, ... e, } C Fr(B') C B'y n; = orda(r;).

Para i € {1,....m}yj € {1,...,n} sea h; : [0,1] = eiry (el arco en K;
con extremos €%, 7;) dado por h; = ei(1 —t) + 7,y f; : [0,1] = C(X) como
Bi(t) = B'UUjL, [€}, hj(t)]. De manera que B; es una arco ordenado tal que
Bi(0) =By B;(1) = B'UK; y Bi(t) N B" # 0.

Notemos que para toda t € [0,1), 5;(t)NR(X) = (B'NR(X))U((U;;[e5, hi(8)]))N
R(X)) € (B'0 R(X)) U (K \ {ri}) 0 ROX)) ¥ como K, \ {ri}) N R(X) = 0,
tenemos que £;(t) N R(X) C B’ N R(X). Por lo tanto, podemos aplicar el
Lema a B'y pi(t), de donde B;(t) = B’ U B;i(t) € NC*(X) y como
B C B" C pi(t) ¢ BUK; C AU B, por la observacién , tenemos que
H(pi(t),A) <e.

Definamos 7 : [0, 1] — C(X) dada por:

k
= Uﬁi(t)
i=1
Entonces v(0) = B', v(1) = BU!_, K; = AUB' = AUB y y(t)N B’ # 0.

Notemos que para toda t € [0,1), y(t)NR(X) = (B'NR(X))U ((Uf:Z Bi(t)N
R(X)) € B'N R(X). Por lo tanto, nuevamente podemos aplicar el Lema
3.14a B" y 7;(t), de donde (t) = B’ U~(t) € NC*(X) y nuevamente como
B C B' C v(t) € AU B, por la observacién |10 tenemos que H(v(t), A) < e,
v(t) € Bu(e, A).

Notemos que como y(1) = AUB, A€ NC*(X), BNA#0y BNR(X) C
AN R(X) nuevamente por el Lema|3.14] v(1) = AUB € NC*(X). Por tanto,
para toda t € [0, 1], v(t) € NC*(X) N By(e, A).

Definamos 3 : [0,1] — C(X) dada por:

Bi(2t) sit e |0,
14
2

o)
7( 2t—1 site[51].
|y B(t) = p'(t) € NC*(X) N Bu(e, A) y si

Entonces si ¢ € [0, 3], 2t € [0,1
B(t) = ~(t) € NC*(X) N Br(e, A). Con esto el

te[s,1], 2t—1e[ 1]y
Lema queda demostrado.
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]

Con los resultados anteriores, ahora estamos listos para demostrar el resul-
tado central de esta seccién.

Teorema 3.19. Si X es una grdfica finita, entonces NC*(X) es localmente
conero.

Demostracion.

Sil=XoX =S5 por el Corolario , tenemos que NC*(X) =~ X o
NC*(X) = C(X) respectivamente y en ambos casos NC*(X) es localmente
conexo. Por lo que podemos suponer que I # X # S

Sea U un abierto en NC*(X) tal que A C U. Sea ¢ > 0 tal que A €
Bp(e,A) C U y ¢ cumple las condiciones (a)-(e). Sea B € Bg(e,A) N
NC*(X).

Si ANB = (), por el Lemal3.15] entonces existe una trayectoria o« C Bp(g, A)N
NC*(X) tal que A, B € a.

Si ANB # 0, por el Lema[3.17] existe un arco ordenado « : [0, 1] = NC*(X)
tal que a(0) = A, a(l) = AUB y a(t) € Bu(e,A) N NC*(X) para toda
t € [0,1] y por el Lema [3.18] existe un arco ordenado 3 : [0,1] — NC*(X)
tal que 5(0) = B, B(1) = AU By p(t) € Bg(e, A) N NC*(X) para toda
t € 0,1].

De manera que, para toda B € By(e, A) N NC*(X) existe una trayectoria
v = «([0,1]) U 5([0,1]) tal que A,B € v C NC*(X) N By(e, A). Por tanto,
Bu(e,A)N NC*(X) es conexa y el Lema queda demostrado.

[

En otras familias de continuos este resultado no es cierto, como en las den-
dritas. De hecho tenemos un resultado sobre una familia de dendritas cuyo
hiperespacio NC*(X) es totalmente disconexo, las cuales estudiaremos en el
siguiente Capitulo.
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Capitulo 4

Dendritas

En el Capitulo anterior probamos que si X es una grafica finita, entonces
NC*(X) es localmente conexo. Esto no es necesariamente cierto para den-
dritas.

Vamos a mostrar que las dendritas cuyo conjunto de puntos de ramifica-
cién es denso tienen hiperespacio NC*(X) totalmente disconexo. Mds ain
probaremos que NC*(X) es homeomorfo a los nimeros irracionales.

4.1. Conexidad de NC*(X) en dendritas

Para mostrar los resultados centrales de este capitulo, veamos primero algu-
nas definiciones y resultados previos y finalizaremos con un resultado acerca
de la conexidad de NC*(X) en dendritas.

Definicién 4.1. [2], Definicion 29.1, p.29] Un espacio X es totalmente
disconexo si y solo si las componentes en X son los puntos.

Teorema 4.2. [2], Teorema 29.5, p.210] Todo espacio 0-dimensional Ty es
totalmente disconezo.

Definicién 4.3. [16, Definicion 1.1 p.5] Dado X un espacio métrico separa-
ble, y n un numero entero positivo, entonces la dimension de X se escribe
dim(X) y sip € X, la dimension de X en p se escribe dim,(X).

(1) dim(X) = —1 si y sdlo st X = (. Ademas, dim(X) < —1 si se tiene
que X = (.

107
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(2) Ahora, asumamos inductivamente que hemos definido dim(Y) <n —1
para n un numero entero n > 0 y cualquier espacio Y. Entonces para
un espacio X y un punto p € X, definimos

dim,(X) < n.

st y solo si p tiene una vecindad arbitrariamente pequena U en X cuya
frontera tiene dimension n — 1, dim(Fr(U)) <n — 1.

(3) dim(X) <n siy solo si dim,(X) < n para todap € X.

(4) dim(X) =n si y sdlo st dim(X) <n y dim(X) € n — 1.
(5) dim,(X) =n si y sdlo si dim,(X) <n y dim,(X) £n — 1.
(6) dim(X) = oo si y sdlo si dim(X) £ n para todo n > —1.

(7) dim,(X) = oo st y sélo si dim,(X) £ n para todo n > —1.

Definicién 4.4. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A C X y n un nimero
natural. Decimos que A es de orden menor o igual an en X, y escri-
bimos ord(A, X) < n, si para cualquier U € T tal que A C U, existe V € T
tal que ACV CU y|Fr(V)| <n.

Decimos que A es de orden n en X, y escribimos ord(A, X) = n, si
ord(A, X) <n yord(A, X) #m para todo nimero natural m < n.

Decimos que A es de orden menor o igual a w en X, y escribimos
ord(A, X) < w, si para cualquier U € T tal que A C U, existe V € T tal que
ACV CUy|Fr(V)] <w.

Decimos que A es de orden w en X, y escribimos ord(A, X) = w, si
ord(A, X) <w y para todo nimero natural n, ord(A, X) £ n.

Decimos que A es de orden menor o igual a ¥y en X, y escribimos
ord(A, X) <R, si para cualquier U € T tal que A C U, existe V € T tal que
ACV CU y[Fr(V)| <.

Decimos que A es de orden Ry en X, y escribimos ord(A, X) = W, si
ord(A, X) < Ng yord(A, X) L w.
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Observacion 4.5. La Definicion[4.4 es conocida como el orden de Menger-
Urysohn, si X es una dendrita es equivalente al orden en sentido cldsico
([3, p.229]), es decir, ordx(p) es igual al nimero de componentes de X \ {p};
en caso de que este numero sea infinito el orden es igual al ordinal w.

Lema 4.6. [T}, VI 7. 8., pp.339-340] Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea
{A;}52, una sucesion de subconjuntos de X. Se cumple lo siguiente:

(1) Si Ay C Ay C ..., entonces lim A; = |J;2, Ai;
(2) Si Ay D Ay D ..., entonces lim A; = (72, A;.

Lema 4.7. Sean {A,,}22 | una sucesion de elementos de C(X) tal que lim A,, =
n—oo
Ay B e C(X) tal que para toda n € N A,, C B. Entonces A C B.

Demostracion.

Sea p € A, entonces existe {p,}>2; una sucesiéon de puntos de X tal que
p, € A, para todan € Ny p, — p. Como A, C B para toda n € N,
entonces p, € B para toda n € N. Por lo tanto, p € B = B.

]

Definicién 4.8. [16, p.3/ St B,K,L C X, entonces el enunciado K y L
estan separados en X por B (o B es un separador entre K y L en X ) quiere
decir que

X\B=*|p,KCE, LCF;

cuando B = (), simplemente decimos que K y L son una separacién en X.
Definicién 4.9. [9, Definicion 2.29 f), p.93] Un subconjunto A de un espacio

X es Gs si existen abiertos Vi, Vo ... en X tales que A =()._, Vy. A es F,
si existen cerrados Hy, Hy ... en X tales que A = Uzozl H,.

Definicién 4.10. [9, Definicion 4.21, p.221] Un espacio topoldgico (X, T) es
completamente metrizable si existe una métrica completa d en X tal que
T = T(4.-

Definicién 4.11. Un espacio topologico es Polaco si es separable y comple-
tamente metrizable.

Lema 4.12. [6, Lemma 1.53.12] Sea X un espacio completamente metrizable.
S1Y es un subconjunto Gs de X, entonces Y es completamente metrizable.



110 CAPITULO 4. DENDRITAS

Definicién 4.13. Un espacio es locamente compacto en ninguna par-
te, si no tiene abiertos con cerradura compacta.

Teorema 4.14. [1, 2, p.91] Para un espacio métrico separable P las siguien-
tes son equivalentes:

(a) X es polaco, 0-dimensional y locamente compacto en ni ninguna parte;
(b) P es homeomorfo a R\ Q.

Definicién 4.15. [18, Definicion 10.3, p. 166] Un continuo X es heredita-
riamente localmente conexo, escribimos hlc, si todo subcontinuo de X
es un continuo localmente conezo.

Teorema 4.16. [18, Teorema 10.4, pp.167] Un continuo X es hlc si y sdlo
st X no contiene continuos de convergencia.

Teorema 4.17. [/, Teorema 4.6, p.10] Para cualquier dendrita las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) E(X) es denso en X;
(2) R(X) es denso en X;

(3) Para cualquier arco A C X, el conjunto AN R(X) es denso en A.

Lema 4.18. Sean X una dendrita, A € NC*(X)\{X}, {a} = Fr(A) (Lema
yy un punto en X \ A. Si z es el tinico punto en A tal que yzNA = {z}

(Lema[2.13), entonces z = a.

Demostracion.

Veamos que z € Fr(A). Sea W un abierto en X tal que z € W. Como z € A,

entonces W N A # () y como z € yz, tenemos que W N (yz \ {z}) # 0, por

tanto, WN (X \A)# 0Dy z € Fr(A). Como Fr(A) = {a}, entonces z = a.
[

Teorema 4.19. Sea X es una dendrita si a,b € X con a # b, entonces para
todo x € ab\ {a, b}, x separa a de b.
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Demostracion.
Sean a,b € X con a # b Sea ab el unico arco que une a a'y a b en X (Lema

2.10). Elegimos x € ab \ {a, b}.

Veamos que a y b estan en componentes distintas de X \ {z}.

Sea C, la componente de X \ {x} que tiene a a y supongamos que b € C,.
Como C, es abierto por ser componente de X \ {z} (Teorema por el
Teorema [I.12] tenemos que C, es arcoconexo, entonces existe un arco a C C,
con extremos a y b. Entonces o = ab y x € ab. Por otro lado = ¢ C,; lo cual
es una contradicecién. Por lo tanto, b ¢ C,,.

Ahora bien, vamos a dar la separacion de X \ {z}. Sea U = C,, de la cual
sabemos que b ¢ C, y V = [J{C : C es componente de X \ {z} y a ¢ C}.
Entonces U y V son abiertos por ser uniéon de abiertos y b € V pues b €
X\{z}yb¢ C,. SiUNV # 0, existiria C' una componente de X \ {z} que
tendrfa a a y no tendria a; lo cual es una contradiccién. Entonces U NV = ()

y, por lo tanto, x separa a de b.
]

Lema 4.20. Sea X una dendrita, p € R(X) y C una componente de X \{p}.
Entonces C N E(X) # 0.

Demostracion.
Como p € R(X), tenemos que X \ {p} = U,cp; Ci con M C N, |[M| >3y C;
las componentes no vacias de X \ {p}. Sea C' = C; para alguna i € M

Sea K = |J{D : D es componente de X \ {p} y D # C'}.
Afirmacién 1. K # ().

Como |M| > 3, tenemos que al menos hay tres componentes distintas de
X \ {p}, por lo que hay al menos dos componentes de X \ {p} distintas de
C'. Por tanto, K # 0.

Afirmacion 2. C' y K son abiertos.

Como C' es una componente del conjunto abierto X \ {p} por el Teorema
[1.13] tenemos que C' un conjunto abierto de X. De igual manera, para toda
D € K al ser componentes de X \ {p} son conjuntos abiertos de X. De donde,
K es una tunion de abiertos de X y, por tanto, K es abierto.
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Por las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que C'y K son abiertos no vacios de X.
De la definicién de K, tenemos que C'N K = {). Por tanto, X \ {p} = |k, es
decir, C'y K son un separaciéon de X \ {p}.

Por el Teorema [2.22] tenemos que existe existe un punto de no corte, e, de
X en C. Como e es de no corte, por el Teorema e € F(X). Por tanto,
ec CNEX).

m

Proposicion 4.21. Sea A un subconjunto de X y consideremos las siguientes
familias:

C(A)={Be(C(X):BCA}
D(A)={BeC(X): BNA#0}.
Entonces si A es abierto, se tiene que C(A) y D(A) son abiertos en C(X).

Demostracion.
Sea A C X abierto, veamos que C(A) es abierto en C(X).

Sea B € C(A). Como A es abierto para toda x € A existe 6, > 0 tal
que B(d;,z) C A, dado que B C Ay B es compacto pues B € C(X).
Entonces, existen 1, ...,z, € B tal que B C |J;_, B(d;,z;) C A. Tomando
e = min{dy,...,d,}, tenemos que N(g, B) C A.

Veamos que By (e, B) C C(A).

Sea C' € By(e, B), entonces H(C,B) < ¢, de donde C C N(¢,B) C Ay
Bpu(e, B) C C(A), por tanto, C(A) es abierto en C'(X).

Sea A C X abierto, veamos que D(A) es abierto en C(X).

Como C(X)\D(A) ={B € C(X) : BN A = 0}, basta ver que C(X) \ D(A)
es cerrado en C(X). Sea { B, } una sucesién en C(X)\ D(A) tal que converge
a B con B € C(X).

Veamos que BN A = (). Supongamos por el contrario, que BN A # (). Sea
b € BN A, entonces existe {b,}>2, una sucesién de puntos de X tal que
b, € B, para toda n € Ny b, — b. Dado que A es abierto existe N € N
tal que para toda n > N, b, € A, entonces b, € B, N A; lo cual es una
contradiccién ya que B, N A = () para toda n € N, de donde BN A = (). Por
tanto, C'(X) \ D(A) es cerrado y D(A) es abierto en C(X).
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O
Definicién 4.22. [17, Notacion (0,10,2), p.7] Para cualquier coleccion finita
Uy, ..., U, de conjuntos abiertos de un espacio topologico X. Definimos el
conjunto

<U1,...,Um):{A€2X:ACUUi y ANU; # 0 para cada i € {1,...,m}}.

i=1
Teorema 4.23. [17, Teorema (0.13), pp.8-9] Sea B la familia de subconjun-
tos de 2% dada por:

B={(U,...,Uy,):méeN yU,; abierto en X}.

Entonces B es una familia de abiertos en 2% que induce la misma topologia
que la inducida por la métrica de Hausdorff.

Lema 4.24. Sea X una dendrita, ¢ un punto de ramificacion de X y C una
componente de X \ {q}. Definimos

K={Ae NC*(X):ACC}y

L={Ae NC*X): An(X\C) # 0}.
Entonces K y L son una separacion de NC*(X).

Demostracion.
Sean ¢ € R(X) y C una componente de X \ {q}.

Afirmacién 1. £ y £ son conjuntos abiertos de NC*(X).

Como C' es una componente del conjunto abierto X \{¢} por el Teorema[1.13]
tenemos que C' un conjunto abierto de X. Como C es un conjunto cerrado de
X, entones X \ C es conjunto abierto de X. Por la Proposcién m, tenemos
que los conjuntos {4 € C(X): ACC}y{Ae€C(X): AN(X\C) # (0} son
conjuntos abiertos de C'(X). Como K = NC*(X)N{AeC(X): ACC}y
L=NC*X)N{AecC(X): An(X\C) #0} y NC*(X) tiene la topologia
inducida por la métrica del subespacio en C(X). Concluimos que K y £ son
conjuntos abiertos de NC*(X).

Afirmacion 2. K y £ son no vacios.
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Por el Lema tenemos que E(X) N C # (), entonces existe e € E(X) tal
que {e} C C, por el Teorema se tiene que {e} € NC*(X), por tanto,
{e} e K.

Por el Teorema 2.33] tenemos que X € NC*(X) y dado que X \ C C X,
XN(X\C)#0. Por tanto, X € L.

Afirmacién 3. KN L = 0.

Supongamos por el contrario, que existe A € LN L. Dado que A € L, se tiene
que AN(X\C) # 0, entonces existe z € AN(X\C), donde z € X\C' C X\C.
Por otro lado, como A € K, tenemos que A C C, de donde x € C; lo cual es
una contradiccién. Por lo que, KN L = 0.

Afirmacién 4. Si A € NC*(X)y A C C, entonces A C C.

Como C es componente de X \ {¢}, C = C U {q}. Sea A € NC*(X) tal
que A C C y supongamos por el contrario, que A ¢ C, entonces ¢ € A.
Como ¢ € R(X), X \ {¢} tiene al menos tres componentes, C, D y E. Como
AcCC=CuU{q}, tenemos que AND=0=ANEy X\ AcC X\ {q}, por
loque X\ A C (C\A)U(D\A)U(E\A) = (C\A)UDUE; lo cual implica
que Dy E son componentes de X \ A. Esto implica que X \ A no es conexo
y A¢ NC*(X). Por tanto, A C C'y la afirmacién es cierta.

Afirmacién 5. NC*(X) =K UL.
D) Como K y L son subconjuntos de NC*(X), tenemos que KUL C NC*(X).
C) Sea A € NC*(X). Si A

C
Si A ¢ C, entonces AN (X \
Ae NC*X), Ae KUL.

por la Afirmacion 4, A C C'y A € K.
) # 0 y A € L. Hemos probado que si

Por las afirmaciones 1, 2, 3 y 5 podemos concluir que NC*(X) = KUL donde
K y L son abiertos, ajenos y no vacios de NC*(X), es decir, £ y £ son una
separaciéon de NC*(X).

]
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4.2. Dendritas con conjunto de puntos termi-
nales denso

En esta seccion nos enfocaremos en estudiar las dendritas cuyo conjunto de
puntos de ramificaciéon de X es denso en X, las cuales cumplen los resultados
centrales de este capitulo.

Teorema 4.25. Sea X una dendrita que cumple que el conjunto de puntos
de ramificacion de X es denso en X, R(X) = X. Si K,L € NC*(X) con
K # L, entonces existe una separacion *|; de NC*(X) donde K € K y
LelLl.

Demostracion.

Sean K,L € NC*(X) con L # K. Como L # K, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que L\ K # () y existe [ € L'\ K, por tanto, K # X.
Como K € NC*(X) y K # X por el Lema[2.32] |Fr(K)| =1y denotamos
por {k} = Fr(K).

Comol € L\ K y k € K, tenemos que k # [, con lo que el arco kl es no
degenerado.

Afirmacién 1. kiN K = {k}.

Como k € K, entonces por el Lema existe un unico punto z € K tal
que zIl N K = {z} y por el Lema [4.18) z = k. Como el arco kl = zl cumple
que kl N K = {k}, se concluye esta afirmacién.

Por el Teorema [£.17] (3), kl N R(X) es denso en kl. Dado que ki \ {k,}
es un abierto en kl, entonces existe ¢ € R(X) tal que ¢ € k' \ {k,{}. Como
EINK = {k}, entonces ¢ ¢ K, de donde K C X\{¢}. Como K esun conjunto
conexo, existe C' una componente de X \ {¢} tal que K C C. Consideremos
los siguientes conjuntos:

K={AeNC*(X):AcCC}y
L={Ac NC*X): An(X\C) #0}.
Como K C C, entonces K € K.

Veamos que L € L.
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Observacién 2.l € X \6.

Supongamos por el contrario, que [ € C. Como C es componente de X \ {q},
C = CU/{q} y dado que q € ki \ {k,I}, tenemos que [ € C. Dado que X
es una dendrita y C' una componente del conjunto abierto X \ {¢}, por el
Teorema C' es un conjunto abierto X y al ser conexo, por el Teorema
tenemos que C' es arconexo. De donde, el arco kI € C, g € C; lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, [ ¢ C.

Por la Observacién 2, tenemos que [ € (X \ O) y como [ € L\ K, entonces
le LN(X\C)y, por tanto, L € L.

Por el Lema [4.24] tenemos que K y £ son una separacién de NC*(X). Por
lo tanto, existe una separacién *|, de NC*(X) donde K € Ky L € L.
O

4.2.1. Dendritas con NC*(X) totalmente disconexo

Con todo lo anterior, ya podemos probar el primer resultado central de esta
capitulo.

Corolario 4.26. Sea X una dendrita que cumple que el conjunto de puntos
de ramificacion de X es denso en X, R(X) = X, entonces NC*(X) es un

espacio totalmente disconexo.

Demostracion.
Sea A € NC*(X), Ca, la componente de NC*(X) que tiene a A, probaremos
que Ca = {A}.

Supongamos por el contrario, que existe B € NC*(X), B # A tal que
B € Cy. Por el Teorema [£.25] existe una separaciéon K|£ de NC*(X) donde
AeKyBeL PorloqueCy = (’C”CA)\(mCA) es una separacién de C4, lo cual
es una contradiccién. De manera que para toda A € NC*(X), C4 = {A}; lo
cual prueba el Corolario.

]

4.2.2. Dendritas con NC*(X)~R\Q

En esta seccién probaremos que si X es una dendrita que cumple que el
conjunto de puntos terminales de X es denso en X, entonces NC*(X) es
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homeomorfo a los niimeros irracionales.

Definicién 4.27. Para cualquier dendrita X definimos los subconjuntos de
C(X), Dx y Ax, de la siguiente manera:

(1) Y € Ax si y sdlo si existe p € R(X) y existe C' una componente de
X\A{p} conY =CU{p};

(2) Y € Dx siy sdlo si existe p € O(X) y existe C' una componente de
X\ {p} conY =C U {p}.

Proposicion 4.28. Para toda dendrita X no degenerada se cumple lo si-
guiente:

(1) Dx € NC*(X);
(2) Ax es numerable;

(3) Ax N NC*(X) = 0.

Demostracion.

(1) Sea Y € Dy, entonces existe p € O(X) y existe C' una componente
de X \ {p} con Y = C U {p}. Como ordx(p) = 2, entonces ¥ = X \ D
con D la otra componente de X \ {p} y por el Teorema [2.33 tenemos que
Y e NC*(X).

(2) Por el Teorema tenemos que que para todo p € R(X), ordx(p) < Ny,
entonces X \ {p} = U,cp, CF con M, C N, |[M,| > 3 y C? las componentes
de X \ {p}. De donde, para cada punto p € R(X), tenemos que el conjunto
Y,={Y € Ax : Y = C? U {p} con i € M,} es numerable. Ahora bien, por
el Teorema [2.26] sabemos X tiene una cantidad numerable de puntos de ra-
mificacién. Por tanto, UpeR(X) Y, es numerable y dado que Ax = UpeR(X) Y,
concluimos que Ay es numerable.

(3) Supongamos que Y € Ay, entonces existe p € R(X) y existe C' una
componente de X \ {p} con Y = CU{p}. Dado que p € R(X), X \ {p} tiene
al menos tres componentes, C, D y E. Del hecho que Y = C'U{p}, tenemos
queYND =0 =YNEy,por tanto, DUE C X\Y. Como X\Y C X\ {p},
esto implica que D y E son componentes distintas de X \ Y. Entonces X \ Y
no es conexo, por lo que Y ¢ NC*(X). Por tanto, Ax N NC*(X) = (.

O
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Lema 4.29. Sea X una dendrita y sean p,q € X con p # q. Supongamos que
{pn:n € N} C (pg\ {p,q}) NO(X) tales que pp41 € prq para cadan € N y
q = lim,,_,oo pn- Para todan € N sean C,, y D,, las componentes de X \ {p,}
tal que p € C,, y q € D, las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) D, U{p,} = D, € Dx y Dys1 C D, para toda n € N;

(2) C,U{p,} =C, €Dx y C, C Cpy1 para toda n € N;

(3) nh—>noloD_n = ({D,:n € N} = X\ C donde C es la componente de
X \{q} que tienep y X\ C € NC*(X)NDx;

(4) Jin;oCn:U{Cn:neN}:C’yU{Cn:nEN}:U:C’U{q}ED_X.

Demostracion.
Los conjuntos que hemos descrito se ven como se muestra en la Figura [4.1]

Figura 4.1: Conjuntos C,, y D,,.

(1) Como para toda n € N, F'r(D,) = {p,}, tenemos que D,=D,U{p.}y
como p, € O(X), D,, € Dx.

Sea n € N. Supongamos que p, € D, 1. Entonces D, ;1 es un conexo que

tiene a p, y a ¢, por los teoremas y tenemos que p,q C D, 1, por
lo que pyy1 € Dyy1; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, p, & D, .

De donde D,+1 C X\ {p,} = C,UD,,. Por ultimo, dado que ¢ € D,,.1 N D,,
tenemos que D, 1 C D,.

(2) Al igual que en (1), tenemos que para toda n € N, Frr(C,) = {pnﬁ, por
tanto, C,, U{p,} = C,, € Dx. También por (1), tenemos que Dy, C D,,. Por
lo que, X \ D,, € X\ D, vy, por tanto, C,, C C,4;.
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(3) Sea C' la componente de X \ {q} que tiene p.

Como para todan € N, p € C,, y q ¢ C,, tenemos que p € C,, C X \ {¢}. Por
tanto, |J{C,: n € N} es un conjunto conexo tal que p € |J{C,,: n € N} C
X \ {q}, lo cual implica que |J{C,: n € N} C C.

Veamos que | J{C,: n € N} = C. Supongamos por el contrario, que existe
ce C\|U{C,:n € N}, como ¢c € C C X\ {¢}, tenemos que ¢ # ¢. Sea
n €N, como ¢ ¢ C, y ¢ # q, entonces ¢ € D,, y ¢ # p.

Consideremos el arco cp en X, como ¢ € D,, y p € C,,, tenemos que p,, € cp.
Hemos probado que para todo n € N, p,, € cp, como cp es cerrado y p, — ¢,
tenemos que q¢ € cp \ {¢,p}, por lo que ¢ separa a ¢ de p y ¢,p estdn en
diferentes componentes de X \ {¢}; lo cual es una contradiccién. Por tanto,

U{Cn: n e N} =C.
Por el Lema, nh_)n;@Dn =({Dn:neN}={X\C,:neN}=X\C.

Ahora, por (1), se tiene que D,, € Dx, entonces X \C € Dx y por el Teorema
2.33| (3), concluimos que X \ C € NC*(X) y (3) queda demostrado.

(4) Por el Lema lim C,, = |J{C,: n € N} = C. Ahora, por (2), se tiene

n—oo

que C,, € Dx y C,, C Cpyq. Por lo tanto, lim C,, = lim (C, U {p,}) =
n—oo n—oo

]

Lema 4.30. Sea X un continuo hereditariamente localmente conexo, supon-
gamos que eziste Y € C(X) tal que X \'Y tiene una cantidad infinita de
componentes y sea {Cy,: n € N} el conjuntos de las componentes de X \'Y.
Supongamos también que para toda n € N existe A, € NC*(X) tal que
nhjEO A, =A#0.

(1) Si X \ C,, C A; para toda n € N, entonces A = X;
(2) Si A, C C, para toda n € N, entonces |A| = 1.

Demostracion.
(1) Veamos que A = X.

C) Claramente A C X.
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D) Veamos que X C A.

Seax € X.Six €Y, entonces ¢z € X \ C,, C A,, para toda n € Ny, por
tanto, x € A = lim A,. Si x ¢ Y, entonces x € C,, para alguna m € Ny
n—oo

como para toda n € N con n # m, tenemos que que C,, N C,,, = (), conluimos
que z € X \ C,, C A, para toda n € N\ {m}. Por lo tanto, z € lim = A.

n—oo

Con esto concluimos que X C Ay A = X.

(2) Veamos que |A| = 1. Como A # (), A es un continuo y dado que A, C
C, C X \'Y, entonces si para todan € N, A, NY = () y si n # m, como
C, N Cm = (), tenemos que A, N A,, = 0.

Veamos que A C Y. Supongamos por el contrario, que existe x € A\ Y,
entonces x € (), para alguna m € Ny para toda n € N existe x,, € A,, C C,,.
Como (), es abierto existe N € N tal que para todan > N, x, € C,,. Por
otro lado si n # m, C,, NC,, = (), entonces para toda n € N\ {m}, =, ¢ C,;
lo cual es una contradiccion, por tanto, A C Y.

De lo anterior, tenemos que para todan € N, A, NA = 0 y sin # m,
A, N A, =0.

Si A es no degenerado, entonces A es una continuo de convergencia de X
(Definicién [2.16). Pero como X es una dendrita, por el Lema [4.16] X no
contiene continuos de convergencia, en particular A no es un continuo de
convergencia. Entonces |A| = 1. Con esto terminamos (2).

O
Proposicién 4.31. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces
NC*(X)U Ax C Dyx.
Demostracion.
Sea A€ NC*(X)U Ay.
Caso 1. A € NC*(X).

Por el Teorema sabemos que si X es una dendrita, A € NC*(X) si y
solo si algunas de las siguientes se cumple:

(1) A=X;
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(2) A={e} cone € E(X);

(3) A= X\ C donde C es una componente de X \ {p} con p € X \ E(X).

Sean A € NC*(X), A# X,pe X\ Ay {¢} = Fr(A) (Lema[2.32). Conside-
remos el arco pq y {p,}52; una sucesién de puntos ordinarios contenida en
pq tales que p,.1 € pnq para todan € Ny p, — ¢q. Como para toda n € N,
ordx(pn) = 2, tenemos que X \ {p,} tiene exactamente dos componentes
Cy, D,; donde C,, es la componente de X \ {p,} que tiene a p y D, es la
componente de X \ {p,} que tiene a q.

Si A = {e} paraalgun e € E(X), entonces e = ¢y X \{e} es conexo. Ademés,

C = X \ {e} es la componente de X \ {e} que tiene a {p}. Consideremos

la sucesién {D,}2,, por el Lema 4.29 (3) y (4), lim D, = X\ C = {e} y
n—oo

{e} € Dy y también lim C,, = C' = X € Dx. Por lo tanto, si A € NC*(X),

n—o0

A={e} coneec NC*(X) o A= X, tenemos que A € Dy.

Si A= X\ D donde D es una componente de X \ {go} con ¢ € X \ E(X),
dado que A € NC*(X), Fr(A) = {q} (Lema [2.32) y como elegimos a
{q} = Fr(A), tenemos que ¢ = qp.

Nuevamente, por el Lema [4.29| (3), tenemos que lim D, = X \ C donde C es
n—oo

la componente de X \ {g} que tiene a py X\ C' € Dy. Ahora, como elegimos
que p € X \ A= D, tenemos que D = C'. Por tanto, A = X \C = lim D, y
n—oo

A € Dx. Con esto hemos probado que NC*(X) C Dx y terminamos el Caso
1.

Caso 2. Ac Ay.

Como A € Ax, A= CU{q} donde ¢ € R(X) y C es una componente de
X\{q}. Seap € C, entonces p # qy C es la componente de X \ {q} que tiene
a p. Consideremos el arco pq y {p,}52, una sucesién de puntos ordinarios
contenida en pq tales que p,.1 € p,q para todan € Ny p, — ¢q. Como para
toda n € N, ordx(p,) = 2, tenemos que X \ {p,} tiene exactamente dos
componentes C,,, D,, donde C,, es la componente de X \ {p,} que tiene a p
y D,, es la componente de X \ {p,} que tiene a ¢. Nuevamente, aplicando
el Lema 4.29( (1),(3) v (4), tenemos que D,, = D, U {p,} € Dx, nh_g)loD_n =




122 CAPITULO 4. DENDRITAS

X\CeDxylimC,=C=CU{q} = A€ Dy y, por tanto, Ax C D,.
n—0o0

Con esto terminamos el Caso 2.

Por los Casos 1y 2, concluimos que NC*(X) U Ax C Dx y la Proposicién
queda demostrada.

O
Proposicién 4.32. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces
Dx C NC*(X)U Ax U F1(X).

Demostracion.

Sea A € Dy, entonces existe una sucesién {A,}°2, tal que A, = C, U {p,}
donde p, € O(X) y C,, es una componente de X \ {p, }. Llamamos X\ {p,} =
C,UD,y B, =D,U{p,}. Supondremos en todo momento que para toda
n # m, p, # pPm, para quitar los elementos de la sucesion que se repiten.

Sea {pn, } 3=, una subsucesién de {p, }7>; tal que p,, — p,sea{A,, }_; una
subsucesién de {A,, }32, tal que A, ~— Aysea {B,, }n_, unasubsucesién
de {B,, }i2, tal que B, — B.

Para efectos de practicidad. Renombramos las subsucesiones {A,, }_;,

{Bui,, dooe1 ¥ APnc 372y por {Am b 1 {Bm}m—1 ¥ {Pm}m=1 ¥ tenemos que
An,— A, B, — By p, —Dp.

SiA=Xo0Ae€ Fi(X), entonces A € NC*(X) U Fi(X) y la Proposicién
queda demostrada. Supongamos entonces, que A ¢ F;(X) U {X}.

Observacion 1.

(1) X =AU B;

(2) AN B ={p};

(3) B¢ FyU{X}.
(1) Sabemos que A # X, sea b € X \ A, entonces existe € > 0 tal que
N(e,A)N B(e,b) = 0. Sea M € N tal que para todam > M, A,, C N(e, A),

entonces b ¢ A,,, por lo que para toda m > M, b € B, y, por tanto, b € B.
Con esto concluimos que X = AU B.
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(2) Sea z € AN By sea U, una vecindad conexa de z con diam(U,) < &
(Definicién 2.7), como z € AN B, existen sucesiones {an}oo_; v {bm )i ;
tales que a,, € A, by, € By, @y — 2y by, — 2, ademés, existe M € N tal
que para toda m > M, a,,, b, € U,. De donde, el arco a,,b,, C U,, (Teorema
y dado que a,, € A,, y b,, € B,,, tenemos que p,, € a,b,, C U,. De
manera que podemos construir una subsucesion {p,, }5>, de {pm }oo_; tal que

DPm,, — %, COMO Dy, — p, entonces p = z y, por tanto, AN B = {p}.

(3) Si B € Fi(X), entonces B = {b} y X \ B = X \ {b} C A, de manera
que X = X \ {b} C A= A, por tanto, A = X; lo cual es una contradiccion.
Si B =X, entonces A = ANX = AN By por (2) AN B = {p}, por
tanto, A = {p} € F1(X); lo cual es una contradiccién. Con esto concluimos
la prueba de la Observacion 1.

Observacion 2. Existe M € N tal que para todan,m > M, A,,NA, # 0 #
B,, N B,.

Como A # X # B, existe a € A\Bybec B\ A Seae > 0 tal que
B(e,a) N N(g,B) = ) = B(e,b) N N(e,A), sea M € N tal que para toda
m > M, B, C N(¢,B) y A,, C N(g,A). Entonces, para toda m > M,
a¢ B, yb¢ A,, por lo que para toda m > M, a € A,, y b € B,,. Por lo
tanto, para toda n,m > M, a € A, N A,,, b € B, N B,, vy la Observaciéon
queda demostrada.

Estamos listo para probar que si A € Dy, entonces A € NC*(X) U Ax.
Analicemos los siguientes casos:

Caso 1. Sea M € N como en la Observacion 2 y supongamos que m > M,
existe n,, > m tal que p,,, ¢ A,

Sabemos que X \ {pn,.} = Cy,, U D,,,, por la Observacién 2 y del hecho
que pp, & A, tenemos que A, N (A, \ {pm}) # 0. Por tanto, A,, N
Cn,, Z0y A, C C,, C A, , entonces podemos construir una subsucesién
creciente A, C Ap,.,, C Apn,.., C ...y por el Lema (1), tenemos que
nll_rgo A, = U{A4,, :m > M}. Por otro lado, como A4,, — A, entonces

A=A, :m>M}.

Veamos que A = |J{A,,, :m > M} U {p}.
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Sea a € A\ U{An,, : m > M} U {p}, entonces a € B, para toda m > M
y dado que B, — B, tenemos que a € B. De donde, a € AN B y por la
Observacién 1 (2), se tiene que AN B = {p}, por lo tanto, a = p

De manera que X\{p} = (A\{p})U(B\{p}) = U{Ax,. : m = MFU(B\{p}).
Como (A\ {p}) N (B\ {p}) = 0, tenemos que |J{A,,, : m > M} es una
componente de X \ {p}. De aqui podemos concluir que:

Si p € O(X), entonces A € Dy y por la Proposicién [4.28) (1), tenemos que
A e Dx C NC*(X).

Sipe E(X), entonces A =X € NC*(X); lo cual es una contradiccién.
Sip € R(X), entonces A € Ax y el Caso 1 queda demostrado.

Caso 2. Supongamos que el Caso 1 no se da, es decir, para toda m > M y
para toda n > m, p, € A,.

Como n # m, entonces Py, # Pm Y Pn € Am \ {pm}, tenemos que p,, ¢ B,,.

De manera que podemos aplicar el Caso 1 a la sucesién {B,, }m>n y podemos
concluir que:

Sip € O(X), entonces B € Dx y A € Dx. Nuevamente, por la Proposicién
4.28| (1), tenemos que A € Dx C NC*(X).

Sipe E(X), entonces B =X € NC*(X); lo cual contradice la Observacién
1 (3).

Sip € R(X), entonces B € Ay, donde B=CU{p} y C es una componente
de X \ {p}. De manera que X \ C' = X \ (B \ {p}) = A y por el Teorema
concluimos que A € NC*(X) y el Caso 2 queda demostrado.

Por los Casos 1 y 2, concluimos que Dy C NC*(X)U Ax U Fi(X) vy la
Proposicién queda demostrada.
O

Lema 4.33. Sea X una dendrita no degenerada, x € R(X) y C' una compo-
nente de X \ {z}. Entonces, si A€ C(X) yx € AC CU{x}, se tiene que
A¢ NC*(X).

Demostracion.
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Sea C'es componente de X \{z} ysea A € NC*(X) tal que z € A C CU{x}.
Como x € R(X), X \ {z} tiene al menos tres componentes, C, D y E. Del
hecho que A C C U {z}, tenemos que AND = = AN E y, por tanto,
DUE C X\ A Como X \ A C X\ {z}, esto implica que D y E son
componentes de X \ A. Entonces X \ A no es conexoy A ¢ NC*(X). Lo que
concluye la demostracion del Lema.

[

Proposicién 4.34. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces NC*(X)
es subconjunto Gs de C(X) y, por tanto, es Polaco.

Demostracion.

En primer lugar, veamos que NC*(X) \ Fy(X) = Dx \ (Ax U F1(X)).

De la Proposicié, tenemos que NC*(X)UAx C Dy, de donde (NC*(X)U
Ax) \ Fi(X) € Dx \ Fi(X) y por la Proposicién [4.32 tenemos que Dx C
NC*(X)UAx UF;(X), lo cual implica que Dx \ F1(X) C (NC*(X)UAx)\

Fi(X) C Dx \ Fi(X). Entonces

(NC*(X)UAx)\ FA(X) = Dx
(NCH(X)\ Fi(X)) U (Ax \ Fi(X)) = Dx

(NCH(X)\ F(X)) U (Ax \ (X)) \Ax = (Dx \ Fi(X)) \ Ax
(NC*(X)\ Fi(X)) \ Ax) U ((Ax \ Fi(X)) \ Ax) = Dx \ (Fi(X)UAx)
(NC*(X)\ Fi(X))\ Ax = Dx \ (FI(X)UAx)

Por (3) de la Proposicién [4.28 tenemos que NC*(X) N Ax = 0, de donde
(NCHX)\ Fi(X))\Ax = NC*(X)\ F1(X). Por lo tanto, NC*(X)\ F1(X) =
Dx \ (Ax U F1(X)).

Ahora bien, por (2) de la Proposicién [4.28] tenemos que Ay es numerable
y dado que Dx es compacto y Fy(X) es cerrado, NC*(X) \ Fy(X) es Gs.
Ademds, NC*(X) = [NC*(X) \ F1(X)] U F1(F(X)), unién de dos G, en-
tonces es G;. Por el Lema [£.12] concluimos que NC*(X) es completamente
metrizable y, por tanto, es Polaco.

O

Cuando se enviaron a publicacion los resultados de esta tesis, el arbitro de
la revista hizo el siguiente comentario:
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Comentario 4.35. En [15, Proposicion 5.1] se prueba que si X es un conti-
nuo locamente conexo, el conjunto S(X) de todos A € 2% tales que X \ A es
no conezo es un subconjunto F, de 2%. Dado que las dendritas son continuos
locamente conexos y NC*(X) = C(X) \ S(X), se concluye que NC*(X) es
un subconjunto G de C'(X). Como es bien sabido ([6, Lema 1.3.12]), los sub-
conjuntos Gy de los espacios completamente metrizables son completamente
metrizables. Como C(X) es compacto y metrizable, NC*(X) es Polaco.

Lo cual acorta considerablemente el trabajo realizado para la demostraciéon
de la Proposicién [4.34], siendo ambas maneras matematicamente correctas.

Teorema 4.36. [16, Teorema 7.1, pp.33-34] Un espacio que es la union
numerable de subconjuntos F,, donde cada uno de los cuales tiene dim < n,
es en st mismo de dim < n.

Corolario 4.37. Si X es un espacio métrico separable, U C X abierto tal
que dim(U) = dim(X \ U) = 0, entonces dim(X) = 0.

Demostracion.

Como U = |J{F, : n € N} cerrados de X, entonces U es F, y al ser X \ U
un cerrado es F,. Por el Teorema[1.36]y dado que X = U U (X \U), tenemos
que dim(X) = 0.

0

A continuacién, mostraremos que NC*(X) es 0-dimensional. Para este fin,
veamos primero una serie de resultados previos.

Sea X una dendrita no degenerada, a € X y x € X\ (E(X)U{a}). Definimos:

Ax como la componente de X \ {2} que tiene a a y sea B, = X \ A,. Por el
Teorema (3), tenemos que B, € NC*(X). Sea b € X \ {a}, definimos:

F={B,:z€cab\{a,b}}.

Como para toda = € ab \ {a,b}, x € X \ (F(X) U {a}), tenemos que B, €
NC*(X)y F C NC*(X).

Supongamos que existen puntos p,q € (ab\ {a,b} N R(X)) tales que ¢ separa
a b de p (Teorema [4.19)). Definimos:

B={B,:z€pq\{p}}
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Como p,q € R(X), X\ {p} v X \ {¢} tiene al menos tres componentes cada
uno, p separa al punto a del arco gb y ¢ separa al arco ap del punto b. Sea
C, una componente de X \ {p} que no contiene ni al punto a, ni al arco ¢gb y
C, una componente de X \ {¢} que no contiene ni al arco ap, ni al punto b.

Observacién 4.38. Si u,w € ab\ {a,b} y w separa al punto u del punto b,
entonces:

(a) A, C Ay;

(b) By, C By,

(¢) Bu\{w} C By;

(d) By \{w} C Bu\ {u}.

Demostracion.
Los conjuntos que hemos descrito se ven como se muestra en la Figura 4.2

Figura 4.2: Conjuntos A,, Ay, By y Bu.

Veamos que w separa al arco au del punto b y que u separa al punto a del
arco wb.

Como w separa a los puntos u y b, entonces X \ {w} = F|r donde u € E y
b € F. Ahora bien, como el arco au es conexo, b ¢ au y u € auN E, tenemos
que au C FE, y, por tanto, w separa al arco au de b. Similarmente, tenemos
que u separa al punto a del arco wb.

De manera que w ¢ A,, entonces A, es conexo, A, C X \ {w} ya € A,,
por lo tanto, A, C A,. De donde, X \ A, C X \ Ay; lo cual implica que
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B, C B,y (a), (b) y (c) quedan demostradas. Como au C Ay, u & By, y
por (c), concluimos que (d) B, \ {w} C B, \ {u} es cierta y la Afirmacién
queda demostrada.

O]

Observacién 4.39. Para toda x € pg \ {p}, se cumple que B, N A, =0 =
B,NC, yC, CB,.

Demostracion.

Tenemos que para toda x € pq \ {p}, x separa al arco ap del punto b y
z ¢ C,, de manera que como A, C A, (Observacion [£.38| (a)) y A,U{p}UC,
es un subconjunto conexo de X \ {z} y, por tanto, A, U{p}UC, C A, y
B,NA,=0=DB,NC,.

Ahora, como ¢ separa a A, de C,, C, C B, y dado que para toda z €
pq \ {p,q}, q separa a los puntos z y b, entonces B, C B, y tenemos que
C, C B, para toda x € pq \ {p}.

[

Lema 4.40. B es abierto en NC*(X).

Demostracion.

Sea U = (B, \ {p}, B, \ Cy, C,) (Ver Figura .
Recordemos que B= {B, : x € pg\ {p}} v C, = C, U {q}.

B

Y4

2
[ ]

Figura 4.3: Conjuntos B, B, y C,.
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Veamos que U N NC*(X) = B.

C) Sea K e UNNC*(X). Como K C (B, \ {p}) U(B,\ C,)UC,, C, C
(Observacién [4.39), B, C B, (Observacion 138 (b)) y a € 4, C X\
tenemos que a ¢ Ky, por tanto, K # X. Dado que K N (B, \ C,) # 0 #
KNC,, entonces ¢ € K, por lo que K # {e} paratodae € NC*(X) (Teorema
933 (2)).

~—

De manera que como K € NC*(X), por el Teorema m (3), tenemos que
K = X\ C donde C es la componente de X \ {y} para algunay € X\ E(X)y
dado que a ¢ K y q € K, tenemos que y # a, el punto y separa a los puntos
a'y ¢, por tanto, y € aq \ {a}. Como a ¢ K, entonces K = X \ A, = B,. Si
y € ap, por la Observacién m (d), B, \ {p} € B, \ {y} C B,. Por lo que,
para y € ap By, ¢ B, \ {p}, entonces B, ¢ U. De manera que K = B, para
alguna y € pq \ {p}. Por lo tanto, K € B.

D) Sea B, € B. Como z € pq\ {q}. Por la Observacién [£.3§| (c) y la Observa-
cién , tenemos que B, C B, \ {p}, B,\ C, C B, y C, C B,. Concluimos
que B, € (B, \ {p},B,\ C,;,C;) = U y como B C NC*(X), tenemos que
BCcUNNCHX).

Por tanto, Y N NC*(X) = B y B es abierto en NC*(X).

[
Lema 4.41. B es cerrado en NC*(X).
Demostracion.
Sea B € B, entonces B = lim B,, donde {B,,}°°, es una sucesién de

n—o0

puntos en B. Como para toda n € N, z,, € pq \ {p}, podemos suponer que
Tn — To € pq. De manera que o € BNpgq. Por la Observacion para toda
neN, A,NB,, =0y como A, es abierto en X, tenemos que A, N B = 0.

Hemos probado que si B € B, entonces o € BNpq y A,N B = (), de manera
que B # {e} para todae € E(X)y B # X. Si B € NC*(X), entonces por
el Teorema [2.33) (3), B = X \ C donde C es la componente de X \ {y} para
alguna y € X \ F(X). Si y = a, entonces a € X \ C para toda componente
de X \ {a} y dado que a ¢ B, concluimos que y # a.

Sabemos ademds, que y separa al punto a del punto zy, ya que si g € A,,
tenemos que g ¢ B; lo cual es una contradicciéon. Por tanto, tenemos que

y € axg \ {a,zo}.
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Veamos que y € pxo \ {p}.

Por la Observacién , tenemos que para todan € N, C, N B,, = 0y,
por tanto, C;, N B = (). Supongamos por el contrario, que y € ap \ {a}.
Como C, C B, y por la Observacién m (b), tenemos que B, C B,, si
B =X\ A, = By, entonces C,, C B; lo cual es una contradiccién, por tanto,

y € pro \ {p} Cpg\{p}y B= B, €B.

Hemos probado que si B € BN NC*(X), entonces B € By como B C
BN NC*(X), por tanto, B=BNNC*(X) y B es cerrado en NC*(X).
O

Lema 4.42. Sean X una dendrita, p € X tal que ordx(p) = k con k € N.
Si U es un abierto en X tal que p € U, entonces existe un conjunto F de k
puntos, F' = {xq1,xs,...,x} tal que F separa al punto p y al conjunto X \ U.

Demostracion.
Sea p € X tal que ordx(p) = k con k € N y U un abierto de X tal que
p € U. De la Definicién de orden, tenemos que existe V' abierto tal que
peV CUy|Fr(V)| = k. Consideremos F' = {z1,z9,...,2,} = Fr(V).
Como X \ F ="VY|euvy y dado que p e V y X \ U C ext(V), concluimos que
F separaapya X \U.

L]

Proposiciéon 4.43. Sea X es una dendrita que cumple que E(X) = X.
Entonces NC*(X) es 0-dimensional.

Demostracion.
Seald = NC*(X)\ {X}UF(X)).

Observacion 1.
(1) U es abierto en NC*(X);
(2) Fi(X)NNC*(X) =F(FE(X))~ E(X) es 0-dimensional.

(1) Como los tinicos elementos unitarios en NC*(X) son de la forma A = {e}
con e € E(X) (Teorema [2.33), tenemos que las sucesiones de unitarios que
convergen en el espacio métrico NC*(X) son solo aquellas que convergen a
unitarios de esta forma. Por lo tanto, F}(X) es cerrado en NC*(X) y dado
que {X} es cerrado en NC*(X), entonces U es abierto en NC*(X).
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(2) Del Teoremal|2.33] tenemos que los tnicos elementos unitarios en NC*(X
son de la forma A = {e} con e € E(X). Entonces Fy(X) N NC*(X) =
Fi(E(X)) y dado que Fi(E(X)) =~ E(X), tenemos que dim(F;(F(X)))
dim(E(X)).

Veamos que E(X) es O-dimensional en X. Sea e € E(X), entonces e tiene
una base de vecindades {V,, : n € N} tal que e € V, y |Fr(V,)| = 1.
Sea {p,} = Fr(V,), entonces X \ {pn} = ""|es(v,) ¥ por el Teorema [2.33 .
tenemos que p, ¢ E(X). Por lo que, {V,, N E(X) : n € N} es una base de
vecindades de {e} en E(X) tal que Frgx)(V,NE(X)) = 0. Entonces e tiene
una base de vecindades en E(X) con frontera vacia. Como esto ocurre para
todo e € F(X), entonces dim(E (X)) = 0. Por tanto, dim(F,(E(X))) = 0.

De la Observacién 1 y el Corolario [4.37], tenemos que es suficiente probar que
NC*(X) es 0-dimensional en cada punto de U.

Sea Y € U, entonces por el Teorema [2.33 (3), Y = X \ C donde C' es una
componente de X \ {y} v y ¢ E(X). Como C U {y} es una dendrita no
degenerada por el Teorema , C = C U {y} tiene al menos dos puntos de
no corte, de manera que por el Teorema ecCsiysélosiec BE(C)y
Fr(C) = {y}. Por lo que, existe un punto a € E(X) N (C \ {y}). De igual
manera, existe un punto b € E(X)N (X \ (C\ {y})).

Como y separa a los puntos a y b, entonces p € ab\ {a,b} y usando las
definiciones de los conjuntos A, y B, tenemos que C' = A, y X \ C =
X\ A, = B,. Como E(X) = X y por el Teorema m, tenemos que existen
q € (ap\{a,p}) NR(X) y r € (pb\ {p,b}) N R(X).

A continuacién, definiremos una sucesién numerable {B,, : n € N} de abiertos
y cerrados en NC*(X) con Y € (,cnBn, v ademds, lim diamgy(B,) = 0.
Para probar que Y es un punto de dimensionalidad cero en NC*(X). Como
p € X \ E(X), tenemos los siguientes dos casos:
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Figura 4.4: Sucesiones {g,}7>, v {rn}o;.

Caso L. p € O(X).

Sea {gn}>2; una sucesion en (gp \ {q,p}) N R(X) con ¢u41 € gnp y limgq, =p
(Ver Figuraft.4)(a)). También, sea {r, }2, una sucesién en (pr\{p, r})NR(X)
con 7,41 € pry, y imr, = p (Ver Figura[d.4] (a)). Para cada n € N, sea

B, ={B,: 7€ qun\{an}}
Como p € ¢,7, \ {gn} para toda n € N, entonces Y = B, € B,.

Veamos que B,.; C B, para todan € N. Sean n € Ny B, € B,,,;. Como

B, € But1, € Gui17nt1 \ {@nt1} ¥ del hecho que ¢ui1 € ¢up ¥ Tp1 € pra,
tenemos que x € ¢, \ {¢n}, y por tanto, B, € B,,.

Por los Lemas y sabemos que B, es abierto y cerrado en NC*(X)
para cada n € N. Entonces para probar que {5,: n € N} es una base local,
veamos lo siguiente:

Afirmacién 1. Dado € > 0 existe m € N tal que diam(B,,) < e.

Por el Lema y que ordx(p) = 2, existen wy € A, y wy € Y \ {p} (Ver
Figurafl.4] (a)) tal que si W es la componente de X \ {wo, w;} que tiene a p,
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entonces W C B,(p, 5) \ {a,b}.

Veamos que wy € ap y que w; € pb. Supongamos por el contrario que, wy ¢
ap. Como ap C A,, entonces ap C X \ {wp,w; }, de donde ap C W; lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, wy € ap. Para la otra afirmacion, de igual
manera supongamos que, w; ¢ pb. Como pb C Y, entonces pb C X \ {wp, w1 },
de donde pb C W; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, wy € pb.

Sea m € N tal que ¢,,, ., € W. Veamos que esta m satisface la Afirmacion.
Dado que g, € qp\{q,p} vy wo € ap tenemos que ¢, € wop. De igual manera,
T'm € pW1.

Tomemos dos puntos @,y € ¢mrm \ {gn} (Ver Figura[d.4] (a)). Sin perdida de
generalidad podemos suponer, que y € zr,,. Dado el orden natural del arco

ab con a < b, tenemos que ¢, < r <y < rp < wy, de donde x,y € W. Por
la Observacion [£.38] (b), tenemos que B, C B,.

Veamos que B, C B, UW (Ver Figura(4.4] (a)). Supongamos por el contrario
que, B, € B, UW. Entonces existe z € B, tal que z ¢ B, y z ¢ W. Como
Wy € ap, ¢m € WP Y Y € Ty, tenemos que a < wy < ¢ < T < Y < Tp. De
donde wy € ax y por el Teorema tenemos que wy separa al punto a del
punto z. Entonces X \ {wg} = ¥|r donde a € Ey x € F.

Ahora bien, dado que B, es conexo, wg ¢ B, y x € B, N F, tenemos que
B, C F. De donde z ¢ E'y z # wy. Por otro lado, como z ¢ B,, entonces
z € A,. Por lo que, el arco az C A,. Si azNW # 0, como a,z ¢ Wy az
es un arco, se tiene que |az N Fr(W)| > 2 y dado que w; ¢ A,, entonces
az N Fr(W) C {wp}; lo cual es una contradiccién. Por lo que, az N W = ().
Como a,z € A, U {z}, entonces ax C A, U {z}. De igual manera como
x,z € B,, tenemos que rz C B,. Entonces por la unicidad del arco en
dendritas (Lema, tenemos que x € azNW; lo cual es una contradiccion.
La contradiccién vino de suponer que B, € B,UW, por lo tanto B, C B,UW.

De lo anterior, tenemos que B, C B, C B, UW. De donde, H(B,, B,) <
diam(W) < e. Esto prueba la Afirmacién 1.

Ahora bien, sean € > 0y By(Y,¢), por la Afirmacién 1, existe n € N tal que
diam(B,,) < . Como Y € B,, entonces B, C By(Y,¢). Entonces {B, : n €
N} es una base de abiertos y cerrados en NC*(X) que tienen a Y. Por lo
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tanto, en este caso NC*(X) es O-dimensional en Y.
Caso II. p € R(X).

Sea {¢,}22; una sucesion en (gp \ {q,p}) N R(X) con ¢,41 € gup y limgq, = p
(Ver Figura 4.4/ (b)). Para cada n € N, sea

Como p € ¢,p \ {¢n} para toda n € N, entonces Y = B, € B,,.

Veamos que B,,1 C B, para todan € N. Sean n € Ny B, € B,,,;. Como
By € Buy1, © € ¢uy1p \ {@ny1} v del hecho que gny1 € ¢up, tenemos que
z € ¢up \ {qn}, y por tanto, B, € B,.

Por los Lemas y 4.41] sabemos que B, es abierto y cerrado en NC*(X)
para cada n € N. Entonces para probar que {5,: n € N} es una base local,
veamos lo siguiente:

Afirmacién 2. Dado € > 0 existe m € N tal que diam(B,,) < e.

Dado que A, es una dendrita y que A4, = A, \ {p} es conexo, se tiene que
ordz (p) = 1y por el Lema existe w € A, \ {p} tal que si W es la

componente de 4, \ {w} que tiene a p, entonces W C B,(p, £) \ {a}.

Veamos que w € ap. Supongamos por el contrario que, w ¢ ap. Como ap C
A,, entonces ap C A, \ {w}, de donde ap C W; lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, w € ap.

Sea m € N tal que ¢,, € W. Veamos que esta m satisface la Afirmacion.
Dado que ¢, € qp\ {q,p} y w € ap tenemos que ¢,, € wp.

Tomemos dos puntos x,y € ¢,p \ {¢m} (Ver Figura (b)). Sin perdida de
generalidad podemos suponer, que y € xp. Dado el orden natural del arco ab
con a < b, tenemos que z < y < p. Por la Observacién [£.3§) (b), tenemos que
B, C B,.

Veamos que B, C B, UW (Ver Figura|4.4| (b)). Supongamos por el contrario
que, B, € B, UW. Entonces existe z € B, tal que z ¢ B, y z ¢ W. Como
wEapy ¢m € wp, y € xp, tenemos que a < w < ¢, < r < y < p. De donde,
w € ax y por el Teorema tenemos que w separa al punto a del punto
x. Entonces X \ {w} = ¥|p donde a € Ey x € F.
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Ahora bien, dado que B, es conexo, w ¢ B, y p € B, N F, tenemos que
B, C F. De donde z ¢ E'y z # w. Por otro lado, como z ¢ B,y Y C B,,
tenemos que z ¢ Y. Entonces a,z € A, asi que az C A,. En la dendrita A,
tenemos un arco az y un abierto W tal que [Fr4(W)| =1y a,z ¢ W. Por
lo que, azNW = (). Como a,z € A, U{z}, entonces ax C A, U{zx}. De igual
manera como x, z € B,, tenemos que xz C B,. Entonces por la unicidad del
arco (Lema, tenemos que x € azNW; lo cual es una contradicccion. La
contradiccién vino de suponer que B, € B, UW, por lo tanto B, € B, UW.

De lo anterior, tenemos que B, C B, C B, UW. De donde, H(B,, B,) <
diam(W) < e. Esto prueba la Afirmacién 2.

Ahora bien, sean ¢ > 0y By (Y, ¢), por la Afirmacién 2, existe n € N tal que
diam(B,,) < e. Como Y € B,, entonces B,, C By(Y,¢). Entonces {8, : n €
N} es una base de abiertos y cerrados en NC*(X) que tienen a Y. Por lo
tanto, en este caso NC*(X) es 0-dimensional en Y. Esto termina la prueba
de la Proposicion.

O

Con los teoremas que hemos mostrado estamos listos para probar el teorema
central de esta seccion.

Teorema 4.44. Si X es un dendrita y E(X) = X, entonces NC*(X) ~
R\ Q.
Demostracion.

De acuerdo a la caracterizacion de Alexandroff-Urysohn de los niimeros irra-
cionales (Teorema [£.14]), tenemos que probar tres cosas sobre NC*(X): que
es Polaco, que es 0-dimensional y que es es localmente compacto en ninguna
parte. Las dos primeras propiedades se probaron en las proposiciones y
. Asi que nos queda probar que NC*(X) no es localmente compacto en
ninguna parte.

Sea Y € NC*(X). Por el Teorema [2.33] tenemos los siguientes tres casos:
Caso 1. Y = {e} con e € E(X).

Sea € > 0, consideremos Bpy(e,{e}). Veamos que By (e, {e}) no es compacto.
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Consideremos U un abierto de X tal que e € U y diam(U) < 2e. Como
R(X) es denso en X, tenemos que existe t € R(X) tal que t #ey t € U.
Consideremos una sucesion de puntos terminales {ej}2°; en U que convergen
a t. Como para toda k € N ¢, € U, tenemos que H({e},{er}) < €y, por
tanto, {e,} € Bp(e,{e}) para toda k € N. Por (1) Teorema [2.33] se tiene que
para toda k € N {ex} € NC*(X). Por lo que {e;} € NC*(X) N By(e,{e})
para toda k € N. Del hecho que e, — ¢, tenemos que {ex} — {t} y dado que
{t} ¢ NC*(X), podemos concluir que en este caso NC*(X) no es localmente
compacto en Y.

Caso 2. Y = X\ C donde C es una componente de X \{y} cony € X\ E(X).

Al igual que en el Teorema sabemos que existe a € E(X)NC y b €
E(X)NY\{y}. Entonces tenemos que y € {a,b},C = A, yY = X\A4, = B,.
Como R(X)Nab=ab (E(X)= Xy Teorema , para toda € > 0 existen
pe R(X)NB(e,y)Nayy q € R(X)NB(e,y) Nyb. Sea {p,}>>, una sucesion
de puntos de R(X) N B(e,y) Nay tal que py1 € pup \ {Pn, P} ¥ Pn — b

Como p € R(X), existe una componente C,, de X\ {p} tal que {a,b}NC, = 0.
Por la Observacién [4.39} tenemos que C, C B, y C, N B, = 0 para toda
n € N (Ver Figura de manera que suponiendo que B, — B, tenemos
que C, N B =y, por tanto, B # B,,.

Figura 4.5: Sucesién {p,},>; y componente C,,.
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Como B, € B={B,:z € pq\ {p}} y por el Lema [£.41] B es cerrado en
NC*(X), tenemos que B ¢ NC*(X), por lo que B € By(e, B,) \ NC*(X)
y Bu(e, By) no es compacta. Por tanto, NC*(X) no es localmente compacto
enY = B,.

Caso 3. Y = X.

Sea e € E(X). Como R(X) es denso en X, tenemos que existe p € R(X) tal
que p # ey p € U. Consideremos el arco pe en X y {p}72, una sucesién
de puntos ordinarios contenida en pe tales que pyi1 € pre para toda k € N
y pr — e. Como para toda k € N, ordx(px) = 2, tenemos que X \ {px} =
Ci U Dy, donde Cj, es la componente que contiene a py Cj, = Cj, U {p;.}.

Por (2) del Lema |4.29} tenemos que para toda k € N C C Cpyq, de don-
de C% C Ckyq. Entonces por (2) del Lema concluimos que kh’m C, =
—00

U{Ck: k € N}. Como e € E(X), entonces X \ {e} es conexo y por (4) del
Lema [4.29) | J{C\: n € N} = X \ {e} vy, por tanto, kh’m Cr = X.
—00

Sea m € N tal que H(X,C,,) < e. Ahora, como C,, = X \ D,,, por el
Teorema , C,, € NC*(X). De hecho, C,, es del segundo tipo de conjuntos
en el Teorema [2.33] Entonces, en el Caso 2 ya hemos probado que NC*(X)
no es localmente compacto en C,,. Dado que C,, € By(s, X), se deduce
que Bpy(g,X) no puede tener cerradura compacta. Por tanto, en este caso
By (e,Y) tampoco tiene cerradura compacta.

Por lo tanto, NC*(X) es localmente compacto en ninguna parte. De las
proposicionesy, tenemos que NC*(X) es Polaco y es 0-dimensional,
respectivamente. Finalmente, por el Teorema |4.14] podemos concluir que
NC*(X) =R\ Q.

]

Definicién 4.45. [4, (4.21),(4.22), p.12] Dado un conjunto S C {3,4,...,w}
denotamos por Dg a cualquier dendrita que satisface las siguientes dos con-
diciones:

(1) Sip e R(X), entonces ordx(p) € S;

(2) Para cualquier arco A C X y para cualquier m € S, existe un punto
p € A con ordx(p) = m.
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Observacion 4.46. Si S, T C {3,4,...,w} y S # T, entonces Dg no es
homeomorfo a Dr.

Demostracion.

Sean S, T C {3,4,...,w} tales que S # T. De la Definicién 4.45| tenemos
a las dendritas Dg y Dr con la propiedad de que si p € R(Dg), entonces
ordx(p) € Sy que si g € R(Dr), entonces ordx(q) € T respectivamente.

Supongamos para obtener una contradiccion, que Dg es homeomorfo a D
y sea f un homeomorfismo entre Dg y Dy. Como S # T, sin perdida de
generalidad podemos suponer, que S ¢ T, entonces existe m € S tal que
m ¢ T. De la Definicién , existe p € R(Dg) tal que ordp,(p) = my
por el Lema [2.43] tenemos que ordp,(f(p)) = ordpy(p) = m, por tanto,
f(p) € R(Dr) y su orden es m; lo cual es una contradicciéon ya que m ¢ T'y,
por tanto, Dy no tiene puntos de orden m. Con lo que concluimos que, Dg
no es homeomorfo a Dr.

[]

Corolario 4.47. Existe una coleccion de dendritas {Dg : S C{3,4,... ,w}}
de tamano ¢ = |R|, no homeomorfas entre si, tales que NC*(X) =~ R\ Q.

Demostracion.

De la Definicién y la Observacién [4.46], tenemos que existe la familia de
dendritas {DS - S C {3,4,... ,w}} no homeomorfas entre si. De (2) de la
Definicién [4.45] y el Teorema [£.17] tenemos que E(Dg) es denso en Dg. Al
ser tantas como todos los subconjuntos de los niimeros naturales son tantas
como el cardinal del continuo. Por ltimo, por el Teorema [4.44] tenemos que

NC*(X)~R\Q.
O
Corolario 4.48. Sea X dendrita, las siguientes son equivalentes:
(a) B(X)=X;
(b)) NC*(X) =~ R\ Q;
(¢) NC*(X) es 0-dimensional;

(d) NC*(X) es totalmente disconezo.
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Demostracion.

(a) = (b), se sigue del Teorema
(b) =

(¢) = (d), se sigue del Teorema [4.2]

(d) = (a), si E(X) # X. Por (3) del Teorema tenemos que existe un
arco libre A C X con extremos p y ¢. Como para toda x € pg\ {p, ¢} se tiene
que ordy (z) = 2, entonces X \ {x} = Y=y, donde p € U, y q € V,. Definimos

a:pg\ {p,q} - NC*(X) dada por por a(t) = A, = U, U {x} (Ver Figura
19

(c), se sigue de la definicién de ser O-dimensional.

Figura 4.6: Conjunto A,.

Consideremos r,s € pq \ {p,q} tales que r < x < s en el orden natural del

arco pq (Ver Figura[l.0) y sea a [,5: rs = NC*(X).
Afirmacion 1. a [, es un encaje bien definido.

Primero, por el Lema tenemos que A, = U, U {z} es un subcontinuo
de X y como X \ A, =V, entonces A, es elemento de NC*(X). De manera
que, « esta bien definida y, por tanto, a [, también lo esta.

Sea X \ {p} = Uy C7 con M, C N, |M,| > 1y C? las componentes de
X\ {p}. Donde q € C7 para alguna j € M,.

Observacién 2. Si z € rs, entonces V,, C C’f.

Sea x € rs, como p ¢ V,, tenemos que V, C X \ {p} = U,c,, C7 vy dado que
q € V;, concluimos que V, C C7.

Definimos €' = J;,; CY U {p} el cual es un un conexo. Sean z,y puntos
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en rs con x < y en el orden del arco A. De manera que A, = C Upzx y
A, = CUpxUuxy, por lo que A, C A,. Por tanto, o [, es inyectiva.

Para ver la continuidad, sea {z,}>%, una sucesién en rs y x € rs tal que
para cadan € N, x,, # ¢ y x, = x, de donde A, = C' U pz, y tenemos que
A,, converge a A, = C'Upx. Por tanto, « [, es continua.

Al ser rs un conjunto compacto con lo anterior probamos que a [, es un
encaje bien definido.

Definimos, J = a(rs). Por la Afirmacién 1, tenemos que « es un encaje en
NC*(X), entonces J ~ [0,1] y J € NC*(X). Con lo que concluimos que
NC*(X) no es totalmente disconexo.

[l

Como comentario, quiero agregar que (a) = (c) es la Proposicién y (a)
= (d) es el Corolario [4.26]

Como ultimo resultado, mostraremos una generalizacion en la familia de las

dendritas del Teorema [2.411

Teorema 4.49. Sea X una dendrita. NC*(X) es conezo si y sdlo si X es
el intervalo.

Demostracion.
<) Por la Proposicién [2.35], tenemos que NC*(X) ~ X, por lo que NC*(X)

€S conexo.

=) Supongamos que X no es un intervalo. Por la Proposicién|[1.17, |R(X)| =
m > 1y por los Teoremas y2.24) |[E(X)| =k > 2.

Sean ¢ € R(X) y C una componente de X \ {¢} y consideremos los conjuntos:

K={Ae NC*(X):ACC}y
L={Ac NC*(X): An(X\C) #0}.

Por Lema {4.24] tenemos que K y £ son una separacién de NC*(X). Por
tanto, NC*(X) no es conexo.
[

Teorema 4.50. Sea X es una dendrita. NC*(X) es compacto si y sélo si X
es el intervalo.
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Demostracion.
<) Por la Proposcién tenemos que NC*(X) =~ X. Por lo que NC*(X)

es compacto.

=) Supongamos por el contrario que X no es un intervalo y dado que X es
una dendrita, no tiene curvas cerradas simples. Por la Proposicién [1.17, X
tiene al menos un punto de ramificacién p. Consideremos X \ {p} = ;e K
con M C N, |M| > 3y K; las componentes de X \ {p}. Consideremos K;,
una de las componentes de X \ {p}.

Sea € > 0, tomemos B(e,p) y po € B(e,p) N O(X) N K;,. Consideremos el
arco pop C K;, v {pn}52, una sucesién de puntos ordinarios contenida en
pop tales que p,.1 € p,p para toda n € Ny p, — p (Ver Figura @ Como
para toda k € N, ordx (p) = 2, tenemos que X \ {pr} = Cx U D, donde C},
es la componente que tiene a py y C, = Cy U {p} (Ver Figura . Por el
Teorema tenemos que Cy € NC*(X) para toda i € N.

Figura 4.7: Conjuntos Cy y Dx.

Por (2) del Lema tenemos que para toda k € N C}, C Cjy1, de donde

C), C Cjyq y por (1) del Lema concluimos que klim C = U{Cy: k € N}.
—00

Como Kj, es la componente de X\ {p} que tiene a py y por (3) del Lema[.29]
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tenemos que (J{Cr: n € N} = K;,, de donde |J{C: n € N} = K;, U {p}.
Con esto concluimos que la sucesién de {Cy}2, converge a C' = K;, U {p}.
De donde X \ Ki, = Ujcan i) K con M\ {io} C N, [M\ {io}| = 2y, por
tanto, C' ¢ NC*(X).

De lo anterior tenemos que la sucesion {C}}22, de elementos en NC*(X)
converge a C'y C'¢ NC*(X). Por lo tanto, NC*(X) no es compacto.
[l

Como consecuencia de los Teoremas y obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 4.51. Sea X una dendrita, las siguientes son equivalentes:
(1) NC*(X) es un continuo;
(2) NC*(X) es compacto;

(4) NC*(X) ~ X;

(X)
(X)
(8) NC*(X) es conexo;
(X) =
(5) X ~1[0,1].

Demostracion.
(1) = (2), (1) = (3), (1) = (1), (4) = (2) y (4) = (3), son inmediatas de
las definiciones y del hecho que X es un continuo.

(5) = (4), se sigue de la Proposicién m
(3) < (5), se sigue del Teorema [4.49]
(2) < (5), se sigue del Teorema [1.50]
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