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Introducciéon

El trabajo desarrollado en esta tesis se centra en estudiar parametrizaciones de energia
oscura empleando los recientes catalogos ondas gravitacionales de LIGO-Virgo, el GWTC-1
[1] y GWTC-2 [2] (las ondas gravitacionales reportadas en dichos catalogos incluyen detec-
cion de la primera y segunda corridas observacionales de LIGO-Virgo) para asi mejorar las
constricciones en los pardmetros cosmolégicos del modelo en cuestion y para desarrollar un
método independiente a las supernovas o relojes césmicos que permita estudiar modelos
cosmologicos.

Lo anterior permite trabajar uno de los desafios més importantes de la cosmologia de
precision, el cuél es entender la naturaleza de la energia oscura, la componente a la cual le
asociamos la expansion acelerada tardia del universo. El modelo estandar de la cosmologia
de llama ACDM (A por la constante cosmolégica y CDM de sus siglas en ingles “cold dark
matter”, materia oscura fria) y en él se considera que la expansion acelerada del universo
es debida a un fluido de presién negativa con densidad constante, ademas de que el uni-
verso contiene materia obscura, la cual no se conoce su naturaleza precisa y se supone que
s6lo interacttia gravitacionalmente con la materia barioénica. A pesar de ser el modelo més
optimo que se ajusta a las observaciones recientes, ACDM tiene diversos problemas, por
lo que alternativas deben considerarse. Existen dos principales caminos para estas exten-
siones. El primero es conservar la teoria de la Relatividad General y modificar el tensor
de energia-momento del fluido en el universo, lo cual se realiza modificando la parte de-
recha de las ecuaciones de Einstein. El segundo camino es el llamado teorias extendidas y
alternativas a la gravedad en las cuéles se modifica la parte izquierda de las ecuaciones de
Einstein y por ende la expansion acelerada del universo puede explicarse debido cambios
en la geometria.

Ambos caminos se pueden explorar de forma sencilla a nivel fenomenolégico, mediante
la dindmica de una ecuacion de estado (el cociente entre la presion y la densidad) de la
energia obscura en el primer caso, ademés de que este es el camino que se tomara en la pre-
sente tesis. El modelo estandar ACDM asume una ecuacion de estado constante w = —1,
por lo que alternativas pueden tomarse como funciones del corrimiento al rojo cosmolégico
z. Es estandar en la literatura considerar parametrizaciones de la ecuacion de estado que
dependan del corrimiento al rojo z, las cuales puedan reproducir asi mismo modelos como
LCDM (w=-1). Una manera simple de realizar dichas aproximaciones es através de series
de Taylor en z! la cual nos permite explorar la dindmica de la energfa oscura modelada

IExisten en la literatura otras maneras como polinimos de tipo Padé 3] o Chebyshev [4]
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a traves de esta parametrizacion en z altos. Otras formas de tomar estas ecuaciones de
estado dinamicas, algunas de estas son parametrizaciones bidimensionales [5], evolucion de
la ecuacion de estado con un campo escalar [6], ecuaciones de estado obtenidas de teorias
f(R) (las cuéles se obtienen reemplazando el Lagrangiano de Eintein-Hilbert del escalar de
Ricci a una funcion del escalar de Ricci) [7, 8, 9], dobles potenciales exponenciales para la
expansion acelerada tardia [10], energia obscura interactuante [11], aproximaciones Padé
de energia obscura [3|, y cosmografia inversa de energia obscura [12, 4].

En la presente tesis se abordard una actualizacion del estudio de parametrizaciones de
energia oscura empleando los recientes catalogos de ondas gravitacionales para mejorar
la constriccion en sus pardmetros cosmologicos. Uno de los principales problemas que se
ha presentado en estos estudios reportados en la literatura es el hecho de que aunque la
deteccion de ondas gravitacionales permita conocer de forma directa la distancia a sus
fuentes, el corrimiento al rojo a ellas no es facil de medir, con lo cuél la determinacion de
la funcién de distancia sirena (distancia a fuentes de ondas gravitacionales) en funcion del
corrimiento al rojo Dg(z) sea complicada de deducir. Una forma de medir el corrimiento
al rojo a una sirena estandar (fuente de ondas gravitacionales) es detectando una contra-
parte electromagnética y en funciéon de ella realizar una mediciéon del corrimiento al rojo
independiente del modelo, sin embargo este método no permite conocer el corrimiento al
rojo con la mayoria de eventos, pues la mayoria son agujeros negros sin ningin tipo de
radiacion electromagnética detectable. Una forma alternativa es mediante la identificacion
de la galaxia en la cuél la onda gravitacional se encuentra y el corrimiento al rojo se de-
termine empleando el de esta galaxia.

Coémo se puede ver, los métodos anteriormente descritos requieren fuertemente el uso
de alguna contraparte electromagnética, entonces estos métodos estan sujetos a detectar
radiacion electromagnética, lo cual podria no sera posible hacer con los detectores de ondas
gravitacionales de tercera generacion o al menos no con todos o la mayoria de eventos, ac-
tualmente en planeacion, pues estos podran realizar detecciones de sirenas estandar hasta
aproximadamente z = 20, un corrimiento al rojo en el cual detectar contrapartes elec-
tromagnéticas podria resultar imposible debido a qué en esos corrimientos al rojos ain
no se ha detectado radiacion electromagnética. En la presente tesis se usara el método
de la sirenas estandar pero igualmente un método que no depende de una medicién inde-
pendiente del corrimiento al rojo propuesto por primera vez en [13]| en el cual se calcula
la probabilidad posterior de los parametros cosmologicos en términos de la probabilidad
likelihood, probabilidad prior de las distancias y la probabilidad prior del corrimiento al
rojo, la cuél se calcula mediante las tasas de fusion de binarias compactas y la eficiencia
de los detectores de ondas gravitacionales. Este método entonces permite realizar cosmo-
logia de precision con detecciones de ondas gravitacionales sin necesidad de contrapartes
electromagnéticas (sirenas oscuras).

La presente tesis se encuentra dividida en los siguientes capitulos: en el Capitulo 1 se
desarrollara la relatividad general junto con las herramientas tedéricas necesarias para el
resto de la tesis. En el Capitulo 2 se daré una introducciéon a la cosmologia estdndar y se
desarrollaran las parametrizaciones bidimensionales a usarse. En el Capitulo 3 se hara un
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completo anélisis de las ondas gravitacionales, desde la teoria, la forma en que se detectan,
y la forma en qué se mide la distancia a una onda gravitacional. En el Capitulo 4 se
realizara el estudio de las parametrizaciones bidimensionales de energia oscura introducidas
en el Capitulo 2 empleando las detecciones actuales de ondas gravitacionales. Finalmente,
en el Capitulo 5 se presentarén la conclusiones generales y un resumen del futuro de la
cosmologia empleando datos de ondas gravitacionales.
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Capitulo 1

Relatividad general

1.1. Relatividad General

La idea de que el Universo estaba descrito por la geometria Euclidiana y por la teoria
Newtoniana era aceptada por los fisicos hasta finales del siglo XIX. En este tipo de uni-
verso plano, el espacio y tiempo eran dos conceptos distintos por lo cuél el tiempo fluiria
de igual forma en cualquier marco de referencia y ademas las leyes de la fisica eran inva-
riantes ante transformaciones Galileanas. Sin embargo la teoria electromagnética comenzo
a poner duda a estas aseveraciones, ya que las ecuaciones de Maxwell no son invariantes
ante transformaciones Galileanas, pero si lo son ante transformaciones de Lorentz. Para
solucionar estos problemas, Einstein postuld la teoria especial de la relatividad en [14],
teoria en la cual se tomaron los siguientes postulados [15]

1. El espacio es isotropico, homogéneo y continuo.
2. La relatividad Galileana es valida para todo marco de referencia inercial.
3. La velocidad de la luz en el vacio es la misma en todo marco de referencia inercial

Es el dltimo postulado el que cambia por completo el entendimiento del tiempo, pues
partiendo de estos tres postulados se deduce que el tiempo no es absoluto [14]. En este
contexto el tiempo es una coordenada que se suma a las coordenadas espaciales, por lo
cuél se tiene un espacio-tiempo 4-dimensional. Atin maés, la teoria de la relatividad especial
rompe el concepto de simultaneidad y por ello es incompatible con la ley de gravitacion
universal de Newton en la cuél la gravedad es una fuerza entre dos cuerpos que actua
a distancia de manera instantanea. Sin embargo aunque la relatividad especial solucioné
los problemas de la invarianza de las ecuaciones de Maxwell, s6lo es valida mientras la
gravedad no esté presente. Es en este punto donde la Relatividad General es necesaria y
para formularla es necesario de un postulado adicional: el principio de equivalencia, el cual
esta en forma débil y fuerte.

El principio de equivalencia débil establece que la masa gravitacional e inercial son
equivalentes, mientras que el fuerte establece que los cuerpos en caida libre no sufren
efectos gravitacionales. A consecuencia de esto en caida libre las leyes de la fisica son las
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mismas localmente que en la relatividad especial.

Empleando el principio de equivalencia, se pueden escribir las ecuaciones para un sis-
tema suficientemente pequeno de forma que en el la gravedad no intervenga, esto es, que
solo se requiere escribir las ecuaciones en una forma que sea covariante de forma general,
por lo que debido a la covarianza general, las ecuaciones seréan validas en cualquier marco
de referencia.

1.2. Fundamentos de la Relatividad General

Una vez presentado el postulado principal de la relatividad general, se presentan algu-
nos conceptos adicionales de Relatividad General. La Relatividad General es una teoria
geométrica que emplea definiciones matematicas como lo son las variedades (véase el Apén-
dice A para una definicién formal) con una métrica g,, definida en ella. Intuitivamente,
una variedad diferencial es un espacio topologico que para todo punto existe una vecindad
que se ve como el espacio R". En esta caso se consideraran variedades diferenciales de
4 dimensiones. En la presente secciéon se formula la Relatividad General desde un punto
de visto fisico, sustentado en el desarrollo formal matematico desarrollado en el apéndice A.

El capitulo continuara tratando de forma matemaética el ya mencionado anteriormente
principio de equivalencia.

1.2.1. Formulacién matematica del principio de equivalencia

Debido a que en cualquier punto en ausencia de gravedad, existe un marco de referencia
inercial en el cuél la gravedad no intervenga, este marco de referencia sigue la métrica de
Minkowski

N = diag(—1,1,1,1), (1.1)

y por consiguiente, el intervalo esta dado por
ds® = ndatda” = —*dt* + dz® + dy? + dz2°. (1.2)

Coémo podemos ver, debido a la covarianza general, este intervalo ds? sera equivalente
ante cualquier difeomorfismo. Consideremos ahora que en este marco de referencia, en el
cual la gravedad esté ausente dos eventos ocurren en el mismo punto en el espacio, pero
en distintos tiempos. A este marco de referencia se le denomina marco propio y cémo en
el se cumple dr = dy = dz = 0, el tiempo en el marco de denomina tiempo propio 7, por
ende

ds* = —cdr>. (1.3)

Este marco de referencia también se puede ver de modo que el origen se desplace
junto con el cuerpo en estudio. Ahora aplicando la covarianza general, este intervalo sera
idéntico en cualquier otro sistema de coordenadas, dado que un cambio de coordenadas
es un difeomorfismo. En este nuevo sistema de coordenadas la métrica sera g,s,,, mientras
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2 / 4 . L, / /
que las coordenadas seran z*. Por lo que como el intervalo sera ds? = g, dz" dz"" y por
la covarianza general se sigue

—2dr? = gpdat dz” (1.4)

regresando por un momento al marco de referencia donde la gravedad esta ausente, el cual
tiene métrica 7, y aplicando nuevamente la covarianza general se sigue que

Nuwdrtde” = g dat dz”, (1.5)

. . / .
y el sistema con coordenadas x* se relaciona a lo de coordenadas x* mediante dz* =
ozt

dz¥". Por ende aplicando esta tranformacion es la ecuacion (1.5)

oxV'
an%dﬁ‘/ gj:, dz” = g dat dz”, (1.6)
entonces Lo
(nuy%% — gwy/) dat da”’ = 0, (1.7)
por lo tanto obtenemos la forma de transformacion de la métrica
oxt Jx

(1.8)

g/.t’l/’ = nuyww.

En el marco de referencia donde la gravedad esté ausente, al ser un marco inercial y
seguir las leyes de Newton, los cuerpos siguen lineas rectas, o bien

d?zt
=0 1.9
con A = A(t) un pardmetro en funcion del tiempo. Mediante la ley de transformacion

dh — oz

oz’

/ ., . . , ., P .
dx”" la expresion anterior se escribe como (ecuacion A.48 del Apéndice)

ot d2x”’ N 92zt dxt dx”’
oxY d)\? OzH Oxv' d\ d\

=0. (1.10)

V/

Contrayendo con y cambiando el indice mudo del segundo término v — o/

dxt

! ! / / /
dz” Ox* d>x¥ dx¥ 0%zt dxt dz®

=0.
dzt Oxv' d\? * dzr Ozt Ox® dX\  d\
v n n v v @

]li)mpleando la regla de la cadena Ccllg;ﬂ gju’ = Ziu =1 y también CCZZZ“ = ?}Za Zi“ =
gj;a (52‘. Por lo tanto - | 2 | |
dezv  O0x¥  0°x% dxt dx®

=0. 1.11

d\? * Ox® Oxk 0z dX\ d\ 0 ( )
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) 9 v/ 82 @
Y definiendo I, , = L% a los cuéles se les conoce como simbolos de Chris-
’ ox® OxH Ox™
toffel. Y ) )
d=x” ,dxt dr®
S O a—) (1.12)

A2 RN dA
la cual se denomina ecuacién de la geodésica. Cémo se puede observar en el marco de
referencia inercial no existe ninguna fuerza, ahora en ese marco al que se lleg6 mediante
una transformaciéon de coordenadas, se observa que aparece una aceleraciéon y por ende
una fuerza distinta de 0. Por ello en general, en los marcos de referencia esta presente la
gravedad, pero la forma de la ecuacién geodésica es valida en todo marco de referencia
debido a la covarianza general.

1.2.2. La métrica

La métrica es la forma de medir distancias en Relatividad General. En la geometria
Euclidiana, la distancia se mide simplemente tomando la raiz de la suma de los cuadrados
de las coordenadas. Extendiendo la geometria Euclidiana al espacio-tiempo, el cuél igual es
plano se sigue la ecuacion (1.1) y el intervalo esté definido por la ecuacion (1.2), por lo que
puede verse que la coordenada xy = ct. Esta es la métrica para los espacios-tiempos planos,
sin curvatura. Partiendo del apéndice A, como ds? es el intervalo y mas formalmente el
tensor métrico, al ser un tensor sera invariante ante cualquier difeomorfismo arbitrario.
Particularmente, al realizar un cambio de coordenadas sera igual. Este intervalo ademas
nos da informacion sobre el tipo de evento que se realiza. Se sabe que la luz se mueve a
velocidad ¢, por lo que la luz siempre sigue las trayectorias con invervalos ds? = 0, y se
denominan luminoides. Por otro lado, las particulas con masa nunca pueden alcanzar la
velocidad de la luz, por lo que siguen s6lo intervalos negativos ds?> < 0, y se denominan
temporaloides. Finalmente, los intervalos que sélo podrian recorrer particulas con veloci-
dades superiores a las de la luz, los cudles son imposibles, se denominan espacialoides y
cumplen ds? > 0. Un tultimo detalle interesante es que los intervalos espacialoides estén
casualmente desconectados, dado que la luz no puede recorrerlos. Si se permiten relacio-
nes de causalidad espacialoides, entonces existiran sistemas de referencia donde los efectos
ocurren antes que las causas. Otro concepto 1til para definir es el de tiempo propio dr, el
cuél se define como el tiempo transcurrido por una particula en el marco de referencia con
dicha particula en el origen. En términos del intervalo, es tiempo propio es

1
dr* = —C—2d32, (1.13)

el intervalo tiene unidades de longitud, mientras que el tiempo propio tiene unidades de
tiempo.

1.2.3. Derivadas no triviales de los vectores base

Los vectores base, definidos en el apéndice A no siempre seran constantes al tomar las

derivadas ordinarias 0, = (—) Recordando que las componentes de la métrica son

oz
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el producto punto de los vectores base, como ejemplo, los vectores base de la métrica de
Minkowski son

eo = (1,0,0,0),
er = (0,1,0,0
es = (0,0,1,0
es = (0,0,0,1), (1.14)

?

)
),
)
)

los cuales se obtienen al definir el producto punto de dos vectores por

Ahora, se puede considerar las derivadas de los vectores base respecto a las compo-
nentes, en el caso de los vectores base de Minkowski las derivadas de todos respecto a las
4 componentes son 0 en todos los casos, sin embargo para unos vectores base generales
las derivadas pueden ser no triviales, cuando esto ocurre conviene introducir un elemento
geométrico llamado simbolo de Christoffel T" el cual es un elemento con 3 indices (aunque
no por ello es un tensor) y se define como

dye, =17 eaq, (1.16)

es decir, escribiendo la derivada de un vector base respecto a una coordenada céomo com-
binacién lineal de los mismos vectores base, los simbolos de Christoffel son los coeficientes
de la combinacién lineal. Cémo los vectores base entonces en general tienen derivadas no
triviales, al derivar un vector V' = V*#¢, respecto a una coordenada se obtiene

0,V = 0,V"e, + V'd,e,
= (D,V* + VT )e,, (1.17)

a los términos entre paréntesis se les denomina derivada covariante y de denota como

vV, Vit =9,V + VeIV | (1.18)
la cuél es la misma derivada definida al final del apéndice A, por lo que en un sistema
coordenado arbitrario las derivadas tienen un término extra ademés de la derivada usual.
Por otro lado, las 1-formas base tampoco son necesariamente constantes, sino que pueden
variar dependiendo el punto en el espacio tiempo. Para el caso de las 1-formas, los simbolos
de Christoffel se definen por

Oydxt = —T'h dx®, (1.19)

luego, al tomar una 1-forma arbitraria w = w,dz", su derivada es
Oyw = Oyw,da" + w,0,dx"

= <al,wu — wafﬁy) dz", (1.20)



CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL 6

por ello la derivada covariante de una 1-forma es
Vo, = 0w, — wal,. (1.21)

Finalmente, es igualmente posible tomar las derivadas de tensores arbitrarios, conside-
rando uno de o6rden (k,l) y tomando la derivada

9.1 = 0, (T

vy 14
euy - - - epda’ .. dx )

coeeg dat oo dat TR

vy.../p

= O, TH 1 e Oty - - -y dx™ ... dx"”

vi...vp M1 Vy...1]
o TR e e Oaey da o da TR ey ey, Oade™ L da
o TR e e dT L Opdx”!
= 0 TH 1, ey ey da”™ . dx™ + T“l"'“’culmungmeg ey drtt o dz”
SRR o AN IR Fgukeﬁdm”l coodg?t =T ey eukfgjﬁdmﬁ codz
Rl A R CN TN ngﬁdxﬁ, (1.22)

por lo tanto, la derivada covariante de las componentes de un tensor de 6rden (k,1) estan
dadas por

vOlzﬁulu.uklll...l/l = a()éTul."Hkyl...Vl + Fglﬁ Tﬂuk vy...Vp + o + FZ% Tltl."ﬂ vy...Vp
— DO,y = m DT, (1.23)

Una variedad diferencial dotada de una métrica requiere ademas una conexion. Para la
relativdad general se toma una derivada covariante sin torsion (las derivadas covariantes
conmutan) como en el apéndice A ademdas de una métrica paralela, o sea V,g,, = 0. A
esta conexion se le denomina de Levi-Civita y en ella se cumple que I'j, = T'}, o sea
que los simbolos de Christoffel son simétricos en sus indices inferiores. Ahora, dado que la
métrica es paralela, hay una forma de escribir los simbolos de Christoffel en términos de

la métrica. Como V,g,,, = 0 entonces
0= Oagu — L0980 — Uit Gus: (1.24)

y por lo tanto
aag/w = Fgﬂgﬁu + ngguﬂ- (125)

Considerando ahora la suma 9,9, + 0,90y — Oudva

aozg;w + 8uga,u - a,uguoc = FgugﬁV + nggw + Fgagﬁu + Fgugaﬁ - Fgugﬁa - FgagVﬁ
= (0, = 15.) gsv + (T8 + Tl ) gus + (T = T ) e (1.26)

donde se hizo uso de la simetria de la métrica. Ahora, como en la conexiéon de Levi-Civita
los simbolos de Christoffel son simétricos con sus indices inferiores, se sigue que

QgNBFQV = aag;w + auga,u - 8;Lgua7 (127)
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aplicando producto exterior con ¢g"* y por la propiedad del apéndice A, ga/@»gfg'y =0)

1
Iy, = 59" (OaGu + Ovgap — Ougua) » (1.28)
por lo tanto, la conexién de Levi-Civita da una forma de escribir los simbolos de Christoffel
en términos de la métrica.

1.2.4. Transporte paralelo y tensor de Riemann

Uno de los axiomas de la geometria Euclidiana es el hecho de que dos rectas paralelas
nunca se tocaran. Este axioma en un tipo general de geometria es falso. En particular en
un espacio-tiempo curvo, dos rectas paralelas si se tocan. Esta es la nocién intuitiva de un
espacio-tiempo curvo. Sin embargo, en un espacio-tiempo general (recuérdese que el espacio
tiempo es una variedad 4-dimensional dotada de una métrica con signatura (-+-++) y con
conexion de Levi-Civita) no existe una forma clara e intuitiva de definir lo que son las lineas
paralelas. Ademés, para definir una recta en el espacio-tiempo necesitamos el concepto
de transporte paralelo, el cual intuitivamente significa tener una flecha en la variedad y
colocar una flecha idéntica enfrente de esta de forma que la flecha se va transportando
paralelamente. Esta descripcion de transporte paralelo en un vector 1" arbitrario esta dada
mediante la expresion

drT

dx
esta expresion debe cumplirse para una curva en la variedad y para todo punto en dicha
curva. Tomando una base de vectores {e,} se sigue que

0, (1.29)

0= d(T"e,)
d\
_dz” 0(T"e,)
d\ Oz
dz¥
= (&,T“eu —i—T“@,,eu)
B dz¥

Cd

(0,T" + T°T" ) e,.. (1.30)

Ahora a este vector T se estan colocando copias de él mismo paralelas por lo que curva
en la que se transporta puede parametrizarse con A con componentes z* : R — M con M
la variedad del espacio-tiempo. Asi entonces el vector T' tendra componentes
dxt

T = — 1.31
=, (131)

sustituyendo estas componentes en la ecuacion (1.30)

de¥ (0 dxt  dx®
e ) e, = 1.32
iy (8x” T a ”a> e =0, (1.32)
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0 bien cémo los vectores base son distintos de 0

d?xH dz? dx®
+ 14 -
d\? YO dN dA

=0, (1.33)

la cuél es la antes ya mencionada ecuacion de la geodésica (1.12) que igual se puede obtener
a partir del principio de equivalencia o cémo se puede ver también empleando el trans-
porte paralelo. Esta expresion define las lineas rectas en el espacio-tiempo. En el espacio
tiempo plano los simbolos de Christoffel son 0 por lo que la curva predecida es una linea
recta pero en un espacio curvo sera una trayectoria distinta. Esta expresion ademas nos da
informacion fisica adicional sobre la gravedad. En este contexto no es mas una fuerza como
en gravedad Newtoniana, sino que es causada debido a la geometria del espacio-tiempo
codificada en los simbolos de Christoffel.

Se ha mencionado antes que la interseccion de lineas paralelas conduce a la curvatura,
sin embargo la curvatura debe definirse con los conceptos hasta ahora desarrollados. Para
ello recuérdese el concepto intuitivo de una variedad, en este caso el espacio-tiempo y un
punto p en la variedad. Se elige una carta de modo que con esa carta en este punto y en
una vecindad local la métrica es

Guv = Nuvs (134)

por lo que se sigue que I';, = 0 para todo valor de a, p1, v. Sin embargo la condicion I'j, # 0
puede satisfacerse en el resto de puntos en el espacio-tiempo. Ain mas, por la forma de
escribir los simbolos de Christoffel en términos de la métrica, estos estan en términos de la
métrica y derivadas de la métrica, asi que si las segundas derivadas de la métrica en p son
distintas de 0 0,039, # 0 se sigue que en p las derivadas de los simbolos de Christoffel
son distintas de 0, o sea

T, # 0, (1.35)

dado que las derivadas son 0, en otro punto distinto a p los simbolos de Christoffel seran
distintos de 0. Ahora en el punto p la métrica es la del espacio-tiempo plano de Minkowski,
sin embargo si las segundas derivadas de la métrica son distintas de 0 en p en otro punto
de la variedad la métrica serd distinta y ya no sera el espacio tiempo plano, por lo que ya
existe curvatura. Como se puede ver entonces puede tratarse la existencia de curvatura si
la condicion (1.35) se satisface. Sin embargo es importante aclarar un punto aqui y es que
si en el espacio tiempo de Minkowski, el cuél es plano se aplica un cambio de coordenadas,
por ejemplo a coordenadas esféricas, los vectores base dejarian de ser constantes y por ende
los simbolos de Christoffel y sus derivadas podrian ser 0, lo cual indicaria la existencia de
curvatura cuando lo tnico que se hizo fue cambiar de coordenadas. Por ello, para que la
curvatura esté presente, las derivadas de los simbolos de Christoffel deben ser distintas de
0 para cualquier sistema coordenado. De este modo si hay un espacio-tiempo plano basta
hacer un cambio de coordenadas para que las derivadas de los simbolos de Christoffel sean

0.

Aunque la condicion (1.35) es una condicién para saber si un espacio-tiempo es curvo,
debe recordarse que los simbolos de Christoffel no son tensores. Sin embargo se construiré
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algo que si es un tensor llamado el tensor de Riemann, el cual cuantificaré la curvatura
en un espacio-tiempo. Para estudiar esto se vera como se observa el transporte paralelo
en un espacio curvo. Como se mencioné antes el transporte paralelo es mover un vector
de forma que conserve su direccién alrededor de una curva. Se puede considerar una curva
cerrada en una esfera con un vector en el ecuador de la esfera apuntando al polo norte, en
todo el trayecto al polo norte el vector se mantiene derecho, o sea apuntando al polo norte,
una vez en el polo norte se camina hacia la derecha hasta llegar al ecuador, por lo que el
vector ahora en todo punto es ortogonal a la trayectoria y en todo momento se mantiene
derecho, finalmente se retrocede hasta el punto inicial, por lo que para mantener el vector
derecho debe apuntar siempre en direccién contraria a la trayectoria. Al final del trayecto
el vector claramente no apunta en la misma direcciéon en la que comenzd atin cuando se
transporto paralelamente. Esto se observa en la Figura 1.1 donde el vector transportado
es una flecha en naranja mientras que la trayectoria se representa en verde. En cambio
en un espacio-tiempo plano al transportar paralelamente vectores en trayectorias cerradas
siempre terminardn en la misma direcciéon a en la que empezaron. Cémo se puede ver,
el transporte paralelo indica la curvatura de un espacio-tiempo. Pensando ahora en que
pasaria si la trayectoria se recorriera en sentido inverso, es decir el vector apuntando al
polo norte y primero caminando a lo largo del ecuador luego de ahi al polo norte para
finalmente regresar al inicio el vector final quedaria paralelo al ecuador mientras el inicial
apuntaba al polo norte. O sea que invertir la trayectoria da dos resultados completamente
distintos entre si y respecto al vector inicial.

Figura 1.1: Transporte paralelo de un vector en una esfera alrededor de una trayectoria
cerrada

Coémo puede verse tomar direcciones distintas da resultados distintos, este hecho se
puede tratar més formalmente empleando la derivada, que para el espacio-tiempo es la
derivada covariante. Cémo puede verse definiendo una carta en el espacio-tiempo en el que
una coordenada x® cambie al viajar en el ecuador mientras que la otra no z” y al viajar
por los meridianos pase lo inverso. Las derivadas pueden indicar la direccién porque al
derivar la curva se obtiene la velocidad lo que da la direccién del movimiento. Por ello c6-
mo tomar las trayectorias inversas da resultados inversos entonces tomar las derivadas en
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sentidos inversos no da resultados idénticos por lo que las derivadas no conmutan. Esta no-
conmutatividad de las derivadas covariantes es lo que dara resultado al tensor de Riemann.

Considerando las ideas anteriores consideramos el espacio-tiempo y en él una carta
con coordenadas definidas, y un vector V' en el espacio-tiempo, entonces el conmutador de
derivadas covariantes aplicado a las componentes del vector es

9, 9V = 9,9, - 9,7,
= Vi (@,V‘l + F35V6> -V, (auva + Faﬁvﬁ>

n
_ «@ « B B « a B o B a B8
= 8,0,V +T20,VP — T8 95V + 9, (2,VP) + T2 I, VP — T I,V

— 80,0,V = T30V’ + 1,05V — 0,(I3V°) —=To TN VP 4T, T8 V7

vyt ws

= 0,5VP = 0,0 VP + D0 TT VP — T T, V7

uy- vB vy pB
- [aurgﬁ — O + 10T — FS’YFZB} v
_ RE‘WV’B, (1.36)

donde se ha definido el tensor de Riemann cémo

R, =005 — 0,15+ F%I‘Zﬂ — FS,YFZB, (1.37)
como se puede ver, si las direcciones en las que se transporta paralelamente el vector V' son
x* y x¥, el tensor de Riemann cuantifica la diferencia entre transportarlo primero por z*
y luego por =¥ y primero por x¥ y luego por z*. Por ende, el tensor de Riemann cuantifica
curvatura dado que de ser distinta de 0 implica que en trayectorias cerradas recorridas en
sentidos inversos un vector termina en dos diferentes posiciones.

El tensor de Riemann es de orden (1,3), sin embargo realizando producto exterior
con el tensor métrico se puede mapear a un tensor de orden (0,4) y las componentes
quedan R.gu, = nggW. Ahora, trabajando en un espacio tiempo 4-dimensional, al tener
4 indices, el tensor de Riemann tendria 256 componentes, sin embargo no todas ellas son
independientes, en particular el tensor de Riemann satisface 4 simetrias [15, 16]

Raﬁ,uu = - Rﬁa/u/

Raﬁ;w - Raﬁuy

(1.38)
Raﬁuv - Rumb’

Ra,@,w/ + Rauﬁp + Ram/ﬂ = 07
por consiguiente el nimero de componentes independientes del tensor de Riemann en

el espacio-tiempo 4-dimensional se reduce de 256 a 20. Finalmente existe una identidad
adicional, la que se conoce como identidad de Bianchi [15, 16|

V,R%,, + VRS, +V,R5 =0 (1.39)

Byw —

Ademas el tensor de Ricci y el escalar de Ricci se obtienen mediante contracciones del
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tensor de Riemman con

R,, = R%,,
: " (1.40)
R=g"R,,.

Estos tensor y escalar seran importantes a la hora de escribir las ecuaciones de campo
de Einstein ya que estan dadas en términos de ambas.

1.3. Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones centrales de la relatividad general, las ecuaciones de Einstein, con las
cuales se estudia la evolucion de un sistema pueden deducirse a partir del principio de
minima accién, el cual establece que dada una accién S, la evolucion del sistema esté dada
por 45 = 0 [17]. Ademas la accion estéa dada por

S:/EW, (1.41)
%

con )V un volumen en coordenadas planas de Minkowski. Para transformar de coordena-
das planas a coordenadas generales, sea dV la diferencial con coordenadas primadas y la de

coordenadas generales no primadas se sigue dV = dz¥ dz da? dz® = <det Jﬂl> dx’dxtdx?dad.

Con J* el Jacobiano de la transformacién de coordenadas primada a planas. Ademés el

/

' xh .
Jacobiano puede definirse como J¥ = PR Ademas de esto, la forma en que la métrica
:El/
transforma es , )
oxt dx
)= i, 1.42
In Dk Oz " ( )
y por la definicién de Jacobiano
Guw = I T N, (1.43)

y calculando el determinante de esta expresion (definiendo g = det g,

g = det(J" T 1)
= (det J4")(det J.")(det m)
= —(det J¥)*. (1.44)

Y por lo tanto det J[j’ = /—g. Por lo que dV = /—gda’dx'dz?dz?. Ademéas de eso el
Lagrangiano debe ser un escalar. Y como puede verse el escalar mas simple funcion de la
métrica g, y sus derivadas es el escalar de Ricci R = ¢""R,,,, asi se toma £ = R

Sgn = / Ry/—gd*z, (1.45)
%

con d*z = dadzdx?dx®. A esta accion se le conoce como la accion de Einstein-Hilbert y
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a partir de ella se obtienen las ecuaciones de campo en el vacio. Por el principio de minima
accion

OzéSEHzé/VR\/—_gdx
= /v §(Rv/—g)d*x
- / 5(g" B/ —g)d e
- / (5™ R/ =G + 9" 6(Ry)v/ =g + RS(/=g))d'c.  (146)

Lo anterior puede simplificarse si se calcula la variaciéon de /—g, este calculo se en-
cuentra en la ecuacion (A.49) del apéndice A y esta dado por

5(V=9) =~ 5v/=09055(5™). (1.47)

sustituyendo este resultado en la variaciéon de la accion
0= 3Sen = [ (36" R/ =5+ 9"'3(R) V=G + BO(/=5))d's
%
1
= / (5(9’”)wa/ =9+ 9" (Ruw)V=g — 5 BV =99050(9"" )) d'z
%

-/ (6<gw> (F -~ 30 +gW6<RW>> V=gdis, (1.18)

el altimo término es 0 por el calculo desarrollado en la ecuacion (A.52) del apéndice A.
Por lo tanto del principio de minima accién y coémo las variaciones en la métrica dg"” son
arbitrarias

1
Rp,u - §Rg,ul/ = 07 (149)

las cuéles son las ecuaciones de Einstein en el vacio. Para deducir las ecuaciones de Einstein
en un espacio que no es vacio, pero que contiene materia debe asumirse una forma diferente
de la accion. En este caso la accion es

9 167G _11 2 2 . <.
con ° = —— donde G = 6.67 x 107" Nm?/kg” es la constante de gravitacion de Newton.
C
En este caso, las ecuaciones de campo estaran dadas con 4.5. O sea, que
08
0=255=—L 455, (1.51)

K2
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La variacién en la accién de Einstein-Hilbert puede reescribirse de la forma

05 ——— g d*x

v Ogh ’

§SEn = (1.52)

ahora por (1.48) se satisface la igualdad

1
OSkm _ ( R} ng) e (1.53)

dgHv
luego

05 108w _ 6Su

- 69#1/ - KZ2 6g,u1/ + 59‘“”

1 1
= ? (RMV - ERgMV) V — + 59#1/ (154)
por lo tanto
1 I{2 (SSM
R, —=-Rg, =—"F——, 1.55
(2 2 g# \/—_gégW ( )
y definiendo el tensor de energia-momento coémo
2 0SSy
T, =———, 1.56
H /_g 5g,u1/ ( )
las ecuaciones de Einsten resultan
1 8tG
RMV — §ngj = —4ij, (157)
c
y una forma alterna de escribirlas es en terminos del tensor de Einstein
1
R, — §Rglw = G- (1.58)

Con esta definiciéon y empleando las identidades de Bianchi puede observarse que el
tensor de Einstein satisface V,G* = 0. Por lo que se conserva de manera covariante.
La curvatura del espacio tiempo esta codificada en el tensor de Einstein y este mismo,
comparando (1.58) con (1.57) se relaciona con el tensor de energia-momento por

(G
T (1.59)

G =

donde c es la velocidad de la luz. De la expresion (1.59) se puede ver que la conservacion
covariante del tensor de Einstein implica la conservacion covariante del tensor de energia-
momento.



CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL 14

1.4. Limite Newtoniano

Hasta ahora se ha explorado la teoria de la Relatividad General, sin embargo, no se ha
tratado el como esté conectada con la gravedad de Newton. Y es necesario que lo esté dado
que si la Relatividad General no lo estuviera, contradeciria siglos de datos experimentales
y no pasaria las pruebas del sistema solar. Coémo se vera en esta seccion, la teoria de gra-
vedad Newtoniana es una aproximacion de la relatividad general cuando estan presentes
solamente campos gravitacionales pequenos. Al hablar de agujeros negros o el universo
entero, la teorfa gravitacional Newtoniana no es ya una buena aproximacion debido a los
campos gravitacionales intensos o a la escala del universo.

Para verificar que efectivamente la gravedad Newtoniana es predecida por la relatividad
general se supondra que se tiene una métrica plana mas una perturbacién muy pequena,
es decir la métrica de Minkowsi més una métrica que sea casi 0 en todo punto del espacio-
tiempo

G = Nv + Py (1.60)

con |hyy| 1 en todo el espacio tiempo. Como esta perturbacion i es muy pequeiia, el tensor
para subir y bajar indices es la métrica plana de Minkowski. Para recuperar la gravedad
Newtoniana se deberia esperar obtener la segunda ley de Newton

a=-Vo, (1.61)

la cual establece que el gradiante de un potencial gravitacional es la aceleracion. La segun-
da ley de Newton normalmente se escribe como F = ma, sin embargo dado que la fuerza
gravitacional en un contexto Newtoniano es conservativa, puede escribirse como el gradian-
te de un potencial escalar ® y definiendo simplemente ¢ = ®/m se obtiene la expresion
(1.61). Ademas de suponer campos gravitatorios muy pequenos se requiere asumir que las
particulas son no relativistas, esto quiere decir que sus velocidades son mucho menores que
la velocidad de la luz. Para ello consideremos el vector denominado como 4-velocidad U.
Para construirlo se requiere el vector de posicion que en su entrada 0 incluye el tiempo por
la velocidad de la luz para tener unidades de posicién y en sus entradas 1 a 3 las posiciones
en los ejes dependiendo el sistema de coordenadas, es decir el vector posicion es

o = (ct, ', 2%, 2°), (1.62)

las coordenadas pueden ser cartesianas o de cualquier otro tipo. La 4-velocidad es simple-
mente la derivada respecto al tiempo de la posicion. Aunque aqui hay que aclarar de que
tiempo se esta hablando debido a qué el tiempo no es algo absoluto en relatividad general,
aunque desde luego en este limite Newtoniano el tiempo si deberfa ser absoluto. El tiempo
respecto al que se derivara es el tiempo propio, el tiempo medido en el marco de referencia
de la particula, por ende

_dxt drt dt
Cdr dt dr’

donde se aplico la regla de la cadena y t es el tiempo medido en el marco de referencia de

U (1.63)
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laboratorio. La derivada de los tiempos es justamente el factor de Lorentz [15]

dt
— =7y, 1.64
= =" (1.64)
1 ; dx’ ) . .
con vy, = ﬁ yu = — las velocidades medidas en el marco de referencia de
u
2

laboratorio. Empleando el factor de Lorentz, la 4-velocidad es
UM = vu(e,ut, u? u?). (1.65)

Como se desea que las velocidades sean no relativistas u° << ¢ y por consiguiente
, dz* dx” )
Ut << U°. Entonces los productos UFUY = I d seran despreciables al contener uno o
T dr

2
da®
dos componentes espaciales. Por lo que sélo el (U°)? = (d—) sera relavante, y entonces
T

la ecuacion de la geodésica (A.48) se reduce a
P dz®\’
x x
'ty — | =0. 1.66
dr? oo ( dr ) (1.66)

Para ver la solucion a la ecuacion anterior se requiere entonces calcular los simbolos de
Christoffel I'fy,

1
It = 59’” (50970 + Jogoy — 7900)
1

= —59”737900

1
= —57)’”87%0, (167)
donde el segundo paso se sigue si se consideran fuentes de campo gravitatorio estaticas, lo
cual se condierara y el tercer paso del hecho de que ¢g*” = n*Y — h*? por lo que el segundo
término se desprecia pues llevaria al producto de dos términos de la perturbaciéon h y como
es muy pequena, trabajando a primer orden es 0 y dado que gopo = 700 + hoo por lo que

la derivada so6lo considera a hgg al ser ngg = —1 constante. Entonces por la ecuacion de la
geodésica
2
>zt 1 dx?
= —n"0,h — ] . 1.68
dr? o'l Oyfoo ( dr > ( )

Considerando p = 0 se estudia la componente x° = ct luego

2
d*t 1 dz?
Cﬁ = —580h00 (?) s (169)
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pero como los campos son estaticos dyggy entonces Oyhgy = Oy (900 — 7700) = 0, por lo tanto

d*t
— =0 (1.70)

dr? ’

luego t = at + b con a y b constantes. Si al inicio del evento, los relojes se sincronizan, de
modo que b = 0. Por lo que el tiempo si es simultdneo en este limite Newtoniano. Ahora

2
2
-

se trabaja con las componentes espaciales. Multiplicando la expresion (1.68) por ( )

a2
2 2 2
d’t\ &t 51 d*t d’t
. =c*=0;h - — |, 1.71
(dt2) arz ~ C 29\ g )\ are (1.71)
entonces P )
T c
a2~ 27" (1.72)
aqui se puede tomar el ansatz hgg = ——, cOmo es un escalar se puede justamente asignar
c
que el escalar sea ese, luego ‘
o e (1.73)
dtQ - (2] .
la cudl si se escribe vectorialmente es
a=—Vo, (1.74)

la cual es justamente la segunda ley de Newton. Lo que resta para corroborar que la
relatividad general si incluye a la gravedad Newtoniana es la ley de gravitaciéon universal,
o bien, la ley de Gauss para la gravedad la cual implica la ultima. Para esto se supondra
una forma simple del tensor de energia-momento, el cual es el correspondiente a un fluido
perfecto sin presion, o bien

T,, = diag(p,0,0,0), (1.75)

ahora se emplearan las ecuaciones de campo de Einstein, para lo cuél se debe calcular el
tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Sin embargo, puede evitarse calcular el escalar de
Ricci si se contraen las ecuaciones de campo de Einstein con g

Y | 8rG
g“ Ruu - §Rg# Guv = 2 gu Tuzu (176>
luego
(G
R = —7T, (1.77)

donde su us6 el hecho de que g""g,, = & = 4 pues se trabaja en 4 dimensiones y ademas

se definio T' = ¢g"*T,,, sustituyendo en las ecuaciones de campo de Einstein

8rG 1
R,LLI/ = 7 |:T;w - §Tguu1 ) (178>
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por lo que ya no es necesario calcular el escalar de Ricci con esta forma equivalente. Para
calcular el tensor de Ricci primero se contrae la expresion para el tensor de Riemann

R = R, = 8,00, — 9,0, + T2 7 — T2 17 (1.79)

nov ayT vy vy ap?

entonces calculando Ry

Roo = 9aI'Go — Qo0 + ngrgo - F&,Fgo
~ 0ul'gy = 170,059, (1.80)

donde se hizo uso de la expresion de los simbolos de Christoffel anteriormente calculada y
la sustitucion de hgy, ademéas dado que se consideran campos estéticos el segundo término
es 0, por otro lado el tercer y cuarto término es 0 debido a qué el producto de simbolos de
Christoffel contendria productos de h,, y al trabajar a primer 6rden se desprecian. Ahora
s6lo se calcula la traza del tensor de energia-momento

T =n"T, = —p, (1.81)

coHmo se puede observar, la métrica de Minkowski fue la que se empled para subir el indice
y realizar la contraccion, esto es posible debido a qué la perturbacioén h,, es muy pequena.
Finalmente, sustituyendo en (1.78)

1" 0a0y¢ =

8tGp |1 e
R P Oiiis 1.82
e R R (1.82)

el dltimo paso se debe a qué como se consideran campos gravitacionales débiles, es decir
no entran agujeros negros ni otros campos fuertes, la densidad es pequena, por lo que
el producto de la densidad y ¢ es una contribucién a segundo érden que se desprecia a
primer 6rden. Finalmente n*79,0,¢ = 870,¢ = 0°9y¢ + 0'0;¢p = 8'0;¢ pues al considerarse
campos estaticos la perturbacion de la métrica plana debe ser también estéatica entonces
sus derivadas temporales son 0, mas atn 0°0;¢p = V2@, por lo tanto

4rG
C2 107 (183>

V2 =

la cual es justamente la Ley de Gauss para la gravitacion e implica la ley de Gravita-
cion Universal de Newton. Por lo tanto, la relatividad general si contiene a la gravedad
Newtoniana fuertemente testeada, lo que hace que sea una teoria més completa ya que
considerando perturbaciones mas grandes o perturbaciones variables se describen nuevos
fenémenos.

1.5. Gravedad linealizada

La tarea principal en relatividad general para estudiar la evoluciéon de un sistema es
resolver la ecuacion de campo de Einstein (1.59). Un sistema particularmente interesante
y que servird mas adelante para estudiar las ondas gravitacionales es de la métrica plana
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de Minkowski més una perturbacion lineal, la diferencia de la presente seccidén respecto
a la anterior es el hecho de qué en este caso los campos no seran estaticos sino que si
evolucionaran con el tiempo

Guv = N + h;wa (184>

con |h,,| << 1 en todo el espacio tiempo. En esta métrica se consideran perturbaciones en
el espacio tiempo plano de forma que las contribuciones a segundo orden y superiores sean
despreciales y por ende se trabaje a primer orden. Por ello a primer orden la métrica de
Minkowski 7,,, puede subir o bajar los indices de la perturbacion h,,,, por ello la traza de la
perturbacion se puede definir como h = n*"h,,,. Para que esta teoria sea valida se requiere
que exista un sistema coordenado en el que la métrica (1.84) sea verdadera en una region
grande del espacio-tiempo. La forma en que se escribe (1.84) se puede obtener suponiendo
que g = an* + bh* y se pueden obtener las constantes sabiendo que ¢"”g,, = d* o sea

oh = 9" Gua
= (an™ + bh"") (e + hua)
= an" Ny + an'” hye + b0y b 4+ bR by
=adh + (a+b)ht, (1.85)

donde bh*"h,, ~ 0 pues |h,,| << 1y se esta trabajando a primer orden por lo que este
término es una correcciéon a segundo orden y se desprecia. Comparando ambos lados se
sigue que a =1y a+ b= 0 por lo tanto

g =" — . (1.86)

Coémo se vera es conveniente trabajar con un tensor llamado céomo la inversa de la traza
de h,, dado por
1
2
a partir de esta métrica se resuelven las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales se
calculan en el apéndice A y el resultado esta dado por la ecuacion B.5

Buzx = h/w - hnuua (187>

1 _ _ _ _
Gay = 5(0" by — 0,0 By + 0,0" gy — 00 hyual). (1.88)

Debido a la covarianza general aplicando cualquier difeomorfismo arbitrario las ecua-
ciones de Einstein se preservan. En particular nos permite tomar una eleccion de Gauge, en
particular podemos tomar la norma de Lorenz que simplifica notablemente las ecuaciones
de Einstein en gravedad linealizada, el cuél es 0"h,, = 0, luego

1
—8,0"hg, = %FTB,,, (1.89)

la cuél es una ecuaciéon de onda y las perturbaciones se propagan a la velocidad de la luz
c.
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1.6. Pruebas de la Relatividad General

Antes se ha visto que la teoria de la Relatividad General es capaz de predecir la teoria
de Newton en uno de sus limites. Sin embargo, aunque esa es una condicién necesaria para
que la Relatividad General sea una teoria correcta, no es suficiente y requiere un nimero
mucho mayor de pruebas para lograr considerar a esta una teoria correcta. Al dia de hoy
la Relatividad General ha pasado un nimero incontable de pruebas y las sigue pasando,
y se hablara un poco de algunas de ellas a continuaciéon. Solamente se han encontrado
algunos problemas que potencialmente podrian requerir una nueva teoria més general que
la Relatividad General. Dos de estos problemas son el problema de la constante cosmolégica
y el problema de la constante de Hubble, de los que se hablara en el siguiente capitulo.
Sin embargo, hasta donde se sabe, la Relatividad General es la mejor teoria que se conoce
para describir la gravedad y la que ha pasado el mayor nimero de pruebas observacionales.

1.6.1. Principio de Equivalencia Débil

Recordando que el principio de equivalencia débil propone que la masa inercial y la
masa gravitacional son equivalentes y que la Relatividad General descansa sobre este pos-
tulado, es necesario que sea verdadero.

La medicién de la masa gravitacional se realiza a partir de béasculas las cuiles miden
la fuerza normal aplicada necesaria para que el cuerpo quede en reposo por lo que esta
lectura de la fuerza normal es igual a la fuerza gravitacional y al dividir entre la aceleraciéon
de la gravedad la que se puede determinar con un péndulo puede medirse con precision la
masa gravitacional.

Tomando dos cuerpos de la misma masa gravitacional pero diferentes materiales y
aplicindoles la misma fuerza horizontal sobre una superficie con la menor fricciéon posible,
deberian acelerarse de igual manera si el principio de equivalencia es valido. Diferencias
en la aceleracién implicarian que la masa inercial de uno de ellos es diferente a la del otro
lo que implicaria una violacién del principio de equivalencia débil. Mediante un aparato
llamado balance de torsiéon rotatorio, el cual es un aparato que puede medir diferencias
en la aceleracion horizontales con dos tipos materiales a una precisiéon enorme, se logré
determinar una diferencia en la aceleraciéon horizontal de Aa = (0.6 + 3.1) x 107 m/s?
al emplear materiales de Berilio y Titanio [18|, lo cuél es consistente con el principio de
equivalencia débil e impone cotas restrictivas sobre modelos que asuman una ruptura del
principio de equivalencia débil.

1.6.2. La prueba de Eddington

Recordando la ecuacion de la Geodésica (1.12), puede verse que si se tiene presenten
los simbolos de Christoffel, las trayectorias seguidas por particulas ya no son lineas rectas
sino otro tipo de curvas. Las ecuaciones de campo de Einstein (1.59) nos indican que la
curvatura del espacio-tiempo es causada por el tensor de energia-momento, por lo cual si
asumimos la presencia de masa en el espacio-tiempo, el espacio se curvara y los simbolos
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de Christoffel seran distintos de 0, lo cual causara que las trayectorias seguidas por parti-
culas sin interacciones externas a la gravedad no sean lineas rectas. Crucialmente, también
causara que los fotones, particulas sin masa, sean desviadas por la gravedad. La desviacion
de los fotones también ocurre en la teoria de Newton, sin embargo la desviaciéon teorica
en esta teoria es la mitad de la predecida por la Relatividad general. Por lo tanto, si es
posible medir la deflexion de los rayos de luz a causa de la gravedad y es consistente con
la Relatividad General, se tendré una prueba de esta teoria, en cambio si la deflexion es
la mitad de la predecida, esta teoria estaré equivocada.

Este es el debate que se realizaba a finales de los anos 10s, cuando Einstein habia
publicado su teorfa y no habia un claro camino para probarla experimentalmente. Sin
embargo, el mismo Einstein propuso probar la Relatividad general mediante eclipses. La
idea era esperar a que un Eclipse solar ocurriera. Conociendo la posicién de las estrellas
en el cielo nocturno sin eclipses y tomando fotografias en el momento de un eclipse total
solar es posible probar la Relatividad General. En caso de que la luz de las estrellas en
el momento del eclipse total solar parezca provenir de un lugar distinto a la localizacion
normal de las mismas estrellas en ausencia del eclipse y que este cambio aparente sea el
doble que el predecido por la teoria de Newton seria una indicacion de que la relatividad
general es correcta. En este momento aparece Arthur Stanley Eddington, quien realizé dos
expediciones en 1919 al Norte de Brasil y a una isla en la costa de Africa Occidental [19]
y tomd estas fotografias, donde se mostré que la deflexion predecida por la Relatividad
General era correcta.

1.6.3. Ondas gravitacionales

Como se vio en la seccion anterior y como se vera en el siguiente capitulo, la Relatividad
General predice la existencia de perturbaciones en el espacio-tiempo que se propagan a
la velocidad de la luz. En caso de poder medirse estas llamadas ondas gravitacionales,
serfa una indicaciéon adicional de que la Relatividad General es correcta. En el Capitulo
4 se hablaré a fondo de estos mensajeros cosmicos y como ya han sido detectados, lo que
constituye una prueba adicional de la Relatividad General.



Capitulo 2

Cosmologia estandar

La Cosmologia es la rama de la fisica que estudia el Universo a gran escala, su evolu-
cion, origen y futuro. Estos temas incluyen el estudio del modelo del Big Bang asi como
alternativas a este modelo del origen, el estudio del ritmo actual de expansion del universo,
el estudio de la radiaciéon de fondo de microondas, entre otros.

En 1917, dos anos después de la formulacion de la Relatividad General, Albert Eins-
tein dedujo las soluciones para las ecuaciones de campo de Einstein (1.57) asumiendo que
la distribucién de materia era homogénea e isotropica, junto con el postulado de que el
universo tenia curvatura positiva (dotado de la geometria de una hiperesfera) [20]. Ade-
més de eso, Einstein busco que la solucion fuera la de un universo estatico (con densidad
de materia promedio constante al variar el tiempo) asi como un radio de curvatura de la
hiperesfera constante. Sin embargo, las soluciones a las que lleg6 apuntaban a un universo
que colapsaba sobre si mismo, por lo qué para lograr tener un universo estatico agregb un
término extra a las ecuaciones de campo, la llamada constante cosmologica A. El efecto
de esta constante propuesta por Einsten era la de compensar la atracciéon gravitatoria que
tienen los cuerpos masivos. La constante cosmologica propuesta por Einstein ademaés debia
tener un valor especifico para poder garantizar un universo estatico. Este valor esta dado

1
por A = T2 on R el radio de la hiperesfera [21].

Esta idea propuesta por Einstein parecia una idea elegante en la época, sin embargo,
tiene varios problemas, uno de ellos siendo el hecho de que el universo estatico planteado
por Einstein esta en equilibrio inestable debido que al mover levemente uno de los cuerpos
de su posicion, el universo colapsaria sobre si mismo a pesar de la constante cosmolégica
presente. Aun mas, el astrofisico Willem de Sitter [22] supuso un Universo curvado posi-
tivamente y vacio, aunque incluyendo la constante cosmologica en las soluciones. En este
universo, a pesar de suponerse un Universo estatico, la separacion entre particulas prueba
crecia con el tiempo. Dicho de otro modo, la constante cosmologica introducia estructura
al Universo de forma que generaba expansion ain sin materia.

Posteriormente, en 1925, Georges Lemaitre encontré una relacion lineal entre la distan-
cia y el corrimiento al rojo, y el mismo ano Edwin Hubble probé la existencia de galaxias

21
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diferentes a la nuestra y ademés que la radiaciéon de las més lejanas a nosotros estaban
corridas al rojo, lo que es una indicacion del efecto Doppler de que estan alejandose de
nuestra galaxia. Dos anos después, en 1927, Lemaitre encontré6 una solucién al proble-
ma proponiendo un universo con curvatura positiva, presion y densidad variables con el
tiempo [23]. En esa solucion, el Universo se encuentra en expansion constante por lo que
la separacion entre galaxias se incrementa con el tiempo y esto provoca el corrimiento al
rojo. Empleando los datos disponibles en la época, Lemaitre encontré una relaciéon entre
la distancia a una galaxia y su velocidad respecto a nuestra galaxia

V= Hod, (21)

donde v es la velocidad relativa de la galaxia respecto a la nuestra, d su distancia respecto
a nuestra galaxia y Hjy una constante de proporcionalidad que hoy en dia se conoce como
la constante de Hubble debido a que Hubble en 1929 encontré de forma independiente la
misma relacion [24]. Es con estos descubrimientos de Lemaitre y Hubble que se conocié
que el universo se estaba expandiendo. Debido a que Einstein introdujo la constante cos-
mologica a las ecuaciones de campo para predecir un universo estatico y esta evidencia
probaba que en realidad el universo estaba en expansion, Einstein nombré a la constante
cosmologica como el peor error de su vida [25].

Sin embargo, la constante cosmologica volvio décadas después. Adam Riess, Saul Perl-
mutter, Brian Schmidt y su equipo encontraron en 1998 que para una muestra de 10
supernovas de tipo IA (SNela), sus distancias eran en promedio de 10 % a 15 % maés gran-
des de lo esperado para un universo con un contenido de 20 % de materia y sin constante
cosmologica. Estas muestras probaron ser consistentes con un universo de expansion ace-
lerada en el intervalo de confianza de 2.8-0 y 3.9-0, asi cémo presencia de la constante
cosmologica en los intervalos de confianza a 3-0 y 4-0 |26]. Por lo que este estudio probd
que el universo esta expandiendose aceleradamente y atin mas, la constante cosmologica es
necesaria para explicar estas observaciones. Por lo que el peor error de la vida de Einstein
no fue un error del todo ya que sirve para explicar esta expansion acelerada.

Ademés de esto, las curvas de velocidad de rotacion de las estrellas en galaxias con
respecto a la distancia al centro de la galaxia no correspondia con la masa de la parte
observable de la galaxia, lo que hacia sospechar que otro tipo de materia estaba presente
y provocaba estos cambios en las curvas de rotacion [27]. Debido a que era imposible ver
este tipo de materia se le denominé materia oscura, dado que no parecia interactuar elec-
tromagnéticamente, pero si gravitacionalmente.

Uniendo las ideas de que el Universo require de una constante cosmologica para ex-
plicar la expansion acelerada asi como materia oscura, se desarrollé6 un modelo estandar
llamado ACDM. A para referirse a la constante cosmolégica y CDM son las siglas de cold
dark matter, o sea materia oscura fria (fria se refiere a materia no relativista por lo que su
presion es 0). Ademas de eso, el universo incluye radiacion y materia barionica (la mate-
ria que se conoce del modelo estandar de particulas), sin embargo su contenido es mucho
menor que el contenido de materia oscura y energia oscura.
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Sin embargo, a pesar de que este modelo predice correctamente la expansion del univer-
so y la formacion de estructura, entre otras cosas, tiene diversos problemas. Uno de ellos
siendo que el modelo estandar de particulas carece de una particula que tenga una presion
negativa para causar la expansion acelerada del universo. Otro de estos es el problema de
la constante de Hubble. La constante de Hubble determina el ritmo actual de expansion
del universo y es importante para conocer la edad del universo.

Con el avance tecnologico se ha hecho posible medir con precisiéon enorme los para-
metros cosmologicos, entre ellos la constante de Hubble. En particular, la colaboracion
Planck, que calcula la constante de Hubble con el espectro de temperaturas del fondo
cosmico de microondas predice un valor de esta en Hy = 67.4 + 0.5km/s/Mpc asumiendo
el modelo ACDM [28]. Mientras que la constante de Hubble calculada por la colaboracion
SHOES la cuél es liderada por Adam Riess obtuvo un valor de Hy = 73.2 £ 1.3km/s/Mpc
independiente del modelo, mediante estrellas Cefeidas en el universo tardio [29]. Por ello,
Planck calcul6 el valor de esta constante asumiendo que el modelo ACDM es correcto
y fue calculada con datos del universo temprano. Por otro lado, la colaboracion SHOES
calcul6 la constante con muestras del universo tardio (cefeidas y supernovas de tipo 1A) y
sin asumir ningtn modelo de fondo [30]. Ademas de esto, existe un nuevo céalculo de esta
constante en el universo tardio mediante gigantes rojas [31].

Lo discutido en el parrafo anterior se conoce como el problema de la tension de la
constante de Hubble y es uno de los grandes problemas abiertos junto con el problema de
la constante cosmoldgica en el cual se estudia la naturaleza de la energia oscura debido
a que con el modelo estandar de particulas no se puede explicar un fluido con presiéon
negativa. Por los problemas que presenta el modelo estandar ACDM es necesario considerar
alternativas. Existen dos formas para realizar esto. La primera es modificar la accion de
Einstein-Hilbert 1.48. Esto se puede hacer generalizando el escalar de Ricci a una funciéon
arbitraria de este (R — f(R)) en la accién de Einstein-Hilbert, y a estas teorias extendidas
se les conoce f(R) [22, 32]. Un segundo camino, que se ha vuelto popular ultimamente,
consiste en cambiar la forma en la que se construye la gravedad. Esto se puede lograr
si se supone que la curvatura es 0 y la gravedad es causada por la torsion (en este caso
los simbolos de Christoffel no son simétricos en sus indices inferiores), teoria a la cual se
le denomina gravedad teleparalela [22, 33|. Otra forma de seguir este camino se sigue al
suponer tanto la curvatura cémo la torsion igual a 0 y lo que causa la gravedad en este caso
es la no-metricidad (la derivada covariante de la métrica), a esta teoria se le conoce como
gravedad simétrica teleparalela |34, 35|. Sin embargo, el camino més sencillo es conservar la
Relatividad General y modificar el lado derecho de las ecuaciones de Einstein (1.57). Esto
se puede hacer modicando los constituyentes del universo. Por ejemplo, en vez de considerar
una constante cosmologica considerar un fluido de energia oscura que evoluciona con el
tiempo.
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2.1. El principio cosmolégico

La idea de que no existan observadores especiales en el Universo se conoce como el
principio Copernicano. Al intentar aplicar el principio Copernicano a la Cosmologia se
proponen las ideas de si el Universo es isotropico y homogéneo. La isotropia implica que
en cualquier direcciéon en que se mire el universo, se vera lo mismo a gran escala. Por otro
lado, la homogeneidad significa que el Universo tiene la misma densidad promedio a gran
escala. Por supuesto, la isotropia y homogeneidad no son ciertas a escalas pequenas pues
galaxias aisladas y mucho espacio vacio entre ellas no es una prueba de la isotropia o la
homogeneidad. La isotropia y homogeneidad se consideran cuando se habla del Universo
a gran escala, del 6érden de megaparsecs (Mpc). Por lo anterior, si se quiere aplicar el
principio Copernicano al Universo debe demandarse que este sea isotropico y homogéneo.
Ya que de no serlo, el principio se rompe.

Las ideas propuestas previamente de que el Universo es isotrépico y homogeneo a gran
escala se conocen como el principio cosmoldgico. Como puede verse, este principio es un
corolario de aplicar el principio Copernicano a la Cosmologia, sin embargo es un postulado
y por lo mismo imposible de probarse matematicamente. Ademas, por el principio cosmo-
logico, y el hecho de que no existe un lugar privilegiado en el Universo, se sigue la idea de
que las leyes de la fisica son Universales. Esto es, que el principio de invarianza de Lorentz
es valido. Este hecho es importante pues permite estudiar sistemas lejanos a la tierra con
las mismas leyes fisicas que aqui. En adicién a esto, las constantes Universales deben ser
invariantes ante cualquier transformacion.

Otra de las consecuencias fuertes del principio cosmologico es que el Universo debio
estar causalmente conectado en algtin instante en el pasado, pues de no haberlo estado
la homogeneidad e isotropia no serfan validas. Esto propone la existencia de un momento
de creacion del Universo conocido como el big bang. Finalmente, el hacer la suposiciéon de
que el principio cosmolégico es valido para todo instante en la vida del Universo implica
que las leyes de la fisica son invariantes ante transformaciones temporales. Por lo cual si
se asume esto, se puede estudiar el pasado del Universo con las mismas leyes fisicas que
en el presente.

2.2. Lamétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker
(FLRW)

Para poder resolver las ecuaciones de campo de Einstein 1.57 se requiere de una métrica,
la cuéal debe tener presentes las ideas del principio cosmolégico. Debido a este principio,
el Universo debe ser isotropico y homogéneo, y por ende la métrica debe ser invariante
ante transformaciones espaciales y rotaciones. Ademas del espacio, tenemos el tiempo por
lo que se trabaja en un espacio-tiempo 4-dimensional. En este contexto, el espacio es una
hipersuperficie en el espacio-tiempo y podemos pensar en la superficie

k(2] + a3 +a3) + 2% = d’, (2.2)



CAPITULO 2. COSMOLOGIA ESTANDAR 25

donde (1,2, x3) son las coordenadas espaciales, k = —1,0, 1 dependiendo la geometria
buscada. Para k = —1 tenemos una superficie hiperbolica, para k& = 0 es una superficie
espacialmente plana y para k = 1 es una superficie esférica y a? una constante arbitraria
positiva. Ademas, su métrica esta dada por

ds® = da? + das + da3 + kdz*. (2.3)

El principio cosmolégico se satisface en las superficies con las que se esta trabajando
debido a que si se consideran las transformaciones

y :
con b; una traslacion y R{ una rotacion arbitraria que en términos de los angulos de Euler

puede escribirse como

. cosfcosg sinysinfcosp — cosysing cossinb cos ¢ + sin sin ¢
R} = | cosfsing sintysinfsing + cosycos¢ cossinbsin ¢ — sin cos ¢ (2.6)
—sin 6 sin ¢ cos 6 cos 1 cosf.

Siempre que db; = 0 = df = d¢ = di), se sigue qué ds” = ds?, por lo que esta métrica
satisface la homogeneidad e isotropia, es decir satisface el principio cosmologico mientras
dz* no cambie. Cémo la hipersuperficie esta en un espacio 4-dimensional se requiere esa
coordenada z, sin embargo con las expresiones (2.3) y (2.2) se puede escribir la métrica en
términos tnicamente de z1, 2 y 3. De (2.2)

2 =a* - kr?, (2.7)
mientras que al diferenciar esa misma expresion se sigue
kr - dr 4+ zdz = 0, (2.8)

pues a es una constante arbitraria y con r = (z1, s, x3). Sustituyendo estos resultados en
(2.3) y cambiando a coordenadas esféricas

a? — kr2

2
ds? = (“—) dr? + 12d6? + 12 sin2 0de>. (2.9)

Reescalando las coordenadas r’ = ar (cambiando a coordenadas comoviles) y eliminan-
do la prima

1
ds* = a* [(1 — kr2> dr® 4+ r2df* + r? sin? 0d¢? | . (2.10)
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Para tener la métrica del Universo debe agregarse la parte temporal, o sea

2

ds? = —cdf* + 2(t) | ———
s cdt® + a*(t) T

+ 7r2d6? + r*sin? 0dg? | | (2.11)

la cuél se conoce como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) y el
factor de escala es funcion tnicamente del tiempo, antes era una constante pero era cuédndo
se trabajaba la parte espacial. El que sea una funcién del tiempo no rompe el principio
cosmologico.

2.3. La distancia comoévil y el tiempo conforme

El factor de escala tiene un significado fisico importante, el cudl es el de medir la
expansion del universo. En el momento del big bang este debia ser a(0) = 0. Conforme el
universo se va expandiendo este factor va creciendo hasta un valor de a(tg) = ag con ¢, la
edad actual del universo y aq el factor de escala al dia de hoy. Dado que este valor es solo
un factor de normalizacion se suele tomar ag = 1.

a(t1> = a1 CL(tg) = Q9

Coordenadas comoviles

:i Eé’gg Coordenadas comdviles
Distancia fisica :i %é’g

d:\/gal

Distancia fisica

d= \/5&2
Figura 2.1: Diferencia entre la distancia comévil y la distancia fisica para diferentes tiempos
en la evolucion del universo. Las coordenadas comoviles no se modifican con la expansion
del universo y la distancia comévil entre las dos particulas de prueba de la imagen es d. =
/5. En cambio, la distancia fisica cambia con la expansion del universo y es d;(t) = a(t)d..

Lo anterior puede verse si se imagina al universo como una cuadricula y consideramos
dos particulas puntuales en algunos puntos de dicha cuadricula. Conforme el universo se
expande, la distancia entre dos intersecciones de la cuadricula se incrementa, y es igual
a a(t). Sin embargo, la distancia comovil se define como la distancia en unidades de la
cuadricula sin importar el valor del factor de escala. Esto se ve en la figura 2.1. La dis-
tancia comovil entre dos particulas de prueba nunca cambia pero si lo hace la distancia
fisica. Cabe destacar que el principio cosmologico se satisface si se estd en reposo en las
coordenadas comoviles. Al viajar de un punto a otro de estas coordenadas debido a la
velocidad, el fondo césmico de microondas no se veria isotrépico ni homogéneo sino con
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mayor intensidad en la direccién que se mueve.

Considerando una distancia comévil D¢ a una fuente de luz, por definicion Dy = aD¢
con Dy la distancia fisica. La fuente emite luz que en un tiempo dt se mueve una distancia

fisica dDy, o sea que en ese intervalo de tiempo se desplaza una distancia comévil dD, =

dD dt

7 _ % debido a que la luz se desplaza a velocidad c. Integrando se obtiene la distancia
a a

comovil

to dt/
DC = C[ M, (212)

donde ¢ es el tiempo de deteccion de la luz y ¢ el tiempo de emision. Si ¢t = 0, la integral
de la ecuacion (2.12) se denomina como el tiempo conforme

to dt/
= S 2.1
=] (213
dn

1 . . .

por lo que pria El tiempo conforme es otra forma de medir el tiempo en cosmologia,
a

y es 1til en algunos casos, por ejemplo en teoria de perturbaciones lineales, como se vera

més adelante. En terminos del tiempo conforme, la métrica FLRW puede escribirse como

dr?

ds®> = a*(n) (—CQdUQ + T 72 + r2df? + r? sin? 9d¢2> : (2.14)

como el factor de escala es adimensional, el tiempo conforme efectivamente tiene dimen-
siones de tiempo y de ahi su nombre. Si £k = 0 la métrica FLRW con el tiempo conforme
es la métrica de Minkowski.

2.4. Las ecuaciones de Friedmann

Una vez que se ha elegido una métrica, que en este caso es la de FLRW, se puede
proceder a resolver las ecuaciones de campo de Einstein 1.58. Para ello se requiere calcular
el tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Y para estos se necesitan los simbolos de Christoffel.

2.4.1. Simbolos de Christoffel y geodésicas

Suponiendo por simplicidad que & = 0, los tnicos no triviales para la métrica FLRW

son [36] ' '
. =%, D=5 | T =kgna (2.15)
ij — agm ) 0j T g% jm = RGimT ", .
con z' la i-esima coordenada. -
Partiendo de la ecuacion (A.48) y definiendo P* = % el 4-momento si el pardmetro
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A =7/m con T el tiempo propio y m la masa, entonces

— + I PP =0, (2.16)
ademés, la norma del 4-momento es
v E* 2 2
guVPHP = _0_2 +p = —mc, (217)
E? o
donde se definio gooP'P? = —— v g;;P'P? = p* y se empleo la relacion de dispersion.
c

En el caso de los fotones, como su masa es 0, no puede usarse el tiempo propio cémo
parametro pues este es 0. Para los fotones la componente 0 de las geodésicas es

dP°
— a—ca(s,JPZPJ =0, (2.18)

por la relacion de dispersion P = p y como con k = 0, g;j = a®d;;

dp H
i P'Pj = 2.1
d)\ QJ 7 =0, (2.19)
donde se defini6 el factor de Hubble H(t) = d/a. Esto se puede poner en términos del
E 7
tiempo haciendo Z—i = jxpo a;a; conx’ =cty Oj;j\ - =P debido a que % = (F/c,p).
Finalmente
- (2.20)
it TP '

Resolviendo la ecuacion diferencial

= — 2.21
p=— (2.21)
o ) he
donde C' es una constante. Ademéas como para un fotéon £ = ~ entonces
em )\em 1
Gem _ dem _ (2.22)

- — 9
Qobs )\obs 1 +z

donde em significa emitido y obs obserbado. La tltima igualdad es la definicion del corri-
miento al rojo. Por lo tanto, si el factor de escala al dia de hoy se normaliza a ag = 1

1

= . 2.2
1+=2 ( 3)

Este resultado serd muy importante en las secciones y capitulos siguientes.
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2.4.2. Tensor y escalar de Ricci

Calculando las componentes del tensor de Ricci a partir de los simbolos de Christoffel
[37], las componentes no triviales son

3¢ . 2ke?
ROOZ__ <H+H2> ’ sz:g_2]<3H2+H+ QC )a (224)
c c a
mientras que el escalar de Ricci esta dado por [37]

2.4.3. Tensor de energia-momento y ecuaciones de Friedmann

Una vez que se conoce el escalar de Ricci, asi como el tensor de Ricci, ya se conoce
la parte izquierda de las ecuaciones de Einstein. Falta la parte derecha, o sea conocer el
tensor de energia momento. Cémo puede verse Go; = 0 (la parte izquierda de las ecs.
de Einstein componentes 0i es 0), por lo que por las ecuaciones de campo Ty; = 0. Esto
va acorde a lo esperado porque de no ser 0 se romperia la isotropfa. Ademas, por la
forma de R;;, G;; < gi;, entonces T;; o< g;;. Ademas de eso, la componente 00 debe ser
Too = —c%p pues esta componente esta relacionada con la presion. Cémo la parte espacial
esta relacionada con la presion se puede proponer un ansatz de 7;; = g;;p con p la presion.
Esto tensorialmente se puede escribir como [37]

T;w = (CZp +p) U;LUV +pgw/7 (226>

con U, la 4-velocidad del fluido que satisface U, U* = g, U"*U" = —1. Esta forma del
tensor de energia-momento describe un fluido perfecto debido a que no incluye términos
de viscosidad u otros términos. Finalmente, combianando las ecuaciones (2.24), (2.25) y
(2.26) con las ecuaciones de campo de Einstein (1.57) las ecuaciones de Friedmann son

8@ kc?
=", 5 2.2
5P (2.27)

- 4G (p+@). (2.28)
3 c?

La segunda ecuaciéon se conoce como sequnda ecuacion de Friedmann, ecuacion de
aceleracion o como la ecuacion de Raychaudhuri. La densidad y presion de estas ecuacio-
nes son las densidades y presiones totales tomando en cuenta todas las componentes del
universo.
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2.4.4. Evolucién de p

Contrayendo « con y en las identidades de Bianchi (1.39)

V,Rs, +V,R", +V,R%, =0,

By

y usando las simetrias del tensor de Riemann

V’yR,BV - V,,R/j,y + V#R“ﬂ 0.

l/’}/:

Contrayendo (8 y v
V,R—-2V,R" =0,

lo cudl se puede reescribir como

1
v (Rw - §ng> — 0,

30

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

donde se us6 la propiedad de la conexiéon de Levi-Civita, donde la derivada covariante de
la métrica es 0 y el hecho de que la métrica sube y baja indices. Sin embargo, notese que
el término entre paréntesis es la parte izquierda de las ecuaciones de campo de Einstein,

por lo tanto la derivada covariante de la parte derecha igual debe ser 0. Luego

v“T,, = 0.

Elevando los indices de T se sigue V, 7" = (0 y resolviendo la componente 0

9,7 +1°, T + 1", T% =0,
desarrollando
p+3H (p+%) —0.
Si se propone una ecuaciéon de estado

D
c2p’

con w constante, esta ecuaciéon puede resolverse como

pla) = poa=30+),

con pg la densidad al dia de hoy.

2.4.5. Parametros de densidad

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Las ecuaciones de Friedmann pueden reescribirse de una forma més simple haciendo
uso de los parametros de densidad, los cuales estan dados por el cociente entre la densidad
y la densidad critica, la cual es la densidad requerida para que el Universo tenga curvatura



CAPITULO 2. COSMOLOGIA ESTANDAR 31

espacial 0 (k = 0). De la primera ecuacion de Friedmann (2.27) se sigue que si k =0

G

H? = 5 Per (2.38)
donde p., es la densidad critica, entonces
3H?
o = ——, 2.39
P = o (2.39)
por lo que con esta definiciéon, los parametros de densidad estdn dados por
P 87Gp
= = 2.40
pcr 3H2 7 ( )
por lo que la ecuacion de Friedmann (2.27) se puede reescribir como
Q+Q,=1, (2.41)
k 2
donde se defini6 €, = _HTCaQ'

2.5. Parametros cosmologicos

Dado un conjunto de datos, por ejemplo supernovas de tipo 1A, ondas gravitacionales,
relojes cosmicos, se puede calcular el mejor ajuste de los pardmetros cosmologicos.

2.5.1. La constante de Hubble

Este es uno de los parametros mas importantes y controversiales de la cosmologia.
Cuantifica la expansion actual del Universo, es decir, H(a = 1) = Hj. La medicion de esta
constante fundamental en cosmologia ha abierto una amplia linea de investigacion, muy
activa en la cosmologia actual, llamada problema de la constante de Hubble. La colaboraciéon
SHOES, en su ultimo paper report6 un valor de [30]

Hy=173.04 + 1.04kms~' Mpc ™, (2.42)

el cual es independiente de cualquier modelo. En cambio, la colaboraciéon Planck, en su
ultimo paper de 2018 report6 un valor de [28§]

Hy =674 £ 0.5kms™" Mpc™?, (2.43)

el cual es dependiente del modelo estandar ACDM, del cual se hablara més adelante.
Ademas de este valor, existe un camino alternativo considerando gigantes rojas en vez de
cefeidas como en la colaboracion SHOES y que es igual independiente del modelo y con
muestras del universo tardio [31]

Hy=69.8 + 2.2kms~ ' Mpc™, (2.44)
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Los primeros dos resultados estdan en una tension de 50 [30], por lo que es necesario
considerar modelos alternativos a ACDM para explicar esta discrepancia. El tercer valor
es consistente con el de Planck, sin embargo, tiene un error mucho mayor, provenientes de
la estadistica y erorres sisteméticos [31]. Por ello, y el hecho de que SHOES trabajo con los
errores sistematicos, intentando reducirlos enormemente [30], este es el mejor valor en el
Universo tardio independiente de modelos cosmologicos. En este trabajo se consideraran
algunos tipos de energia oscura dinamica.

2.5.2. Parametros de densidad actuales

Los otros parametros que se consideraran en el presente trabajo son los pardmetros de
densidad introducidos en la secciéon anterior evaluados al dia de hoy, es decir

Po 87Gpo

Oy = = )
0 Lo cr 3H§

(2.45)

En un modelo cosmologico se consideran diversas especies, cada una con su parametro
de densidad respectivo. Dada una ecuaciéon de estado w constante para cada especie, con
ayuda de (2.37), su parametro de densidad al dia de hoy es

B 87erja3<1+wJ')

o 3H? ’

(2.46)

y por lo tanto
8tGp;
=3(14+w
Empleando este resultado y el hecho de que la densidad de las ecuaciones de Friedmann
es la densidad total se sigue que

H 2
<F) =Y a0 (2.48)
J

y evaluando al dia de hoy
D Qo+ =1, (2.49)

J

entonces los parametros de densidad no son independientes, sino que uno se puede escribir
en términos del resto. En lo que resta de la presente tesis se omitira el 0 en la notacion de
los parametros de densidad al dia de hoy, sabiendo que estan evaluados con a = 1.

2.6. El modelo estAndar ACDM

El modelo ACDM es el estandar de la cosmologia, el que tiene mas evidencia obser-
vacional. Sin embargo, como se vio anteriormente, asumiendo este modelo, el valor en la
constante de Hubble tiene una tension estadistica de 5o, por lo cual deben estudiarse mo-
delos alternativos. Sin embargo, dicho modelo que resuelva la tensiéon en la constante de
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Hubble y ademas tenga la evidencia observacional de ACDM no existe hasta la actualidad
y la busqueda de este serda uno de los temas principales de la cosmologia en los siguientes
anos. Sin embargo, debido a sus éxitos pasados y a que es el modelo con mas evidencia, es
importante estudiar y comprender este modelo. Este modelo asume que el universo tiene
dos componentes que dominan el contenido energético del universo: la constante cosmolé-
gica y la materia oscura fria.

La constante cosmoldgica A es un fluido perfecto con una ecuacion de estado negativa,
0 sea, con presion negativa, lo cual causa la expansion acelerada del universo observada.
El otro componente dominante es la materia oscura fria, la cual es un tipo de materia
que soélo interactiia gravitacionalmente pero no electromagnéticamente, por lo que no es
posible detectarla directamente. Ademés de esto se le llama fria porque se supone no
relativista, es decir que su movimiento es mucho menor que la velocidad de la luz, y
por ello tiene una ecuacion de estado igual a la de la materia ordinaria. Finalmente, el
universo esta compuesto de materia barionica (ordinaria, toda la del modelo estandar de
particulas) méas radiacion (neutrinos, fotones, y demds materia relativista). Cada uno de
estos 4 componentes tiene una ecuacion de estado dada por

= Constante cosmologica A : w = —1
= Materia oscura fria : w =0

» Radiacion : w =1/3

= Materia bariénica : w = 0

Estas ecuaciones de estado para la materia provienen de asumir que las componentes
son aproximadamente un gas ideal en cuyo caso w = C?/c?, con C la velocidad termal
caracteristica de las particulas. Por ello, la materia oscura fria y baridnica tienen una
ecuacion de estado aproximadamente 0, debido a que sus particulas tienen una velocidad
mucho menor a la de la luz. En el caso de la radiaciéon se trabaja con un gas de fotones o
neutrinos a velocidades relativistas y la energia oscura es una construccion fenomenologica
para explicar la expansion acelerada del Universo. Por lo tanto con estas ecuaciones de
estado, que se asumen constantes, la ecuacion de Friedmann (2.48) es (con el cambio de
variable del factor de escala al corrimiento al rojo)

H(2) = Ho/Q(1 + 2)3 + Qeam (1 + 2)3 + (1 + 2)4 + Q1 + 2)2 4+ Qq, (2.50)

donde los subindices significan b para materia bariénica, cdm para materia oscura fria,
r para radiacion, k para curvatura y A para la constante cosmolégica. Dado que en esta
ecuacion, la materia bariénica y la materia oscura fria tienen la misma ecuaciéon de estado,
se puede unir estos dos componentes en una llamada materia 2y, = Qp, + Qcqm. Entonces

H(z) = Ho/Qr(1 4 2)3 + Qu(1 + 2)* + Qu(1 4 2)2 + Qq, (2.51)
y los parametros de densidad satisfacen

Qar+ O + Qo+ Q= 1. (2.52)
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2.7. Modelos de energia oscura dinamica

Anteriormente se mencion6 el problema de la constante de Hubble, el cual es uno de
los grandes problemas que tiene el modelo ACDM. Debido a estos problemas, es necesario
considerar modelos alternativos que potencialmente puedan resolver sus problemas. Una
posibilidad es considerar que la densidad de energia oscura no es constante, sino que varia
con la evolucion del universo. Esta clase de modelos son modelos de energia oscura diné-
mica, y se estudiaran en la presente tesis.

En esta seccion se consideraran modelos donde la energia oscura ya no es una constante
cosmolodgica, y en cambio su densidad varia con el corrimiento al rojo, es decir considerar
Pde = pde(2) donde el subindice de se refiere a la energia oscura. En este caso la ecuacion
de continuidad arroja

p(t) = poexp (—3/t i dt' H(t") (1 + w(t’))) : (2.53)

para escribir esto en términos del corrimiento al rojo se requiere hacer el cambio de variable
de t a z. Los limites de la integral son de un tiempo t a ty, el tiempo en la actualidad.
Al cambiar al corrimiento al rojo, los nuevos limites deben ser de un corrimiento al rojo
z al corrimiento al rojo actual que es 0. Para el cambio de variable se deben recordar las
definiciones del factor de Hubble y del corrimiento al rojo

a da 1
H=-=— 1 == 2.54
a adt ’ e a’ (2:54)
) . . ) dt da
por lo cual tomando el doble cambio de variable y estas expresiones dt = d—d—dz
adz
dz
dt = ———— 2.55
H(1+ 2)’ (2:55)
y por lo tanto
21+ w(?)
= 3| df——=). 2.56
p(2) poexp( /0 i (2.56)

Con esta expresion puede calcularse la evolucion de la densidad de una energia oscura
dindmica con ecuacion de estado w = w(z). Por lo tanto la ecuacion de Friedmann (2.48)
para esta energia oscura dinamica es

H(z) = Hon/Qr(1 4 2)3 + (1 + 2)* + Qe(1 + 2)2 + Qae f(2), (2.57)

donde f(z) esta dada por

f(z) = exp (3 /0 dz' H—M) . (2.58)

1+ 2

En la presente tesis, ademés de considerarse el modelo ACDM, se estudiaran tres dis-
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tintas parametrizaciones de energia oscura. Se supondra que el Universo tiene curvatura
espacial nula, debido a que la evidencia observacional apunta a que € ~ 0 [38, 28|, y que
la radiacion es despreciable, pues €, es del 6rden de 10~* y en bajos corrimientos al rojo,
que son las bases de datos con las que se trabajarén, su contribuciéon es muy pequena, es
decir €, =~ 0 = €),. Y de esta forma se puede escribir {23, = 1 — Q.

2.7.1. Chevallier-Polarski-Linder (CPL)

Esta parametrizacion considera una ecuacion de estado de la forma [39, 40]

w(z) = wy + (1 j Z) wi, (2.59)

la cuél tiene dos parametros libres wy, w; y converge para altos corrimientos al rojo. Sus-
tituyendo esta funcion en la expresion (2.57)

, 3 ,
H(z) = HO\/QM(l +2)3 4 (1 — Q) exp (— 11112) (1 4 z)30+wotwn), (2.60)
2.7.2. Barboza-Alcaniz (BA)
Este modelo toma una ecuacion de estado [41]
1
w(z) = wy + 2 F (2.61)

1+ 22

La cuél igualmente converge para corrimientos al rojo grandes. Aun més, esta para-
metrizaciéon converge también si z — —1, lo cuél es 1til al considerar toda la historia del
universo. El factor de escala a = 0 corresponde al big bang, el valor a = 1 al dia de hoy
y el valor a — oo corresponde al futuro en una edad arbitrariamente grande del univer-
so. Por ello la historia completa del universo se obtiene al considerar a € [0,00) o bien
z € (—1,00). Para esta parametrizacion, la ecuacion de Friedmann (2.57) es

H(2) = Hopf Quu(1 4+ 2)% + (1 — Q) (14 2)3+00) (1 4 22)3/2, (2.62)

2.7.3. Low Correlation (LC)

Esta tercera parametrizacion tiene una ecuacion de estado [42]

(—z+ zo)wo + 2(1 + z.)w,
(1+2)z

w(z) = ; (2.63)
donde wy = w(z = 0) y w. = we(z:) ¥ zc es un corrimiento al rojo de forma que (wp, w,)
estén no correlacionados. Se considerara un valor de z. = 0.5, un valor conservador con el
que se tiene una baja correlacion entre wy y w.. En este caso, la ecuacién de Friedmann
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(2.57) es

I wy — we)z

H(z) = Ho\/Qm(l +2)3 4+ (1 = Q,,) exp ( 152 ) (1 + 2)30—2wot3we) - (2.64)

2.8. Distancias en Cosmologia

En cosmologia hay varias formas de medir la distancia, en esta secciéon se presentaran
algunas de las mas importantes.

2.8.1. Distancia comoévil

Esta es una distancia que no crece con la expansion del Universo, y fue presentada ante-
riormente en la ecuacion (2.12). Realizando el cambio de variable del tiempo al corrimiento
al rojo (2.55) se sigue

z dz/

D = —. 2.65
@) =c | Hi (265)
Esta distancia se puede escribir de forma distinta si se toma la distancia de Hubble

H

Dy = Hio y si se define E(z) = HLOZ)
z dZ/

D =D 2.66
o) =D | (2.66)

por lo que como puede observarse tiene unidades de distancia debido a que E(z) es adi-
mensional y Dy es una distancia.

2.8.2. Distancia comovil transversa

Esta distancia es equivalente a la comovil en el caso en el que la curvatura espacial del
Universo es 0, es decir si € = 0, en otros casos esta definida por [43]

,
Dy . (Qk)1/2DC(Z) .
W Sin [D—H S1 Qk >0
Dy(z) =< De(z)  si Q=0 (2.67)
Dy . (—Qk)l/ch(Z) .
BN sin Di si€), < 0.
\

El significado de esta distancia es la distancia comoévil de dos eventos en el mismo
corrimiento al rojo separados en el cielo nocturno por §6. Por ello esta distancia es Dy, (2)d6.
Esta distancia es importante dado que las demés se escribiran en términos de esta.
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2.8.3. Distancia diametral angular

Esta distancia esta definida como el cociente de su tamaifio fisico transverso con su
tamano angular en radianes. Esta distancia esta dada por [43]

Dy = 2.68
A 1 > y ( )

en corrimientos al rojo pequenos esta distancia es casi igual a la distancia comoévil trans-
versa y no tiende a infinito con z — oc.

2.8.4. Distancia luminosa

Esta distancia se calcula midiendo el flujo y la luminosidad de un objeto integrados en
todas las frecuencias y esta dada por

I 1/2
Dy = — 2.
L (47rF) ’ (2.69)

ademés esta distancia estd relacionada con la distancia comoévil transversa mediante
[43]
Dp(2) = (14 2)Dy = (14 2)*Dy. (2.70)

La magnitud aparente de una fuente de radiaciéon astrondémica en un paso de banda
fotométrico se define como el cociente del flujo aparente de esa fuente con el de la estre-
lla brillante del firmamento Vega. Por otro lado la magnitud absoluta se define cémo la
magnitud que tendria la fuente si se observara a una distancia de 10 pc. El médulo de
distancia es la resta de la magnitud aparente m con la absoluta M y estéd dada por

D
,u:m—M:5log<10;C>, (2.71)

2.8.5. Distancia sirena

Esta es la distancia a una fuente de ondas gravitacionales, causada por una colisién
de estrellas binarias, las cuales pueden ser un par de agujeros negros, un par de estrellas
de neutrones o una estrella de neutrones y un agujero negro. Esta distancia se tratara en
detalle en el siguiente capitulo, el cudl sera sobre las ondas gravitacionales.

2.9. Teoria de perturbaciones lineales tensoriales cos-
mologicas

Anteriormente se trabajo con el principio cosmologico, el cuédl asume que el universo
es tanto isotropico como homogéneo a gran escala. Sin embargo, en escalas pequenas este
principio se rompe. Una galaxia con espacio vacio a su alrededor claramente rompe el
principio cosmologico, el cuél es valido en escalas sobre 200 Mpc. Por ello la cosmologia
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con la métrica FLRW no permite predecir la formaciéon de galaxias y clusters, los cuéles
son desviaciones fuertes del principio cosmologico en escalas pequenas. En esta seccion se
consideraran pequenas desviaciones tensoriales del principio cosmolégico, las cuales expli-
can la propagacion de las ondas gravitacionales en el Universo.

En esta seccion se considerard un universo plano con €2 = 0 por simplicidad y la
evidencia observacional de que el universo es espacialmente plano. En esta seccion, se tra-
bajara con unidades naturales donde h = 1 = ¢. Antes de trabajar con las perturbaciones
tensoriales exclusivamente, se haré una introduccion general de la teoria de perturbaciones
lineales cosmologicas.

2.9.1. Perturbacion de la métrica FLRW

La métrica FLRW describe un espacio-tiempo de fondo (background), en el cudl se sa-
tisface el principio cosmolégico en todas las escalas, por lo que para considerar desviaciones
de este se requiere considerar desviaciones de la métrica FLRW. Esta métrica describira al
espacio-tiempo fisico y se denotara por g,,, mientras que el de fondo se denotara con una
barra g,, para diferenciar ambos. Por ello se define la diferencia entre ambas métricas

5guu(m) = guu(-r) - gm/(m)a (272)

en un punto x de las variedades. Esta definicién es un abuso de notacion pues g, y g son
tensores definidos en diferentes variedades y por ende con diferentes cartas que definiran x
en cada una. Por ello para que esta diferencia tenga significado en este contexto se requiere
una funciéon que mapee cada punto del espacio-tiempo de fondo al fisico. Esta funcion se
llama norma y permite usar una carta fija en el espacio-tiempo de fondo para los puntos
en el espacio-tiempo fisico. Por lo tanto, en este espacio-tiempo fisico se puede seguir
empleando las coordenadas del espacio-tiempo de fondo, las cuales seran las coordenadas
espaciales y el tiempo conforme por simplicidad. La métrica g,, tiene 10 componentes
independientes y en un gauge genérico se escriben como [37]

e [+ 2005 (%
gﬂ“—“”)( wi(n.x) aij<1+2¢<n,x>>+xij<n,x>>’ 27

con 07 y;; = 0, es decir la parte tensorial tiene traza 0. Y las funciones W, w;, ¢, x;; son
funciones del espacio-tiempo de fondo y dependen tanto del tiempo conforme céomo de
las coordenadas por lo que estas funciones no satisfacen el principio cosmolégico y son de
primer 6rden por lo que el producto de dos de estas funciones es despreciable.

2.9.2. La descomposiciéon escalar-vector-tensor (SVT)

Esta descomposicion fue introducida por Liftshitz en 1946 [44]. La métrica perturbada
(2.73) tiene dos funciones escalares U, ¢, un 3-vector w; y un 3-tensor de érden 2 x;;. La
descomposiciéon escalar-vector-tensor permite obtener un escalar del 3-vector w; asi como
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un escalar y un vector del 3-tensor Y;;. Estos hechos se pueden obtener del teorema de
Helmholtz

Teorema 1 (de Helmholtz). Sea w; un campo vectorial continuo con derivadas parciales
continuas, entonces puede expresarse iinicamente en términos de su parte longitudinal mas

su parte ortogonal por
w; = w) +wl (2.74)

donde la parte longitudinal tiene rotacional 0 y la parte ortogonal divergencia 0
d*owl =0, 9w =0 (2.75)

con € el simbolo de Levi-Civita. Cémo la parte longitudinal tiene rotacional 0, se puede
emplear el teorema de Stokes para escribirlo como el gradiente de un escalar wy = J;w.

Por este teorema, el vector w; se puede escribir como

donde w es la parte escalar y W; la parte vectorial que se define W; = w;" y satisface
O'W; = 0. En el caso de 3-tensores de 6rden 2, el teorema de Helmholtz se extiende a

Teorema 2 (de Helmholtz para 3-tensores). Sea yx;; un 3-tensor de érden 2 continuo y
con derivadas parciales continuas, entonces puede expresarse Unicamente en términos de
su parte longitudinal, mas su parte ortogonal més su parte transversa mediante

Xi = X + x5 + x5, (2.77)

donde || se refiere a la parte longitudinal, 1 a la parte ortogonal y T a la parte transversa.
Cada una de estas componentes satisfacen [37]

érgral, =0 |, doxt=0 , oL =0. (2.78)

Ademés cada una de las partes se escriben como
X” = (80 - 52]8k8k> 2,U, y Xj; = @AZ -+ (92-Aj, (279)

donde 9 A; = 0, es decir su divergencia es 0. Cémo puede observarse la parte longitudinal
incluye un escalar u, la parte ortogonal un 3-vector A; y la transversa es un 3-tensor de
orden 2.

Por ello, este tensor se escribe

1
Xij = <3¢3j - §5z‘j3k3k) 2+ 05 A; + 0iA; + X (2.80)
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Y por lo tanto la métrica en el espacio-tiempo fisico esta dada por

gpw =M "9 W, 3ii(1+20) + (0,0; — 16,;000) 20 + 0;A; + 0 A; + x5 |-
(2.81)
Por lo que la métrica perturbada tiene una parte escalar, una vectorial y una tenso-
rial. Los vectores y tensores en ella no pueden descomponerse a escalares o vectores. Las
partes escalares, vectorial y tensorial se pueden trabajar por separado debido a que si se
trabajaran juntas se tendrian términos de segundo 6rden que se consideran despreciables
a primer 6rden. Por lo tanto, la parte tensorial de las perturbaciones es

—1 0
Guv = @2(77) ( 0 5'j + XT‘> ) (2'82)
7 1]

donde xj; tiene divergencia y traza 0, es decir 9'x}; = 0 = §Yx/;. Atn mas, esta parte
tensorial es invariante de Gauge [37| por lo que en cualquier Gauge que se trabaje tiene la
misma forma.

2.9.3. Perturbaciéon del tensor de energia-momento

Una vez que se conoce la forma de la métrica en el espacio fisico, se require conocer
el tensor de energia-momento para resolver las ecuaciones de campo (1.57). El tensor de
energia-momento considerado en el espacio de fondo (2.26) era el de un fluido perfecto
isotropico y homogéneo. En este caso, para estudiar perturbaciones se requiere un tensor
de energia-momento que incluya la idea de disipacion de energia y que rompa el principio
cosmologico. Este esta dado por [45, 37]

T =pUU, + (p+7) (9w + UU,) + T, (2.83)

por lo que la adicion que se le hace es el escalar m de viscosidad y el tensor 7, de estrés
anisotropico sin traza y que satisface 7, U” = 0. Estos elementos rompen el fluido perfecto,
asi como la isotropia y la homogeneidad, por lo que son términos perturbativos. Para el
resto de tensores se pueden escribir de forma similar a como se escribe la diferencia entre
la métrica fisica y la de fondo (2.72). Para una cantidad arbitraria A, en el espacio fisico
se puede escribir como

A(n,x) = A(n) + 6A(n, x), (2.84)
0 sea que se escribe como la cantidad en el espacio de fondo mas una perturbacion a
primer 6rden. La cantidad en el espacio de fondo s6lo depende del tiempo conforme por el
principio cosmologico mientras que la perturbacién depende del tiempo conforme y de las
coordenadas. De esta forma, es posible escribir

p=p+dp , p=p+op , U,=U,+6U, (2.85)

las cuales son la densidad, presion y 4-velocidad del fluido en el espacio fisico. Al igual
que en el caso de la métrica, en el tensor de energia-momento se emplea la descomposicion
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SVT y como solo se trabajara del lado izquierdo de las ecuaciones de campo con la parte
tensorial, se haré lo mismo con el tensor de energia-momento. Y el tinico término que tiene
una parte tensorial es 7,,. Sin embargo este es un 4-tensor de 6rden 2 por lo que no se
le puede aplicar el teorema de Helmholtz. Sin embargo, si se trabajan en las coordenadas
comoviles, como U* es la 4-velocidad del fluido en el espacio de fondo se debe satisfacer
U’ = 0 debido a que en estas coordenadas el observador se mueve junto con la materia del
universo. Por ello la condicion 7TWU Y= 0es WNOU O = ( para las coordenadas comoéviles.

Recordando ademas que ng rUY = 0, entonces en estas coordenadas comoviles a? (U 0)2 =
1. Por lo tanto 7,0 = 0. Ademas cémo el tensor de energia-momento es simétrico, 7,
también debe ser simétrico para satisfacer la igualdad (2.83). Luego 7,0 = 0 = 7, lo
que lleva a concluir que en las coordenadas coméviles, este tensor s6lo tiene componentes
espaciales a las cuéles ya se le puede aplicar el teorema de Helmholtz. Por lo tanto

Tij = ” —|—7r —|—7le, (2.86)

donde la parte longitudinal es una parte escalar, la parte ortogonal vectorial y la transversa
es tensorial y satisface 9w T =0= 5”7TT Por lo tanto, la parte tensorial del tensor de
energia-momento es

Tij = ;. (2.87)

Esta parte tensorial es puramente perturbativa. Se calcularé el tensor con indices cruza-
dos T"; para ello se requiere subir el indice. Recordando que 7j; es puramente perturbativo

T = g*T,; = " T, (2.88)

debido a que Tj; = 0 para la parte tensorial. La métrica FLRW en el espacio de fondo con

el tiempo conforme es g,, = a7, con 7, la métrica de Minkowski. Por lo tanto, para
uv

satisfacer la relacion g"’ g, = 0% se requiere que g’ = 77—2 Por lo tanto

a

i Lo _
Tj = ;5 Tkj = Hij; (289)
1
donde se defini6 I1;; = 5 ;. Esta es la parte del tensor de energia-momento con la que

Z] - a
se trabajara.

2.9.4. Ecuaciones de campo para las perturbaciones tensoriales

Una vez que se conoce la métrica parte tensorial asi como la parte tensorial del tensor de
energia-momento, se pueden calcular las ecuaciones de campo para estas perturbaciones.
Recordando las ecuaciones de campo con indices cruzados

1
¢ Roy — SROL = G, (2.90)
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usando célculo variacional para encontrar las ecuaciones perturbativas
_ 1
0G", = 09" Roy + §"*0Ra, — 555(5]%. (2.91)

Por ello, se requiere conocer la perturbacion del tensor de Ricci, asi como del escalar de
Ricci. Como g, es una métrica, se requiere que g"*g,, = 0%, por lo tanto la métrica inversa

del espacio fisico es
1 [-1 0
pwo_
g a2 ( 0 8y, — X?}) ) (2.92)

1{0 o

Antes de continuar, la perturbacion de la métrica se escribira cémo

y por lo tanto

G = a* Py, (2.94)

por lo tanto ¢,, = Gu + a*hy,. El tensor h es un término de primer 6rden. Al igual que
en el caso de gravedad linealizada, como se esté trabajando a primer 6rden

1
—h (2.95)

wy v
g _g - 2
a

donde " = g"*5"Ph,g, debido a qué cémo la perturbacion es muy pequena, la métrica
del espacio de fondo es la que eleva los indices. De esta forma

5glﬂf — _g#agl’ﬁ(sgaﬂ_ (296)
Y por lo tanto
hoo . hoi ij hij
5g% = = 5% = = 59 — _a_g’ (2.97)

que en el caso particular de las perturbaciones tensoriales se reduce a

697 = - =2 (2.98)

coHmo es de esperarse. El tensor de Ricci se deduce en términos de los simbolos de Christoffel
y de sus derivadas, por lo que se requiere calcularse la variacion de los simbolos. Variando
la expresion para los simbolos correspondientes a la conexiéon de Levi-Civita

1 _
oI, = §§aﬁ (8,098, + 0,098, — 030G) — G 698,17, (2.99)

Por ello se requiere el valor de las perturbaciones y de los simbolos de Christoffel en
el espacio de fondo. Considerando el tiempo conforme, los simbolos de Christoffel en el
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espacio de fondo son [37]
Dyp=H , T =%Hd; , T’y =Hd, (2.100)

a/
donde H = — es el factor de Hubble conforme y la prima denota derivadas respecto al

a
tiempo conforme. El resto de los simbolos de Christoffel en el espacio de fondo son 0. Para
el caso de las perturbaciones de los simbolos de Christoffel, empleando la expresion (2.99)

1 1 ‘ 1
M0 = _5%0 - 0% = 2 (Oihoo — 2Hhoi) 0T g9 = hijg + Hhio — §3¢h007
1 ; 1 1
5F0ij = _5 (ajhOi + a@'hOj - h;] — 27‘[}74] - 2H5ijh00> , 5Flj0 = ih;] -+ 5 (83'}%0 _ aihj()) ’
~ 1
0T j1. = 5 (Okhij + Ojhar — Oihjr — 2Hjhi)

(2.101)

Al igual que antes, en estas expresiones la prima denota derivada respecto al tiempo
conforme. Para el caso de las perturbaciones tensoriales s6lo tres de estos simbolos son no
triviales

1/ R o1
o == (XZ;- — 2’H><£-) c e =ox o 0= (ﬁkxz; + 90Xk — @Xﬁ) :

2 2
(2.102)

En el caso de la perturbacion del tensor de Ricci, se sigue que
_ « «@ o B a B e 153 a 1S
ORy, = 0,017, — 0,017, + 1,017 5+ 0T 17 o — T 5007, — oI 517, (2.103)
y por lo tanto

1 3 1

1 1
8 FRoi = —Hhhoo — 5 (D0;h0i — D:dsho) + (M +2H2) ho — 5 (k) — D511 )
1 1 1

1 1 1
S h -l (4 2H2) by + S MO bl — HO0khow — (ajhgi + aihgj) — H (D;hoi + Dih;) -
(2.104)

Para resolver las ecuaciones de campo, tnicamente falta conocer la variacion del escalar
de Ricci. Como este escalar esta dado por R = g*”R,,,,, entonces

6R = 69" R, + §" 0 Ry, (2.105)

y como se ve, se necesita el valor del tensor de Ricci en el espacio de fondo con el tiempo
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conforme, el cudl estd dado por
Ry = 0,1, — 0,15, + T, T ; —T% 17, . (2.106)
sustituyendo los valores de los simbolos de Christoffel
Roy=3H" |, Rij=0d;(H +2H?), (2.107)

por lo tanto la variacion del escalar de Ricci esta dada por

1
OR=— <8i8ihoo + 3Hhgy + 6 (H' + H?) hoo — 20;hi; — 6HO;ho; + R + 3HhY, — 0;0;hi + aiajhij) :

(2.108)
Los resultados de las expresiones (2.104) y (2.108) son para una perturbacion general,
trabajando con la parte tensorial debe recordarse que O;x;; = 0 = X, por lo que la

variacion escalar de Ricci es 0. Atin maés, solo la parte espacial de la variacion del tensor
de Ricci es no trivial y dada por

1 1 " ’
0R;; = —§5k3k><5 + §XijT +Hx; + (R +2H?) x5 (2.109)

Por lo tanto las ecuaciones de campo perturbadas son (2.91)

1 12 ! 1 .
5Xiy' +HXG = 500k = 0’06, (2.110)

donde 5sz = 87TGTij. Por lo tanto
T 4 21X, T — 0,0kxT = 16a*GIL. (2.111)

Esta ecuacion es una diferencial parcial de segundo 6rden. Por ello se supondra que
las perturbaciones son una superposicion de modos normales. es decir que estas pueden
escribirse en términos de una transformada de Fourier

%) = / (‘;;1;3 T exp (ik - X) | (2.112)

por ello al aplicarle Laplaciano a esto

Pk, .
OOrx" = —/ (2ﬂ)3k2XT exp (ik - x) , (2.113)

donde k? = k - k. Por lo tanto aplicando la transformada de Fourier y regresando a la
notacion de h;
hit + 2Hh + K*hY = 16a*nGL,;. (2.114)

Estas perturbaciones tensoriales describen la propagacion de las ondas gravitacionales
en el espacio-tiempo fisico. Esto se tratard a mayor detalle en el siguiente capitulo en el
que se hablara sobre las ondas gravitacionales.
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2.10. Observables Cosmoloégicas

Para estudiar cosmologia se requiere conocer la distancia a objetos asi como su corri-
miento al rojo. Cémo se vio en la seccion de distancias en cosmologia, la relaciéon entre
el corrimiento al rojo y las diferentes formas de medir distancias dependen de H(z), es
decir que dependen del modelo. Por ello, si experimentalmente se obtienen distancias o
el factor de Hubble junto con su corrimiento al rojo puede estudiarse que modelos son
mejores dados los datos observacionales obtenidos.

Para lograr medir estas distancias existen diferentes tipos de observables, aqui se ha-
blarén de las reglas estandar, candelas estandar y relojes cosmicos, las cuales seran las
observables que se usaran en el analisis de esta tesis, sin contar las asociadas a ondas
gravitacionales (sirenas estandar y sirenas oscuras) de las que se hablard en el siguiente
capitulo.

2.10.1. Reglas estandar

Considerando que desde la tierra se observa un objeto en el cielo, si este tiene un radio
r y subtiende un angulo € en el cielo, su distancia esta dada por

r

- 2.115
tan @’ ( )

la cual es trigonometria elemental. Si ahora se supone que 6 << 1, es decir que el objeto
observado subtiende un dngulo muy pequeno, entonces tan ~ 6 y por lo tanto

D~". (2.116)

0
Esta aproximacion es buena mientras el dngulo subtendido sea muy pequeno, lo cuél
pasa con todas las estrellas debido a que su distancia es enorme. Para comparacion la luna
subtiende un angulo de 0.5°. Ahora, recordando la definicion de la distancia diametral an-
gular, la cual es el cociente del tamano fisico transverso con su tamano angular en radianes.
Por lo tanto, esta distancia de la que se estda hablando en esta seccidon es justamente la

diametral angular. Entonces
,

Da=g. (2.117)

Mientras que la expresion (2.68) es una expresion teorica, (2.117) es observacional.
Entonces, una vez obtenida la distancia diametral angular a un gran ntimero de objetos, se
puede determinar si cierto modelo teérico describe de forma satisfactoria estas distancias.
Mientras que medir el &ngulo subtendido 6 es sencillo, debido a que sélo se requiere medirlo
en el cielo, con ayuda de telescopios, el radio r no es tarea facil. En este escenario entran
las reglas estandar, los cuéles son objetos con un mismo radio conocido r4. Por lo tanto
si se logra determinar la distancia a una regla estandar, la distancia a otra regla estandar
puede calcularse mediante

Dys = D1~ (2.118)
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Es decir, puede obtenerse con el cociente entre sus dngulos subtendidos. Entonces, mi-
diendo la distancia a una regla estandar es posible medir la distancia a cualquier otra
tomando tinicamente el cociente de sus édngulos subtendidos. Esto permite medir la dis-
tancia a un gran ntimero de objetos.

Ademas, a partir de una regla estandar no solo puede determinarse la distancia dia-
metral angular sino igualmente, el factor de Hubble H(z). Cémo la distancia diametral
angular es

c Az
D = — 2.119
i) = T (2.119)
con Az un intervalo de corrimiento al rojo. Entonces
cAz
H(z) = — 2.120

con Ay = r(1+ z) el tamano de una regla estandar la cual cambiar con la expansion del
universo, por lo que para una regla estandar si se mide el intervalo de corrimiento al rojo
es posible determinar el factor de Hubble. Lo que permite estudiar la relacion H(z) — z y
con ello cosmologia.

Sin embargo, el problema es encontrar una clase de objetos que tengan siempre el
mismo tamano. Una regla estandar son las oscilaciones actisticas de bariones [46], las
cuéles son fluctiaciones de densidad de la materia bariénica. Estas fluctuaciones permiten
medir el horizonte de sonido en el tiempo de recombinaciéon. Midiendo mediante métodos
de clusters de galaxias el horizonte de sonido en otros tiempos y calculando la diferencia de
corrimiento al rojo entonces es posible medir el factor de Hubble de forma independiente
al modelo [47]. Esta seré la primera observable que se tomara en consideracion.

2.10.2. Candelas estandarizables

Otros objetos de gran utilidad para estudiar cosmologia son las llamadas candelas
estandar. Las cuéles son objetos que tienen la misma luminosidad intrinseca L. El problema
se reduce a encontrar clases de objetos que tengan la misma luminosidad. De hacerse esto,
el modulo de distancia puede calcularse. Considérese que a una candela estandar se le
logré calcular la distancia luminosa Dy y el flujo Fi. Entonces se determina la distancia
luminosa a partir de

L=4rF D7, (2.121)

si ahora se encuentra otra candela estandar con un flujo F3 se puede encontrar la distancia
a esta nueva candela estdndar mediante

7\ 12
Dp» =Dy, (f) : (2.122)
2

por lo que una vez que se logra encontrar objetos que funcionen cémo candelas estandar y
calcular la distancia luminosa a una de ellas, s6lo basta medir sus flujos para determinar



CAPITULO 2. COSMOLOGIA ESTANDAR 47

las distancias del resto.

El tipo de candelas estandar (aunque son en realidad candelas estandarizables por lo
que se comentara a continuacion) con las que se trabajaré son las Supernovas tipo la (des-
de ahora SNela), las cuéles se describen a continuacion.

Las supernovas son estrellas en explosion, en el caso de una SNela, se producen cuando
una enana blanca estd absorbiendo masa de una estrella acompanante y cuando absorbe
suficiente masa para alcanzar el limite de Chandrasekhar de 1.4M y en este momento es-
tallan. La razoén por la cual no son candelas estdndar es porque no tienen una luminosidad
idéntica (y por ende no tienen una magnitud absoluta intrinseca idéntica), a pesar de que
siempre estallan al tener la misma masa.

El hecho de que su luminosidad no sea idéntica se ve en sus curvas de luz (graficas de la
luminosidad respecto al tiempo), pues para diversas SNela, se obtienen diferentes curvas.
Sin embargo, la magnitud absoluta de las SNela esta correlacionada con el decaimiento de
la curva de luz con el tiempo [48]. Mediante esta correlacion se puede corregir la dispersion
en el valor de la magnitud absoluta de las SNela [48] y por ende estas supernovas, que
se estandarizaron mediante esta correccion se vuelven candelas estandarizables con mag-
nitudes absolutas muy parecidas y de esa forma es posible estudiar cosmologia con ellas,
dado un g observacional junto con sus corrimientos al rojo (pues las supernovas emiten
luz, por lo que el corrimiento al rojo se determina conociendo sus frecuencias en reposo
y comparandolas con las observadas), se puede estudiar la relacion p(z) — z. Esta es la
segunda observable cosmologica que se usara en el analisis de la presente tesis, las candelas
estandarizables dadas por las SNela [26].

2.10.3. Relojes coésmicos

El método de los relojes cosmicos proporciona una forma independiente de cualquier
modelo de medir el factor de Hubble. Reescribiendo el cambio de variable (2.55) como

1 dz
H = — — 2.12
()= - (2123)

por lo cual de ser posible medir el corrimiento al rojo y dz/dt se puede calcular el factor
de Hubble. Notese que esto es independiente de cualquier modelo e incluso de la Relativi-
dad General dado que esta expresion se obtiene tnicamente de definiciones del factor de
Hubble, factor de escala y corrimiento al rojo. Este método se denomina reloj porque mide
la variacion de edad del universo con el corrimiento al rojo y fue propuesto por primera
vez en [49]. El reloj del método se realiza con el fechado espectroscopico de la edad de
galaxias. Considerando dos galaxias que se formaron al mismo tiempo pero separadas con
un intervalo de redshift Az, se mide la diferencia de edad At y la derivada dz/dt se cal-
cula con Az/At. Las galaxias seleccionadas deben tener metalicidades bajas y baja tasa
de formacion estelar debido a qué en las galaxias con alta tasa de formaciéon estelar, su
espectro de emision estara dado por las nuevas estrellas que estén naciendo [49].
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Por lo tanto este método permitira estudiar modelos cosmolégicos dado que nos dara
datos de la relacion H(z) — z.

2.11. Mensajeros c6smicos

Los mensajeros cosmicos son particulas u ondas emitidas por objetos astrofisicos, las
cuéales tienen informacion de sus fuentes y del espacio entre las fuentes y la tierra. Estos
mensajeros cosmicos son las ondas gravitacionales, los rayos cosmicos (particulas cargadas
como protones), los neutrinos y los fotones [50].

2.11.1. Ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales son perturbaciones en el espacio-tiempo con dos estados de
polarizacion +, x. Se hablara a detalle de ellas en el siguiente capitulo asi como el motivo
por el cual pueden emplearse para estudiar modelos cosmoléogicos.

2.11.2. Rayos césmicos

Este tipo de particulas son cargadas, por ejemplo protones con un origen extraterrestre.
Tienen un espectro de energias proporcional a dN/dE o« E~7 con «y & 3, el cudl es valido
en el rango de energias de algunos GeV a algunos EeV. Los rayos césmicos con energia
superiores a 1 EeV se conocen como rayos cosmicos de ultra-alta energia (ultra-high energy
cosmic rays). Cuando estos rayos comsicos entran en la atmosfera producen duchas de
particulas al colisionar con las particulas atmosféricas. Las particulas producto de estas
colisiones pueden detectarse con detectores terrestres [50].

2.11.3. Neutrinos

Los neutrinos son particulas que s6lo interactiian mediante la fuerza débil y proveen una
relacion entre la astrofisica y la fisica de particulas. Pueden viajar distancias cosmologicas
sin ser afectados por la radiaciéon de fondo de microondas u otros fondos, ademas de
que su direccion igualmente se mantiene constante, por lo que representan herramientas
valiosas para estudiar las fuentes que los produjeron. En el modelo estandar de particulas se
postularon como fermiones sin masa que sélo interactiian con la fuerza débil, sin embargo
el descubrimiento del fenémeno de oscilaciéon de sabores de neutrinos implica el hecho de
que tienen masa y por consiguiente evidencia de necesidad de fisica méas alla del modelo
estandar [50].

2.11.4. Fotones

Los fotones son las particulas de la radiacion electromagnética los cudles tienen una
frecuencia. Conociendo la frecuencia de los fotones producidos por una fuente y midiendo
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la frecuencia detectada puede determinarse el corrimiento al rojo de la fuente mediante

142=22 (2.124)
Vd

donde v, es la frecuencia emitida y vy es la frecuencia detectada. Junto con las ondas
gravitacionales, los fotones son el segundo mensajero céosmico de interés para la presente
tesis dado que, como se verd adelante, ademés de medir la distancia a una fuente de
ondas gravitacionales se requiere medir el corrimiento al rojo, lo que se puede hacer con
contrapartes electromagnéticas asociadas a la fuente de onda gravitacional que emitiran
fotones a los cuéles se los podréa determinar su corrimiento al rojo.

2.11.5. Multimensajeros

Los multimensajeros son eventos a los cuales se les asocian dos tipos de mensajeros
cosmicos. El tipo de mensajeros relevante en este trabajo son las ondas gravitacionales
con contrapartes electromagnéticas, es decir fuentes que emitan ondas gravitacionales y
fotones. En el siguiente capitulo se vera como a partir de la colision de estrellas binarias
compactas es posible medir la distancia a estas fuentes mediante sus ondas gravitacionales
producidas. Sin embargo, la determinaciéon del corrimiento al rojo no se puede realizar a
partir de la onda gravitacional y se requiere una contraparte electromagnética asociada a
la colision de binarias compactas que emita fotones que permitan medir su corrimiento al
rojo y con ello estudiar modelos cosmologicos con ondas gravitacionales aunque también
se verd méas adelante que a pesar de no tener contrapartes electromagnéticas, es posible
hacer cosmologia con ondas gravitacionales sin mediciones independientes del corrimiento
al rojo.

2.12. Analisis Bayesiano en Cosmologia

Hasta ahora se ha mencionado que el tener datos de una observable cosmologica cémo la
distancia luminosa, factor de Hubble o distancia diametral angular junto con su corrimiento
al rojo, es posible estudiar modelos cosmoldgicos. En esta seccion se estudiara como con
estos datos se pueden deducir los mejores pardmetros de un modelo y atn més, co6mo
comparar dos modelos de forma estadistica. Para comenzar se discutira el teorema de
Bayes. Una vez que se han recolectado datos de una observable cosmolégica junto con
sus corrimientos al rojo tenemos los datos, lo que permite calcular la probabilidad de
los datos condicionales a un modelo cosmoldgico, sin embargo lo que se desea calcular
es la probabilidad de los parametros cosmoldgicos de un modelo condicional a los datos
recabados. Esto se puede hacer mediante el teorema de Bayes

P(A)P(B|A)

P(AB) = — =2

(2.125)



CAPITULO 2. COSMOLOGIA ESTANDAR 50

donde P(A|B) se denomina probabilidad posterior, P(A) la probabilidad prior, P(B|A)
la probabilidad de confianza y £ la evidencia Bayesiana dada por

£— /d@ 0(0)L(B|O), (2.126)

donde © es el vector de parametros cosmologicos a calcularse (en la notacion de (2.125)
© = Ay B son los datos), L(B|©) es la probabilidad de confianza y (0) la probabilidad
prior de los parametros. Cémo puede verse, la evidencia es el producto de la probabilidad
de confianza y la prior integrada sobre todo el espacio de parametros. Por otro lado la
probabilidad de confianza, para una cantidad N de datos, es [51]

N
L =1[P¥ulzn.0v,.0), (2.127)

n=1

donde Y, es la n-ésima medicion de Y la cuél puede ser cualquier observable cosmologica,
zp su corrimiento al rojo de esta medicion asociado y oy, el error en la medicion de Y, (los
datos entonces son B =Y, z, 0y). Por ello, para calcular la probabilidad de confianza s6lo
hace falta conocer esta funcion de probabilidad y esta dada por [51]

P(Yy|2n, 0v,,0) = (2.128)

2
Yn - Y;;eérica(zn)]
exp R

\/50 Yo

1
o, 2
2oy,
con Yiesrica(2n) €l valor de la observable cosmolégica tedrica en el corrimiento al rojo z,. Esta
probabilidad entonces depende de que tan cercanos estén los valores tedérico y observacional
y de la incertidumbre en la mediciéon de la observable. Mientras més cercanos sean los
valores, mayor sera el valor de esta probabilidad, al igual que crece si la incertidumbre

es mayor. Se puede simplificar el teorema de Bayes si se toma logaritmo natural a ambos
lados

N N 2
1 1 Yn - Ye()rica ny @
mPO|Y,z,0y) =PO) + > In [ ——— | - = teorica(Zn O) )"y o
n=1 ,/27m}2,n 2 — oy,

(2.129)

Al tener probabilidades menores también hay logaritmos de probabilidades menores

y viceversa dado que la funciéon logaritmo natural es estrictamente creciente. Por ello, si
se busca calcular que parametros cosmologicos son los mas probables dado un conjunto
de datos y un modelo teoérico se puede maximizar el logaritmo natural de la probabilidad
posterior. Notese que el segundo y cuarto término son constantes y solo son relevantes
para propositos de normalizacién. Si tnicamente se busca conocer los valores de los pa-
rametros cosmologicos que tienen probabilidad méxima no es necesario normalizar y solo
basta calcular su probabilidad relativa a otros valores de los parametros. Por ello sé6lo es
necesario considerarse el primer y tercer término. En particular, la suma del tercer término
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se denomina x>

N 2
Yn - Yeérica n @
=) < trics (7 )) , (2.130)
n=1

Oy,

n

y esta cantidad debe ser minima si lo que se busca es maximizar la probabilidad de los
pardmetros cosmologicos. La otra contribucion realizada proviene de la probabilidad prior
de los parametros. Esta debe proponerse a partir de valores posibles que pueden tomar los
parametros cosmologicos, por ejemplo el contenido de materia €2, no puede ser negativo
y por lo tanto necesita una probabilidad prior positiva. Para considerar intervalos que los
parametros puedan tomar sin darle preferencia a ninguno de ellos, se emplearan probabi-
lidades prior uniformes U(a,b) en el analisis de la presente tesis, con intervalos posibles
para cada pardmetro.

Por ello, una vez que se ha decidido la forma de las probabilidades prior y se conocen
los datos de una observable cosmologica, su incertidumbre, junto con un modelo propues-
to con el que se calcule esta observable cosmologica es posible calcular la probabilidad
posterior de los pardametros cosmologicos, la cual se espera que tenga forma Gaussiana
debido al teorema central del limite de la probabilidad (al calcularse la posterior con un
gran nimero de eventos aleatorios esta probabilidad deberia tener forma cercana a una
Gaussiana), y con ello su media y desviacion estandar. Esto nos daré el valor mas probable
de los pardmetros cosmologicos para un conjunto de datos y un modelo propuesto junto
con los intervalos de confianza de ellos.

El célculo de la probabilidad posterior permite determinar los valores de los parametros
cosmologicos, sin embargo no es posible con esto determinar cual de los modelos en consi-
deracion es el mejor de todos. Para hacer esto se requiere calcular la evidencia Bayesiana
y tomar el logaritmo natural de sus cocientes

In BlZ =In (%) y (2131)

2

con &; la evidencia del modelo M;. En caso de que In By > 0, el modelo M es el preferido
y en caso contrario es My el preferido y la fuerza de la preferencia se determina con el
criterio de Jeffreys mediante el valor absoluto de |In Bys| [52, 5, 53| dado en la Tabla 2.1.

Una vez que se conoce como realizar el analisis Bayesiano en Cosmologia y con ello
determinar los mejores valores de los parametros cosmolégicos dada una base de datos
observacional es natural preguntarse como trabajar con mas de una base de datos y con
ello incrementar la cantidad de datos y mejorar la estadistica y las constricciones a los
pardmetros cosmologicos. Para ello consideremos dos bases de datos con observables cos-
mologicas Y7, Ys, corrimientos al rojo asociadas zi, zo y errores en las observables oy, os.
Las probabilidades posterior de cada caso debe ser independiente de la otra pues cada
base de datos no tiene relaciéon con la otra. Por ejemplo las candelas estdndar no deben
tener relacion con las reglas estandar. Por ello la probabilidad posterior de la base de datos
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’ Criterio de la informacion H Preferencia para el modelo con mayor evidencia ‘

1<|InBp| <25 Substancial
25 <|InBp| <5 Fuerte
5 < |In Byl Muy fuerte

Tabla 2.1: Criterio de Jeffreys para interpretar los valores del factor del logaritmo natural
del factor de Bayes In B calculado al comparar dos modelos mediante su evidencia Ba-
yesiana. El modelo con mayor evidencia es el preferido y la fuerza de la preferencia se
determina con el valor absoluto de |In Bjs| mediante este criterio.

completa es el producto de las posterior individuales, y aplicando el logaritmo natural
lnp(@D/;otal; Ztotals Utotal) = 1n73(@|}/1’ 21, 01) + hlP(@D/Q, 22, 02)7 (2132)

con lo cual ya se puede calcular la probabilidad posterior con la base de datos completa.
Este proceso se puede generalizar para un niimero n de bases de datos y con ello mejorar
las constricciones a © con un nimero mayor de datos.



Capitulo 3

Ondas Gravitacionales

La teoria de la relatividad general predice la existencia de las ondas gravitacionales,
las cuéles son perturbaciones en el espacio-tiempo que se propagan a la velocidad de la luz
coHmo pudo verse en el capitulo 1. En el capitulo 2 se dedujo la expresion para la evolucion de
perturbaciones tensoriales en el espacio-tiempo fisico. La teoria de la relatividad general fue
presentada en 1915 [54], sin embargo tomo cerca de 100 afios confirmar de forma directa la
existencia de las ondas gravitacionales, cuando el 14 de septiembre de 2015 la colaboracion
LIGO-Virgo detecté la colision de un par de agujeros negros [55]. A este evento se le
denomina GW150914 (qué hace referencia a un evento asociado a una onda gravitacional
detectado el 15/09/2014) y es la primera detecciéon directa de una onda gravitacional.
Desde ese entonces se han hecho un gran ntimero de detecciones de ondas gravitacionales,
50 de ellas estan reportadas en los catalogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] de la colaboracion
LIGO-Virgo. Como se vera méas adelante, estas detecciones permiten hacer cosmologia y
probar teorias alternativas a la relatividad general.

Se partiran de las expresiones (1.89) y (2.114), donde ambas describen la propagacion de
las ondas gravitacionales, la primera en un espacio-tiempo plano y la segunda en un espacio-
tiempo fisico en expansion. La primera permite ver que las ondas gravitacionales son
perturbaciones lineales en la métrica y que se trasladan a la velocidad de la luz. La segunda
muestra que son transversas y aun mas puede deducirse que las ondas gravitacionales tienen
dos polarizaciones.

3.1. Polarizaciones de las ondas gravitacionales

Para esto debe recordarse que la parte tensorial de las perturbaciones satisfacen &hg; =
0, lo que al aplicar la transformada de Fourier se escribe cémo

i1 T
KhT =0, (3.1)

esta condicién también se satisface en el espacio-tiempo plano estéatico pues fue el gauge
que se tomo6. Ahora como la métrica es simétrica y puede escribirse como

I = G + h,uu’ (3.2)

53



CAPITULO 3. ONDAS GRAVITACIONALES 54

y también la métrica no perturbada es simétrica entonces la perturbacion debe ser simétri-
ca. Atin mas, la parte tensorial es solo espacial como se explico en el capitulo 2, por lo que
estas condiciones reducen sus componentes independientes a 6. Ahora la expresion (3.1)
reduce 3 componentes més y la condiciéon de que h% = 0 reduce a solo dos componentes
independientes. Por lo tanto se puede considerar una base de dos vectores base {ej,es}
y las ondas gravitacionales se escribirdn en términos de ella. La expresion (3.1) también
permite determinar que estos vectores base deben ser ortogonales a ||. Por lo tanto esta
base debe satisfacer [37]

’yij@ieakj =0 5 ’Yijaieaajeb = 6ab7 (33)

donde v es la métrica en el subespacio de dimension 2 generado por {ej,es} v a,b = 1,2.
Por lo tanto, la perturbacion puede escribirse como [37]

hz;(k) = (@elajeg — 81'62@62) (];I)h+<k) -+ (@elajeg + (91'628]'61) (l%)hx(k), (34)

como puede verse, las combinaciones de los 2-vectores base dependen de la orientacion del
vector k. Sustituyendo este resultado en la expresion (2.114) asumiendo que II;;, tensor
que se asocia a momentos cuadrupolares, es 0

Wi+ 2HE, 4+ khy o =0, (3.5)

donde las h,, hy son las dos polarizaciones de las ondas gravitacionales. La forma mas
simple es tomar k = z, y en este caso la onda gravitacional vivira en el subespacio de x y
y, mientras que hz; estard dado por

hy hye O
hii=|hx —hy OFf. (3.6)
0 0 0

Una onda gravitacional es la combinacion lineal de estas dos polarizaciones y cada una
satisface la expresion (3.5). El efecto de cada estado de polarizacion se puede comprender
si se considera un anillo en el eje Xy y que una onda gravitacional incide sobre este con
direccién en el eje z. Considerando que la onda gravitacional tiene inicamente la polariza-
cion hy, el efecto que tiene sobre un anillo inicialmente en reposo se observa en la figura
(3.1) asumiendo que la fase de la 6nda gravitacional al golpear el anillo es 0 y que la onda
es plana.

Coémo una onda es perioddica, las posiciones de las particulas roja y azul en la figura
(3.1) se repetiran cada medio ciclo. En el caso de la onda gravitacional polarizada por Ay,
el movimiento del anillo y de las particulas roja y azul se ilustran en la figura (3.2). Final-
mente, como una onda gravitacional se construye en términos de estas dos polarizaciones,
el caso general es una combinacién lineal de ambos casos.

Coémo puede verse, teniendo un arreglo como el de las figuras (3.1) y (3.2) puede
detectarse el paso de una onda gravitacional, considerando particulas de prueba cémo es
el caso de la roja y azul en estas figuras. Si se mide consantemente la distancia de ellas
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le{Gles

(c)

Figura 3.1: (a) Un anillo de particulas inicialmente en reposo. (b) El anillo de particulas
por el cudl pasa una onda gravitacional polarizada h en fase 7/4. (c) La distorsion del
anillo con la misma onda gravitacional en fase 37 /2. Se consideran dos particulas de prueba
para ver el efecto en distintas fases.

[OC

(b) (c)

Figura 3.2: (a) Un anillo de particulas inicialmente en reposo. (b) El anillo de particulas
por el cudl pasa una onda gravitacional polarizada h, en fase 7/4. (c) La distorsion del
anillo con la misma onda gravitacional en fase 37 /2. Se consideran dos particulas de prueba
para ver el efecto en distintas fases.

al centro y se obtiene que en la primer mitad del ciclo una de ellas se acerca al centro y
la otra se aleja mientras que en la segunda mitad ocurre lo inverso puede determinarse
que ha pasado una onda gravitacional en este arreglo. Por ello se puede construir un
interferometro para determinar si se ha detectado una onda gravitacional, sin embargo,
las perturbaciones provocadas por las ondas gravitacionales astrofisicas son increiblemente
pequenas y por ello la diferencia en distancias es muy complicada de detectar [56]. Méas
adelante se calcularé el 6rden del que se espera tener cambios en un anillo como el de las
figuras (3.1) y (3.2).

3.2. Deduccion del tensor h;f'; de una onda gravitacional

Hasta ahora se sabe que las ondas gravitacionales son transversas, con divergencia 0
y que tienen dos polarizaciones. Ahora se resolvera la ecuacion (1.89) para determinar la
forma del tensor h;; de una onda gravitacional que se propaga en un espacio-tiempo plano
y sin expansion. En particular se trabajara con la ecuacion diferencial de Green, la cuél
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para esta expresion esta dada por
1 02 9
—— -V G(X, Xg,t,to) = 5(X—X0)(5(t —to) (37)

Escribiendo la transformada de Fourier de la funcién de Green y las deltas de Dirac y
resolviendo la ecuacion para la funciéon de Green original se sigue que

(11— L=l
G(x, %o, t, o) = ¢ (3.8)

47||x — x| ’

por lo que el tensor hz;- esta dado por

C

167G
hl = dPxodty T}, t 3.9
i ! Zollo J(XO’ 0) A7||x — xol| ) (3.9)
e integrando respecto al tiempo
o [ (el
== [ & SR 3.10
ij oA Zo 1% — Xo| ( )

Suponiendo que el sistema que produce la onda gravitacional esta muy lejos ||x —
Xo|| & Dg con Dg la distancia sirena, la cudl es la distancia asociada a una funte de onda
gravitacional, de forma anéloga a cémo la distancia luminosa se asocia a una fuente de
energia electromagnética. Entonces

4G D
hz; = C4DS /dglEoT;j <X0,t - T) . (311)

En el apéndice D se calcula la forma final tras reescribir esta integral y definiendo el
tensor de momento cuadrupolar (D.7). Finalmente, se escribe

Dg
PIIT (- ==
Yol ( c )

T __
Wy = s e : (3.12)

donde T'T indica la componente transversa y sin traza. Por lo tanto el tensor h;ng de una
onda gravitacional es generado por la segunda derivada del momento cuadrupolar de la
fuente y es inversamente proporcional a la distancia a la fuente. Esta expresion es un paso
intermedio para poder resolver la expresion para la distancia sirena a una fuente de ondas
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gravitacionales.

3.2.1. Luminosidad de una onda gravitacional

El siguiente paso para deducir la distancia sirena es el de calcular la luminosidad de
una onda gravitacional. Afortunadamente, Einstein dedujo esta expresion en 1918 [57, 58|

d3TET 3T TT
-G < 1 , (3.13)

5cd \  dt3 dt?

donde <> denota el promedio en un periodo. Cémo se tomo la parte transversa y sin traza
significa que tnicamente la parte no esférica de una fuente contribuye a la generacion de
una onda gravitacional. Es decir la energia cinética de la parte no esférica genera las ondas
gravitacionales [56].

3.3. Ondas gravitacionales producidas por colisiones de
binarias compactas

En esta seccidon se deducird la expresion para la distancia sirena de un sistema de
binarias compactas que colisionan. Este sistema puede estar constituido por un par de
agujeros negros, un par de estrellas de neutrones o una combinacién de ambas. Recuérdese
que la expresion (1.89) predice la existencia de perturbaciones en el espacio tiempo que
viajan a la velocidad de la luz. La parte izquierda proviene de la parte izquierda de las
ecuaciones de Einstein mientras que la derecha proviene del tensor de energia-momento
y ambas partes tienen una constante de acoplamiento proporcional a G/c?, la cuél tiene
dimensiones de fuerza a la menos 1. Por lo que se puede definir una fuerza

Gp=c"/G~121 x 10*N. (3.14)

Esta fuerza es muy grande y por lo tanto se requieren fuerzas de este érden para tener
las amplitudes de ondas gravitacionales més grandes. Considerando el caso de binarias
compactas, la fuerza centripeta del sistema es

Muv?

F 3.15
- (3.15)

con v la velocidad de rotaciéon, r la distancia entre las binarias y M la masa total del
sistema, es decir, la suma de masas de ambas binarias.

A partir de las expresiones (3.12) y (3.13) se puede deducir la amplitud, luminosidad
y la dindamica de una onda gravitacional producida por la colisién de estrellas binarias
compactas.
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3.3.1. Amplitud

La amplitud del sistema se puede deducir si se considera un sistema de binarias com-
pactas con masa total M. Ademés, de esto es conveniente considerar su masa reducida

W= mJI\ZLZ. Ademas, la energia cinética del sistema en el sistema del centro de masa es
2
K = 2% con v la velocidad relativa de rotacion. Ahora, recordando la Tercera Ley de
Kepler
T? 47
S 3.16
r3  GM’ (3.16)
. 27r
donde T es el periodo, dado por T'= —, po lo tanto
v
GM
v? = : (3.17)
r

Esta expresion relaciona la velocidad de rotacion con la masa total del sistema y la dis-
tancia de separacion de las binarias. Antes se mencioné que al tomarse la parte transversa
y sin traza se estaba trabajando con la parte no esférica y por ello s6lo la energia cinética
de la parte no esférica contribuia a las ondas gravitacionales, por lo tanto la segunda de-
rivada del momento cuadrupolar es igual a la energia cinética del sistema. Y usando (?7?)
se obtiene la expresion para la amplitud

- G*uM
ctrDg’

(3.18)

donde h es una componente del tensor hg;T. Esta amplitud ademaés tiene un sentido fisico.
Considerando el anillo de particulas de antes de las figuras (3.1) y (3.2) y asumiendo que
tiene radio L, la contraccion méxima que sufrird el radio (el cambio maximo) esta dado
por

AL = hL, (3.19)

o sea que serd proporcional a L y a h. Con la expresion (3.18) puede calcularse el valor
de h para conocer el tamano del que se debe construir el anillo de particulas para poder
observar un cambio suficientemente grande. Cémo ejemplo se trabajara con un sistema de
binarias compactas, cada una con masa m; = mg = 10M,), o sea 10 masas solares, a una

©
2
de h =~ 2 x 102", Esta amplitud es muy pequeiia incluso para un sistema de binarias con
masa muy grande, por lo que si se construyera un anillo de 1 km de radio el cambio en
este al pasar la onda gravitacional generada por este sistema con esas condiciones seria
de AL ~ 2 x 107'"m. Cémo comparacion, el radio de un nicleo atémico es del érden
de 107, por lo que la onda gravitacional causa cambios 2 6rdenes de magnitud menor.
Estas distancias son muy pequenas y por eso se requieren de instrumentos increiblemente
precisos para detectar las ondas gravitacionales.

distancia sirena de 200 Mpc y separadas por una distancia r = tendra una amplitud

Aunque la amplitud crece conforme el radio de separacion de las binarias disminuye
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como se ve en la expresion (3.18), conforme las estrellas binarias se vayan acercando, la
amplitud ird creciendo hasta un maximo en el momento antes de colisionar.

3.3.2. Distancia sirena y dindmica

A partir de la ecuacion (3.13) puede estimarse la luminosidad de la binaria de estrellas
compactas [56]
32p2GAMB
5r4cd
la cudl es la luminosidad observacional. A partir de ella puede calcularse la distancia sirena
mediante la dinamica del sistema. Cémo las binarias estan continuamente emitiendo ener-
gia en forma de ondas gravitacionales, su energia debe ir disminuyendo y con ello el radio
de separacion ird decreciendo, hasta que eventualmente colisionen. Se tomara el ansatz de
que toda la energia del sistema que pierden se transforma en ondas gravitacionales, o sea
que se conviere en luminosidad, es decir

L= (3.20)

dE
L=—— 3.21
= (321)

donde E es la energia total, es decir la suma de la cinética més la potencial

1 G
E = S’ mmz. (3.22)
r

empleando la tercera ley de Kepler (3.17)

GuM
E=— 3.23
5 (3.23)
por lo tanto la luminosidad esta dada por
GuM dr
L=— — 3.24
2r2 dt’ ( )
. . . dr
igualando esta expresion a (3.20) y resolviendo para =
d 64uG3M?
U it (3.25)

dt 5r3cd

Si ahora se emplea la tercera ley de Kepler (3.16) recordando que el periodo es T' = 27 /w

con w la frecuencia angular
1/3
r= (G—M) , (3.26)

y por lo tanto la ecuacion (3.25) se puede escribir en términos de la frecuencia angular

cOHmo
dw  96pu 1/3
dt  5cd ’

("G M?) (3.27)
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Por la simetria del sistema la frecuencia orbital y la de la onda gravitacional esta dada

i w
por faw = Jorbital = —. Por lo tanto
T

2

8/3
dfGW _ 96#’7‘- (f(l;%}VG5M2)

1/3
dt 5¢5 '

(3.28)

Finalmente combinando las ecuaciones (3.12) y (3.28) se obtiene la expresion para la
distancia sirena
5S¢ dfaw

T 96m2hfiy dt

Esta expresion permite determinar observacionalmente la distancia a una fuente de
ondas gravitacionales, la forma teérica de determinarla se deducira méas adelante. Como
puede verse basta con medir la amplitud de la onda gravitacional h asi como sus frecuen-
cias y derivadas de la frecuencia. Si estas cantidades se determinan, la distancia a una
fuente de ondas gravitacionales se determina.

Ds

(3.29)

Finalmente, puede calcularse el tiempo en el cuél las binarias colisionan, al que se le
conoce como tiempo de chirrido t.. Integrando la ecuacion (3.28)

55 1 1/3

¢

te = , 3.30
2564 (WSfSGWGE’M?) (3:30)

es el tiempo en el que la binaria colisiona a partir de cuando la onda gravitacional tiene
una frecuencia de fogw. La principal complicacién de trabajar con ondas gravitacionales
es el hecho de que no emiten radiacion electromagnética y por ende no es posible calcular el
corrimiento al rojo de las fuentes por si sélas. Si se desea hacer esto, se requiere que la fuente
de onda gravitacional emita un gamma ray burst durante la colisiéon para que sea posible
determinar su corrimiento al rojo y con esto hacer cosmologia con ondas gravitacionales.
Aunque este es el método mas sencillo existen otros en los cuéles se estima el redshift
posible, con uno de ellos se haré cosmologia en la presente tesis. Ademas de las cantidades
anteriores, la evolucion de la fase de la onda gravitacional durante la rotacion de las binarias
depende de la masa de chirrido
(m1m2)3/5

M1/5 ’
esta cantidad sera importante en los analisis del siguiente capitulo.

M = (3.31)

3.4. Distancia sirena tedrica

Ya se calcul6 la forma observacional de determinar la distancia sirena observacional y el
corrimiento al rojo puede determinarse con una contraparte electromagnética o estiméndo-
se con otros métodos. Por lo cual para estudiar modelos cosmologicos, se requiere calcular
la expresion para la distancia sirena teérica. Como se vera a continuacion, la distancia
sirena tedrica es equivalente a la distancia luminosa para el caso de relatividad general.
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Recordando la ecuaciéon para las perturbaciones tensoriales de la relatividad general
Wi+ 2HE, 4 khy o =0, (3.32)

donde se omitid la T de transversa y los indices. Para el caso de teorias de gravedad
modificada esta ecuaciéon puede modificarse, en particular considérense la clase de teorias
en las cuales las perturbaciones tensoriales son

W+ 2H (1= 0(m) By + KBy =0, (3.33)

para alguna funcion 6(n). Si se introduce un campo tensorial [59]

X , X 7X
I (1, %) = == 57 ), (3.34)
donde a esta dada por [59] B
a//
== H(1—0d(n), (3.35)

por lo que @ = a en el caso de Relatividad General. Con el campo tensorial Y, la ecuacion
(3.33) es

= 2 d// =
Yig+ (k== )x=0. (3.36)

a
Con ayuda de la ecuacion (3.35)

1

Ql

=H'(1-65(n)) +H*(1—d(n))? —H(n), (3.37)

|

por lo que puede verse que todo término es proporcional a H o su derivada. Concentrandose
en la época de dominaciéon de materia y de materia oscura, donde H << k, estos términos
son despreciables en comparacion con k, por lo que en estas épocas la ecuacion (3.36) se
reduce a

X +Ex=0, (3.38)

lo cuél muestra que la relacion de dispersion de las perturbaciones tensoriales es w = k [59].
Esto implica que la velocidad de propagacion de las ondas gravitacionales es la velocidad
de la luz, por lo que las teorias con una ecuacion de perturbaciones tensoriales dada por
(3.33) predicen ondas gravitacionales que se propagan a la velocidad de la luz. Esta es una
condicién necesaria debido a que la onda gravitacional GW170817 con contraparte elec-
tromagnética GRB170817A impone una cota maxima entre la diferencia de la velocidad
de la luz y de propagacién de una onda gravitacional de |vgw — ¢| < 107! [60]. Existen
teorias de gravedad modificada que predicen una velocidad de propagacion diferente, las
cuales fueron descartadas por este evento.

Regresando a la definiciéon del campo tensorial y, la perturbacién tensorial decrece
mientras a aumenta. Mientras que en relatividad general decrece con a al propagarse en
distancias cosmologicas. Por esta diferencia, la distancia sirena y la luminosa son distintas
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en una teorfa de gravedad modificada y la diferencia esta dada por [59]
a
Dg(z) = 5DL(2). (3.39)

Para resolver esta ecuacion se puede reescribir (3.35) como

dln (9)
a

y resolviendo la ecuacion diferencial, la distancia sirena teérica es

© o 0()

Dg(z) = Dp(z) exp (—/O dz m) : (3.41)
Esta expresion permite calcular teéricamente la distancia sirena y es igual a la lumi-
nosa para el caso de Relatividad General, sin embargo se desvia de esta en teorias de
gravedad modificada. Antes se habia calculado la distancia sirena observacional, y esta es
la expresion teodrica. Por lo tanto para una base de datos de ondas gravitacionales con con-
trapartes electromagnéticas u otros métodos para estimar el corrimiento al rojo es posible
estudiar modelos cosmologicos. Atn mas, como la distancia sirena es distinta a la luminosa
en teorias de gravedad modificada, las fuentes de ondas gravitacionales seran una fuerte

herramienta futura para cuantificar posibles desviaciones de la Relatividad General.

Dado que en el analisis de la presente tesis se conservara la Relatividad General como
la teoria de gravedad, se tomara la equivalencia entre la distancia sirena y la luminosa.

3.5. Deteccion de ondas gravitacionales

Ahora se trataré brevemente el tema de la deteccion de ondas gravitacionales. La com-
plicacion principal de esto son las amplitudes pequenas que tiene una onda gravitacional
producida por una fuente astrofisica y un problema adicional se presenta por el hecho de
que existe ruido de diversas fuentes proveniente tanto de la tierra como astrofisico.

T
Considerando un intervalo de tiempo [0, 7] dividido en N segmentos A = —. Enton-

ces, si para cada uno de estos segmentos se obtiene una muestra de datos z; = x(iA) con
1€0,1,2,...,N — 1, se puede contruir un vector N dimensional con los datos x = x;e;,
donde e; es un vector unitario con componentes d;; para j = 0,1, ..., N —1. Estos vectores
unitarios forman una base ortonormal que genera el espacio complejo N-dimensional, y
por ello x € C".

Se pueden considerar dos casos, uno en el cual los datos no incluyen una senal de onda
gravitacional y s6lo incluye ruido x = n y el segundo caso donde los datos incluyen una
senal de onda gravitacional més ruido x = s + n, donde este caso se llama ruido aditivo.
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Mientras que la senal de onda gravitacional se espera que sea determinista aunque depen-
diendo en varios parametros, el ruido es un vector aleatorio y por ello el vector de ruido
se puede describir con una funcién de distribuciéon de probabilidad.

Los dos casos que se mencionaron en el parrafo anterior juntos constituyen lo que se
llama una hipotesis binaria y se pueden denotar por Hy para el caso de sélo ruido y H;
para ruido més una senal de onda gravitacional. Debido a qué n es un vector aleatorio, x
también lo sera para ambas hipotesis asi que x también tendra una funciéon de distribu-
cion de probabilidad asociada. Para la hipotesis Hy se denotara py(x) y para Hq, p1(x). El
objetivo seré para un vector de datos x decidir si Hy o H; es verdadera.

Para poder continuar se realizaran algunas suposiciones sobre el ruido. Trabajando con
el rango de frecuencias de 100 Hz a algunos KHz, el ruido estd dominado por conteo de
fotones [61] entonces si los detectores trabajan en este rango de frecuencias

1. En cada tiempo muestra t;, la variable aleatoria n; = n(t;) tiene promedio 0 (n;) = 0,
donde los brackets denotan promedio de conjunto (ensemble average).

2. El ruido es estacionario, lo que se escribe matematicamente cémo (n(t;)n(t;)) =
K(t; —t;) con K una funcién de autocorrelacion.

3. El ruido puede modelarse con una distribuciéon Gaussiana.

Con estas suposiciones, el ruido es estacionario de sentido amplio Gaussiano (Gaussian
wide sense stationary) con promedio 0. Por lo tanto, la hipotesis Hy tiene una funcion de
distribucion de probabilidad dada por

—leC'_lx> : (3.42)

1
Pol(x) = V(2m)N det C P ( 2

por ello x debe construirse como un vector columna y C' es la matriz de covarianza con
entradas dadas por
Cij = K(t; — tj). (3.43)

Si se considera la matriz de informacion de Fisher u (la inversa de la matriz de co-
varianza), entonces x* C'~'x puede escribirse de forma simple cémo p;;x;x;. Definiendo el
producto escalar como (x,y) = p;;x;y;, la funcién de distribucién de probabilidad es

_ [ detn ex 1 X, X
i) =\ Gt e (=5 x%)) (3.44)

A partir de este resultado puede deducirse la funciéon de distribuciéon de probabilidad
para la hipotesis H;. Coémo se tomo la hipétesis de ruido aditivo, p;(x) = po(x—s) |56, 61]

y por ende
pi(x) =4/ ée;)'l]f[ exp (—%(x —8,X — s)) : (3.45)
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Con la definicion del producto escalar, el conjunto de vectores de datos que se denotara
coémo D es un espacio de Hilbert. Una prueba se requerira para decidir entre la hipotesis Hy
y H;. Para hacer esto, el espacio D se dividira en dos subconjuntos Rg y R de forma que si
x € R; entonces H; es verdadera. Sin embargo, debido a la naturaleza probabilistica de las
hipotesis, la prueba puede fallar, por lo que el objetivo es reducir el error a lo menor posible.

Recordando que la amplitud h de una onda gravitacional es extremadamente pequena,
la hipotesis H; seré verdadera en muy raras ocasiones y por ende puede escogerse erronea-
mente en varios intentos. El cociente de las veces que se toma erroneamente la hipotesis
H; con el nimero de intentos se llama probabilidad de falsa alarma pr. De este modo, mi-
nimizar el error de reduce a minimizar pg y asi determinar el conjunto R;. A este método
se le conoce como el criterio de Neyman-Pearson |56, 61|. La probabilidad de falsa alarma
junto con la probabilidad de deteccion de definen como

pr = / pox)dVz . po / pi(x)dVz, (3.46)
R() 721

con pp la probabilidad de deteccion. Ahora se define el cociente de probabilidad

A(x) = (3.47)

por lo que para una probabilidad de falsa alarma pr = o, a = {p|A(x) > Ay} la region
Ries Ry = {x € C|A(x) > Ag}. Ag se conoce como el umbral (threshold) y define una
hipersuperficie en C" que divide las regiones Ry y R4. Esta condicion A(x) > Ay puede
reescribirse en términos de un producto escalar aplicando logaritmo natural a (3.47)

1
InA(x) = (x,8) — 5(5, s), (3.48)
con (s, s) una constante debido a que la senal se estd asumiendo determinista. Por ende la
condicién se reduce a

p=(x,8) = po (3.49)

con InAg + £(s,s). Ademas, p se llama cociente de sefial-ruido (signal to noise ratio) y
po, umbral (threshold). Por lo que el valor de p determinara cual de las hipotesis Hy o
H, es correcta. Este método es simple, sin embargo, las ondas gravitacionales reales no
tienen una tunica senal sino un conjunto de senales que dependen en un vector de pa-
rametros A, es decir s = s()). Este vector de parametros incluye p pardmetros A* con
a=1,2,...,p, los cuales pueden depender de la masa de las fuentes de ondas gravitacio-
nales, su distancia, fase inicial, entre otros [56]. Ahora el conjunto de sefiales genera una
variedad p-dimensional, la cuél es una sub-variedad de D. Esta sub-variedad se llama va-
riedad de senales y se denota por S y en ella se puede tomar una carta con coordenadas A®.

Con estos cambios, la hipotesis H; cambia a, una de las senales A* se ha detectado,
entonces x = n + s(A%) y la funcion de distribucién de probabilidad es p;(x; A). En este
caso para determinar si Hy o H; es verdadera, un nuevo cociente de probabilidad debe
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definirse. en este caso, este cociente para un parametro especifico A se define c6mo

pi(x;A)

Al d) = po(x)

, (3.50)

y cémo el ruido no incluye parametros A, la funciéon de distribuciéon de probabilidad para
Hj no depende en \. Para obtener el cociente total se requiere hacer una integral [56]

Ax) = / IAA G \)2(N), (3.51)

donde z(A) es una funcién de distribucion de probabilidad para el espacio de parametros
que se calcula con informacién astrofisica.

Coémo puede verse, para determinar si se ha detectado una onda gravitacional, se re-
quiere calcular el cociente de probabilidad (3.51), sin embargo esta tarea es computacio-
nalmente costosa. Recordando que p = (x,8) = p;;;s;, un filtro emparejado (matched
filter) puede definirse como ¢; = p;;s; y por la condicién p > py, este filtro emparejado
maximiza la probabilidad de deteccién pp para una probabilidad de falsa alarma arbitraria
pr. Por lo tanto, al final el problema se reduce a calcular el filtro emparejado ¢; para una
gran cantidad de puntos en el espacio de pardmetros.

Debido a las limitaciones computacionales, s6lo puede calcularse ¢; para un nimero
finito pero grande de puntos en S, a los que se les llama plantillas. Una forma de colocar
estos puntos es en una rejilla donde un punto arbitrario esta a lo mas a una distancia €
de un punto de la plantilla. Para hacer esto se requiere definir una métrica en S y puede
tomarse la que es inducida por el producto escalar (x,y) = p;;2;y; dada por [56]

Os Os
G = (W’ W) ; (3.52)

por lo que la condicion para colocar las plantillas es
G ANAN = €. (3.53)

Si e = 0.03, alrededor del 10 % de las detecciones se perderan [56]. La forma mas simple
de colocar las plantillas son considerando hipercubos con el punto plantilla en el centro del
hipercubo de lado Al, con la longitud del lado obtenida demandando que la distancia de

2
un vértice del hipercubo a su centro sea €. Por lo tanto e = p <—) . Con esto, el nimero

de plantillas puede calcularse mediante [56]

S dA VAiit(_g), (3.54)

N, plantillas —

cémo ejemplo, en la primera corrida O1 de la colaboracion LIGO-Virgo, se emplearon
alrededor de 250,000 plantillas [56].
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3.6. Sirenas estandar

Como se vio anteriormente, es posible, partiendo de la teoria de relatividad general
deducir la distancia a una fuente de ondas gravitacionales (3.29) a partir de la amplitud
h, la frecuencia de la onda gravitacional y su primera derivada. Para poder estudiar la
relacion distancia sirena contra corrimiento al rojo se requiere determinar el corrimiento
al rojo a la fuente, sin embargo eso puede no ser una tarea facil. En el caso de la colision
de dos agujeros negros, es muy complicado medir su corrimiento al rojo debido a la baja
radiacion electromagnética que emiten. Ademas de detectar la onda gravitacional, es pre-
ciso determinar su corrimiento al rojo. Esto se puede hacer si la colision de las binarias
compactas provocan un Gamma Ray burst al cual se le pueda medir su corrimiento al rojo.

Las sirenas estandar son las fuentes de ondas gravitacionales que tienen una contra-
parte electromagnética asociada [62, 63]. De esta forma ya se pueden estudiar modelos
cosmologicos con estos objetos y no se requiere usar la escalera cosmica como en candelas
estandar o de encontrar objetos con tamano o luminosidad intrinseca igual como para las
reglas y candelas estdndar. El problema es que de los catalogos que se consideraran en este
trabajo, los cuéles seran el GWTC-1 [1] y GWTC-2 |2] s6lo dos de los eventos es una sirena
estandar. El primero se llama GW170817 [60|, proveniente de una colision de estrellas de
neutrones, al cuél de forma independiente se le detect6 una contraparte electromagnética
GRB-170817A con corrimiento al rojo z = 0.0099 [64]. El segundo se llama GW190521,
proveniente de una colision de agujeros negros, con el cual se tiene un candidato a contra-
parte electromagnética ZTF19abanrhr con corrimiento al rojo z = 0.438 [65].

Por lo anterior de que s6lo se cuenta con dos sirena estandar en estos catélogos, es
crucial considerar otros métodos para estudiar la relaciéon Dg — z con eventos de ondas
gravitacionales.

3.7. Sirenas oscuras

Las sirenas oscuras son las fuentes de ondas gravitacionales a las cuéles no se les
tiene asociada una contraparte electromagnética y por lo tanto no hay una determinacion
del corrimiento al rojo de estos eventos. Es por ello que con este tipo de eventos no es
posible calcular la probabilidad posterior de los parametros cosmologicos de la forma en
cémo se tratoé en la seccion 2.12. Sin embargo, en el capitulo siguiente se empleara un
método alternativo para igualmente calcular la probabilidad posterior de los pardmetros
para estos eventos y con ello usarlos para hacer cosmologia y ampliar la base de datos
de ondas gravitacionales. En particular se trabajara con el caso de las sirenas oscuras
provenientes de colisiones de agujeros negros de los catdlogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 |2]
por simplicidad en calculos computacionales como se discutira mas adelante.
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3.8. Catalogos de ondas gravitacionales

La colaboracion LIGO-Virgo esta compuesta por tres observatorios, dos de LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory), uno llamado LIGO Livingston Observa-
tory en Livingston, Lousiana y otro llamado LIGO Hanford Observatory en Richland,
Washington, ambos en Estados Unidos. El tercer detector se llama Virgo en Cascina, Ita-
lia. El que estén separados los tres detectores es importante y reduce la probabilidad de
falsa alarma pr debido a qué si uno de los detectores detecta una senal que en realidad es
ruido terrestre los otros dos no la detectaran. Unicamente en ondas gravitacionales reales,
los tres detectaran la misma senal.

En esta seccion se presentaran los catalogos de ondas gravitacionales GWTC-1 [1] y
GWTC-2 2] de la colaboracion LIGO-Virgo con los que se estudiaran las parametriza-
ciones bidimensionales de energia oscura antes presentadas. Esta colaboracion realiza las
detecciones en diferentes corridas y al terminar cada una se llevan a cabo trabajos de
mantenimiento y mejoras para la siguiente corrida. La primera corrida se denomina O1
y de llevé a cabo del 12 de septiembre de 2015 al 19 de enero de 2016, detectando tres
colisiones de agujeros negros binarios [1]. La segunda corrida O2, se llevo a cabo del 30 de
noviembre de 2016 al 25 de agosto de 2017, donde se detectaron 8 eventos, 7 colisiones de
agujeros negros binarios y 1 colision de estrella de neutrones binaria [1]. La tercera corrida
03 se dividié en dos debido a la pandemia actual que el mundo esta viviendo, la prime-
ra de estas se denomina O3a y se llevo a cabo del 1 de abril al 30 de septiembre de 2019 [2].

Comenzando con la primera observacion de una colision de agujeros negros el 12 de
Septiembre de 2015 [55, 66, 67, 68|, la colaboracion LIGO-Virgo ha detectado 50 eventos
de colisiones de binarias en sus tres corridas. Los resultados de las primeras dos corridas
se encuentran en el paper de la colaboracion LIGO-Virgo GWTC-1 (Gravitational Wave
Transcient Catalog 1) [1] mientras que los correspondientes a la primer mitad de la tercera
corrida en el paper de GWTC-2 (Gravitational Wave Transcient Catalog 2) [2].

3.8.1. GWTC-1

El GWTC-1 incluye Ngwrc.1 = 11 eventos de alta confianza de ondas gravitacionales
causados por colisiones de binarias compactas todas ellas con masas M > 1M observadas
por LIGO-Virgo durante las primeras dos corridas (O1 y O2) . La red de detectores es
sensible a eventos de binarias compactas que colisionaron y produjeron una onda gravita-
cional, y cubren un rango de frecuencia de alrededor de 15 Hz hasta algunos kHz [1].

Los eventos presentados en GWTC-1 provienen de 3 bisquedas. Dos de estas, PyCBC !
[69] y GstLAL [70, 71] emplean la busqueda con el filtro emparejado (matched filter) men-
cionado en la seccion de deteccion de ondas gravitacionales. Ademas de esto, se realizo una
busqueda sin modelo de senales o estallidos transcientes de corta duracién, denominados
coherent WaveBurst (¢c(WB)|72]. Estas busquedas se detallaran brevemente a continuacion.

https://github.com/gwastro/pycbc
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PyCBC

Esta busqueda se realizé mediante el software PyCBC 2 [69] donde se realiz6 mediante
filtros emparejados directos con un banco de plantillas usadas para calcular el cociente
de senal-ruido para cada combinacién del detector. En caso de que el maximo local del
cociente de senal-ruido fuera mayor a 5.5, la tuberia producia desencadenamiento de un
s6lo detector asociado a un detector, los parametros de la plantilla y el tiempo de colision

de las binarias. Para ésta busqueda no se emple6 el detector Virgo, iinicamente los dos de
LIGO [1].

GstLAL

Esta busqueda igualmente realiza una bisqueda mediante filtros emparejados, pero
es independiente a PyCBC y se realiza con el software GstLAL [70, 71]. Esto software
produce un desencadenamiento para cada plantilla y detector maximizando el cociente de
senal-ruido del filtro emparejado en ventanas superiores a un segundo y demandando que
p > 4 para los detectores de LIGO y p > 3.5 para Virgo [1].

Coherent WaveBurst (cWB)

Este es un algoritmo de anélisis empleado en biisquedas para senales levemente o no
modeladas de los detectores de ondas gravitacionales de LIGO, el cuél no depende de la
Relatividad General. El algoritmo identifica excesos de potencia en las representaciones
de tiempo-frecuencia de los datos de la amplitud de la onda gravitacional para senales
de hasta 1 kHz y duraciones de algunos segundos. Considera eventos que son coherentes
en mas de un detector y reconstruye la senal usando el método de maxima probabilidad

72, 1].

Resultados

En la tabla IIT del GWTC-1 se presentan los resultados de estos eventos, obtenidos
de [1]. Aqui se recopilaron los resultados de distancia sirena Dg en Mpc, los cocientes de
senial-ruido p, las masas de chirrido M, todas ellas con el 90 % de intervalos creibles de
confianza asi como su tipo de binaria (BHBH para binarias de agujeros negros, NSNS para
binarias de estrellas de neutrones y NSBH para binaria de estrella de neutrones y agujero
negro). Estos resultados se presentan en la tabla 3.1.

Coémo se puede ver en la Tabla 3.1, de los 11 eventos de este catalogo, 10 son agujeros
negros binarios. Para el caso de la distancia sirena, se tomaron los resultados de la tabla
[T de [1], al igual que con las masas de chirrido. En el caso del cociente de senal-ruido se
tomo el maximo valor de las tres tuberias PyCBC, GstLAL y ¢WB antes descritas de la
tabla I de [1].

Las masas de chirrido reportadas son las masas intrinsecas, sin embargo esas estan
calculadas asumiendo una cosmologia de Planck [28| para determinar el corrimiento al

Zhttps://github.com/gwastro/pycbc
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Evento | Dg (Mpc) | p | M (Mg) | Tipo de binaria
GW150914 | 440750 [25.2 | 28.6717 BHBH
GW151012 | 10807350 | 10.0 | 15.27%2 BHBH
GW151226 | 4501150 | 13.1| 89703 BHBH
GW170104 | 9907330 | 13.0 | 21.4%%2 BHBH
GW170608 | 320118 | 154 | 7.9%03 BHBH
GW170729 | 28407138 | 10.8 | 35.473 BHBH
GW170809 | 103073 | 12.4 | 249771 BHBH
GW170814 | 600135 | 17.2 | 24.177] BHBH
GWI170817 | 40%] | 33.0 | 1.186 051" NSNS
GW170818 | 1060733 | 11.3 | 26.5771 BHBH
GW170823 | 1940197 | 11.5 | 29.2%5¢ BHBH

69

Tabla 3.1: Eventos del GWTC-1 junto con sus distancias sirena en Mpc, sus cocientes de
senal-ruido, masas de chirrido y tipo de estrella binaria

rojo [1]. Las masas detectadas son la masa de chirrido en el sistema de referencia del
detector, las cuéles no tienen la contaminaciéon de asumir un modelo cosmolégico. Por
ello, es necesario multiplicar las masas de chirrido reportadas por su corrimiento al rojo
calculado mas 1 (multiplicar por 1 + z) y asi se regresard a las masas en el marco de
referencia del detector las cuales no asumen ningin modelo cosmologico.

GWTC(C-2

El GWTC-2 esta compuesto por Ngwrc.o = 39 eventos candidatos con una contamina-
cion esperada de menos del 10 % durante la primera mitad de la tercera corrida (O3a) y se
esperan 3 eventos de falsa alarma causados por ruido instrumental [2]. En la tabla VI del
GWTC-2 se presentan los resultados de estos eventos, obtenidos de |2]. Aqui se recopilaron
los resultados de distancia sirena Dg en Mpc, los cocientes de senal-ruido p, las masas de
chirrido M, todas ellas con el 90 % de intervalos creibles de confianza asi como su tipo
de binaria (BHBH para binarias de agujeros negros, NSNS para binarias de estrellas de
neutrones y NSBH para binaria de estrella de neutrones y agujero negro). Estos resultados
se presentan en la tabla C.1.

3.8.2.

En el caso de la corrida O3a de la colaboracion LIGO-Virgo se emplearon las mismas
tuberias que en O1 y O2 (PyCBC, GstLAL y ¢WB) con la adicién de otra fuente PyCBC

BBH que se describird a continuacion

PyCBC BBH

Esta es una buisqueda especializada en ondas gravitacionales provocadas por binarias de
agujeros negros. La busqueda especializada en este tipo de binarias compactas fue motivada
por el hecho de que las senales de O1 y O2 con la excepcion de GW170817 son consistentes
con colisiones de binarias de agujeros negros con cociente de masas cercanos a 1 y spins
rotacionales efectivos cercanos a 0. Esta biisqueda emplea una estadistica de deteccion que
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incluye un nimero de elecciones de afinacion para descartar desencadenamientos que no
concuerdan con los filtros |73, 74]. Esta busqueda permiti6 a PyCBC detectar mas eventos
de binarias de agujeros negros en O3a que las detectadas en O1 y 02 [2].

Resultados

De la tabla VI del GWTC-1 se extrajeron los resultados de los eventos junto con sus
distancias sirenas Dg en Gpc?®, masas de chirrido, y cociente de senal-ruido todas ellas con
el 90 % de intervalos creibles de confianza asi como el tipo de binaria (BHBH para binarias
de agujeros negros, NSNS para binarias de estrellas de neutrones y NSBH para binaria
de estrella de neutrones y agujero negro). En el caso de los cocientes de senial-ruido estan
reportados en la tabla IV de este catalogo para cada una de las 4 tuberias (cWB, GstLAL,
PyCBC, PyCBC BBH). Para el presente anélisis se tomaron el maximo valor de las 4. Los
eventos junto con su distancia sirena Dg, masa de chirrido, cociente de senal-ruido y tipo
de binaria se presentan en el apéndice C.

Al igual que en el GWTC-1, las masas de chirrido presentadas son las intrinsecas cal-
culadas mediante el corrimiento al rojo [2] asumiendo una cosmologia tipo Planck [28]. Por
ello, para eliminar este ruido de suponer este modelo cosmolégico es necesario multiplicar
por 1 + z y asi regresar a las masas de chirrido en el marco de referencia del detector, las
cuéales para su calculo no asumen ningtin modelo cosmolégico.

3.8.3. Eventos empleados para estudiar modelos de energia oscura
con datos de ondas gravitacionales

Para realizar los estudios de parametrizaciones bidimensionales de energia oscura se
emplearén los siguientes datos de ondas gravitacionales.

1. La sirena estandar GW170817.
2. La sirena estandar GW190521.

3. Los eventos de GWTC-1 y GWTC-2 de colisiones de agujeros negros sin incluir
GW190521.

Los dos primeros eventos tienen contrapartes electromagnéticas por lo que es posible
estudiar la relacion Dy, — z con ellos de forma directa. En el caso de las sirenas oscuras, las
cuéles son 45, se requiere emplear un método alternativo para estimar su corrimiento al
rojo y con ello estudiar las parametrizaciones de energia oscura. Los detalles se incluiran
en el siguiente capitulo. Por dltimo, se generaran muestras de sirenas estandar empleando
ACDM coémo modelo de fondo para determinar el niimero esperado de estos eventos con los
cuéales realizar una determinaciéon de la constante de Hubble con un error relativo inferior
al 1%. Sin embargo, el analisis con estos eventos sera independiente a los realizados con
los datos reales de sirenas estdndar y oscuras.

3debe realizarse una conversiéon para poder trabajar con el GWTC-1 y GWTC-2 en conjunto por sus
distintas unidades en Dg



Capitulo 4

Analisis de la energia oscura empleando
ondas gravitacionales

De los factores de Hubble para el modelo estindar ACDM y las parametrizaciones
bidimensionales de energia oscura puede verse qué la energia oscura sélo tiene una contri-
bucién considerable para bajos corrimientos al rojo. Por ello, las mejores bases de datos
para estudiar la energia oscura son las de bajos corrimientos al rojo. Los parametros cosmo-
l6gicos de los cuéles dependen los modelos cosmolégicos son h = Hy /(100 kms™ Mpc 1),
el contenido de materia Qy; (24 = 1 — Qyp/), se supone que el Universo tiene curvatura
espacial 0 (€ = 0) y el contenido de radiacion es despreciable en bajos corrimientos al
rojo. Aunado a estos, para las parametrizaciones bidimensionales de energia oscura, exis-
ten dos parametros adicionales {wg, w;}. Por lo tanto el vector de parametros esta dado
por © = {h, Q,,.wy, w }, todos ellos parametros adimensionales. El objetivo del anélisis es
actualizar las constricciones de parametros cosmolégicos de [5] donde se emplearon datos
de relojes cosmicos y SNela. En este analisis se usaran nuevamente esas dos observacio-
nales cosmologicas con la diferencia de que se usaran bases de datos mas actualizadas,
para los relojes cosmicos la base de datos de |75] (donde se presenta una recopilacion de
resultados del factor de Hubble de relojes cosmicos y provenientes de oscilaciones actisti-
cas de Bariones) y para SNela la base da datos Pantheon [38], y se agregaran las sirenas
estandar y oscuras provenientes de colisiones de agujeros negros de los catalogos de la
colaboracion LIGO-Virgo GWTC-1 [1] y GWTC-2 |2|. Para realizar el andlisis Bayesiano
con cada conjunto de datos se requiere definir su x?, y ademaés la probabilidad prior del
vector de pardametros que sera la misma para todos los casos, primero se hablara de las
probabilidades likelihood para cada tipo de evento. Se comienza tratando el tema de las
ondas gravitacionales.

4.1. AnAlisis Bayesiano con sirenas estandar y oscuras

Coémo se discutié en el capitulo anterior, se emplearan los dos eventos de ondas gra-
vitacionales con contrapartes electromagnéticas de GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] mas los
eventos de colision de agujeros negros de los mismos capitulos como sirenas oscuras. Se
comienza explicando el caso de sirenas estandar.

71
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4.1.1. Analisis Bayesiano con sirenas estandar

Las sirenas estandar son multimensajeros, fuentes generadoras de una onda gravitacio-
nal, que permite determinar su distancia sirena, y a las que se les asocia una contraparte
electromagnética, lo que permite determinar su corrimiento al rojo. Los eventos que se
consideraran seran GW170817 y GW190521 debido a que a ambos se les a logrado asociar
una contraparte electromagnética. En este caso la observable cosmoldgica es la distancia

sirena, por lo que
2 2
Dgn — Ds(Zn, @)
X%irenas estandar — Z ( ) (41)

n=1

aunque las distancias sirena reportadas en los catalogos considerados tienen incertidumbres
superiores e inferiores distintas, se tomara la maxima de estas dos cémo la incertidumbre
asociada a cada evento.

4.1.2. AnAlisis Bayesiano con sirenas oscuras

El hecho de que las sirenas oscuras no tengan una medicién independiente del corri-
miento al rojo no permite escribir la x? como en el caso de las sirenas estandar. Sin embargo
se puede tomar un camino alternativo con el cuél calcular la probabilidad posterior y asi
encontrar con qué valores del vector de parametros, esta se maximiza. Primero se aplicaré
el teorema de Bayes para la i-ésima sirena oscura

P(G)P(Dsl O-Dsia @7 77)
P(DSi‘UDSi7,r]> ’

,P<@|DSN O-Dsi> =

(4.2)

donde P(©) es la probabilidad prior de los parametros, P(Dg,|opg ,©,n) la probabilidad
likelihood para el i-ésimo evento, P(Dg,|opg ,n) la evidencia para el i-ésimo evento y 7
es un vector de parametros astrofisicos de las fuentes de ondas gravitacionales. Ahora, la
probabilidad likelihood se puede escribir de una forma distinta mediante el teorema de la
probabilidad total

P(DSJUDSZ.,@W) = / dZ,P<DSi‘O'D5i>@72)7)(2‘@:77)7 (43>
0

donde P(z|©,n) es una probabilidad prior del corrimiento al rojo condicional a los parame-
tros cosmoldgicos y a los parametros astrofisicos. Al aplicar el teorema de la probabilidad
total se recupera la dependencia condicional de la probabilidad likelihood en el corrimiento
al rojo, la cual desaparece al integrar sobre todo el rango de corrimiento al rojo. Con esto
no se requiere una medicién del corrimiento al rojo, y ya se puede escribir la probabilidad
likelihood estandar [51]

2
1 1 | Ds(2,m) — Dg, obs
P(Dsfong m.7) =~ exp | —3 | DG Do )
1/27T<7%)S_ ODg,
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esto reduce el problema a encontrar una probabilidad prior para el corrimiento al rojo y a
realizar una integral en todo el rango de corrimientos al rojo. Céomo la integral es compu-
tacionalmente costosa se realizard en un intervalo [0, zymax] donde la cota superior debe ser
un corrimiento al rojo suficientemente grande donde no se esperen detecciones de ondas
gravitacionales.

Como el analisis se realizara para una muestra de detecciones de ondas gravitacionales,
se requiere tomar la probabilidad total de todos los eventos. Cada una de las detecciones
de ondas gravitacionales deberia de ser independiente de las otras, por lo que la likelihood
total es el producto de las likelihood individuales. Atun maés, para obtener la probabilidad
posterior hace falta multiplicar por la probabilidad prior y dividir entre la evidencia,
entonces

P(O) 15 [
POID,, op,,7) = L H/ =P (Ds,|ops .0,2)P(=0,n),  (4.5)
n=1 0

donde & es la evidencia y P(O) la probabilidad prior de los pardmetros cosmologicos.
El de z,4« deberé ser suficientemente grande para considerar el rango de corrimientos al
rojo al cual los detectores actuales pueden recibir senales de ondas gravitacionales. De
los elementos de la ecuacion (4.5), la probabilidad prior son rangos que pueden tomar los
parametros cosmologicos, la evidencia es un factor de normalizacién y para determinar
los contornos de confianza de los parametros cosmoldgicos no es necesario calcularla, la
likelihood se determina, pues las distancias sirena a las fuentes de ondas gravitacionales,
como sus incertidumbres se conocen y al integrar sobre z desaparece la dependencia en z.
Sin embargo, la probabilidad prior del corrimiento es la que falta conocer.

Para estos propositos puede suponerse que la probabilidad prior del corrimiento al
rojo es proporcional a la llamada tasa de colisiéon de binarias compactas diferencial por
corrimiento al rojo (la cual determina el ntumero de colisiones de binarias compactas por
ano que deben ocurrir en el intervalo de corrimiento al rojo [z, z 4+ dz]), dada por [13]

i ( ; )3 ") 7"2('2)09@(2,/),/\4)), (4.6)

dz  \Hy) 1+2E(2)

la cual es una funcién que toma en cuenta la tasa de colision intrinseca de estrellas
binarias compactas n(z) a corrimiento al rojo z y donde r es la distancia comévil adimen-
sional (sin incluir unidades, Gnicamente la integral), F(z) = H(z)/Hy y Cp una funcion
que mide el desempenio de la red de detectores [76] la cual depende de los parametros
astrofisicos 7. Algo que debe tenerse en cuenta es que las probabilidades son adimensio-
nales, por lo cual para construir la probabilidad prior del corrimiento al rojo en términos
de la ecuacion (4.6) se requiere incluir una constante de proporcionalidad, que hara que
la probabilidad no tenga unidades. Més atn, al integrar esta probabilidad prior en todo
el corrmiento al rojo, el resultado debe dar 1. Esto debido a que la probabilidad de que el
evento sea detectado en el intervalo de corrimiento al rojo [0, zmax| es 1, debido a que el
evento debe localizarse en algiin corrimiento al rojo. Por este motivo es importante elegir
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correctamente el valor de z,4« y se sugiere tomar una cota bastante conservadora, la cual
permita que las colas de probabilidad prior de corrimiento el rojo de todos los eventos
estén incluidas. Los hechos anteriores se pueden escribir de forma matemaética como

1= B(@,n)/ o dzﬂ, (4.7)
0

donde B(©,n) es la constante que depende de los parametros cosmologicos y astrofisicos
dado que la probabilidad prior del corrimiento al rojo es condicional al valor del vector de
parametros cosmologicos y astrofisicos, por lo que esta constante variara con cada valor de
estos vectores. Ademas, B(O,n) cancela las unidades y normaliza el resultado. En términos
de esta constante puede escribirse finalmente la probabilidad prior del corrimiento al rojo

P(:10.1) = B(O,y) 2D (45)
z

Esta es una probabilidad prior de corrimiento al rojo dado que contiene informacion
sobre el numero de colisiones de binarias compactas que ocurriran en cada intervalo dife-
rencial de corrimiento al rojo. Ademés de eso, dependera de mediciones astrofisicas y de la
eficiencia de los detectores, aspectos que se denotaron cémo 7. Coémo se vera mas adelante
el factor Cy(z(z, p, Maet)) pesa cada evento detectado y considera que los eventos més
masivos es posible detectarlos a corrimientos al rojo mayores, dandole una probabilidad
mayor a corrimientos al rojo superiores que para estrellas poco masivas y que ademas
toma en cuenta la distancia méxima a la que los detectores pueden detectar una onda
gravitacional. Esta funcion, por lo tanto depende del tipo de fuente de onda gravitacional

que se detecte y de la red de detectores considerada.

En la definicién de (4.6) puede verse que se requiere conocer n 'y Cy. La primera es
la tasa de colision intrinseca de estrellas binarias a corrimiento al rojo z e indica intrin-
secamente el niimero de estrellas binarias que colisionan por ano mientras que la segunda
funcion incluye el funcionamiento y eficiente del detector asi como los eventos astrofisicos
detectados.

Para la primera funciéon se requiere tomar un modelo astrofisico que calcule este va-
lor. En particular se tomaron los resultados de n(z) calculados en [77] donde se empled
el codigo StarTrack, el cudl es capaz de evolucionar binarias aisladas que interacttian en
equilibrio quasi-hidrostatico hasta la formacion de binarias compactas y eventualmente en
su colision [77]. Se tomaron los resultados del modelo denominado estandar low-end (el
cuél es el modelo base que se trabajo igualmente en [13, 76]) en el marco de referencia
del detector para el caso de colisiones de agujeros negros, los cuales incluyen valores del
corrimiento al rojo y la tasa de colision intrinseca de estrellas binarias compactas n(z) con
unidades de yr~'Gpc™ a cada corrimiento al rojo para 13 metalicidades distintas. Para
tener la n(z) total se suman las cantidades de las 13 metalicidades. Los resultados pueden

descargarse en 1.

"https://www.syntheticuniverse.org/
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Los resultados dan valores discretos de n(z), por lo que sélo se cuentan con valores
discretos para la integral (4.5). Por lo tanto puede emplearse un método numérico para
calcular la integral. En el analisis de esta tesis se consider6 el método del trapecio. Con los
valores del corrimiento al rojo los puntos de la derecha de cada paso de integracion. Los
resultados para el intervalo de corrimiento al rojo z € [0, 1.5] (se tomaré como cota superior
Zmax = 1.5 debido a que los eventos del GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] considerando una
cosmologia ACDM y los parametros cosmologicos de Planck 2018 [28] tienen un corrimiento
al rojo inferior a z = 1.0 considerando los errores al 90 % de confianza. Por lo tanto, con
cosmologias alternativas una cota de z,4 = 1.5 es una cota bastante conservadora que
permitira considerar de forma apropiada las colas de la probabilidad prior de corrimiento
al rojo de los eventos de estos catalogos) se muestran en la figura 4.1. Cémo puede verse,
por las unidades de n(z), esta tasa de colision intrinseca es el nimero de eventos de
colisiones de agujeros negros que ocurren cada ano, por cada Gigapérsec ciibico. Entonces
las unidades de N seran yr~!, por lo que esta cantidad dara los eventos que ocurrirdn a
cierto corrimiento al rojo por ano. Mientras mayor sea el valor de N (z), méas probable sera
que el evento se ubique en ese corrimiento al rojo.

300 4

250 4

200 4

150 +

n(z)(yr-iGpc=2)

100 +

50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 4.1: tasa de colisién intrinseca de agujeros binarios n(z) contra corrimiento al rojo
para el modelo estandar low-end en el marco de referencia del detector con los datos
tomados de [77].

Para poder calcular la probabilidad prior del corrimiento al rojo sélo falta entonces
conocer la funcion Cy, la que da los efectos de efectividad de la red de detectores y la cual
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esta dada por [13]

Cola(z, p)) = / d0Py(0), (4.9)
z(2,p)
donde
5 .
%9(4—9)3 it 0<6 <4,
Py(0) = (4.10)
0 en otro caso,

siendo P, una distribucién de probabilidad de un parametro 6, el cual es una factor de
orientacién que captura parte del patréon de sensibilidad debido a la orientacion relativa
del sistema de binarias compactas respecto al detector [13|. Cuatro angulos describen este
parametro 6, dos de ellos (&, ¢) describen la orientacion de la binaria relativa al detector
y dos mas (¢,¢) la orientacion de la binaria relativa a la linea de vision entre esta y el
detector [13|. Suponiendo que estos cuatro dngulos no estan correlacionados, la densidad
de probabilidad del parametro 6 esta dada por (4.10). Y finalmente

Py ) [12M]7
o) = L (14 2) 1) | B2 (1)

donde p es cociente de senal-ruido del evento detectado medida en el detector, py es el
umbral de la red de detectores, rg la distancia caracteristica de la red de detectores, y
Mot la masa de chirrido de las binarias en el marco de referencia del detector. Mientras
que pg v 7o son constantes para todos los eventos detectados por una red de detectores, p
y Myet varian de evento a evento. Debido a la presencia de p y Mg, se puede observar
que la probabilidad prior del corrimiento al rojo efectivamente depende de pardmetros
astrofisicos.

A partir del valor de z(z, p), se puede estudiar el efecto que tienen las masas de chirrido.
Mientras mayor sea esta masa, menor serd z(z, p) y por ende el limite inferior de la inte-
gral (4.9), lo que maximizara el valor de Cy y por ende la probabilidad prior de redshift.
Entonces, con mayores masas de chirrido, el evento puede medirse a un corrimiento al
rojo mayor. Por otro lado, el cociente de senal-ruido debe ser apenas mayor que el umbral
para que esta misma probabilidad se maximice. Cocientes de senal-ruido altos favoreceran
corrimientos al rojo bajos.

Finalmente, se puede ver que un valor de ry mayor permite detectar eventos a un co-
rrimiento al rojo mayor. Esto es debido a que = debe estar entre 0 y 4 para que la funcion
Cy sea distinta de 0 debido a la definicién de Fj.

En la presente tesis, se trabajé con un valor de o = 120 Mpc pues esta esta en el rango
de sensibilidades caracteristicas de la red de detectores de LIGO-Virgo avanzado para coli-
siones de agujeros negros y también se trabajo con py = 8 [78], la cudl es una cota inferior
para los cocientes de senal-ruido de todos los eventos detectados. Sin embargo, al realizar
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el analisis se encontr6 que tomando valores un poco diferentes de ry y p no cambiaban
considerablemente los resultados.

Como se vio en la seccidon anterior, los eventos con los que se trabajo fueron de los
catalogos GWTC-1 [1] y [2], las dos sirenas estandar y como sirenas oscuras los eventos de
agujeros negros. Al conjunto de estos datos se le denominara de ahora en adelante como

GW.

4.1.3. Sirenas estandar simuladas

Ademas de emplear las sirenas estandar provenientes de datos reales GW170817 y
GW190521 y las sirenas oscuras provenientes de colisiones de agujeros negros de los ca-
talogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2], se generaran muestras de sirenas estandar para de-
terminar un nimero razonable de estos eventos requeridos para determinar la constante
de Hubble con un error relativo al 1%. Es decir para tener un valor de esta constante
con un error relativo similar al de Riess et al. [79]. Cabe destacar que para realizar las
simulaciones, se requiere asumir un modelo de fondo, en este caso el que se tomaré es el
estandar de la cosmologia ACDM, por lo que debe notarse que al usar sirenas estandar
con este método, la medicion de Hy depende del modelo cosmolégico y no es una mediciéon
independiente como si lo es el resultado de Riess et al. [79].

Sin embargo, la utilizacion de este método, una vez que se tenga una gran cantidad
de datos de sirenas estandar, ayudara a comprender mas el problema de la constante de
Hubble si es debido al modelo o debido a alguna consideraciéon que se esté ignorando.
Para ello se requieren sirenas estdndar en el mismo rango de corrimiento al rojo que las
correspondientes a Riess et al. [79], es decir en z € (0,2.3). De esta forma, suponiendo
que se cuentan con suficientes muestras de sirenas estandar y en caso de que exista una
tension en Hy entre los resultados de Riess et al. [79] y los resultados con sirenas estandar
asumiendo ACDM, indicara que el problema de la constante de Hubble ocurriria igual-
mente a nivel local y por lo tanto no se podria deber a ningtn factor externo que provoque
que la constante cambie para datos en el Universo temprano y tardio. En este posible
escenario, la tension seria completamente fisica y seria viable con ese mismo catélogo de
sirenas estandar, estudiar una gran cantidad de modelos cosmolégicos buscando uno que
resuelva la tension en el Universo tardio.

Ademés de esto, sera importante determinar el valor de Hy de forma independiente del
modelo con estos catalogos futuros de sirenas estandar, lo cual dara més informacién sobre
la naturaleza del problema de la constante de Hubble. Este valor determinado independien-
temente podria coincidir con el predecido por Planck [28] o con el de Riess et al. [79]. En el
primer escenario, habria problemas con las calibraciones con Cefeidas que se desconocen,
ya que en el ultimo paper de la colaboracion SHOES, los errores sistematicos presentes se
han reducido enormemente [29]. En el segundo caso, se confirmaria nuevamente la tension
de Hubble y la necesidad de un nuevo modelo estandar en la cosmologia.

Coémo puede verse, las sirenas estandar jugaran un papel fundamental en la cosmologia



CAPITULO 4. ANALISIS DE LA ENERGIA OSCURA EMPLEANDO ONDAS GRAVITACIONALESTS

para conocer mas sobre la tensiéon de Hubble. Por ello, es importante conocer un niimero
aproximado de eventos de sirenas estandar requeridos para obtener determinaciones de
la constante de Hubble Hy con error relativo similar al de la colaboracion SHOES y en
su mismo rango de corrimiento al rojo lo que permitiria trabajar con dos catalogos inde-
pendientes en el universo tardio. En el caso del método de sirenas oscuras presentado en
la subseccion anterior, Ding et al. reporta que se requiere un ntimero aproximado de 10°
eventos de sirenas oscuras para obtener un error relativo de 1 % en la determinaciéon de H
asumiendo el modelo ACDM [13].

Siguiendo el camino anteriormente discutido, se asumira igualmente el modelo ACDM
y un valor de Hy y Q) dado por los resultados de Pantheon [38] y el modelo ACDM
presentados en la tabla 4.2, de h = 0.7284 y €25, = 0.285. Méas adelante, se hablara de este
catalogo y se mencionara que los datos se calibraran con el Hy de Riess et al. [79], por lo
que este resultado es cercano al valor de la colaboraciéon SHOES y proporciona un valor de
Q) que se obtendria asumiendo este tipo de cosmologia.

Partiendo de estos valores para h y €2, las distancias sirena se simularan de forma
que
DSsimulada(Z) = DSACDM(/Z) + N<Oa 0)7 (412>

donde Dgacpum es la distancia sirena calculada asumiendo ACDM vy los valores de h y €3,
antes mencionados, N (0, o) es la distribucion normal de probabilidad con media 0 y o la
desviacion estandar. Esta desviacion estandar estara dada por los errores en las distancias
sirena, los cuéles se simulardn empleando una distribucién uniforme de probabilidad de
forma que el error en la distancia sirena esté entre 7% y 30%. Por ello, en caso de que
los errores de muestras futuras sean mayores a estos considerados, se requerird un ntmero
mayor de muestras y en caso de que el error sea menor serd un menor niamero las que se
requieran.

Las muestras se generaran en el rango de corrimiento al rojo z € (0,2.3) para tener un
desempeno similar al de Riess et al. [79]. Ademés de eso, los corrimientos al rojo de las
muestras se simularan tomando la tasa de colision intrinseca de binarias compactas n(z)
normalizada como distribucion de probabilidad. Para ello, se sumaran las n(z) correspon-
dientes a colisiones de agujeros negros, de estrellas de neutrones y de estrella de neutrén
con agujero negro dado que de estos tres tipos se puede obtener sirenas estandar. Después
de simular los corrimientos al rojo para las muestras se calculan sus distancias sirenas con
la ecuacion (4.12). En este caso, al ser sirenas estdandar simuladas, se usara la misma y?
que en el caso de sirenas estdndar.

4.2. Compilaciones observacionales de reglas estandar,
candelas estandarizables y relojes co6smicos

Ademas de trabajar con ondas gravitacionales, dado que uno de los objetivos del ana-
lisis realizado en la presente tesis era el de actualizar las constricciones en los parametros
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cosmologicos de [5] con los nuevos datos de ondas gravitacionales, se empleo el catalogo
de SNela Pantheon [38] y una compilacion de valores del factor de Hubble [75]. El pri-
mer catalogo incluye candelas estandarizables SNela y el segundo reglas estandar de las
oscilaciones actusticas de bariones mas relojes coésmicos.

4.2.1. SNela Pantheon

Este catélogo [38| incluye Npantheon = 1048 muestras de supernovas, las cudles se en-
cuentran en el intervalo de corrimiento al rojo z € [0.010, 2.26].

Este catalogo da el valor observacional del modulo de distancia [38|
p=mpy— M, (4.13)
donde m/; es la magnitud aparente corregida en la banda B dada por [38, 80]
m'y = mp + axy — fe+ Ay + A, (4.14)

donde Aj; es una correcciéon en la distancia basada en la masa de la galaxia donde se
encontraba la supernova, Ap una correccion en la distancia determinada por posibles ten-
dencias predecidas por simulaciones, y o y [ coeficientes de relacion entre la luminosidad,
y el tramo (strecht) y el color respectivamente [38]. Por lo tanto la magnitud aparente m’y
es una correccion tomando en consideracion posibles errores sistematicos.

Debido a la degeneracion entre la magnitud absoluta M y la constante de Hubble Hy,
en el presente trabajo, para realizar el analisis estadistico, se calibré este catalogo con el
valor de la constante de Hubble Hj determinado por Riess et al. [79], de la colaboracion
SHOES, la cual tiene la mejor medida de la constante de Hubble en el Universo local e
independiente del modelo. Esta calibracién provocara que los analisis que incluyan datos
de Pantheon, arrojen valores de Hy cercanos a este valor de Riess et al. [79]. Ahora, el
modulo de distancia estd dado por

D
() = lomo (% ). (4.15)

donde Dy, es la distancia luminosa que debera tratarse en parsecs (pc) para evitar conflictos
de unidades. Este es el médulo de distancia tedrico, mientras que la muestra de Pantheon
calibrada con el valor de Hy de Riess et al. [79] incluye valores observacionales del modulo
de distancia y del redshift. En base a estos, los mejores parametros cosmologicos © =
{h, Qur, wo, w; } se minimizando el x? dado por

NPantheon 2
X2 — Z (M(Zm @) ,uobs(zn>) ’ (416)

Oobsn

n=1

donde o2 se refiere a las varianzas observacionales del modulo de distancia y fisertobs(2n)
al modulo de la distancia para la muestra n. A partir de ahora se referira a esté catélogo
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como Pantheon. La muestra completa de Pantheon incluye una matriz de covarianza que
incluye errores correlacionados entre las diversas muestras de Pantheon, sin embargo, en
el analisis de esta tesis, s6lo se consider6 la diagonal de la matriz de covarianza que da
el error en el moédulo de la distancia de cada muestra. Esto disminuye notablemente el
tiempo computacional y es una buena aproximacién en promedio.

4.2.2. Crondmetros cosmicos

Este catélogo [75] incluye Neec = 51 eventos en el intervalo de corrimiento al rojo
z € 10,2.36] y ademas se incluira el valor de Hy de Riess et al. [79] dado que es una medi-
cion independiente del modelo del factor de Hubble en z = 0.

Veinte de los 51 eventos de este catalogos provienen de mediciones por el método de
cliusters de galaxias de reglas estandar provenientes de las oscilaciones actusticas de bario-
nes. Para calcular el factor de Hubble de estos eventos es necesario conocer el horizonte de
sonido 74 al corrimiento al rojo z4, el cual depende del modelo cosmolégico considerado.
Por ello, algunos de estos eventos podran crear un pequeno error estadistico en el analisis.

Sin embargo, el resto de los eventos provienen del método de edad diferencial y por
ende son relojes cosmicos, los cudles dan mediciones del factor de Hubble independiente

del modelo.

Para realizar un anélisis estadistico con esta muestra igualmente debe el minimo del

o= 3 (MO Hunla)) (1.17

X
Oobsn

n=1
donde H(z,,0) es el factor de Hubble teorico, Hops(z,) €l observacional asociado a la
muestra n y 02, Su varianza asociada. Desde este momento se referird a este catalogo
como CC, abreviatura de cronémetros cosmicos, a pesar de que el nombre no sea del todo
acertado dado que los 20 eventos de oscilaciones actistica de bariones no son relojes formal-
mente, pero se le dara el nombre por que al igual que los relojes coésmicos, proporcionan
valores del factor de Hubble.

4.3. Metodologia

Una vez que ya se presentaron las x? para cada base de datos (con excepcion de las sire-
nas oscuras donde se emple6 un método alternativo), se requiere considerar la probabilidad
prior para el vector de pardmetros. Para todos los parametros cosmolégicos se considera-
ron distribuciones de probabilidad uniformes (U(a, b)) para evitar darle preferencia a algin
valor con los siguientes intervalos para cada uno
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Pardmetro | Distribucién de probabilidad
h U(0.5,1.0)
Qur U(0.0,0.5)
Wo U(-5.0,5.0)
wq U(-5.0,5.0)

Tabla 4.1: Distribuciones de probabilidad prior consideradas para los parametros cosmo-
logicos. En todos los casos se consideraron distribuciones uniformes.

Las probabilidades posteriores para el vector de parametros cosmologicos © = {h, Qr, wo, wy }
se calcularon mediante un método de Monte Carlo de Cadenas de Markov (MCMC) em-
pleando un algoritmo mejorado del tradicional Metropolis-Hastings con el paquete de
python emcee [81|. En el apéndice E se detalla el método empleado para generar las
cadenas y con ellas se graficaron las regiones de confianza a 1-0 y 2-0 para el vector de
parametros con el paquete de python GetDist [82] el cudl a partir de unas cadenas de
Markov calcula la media, desviaciones estandar de cada elemento del vector de parametros
y las regiones de confianza entre los pares de parametros.

Ademas de correr el método MCMC para cada base de datos aislada de las antes
mencionadas Pantheon, CC y GW, se hicieron superposiciones de bases de datos para
mejorar la estadistica y con ello actualizar los resultados anteriormente obtenidos en [5] al
agregar GW. La superposicion de bases de datos se realiz6 sumando logaritmos naturales
de las probabilidades posteriores individuales como se discutié en la seccidon 2.12.

4.3.1. Analisis estadistico

El valor de mejor ajuste (media) asi como la incertidumbre a 1-o (desviacion estan-
dar) para los parametros cosmologicos con las muestras Pantheon y CC y su combinacion
Pantheon+CC se presentan en la tabla 4.2, mientras que los correspondientes para GW
y su combinaciéon con los otros catélogos Pantheon+GW y Pantheon+CC+GW se en-
cuentran en la tabla 4.3. Finalmente, en la simulacion de sirenas estandar, se generaron
N = 50,200, 1000, 2000 muestras. Los resultados de los pardmetros cosmologicos asi como
el error relativo en H se presentan en la tabla 4.5.

También se incluyen los contornos de confianza a 1-0 y 2-0 para ACDM vy las parame-
trizaciones de energia oscura para Pantheon, CC, su combinaciéon Pantheon+CC y GW asi
como GW y su combinacién con los otros catalogos Pantheon+GW y Pantheon+CC-+GW.
Estos contornos de confianza se presentan en la figura 4.2 para ACDM, en la figura 4.3
para CPL, en la figura 4.4 para BA y en la figura 4.5 para LC. Ademés de esto, se presen-
tan los contornos de confianza tinicamente para el catédlogo completo de GW y los cuatro
modelos considerados en la figura 4.6. Finalmente, para las sirenas estandar simuladas, los
contornos de confianza se presentan en la figura 4.7.
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4.3.2. Analisis del criterio de la evidencia de Bayes

Ademés se realizar los MCMCs, para determinar si alguno de los modelos de energia
oscura alternativos podia competir con el modelo estandar ACDM se calcul6 el factor de
Bayes 2.131, el cuél es el cociente entre la evidencia de dos modelos en consideracion.
En este caso, la evidencia del modelo estandar ACDM se colocaré en el numerador y la
evidencia de uno de los modelos alternativos en el denominador. Un valor positivo de este
factor de Bayes corresponde a una preferencia por ACDM mientras que un valor negativo
tiene una preferencia sobre el modelo alternativo. La fuerza de la preferencia se determiné
con el criterio de Jeffreys 2.1.

Para calcular la evidencia, se requiere calcular una integral del producto de la pro-
babilidad likelihood y la prior sobre todo el espacio de parametros como se observa en
la expresion (2.126). Esta integral es costosa computacionalmente, por lo que se empled
un algoritmo de muestreo anidado para calcularla, lo que convierte esta integral de varias
dimensiones a una de una dimension. Este algoritmo se ha determinado viable en aplica-
ciones en cosmologia [83, 5|. Este algoritmo se ejecutd empleando el paquete de python
dynesty|84, 85, 86, 87|. El algoritmo se describe en el apéndice E. El célculo de la evidencia
se realizd sobre la muestra completa Pantheon+CC+GW, para determinar si con todos
los datos disponibles, alguna de las parametrizaciones bidimensionales de energia oscura
podia competirle a ACDM.

4.4. Discusion de resultados

Como puede verse en las graficas de contornos de confianza, el comportamiento tipo
ACDM (wy = —1,w; = 0 para todas las parametrizaciones, excepto LC donde wy =
—1,w. = —1) cae dentro del contorno de 2-¢ para los todos los casos. Esto muestra que
los resultados con la base de datos completa y cada una de las bases y combinaciones
individuales son consistentes con el modelo ACDM.

De acuerdo a los resultados de la Tabla 4.3, el catdlogo GW considerado es capaz de
calcular los valores de los parametros cosmolégicos exitosamente, sin embargo presentan
errores relativos grandes, de entre 20 % y 25 % en el caso de la constante de Hubble redu-
cida h. Este catalogo tiene 2 eventos de sirenas estandar y 45 de sirenas oscuras, dando
un total de 47 eventos. En comparacion al catédlogo CC considerado, que tiene 52 eventos,
los errores relativos son enormes dado que este tultimo tiene errores de entre 1% y 3%
para el caso de h. Esto indica que las sirenas estandar no tienen el mismo poder de acotar
parametros cosmologicos como los relojes cosmicos o las sirenas estdndar ya que las simu-
laciones indicaron que si es posible acotar los valores con 50 sirenas estandar.

Lo anterior es consistente con lo reprotado por Ding et al. [13], donde se necesitaron
de 10° sirenas estandar para tener un error relativo de 1% en el valor de la constante de
Hubble Hy. Sin embargo, los resultados obtenidos s6lo con GW son consistentes con los
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demés catélogos y sus combinaciones, lo cual permite ver que el método desarrollado lleva
a una consistencia esperada. Como se puede ademas observar al comparar las tablas 4.2
y 4.3, los resultados conteniendo Pantheon y CC no cambiaron demasiado sus valores al
incluir GW, lo cual indica que la base de GW no tienen un peso estadistico significativo
al combinar los catalogos. Esto puede esperarse si se tiene en cuenta que Pantheon tiene
1048 datos contra 47 de la base de datos de GW que se considero.

Sin embargo, futuras detecciéon de ondas gravitacionales tanto de sirenas estdndar como
oscuras podran ayudar a acotar fuertemente los parametros y a estudiar la tension de Hub-
ble como se discutioé con la simulacion de sirenas estandar. Ademés en la tabla 4.5 puede
verse que con 50 sirenas estandar generadas puede esperarse un error relativo de 4.7 %,
mientras que al aumentar a 200 el error seria de 2.2 %. Curiosamente, con los resultados
obtenidos, se requieren 1000 muestras generadas para alcanzar un error relativo a penas
menor a 1%, en comparacion con las 10° que se requerirfan en el caso de sirenas oscuras,
una cantidad 2 6rdenes de magnitud menor. Finalmente, con 2000 muestras el error sélo
podria bajar a 0.73 %, el cudl es ain mayor que el error relativo que hay con Pantheon.
Esto puede deberse a que los errores en Pantheon son muy pequenos mientras que en
las muestras generadas pueden llegar hasta el 30 % de la distancia sirena de cada mues-
tra. Por ello, la cantidad de sirenas estandar necesarias para calcular un valor de & menor
al 1% de error relativo dependeré de que tan grandes sean los errores en la distancia sirena.

En la tabla 4.4 puede verse que el modelo estandar ACDM es el preferido de los 4
considerados por una larga diferencia, mostrando una evidencia fuerte contra CPL y muy
fuerte contra BA y LC. Con la base de datos completa Pantheon+CC+GW ninguno de
estos modelos le compite al estandar.

Los resultados de GW incluyen un pequeno error debido a que las muestras del GWTC-
2 tienen una contaminacion menor al 10% |[2], lo cual induce un error, sin embargo al
considerar la muestra completa Pantheon+CC+GW debido a que la muestra de GW sélo
representa 47 de los 1147 eventos totales, por ello el error en la muestra completa seréa
despreciable.

Como puede observarse, hasta ahora, los datos de GW no pueden ayudar a estudiar
problemas en cosmologia como el de la constante de Hubble debido a falta de datos, sin
embargo el futuro de la cosmologia con ondas gravitacionales es prometedor dado que es-
te estos eventos permitiran medir los parametros cosmolégicos de forma independiente a
los célculos empleando datos del fondo cosmico de microondas como en Planck [28] o de
cefeidas en el universo tardio como en SHOES [79, 29|. Por ello, a pesar de que los errores
actualmente son muy grandes con GW, en el futuro constituiran una herramienta funda-
mental en la forma de sirenas estandar y también de sirenas oscuras si no pueden obtenerse
muchas contrapartes electromagnéticas asociadas a colisiones de binarias compactas. In-
cluso, el método presentado en esta tesis puede extenderse a otros modelos cosmologicos
en Relatividad General y potencialmente a modelos de gravedad extendida y modificada,
los cudles pueden ser candidatos a resolver el problema de la constante de Hubble.
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Model Database h Qur Wo w1
CC 0.7152 £ 0.0099 | 0.248 +0.014 - -
ACDM | Pantheon | 0.7284 +0.0023 | 0.285 % 0.013 - -
Pantheon+CC | 0.7330  0.0020 | 0.2447 = 0.0073 - -
CC 0.722 4 0.017 0.186700T 1 —1.05+0.12 | 0.777°93
CPL Pantheon | 0.7335+£0.0042 |  0.30670¢3, | —1.18 £0.17 | —0.057%%,
Pantheon+ CC | 0.7337 £0.0031 |  0.168799%8 —0.950% 00 | 0.61707%
cC 0.722 + 0.016 0.184 7007 —1.01751% 1 0.380%025,
BA Pantheon | 0.7329 4 0.0041 |  0.33670:8L, 1201015 | —0.40%57%,
Pantheon+CC | 0.7330 £ 0.0029 | 0.159705% | —0.91579-%7 | 0.32679-2,
cC 0.723 £ 0.016 0.18870070 | —1.05£0.12 | —0.8070-1
LC Pantheon | 0.7336 0.0041 |  0.30470%% | —1.18 £0.17 | —1.1875%
Pantheon+CC | 0.7337+0:0032 0.17039% | —0.952+0:950 | _( 75+0-19

Tabla 4.2: Valores de los mejores ajustes para los cuatro parametros cosmolégicos con su
incertidumbre a 1-0. Los resultados se reportan para el modelo estandar ACDM y las tres
parametrizaciones bidimensionales. La segunda columna indica la base de datos empleada,
en este caso se reportan los resultados con Pantheon, CC y la combinaciéon Pantheon+CC

Modelo Catalogo h Qs Wy w1
GW 0.75501% 0.25+0.14 - -
ACDM | PantheontGW | 0.728540.0024 |  0.28510912 - -
Pantheon + CC+GW | 0.7329 + 0.0019 | 0.2450 4 0.0072 - -
GW 0.747012 027705 —1.0727 02+29
CPL Pantheon+GW | 0.7336 £ 0.0042 |  0.3097912, | =1.1940.17 | 0.01%}%,
Pantheon+CC+GW | 0.7334+0:0032 0.169750% —0.9487005% | 0.60701%
GW 0.7470 13 0.2717052, —1.1733 0.3+2.9
BA Pantheon+GW | 0.7328 £ 0.0041 |  0.333%0L% ~1.207075 | —0.33%32,
Pantheon+CC+GW | 0.7330 4 0.0028 | 0.15870:0% —0.913%0055 | 0.3271920,
GW 0.747012 0.267022 —1.4713 0.6737
LC Pantheon+GW | 0.7337 £0.0042 |  0.3097513 | =1.1940.17 | —1.207573
Pantheon + CC+GW | 0.7335 +0.0030 | 0.170+007 —0.94970071 | —0.75701%

Tabla 4.3: Valores de los mejores ajustes para los cuatro modelos cosmolégicos estudiados
con sus respectivas incertidumbres a 1-0. En este caso se reportan los valores con el catalogo
GW vy las superposiciones Pantheon+GW y Pantheon+CC+GW.

Modelo | In€& | By,
ACDM | 336.01 -
CPL | 331.12 | 4.89
BA 330.81 | 5.20
LC 330.18 | 5.83

Tabla 4.4: Criterio de la evidencia de Bayes para los tres modelos alternativos de energia
oscura comparados con el estandar ACDM. E denota la parametrizacién alternativa de
energia oscura y L el modelo estandar ACDM. La interpretacion de la preferencia del
modelo estandar debe realizarse en términos del criterio de Jeffreys.



CAPITULO 4. ANALISIS DE LA ENERGIA OSCURA EMPLEANDO ONDAS GRAVITACIONALESS5

N h Qus Err. rel. h

50 0.715700%7 0.340700% 4.7%
200 | 0.725+0.016 | 0.28470%1 2.2%
1000 | 0.7254 +0.0071 | 0.288 £ 0.015 | 0.98%
2000 | 0.7241 £ 0.0053 | 0.294 £0.012 | 0.73%

Tabla 4.5: Valores de los mejores ajustes para los dos pardmetros cosmoldgicos con su
incertidumbre a 1-0. Los resultados se reportan para el modelo estandar ACDM a partir
de las sirenas estandar simuladas. N representa el nimero de muestras simuladas. Ademas
se presenta el error relativo en el resultado de h.

A CcC
—— Pantheon
—— Pantheon+CC
GW
0.34 |
A
0.30 |
3
0.26 | %
0.22 |
0.70 0.72 0.74 0.25 0.30
h Qu

—— Pantheon+GW
GW
Il Pantheon+CC+GW

0.26 |

0.724 0.730 0.736

h

025 0.30
Qu

Figura 4.2: Regiones de confianza de 1-0 y 2-0 para los parametros cosmologicos
© = {h,Q} para el modelo estandar ACDM. Izquierda: Analisis empleando los caté-
logos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y GW (color verde claro) y la unién
Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Analisis empleando el catalogo GW (color

verde claro) y sus combinaciones con los otros catalogos Pantheon+GW (color negro) y
Pantheon+CC+GW (color azul.)
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Figura 4.3: Regiones de confianza de 1-0 y 2-0 para los parametros cosmologicos © =
{h, 2, wy, w1} para el modelo alternativo de energia oscura CPL. Izquierda: Analisis em-
pleando los catalogos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y GW (color verde claro)
y la uniéon Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Analisis empleando el catélogo
GW (color verde claro) y sus combinaciones con los otros catélogos Pantheon+GW (color
negro) y Pantheon+CC+GW (color azul).
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Figura 4.4: Regiones de confianza de 1-0 y 2-0 para los parametros cosmologicos © =
{h,Q,wp, w1} para el modelo alternativo de energia oscura BA. Izquierda: Analisis em-
pleando los catalogos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y GW (color verde claro)
y la uniéon Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Analisis empleando el catalogo
GW (color verde claro) y sus combinaciones con los otros catélogos Pantheon+GW (color
negro) y Pantheon+CC+GW (color azul).
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Figura 4.5: Regiones de confianza de 1-0 y 2-0 para los parametros cosmologicos © =
{h,Q,wp, w1} (w; = w, en este caso) para el modelo alternativo de energia oscura LC.
Izquierda: Anélisis empleando los catalogos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y
GW (color verde claro) y la unién Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Andlisis
empleando el catdlogo GW (color verde claro) y sus combinaciones con los otros catélogos
Pantheon+GW (color negro) y Pantheon+CC+GW (color azul).
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Figura 4.6: Regiones de confianza de 1-0 y 2-0 para los parametros cosmologicos © =
{h, Qpr,wo, w1} (w; = w, para LC) para los cuatro modelos cosmologicos considerados y
el catalogo completo de GW.
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Figura 4.7: Regiones de confianza de 1-0 y 2-0 para los parametros cosmologicos © =
{h,Q} para ACDM vy las sirenas estandar simuladas. N indica el niimero de muestras
generadas.



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis, se estudiaron modelos de energia oscura dindmica mediante parametriza-
ciones bidimensionales. Asi mismo, se consider6é que la energia oscura ya no era constante
como lo es en el modelo ACDM, sino que evolucionaba junto con la dinamica del flujo de
Hubble pero preservando el Principio Cosmologico. Para ello, se consideraron tres de las pa-
rametrizaciones frecuentemente estudiadas en la literatura de CPL w(z) = wo+2z/(1+2)wy,
BA w(z) = wy+2(1+2)/(1+2%)w; y LC w(z) = ((—2+1/2)wo +3/22(w.))/(1/2(1 + 2)).
Para estudiar estos modelos y compararlos con el modelo estandar ACDM, se emplearon
datos de SNela, relojes cosmicos, oscilaciones actsticas de bariones y para actualizar los
analisis de estos modelos presentados en [5] datos de ondas gravitacionales. Los catalogos
observacionales que se usaron fueron el de Pantheon [38] con eventos de SNela, un com-
pendio de oscilaciones actsticas de bariones y relojes cosmicos de [75] y sirenas estandar
y oscuras de los nuevos catélogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2]| de la colaboracion LIGO-
Virgo. A la muestra completa de estudio se le denomin6é Pantheon+CC+GW.

Se realizaron métodos Monte Carlo Markov Chain para determinar los mejores ajus-
tes e incertidumbres de los parametros cosmologicos © = {h, s, wo, ws }. Se observo que
para todos los casos, el comportamiento tipo ACDM correspondiente a wy = —1 y w; =0
(w. = —1 para LC) era consistente a 2-0 con los mejores ajustes y las regiones de confianza
de los modelos alternativos de energia oscura CPL, BA y LC en todos los casos. Ademas
de esto para comparar los modelos y determinar si alguno podia competirle a ACDM, se
calcul6 la evidencia de Bayes de cada uno y se empleo el criterio de Jeffreys. El modelo
ACDM result6 ser el mejor modelo mostrando una evidencia fuerte contra CPL y muy
fuerte contra BA y LC. Por ello, con esta base de datos completa Pantheon+CC+GW,
ACDM es el mejor modelo por mucho.

Con esto se cumpli6 el primer objetivo de esta tesis el cual era actualizar el estudio de
estos modelos alternativos de energia oscura con los datos de GW. Sin embargo, debido a
que so6lo se consideraron 2 sirenas estandar y 47 sirenas oscuras, el peso estadistico de este
catalogo en comparacion con Pantheon y CC fue mucho menor. Cémo se observd, para
lograr tener una determinacion de h con menos de 1% de error se requieren aproximada-
mente 1000 sirenas estandar o 10 sirenas oscuras, las cuales no se tienen a la mano en la
actualidad pero las habra en el futuro debido a los futuros detectores de ondas gravitacio-
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nales como el Einstein Telescope [88] y LISA [89).

El segundo objetivo del trabajo, fue desarrollar un método para estudiar modelos al-
ternativos a ACDM con los nuevos datos de GW. Esto se realiz6 considerando las sirenas
estandar GW170817 y la candidata a sirena estandar GW190521, las cuéles dan una me-
dicion de la distancia sirena Dg(z) mediante la deteccion de la onda gravitacional y del
corrimiento al rojo z mediante una contraparte electromagnética y por ello puede estudiar-
se la relacion Dg(z) — 2z con estos eventos. Por otro lado, también se consideraron sirenas
estandar, las cuéles son fuentes de ondas gravitacionales a las que no se les asocia una
contraparte electromagnética y por ende no cuentan con una determinaciéon independiente
del corrimiento al rojo. Sin embargo, basdndonos en un método disennado por Ding et al.
[13], es posible calcular los mejores ajustes de estos eventos atn sin contrapartes electro-
magnéticas. Esto se puede hacer considerando la tasa de colision de binarias compactas
como funcion del corrimiento al rojo, la cual es una funciéon que considera la tasa intrinse-
ca de colision de binarias compactas, el modelo cosmologico y la efectividad de la red de
detectores considerada. Por ello, esta funciéon multiplicada por una constante de normali-
zacion brinda una probabilidad prior del corrimiento al rojo lo que permite estimar este
valor para las sirenas oscuras. Sin embargo, para este método debe asumirse un modelo
astronémico de colision de binarias compactas, por lo que de elegirse uno incorrecto pue-
de tenerse errores en la determinaciéon de los parametros cosmologicos. Futuros estudios
tienen que continuar estudiando la tasa intrinseca de colisiéon de binarias compactas si es
que quiere mejorarse el método presentado.

El método desarrollado, ademas prob6 ser capaz de acotar los valores de los parame-
tros cosmoldgicos con regiones de confianza consistentes con Pantheon y CC, sin embargo
con errores mucho mayores debido a falta de muestras. El método ejecutado en esta tesis
ademas puede extenderse para estudiar otros modelos que asuman relatividad general co-
mo modelo de fondo. Ain maés, potencialmente podria aplicarse a modelos extendidos y
modificados de la gravedad, sin embargo es necesario realizar futuros estudios para realizar
esto dado que la determinacion de la distancia sirena y la masa de chirrido se realiza asu-
miendo relatividad general. Con ello, podrian estudiarse este tipo de modelos alternativos
y determinar si pueden ayudar a resolver los problemas modernos en cosmologia como el
problema de la constante de Hubble.

Ademas de lo anterior, se simularon muestras de sirenas estandar, suponiendo un mo-
delo ACDM y un valores de h y €23, dados por los resultados de Pantheon calibrados con
la Hy de Riess et al. [79] con ACDM. Esto permitié determinar que se requieren apro-
ximadamente 1000 sirenas estandar para tener un error relativo menor al 1% en h. Por
lo tanto, cuando en el futuro se tenga esta cantidad de sirenas estandar podran hacerse
amplios estudios en cosmologia. Cabe destacar que el método considerado asume ACDM
como modelo de fondo por lo que sera util para conocer més sobre la naturaleza del pro-
blema de la tension en la constante de Hubble. En caso de que el valor sea cercano al de
Riess et al. [79] podria indicar que la tension se resuelve en el universo tardio pero aparece
en el universo temprano, por lo que deberian existir factores que causen esta tension que
se desconozcan. Por otro lado, si el valor calculado fuera cercano al de Planck [28] o a
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otro que igualmente esté en tension con el de Riess et al. [79] verificaria que la tension se
comprueba en el universo tardio con diferentes tipos de datos y por ende la necesidad de
modelos de gravedad extendida y modificada para resolver la tension. En este contexto,
seran igualmente importantes las sirenas oscuras que daran un método alternativo a las
sirenas estandar y los métodos independientes al modelo, que podran despejar dudas sobre
el origen de la tension en la constante de Hubble.

Por ello, el futuro de la cosmologia con sirenas estandar y oscuras es prometedor ya
que ayudaré a conocer mas sobre la tension en la constante de Hubble y a probar modelos
de gravedad extendida y modificada, dado que, como se vi6 antes, la distancia sirena es
distinta a la luminosa en este caso de modelos. Y por lo tanto estas sirenas brindaran
muestras observacionales para calcular desviaciones de la relatividad general a partir de
los datos. Y ademés a determinar si estos modelos pueden reducir o resolver la tension en
la constante de Hubble.

Ademas de lo anterior, las GW podran detectarse a corrimientos al rojo mayores,
por ejemplo con los futuros detectores de ondas gravitacionales del Einstein Telescope
[88] v LISA [89] lo cuél permitira tener muestras en el Universo intermedio y con ello
posibles estudios cosmologicos soélo en estas edades del Universo de la misma forma que
hay estudios del Universo tardio y temprano. Por lo tanto, a pesar de que el modelo ACDM
fue el modelo preferido por larga diferencia respecto a las parametrizaciones alternativas de
energia oscura consideradas en esta tesis, las ondas gravitacionales han abierto la puerta
para realizar nuevos estudios en cosmologia tanto en el presente como los habra en el
futuro, debido a que el método de esta tesis se puede extender facilmente a otros modelos
que tengan relatividad general cémo teoria de gravedad de fondo, con sélo cambiar el
factor de Hubble al correspondiente a otros modelos alternativos. Por otro lado, estos
métodos deben extenderse a modelos de gravedad extendida y modificada, debido a que las
ondas gravitacionales abren la puerta a cuantificar desviaciones de la relatividad general
y a estudiar el problema de la tensién en la constante de Hubble donde estos modelos
son candidatos a resolver el problema. Estos estudios son temas para futuros trabajos e
investigaciones.
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Apéndice A

Elementos matematicos de relatividad
general

En el presente apéndice se desarrollaran los desarrollos matematicos requeridos en el
capitulo 1 y se presentaran los fundamentos matematicos de la teoria de la relatividad.

A.1. Fundamentos matemaéticos de la relatividad gene-
ral

La teoria de la relatividad general estd sustentada en una formulaciéon matemaética
fuerte. Se emplean propiedades basicas de variedades y campos tensoriales.

A.1.1. Variedad diferencial

Intuitivamente, una variedad n-dimensional es un conjunto que tiene la estructura local
diferencial de R"™, pero globalmente no necesariamente es el caso. Es decir que para todo
punto x € M con M la variedad, existe una vecindad de x que se ve como R". En la teo-
ria especial de la relatividad, al carecer de curvatura, es posible poner en correspondencia
uno a uno las coordenadas del espacio 4-dimensional de Minkowsi con R*, sin embargo en
relatividad general esto no ocurre, por lo cuél en este contexto el estudio de las variedades
es crucial.

Para definir a una variedad diferencial es 1til el concepto de esferas abiertas en R".

Definicion A.1.1. Una esfera abierta en R™ de radio r centrada en = = (21,2, ...,%,)
es el conjunto de los puntos y € R" tales que |z — y| < r. Con |z — y| la distancia entre x
y y dada por

(A.1)

Y con esta definiciéon un conjunto abierto puede definirse por
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Definicion A.1.2. Un conjunto abierto C' € R" es una unién arbitraria de esferas abiertas.
Con las definiciones previas se puede dar la definicion de variedad [17]

Definicion A.1.3. (Variedad) Una variedad diferencial real M n-dimensional, C*° (infi-
nitamente diferenciable) es un conjunto con una coleccion de subconjuntos {O,}aecr que
satisface

1. Todo x € M pertenece a al menos un O,. Esto es {O, }acr €s una cubierta de M.
2. Para todo «a existe una funcién uno a uno ¢, : O, — U, con U, C R™ y abierto.

3. Si dos conjuntos O, y Og con « # 3 se intersectan O, NOg # 0, la funcion ggod, ! :
R"™ — R™ que mapea puntos de ¢,[0, N Og] C U, C R™ a puntos de ¢5[0, N Og] C
Us C R" requiere que estos subconjuntos de R™ sean abiertos, y que la funcién sea
.

Las funciones ¢, descritas en la definicion A.1.3 se suelen llamar cartas o sistemas
coordenados y el conjunto de cartas de la variedad se denomina atlas. Otro concepto de
mucha utilidad en relatividad general es el de difeormorfismo dado que las ecuaciones
tensoriales de la relatividad general son invariantes ante un difeomorfismo arbitrario. La
definicion de estas funciones es [17]

Definicién A.1.4. Sean M y M’ variedades n y n’ dimensionales y sean {¢s}acr ¥
{¢5} ser sus atlas respectivos. Un difeomorfismo es una funcion f : M — M’ biyectiva(uno
a uno y suprayectiva), C'°, con inversa C' si para cada «, 5 la funcion gb’ﬁ ofogt U, —
Us con U, CR"y U C R™ es C™ en el sentido usado en el calculo avanzado. Se dice
ademas que M y M’ son difeomorficas.

A.1.2. Vectores

En la geometria Euclidiana, la nociéon de vector intuitiva es la de una flecha con mag-
nitud y direccién en el espacio R™. Sin embargo, en relatividad general se consideran
variedades, y sabemos que en ellas existe una vecindad para cada punto que se ve co6mo
R". Sin embargo, la geometria global en general no es la misma, por lo que el concepto de
vector ya no se cumple. A diferencia de un espacio Euclidiano donde es sencillo sumar dos
vectores (sumando sus entradas) o multiplicarlos por un escalar (multiplicar las entradas
por el escalar), en una variedad general no hay una forma global de hacerlo. Sin embargo,
debido a la definicién de variedad, en un punto arbitrario es posible recuperar la geometria
Euclidiana, al menos infinitesimalmente. Para realizar lo anterior es necesario trabajar los
conceptos de vector y espacio tangente. Se comienza definiendo el primero

Definicién A.1.5. (Vector tangente) Sea M una variedad y F la coleccion de funciones
C> de M en R, un vector tangente v en p € M es la funciéon v : F — R lineal y que sigue
la regla de Leibnitz, es decir, para todo f,g € F y a,b € R

1. v(af 4+ bg) = av(f) + bu(g)
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2. v(fg) = fu(g) + gv(f)

Empleando la definicion A.1.5 se puede recuperar la geometria Euclidiana de forma
infinitesimal. Para ello se denota por V,, (el cudl se denomina espacio tangente en p) a
la coleccion de todos los vectores tangentes a p. Coémo se puede observar, tomando dos
vectores arbitrarios vy, vy € Vj,, por la definicion se sigue (vq + v2)(f) = vi(f) +v2(f) ¥
(av)(f) = av(f), lo que da la linealidad. Sin embargo para poder recuperar la nocién de
geometria Euclidiana infinitesimalmente se necesita que el espacio de vectores tangentes
tenga la misma dimension que la variedad, y justamente este es el caso [17]. Ahora se
tratara en la forma en que se escriben los vectores. Consideremos M una variedad n-
dimensional, p € M, V,, el espacio tangente en py ¢ : O — U, con U C R" una carta
que contiene a p (es decir p € O). Tomando ademas f € F, siguiendo las definiciones la
funcion fo ¢! : U — R es C*. Empleando esta funcién se definen los vectores base de
Vo, Xyt F =R

X = |pmtroo™)] (A2)
#(p)
como el vector tangente va a R, x* es la p-ésima coordenada de la geometria Euclidiana.
En términos de estos vectores tangentes, el vector v se puede escribir como [17]

v=0v"X,, (A.3)

donde v* = v(z* o ¢) € R son las componentes del vector v. Ademaés, los {X,} se pueden
denotar de otra forma, en particular se pueden denotar por {e,} y se pueden llamar
vectores base, que seréd la forma comin en que se denotaran. A partir de la definicién de
vectores base (A.2) se puede ver como transforman con un cambio de base. Tomando otra
carta ¢’ que sigue conteniendo a p, los vectores base e, se pueden escribir en términos de
€, como

- {a%u o M}

#(p)
ozt 0 _
- [ww“ °¢ 1>]
#(p)
Oz
= @e”/, (A4)

en el segundo paso se aplico la regla de la cadena y en el tercero se definio e, =

’

0 0
{W( fo ¢_1)] , nétese que la derivada % se aplica en la carta ¢. Esta expresion
L #(p) v

define la transformacion de los vectores base. Dado que tinicamente se esté trabajando con
una carta diferente y una base cartesiana distinta, el vector debe preservarse, o sea

v e, = vhe,, (A.5)
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y empleando la regla de transformacion de los vectores base

/
, Ozt
OxH

oM, (A.6)

v

la que es la regla de transformacion de las componentes de vectores.

A.1.3. 1-formas

El siguiente elemento mateméatico de importancia para la relatividad son las 1-formas,
las cuéales viven en el espacio duél de los vectores y son funciones que van de vectores en
escalares. Estas uno formas se definen como sigue

Definicién A.1.6. (1-formas) Sea M una variedad, F la coleccion de funciones C* de
MenRywv:F — Run vector en p € M. Una 1-forma en p es una funciéon w : V,, = R
dada por [15]

w(v) = w(v'e,) = vrw(e,) = v'w,, (A7)

en el ltimo paso se defini6 w(e,) = w,, las componentes de las 1-formas. La 1-forma
no opera sobre v pues estos son inicamente coeficientes reales. A partir de las expresiones
(A.4) y (A.7) se puede deducir la regla de transformacion de las 1-formas

Wy = w(ey)

oz
=\ Gar
oxt
= gu )

ox#
= o W

(A.8)

En forma analoga a los vectores, que tienen vectores base, las 1-formas tienen 1-formas
base. Las componentes de la 1-forma so entonces los coeficientes de las 1-formas base, o

sea
w = wy,dz", (A.9)

ahora, con esta definicion
w(v) = wydat (v)

= w,dzt(v"e,)
= w,v"dx"(e,), (A.10)

comparando la anterior expresion con (A.7) se sigue que dz*(e,) = 0¥, con ¢ la delta de
Kronecker. Ademas, las 1-formas base transforman coémo [15]

Ozt

rH

do"’ = ——da". (A.11)



APENDICE A. ELEMENTOS MATEMATICOS DE RELATIVIDAD GENERAL 105

A.1.4. Tensores

Una vez que se han presentado los vectores y 1-formas es posible definir los tensores

Definicién A.1.7. Tensor de érden (k,[): sea V un espacio vectorial n-dimensional y V*
su espacio dual (el espacio de las 1-formas), también n-dimensional. Un tensor T' de érden
(k,1) es una funciéon multilineal
T:xF_vexl_ VR, (A.12)
es decir, un tensor de érden (k,l) toma [ uno formas, k vectores y arroja un nimero,
ademés de que si se fijan todos los vectores y 1-formas, excepto 1, el tensor es lineal en
ese vector o 1-forma. Definiendo ahora por T (k,[) el espacio de todos los tensores de ti-
po (k,l), se pueden definir dos operaciones tensoriales importantes. La primera se llama
producto exterior y se denota por ®. Dado un tensor 7" de érden (k,l) y otro T de o6r-
den (K',1'), se puede construir un tensor de o6rden (k + k', + ') el cual sera el producto
exterior de T'y T" denotado por T'® T". Este producto exterior de [ + [’ 1-formas base
v k + k' vectores base se construye tomando el producto de T(dx!,... dx';ey, ... ex) ¥y
T'(de', . da™ e, .o epan)-

A partir de lo anterior se puede observar que cémo un tensor de érden (1,0) es un
vector y uno de rango (0, 1) es una 1-forma, se pueden construir tensores de o6rden (k,!)
cémo producto exterior de 1-formas y vectores. Este tipo de tensores se llaman simples
[17]. Tomando V' un espacio vectorial k-dimensional con base {e,} y V* su espacio dual
I-dimensional con base {dx"}, los n**! tensores simples {®._,e,,, ®§5:1 dz"’} son una base
de T (k,1), por lo que un tensor arbitrario 7' € T (k, 1) se puede expresar como

L e P l k Vi
T - T vl ...U] ®Z:1 el,bz ®]:1 dx ]7 (A.13)
con THi-# € R las componentes del tensor respecto a la base {e, }. Los pi1, ... , iy
se denominan indices superiores, mientras que los vy, ...,y indices inferiores. Aunque

debe siempre recordarse que en los tensores hay productos exteriores de los vectores y
1-formas base, para ahorrar notaciéon pueden no escribirse los ®, por lo cual en la notacion
que se empleara en esta tesis, los tensores son

T — THL - b e

Vi...vp M1

ey dat oo dat, (A.14)

aunque normalmente se trabaja tinicamente con las componentes de los tensores. La segun-
da operacion se llama contraccion, puede denotarse por C, y es una funcion C' : T (k,1) —
T (k—1,1—1) que opera en la i-ésima 1-forma y el j-ésimo vector. Considerando un tensor
T de o6rden (k, 1), la contraccion se ve en las componentes del tensor como

(C’T)ul e Pk—1

s (A.15)

vl...V— Vl..ox...vj_1?

como puede verse la contraccion es una operacion que reduce el 6rden de los tensores y
en términos de componentes iguala el i-ésimo indice superior con el j-ésimo indice inferior.
Por ello, la operacion de contraccién toma un tensor de orden (k,1) y lo lleva al espacio
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de tensores de o6rden (k — 1,1 — 1). Esto se hace, pues como un tensor es una funcion
T:xF_V*x!_ |V — R, se puede escribir de la forma, usando vectores simples c6mo

T(dz™, ..., dz" ey, ... e,) =Tl ey - - - dr™ .. dx™, (A.16)

vy ...v]

por ello la contraccién, para que iguale el i-ésimo indice superior con el j-ésimo inferior
requiere de tomar en el tensor como i-ésima 1-forma la base dual del j-ésimo vector, de
esta forma

CT =T(dz",...,dx%, ..., dz"% €., ... €as. . €u)
= T e bk o ... eydx™ .. dx® .. . dz", (A.17)

V1 ...a...yleul e

por lo que no soélo los indices de las componentes se igualan con la contraccién, también
dos indices, de la i-ésima 1-forma base y el j-ésimo vector base. Por otro lado, en forma de
componentes siguiendo la definicion de producto exterior, dados dos tensores T' € T (k, 1)
y T" € T(K',l'), las componentes del producto exterior S =T ® T" estan dadas por [17]

SMl---Mk+k/ — ML T’Mk+1-~-ﬂk+k’

ViV V1. Vi1V

(A.18)

Aplicar un cambio de coordenadas no cambia al tensor, pues sélo es una forma diferente
de tomar las bases (los vectores y 1-formas base). En general, los tensores son invariantes
ante cualquier difeomorfismo arbitrario [15]. Por lo cuél, a partir de la invarianza de los
tensores ante esta clase de funciones, es importante conocer la forma en que las compo-
nentes transforman. Sea T' € T (k, 1) un tensor arbitrario de érden (k,[), M una variedad
{e,} v {dxz"} vectores y 1-formas base correspondientes a M y M’ otra variedad con {e, }
y {dz"'} vectores y 1-formas base correspondientes a M’. Si M y M’ son difeomorficas

! v
y f: M — M es un difeomorfismo representado por % 0 aiy, dependiendo si trans-

ozt Ox

forma vectores o 1-formas base. A partir de lo anterior, se puede encontrar la regla de
transformacion de las componentes del tensor. Sabiendo que el tensor es invariante ante
difeomorfismos, sera invariante ante f. Luego
Tt ey dz”t ... dx¥t = Tr-#
k

ey dxt L dx, (A.19)

/
lli...l/l/eﬂq T v G

por las reglas de transformacion de los vectores y 1-formas base

B W AVl iz
HH _ O Ot Ox O Tk Azt . drY =0
v e AR o Vi SM/I P 6“% i ...axr ;

17 axﬂl axﬂk 83; 1 8LU 1

por lo tanto

oz Ozt Ja ox™
A - e AR /THl---Hkl/ v <A21)
M Qg Ot Oz ox” Lt

la cudl es la regla de transformacion de tensores de o6rden (k,1).

/ /
YT
/, 1 k
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A.1.5. El tensor métrico

Un tensor fundamental en la relatividad general es el llamado tensor métrico, el cuél
permite medir distancias. En el caso de una variedad al tener estructura local de R™, pero
estructura global diferente se esté interesado en medir distancias infinitesimales que se
le asocian a desplazamientos infinitesimales. Infinitesimalmente se recupera la geometria
Euclidiana y los vectores son vectores tangentes a cada punto de la variedad. El tensor
métrico lo que permite calcular es el cuadrado de las distancias infinitesimales, por ello
este tensor deberia ser una transformacion lineal g : V, x V,, = R para cada punto de la
variedad. Como se puede ver, este tensor encaja en la definicion de un tensor de 6rden
(0,2). Es de esperar que la distancia entre un punto A y un punto B sea la misma que
la distancia del punto B al punto A, o sea que debe ser simétrico ante el cambio de sus
entradas, o sea, dados dos vectores vy y vq, g(v1,v2) = g(v2,v1) para todo vy,vy € V.
Ademaés la métrica es no degenerada, o sea, si g(v,v;) = 0 para todo v € V), entonces
v1 = 0. Se puede ver que esas propiedades también las cumple la operaciéon vectorial del
producto punto, por lo cual la métrica es el producto punto de dos vectores tangentes.
Con una base, la métrica puede denotarse por

9= Gu dmltdlﬂ, <A22)

en relatividad esta acostumbrado a denotarse lo anterior por ds?, ademés de llamar a ds?
como intervalo y a la métrica como las componentes g,,,, con esta notacion

ds* = g, daxtdx", (A.23)

y como la métrica también es un producto punto se sigue g(vy,v3) = v; - vo. Un aspecto
importante es que dada una métrica g, se puede encontrar una base ortonomal vy,...,v,
del espacio tangente para cada punto p € M, de forma que g(v,,v) = 0sia,b € {1,...,n}
y a # by ademéas g(v,,v,) = £1 para todo a € {1,...,n} [17]. El namero de signos posi-
tivos y negativos en la base elegida se denomina signatura de la métrica. En la geometria
Euclidiana se trabajan con métricas de signatura (4 -+ +), mientras que en relatividad ge-
neral el espacio tiene signatura (—+++) o (+— ——) dependiendo la convenciéon tomada.
En la presente tesis se considera (— + ++). Las componentes de la métrica g,, pueden
calcularse mediante el producto punto de los vectores base. Sea p € M en una variedad
con espacio tangente V,, n-dimensional generado por vectores base {ei,...,e,}, entonces
las componentes de la métrica son [15]

G = g(e;m eu) =€y Cy, <A24)

por lo que en términos de los vectores base pueden calcularse todas las componentes de
la métrica tomando su producto punto. Otra propiedad interesante del tensor métrico es
que puede bajar los indices de otro tensor, o dicho de otro modo dado un tensor de 6rden
(k,1), el producto exterior de dicho tensor con el tensor métrico resulta en un tensor de
orden (k — 1,1+ 1). Se puede construir una 1-forma que tome un vector arbitrario v y
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arroje un escalar, en particular se puede construir una 1-forma w dada por
wv) =w-wv, (A.25)

o sea que tome el producto punto de w y v, donde w, es la 1-forma (vector dual) de w. Por
ello w = w*e,. Ahora, por definicion w = w,dz" y las componentes de la 1-forma estin
dadas por w, = w(e,). Por ello si se calculan las componentes

w, =wle,) =w-e, =we, e, = g,w’, (A.26)

donde se empled la definicion de que las componentes de la métrica son el producto punto
de los vectores base y el hecho de que w” es un real por lo que conmuta con el producto
punto que es otro escalar. Como puede verse al aplicarse la métrica a las componentes de
un vector, se obtienen componentes de una 1-forma o se baja el indice. El tensor métrico
por ello también puede verse como una funcién que toma vectores y los torna en 1-formas.
Como puede observarse el vector w = w"e, — w,dz* al aplicarse el tensor métrico. De
forma analoga al tensor métrico se puede definir un tensor de érden (2,0) que tome dos
1-formas y arroje su producto escalar, este tensor se denotard con g—! (mas adelante se
justificara esta notacion)

g Hwy,wa) = wy - wo, (A.27)

con wi,wsy 1-formas. Andlogamente al tensor métrico, puede definirse que las componentes
de este tensor ¢! estén dadas por el producto punto de 1-formas base, o sea (g7')* =
dx* - dx”. Como los vectores son también tensores de orden (1,0), pueden verse como
funciones que toman una 1-forma y regresan un escalar. Consideremos el vector dado por

v(w)=w-V, (A.28)

con V la 1-forma (vector dual) correspondiente a v. Por definicion V = V,dz*. De for-
ma analoga a las componentes de las 1-formas, las componentes de los vectores pueden
calcularse con v” = v(dx"), entonces

v’ =v(da") = da” - V,dat = V,dat - dx” =V, (g7, (A.29)

por lo que el tensor ¢! toma 1-formas y las mapea en su vector correspondiente, o bien
este tensor baja el indice. Como se puede ver, la métrica g mapea vectores en 1-formas, por
lo que debe hacer el cambio de base de {e,} a {dz*}, mientras que el tensor g~* hace justo
lo contrario. Esto se puede ver de modo que ¢ transforma e, — g, dz” y g~ ! transforma
dr* — (g~ 1)"e,. Por eso dado un vector arbitrario v se puede escribir como sigue

v =vle, = v'g,,dr" =v"g,,(g7") e, (A.30)

en la segunda igualdad se mapeo el vector base en 1-formas y en la tercera se maped
la 1-forma en vectores base. Céomo la parte derecha debe ser igual a la izquierda debe
satisfacerse

(g™ =0y, (A.31)
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es decir que ¢! es la funcién inversa de la métrica y por ello se usa el superindice —1

en su notaciéon. Debido a que las componentes de la métrica tienen los indices abajo,
mientras que las componentes de la métrica inversa tiene los indices arriba, se omitira el
superindice dado que la posicion de los indices los distingue (siempre que se trabaje con
las componentes, si se usa a ¢~ como tensor el superindice se mantendra para ser explicito
en que se trata de la métrica inversa), por ello (g~1)*" = ¢g"” para simplificar notacion.

La métrica tambien puede operar sobre los tensores, antes de ver como ocurre esto se
considera vector arbitrario v y un base de vectores {e,}, entonces

glen,v) = gley,v"e,) = v"gley, €,) = Vg = vy, (A.32)

pues la métrica baja indices y se estd suponiendo que v, son las componentes del vector
dual a v. Analogamente tomando una 1-forma w y una base de 1-formas {dz*}

g Hdat,w) = g (d2", w,dx”) = w,g H(da*, dz”) = w,g" = Wt (A.33)

con w* las componentes del vector asociado al vector dual w. Por simplicidad se puede
suponer que w es el vector dual de v. Céomo w es una 1-forma, w = w,dz" = v,dz", y por
la expresion (A.32)

w = g(e,, v)dzh. (A.34)
Anélogamente, como v es un vector v = vte,, luego por la expresion (A.33)
v =g (d" w)e,. (A.35)
Sea T un tensor de rango (k,[), entonces

T = Tk er...epdat .. dxt, (A.36)

vi...r/;

considerando T#1#* e, con j € {1,...,k}, el indice y1; variable y el resto fijo. En-

tonces esta cantidad es un vector y entonces

gleg, T e, )da’ =TH" gleg e, )da’ =T gs,.de”’, (A.37)

J

luego por la expresion (A.34) esta cantidad es una 1-forma con base {dz?}, entonces las
componentes de la 1-forma satisfacen

Tu1...6--~uk — TH1--~Hk 1/1...1119/3!%’ (A38)

vi...r;

es decir que la métrica baja el indice. Ademés notese que T+~ son las componentes
del tensor T', por lo que la métrica baja indices también en tensores. En términos formales
la métrica mapea un tensor de 6rden (k,[) a uno de érden (k— 1,1+ 1). Si se trabaja con
Tk dxti con j € {1,...,1}, dejando v; variable y el resto de indices fijos, por la
expresion (A.35) en forma analoga a la expresion anterior se sigue que

T,ul...uk B — Tﬂl---ﬂk Byj <A39)

125 RO 17 l/1...l/lg Y
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por lo que la métrica inversa también sube indices de un tensor arbitrario. Y en términos
formales la métrica inversa mapea tensores de 6rden (k, 1) a tensores de o6rden (k+1,1—1).

A.1.6. Derivadas en una variedad

En geometria Euclidiana es sencillo calcular los gradientes de funciones escalares. Sin
embargo en una variedad M el camino no es tan claro dado que la estructura general no
es la de R™. A pesar de esto, es posible construir una forma de tomar gradientes en una
variedad para funciones escalares en la variedad. Atdn mas, es posible hacer lo mismo para
tensores generales. Para ello se definira el operador de derivada V, el cuél se le suele llamar
derivada covariante en relatividad. Esta operacion se define como

Definicién A.1.8. Sea M una variedad n-dimensional y V : T (k,l) — T(k,l +1) es la
derivada covariante que satisface las siguientes propiedades

1. Para todo T,V € T (k,l) y para todo a,b € R,

VO&(aTulmukyl...yl + bvulmukyl...yl) = avOéTulmukul...ljl + bvavﬂl---ﬂkmmyl <A40)
2. Paratodo T € T(k, )y V € T(K,l),
va (Tﬂlm#kljl...ljlVﬁlmﬁkl’yl‘..’yl/) = (VC!THIMHklll...l/l) vﬁlmﬁkl’yl...’yl/ <A41>
+ Tul...ukylmyl (vavﬁl..ﬂk"nm%’) (A‘42)
3. Para todo T € T (k, ),
V., <Tlt1..ﬂ..-uk 111...,3...1/l> _ vaTul---ﬁ---Mk vroBom (A.43)
4. Para todo f € F y todo t* € V,,,
tf) =t"Vaf (A.44)
5. Para todo f € F,
VoVsf =VsV,f (A.45)

Entonces la derivada covariante es lineal, satisface la regla de Leibnitz, conmuta con la
operacion de contraccion. En general esta derivada es diferente a la derivada 0, definida
en coordenadas cartesianas. Esto ocurre debido a qué en una variedad arbitraria M los
vectores base no son constantes, sino que al tomar derivadas direccionales, estos cambian.

A.1.7. El principio de minima accién

Los principios de accién son usados ampliamente en la fisica para describir las leyes de
la fisica. En relatividad general por ejemplo, las particulas en caida libre describen geo-
désicas, las cuales son curvas con longitud extremal. Ademas de esto las acciones en una
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teoria tienen restricciones muy fuertes. Para la relatividad no debe existir una dependencia
con las coordenadas, en cambio debe ser invariante ante este tipo de transformaciones, por
lo que la acciéon dependera de alguna forma de la métrica.

En el contexto de la relatividad general ya no hablamos de una variedad arbitraria, sino
que ahora nos referimos al espacio tiempo, el cuél es una variedad diferencial 4-dimensional.
La acciéon ademas esta dada por

S = / Lay, (A.46)
%

donde L es el Lagrangiano que es un escalar real y d) es la diferencial de volumen. Por
ello se debe calcular antes una forma de calcular el volumen en la variedad M. Ademas,
el principio de minima accién establece que las ecuaciones de movimiento estan dadas en
los valores extremales de la accién, es decir cuando

0=48. (A.47)

Por lo tanto proponiendo el Lagrangiano adecuado de la relatividad general, las ecua-
ciones de movimiento se deducen de tomar la variaciéon de la acciéon igual a 0.

A.2. Derivaciéon de componentes tensoriales

Ecuacién de la geodésica

La ecuacion de la geodésica puede obtenerse a partir del Principio de Equivalencia. Si
al marco de referencia inercial se le aplica una transformaciéon de coordenadas

dzt

0=

o d |dat

- i@

o d | Ox* dz”’

T d\ |0z dh

_ Ox# A2 d [0z da”’
B S [0_] 0y

_ Ox# d2x” o [0zt dx* dx”’
T o e oo [8x”’] a dx
_ Oat 2z 02k dat dx”’
YA VR P e s

(A.48)
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Variacion de 6(,/—g)
5(det A)

Se empleara la expresion = tr(A~'0A) que en notacion tensorial es d(det A,,) =

det A
det(Am,)Aaﬂ(S(Aag)

3(v/=g) = 8(—9)"/*
_ L9 25(—g)
— ~(—g)"V26(~det g,u)
1

= —5(—9)_1/2 det(9,) 976 (gup)

1
= V099" (9a)

= V050, (A49)

DN — DN

el dltimo paso se sigue del hecho que g*?g,5 = 62 y entonces 0 = delta(d?) = 6(9*P gap) =
9a50(9%") + 9°70(gas)-
Calculo de [, g™ 6 Rg,/—gd'z

Variando el tensor de Ricci (1.40)

SRy = 9,01, — ,6T%, + 6T, T +T7, 6T —§T7, % —T7, §T% . (A.50)

Se vera como se puede escribir en términos de derivadas covariantes. Para ello consi-
deramos V,(61'%3,), que por la definicion de derivada covariante

Va(6l%,) = 0a(01%,) + 1,017, — 75,017, =7, 61%,, (A.51)
y por lo tanto la resta de V,(6I'%,) — V,(61'%;,) esta dada por
Va(0T%,) = V,(61%,) = (0a(0T%,) + T 017, — 175,60 , —T7 60 )
— (D(0T%,) + T, 0T, —T7, 6T | —T7,,6T% )
= 0,(61"5,) — 0, (01" ,) + 017 T¥  + 175 61"
a (Hwﬂulww a IWBH(SF“W
= 0Rg,. (A.52)
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Entonces,
/v 976 R /—gd's = / P Va(0T%,) — U, (67| —gds
= [ 9alga0) = Vg 0Tl =ad's
= [ 9ula™ 0% = Dl 0T =g’
_ /V Valg®6T%, — g°*6T" |/ —gd*s
— /V VB —gd*x

= vV —gB%dS,
oV
=0, (A.53)

donde se tom6 BY = gﬁl’éfaﬁu — gﬁ"‘éf”ﬁy. La ultima linea se sigue si el volumen es
tomado arbitrariamente grande de forma que el vector en la frontera del volumen sea 0.
Ademas se empled la expresion de la variacion del tensor de Ricci (A.52).



Apéndice B
Gravedad linealizada

Se comienza calculando los simbolos de Christoffel (??7). Todo término que involucre
productos de hy,, se despreciaran pues son términos a primer 6rden y se esté trabajando a
primer 6rden

I, = %gaﬁ (80980 + Ougsy — O39u)
= S0~ H) [0 (13 + ) + Bl + Pi) — D+ )]
= SO0 = BB, () + D) — D5l
= %(&,hfj + 0,hy — 0%hy,,). (B.1)
Con los simbolos de Christoffel se calcula el tensor de Riemmann
Ry, =0, —0,0%, + I — T3,

Brv= yp Bu= v
o «
- 8UF v a,/FBM

1
= (00,05 + 03h — 0ha) — 0,015 + Ohs — 0%hg,)
zgm%w—@ﬂ%m—@%@+@m%g. (B.2)

Los productos de simbolos de Christoffel se despreciaron dado que todos los terminos
contendrian productos de h,, y a primer 6rden son 0. Contrayendo el primer y tercer indice
se calcula el tensor de Ricci

1
Ry = 50,050 = 0,03, — 0,05h; + 0,0"his)

—;@%%—Qﬁ%w—@%h+@W@ﬁ. (B.3)
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Ahora, el escalar de Ricci se obtiene contrayendo los indices 8 y v, por lo tanto

R=g"Ryg,

ZQW“JWN%%W—@ﬁ%m—@%h+@W%w
:%W%%%W—@ﬁ%m—@%h+@W%ﬁ
:;@WW—@WM—&ﬂ%+@W%)

= 9,0"h* — 0,0"h, (B.4)

por lo tanto de las ecuaciones de Einstein (1.58) estan dadas por

1

Gm——(%%MF%M%mw—@%h+&ﬂ%W»—;@ﬁ%g—@ﬁ%x%f+@g

= 5(0u0phy, = 0,0" g, — 0,05 + 0,0"hg,) — %(@ﬁah’é = 0,0"h)ngy

(a#aﬂhﬁ - aua#hﬂv + 3u3“h776u - aua“hnﬁu + 3ya“h5“ - auaahgnﬂl’)

NI~ NI ~RN|—N

1 1 _1
(aﬂaﬂhwnw = 50uDhnen™ + 50, 0shiayn™ = 0,0" h, + 5@8%7]5”)
1 | 1 1
t3 ((M”hﬁu — 500" — 0u0% hyanp™ + 500" hilyanen ™ — fﬂ"‘hnwnﬂun”‘)

(0u08han™ — 0,0"hg, + 0,0"hg, — 0,0 hyanzun™)

(0" 0l — 0,0" g, + 0,0" g, — 0"0°huanay ). (B.5)

N — DN —
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Apéndice C
GWTC-2

Evento Dg(Gpe) p M(Mg) | Tipo de binaria

GW190408 181802 | 1.557020 [ 14.8 | 18.3T}7 BHBH

GW190412 0.747073 | 197 | 13.3%0% BHBH
GW190413_052954 | 3.557220 | 8.6 | 24.675° BHBH
GW190413_ 134308 | 4.457215 | 9.0 | 33.0752 BHBH
GW190421_ 213856 | 2.88715% | 10.2 | 31.2755 BHBH
GW190424 180648 | 2.2071°% | 10.0 | 31.075% BHBH

GW190425 01670707 | 13.0 | 1.44%0:03 NSNS
GW190426_152155 | 0.371055 | 10.1 | 2.417008 NSBH
GW190503 185404 | 1.457050 | 12.2 | 30.27%3 BHBH
GW190512_180714 | 1.43703% | 12.2 | 14.6777 BHBH
GW190513_205428 | 2.067p55 | 12.3 | 21.6755 BHBH
GW190514_065416 | 4.1372% | 83 | 28.57.7% BHBH
GW190517_055101 | 1.86755% | 10.7 | 26.6759 BHBH
GW190519_153544 | 2.53%555 | 14.0 | 44.5751 BHBH

GW190521 3.927230% | 144 | 69.27178 BHBH
GW190521_ 074359 | 1.247030 | 24.7 | 32.1752 BHBH
GW190527 092055 | 2.49%48 | 89 | 24.379) BHBH
GW190602_175927 | 2.697179 | 12.1 | 49.17%1 BHBH
GW190620 030421 | 2.81715% | 10.9 | 39.3753 BHBH
GW190630_185205 | 0.891035 | 15.6 | 24.9751 BHBH
GW190701_203306 | 2.067¢ 75 | 11.6 | 40.3755 BHBH
GW190706_222641 | 4.427795 | 12.7 | 42.7715° BHBH
GW190707_093326 | 0.771035 | 13.0 | 85758 BHBH
GW190708_232457 | 0.887055 | 13.1 | 13.27073 BHBH
GW190719_215514 | 3.947230 | 8.0 | 23.5757 BHBH
GW190720_000836 | 0.791555 | 11.7 | 8.9753 BHBH
GW190727_060333 | 3.307135 | 12.3 | 28.6733 BHBH
GW190728_064510 | 0.87192% | 13.6 | 8.6753 BHBH
GW190731_140936 | 3.30723) | 85 | 29.57L 3 BHBH
GW190803_022701 | 3.277125 | 9.0 | 27.3757 BHBH

GW190814 0.2470:02 | 22.2 | 6.097008 NSBH
GW190828_063405 | 2.1370:55 | 16.6 | 25.057* BHBH
GW190828_065509 | 1.6070:55 | 11.1 | 13.3772 BHBH
GW190909 114149 | 3.77337 | 8.5 | 30.97:%2 BHBH
GW190910_112807 | 1.4673%% | 13.4 | 34.37%1 BHBH
GW190915_ 235702 | 1.6270 1 | 13.1 | 25.3752 BHBH
GW190924 021846 | 0.571 022 | 13.2 | 5.8752 BHBH
GW190929 012149 | 2.137523 | 9.9 | 35.873%° BHBH
GW190930_133541 | 0.761555 | 10.0 | 8.5%3 - BHBH

Tabla C.1: Eventos del GWTC-2 junto con sus distancias sirena en Mpc, sus cocientes de
senal-ruido, masas de chirrido y tipo de estrella binaria.



Apéndice D

Deducciones del tensor h; ; para una
onda gravitacional

Para lograr reducir la expresion (3.11) se requiere reescribir su integral. En particular,
del gauge para ondas gravitacionales 0"T,,, = 0, entonces

GTMO . 8TM 8T00 B _8TOZ-

(D.1)

ot dxt ot O
Ademés se supondré que las fuentes de ondas gravitacionales estan muy lejos, por lo

que toda integral de superficie incluyendo al tensor de energia-momento serd 0 y que el
7

sistema tiene movimiento lento, o sea ~ (. Con estas condiciones presentes se puede

o ot

escribir

3(T00xixj )
ot

T
= / d3£[}8a§0 xixj

5 0T
:—/d‘}:vﬂmx

Oxk "I

O(Torxixy) O(z;x;)
= fa (T -

= — %dSSkTokxzx] + d3xT0k (xz(sjk + x](szk)

d
E dnggo.inSEj = /d3$

= /d?’l’ (TOixj + TOjZEj) s (DQ)

donde la segunda linea se sigue del sitema con movimiento lento, la tercera del gauge, la
cuarta de la regla del producto de la derivada, y la quinta del teorema de la divergencia.
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Tomando ahora la derivada del resultado

d 0Ty, ITh,
% dSZL’(TOiZL’j + T()jﬂ?i) = /dSIL‘ ( 87? X + 8_]?7$Z)

5 (0T OTjy,
= /dx(axkx]jtaxk@)
:—/d?’x (8(Ekxj) +3(Tjk$i) L axz’)

k — T}y,
Oxk Oxk Toxk T 0xy

:—1%d88k@%w¢+7%$0%:/d%%T%@k+7ﬁ@w

:2/ﬁ%nﬁ (D.3)

por lo tanto

3 1 d2 3
d Iﬂj = 5@ d I‘Tgol’il’j. (D4)

Como Tyy = p y definiendo el tensor de momento cuadrupolar cémo
[ij = /dg.flﬁpl’il'j, (D5)
se sigue que la expresion (3.11) se escribe

Dg
RN FIAN p———
2G i ( c)

RhIT —
K *Dyg dt? ’

(D.6)

en este caso se hizo explicito el hecho de que hiTjT es transverso y sin traza, cada T significa
uno de estos hechos. Por lo tanto para satisfacer la igualdad también se debe tomar la
parte transversa y sin traza del momento cuadrupolar. La modificacién que se le requiere
hacer al tensor de momento cuadrupolar para obtener la sin traza es

1
Iij = /d3x (,03:1;1:] — §$25i]’) s (D?)

con z? = z,;x;.



Apéndice E
Método numeérico

Para calcular la distribucion de probabilidad de los parametros cosmolégicos, una vez
que se conoce la probabilidad prior, requiere calcular la probabilidad likelihood dada. Por
los 6 pardmetros considerados, entonces se requeriria mapear un espacio de 6 dimensiones
y calcular la probabilidad para una gran cantidad de puntos en este espacio. Puede hacer-
se este proceso considerando hipercubos en este espacio de 6 dimensiones y calculando la
probabilidad likelihood en los vértices de estos hipercubos, sin embargo realizar este pro-
ceso es computacionalmente muy costoso (a pesar de que probabilidades prior uniformes
reducen el costo dado que fuera de los intervalos considerados la probabilidad prior es 0),
por lo que se requiere emplear métodos alternativos. El método que se empleara es un
método de cadenas de Markov con Monte Carlo (MCMC).

El proposito de los MCMC es obtener M muestras {©;} a partir de la distribuciéon de
probabilidad posterior
P©O)P(D|O)

5 )

donde la probabilidad likelihood se puede calcular facilmente dada un modelo, unos paré-
metros cosmologicos © y un conjunto de datos D. La evidencia es una integral sobre todo
el espacio de parametros por lo que no depende de © y por ende funciona s6lo como factor
de normalizacion. Por ello, no es necesario incluirlo en el MCMC dado que sélo normaliza
pero sin la evidencia se puede igualmente determinar la forma de la distribucién de pro-
babilidad y con ello su media y desviacion estdndar. El calculo de la evidencia se realiza
si se busca comparar dos modelos [81]. Calcular la evidencia es muy costoso computacio-
nalmente, por lo cual no incluirla en el MCMC salva mucho tiempo.

P(O|D) = (E.1)

El método MCMC, para generar las muestras {©;} genera caminantes aleatorios en el
espacio de parametros, los cuéles con el tiempo obtienen un conjunto de puntos represen-
tativos de este espacio con los que se puede dibujar la distribucion de probabilidad [81] sin
necesidad de mapear todo el espacio de parametros. Cada paso en la cadena de Markov
X (t;) = [©;] depende unicamente del paso anterior X (t;,_1) [81]. Existen varios algoritmos
para realizar un MCMC, donde el relevante para el analisis de esta tesis es el algoritmo de
Metropolis-Hastings del cuél se habla a continuacion.

120



APENDICE E. METODO NUMERICO 121

E.1. Método de Metropolis-Hastings

El objetivo de un método MCMC es el encontrar un conjunto independiente de mues-
tras en el espacio de parametros {©;} que sean representativos y con los cudles se pueda
dibujar las distribuciones de probabilidad junto con sus medias (mejores ajustes) y desvia-
ciones estandar. Como mapear todo el espacio es costoso computacionalmente, se requiere
emplear un método para reducir esto y que al mismo tiempo obtenga puntos representa-
tivos e independientes. Uno de esos algoritmos se llama Metropolis-Hastings. Se explicara
a continuacion el caso en una dimension.

Para cualquier punto es posible calcular la probabilidad posterior (dejando de lado la
evidencia) si se conoce la probabilidad prior y la likelihood. Partiendo de un punto X(t)
a tiempo t que estd en el espacio de parametros y considerando una funcion Q(Y'; X (t))
la cual es una distribucion de probabilidad similar a la probabilidad posterior que puede
no tener nada que ver con la distribuciéon de probabilidad posterior. Esta funciéon puede
ser una distribucion Gaussiana multivariada centrada en X (¢) con un tensor de covarianza
general. Un nuevo estado tentativo Y = X (¢+1) puede generarse a partir de la distribucion
(). Sin embargo, para decidir si este nuevo estado se acepta o no se requiere calcular un
factor [81, 90|

_ PYID)QX(1):Y)

PX()D)Q(Y; X(¢))
si a > 1, el nuevo punto en el espacio de parametros se acepta, y en caso contrario se recha-
za y se mantiene el punto anterior (si a < 1, X(t+1) = X (¢)). Este proceso va generando
una cadena de Markov con todo el conjunto de puntos { X (¢)};. Debe tenerse cuidado con
el significado de @, mientras Q(X(¢);Y) es una distribucion Gaussiana centrada en X ()
y evaluada en Y, Q(Y; X (t) es lo inverso, una distribucién Gaussiana centrada en Y y
evaluada en X (¢). Cémo se puede ver, si el nuevo punto en el espacio de parametros es
rechazado se volvera a tomar el anterior y por lo tanto no todos los puntos en la cadena
de Markov seran independientes, lo cual es necesario para tener un conjunto representativo.

(E.2)

Para un tiempo t — 0o, este algoritmo converge a un conjunto de muestras estaciona-
rio. Lo que se desea es tener convergencia réapida con lo cudl se requieren generar menos
cadenas de Markov y por ende menor costo computacional.

Antes se mencion6 que los puntos en las cadenas son dependientes porque el punto k
depende en su antecesor k — 1. Por ello, el algoritmo debe correrse por un tiempo conside-
rable para obtener un conjunto de puntos efectivamente independientes con el cuél tener
informacion suficiente para calcular las medias y desviaciones estandar de los parametros.

El método de Metropolis-Hastings suele ejecutarse con funciones Q(X (t);Y) que hagan
que el valor de Y esté mucho mas cerca que las dimensiones del tamano esperado de la
region mas probable. El objetivo de hacer esto es que moverse demasiado de un punto
puede llevar a una region de bajas probabilidades.
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La desventaja de tomar este tipo de funciones es que los pasos en el algoritmo serén
pequenos (con pequena hiperdistancia entre dos puntos de la cadena los cudles estén en el
espacio de parametros) y por ende se tendré lo que se denomina como caminata aleatoria
(random walk) [90]. Esta caminata aleatoria incrementa el tiempo que debe correrse el
algoritmo para alcanzar el conjunto independiente y representativo que se busca {©;}.
Por ello es deseable buscar métodos que reduzcan este tiempo de convergencia y ahorren
recursos computacionales.

E.2. El movimiento por tramos

El movimiento por tramos (strecht move) es un algoritmo para generar muestras que
supera el estandar Metropolis-Hastings [91]| con tiempos de autocorrelacion significativa-
mente menores [81]. Para este método se considera un conjunto de caminantes. En este
algoritmo, cada paso del método Monte Carlo X (t) — X (¢ + 1) consiste en un ciclo de
actualizar cada uno de los k caminantes, es decir tomar X;(t) — X(t + 1) para todo
ke {1,2,...,k}. Donde cada caminante X} se actualiza en funciéon de todos los demas
[91]. La nueva posicién de cada caminante se acepta o rechaza con el mismo criterio que
para el caso de Metropolis-Hastings. En el movimiento por tramos, la nueva posicion del
caminante X}, se determina a partir de otro caminante X; con k # j mediante [91]

Xi(t) =Y = X; + Z(X(t) — X)), (E.3)
donde Z se obtiene a partir de una distribucion de probabilidad g(Z=z) que si satisface
g(z7") = zg(2), (E4)
entonces la nueva posicion del caminante es simétrica de forma que [91]
P(Xi(t) = Y) =P — Xi(t)). (E.5)

En particular se puede tomar una funcion de la forma [91]

1
2712 5z e [—,a}

g(z) a (E.6)
0 en otro caso,
y para este caso la nueva posicion es aceptada con probabilidad [81, 91]
o P) }
min 1, Z¥ "1~ _ 4 E.7
2 s (=7

con lo que se va constuyendo la cadena de Markov.
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E.3. El tiempo de autocorrelacion

Para determinar la convergencia y rendimiento de un algoritmo dado pueden emplearse
una diversidad de herramientas, una de las cuales se denomina tiempo de autocorrelacion.

Para comprender lo que este concepto significa, es importante entender otro concepto
llamado fraccion de aceptacion ay, el cuél da informacion sobre el porcentaje del ntimero
de pasos aceptados en una cadena de Markov. Si este nimero es muy alto, casi todos los
pasos fueron aceptados y si es casi 0 casi todos fueron rechazados. En ambos casos, no se
tendria una buena cadena, para el primer caso los caminantes estan ejecutando una cami-
nata aleatoria casi en todo punto lo que no conduce a una muestra representativa y en el
segundo caso hay un ntimero pequeno de puntos independientes insuficientes para mapear
correctamente las distribuciones posteriores de probabilidad. El valor de esta fraccion de
aceptacion deberfa estar entre 0.2 y 0.5 para tener una buena muestra representativa [92].

En el caso del movimiento por tramos, el pardmetro a de la funcién g(z) controla el
tamano de los pasos, lo que permite modificar la fraccién de aceptacion de requerirse si
no cae entre esos valores 6ptimos. Una vez que se conoce este concepto puede hablarse
del tiempo de autocorrelacion, el cual es el nimero de evaluaciones de la probabilidad
posterior requeridos para obtener muestras independientes de {©;}. Ademas de esto, el
algoritmo de movimiento por tramos tiene un tiempo de autocorrelacion inferior al de
Metropolis-Hastings [91]. El tiempo de correlacion integrado esta dado por [81]

. C{(T =, CHT
=2 CJ;(<0>) —l42), CJ;(<0>) / ()

con Cf(T') la funcion de autocovarianza de tiempo con una serie de tiempo X (¢) dada por

C4(T) = lim co[f(X(t +T)). F(X (1)), (E.9)
lo que mide la covarianza entre muestras con diferencia de tiempo 7'. El valor de T con el
cual C(T) — 0 mide el nimero de muestras que deben tomarse para tener independencia
[81]. Mientras mayor sea el tiempo de autocorrelacion, mas larga tiene que ser la cadena
para mapear correctamente las distribuciones de probabilidad del vector de parametros

{&:}.

E.4. El martillo de MCMC

En la presente tesis se empleara un paquete de python llamado emcee ! el cual usa
un método de movimiento por tramos. Esta herramienta se denomina martillo de MCMC
porque es util para una gran cantidad de problemas de analisis de datos.

'https://emcee.readthedocs.io/en/stable/
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Para comenzar el MCMC es necesario colocar los caminantes aleatorios en una posicion
dada. Una de las posibilidades es colocarlos dispersados cerca de un punto donde se espera
que se tendré la maxima probabilidad. Eso puede ser colocdndolos en una pequena esfera
Gaussiana alrededor del punto de maximo x?. De esta forma los caminantes no quedaran
atrapados en zonas de baja probabilidad y la cadena puede obtener una convergencia con
un tiempo menor.

Luego de probar el codigo mediante varios intentos con bases de datos reducidas de CC,
se determind que el ntimero de pasos en la cadena debe ser al menos 50 veces el tiempo de
autocorrelacion para obtener cadenas confiables y con suficientes muestras independien-
tes para graficar la probabilidad posterior de los parametros. Ademéas de eso, se tomaron
32 caminantes aleatorios en los analisis pues se determiné que es un buen nimero para
no tener una penalidad en rendimiento y al mismo tiempo tener un nimero considerable
para tener tiempos de autocorrelacion no tan largos. El tiempo de autocorrelacion puede
ser obtenido con el codigo emcee [81] con lo cudl se puede determinar después de calcu-
larlo, el ntimero de pasos para tener una muestra independientes suficiente de {©;}. En
todos los casos nunca se requirieron cadenas mas largas que 60,000 pasos. Para el caso de
Pantheon+GW fue en el que se requiri6 este niimero de pasos. En el resto de casos bastaba
con 30,000 cadenas, excepto los casos de ACDM donde dependiendo la base de datos eran
necesario entre 5,000 — 20,000 por cadena.

Ademas de eso, al software emcee se le debe dar el valor del logaritmo natural de la
probabilidad likelihood y la prior para que puede mapear la posterior de los parametros.
Los MCMCs fueron ejecutados en el cluster Tochtli del Instituto de Ciencias Nucleares de
la UNAM en el grupo CosmoNag.

E.5. Calculo de la evidencia

Ademés de correr un MCMC y asi obtener los mejores valores de los pardmetros cos-
mologicos, uno de los objetivos del anéalisis de la presente tesis es el de determinar cual
es el mejor modelo entre el estindar ACDM y las parametrizaciones bidimensionales de
energia oscura. Para esto es preciso calcular la evidencia Bayesiana la cual es una integral
computacionalmente costosa. Para reducir el costo computacional existen métodos, en la
presente tesis se emplearéd un algoritmo de muestreo anidado (nested sampling algorithm).
Mientras un MCMC trata de mapear la posterior de forma directa, un muestreo anidado
divide el espacio de parametros en regiones méas simples, mapea cada una de estas y com-
bina los resultados al finalizar.

Ademés, estos algoritmos de muestreo anidado se centran en el calculo de la evidencia.
Esto se hace reescribiendo la integral sobre el espacio de pardmetros a un volumen prior
X del espacio de parametros [85]

£ = / dOL(0)0(0)de = / 1 dXL(X), (E.10)

0
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donde £(X) denota un contorno de la likelihood definiendo los bordes del volumen X.
Y el volumen prior esta dado por [85]

X(\) :/ 46 0(0), (E.11)
Qo|L(©)>A

por lo que es la fraccion de la likelihood encima de un umbral A. Por ello, el algoritmo
de muestreo anidado convierte un problema complicado de una integral multi-dimensional
en un problema de una integral en una dimension sobre X. Las cotas de este valor son
X(0) =1y X(o0) =0 debido a que la probabilidad esta normalizada.

El punto ahora es generar muestras de £(X) que nos permitan calcular la evidencia.
Este algoritmo necesita tener la capacidad de generar muestras de la probabilidad prior
0(©) sujetas a una constriccion de la likelihood por A [85]. Un algoritmo sencillo para rea-
lizar esto es el muestreo por rechazo simple en el cual para la i-ésima iteracion, se generan
muestras 0;,; de la prior §(©) hasta que se logre conseguir que £(0;41) > L(0;). Este
método se va complicando mientras el valor de X se vaya haciendo méas pequeno dado
que al tomar A\ cada vez mayor este valor tiende a 0, por lo cual este proceso iterativo se
demorara después de cierto ntimero de iteraciones.

Esto se puede solucionar re-escalando la prior mediante [85]

,(6) = {9(@) si £(0) > A (EB12)

0 en otro caso.

La dificultad de obtener las muestras de esta nueva prior re-escalada dependera de la
forma que tengan las probabilidades prior. En la presente tesis se trabajaran priors uni-
formes en todos los parametros, lo cual simplifica enormemente las integrales al calcular
X (A). Una vez que se calculan suficientes valores de £(X) para X entre 0 y 1 es posible
calcular la evidencia empleando algiin método numérico para hacer la integral. Sin em-
bargo el valor exacto de X (\) no se conoce con precisién. Sin embargo, su valor se puede
estimar construyendo un estimador X (M) con una distribucion de probabilidad conocida.
Recordando la definicion de funcion de distribucion acumulada se ve que X (£) es una de
esas funciones por lo que se puede definir una densidad de probabilidad dada por [85]

dX (L)
P(L) = T (E.13)

Suponiendo que se puede calcular £ a partir de su distribucion de probabilidad P (L),
se podréa calcular X (L) a partir de una distribuciéon uniforme por la transformada integral
de probabilidad. E imponiendo la constriccion £ > A, X (L£)/X(\) se podra calcular de
la distribucién uniforme. Por ello se puede partir de A y P(L) y hacer el muestreo desde
0(©) pues para una A fija, X(\) es una funcion de distribucion acumulada, esto implica
que si se puede obtener © a partir de §(©) entonces X (L£(©))/X(\) puede obtenerse de
la distribucion uniforme [85].
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Para una A fija, la funciéon X () es una funcion de distribucion acumulada en la prior
re-escalada ). Sea X;_; al cuél se le asocia la likelihood £;_; después de 7 — 1 iteraciones.
Como cada una de estas funciones de volumen tienen distribucién uniforme, la distribucion

de X; es [85]

(2
Xi =UiXiy = | [ U, (E.14)
n=1

donde todas las probabilidades uniformes estandar son independientes e idénticamente
distribuidas. Ademés, por definicion X (0) = 1. Se desconocen los valores de U, para todos
los n, por lo que X es una aproximacion de X. Mientras se va realizando el muestreo debe
determinarse un punto en el cual parar. Los valores de distribuciones uniformes estandar
son sencillos de determinar y para que sean consistentes un buen valor que se les puede
asignar es el del valor esperado [85]

E[X) = gE[un] _ (%) | (E.15)

por lo que como se puede ver al ir aumentando el niimero de iteraciones, el valor esperado va
disminuyendo o lo que es lo mismo, se van obteniendo valores para poder realizar la integral
de 0 a 1 y con ello calcular la evidencia. El anélisis que hasta ahora se ha presentado es
considerando un s6lo punto llamado punto vive. Usa tinicamente un punto vivo provocara
que la estadistica pueda ser erratica, por lo cuédl debe tomarse un gran nimero de estos
puntos y asi hay mayor posibilidad de que se tengan muestras en el intervalo uniforme
0, 1] distribuidas de forma uniforme con las cuéles se integre sobre todo el volumen dX y
se pueda determinar la evidencia. Por el valor esperado de XZ-, en cada iteracion se espera
tener puntos mas cercanos al 0, con lo cuél con cada iteracion, la evidencia calculada se
ir4d aproximando a la evidencia real. Aunque esto se haria de forma infinita dado que el
valor esperado jamas llegara a 0, por lo que debe proponerse un criterio de finalizacion del
algoritmo. Un criterio posible puede ser [85]

Aln& < €, (E16)

lo que quiere decir que se frenara el algoritmo cuéndo la diferencia del logaritmo natural de
la evidencia real y la calculada sea menor que una tolerancia e. Sin embargo, la evidencia
restante no se conoce a prior, sin embargo se puede proponer una cota superior [85]

AE < LUK, (E.17)

con LM el maximo valor de la likelihood para todos los puntos vivos considerados en
la iteracion ¢. Este caso es una buena aproximacion, sin embargo puede fallar si se esta
ignorando un pico de probabilidad muy alta en el espacio dX que no se ha explorado. El
riesgo de que esto ocurra se puede disminuir considerando un ntmero mayor de puntos
vivos y una tolerancia menor.

Para los analisis de la presente tesis, se empleard una tolerancia ¢ = 1072 aunado al
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paquete de python dynesty [84, 85, 86, 87|. Ademés de esto, se emplearon 3200 puntos
vivos en todos los analisis. Una vez que se consiguen muestras en el espacio de parametros,
la evidencia es estimada por dynesty [84, 85, 86, 87| mediante la regla del trapezoide

N+K

&= Z % (L(@i—1> + £<®i)> (Xi—l — Xz) , (E.18)

i=1
con N el nimero de muestras y K el nimero de puntos vivos.
El software dynesty requiere el logaritmo natural de las probabilidades likelihood y

prior considerando la raiz cuadrada de las desviaciones estandar de los datos en la likelihood
para que el software puede normalizar y con ello calcular la evidencia de forma correcta.
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