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Introducción

El trabajo desarrollado en esta tesis se centra en estudiar parametrizaciones de energía
oscura empleando los recientes catálogos ondas gravitacionales de LIGO-Virgo, el GWTC-1
[1] y GWTC-2 [2] (las ondas gravitacionales reportadas en dichos catálogos incluyen detec-
ción de la primera y segunda corridas observacionales de LIGO-Virgo) para así mejorar las
constricciones en los parámetros cosmológicos del modelo en cuestión y para desarrollar un
método independiente a las supernovas o relojes cósmicos que permita estudiar modelos
cosmológicos.

Lo anterior permite trabajar uno de los desafíos más importantes de la cosmología de
precisión, el cuál es entender la naturaleza de la energía oscura, la componente a la cuál le
asociamos la expansión acelerada tardía del universo. El modelo estandar de la cosmología
de llama ΛCDM (Λ por la constante cosmológica y CDM de sus siglas en ingles “cold dark
matter”, materia oscura fría) y en él se considera que la expansión acelerada del universo
es debida a un fluido de presión negativa con densidad constante, además de que el uni-
verso contiene materia obscura, la cuál no se conoce su naturaleza precisa y se supone que
sólo interactúa gravitacionalmente con la materia bariónica. A pesar de ser el modelo más
óptimo que se ajusta a las observaciones recientes, ΛCDM tiene diversos problemas, por
lo que alternativas deben considerarse. Existen dos principales caminos para estas exten-
siones. El primero es conservar la teoría de la Relatividad General y modificar el tensor
de energía-momento del fluido en el universo, lo cuál se realiza modificando la parte de-
recha de las ecuaciones de Einstein. El segundo camino es el llamado teorías extendidas y
alternativas a la gravedad en las cuáles se modifica la parte izquierda de las ecuaciones de
Einstein y por ende la expansión acelerada del universo puede explicarse debido cambios
en la geometría.

Ambos caminos se pueden explorar de forma sencilla a nivel fenomenológico, mediante
la dinámica de una ecuación de estado (el cociente entre la presión y la densidad) de la
energía obscura en el primer caso, además de que este es el camino que se tomará en la pre-
sente tesis. El modelo estándar ΛCDM asume una ecuación de estado constante w = −1,
por lo que alternativas pueden tomarse como funciones del corrimiento al rojo cosmológico
z. Es estándar en la literatura considerar parametrizaciones de la ecuación de estado que
dependan del corrimiento al rojo z, las cuales puedan reproducir asi mismo modelos como
LCDM (w=-1). Una manera simple de realizar dichas aproximaciones es através de series
de Taylor en z1 la cual nos permite explorar la dinámica de la energía oscura modelada

1Existen en la literatura otras maneras como polinimos de tipo Padé [3] o Chebyshev [4]
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a traves de esta parametrizacion en z altos. Otras formas de tomar estas ecuaciones de
estado dinámicas, algunas de estas son parametrizaciones bidimensionales [5], evolución de
la ecuación de estado con un campo escalar [6], ecuaciones de estado obtenidas de teorías
f(R) (las cuáles se obtienen reemplazando el Lagrangiano de Eintein-Hilbert del escalar de
Ricci a una función del escalar de Ricci) [7, 8, 9], dobles potenciales exponenciales para la
expansión acelerada tardía [10], energía obscura interactuante [11], aproximaciones Padé
de energía obscura [3], y cosmografía inversa de energía obscura [12, 4].

En la presente tesis se abordará una actualización del estudio de parametrizaciones de
energía oscura empleando los recientes catálogos de ondas gravitacionales para mejorar
la constricción en sus parámetros cosmológicos. Uno de los principales problemas que se
ha presentado en estos estudios reportados en la literatura es el hecho de que aunque la
detección de ondas gravitacionales permita conocer de forma directa la distancia a sus
fuentes, el corrimiento al rojo a ellas no es fácil de medir, con lo cuál la determinación de
la función de distancia sirena (distancia a fuentes de ondas gravitacionales) en función del
corrimiento al rojo DS(z) sea complicada de deducir. Una forma de medir el corrimiento
al rojo a una sirena estándar (fuente de ondas gravitacionales) es detectando una contra-
parte electromagnética y en función de ella realizar una medición del corrimiento al rojo
independiente del modelo, sin embargo este método no permite conocer el corrimiento al
rojo con la mayoría de eventos, pues la mayoría son agujeros negros sin ningún tipo de
radiación electromagnética detectable. Una forma alternativa es mediante la identificación
de la galaxia en la cuál la onda gravitacional se encuentra y el corrimiento al rojo se de-
termine empleando el de esta galaxia.

Cómo se puede ver, los métodos anteriormente descritos requieren fuertemente el uso
de alguna contraparte electromagnética, entonces estos métodos están sujetos a detectar
radiación electromagnética, lo cuál podría no será posible hacer con los detectores de ondas
gravitacionales de tercera generación o al menos no con todos o la mayoría de eventos, ac-
tualmente en planeación, pues estos podrán realizar detecciones de sirenas estándar hasta
aproximadamente z = 20, un corrimiento al rojo en el cuál detectar contrapartes elec-
tromagnéticas podría resultar imposible debido a qué en esos corrimientos al rojos aún
no se ha detectado radiación electromagnética. En la presente tesis se usará el método
de la sirenas estándar pero igualmente un método que no depende de una medición inde-
pendiente del corrimiento al rojo propuesto por primera vez en [13] en el cuál se calcula
la probabilidad posterior de los parámetros cosmológicos en términos de la probabilidad
likelihood, probabilidad prior de las distancias y la probabilidad prior del corrimiento al
rojo, la cuál se calcula mediante las tasas de fusión de binarias compactas y la eficiencia
de los detectores de ondas gravitacionales. Este método entonces permite realizar cosmo-
logía de precisión con detecciones de ondas gravitacionales sin necesidad de contrapartes
electromagnéticas (sirenas oscuras).

La presente tesis se encuentra dividida en los siguientes capítulos: en el Capítulo 1 se
desarrollará la relatividad general junto con las herramientas teóricas necesarias para el
resto de la tesis. En el Capítulo 2 se dará una introducción a la cosmología estándar y se
desarrollarán las parametrizaciones bidimensionales a usarse. En el Capítulo 3 se hará un
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completo análisis de las ondas gravitacionales, desde la teoría, la forma en que se detectan,
y la forma en qué se mide la distancia a una onda gravitacional. En el Capítulo 4 se
realizará el estudio de las parametrizaciones bidimensionales de energía oscura introducidas
en el Capítulo 2 empleando las detecciones actuales de ondas gravitacionales. Finalmente,
en el Capítulo 5 se presentarán la conclusiones generales y un resumen del futuro de la
cosmología empleando datos de ondas gravitacionales.
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Capítulo 1

Relatividad general

1.1. Relatividad General
La idea de que el Universo estaba descrito por la geometría Euclidiana y por la teoría

Newtoniana era aceptada por los físicos hasta finales del siglo XIX. En este tipo de uni-
verso plano, el espacio y tiempo eran dos conceptos distintos por lo cuál el tiempo fluiría
de igual forma en cualquier marco de referencia y además las leyes de la física eran inva-
riantes ante transformaciones Galileanas. Sin embargo la teoría electromagnética comenzó
a poner duda a estas aseveraciones, ya que las ecuaciones de Maxwell no son invariantes
ante transformaciones Galileanas, pero si lo son ante transformaciones de Lorentz. Para
solucionar estos problemas, Einstein postuló la teoría especial de la relatividad en [14],
teoría en la cuál se tomaron los siguientes postulados [15]

1. El espacio es isotrópico, homogéneo y continuo.

2. La relatividad Galileana es válida para todo marco de referencia inercial.

3. La velocidad de la luz en el vacío es la misma en todo marco de referencia inercial

Es el último postulado el que cambia por completo el entendimiento del tiempo, pues
partiendo de estos tres postulados se deduce que el tiempo no es absoluto [14]. En este
contexto el tiempo es una coordenada que se suma a las coordenadas espaciales, por lo
cuál se tiene un espacio-tiempo 4-dimensional. Aún más, la teoría de la relatividad especial
rompe el concepto de simultaneidad y por ello es incompatible con la ley de gravitación
universal de Newton en la cuál la gravedad es una fuerza entre dos cuerpos que actúa
a distancia de manera instantánea. Sin embargo aunque la relatividad especial solucionó
los problemas de la invarianza de las ecuaciones de Maxwell, sólo es válida mientras la
gravedad no esté presente. Es en este punto donde la Relatividad General es necesaria y
para formularla es necesario de un postulado adicional: el principio de equivalencia, el cuál
está en forma débil y fuerte.

El principio de equivalencia débil establece que la masa gravitacional e inercial son
equivalentes, mientras que el fuerte establece que los cuerpos en caída libre no sufren
efectos gravitacionales. A consecuencia de esto en caída libre las leyes de la física son las

1
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mismas localmente que en la relatividad especial.

Empleando el principio de equivalencia, se pueden escribir las ecuaciones para un sis-
tema suficientemente pequeño de forma que en el la gravedad no intervenga, esto es, que
solo se requiere escribir las ecuaciones en una forma que sea covariante de forma general,
por lo que debido a la covarianza general, las ecuaciones serán válidas en cualquier marco
de referencia.

1.2. Fundamentos de la Relatividad General
Una vez presentado el postulado principal de la relatividad general, se presentan algu-

nos conceptos adicionales de Relatividad General. La Relatividad General es una teoría
geométrica que emplea definiciones matemáticas cómo lo son las variedades (véase el Apén-
dice A para una definición formal) con una métrica gµν definida en ella. Intuitivamente,
una variedad diferencial es un espacio topológico que para todo punto existe una vecindad
que se ve cómo el espacio Rn. En esta caso se considerarán variedades diferenciales de
4 dimensiones. En la presente sección se formula la Relatividad General desde un punto
de visto físico, sustentado en el desarrollo formal matemático desarrollado en el apéndice A.

El capítulo continuará tratando de forma matemática el ya mencionado anteriormente
principio de equivalencia.

1.2.1. Formulación matemática del principio de equivalencia

Debido a que en cualquier punto en ausencia de gravedad, existe un marco de referencia
inercial en el cuál la gravedad no intervenga, este marco de referencia sigue la métrica de
Minkowski

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), (1.1)

y por consiguiente, el intervalo está dado por

ds2 = ηµνdx
µdxν = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (1.2)

Cómo podemos ver, debido a la covarianza general, este intervalo ds2 será equivalente
ante cualquier difeomorfismo. Consideremos ahora que en este marco de referencia, en el
cuál la gravedad está ausente dos eventos ocurren en el mismo punto en el espacio, pero
en distintos tiempos. A este marco de referencia se le denomina marco propio y cómo en
el se cumple dx = dy = dz = 0, el tiempo en el marco de denomina tiempo propio τ , por
ende

ds2 = −c2dτ 2. (1.3)

Este marco de referencia también se puede ver de modo que el origen se desplace
junto con el cuerpo en estudio. Ahora aplicando la covarianza general, este intervalo será
idéntico en cualquier otro sistema de coordenadas, dado que un cambio de coordenadas
es un difeomorfismo. En este nuevo sistema de coordenadas la métrica será gµ′ν′ , mientras
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que las coordenadas serán xµ′ . Por lo que cómo el intervalo será ds′2 = gµ′ν′dx
µ′
dxν

′ y por
la covarianza general se sigue

−c2dτ 2 = gµ′ν′dx
µ′
dxν

′
, (1.4)

regresando por un momento al marco de referencia donde la gravedad está ausente, el cuál
tiene métrica ηµν y aplicando nuevamente la covarianza general se sigue que

ηµνdx
µdxν = gµ′ν′dx

µ′
dxν

′
, (1.5)

y el sistema con coordenadas xµ se relaciona a lo de coordenadas xµ′ mediante dxµ =
∂xµ

∂xν′
dxν

′ . Por ende aplicando esta tranformación es la ecuación (1.5)

ηµν
∂xµ

∂xµ′ dx
µ′ ∂xν

∂xν′
dxν

′
= gµ′ν′dx

µ′
dxν

′
, (1.6)

entonces (
ηµν

∂xµ

∂xµ′

∂xν

∂xν′
− gµ′ν′

)
dxµ

′
dxν

′
= 0, (1.7)

por lo tanto obtenemos la forma de transformación de la métrica

gµ′ν′ = ηµν
∂xµ

∂xµ′

∂xν

∂xν′
. (1.8)

En el marco de referencia donde la gravedad está ausente, al ser un marco inercial y
seguir las leyes de Newton, los cuerpos siguen líneas rectas, o bien

d2xµ

dλ2
= 0, (1.9)

con λ = λ(t) un parámetro en función del tiempo. Mediante la ley de transformación

dxµ =
∂xµ

∂xν′
dxν

′ la expresión anterior se escribe cómo (ecuación A.48 del Apéndice)

∂xµ

∂xν′
d2xν

′

dλ2
+

∂2xµ

∂xµ′∂xν′
dxµ

′

dλ

dxν
′

dλ
= 0. (1.10)

Contrayendo con
dxν

′

dxµ
y cambiando el índice mudo del segundo término ν ′ → α′

dxν
′

dxµ
∂xµ

∂xν′
d2xν

′

dλ2
+
dxν

′

dxµ
∂2xµ

∂xµ′∂xα′

dxµ
′

dλ

dxα
′

dλ
= 0.

Empleando la regla de la cadena
dxν

′

dxµ
∂xµ

∂xν′
=
dxµ

dxµ
= 1 y también

dxν
′

dxµ
=
∂xν

′

∂xα
dxα

dxµ
=

∂xν
′

∂xα
δαµ . Por lo tanto

d2xν
′

dλ2
+
∂xν

′

∂xα
∂2xα

∂xµ′∂xα′

dxµ
′

dλ

dxα
′

dλ
= 0. (1.11)
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Y definiendo Γν′

µ′α′ =
∂xν

′

∂xα
∂2xα

∂xµ′∂xα′ a los cuáles se les conoce cómo símbolos de Chris-
toffel.

d2xν
′

dλ2
+ Γν′

µ′α′
dxµ

′

dλ

dxα
′

dλ
= 0, (1.12)

la cuál se denomina ecuación de la geodésica. Cómo se puede observar en el marco de
referencia inercial no existe ninguna fuerza, ahora en ese marco al que se llegó mediante
una transformación de coordenadas, se observa que aparece una aceleración y por ende
una fuerza distinta de 0. Por ello en general, en los marcos de referencia está presente la
gravedad, pero la forma de la ecuación geodésica es válida en todo marco de referencia
debido a la covarianza general.

1.2.2. La métrica

La métrica es la forma de medir distancias en Relatividad General. En la geometría
Euclidiana, la distancia se mide simplemente tomando la raíz de la suma de los cuadrados
de las coordenadas. Extendiendo la geometría Euclidiana al espacio-tiempo, el cuál igual es
plano se sigue la ecuación (1.1) y el intervalo está definido por la ecuación (1.2), por lo que
puede verse que la coordenada x0 = ct. Esta es la métrica para los espacios-tiempos planos,
sin curvatura. Partiendo del apéndice A, cómo ds2 es el intervalo y más formalmente el
tensor métrico, al ser un tensor será invariante ante cualquier difeomorfismo arbitrario.
Particularmente, al realizar un cambio de coordenadas será igual. Este intervalo además
nos da información sobre el tipo de evento que se realiza. Se sabe que la luz se mueve a
velocidad c, por lo que la luz siempre sigue las trayectorias con invervalos ds2 = 0, y se
denominan luminoides. Por otro lado, las partículas con masa nunca pueden alcanzar la
velocidad de la luz, por lo que siguen sólo intervalos negativos ds2 < 0, y se denominan
temporaloides. Finalmente, los intervalos que sólo podrían recorrer partículas con veloci-
dades superiores a las de la luz, los cuáles son imposibles, se denominan espacialoides y
cumplen ds2 > 0. Un último detalle interesante es que los intervalos espacialoides están
casualmente desconectados, dado que la luz no puede recorrerlos. Si se permiten relacio-
nes de causalidad espacialoides, entonces existirán sistemas de referencia donde los efectos
ocurren antes que las causas. Otro concepto útil para definir es el de tiempo propio dτ , el
cuál se define cómo el tiempo transcurrido por una partícula en el marco de referencia con
dicha partícula en el origen. En términos del intervalo, es tiempo propio es

dτ 2 = − 1

c2
ds2, (1.13)

el intervalo tiene unidades de longitud, mientras que el tiempo propio tiene unidades de
tiempo.

1.2.3. Derivadas no triviales de los vectores base

Los vectores base, definidos en el apéndice A no siempre serán constantes al tomar las

derivadas ordinarias ∂µ =

(
∂

∂xµ

)
. Recordando que las componentes de la métrica son
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el producto punto de los vectores base, cómo ejemplo, los vectores base de la métrica de
Minkowski son

e0 = (1, 0, 0, 0),

e1 = (0, 1, 0, 0),

e2 = (0, 0, 1, 0),

e3 = (0, 0, 0, 1), (1.14)

los cuales se obtienen al definir el producto punto de dos vectores por

A ·B = −A0B0 + AiBi. (1.15)

Ahora, se puede considerar las derivadas de los vectores base respecto a las compo-
nentes, en el caso de los vectores base de Minkowski las derivadas de todos respecto a las
4 componentes son 0 en todos los casos, sin embargo para unos vectores base generales
las derivadas pueden ser no triviales, cuando esto ocurre conviene introducir un elemento
geométrico llamado símbolo de Christoffel Γ el cuál es un elemento con 3 índices (aunque
no por ello es un tensor) y se define cómo

∂νeµ = Γα
νµeα, (1.16)

es decir, escribiendo la derivada de un vector base respecto a una coordenada cómo com-
binación lineal de los mismos vectores base, los símbolos de Christoffel son los coeficientes
de la combinación lineal. Cómo los vectores base entonces en general tienen derivadas no
triviales, al derivar un vector V = V µeµ respecto a una coordenada se obtiene

∂νV = ∂νV
µeµ + V µ∂νeµ

= (∂νV
µ + V αΓµ

να)eµ, (1.17)

a los términos entre paréntesis se les denomina derivada covariante y de denota cómo

∇νV
µ = ∂νV

µ + V αΓµ
να, (1.18)

la cuál es la misma derivada definida al final del apéndice A, por lo que en un sistema
coordenado arbitrario las derivadas tienen un término extra además de la derivada usual.
Por otro lado, las 1-formas base tampoco son necesariamente constantes, sino que pueden
variar dependiendo el punto en el espacio tiempo. Para el caso de las 1-formas, los símbolos
de Christoffel se definen por

∂νdx
µ = −Γµ

ανdx
α, (1.19)

luego, al tomar una 1-forma arbitraria ω = ωµdx
µ, su derivada es

∂νω = ∂νωµdx
µ + ωµ∂νdx

µ

=
(
∂νωµ − ωαΓ

α
µν

)
dxµ, (1.20)
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por ello la derivada covariante de una 1-forma es

∇νωµ = ∂νωµ − ωαΓ
α
µν . (1.21)

Finalmente, es igualmente posible tomar las derivadas de tensores arbitrarios, conside-
rando uno de órden (k, l) y tomando la derivada

∂αT = ∂α

(
T µ1...µk

ν1...νl
eµ1 . . . eµk

dxν1 . . . dxνl
)

= ∂αT
µ1...µk

ν1...νl
eµ1 . . . eµk

dxν1 . . . dxνl + T µ1...µk
ν1...νl

∂αeµ1 . . . eµk
dxν1 . . . dxνl

+ · · ·+ T µ1...µk
ν1...νl

eµ1 . . . ∂αeµk
dxν1 . . . dxνl + T µ1...µk

ν1...νl
eµ1 . . . eµk

∂αdx
ν1 . . . dxνl

+ · · ·+ T µ1...µk
ν1...νl

eµ1 . . . eµk
dxν1 . . . ∂αdx

νl

= ∂αT
µ1...µk

ν1...νl
eµ1 . . . eµk

dxν1 . . . dxνl + T µ1...µk
ν1...νl

Γβ
αµ1
eβ . . . eµk

dxν1 . . . dxνl

+ · · ·+ T µ1...µk
ν1...νl

eµ1 . . .Γ
β
αµk

eβdx
ν1 . . . dxνl − T µ1...µk

ν1...νl
eµ1 . . . eµk

Γν1
αβdx

β . . . dxνl

− · · · − T µ1...µk
ν1...νl

eµ1 . . . eµk
dxν1 . . .Γνl

αβdx
β, (1.22)

por lo tanto, la derivada covariante de las componentes de un tensor de órden (k, l) están
dadas por

∇αT
µ1...µk

ν1...νl
= ∂αT

µ1...µk
ν1...νl

+ Γµ1

αβ T
β...µk

ν1...νl
+ · · ·+ Γµk

αβ T
µ1...β

ν1...νl

− Γβ
αν1
T µ1...µ1

β...νl
− · · · − Γβ

ανl
T µ1...µ1

ν1...β
. (1.23)

Una variedad diferencial dotada de una métrica requiere además una conexión. Para la
relativdad general se toma una derivada covariante sin torsión (las derivadas covariantes
conmutan) cómo en el apéndice A además de una métrica paralela, o sea ∇αgµν = 0. A
esta conexión se le denomina de Levi-Civita y en ella se cumple que Γα

µν = Γα
νµ, o sea

que los símbolos de Christoffel son simétricos en sus índices inferiores. Ahora, dado que la
métrica es paralela, hay una forma de escribir los símbolos de Christoffel en términos de
la métrica. Cómo ∇αgµν = 0 entonces

0 = ∂αgµν − Γβ
αµgβν − Γβ

ανgµβ, (1.24)

y por lo tanto
∂αgµν = Γβ

αµgβν + Γβ
ανgµβ. (1.25)

Considerando ahora la suma ∂αgµν + ∂νgαµ − ∂µgνα

∂αgµν + ∂νgαµ − ∂µgνα = Γβ
αµgβν + Γβ

ανgµβ + Γβ
ναgβµ + Γβ

νµgαβ − Γβ
µνgβα − Γβ

µαgνβ

=
(
Γβ
αµ − Γβ

µα

)
gβν +

(
Γβ
αν + Γβ

να

)
gµβ +

(
Γβ
νµ − Γβ

βα

)
gαβ, (1.26)

donde se hizo uso de la simetría de la métrica. Ahora, cómo en la conexión de Levi-Civita
los símbolos de Christoffel son simétricos con sus índices inferiores, se sigue que

2gµβΓ
β
αν = ∂αgµν + ∂νgαµ − ∂µgνα, (1.27)
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aplicando producto exterior con gγµ y por la propiedad del apéndice A, gαβgβγ = δγα

Γγ
αν =

1

2
gγµ
(
∂αgµν + ∂νgαµ − ∂µgνα

)
, (1.28)

por lo tanto, la conexión de Levi-Civita da una forma de escribir los símbolos de Christoffel
en términos de la métrica.

1.2.4. Transporte paralelo y tensor de Riemann

Uno de los axiomas de la geometría Euclidiana es el hecho de que dos rectas paralelas
nunca se tocarán. Este axioma en un tipo general de geometría es falso. En particular en
un espacio-tiempo curvo, dos rectas paralelas si se tocan. Esta es la noción intuitiva de un
espacio-tiempo curvo. Sin embargo, en un espacio-tiempo general (recuérdese que el espacio
tiempo es una variedad 4-dimensional dotada de una métrica con signatura (-+++) y con
conexión de Levi-Civita) no existe una forma clara e intuitiva de definir lo que son las líneas
paralelas. Además, para definir una recta en el espacio-tiempo necesitamos el concepto
de transporte paralelo, el cuál intuitivamente significa tener una flecha en la variedad y
colocar una flecha idéntica enfrente de esta de forma que la flecha se va transportando
paralelamente. Esta descripción de transporte paralelo en un vector T arbitrario está dada
mediante la expresión

dT

dλ
= 0, (1.29)

esta expresión debe cumplirse para una curva en la variedad y para todo punto en dicha
curva. Tomando una base de vectores {eµ} se sigue que

0 =
d(T µeµ)

dλ

=
dxν

dλ

∂(T µeµ)

∂xν

=
dxν

dλ

(
∂νT

µeµ + T µ∂νeµ
)

=
dxν

dλ
(∂νT

µ + TαΓµ
να) eµ. (1.30)

Ahora a este vector T se estan colocando copias de él mismo paralelas por lo que curva
en la que se transporta puede parametrizarse con λ con componentes xµ : R → M con M
la variedad del espacio-tiempo. Así entonces el vector T tendrá componentes

T µ =
dxµ

dλ
, (1.31)

sustituyendo estas componentes en la ecuación (1.30)

dxν

dλ

(
∂

∂xν
dxµ

dλ
+
dxα

dλ
Γµ
να

)
eµ = 0, (1.32)
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o bien cómo los vectores base son distintos de 0

d2xµ

dλ2
+ Γµ

να

dxν

dλ

dxα

dλ
= 0, (1.33)

la cuál es la antes ya mencionada ecuación de la geodésica (1.12) que igual se puede obtener
a partir del principio de equivalencia o cómo se puede ver también empleando el trans-
porte paralelo. Esta expresión define las líneas rectas en el espacio-tiempo. En el espacio
tiempo plano los símbolos de Christoffel son 0 por lo que la curva predecida es una línea
recta pero en un espacio curvo será una trayectoria distinta. Esta expresión además nos da
información física adicional sobre la gravedad. En este contexto no es más una fuerza cómo
en gravedad Newtoniana, sino que es causada debido a la geometría del espacio-tiempo
codificada en los símbolos de Christoffel.

Se ha mencionado antes que la intersección de líneas paralelas conduce a la curvatura,
sin embargo la curvatura debe definirse con los conceptos hasta ahora desarrollados. Para
ello recuérdese el concepto intuitivo de una variedad, en este caso el espacio-tiempo y un
punto p en la variedad. Se elige una carta de modo que con esa carta en este punto y en
una vecindad local la métrica es

gµν ≈ ηµν , (1.34)

por lo que se sigue que Γα
µν = 0 para todo valor de α, µ, ν. Sin embargo la condición Γα

µν ̸= 0
puede satisfacerse en el resto de puntos en el espacio-tiempo. Aún más, por la forma de
escribir los símbolos de Christoffel en términos de la métrica, estos están en términos de la
métrica y derivadas de la métrica, así que si las segundas derivadas de la métrica en p son
distintas de 0 ∂α∂βgµν ̸= 0 se sigue que en p las derivadas de los símbolos de Christoffel
son distintas de 0, o sea

∂βΓ
α
µν ̸= 0, (1.35)

dado que las derivadas son 0, en otro punto distinto a p los símbolos de Christoffel serán
distintos de 0. Ahora en el punto p la métrica es la del espacio-tiempo plano de Minkowski,
sin embargo si las segundas derivadas de la métrica son distintas de 0 en p en otro punto
de la variedad la métrica será distinta y ya no será el espacio tiempo plano, por lo que ya
existe curvatura. Cómo se puede ver entonces puede tratarse la existencia de curvatura si
la condición (1.35) se satisface. Sin embargo es importante aclarar un punto aquí y es que
si en el espacio tiempo de Minkowski, el cuál es plano se aplica un cambio de coordenadas,
por ejemplo a coordenadas esféricas, los vectores base dejarían de ser constantes y por ende
los símbolos de Christoffel y sus derivadas podrían ser 0, lo cuál indicaría la existencia de
curvatura cuando lo único que se hizo fue cambiar de coordenadas. Por ello, para que la
curvatura esté presente, las derivadas de los símbolos de Christoffel deben ser distintas de
0 para cualquier sistema coordenado. De este modo si hay un espacio-tiempo plano basta
hacer un cambio de coordenadas para que las derivadas de los símbolos de Christoffel sean
0.

Aunque la condición (1.35) es una condición para saber si un espacio-tiempo es curvo,
debe recordarse que los símbolos de Christoffel no son tensores. Sin embargo se construirá



CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL 9

algo que si es un tensor llamado el tensor de Riemann, el cuál cuantificará la curvatura
en un espacio-tiempo. Para estudiar esto se verá cómo se observa el transporte paralelo
en un espacio curvo. Cómo se mencionó antes el transporte paralelo es mover un vector
de forma que conserve su dirección alrededor de una curva. Se puede considerar una curva
cerrada en una esfera con un vector en el ecuador de la esfera apuntando al polo norte, en
todo el trayecto al polo norte el vector se mantiene derecho, o sea apuntando al polo norte,
una vez en el polo norte se camina hacia la derecha hasta llegar al ecuador, por lo que el
vector ahora en todo punto es ortogonal a la trayectoria y en todo momento se mantiene
derecho, finalmente se retrocede hasta el punto inicial, por lo que para mantener el vector
derecho debe apuntar siempre en dirección contraria a la trayectoria. Al final del trayecto
el vector claramente no apunta en la misma dirección en la que comenzó aún cuando se
transportó paralelamente. Esto se observa en la Figura 1.1 donde el vector transportado
es una flecha en naranja mientras que la trayectoria se representa en verde. En cambio
en un espacio-tiempo plano al transportar paralelamente vectores en trayectorias cerradas
siempre terminarán en la misma dirección a en la que empezaron. Cómo se puede ver,
el transporte paralelo indica la curvatura de un espacio-tiempo. Pensando ahora en que
pasaría si la trayectoria se recorriera en sentido inverso, es decir el vector apuntando al
polo norte y primero caminando a lo largo del ecuador luego de ahí al polo norte para
finalmente regresar al inicio el vector final quedaría paralelo al ecuador mientras el inicial
apuntaba al polo norte. O sea que invertir la trayectoria da dos resultados completamente
distintos entre sí y respecto al vector inicial.

Figura 1.1: Transporte paralelo de un vector en una esfera alrededor de una trayectoria
cerrada

Cómo puede verse tomar direcciones distintas da resultados distintos, este hecho se
puede tratar más formalmente empleando la derivada, que para el espacio-tiempo es la
derivada covariante. Cómo puede verse definiendo una carta en el espacio-tiempo en el que
una coordenada xα cambie al viajar en el ecuador mientras que la otra no xβ y al viajar
por los meridianos pase lo inverso. Las derivadas pueden indicar la dirección porque al
derivar la curva se obtiene la velocidad lo que da la dirección del movimiento. Por ello có-
mo tomar las trayectorias inversas da resultados inversos entonces tomar las derivadas en
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sentidos inversos no da resultados idénticos por lo que las derivadas no conmutan. Esta no-
conmutatividad de las derivadas covariantes es lo que dará resultado al tensor de Riemann.

Considerando las ideas anteriores consideramos el espacio-tiempo y en él una carta
con coordenadas definidas, y un vector V en el espacio-tiempo, entonces el conmutador de
derivadas covariantes aplicado a las componentes del vector es

[∇µ,∇ν ]V
α = ∇µ∇νV

α −∇ν∇µV
α

= ∇µ

(
∂νV

α + Γα
νβV

β
)
−∇ν

(
∂µV

α + Γα
µβV

β
)

= ∂µ∂νV
α + Γα

µβ∂νV
β − Γβ

νµ∂βV
α + ∂µ(Γ

α
νβV

β) + Γα
µγΓ

γ
νβV

β − Γγ
νµΓ

α
γβV

β

− ∂ν∂µV
α − Γα

νβ∂µV
β + Γβ

µν∂βV
α − ∂ν(Γ

α
µβV

β)− Γα
νγΓ

γ
µβV

β + Γγ
µνΓ

α
γβV

β

= ∂µΓ
α
νβV

β − ∂νΓ
α
µβV

β + Γα
µγΓ

γ
νβV

β − Γα
νγΓ

γ
µβV

β

=
[
∂µΓ

α
νβ − ∂νΓ

α
µβ + Γα

µγΓ
γ
νβ − Γα

νγΓ
γ
µβ

]
V β

≡ Rα
βµνV

β, (1.36)

donde se ha definido el tensor de Riemann cómo

Rα
βµν = ∂µΓ

α
νβ − ∂νΓ

α
µβ + Γα

µγΓ
γ
νβ − Γα

νγΓ
γ
µβ, (1.37)

cómo se puede ver, si las direcciones en las que se transporta paralelamente el vector V son
xµ y xν , el tensor de Riemann cuantifica la diferencia entre transportarlo primero por xµ
y luego por xν y primero por xν y luego por xµ. Por ende, el tensor de Riemann cuantifica
curvatura dado que de ser distinta de 0 implica que en trayectorias cerradas recorridas en
sentidos inversos un vector termina en dos diferentes posiciones.

El tensor de Riemann es de orden (1, 3), sin embargo realizando producto exterior
con el tensor métrico se puede mapear a un tensor de orden (0, 4) y las componentes
quedan Rαβµν = gαγR

γ
βµν . Ahora, trabajando en un espacio tiempo 4-dimensional, al tener

4 índices, el tensor de Riemann tendría 256 componentes, sin embargo no todas ellas son
independientes, en particular el tensor de Riemann satisface 4 simetrías [15, 16]

Rαβµν = −Rβαµν

Rαβµν = −Rαβνµ

Rαβµν = −Rµναβ

Rαβµν +Rανβµ +Rαµνβ = 0,

(1.38)

por consiguiente el número de componentes independientes del tensor de Riemann en
el espacio-tiempo 4-dimensional se reduce de 256 a 20. Finalmente existe una identidad
adicional, la que se conoce cómo identidad de Bianchi [15, 16]

∇γR
α
βµν +∇µR

α
βνγ +∇νR

α
βγµ = 0. (1.39)

Además el tensor de Ricci y el escalar de Ricci se obtienen mediante contracciones del
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tensor de Riemman con

Rµν = Rα
µαν

R = gµνRµν .
(1.40)

Estos tensor y escalar serán importantes a la hora de escribir las ecuaciones de campo
de Einstein ya que están dadas en términos de ambas.

1.3. Ecuaciones de campo de Einstein
Las ecuaciones centrales de la relatividad general, las ecuaciones de Einstein, con las

cuáles se estudia la evolución de un sistema pueden deducirse a partir del principio de
mínima acción, el cuál establece que dada una acción S, la evolución del sistema está dada
por δS = 0 [17]. Además la acción está dada por

S =

∫
V
L dV , (1.41)

con V un volumen en coordenadas planas de Minkowski. Para transformar de coordena-
das planas a coordenadas generales, sea dV la diferencial con coordenadas primadas y la de
coordenadas generales no primadas se sigue dV = dx0

′
dx1

′
dx2

′
dx3

′
=
(
det Jµ′

ν

)
dx0dx1dx2dx3.

Con Jµ′
ν el Jacobiano de la transformación de coordenadas primada a planas. Además el

Jacobiano puede definirse cómo Jµ′
ν =

∂xµ
′

∂xν
. Además de esto, la forma en que la métrica

transforma es

gµν =
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

′

∂xν
ηµ′ν′ , (1.42)

y por la definición de Jacobiano

gµν = Jµ′

µ J
ν′

ν ηµ′ν′ , (1.43)

y calculando el determinante de esta expresión (definiendo g = det gµν)

g = det(Jµ′

µ J
ν′

ν ηµ′ν′)

= (det Jµ′

µ )(det Jν′

ν )(det ηµ′ν′)

= −(det Jµ′

µ )2. (1.44)

Y por lo tanto det Jµ′
µ =

√
−g. Por lo que dV =

√
−gdx0dx1dx2dx3. Además de eso el

Lagrangiano debe ser un escalar. Y cómo puede verse el escalar más simple función de la
métrica gµν y sus derivadas es el escalar de Ricci R = gµνRµν , así se toma L = R

SEH =

∫
V
R
√
−gd4x, (1.45)

con d4x = dx0dx1dx2dx3. A esta acción se le conoce como la acción de Einstein-Hilbert y
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a partir de ella se obtienen las ecuaciones de campo en el vacío. Por el principio de mínima
acción

0 = δSEH = δ

∫
V
R
√
−gd4x

=

∫
V
δ(R

√
−g)d4x

=

∫
V
δ(gµνRµν

√
−g)d4x

=

∫
V
(δ(gµν)Rµν

√
−g + gµνδ(Rµν)

√
−g +Rδ(

√
−g))d4x. (1.46)

Lo anterior puede simplificarse si se calcula la variación de
√
−g, este cálculo se en-

cuentra en la ecuación (A.49) del apéndice A y está dado por

δ(
√
−g) = −1

2

√
−ggαβδ(gαβ), (1.47)

sustituyendo este resultado en la variación de la acción

0 = δSEH =

∫
V
(δ(gµν)Rµν

√
−g + gµνδ(Rµν)

√
−g +Rδ(

√
−g))d4x

=

∫
V

(
δ(gµν)Rµν

√
−g + gµνδ(Rµν)

√
−g − 1

2
R
√
−ggαβδ(gαβ)

)
d4x

=

∫
V

(
δ(gµν)

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+ gµνδ(Rµν)

)
√
−gd4x, (1.48)

el último término es 0 por el cálculo desarrollado en la ecuación (A.52) del apéndice A.
Por lo tanto del principio de mínima acción y cómo las variaciones en la métrica δgµν son
arbitrarias

Rµν −
1

2
Rgµν = 0, (1.49)

las cuáles son las ecuaciones de Einstein en el vacío. Para deducir las ecuaciones de Einstein
en un espacio que no es vacío, pero que contiene materia debe asumirse una forma diferente
de la acción. En este caso la acción es

S =
SEH

κ2
+ SM , (1.50)

con κ2 =
16πG

c4
donde G = 6.67×10−11 Nm2/kg2 es la constante de gravitación de Newton.

En este caso, las ecuaciones de campo estarán dadas con δS. O sea, que

0 = δS =
δSEH

κ2
+ δSM . (1.51)
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La variación en la acción de Einstein-Hilbert puede reescribirse de la forma

δSEH =

∫
V

δSEH

δgµν
δgµνd4x, (1.52)

ahora por (1.48) se satisface la igualdad

δSEH

δgµν
=

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)√
−g, (1.53)

luego

0 =
δS

δgµν
=

1

κ2
δSEH

δgµν
+
δSM

δgµν

=
1

κ2

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)√
−g + δSM

δgµν
, (1.54)

por lo tanto

Rµν −
1

2
Rgµν = − κ2√

−g
δSM

δgµν
, (1.55)

y definiendo el tensor de energía-momento cómo

Tµν = − 2√
−g

δSM

δgµν
, (1.56)

las ecuaciones de Einsten resultan

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν , (1.57)

y una forma alterna de escribirlas es en terminos del tensor de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν = Gµν . (1.58)

Con esta definición y empleando las identidades de Bianchi puede observarse que el
tensor de Einstein satisface ∇µG

µν = 0. Por lo que se conserva de manera covariante.
La curvatura del espacio tiempo está codificada en el tensor de Einstein y este mismo,
comparando (1.58) con (1.57) se relaciona con el tensor de energía-momento por

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (1.59)

donde c es la velocidad de la luz. De la expresión (1.59) se puede ver que la conservación
covariante del tensor de Einstein implica la conservación covariante del tensor de energía-
momento.
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1.4. Límite Newtoniano
Hasta ahora se ha explorado la teoría de la Relatividad General, sin embargo, no se ha

tratado el cómo está conectada con la gravedad de Newton. Y es necesario que lo esté dado
que si la Relatividad General no lo estuviera, contradeciría siglos de datos experimentales
y no pasaría las pruebas del sistema solar. Cómo se verá en esta sección, la teoría de gra-
vedad Newtoniana es una aproximación de la relatividad general cuándo están presentes
solamente campos gravitacionales pequeños. Al hablar de agujeros negros o el universo
entero, la teoría gravitacional Newtoniana no es ya una buena aproximación debido a los
campos gravitacionales intensos o a la escala del universo.

Para verificar que efectivamente la gravedad Newtoniana es predecida por la relatividad
general se supondrá que se tiene una métrica plana más una perturbación muy pequeña,
es decir la métrica de Minkowsi más una métrica que sea casi 0 en todo punto del espacio-
tiempo

gµν = ηµν + hµν , (1.60)

con |hµν |´1 en todo el espacio tiempo. Cómo esta perturbación h es muy pequeña, el tensor
para subir y bajar índices es la métrica plana de Minkowski. Para recuperar la gravedad
Newtoniana se debería esperar obtener la segunda ley de Newton

a = −∇ϕ, (1.61)

la cuál establece que el gradiante de un potencial gravitacional es la aceleración. La segun-
da ley de Newton normalmente se escribe cómo F = ma, sin embargo dado que la fuerza
gravitacional en un contexto Newtoniano es conservativa, puede escribirse cómo el gradian-
te de un potencial escalar Φ y definiendo simplemente ϕ = Φ/m se obtiene la expresión
(1.61). Además de suponer campos gravitatorios muy pequeños se requiere asumir que las
partículas son no relativistas, esto quiere decir que sus velocidades son mucho menores que
la velocidad de la luz. Para ello consideremos el vector denominado cómo 4-velocidad U .
Para construirlo se requiere el vector de posición que en su entrada 0 incluye el tiempo por
la velocidad de la luz para tener unidades de posición y en sus entradas 1 a 3 las posiciones
en los ejes dependiendo el sistema de coordenadas, es decir el vector posición es

xµ = (ct, x1, x2, x3), (1.62)

las coordenadas pueden ser cartesianas o de cualquier otro tipo. La 4-velocidad es simple-
mente la derivada respecto al tiempo de la posición. Aunque aquí hay que aclarar de que
tiempo se está hablando debido a qué el tiempo no es algo absoluto en relatividad general,
aunque desde luego en este límite Newtoniano el tiempo si debería ser absoluto. El tiempo
respecto al que se derivará es el tiempo propio, el tiempo medido en el marco de referencia
de la partícula, por ende

Uµ =
dxµ

dτ
=
dxµ

dt

dt

dτ
, (1.63)

donde se aplicó la regla de la cadena y t es el tiempo medido en el marco de referencia de
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laboratorio. La derivada de los tiempos es justamente el factor de Lorentz [15]

dt

dτ
= γu, (1.64)

con γu =
1√

1− |u|2

c2

y ui =
dxi

dt
las velocidades medidas en el marco de referencia de

laboratorio. Empleando el factor de Lorentz, la 4-velocidad es

Uµ = γu(c, u
1, u2, u3). (1.65)

Como se desea que las velocidades sean no relativistas ui << c y por consiguiente

U i << U0. Entonces los productos UµUν =
dxµ

dτ

dxν

dτ
serán despreciables al contener uno o

dos componentes espaciales. Por lo que sólo el (U0)2 =

(
dx0

dτ

)2

será relavante, y entonces

la ecuación de la geodésica (A.48) se reduce a

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

00

(
dx0

dτ

)2

= 0. (1.66)

Para ver la solución a la ecuación anterior se requiere entonces calcular los símbolos de
Christoffel Γµ

00

Γµ
00 =

1

2
gµγ
(
∂0gγ0 + ∂0g0γ − ∂γg00

)
= −1

2
gµγ∂γg00

= −1

2
ηµγ∂γh00, (1.67)

donde el segundo paso se sigue si se consideran fuentes de campo gravitatorio estáticas, lo
cuál se condierará y el tercer paso del hecho de que gµγ = ηµγ − hµγ por lo que el segundo
término se desprecia pues llevaría al producto de dos términos de la perturbación h y cómo
es muy pequeña, trabajando a primer orden es 0 y dado que g00 = η00 + h00 por lo que
la derivada sólo considera a h00 al ser η00 = −1 constante. Entonces por la ecuación de la
geodésica

d2xµ

dτ 2
=

1

2
ηµγ∂γh00

(
dx0

dτ

)2

. (1.68)

Considerando µ = 0 se estudia la componente x0 = ct luego

c
d2t

dτ 2
= −1

2
∂0h00

(
dx0

dτ

)2

, (1.69)
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pero cómo los campos son estáticos ∂0g00 entonces ∂0h00 = ∂0(g00 − η00) = 0, por lo tanto

d2t

dτ 2
= 0, (1.70)

luego t = aτ + b con a y b constantes. Si al inicio del evento, los relojes se sincronizan, de
modo que b = 0. Por lo que el tiempo si es simultáneo en este límite Newtoniano. Ahora

se trabaja con las componentes espaciales. Multiplicando la expresión (1.68) por

(
d2τ

dt2

)2

(
d2τ

dt2

)2
d2xi

dτ 2
= c2

1

2
∂ih00

(
d2τ

dt2

)2(
d2t

dτ 2

)2

, (1.71)

entonces
d2xi

dt2
=
c2

2
∂ih00, (1.72)

aquí se puede tomar el ansatz h00 = −2ϕ

c2
, cómo es un escalar se puede justamente asignar

que el escalar sea ese, luego
d2xi

dt2
= −∂iϕ, (1.73)

la cuál si se escribe vectorialmente es

a = −∇ϕ, (1.74)

la cuál es justamente la segunda ley de Newton. Lo que resta para corroborar que la
relatividad general si incluye a la gravedad Newtoniana es la ley de gravitación universal,
o bien, la ley de Gauss para la gravedad la cuál implica la última. Para esto se supondrá
una forma simple del tensor de energía-momento, el cuál es el correspondiente a un fluido
perfecto sin presión, o bien

Tµν = diag(ρ, 0, 0, 0), (1.75)

ahora se emplearán las ecuaciones de campo de Einstein, para lo cuál se debe calcular el
tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Sin embargo, puede evitarse calcular el escalar de
Ricci si se contraen las ecuaciones de campo de Einstein con gµν

gµνRµν −
1

2
Rgµνgµν =

8πG

c2
gµνTµν , (1.76)

luego

R = −8πG

c2
T, (1.77)

donde su usó el hecho de que gµνgµν = δµµ = 4 pues se trabaja en 4 dimensiones y además
se definió T = gµνTµν , sustituyendo en las ecuaciones de campo de Einstein

Rµν =
8πG

c2

[
Tµν −

1

2
Tgµν

]
, (1.78)
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por lo que ya no es necesario calcular el escalar de Ricci con esta forma equivalente. Para
calcular el tensor de Ricci primero se contrae la expresión para el tensor de Riemann

Rµν = Rα
µαν = ∂αΓ

α
νµ − ∂νΓ

α
αµ + Γα

αγΓ
γ
νµ − Γα

νγΓ
γ
αµ, (1.79)

entonces calculando R00

R00 = ∂αΓ
α
00 − ∂0Γ

α
α0 + Γα

αγΓ
γ
00 − Γα

0γΓ
γ
α0

≈ ∂αΓ
α
00 = ηαγ∂α∂γϕ, (1.80)

donde se hizo uso de la expresión de los símbolos de Christoffel anteriormente calculada y
la sustitución de h00, además dado que se consideran campos estáticos el segundo término
es 0, por otro lado el tercer y cuarto término es 0 debido a qué el producto de símbolos de
Christoffel contendría productos de hµν y al trabajar a primer órden se desprecian. Ahora
sólo se calcula la traza del tensor de energía-momento

T = ηµνTµν = −ρ, (1.81)

cómo se puede observar, la métrica de Minkowski fue la que se empleó para subir el índice
y realizar la contracción, esto es posible debido a qué la perturbación hµν es muy pequeña.
Finalmente, sustituyendo en (1.78)

ηαγ∂α∂γϕ =
8πGρ

c2

[
1

2
+ ϕ

]
≈ 4πG

c2
ρ, (1.82)

el último paso se debe a qué cómo se consideran campos gravitacionales débiles, es decir
no entran agujeros negros ni otros campos fuertes, la densidad es pequeña, por lo que
el producto de la densidad y ϕ es una contribución a segundo órden que se desprecia a
primer órden. Finalmente ηαγ∂α∂γϕ = ∂γ∂γϕ = ∂0∂0ϕ+∂

i∂iϕ = ∂i∂iϕ pues al considerarse
campos estáticos la perturbación de la métrica plana debe ser también estática entonces
sus derivadas temporales son 0, más aún ∂i∂iϕ = ∇2ϕ, por lo tanto

∇2ϕ =
4πG

c2
ρ, (1.83)

la cuál es justamente la Ley de Gauss para la gravitación e implica la ley de Gravita-
ción Universal de Newton. Por lo tanto, la relatividad general si contiene a la gravedad
Newtoniana fuertemente testeada, lo que hace que sea una teoría más completa ya que
considerando perturbaciones más grandes o perturbaciones variables se describen nuevos
fenómenos.

1.5. Gravedad linealizada
La tarea principal en relatividad general para estudiar la evolución de un sistema es

resolver la ecuación de campo de Einstein (1.59). Un sistema particularmente interesante
y que servirá más adelante para estudiar las ondas gravitacionales es de la métrica plana
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de Minkowski más una perturbación lineal, la diferencia de la presente sección respecto
a la anterior es el hecho de qué en este caso los campos no serán estáticos sino que si
evolucionarán con el tiempo

gµν = ηµν + hµν , (1.84)

con |hµν | << 1 en todo el espacio tiempo. En esta métrica se consideran perturbaciones en
el espacio tiempo plano de forma que las contribuciones a segundo orden y superiores sean
despreciales y por ende se trabaje a primer orden. Por ello a primer orden la métrica de
Minkowski ηµν puede subir o bajar los índices de la perturbación hµν , por ello la traza de la
perturbación se puede definir cómo h = ηµνhµν . Para que esta teoría sea válida se requiere
que exista un sistema coordenado en el que la métrica (1.84) sea verdadera en una región
grande del espacio-tiempo. La forma en que se escribe (1.84) se puede obtener suponiendo
que gµν = aηµν + bhµν y se pueden obtener las constantes sabiendo que gµνgνα = δµα o sea

δµα = gµνgνα

= (aηµν + bhµν)(ηνα + hνα)

= aηµνηνα + aηµνhνα + bηναh
µν + bhµνhνα

= aδµα + (a+ b)hµα, (1.85)

donde bhµνhνα ≈ 0 pues |hµν | << 1 y se esta trabajando a primer orden por lo que este
término es una corrección a segundo orden y se desprecia. Comparando ambos lados se
sigue que a = 1 y a+ b = 0 por lo tanto

gµν = ηµν − hµν . (1.86)

Cómo se verá es conveniente trabajar con un tensor llamado cómo la inversa de la traza
de hµν dado por

h̄µν = hµν −
1

2
hηµν , (1.87)

a partir de esta métrica se resuelven las ecuaciones de campo de Einstein, las cuáles se
calculan en el apéndice A y el resultado está dado por la ecuación B.5

Gβν =
1

2
(∂µ∂βh̄µν − ∂µ∂

µh̄βν + ∂ν∂
µh̄βµ − ∂µ∂αh̄µαηβν). (1.88)

Debido a la covarianza general aplicando cualquier difeomorfismo arbitrario las ecua-
ciones de Einstein se preservan. En particular nos permite tomar una elección de Gauge, en
particular podemos tomar la norma de Lorenz que simplifica notablemente las ecuaciones
de Einstein en gravedad linealizada, el cuál es ∂µhµν = 0, luego

−∂µ∂µh̄βν =
16πG

c4
Tβν , (1.89)

la cuál es una ecuación de onda y las perturbaciones se propagan a la velocidad de la luz
c.
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1.6. Pruebas de la Relatividad General
Antes se ha visto que la teoría de la Relatividad General es capaz de predecir la teoría

de Newton en uno de sus límites. Sin embargo, aunque esa es una condición necesaria para
que la Relatividad General sea una teoría correcta, no es suficiente y requiere un número
mucho mayor de pruebas para lograr considerar a esta una teoría correcta. Al día de hoy
la Relatividad General ha pasado un número incontable de pruebas y las sigue pasando,
y se hablará un poco de algunas de ellas a continuación. Solamente se han encontrado
algunos problemas que potencialmente podrían requerir una nueva teoría más general que
la Relatividad General. Dos de estos problemas son el problema de la constante cosmológica
y el problema de la constante de Hubble, de los que se hablará en el siguiente capítulo.
Sin embargo, hasta donde se sabe, la Relatividad General es la mejor teoría que se conoce
para describir la gravedad y la que ha pasado el mayor número de pruebas observacionales.

1.6.1. Principio de Equivalencia Débil

Recordando que el principio de equivalencia débil propone que la masa inercial y la
masa gravitacional son equivalentes y que la Relatividad General descansa sobre este pos-
tulado, es necesario que sea verdadero.

La medición de la masa gravitacional se realiza a partir de básculas las cuáles miden
la fuerza normal aplicada necesaria para que el cuerpo quede en reposo por lo que esta
lectura de la fuerza normal es igual a la fuerza gravitacional y al dividir entre la aceleración
de la gravedad la que se puede determinar con un péndulo puede medirse con precisión la
masa gravitacional.

Tomando dos cuerpos de la misma masa gravitacional pero diferentes materiales y
aplicándoles la misma fuerza horizontal sobre una superficie con la menor fricción posible,
deberían acelerarse de igual manera si el principio de equivalencia es válido. Diferencias
en la aceleración implicarían que la masa inercial de uno de ellos es diferente a la del otro
lo que implicaría una violación del principio de equivalencia débil. Mediante un aparato
llamado balance de torsión rotatorio, el cuál es un aparato que puede medir diferencias
en la aceleración horizontales con dos tipos materiales a una precisión enorme, se logró
determinar una diferencia en la aceleración horizontal de ∆a = (0.6 ± 3.1) × 10−15 m/s2
al emplear materiales de Berilio y Titanio [18], lo cuál es consistente con el principio de
equivalencia débil e impone cotas restrictivas sobre modelos que asuman una ruptura del
principio de equivalencia débil.

1.6.2. La prueba de Eddington

Recordando la ecuación de la Geodésica (1.12), puede verse que si se tiene presenten
los símbolos de Christoffel, las trayectorias seguidas por partículas ya no son líneas rectas
sino otro tipo de curvas. Las ecuaciones de campo de Einstein (1.59) nos indican que la
curvatura del espacio-tiempo es causada por el tensor de energía-momento, por lo cuál si
asumimos la presencia de masa en el espacio-tiempo, el espacio se curvará y los símbolos



CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL 20

de Christoffel serán distintos de 0, lo cuál causará que las trayectorias seguidas por partí-
culas sin interacciones externas a la gravedad no sean líneas rectas. Crucialmente, también
causará que los fotones, partículas sin masa, sean desviadas por la gravedad. La desviación
de los fotones también ocurre en la teoría de Newton, sin embargo la desviación teórica
en esta teoría es la mitad de la predecida por la Relatividad general. Por lo tanto, si es
posible medir la deflexión de los rayos de luz a causa de la gravedad y es consistente con
la Relatividad General, se tendrá una prueba de esta teoría, en cambio si la deflexión es
la mitad de la predecida, esta teoría estará equivocada.

Este es el debate que se realizaba a finales de los años 10s, cuándo Einstein había
publicado su teoría y no había un claro camino para probarla experimentalmente. Sin
embargo, el mismo Einstein propuso probar la Relatividad general mediante eclipses. La
idea era esperar a que un Eclipse solar ocurriera. Conociendo la posición de las estrellas
en el cielo nocturno sin eclipses y tomando fotografías en el momento de un eclipse total
solar es posible probar la Relatividad General. En caso de que la luz de las estrellas en
el momento del eclipse total solar parezca provenir de un lugar distinto a la localización
normal de las mismas estrellas en ausencia del eclipse y que este cambio aparente sea el
doble que el predecido por la teoría de Newton sería una indicación de que la relatividad
general es correcta. En este momento aparece Arthur Stanley Eddington, quien realizó dos
expediciones en 1919 al Norte de Brasil y a una isla en la costa de África Occidental [19]
y tomó estas fotografías, donde se mostró que la deflexión predecida por la Relatividad
General era correcta.

1.6.3. Ondas gravitacionales

Cómo se vió en la sección anterior y cómo se verá en el siguiente capítulo, la Relatividad
General predice la existencia de perturbaciones en el espacio-tiempo que se propagan a
la velocidad de la luz. En caso de poder medirse estas llamadas ondas gravitacionales,
sería una indicación adicional de que la Relatividad General es correcta. En el Capítulo
4 se hablará a fondo de estos mensajeros cósmicos y cómo ya han sido detectados, lo que
constituye una prueba adicional de la Relatividad General.



Capítulo 2

Cosmología estándar

La Cosmología es la rama de la física que estudia el Universo a gran escala, su evolu-
ción, origen y futuro. Estos temas incluyen el estudio del modelo del Big Bang así cómo
alternativas a este modelo del origen, el estudio del ritmo actual de expansión del universo,
el estudio de la radiación de fondo de microondas, entre otros.

En 1917, dos años después de la formulación de la Relatividad General, Albert Eins-
tein dedujo las soluciones para las ecuaciones de campo de Einstein (1.57) asumiendo que
la distribución de materia era homogénea e isotrópica, junto con el postulado de que el
universo tenía curvatura positiva (dotado de la geometría de una hiperesfera) [20]. Ade-
más de eso, Einstein buscó que la solución fuera la de un universo estático (con densidad
de materia promedio constante al variar el tiempo) así cómo un radio de curvatura de la
hiperesfera constante. Sin embargo, las soluciones a las que llegó apuntaban a un universo
que colapsaba sobre sí mismo, por lo qué para lograr tener un universo estático agregó un
término extra a las ecuaciones de campo, la llamada constante cosmológica Λ. El efecto
de esta constante propuesta por Einsten era la de compensar la atracción gravitatoria que
tienen los cuerpos masivos. La constante cosmológica propuesta por Einstein además debía
tener un valor específico para poder garantizar un universo estático. Este valor esta dado

por Λ =
1

R2
con R el radio de la hiperesfera [21].

Esta idea propuesta por Einstein parecía una idea elegante en la época, sin embargo,
tiene varios problemas, uno de ellos siendo el hecho de que el universo estático planteado
por Einstein está en equilibrio inestable debido que al mover levemente uno de los cuerpos
de su posición, el universo colapsaría sobre sí mismo a pesar de la constante cosmológica
presente. Aún más, el astrofísico Willem de Sitter [22] supuso un Universo curvado posi-
tivamente y vacío, aunque incluyendo la constante cosmológica en las soluciones. En este
universo, a pesar de suponerse un Universo estático, la separación entre partículas prueba
crecía con el tiempo. Dicho de otro modo, la constante cosmológica introducía estructura
al Universo de forma que generaba expansión aún sin materia.

Posteriormente, en 1925, Georges Lemaître encontró una relación lineal entre la distan-
cia y el corrimiento al rojo, y el mismo año Edwin Hubble probó la existencia de galaxias

21
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diferentes a la nuestra y además que la radiación de las más lejanas a nosotros estaban
corridas al rojo, lo que es una indicación del efecto Doppler de que están alejándose de
nuestra galaxia. Dos años después, en 1927, Lemaître encontró una solución al proble-
ma proponiendo un universo con curvatura positiva, presión y densidad variables con el
tiempo [23]. En esa solución, el Universo se encuentra en expansión constante por lo que
la separación entre galaxias se incrementa con el tiempo y esto provoca el corrimiento al
rojo. Empleando los datos disponibles en la época, Lemaître encontró una relación entre
la distancia a una galaxia y su velocidad respecto a nuestra galaxia

v = H0d, (2.1)

donde v es la velocidad relativa de la galaxia respecto a la nuestra, d su distancia respecto
a nuestra galaxia y H0 una constante de proporcionalidad que hoy en día se conoce cómo
la constante de Hubble debido a que Hubble en 1929 encontró de forma independiente la
misma relación [24]. Es con estos descubrimientos de Lemaître y Hubble que se conoció
que el universo se estaba expandiendo. Debido a que Einstein introdujo la constante cos-
mológica a las ecuaciones de campo para predecir un universo estático y esta evidencia
probaba que en realidad el universo estaba en expansión, Einstein nombró a la constante
cosmológica cómo el peor error de su vida [25].

Sin embargo, la constante cosmológica volvió décadas después. Adam Riess, Saul Perl-
mutter, Brian Schmidt y su equipo encontraron en 1998 que para una muestra de 10
supernovas de tipo IA (SNeIa), sus distancias eran en promedio de 10 % a 15 % más gran-
des de lo esperado para un universo con un contenido de 20 % de materia y sin constante
cosmológica. Estas muestras probaron ser consistentes con un universo de expansión ace-
lerada en el intervalo de confianza de 2.8-σ y 3.9-σ, así cómo presencia de la constante
cosmológica en los intervalos de confianza a 3-σ y 4-σ [26]. Por lo que este estudio probó
que el universo esta expandiendose aceleradamente y aún más, la constante cosmológica es
necesaria para explicar estas observaciones. Por lo que el peor error de la vida de Einstein
no fue un error del todo ya que sirve para explicar esta expansión acelerada.

Además de esto, las curvas de velocidad de rotación de las estrellas en galaxias con
respecto a la distancia al centro de la galaxia no correspondía con la masa de la parte
observable de la galaxia, lo que hacía sospechar que otro tipo de materia estaba presente
y provocaba estos cambios en las curvas de rotación [27]. Debido a que era imposible ver
este tipo de materia se le denominó materia oscura, dado que no parecía interactuar elec-
tromagnéticamente, pero si gravitacionalmente.

Uniendo las ideas de que el Universo require de una constante cosmológica para ex-
plicar la expansión acelerada así cómo materia oscura, se desarrolló un modelo estándar
llamado ΛCDM. Λ para referirse a la constante cosmológica y CDM son las siglas de cold
dark matter, o sea materia oscura fría (fría se refiere a materia no relativista por lo que su
presión es 0). Además de eso, el universo incluye radiación y materia bariónica (la mate-
ria que se conoce del modelo estándar de partículas), sin embargo su contenido es mucho
menor que el contenido de materia oscura y energía oscura.
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Sin embargo, a pesar de que este modelo predice correctamente la expansión del univer-
so y la formación de estructura, entre otras cosas, tiene diversos problemas. Uno de ellos
siendo que el modelo estándar de partículas carece de una partícula que tenga una presión
negativa para causar la expansión acelerada del universo. Otro de estos es el problema de
la constante de Hubble. La constante de Hubble determina el ritmo actual de expansión
del universo y es importante para conocer la edad del universo.

Con el avance tecnológico se ha hecho posible medir con precisión enorme los pará-
metros cosmológicos, entre ellos la constante de Hubble. En particular, la colaboración
Planck, que calcula la constante de Hubble con el espectro de temperaturas del fondo
cósmico de microondas predice un valor de esta en H0 = 67.4 ± 0.5 km/s/Mpc asumiendo
el modelo ΛCDM [28]. Mientras que la constante de Hubble calculada por la colaboración
SH0ES la cuál es liderada por Adam Riess obtuvo un valor de H0 = 73.2 ± 1.3 km/s/Mpc
independiente del modelo, mediante estrellas Cefeidas en el universo tardío [29]. Por ello,
Planck calculó el valor de esta constante asumiendo que el modelo ΛCDM es correcto
y fue calculada con datos del universo temprano. Por otro lado, la colaboración SH0ES
calculó la constante con muestras del universo tardío (cefeidas y supernovas de tipo 1A) y
sin asumir ningún modelo de fondo [30]. Además de esto, existe un nuevo cálculo de esta
constante en el universo tardío mediante gigantes rojas [31].

Lo discutido en el párrafo anterior se conoce como el problema de la tensión de la
constante de Hubble y es uno de los grandes problemas abiertos junto con el problema de
la constante cosmológica en el cuál se estudia la naturaleza de la energía oscura debido
a que con el modelo estándar de partículas no se puede explicar un fluido con presión
negativa. Por los problemas que presenta el modelo estándar ΛCDM es necesario considerar
alternativas. Existen dos formas para realizar esto. La primera es modificar la acción de
Einstein-Hilbert 1.48. Esto se puede hacer generalizando el escalar de Ricci a una función
arbitraria de este (R → f(R)) en la acción de Einstein-Hilbert, y a estas teorías extendidas
se les conoce f(R) [22, 32]. Un segundo camino, que se ha vuelto popular últimamente,
consiste en cambiar la forma en la que se construye la gravedad. Esto se puede lograr
si se supone que la curvatura es 0 y la gravedad es causada por la torsión (en este caso
los símbolos de Christoffel no son simétricos en sus índices inferiores), teoría a la cuál se
le denomina gravedad teleparalela [22, 33]. Otra forma de seguir este camino se sigue al
suponer tanto la curvatura cómo la torsión igual a 0 y lo que causa la gravedad en este caso
es la no-metricidad (la derivada covariante de la métrica), a esta teoría se le conoce cómo
gravedad simétrica teleparalela [34, 35]. Sin embargo, el camino más sencillo es conservar la
Relatividad General y modificar el lado derecho de las ecuaciones de Einstein (1.57). Esto
se puede hacer modicando los constituyentes del universo. Por ejemplo, en vez de considerar
una constante cosmológica considerar un fluido de energía oscura que evoluciona con el
tiempo.
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2.1. El principio cosmológico
La idea de que no existan observadores especiales en el Universo se conoce cómo el

principio Copernicano. Al intentar aplicar el principio Copernicano a la Cosmología se
proponen las ideas de si el Universo es isotrópico y homogéneo. La isotropía implica que
en cualquier dirección en que se mire el universo, se verá lo mismo a gran escala. Por otro
lado, la homogeneidad significa que el Universo tiene la misma densidad promedio a gran
escala. Por supuesto, la isotropía y homogeneidad no son ciertas a escalas pequeñas pues
galaxias aisladas y mucho espacio vacío entre ellas no es una prueba de la isotropía o la
homogeneidad. La isotropía y homogeneidad se consideran cuándo se habla del Universo
a gran escala, del órden de megapársecs (Mpc). Por lo anterior, si se quiere aplicar el
principio Copernicano al Universo debe demandarse que este sea isotrópico y homogéneo.
Ya que de no serlo, el principio se rompe.

Las ideas propuestas previamente de que el Universo es isotrópico y homogeneo a gran
escala se conocen cómo el principio cosmológico. Cómo puede verse, este principio es un
corolario de aplicar el principio Copernicano a la Cosmología, sin embargo es un postulado
y por lo mismo imposible de probarse matemáticamente. Además, por el principio cosmo-
lógico, y el hecho de que no existe un lugar privilegiado en el Universo, se sigue la idea de
que las leyes de la física son Universales. Esto es, que el principio de invarianza de Lorentz
es válido. Este hecho es importante pues permite estudiar sistemas lejanos a la tierra con
las mismas leyes físicas que aquí. En adición a esto, las constantes Universales deben ser
invariantes ante cualquier transformación.

Otra de las consecuencias fuertes del principio cosmológico es que el Universo debió
estar causalmente conectado en algún instante en el pasado, pues de no haberlo estado
la homogeneidad e isotropía no serían válidas. Esto propone la existencia de un momento
de creación del Universo conocido cómo el big bang. Finalmente, el hacer la suposición de
que el principio cosmológico es válido para todo instante en la vida del Universo implica
que las leyes de la física son invariantes ante transformaciones temporales. Por lo cuál si
se asume esto, se puede estudiar el pasado del Universo con las mismas leyes físicas que
en el presente.

2.2. La métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW)

Para poder resolver las ecuaciones de campo de Einstein 1.57 se requiere de una métrica,
la cuál debe tener presentes las ideas del principio cosmológico. Debido a este principio,
el Universo debe ser isotrópico y homogéneo, y por ende la métrica debe ser invariante
ante transformaciones espaciales y rotaciones. Además del espacio, tenemos el tiempo por
lo que se trabaja en un espacio-tiempo 4-dimensional. En este contexto, el espacio es una
hipersuperficie en el espacio-tiempo y podemos pensar en la superficie

k
(
x21 + x22 + x23

)
+ z2 = a2, (2.2)
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donde (x1, x2, x3) son las coordenadas espaciales, k = −1, 0, 1 dependiendo la geometría
buscada. Para k = −1 tenemos una superficie hiperbolica, para k = 0 es una superficie
espacialmente plana y para k = 1 es una superficie esférica y a2 una constante arbitraria
positiva. Además, su métrica esta dada por

ds2 = dx21 + dx22 + dx23 + kdz2. (2.3)

El principio cosmológico se satisface en las superficies con las que se está trabajando
debido a que si se consideran las transformaciones

xi → xi + bi, (2.4)

y
xi → Rj

ixj, (2.5)

con bi una traslación y Rj
i una rotacion arbitraria que en términos de los ángulos de Euler

puede escribirse cómo

Rj
i =

cos θ cosϕ sinψ sin θ cosϕ− cosψ sinϕ cosψ sin θ cosϕ+ sinψ sinϕ
cos θ sinϕ sinψ sin θ sinϕ+ cosψ cosϕ cosψ sin θ sinϕ− sinψ cosϕ
− sin θ sinψ cos θ cosψ cos θ.

 (2.6)

Siempre que dbi = 0 = dθ = dϕ = dψ, se sigue qué ds′2 = ds2, por lo que esta métrica
satisface la homogeneidad e isotropía, es decir satisface el principio cosmologico mientras
dz2 no cambie. Cómo la hipersuperficie está en un espacio 4-dimensional se requiere esa
coordenada z, sin embargo con las expresiones (2.3) y (2.2) se puede escribir la métrica en
términos únicamente de x1, x2 y x3. De (2.2)

z2 = a2 − kr2, (2.7)

mientras que al diferenciar esa misma expresión se sigue

kr · dr+ zdz = 0, (2.8)

pues a es una constante arbitraria y con r = (x1, x2, x3). Sustituyendo estos resultados en
(2.3) y cambiando a coordenadas esféricas

ds2 =

(
a2

a2 − kr2

)
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2. (2.9)

Reescalando las coordenadas r′ = ar (cambiando a coordenadas comóviles) y eliminan-
do la prima

ds2 = a2

[(
1

1− kr2

)
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
. (2.10)
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Para tener la métrica del Universo debe agregarse la parte temporal, o sea

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
, (2.11)

la cuál se conoce cómo métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) y el
factor de escala es función únicamente del tiempo, antes era una constante pero era cuándo
se trabajaba la parte espacial. El que sea una función del tiempo no rompe el principio
cosmológico.

2.3. La distancia comóvil y el tiempo conforme
El factor de escala tiene un significado físico importante, el cuál es el de medir la

expansión del universo. En el momento del big bang este debía ser a(0) = 0. Conforme el
universo se va expandiendo este factor va creciendo hasta un valor de a(t0) = a0 con t0 la
edad actual del universo y a0 el factor de escala al día de hoy. Dado que este valor es sólo
un factor de normalización se suele tomar a0 ≡ 1.

Coordenadas comóviles
= (1,3)
= (3,2)

Distancia física
d =

√
5a1

a(t1) = a1

Coordenadas comóviles
= (1,3)
= (3,2)

Distancia física
d =

√
5a2

a(t2) = a2

Figura 2.1: Diferencia entre la distancia comóvil y la distancia física para diferentes tiempos
en la evolución del universo. Las coordenadas comóviles no se modifican con la expansión
del universo y la distancia comóvil entre las dos partículas de prueba de la imagen es dc =√
5. En cambio, la distancia física cambia con la expansión del universo y es df (t) = a(t)dc.

Lo anterior puede verse si se imagina al universo como una cuadrícula y consideramos
dos partículas puntuales en algunos puntos de dicha cuadrícula. Conforme el universo se
expande, la distancia entre dos intersecciones de la cuadrícula se incrementa, y es igual
a a(t). Sin embargo, la distancia comóvil se define cómo la distancia en unidades de la
cuadrícula sin importar el valor del factor de escala. Esto se ve en la figura 2.1. La dis-
tancia comóvil entre dos partículas de prueba nunca cambia pero si lo hace la distancia
física. Cabe destacar que el principio cosmológico se satisface si se está en reposo en las
coordenadas comóviles. Al viajar de un punto a otro de estas coordenadas debido a la
velocidad, el fondo cósmico de microondas no se vería isotrópico ni homogéneo sino con
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mayor intensidad en la dirección que se mueve.

Considerando una distancia comóvil DC a una fuente de luz, por definición Df = aDC

con Df la distancia física. La fuente emite luz que en un tiempo dt se mueve una distancia
física dDf , o sea que en ese intervalo de tiempo se desplaza una distancia comóvil dDc =
dDf

a
=
cdt

a
debido a que la luz se desplaza a velocidad c. Integrando se obtiene la distancia

comóvil

DC = c

∫ t0

t

dt′

a(t′)
, (2.12)

donde t0 es el tiempo de detección de la luz y t el tiempo de emisión. Si t = 0, la integral
de la ecuación (2.12) se denomina cómo el tiempo conforme

η ≡
∫ t0

0

dt′

a(t′)
, (2.13)

por lo que
dη

dt
=

1

a
. El tiempo conforme es otra forma de medir el tiempo en cosmología,

y es útil en algunos casos, por ejemplo en teoría de perturbaciones lineales, cómo se verá
más adelante. En terminos del tiempo conforme, la métrica FLRW puede escribirse cómo

ds2 = a2(η)

(
−c2dη2 + dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
, (2.14)

cómo el factor de escala es adimensional, el tiempo conforme efectivamente tiene dimen-
siones de tiempo y de ahí su nombre. Si k = 0 la métrica FLRW con el tiempo conforme
es la métrica de Minkowski.

2.4. Las ecuaciones de Friedmann
Una vez que se ha elegido una métrica, que en este caso es la de FLRW, se puede

proceder a resolver las ecuaciones de campo de Einstein 1.58. Para ello se requiere calcular
el tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Y para estos se necesitan los símbolos de Christoffel.

2.4.1. Símbolos de Christoffel y geodésicas

Suponiendo por simplicidad que k = 0, los únicos no triviales para la métrica FLRW
son [36]

Γ0
ij =

ȧ

ca
gij , Γi

0j =
ȧ

ca
δij , Γi

jm = kgjmx
i, (2.15)

con xi la i-esima coordenada.
Partiendo de la ecuación (A.48) y definiendo P µ =

dxµ

dλ
el 4-momento si el parámetro
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λ = τ/m con τ el tiempo propio y m la masa, entonces

dP µ

dλ
+ Γµ

αβP
αP β = 0, (2.16)

además, la norma del 4-momento es

gµνP
µP ν = −E

2

c2
+ p2 = −m2c2, (2.17)

donde se definió g00P
0P 0 = −E

2

c2
y gijP

iP j = p2 y se empleó la relación de dispersión.
En el caso de los fotones, cómo su masa es 0, no puede usarse el tiempo propio cómo
parámetro pues este es 0. Para los fotones la componente 0 de las geodésicas es

dP 0

dλ
+
aȧ

c
δijP

iP j = 0, (2.18)

por la relación de dispersión P 0 = p y cómo con k = 0, gij = a2δij

dp

dλ
+
H

c
gijP

iPj = 0, (2.19)

donde se definió el factor de Hubble H(t) = ȧ/a. Esto se puede poner en términos del

tiempo haciendo
dp

dλ
=

dp

dx0
dx0

dλ
con x0 = ct y

dx0

dλ
=
E

c
= p, debido a que

dxµ

dλ
= (E/c,p).

Finalmente
dp

dt
+Hp = 0. (2.20)

Resolviendo la ecuación diferencial

p =
C

a
, (2.21)

donde C es una constante. Además cómo para un fotón E =
hc

λ
, entonces

aem

aobs
=
λem

λobs
≡ 1

1 + z
, (2.22)

donde em significa emitido y obs obserbado. La última igualdad es la definición del corri-
miento al rojo. Por lo tanto, si el factor de escala al día de hoy se normaliza a a0 = 1

a =
1

1 + z
. (2.23)

Este resultado será muy importante en las secciones y capítulos siguientes.
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2.4.2. Tensor y escalar de Ricci

Calculando las componentes del tensor de Ricci a partir de los símbolos de Christoffel
[37], las componentes no triviales son

R00 = −3

c

(
Ḣ +H2

)
, Rij =

gij
c2

(
3H2 + Ḣ +

2kc2

a2

)
, (2.24)

mientras que el escalar de Ricci está dado por [37]

R =
6

c2

(
3H2 + Ḣ +

kc2

a2

)
. (2.25)

2.4.3. Tensor de energía-momento y ecuaciones de Friedmann

Una vez que se conoce el escalar de Ricci, así cómo el tensor de Ricci, ya se conoce
la parte izquierda de las ecuaciones de Einstein. Falta la parte derecha, o sea conocer el
tensor de energía momento. Cómo puede verse G0i = 0 (la parte izquierda de las ecs.
de Einstein componentes 0i es 0), por lo que por las ecuaciones de campo T0i = 0. Esto
va acorde a lo esperado porque de no ser 0 se rompería la isotropía. Además, por la
forma de Rij, Gij ∝ gij, entonces Tij ∝ gij. Además de eso, la componente 00 debe ser
T00 = −c2ρ pues esta componente esta relacionada con la presión. Cómo la parte espacial
esta relacionada con la presión se puede proponer un ansatz de Tij = gijp con p la presión.
Esto tensorialmente se puede escribir cómo [37]

Tµν =
(
c2ρ+ p

)
UµUν + pgµν , (2.26)

con Uµ la 4-velocidad del fluido que satisface UµU
µ = gµνU

µUν = −1. Esta forma del
tensor de energía-momento describe un fluido perfecto debido a que no incluye términos
de viscosidad u otros términos. Finalmente, combianando las ecuaciones (2.24), (2.25) y
(2.26) con las ecuaciones de campo de Einstein (1.57) las ecuaciones de Friedmann son

H2 =
8πG

3
ρ− kc2

a2
, (2.27)

y

Ḣ +H2 = −4πG

3

(
ρ+

3p

c2

)
. (2.28)

La segunda ecuación se conoce cómo segunda ecuación de Friedmann, ecuación de
aceleración o cómo la ecuación de Raychaudhuri. La densidad y presión de estas ecuacio-
nes son las densidades y presiones totales tomando en cuenta todas las componentes del
universo.



CAPÍTULO 2. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 30

2.4.4. Evolución de ρ

Contrayendo α con µ en las identidades de Bianchi (1.39)

∇γRβν +∇µR
µ
βνγ +∇νR

α
βγα = 0, (2.29)

y usando las simetrías del tensor de Riemann

∇γRβν −∇νRβγ +∇µR
µ
βνγ = 0. (2.30)

Contrayendo β y ν
∇γR− 2∇νR

ν
γ = 0, (2.31)

lo cuál se puede reescribir cómo

∇ν

(
Rνγ −

1

2
Rgνγ

)
= 0, (2.32)

donde se usó la propiedad de la conexión de Levi-Civita, donde la derivada covariante de
la métrica es 0 y el hecho de que la métrica sube y baja índices. Sin embargo, nótese que
el término entre paréntesis es la parte izquierda de las ecuaciones de campo de Einstein,
por lo tanto la derivada covariante de la parte derecha igual debe ser 0. Luego

∇νTνµ = 0. (2.33)

Elevando los índices de T se sigue ∇νT
νµ = 0 y resolviendo la componente 0

∂µT
µ0 + Γ0

µνT
νµ + Γµ

µνT
0ν = 0, (2.34)

desarrollando
ρ̇+ 3H

(
ρ+

p

c2

)
= 0. (2.35)

Si se propone una ecuación de estado

w =
p

c2ρ
, (2.36)

con w constante, esta ecuación puede resolverse cómo

ρ(a) = ρ0a
−3(1+w), (2.37)

con ρ0 la densidad al día de hoy.

2.4.5. Parámetros de densidad

Las ecuaciones de Friedmann pueden reescribirse de una forma más simple haciendo
uso de los parámetros de densidad, los cuáles están dados por el cociente entre la densidad
y la densidad crítica, la cuál es la densidad requerida para que el Universo tenga curvatura
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espacial 0 (k = 0). De la primera ecuación de Friedmann (2.27) se sigue que si k = 0

H2 =
8πG

3
ρcr, (2.38)

donde ρcr es la densidad crítica, entonces

ρcr =
3H2

8πG
, (2.39)

por lo que con esta definición, los parámetros de densidad están dados por

Ω =
ρ

ρcr
=

8πGρ

3H2
, (2.40)

por lo que la ecuación de Friedmann (2.27) se puede reescribir cómo

Ω + Ωk = 1, (2.41)

donde se definió Ωk ≡ − kc2

H2a2
.

2.5. Parámetros cosmológicos
Dado un conjunto de datos, por ejemplo supernovas de tipo 1A, ondas gravitacionales,

relojes cósmicos, se puede calcular el mejor ajuste de los parámetros cosmológicos.

2.5.1. La constante de Hubble

Este es uno de los parámetros más importantes y controversiales de la cosmología.
Cuantifica la expansión actual del Universo, es decir, H(a = 1) = H0. La medición de esta
constante fundamental en cosmología ha abierto una amplia línea de investigación, muy
activa en la cosmología actual, llamada problema de la constante de Hubble. La colaboración
SH0ES, en su último paper reportó un valor de [30]

H0 = 73.04 ± 1.04 km s−1 Mpc−1, (2.42)

el cuál es independiente de cualquier modelo. En cambio, la colaboración Planck, en su
último paper de 2018 reportó un valor de [28]

H0 = 67.4 ± 0.5 km s−1 Mpc−1, (2.43)

el cuál es dependiente del modelo estándar ΛCDM, del cuál se hablará más adelante.
Además de este valor, existe un camino alternativo considerando gigantes rojas en vez de
cefeidas cómo en la colaboración SH0ES y que es igual independiente del modelo y con
muestras del universo tardío [31]

H0 = 69.8 ± 2.2km s−1 Mpc−1, (2.44)



CAPÍTULO 2. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 32

Los primeros dos resultados están en una tensión de 5σ [30], por lo que es necesario
considerar modelos alternativos a ΛCDM para explicar esta discrepancia. El tercer valor
es consistente con el de Planck, sin embargo, tiene un error mucho mayor, provenientes de
la estadística y erorres sistemáticos [31]. Por ello, y el hecho de que SH0ES trabajó con los
errores sistemáticos, intentando reducirlos enormemente [30], este es el mejor valor en el
Universo tardío independiente de modelos cosmológicos. En este trabajo se considerarán
algunos tipos de energía oscura dinámica.

2.5.2. Parámetros de densidad actuales

Los otros parámetros que se considerarán en el presente trabajo son los parámetros de
densidad introducidos en la sección anterior evaluados al día de hoy, es decir

Ω0 =
ρ0
ρ0 cr

=
8πGρ0
3H2

0

. (2.45)

En un modelo cosmológico se consideran diversas especies, cada una con su parámetro
de densidad respectivo. Dada una ecuación de estado w constante para cada especie, con
ayuda de (2.37), su parámetro de densidad al día de hoy es

Ω0j =
8πGρja

3(1+wj)

3H2
0

, (2.46)

y por lo tanto

Ω0ja
−3(1+w) =

8πGρj
3H2

0

. (2.47)

Empleando este resultado y el hecho de que la densidad de las ecuaciones de Friedmann
es la densidad total se sigue que(

H

H0

)2

=
∑
j

Ω0ja
−3(1+w) + Ωk, (2.48)

y evaluando al día de hoy ∑
j

Ω0j + Ωk = 1, (2.49)

entonces los parámetros de densidad no son independientes, sino que uno se puede escribir
en términos del resto. En lo que resta de la presente tesis se omitirá el 0 en la notación de
los parámetros de densidad al día de hoy, sabiendo que están evaluados con a = 1.

2.6. El modelo estándar ΛCDM
El modelo ΛCDM es el estándar de la cosmología, el que tiene más evidencia obser-

vacional. Sin embargo, cómo se vio anteriormente, asumiendo este modelo, el valor en la
constante de Hubble tiene una tensión estadística de 5σ, por lo cuál deben estudiarse mo-
delos alternativos. Sin embargo, dicho modelo que resuelva la tensión en la constante de
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Hubble y además tenga la evidencia observacional de ΛCDM no existe hasta la actualidad
y la búsqueda de este será uno de los temas principales de la cosmología en los siguientes
años. Sin embargo, debido a sus éxitos pasados y a que es el modelo con más evidencia, es
importante estudiar y comprender este modelo. Este modelo asume que el universo tiene
dos componentes que dominan el contenido energético del universo: la constante cosmoló-
gica y la materia oscura fría.

La constante cosmológica Λ es un fluido perfecto con una ecuación de estado negativa,
o sea, con presión negativa, lo cuál causa la expansión acelerada del universo observada.
El otro componente dominante es la materia oscura fría, la cual es un tipo de materia
que sólo interactúa gravitacionalmente pero no electromagnéticamente, por lo que no es
posible detectarla directamente. Además de esto se le llama fría porque se supone no
relativista, es decir que su movimiento es mucho menor que la velocidad de la luz, y
por ello tiene una ecuación de estado igual a la de la materia ordinaria. Finalmente, el
universo esta compuesto de materia bariónica (ordinaria, toda la del modelo estándar de
partículas) más radiación (neutrinos, fotones, y demás materia relativista). Cada uno de
estos 4 componentes tiene una ecuación de estado dada por

Constante cosmológica Λ : w = −1

Materia oscura fría : w = 0

Radiación : w = 1/3

Materia bariónica : w = 0

Estas ecuaciones de estado para la materia provienen de asumir que las componentes
son aproximadamente un gas ideal en cuyo caso w = C2/c2, con C la velocidad termal
característica de las partículas. Por ello, la materia oscura fría y bariónica tienen una
ecuación de estado aproximadamente 0, debido a que sus partículas tienen una velocidad
mucho menor a la de la luz. En el caso de la radiación se trabaja con un gas de fotones o
neutrinos a velocidades relativistas y la energía oscura es una construcción fenomenológica
para explicar la expansión acelerada del Universo. Por lo tanto con estas ecuaciones de
estado, que se asumen constantes, la ecuación de Friedmann (2.48) es (con el cambio de
variable del factor de escala al corrimiento al rojo)

H(z) = H0

√
Ωb(1 + z)3 + Ωcdm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ, (2.50)

donde los subíndices significan b para materia bariónica, cdm para materia oscura fría,
r para radiación, k para curvatura y Λ para la constante cosmológica. Dado que en esta
ecuación, la materia bariónica y la materia oscura fría tienen la misma ecuación de estado,
se puede unir estos dos componentes en una llamada materia ΩM = Ωb + Ωcdm. Entonces

H(z) = H0

√
ΩM(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ, (2.51)

y los parámetros de densidad satisfacen

ΩM + Ωr + Ωk + ΩΛ = 1. (2.52)
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2.7. Modelos de energía oscura dinámica
Anteriormente se mencionó el problema de la constante de Hubble, el cuál es uno de

los grandes problemas que tiene el modelo ΛCDM. Debido a estos problemas, es necesario
considerar modelos alternativos que potencialmente puedan resolver sus problemas. Una
posibilidad es considerar que la densidad de energía oscura no es constante, sino que varía
con la evolución del universo. Esta clase de modelos son modelos de energía oscura diná-
mica, y se estudiarán en la presente tesis.

En esta sección se considerarán modelos donde la energía oscura ya no es una constante
cosmológica, y en cambio su densidad varía con el corrimiento al rojo, es decir considerar
ρde = ρde(z) donde el subíndice de se refiere a la energía oscura. En este caso la ecuación
de continuidad arroja

ρ(t) = ρ0 exp

(
−3

∫ t0

t

dt′H(t′)(1 + w(t′))

)
, (2.53)

para escribir esto en términos del corrimiento al rojo se requiere hacer el cambio de variable
de t a z. Los límites de la integral son de un tiempo t a t0, el tiempo en la actualidad.
Al cambiar al corrimiento al rojo, los nuevos límites deben ser de un corrimiento al rojo
z al corrimiento al rojo actual que es 0. Para el cambio de variable se deben recordar las
definiciones del factor de Hubble y del corrimiento al rojo

H =
ȧ

a
=

da

adt
, 1 + z =

1

a
, (2.54)

por lo cuál tomando el doble cambio de variable y estas expresiones dt =
dt

da

da

dz
dz

dt = − dz

H(1 + z)
, (2.55)

y por lo tanto

ρ(z) = ρ0 exp

(
3

∫ z

0

dz′
1 + w(z′)

1 + z′

)
. (2.56)

Con esta expresión puede calcularse la evolución de la densidad de una energía oscura
dinámica con ecuación de estado w = w(z). Por lo tanto la ecuación de Friedmann (2.48)
para esta energía oscura dinámica es

H(z) = H0

√
ΩM(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + Ωdef(z), (2.57)

donde f(z) esta dada por

f(z) = exp

(
3

∫ z

0

dz′
1 + w(z′)

1 + z′

)
. (2.58)

En la presente tesis, además de considerarse el modelo ΛCDM, se estudiarán tres dis-
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tintas parametrizaciones de energía oscura. Se supondrá que el Universo tiene curvatura
espacial nula, debido a que la evidencia observacional apunta a que Ωk ≈ 0 [38, 28], y que
la radiación es despreciable, pues Ωr es del órden de 10−4 y en bajos corrimientos al rojo,
que son las bases de datos con las que se trabajarán, su contribución es muy pequeña, es
decir Ωk ≈ 0 ≈ Ωr. Y de esta forma se puede escribir Ωde = 1− ΩM .

2.7.1. Chevallier-Polarski-Linder (CPL)

Esta parametrización considera una ecuación de estado de la forma [39, 40]

w(z) = w0 +

(
z

1 + z

)
w1, (2.59)

la cuál tiene dos parámetros libres w0, w1 y converge para altos corrimientos al rojo. Sus-
tituyendo esta función en la expresión (2.57)

H(z) = H0

√
ΩM(1 + z)3 + (1− Ωm) exp

(
− 3w1z

1 + z

)
(1 + z)3(1+w0+w1). (2.60)

2.7.2. Barboza-Alcaniz (BA)

Este modelo toma una ecuación de estado [41]

w(z) = w0 +
z(1 + z)

1 + z2
w1. (2.61)

La cuál igualmente converge para corrimientos al rojo grandes. Aún más, esta para-
metrización converge también si z → −1, lo cuál es útil al considerar toda la historia del
universo. El factor de escala a = 0 corresponde al big bang, el valor a = 1 al día de hoy
y el valor a → ∞ corresponde al futuro en una edad arbitrariamente grande del univer-
so. Por ello la historia completa del universo se obtiene al considerar a ∈ [0,∞) o bien
z ∈ (−1,∞). Para esta parametrización, la ecuación de Friedmann (2.57) es

H(z) = H0

√
Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)(1 + z)3(1+w0)(1 + z2)3w1/2. (2.62)

2.7.3. Low Correlation (LC)

Esta tercera parametrización tiene una ecuación de estado [42]

w(z) =
(−z + zc)w0 + z(1 + zc)wc

(1 + z)zc
, (2.63)

donde w0 = w(z = 0) y wc = wc(zc) y zc es un corrimiento al rojo de forma que (w0, wz)
estén no correlacionados. Se considerará un valor de zc = 0.5, un valor conservador con el
que se tiene una baja correlación entre w0 y wc. En este caso, la ecuación de Friedmann
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(2.57) es

H(z) = H0

√
Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm) exp

(
9(w0 − wc)z

1 + z

)
(1 + z)3(1−2w0+3wc). (2.64)

2.8. Distancias en Cosmología
En cosmología hay varias formas de medir la distancia, en esta sección se presentarán

algunas de las más importantes.

2.8.1. Distancia comóvil

Esta es una distancia que no crece con la expansión del Universo, y fue presentada ante-
riormente en la ecuación (2.12). Realizando el cambio de variable del tiempo al corrimiento
al rojo (2.55) se sigue

DC(z) = c

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (2.65)

Esta distancia se puede escribir de forma distinta si se toma la distancia de Hubble

DH =
c

H0

y si se define E(z) =
H(z)

H0

DC(z) = DH

∫ z

0

dz′

E(z′)
, (2.66)

por lo que como puede observarse tiene unidades de distancia debido a que E(z) es adi-
mensional y DH es una distancia.

2.8.2. Distancia comóvil transversa

Esta distancia es equivalente a la comóvil en el caso en el que la curvatura espacial del
Universo es 0, es decir si Ωk = 0, en otros casos está definida por [43]

DM(z) =



DH

(Ωk)1/2
sinh

[
(Ωk)

1/2DC(z)

DH

]
siΩk > 0

DC(z) si Ωk = 0

DH

(−Ωk)1/2
sin

[
(−Ωk)

1/2DC(z)

DH

]
siΩk < 0.

(2.67)

El significado de esta distancia es la distancia comóvil de dos eventos en el mismo
corrimiento al rojo separados en el cielo nocturno por δθ. Por ello esta distancia esDM(z)δθ.
Esta distancia es importante dado que las demás se escribirán en términos de esta.
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2.8.3. Distancia diametral angular

Esta distancia está definida cómo el cociente de su tamaño físico transverso con su
tamaño angular en radianes. Esta distancia está dada por [43]

DA =
DM(z)

1 + z
, (2.68)

en corrimientos al rojo pequeños esta distancia es casi igual a la distancia comóvil trans-
versa y no tiende a infinito con z → ∞.

2.8.4. Distancia luminosa

Esta distancia se calcula midiendo el flujo y la luminosidad de un objeto integrados en
todas las frecuencias y esta dada por

DL =

(
L

4πF

)1/2

, (2.69)

además esta distancia está relacionada con la distancia comóvil transversa mediante
[43]

DL(z) = (1 + z)DM = (1 + z)2DA. (2.70)

La magnitud aparente de una fuente de radiación astronómica en un paso de banda
fotométrico se define cómo el cociente del flujo aparente de esa fuente con el de la estre-
lla brillante del firmamento Vega. Por otro lado la magnitud absoluta se define cómo la
magnitud que tendría la fuente si se observara a una distancia de 10 pc. El módulo de
distancia es la resta de la magnitud aparente m con la absoluta M y está dada por

µ = m−M = 5 log

(
DL

10 pc

)
, (2.71)

2.8.5. Distancia sirena

Esta es la distancia a una fuente de ondas gravitacionales, causada por una colisión
de estrellas binarias, las cuáles pueden ser un par de agujeros negros, un par de estrellas
de neutrones o una estrella de neutrones y un agujero negro. Esta distancia se tratará en
detalle en el siguiente capítulo, el cuál será sobre las ondas gravitacionales.

2.9. Teoría de perturbaciones lineales tensoriales cos-
mológicas

Anteriormente se trabajó con el principio cosmológico, el cuál asume que el universo
es tanto isotrópico cómo homogéneo a gran escala. Sin embargo, en escalas pequeñas este
principio se rompe. Una galaxia con espacio vacío a su alrededor claramente rompe el
principio cosmológico, el cuál es válido en escalas sobre 200 Mpc. Por ello la cosmología
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con la métrica FLRW no permite predecir la formación de galaxias y clusters, los cuáles
son desviaciones fuertes del principio cosmológico en escalas pequeñas. En esta sección se
considerarán pequeñas desviaciones tensoriales del principio cosmológico, las cuáles expli-
can la propagación de las ondas gravitacionales en el Universo.

En esta sección se considerará un universo plano con Ωk = 0 por simplicidad y la
evidencia observacional de que el universo es espacialmente plano. En esta sección, se tra-
bajará con unidades naturales donde ℏ = 1 = c. Antes de trabajar con las perturbaciones
tensoriales exclusivamente, se hará una introducción general de la teoría de perturbaciones
lineales cosmológicas.

2.9.1. Perturbación de la métrica FLRW

La métrica FLRW describe un espacio-tiempo de fondo (background), en el cuál se sa-
tisface el principio cosmológico en todas las escalas, por lo que para considerar desviaciones
de este se requiere considerar desviaciones de la métrica FLRW. Esta métrica describirá al
espacio-tiempo físico y se denotará por gµν , mientras que el de fondo se denotará con una
barra ḡµν para diferenciar ambos. Por ello se define la diferencia entre ambas métricas

δgµν(x) = gµν(x)− ḡµν(x), (2.72)

en un punto x de las variedades. Esta definición es un abuso de notación pues gµν y ḡµν son
tensores definidos en diferentes variedades y por ende con diferentes cartas que definirán x
en cada una. Por ello para que esta diferencia tenga significado en este contexto se requiere
una función que mapee cada punto del espacio-tiempo de fondo al físico. Esta función se
llama norma y permite usar una carta fija en el espacio-tiempo de fondo para los puntos
en el espacio-tiempo físico. Por lo tanto, en este espacio-tiempo físico se puede seguir
empleando las coordenadas del espacio-tiempo de fondo, las cuáles serán las coordenadas
espaciales y el tiempo conforme por simplicidad. La métrica gµν tiene 10 componentes
independientes y en un gauge genérico se escriben cómo [37]

gµν = a2(η)

(
−(1 + 2Ψ(η,x)) wi(η,x)

wi(η,x) δij(1 + 2ϕ(η,x)) + χij(η,x)

)
, (2.73)

con δijχij = 0, es decir la parte tensorial tiene traza 0. Y las funciones Ψ, wi, ϕ, χij son
funciones del espacio-tiempo de fondo y dependen tanto del tiempo conforme cómo de
las coordenadas por lo que estas funciones no satisfacen el principio cosmológico y son de
primer órden por lo que el producto de dos de estas funciones es despreciable.

2.9.2. La descomposición escalar-vector-tensor (SVT)

Esta descomposición fue introducida por Liftshitz en 1946 [44]. La métrica perturbada
(2.73) tiene dos funciones escalares Ψ, ϕ, un 3-vector wi y un 3-tensor de órden 2 χij. La
descomposición escalar-vector-tensor permite obtener un escalar del 3-vector wi así cómo
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un escalar y un vector del 3-tensor χij. Estos hechos se pueden obtener del teorema de
Helmholtz

Teorema 1 (de Helmholtz). Sea wi un campo vectorial continuo con derivadas parciales
continuas, entonces puede expresarse únicamente en términos de su parte longitudinal más
su parte ortogonal por

wi = w
∥
i + w⊥

i , (2.74)

donde la parte longitudinal tiene rotacional 0 y la parte ortogonal divergencia 0

ϵijk∂jw
∥
k = 0 , ∂kw⊥

k = 0 (2.75)

con ϵ el símbolo de Levi-Civita. Cómo la parte longitudinal tiene rotacional 0, se puede
emplear el teorema de Stokes para escribirlo cómo el gradiente de un escalar w∥

i = ∂iw.

Por este teorema, el vector wi se puede escribir cómo

wi = ∂iw +Wi, (2.76)

donde w es la parte escalar y Wi la parte vectorial que se define Wi = w⊥
i y satisface

∂iWi = 0. En el caso de 3-tensores de órden 2, el teorema de Helmholtz se extiende a

Teorema 2 (de Helmholtz para 3-tensores). Sea χij un 3-tensor de órden 2 continuo y
con derivadas parciales continuas, entonces puede expresarse únicamente en términos de
su parte longitudinal, mas su parte ortogonal más su parte transversa mediante

χij = χ
∥
ij + χ⊥

ij + χT
ij, (2.77)

donde ∥ se refiere a la parte longitudinal, ⊥ a la parte ortogonal y T a la parte transversa.
Cada una de estas componentes satisfacen [37]

ϵijk∂m∂jχ
∥
mk = 0 , ∂i∂jχ⊥

ij = 0 , ∂iχT
ij = 0. (2.78)

Además cada una de las partes se escriben cómo

χ
∥
ij =

(
∂i∂j −

1

3
δij∂k∂k

)
2µ , χ⊥

ij = ∂jAi + ∂iAj, (2.79)

donde ∂iAi = 0, es decir su divergencia es 0. Cómo puede observarse la parte longitudinal
incluye un escalar µ, la parte ortogonal un 3-vector Ai y la transversa es un 3-tensor de
órden 2.

Por ello, este tensor se escribe

χij =

(
∂i∂j −

1

3
δij∂k∂k

)
2µ+ ∂jAi + ∂iAj + χT

ij. (2.80)
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Y por lo tanto la métrica en el espacio-tiempo físico está dada por

gµν = a2(η)

(
−(1 + 2Ψ) ∂iw +Wi

∂iw +Wi δij(1 + 2ϕ) +
(
∂i∂j − 1

3
δij∂k∂k

)
2µ+ ∂jAi + ∂iAj + χT

ij

)
.

(2.81)
Por lo que la métrica perturbada tiene una parte escalar, una vectorial y una tenso-

rial. Los vectores y tensores en ella no pueden descomponerse a escalares o vectores. Las
partes escalares, vectorial y tensorial se pueden trabajar por separado debido a que si se
trabajaran juntas se tendrían términos de segundo órden que se consideran despreciables
a primer órden. Por lo tanto, la parte tensorial de las perturbaciones es

gµν = a2(η)

(
−1 0
0 δij + χT

ij

)
, (2.82)

donde χT
ij tiene divergencia y traza 0, es decir ∂iχT

ij = 0 = δijχT
ij. Aún más, esta parte

tensorial es invariante de Gauge [37] por lo que en cualquier Gauge que se trabaje tiene la
misma forma.

2.9.3. Perturbación del tensor de energía-momento

Una vez que se conoce la forma de la métrica en el espacio físico, se require conocer
el tensor de energía-momento para resolver las ecuaciones de campo (1.57). El tensor de
energía-momento considerado en el espacio de fondo (2.26) era el de un fluido perfecto
isotrópico y homogéneo. En este caso, para estudiar perturbaciones se requiere un tensor
de energía-momento que incluya la idea de disipación de energía y que rompa el principio
cosmológico. Este está dado por [45, 37]

Tµν = ρUµUν + (p+ π)(gµν + UµUν) + πµν , (2.83)

por lo que la adición que se le hace es el escalar π de viscosidad y el tensor πµν de estrés
anisotrópico sin traza y que satisface πµνUν = 0. Estos elementos rompen el fluido perfecto,
así cómo la isotropía y la homogeneidad, por lo que son términos perturbativos. Para el
resto de tensores se pueden escribir de forma similar a cómo se escribe la diferencia entre
la métrica física y la de fondo (2.72). Para una cantidad arbitraria A, en el espacio físico
se puede escribir cómo

A(η,x) = Ā(η) + δA(η,x), (2.84)

o sea que se escribe cómo la cantidad en el espacio de fondo más una perturbación a
primer órden. La cantidad en el espacio de fondo sólo depende del tiempo conforme por el
principio cosmológico mientras que la perturbación depende del tiempo conforme y de las
coordenadas. De esta forma, es posible escribir

ρ = ρ̄+ δρ , p = p̄+ δp , Uµ = Ūµ + δUµ, (2.85)

las cuales son la densidad, presión y 4-velocidad del fluido en el espacio físico. Al igual
que en el caso de la métrica, en el tensor de energía-momento se emplea la descomposición
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SVT y cómo sólo se trabajará del lado izquierdo de las ecuaciones de campo con la parte
tensorial, se hará lo mismo con el tensor de energía-momento. Y el único término que tiene
una parte tensorial es πµν . Sin embargo este es un 4-tensor de órden 2 por lo que no se
le puede aplicar el teorema de Helmholtz. Sin embargo, si se trabajan en las coordenadas
comóviles, cómo Uµ es la 4-velocidad del fluido en el espacio de fondo se debe satisfacer
Ū i = 0 debido a que en estas coordenadas el observador se mueve junto con la materia del
universo. Por ello la condición πµνŪ

ν = 0 es πµ0Ū0 = 0 para las coordenadas comóviles.
Recordando además que ḡµνŪµŪν = 0, entonces en estas coordenadas comóviles a2

(
Ū0
)2

=
1. Por lo tanto πµ0 = 0. Además cómo el tensor de energía-momento es simétrico, πµν
también debe ser simétrico para satisfacer la igualdad (2.83). Luego πµ0 = 0 = π0µ, lo
que lleva a concluir que en las coordenadas comóviles, este tensor sólo tiene componentes
espaciales a las cuáles ya se le puede aplicar el teorema de Helmholtz. Por lo tanto

πij = π
∥
ij + π⊥

ij + πT
ij, (2.86)

donde la parte longitudinal es una parte escalar, la parte ortogonal vectorial y la transversa
es tensorial y satisface ∂iπT

ij = 0 = δijπT
ij. Por lo tanto, la parte tensorial del tensor de

energía-momento es
Tij = πT

ij. (2.87)

Esta parte tensorial es puramente perturbativa. Se calculará el tensor con índices cruza-
dos T i

j para ello se requiere subir el índice. Recordando que Tij es puramente perturbativo

T i
j = ḡiµTµj = ḡikTkj, (2.88)

debido a que T0j = 0 para la parte tensorial. La métrica FLRW en el espacio de fondo con
el tiempo conforme es ḡµν = a2ηµν con ηµν la métrica de Minkowski. Por lo tanto, para

satisfacer la relación ḡµν ḡνα = δµα se requiere que ḡµν =
ηµν

a2
. Por lo tanto

T i
j =

1

a2
δikπkj ≡ Πij, (2.89)

donde se definió Πij ≡
1

a2
δikπkj. Esta es la parte del tensor de energía-momento con la que

se trabajará.

2.9.4. Ecuaciones de campo para las perturbaciones tensoriales

Una vez que se conoce la métrica parte tensorial así cómo la parte tensorial del tensor de
energía-momento, se pueden calcular las ecuaciones de campo para estas perturbaciones.
Recordando las ecuaciones de campo con índices cruzados

gµαRαν −
1

2
Rδµν = Gµ

ν , (2.90)
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usando cálculo variacional para encontrar las ecuaciones perturbativas

δGµ
ν = δgµαR̄αν + ḡµαδRαν −

1

2
δµν δR. (2.91)

Por ello, se requiere conocer la perturbación del tensor de Ricci, así cómo del escalar de
Ricci. Cómo gµν es una métrica, se requiere que gµαgαν = δµν , por lo tanto la métrica inversa
del espacio físico es

gµν =
1

a2

(
−1 0
0 δij − χT

ij

)
, (2.92)

y por lo tanto

δgµν =
1

a2

(
0 0
0 −χT

ij

)
. (2.93)

Antes de continuar, la perturbación de la métrica se escribirá cómo

δgµν = a2hµν , (2.94)

por lo tanto gµν = ḡµν + a2hµν . El tensor h es un término de primer órden. Al igual que
en el caso de gravedad linealizada, cómo se está trabajando a primer órden

gµν = ḡµν − 1

a2
hµν , (2.95)

donde hµν = ḡµαḡνβhαβ, debido a qué cómo la perturbación es muy pequeña, la métrica
del espacio de fondo es la que eleva los índices. De esta forma

δgµν = −ḡµαḡνβδgαβ. (2.96)

Y por lo tanto

δg00 = −h00
a2

, δg0i =
h0i
a2

, δij = −hij
a2
, (2.97)

que en el caso particular de las perturbaciones tensoriales se reduce a

δgij = −
χT
ij

a2
, (2.98)

cómo es de esperarse. El tensor de Ricci se deduce en términos de los símbolos de Christoffel
y de sus derivadas, por lo que se requiere calcularse la variación de los símbolos. Variando
la expresión para los símbolos correspondientes a la conexión de Levi-Civita

δΓα
µν =

1

2
ḡαβ

(
∂νδgβµ + ∂µδgβν − ∂βδgµν

)
− ḡαβδgβγΓ̄

γ
µν . (2.99)

Por ello se requiere el valor de las perturbaciones y de los símbolos de Christoffel en
el espacio de fondo. Considerando el tiempo conforme, los símbolos de Christoffel en el
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espacio de fondo son [37]

Γ̄0
00 = H , Γ̄0

ij = Hδij , Γ̄i
0j = Hδij, (2.100)

donde H =
a′

a
es el factor de Hubble conforme y la prima denota derivadas respecto al

tiempo conforme. El resto de los símbolos de Christoffel en el espacio de fondo son 0. Para
el caso de las perturbaciones de los símbolos de Christoffel, empleando la expresión (2.99)

δΓ0
00 = −1

2
h′00 , δΓ0

i0 = −1

2
(∂ih00 − 2Hh0i) , δΓi

00 = h′i0 +Hhi0 −
1

2
∂ih00,

δΓ0
ij = −1

2

(
∂jh0i + ∂ih0j − h′ij − 2Hhij − 2Hδijh00

)
, δΓi

j0 =
1

2
h′ij +

1

2

(
∂jhi0 − ∂ihj0

)
,

δΓi
jk =

1

2

(
∂khij + ∂jhik − ∂ihjk − 2Hδjkhi0

)
.

(2.101)

Al igual que antes, en estas expresiones la prima denota derivada respecto al tiempo
conforme. Para el caso de las perturbaciones tensoriales sólo tres de estos símbolos son no
triviales

δΓ0
ij =

1

2

(
χT ′

ij − 2HχT
ij

)
, δΓi

j0 =
1

2
χT ′

ij , δΓi
jk =

1

2

(
∂kχ

T
ij + ∂jχ

T
ik − ∂iχ

T
jk

)
.

(2.102)
En el caso de la perturbación del tensor de Ricci, se sigue que

δRµν = ∂αδΓ
α
µν − ∂νδΓ

α
µα + Γ̄α

µνδΓ
β
αβ + δΓα

µνΓ̄
β
αβ − Γ̄α

µβδΓ
β
να − δΓα

µβΓ̄
β
να, (2.103)

y por lo tanto

δR00 = −1

2
∂i∂ih00 −

3

2
Hh′00 + ∂ih

′
i0 +H∂ihi0 −

1

2

(
h′′ii +Hh′ii

)
δR0i = −H∂ih00 −

1

2

(
∂j∂jh0i − ∂i∂jh0j

)
+
(
H′ + 2H2

)
hi0 −

1

2

(
∂ih

′
jj − ∂jh

′
ij

)
δRij =

1

2
∂i∂jh00 +

1

2
Hδijh′00 +

(
H′ + 2H2

)
δijh00 −

1

2

(
∂k∂khij − ∂k∂jhki − ∂k∂ihjk + ∂i∂jhkk

)
+
1

2
h′′ij +Hh′ij +

(
H′ + 2H2

)
hij +

1

2
Hδijh′kk −Hδij∂kh0k −

1

2

(
∂jh

′
0i + ∂ih

′
0j

)
−H

(
∂jh0i + ∂ih0j

)
.

(2.104)

Para resolver las ecuaciones de campo, únicamente falta conocer la variación del escalar
de Ricci. Cómo este escalar esta dado por R = gµνRµν , entonces

δR = δgµνR̄µν + ḡµνδRµν , (2.105)

y cómo se ve, se necesita el valor del tensor de Ricci en el espacio de fondo con el tiempo
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conforme, el cuál está dado por

R̄µν = ∂αΓ̄
α
µν − ∂νΓ̄

α
µα + Γ̄α

µνΓ̄
β
αβ − Γ̄α

µβΓ̄
β
να, (2.106)

sustituyendo los valores de los símbolos de Christoffel

R̄00 = 3H′ , R̄ij = δij
(
H′ + 2H2

)
, (2.107)

por lo tanto la variación del escalar de Ricci esta dada por

δR =
1

a2

(
∂i∂ih00 + 3Hh′00 + 6

(
H′ +H2

)
h00 − 2∂ih

′
0i − 6H∂ih0i + h′′ii + 3Hh′ii − ∂j∂jhii + ∂i∂jhij

)
.

(2.108)
Los resultados de las expresiones (2.104) y (2.108) son para una perturbación general,

trabajando con la parte tensorial debe recordarse que ∂iχij = 0 = χii, por lo que la
variación escalar de Ricci es 0. Aún más, solo la parte espacial de la variación del tensor
de Ricci es no trivial y dada por

δRij = −1

2
∂k∂kχ

T
ij +

1

2
χ

′′ T
ij +Hχ′ T

ij +
(
H′ + 2H2

)
χT
ij. (2.109)

Por lo tanto las ecuaciones de campo perturbadas son (2.91)

1

2
χ

′′ T
ij +Hχ′ T

ij − 1

2
∂k∂kχ

T
ij = a2δGi

j, (2.110)

donde δGi
j = 8πGT i

j. Por lo tanto

χ
′′ T
ij + 2Hχ′ T

ij − ∂k∂kχ
T
ij = 16a2πGΠij. (2.111)

Esta ecuación es una diferencial parcial de segundo órden. Por ello se supondrá que
las perturbaciones son una superposición de modos normales. es decir que estas pueden
escribirse en términos de una transformada de Fourier

χT (η,x) =

∫
d3k

(2π)3
χ̃T exp (ik · x) , (2.112)

por ello al aplicarle Laplaciano a esto

∂k∂kχ
T = −

∫
d3k

(2π)3
k2χ̃T exp (ik · x) , (2.113)

donde k2 = k · k. Por lo tanto aplicando la transformada de Fourier y regresando a la
notación de hTij

h
′′T
ij + 2Hh′ T

ij + k2hTij = 16a2πGΠij. (2.114)

Estas perturbaciones tensoriales describen la propagación de las ondas gravitacionales
en el espacio-tiempo físico. Esto se tratará a mayor detalle en el siguiente capítulo en el
que se hablará sobre las ondas gravitacionales.
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2.10. Observables Cosmológicas
Para estudiar cosmología se requiere conocer la distancia a objetos así cómo su corri-

miento al rojo. Cómo se vio en la sección de distancias en cosmología, la relación entre
el corrimiento al rojo y las diferentes formas de medir distancias dependen de H(z), es
decir que dependen del modelo. Por ello, si experimentalmente se obtienen distancias o
el factor de Hubble junto con su corrimiento al rojo puede estudiarse que modelos son
mejores dados los datos observacionales obtenidos.

Para lograr medir estas distancias existen diferentes tipos de observables, aquí se ha-
blarán de las reglas estándar, candelas estándar y relojes cósmicos, las cuáles serán las
observables que se usarán en el análisis de esta tesis, sin contar las asociadas a ondas
gravitacionales (sirenas estándar y sirenas oscuras) de las que se hablará en el siguiente
capítulo.

2.10.1. Reglas estándar

Considerando que desde la tierra se observa un objeto en el cielo, si este tiene un radio
r y subtiende un ángulo θ en el cielo, su distancia está dada por

D =
r

tan θ
, (2.115)

la cuál es trigonometría elemental. Si ahora se supone que θ << 1, es decir que el objeto
observado subtiende un ángulo muy pequeño, entonces tan θ ≈ θ y por lo tanto

D ≈ r

θ
. (2.116)

Esta aproximación es buena mientras el ángulo subtendido sea muy pequeño, lo cuál
pasa con todas las estrellas debido a que su distancia es enorme. Para comparación la luna
subtiende un ángulo de 0.5◦. Ahora, recordando la definición de la distancia diametral an-
gular, la cuál es el cociente del tamaño físico transverso con su tamaño angular en radianes.
Por lo tanto, esta distancia de la que se está hablando en esta sección es justamente la
diametral angular. Entonces

DA =
r

θ
. (2.117)

Mientras que la expresión (2.68) es una expresión teórica, (2.117) es observacional.
Entonces, una vez obtenida la distancia diametral angular a un gran número de objetos, se
puede determinar si cierto modelo teórico describe de forma satisfactoria estas distancias.
Mientras que medir el ángulo subtendido θ es sencillo, debido a que sólo se requiere medirlo
en el cielo, con ayuda de telescopios, el radio r no es tarea fácil. En este escenario entran
las reglas estándar, los cuáles son objetos con un mismo radio conocido rA. Por lo tanto
si se logra determinar la distancia a una regla estándar, la distancia a otra regla estándar
puede calcularse mediante

DA2 = DA1
θ2
θ1
. (2.118)
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Es decir, puede obtenerse con el cociente entre sus ángulos subtendidos. Entonces, mi-
diendo la distancia a una regla estándar es posible medir la distancia a cualquier otra
tomando únicamente el cociente de sus ángulos subtendidos. Esto permite medir la dis-
tancia a un gran número de objetos.

Además, a partir de una regla estándar no sólo puede determinarse la distancia dia-
metral angular sino igualmente, el factor de Hubble H(z). Cómo la distancia diametral
angular es

DA(z) =
c

1 + z

∆z

H(z)
, (2.119)

con ∆z un intervalo de corrimiento al rojo. Entonces

H(z) =
c∆z

∆χ
, (2.120)

con ∆χ = r(1 + z) el tamaño de una regla estándar la cuál cambiar con la expansión del
universo, por lo que para una regla estándar si se mide el intervalo de corrimiento al rojo
es posible determinar el factor de Hubble. Lo que permite estudiar la relación H(z)− z y
con ello cosmología.

Sin embargo, el problema es encontrar una clase de objetos que tengan siempre el
mismo tamaño. Una regla estándar son las oscilaciones acústicas de bariones [46], las
cuáles son fluctiaciones de densidad de la materia bariónica. Estas fluctuaciones permiten
medir el horizonte de sonido en el tiempo de recombinación. Midiendo mediante métodos
de clusters de galaxias el horizonte de sonido en otros tiempos y calculando la diferencia de
corrimiento al rojo entonces es posible medir el factor de Hubble de forma independiente
al modelo [47]. Esta será la primera observable que se tomará en consideración.

2.10.2. Candelas estandarizables

Otros objetos de gran utilidad para estudiar cosmología son las llamadas candelas
estándar. Las cuáles son objetos que tienen la misma luminosidad intrínseca L. El problema
se reduce a encontrar clases de objetos que tengan la misma luminosidad. De hacerse esto,
el módulo de distancia puede calcularse. Considérese que a una candela estándar se le
logró calcular la distancia luminosa DL y el flujo F1. Entonces se determina la distancia
luminosa a partir de

L = 4πF1D
2
L1, (2.121)

si ahora se encuentra otra candela estándar con un flujo F2 se puede encontrar la distancia
a esta nueva candela estándar mediante

DL2 = DL1

(
F1

F2

)1/2

, (2.122)

por lo que una vez que se logra encontrar objetos que funcionen cómo candelas estándar y
calcular la distancia luminosa a una de ellas, sólo basta medir sus flujos para determinar
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las distancias del resto.

El tipo de candelas estándar (aunque son en realidad candelas estandarizables por lo
que se comentará a continuación) con las que se trabajará son las Supernovas tipo Ia (des-
de ahora SNeIa), las cuáles se describen a continuación.

Las supernovas son estrellas en explosión, en el caso de una SNeIa, se producen cuando
una enana blanca está absorbiendo masa de una estrella acompañante y cuándo absorbe
suficiente masa para alcanzar el límite de Chandrasekhar de 1.4M⊙ y en este momento es-
tallan. La razón por la cuál no son candelas estándar es porque no tienen una luminosidad
idéntica (y por ende no tienen una magnitud absoluta intrínseca idéntica), a pesar de que
siempre estallan al tener la misma masa.

El hecho de que su luminosidad no sea idéntica se ve en sus curvas de luz (gráficas de la
luminosidad respecto al tiempo), pues para diversas SNeIa, se obtienen diferentes curvas.
Sin embargo, la magnitud absoluta de las SNeIa está correlacionada con el decaimiento de
la curva de luz con el tiempo [48]. Mediante esta correlación se puede corregir la dispersión
en el valor de la magnitud absoluta de las SNeIa [48] y por ende estas supernovas, que
se estandarizaron mediante esta corrección se vuelven candelas estandarizables con mag-
nitudes absolutas muy parecidas y de esa forma es posible estudiar cosmología con ellas,
dado un µ observacional junto con sus corrimientos al rojo (pues las supernovas emiten
luz, por lo que el corrimiento al rojo se determina conociendo sus frecuencias en reposo
y comparándolas con las observadas), se puede estudiar la relación µ(z) − z. Esta es la
segunda observable cosmológica que se usará en el análisis de la presente tesis, las candelas
estandarizables dadas por las SNeIa [26].

2.10.3. Relojes cósmicos

El método de los relojes cósmicos proporciona una forma independiente de cualquier
modelo de medir el factor de Hubble. Reescribiendo el cambio de variable (2.55) cómo

H(z) = − 1

1 + z

dz

dt
, (2.123)

por lo cuál de ser posible medir el corrimiento al rojo y dz/dt se puede calcular el factor
de Hubble. Nótese que esto es independiente de cualquier modelo e incluso de la Relativi-
dad General dado que esta expresión se obtiene únicamente de definiciones del factor de
Hubble, factor de escala y corrimiento al rojo. Este método se denomina reloj porque mide
la variación de edad del universo con el corrimiento al rojo y fue propuesto por primera
vez en [49]. El reloj del método se realiza con el fechado espectroscópico de la edad de
galaxias. Considerando dos galaxias que se formaron al mismo tiempo pero separadas con
un intervalo de redshift ∆z, se mide la diferencia de edad ∆t y la derivada dz/dt se cal-
cula con ∆z/∆t. Las galaxias seleccionadas deben tener metalicidades bajas y baja tasa
de formación estelar debido a qué en las galaxias con alta tasa de formación estelar, su
espectro de emisión estará dado por las nuevas estrellas que estén naciendo [49].
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Por lo tanto este método permitirá estudiar modelos cosmológicos dado que nos dará
datos de la relación H(z)− z.

2.11. Mensajeros cósmicos
Los mensajeros cósmicos son partículas u ondas emitidas por objetos astrofísicos, las

cuáles tienen información de sus fuentes y del espacio entre las fuentes y la tierra. Estos
mensajeros cósmicos son las ondas gravitacionales, los rayos cósmicos (partículas cargadas
cómo protones), los neutrinos y los fotones [50].

2.11.1. Ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales son perturbaciones en el espacio-tiempo con dos estados de
polarización +,×. Se hablará a detalle de ellas en el siguiente capítulo así cómo el motivo
por el cuál pueden emplearse para estudiar modelos cosmológicos.

2.11.2. Rayos cósmicos

Este tipo de partículas son cargadas, por ejemplo protones con un origen extraterrestre.
Tienen un espectro de energías proporcional a dN/dE ∝ E−γ con γ ≈ 3, el cuál es válido
en el rango de energías de algunos GeV a algunos EeV. Los rayos cósmicos con energía
superiores a 1 EeV se conocen cómo rayos cósmicos de ultra-alta energía (ultra-high energy
cosmic rays). Cuando estos rayos cómsicos entran en la atmósfera producen duchas de
partículas al colisionar con las partículas atmosféricas. Las partículas producto de estas
colisiones pueden detectarse con detectores terrestres [50].

2.11.3. Neutrinos

Los neutrinos son partículas que sólo interactúan mediante la fuerza débil y proveen una
relación entre la astrofísica y la física de partículas. Pueden viajar distancias cosmológicas
sin ser afectados por la radiación de fondo de microondas u otros fondos, además de
que su dirección igualmente se mantiene constante, por lo que representan herramientas
valiosas para estudiar las fuentes que los produjeron. En el modelo estándar de partículas se
postularon como fermiones sin masa que sólo interactúan con la fuerza débil, sin embargo
el descubrimiento del fenómeno de oscilación de sabores de neutrinos implica el hecho de
que tienen masa y por consiguiente evidencia de necesidad de física más allá del modelo
estándar [50].

2.11.4. Fotones

Los fotones son las partículas de la radiación electromagnética los cuáles tienen una
frecuencia. Conociendo la frecuencia de los fotones producidos por una fuente y midiendo
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la frecuencia detectada puede determinarse el corrimiento al rojo de la fuente mediante

1 + z =
νe
νd
, (2.124)

donde νe es la frecuencia emitida y νd es la frecuencia detectada. Junto con las ondas
gravitacionales, los fotones son el segundo mensajero cósmico de interés para la presente
tesis dado que, cómo se verá adelante, además de medir la distancia a una fuente de
ondas gravitacionales se requiere medir el corrimiento al rojo, lo que se puede hacer con
contrapartes electromagnéticas asociadas a la fuente de onda gravitacional que emitirán
fotones a los cuáles se los podrá determinar su corrimiento al rojo.

2.11.5. Multimensajeros

Los multimensajeros son eventos a los cuáles se les asocian dos tipos de mensajeros
cósmicos. El tipo de mensajeros relevante en este trabajo son las ondas gravitacionales
con contrapartes electromagnéticas, es decir fuentes que emitan ondas gravitacionales y
fotones. En el siguiente capítulo se verá cómo a partir de la colisión de estrellas binarias
compactas es posible medir la distancia a estas fuentes mediante sus ondas gravitacionales
producidas. Sin embargo, la determinación del corrimiento al rojo no se puede realizar a
partir de la onda gravitacional y se requiere una contraparte electromagnética asociada a
la colisión de binarias compactas que emita fotones que permitan medir su corrimiento al
rojo y con ello estudiar modelos cosmológicos con ondas gravitacionales aunque también
se verá más adelante que a pesar de no tener contrapartes electromagnéticas, es posible
hacer cosmología con ondas gravitacionales sin mediciones independientes del corrimiento
al rojo.

2.12. Análisis Bayesiano en Cosmología
Hasta ahora se ha mencionado que el tener datos de una observable cosmológica cómo la

distancia luminosa, factor de Hubble o distancia diametral angular junto con su corrimiento
al rojo, es posible estudiar modelos cosmológicos. En esta sección se estudiará cómo con
estos datos se pueden deducir los mejores parámetros de un modelo y aún más, cómo
comparar dos modelos de forma estadística. Para comenzar se discutirá el teorema de
Bayes. Una vez que se han recolectado datos de una observable cosmológica junto con
sus corrimientos al rojo tenemos los datos, lo que permite calcular la probabilidad de
los datos condicionales a un modelo cosmológico, sin embargo lo que se desea calcular
es la probabilidad de los parámetros cosmológicos de un modelo condicional a los datos
recabados. Esto se puede hacer mediante el teorema de Bayes

P(A|B) =
P(A)P(B|A)

E
, (2.125)
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donde P(A|B) se denomina probabilidad posterior, P(A) la probabilidad prior, P(B|A)
la probabilidad de confianza y E la evidencia Bayesiana dada por

E =

∫
dΘ θ(Θ)L(B|Θ), (2.126)

donde Θ es el vector de parámetros cosmológicos a calcularse (en la notación de (2.125)
Θ = A y B son los datos), L(B|Θ) es la probabilidad de confianza y θ(Θ) la probabilidad
prior de los parámetros. Cómo puede verse, la evidencia es el producto de la probabilidad
de confianza y la prior integrada sobre todo el espacio de parámetros. Por otro lado la
probabilidad de confianza, para una cantidad N de datos, es [51]

L =
N∏

n=1

P(Yn|zn, σYn ,Θ), (2.127)

donde Yn es la n-ésima medición de Y la cuál puede ser cualquier observable cosmológica,
zn su corrimiento al rojo de esta medición asociado y σYn el error en la medición de Yn (los
datos entonces son B = Y, z, σY ). Por ello, para calcular la probabilidad de confianza sólo
hace falta conocer esta función de probabilidad y está dada por [51]

P(Yn|zn, σYn ,Θ) =
1√

2πσ2
Yn

exp

−

[
Yn − Yteórica(zn)√

2σYn

]2 , (2.128)

con Yteórica(zn) el valor de la observable cosmológica teórica en el corrimiento al rojo zn. Esta
probabilidad entonces depende de que tan cercanos estén los valores teórico y observacional
y de la incertidumbre en la medición de la observable. Mientras más cercanos sean los
valores, mayor será el valor de esta probabilidad, al igual que crece si la incertidumbre
es mayor. Se puede simplificar el teorema de Bayes si se toma logaritmo natural a ambos
lados

lnP(Θ|Y, z, σY ) = lnP(Θ) +
N∑

n=1

ln

 1√
2πσ2

Yn

− 1

2

N∑
n=1

(
Yn − Yteórica(zn,Θ)

σYn

)2

− ln E .

(2.129)
Al tener probabilidades menores también hay logaritmos de probabilidades menores

y viceversa dado que la función logaritmo natural es estrictamente creciente. Por ello, si
se busca calcular que parámetros cosmológicos son los más probables dado un conjunto
de datos y un modelo teórico se puede maximizar el logaritmo natural de la probabilidad
posterior. Nótese que el segundo y cuarto término son constantes y sólo son relevantes
para propósitos de normalización. Si únicamente se busca conocer los valores de los pa-
rámetros cosmológicos que tienen probabilidad máxima no es necesario normalizar y sólo
basta calcular su probabilidad relativa a otros valores de los parámetros. Por ello sólo es
necesario considerarse el primer y tercer término. En particular, la suma del tercer término
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se denomina χ2

χ2 =
N∑

n=1

(
Yn − Yteórica(zn,Θ)

σYn

)2

, (2.130)

y esta cantidad debe ser mínima si lo que se busca es maximizar la probabilidad de los
parámetros cosmológicos. La otra contribución realizada proviene de la probabilidad prior
de los parámetros. Esta debe proponerse a partir de valores posibles que pueden tomar los
parámetros cosmológicos, por ejemplo el contenido de materia ΩM no puede ser negativo
y por lo tanto necesita una probabilidad prior positiva. Para considerar intervalos que los
parámetros puedan tomar sin darle preferencia a ninguno de ellos, se emplearán probabi-
lidades prior uniformes U(a, b) en el análisis de la presente tesis, con intervalos posibles
para cada parámetro.

Por ello, una vez que se ha decidido la forma de las probabilidades prior y se conocen
los datos de una observable cosmológica, su incertidumbre, junto con un modelo propues-
to con el que se calcule esta observable cosmológica es posible calcular la probabilidad
posterior de los parámetros cosmológicos, la cuál se espera que tenga forma Gaussiana
debido al teorema central del límite de la probabilidad (al calcularse la posterior con un
gran número de eventos aleatorios esta probabilidad debería tener forma cercana a una
Gaussiana), y con ello su media y desviación estándar. Esto nos dará el valor más probable
de los parámetros cosmológicos para un conjunto de datos y un modelo propuesto junto
con los intervalos de confianza de ellos.

El cálculo de la probabilidad posterior permite determinar los valores de los parámetros
cosmológicos, sin embargo no es posible con esto determinar cual de los modelos en consi-
deración es el mejor de todos. Para hacer esto se requiere calcular la evidencia Bayesiana
y tomar el logaritmo natural de sus cocientes

lnB12 = ln

(
E1
E2

)
, (2.131)

con Ei la evidencia del modelo Mi. En caso de que lnB12 > 0, el modelo M1 es el preferido
y en caso contrario es M2 el preferido y la fuerza de la preferencia se determina con el
criterio de Jeffreys mediante el valor absoluto de | lnB12| [52, 5, 53] dado en la Tabla 2.1.

Una vez que se conoce cómo realizar el análisis Bayesiano en Cosmología y con ello
determinar los mejores valores de los parámetros cosmológicos dada una base de datos
observacional es natural preguntarse cómo trabajar con más de una base de datos y con
ello incrementar la cantidad de datos y mejorar la estadística y las constricciones a los
parámetros cosmológicos. Para ello consideremos dos bases de datos con observables cos-
mológicas Y1, Y2, corrimientos al rojo asociadas z1, z2 y errores en las observables σ1, σ2.
Las probabilidades posterior de cada caso debe ser independiente de la otra pues cada
base de datos no tiene relación con la otra. Por ejemplo las candelas estándar no deben
tener relación con las reglas estándar. Por ello la probabilidad posterior de la base de datos
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Criterio de la información Preferencia para el modelo con mayor evidencia
0 < | lnB12| < 1 Débil
1 ≤ | lnB12| < 2.5 Substancial
2.5 ≤ | lnB12| < 5 Fuerte
5 ≤ | lnB12| Muy fuerte

Tabla 2.1: Criterio de Jeffreys para interpretar los valores del factor del logaritmo natural
del factor de Bayes lnB calculado al comparar dos modelos mediante su evidencia Ba-
yesiana. El modelo con mayor evidencia es el preferido y la fuerza de la preferencia se
determina con el valor absoluto de | lnB12| mediante este criterio.

completa es el producto de las posterior individuales, y aplicando el logaritmo natural

lnP(Θ|Ytotal, ztotal, σtotal) = lnP(Θ|Y1, z1, σ1) + lnP(Θ|Y2, z2, σ2), (2.132)

con lo cual ya se puede calcular la probabilidad posterior con la base de datos completa.
Este proceso se puede generalizar para un número n de bases de datos y con ello mejorar
las constricciones a Θ con un número mayor de datos.



Capítulo 3

Ondas Gravitacionales

La teoría de la relatividad general predice la existencia de las ondas gravitacionales,
las cuáles son perturbaciones en el espacio-tiempo que se propagan a la velocidad de la luz
cómo pudo verse en el capítulo 1. En el capítulo 2 se dedujo la expresión para la evolución de
perturbaciones tensoriales en el espacio-tiempo físico. La teoría de la relatividad general fue
presentada en 1915 [54], sin embargo tomó cerca de 100 años confirmar de forma directa la
existencia de las ondas gravitacionales, cuándo el 14 de septiembre de 2015 la colaboración
LIGO-Virgo detectó la colisión de un par de agujeros negros [55]. A este evento se le
denomina GW150914 (qué hace referencia a un evento asociado a una onda gravitacional
detectado el 15/09/2014) y es la primera detección directa de una onda gravitacional.
Desde ese entonces se han hecho un gran número de detecciones de ondas gravitacionales,
50 de ellas están reportadas en los catálogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] de la colaboración
LIGO-Virgo. Cómo se verá más adelante, estas detecciones permiten hacer cosmología y
probar teorías alternativas a la relatividad general.

Se partirán de las expresiones (1.89) y (2.114), donde ambas describen la propagación de
las ondas gravitacionales, la primera en un espacio-tiempo plano y la segunda en un espacio-
tiempo físico en expansión. La primera permite ver que las ondas gravitacionales son
perturbaciones lineales en la métrica y que se trasladan a la velocidad de la luz. La segunda
muestra que son transversas y aún más puede deducirse que las ondas gravitacionales tienen
dos polarizaciones.

3.1. Polarizaciones de las ondas gravitacionales
Para esto debe recordarse que la parte tensorial de las perturbaciones satisfacen ∂ihTij =

0, lo que al aplicar la transformada de Fourier se escribe cómo

kihTij = 0, (3.1)

esta condición también se satisface en el espacio-tiempo plano estático pues fue el gauge
que se tomó. Ahora cómo la métrica es simétrica y puede escribirse cómo

gµν = ḡµν + hµν , (3.2)

53
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y también la métrica no perturbada es simétrica entonces la perturbación debe ser simétri-
ca. Aún más, la parte tensorial es sólo espacial cómo se explicó en el capítulo 2, por lo que
estas condiciones reducen sus componentes independientes a 6. Ahora la expresión (3.1)
reduce 3 componentes más y la condición de que hTii = 0 reduce a sólo dos componentes
independientes. Por lo tanto se puede considerar una base de dos vectores base {e1, e2}
y las ondas gravitacionales se escribirán en términos de ella. La expresión (3.1) también
permite determinar que estos vectores base deben ser ortogonales a ∥. Por lo tanto esta
base debe satisfacer [37]

γij∂ieakj = 0 , γij∂iea∂jeb = δab, (3.3)

donde γ es la métrica en el subespacio de dimensión 2 generado por {e1, e2} y a, b = 1, 2.
Por lo tanto, la perturbación puede escribirse cómo [37]

hTij(k) =
(
∂ie1∂je2 − ∂ie2∂je2

)
(k̂)h+(k) +

(
∂ie1∂je2 + ∂ie2∂je1

)
(k̂)h×(k), (3.4)

cómo puede verse, las combinaciones de los 2-vectores base dependen de la orientación del
vector k. Sustituyendo este resultado en la expresión (2.114) asumiendo que Πij, tensor
que se asocia a momentos cuadrupolares, es 0

h′′+,× + 2Hh′+,× + k2h+,× = 0, (3.5)

donde las h+, h× son las dos polarizaciones de las ondas gravitacionales. La forma más
simple es tomar k = z, y en este caso la onda gravitacional vivirá en el subespacio de x y
y, mientras que hTij estará dado por

hTij =

h+ h× 0
h× −h+ 0
0 0 0

 . (3.6)

Una onda gravitacional es la combinación lineal de estas dos polarizaciones y cada una
satisface la expresión (3.5). El efecto de cada estado de polarización se puede comprender
si se considera un anillo en el eje xy y que una onda gravitacional incide sobre este con
dirección en el eje z. Considerando que la onda gravitacional tiene únicamente la polariza-
ción h+, el efecto que tiene sobre un anillo inicialmente en reposo se observa en la figura
(3.1) asumiendo que la fase de la ónda gravitacional al golpear el anillo es 0 y que la onda
es plana.

Cómo una onda es periódica, las posiciones de las partículas roja y azul en la figura
(3.1) se repetirán cada medio ciclo. En el caso de la onda gravitacional polarizada por h×,
el movimiento del anillo y de las partículas roja y azul se ilustran en la figura (3.2). Final-
mente, cómo una onda gravitacional se construye en términos de estas dos polarizaciones,
el caso general es una combinación lineal de ambos casos.

Cómo puede verse, teniendo un arreglo cómo el de las figuras (3.1) y (3.2) puede
detectarse el paso de una onda gravitacional, considerando partículas de prueba cómo es
el caso de la roja y azul en estas figuras. Si se mide consantemente la distancia de ellas
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Figura 3.1: (a) Un anillo de partículas inicialmente en reposo. (b) El anillo de partículas
por el cuál pasa una onda gravitacional polarizada h+ en fase π/4. (c) La distorsión del
anillo con la misma onda gravitacional en fase 3π/2. Se consideran dos particulas de prueba
para ver el efecto en distintas fases.

Figura 3.2: (a) Un anillo de partículas inicialmente en reposo. (b) El anillo de partículas
por el cuál pasa una onda gravitacional polarizada h× en fase π/4. (c) La distorsión del
anillo con la misma onda gravitacional en fase 3π/2. Se consideran dos particulas de prueba
para ver el efecto en distintas fases.

al centro y se obtiene que en la primer mitad del ciclo una de ellas se acerca al centro y
la otra se aleja mientras que en la segunda mitad ocurre lo inverso puede determinarse
que ha pasado una onda gravitacional en este arreglo. Por ello se puede construir un
interferómetro para determinar si se ha detectado una onda gravitacional, sin embargo,
las perturbaciones provocadas por las ondas gravitacionales astrofísicas son increiblemente
pequeñas y por ello la diferencia en distancias es muy complicada de detectar [56]. Más
adelante se calculará el órden del que se espera tener cambios en un anillo cómo el de las
figuras (3.1) y (3.2).

3.2. Deducción del tensor hTij de una onda gravitacional

Hasta ahora se sabe que las ondas gravitacionales son transversas, con divergencia 0
y que tienen dos polarizaciones. Ahora se resolverá la ecuación (1.89) para determinar la
forma del tensor hij de una onda gravitacional que se propaga en un espacio-tiempo plano
y sin expansión. En particular se trabajará con la ecuación diferencial de Green, la cuál
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para esta expresión esta dada por(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
G(x,x0, t, t0) = δ(x− x0)δ(t− t0). (3.7)

Escribiendo la transformada de Fourier de la función de Green y las deltas de Dirac y
resolviendo la ecuación para la función de Green original se sigue que

G(x,x0, t, t0) =

δ

(
t− t0 −

||x− x0||
c

)
4π||x− x0||

, (3.8)

por lo que el tensor hTij esta dado por

hTij =
16πG

c4

∫
d3x0dt0Tij(x0, t0)

δ

(
t− t0 −

||x− x0||
c

)
4π||x− x0||

, (3.9)

e integrando respecto al tiempo

hTij =
4G

c4

∫
d3x0

Tij

(
x0, t−

||x− x0||
c

)
||x− x0||

. (3.10)

Suponiendo que el sistema que produce la onda gravitacional esta muy lejos ||x −
x0|| ≈ DS con DS la distancia sirena, la cuál es la distancia asociada a una funte de onda
gravitacional, de forma análoga a cómo la distancia luminosa se asocia a una fuente de
energía electromagnética. Entonces

hTij =
4G

c4DS

∫
d3x0Tij

(
x0, t−

DS

c

)
. (3.11)

En el apéndice D se calcula la forma final tras reescribir esta integral y definiendo el
tensor de momento cuadrupolar (D.7). Finalmente, se escribe

hTT
ij =

2G

c4DS


d2ITT

ij

(
t− DS

c

)
dt2

 , (3.12)

donde TT indica la componente transversa y sin traza. Por lo tanto el tensor hTT
ij de una

onda gravitacional es generado por la segunda derivada del momento cuadrupolar de la
fuente y es inversamente proporcional a la distancia a la fuente. Esta expresión es un paso
intermedio para poder resolver la expresión para la distancia sirena a una fuente de ondas
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gravitacionales.

3.2.1. Luminosidad de una onda gravitacional

El siguiente paso para deducir la distancia sirena es el de calcular la luminosidad de
una onda gravitacional. Afortunadamente, Einstein dedujo esta expresión en 1918 [57, 58]

L =
G

5c5

〈
d3ITT

ij

dt3
d3T ij TT

dt3

〉
, (3.13)

donde <> denota el promedio en un periodo. Cómo se tomó la parte transversa y sin traza
significa que únicamente la parte no esférica de una fuente contribuye a la generación de
una onda gravitacional. Es decir la energía cinética de la parte no esférica genera las ondas
gravitacionales [56].

3.3. Ondas gravitacionales producidas por colisiones de
binarias compactas

En esta sección se deducirá la expresión para la distancia sirena de un sistema de
binarias compactas que colisionan. Este sistema puede estar constituido por un par de
agujeros negros, un par de estrellas de neutrones o una combinación de ambas. Recuérdese
que la expresión (1.89) predice la existencia de perturbaciones en el espacio tiempo que
viajan a la velocidad de la luz. La parte izquierda proviene de la parte izquierda de las
ecuaciones de Einstein mientras que la derecha proviene del tensor de energía-momento
y ambas partes tienen una constante de acoplamiento proporcional a G/c4, la cuál tiene
dimensiones de fuerza a la menos 1. Por lo que se puede definir una fuerza

GF = c4/G ≈ 1.21 × 1044 N. (3.14)

Esta fuerza es muy grande y por lo tanto se requieren fuerzas de este órden para tener
las amplitudes de ondas gravitacionales más grandes. Considerando el caso de binarias
compactas, la fuerza centrípeta del sistema es

F =
Mv2

r
, (3.15)

con v la velocidad de rotación, r la distancia entre las binarias y M la masa total del
sistema, es decir, la suma de masas de ambas binarias.

A partir de las expresiones (3.12) y (3.13) se puede deducir la amplitud, luminosidad
y la dinámica de una onda gravitacional producida por la colisión de estrellas binarias
compactas.
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3.3.1. Amplitud

La amplitud del sistema se puede deducir si se considera un sistema de binarias com-
pactas con masa total M . Además, de esto es conveniente considerar su masa reducida
µ =

m1m2

M
. Además, la energía cinética del sistema en el sistema del centro de masa es

K =
µv2

2
con v la velocidad relativa de rotación. Ahora, recordando la Tercera Ley de

Kepler
T 2

r3
=

4π2

GM
, (3.16)

donde T es el periodo, dado por T =
2πr

v
, po lo tanto

v2 =
GM

r
. (3.17)

Esta expresión relaciona la velocidad de rotación con la masa total del sistema y la dis-
tancia de separación de las binarias. Antes se mencionó que al tomarse la parte transversa
y sin traza se estaba trabajando con la parte no esférica y por ello sólo la energía cinética
de la parte no esférica contribuía a las ondas gravitacionales, por lo tanto la segunda de-
rivada del momento cuadrupolar es igual a la energía cinética del sistema. Y usando (??)
se obtiene la expresión para la amplitud

h =
G2µM

c4rDS

, (3.18)

donde h es una componente del tensor hTT
ij . Esta amplitud además tiene un sentido físico.

Considerando el anillo de partículas de antes de las figuras (3.1) y (3.2) y asumiendo que
tiene radio L, la contracción máxima que sufrirá el radio (el cambio máximo) esta dado
por

∆L = hL, (3.19)

o sea que será proporcional a L y a h. Con la expresión (3.18) puede calcularse el valor
de h para conocer el tamaño del que se debe construir el anillo de partículas para poder
observar un cambio suficientemente grande. Cómo ejemplo se trabajará con un sistema de
binarias compactas, cada una con masa m1 = m2 = 10M⊙, o sea 10 masas solares, a una

distancia sirena de 200Mpc y separadas por una distancia r =
GM⊙

c2
tendrá una amplitud

de h ≈ 2 × 10−20. Esta amplitud es muy pequeña incluso para un sistema de binarias con
masa muy grande, por lo que si se construyera un anillo de 1 km de radio el cambio en
este al pasar la onda gravitacional generada por este sistema con esas condiciones sería
de ∆L ≈ 2 × 10−17 m. Cómo comparación, el radio de un núcleo atómico es del órden
de 10−15, por lo que la onda gravitacional causa cambios 2 órdenes de magnitud menor.
Estas distancias son muy pequeñas y por eso se requieren de instrumentos increíblemente
precisos para detectar las ondas gravitacionales.

Aunque la amplitud crece conforme el radio de separación de las binarias disminuye
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cómo se ve en la expresión (3.18), conforme las estrellas binarias se vayan acercando, la
amplitud irá creciendo hasta un máximo en el momento antes de colisionar.

3.3.2. Distancia sirena y dinámica

A partir de la ecuación (3.13) puede estimarse la luminosidad de la binaria de estrellas
compactas [56]

L =
32µ2G4M3

5r4c5
, (3.20)

la cuál es la luminosidad observacional. A partir de ella puede calcularse la distancia sirena
mediante la dinámica del sistema. Cómo las binarias están continuamente emitiendo ener-
gía en forma de ondas gravitacionales, su energía debe ir disminuyendo y con ello el radio
de separación irá decreciendo, hasta que eventualmente colisionen. Se tomará el ansatz de
que toda la energía del sistema que pierden se transforma en ondas gravitacionales, o sea
que se conviere en luminosidad, es decir

L = −dE
dt
, (3.21)

donde E es la energía total, es decir la suma de la cinética más la potencial

E =
1

2
µv2 − Gm1m2

r
, (3.22)

empleando la tercera ley de Kepler (3.17)

E = −GµM
2r

, (3.23)

por lo tanto la luminosidad está dada por

L = −GµM
2r2

dr

dt
, (3.24)

igualando esta expresión a (3.20) y resolviendo para
dr

dt

dr

dt
= −64µG3M2

5r3c5
. (3.25)

Si ahora se emplea la tercera ley de Kepler (3.16) recordando que el periodo es T = 2π/ω
con ω la frecuencia angular

r =

(
GM

ω2

)1/3

, (3.26)

y por lo tanto la ecuación (3.25) se puede escribir en términos de la frecuencia angular
cómo

dω

dt
=

96µ

5c5
(
ω11G5M2

)1/3
. (3.27)
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Por la simetría del sistema la frecuencia orbital y la de la onda gravitacional está dada

por fGW =
forbital

2
=
ω

π
. Por lo tanto

dfGW

dt
=

96µπ8/3

5c5
(
f 11

GWG
5M2

)1/3
. (3.28)

Finalmente combinando las ecuaciones (3.12) y (3.28) se obtiene la expresión para la
distancia sirena

DS =
5c

96π2hf 3
GW

dfGW

dt
. (3.29)

Esta expresión permite determinar observacionalmente la distancia a una fuente de
ondas gravitacionales, la forma teórica de determinarla se deducirá más adelante. Cómo
puede verse basta con medir la amplitud de la onda gravitacional h así cómo sus frecuen-
cias y derivadas de la frecuencia. Si estas cantidades se determinan, la distancia a una
fuente de ondas gravitacionales se determina.

Finalmente, puede calcularse el tiempo en el cuál las binarias colisionan, al que se le
conoce cómo tiempo de chirrido tc. Integrando la ecuación (3.28)

tc =
5c5

256µ

(
1

π8f 8
0GWG

5M2

)1/3

, (3.30)

es el tiempo en el que la binaria colisiona a partir de cuándo la onda gravitacional tiene
una frecuencia de f0GW. La principal complicación de trabajar con ondas gravitacionales
es el hecho de que no emiten radiación electromagnética y por ende no es posible calcular el
corrimiento al rojo de las fuentes por sí sólas. Si se desea hacer esto, se requiere que la fuente
de onda gravitacional emita un gamma ray burst durante la colisión para que sea posible
determinar su corrimiento al rojo y con esto hacer cosmología con ondas gravitacionales.
Aunque este es el método más sencillo existen otros en los cuáles se estima el redshift
posible, con uno de ellos se hará cosmología en la presente tesis. Además de las cantidades
anteriores, la evolución de la fase de la onda gravitacional durante la rotación de las binarias
depende de la masa de chirrido

M =
(m1m2)

3/5

M1/5
, (3.31)

esta cantidad será importante en los análisis del siguiente capítulo.

3.4. Distancia sirena teórica
Ya se calculó la forma observacional de determinar la distancia sirena observacional y el

corrimiento al rojo puede determinarse con una contraparte electromagnética o estimándo-
se con otros métodos. Por lo cuál para estudiar modelos cosmológicos, se requiere calcular
la expresión para la distancia sirena teórica. Cómo se verá a continuación, la distancia
sirena teórica es equivalente a la distancia luminosa para el caso de relatividad general.
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Recordando la ecuación para las perturbaciones tensoriales de la relatividad general

h′′+,× + 2Hh′+,× + k2h+,× = 0, (3.32)

donde se omitió la T de transversa y los índices. Para el caso de teorías de gravedad
modificada esta ecuación puede modificarse, en particular considérense la clase de teorías
en las cuáles las perturbaciones tensoriales son

h′′+,× + 2H
(
1− δ(η)

)
h′+,× + k2h+,× = 0, (3.33)

para alguna función δ(η). Si se introduce un campo tensorial [59]

h+,×(η,x) =
χ̄+,×(η,x)

ā
, (3.34)

donde ā esta dada por [59]
ā′

ā
= H

(
1− δ(η)

)
, (3.35)

por lo que ā = a en el caso de Relatividad General. Con el campo tensorial χ̄, la ecuación
(3.33) es

χ̄′′
+,× +

(
k2 − ā′′

ā

)
χ̄ = 0. (3.36)

Con ayuda de la ecuación (3.35)

ā′′

ā
= H′(1− δ(η)) +H2(1− δ(η))2 −Hδ′(n), (3.37)

por lo que puede verse que todo término es proporcional a H o su derivada. Concentrándose
en la época de dominación de materia y de materia oscura, donde H << k, estos términos
son despreciables en comparación con k, por lo que en estas épocas la ecuación (3.36) se
reduce a

χ̄′′
+,× + k2χ̄ = 0, (3.38)

lo cuál muestra que la relación de dispersión de las perturbaciones tensoriales es ω = k [59].
Esto implica que la velocidad de propagación de las ondas gravitacionales es la velocidad
de la luz, por lo que las teorías con una ecuación de perturbaciones tensoriales dada por
(3.33) predicen ondas gravitacionales que se propagan a la velocidad de la luz. Esta es una
condición necesaria debido a que la onda gravitacional GW170817 con contraparte elec-
tromagnética GRB170817A impone una cota máxima entre la diferencia de la velocidad
de la luz y de propagación de una onda gravitacional de |vGW − c| < 10−15 [60]. Existen
teorías de gravedad modificada que predicen una velocidad de propagación diferente, las
cuáles fueron descartadas por este evento.

Regresando a la definición del campo tensorial χ̄, la perturbación tensorial decrece
mientras ā aumenta. Mientras que en relatividad general decrece con a al propagarse en
distancias cosmológicas. Por esta diferencia, la distancia sirena y la luminosa son distintas
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en una teoría de gravedad modificada y la diferencia está dada por [59]

DS(z) =
a

ā
DL(z). (3.39)

Para resolver esta ecuación se puede reescribir (3.35) cómo

d ln

(
a

ā

)
dη

= Hδ, (3.40)

y resolviendo la ecuación diferencial, la distancia sirena teórica es

DS(z) = DL(z) exp

(
−
∫ z

0

dz′
δ(z′)

1 + z′

)
. (3.41)

Esta expresión permite calcular teóricamente la distancia sirena y es igual a la lumi-
nosa para el caso de Relatividad General, sin embargo se desvía de esta en teorías de
gravedad modificada. Antes se había calculado la distancia sirena observacional, y esta es
la expresión teórica. Por lo tanto para una base de datos de ondas gravitacionales con con-
trapartes electromagnéticas u otros métodos para estimar el corrimiento al rojo es posible
estudiar modelos cosmológicos. Aún más, cómo la distancia sirena es distinta a la luminosa
en teorías de gravedad modificada, las fuentes de ondas gravitacionales serán una fuerte
herramienta futura para cuantificar posibles desviaciones de la Relatividad General.

Dado que en el análisis de la presente tesis se conservará la Relatividad General cómo
la teoría de gravedad, se tomará la equivalencia entre la distancia sirena y la luminosa.

3.5. Detección de ondas gravitacionales
Ahora se tratará brevemente el tema de la detección de ondas gravitacionales. La com-

plicación principal de esto son las amplitudes pequeñas que tiene una onda gravitacional
producida por una fuente astrofísica y un problema adicional se presenta por el hecho de
que existe ruido de diversas fuentes proveniente tanto de la tierra cómo astrofísico.

Considerando un intervalo de tiempo [0, T ] dividido en N segmentos ∆ =
T

N
. Enton-

ces, si para cada uno de estos segmentos se obtiene una muestra de datos xi = x(i∆) con
i ∈ 0, 1, 2, . . . , N − 1, se puede contruir un vector N dimensional con los datos x = xiei,
donde ei es un vector unitario con componentes δij para j = 0, 1, . . . , N−1. Estos vectores
unitarios forman una base ortonormal que genera el espacio complejo N -dimensional, y
por ello x ∈ Cn.

Se pueden considerar dos casos, uno en el cuál los datos no incluyen una señal de onda
gravitacional y sólo incluye ruido x = n y el segundo caso donde los datos incluyen una
señal de onda gravitacional más ruido x = s + n, donde este caso se llama ruido aditivo.
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Mientras que la señal de onda gravitacional se espera que sea determinista aunque depen-
diendo en varios parámetros, el ruido es un vector aleatorio y por ello el vector de ruido
se puede describir con una función de distribución de probabilidad.

Los dos casos que se mencionaron en el párrafo anterior juntos constituyen lo que se
llama una hipótesis binaria y se pueden denotar por H0 para el caso de sólo ruido y H1

para ruido más una señal de onda gravitacional. Debido a qué n es un vector aleatorio, x
también lo será para ambas hipótesis así que x también tendrá una función de distribu-
ción de probabilidad asociada. Para la hipótesis H0 se denotará p0(x) y para H1, p1(x). El
objetivo será para un vector de datos x decidir si H0 o H1 es verdadera.

Para poder continuar se realizarán algunas suposiciones sobre el ruido. Trabajando con
el rango de frecuencias de 100 Hz a algunos KHz, el ruido está dominado por conteo de
fotones [61] entonces si los detectores trabajan en este rango de frecuencias

1. En cada tiempo muestra ti, la variable aleatoria ni = n(ti) tiene promedio 0 ⟨ni⟩ = 0,
donde los brackets denotan promedio de conjunto (ensemble average).

2. El ruido es estacionario, lo que se escribe matemáticamente cómo
〈
n(ti)n(tj)

〉
=

K(ti − tj) con K una función de autocorrelación.

3. El ruido puede modelarse con una distribución Gaussiana.

Con estas suposiciones, el ruido es estacionario de sentido amplio Gaussiano (Gaussian
wide sense stationary) con promedio 0. Por lo tanto, la hipótesis H0 tiene una función de
distribución de probabilidad dada por

p0(x) =
1√

(2π)N detC
exp

(
−1

2
xTC−1x

)
, (3.42)

por ello x debe construirse cómo un vector columna y C es la matriz de covarianza con
entradas dadas por

Cij = K(ti − tj). (3.43)

Si se considera la matriz de información de Fisher µ (la inversa de la matriz de co-
varianza), entonces xTC−1x puede escribirse de forma simple cómo µijxixj. Definiendo el
producto escalar cómo (x,y) = µijxiyj, la función de distribución de probabilidad es

p0(x) =

√
detµ

(2π)N
exp

(
−1

2
(x,x)

)
. (3.44)

A partir de este resultado puede deducirse la función de distribución de probabilidad
para la hipótesis H1. Cómo se tomó la hipótesis de ruido aditivo, p1(x) = p0(x−s) [56, 61]
y por ende

p1(x) =

√
detµ

(2π)N
exp

(
−1

2
(x− s,x− s)

)
. (3.45)
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Con la definición del producto escalar, el conjunto de vectores de datos que se denotará
cómo D es un espacio de Hilbert. Una prueba se requerirá para decidir entre la hipótesis H0

y H1. Para hacer esto, el espacio D se dividirá en dos subconjuntos R0 y R1 de forma que si
x ∈ Ri entonces Hi es verdadera. Sin embargo, debido a la naturaleza probabilística de las
hipótesis, la prueba puede fallar, por lo que el objetivo es reducir el error a lo menor posible.

Recordando que la amplitud h de una onda gravitacional es extremadamente pequeña,
la hipótesis H1 será verdadera en muy raras ocasiones y por ende puede escogerse errónea-
mente en varios intentos. El cociente de las veces que se toma erróneamente la hipótesis
H1 con el número de intentos se llama probabilidad de falsa alarma pF . De este modo, mi-
nimizar el error de reduce a minimizar pF y así determinar el conjunto R1. A este método
se le conoce cómo el criterio de Neyman-Pearson [56, 61]. La probabilidad de falsa alarma
junto con la probabilidad de detección de definen cómo

pF =

∫
R0

p0(x)d
Nx , pD

∫
R1

p1(x)d
Nx, (3.46)

con pD la probabilidad de detección. Ahora se define el cociente de probabilidad

Λ(x) =
p1(x)

p0(x)
, (3.47)

por lo que para una probabilidad de falsa alarma pF = α, α = {p|λ(x) > Λ0} la región
R1 es R1 = {x ∈ C|Λ(x) > Λ0}. Λ0 se conoce cómo el umbral (threshold) y define una
hipersuperficie en Cn que divide las regiones R0 y R1. Esta condición Λ(x) > Λ0 puede
reescribirse en términos de un producto escalar aplicando logaritmo natural a (3.47)

ln Λ(x) = (x, s)− 1

2
(s, s), (3.48)

con (s, s) una constante debido a que la señal se está asumiendo determinista. Por ende la
condición se reduce a

ρ = (x, s) ≥ ρ0 (3.49)

con ln Λ0 +
1
2
(s, s). Además, ρ se llama cociente de señal-ruido (signal to noise ratio) y

ρ0, umbral (threshold). Por lo que el valor de ρ determinará cual de las hipótesis H0 o
H1 es correcta. Este método es simple, sin embargo, las ondas gravitacionales reales no
tienen una única señal sino un conjunto de señales que dependen en un vector de pa-
rámetros λ, es decir s = s(λ). Este vector de parámetros incluye p parámetros λα con
α = 1, 2, . . . , p, los cuáles pueden depender de la masa de las fuentes de ondas gravitacio-
nales, su distancia, fase inicial, entre otros [56]. Ahora el conjunto de señales genera una
variedad p-dimensional, la cuál es una sub-variedad de D. Esta sub-variedad se llama va-
riedad de señales y se denota por S y en ella se puede tomar una carta con coordenadas λα.

Con estos cambios, la hipótesis H1 cambia a, una de las señales λα se ha detectado,
entonces x = n + s(λα) y la función de distribución de probabilidad es p1(x;λ). En este
caso para determinar si H0 o H1 es verdadera, un nuevo cociente de probabilidad debe
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definirse. en este caso, este cociente para un parámetro específico λ se define cómo

Λ(x;λ) =
p1(x;λ)

p0(x)
, (3.50)

y cómo el ruido no incluye parámetros λ, la función de distribución de probabilidad para
H0 no depende en λ. Para obtener el cociente total se requiere hacer una integral [56]

Λ(x) =

∫
dλΛ(x;λ)z(λ), (3.51)

donde z(λ) es una función de distribución de probabilidad para el espacio de parámetros
que se calcula con información astrofísica.

Cómo puede verse, para determinar si se ha detectado una onda gravitacional, se re-
quiere calcular el cociente de probabilidad (3.51), sin embargo esta tarea es computacio-
nalmente costosa. Recordando que ρ = (x, s) = µijxisj, un filtro emparejado (matched
filter) puede definirse cómo qi = µijsj y por la condición ρ ≥ ρ0, este filtro emparejado
maximiza la probabilidad de detección pD para una probabilidad de falsa alarma arbitraria
pF . Por lo tanto, al final el problema se reduce a calcular el filtro emparejado qi para una
gran cantidad de puntos en el espacio de parámetros.

Debido a las limitaciones computacionales, sólo puede calcularse qi para un número
finito pero grande de puntos en S, a los que se les llama plantillas. Una forma de colocar
estos puntos es en una rejilla donde un punto arbitrario esta a lo más a una distancia ϵ
de un punto de la plantilla. Para hacer esto se requiere definir una métrica en S y puede
tomarse la que es inducida por el producto escalar (x,y) = µijxiyj dada por [56]

gµν =

(
∂s

∂λµ
,
∂s

∂λν

)
, (3.52)

por lo que la condición para colocar las plantillas es

gµν∆λ
µ∆λν = ϵ. (3.53)

Si ϵ = 0.03, alrededor del 10 % de las detecciones se perderán [56]. La forma más simple
de colocar las plantillas son considerando hipercubos con el punto plantilla en el centro del
hipercubo de lado ∆l, con la longitud del lado obtenida demandando que la distancia de

un vértice del hipercubo a su centro sea ϵ. Por lo tanto ϵ = p

(
δl

2

)2

. Con esto, el número

de plantillas puede calcularse mediante [56]

Nplantillas =

∫
dλ
√
det(−g)

∆lp
, (3.54)

cómo ejemplo, en la primera corrida O1 de la colaboración LIGO-Virgo, se emplearon
alrededor de 250,000 plantillas [56].
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3.6. Sirenas estándar
Cómo se vio anteriormente, es posible, partiendo de la teoría de relatividad general

deducir la distancia a una fuente de ondas gravitacionales (3.29) a partir de la amplitud
h, la frecuencia de la onda gravitacional y su primera derivada. Para poder estudiar la
relación distancia sirena contra corrimiento al rojo se requiere determinar el corrimiento
al rojo a la fuente, sin embargo eso puede no ser una tarea fácil. En el caso de la colisión
de dos agujeros negros, es muy complicado medir su corrimiento al rojo debido a la baja
radiación electromagnética que emiten. Además de detectar la onda gravitacional, es pre-
ciso determinar su corrimiento al rojo. Esto se puede hacer si la colisión de las binarias
compactas provocan un Gamma Ray burst al cuál se le pueda medir su corrimiento al rojo.

Las sirenas estándar son las fuentes de ondas gravitacionales que tienen una contra-
parte electromagnética asociada [62, 63]. De esta forma ya se pueden estudiar modelos
cosmológicos con estos objetos y no se requiere usar la escalera cósmica cómo en candelas
estándar o de encontrar objetos con tamaño o luminosidad intrínseca igual cómo para las
reglas y candelas estándar. El problema es que de los catálogos que se considerarán en este
trabajo, los cuáles serán el GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] sólo dos de los eventos es una sirena
estándar. El primero se llama GW170817 [60], proveniente de una colisión de estrellas de
neutrones, al cuál de forma independiente se le detectó una contraparte electromagnética
GRB-170817A con corrimiento al rojo z = 0.0099 [64]. El segundo se llama GW190521,
proveniente de una colisión de agujeros negros, con el cuál se tiene un candidato a contra-
parte electromagnética ZTF19abanrhr con corrimiento al rojo z = 0.438 [65].

Por lo anterior de que sólo se cuenta con dos sirena estándar en estos catálogos, es
crucial considerar otros métodos para estudiar la relación DS − z con eventos de ondas
gravitacionales.

3.7. Sirenas oscuras
Las sirenas oscuras son las fuentes de ondas gravitacionales a las cuáles no se les

tiene asociada una contraparte electromagnética y por lo tanto no hay una determinación
del corrimiento al rojo de estos eventos. Es por ello que con este tipo de eventos no es
posible calcular la probabilidad posterior de los parámetros cosmológicos de la forma en
cómo se trató en la sección 2.12. Sin embargo, en el capítulo siguiente se empleará un
método alternativo para igualmente calcular la probabilidad posterior de los parámetros
para estos eventos y con ello usarlos para hacer cosmología y ampliar la base de datos
de ondas gravitacionales. En particular se trabajará con el caso de las sirenas oscuras
provenientes de colisiones de agujeros negros de los catálogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2]
por simplicidad en cálculos computacionales cómo se discutirá más adelante.
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3.8. Catálogos de ondas gravitacionales
La colaboración LIGO-Virgo está compuesta por tres observatorios, dos de LIGO (Laser

Interferometer Gravitational-Wave Observatory), uno llamado LIGO Livingston Observa-
tory en Livingston, Lousiana y otro llamado LIGO Hanford Observatory en Richland,
Washington, ambos en Estados Unidos. El tercer detector se llama Virgo en Cascina, Ita-
lia. El que estén separados los tres detectores es importante y reduce la probabilidad de
falsa alarma pF debido a qué si uno de los detectores detecta una señal que en realidad es
ruido terrestre los otros dos no la detectarán. Unicamente en ondas gravitacionales reales,
los tres detectarán la misma señal.

En esta sección se presentarán los catálogos de ondas gravitacionales GWTC-1 [1] y
GWTC-2 [2] de la colaboración LIGO-Virgo con los que se estudiarán las parametriza-
ciones bidimensionales de energía oscura antes presentadas. Esta colaboración realiza las
detecciones en diferentes corridas y al terminar cada una se llevan a cabo trabajos de
mantenimiento y mejoras para la siguiente corrida. La primera corrida se denomina O1
y de llevó a cabo del 12 de septiembre de 2015 al 19 de enero de 2016, detectando tres
colisiones de agujeros negros binarios [1]. La segunda corrida O2, se llevó a cabo del 30 de
noviembre de 2016 al 25 de agosto de 2017, donde se detectaron 8 eventos, 7 colisiones de
agujeros negros binarios y 1 colisión de estrella de neutrones binaria [1]. La tercera corrida
O3 se dividió en dos debido a la pandemia actual que el mundo está viviendo, la prime-
ra de estas se denomina O3a y se llevó a cabo del 1 de abril al 30 de septiembre de 2019 [2].

Comenzando con la primera observación de una colisión de agujeros negros el 12 de
Septiembre de 2015 [55, 66, 67, 68], la colaboración LIGO-Virgo ha detectado 50 eventos
de colisiones de binarias en sus tres corridas. Los resultados de las primeras dos corridas
se encuentran en el paper de la colaboración LIGO-Virgo GWTC-1 (Gravitational Wave
Transcient Catalog 1) [1] mientras que los correspondientes a la primer mitad de la tercera
corrida en el paper de GWTC-2 (Gravitational Wave Transcient Catalog 2) [2].

3.8.1. GWTC-1

El GWTC-1 incluye NGWTC-1 = 11 eventos de alta confianza de ondas gravitacionales
causados por colisiones de binarias compactas todas ellas con masas M > 1M⊙ observadas
por LIGO-Virgo durante las primeras dos corridas (O1 y O2) . La red de detectores es
sensible a eventos de binarias compactas que colisionaron y produjeron una onda gravita-
cional, y cubren un rango de frecuencia de alrededor de 15 Hz hasta algunos kHz [1].

Los eventos presentados en GWTC-1 provienen de 3 búsquedas. Dos de estas, PyCBC 1

[69] y GstLAL [70, 71] emplean la búsqueda con el filtro emparejado (matched filter) men-
cionado en la sección de detección de ondas gravitacionales. Además de esto, se realizó una
búsqueda sin modelo de señales o estallidos transcientes de corta duración, denominados
coherent WaveBurst (cWB)[72]. Estas búsquedas se detallarán brevemente a continuación.

1https://github.com/gwastro/pycbc
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PyCBC

Esta búsqueda se realizó mediante el software PyCBC 2 [69] donde se realizó mediante
filtros emparejados directos con un banco de plantillas usadas para calcular el cociente
de señal-ruido para cada combinación del detector. En caso de que el máximo local del
cociente de señal-ruido fuera mayor a 5.5, la tubería producía desencadenamiento de un
sólo detector asociado a un detector, los parámetros de la plantilla y el tiempo de colisión
de las binarias. Para ésta búsqueda no se empleó el detector Virgo, únicamente los dos de
LIGO [1].

GstLAL

Esta búsqueda igualmente realiza una búsqueda mediante filtros emparejados, pero
es independiente a PyCBC y se realiza con el software GstLAL [70, 71]. Esto software
produce un desencadenamiento para cada plantilla y detector maximizando el cociente de
señal-ruido del filtro emparejado en ventanas superiores a un segundo y demandando que
ρ ≥ 4 para los detectores de LIGO y ρ ≥ 3.5 para Virgo [1].

Coherent WaveBurst (cWB)

Este es un algoritmo de análisis empleado en búsquedas para señales levemente o no
modeladas de los detectores de ondas gravitacionales de LIGO, el cuál no depende de la
Relatividad General. El algoritmo identifica excesos de potencia en las representaciones
de tiempo-frecuencia de los datos de la amplitud de la onda gravitacional para señales
de hasta 1 kHz y duraciones de algunos segundos. Considera eventos que son coherentes
en más de un detector y reconstruye la señal usando el método de máxima probabilidad
[72, 1].

Resultados

En la tabla III del GWTC-1 se presentan los resultados de estos eventos, obtenidos
de [1]. Aquí se recopilaron los resultados de distancia sirena DS en Mpc, los cocientes de
señal-ruido ρ, las masas de chirrido M, todas ellas con el 90 % de intervalos creíbles de
confianza así cómo su tipo de binaria (BHBH para binarias de agujeros negros, NSNS para
binarias de estrellas de neutrones y NSBH para binaria de estrella de neutrones y agujero
negro). Estos resultados se presentan en la tabla 3.1.

Cómo se puede ver en la Tabla 3.1, de los 11 eventos de este catálogo, 10 son agujeros
negros binarios. Para el caso de la distancia sirena, se tomaron los resultados de la tabla
III de [1], al igual que con las masas de chirrido. En el caso del cociente de señal-ruido se
tomó el máximo valor de las tres tuberías PyCBC, GstLAL y cWB antes descritas de la
tabla I de [1].

Las masas de chirrido reportadas son las masas intrínsecas, sin embargo esas están
calculadas asumiendo una cosmología de Planck [28] para determinar el corrimiento al

2https://github.com/gwastro/pycbc
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Evento DS (Mpc) ρ M (M⊙) Tipo de binaria
GW150914 440+150

−170 25.2 28.6+1.7
−1.5 BHBH

GW151012 1080+550
−490 10.0 15.2+2.1

−1.2 BHBH
GW151226 450+180

−190 13.1 8.9+0.3
−0.3 BHBH

GW170104 990+440
−430 13.0 21.4+2.2

−1.8 BHBH
GW170608 320+120

−110 15.4 7.9+0.2
−0.2 BHBH

GW170729 2840+1400
−1360 10.8 35.4+6.5

−4.8 BHBH
GW170809 1030+320

−390 12.4 24.9+2.1
−1.7 BHBH

GW170814 600+150
−220 17.2 24.1+1.4

−1.1 BHBH
GW170817 40+7

−5 33.0 1.186+0.001
0.001 NSNS

GW170818 1060+420
−380 11.3 26.5+2.1

−1.7 BHBH
GW170823 1940+970

−900 11.5 29.24.6−3.6 BHBH

Tabla 3.1: Eventos del GWTC-1 junto con sus distancias sirena en Mpc, sus cocientes de
señal-ruido, masas de chirrido y tipo de estrella binaria

rojo [1]. Las masas detectadas son la masa de chirrido en el sistema de referencia del
detector, las cuáles no tienen la contaminación de asumir un modelo cosmológico. Por
ello, es necesario multiplicar las masas de chirrido reportadas por su corrimiento al rojo
calculado más 1 (multiplicar por 1 + z) y así se regresará a las masas en el marco de
referencia del detector las cuáles no asumen ningún modelo cosmológico.

3.8.2. GWTC-2

El GWTC-2 está compuesto por NGWTC-2 = 39 eventos candidatos con una contamina-
ción esperada de menos del 10 % durante la primera mitad de la tercera corrida (O3a) y se
esperan 3 eventos de falsa alarma causados por ruido instrumental [2]. En la tabla VI del
GWTC-2 se presentan los resultados de estos eventos, obtenidos de [2]. Aquí se recopilaron
los resultados de distancia sirena DS en Mpc, los cocientes de señal-ruido ρ, las masas de
chirrido M, todas ellas con el 90 % de intervalos creíbles de confianza así cómo su tipo
de binaria (BHBH para binarias de agujeros negros, NSNS para binarias de estrellas de
neutrones y NSBH para binaria de estrella de neutrones y agujero negro). Estos resultados
se presentan en la tabla C.1.

En el caso de la corrida O3a de la colaboración LIGO-Virgo se emplearon las mismas
tuberías que en O1 y O2 (PyCBC, GstLAL y cWB) con la adición de otra fuente PyCBC
BBH que se describirá a continuación

PyCBC BBH

Esta es una búsqueda especializada en ondas gravitacionales provocadas por binarias de
agujeros negros. La búsqueda especializada en este tipo de binarias compactas fue motivada
por el hecho de que las señales de O1 y O2 con la excepción de GW170817 son consistentes
con colisiones de binarias de agujeros negros con cociente de masas cercanos a 1 y spins
rotacionales efectivos cercanos a 0. Esta búsqueda emplea una estadística de detección que
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incluye un número de elecciones de afinación para descartar desencadenamientos que no
concuerdan con los filtros [73, 74]. Esta búsqueda permitió a PyCBC detectar más eventos
de binarias de agujeros negros en O3a que las detectadas en O1 y O2 [2].

Resultados

De la tabla VI del GWTC-1 se extrajeron los resultados de los eventos junto con sus
distancias sirenas DS en Gpc3, masas de chirrido, y cociente de señal-ruido todas ellas con
el 90 % de intervalos creíbles de confianza así cómo el tipo de binaria (BHBH para binarias
de agujeros negros, NSNS para binarias de estrellas de neutrones y NSBH para binaria
de estrella de neutrones y agujero negro). En el caso de los cocientes de señal-ruido están
reportados en la tabla IV de este catálogo para cada una de las 4 tuberías (cWB, GstLAL,
PyCBC, PyCBC BBH). Para el presente análisis se tomaron el máximo valor de las 4. Los
eventos junto con su distancia sirena DS, masa de chirrido, cociente de señal-ruido y tipo
de binaria se presentan en el apéndice C.

Al igual que en el GWTC-1, las masas de chirrido presentadas son las intrínsecas cal-
culadas mediante el corrimiento al rojo [2] asumiendo una cosmología tipo Planck [28]. Por
ello, para eliminar este ruido de suponer este modelo cosmológico es necesario multiplicar
por 1 + z y así regresar a las masas de chirrido en el marco de referencia del detector, las
cuáles para su cálculo no asumen ningún modelo cosmológico.

3.8.3. Eventos empleados para estudiar modelos de energía oscura
con datos de ondas gravitacionales

Para realizar los estudios de parametrizaciones bidimensionales de energía oscura se
emplearán los siguientes datos de ondas gravitacionales.

1. La sirena estándar GW170817.

2. La sirena estándar GW190521.

3. Los eventos de GWTC-1 y GWTC-2 de colisiones de agujeros negros sin incluir
GW190521.

Los dos primeros eventos tienen contrapartes electromagnéticas por lo que es posible
estudiar la relación DL− z con ellos de forma directa. En el caso de las sirenas oscuras, las
cuáles son 45, se requiere emplear un método alternativo para estimar su corrimiento al
rojo y con ello estudiar las parametrizaciones de energía oscura. Los detalles se incluirán
en el siguiente capítulo. Por último, se generarán muestras de sirenas estándar empleando
ΛCDM cómo modelo de fondo para determinar el número esperado de estos eventos con los
cuáles realizar una determinación de la constante de Hubble con un error relativo inferior
al 1 %. Sin embargo, el análisis con estos eventos será independiente a los realizados con
los datos reales de sirenas estándar y oscuras.

3debe realizarse una conversión para poder trabajar con el GWTC-1 y GWTC-2 en conjunto por sus
distintas unidades en DS



Capítulo 4

Análisis de la energía oscura empleando
ondas gravitacionales

De los factores de Hubble para el modelo estándar ΛCDM y las parametrizaciones
bidimensionales de energía oscura puede verse qué la energía oscura sólo tiene una contri-
bución considerable para bajos corrimientos al rojo. Por ello, las mejores bases de datos
para estudiar la energía oscura son las de bajos corrimientos al rojo. Los parámetros cosmo-
lógicos de los cuáles dependen los modelos cosmológicos son h = H0/(100 km s−1 Mpc−1),
el contenido de materia ΩM (ΩΛ = 1 − ΩM), se supone que el Universo tiene curvatura
espacial 0 (Ωk = 0) y el contenido de radiación es despreciable en bajos corrimientos al
rojo. Aunado a estos, para las parametrizaciones bidimensionales de energía oscura, exis-
ten dos parámetros adicionales {w0, w1}. Por lo tanto el vector de parámetros está dado
por Θ = {h,Ωm.w0, w1}, todos ellos parámetros adimensionales. El objetivo del análisis es
actualizar las constricciones de parámetros cosmológicos de [5] donde se emplearon datos
de relojes cósmicos y SNeIa. En este análisis se usarán nuevamente esas dos observacio-
nales cosmológicas con la diferencia de que se usarán bases de datos más actualizadas,
para los relojes cósmicos la base de datos de [75] (donde se presenta una recopilación de
resultados del factor de Hubble de relojes cósmicos y provenientes de oscilaciones acústi-
cas de Bariones) y para SNeIa la base da datos Pantheon [38], y se agregarán las sirenas
estándar y oscuras provenientes de colisiones de agujeros negros de los catálogos de la
colaboración LIGO-Virgo GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2]. Para realizar el análisis Bayesiano
con cada conjunto de datos se requiere definir su χ2, y además la probabilidad prior del
vector de parámetros que será la misma para todos los casos, primero se hablará de las
probabilidades likelihood para cada tipo de evento. Se comienza tratando el tema de las
ondas gravitacionales.

4.1. Análisis Bayesiano con sirenas estándar y oscuras
Cómo se discutió en el capítulo anterior, se emplearán los dos eventos de ondas gra-

vitacionales con contrapartes electromagnéticas de GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] más los
eventos de colisión de agujeros negros de los mismos capítulos cómo sirenas oscuras. Se
comienza explicando el caso de sirenas estándar.

71
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4.1.1. Análisis Bayesiano con sirenas estándar

Las sirenas estándar son multimensajeros, fuentes generadoras de una onda gravitacio-
nal, que permite determinar su distancia sirena, y a las que se les asocia una contraparte
electromagnética, lo que permite determinar su corrimiento al rojo. Los eventos que se
considerarán serán GW170817 y GW190521 debido a que a ambos se les a logrado asociar
una contraparte electromagnética. En este caso la observable cosmológica es la distancia
sirena, por lo que

χ2
Sirenas estándar =

2∑
n=1

(
DSn −DS(zn,Θ)

σDSn

)2

, (4.1)

aunque las distancias sirena reportadas en los catálogos considerados tienen incertidumbres
superiores e inferiores distintas, se tomará la máxima de estas dos cómo la incertidumbre
asociada a cada evento.

4.1.2. Análisis Bayesiano con sirenas oscuras

El hecho de que las sirenas oscuras no tengan una medición independiente del corri-
miento al rojo no permite escribir la χ2 cómo en el caso de las sirenas estándar. Sin embargo
se puede tomar un camino alternativo con el cuál calcular la probabilidad posterior y así
encontrar con qué valores del vector de parámetros, esta se maximiza. Primero se aplicará
el teorema de Bayes para la i-ésima sirena oscura

P(Θ|DSi
, σDSi

) =
P(Θ)P(DSi

|σDSi
,Θ, η)

P(DSi
|σDSi

, η)
, (4.2)

donde P(Θ) es la probabilidad prior de los parámetros, P(DSi
|σDSi

,Θ, η) la probabilidad
likelihood para el i-ésimo evento, P(DSi

|σDSi
, η) la evidencia para el i-ésimo evento y η

es un vector de parámetros astrofísicos de las fuentes de ondas gravitacionales. Ahora, la
probabilidad likelihood se puede escribir de una forma distinta mediante el teorema de la
probabilidad total

P(DSi
|σDSi

,Θ, η) =

∫ ∞

0

dz P(DSi
|σDSi

,Θ, z)P(z|Θ, η), (4.3)

donde P(z|Θ, η) es una probabilidad prior del corrimiento al rojo condicional a los paráme-
tros cosmológicos y a los parámetros astrofísicos. Al aplicar el teorema de la probabilidad
total se recupera la dependencia condicional de la probabilidad likelihood en el corrimiento
al rojo, la cuál desaparece al integrar sobre todo el rango de corrimiento al rojo. Con esto
no se requiere una medición del corrimiento al rojo, y ya se puede escribir la probabilidad
likelihood estándar [51]

P(DSi
|σDSi

, η, z) =
1√

2πσ2
DSi

exp

−1

2

[
DS(z, η)−DSi obs

σDSi

]2 , (4.4)
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esto reduce el problema a encontrar una probabilidad prior para el corrimiento al rojo y a
realizar una integral en todo el rango de corrimientos al rojo. Cómo la integral es compu-
tacionalmente costosa se realizará en un intervalo [0, zmáx] donde la cota superior debe ser
un corrimiento al rojo suficientemente grande donde no se esperen detecciones de ondas
gravitacionales.

Cómo el análisis se realizará para una muestra de detecciones de ondas gravitacionales,
se requiere tomar la probabilidad total de todos los eventos. Cada una de las detecciones
de ondas gravitacionales debería de ser independiente de las otras, por lo que la likelihood
total es el producto de las likelihood individuales. Aún más, para obtener la probabilidad
posterior hace falta multiplicar por la probabilidad prior y dividir entre la evidencia,
entonces

P(Θ|Ds, σDS
, η) =

P(Θ)

E

N∏
n=1

∫ zmáx

0

dz P(DSn|σDSn
,Θ, z)P(z|Θ, η), (4.5)

donde E es la evidencia y P(Θ) la probabilidad prior de los parámetros cosmológicos.
El de zmáx deberá ser suficientemente grande para considerar el rango de corrimientos al
rojo al cuál los detectores actuales pueden recibir señales de ondas gravitacionales. De
los elementos de la ecuación (4.5), la probabilidad prior son rangos que pueden tomar los
parámetros cosmológicos, la evidencia es un factor de normalización y para determinar
los contornos de confianza de los parámetros cosmológicos no es necesario calcularla, la
likelihood se determina, pues las distancias sirena a las fuentes de ondas gravitacionales,
cómo sus incertidumbres se conocen y al integrar sobre z desaparece la dependencia en z.
Sin embargo, la probabilidad prior del corrimiento es la que falta conocer.

Para estos propósitos puede suponerse que la probabilidad prior del corrimiento al
rojo es proporcional a la llamada tasa de colisión de binarias compactas diferencial por
corrimiento al rojo (la cuál determina el número de colisiones de binarias compactas por
año que deben ocurrir en el intervalo de corrimiento al rojo [z, z + dz]), dada por [13]

dṄ

dz
= 4π

(
c

H0

)3
ṅ(z)

1 + z

r2(z)

E(z)
Cθ(x(z, ρ,M)), (4.6)

la cuál es una función que toma en cuenta la tasa de colisión intrínseca de estrellas
binarias compactas ṅ(z) a corrimiento al rojo z y donde r es la distancia comóvil adimen-
sional (sin incluir unidades, únicamente la integral), E(z) = H(z)/H0 y Cθ una función
que mide el desempeño de la red de detectores [76] la cuál depende de los parámetros
astrofísicos η. Algo que debe tenerse en cuenta es que las probabilidades son adimensio-
nales, por lo cuál para construir la probabilidad prior del corrimiento al rojo en términos
de la ecuación (4.6) se requiere incluir una constante de proporcionalidad, que hará que
la probabilidad no tenga unidades. Más aún, al integrar esta probabilidad prior en todo
el corrmiento al rojo, el resultado debe dar 1. Esto debido a que la probabilidad de que el
evento sea detectado en el intervalo de corrimiento al rojo [0, zmáx] es 1, debido a que el
evento debe localizarse en algún corrimiento al rojo. Por este motivo es importante elegir
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correctamente el valor de zmáx y se sugiere tomar una cota bastante conservadora, la cuál
permita que las colas de probabilidad prior de corrimiento el rojo de todos los eventos
estén incluidas. Los hechos anteriores se pueden escribir de forma matemática cómo

1 = B(Θ, η)

∫ zmax

0

dz
dṄ

dz
, (4.7)

donde B(Θ, η) es la constante que depende de los parámetros cosmológicos y astrofísicos
dado que la probabilidad prior del corrimiento al rojo es condicional al valor del vector de
parámetros cosmológicos y astrofísicos, por lo que esta constante variará con cada valor de
estos vectores. Además, B(Θ, η) cancela las unidades y normaliza el resultado. En términos
de esta constante puede escribirse finalmente la probabilidad prior del corrimiento al rojo

P(z|Θ, η) = B(Θ, η)
dṄ(Θ, z, η)

dz
. (4.8)

Esta es una probabilidad prior de corrimiento al rojo dado que contiene información
sobre el número de colisiones de binarias compactas que ocurrirán en cada intervalo dife-
rencial de corrimiento al rojo. Además de eso, dependerá de mediciones astrofísicas y de la
eficiencia de los detectores, aspectos que se denotaron cómo η. Cómo se verá más adelante
el factor Cθ(x(z, ρ,Mdet)) pesa cada evento detectado y considera que los eventos más
masivos es posible detectarlos a corrimientos al rojo mayores, dándole una probabilidad
mayor a corrimientos al rojo superiores que para estrellas poco masivas y que además
toma en cuenta la distancia máxima a la que los detectores pueden detectar una onda
gravitacional. Esta función, por lo tanto depende del tipo de fuente de onda gravitacional
que se detecte y de la red de detectores considerada.

En la definición de (4.6) puede verse que se requiere conocer ṅ y Cθ. La primera es
la tasa de colisión intrínseca de estrellas binarias a corrimiento al rojo z e indica intrín-
secamente el número de estrellas binarias que colisionan por año mientras que la segunda
función incluye el funcionamiento y eficiente del detector así cómo los eventos astrofísicos
detectados.

Para la primera función se requiere tomar un modelo astrofísico que calcule este va-
lor. En particular se tomaron los resultados de ṅ(z) calculados en [77] donde se empleó
el código StarTrack, el cuál es capaz de evolucionar binarias aisladas que interactúan en
equilibrio quasi-hidrostático hasta la formación de binarias compactas y eventualmente en
su colisión [77]. Se tomaron los resultados del modelo denominado estándar low-end (el
cuál es el modelo base que se trabajó igualmente en [13, 76]) en el marco de referencia
del detector para el caso de colisiones de agujeros negros, los cuáles incluyen valores del
corrimiento al rojo y la tasa de colisión intrínseca de estrellas binarias compactas ṅ(z) con
unidades de yr−1Gpc−3 a cada corrimiento al rojo para 13 metalicidades distintas. Para
tener la ṅ(z) total se suman las cantidades de las 13 metalicidades. Los resultados pueden
descargarse en 1.

1https://www.syntheticuniverse.org/
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Los resultados dan valores discretos de ṅ(z), por lo que sólo se cuentan con valores
discretos para la integral (4.5). Por lo tanto puede emplearse un método numérico para
calcular la integral. En el análisis de esta tesis se consideró el método del trapecio. Con los
valores del corrimiento al rojo los puntos de la derecha de cada paso de integración. Los
resultados para el intervalo de corrimiento al rojo z ∈ [0, 1.5] (se tomará cómo cota superior
zmáx = 1.5 debido a que los eventos del GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] considerando una
cosmología ΛCDM y los parámetros cosmológicos de Planck 2018 [28] tienen un corrimiento
al rojo inferior a z = 1.0 considerando los errores al 90 % de confianza. Por lo tanto, con
cosmologías alternativas una cota de zmáx = 1.5 es una cota bastante conservadora que
permitirá considerar de forma apropiada las colas de la probabilidad prior de corrimiento
al rojo de los eventos de estos catálogos) se muestran en la figura 4.1. Cómo puede verse,
por las unidades de ṅ(z), esta tasa de colisión intrínseca es el número de eventos de
colisiones de agujeros negros que ocurren cada año, por cada Gigapársec cúbico. Entonces
las unidades de Ṅ serán yr−1, por lo que esta cantidad dará los eventos que ocurrirán a
cierto corrimiento al rojo por año. Mientras mayor sea el valor de Ṅ(z), más probable será
que el evento se ubique en ese corrimiento al rojo.

Figura 4.1: tasa de colisión intrínseca de agujeros binarios ṅ(z) contra corrimiento al rojo
para el modelo estándar low-end en el marco de referencia del detector con los datos
tomados de [77].

Para poder calcular la probabilidad prior del corrimiento al rojo sólo falta entonces
conocer la función Cθ, la que da los efectos de efectividad de la red de detectores y la cuál
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esta dada por [13]

Cθ(x(z, ρ)) =

∫ ∞

x(z,ρ)

dθPθ(θ), (4.9)

donde

Pθ(θ) =


5

256
θ(4− θ)3 if 0 < θ < 4,

0 en otro caso,

(4.10)

siendo Pθ una distribución de probabilidad de un parámetro θ, el cuál es una factor de
orientación que captura parte del patrón de sensibilidad debido a la orientación relativa
del sistema de binarias compactas respecto al detector [13]. Cuatro ángulos describen este
parámetro θ, dos de ellos (ξ, ϕ) describen la orientación de la binaria relativa al detector
y dos más (ψ, ι) la orientación de la binaria relativa a la línea de visión entre esta y el
detector [13]. Suponiendo que estos cuatro ángulos no están correlacionados, la densidad
de probabilidad del parámetro θ está dada por (4.10). Y finalmente

x(z, ρ) =
ρ

ρ0
(1 + z)

c

H0

r(z)

r0

[
1.2M⊙

Mdet

]5/6
, (4.11)

donde ρ es cociente de señal-ruido del evento detectado medida en el detector, ρ0 es el
umbral de la red de detectores, r0 la distancia característica de la red de detectores, y
Mdet la masa de chirrido de las binarias en el marco de referencia del detector. Mientras
que ρ0 y r0 son constantes para todos los eventos detectados por una red de detectores, ρ
y Mdet varían de evento a evento. Debido a la presencia de ρ y Mdet, se puede observar
que la probabilidad prior del corrimiento al rojo efectivamente depende de parámetros
astrofísicos.

A partir del valor de x(z, ρ), se puede estudiar el efecto que tienen las masas de chirrido.
Mientras mayor sea esta masa, menor será x(z, ρ) y por ende el límite inferior de la inte-
gral (4.9), lo que maximizará el valor de Cθ y por ende la probabilidad prior de redshift.
Entonces, con mayores masas de chirrido, el evento puede medirse a un corrimiento al
rojo mayor. Por otro lado, el cociente de señal-ruido debe ser apenas mayor que el umbral
para que esta misma probabilidad se maximice. Cocientes de señal-ruido altos favorecerán
corrimientos al rojo bajos.

Finalmente, se puede ver que un valor de r0 mayor permite detectar eventos a un co-
rrimiento al rojo mayor. Esto es debido a que x debe estar entre 0 y 4 para que la función
Cθ sea distinta de 0 debido a la definición de Pθ.

En la presente tesis, se trabajó con un valor de r0 = 120Mpc pues esta esta en el rango
de sensibilidades características de la red de detectores de LIGO-Virgo avanzado para coli-
siones de agujeros negros y también se trabajó con ρ0 = 8 [78], la cuál es una cota inferior
para los cocientes de señal-ruido de todos los eventos detectados. Sin embargo, al realizar
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el análisis se encontró que tomando valores un poco diferentes de r0 y ρ no cambiaban
considerablemente los resultados.

Como se vió en la sección anterior, los eventos con los que se trabajó fueron de los
catálogos GWTC-1 [1] y [2], las dos sirenas estándar y cómo sirenas oscuras los eventos de
agujeros negros. Al conjunto de estos datos se le denominará de ahora en adelante como
GW.

4.1.3. Sirenas estándar simuladas

Además de emplear las sirenas estándar provenientes de datos reales GW170817 y
GW190521 y las sirenas oscuras provenientes de colisiones de agujeros negros de los ca-
tálogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2], se generarán muestras de sirenas estándar para de-
terminar un número razonable de estos eventos requeridos para determinar la constante
de Hubble con un error relativo al 1 %. Es decir para tener un valor de esta constante
con un error relativo similar al de Riess et al. [79]. Cabe destacar que para realizar las
simulaciones, se requiere asumir un modelo de fondo, en este caso el que se tomará es el
estándar de la cosmología ΛCDM, por lo que debe notarse que al usar sirenas estándar
con este método, la medición de H0 depende del modelo cosmológico y no es una medición
independiente cómo si lo es el resultado de Riess et al. [79].

Sin embargo, la utilización de este método, una vez que se tenga una gran cantidad
de datos de sirenas estándar, ayudará a comprender más el problema de la constante de
Hubble si es debido al modelo o debido a alguna consideración que se esté ignorando.
Para ello se requieren sirenas estándar en el mismo rango de corrimiento al rojo que las
correspondientes a Riess et al. [79], es decir en z ∈ (0, 2.3). De esta forma, suponiendo
que se cuentan con suficientes muestras de sirenas estándar y en caso de que exista una
tensión en H0 entre los resultados de Riess et al. [79] y los resultados con sirenas estándar
asumiendo ΛCDM, indicará que el problema de la constante de Hubble ocurriría igual-
mente a nivel local y por lo tanto no se podría deber a ningún factor externo que provoque
que la constante cambie para datos en el Universo temprano y tardío. En este posible
escenario, la tensión sería completamente física y sería viable con ese mismo catálogo de
sirenas estándar, estudiar una gran cantidad de modelos cosmológicos buscando uno que
resuelva la tensión en el Universo tardío.

Además de esto, será importante determinar el valor de H0 de forma independiente del
modelo con estos catálogos futuros de sirenas estándar, lo cuál dará más información sobre
la naturaleza del problema de la constante de Hubble. Este valor determinado independien-
temente podría coincidir con el predecido por Planck [28] o con el de Riess et al. [79]. En el
primer escenario, habría problemas con las calibraciones con Cefeidas que se desconocen,
ya que en el último paper de la colaboración SH0ES, los errores sistemáticos presentes se
han reducido enormemente [29]. En el segundo caso, se confirmaría nuevamente la tensión
de Hubble y la necesidad de un nuevo modelo estándar en la cosmología.

Cómo puede verse, las sirenas estándar jugarán un papel fundamental en la cosmología
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para conocer más sobre la tensión de Hubble. Por ello, es importante conocer un número
aproximado de eventos de sirenas estándar requeridos para obtener determinaciones de
la constante de Hubble H0 con error relativo similar al de la colaboración SH0ES y en
su mismo rango de corrimiento al rojo lo que permitiría trabajar con dos catálogos inde-
pendientes en el universo tardío. En el caso del método de sirenas oscuras presentado en
la subsección anterior, Ding et al. reporta que se requiere un número aproximado de 105

eventos de sirenas oscuras para obtener un error relativo de 1 % en la determinación de H0

asumiendo el modelo ΛCDM [13].

Siguiendo el camino anteriormente discutido, se asumirá igualmente el modelo ΛCDM
y un valor de H0 y ΩM dado por los resultados de Pantheon [38] y el modelo ΛCDM
presentados en la tabla 4.2, de h = 0.7284 y ΩM = 0.285. Más adelante, se hablará de este
catálogo y se mencionará que los datos se calibrarán con el H0 de Riess et al. [79], por lo
que este resultado es cercano al valor de la colaboración SH0ES y proporciona un valor de
ΩM que se obtendría asumiendo este tipo de cosmología.

Partiendo de estos valores para h y ΩM , las distancias sirena se simularán de forma
que

DS simulada(z) = DS ΛCDM(z) +N (0, σ), (4.12)

donde DS ΛCDM es la distancia sirena calculada asumiendo ΛCDM y los valores de h y ΩM

antes mencionados, N (0, σ) es la distribución normal de probabilidad con media 0 y σ la
desviación estándar. Esta desviación estándar estará dada por los errores en las distancias
sirena, los cuáles se simularán empleando una distribución uniforme de probabilidad de
forma que el error en la distancia sirena esté entre 7 % y 30 %. Por ello, en caso de que
los errores de muestras futuras sean mayores a estos considerados, se requerirá un número
mayor de muestras y en caso de que el error sea menor será un menor número las que se
requieran.

Las muestras se generarán en el rango de corrimiento al rojo z ∈ (0, 2.3) para tener un
desempeño similar al de Riess et al. [79]. Además de eso, los corrimientos al rojo de las
muestras se simularán tomando la tasa de colisión intrínseca de binarias compactas ṅ(z)
normalizada cómo distribución de probabilidad. Para ello, se sumarán las ṅ(z) correspon-
dientes a colisiones de agujeros negros, de estrellas de neutrones y de estrella de neutrón
con agujero negro dado que de estos tres tipos se puede obtener sirenas estándar. Después
de simular los corrimientos al rojo para las muestras se calculan sus distancias sirenas con
la ecuación (4.12). En este caso, al ser sirenas estándar simuladas, se usará la misma χ2

que en el caso de sirenas estándar.

4.2. Compilaciones observacionales de reglas estándar,
candelas estandarizables y relojes cósmicos

Además de trabajar con ondas gravitacionales, dado que uno de los objetivos del aná-
lisis realizado en la presente tesis era el de actualizar las constricciones en los parámetros
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cosmológicos de [5] con los nuevos datos de ondas gravitacionales, se empleó el catálogo
de SNeIa Pantheon [38] y una compilación de valores del factor de Hubble [75]. El pri-
mer catálogo incluye candelas estandarizables SNeIa y el segundo reglas estándar de las
oscilaciones acústicas de bariones más relojes cósmicos.

4.2.1. SNeIa Pantheon

Este catálogo [38] incluye NPantheon = 1048 muestras de supernovas, las cuáles se en-
cuentran en el intervalo de corrimiento al rojo z ∈ [0.010, 2.26].

Este catálogo da el valor observacional del módulo de distancia [38]

µ = m′
B −M, (4.13)

donde m′
B es la magnitud aparente corregida en la banda B dada por [38, 80]

m′
B = mB + αx1 − βc+∆M +∆B, (4.14)

donde ∆M es una corrección en la distancia basada en la masa de la galaxia donde se
encontraba la supernova, ∆B una corrección en la distancia determinada por posibles ten-
dencias predecidas por simulaciones, y α y β coeficientes de relación entre la luminosidad,
y el tramo (strecht) y el color respectivamente [38]. Por lo tanto la magnitud aparente m′

B

es una corrección tomando en consideración posibles errores sistemáticos.

Debido a la degeneración entre la magnitud absoluta M y la constante de Hubble H0,
en el presente trabajo, para realizar el análisis estadístico, se calibró este catálogo con el
valor de la constante de Hubble H0 determinado por Riess et al. [79], de la colaboración
SH0ES, la cuál tiene la mejor medida de la constante de Hubble en el Universo local e
independiente del modelo. Esta calibración provocará que los análisis que incluyan datos
de Pantheon, arrojen valores de H0 cercanos a este valor de Riess et al. [79]. Ahora, el
módulo de distancia está dado por

µ(z) = 5 log10

(
DL

10 pc

)
, (4.15)

dondeDL es la distancia luminosa que deberá tratarse en pársecs (pc) para evitar conflictos
de unidades. Este es el módulo de distancia teórico, mientras que la muestra de Pantheon
calibrada con el valor de H0 de Riess et al. [79] incluye valores observacionales del módulo
de distancia y del redshift. En base a estos, los mejores parámetros cosmológicos Θ =
{h,ΩM , w0, w1} se minimizando el χ2 dado por

χ2 =

NPantheon∑
n=1

(
µ(zn,Θ)− µobs(zn)

σobsn

)2

, (4.16)

donde σ2
obs se refiere a las varianzas observacionales del módulo de distancia y µtextobs(zn)

al módulo de la distancia para la muestra n. A partir de ahora se referirá a esté catálogo
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cómo Pantheon. La muestra completa de Pantheon incluye una matriz de covarianza que
incluye errores correlacionados entre las diversas muestras de Pantheon, sin embargo, en
el análisis de esta tesis, sólo se consideró la diagonal de la matríz de covarianza que da
el error en el módulo de la distancia de cada muestra. Esto disminuye notablemente el
tiempo computacional y es una buena aproximación en promedio.

4.2.2. Cronómetros cósmicos

Este catálogo [75] incluye NCC = 51 eventos en el intervalo de corrimiento al rojo
z ∈ [0, 2.36] y además se incluirá el valor de H0 de Riess et al. [79] dado que es una medi-
ción independiente del modelo del factor de Hubble en z = 0.

Veinte de los 51 eventos de este catálogos provienen de mediciones por el método de
clústers de galaxias de reglas estándar provenientes de las oscilaciones acústicas de bario-
nes. Para calcular el factor de Hubble de estos eventos es necesario conocer el horizonte de
sonido rd al corrimiento al rojo zd, el cuál depende del modelo cosmológico considerado.
Por ello, algunos de estos eventos podrán crear un pequeño error estadístico en el análisis.

Sin embargo, el resto de los eventos provienen del método de edad diferencial y por
ende son relojes cósmicos, los cuáles dan mediciones del factor de Hubble independiente
del modelo.

Para realizar un análisis estadístico con esta muestra igualmente debe el mínimo del
χ2

χ2
CC =

NCC∑
n=1

(
H(zn,Θ)−Hobs(zn)

σobsn

)2

, (4.17)

donde H(zn,Θ) es el factor de Hubble teórico, Hobs(zn) el observacional asociado a la
muestra n y σ2

obsn su varianza asociada. Desde este momento se referirá a este catálogo
cómo CC, abreviatura de cronómetros cósmicos, a pesar de que el nombre no sea del todo
acertado dado que los 20 eventos de oscilaciones acústica de bariones no son relojes formal-
mente, pero se le dará el nombre por que al igual que los relojes cósmicos, proporcionan
valores del factor de Hubble.

4.3. Metodología
Una vez que ya se presentaron las χ2 para cada base de datos (con excepción de las sire-

nas oscuras donde se empleó un método alternativo), se requiere considerar la probabilidad
prior para el vector de parámetros. Para todos los parámetros cosmológicos se considera-
ron distribuciones de probabilidad uniformes (U(a, b)) para evitar darle preferencia a algún
valor con los siguientes intervalos para cada uno
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Parámetro Distribución de probabilidad
h U(0.5, 1.0)
ΩM U(0.0, 0.5)
w0 U(−5.0, 5.0)
w1 U(−5.0, 5.0)

Tabla 4.1: Distribuciones de probabilidad prior consideradas para los parámetros cosmo-
lógicos. En todos los casos se consideraron distribuciones uniformes.

Las probabilidades posteriores para el vector de parámetros cosmológicos Θ = {h,ΩM , w0, w1}
se calcularon mediante un método de Monte Carlo de Cadenas de Markov (MCMC) em-
pleando un algoritmo mejorado del tradicional Metropolis-Hastings con el paquete de
python emcee [81]. En el apéndice E se detalla el método empleado para generar las
cadenas y con ellas se graficaron las regiones de confianza a 1-σ y 2-σ para el vector de
parámetros con el paquete de python GetDist [82] el cuál a partir de unas cadenas de
Markov calcula la media, desviaciones estándar de cada elemento del vector de parámetros
y las regiones de confianza entre los pares de parámetros.

Además de correr el método MCMC para cada base de datos aislada de las antes
mencionadas Pantheon, CC y GW, se hicieron superposiciones de bases de datos para
mejorar la estadística y con ello actualizar los resultados anteriormente obtenidos en [5] al
agregar GW. La superposición de bases de datos se realizó sumando logaritmos naturales
de las probabilidades posteriores individuales cómo se discutió en la sección 2.12.

4.3.1. Análisis estadístico

El valor de mejor ajuste (media) así cómo la incertidumbre a 1-σ (desviación están-
dar) para los parámetros cosmológicos con las muestras Pantheon y CC y su combinación
Pantheon+CC se presentan en la tabla 4.2, mientras que los correspondientes para GW
y su combinación con los otros catálogos Pantheon+GW y Pantheon+CC+GW se en-
cuentran en la tabla 4.3. Finalmente, en la simulación de sirenas estándar, se generaron
N = 50, 200, 1000, 2000 muestras. Los resultados de los parámetros cosmológicos así cómo
el error relativo en H0 se presentan en la tabla 4.5.

También se incluyen los contornos de confianza a 1-σ y 2-σ para ΛCDM y las parame-
trizaciones de energía oscura para Pantheon, CC, su combinación Pantheon+CC y GW así
cómo GW y su combinación con los otros catálogos Pantheon+GW y Pantheon+CC+GW.
Estos contornos de confianza se presentan en la figura 4.2 para ΛCDM, en la figura 4.3
para CPL, en la figura 4.4 para BA y en la figura 4.5 para LC. Además de esto, se presen-
tan los contornos de confianza únicamente para el catálogo completo de GW y los cuatro
modelos considerados en la figura 4.6. Finalmente, para las sirenas estándar simuladas, los
contornos de confianza se presentan en la figura 4.7.
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4.3.2. Análisis del criterio de la evidencia de Bayes

Además se realizar los MCMCs, para determinar si alguno de los modelos de energía
oscura alternativos podía competir con el modelo estándar ΛCDM se calculó el factor de
Bayes 2.131, el cuál es el cociente entre la evidencia de dos modelos en consideración.
En este caso, la evidencia del modelo estándar ΛCDM se colocará en el numerador y la
evidencia de uno de los modelos alternativos en el denominador. Un valor positivo de este
factor de Bayes corresponde a una preferencia por ΛCDM mientras que un valor negativo
tiene una preferencia sobre el modelo alternativo. La fuerza de la preferencia se determinó
con el criterio de Jeffreys 2.1.

Para calcular la evidencia, se requiere calcular una integral del producto de la pro-
babilidad likelihood y la prior sobre todo el espacio de parámetros cómo se observa en
la expresión (2.126). Esta integral es costosa computacionalmente, por lo que se empleó
un algoritmo de muestreo anidado para calcularla, lo que convierte esta integral de varias
dimensiones a una de una dimensión. Este algoritmo se ha determinado viable en aplica-
ciones en cosmología [83, 5]. Este algoritmo se ejecutó empleando el paquete de python
dynesty[84, 85, 86, 87]. El algoritmo se describe en el apéndice E. El cálculo de la evidencia
se realizó sobre la muestra completa Pantheon+CC+GW, para determinar si con todos
los datos disponibles, alguna de las parametrizaciones bidimensionales de energía oscura
podía competirle a ΛCDM.

4.4. Discusión de resultados
Cómo puede verse en las gráficas de contornos de confianza, el comportamiento tipo

ΛCDM (w0 = −1, w1 = 0 para todas las parametrizaciones, excepto LC donde w0 =
−1, wc = −1) cae dentro del contorno de 2-σ para los todos los casos. Esto muestra que
los resultados con la base de datos completa y cada una de las bases y combinaciones
individuales son consistentes con el modelo ΛCDM.

De acuerdo a los resultados de la Tabla 4.3, el catálogo GW considerado es capaz de
calcular los valores de los parámetros cosmológicos exitosamente, sin embargo presentan
errores relativos grandes, de entre 20 % y 25 % en el caso de la constante de Hubble redu-
cida h. Este catálogo tiene 2 eventos de sirenas estándar y 45 de sirenas oscuras, dando
un total de 47 eventos. En comparación al catálogo CC considerado, que tiene 52 eventos,
los errores relativos son enormes dado que este último tiene errores de entre 1 % y 3 %
para el caso de h. Esto indica que las sirenas estándar no tienen el mismo poder de acotar
parámetros cosmológicos cómo los relojes cósmicos o las sirenas estándar ya que las simu-
laciones indicaron que si es posible acotar los valores con 50 sirenas estándar.

Lo anterior es consistente con lo reprotado por Ding et al. [13], donde se necesitaron
de 105 sirenas estándar para tener un error relativo de 1 % en el valor de la constante de
Hubble H0. Sin embargo, los resultados obtenidos sólo con GW son consistentes con los
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demás catálogos y sus combinaciones, lo cuál permite ver que el método desarrollado lleva
a una consistencia esperada. Cómo se puede además observar al comparar las tablas 4.2
y 4.3, los resultados conteniendo Pantheon y CC no cambiaron demasiado sus valores al
incluir GW, lo cuál indica que la base de GW no tienen un peso estadístico significativo
al combinar los catálogos. Esto puede esperarse si se tiene en cuenta que Pantheon tiene
1048 datos contra 47 de la base de datos de GW que se consideró.

Sin embargo, futuras detección de ondas gravitacionales tanto de sirenas estándar cómo
oscuras podrán ayudar a acotar fuertemente los parámetros y a estudiar la tensión de Hub-
ble cómo se discutió con la simulación de sirenas estándar. Además en la tabla 4.5 puede
verse que con 50 sirenas estándar generadas puede esperarse un error relativo de 4.7 %,
mientras que al aumentar a 200 el error sería de 2.2 %. Curiosamente, con los resultados
obtenidos, se requieren 1000 muestras generadas para alcanzar un error relativo a penas
menor a 1 %, en comparación con las 105 que se requerirían en el caso de sirenas oscuras,
una cantidad 2 órdenes de magnitud menor. Finalmente, con 2000 muestras el error sólo
podría bajar a 0.73 %, el cuál es aún mayor que el error relativo que hay con Pantheon.
Esto puede deberse a que los errores en Pantheon son muy pequeños mientras que en
las muestras generadas pueden llegar hasta el 30 % de la distancia sirena de cada mues-
tra. Por ello, la cantidad de sirenas estándar necesarias para calcular un valor de h menor
al 1 % de error relativo dependerá de que tan grandes sean los errores en la distancia sirena.

En la tabla 4.4 puede verse que el modelo estándar ΛCDM es el preferido de los 4
considerados por una larga diferencia, mostrando una evidencia fuerte contra CPL y muy
fuerte contra BA y LC. Con la base de datos completa Pantheon+CC+GW ninguno de
estos modelos le compite al estándar.

Los resultados de GW incluyen un pequeño error debido a que las muestras del GWTC-
2 tienen una contaminación menor al 10 % [2], lo cuál induce un error, sin embargo al
considerar la muestra completa Pantheon+CC+GW debido a que la muestra de GW sólo
representa 47 de los 1147 eventos totales, por ello el error en la muestra completa será
despreciable.

Cómo puede observarse, hasta ahora, los datos de GW no pueden ayudar a estudiar
problemas en cosmología cómo el de la constante de Hubble debido a falta de datos, sin
embargo el futuro de la cosmología con ondas gravitacionales es prometedor dado que es-
te estos eventos permitirán medir los parámetros cosmológicos de forma independiente a
los cálculos empleando datos del fondo cósmico de microondas cómo en Planck [28] o de
cefeidas en el universo tardío cómo en SH0ES [79, 29]. Por ello, a pesar de que los errores
actualmente son muy grandes con GW, en el futuro constituirán una herramienta funda-
mental en la forma de sirenas estándar y también de sirenas oscuras si no pueden obtenerse
muchas contrapartes electromagnéticas asociadas a colisiones de binarias compactas. In-
cluso, el método presentado en esta tesis puede extenderse a otros modelos cosmológicos
en Relatividad General y potencialmente a modelos de gravedad extendida y modificada,
los cuáles pueden ser candidatos a resolver el problema de la constante de Hubble.



CAPÍTULO 4. ANÁLISIS DE LA ENERGÍA OSCURA EMPLEANDO ONDAS GRAVITACIONALES84

Model Database h ΩM w0 w1

ΛCDM
CC 0.7152± 0.0099 0.248± 0.014 - -

Pantheon 0.7284± 0.0023 0.285± 0.013 - -
Pantheon+CC 0.7330± 0.0020 0.2447± 0.0073 - -

CPL
CC 0.722± 0.017 0.186+0.071

−0.032 −1.05± 0.12 0.77+0.54
−0.21

Pantheon 0.7335± 0.0042 0.306+0.13
−0.044 −1.18± 0.17 −0.05+1.9

−0.61

Pantheon+CC 0.7337± 0.0031 0.168+0.078
−0.031 −0.950+0.053

−0.074 0.61+0.46
−0.17

BA
CC 0.722± 0.016 0.184+0.073

−0.031 −1.01+0.10
−0.12 0.380+0.25

−0.090

Pantheon 0.7329± 0.0041 0.336+0.11
−0.034 −1.20+0.15

−0.19 −0.40+1.3
−0.43

Pantheon+CC 0.7330± 0.0029 0.159+0.085
−0.038 −0.915+0.057

−0.090 0.326+0.20
−0.061

LC
CC 0.723± 0.016 0.188+0.070

−0.028 −1.05± 0.12 −0.80+0.19
−0.16

Pantheon 0.7336± 0.0041 0.304+0.13
−0.047 −1.18± 0.17 −1.18+0.75

−0.31

Pantheon+CC 0.7337+0.0032
−0.0029 0.170+0.078

−0.031 −0.952+0.050
−0.074 −0.75+0.19

−0.15

Tabla 4.2: Valores de los mejores ajustes para los cuatro parámetros cosmológicos con su
incertidumbre a 1-σ. Los resultados se reportan para el modelo estándar ΛCDM y las tres
parametrizaciones bidimensionales. La segunda columna indica la base de datos empleada,
en este caso se reportan los resultados con Pantheon, CC y la combinación Pantheon+CC

Modelo Catálogo h ΩM w0 w1

ΛCDM
GW 0.75+0.13

−0.17 0.25± 0.14 - -
Pantheon+GW 0.7285± 0.0024 0.285+0.012

−0.014 - -
Pantheon+CC+GW 0.7329± 0.0019 0.2450± 0.0072 - -

CPL
GW 0.74+0.12

−0.18 0.27+0.22
−0.12 −1.0+2.7

−3.0 0.2± 2.9
Pantheon+GW 0.7336± 0.0042 0.309+0.12

−0.044 −1.19± 0.17 0.01+1.8
−0.67

Pantheon+CC+GW 0.7334+0.0032
−0.0028 0.169+0.079

−0.031 −0.948+0.052
−0.074 0.60+0.47

−0.18

BA
GW 0.74+0.13

−0.17 0.271+0.22
−0.092 −1.1+2.5

−3.2 0.3± 2.9
Pantheon+GW 0.7328± 0.0041 0.333+0.11

−0.035 −1.20+0.15
−0.19 −0.33+1.2

−0.41

Pantheon+CC+GW 0.7330± 0.0028 0.158+0.083
−0.040 −0.913+0.055

−0.088 0.327+0.20
−0.057

LC
GW 0.74+0.12

−0.17 0.26+0.22
−0.15 −1.4+1.3

−3.3 0.6+4.2
−5.1

Pantheon+GW 0.7337± 0.0042 0.309+0.13
−0.049 −1.19± 0.17 −1.20+0.75

−0.32

Pantheon+CC+GW 0.7335± 0.0030 0.170+0.077
−0.030 −0.949+0.049

−0.074 −0.75+0.18
−0.15

Tabla 4.3: Valores de los mejores ajustes para los cuatro modelos cosmológicos estudiados
con sus respectivas incertidumbres a 1-σ. En este caso se reportan los valores con el catálogo
GW y las superposiciones Pantheon+GW y Pantheon+CC+GW.

Modelo ln E BE L

ΛCDM 336.01 -
CPL 331.12 4.89
BA 330.81 5.20
LC 330.18 5.83

Tabla 4.4: Criterio de la evidencia de Bayes para los tres modelos alternativos de energía
oscura comparados con el estándar ΛCDM. E denota la parametrización alternativa de
energía oscura y L el modelo estándar ΛCDM. La interpretación de la preferencia del
modelo estándar debe realizarse en términos del criterio de Jeffreys.
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N h ΩM Err. rel. h
50 0.715+0.027

−0.034 0.340+0.069
−0.079 4.7 %

200 0.725± 0.016 0.284+0.031
−0.037 2.2 %

1000 0.7254± 0.0071 0.288± 0.015 0.98 %
2000 0.7241± 0.0053 0.294± 0.012 0.73 %

Tabla 4.5: Valores de los mejores ajustes para los dos parámetros cosmológicos con su
incertidumbre a 1-σ. Los resultados se reportan para el modelo estándar ΛCDM a partir
de las sirenas estándar simuladas. N representa el número de muestras simuladas. Además
se presenta el error relativo en el resultado de h.
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Figura 4.2: Regiones de confianza de 1-σ y 2-σ para los parámetros cosmológicos
Θ = {h,Ω} para el modelo estándar ΛCDM. Izquierda: Análisis empleando los catá-
logos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y GW (color verde claro) y la unión
Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Análisis empleando el catálogo GW (color
verde claro) y sus combinaciones con los otros catálogos Pantheon+GW (color negro) y
Pantheon+CC+GW (color azul.)
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Figura 4.3: Regiones de confianza de 1-σ y 2-σ para los parámetros cosmológicos Θ =
{h,Ω, w0, w1} para el modelo alternativo de energía oscura CPL. Izquierda: Análisis em-
pleando los catálogos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y GW (color verde claro)
y la unión Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Análisis empleando el catálogo
GW (color verde claro) y sus combinaciones con los otros catálogos Pantheon+GW (color
negro) y Pantheon+CC+GW (color azul).
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Figura 4.4: Regiones de confianza de 1-σ y 2-σ para los parámetros cosmológicos Θ =
{h,Ω, w0, w1} para el modelo alternativo de energía oscura BA. Izquierda: Análisis em-
pleando los catálogos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y GW (color verde claro)
y la unión Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Análisis empleando el catálogo
GW (color verde claro) y sus combinaciones con los otros catálogos Pantheon+GW (color
negro) y Pantheon+CC+GW (color azul).
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Figura 4.5: Regiones de confianza de 1-σ y 2-σ para los parámetros cosmológicos Θ =
{h,Ω, w0, w1} (w1 = wc en este caso) para el modelo alternativo de energía oscura LC.
Izquierda: Análisis empleando los catálogos Pantheon (color rojo), CC (color naranja) y
GW (color verde claro) y la unión Pantheon+CC (color verde oscuro). Derecha: Análisis
empleando el catálogo GW (color verde claro) y sus combinaciones con los otros catálogos
Pantheon+GW (color negro) y Pantheon+CC+GW (color azul).
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Figura 4.6: Regiones de confianza de 1-σ y 2-σ para los parámetros cosmológicos Θ =
{h,ΩM , w0, w1} (w1 = wc para LC) para los cuatro modelos cosmológicos considerados y
el catálogo completo de GW.
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Figura 4.7: Regiones de confianza de 1-σ y 2-σ para los parámetros cosmológicos Θ =
{h,ΩM} para ΛCDM y las sirenas estándar simuladas. N indica el número de muestras
generadas.



Capítulo 5

Conclusiones

En esta tesis, se estudiaron modelos de energía oscura dinámica mediante parametriza-
ciones bidimensionales. Así mismo, se consideró que la energía oscura ya no era constante
como lo es en el modelo ΛCDM, sino que evolucionaba junto con la dinámica del flujo de
Hubble pero preservando el Principio Cosmológico. Para ello, se consideraron tres de las pa-
rametrizaciones frecuentemente estudiadas en la literatura de CPL w(z) = w0+z/(1+z)w1,
BA w(z) = w0+ z(1+ z)/(1+ z

2)w1 y LC w(z) = ((−z+1/2)w0+3/2z(wc))/(1/2(1+ z)).
Para estudiar estos modelos y compararlos con el modelo estándar ΛCDM, se emplearon
datos de SNeIa, relojes cósmicos, oscilaciones acústicas de bariones y para actualizar los
análisis de estos modelos presentados en [5] datos de ondas gravitacionales. Los catálogos
observacionales que se usaron fueron el de Pantheon [38] con eventos de SNeIa, un com-
pendio de oscilaciones acústicas de bariones y relojes cósmicos de [75] y sirenas estándar
y oscuras de los nuevos catálogos GWTC-1 [1] y GWTC-2 [2] de la colaboración LIGO-
Virgo. A la muestra completa de estudio se le denominó Pantheon+CC+GW.

Se realizaron métodos Monte Carlo Markov Chain para determinar los mejores ajus-
tes e incertidumbres de los parámetros cosmológicos Θ = {h,ΩM , w0, w1}. Se observó que
para todos los casos, el comportamiento tipo ΛCDM correspondiente a w0 = −1 y w1 = 0
(wc = −1 para LC) era consistente a 2-σ con los mejores ajustes y las regiones de confianza
de los modelos alternativos de energía oscura CPL, BA y LC en todos los casos. Además
de esto para comparar los modelos y determinar si alguno podía competirle a ΛCDM, se
calculó la evidencia de Bayes de cada uno y se empleó el criterio de Jeffreys. El modelo
ΛCDM resultó ser el mejor modelo mostrando una evidencia fuerte contra CPL y muy
fuerte contra BA y LC. Por ello, con esta base de datos completa Pantheon+CC+GW,
ΛCDM es el mejor modelo por mucho.

Con esto se cumplió el primer objetivo de esta tesis el cuál era actualizar el estudio de
estos modelos alternativos de energía oscura con los datos de GW. Sin embargo, debido a
que sólo se consideraron 2 sirenas estándar y 47 sirenas oscuras, el peso estadístico de este
catálogo en comparación con Pantheon y CC fue mucho menor. Cómo se observó, para
lograr tener una determinación de h con menos de 1 % de error se requieren aproximada-
mente 1000 sirenas estándar o 105 sirenas oscuras, las cuáles no se tienen a la mano en la
actualidad pero las habrá en el futuro debido a los futuros detectores de ondas gravitacio-
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nales cómo el Einstein Telescope [88] y LISA [89].

El segundo objetivo del trabajo, fue desarrollar un método para estudiar modelos al-
ternativos a ΛCDM con los nuevos datos de GW. Esto se realizó considerando las sirenas
estándar GW170817 y la candidata a sirena estándar GW190521, las cuáles dan una me-
dición de la distancia sirena DS(z) mediante la detección de la onda gravitacional y del
corrimiento al rojo z mediante una contraparte electromagnética y por ello puede estudiar-
se la relación DS(z)− z con estos eventos. Por otro lado, también se consideraron sirenas
estándar, las cuáles son fuentes de ondas gravitacionales a las que no se les asocia una
contraparte electromagnética y por ende no cuentan con una determinación independiente
del corrimiento al rojo. Sin embargo, basándonos en un método diseñado por Ding et al.
[13], es posible calcular los mejores ajustes de estos eventos aún sin contrapartes electro-
magnéticas. Esto se puede hacer considerando la tasa de colisión de binarias compactas
cómo función del corrimiento al rojo, la cuál es una función que considera la tasa intrínse-
ca de colisión de binarias compactas, el modelo cosmológico y la efectividad de la red de
detectores considerada. Por ello, esta función multiplicada por una constante de normali-
zación brinda una probabilidad prior del corrimiento al rojo lo que permite estimar este
valor para las sirenas oscuras. Sin embargo, para este método debe asumirse un modelo
astronómico de colisión de binarias compactas, por lo que de elegirse uno incorrecto pue-
de tenerse errores en la determinación de los parámetros cosmológicos. Futuros estudios
tienen que continuar estudiando la tasa intrínseca de colisión de binarias compactas si es
que quiere mejorarse el método presentado.

El método desarrollado, además probó ser capaz de acotar los valores de los paráme-
tros cosmológicos con regiones de confianza consistentes con Pantheon y CC, sin embargo
con errores mucho mayores debido a falta de muestras. El método ejecutado en esta tesis
además puede extenderse para estudiar otros modelos que asuman relatividad general có-
mo modelo de fondo. Aún más, potencialmente podría aplicarse a modelos extendidos y
modificados de la gravedad, sin embargo es necesario realizar futuros estudios para realizar
esto dado que la determinación de la distancia sirena y la masa de chirrido se realiza asu-
miendo relatividad general. Con ello, podrían estudiarse este tipo de modelos alternativos
y determinar si pueden ayudar a resolver los problemas modernos en cosmología cómo el
problema de la constante de Hubble.

Además de lo anterior, se simularon muestras de sirenas estándar, suponiendo un mo-
delo ΛCDM y un valores de h y ΩM dados por los resultados de Pantheon calibrados con
la H0 de Riess et al. [79] con ΛCDM. Esto permitió determinar que se requieren apro-
ximadamente 1000 sirenas estándar para tener un error relativo menor al 1 % en h. Por
lo tanto, cuándo en el futuro se tenga esta cantidad de sirenas estándar podrán hacerse
amplios estudios en cosmología. Cabe destacar que el método considerado asume ΛCDM
cómo modelo de fondo por lo que será útil para conocer más sobre la naturaleza del pro-
blema de la tensión en la constante de Hubble. En caso de que el valor sea cercano al de
Riess et al. [79] podría indicar que la tensión se resuelve en el universo tardío pero aparece
en el universo temprano, por lo que deberían existir factores que causen esta tensión que
se desconozcan. Por otro lado, si el valor calculado fuera cercano al de Planck [28] o a
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otro que igualmente esté en tensión con el de Riess et al. [79] verificaría que la tensión se
comprueba en el universo tardío con diferentes tipos de datos y por ende la necesidad de
modelos de gravedad extendida y modificada para resolver la tensión. En este contexto,
serán igualmente importantes las sirenas oscuras que darán un método alternativo a las
sirenas estándar y los métodos independientes al modelo, que podrán despejar dudas sobre
el origen de la tensión en la constante de Hubble.

Por ello, el futuro de la cosmología con sirenas estándar y oscuras es prometedor ya
que ayudará a conocer más sobre la tensión en la constante de Hubble y a probar modelos
de gravedad extendida y modificada, dado que, cómo se vió antes, la distancia sirena es
distinta a la luminosa en este caso de modelos. Y por lo tanto estas sirenas brindarán
muestras observacionales para calcular desviaciones de la relatividad general a partir de
los datos. Y además a determinar si estos modelos pueden reducir o resolver la tensión en
la constante de Hubble.

Además de lo anterior, las GW podrán detectarse a corrimientos al rojo mayores,
por ejemplo con los futuros detectores de ondas gravitacionales del Einstein Telescope
[88] y LISA [89] lo cuál permitirá tener muestras en el Universo intermedio y con ello
posibles estudios cosmológicos sólo en estas edades del Universo de la misma forma que
hay estudios del Universo tardío y temprano. Por lo tanto, a pesar de que el modelo ΛCDM
fue el modelo preferido por larga diferencia respecto a las parametrizaciones alternativas de
energía oscura consideradas en esta tesis, las ondas gravitacionales han abierto la puerta
para realizar nuevos estudios en cosmología tanto en el presente cómo los habrá en el
futuro, debido a que el método de esta tesis se puede extender fácilmente a otros modelos
que tengan relatividad general cómo teoría de gravedad de fondo, con sólo cambiar el
factor de Hubble al correspondiente a otros modelos alternativos. Por otro lado, estos
métodos deben extenderse a modelos de gravedad extendida y modificada, debido a que las
ondas gravitacionales abren la puerta a cuantificar desviaciones de la relatividad general
y a estudiar el problema de la tensión en la constante de Hubble donde estos modelos
son candidatos a resolver el problema. Estos estudios son temas para futuros trabajos e
investigaciones.
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Apéndice A

Elementos matemáticos de relatividad
general

En el presente apéndice se desarrollarán los desarrollos matemáticos requeridos en el
capítulo 1 y se presentarán los fundamentos matemáticos de la teoría de la relatividad.

A.1. Fundamentos matemáticos de la relatividad gene-
ral

La teoría de la relatividad general está sustentada en una formulación matemática
fuerte. Se emplean propiedades básicas de variedades y campos tensoriales.

A.1.1. Variedad diferencial

Intuitivamente, una variedad n-dimensional es un conjunto que tiene la estructura local
diferencial de Rn, pero globalmente no necesariamente es el caso. Es decir que para todo
punto x ∈ M con M la variedad, existe una vecindad de x que se ve cómo Rn. En la teo-
ría especial de la relatividad, al carecer de curvatura, es posible poner en correspondencia
uno a uno las coordenadas del espacio 4-dimensional de Minkowsi con R4, sin embargo en
relatividad general esto no ocurre, por lo cuál en este contexto el estudio de las variedades
es crucial.

Para definir a una variedad diferencial es útil el concepto de esferas abiertas en Rn.

Definición A.1.1. Una esfera abierta en Rn de radio r centrada en x = (x1, x2, . . . , xn)
es el conjunto de los puntos y ∈ Rn tales que |x− y| < r. Con |x− y| la distancia entre x
y y dada por

|x− y| =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2. (A.1)

Y con esta definición un conjunto abierto puede definirse por

101
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Definición A.1.2. Un conjunto abierto C ∈ Rn es una unión arbitraria de esferas abiertas.

Con las definiciónes previas se puede dar la definición de variedad [17]

Definición A.1.3. (Variedad) Una variedad diferencial real M n-dimensional, C∞ (infi-
nitamente diferenciable) es un conjunto con una colección de subconjuntos {Oα}α∈R que
satisface

1. Todo x ∈ M pertenece a al menos un Oα. Esto es {Oα}α∈R es una cubierta de M.

2. Para todo α existe una función uno a uno ϕα : Oα → Uα con Uα ⊆ Rn y abierto.

3. Si dos conjuntos Oα y Oβ con α ̸= β se intersectan Oα∩Oβ ̸= ∅, la función ϕβ ◦ϕ−1
α :

Rn → Rn que mapea puntos de ϕα[Oα ∩Oβ] ⊂ Uα ⊂ Rn a puntos de ϕβ[Oα ∩Oβ] ⊂
Uβ ⊂ Rn requiere que estos subconjuntos de Rn sean abiertos, y que la función sea
C∞.

Las funciones ϕα descritas en la definición A.1.3 se suelen llamar cartas o sistemas
coordenados y el conjunto de cartas de la variedad se denomina atlas. Otro concepto de
mucha utilidad en relatividad general es el de difeormorfismo dado que las ecuaciones
tensoriales de la relatividad general son invariantes ante un difeomorfismo arbitrario. La
definición de estas funciones es [17]

Definición A.1.4. Sean M y M′ variedades n y n′ dimensionales y sean {ϕα}α∈R y
{ϕβ}β∈R sus atlas respectivos. Un difeomorfismo es una función f : M → M′ biyectiva(uno
a uno y suprayectiva), C∞, con inversa C∞ si para cada α, β la función ϕ′

β ◦f ◦ϕ−1
α : Uα →

U ′
β con Uα ⊂ Rn y U ′

β ⊂ Rn′ es C∞ en el sentido usado en el cálculo avanzado. Se dice
además que M y M′ son difeomorficas.

A.1.2. Vectores

En la geometría Euclidiana, la noción de vector intuitiva es la de una flecha con mag-
nitud y dirección en el espacio Rn. Sin embargo, en relatividad general se consideran
variedades, y sabemos que en ellas existe una vecindad para cada punto que se ve cómo
Rn. Sin embargo, la geometría global en general no es la misma, por lo que el concepto de
vector ya no se cumple. A diferencia de un espacio Euclidiano donde es sencillo sumar dos
vectores (sumando sus entradas) o multiplicarlos por un escalar (multiplicar las entradas
por el escalar), en una variedad general no hay una forma global de hacerlo. Sin embargo,
debido a la definición de variedad, en un punto arbitrario es posible recuperar la geometría
Euclidiana, al menos infinitesimalmente. Para realizar lo anterior es necesario trabajar los
conceptos de vector y espacio tangente. Se comienza definiendo el primero

Definición A.1.5. (Vector tangente) Sea M una variedad y F la colección de funciones
C∞ de M en R, un vector tangente v en p ∈ M es la función v : F → R lineal y que sigue
la regla de Leibnitz, es decir, para todo f, g ∈ F y a, b ∈ R

1. v(af + bg) = av(f) + bv(g)
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2. v(fg) = fv(g) + gv(f)

Empleando la definición A.1.5 se puede recuperar la geometría Euclidiana de forma
infinitesimal. Para ello se denota por Vp (el cuál se denomina espacio tangente en p) a
la colección de todos los vectores tangentes a p. Cómo se puede observar, tomando dos
vectores arbitrarios v1, v2 ∈ Vp, por la definición se sigue (v1 + v2)(f) = v1(f) + v2(f) y
(av)(f) = av(f), lo que da la linealidad. Sin embargo para poder recuperar la noción de
geometría Euclidiana infinitesimalmente se necesita que el espacio de vectores tangentes
tenga la misma dimensión que la variedad, y justamente este es el caso [17]. Ahora se
tratará en la forma en que se escriben los vectores. Consideremos M una variedad n-
dimensional, p ∈ M, Vp el espacio tangente en p y ϕ : O → U , con U ⊂ Rn una carta
que contiene a p (es decir p ∈ O). Tomando además f ∈ F , siguiendo las definiciones la
función f ◦ ϕ−1 : U → R es C∞. Empleando esta función se definen los vectores base de
Vp, Xµ : F → R

Xµ(f) =

[
∂

∂xµ
(f ◦ ϕ−1)

]
ϕ(p)

, (A.2)

cómo el vector tangente va a R, xµ es la µ-ésima coordenada de la geometría Euclidiana.
En términos de estos vectores tangentes, el vector v se puede escribir cómo [17]

v = vµXµ, (A.3)

donde vµ = v(xµ ◦ ϕ) ∈ R son las componentes del vector v. Además, los {Xµ} se pueden
denotar de otra forma, en particular se pueden denotar por {eµ} y se pueden llamar
vectores base, que será la forma común en que se denotarán. A partir de la definición de
vectores base (A.2) se puede ver cómo transforman con un cambio de base. Tomando otra
carta ϕ′ que sigue conteniendo a p, los vectores base eµ se pueden escribir en términos de
eµ′ cómo

eµ =

[
∂

∂xµ
(f ◦ ϕ−1)

]
ϕ(p)

=

[
∂xµ

′

∂xµ
∂

∂xµ′ (f ◦ ϕ−1)

]
ϕ(p)

=
∂xµ

′

∂xµ
eµ′ , (A.4)

en el segundo paso se aplicó la regla de la cadena y en el tercero se definió eµ′ ≡[
∂

∂xµ′ (f ◦ ϕ−1)

]
ϕ(p)

, nótese que la derivada
∂xµ

′

∂xµ
se aplica en la carta ϕ. Esta expresión

define la transformación de los vectores base. Dado que únicamente se está trabajando con
una carta diferente y una base cartesiana distinta, el vector debe preservarse, o sea

vµ
′
eµ′ = vµeµ, (A.5)
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y empleando la regla de transformación de los vectores base

vµ
′
=
∂xµ

′

∂xµ
vµ, (A.6)

la que es la regla de transformación de las componentes de vectores.

A.1.3. 1-formas

El siguiente elemento matemático de importancia para la relatividad son las 1-formas,
las cuáles viven en el espacio duál de los vectores y son funciones que van de vectores en
escalares. Estas uno formas se definen cómo sigue

Definición A.1.6. (1-formas) Sea M una variedad, F la colección de funciones C∞ de
M en R y v : F → R un vector en p ∈ M. Una 1-forma en p es una función ω : Vp → R
dada por [15]

ω(v) = ω(vµeµ) = vµω(eµ) = vµωµ, (A.7)

en el último paso se definió ω(eµ) ≡ ωµ, las componentes de las 1-formas. La 1-forma
no opera sobre vµ pues estos son únicamente coeficientes reales. A partir de las expresiones
(A.4) y (A.7) se puede deducir la regla de transformación de las 1-formas

ωµ′ = ω(eµ′)

= ω

(
∂xµ

∂xµ′ eµ

)
=
∂xµ

∂xµ′ ω(eµ)

=
∂xµ

∂xµ′ ωµ. (A.8)

En forma análoga a los vectores, que tienen vectores base, las 1-formas tienen 1-formas
base. Las componentes de la 1-forma so entonces los coeficientes de las 1-formas base, o
sea

ω = ωµdx
µ, (A.9)

ahora, con esta definición

ω(v) = ωµdx
µ(v)

= ωµdx
µ(vνeν)

= ωµv
νdxµ(eν), (A.10)

comparando la anterior expresión con (A.7) se sigue que dxµ(eν) = δµν , con δ la delta de
Kronecker. Además, las 1-formas base transforman cómo [15]

dxµ
′
=
∂xµ

′

∂xµ
dxµ. (A.11)



APÉNDICE A. ELEMENTOS MATEMÁTICOS DE RELATIVIDAD GENERAL 105

A.1.4. Tensores

Una vez que se han presentado los vectores y 1-formas es posible definir los tensores

Definición A.1.7. Tensor de órden (k, l): sea V un espacio vectorial n-dimensional y V ∗

su espacio dual (el espacio de las 1-formas), también n-dimensional. Un tensor T de órden
(k, l) es una función multilineal

T : ×k
n=1V

∗ ×l
n=1 V → R, (A.12)

es decir, un tensor de órden (k, l) toma l uno formas, k vectores y arroja un número,
además de que si se fijan todos los vectores y 1-formas, excepto 1, el tensor es lineal en
ese vector o 1-forma. Definiendo ahora por T (k, l) el espacio de todos los tensores de ti-
po (k, l), se pueden definir dos operaciones tensoriales importantes. La primera se llama
producto exterior y se denota por ⊗. Dado un tensor T de órden (k, l) y otro T ′ de ór-
den (k′, l′), se puede construir un tensor de órden (k + k′, l + l′) el cuál será el producto
exterior de T y T ′ denotado por T ⊗ T ′. Este producto exterior de l + l′ 1-formas base
y k + k′ vectores base se construye tomando el producto de T (dx1, . . . , dxl; e1, . . . , ek) y
T ′(dxl+1, . . . , dxl+l′ ; ek+1, . . . , ek+k′).

A partir de lo anterior se puede observar que cómo un tensor de órden (1, 0) es un
vector y uno de rango (0, 1) es una 1-forma, se pueden construir tensores de órden (k, l)
cómo producto exterior de 1-formas y vectores. Este tipo de tensores se llaman simples
[17]. Tomando V un espacio vectorial k-dimensional con base {eµ} y V ∗ su espacio dual
l-dimensional con base {dxν}, los nk+l tensores simples {⊗l

i=1eµi
⊗k

j=1 dx
νj} son una base

de T (k, l), por lo que un tensor arbitrario T ∈ T (k, l) se puede expresar cómo

T = T µ1 ... µk
ν1 ... νl

⊗l
i=1 eµi

⊗k
j=1 dx

νj , (A.13)

con T µ1 ... µk
ν1 ... νl

∈ R las componentes del tensor respecto a la base {eµ}. Los µ1, . . . , µk

se denominan índices superiores, mientras que los ν1, . . . , νl índices inferiores. Aunque
debe siempre recordarse que en los tensores hay productos exteriores de los vectores y
1-formas base, para ahorrar notación pueden no escribirse los ⊗, por lo cuál en la notación
que se empleará en esta tesis, los tensores son

T = T µ1 ... µk
ν1 ... νl

eµ1 . . . eµl
dxν1 . . . dxνk , (A.14)

aunque normalmente se trabaja únicamente con las componentes de los tensores. La segun-
da operación se llama contracción, puede denotarse por C, y es una función C : T (k, l) →
T (k−1, l−1) que opera en la i-ésima 1-forma y el j-ésimo vector. Considerando un tensor
T de órden (k, l), la contracción se ve en las componentes del tensor cómo

(CT )µ1 ... µk−1
ν1 ... νl−1

= T µ1 ... α ... µk−1
ν1 ... α ... νl−1

, (A.15)

cómo puede verse la contracción es una operación que reduce el órden de los tensores y
en términos de componentes iguala el i-ésimo índice superior con el j-ésimo índice inferior.
Por ello, la operación de contracción toma un tensor de órden (k, l) y lo lleva al espacio
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de tensores de órden (k − 1, l − 1). Esto se hace, pues cómo un tensor es una función
T : ×k

n=1V
∗ ×l

n=1 V → R, se puede escribir de la forma, usando vectores simples cómo

T (dxν1 , . . . , dxνk ; eµ1 , . . . , eµl
) = T µ1 ... µk

ν1 ... νl
eµ1 . . . eµl

dxν1 . . . dxνl , (A.16)

por ello la contracción, para que iguale el i-ésimo índice superior con el j-ésimo inferior
requiere de tomar en el tensor como i-ésima 1-forma la base dual del j-ésimo vector, de
esta forma

CT = T (dxν1 , . . . , dxα, . . . , dxνk ; eµ1 , . . . , eα, . . . , eµl
)

= T µ1 ... α ... µk
ν1 ... α ... νl

eµ1 . . . eα . . . eµl
dxν1 . . . dxα . . . dxνl , (A.17)

por lo que no sólo los índices de las componentes se igualan con la contracción, también
dos índices, de la i-ésima 1-forma base y el j-ésimo vector base. Por otro lado, en forma de
componentes siguiendo la definición de producto exterior, dados dos tensores T ∈ T (k, l)
y T ′ ∈ T (k′, l′), las componentes del producto exterior S = T ⊗ T ′ están dadas por [17]

S
µ1...µk+k′

ν1...νl+l′ = T µ1...µk
ν1...νl

T
′µk+1...µk+k′

νl+1...νl+l′ . (A.18)

Aplicar un cambio de coordenadas no cambia al tensor, pues sólo es una forma diferente
de tomar las bases (los vectores y 1-formas base). En general, los tensores son invariantes
ante cualquier difeomorfismo arbitrario [15]. Por lo cuál, a partir de la invarianza de los
tensores ante esta clase de funciones, es importante conocer la forma en que las compo-
nentes transforman. Sea T ∈ T (k, l) un tensor arbitrario de órden (k, l), M una variedad
{eµ} y {dxν} vectores y 1-formas base correspondientes a M y M′ otra variedad con {eµ′}
y {dxν′} vectores y 1-formas base correspondientes a M′. Si M y M′ son difeomórficas

y f : M → M′ es un difeomorfismo representado por
∂xµ

′

∂xµ
o
∂xν

∂xν′
dependiendo si trans-

forma vectores o 1-formas base. A partir de lo anterior, se puede encontrar la regla de
transformación de las componentes del tensor. Sabiendo que el tensor es invariante ante
difeomorfismos, será invariante ante f . Luego

T
µ′
1...µ

′
k

ν′1...ν
′
l
eµ′

1
. . . eµ′

k
dxν

′
1 . . . dxν

′
l = T µ1...µk

ν1...νl
eµ1 . . . eµk

dxν1 . . . dxνl , (A.19)

por las reglas de transformación de los vectores y 1-formas base(
T

µ′
1...µ

′
k

ν′1...ν
′
l
− ∂xµ

′
1

∂xµ1
. . .

∂xµ
′
k

∂xµk

∂xν1

∂xν
′
1
. . .

∂xνl

∂xν
′
l

T µ1...µk
ν1...νl

)
eµ′

1
. . . eµ′

k
dxν

′
1 . . . dxν

′
l = 0,

(A.20)
por lo tanto

T
µ′
1...µ

′
k

ν′1...ν
′
l
=
∂xµ

′
1

∂xµ1
. . .

∂xµ
′
k

∂xµk

∂xν1

∂xν
′
1
. . .

∂xνl

∂xν
′
l

T µ1...µk
ν1...νl

, (A.21)

la cuál es la regla de transformación de tensores de órden (k, l).
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A.1.5. El tensor métrico

Un tensor fundamental en la relatividad general es el llamado tensor métrico, el cuál
permite medir distancias. En el caso de una variedad al tener estructura local de Rn, pero
estructura global diferente se está interesado en medir distancias infinitesimales que se
le asocian a desplazamientos infinitesimales. Infinitesimalmente se recupera la geometría
Euclidiana y los vectores son vectores tangentes a cada punto de la variedad. El tensor
métrico lo que permite calcular es el cuadrado de las distancias infinitesimales, por ello
este tensor debería ser una transformación lineal g : Vp × Vp → R para cada punto de la
variedad. Cómo se puede ver, este tensor encaja en la definición de un tensor de órden
(0, 2). Es de esperar que la distancia entre un punto A y un punto B sea la misma que
la distancia del punto B al punto A, o sea que debe ser simétrico ante el cambio de sus
entradas, o sea, dados dos vectores v1 y v2, g(v1, v2) = g(v2, v1) para todo v1, v2 ∈ Vp.
Además la métrica es no degenerada, o sea, si g(v, v1) = 0 para todo v ∈ Vp, entonces
v1 = 0. Se puede ver que esas propiedades también las cumple la operación vectorial del
producto punto, por lo cuál la métrica es el producto punto de dos vectores tangentes.
Con una base, la métrica puede denotarse por

g = gµν dx
µdxν , (A.22)

en relatividad esta acostumbrado a denotarse lo anterior por ds2, además de llamar a ds2
cómo intervalo y a la métrica como las componentes gµν , con esta notación

ds2 = gµν dx
µdxν , (A.23)

y cómo la métrica también es un producto punto se sigue g(v1, v2) = v1 · v2. Un aspecto
importante es que dada una métrica g, se puede encontrar una base ortonomal v1, . . . , vn
del espacio tangente para cada punto p ∈ M, de forma que g(va, vb) = 0 si a, b ∈ {1, . . . , n}
y a ̸= b y además g(va, va) = ±1 para todo a ∈ {1, . . . , n} [17]. El número de signos posi-
tivos y negativos en la base elegida se denomina signatura de la métrica. En la geometría
Euclidiana se trabajan con métricas de signatura (+++), mientras que en relatividad ge-
neral el espacio tiene signatura (−+++) o (+−−−) dependiendo la convención tomada.
En la presente tesis se considera (− + ++). Las componentes de la métrica gµν pueden
calcularse mediante el producto punto de los vectores base. Sea p ∈ M en una variedad
con espacio tangente Vp n-dimensional generado por vectores base {e1, . . . , en}, entonces
las componentes de la métrica son [15]

gµν = g(eµ, eν) = eµ · eν , (A.24)

por lo que en términos de los vectores base pueden calcularse todas las componentes de
la métrica tomando su producto punto. Otra propiedad interesante del tensor métrico es
que puede bajar los índices de otro tensor, o dicho de otro modo dado un tensor de órden
(k, l), el producto exterior de dicho tensor con el tensor métrico resulta en un tensor de
órden (k − 1, l + 1). Se puede construir una 1-forma que tome un vector arbitrario v y
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arroje un escalar, en particular se puede construir una 1-forma ω dada por

ω(v) = w · v, (A.25)

o sea que tome el producto punto de w y v, donde ωv es la 1-forma (vector dual) de w. Por
ello w = wµeµ. Ahora, por definición ω = ωµdx

µ y las componentes de la 1-forma están
dadas por ωµ = ω(eµ). Por ello si se calculan las componentes

ωµ = ω(eµ) = w · eµ = wνeν · eµ = gµνw
ν , (A.26)

donde se empleó la definición de que las componentes de la métrica son el producto punto
de los vectores base y el hecho de que wν es un real por lo que conmuta con el producto
punto que es otro escalar. Cómo puede verse al aplicarse la métrica a las componentes de
un vector, se obtienen componentes de una 1-forma o se baja el índice. El tensor métrico
por ello también puede verse cómo una función que toma vectores y los torna en 1-formas.
Cómo puede observarse el vector w = wνeν → ωµdx

µ al aplicarse el tensor métrico. De
forma análoga al tensor métrico se puede definir un tensor de órden (2, 0) que tome dos
1-formas y arroje su producto escalar, este tensor se denotará con g−1 (más adelante se
justificará esta notación)

g−1(ω1, ω2) = ω1 · ω2, (A.27)

con ω1, ω2 1-formas. Análogamente al tensor métrico, puede definirse que las componentes
de este tensor g−1 estén dadas por el producto punto de 1-formas base, o sea (g−1)µν =
dxµ · dxν . Cómo los vectores son también tensores de órden (1, 0), pueden verse cómo
funciones que toman una 1-forma y regresan un escalar. Consideremos el vector dado por

v(ω) = ω · V , (A.28)

con V la 1-forma (vector dual) correspondiente a v. Por definición V = Vµdx
µ. De for-

ma análoga a las componentes de las 1-formas, las componentes de los vectores pueden
calcularse con vν = v(dxν), entonces

vν = v(dxν) = dxν · Vµdx
µ = Vµdx

µ · dxν = Vµ(g
−1)µν , (A.29)

por lo que el tensor g−1 toma 1-formas y las mapea en su vector correspondiente, o bien
este tensor baja el índice. Cómo se puede ver, la métrica g mapea vectores en 1-formas, por
lo que debe hacer el cambio de base de {eµ} a {dxµ}, mientras que el tensor g−1 hace justo
lo contrario. Esto se puede ver de modo que g transforma eµ → gµνdx

ν y g−1 transforma
dxµ → (g−1)µνeν . Por eso dado un vector arbitrario v se puede escribir cómo sigue

v = vµeµ = vµgµνdx
ν = vµgµν(g

−1)ναeα, (A.30)

en la segunda igualdad se mapeo el vector base en 1-formas y en la tercera se mapeó
la 1-forma en vectores base. Cómo la parte derecha debe ser igual a la izquierda debe
satisfacerse

gµν(g
−1)να = δαµ , (A.31)
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es decir que g−1 es la función inversa de la métrica y por ello se usa el superíndice −1
en su notación. Debido a que las componentes de la métrica tienen los índices abajo,
mientras que las componentes de la métrica inversa tiene los índices arriba, se omitirá el
superíndice dado que la posición de los índices los distingue (siempre que se trabaje con
las componentes, si se usa a g−1 cómo tensor el superíndice se mantendrá para ser explícito
en que se trata de la métrica inversa), por ello (g−1)µν ≡ gµν para simplificar notación.

La métrica tambien puede operar sobre los tensores, antes de ver cómo ocurre esto se
considera vector arbitrario v y un base de vectores {eµ}, entonces

g(eµ, v) = g(eµ, v
νeν) = vνg(eµ, eν) = vνgµν = vµ, (A.32)

pues la métrica baja índices y se está suponiendo que vµ son las componentes del vector
dual a v. Análogamente tomando una 1-forma ω y una base de 1-formas {dxµ}

g−1(dxµ, ω) = g−1(dxµ, ωνdx
ν) = ωνg

−1(dxµ, dxν) = ωνg
µν = ωµ, (A.33)

con ωµ las componentes del vector asociado al vector dual ω. Por simplicidad se puede
suponer que ω es el vector dual de v. Cómo ω es una 1-forma, ω = ωµdx

µ = vµdx
µ, y por

la expresión (A.32)

ω = g(eµ, v)dx
µ. (A.34)

Análogamente, cómo v es un vector v = vµeµ, luego por la expresión (A.33)

v = g−1(dxµ, ω)eµ. (A.35)

Sea T un tensor de rango (k, l), entonces

T = T µ1...µk
ν1...νl

e1 . . . ekdx
1 . . . dxl, (A.36)

considerando T µ1...µk
ν1...νl

eµj
con j ∈ {1, . . . , k}, el índice µj variable y el resto fijo. En-

tonces esta cantidad es un vector y entonces

g(eβ, T
µ1...µk

ν1...νl
eµj

)dxβ = T µ1...µk
ν1...νl

g(eβ, eµj
)dxβ = T µ1...µk

ν1...νl
gβµj

dxβ, (A.37)

luego por la expresión (A.34) esta cantidad es una 1-forma con base {dxβ}, entonces las
componentes de la 1-forma satisfacen

T µ1... ...µk

β ν1...νl
= T µ1...µk

ν1...νl
gβµj

, (A.38)

es decir que la métrica baja el índice. Además nótese que T µ1...µk
ν1...νl

son las componentes
del tensor T , por lo que la métrica baja índices también en tensores. En términos formales
la métrica mapea un tensor de órden (k, l) a uno de órden (k− 1, l+ 1). Si se trabaja con
T µ1...µk

ν1...νl
dxνj con j ∈ {1, . . . , l}, dejando νj variable y el resto de índices fijos, por la

expresión (A.35) en forma análoga a la expresión anterior se sigue que

T µ1...µk β
ν1... ...νl

= T µ1...µk
ν1...νl

gβνj , (A.39)
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por lo que la métrica inversa también sube índices de un tensor arbitrario. Y en términos
formales la métrica inversa mapea tensores de órden (k, l) a tensores de órden (k+1, l−1).

A.1.6. Derivadas en una variedad

En geometría Euclidiana es sencillo calcular los gradientes de funciones escalares. Sin
embargo en una variedad M el camino no es tan claro dado que la estructura general no
es la de Rn. A pesar de esto, es posible construir una forma de tomar gradientes en una
variedad para funciones escalares en la variedad. Aún más, es posible hacer lo mismo para
tensores generales. Para ello se definirá el operador de derivada ∇, el cuál se le suele llamar
derivada covariante en relatividad. Esta operación se define cómo

Definición A.1.8. Sea M una variedad n-dimensional y ∇ : T (k, l) → T (k, l + 1) es la
derivada covariante que satisface las siguientes propiedades

1. Para todo T, V ∈ T (k, l) y para todo a, b ∈ R,

∇α(aT
µ1...µk

ν1...νl
+ bV µ1...µk

ν1...νl
) = a∇αT

µ1...µk
ν1...νl

+ b∇αV
µ1...µk

ν1...νl
(A.40)

2. Para todo T ∈ T (k, l) y V ∈ T (k′, l′),

∇α

(
T µ1...µk

ν1...νl
V β1...βk′

γ1...γl′

)
=
(
∇αT

µ1...µk
ν1...νl

)
V β1...βk′

γ1...γl′
(A.41)

+ T µ1...µk
ν1...νl

(
∇αV

β1...βk′
γ1...γl′

)
(A.42)

3. Para todo T ∈ T (k, l),

∇α

(
T µ1...β...µk

ν1...β...νl

)
= ∇αT

µ1...β...µk

ν1...β...νl
(A.43)

4. Para todo f ∈ F y todo tα ∈ Vp,

t(f) = tα∇αf (A.44)

5. Para todo f ∈ F ,
∇α∇βf = ∇β∇αf (A.45)

Entonces la derivada covariante es lineal, satisface la regla de Leibnitz, conmuta con la
operación de contracción. En general esta derivada es diferente a la derivada ∂α definida
en coordenadas cartesianas. Esto ocurre debido a qué en una variedad arbitraria M los
vectores base no son constantes, sino que al tomar derivadas direccionales, estos cambian.

A.1.7. El principio de mínima acción

Los principios de acción son usados ampliamente en la física para describir las leyes de
la física. En relatividad general por ejemplo, las partículas en caída libre describen geo-
désicas, las cuáles son curvas con longitud extremal. Además de esto las acciones en una
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teoría tienen restricciones muy fuertes. Para la relatividad no debe existir una dependencia
con las coordenadas, en cambio debe ser invariante ante este tipo de transformaciones, por
lo que la acción dependerá de alguna forma de la métrica.

En el contexto de la relatividad general ya no hablamos de una variedad arbitraria, sino
que ahora nos referimos al espacio tiempo, el cuál es una variedad diferencial 4-dimensional.
La acción además está dada por

S =

∫
V
LdV , (A.46)

donde L es el Lagrangiano que es un escalar real y dV es la diferencial de volumen. Por
ello se debe calcular antes una forma de calcular el volumen en la variedad M. Además,
el principio de mínima acción establece que las ecuaciones de movimiento están dadas en
los valores extremales de la acción, es decir cuando

0 = δS. (A.47)

Por lo tanto proponiendo el Lagrangiano adecuado de la relatividad general, las ecua-
ciones de movimiento se deducen de tomar la variación de la acción igual a 0.

A.2. Derivación de componentes tensoriales

Ecuación de la geodésica

La ecuación de la geodésica puede obtenerse a partir del Principio de Equivalencia. Si
al marco de referencia inercial se le aplica una transformación de coordenadas

0 =
dxµ

dλ2

=
d

dλ

[
dxµ

dλ

]
=

d

dλ

[
∂xµ

∂xν′
dxν

′

dλ

]

=
∂xµ

∂xν′
d2xν

′

dλ2
+

d

dλ

[
∂xµ

∂xν′

]
dxν

′

dλ

=
∂xµ

∂xν′
d2xν

′

dλ2
+

∂

∂xµ′

[
∂xµ

∂xν′

]
dxµ

′

dλ

dxν
′

dλ

=
∂xµ

∂xν′
d2xν

′

dλ2
+

∂2xµ

∂xµ′∂xν′
dxµ

′

dλ

dxν
′

dλ
. (A.48)
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Variación de δ(
√
−g)

Se empleara la expresión
δ(detA)

detA
= tr(A−1δA) que en notación tensorial es δ(detAµν) =

det(Aµν)A
αβδ(Aαβ)

δ(
√
−g) = δ(−g)1/2

=
1

2
(−g)−1/2δ(−g)

=
1

2
(−g)−1/2δ(− det gµν)

= −1

2
(−g)−1/2 det(gµν)g

αβδ(gαβ)

=
1

2

√
−ggαβδ(gαβ)

= −1

2

√
−ggαβδ(gαβ), (A.49)

el último paso se sigue del hecho que gαβgαβ = δαα y entonces 0 = delta(δαα) = δ(gαβgαβ) =
gαβδ(g

αβ) + gαβδ(gαβ).

Calculo de
∫
V g

βνδRβν
√
−gd4x

Variando el tensor de Ricci (1.40)

δRβν = ∂µδΓ
µ
βν − ∂νδΓ

µ
βµ + δΓγ

βνΓ
µ
γµ + Γγ

βνδΓ
µ
γµ − δΓγ

βµΓ
µ
γν − Γγ

βµδΓ
µ
γν . (A.50)

Se verá como se puede escribir en términos de derivadas covariantes. Para ello consi-
deramos ∇α(δΓ

α
βν), que por la definición de derivada covariante

∇α(δΓ
α
βν) = ∂α(δΓ

α
βν) + Γα

γαδΓ
γ
βν − Γγ

βαδΓ
α
γν − Γγ

ναδΓ
α
βγ, (A.51)

y por lo tanto la resta de ∇α(δΓ
α
βν)−∇ν(δΓ

α
βα) esta dada por

∇α(δΓ
α
βν)−∇ν(δΓ

α
βα) = (∂α(δΓ

α
βν) + Γα

γαδΓ
γ
βν − Γγ

βαδΓ
α
γν − Γγ

ναδΓ
α
βγ)

− (∂ν(δΓ
α
βα) + Γα

γνδΓ
γ
βα − Γγ

βνδΓ
α
γα − Γγ

ανδΓ
α
βγ)

= ∂µ(δΓ
µ
βν)− ∂ν(δΓ

µ
βµ) + δΓγ

βνΓ
µ
γµ + Γγ

βνδΓ
µ
γµ

− δΓγ
βµΓ

µ
γν − Γγ

βµδΓ
µ
γν

= δRβν . (A.52)
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Entonces,∫
V
gβνδRβν

√
−gd4x =

∫
V
gβν [∇α(δΓ

α
βν)−∇ν(δΓ

α
βα)]

√
−gd4x

=

∫
V
[∇α(g

βνδΓα
βν)−∇ν(g

βνδΓα
βα)]

√
−gd4x

=

∫
V
[∇α(g

βνδΓα
βν)−∇α(g

βαδΓν
βν)]

√
−gd4x

=

∫
V
∇α[g

βνδΓα
βν − gβαδΓν

βν ]
√
−gd4x

=

∫
V
∇αB

α
√
−gd4x

=

∫
∂V

√
−gBadSa

= 0, (A.53)

donde se tomó Bα = gβνδΓα
βν − gβαδΓν

βν . La última línea se sigue si el volumen es
tomado arbitrariamente grande de forma que el vector en la frontera del volumen sea 0.
Además se empleó la expresión de la variación del tensor de Ricci (A.52).



Apéndice B

Gravedad linealizada

Se comienza calculando los símbolos de Christoffel (??). Todo término que involucre
productos de hµν se despreciarán pues son términos a primer órden y se está trabajando a
primer órden

Γα
µν =

1

2
gαβ

(
∂νgβµ + ∂µgβν − ∂βgµν

)
=

1

2
(ηαβ − hαβ)[∂ν(ηβµ + hβµ) + ∂µ(ηβν + hβν)− ∂β(ηµν + hµν)]

=
1

2
(ηαβ − hαβ)[∂ν(hβµ) + ∂µ(hβν)− ∂β(hµν)]

=
1

2
(∂νh

α
µ + ∂µh

α
ν − ∂αhµν). (B.1)

Con los símbolos de Christoffel se calcula el tensor de Riemmann

Rα
βµν = ∂µΓ

α
βν − ∂νΓ

α
βµ + Γγ

βνΓ
α
γµ − Γγ

βµΓ
α
γν

= ∂µΓ
α
βν − ∂νΓ

α
βµ

=
1

2
(∂µ(∂νh

α
β + ∂βh

α
ν − ∂αhβν)− ∂ν(∂µh

α
β + ∂βh

α
µ − ∂αhβµ))

=
1

2
(∂µ∂βh

α
ν − ∂µ∂

αhβν − ∂ν∂βh
α
µ + ∂ν∂

αhβµ). (B.2)

Los productos de símbolos de Christoffel se despreciaron dado que todos los terminos
contendrían productos de hµν y a primer órden son 0. Contrayendo el primer y tercer índice
se calcula el tensor de Ricci

Rβν =
1

2
(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν − ∂ν∂βh
µ
µ + ∂ν∂

µhβµ)

=
1

2
(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν − ∂ν∂βh+ ∂ν∂
µhβµ). (B.3)
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Ahora, el escalar de Ricci se obtiene contrayendo los índices β y ν, por lo tanto

R = gβνRβν

=
1

2
(ηβν − hβν)(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν − ∂ν∂βh+ ∂ν∂
µhβµ)

=
1

2
ηβν(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν − ∂ν∂βh+ ∂ν∂
µhβµ)

=
1

2
(∂µ∂

νhµν − ∂µ∂
µhνν − ∂ν∂

νh+ ∂ν∂
µhνµ)

= ∂µ∂
νhµν − ∂µ∂

µh, (B.4)

por lo tanto de las ecuaciones de Einstein (1.58) están dadas por

Gβν =
1

2
(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν − ∂ν∂βh+ ∂ν∂
µhβµ)−

1

2
(∂µ∂

αhµα − ∂µ∂
µh)(ηβν + hβν)

=
1

2
(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν − ∂ν∂βh+ ∂ν∂
µhβµ)−

1

2
(∂µ∂

αhµα − ∂µ∂
µh)ηβν

=
1

2
(∂µ∂βh

µ
ν − ∂µ∂

µhβν + ∂µ∂
µhηβν − ∂ν∂

µhηβµ + ∂ν∂
µhβµ − ∂µ∂

αhµαηβν)

=
1

2

(
∂µ∂βhανη

αµ − 1

2
∂µ∂βhηανη

αµ +
1

2
∂µ∂βhηανη

αµ − ∂µ∂
µh̄βν +

1

2
∂µ∂

µhηβν

)
+

1

2

(
∂ν∂

µh̄βµ −
1

2
∂ν∂

µhηβµ − ∂µ∂
αhγαηβνη

γµ +
1

2
∂µ∂

αhηγαηβνη
γµ − 1

2
∂µ∂

αhηγαηβνη
γµ

)
=

1

2

(
∂µ∂βh̄ανη

αµ − ∂µ∂
µh̄βν + ∂ν∂

µh̄βµ − ∂µ∂
αh̄γαηβνη

γµ
)

=
1

2
(∂µ∂βh̄µν − ∂µ∂

µh̄βν + ∂ν∂
µh̄βµ − ∂µ∂αh̄µαηβν). (B.5)
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Apéndice C

GWTC-2

Evento DS(Gpc) ρ M(M⊙) Tipo de binaria
GW190408_181802 1.55+0.40

−0.60 14.8 18.3+1.9
−1.2 BHBH

GW190412 0.74+0.14
−0.17 19.7 13.3+0.4

−0.3 BHBH
GW190413_052954 3.55+2.27

−1.66 8.6 24.6+5.5
−4.1 BHBH

GW190413_134308 4.45+2.48
−2.12 9.0 33.0+8.2

−5.4 BHBH
GW190421_213856 2.88+1.37

−1.38 10.2 31.2+5.9
−4.2 BHBH

GW190424_180648 2.20+1.58
−1.16 10.0 31.0+5.8

−4.6 BHBH
GW190425 0.16+0.07

−0.07 13.0 1.44+0.02
−0.02 NSNS

GW190426_152155 0.37+0.32
−0.30 10.1 2.41+0.08

−0.08 NSBH
GW190503_185404 1.45+0.69

−0.63 12.2 30.2+4.2
−4.2 BHBH

GW190512_180714 1.43+0.55
−0.55 12.2 14.6+1.3

−1.0 BHBH
GW190513_205428 2.06+0.88

−0.80 12.3 21.6+3.8
−1.9 BHBH

GW190514_065416 4.13+2.65
−2.17 8.3 28.5+7.9

−4.8 BHBH
GW190517_055101 1.86+1.62

−0.84 10.7 26.6+4.0
−4.0 BHBH

GW190519_153544 2.53+1.83
−0.92 14.0 44.5+6.4

−7.1 BHBH
GW190521 3.92+2.19

−1.95 14.4 69.2+17.0
−10.6 BHBH

GW190521_074359 1.24+0.40
−0.57 24.7 32.1+3.2

−2.5 BHBH
GW190527_092055 2.492.48−1.24 8.9 24.3+9.1

−4.2 BHBH
GW190602_175927 2.69+1.79

−1.12 12.1 49.1+9.1
−8.5 BHBH

GW190620_030421 2.81+1.68
−1.31 10.9 39.3+8.3

−6.5 BHBH
GW190630_185205 0.89+0.56

−0.37 15.6 24.9+2.1
−2.1 BHBH

GW190701_203306 2.06+0.76
−0.73 11.6 40.3+5.4

−4.9 BHBH
GW190706_222641 4.42+2.59

−1.93 12.7 42.7+10.0
−7.0 BHBH

GW190707_093326 0.77+0.38
−0.37 13.0 8.5+0.6

−0.5 BHBH
GW190708_232457 0.88+0.33

−0.39 13.1 13.2+0.9
−0.6 BHBH

GW190719_215514 3.94+2.59
−2.00 8.0 23.5+6.5

−4.0 BHBH
GW190720_000836 0.79+0.69

−0.32 11.7 8.9+0.5
−0.8 BHBH

GW190727_060333 3.30+1.54
−1.50 12.3 28.6+5.3

−3.7 BHBH
GW190728_064510 0.87+0.26

−1.37 13.6 8.6+0.5
−0.3 BHBH

GW190731_140936 3.30+2.39
−1.72 8.5 29.5+7.1

−5.2 BHBH
GW190803_022701 3.27+1.95

−1.58 9.0 27.3+5.7
−4.1 BHBH

GW190814 0.24+0.04
−0.05 22.2 6.09+0.06

−0.06 NSBH
GW190828_063405 2.13+0.66

−0.93 16.6 25.0+3.4
2.1 BHBH

GW190828_065509 1.60+0.62
−0.60 11.1 13.3+1.2

−1.0 BHBH
GW190909_114149 3.773.272.22 8.5 30.9+17.2

−7.5 BHBH
GW190910_112807 1.46+10.3

−0.58 13.4 34.3+4.1
−4.1 BHBH

GW190915_235702 1.62+0.71
−0.61 13.1 25.3+3.2

−2.7 BHBH
GW190924_021846 0.57+0.22

−0.22 13.2 5.8+0.2
−0.2 BHBH

GW190929_012149 2.13+3.25
−1.05 9.9 35.8+14.9

−8.2 BHBH
GW190930_133541 0.76+0.36

−0.32 10.0 8.50.5−0.5 BHBH

Tabla C.1: Eventos del GWTC-2 junto con sus distancias sirena en Mpc, sus cocientes de
señal-ruido, masas de chirrido y tipo de estrella binaria.



Apéndice D

Deducciones del tensor hTij para una
onda gravitacional

Para lograr reducir la expresión (3.11) se requiere reescribir su integral. En particular,
del gauge para ondas gravitacionales ∂νTνµ = 0, entonces

∂Tµ0
∂t

= −∂Tµi
∂xi

,
∂T00
∂t

= −∂T0i
∂xi

. (D.1)

Además se supondrá que las fuentes de ondas gravitacionales están muy lejos, por lo
que toda integral de superficie incluyendo al tensor de energía-momento será 0 y que el

sistema tiene movimiento lento, o sea
∂xi

∂t
≈ 0. Con estas condiciones presentes se puede

escribir

d

dt

∫
d3xT00xixj =

∫
d3x

∂(T00xixj)

∂t

=

∫
d3x

∂T00
∂t

xixj

= −
∫
d3x

∂T0k
∂xk

xixj

= −
∫
d3x

(
∂(T0kxixj)

∂xk
− T0k

∂(xixj)

∂xk

)
= −

∮
dSSkT0kxixj +

∫
d3xT0k

(
xiδjk + xjδik

)
=

∫
d3x

(
T0ixj + T0jxj

)
, (D.2)

donde la segunda línea se sigue del sitema con movimiento lento, la tercera del gauge, la
cuarta de la regla del producto de la derivada, y la quinta del teorema de la divergencia.
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Tomando ahora la derivada del resultado

d

dt

∫
d3x(T0ixj + T0jxi) =

∫
d3x

(
∂T0i
∂t

xj +
∂T0j
∂t

xi

)
= −

∫
d3x

(
∂Tik
∂xk

xj +
∂Tjk
∂xk

xi

)
= −

∫
d3x

(
∂(Tikxj)

∂xk
+
∂(Tjkxi)

∂xk
− Tik

∂xj
∂xk

− Tjk
∂xi
∂xk

)
= −

∮
dSSk

(
Tikxj + Tjkxi

)
+

∫
d3x

(
Tikδjk + Tjkδik

)
= 2

∫
d3xTij, (D.3)

por lo tanto ∫
d3xTij =

1

2

d2

dt2

∫
d3xT00xixj. (D.4)

Como T00 = ρ y definiendo el tensor de momento cuadrupolar cómo

Iij =

∫
d3xρxixj, (D.5)

se sigue que la expresión (3.11) se escribe

hTT
ij =

2G

c4DS


d2ITT

ij

(
t− DS

c

)
dt2

 , (D.6)

en este caso se hizo explícito el hecho de que hTT
ij es transverso y sin traza, cada T significa

uno de estos hechos. Por lo tanto para satisfacer la igualdad también se debe tomar la
parte transversa y sin traza del momento cuadrupolar. La modificación que se le requiere
hacer al tensor de momento cuadrupolar para obtener la sin traza es

Iij =

∫
d3x

(
ρxixj −

1

3
x2δij

)
, (D.7)

con x2 = xixi.



Apéndice E

Método numérico

Para calcular la distribución de probabilidad de los parámetros cosmológicos, una vez
que se conoce la probabilidad prior, requiere calcular la probabilidad likelihood dada. Por
los 6 parámetros considerados, entonces se requeriría mapear un espacio de 6 dimensiones
y calcular la probabilidad para una gran cantidad de puntos en este espacio. Puede hacer-
se este proceso considerando hipercubos en este espacio de 6 dimensiones y calculando la
probabilidad likelihood en los vértices de estos hipercubos, sin embargo realizar este pro-
ceso es computacionalmente muy costoso (a pesar de que probabilidades prior uniformes
reducen el costo dado que fuera de los intervalos considerados la probabilidad prior es 0),
por lo que se requiere emplear métodos alternativos. El método que se empleará es un
método de cadenas de Markov con Monte Carlo (MCMC).

El propósito de los MCMC es obtener M muestras {Θi} a partir de la distribución de
probabilidad posterior

P(Θ|D) =
P(Θ)P(D|Θ)

E
, (E.1)

donde la probabilidad likelihood se puede calcular fácilmente dada un modelo, unos pará-
metros cosmológicos Θ y un conjunto de datos D. La evidencia es una integral sobre todo
el espacio de parámetros por lo que no depende de Θ y por ende funciona sólo cómo factor
de normalización. Por ello, no es necesario incluirlo en el MCMC dado que sólo normaliza
pero sin la evidencia se puede igualmente determinar la forma de la distribución de pro-
babilidad y con ello su media y desviación estándar. El cálculo de la evidencia se realiza
si se busca comparar dos modelos [81]. Calcular la evidencia es muy costoso computacio-
nalmente, por lo cuál no incluirla en el MCMC salva mucho tiempo.

El método MCMC, para generar las muestras {Θi} genera caminantes aleatorios en el
espacio de parámetros, los cuáles con el tiempo obtienen un conjunto de puntos represen-
tativos de este espacio con los que se puede dibujar la distribución de probabilidad [81] sin
necesidad de mapear todo el espacio de parámetros. Cada paso en la cadena de Markov
X(ti) = [Θi] depende únicamente del paso anterior X(ti−1) [81]. Existen varios algoritmos
para realizar un MCMC, donde el relevante para el análisis de esta tesis es el algoritmo de
Metropolis-Hastings del cuál se habla a continuación.
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E.1. Método de Metropolis-Hastings
El objetivo de un método MCMC es el encontrar un conjunto independiente de mues-

tras en el espacio de parámetros {Θi} que sean representativos y con los cuáles se pueda
dibujar las distribuciones de probabilidad junto con sus medias (mejores ajustes) y desvia-
ciones estándar. Cómo mapear todo el espacio es costoso computacionalmente, se requiere
emplear un método para reducir esto y que al mismo tiempo obtenga puntos representa-
tivos e independientes. Uno de esos algoritmos se llama Metropolis-Hastings. Se explicará
a continuación el caso en una dimensión.

Para cualquier punto es posible calcular la probabilidad posterior (dejando de lado la
evidencia) si se conoce la probabilidad prior y la likelihood. Partiendo de un punto X(t)
a tiempo t que está en el espacio de parámetros y considerando una función Q(Y ;X(t))
la cuál es una distribución de probabilidad similar a la probabilidad posterior que puede
no tener nada que ver con la distribución de probabilidad posterior. Esta función puede
ser una distribución Gaussiana multivariada centrada en X(t) con un tensor de covarianza
general. Un nuevo estado tentativo Y = X(t+1) puede generarse a partir de la distribución
Q. Sin embargo, para decidir si este nuevo estado se acepta o no se requiere calcular un
factor [81, 90]

α =
P(Y |D)Q(X(t);Y )

P(X(t)|D)Q(Y ;X(t))
, (E.2)

si α ≥ 1, el nuevo punto en el espacio de parámetros se acepta, y en caso contrario se recha-
za y se mantiene el punto anterior (si α < 1, X(t+1) = X(t)). Este proceso va generando
una cadena de Markov con todo el conjunto de puntos {X(t)}t. Debe tenerse cuidado con
el significado de Q, mientras Q(X(t);Y ) es una distribución Gaussiana centrada en X(t)
y evaluada en Y , Q(Y ;X(t) es lo inverso, una distribución Gaussiana centrada en Y y
evaluada en X(t). Cómo se puede ver, si el nuevo punto en el espacio de parámetros es
rechazado se volverá a tomar el anterior y por lo tanto no todos los puntos en la cadena
de Markov serán independientes, lo cuál es necesario para tener un conjunto representativo.

Para un tiempo t→ ∞, este algoritmo converge a un conjunto de muestras estaciona-
rio. Lo que se desea es tener convergencia rápida con lo cuál se requieren generar menos
cadenas de Markov y por ende menor costo computacional.

Antes se mencionó que los puntos en las cadenas son dependientes porque el punto k
depende en su antecesor k− 1. Por ello, el algoritmo debe correrse por un tiempo conside-
rable para obtener un conjunto de puntos efectivamente independientes con el cuál tener
información suficiente para calcular las medias y desviaciones estándar de los parámetros.

El método de Metropolis-Hastings suele ejecutarse con funciones Q(X(t);Y ) que hagan
que el valor de Y esté mucho más cerca que las dimensiones del tamaño esperado de la
región más probable. El objetivo de hacer esto es que moverse demasiado de un punto
puede llevar a una región de bajas probabilidades.
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La desventaja de tomar este tipo de funciones es que los pasos en el algoritmo serán
pequeños (con pequeña hiperdistancia entre dos puntos de la cadena los cuáles están en el
espacio de parámetros) y por ende se tendrá lo que se denomina cómo caminata aleatoria
(random walk) [90]. Esta caminata aleatoria incrementa el tiempo que debe correrse el
algoritmo para alcanzar el conjunto independiente y representativo que se busca {Θi}.
Por ello es deseable buscar métodos que reduzcan este tiempo de convergencia y ahorren
recursos computacionales.

E.2. El movimiento por tramos
El movimiento por tramos (strecht move) es un algoritmo para generar muestras que

supera el estándar Metropolis-Hastings [91] con tiempos de autocorrelación significativa-
mente menores [81]. Para este método se considera un conjunto de caminantes. En este
algoritmo, cada paso del método Monte Carlo X(t) → X(t + 1) consiste en un ciclo de
actualizar cada uno de los k caminantes, es decir tomar Xk(t) → Xk(t + 1) para todo
k ∈ {1, 2, . . . , k}. Donde cada caminante Xk se actualiza en función de todos los demás
[91]. La nueva posición de cada caminante se acepta o rechaza con el mismo criterio que
para el caso de Metropolis-Hastings. En el movimiento por tramos, la nueva posición del
caminante Xk se determina a partir de otro caminante Xj con k ̸= j mediante [91]

Xk(t) → Y = Xj + Z(Xk(t)−Xj), (E.3)

donde Z se obtiene a partir de una distribución de probabilidad g(Z=z) que si satisface

g(z−1) = zg(z), (E.4)

entonces la nueva posición del caminante es simétrica de forma que [91]

P(Xk(t) → Y ) = P(Y → Xk(t)). (E.5)

En particular se puede tomar una función de la forma [91]

g(z) ∝

z
−1/2 si z ∈

[
1

a
, a

]
0 en otro caso,

(E.6)

y para este caso la nueva posición es aceptada con probabilidad [81, 91]

mı́n

{
1, ZN−1 P(Y )

P(Xk(t))

}
, (E.7)

con lo que se va constuyendo la cadena de Markov.
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E.3. El tiempo de autocorrelación
Para determinar la convergencia y rendimiento de un algoritmo dado pueden emplearse

una diversidad de herramientas, una de las cuáles se denomina tiempo de autocorrelación.

Para comprender lo que este concepto significa, es importante entender otro concepto
llamado fracción de aceptación af , el cuál da información sobre el porcentaje del número
de pasos aceptados en una cadena de Markov. Si este número es muy alto, casi todos los
pasos fueron aceptados y si es casi 0 casi todos fueron rechazados. En ambos casos, no se
tendría una buena cadena, para el primer caso los caminantes están ejecutando una cami-
nata aleatoria casi en todo punto lo que no conduce a una muestra representativa y en el
segundo caso hay un número pequeño de puntos independientes insuficientes para mapear
correctamente las distribuciones posteriores de probabilidad. El valor de esta fracción de
aceptación debería estar entre 0.2 y 0.5 para tener una buena muestra representativa [92].

En el caso del movimiento por tramos, el parámetro a de la función g(z) controla el
tamaño de los pasos, lo que permite modificar la fracción de aceptación de requerirse si
no cae entre esos valores óptimos. Una vez que se conoce este concepto puede hablarse
del tiempo de autocorrelación, el cuál es el número de evaluaciones de la probabilidad
posterior requeridos para obtener muestras independientes de {Θi}. Además de esto, el
algoritmo de movimiento por tramos tiene un tiempo de autocorrelación inferior al de
Metropolis-Hastings [91]. El tiempo de correlación integrado esta dado por [81]

τf =
∞∑

T=−∞

Cf (T )

Cf (0)
= 1 + 2

∞∑
T=1

Cf (T )

Cf (0)
, (E.8)

con Cf (T ) la función de autocovarianza de tiempo con una serie de tiempo X(t) dada por

Cf (T ) = ĺım
t→∞

cov[f(X(t+ T )), f(X(t))], (E.9)

lo que mide la covarianza entre muestras con diferencia de tiempo T . El valor de T con el
cuál C(T ) → 0 mide el número de muestras que deben tomarse para tener independencia
[81]. Mientras mayor sea el tiempo de autocorrelación, más larga tiene que ser la cadena
para mapear correctamente las distribuciones de probabilidad del vector de parámetros
{Θi}.

E.4. El martillo de MCMC
En la presente tesis se empleará un paquete de python llamado emcee 1 el cuál usa

un método de movimiento por tramos. Esta herramienta se denomina martillo de MCMC
porque es útil para una gran cantidad de problemas de análisis de datos.

1https://emcee.readthedocs.io/en/stable/
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Para comenzar el MCMC es necesario colocar los caminantes aleatorios en una posición
dada. Una de las posibilidades es colocarlos dispersados cerca de un punto donde se espera
que se tendrá la máxima probabilidad. Eso puede ser colocándolos en una pequeña esfera
Gaussiana alrededor del punto de máximo χ2. De esta forma los caminantes no quedarán
atrapados en zonas de baja probabilidad y la cadena puede obtener una convergencia con
un tiempo menor.

Luego de probar el código mediante varios intentos con bases de datos reducidas de CC,
se determinó que el número de pasos en la cadena debe ser al menos 50 veces el tiempo de
autocorrelación para obtener cadenas confiables y con suficientes muestras independien-
tes para graficar la probabilidad posterior de los parámetros. Además de eso, se tomaron
32 caminantes aleatorios en los análisis pues se determinó que es un buen número para
no tener una penalidad en rendimiento y al mismo tiempo tener un número considerable
para tener tiempos de autocorrelación no tan largos. El tiempo de autocorrelación puede
ser obtenido con el código emcee [81] con lo cuál se puede determinar después de calcu-
larlo, el número de pasos para tener una muestra independientes suficiente de {Θi}. En
todos los casos nunca se requirieron cadenas más largas que 60,000 pasos. Para el caso de
Pantheon+GW fue en el que se requirió este número de pasos. En el resto de casos bastaba
con 30,000 cadenas, excepto los casos de ΛCDM donde dependiendo la base de datos eran
necesario entre 5, 000− 20, 000 por cadena.

Además de eso, al software emcee se le debe dar el valor del logaritmo natural de la
probabilidad likelihood y la prior para que puede mapear la posterior de los parámetros.
Los MCMCs fueron ejecutados en el cluster Tochtli del Instituto de Ciencias Nucleares de
la UNAM en el grupo CosmoNag.

E.5. Cálculo de la evidencia
Además de correr un MCMC y así obtener los mejores valores de los parámetros cos-

mológicos, uno de los objetivos del análisis de la presente tesis es el de determinar cuál
es el mejor modelo entre el estándar ΛCDM y las parametrizaciones bidimensionales de
energía oscura. Para esto es preciso calcular la evidencia Bayesiana la cuál es una integral
computacionalmente costosa. Para reducir el costo computacional existen métodos, en la
presente tesis se empleará un algoritmo de muestreo anidado (nested sampling algorithm).
Mientras un MCMC trata de mapear la posterior de forma directa, un muestreo anidado
divide el espacio de parámetros en regiones más simples, mapea cada una de estas y com-
bina los resultados al finalizar.

Además, estos algoritmos de muestreo anidado se centran en el cálculo de la evidencia.
Esto se hace reescribiendo la integral sobre el espacio de parámetros a un volumen prior
X del espacio de parámetros [85]

E =

∫
dΘL(Θ)θ(Θ)dΘ =

∫ 1

0

dXL(X), (E.10)
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donde L(X) denota un contorno de la likelihood definiendo los bordes del volumen X.
Y el volumen prior está dado por [85]

X(λ) =

∫
ΩΘ|L(Θ)≥λ

dΘ θ(Θ), (E.11)

por lo que es la fracción de la likelihood encima de un umbral λ. Por ello, el algoritmo
de muestreo anidado convierte un problema complicado de una integral multi-dimensional
en un problema de una integral en una dimensión sobre X. Las cotas de este valor son
X(0) = 1 y X(∞) = 0 debido a que la probabilidad está normalizada.

El punto ahora es generar muestras de L(X) que nos permitan calcular la evidencia.
Este algoritmo necesita tener la capacidad de generar muestras de la probabilidad prior
θ(Θ) sujetas a una constricción de la likelihood por λ [85]. Un algoritmo sencillo para rea-
lizar esto es el muestreo por rechazo simple en el cuál para la i-ésima iteración, se generan
muestras Θi+1 de la prior θ(Θ) hasta que se logre conseguir que L(Θi+1) ≥ L(Θi). Este
método se va complicando mientras el valor de X se vaya haciendo más pequeño dado
que al tomar λ cada vez mayor este valor tiende a 0, por lo cuál este proceso iterativo se
demorará después de cierto número de iteraciones.

Esto se puede solucionar re-escalando la prior mediante [85]

θλ(Θ) =

{
θ(Θ) si L(Θ) ≥ λ

0 en otro caso.
(E.12)

La dificultad de obtener las muestras de esta nueva prior re-escalada dependerá de la
forma que tengan las probabilidades prior. En la presente tesis se trabajarán priors uni-
formes en todos los parámetros, lo cuál simplifica enormemente las integrales al calcular
X(λ). Una vez que se calculan suficientes valores de L(X) para X entre 0 y 1 es posible
calcular la evidencia empleando algún método numérico para hacer la integral. Sin em-
bargo el valor exacto de X(λ) no se conoce con precisión. Sin embargo, su valor se puede
estimar construyendo un estimador X̂(λ) con una distribución de probabilidad conocida.
Recordando la definición de función de distribución acumulada se ve que X(L) es una de
esas funciones por lo que se puede definir una densidad de probabilidad dada por [85]

P(L) = dX(L)
dL

. (E.13)

Suponiendo que se puede calcular L a partir de su distribución de probabilidad P(L),
se podrá calcular X(L) a partir de una distribución uniforme por la transformada integral
de probabilidad. E imponiendo la constricción L > λ, X(L)/X(λ) se podrá calcular de
la distribución uniforme. Por ello se puede partir de λ y P(L) y hacer el muestreo desde
θ(Θ) pues para una λ fija, X(λ) es una función de distribución acumulada, esto implica
que si se puede obtener Θ a partir de θ(Θ) entonces X(L(Θ))/X(λ) puede obtenerse de
la distribución uniforme [85].
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Para una λ fija, la función X(λ) es una función de distribución acumulada en la prior
re-escalada θλ. Sea Xi−1 al cuál se le asocia la likelihood Li−1 después de i− 1 iteraciones.
Cómo cada una de estas funciones de volumen tienen distribución uniforme, la distribución
de X̂i es [85]

X̂i = UiX̂i−1 =
i∏

n=1

Un, (E.14)

donde todas las probabilidades uniformes estándar son independientes e idénticamente
distribuidas. Además, por definición X̂(0) = 1. Se desconocen los valores de Un para todos
los n, por lo que X̂ es una aproximación de X. Mientras se va realizando el muestreo debe
determinarse un punto en el cuál parar. Los valores de distribuciones uniformes estándar
son sencillos de determinar y para que sean consistentes un buen valor que se les puede
asignar es el del valor esperado [85]

E[X̂i] =
i∏

n=1

E[Un] =

(
1

2

)i

, (E.15)

por lo que cómo se puede ver al ir aumentando el número de iteraciones, el valor esperado va
disminuyendo o lo que es lo mismo, se van obteniendo valores para poder realizar la integral
de 0 a 1 y con ello calcular la evidencia. El análisis que hasta ahora se ha presentado es
considerando un sólo punto llamado punto vivo. Usa únicamente un punto vivo provocará
que la estadística pueda ser errática, por lo cuál debe tomarse un gran número de estos
puntos y así hay mayor posibilidad de que se tengan muestras en el intervalo uniforme
[0, 1] distribuidas de forma uniforme con las cuáles se integre sobre todo el volumen dX y
se pueda determinar la evidencia. Por el valor esperado de X̂i, en cada iteración se espera
tener puntos más cercanos al 0, con lo cuál con cada iteración, la evidencia calculada se
irá aproximando a la evidencia real. Aunque esto se haría de forma infinita dado que el
valor esperado jamás llegará a 0, por lo que debe proponerse un criterio de finalización del
algoritmo. Un criterio posible puede ser [85]

∆ ln Ei < ϵ, (E.16)

lo que quiere decir que se frenará el algoritmo cuándo la diferencia del logaritmo natural de
la evidencia real y la calculada sea menor que una tolerancia ϵ. Sin embargo, la evidencia
restante no se conoce a prior, sin embargo se puede proponer una cota superior [85]

∆Ei ≤ Lmáx
i X̂i, (E.17)

con Lmáx
i el máximo valor de la likelihood para todos los puntos vivos considerados en

la iteración i. Este caso es una buena aproximación, sin embargo puede fallar si se está
ignorando un pico de probabilidad muy alta en el espacio dX que no se ha explorado. El
riesgo de que esto ocurra se puede disminuir considerando un número mayor de puntos
vivos y una tolerancia menor.

Para los análisis de la presente tesis, se empleará una tolerancia ϵ = 10−2 aunado al
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paquete de python dynesty [84, 85, 86, 87]. Además de esto, se emplearon 3200 puntos
vivos en todos los análisis. Una vez que se consiguen muestras en el espacio de parámetros,
la evidencia es estimada por dynesty [84, 85, 86, 87] mediante la regla del trapezoide

E =
N+K∑
i=1

1

2

(
L(Θi−1) + L(Θi)

) (
X̂i−1 − X̂i

)
, (E.18)

con N el número de muestras y K el número de puntos vivos.

El software dynesty requiere el logaritmo natural de las probabilidades likelihood y
prior considerando la raíz cuadrada de las desviaciones estándar de los datos en la likelihood
para que el software puede normalizar y con ello calcular la evidencia de forma correcta.
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