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Capitulo 1

Introducciéon

Desde la segunda mitad del siglo XX, los niicleos de galaxias activos han sido
observados por los astronomos del mundo. Su enorme luminosidad y caracteristicas
inusuales en sus espectros indican que su fuente de poder no podian ser estrellas ordi-
narias. En las décadas de los 60s y 70s, observaciones de la recién nacida Astronomia
de Rayos-X, demostraron que varias galaxias eran grandes fuentes de radiacion de
rayos-X y que esta se origina en las regiones internas del disco de acrecion de los
agujeros negros. Hoy en dia, los AGN son un gran tema de investigacion astrofisica,
tanto tedrica como observacional. Una forma de estudiar un objeto de este tipo es
con la distribucion espectral de energia, con la cual podemos observar a simple vista
la densidad de la energia emitida por un objeto, separandose en bandas o rangos de
energia, con esta grafica podemos apreciar qué proporcion de la energia emitida por
nuestro objeto pertenece a cierto tipo; por ejemplo, qué proporcion de la emision
corresponde a rayos-X o rayos gamma. Centraremos nuestros esfuerzos en un tipo
especifico de niicleos de galaxias activos conocidos como bldzares, expondremos sus
caracteristicas e importancia.

Actualmente, para analizar las caracteristicas de estos objetos, los investigadores
recurren a ajustes arbitrarios con métodos como el ajuste polinomial para ajustar los
datos observados por satélites y observatorios. Este tipo de ajustes son suficientes a
la hora de describir el comportamiento matemético del espectro, pero nos dejan sin

informacion de las caracteristicas fisicas del objeto en si y de su entorno. Existen ya
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varias propuestas sobre la naturaleza fisica de las emisiones de los blazares, todas
se tratan de ecuaciones bastante complejas y que casi siempre incluyen integrales
no elementales. Desde aqui se puede ver ya una oportunidad para las ciencias de la
computacion de contribuir en este campo, ya que estas ecuaciones casi siempre son
resueltas usando métodos de integracion numeérica.

Sin embargo, existe otra forma en la que las ciencias de la computacién pueden
agregar valor al estudio de los ntcleos de galaxias activos; encontrando un método de
ajuste que utilice los modelos teoricos fisicos para ajustar la distribucion espectral de
energia de un blazar. De esta forma al finalizar el ajuste no solo tendremos informacién
de su comportamiento mateméatico, sino también algunas caracteristicas fisicas del
objeto.

Se han publicado los resultados de otros intentos de este tipo; pero en las publi-
caciones correspondientes, el foco de la investigacion estd centrado en los modelos
fisicos y no en el algoritmo de ajuste, incluso acabando sin mencionar el método utili-
zado. Asi que el objetivo de este trabajo es primero: definir y explorar un método de
ajuste y sus posibles optimizaciones, y segundo: exponer los pardmetros fisicos que
podemos obtener de estos ajustes. También pondremos atencién a que los resultados
sean adecuados y que tengan sentido fisico, esto con el objetivo extra de aportar a la
participacion de las ciencias de la computacion en el estudio de la astrofisica.

Para hacer mas puntuales nuestros objetivos, elegimos el blazar conocido como
W Comae. Este objeto es un blazar que fue detectado desde 1971 y cuyas emisiones
fueron detectadas de nuevo en 1997, 1998 y 2008. Los datos de estas observaciones
son faciles de encontrar y su distribucién espectral de energia tiene una forma muy
caracteristica en el resto de blazares. Por esto, lo consideramos un sujeto de prueba
ideal para el desarrollo de un algoritmo de ajuste que pueda ser aplicado a cualquier

otro blazar.
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Nicleos de galaxias activos

Los nucleos de galaxias activos o AGNs producen luminosidades muy altas en
volimenes muy concentrados a través de procesos fisicos muy diferentes a la fusion
nuclear que da poder a las estrellas, su entendimiento es esencial para estudiar el

origen y la evoluciéon del universo.

2.1. Estructura

La estructura de los AGNs es conocida de la siguiente manera ([UP95]): en su
centro existe un agujero negro siiper masivo cuya energia potencial gravitatoria es la
fuente de la luminosidad del AGN, el gas que es empujado hacia el agujero negro se
asienta en un disco de acrecion y se calienta, éste brilla fuertemente en longitudes de
onda ultravioletas y tal vez de Rayos X.

Fuertes lineas de emisiéon 6ptica y ultravioleta se producen en nubes de gas movién-
dose rapidamente en el potencial del agujero negro. La radiacion éptica y ultravioleta
es oscurecida a lo largo de algunas lineas de vision por un toro o un disco deformado
de gas y polvo. Mas all& del toro, nubes de gas més lentas producen lineas de emision
con anchos méas angostos. Casi en el borde del agujero negro, a través de procesos
ain no bien conocidos, una parte del gas sale disparado fuera del disco de acrecion

formando asi chorros o jets en direcciones opuestas a velocidades cercanas a la de la
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luz. El plasma en el jet, al menos en escalas pequenas, fluye hacia afuera a velocidades

muy altas, emitiendo radiacion relativista en direcciéon hacia adelante.

Figura 2.1: Esquema del paradigma actual para los AGNs (no a escala). Rodeando
el agujero negro del centro hay un brillante disco de acreciéon. Las lineas de emision
se producen en las nubes orbitando sobre el disco y tal vez también el disco en si.
Un toro de polvo oscurece las lineas de emisiéon para un punto de vista transversal.
Los jets emanan de la region cercana al agujero negro, inicialmente a velocidades
relativistas (J[UP95)).

2.2. Clasificacion

La clasificacion general de los AGNs es muy amplia, sin embargo aqui nos intere-
san especialmente un pequeno grupo de AGNs que tienen caracteristicas espectrales
muy inusuales. Se especula que estos estan relacionados por un angulo pequenio a la

linea de vision del observador (casi 0 grados). Estos incluyen los objetos BL Lacertae

4
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o simplemente BL Lac que son AGNs muy ruidosos en radio pero carecen de carac-
teristicas de emision o absorcion fuertes. Estos objetos estan también caracterizados
por una variabilidad muy rapida, polarizaciéon inusualmente alta y variable, tempe-
raturas de alto brillo y velocidades superluminales de nticleos con radio compacto.
Otros objetos que comparten estas ultimas caracteristicas son llamados quasares de
radio de espectro plano o FSRQ. Colectivamente, los objetos BL Lac y FSRQ son

conocidos como blazares (que es una combinacion de ambos nombres).

2.3. Blazares

En imagenes a longitudes de onda visibles, casi todos los blédzares parecen com-
pactos y puntuales, pero gran cantidad de observaciones de alta resolucion revelan
que estos se encuentran exclusivamente en el centro de galaxias elipticas. Las galaxias
huésped de estos objetos son grandes, y a su vez las mas grandes tienden a contener
los mas luminosos. Estas galaxias huésped muestran perfiles de color normales; los
colores integrados son consistentes con emisiones cuyo corrimiento al rojo correspon-
den a una galaxia eliptica evolucionando pasivamente con una poblacion estelar vieja
e implica una época de formacion estelar inicial de al menos hace ~ 6 billones de anos
(|[Urr+-99)]).

Las galaxias més grandes son resultado de colisiones y mezclas con muchas ga-
laxias mas pequenas, proceso que ocurria con mucha mayor frecuencia mas atras en
el tiempo. Estas colisiones proveian a la creciente galaxia de suficiente gas, de modo
que éste alcanzaba més facilmente el agujero negro de su centro, donde se acumulo
en enormes y brillantes discos de acreciéon como los observados en los FSRQ. Parte
del gas da lugar a un jet, mientras que el resto cae en el agujero negro aumentando
gradualmente su spin.

Al expandirse el universo la densidad de galaxias decrecio, y a su vez la frecuencia
de estas colisiones. El disco de acreciéon se ve disminuido con el tiempo, pero lo que

queda esta orbitando un agujero negro mas masivo y con una rotacién mucho maés
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rapida. Estas propiedades permiten a los objetos BL. Lac mantener un poderoso jet
aun con una cantidad relativamente pobre de material orbitando su agujero negro.
Se podria decir que el agujero negro de un blazar actiia como una bateria, ya
que la energia resultante de la acrecion cuando la galaxia era un FSRQ), se mantenia
en forma de la rotacién incrementada de un agujero negro mas masivo. Cuando el
disco de acrecion ha casi desaparecido, el blazar hace uso de la energia guardada que
le permite continuar operando su jet de particulas y produciendo emisiones de altas

energias como un objeto BL Lac (|Fral4]).

2.3.1. Modelo de la emisiéon de los blazares

La manera en que los blazares producen sus emisiones es un objeto de estudio
bastante amplio por si solo, obtener un modelo fisico de esto es esencial para lograr
el objetivo propuesto, por lo que en esta secciéon se expone uno de los modelos mas
aceptados de estos procesos de emision.

En base a este modelo tedrico se pueden obtener ecuaciones matemaéticas que seran

el ingrediente principal de este estudio.

Distribuciéon espectral de energia

La distribucién espectral de energia (en inglés Spectral Energy Distribution o
SED), es una grafica de la energia emitida por un objeto en funcion de diferentes
longitudes de onda de la luz (es decir, el eje X de la grafica representa diferentes
niveles o bandas de energia, estas pueden presentarse en unidades de energia o de
frecuencia; mientras que el eje Y representa la densidad de la energia expresada en

unidades de —-). Al graficar la energia emitida por un objeto astrofisico podemos

comparar a simple vista la emision de éste en las diferentes longitudes de onda; por
ejemplo, podemos diferenciar claramente si la mayor parte de la energia viene de emi-
sion ultravioleta o infrarroja. En otras palabras, el SED es la representacion grafica
del comportamiento de la energia emitida por un objeto.

El espectro continuo de banda ancha de los blazares estd dominado por emisiones
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Energy Density

eV keV MeV GeV TeV

Figura 2.2: Ejemplo simple de un SED.

no térmicas y consiste en dos componentes distintos: un componente de baja energia
(que abarca de radio a ultravioleta o rayos X) y un componente de alta energia (rayos
X a rayos gamma). A través de la frecuencia mas alta o los picos de los flujos vFv,
se puede definir una secuencia de subclases de blazares, desde FSRQ a objetos BL
Lac con pico en baja frecuencia o low-frequency peaked BL Lac objects (LBLs) a
objetos BL Lac con pico en alta frecuencia o high-frequency peaked BL Lac objects
(HBLs). Esta secuencia (FSRQ — LBL — HBL) se caracteriza, entre otras cosas, por
el incremento del pico de la frecuencia de vFr y un decreciente dominio del flujo en

rayos gamma sobre la emision de baja frecuencia ([B6t06]), (ver Figura[2.3).

2.3.2. Componente de baja frecuencia

Generalmente se considera que el componente de baja frecuencia de la distribu-
cion espectral de energia (SED) de los blazares es radiacion sincrotréon de electrones

ultrarelativistas no térmicos.
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Figura 2.3: Comparacion de los SEDs entre tres blazares diferentes. FSRQ = 3C 279
([Har+01|), LBL = BL Lacertae (|[Bot+03|) y HBL = Mrk 501 ([Pet-+00])

Radiacién sincrotron

La radiacion sincrotrén se refiere a la radiacion electromagnética que emiten las
particulas cargadas sujetas a una aceleracion radial (o bien, aquella aceleracion que
es perpendicular a su velocidad) (|Eld+47]), en particular cuando dichas particulas
son ultra-relativistas. Este fenomeno se produce cuando particulas de alta energia son
aceleradas, especificamente electrones que son forzados a moverse en un camino curvo
por un campo magnético. La emision de sincrotron fue detectada por primera vez en
la astrofisica en un jet emitido por el objeto Messier 87 en 1956 (|Burb6|), aunque su

papel en este campo habia sido predicho desde 1950 (JAH50]).

2.3.3. Componente de alta energia

En cuanto a este componente, existen dos aproximaciones. Si los protones no son

acelerados a energias ultra-relativistas, la radiacion de alta energia estara dominada
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por emision Compton proveniente de electrones y/o pares ultra-relativistas. En el
caso opuesto la emision de alta energia estard dominada por cascadas iniciadas por
pares pv, produccién de piones asi como radiaciéon sincrotréon de protones, 7t y put.

En la descripcion que usaremos aqui nos centraremos en el primer caso, conocido

como el modelo leptonico, por lo tanto lo describiremos mas a detalle a continuacion.

Dispersion Compton inversa

En este modelo, la emision de alta energia se produce a través de la dispersion
Compton de los fotones blandos provenientes de la misma emision de sincrotron.
Ambos, los fotones de sincrotron producidos dentro del jet (SSC) y fotones externos
(EC) son posibles objetivos para la dispersion Compton (|Bot12]).

La dispersion Compton, o mas especifico al caso de estudio, Compton Inverso,
involucra la dispersion de un foton de baja energia a una energia mas alta por elec-
trones ultrarelativistas, de forma que el electron pierde energia (de aqui que se le

llame inverso, ya que ocurre lo contrario que en la dispersion Compton estéandar).
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Descripcion de los procesos radiativos

En este capitulo expondremos las ecuaciones necesarias para poder simular de
manera matemaética el SED de un blazar, empezando por su componente de baja

energia y siguiendo con la componente de alta energia.

3.1. Componente de sincrotréon

Para simular la distribucion espectral de energia de un blazar calcularemos (ver
[FDBO08]) el flujo energético de sincrotron para una energia € dada, con la ecuacion:
V30LeéB [
vt — —P—— [ dyN/(Y)R 3.1
o= Gone? [ NG (3.1)

1
donde ép es el factor de Doppler,B es la intensidad promedio del campo magnético
con direccion aleatoria, dj, es la distancia de luminosidad, v es el factor de Lorentz
del foton emitido y h es la constante de Planck.

Los valores en el marco de referencias del radio de emision estan primados, mien-
tras que los que estan en referencia al observador no lo estan. En cuanto al resto de

la ecuacion, N/(v') es la distribucion de electrones, dada por la siguiente ecuacion:

10
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’7/ -p ’7/ —(p+1)
Ne(’yl) = Ke ( / ) H(fYI,)reak - ’7,) + ( / ) H(’}/ - fYI/)reak) H(’)/, 7{)7&)
Voreak Voreak
(3.2)
donde p,K., V1, V2 ¥ Vorear SON constantes y H(z) denota una funciéon escalon de
Heaviside.

R(x) esta dado por la ecuacion:

Rr) = /O " dbsind / T Gt (t) (3.3)

/sind
donde K353 es la funciéon de Bessel modificada del segundo tipo de orden 5/3 y

Are'm?c?

r = BQB—h;/Q (34)

donde m, es la masa del electron, e es la carga fundamental y ¢ es la velocidad de la
luz.

La ecuacion [3.3] puede ser integrada a

()] (3:5)

donde W, ,(x) denota la funcion de Whittaker (JCS86]).

La funcion R(z) puede ser aproximada como:

log(R) = Ag + Ay + Agy® + Azy® + Agy® + Asy® (3.6)

donde y = log(x). Esta aproximacion tiene una precision del 1% dentro del rango
x < 1072 y 2 > 10. Fuera de este rango podemos usar las expresiones asintoticas de

las funciones de Whittaker para valores muy pequenos y muy grandes

1.8084221/3 r <1
R(z) = (3.7)

§6_2<1 - 1231‘) T > 1

11
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H Coeficientes | 2073 < x <1072 [ 102 < x <107' [ 107t < x <1 1<x <4 H

A0 0.126382 0.247666 0.53561 0.947533

Al 66.5445 15.5655 1.89341 -0.688081

A2 -11132.9 -344.364 -6.87853 0.204715

A3 1.33967x10° 4808.73 10.3096 -0.030625

A4 -8.92112x107 -35788.2 -7.72996 0.00227635
Ab 2.45562x10” 2,107178 2.31062 -6.68025x107°

Tabla 3.1: Coeficientes para la aproximacion de R(x)

H X Aproximacion ‘ R(x) H H X ‘ Aproximacion ‘ R(x) H
1.000x10—4 8.393x10~2 8.375x1072 1.268x10~1 6.842x10! 6.844x107!
1.610x10~* | 9.838x1072 | 9.809x10~2 2.043x107' | 7.106x10"! | 7.113x107!
2.592x10~% 1.153x107! 1.148x107 1 3.290x10~! 6.994x10~! 6.986x10~*
4.175x10~4 1.351x107t 1.344x10~ 1 5.298x10~! 6.285x10~! 6.292x10~*
6.723x10~% 1.584x10~1 1.572x10~ 1 8.531x10~! 4.954x10~! 4.957x107!
1.082x1073 1.856x10~1 1.837x107! 1.373x10 3.169x10! 3.167x10!
1.743x1073 2.176x10~! 2.144x10! 2.212x10° 1.466x107" 1.454x107 "
2.807x107% | 2.499x10~' | 2.500x10~! 3.562x10" 3.804x10~2 | 3.956x102
4.520x1073 2.908x10~! 2.908x10~! 5.736x10° 4.529x1073 4.667x1073
7.278x1073 3.373x10! 3.372x10~! 9.236x10° 1.428x10~4 1.447x10~4
1.172x1072 3.898x10~! 3.895x10~! 1.487x10" 5.228x10~7 5.257x10~"
1.887x10~2 4.468x10~! 4.473x107! 2.395x10! 6.073x10~! 6.086x10~*
3.039x1072 5.098x10! 5.094x10~! 3.856x10! 2.754x1077 2.757x10~7
4.893x1072 5.730x10~! 5.733x107! 6.210x10" 1.664x10~" 1.665x10~"
7.880x1072 6.346x107! 6.344x107! 1.000x10? 5.807x107% 5.808x10~%

Tabla 3.2: Comparacion entre la expresion exacta de R(x) y la aproximacion utilizada

fuera de z < 1072 y 2 > 10 esta expresion tiene un error de menos del 5 %. Utiliza-

remos ambas expresiones con el fin de reducir el tiempo de computo. Los coeficientes

de la aproximacion se muestran en la tabla

Comparando esta aproximaciéon con la ecuacién encontramos que tiene un

error absoluto promedio de 0.005, ademés de reducir el tiempo de computo consi-

derablemente; los resultados de ambas ecuaciones pueden observarse en la tabla

para distintos valores de .
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Capitulo 3. Descripcion de los procesos radiativos

3.2. Componente de synchrotron self-Compton

En cuanto a la segunda componente, utilizaremos la siguiente expresion del flujo

para una energia dada e, ([FDBO0S|):

9 (1+ 2)%0pe? /°° foun /%m- N'(+)
ssc s e ,N!

T 16 02022 d d Fo(q,T 3.8
© 16 703t in Jo E v v 2 c(q,1) (3.8)

donde z se refiere al corrimiento al rojo del objeto, or es la secciéon eficaz de Thomson,
0p el factor de Doppler y t, 1in €l tiempo de variabilidad.
En cuanto a F(q,T"), denota el kernel de dispersion en el régimen de Compton,

y es (|JFDB08|):

1 (Peq)? 1

Fe(q.T.) = 291 14+29)(1 — - )| H(g:—.1 .

c(q,Te) qIng+ (14 2¢)( q)+2(1+req)( q) (q,47,2, ) (3.9)
donde
6//7/

. s _ 3.10
U= ) (3.10)
T, = 4¢/ (3.11)

Los limites en ¢ (i.e. —% < ¢ < 1) implican los limites de integracion sobre ~':

16 ) (3.12)

Tmaz = 7 H(€ =€)+ H(e, =€) (3.13)

3.3. Ajustes Practicos

Ahora expondremos algunos de los ajustes que haremos a las expresiones del
flujo, para poder reducir el tiempo de computo lo més que podamos. La mayoria de

estos ajustes fueron obtenidos de forma analitica, observando las caracteristicas de las

13



Capitulo 3. Descripcion de los procesos radiativos

expresiones anteriores. Primero, en la expresion del flujo de sincrotron (3.1)), podemos
notar que la funciéon escalon Heaviside dentro de la expresion de la distribucion de
electrones (3.2)) seré igual a 0 para cualquier valor fuera del rango 7| < +' < 7}, por
lo que podemos ignorar los valores de +' fuera de este, dejandonos reducir el rango de

integracion.

V304 e B /Vé

s — =D [ dy/N!(v')R(x) (3.14)

e YNy
4hd? i

De manera similar, podemos ajustar los limites de integraciéon de la primera inte-
gral en la expresion (3.8]), ya que la energia maxima para el valor € puede ser expresada

en términos del factor de Lorentz con la siguiente ecuacion:

, e(1+ 2) 2
— S/ q
L Vi sV (3.15)

donde e = B/B,,, siendo B, = 4.414 x 10'3 G el campo magnético critico. Asi
podemos despejar la maxima energfa reemplazando 7. por 74, obteniendo un nuevo
limite superior para la integral de la siguiente forma:

61 ar — 7;263 (316)

m

De igual forma, podemos hacer mas simples los limites de integracion de la se-
gunda integral en la ecuacion, notando que v,,,, < 75 por definiciéon. Por lo tanto, la

expresion del flujo para la componente de synchrotron self-Compton es:

9 (1 —+ 2)20T6/2 /dmaz fsyn /’Yé N’('y’)

S5C " L N/

=16 5222 de’—— Ay =L F(q,T 317
€s 16 Wé%CQt?’,min . € €3 v Y 7,2 C(q, ) ( )

Considerando todos estos ajustes, podemos encontrar que los parametros a ajustar
son el factor de Doppler (dp), el campo magnético (B), la constante K., el indice p, el
factor de Lorentz de quiebre (Yprear), los factores de Lorentz méximo () y minimo
(71), y el tiempo de variabilidad (¢, i, ). Asumimos un factor de Lorentz minimo de

v = 102 , dejandonos con 7 parametros a ajustar.
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Implementaciéon

En el capitulo anterior podemos ver que las expresiones para el flujo dependen de
muchas literales que no necesariamente conocemos, tales como los valores de v y el
indice espectral p que juntos describen la distribucion de electrones. Encontrar estos
y otras literales que son desconocidas a priori es nuestro objetivo principal, ya que
son las caracteristicas fisicas de la fuente de las emisiones que estamos ajustando y
su entorno.

Por lo tanto, si nuestro objetivo es encontrar dichos valores debemos encontrar un
algoritmo que nos permita trabajar “en reversa” desde los valores del flujo observados,
simular para los mismos valores de energia un flujo utilizando nuestras ecuaciones, y

comparar ambos hasta encontrar los valores que hacen que su diferencia sea minima.

4.1. Descenso por el gradiente

Con lo anterior en mente, yo propongo el algoritmo de optimizacion de descenso
por el gradiente, pues podemos definir una funcion de error entre los flujos (observado
y simulado) y minimizarla. Este método es muy utilizado en el campo del aprendizaje

automatico o Machine learning (JAnd+16]).
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4.1.1. Descripciéon

El método de descenso por el gradiente es un método de optimizacion iterativo
de primer orden (llamado asi por que se limita al uso de derivadas de primer orden)
cuyo objetivo es encontrar el minimo de una funcién. Llamemos a F(X) a una funcién
multivariable, y & un punto en cuya vecindad F' estd definida y es diferenciable, F'
decrece de manera mas rapida si se va desde ¥ hacia la direccion del negativo del
gradiente de F' en &, o bien en la direccion de —V F(Z).

Ya que nos interesa la direccion de este vector y no su magnitud debemos introdu-
cir un valor que convierta la magnitud del vector del gradiente en una que podamos
utilizar, este valor dependeréd siempre del problema a tratar, pero por lo general es
un nimero pequeno y positivo llamado taza de aprendizaje o learning rate que aqui
denotaremos con «.

Ahora podemos definir de manera recursiva un vector de entrada para F' de la

siguiente forma:

ft+1 = .’ft - OKVF(ft) (41)

Con un « correcto tenemos que F(Zpy1) < F(#). Asi, iniciando con un vector

inicial £y podemos definir de forma iterativa la secuencia mondtona decreciente:

F(Zy) > F(¥1) > F(Zy) > F(¥3) > ... (4.2)

hasta lograr la precision deseada. Es importante recalcar que el método de descenso
por el gradiente puede asegurar encontrar un minimo local, pero no necesariamente

un minimo global.

4.1.2. Limitaciones

El método de descenso por el gradiente tiene la limitacion de volverse bastante

lento cuando se acerca al minimo; es decir, su razén de convergencia es inferior a otros
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métodos. También estamos en la desventaja de que nuestra funcién a minimizar debe

ser diferenciable en un espacio bien definido.

Funcion de error Ajuste
® Error(61) = 0.0461 aree B =000 .
Error{1) =0.0184 6,=018
w Error(8;) =0.0073 - 8=030
1 » Error(81) =0.0029 1= 61=037
Error{81) =0.0012 6,=042
» Error(8;) = 0.0005 — 6:=045

Error(61)
y

6 X

Figura 4.1: Visualizacion del método de descenso por el gradiente. En este ejemplo,
se quiere aproximar una recta que pasa por el origen, por lo tanto solo se tiene un
parametro: la pendiente #;. En la derecha esta la aproximacién obtenida en cada
iteracion junto con el valor de #;, marcado con puntos negros esta el objetivo. A
la izquierda se muestra la funciéon de error para todos los pardmetros posibles, y
marcados con puntos estan los valores del error en cada iteracion. Se puede observar
claramente como el método se hace més lento al acercarse al minimo.

4.1.3. Funciéon de error

Es necesario definir una funcién de error que nos permita comparar los flujos que
obtengamos, pues es esta funcion la que sera minimizada con descenso por el gradiente.
Para esto propongo usar la funciéon de error cuadratico medio o mean-squared error.
Esta funciéon es la més comun a la hora de utilizar descenso por gradiente, pues es
siempre positiva y facil de diferenciar.

Antes de empezar con la funcion, introduciremos algo de notacion; Y = {Y1, Y2, - Ym}
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es el vector al que queremos que nuestros resultados se aproximen, YP = {yr b, . yb}
es el vector predicho por nuestras simulaciones, y por tltimo O = {01,05,...0,,} es el
vector que contiene los parametros de nuestra simulacion. Este ultimo es el vector
mas importante de todo el método, pues son los valores que vamos a cambiar para
poder minimizar la funciéon de error.

La funcién esta definida como sigue:

m

E©) = % Z(?Jf — ;) (4.3)

En nuestro caso particular, el vector Y es el flujo observado y el vector Y? se
referird a nuestro flujo simulado, por lo que podemos darle a éste ultimo un nombre
mas afin: F (€, C:)) que denota la expresion del flujo correspondiente para un vector de
energia € = {e1, €5, ...} v los parametros ©; de una manera mas explicita F(&,0) =
{F(e1,0), F(e,0),...F(€,,0)} donde F es la funcién de flujo. Con estos cambios
nuestra funcion de error es la siguiente:

- 1 & - )
B(6) = 5 D (Fle®) —u) (14)

Ya que el método de descenso por el gradiente requiere que la funciéon a minimizar
(en este caso, nuestra funcion de error) sea diferenciable y continua al menos en una
region de su dominio, es hora de discutir la diferenciabilidad de esta funcion. Es facil
ver que la funcion de error es diferenciable si y solo si la funcion del flujo F'(e;, é) lo es;
pero es aqui cuando encontramos el primer problema, observando ambas ecuaciones
correspondientes a los flujos de sincrotron y SSC se puede ver que no son expresiones
faciles de analizar y que obtener de manera analitica sus derivadas parciales seria
algo bastante dificil, si no imposible. Por lo tanto, continuaré asumiendo que estas
funciones, y por lo tanto la funcién de error, son diferenciables. Al llevar este método
a la practica con W Comae no ocurrieron errores de diferenciabilidad en los puntos

utilizados.

Para calcular el gradiente de E (é) hay que calcular la derivada parcial de esta
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sobre los parametros individuales %E (é) Haciendo uso de la regla de la cadena, la
J

expresion queda como sigue:

0 . = 1 0 = -

—FO)=— —F(€,0)(F(e,0) — vy 4.

a5, 7(6) = 11 Xl 6. O)(F(60.6) ) (1.5
Ahora s6lo hay que encontrar a%jF (€, @) Una vez mas, encontrar las derivadas

parciales de las expresiones del flujo es demasiado complejo como para hacerlo anali-
ticamente, por lo que recurriremos a derivarlas de manera numérica mas tarde.
Asumiendo esto, definimos de manera recursiva cada pardmetro de la siguiente
forma:
0

Qj,t—l—l == gjﬂg - aﬁ_HJE(é) (46)

4.1.4. Vectorizacion

Podemos simplificar varias de las expresiones pasadas si las definimos como ope-
raciones entre vectores, por ejemplo, la funcién de error queda definida como:
- 1 & - o .
E©)=5-) (FE6)-Y) (4.7)

2m 4
=1

Para definir el gradiente de la funcién de error, hay que introducir una matriz,
que llamaré VF (€, é), cuyas entrada (k,r) corresponden a la derivada parcial de la
funcion del flujo con respecto al k-ésimo parametro evaluada en el r-ésimo valor de

energia. Asi tenemos una matriz de dimensién n x m de la siguiente forma:

5 F(€,6) 2F(e.6) ... BF(n6)
VF((?,C:)): 8§2F(.€1,@) d(ZQF('EQ,@) d‘ZQF(.em,@)
50 F(€1,0) 35-F(e2,0) ... 59-F(em, 6)

En otras palabras cada columna es el gradiente de F' para un valor distinto de

energia.
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Asi, el gradiente del error puede ser definido usando operaciones de matrices como

sigue:

VE(©) = VF(0)- (F(€6)-Y) (4.8)

Y por dltimo la definicién recursiva del vector con los parametros queda como
sigue:

ét+1 = gt — O(VE(@;) (49)

La razén por la cual vectorizamos el método de descenso por el gradiente es para
facilitar la escritura del codigo mas adelante, ya que es mas sencillo trabajar con un

par de vectores que con conjuntos de datos que deben ser operados manualmente.

4.2. Optimizacién de descenso por el gradiente

Con el fin de optimizar lo méas posible el ajuste del flujo, podriamos intentar op-
timizar el algoritmo de descenso por el gradiente. Para esto existen varias estrategias
que tienen como objetivo acelerar el tiempo que le toma a descenso por el gradiente
converger a un minimo local. A continuacioén revisaremos algunas de estas optimiza-

ciones y como pueden ser aplicadas a nuestro caso particular.

4.2.1. Descenso por el gradiente con momento

Se puede ver que el método de descenso por el gradiente navega de forma bastante
lenta en las regiones de la funcién cuya pendiente es bastante pequena, pues el gra-
diente en estas regiones es de igual forma muy pequeno. Para superar esto, podemos
agregar otro factor a la ecuacion al que llamaremos momento.

Esta idea viene de la intuiciéon de tomar una pelota y colocarla en algtin punto de
una superficie; la pelota rodara hacia abajo acumulando momento y moviéndose cada
vez mas rapido hasta alcanzar una velocidad terminal. Para conseguir este efecto, es
necesario acumular de alguna forma todos los cambios en el gradiente anteriores hasta

un punto determinado en el tiempo.
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El valor antes mencionado puede ser definido como la suma de todos los cambios
anteriores aplicados sobre el vector de pardmetros; asi para la primera iteracion ten-
dremos un paso equivalente a descenso por el gradiente normal, y en las siguientes

iremos sumando los cambios en un vector que llamaremos V;:

Vi =uV,1 — aVE(S) (4.10)

El valor u, a veces llamado coeficiente de friccién, es un ntimero entre 0 y 1, por
lo general se elige 0.9 (este valor depende siempre del caso y su valor se refleja en la
velocidad a la que el algoritmo converge a un minimo). Asi los pardmetros cambiarian

por cada paso de la siguiente forma:

Op1 =6, -V, (4.11)

Esta optimizacion del método de descenso por el gradiente aumenta de manera
considerable la velocidad en la que se encuentra un minimo local, aunque incluye el
efecto secundario de que el error en un tiempo ¢ no siempre sera menor al error en el
tiempo t — 1, pues conforme se acumula momento el algoritmo puede avanzar hacia
una direccién en la que ya habia estado avanzando y pasar de largo un minimo local.
La mayoria de las veces el algoritmo vuelve sobre sus pasos por la influencia que el
gradiente sigue teniendo sobre el ajuste, pero a veces también este comportamiento
nos ayuda a escapar de minimos locales o puntos silla. De igual forma la convergencia

en un minimo local sigue estando garantizada.

4.2.2. Adaptive Gradient Descent o AdaGrad

Durante los ajustes del flujo que realizamos, se volvio evidente que no todos los
pardmetros tienen el mismo impacto sobre la expresion del flujo, algunos como el
indice espectral (p) impactan enormemente la forma del SED. Esto se traduce a que
el gradiente de la funcién de error con respecto al resto de los parametros es casi
siempre 0 o un valor muy cercano a 0. Una forma de superar esto es olvidar la idea de

una taza de aprendizaje fija y en cambio utilizar una diferente para cada parametro;
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y no solo eso, también podemos hacer que esta tasa sea variable para cada tiempo
t. De esta forma, podriamos hacer que cuando el gradiente de uno de los parametros
que casi no impactan en el error deje de ser cero, el ajuste sea ayudado con una taza
de aprendizaje mas grande. La idea entonces es decrecer la tasa de aprendizaje en
proporcion a qué tan frecuentemente es actualizado un parédmetro, asi los parametros
que se actualizan méas seguido tendran una taza de aprendizaje mas pequena, mientras
que los que son rara vez actualizados tendran una taza de aprendizaje mayor.

Para introducir esta idea, cambiamos de nuevo la forma en la que cambian los

parametros para cada tiempo ¢ (|Gyl18]):

«

e+ X2E(6))

G141 = 6, — ® VE(6,) (4.12)
Donde ¥?F ((5,5) es sencillamente la suma del cuadrado de todos los gradientes del

error desde 7 = 0 hasta 7 =t o bien:

S2E(6,) = X2E(6,_1) + (VE(6,)?) (4.13)
El ntimero € es un valor pequeno entre 0 y 1 cuyo proposito es evitar una division
entre 0, y el operador ® denota el producto entre vectores entrada por entrada.
Ahora « sera la tasa de aprendizaje inicial, y con cada paso del ajuste X2 E (ét) se
hard mas y més grande en las entradas correspondientes a parametros cuyo gradiente
se acumula més (es decir, cambian seguido); para estos parametros el denominador
serd mayor y por lo tanto la tasa de aprendizaje se reducira, mientras que en los
parametros donde el gradiente es muy pequeno tendran el efecto contrario.
Una desventaja de este método es que, dado suficiente tiempo, la tasa de apren-
dizaje para algin valor que cambia muy seguido puede aproximarse a 0 y esto puede
estancar por completo el ajuste de estos pardmetros. La siguiente optimizacion solu-

ciona este problema.
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4.2.3. Root Mean Square Propagation o RMSProp

Para solucionar el problema de estancamiento de AdaGrad, tenemos que introducir
un nuevo factor que reduzca la velocidad en la que la tasa de aprendizaje para algin
parametro alcance el 0; en vez de sumar directamente los cuadrados del gradiente,

introduciremos la siguiente expresion:

vV, = 5‘7;—1 + (1 - B)VE(ét)Q (4.14)

y con ella modificaremos la ecuacion [4.12}

ét+1 - gt - @ VE(@;) (415)

o
\e+V;
De esta forma, las tazas de aprendizaje no caerdn a 0 de la misma forma como

sucedia en AdaGrad. El valor 8 es un ntmero entre 0 y 1, y su valor recomendado es

casi siempre de 0.9 ([HSS12]).

4.2.4. Adaptive Moment Estimation o ADAM

Para maximizar la eficiencia del algoritmo, introduciremos nuevamente el concepto
de momento, esta vez aplicado a RMSProp. Al igual que en descenso por el gradiente
con momento, el momento sera representado por la suma de los cambios aplicados a

cada parametro ([KB14]).

My = BiMy—y + (1 — B1)VE(6),) (4.16)
En esta optimizacion, el ajuste de los pardmetros quedara definido como:

— — o —

@H-l - ®t - —_) @ Mt (417)
\/ e+ V;

En este algoritmo M, representa la media movil exponencial del gradiente (que es

un estimado del promedio del gradiente) y V} representa la media movil exponencial
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del gradiente al cuadrado (o bien un estimado de la varianza del gradiente). Los
parametros i y (2 (este ultimo tomando el lugar de § en la ecuacion [4.14) son
valores entre 0 y 1 que definen las tasas de decaimiento exponencial de estas medias.
Sin embargo, estas medias son inicializadas como vectores de ceros, lo que resulta
en estimaciones con un sesgo hacia el cero. Este sesgo de inicializacion puede ser

superado con los siguientes ajustes:

N M,
M, = —— 4.18
.V
V= —*_ 4.19
Después de estos ajustes, la ecuacion [£.17 queda definida as:
- - o ~
@H-l - @t - @ Mt (420)

vVe+V,
Esta seréa la forma de descenso por el gradiente que utilizaremos para minimizar

el error en la funcién del flujo en las secciones siguientes.

4.3. Criterios de parada

Es importante decidir en qué momento detener las iteraciones y quedarse con
los parametro obtenidos. Para descenso por el gradiente existen varios criterios, uno
bastante obvio es simplemente definir un niimero de iteraciones maximas, y esperar
que sean suficientes para encontrar un minimo; otra se trata de detenerse cuando la
diferencia entre el error de la iteracion actual y la pasada sea muy pequeno, definiendo
un valor de precision deseado.

Ya que no podemos asegurar que alguna de las funciones de flujo sean estricta-
mente convexas, es extremadamente probable que este método encuentre la mayoria
de las veces un minimo local, por lo que en el mejor de los casos se debe de esperar
un minimo local cuyos pardmetros correspondan a un resultado lo suficientemente

cercano al flujo observado.
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Por esto ultimo, optaré por utilizar ambas condiciones antes descritas. En los
capitulos siguientes, se expondra un anélisis de los resultados del método de descenso
por el gradiente, incluyendo cuéntas iteraciones le toma al algoritmo encontrar un
minimo local y cuél es la precision més adecuada para detener el proceso.

Para la implementacion de nuestra simulacion utilizaremos Python, debido que es
facil trabajar con vectores en este lenguaje y la gran variedad de bibliotecas auxiliares;
pero la razén maéas importante, es la gran popularidad de Python en el desarrollo
de programas para la investigacion en el area de la astrofisica. Haremos uso de la
biblioteca astropy para auxiliarnos con el uso de unidades fisicas, scipy para derivar e
integrar numéricamente nuestras funciones y numpy para las operaciones vectoriales

necesarias.

4.4. Implementaciéon del Flujo

No es dificil notar que, aun con los ajustes que hicimos a las expresiones del flujo
(3-14)y[3.17), estas son muy complejas, y van a exigir bastante poder de procesamiento
para poder ser evaluadas eficazmente. Una de las desventajas de utilizar Python es que
agrega complejidad extra a los calculos gracias a su tipado dindmico; si utilizaramos
otro lenguaje, como C, podriamos hacer uso de tiempos de computo méas reducidos.
Sin embargo, preferimos Python por las ventajas antes mencionadas. Por suerte hay

una manera de combinar ambas ventajas, y es mediante el uso de Cython.

4.4.1. Cython

Cython es un compilador estatico para Python y el lenguaje extendido Cython.
Permite crear extensiones de C' para Python de manera muy sencilla a la vez que
intenta ser un superconjunto de este ultimo, dejandole ser de alto nivel, orientado a
objetos, funcional y dinamico. Una de sus principales caracteristicas es que da soporte
para un tipado estatico.

Un programa escrito en Cython es traducido a C' de forma optimizada, y después

es compilado en extensiones de Python. Cython puede compilar casi cualquier script
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escrito en Python y el codigo generado en C' supera de forma significativa la velocidad
del original haciendo uso del tipado estéatico opcional, a veces superandolo por varios

6rdenes de magnitud.

0.1

0.01

0.001

0.0001

1e-05

1e-06

Cython
Python

5 10 15 20 25
n

1e-07 - - - .
0

Figura 4.2: Comparaciéon de tiempos de ejecucion utilizado para obtener el n-ésimo
numero de la serie de Fibonacci entre Cython y Python.

La implementacion del flujo utilizada estara escrita con Cython para poder apro-
vechar esta caracteristica, ya que las expresiones del flujo deberan ser evaluadas varias
veces para poder realizar el ajuste. El codigo especifico para la simulacion del flujo
no sera expuesto, pues son simplemente las ecuaciones y 3.17 junto con todas
las funciones auxiliares necesarias para calcularlas. Solo cabe mencionar, que para
su integracion numérica, hicimos uso de la funcién quad de la biblioteca scipy. La
implementaciéon del método de ajuste estard escrita en Python, pero también podria
hacer uso de Cython. Esta vez, para facilitar su exposicion, permanecera en Python

y seréd descrita en la siguiente seccion.
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4.5. Implementacién del Ajuste.

El ajuste sera realizado en dos partes, primero ajustaremos la componente de bajas
energias con la expresion del flujo de sincrotron, intentando hallar los parametros ép,
B, Ke, D, Vhrear ¥ V- Después, usando los parametros ajustados de la primera parte,
ajustaremos la componente de altas energias con la expresion de flujo de synchrotron
self-Compton hallando el altimo pardmetro t, n.

Como ya habiamos mencionado, utilizaremos el algoritmo Adam; empezando por

el método en si, la implementacion es la siguiente:

def gradientDescent (X,Y,Theta n,alpha ,F,derivatives ,max_iter, precision ,

momentum = 0.0 ,beta = 0.5):

error = leb

iters = 0

gradientSum = np.zeros(Theta n.size)

epsilon = np. full (Theta n.shape,le—38)

lastChange = np.zeros (Theta n.size)

for i in range(max_iter):
iters+=1
currentTheta = Theta n

g,e = gradE (X,Y, currentTheta ,F, derivatives)

#Adam
gradientSum = betaxgradientSum + (1—beta)*np.square(g)

lastChange = momentumxlastChange + (1—momentum)x*g

#biased 1
mt = lastChange /(1—pow (momentum, i+1))
#biased 2

vt = gradientSum /(1—pow (beta ,i+1))
lerningRate = alpha / np.sqrt((epsilon + vt))

Theta n = currentTheta — lerningRatesxmt

step = error — e
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if abs(step) <= precision:
print ("Precision achieved")

break
error = e

return [Theta n,error ,iters]|

Las entradas para esta funcion son, en el orden que aparecen: el vector de entradas
para la funcion a ajustar, el vector con los datos observados, los parametros iniciales
(6y), la tasa de aprendizaje inicial «, la funcién a ajustar, un vector de funciones
cuyas entradas son las derivadas parciales de F' con respecto a cada pardmetro, las
iteraciones méximas permitidas y la precision deseada, por tltimo los pardmetros
momentum (1) y Pa. La variable gradientSum es usada para ir acumulando la suma
de los cuadrados de los gradientes como media movil exponencial (i.e. 17}), mientras
que lastChange acumula de forma similar el gradiente (i.e. M,). Por tltimo, los ajustes
a estas variables se encuentran en la linea 18 y 20. La ecuacion del ajuste (4.20)) puede
ser observada en la linea 23.

La funcion auxiliar gradE calcula el vector VE(6,) y también el error actual.
def gradE (X,Y,Theta n,F,derivatives):

m = X.size

arrayF = np.zeros ((X.shape[0],))

for i in range(0,X.shape[0]):
arrayF [i] = F(X[i],Theta n)

error = Error(X,Y,Theta n,arrayF)
return 1/msnp.dot (dF (X, Theta n, derivatives) ,(arrayF-Y)) ,error

En el ciclo que empieza en la linea 4, se llena de forma iterativa un vector con

—

todos los valores simulados para la entrada X , 0 bien F (€,0).

def dF (X, Theta n,derivatives):
j = Theta n.shape[0]
m = X.shape[0]
d = np.zeros ((j,m))
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for i in range(j):
for k in range(m):
d[i,k| = derivatives[i](X[k],Theta n)
return d

—
—

La funcion auxiliar dF solo llena iterativamente la matriz VE(€,0) (ver 4.8). Y

por tltimo el Error es calculado como sigue:

def Error(X,Y,Theta_n,arrayF):
m = X.shape[0]
return np.sum(np.square (arrayF—Y)) /(2.*m)

Ahora solo resta definir cuéles son los parametros iniciales que utilizaremos, ob-
tener algunos datos observados de W Comae, definir las derivadas parciales de las
funciones del flujo para cada uno de los parametros, elegir un o y un ntmero de
iteraciones maximas para que el ajuste pueda comenzar.

Otra cosa que cabe aclarar, es que durante los ajustes notamos que los valores que
eran resultados de las expresiones del flujo eran de magnitudes que las hacian dificiles
de trabajar, siendo a veces de un valor tan pequeno que la precision de los niimeros de
punto flotante de Python no los representaba correctamente; por esa razén optamos
por cambiar la funcién a ajustar. En vez de ajustar la expresion del flujo como fue des-
crita antes y 3.17)), ajustaremos sus logaritmos (i.e. log( ") y log(f55¢)). Esto
también debe ser considerado a la hora de definir la derivada parcial de la funcién. Por
las mismas razones, algunos parametros se ajustaran también a sus logaritmos, especi-
ficamente K¢,y cur> Vo Y to.min- En el codigo utilizamos un arreglo llamado params, que
para la primera parte del ajuste corresponde a [0p, B, log(K.), p,10g(7,car)s 108(75)]
y para la segunda parte simplemente [t, s

Para implementar las derivadas parciales utilizaremos la funcion derivative del
modulo scipy. A continuacién un ejemplo de la derivada parcial a% fom

import numpy as np

import astropy.units as u

3 import astropy.constants as c¢

5

from scipy.misc import derivative
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def dFp(x, params):
a = (x*xu.Hz)xc.h
b = ¢.m_expow(c.c,2)
epsilon = a/(b.to("Hz J s"))
return derivative (lambda p: np.logl0(Synchrotron (epsilon ,dL,params|[0],
params|[1],10%*params|[2], p ,10*xparams|[4],10%x*params|[5])), params
[3], dx=0.5)

La implementacion del resto de las derivadas parciales es igual a la que se muestra
arriba. Estas funciones son colocadas en un arreglo para poder ser entrada de la
funcién gradientDescent cuya implementacion ya fue descrita.

En cuanto a los parametros iniciales, optamos por definir un rango para cada
pardametro y tomar un valor aleatorio dentro de él como valor inicial. Esta simple
solucion tiene como ventaja adicional el hacer méas probable que evitemos los minimos
locales, ya que si una ronda de ajuste encuentra rapidamente un minimo local podemos
empezar una nueva que, por ser aleatoria, tendrd la posibilidad de encontrar un
minimo local diferente y, con suerte, uno que minimice el error lo méas posible.

En cuanto a los criterios de parada, elegimos como precision deseada 1 x 1076 y
como numero de iteraciones maximas 1 x 10%. En nuestros experimentos, el ajuste
siempre alcanzaba la precision deseada antes de realizar el ntimero de iteraciones
maximas. El codigo completo de la implementaciéon puede ser encontrado en este

repositorio: github.com/LukaSchnauzer/blazar-sed-adjustment
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Resultados

5.1. W Comae

El blazar W Comae (también conocido como 12194285 u ON231) fue descubierto
como una fuente de radio en 1971 (|Bro71]). Observaciones interferométricas de muy
larga base (VLBI) revelan un jet complejo en W Comae que se extiende hacia el este
a ~ 100°. También, se encontr6é que el jet muestra componentes superluminales con
una fuerte polarizacion. La curva de luz historica de W Comae muestra variaciones
a todas las escalas, de dias y semanas a meses y anos. En enero de 1997 (|[GM9§|) se
observo el valor de brillo mas alto para W Comae desde 1940, alcanzando un méaximo
de 14.2 mag. Después, ([Mas+99|) en abril 23 de 1998, el objeto alcanzé un maximo

histérico de ~ 12.2 mayg.

5.1.1. Deteccién en rayos gamma

La emision en rayos gamma del blazar W Comae ha sido detectada por el Energetic
Gamma Ray Fxperiment Telescope, a bordo del Compton Gamma-Ray Observatory

en bandas de los 100 MeV hasta 10 GeV ([Har+99)).
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Figura 5.1: Posicién aproximada de W Comae en coordenadas galécticas

5.1.2. Clasificaciéon e Importancia

W Comae se clasifica como un BL Lac con pico de frecuencia intermedia o inter-
mediate frequency-peaked BL Lac object (IBL) (|[Sor+14]).

Este blazar fue considerado un objetivo muy interesante para las observaciones
de muy altas energias (VHE) debido a la posibilidad de ser detectado por telescopios
Cherenkov tales como el High Energy Stereoscopic System (HESS), el telescopio Major
Atmospheric Gamma-ray Imaging Cherenkov Telescope (MAGIC) y Very Energetic
Radiation Imaging Telescope Array System (VERITAS). Esta posibilidad fue confir-
mada cuando en marzo 15 de 2008, pues W Comae fue detectado como un emisor
de rayos gamma en VHE por VERITAS (JAcc+08]). Asi W Comae se convirtio en el
primer IBL en ser detectado en VHE.

Los valores observados que utilizamos para el ajuste de W Comae fueron obtenidos
de las observaciones del 15 de marzo de 2008 por VERITAS. Los valores de energia
seran extraidos de un archivo y son usados para llenar un arreglo X. De igual forma
los valores de flujo son usados para llenar un arreglo Y. Ambos arreglos son entradas
de la funcion gradientDescent. Los valores de « para cada parte del ajuste fueron

encontrados de forma experimental; para el ajuste de la primera componente dejamos
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a =1 x 107! y para la segunda componente o = 5 x 107!, En cuanto al resto de
parametros, utilizamos sus valores recomendados de 3; = 0.9, 8, = 0.99 y e = 1x 1078,
En la tabla[5.1{se pueden encontrar los rangos utilizados para inicializar los parametros
del flujo. Otros valores obtenidos por medio de observaciones previas son d; = 473.3

Mpc y z =~ 0.0996.

1ES1218+304

Declination § [deg]

=,
o
o
c
S
o
=
=
=
7]

VERITAS

1 2|‘|2 Drn

Right Ascension o

Figura 5.2: Mapa del cielo visto por VERITAS al detectar W Comae a muy altas
energias (JAcc+08]).

Presentaremos algunas rondas de ajuste para el flujo de W Comae, estos ajustes
fueron realizados de la forma descrita en capitulos anteriores. Para visualizar el avance
en el ajuste, graficamos el flujo utilizando los parametros iniciales junto con el flujo

utilizando los parametros encontrados para el minimo local al que convergi6 el ajuste.
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H Parametro | Cota Inferior | Cota Superior H

op 10 120

B 10G 100G
log K, 40 45
P 2.0 3.1
10g Vi reak 4.5 5.6
log 7& lOg lel)reak 7.0
log ty min 3.0 6.0

Tabla 5.1: Rangos definidos para cada parametro. El parametro inicial se escoge
aleatoriamente dentro de estos rangos.

16-10 — : : 0.55 —
Error ——
Minimo Local ——
05
te1 ) 0.45
04
0.35
_19-12
N 03
;
o w
s 0.25
5
1e-13
0.2
0.15
1e-14 o
. 0.05
[teracion 1
tets lteracion 59 ------ 0
1e+10 1e+13 1e+16 Te+19 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
v[HzZ] lteracion

Figura 5.3: Ronda 1 de ajuste. Iteraciones totales: 59. El ajuste convergié a un minimo
local con un error de ~ 0.03. Parametros finales: dp = 37.13, B = 42.7, log(K,.) =
42.72, p = 2.318, log(Yprear) = 4.59, log(y2) = 6.614

Junto a esto tltimo, también mostramos como evolucion6 el error con respecto de
cada iteracion. En todos los casos, el error presenta un comportamiento casi asintético
hacia un valor de error que corresponde al minimo local. Como se puede notar, algunas

veces este minimo local no satisface la forma deseada del flujo.
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1e-10 0.12
Error ——
Minimo Local ——
0.1
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MERETYET) Te+13 Te+16 Te+19 70 10 15 20 25 30

v [Hz]

Iteracion

Figura 5.4: Ronda 2 de ajuste. Iteraciones totales: 31. El ajuste convergi6é a un minimo
local con un error de =~ 0.056. Parametros finales: 0p = 36.57, B = 18.12, log(K,) =

42.569, p = 2.262, log(Vprear) = 4.92, log(vs) = 6.24.

En ciertas rondas de ajuste, el error parece rebotar alrededor del minimo local.

Esto se debe al factor de momento que introdujimos para optimizar el descenso por

el gradiente.

De igual forma, otro comportamiento de descenso por el gradiente se hace aparen-

te. El error cae bastante rapido al principio del ajuste y después desacelera al acercarse

més y mas al minimo. Este comportamiento se ve acentuado por las optimizaciones

que elegimos realizar; sin estas, deberiamos observar una convergencia mas lenta.
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Figura 5.5: Ronda 3 de ajuste. Iteraciones totales: 91. El ajuste convergi6é a un minimo
local con un error de =~ 0.015. Parametros finales: 6p = 20.225, B = 71.11, log(K,) =
44.25, p = 2.15, log(Vprear) = 4.322, log(s) = 5.49.

El objetivo era realizar varias rondas de ajuste hasta encontrar el minimo. De
todas las rondas que realizamos el valor mas pequeno de error que encontramos fue
de =~ 0.0086. El resultado de este ajuste es también un flujo cuya forma se asemeja
bastante al resultado esperado para W Comae.

Una vez que encontramos buenos parametros para el flujo de sincrotron, utiliza-
mos los mismos para ajustar el flujo de synchrotron self-Compton. El ajuste de esta
segunda componente es més exigente en cuanto a recursos, ya que la complejidad de
la expresion del flujo es bastante alta. Para esta segunda componente el error més

pequeno encontrado es de =~ 0.041.
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Figura 5.6: Ronda 4 de ajuste. Iteraciones totales: 86. El ajuste convergi6é a un minimo
local con un error de ~ 0.0086. Parametros finales: p = 34.752, B = 85.85, log(K,) =
44.1, p = 2.25, 1og(Vpreak) = 3.964, log(v2) = 5.541.

El tiempo que le tomo6 a nuestro algoritmo ajustar el flujo varioé ligeramente en
cada ronda; pero en nuestros equipos, el ajuste de la primera componente tomé un
tiempo promedio de 6 minutos. Mientras que el de la segunda componente fue de 3
horas y 27 minutos. Es clara la diferencia de complejidad entre ambas partes, aunque
como se puede observar en la figura[5.7, el algoritmo encontré rapidamente el minimo
local, pero la influencia del momento en el ajuste le mantuvo rebotando ligeramente
alrededor del minimo; un ntimero de precision mas alto hubiera detenido el algoritmo

mucho antes sin afectar la eficacia del resultado final.
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Figura 5.7: Ronda de ajuste de SSC. Iteraciones totales: 112. El ajuste convergit a
un minimo local con un error de ~ 0.041. Parametros finales: log(t, mn) = 3.78.
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Figura 5.8: SED final para el blazar W Comae
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Conclusiones

El método de descenso por el gradiente es un algoritmo cuyo principal uso es en el
area de Machine Learning, pero su utilidad es aplicable en otros campos donde tam-
bién existen problemas de minimizaciéon. Como ya mostramos, obtuvimos resultados
satisfactorios al ajustar el flujo de W Comae.

Basado en todas nuestras rondas de ajuste, concluimos que la expresion del flujo
contiene muchos minimos locales. La mayoria de estos no corresponden a un valor de
error satisfactorio para ajustar el SED. A pesar de esto, acotando de forma correcta los
parametros iniciales, es posible asegurar encontrar un minimo local suficientemente
acertado, como ya demostramos con nuestros resultados.

Aunque logramos minimizar el error lo més posible, hay que notar que en la
segunda componente, la curva no se ajusta muy bien para una parte del flujo, espe-
cificamente alrededor de los 102 H 2. Esta subida de energia podria ser explicada por
una componente hadrénica (JKAO08|) que no consideramos al realizar la simulacion.

Esta misma version del algoritmo puede ser usada para ajustar el flujo de otros
blazares, ademés de que el tiempo necesario para realizar un ajuste es aceptable.
La complejidad del ajuste es del mismo orden que la complejidad de la funcion de
flujo en si, pues calcular la derivada de primer orden de una funciéon tiene la misma
complejidad que ésta. Y es ahi donde otra ventaja de este algoritmo puede ser notada,
pues no esta limitado a la expresion de flujo que utilizamos aqui; este algoritmo puede

recibir cualquier funcién y realizar un ajuste utilizando la entrada correcta. Por lo
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anterior, este mismo método puede ser utilizado para ayudar a describir otros objetos
fisicos.

Ahora quisiera agregar que, como computologo, las habilidades de analisis de
algoritmos me fueron muy ttiles al discutir la complejidad del algoritmo de ajuste,
asi como la de las funciones de flujo que utilizamos para realizar la simulacion. De
igual forma, no podria haber realizado las simulaciones necesarias sin la formacion
matemaética que la carrera de Ciencias de la Computacion me facilité. Por ultimo, la
educacion en fisica que recibi gracias a algunas materias optativas fue fundamental

en la realizacion de este trabajo.
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