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Introduccion

Para comenzar vamos a considerar dos subvariedades X y Y de una variedad topolégica m-
dimensional M de clase C*. Si k es un entero positivo, entonces decimos que M es k-diferenciable,
es suave si k es infinito, o bien, es analitica holomorfa cuando k es w. También consideramos
una aplicacion suave F' de la variedad M en si misma y denotamos por X,, a la n-ésima imagen
iterada bajo F' de la subvariedad X. Asi, podemos definir funciones i que asocian a cada entero
n algun invariante topoldgico o algebraico de la interseccién X, NY.

Ha resultado de mucho interés estudiar el comportamiento de las funciones p. Por ejemplo,
dada una variedad N se define a M como el producto cartesiano N x N. Las subvariedades X,
Y estan definidas ambas como la diagonal A = {(z,z) : x € N} C M. La grafica de una aplica-
cién g : N — N es la imagen de la diagonal A bajo la aplicaciéon F' = (Id, g). Asi, F™ = (Id, g")
y por tanto, la interseccién X,, NY consiste de aquellos puntos (z, x) sobre la diagonal tales que
x es un punto fijo de g". En este contexto, en 1965, Artin y Mazur [4] estudiaron el crecimiento
asintotico de la funcién p(n), definida como el nimero de puntos periédicos aislados de g, o
equivalentemente la interseccion X,, NY. Probaron que, para g “genérica”, la funcion u crece a
lo més de forma exponencial, esto es, existe una constante C' tal que pu(n) < C™ para cadan > 1.

En 1974, Shub y Sullivan [I5], consideraron una aplicacién diferenciable F', definida en una
vecindad de un punto fijo aislado de R™. Estudiaron la dinamica de la funcién u, donde p(n)
es el indice del punto fijo. Demostraron que esta funcién u es acotada.

Con estos antecedentes, en 1990, Arnold [2] consideré una variedad compacta suave M, X
y Y dos subvariedades compactas suaves y una aplicacion diferenciable F' de M en si misma.
Estudié el comportamiento de la funcién p que asocia a cada entero n la d medida de la inter-
seccion X, NY (d = dimX,, + dimY — dimM). Probé que “genéricamente” la funcién p crece
a lo mas de forma exponencial. Especificamente, probé que cuando X y Y son de dimensién
complementaria, el crecimiento de p es un estimado exponencial del nimero de puntos de in-
terseccién. En este mismo trabajo, también analizé el caso excepcional del toro 2-dimensional
junto con un difeomorfismo I del toro en sf mismo, X y Y ambas son S'. En este caso, la
funcién p asocia a cada entero n el nimero de puntos de la intersecciéon X, NY. El autor probd
que para cualquier sucesién {a,} creciente de valores reales se cumple que u(n) > a, para una
cantidad infinita de valores n. Este ejemplo muestra que la funcién p no necesariamente crece
a lo mas de forma exponencial o es acotada.

Siguiendo esta misma linea, en un segundo articulo de ese mismo ano, Arnold [I] considerd
la funcién p que asocia a cada entero n la suma de los nimeros de Betti de X,, NY. Demostré



que “genéricamente” existen constantes C'y A tales que p(n) < Ce* para todo valor n. En
este mismo trabajo, prob¢ resultados analogos para los casos en que p asocia a cada entero n,
la curvatura total de la interseccion X, NY si las variedades son Riemannianas, el volumen no
orientado y el minimo nimero de puntos criticos de una funcion de Morse.

Posteriormente, en 1993, Arnold [3] consider6 sistemas dindmicos donde (X, 0), (Y,0) son
gérmenes de subvariedades del espacio complejo C™, suaves en el origen y holomorfas en una
vecindad de éste. En este caso, la aplicacién F' : (C™,0) — (C™,0) es un germen de biholomor-
fismo y la funcién p asocia a cada entero n la multiplicidad de interseccion de las subvariedades
X, vY en el origen. En este trabajo se demostré que la funcién p es acotada. Ademas, resulta
que dicha multiplicidad se comporta periédicamente, salvo quiza para un numero finito de va-
lores.

En 1991, Rosales-Gonzélez [I1] consider6 una variedad compacta N, de manera que M es el
producto N x N. Al igual que en el trabajo de Artin y Mazur, el autor consider6é a X y Y como
la diagonal A y ' = (Id, f) donde f es un difeomorfismo de N en si misma. Defini6 la funcién
1 que asocia a cada entero n el nimero de componentes conexas de la interseccion X, NY. A
diferencia del trabajo de Artin y Mazur, probd que para cualquier sucesion de nimeros natu-
rales {a,} existe un difeomorfismo f de N en si misma de tal forma que p(n) > a, para una
cantidad infinita de valores n. Siguiendo esta misma linea, en los articulos posteriores [12], [14]
realizados por el mismo autor, se demostraron resultados analogos. Podemos mencionar, por
ejemplo, el caso en el que la funcién i asocia a cada entero n el nimero de érbitas periddicas
hiperbdlicas de periodo n del difeomorfismo F'.

En 1996, Rosales-Gonzalez [13] considerd subespacios lineales X y Y del espacio complejo
m-~dimensional C™, con dimensién complementaria k y m — k respectivamente. Consider6 tam-
bién un automorfismo lineal F' de C™ y una funcién p que asocia a cada entero n la dimension
compleja de la interseccion X, NY . Probd que para cada entero no negativo d < m, el conjunto
de valores n tales que u(n) > d coincide con el conjunto de soluciones enteras de una ecua-
cién diofantina. Debido al Teorema de Skolem-Mahler-Lech [6], este conjunto es la unién de
un conjunto finito y una cantidad finita de progresiones aritméticas. Como consecuencia de es-
te hecho se tiene que la funcién p es periddica excepto quiza para un numero finito de valores n.

Otro aspecto interesante de ese trabajo, es que el autor enuncia por primera vez la conjetura
de clasificacion de Arnold (CCA). Dicha suposicién establece los siguiente:

El congunto ¥ de valores n tales que p(n) > 0 es infinito si y sdlo si existen nimeros enteros
a,q, con 0 < a < q, y un subespacio j-dimensional V' de C™, invariante bajo F'9, tales que los
nimeros o = dime (X, NV), f = dimc(Y NV) satisfacen que o+ > j.

En el articulo [I3] el autor probé que la existencia de estos enteros y el subespacio V' implica
que el conjunto ¥ es infinito. La prueba es debido a la invarianza de V' bajo F'?, lo cual implica

que la progresién aritmética {a + ¢s : s € Z} esta contenida en el conjunto X.

Este par de resultados conforma el eje que guia la presente investigacion, pues de ellos



surgieron las siguientes interrogantes:

1. ;Existen casos en los que el conjunto X es finito? ;existen casos en los que el conjunto X
es Unicamente la unién de una cantidad finita de progresiones aritméticas, sin contener
un conjunto finito que no esté relacionado con dichas progresiones?

2. En el caso en que ¥ contiene progresiones aritméticas, ;se puede determinar la cantidad
de ellas o al menos una cota superior?

3. ;Qué podemos establecer sobre la otra implicacién de CCA?

Para dar respuesta a estas preguntas, el presente trabajo estd conformado por cuatro capitu-
los. El primero de ellos consiste de los preliminares (definiciones y resultados conocidos) que
seran de utilidad para el desarrollo de los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo analizamos el caso en que el isomorfismo lineal F' es diagonalizable,
y X, Y son subespacios lineales de dimensién k y m — k respectivamente. Ademas, consideramos
la funciéon p que asocia a cada entero n, la dimensién compleja de la interseccién X, NY. El
primer resultado de este capitulo establece que p(n) > 0 si y sélo si el entero n satisface la

siguiente igualdad
> CoAr =0, (1)

O'ESm

donde S,, es el grupo simétrico, A, es el producto de k valores propios de F' y C, son niimeros
complejos que dependen de los vectores que generan a los subespacios X y Y (ver Proposicion
2.2). Esto implica que el conjunto ¥ = {n € Z : y(n) > 0} es la unién de un conjunto finito y
una cantidad finita de progresiones aritméticas (ver Proposicién .

Para el anéalisis exhaustivo del conjunto X, consideramos inicialmente la dimensién compleja
de X igual a 1, en dimensiones bajas como C? y C3. En ambos espacios complejos demostramos
que X es finito, o bien, cuando es infinito es la unién de una cantidad finita de progresiones
aritméticas (no contiene un conjunto finito que no esté relacionado con dichas progresiones). La
cardinalidad del conjunto ¥ depende en mayor medida de los valores propios del isomorfismo F'.

En C2, si A\, Ay € C\ {0} son los valores propios de F, entonces, por , tenemos que
Y={n€Z:a A"+ ay =0},

donde A = A;/As y los complejos aq,ay se obtienen de las bases de X y Y (ver Lema [2.15]).
Teniendo en cuenta que A = Re?*™ . probamos el siguiente resultado

Teorema Sean X y 'Y subespacios lineales 1-dimensionales de C?, F : C*> — C? es un
isomorfismo lineal diagonalizable y ¥ = {n € Z : p(n) > 0}. Con la notacidn anterior, se
tienen los siguientes dos casos.

'La numeracién de los resultados mencionados en esta introduccién coincide con la numeracién con la que
aparecen en los capitulos posteriores.



1. Si ajas = 0, entonces el conjunto ¥ es igual a Z. Mds aun, los subespacios X y Y son
tquales y coinciden con alguno de los subespacios propios.

2. Si alag%o Yy

a) R#1, o bien, 0 € R\ Q, entonces el conjunto 3 tiene a lo mds un elemento.

b)R=1,0= § € Q con (p,q) = 1 y el conjunto ¥ es no vacio, entonces existe un
tnico nimero ng € {0,...,q — 1} tal que

Y={no+gqs:sel}

De manera similar, en C3, si A\, Ao, A3 € C\ {0} son los valores propios de F' y suponemos,
sin pérdida de generalidad, que |A1| < [A2| < |A3], entonces

E:{HEZZalA?—FagAg—F(Ig:O},

donde A; = \;/A3 y a; € C (ver Lema [2.18). Andlogamente a lo hecho para C?, tenemos que
cada A; = R;e?™ y probamos el siguiente resultado.

Teorema Sean X y'Y subespacios lineales de C? tales que dimc(X) =1 y dime(Y) = 2,
F : C3 — C3 es un isomorfismo lineal diagonalizable y ¥ = {n € Z : u(n) > 0}. Con la
notacion anterior, se cumple uno de los siguientes casos.

1. Si ajasaz = 0, entonces el conjunto X tiene a lo mads un elemento, es una progresion
aritmética, o bien, coincide con Z.

2. Siajasaz 0y

a) R1 <1 o Ry <1, entonces el conjunto 3 tiene una cantidad finita de elementos,

b) Ri=Ry=1y0; e R\Q para j =1 0 j =2, entonces el conjunto ¥ tiene a lo mds
dos elementos,

c) Ri=Ry=1,0; = %’ (pj,q;) =1 para j = 1,2 y ¥ no es vacio, entonces
J

1) ¥ ={n1+qs : s € Z}, donde q = [q1,q] es el minimo comin miltiplo de q1 y
G2, n € {0,...,q— 1}, o bien,

2) % ={ni1+qs : s € ZYyU{ny+¢qs : s € Z}, donde ny y ny son elementos
distintos de {0,...,q — 1}.

Es importante senalar que en C2, cuando X es infinito, entonces coincide con una progre-
sién aritmética, mientras que en C3 es la unién de a lo mas dos progresiones aritméticas. En
la prueba para C? usamos una interpretaciéon geométrica sobre las soluciones de . Lo que
tenemos es que dichas soluciones corresponden a los puntos de interseccion de circunferencias
en C. Especificamente, para el inciso 2 ¢), tenemos tinicamente dos circunferencias y por cada
punto en comun obtenemos una progresion aritmética, de aqui que a lo més son dos progresio-
nes aritméticas.

En la iltima seccion de este capitulo, demostramos, en C™, m > 4, que si todos los cocientes
de los valores propios de F' son raices de la unidad, entonces Y es infinito. Mas atin, probamos

4



que coincide con una unién finita de progresiones aritméticas.

Teorema Sean X, Y C C™ subespacios lineales con dimc(X) = 1 y dime(Y) = m — 1,
F:C™ — C™ es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios Ay, ..., A\p,. St para
cada 1 < j<m—1 se tiene

y el conjunto
Y={neZ: pun)>0={nezZ: aAl+...+anA}_;+an =0}
no es vacio, entonces se tiene uno de los siguientes casos.

1. Sia; # 0 para todo indice j, entonces el conjunto X es la union de a lo mds q progresiones
aritméticas (donde q es el minimo comin multiplo de qi, ..., Gm-1),

2. Sta; = 0 para algun indice j, entonces el conjunto X es la union de a lo mds g progresiones
aritméticas, donde § es el minimo comun multiplo de

ais---5,495-1,45+15 - - - s qm
st <m, oq es el minimo comun maultiplo de qy,...,Gn_2 St J = m.

La cantidad de las progresiones aritméticas depende de los valores propios de F', mas es-
pecificamente del minimo comtn multiplo de los denominadores de los A;, el cual puede ser un
nimero muy grande. Una de nuestras conjeturas es que la cantidad de progresiones aritméticas
deberia estar acotada por la dimensién del subespacio Y.

Como 1ultimo resultado de este capitulo, con las hipdtesis del teorema anterior, obtenemos
un subespacio invariante bajo una iteracién de F.

Teorema Sean X, Y C C™ subespacios lineales con dimc(X) = 1 y dime(Y) = m — 1,
F:C™ — C™ es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios Ay, ..., A\p. Si para
cada 1 < j <m—1 se tiene

/\j 22l
Aj=s==e v, (pq) =1
y existe n € XN{0,...,q— 1}, entonces el subespacio X, = F™(X) es invariante bajo la trans-

formacion F9.

En el tercer capitulo estudiamos el caso en el que F' no es diagonalizable, usando la forma
canénica de Jordan. El primer resultado que probamos establece que u(n) > 0 siy sélo si n
satisface la siguiente igualdad

S Pa(m)AL =0, 2)

O'GSm



donde la tnica diferencia con (1)) es que P,(n) es un polinomio de grado a lo més k(m — 1) en
la variable n (ver Proposicién [3.1)).

De manera similar al capitulo 2, también consideramos al subespacio X de dimension 1,
comenzando con los espacios complejos C? y C2. Como F no es diagonalizable, entonces existe
una base canoénica de Jordan B, tal que su matriz asociada [F]p esta formada por bloques de
Jordan que dependen de los valores propios de F'.

En C?, como F no es diagonalizable, entonces tiene un tnico valor propio A € C\ {0}, esto
es, la matriz [F]p consta de un tnico bloque de Jordan. Probamos que

Y={n€Z:a\"+an "' =0},

donde ay, as € C estdn determinados por las bases de X y Y (ver Lema[3.10)). De esta manera,
probamos el siguiente resultado.

Teorema Sean X,Y C C? subespacios lineales de dimension compleja uno y F : C* — C?
un isomorfismo lineal. Si F' no es diagonalizable, con A € C\ {0} su unico valor propio, enton-
ces el conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0} coincide con Z, o bien, tiene a lo mds un elemento.

En C? tenemos dos casos, dependiendo si la matriz [F]p consta de un tnico bloque de
Jordan o de dos. En el primer caso, como A € C\ {0} es el tinico valor propio de F', entonces

n(n _ 1)(13)\”_2 _ 0}

Y= {n €T a\"+na A"+ 5
donde ay, as,az € C (ver Lema [3.13)). Para este caso probamos lo siguiente.

Teorema Sean XY C C? subespacios lineales tales que dime(X) = 1 y dimc(Y) = 2,
F : C* — C?® un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F|p es un tinico bloque de Jordan,
entonces el conjunto Y coincide con Z., o bien, tiene a lo mds dos elementos.

En el segundo caso, cuando la matriz [F|p consta de dos bloques de Jordan, entonces
S ={n€Z : a;\! +nax )7 + az\y = 0},

donde Aj, Ay son valores propios de F'y aj,as,a3 € C (ver Lema [3.16]). Para este caso demos-
tramos lo siguiente.

Teorema Sean XY C C? subespacios lineales tales que dime(X) = 1 y dimc(Y) = 2,
F : C? — C? un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F|p consiste de dos bloques de Jordan,
entonces el conjunto X es finito, coincide con Z, o bien, es una progresion aritmética (distinta

de 7).

En general, para C™, con m > 4, si F tiene un tnico valor propio A, esto es, su matriz [F|p
consta de un solo bloque de Jordan, entonces el conjunto ¥ coincide con

neZt > sgn(0)a,Qly(n) =0pUneZt : > sgn(0)a,Q, () =07,
{ fot |

O'ESm O'GSm



donde

+(n) — (" —(k—j) —(n) — stk ==
Q7 (n) ;(k—]))\ y Qj(n) ;( 1) (k—j)!(n—l)!)\

son polinomios de grado a lo méds m—1 en la variable n (ver Lema/|3.21]) y obtenemos lo siguiente.

Teorema Sean X, Y C C™ subsespacios lineales con dime(X) =1 y dime(Y) =m — 1,
F :C™ — C™ un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F|p es un unico bloque de Jordan,
entonces el conjunto ¥ coincide con Z, o bien, tiene a lo mas 2(m — 1) elementos.

El ultimo capitulo de esta tesis esta dedicado a estudiar la conjetura de clasificacién de
Arnold. Como mencionamos anteriormente, en [13], se prob6 que la existencia de los enteros y
el subespacio invariante bajo una iteracién de F' implica que el conjunto Y es infinito. Nuestro
andlisis se concentra en la otra implicacién, por esta razén supondremos que X es infinito. El
primer resultado obtenido es para X de dimensién compleja uno (o Y de dimensién uno).

Teorema Sean X,Y C C™ subespacios lineales de dimension compleja k y m — k respec-
tivamente; y F : C™ — C™ un isomorfismo lineal y m > 2. Sik =1 (o bienm —k =1) y el
conjunto

Y={ne€Z:pun)=dmc(F"(X)NY) >0}

es infinito, entonces existen enteros a,q con 0 < a < q y un subespacio lineal j-dimensional V',
invariante bajo F9, tales que para X = F*(X) los numeros

a = dime(XNV),
B = dime(Y NV),

satisfacen la desigualdad o + 5 > 7.

Cuando X tiene dimension 2, demostramos un resultado andlogo, suponiendo que F' es dia-
gonalizable y sin 2-resonancias, esto es, ningin cociente de productos de dos valores propios de
F es raiz de la unidad. Primero demostramos el resultado para C*, el cual necesitamos para
C™, con m > 4.

Teorema Sean X,Y dos subespacios 2-dimensionales de C* y F : C* — C* un operador
lineal sin 2-resonancias. Si el conjunto ¥ = {n € Z : p(n) > 0} es infinito, entonces existe un
subespacio j-dimensional V de C*, invariante bajo F, tal que los nimeros

a=dimc(XNV) Y p=dimc(YNV)
satisfacen que a+ 3 > j.

En este caso, observamos que los enteros a y ¢ son 0 y 1 respectivamente. Para el caso ge-
neral C™, con m > 4, consideramos la base B formada por los vectores propios de I’y ademés
de suponer que F' es diagonalizable, suponemos que los subespacios X y Y no son generados



por elementos de la base B.

Teorema Sean F' : C™ — C™ un operador lineal sin 2-resonancias, X yY subespacios de
C™, m > 4, tales que dimc(X) = 2 y dimc(Y) = m—2. Si el subespacio X no estd contenido en
ningun subespacio generado por algun subconjunto de la base B, el subespacio Y es distinto de
cualquier subespacio generado por algin subconjunto de B, y el conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0}
es infinito, entonces existen numeros enteros a,q, con 0 < a < q y un subespacio j-dimensional
V' de C™, invariante bajo F9, tal que los nimeros o = dimc(F*(X)NV) y 5 =dimc(Y NV)
satisfacen que a4 3 > j.

Es importante destacar que las pruebas de estos dos ultimos resultados estan centradas
en el area de algebra exterior y teoria de graficas. Mas especificamente, en las demostraciones
aparecen de forma natural los s-vectores y las s-formas en C™ sobre C. Por ello, en la primera
seccién de este capitulo, dada una base B de C™, describimos como a cada s-vector (o s-forma)
le asociamos una gréfica, definida como el soporte del s-vector (o de la s-forma) con respecto a
la base B. Mas atn, a cualquier subespacio s-dimensional de C™ le asociamos un s-vector me-
diante una base que lo genere y por tanto, le asociamos una grafica. Por la definicién de soporte
del s-vector, una vez fija la base B de C™, la grafica no sufre alteraciones aunque cambiemos
la base del subespacio. En nuestro contexto, el subespacio X estd asociado con una gréfica, su
soporte. De manera analoga, el subespacio Y también esta asociado a una gréafica que proviene
del soporte de una 2-forma.

Ademas de esta definicion, probamos resultados para soportes de subespacios 2-dimensionales
mediante soportes de 2-vectores, o bien, de subespacios (m — 2)-dimensionales mediante sopor-
tes de 2-formas. Por ejemplo, en cualquiera de los dos casos, si el soporte contiene dos aristas
ajenas a y b, entonces debe contener a la arista que conecta un vértice de a con uno de b (ver

Lemas y .

Finalmente, encontramos propiedades que relacionan dichas gréaficas con los subespacios X
y Y; de estos resultados se desprende la justificacién para las condiciones pedidas en el tltimo
teorema. Si X no estd contenido en ningun subespacio generado por elementos de la base de
vectores propios de F, entonces su soporte es una grafica conexa con m vértices. Mas atn,
cualesquiera dos vértices son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que los conecta
(ver Lema . Bajo esta misma condicién, probamos que si a, b y ¢ son vértices del soporte y
alguno de los vértices b 6 ¢ es adyacente al vértice a (pero no ambos), entonces el soporte debe
contener a la arista que conecta a by ¢; si ninguno de los dos es adyacente al vértice a, entonces
tampoco existe la arista que conecta a by ¢ (ver Lema. Los resultados sobre el subespacio
Y son completamente analogos, partiendo de que Y no contiene a ningin subespacio generado
por elementos de la base de vectores propios de F'. Estas propiedades tienen mucha relevancia
para las demostraciones de los teoremas [4.4] y [4.6]



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciamos conceptos que utilizaremos a lo largo del trabajo, por ejemplo,
conjuntos algebraicos, sucesiones de recurrencia lineal, formas multilineales y multivectores, asi
como las Grassmannianas.

1.1. Conjuntos algebraicos

Sea C el campo de los nimeros complejos y Clzy,...,x,] el anillo de polinomios en n
variables con coeficientes en C, de aqui en adelante denotado por Clz|, donde = := (z1,...,x,).

Definicién 1.1 Dado un subconjunto S C C[z], definimos el conjunto algebraico asociado a S
como

V(S) :={a € C"| f(a) = 0,para todo f € S}.

Si W C C" es tal que W = V(S) para algtin conjunto S C Cl[z|, decimos que W es un conjunto
algebraico afin.

Definicién 1.2 Dado un conjunto algebraico afin W C C", definimos el ideal del conjunto
algebraico W como

I(W) ={f € Clz] | f(a) =0 para todo a € W}.

Observacién 1.3 El conjunto I(W) es un ideal de C[z]. Ademads, si V(J) C W entonces
J CI(W).

El espacio proyectivo complejo CP™ de dimensidn n es el espacio cociente C"™!\ {0}/ ~,

donde la relacién de equivalencia ~ esté definida como (aq, .. ., a,) ~ (Aag, - .., Aa,) para todo
A € C\ {0}. Un punto en CP" es una clase de equivalencia denotada por [ag : ... : a,], de la
cual (ag,...,a,) es un representante, es decir,

lag : ... an] :={Nag,...,a,) : A€ C\ {0}}.

En general, dado un espacio vectorial V' sobre un campo F', definimos el espacio proyectivo
de V, denotado por P(V'), como el cociente V' \ {0}/ ~. Dos vectores @ y ¥ en V '\ {0} son
equivalentes si y sélo si existe A € F'\ {0} tal que @ = AJ. Un punto en P(V') es una clase de
equivalencia denotada por [u] de la cual u es un representante.
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Definicién 1.4 Un polinomio f € C[z] es homogéneo de grado k si y sdlo si f(Ax) = M f(z)
para todo A € C\ {0}.

Definicién 1.5 Un subconjunto W C CP™ es un conjunto algebraico proyectivo si y solo si
W =V (S) para algtin conjunto de polinomios homogéneos S C Clz].

En las tres secciones siguientes haremos mencion de algunas definiciones y propiedades del
algebra exterior, las cuales utilizaremos a lo largo del trabajo (ver [§] y [9] para més informa-
cién).

1.2. Formas multilineales

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo C. Si {Z,...,Z,} es una base
de V, entonces para cada v € V, 7= "' | v;@; con v; € C. Las funciones lineales iV —C,
definidas como (v) =v; para cada j = 1,...,n, son llamadas formas bdsicas. Denotamos por
Sy al grupo simétrico sobre el conjunto {1,...,k}.

Definicién 1.6 Una forma de grado k (o una k-forma) es una funcién ¢*: V x --- x V. — C,
—_——

k—veces
la cual cumple las siguientes propiedades.

1. Es k-lineal, esto es, para todos A, Ay € C, se satisface que

(,0*(171,...,>\1'L_}'Z' +>\2617717k) = )\1g0*</l71,...,’l7i,...,’l7k) +)\2g0*(171,...,ﬁi,...,17k),

paracadat=1,...,k.

2. Es alternante, es decir,

v, x (=

90*(:?1‘17 s 7f’Lk) = (_1> ¥ (1;17 ce 7fk)7
donde v = 0 si la permutacién (i1, ...,4) es par y v = 1 si es impar.

Sean ¢* 9* dos k-formas y A € C. La suma de dos k-formas y la multiplicacién de una
k-forma por un escalar estan definidas como

(" + )& = (&) + v (&),
(Ae")(E) = Ap™(§),
donde ¢ = (i, ..., &}). De esta manera, el conjunto A\"(V*) de todas las k-formas en V es un
espacio vectorial sobre C y por la Proposicion , su dimension es (Z)

Definicién 1.7 Sean ¢7,..., ¢ : V — C k formas de grado 1. El producto exterior

CIAN- AN Vx--.xV =C

k—veces
estd definido como
@1 (1) @5 (T1)
(901 A /\90;;)(517 7Ik) =
©1 (Z) ©r(Tr)
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Observaciéon 1.8 1. El producto exterior ¢] A --- A ¢} es una k-forma. En efecto, ya que
el determinante es alternante y multilineal.

2. Si dos de los elementos en el multi-indice (i1, ...,4) son iguales, entonces la k-forma
SO;; /\ e /\ Sp;kk

es cero. En efecto, si dos de los elementos son iguales, entonces el determinante tiene dos
columnas iguales, de donde se sigue la afirmacion.

Proposicién 1.9 Si {Z,...,¥,} es base de V', entonces el conjunto
{wi, Ao AN 2 1< < oo < <n}

es base del espacio vectorial \"(V*) y por tanto, su dimension es (}).

1.3. Multivectores

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n, sobre el campo C. Para cada p =0,1,2,...,n
construimos un espacio vectorial sobre C, denotado por A” V. Este espacio vectorial es llamado
espacio de vectores de grado p (o p-vectores en V). Para p = 0 definimos /\O V=C,parap=1
definimos /\1 V =V y para 2 < p < n definimos el espacio vectorial A" V' como el conjunto de
las sumas formales finitas (p-vectores o vectores de grado AID:

> ai(Bi A ATy,

con vy j,...,U,; vectoresen V' y a; = 0si j > K para algin K € N. Estas sumas estan sujetas
a las reglas

—

LB A A +bT) A ATy =alT A ANTGA---AT,) +b(T A--- Al A--- AT,) para
cada 1.

2. Uy A--- N1, = 0 si para algtin par de indices 7 # j se tiene v; = 7.
3. Up) A+ NUpp) = sgn(o)vy A -+ - AU, donde o € S,

Definicién 1.10 La multiplicacion de un p-vector canénicoﬂ U1 A --+ A U, por un g-vector
canonico Uy A -+ - A i, estd definida como

— —

(TN ANTYA (LA ANy) =T A ATy AT A -+ A,

y es extendida linealmente para cualquier p-vector ¥ por cualquier g-vector w, denotado por
Y Aw (el cual es cero si p+q > n).

!También llamados multivectores si no hay ambigiiedad con el grado.
2Un multivector candnico es aquel que tiene un tnico término y coeficiente igual a 1.
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Este producto de multivectores satisface las siguientes propiedades:
1. 9 A (aw) = a ¥ A w para cualquier a € C.
2. 9N (w+ ) =90Aw+IAC.
3. (AW Aw)=(CAD) Aw.
4. I ANw=(—1)Pw A 9.
Proposicién 1.11  (a) Los vectores vy, ..., U son linealmente independientes si y solo si

TyA - ATy 2 0.

i {T1,..., %} es base de V', entonces el conjunto
(b) Si{Z,...,T,} es base de V, ent | conjunt
(B Ao ATy 0 1<y <o <ip <n}

es base del espacio \'V y por tanto la dimension de \'V es (’;)

De esta manera, los espacios vectoriales A”(V*) y APV son isomorfos pues tienen la misma
dimensién. Asi mismo, el espacio dual (A" V)* de APV es isomorfo a A’(V*). Ademds, si
0 < p < n, entonces A"V es isomorfo a A" " (V*).

1.4. Grassmannianas y el encaje de Plicker.

Sea V' un espacio vectorial n-dimensional sobre C. Para cada natural d, 1 < d < n, la
d-variedad Grassmanniana consiste de todos los subespacios vectoriales d-dimensionales de V'
y es denotada por Gy .

Definimos la aplicacion p : G4y — ]P’(/\d V') como sigue: para cada W € Gqy, si {w, ..., 0}
es una base de W, entonces p(W) := [W; A --- A W,). Esta aplicacion estd bien definida,
ya que si By = {Wy,..., W4} y By = {¥,...,U4} son bases de W, los productos exteriores

U A= AUy = MUy A -+ Ay difieren solamente por un escalar A € C\ {0}. Ademds, no es
dificil probar que p : Gqy — P(A? V) es inyectiva [8).

La aplicacién p : Gqy — P(A*V) es conocida como el encaje de Plicker y la d-variedad
Grassmanniana se ve como un subconjunto del espacio proyectivo P( /\d V).

Definicién 1.12 Sean V' un espacio vectorial de dimension n sobre C, v € V y w € /\d V.
Decimos que v divide a w si existe 9 € /\d*1 V tal que w = U A9,

Como consecuencia de esta definicion, v divide a w si y sélo si v Aw = 0. El conjunto de todos
los v € V' que dividen al d-vector w € /\d V forman un subespacio vectorial de V', denotado por
D,

D, :={veV|iAw=0}
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Definicién 1.13 Sean W un subespacio vectorial d-dimensional de V' y w € /\d V un d-vector
no cero. Decimos que w es factorizable por W si w = a(wy A --- A y) para algin a € C\ {0} y
para alguna base {, ..., Wy} de W.

Los siguientes resultados pueden consultarse en [§].
Proposicién 1.14 Un d-vector w es factorizable por un subespacio W si y sélo si D, = W.

Dado w € AV, la transformacién Q,, : V — A“"' V definida como Q,,(7) := w A7 es lineal
ya que

Qw(171+a172) = w/\(171+0172)
= WAU +aw ATy = Q,(07) + ady, (V).

Corolario 1.15 Sea w € /\dV no cero, entonces w es factorizable por un subespacio W si y
solo si ), tiene rango n — d.

Lema 1.16 Sea p : Gqy — P(A"V) el encaje de Plicker y w € NV no cero. Entonces
[w] € p(Gayv) siy solo siw es factorizable por un subespacio W.

Proposicién 1.17 El subconjunto p(Ggy) C ]P’(/\d V') es un conjunto algebraico proyectivo.

1.5. Teorema de Skolem-Mahler-Lech

En esta seccién R denotard un anillo conmutativo con unidad 1.

Definicién 1.18 Una sucesién a(n) de elementos de R es una sucesion de recurrencia lineal

homogénea si existe k € Ny sq,...,s; € R tales que
an+k)=sialn+k—1)+ -+ sp1a(n+1)+ spa(n), VneN (1.1)
El polinomio
flx)=a" - s 2"t — o — 512 — 5

asociado a la relacién (1.1)) es llamado su polinomio caracteristico, y se dice, en este caso, que
la relacién es de orden k, con coeficientes sq, ..., Sj.

Las sucesiones de recurrencia lineal no homogéneas son de la forma
a(n+k)=sian+k—1)+---+sp_1a(n+ 1)+ spa(n) + sgr1, neN, s #0.
Si a(n) es una sucesién no homogénea, observamos que
an+k+1) = sjaln+k)+...+sg_1a(n+2) + spa(n

= sia(n+k)+ ...+ sp_1a(n+2) + sga(n
k-1

= sia(n+k)+ Z sivia(n+k — i) + sgr1 + a(n + k)
i=1

1) + Sk+1
1

+
+ 1)+ s +a(n+ k) —aln+k)

k—1
- Z sia(n+k —1i) — spa(n) — Sg41

=1

k—1
= (si+Da(n+k)+ Y (si1 — si)a(n+ k — i) — spa(n).
=1
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Entonces, esta sucesiéon satisface una relacion de recurrencia homogénea de orden £+ 1, con
polinomio caracteristico

F(z) = (aF —sp2™ ' — o — 5410 — s3)(z — 1).

Para una sucesion de recurrencia lineal de orden k, definida por la relacion , los ele-
mentos a(1), ..., a(k) son llamados valores iniciales; éstos determinan todos los elementos de la
sucesion. Ademas, si s; es un elemento invertible de R entonces la sucesién puede continuarse
para valores negativos, definiendo

a(0) = s;! (a(k) —(s1alk— 1)+ -+ sk_la(l))>.
Los valores a(—1), a(—2),... quedan definidos con (L.IJ).

Definicién 1.19 Una suma de potencias generalizada es una suma finita de la forma

con coeficientes polinomiales A; € R[n] de grado k; y a; € R para cada i .

Cualquier sucesion en la cual cada uno de sus elementos es una suma de potencias gene-
ralizada es una sucesion de recurrencia lineal. Para demostrar este resultado definimos dos
operadores sobre sucesiones, esto es, si {a(n)} es cualquier sucesién, definimos

E(a)(n) :=a(n+1) y Ala)(n):=aln+1)—a(n).
Observacién 1.20 De manera inmediata, tenemos lo siguiente:

1. Si{a(n)}, {b(n)} son dos sucesiones y A € R, entonces se satisface
E(a+ Ab)(n) = E(a)(n) + AE(b)(n) y A(a+ Ab)(n) = Aa) + MNA(D)(n).
2. Sea k € N. Si a € R, entonces para cualquier n € N se cumple
(E —a)(nFta™) = A(n" 1",
3. Si j <k, entonces A¥(n?) = 0 para cualquier n € N.

Proposicién 1.21 Sea A € R[n] cualquier polinomio. Si o, 3 € R, entonces para cualquier
k € N se tiene que

) A(A(n))am, si, a =B,
(B- B Amary =4 _ o
Zizo(—l)’(i)A(n +k—i)a"thipl si o # B
Prueba. La prueba se realiza por induccion sobre k. 0
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Proposicién 1.22 Si {a(n)} es una sucesion de sumas de potencias generalizadas, entonces
es una sucesion de recurrencia lineal.

Prueba. Por hipétesis, existen A;,..., A, € R[n]y aq,...,a. € R tales que para cada n € N
se tiene que

a(n) = Z A;(n)a

y el grado de cada polinomio A;(n) es k; — 1. Usando la proposicién anterior, se demuestra por

induccion sobre r que
,

[1(E - )f (a(n)) = 0.

i=1
Por otro lado, tenemos que

[[(E-a)t =EF = B! = — 54 E — 54,

i=1
donde k = Y;_, k;. Por lo tanto,

a(n+k)=sian+k—1)+---+s,_1a(n+1) — .
Concluimos que {a(n)} es una sucesién de recurrencia lineal. O

Definicién 1.23 Sean a y d numeros enteros fijos con d > 0. Una progresion aritmética de
razén d es una sucesion de numeros enteros de la forma

{a+dk : keZ}.

Teorema 1.24 [Skolem-Mahler-Lech][6] Sea a(n) una sucesion de recurrencia lineal sobre un
campo de caracteristica cero. Entonces el conjunto de ceros de a(n) consiste de un conjunto
finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas.

El siguiente resultado [I0] sera utilizado en el cuarto capitulo de esta tesis.

Teorema 1.25 Sean oy, ..., a, numeros complejos no cero, distintos entre si y tales que ningin
cociente de dos de ellos es raiz de la unidad. Si p1(n),...,p.(n) son polinomios en la variable
n con coeficientes en los complejos y distintos del polinomio cero, entonces la ecuacion

Z pr(n)ag =0
k=1

tiene una cantidad finita de soluciones en los nimeros racionales.

A lo largo de los capitulos 2 y 3 utilizamos progresiones aritméticas por lo que es importante
recordar un par de resultados.
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Lema 1.26 En el anillo de los enteros Z, sean A; = {a; + d;k : k € Z}, j = 1,...,n,
progresiones aritméticas de razon d;. St existe un nimero entero a tal que a € ﬂ?:1 A;, entonces

(A4 ={a+dk : keZ},
j=1

donde d = [dy, . ..,d,| es el minimo comin miltiplo de dy, ..., d,.

Prueba. La prueba se realiza por induccion, comenzando con el paso base n = 2. Supongamos
que a € Ay N Ay y consideramos la ecuacién diofantina

dgl' + dly = ai — Q. (12)
Como a € Ay N A,, entonces existen ki, ky € Z tales que

a = CL1+d1]{31
a = &2+d2k2

De donde dyky — dik1 = a3 — asg, por lo que (ks, —kp) es una solucién de la ecuacion diofantina
(1.2) v entonces todas sus soluciones son de la forma
dl d2

T =ky+ —=k, =k — —k
Tdndy) T T T )

con k € Zy (dy,dy) el maximo comun divisor de d; y ds.

Para probar que A1 N Ay C {a+ dk : k € Z} (d es el minimo comin miltiplo de d; y ds),
consideramos ¢ € Ay N Ay. Es decir, existen k7, k) € Z tales que ¢ = a; + d1k| = ay + dokl,. Por
lo que (Kb, —k}) es solucién de la ecuacién diofantina (|1.2)), entonces

d
K=k + @ 2d2)k.
Asi,
dyd
c:a1+d1k1+ﬁk:a+dk
1, W2

con d el minimo comun multiplo de dy y ds.

Para probar que Ay N Ay O {a+ dk : k € Z}, consideramos ¢ = a + dk para algin k € Z,
entonces ¢ = a; + d;k; + dk ya que a = a; + djk;, j = 1,2. Como d = d;k’; con k; € Z, entonces
c = a;j + d;(k; + K}k). Por lo tanto, ¢ € A; N A,.

Hipdotesis de Induccion: Si a € ﬂ;:ll A;, entonces

n—1
(4 ={a+dk : keZ},

Jj=1
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donde d es el minimo comun multiplo de dy, ..., d,_1.

Paso Inductivo: Sea a € (;_, Aj; como [V;_, A; C ﬂ;:ll A;, entonces por hipétesis de induccién

n—1
(A ={at+dk : kez},
j=1
donde d’ es el minimo comun multiplo de dy, ..., d,_;. Asi por el paso base,

(A ={a+dk : keZ},
j=1

donde d es el minimo comtn multiplo de d' y d,,, el cual coincide con el minimo comin multiplo

dedl,...,dn. O

Lema 1.27 Si A= {a+dk : k € Z} es una progresion aritmética, entonces existe un unico
entero ag € {0,...,d — 1} tal que A coincide con la progresion aritmética

{ag+dk : k €T}

Prueba. Por el algoritmo de la divisién se tiene que a = ag + dks con ag € {0,...,d — 1} y
ko € Z. Denotamos por A" = {ag + dk : k € Z}. Vamos a demostrar que A = A’.

Si a + dk es cualquier elemento de A, entonces a + dk = ag + d(k + k2). Asi, a + dk tam-
bién es un elemento de A’. Por otro lado, si ag + dk es cualquier elemento de A’, se tiene que
ap+dk = a+d(k—ks). Es decir, ag+dk también es un elemento de A. Por lo que A y A’ coinciden.

Si suponemos que existe otro a; € {0,...,d — 1} tal que A coincide con la progresién
aritmética

{a1 +dk : k € 7},

entonces a = a; + dk3 para algin k3 € Z ya que a € A. Entonces ag — a; = d(ks — kz). Esto
implica que d divide a ag — a; por lo que |ag — a1| > d, o bien, ag — a; = 0. Lo primero es
imposible, pues ag,a; € {0,...,d — 1}. Por lo tanto, ag = a;. O
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Capitulo 2

Caso diagonalizable

En este capitulo consideramos la cuarteta (C™, X, Y, F') donde X,Y C C™ son subespacios
lineales de dimensién compleja complementaria, £ y m — k respectivamente; ademas F' denotara
un isomorfismo lineal de C™ en si mismo.

Para cada n € N, definimos la transformacion F™ : C™ — C™ como F" = FoFo---0oF|,
la composicién n veces de la transformacién F. Como existe la transformacién inversa F~! de
F, entonces para cada n € Z~, se define F" : C™ — C™ como F" = (F~1)",

A lo largo del trabajo estudiamos el comportamiento dinamico de la funcién

o Z—A{0,...,m},
win) = dimc(F*(X)NY).

Observacion 2.1 Para cada n € 7Z se tienen las siguientes afirmaciones.
(a) El subespacio F™(X) tiene la misma dimensién compleja que X.
(b) Los subespacios F"(X)NY y X N F~"(Y) tienen la misma dimensién compleja.

Prueba. Prueba del inciso (a). Supongamos que el conjunto {u,...,u} es una base del
subespacio X. Como F" es isomorfismo lineal, entonces el conjunto {F"(u),..., F™(uy)} es
linealmente independiente. Ademds, ¥ € F"(X) si y s6lo si existe un tnico ¥ € X tal que
F™(Z) = §. Como & = YF_ a,il;, entonces

k k
Por lo que, 5 € F"(X) siy s6lo si ¢ € (F™(uy), ..., F™(uy)).
Prueba del inciso (b). Supongamos que el conjunto {#,..., 7} es base del subespacio lineal

F*(X)NY. Para cada y; existe un tnico Z; € X tal que F"(Z;) = y;. Entonces los vectores
#; = F~"(y;) son linealmente independientes. Por lo tanto,

dime(FM(X)NY) < dime(X N F(Y)).
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La otra desigualdad se prueba analogamente. 0

De esta manera, por el inciso (b) de la observacién anterior, suponemos, sin pérdida de
generalidad, que la dimension compleja de X es menor o igual que la de Y, esto es, k <m — k.

Bajo la hipotesis de que F' es diagonalizable tenemos los dos resultados siguientes. El primero
de ellos relaciona la funciéon g con una ecuacion en la que aparecen los valores propios de F'. El
segundo resultado nos dice que el conjunto de valores n tales que p(n) > 0 es la unién de un
conjunto finito y una cantidad finita de progresiones aritméticas. La seccion de este capitulo
consiste en la demostracion de la primera proposicién.

Proposicion 2.2 Sean A\, ..., A\, valores propios de F : C™ — C™. Si F' es un isomorfismo
lineal diagonalizable, entonces para cada n € Z, se tiene que p(n) > 0 si y solo si

> CoAL=0, (2.1)

donde S, es el grupo simétrico, para cada o € S, se tiene que C, € C y

Ao =Xoq)y " doy ¥ Ag=As--- A,

Proposicién 2.3 Sea ¥ := {n € Z : u(n) > 0}. Si F es diagonalizable, entonces ¥ consiste
de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Prueba. Por la Proposicion 2.2, ¥ ={n€Z : ) .o C,A} =0} y definimos
a(n) = Z CyAL.
0ESM

Esta expresion es una sucesién de sumas de potencias generalizadas (aunque puedan repetirse
los A,) y por tanto es una sucesién de recurrencia lineal. Debido al Teorema de Skolem-
Mabhler-Lech, ¥ consiste de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones
aritméticas. 0J

Uno de los problemas de esta tesis es mostrar que existen casos en los cuales el conjunto X
es finito, o bien, es una unién finita de progresiones aritméticas sin contener un conjunto finito
que no esté relacionado con éstas. Para ello, en C™ con m > 2, suponemos que el subespacio
X tiene dimension compleja igual a 1 y por lo tanto, la dimension compleja de Y es igual a
m — 1. Por la Proposicién 2.2 para cada n € Z, se tiene que pu(n) > 0 si y sélo si

m Al + ...+ an\, =0, (2.2)
donde ay,...,a, € Cy A1,..., A\ € C\ {0} son los valores propios de F'.
Observacién 2.4 La ecuacion se cumple si y solo si
a AT+ ..+ amaA,,_+a, =0,
donde Nj = Xj/ A\, j=1,...,m—1. As,
YX={neZ:aA"+...+an 1A} |+ a, =0}
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Notacién 2.5 Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |\| < ... < |\,|. Para cada
indice j = 1,...,m — 1, expresamos el nimero complejo A; como

Aj — Rjei27r9j’
donde 0 < R; <1lesel médulode A; y 0 <6; <1.

En C? tenemos el siguiente resultado, el cual establece que el conjunto ¥ cuando es finito
tiene a lo més un elemento y en caso de ser infinito coincide con una progresién aritmética. Su
demostracion esta en la seccion [2.2.1| de este capitulo.

Teorema 2.6 Sean X y Y subespacios lineales 1-dimensionales de C?, I : C*> — C? es un
isomorfismo lineal diagonalizable y ¥ = {n € Z : p(n) > 0}. Con la notacidn anterior, se
tienen los siguientes dos casos.

1. Si ajas = 0, entonces el conjunto ¥ es igual a Z. Mds aun, los subespacios X y Y son
tquales y coinciden con alguno de los subespacios propios.

2. St ajas #0 y

a) Ry # 1, o bien, 6; € R\ Q, entonces el conjunto ¥ tiene a lo mds un elemento.

b) Ry =1, 60, = § € Q con (p,q) =1 y el conjunto 2 es no vacio, entonces existe un
dnico numero ng € {0,...,q — 1} tal que

Y={no+gqs:s €L}

En C? el resultado es similar en que el conjunto ¥ es finito, o bien, es la unién finita de
progresiones aritméticas sin contener un conjunto finito que no esté relacionado con las progre-
siones. La diferencia en este caso, es que en el caso finito, inicamente bajo ciertas condiciones
obtenemos que Y contiene a lo més dos elementos. Ademas, en el caso infinito, > consiste en

la unién de a lo mas dos progresiones aritméticas. La demostracién de este teorema esté en la
seccion de este capitulo.

Teorema 2.7 Sean X y Y subespacios lineales de C3 tales que dime(X) =1 y dime(Y) = 2,
F : C3 — C3 es un isomorfismo lineal diagonalizable y ¥ = {n € Z : u(n) > 0}. Con la
notacion se cumple uno de los siguientes casos.

1. Si ayasas = 0, entonces el conjunto ¥ tiene a lo mds un elemento, es una progresion
aritmética, o bien, coincide con 7.

2. Si arasaz # 0 y

a) R <1 o Ry <1, entonces el conjunto 3 tiene una cantidad finita de elementos,

b) Ri=Ry=1y6; c R\Q para j =1 0j =2, entonces el conjunto ¥ tiene a lo mds
dos elementos,

c) Ri=Ry=1,0;,= %, (pj,qj) =1 para j = 1,2 y 3 no es vacio, entonces
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1) ¥ ={n1+¢qs : s € Z}, donde q = [q1, q] es el minimo comin miltiplo de q1 y
g2, n €{0,...,q— 1}, o bien,

2) Y ={n1+qs : s € Z}U{ny+qs : s € Z}, donde ny y ny son elementos
distintos de {0,...,q — 1}.

En C™, con m > 4, obtenemos una cota superior para la cantidad de progresiones aritméticas
si cada uno de los cocientes A; es raiz de la unidad. Ademads, bajo esta condiciéon obtenemos
un subespacio invariante bajo una iteracion de F'. Las demostraciones de estos teoremas estan
en la seccién de este capitulo.

Teorema 2.8 Sean X,Y C C™ subespacios lineales con dime(X) =1 y dime(Y) = m — 1,
F:C™ — C™ es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios A1, ..., A\p. St para
cada 1 <5 <m —1 se tiene

y el conjunto
YX={neZ: pun)>0={necZ:alAl+...+anA,_|+a, =0}
no es vacio, entonces se tiene uno de los siguientes casos.

1. Sia; # 0 para todo indice j, entonces el conjunto X es la union de a lo mds q progresiones
aritméticas (donde q es el minimo comin maltiplo de qi, ..., qm-1),

2. Sta; = 0 para algun indice j, entonces el conjunto X es la union de a lo mds g progresiones
aritméticas, donde § es el minimo comun multiplo de

ais---5,495-1,495+15 - - - s qm
st j<m, oq es el minimo comun multiplo de q,...,Qn_2 St J =m.

Teorema 2.9 Sean XY C C™ subespacios lineales con dimc(X) =1 y dime(Y) = m — 1,
F:C™ — C™ es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios A1, ..., Ap. St para
cada 1 < j <m —1 se tiene

y existe n € XN {0,...,q — 1}, entonces el subespacio X,, = F"(X) es invariante bajo la
transformacion F9.

2.1. Prueba de la dinamica de interseccion para X de
dimensién k

Para demostrar la Proposicion utilizaremos el siguiente resultado, el cual relaciona para
cada entero n el valor de p(n) con cualesquiera bases de los subespacios X y Y.
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Lema 2.10 Sean {u;,..., Uy} y{¥,..., Un_r} bases de los subespacios X yY respectivamente.
Para cada n € Z, u(n) =0 si y sdlo si

Fray)) N NF™ () N A+ AUy £ 0.
Prueba. Usando el inciso (a) de la Proposicion tenemos que
FY @) A AF (@) AT A - ATpi £ 0

si y solo si el conjunto de vectores {F" (), ..., F"™(Uy), V1, ..., Uy} es linealmente indepen-
diente. Como p(n) = 0 siy sélo si F”( )NY = {0}, basta probar que F"(X)NY = {0} ocurre
si y sblo si los vectores F™ (i), ..., F"™(dy), v, . .., Um_k son linealmente independientes.

Si consideramos la combinacién lineal
k m
i=1

entonces S5 a; F™(w0;) = — Y77 byt Como la parte izquierda de esta igualdad es un elemento

de F*(X) y la parte derecha es un elemento de Y, entonces 25 | a; F™(@;) = 0 = 327" b,

Por la independencia lineal de los conjuntos { F" (), ..., F"™(u)} y {th, ..., Un_k} se tiene que
a; = 0, b; = 0 para todo i. Por lo que los vectores

Fr@), ..o, F™ (@), Ty vy T

son linealmente independientes. O

Prueba de la Proposicién 2.2, Como F' es un isomorfismo lineal, entonces cada uno
de sus valores propios es distinto de cero. Ademads, por ser diagonalizable existe una base
B ={z,...,%,} de C™ compuesta por vectores propios de F', esto es, F'(Z;) = \;¥; para cada
7=1....m

Si el conjunto {i;, ..., U+ es base de X vy el conjunto {7}, ..., ¥,,_;} es base de Y, entonces
9 J ? 3 9
expresamos cada vector ;, ¥, como combinacién lineal de la base B,

m
U = Zaj,z‘fi 1<j<k,
m
Ur:Zbr,lfl 1§r§m—k

Con la siguiente observacién tenemos especificamente a cada vector F™(u;) como combina-
cién lineal de los elementos de B. La demostracién de este resultado se realiza al final de esta
prueba.

Observacion 2.11 Sin € Z, entonces para cada 1 < j < k se cumple

Z a5, N} . (2.3)



Por el Lema [2.10} pu(n) > 0 siy sélo si
F™@) A+ NF™(G) AT A - ATi = 0.
Usando las propiedades de los multivectores, obtenemos la siguiente expresion

0 = F™t)N--- ANF™ () NN -+ N Uy,

m m
= (Zalail)\gf’il) A A (Zakﬂk)‘;lflk> A

i1=1 ip=1

m m
/\ ( Z b17l1fl1) /\ s /\ ( Z bm_k7lm—kfl7n—k)
l

Li=1 k=1

= ( Z sgn(0)a1,0(1) A1) *** Qk.o(k) Ao (k) DL (k1) * - bm—k,a(m)> TyN- - NTpy

oESM
= ( > CUAZ>51/\~--/\fm.
oESm
Como 'y A -+ ATy, # 0, entonces ) o C,A} = 0. O

Prueba de la Observaciéon [2.11] La demostracién se hara primero por induccién sobre
n € N. Para n = 1 tenemos que

m m m
F(UJ) =F E aj,ijxij = E aj,ijF(xij) = E am-j)\ijxij.
ij=1 ij=1 i;=1

La hipétesis de induccién es que se satisface (2.3]) para alguna n > 1. Como F' es lineal, se
tiene que

Fnﬂ(ﬁj) = F(F"(u;)) = F(Z%,iﬂ%@)

ij=1

Para el caso en que n < 0, tenemos que F~! es la transformacién inversa de I, entonces
Tj = F7F(Z;) = F(NTG) = A F(T5),

por lo que F~1(Z;) = A\;';. Asi, los escalares A;',..., A} son valores propios de F~!. Como

n < 0, entonces n = —|n/, lo cual implica que F™ = (F~1)I"l. Por lo tanto, se satisface (2.3)). O

2.2. Analisis del conjunto > para X de dimension 1 y
m > 2

Antes de proceder con las pruebas de los Teoremas 2.0} [2.7]y 2.8 demostraremos un resultado

que sera utilizado mas adelante.
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Proposicién 2.12 Sea un nimeror € N, conr > 2 y A\y,..., \p,aq,...,a, € C\ {0}. Si se
satisface que
(M < rof <o <A < [N,

entonces el conjunto {n € Z : a; A} + --- + a, A\ = 0} es finito.

Prueba. Sin > 0, entonces a; A} + -+ - 4+ a, A} = 0 si y s6lo si

YR Ao\
al()\—i) +---+ar_1()\—rl) +a, = 0.

Como |\;]/|A\] < 1 para todo j < r, entonces

lim (a ﬁ "+ +a At n+a =a
n—00 ! Ay r—1 Ay L

Usando la definicién de limite, tenemos que para ¢ = |ai| > 0 existe N € N tal que si n > N,

entonces n "
)\1 + + )\rf 1
a1 | — st ap_
1 N 1 x

|CL1/\711 + -+ Clrfl)\:}i” < |CLT)\:}|

< |a,|,

de donde

Lo cual implica que
0 < |a At — et AT + -+ ar g Al | < e AT + -+ + a A,
por lo que a4 A} + -+ - + a, A\ # 0 para todo n > N.

Sin < 0 entonces n = —n’, donde n' = |n| y

1\" 1\"
&1)\711+“'+ar)\:}_611()\—1) ++ar()\—) .

Por lo que a1 A} + -+ + a, A = 0 si y s6lo si

’

a1+a2(i—:> —I—---—I—ar(i\\—i> = 0.
lim a1 +a ﬁ ”/+ +a ﬁ ' =a
| 2 " TN = ag,

lo cual implica, como en el caso anterior, que existe N’ € N tal que a1 A} + - - - + a, A" # 0 para
toda n < —N’. Concluimos que el conjunto {n € Z : a1 A} + -+ + a, A = 0} es finito. UJ

De manera que

Corolario 2.13 Sea un numero r € N, conr > 2 y Aj,..., \p,aq,...,a. € C\ {0}. Si se
satisface que
(A < Ao <0 < A < A,

entonces el conjunto {n € Z* : a1 A} + -+ + a, A" = 0} es finito.

Corolario 2.14 Sea un nimero r € N, conr > 2 y Ai,..., \r,a1,...,a. € C\ {0}. Si se
satisface que
(A < Ao <o < Aa] S A

entonces el conjunto {n € Z~ : a1 A} + --- + a, \I' = 0} es finito.

24



2.2.1. Prueba de la descripcién de ¥ en C?

Una de las hip6tesis del Teorema [2.6] es que el isomorfismo lineal F': C* — C? es diagonali-
zable y sus valores propios son A, Ay € C\ {0}. Denotemos por B = {1, #>} a la base formada
por los vectores propios de F'.

Como ambos subespacios X y Y tienen dimensién compleja igual a 1, supongamos X = (i)
y Y = (7). Expresamos estos vectores como combinacién lineal de los elementos de la base B,

Uy = U1,1T1 + U122, U1 = V1,171 + V21 T2.

Antes de probar el teorema, tenemos el siguiente resultado, el cual describe al conjunto
dadas las bases de los subespacios X y Y.

Lema 2.15 Con la notacion anterior, el conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0} coincide con el
conjunto
{neZ : a4+ ax )y =0},

donde a1 = Uy 1V21 Y G2 = —U21V11-

Prueba. Por el Lema [2.10, p(n) > 0 para alguna n € Z si y sélo si F"(d;) A v5 = 0. Como
F™(ty) = ui g AT + ug 1 A5 T, entonces

Fn(ﬁl) A ?71 = (U171U271)\? — U271’Ul71/\g>fl A fg.
Por lo que se obtiene la ecuacién
A A} + agAy =0 (2.4)
Por lo tanto, ¥ = {n € Z : a1 \} + a2y = 0}. O

Prueba del Teorema [2.6], caso 1. Si ajas = 0, entonces ambos deben ser cero, pues se
satisface (2.4) y A; # 0. Por lo tanto, a1 AT + a2 Ay = 0 para cada n € Z.

Ademéds, de la definicién de a; y as (ver Lema tenemos que w121 = 0y ug1v1; = 0.
Si uy; = 0, entonces v1; = 0 pues ug; # 0 ya que dime(X) = 1. Asi, X y Y coinciden con
el subespacio propio (Z2). Si va1 = 0, de manera andloga se tiene que X y Y coinciden con el
subespacio propio (#) (Figura [2.1). O

Prueba del Teorema caso 2. Siajas # 0, entonces reescribimos la ecuacion ([2.4) como

a
AT+ =2 =0,
ai

donde A; = A\ /A\y. Ademas, A; = R1e??™ donde R; es el médulo de A y 0 < 6y < 1.

Prueba caso 2 a). Supongamos que existen n,n’ € 3, entonces

a
n __ Aan' __ 2
Al—Al - T

ai

Y
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\

Figura 2.1: Los subespacios X y Y son iguales y coinciden con un subespacio propio

esto implica que A’f_", = 1. Asi, tenemos que
R;Lfn’e&rr@l(nfn’) -1
Si Ry # 1, entonces n = n'. Por otra parte, si R = 1y #; € R\ Q, como 2 (=) — 1,

entonces el producto #;(n —n') debe ser un nimero entero, por lo que n = n’. Asi, en cualquier
caso, el conjunto X tiene a lo mas un elemento.

Prueba caso 2. b) Supongamos que ng € ¥ y vamos a denotar por A a la progresién aritmética
{no+qs : s€Z}.

Primero, consideremos cualquier elemento n € . Como Ry =1y 0, = §, entonces el producto
g(n — ng) es un numero entero. Asi, ¢ divide a (n — ng) (porque p y ¢ son coprimos), esto es,
existe s € Z tal que

n—ng = qs.

Por lo que n € A. Reciprocamente, si el niimero entero n es cualquier elemento de la progresién
aritmética A, existe s € Z tal que n =ng +qs 'y
(45
AT = APPAT = AY° = T

Por lo tanto, n € ¥ y concluimos que el conjunto X coincide con la progresion aritmética A.
Ademés ng € {0,...,q — 1} por el Lema [1.27] O

A continuacién veremos ejemplos en los que ¥ es vacio, tiene un elemento, o bien, es una
progresién aritmética. Para cada uno de ellos, el isomorfismo lineal F : C* — C? tiene como
base de vectores propios a la base canénica, esto es, B = {(1,0),(0,1)}. De este modo, si
X = ((uq,u2)) y Y = ((v1,v2)), por la prueba hecha tenemos que

Y ={n €7Z: uyv\] — ugvy Ay = 0},
donde A, A5 son los valores propios.

Ejemplo 2.16 Supongamos que A\; = 1/2 y Ay = i son los valores propios de F, por lo que
Ay = —i/2, de donde Ry =1/2y 0, = 3/4.
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1. Si X =((1,i)) y Y = ((i, 1)), entonces

E:{HEZ:(%) +i”:0}:@.

2. Si X =((1,9)) y Y = ((—i,1)), entonces

E:{nEZ: (%)n—w:o}:{oy

Ejemplo 2.17 Supongamos que Ay = 1 y Ay = i son los valores propios de F', por lo que
Ay = —i,de donde Ry =1y 6, =3/4.

1. Si X =((1,7)), Y = ((—1,2)), entonces

S={neZ:2—i"=0}=0.

2. Si X =((1,4)), Y =((i, 1)), entonces

Y={neZ:1+i"=0}={2+4s:s€Z}.

2.2.2. Prueba de la descripcién de Y en C3

Una de las hipotesis del Teorema es que el isomorfismo lineal F : C* — C? es diago-
nalizable con valores propios Aj, Ay, A3 € C\ {0}. Denotemos por B = {Z, 75,73} a la base
formada por vectores propios de F.

En este caso, los subespacios X y Y son tales que dim¢(X) = 1y dimc(Y) = 2. Supongamos
que X = (1) vy Y = (¥,7,). Expresamos estos vectores como combinacién lineal de los
elementos de la base B,

Uy U1,121 + U212 + U313,
Ul = V1171 + V21T + V3173,
2 = V1,271 + V2202 + V3273.

Como en la seccion anterior, antes de probar el teorema, tenemos el siguiente resultado, el
cual describe al conjunto Y dadas las bases de los subespacios X y Y.

Lema 2.18 Con la notacion anterior, el conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0} coincide con el
conjunto
{n € Z: a1 A} + ax\y + azAy = 0},

donde
a = U1,1(U2,103,2 - U3,1U2,2),
az = U2,1(U3,1U1,2 - ’01,1?13,2),
az = U3,1(UQ,1U1,2 - U1,1U2,2)-
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Prueba. Por el Lema 2.10, u(n) > 0 siy sélo si F"(u;) A ) A U = 0, notemos que

3 3 3
Fn(ﬁl) A 171 A ?72 = (Z Uk71)\2fk> VAN (Z Uk71fk> VAN (Z Uk,g.il_?)k>
k=1 k=1 k=1
= (al)\;‘ + CLQ)\;L + ag/\g)fl VAN fg VAN fg
Por lo que obtenemos la ecuacién
al)\? + az)\g + CLg)\? =0 (25)
Por lo tanto, X = {n € Z : a1 \} + ax\y + azAy = 0}. O

Prueba del Teorema [2.7], caso 1. Si ajazasz = 0, entonces alguno de los tres es cero. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad, que az = 0, entonces X = {n € Z : a1 \} + a2y = 0}.
Por el Teorema [2.6] el conjunto ¥ tiene a lo mds un elemento, es una progresiéon aritmética, o
bien, coincide con Z. ]

Prueba del Teorema caso 2. Como ajazaz # 0, entonces la ecuacion (2.5)) se cumple
si y solo si

A? —|—A2Ag +A3 — O,
donde Aj = )\j/)\g, j = 1,2 y Al = al/al, = 2,3 ASi,

Y={neZ: AT+ AA} + A3 = 0}.
Para cada indice j = 1,2, expresamos el nimero complejo A; como
Aj — Rj6i27r9j’

donde R; es su médulo y 0 < 6; < 1. Recordemos que estamos suponiendo, sin pérdida de
generalidad, que |A1| < || < |A3], de donde 0 < Ry < Ry < 1.

Observacion 2.19 Las soluciones de la ecuacién x1 + Aszs + A3 = 0 son
{(z1,75) € C* : (21, 29) = 2(—Az, 1) + (—=A3,0), 2 € C}.

De esta manera, n € ¥ si y solo si existe z € C tal que

—(Asz+A3)=A] vy z=A} (2.6)
Esto implica que |Asz + Az| = |A1]" = R} y |2| = |As|™ = RY, es decir,
As R}
Ly s BT 2.7
2 - =0
y
2| = R} (2.8)

Geométricamente, la ecuacion implica que z pertenece a una circunferencia C{ con centro
en —A3/As # 0y radio R} /|Ay|. La ecuacién implica que z pertenece a una circunferencia
Cy con centro en el origen y radio R} (ver Figura[2.2)).

Prueba caso 2. a) En este caso, la hipdtesis es que Ry < 1, o bien, Ry < 1.

28



Figura 2.2: Circunferencias

Si Ry < Ry < 1, es decir, |A\1] < |X2| < |A3], entonces por la Proposicién [2.12] el conjunto
¥ es finito.

Si Ry < 1y Ry =1, entonces Cy := C§ no depende de n y es la circunferencia unitaria con
centro en el origen. Mientras que para cada n € Z, C{ es una circunferencia cuyo centro
es —A3/Ay y radio r, := R} /|As| € RT. Como R; < 1 se satisface

(2.9)

r, >0 sin— o0
T, —> 00 sin— —oo

Si |As| # |Asl, entonces el centro —A3/As de cada C}' tiene médulo distinto de 1 (ver
Figura . De ([2.9) tenemos que existe un nimero natural N € N tal que sin > N, o
bien, n < —N, entonces Co N CP = (). Por lo tanto, X es finito.

(a) | — Az/As| > 1 (b) | = As/As| <1

Figura 2.3: CT' y Cs
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Si |As] = |As| (ver Figura 2.4), el conjunto X tiene a lo mds un elemento. En efecto, si
n,n’ € X, entonces

AT = —AA} — As, (2.10)

AV = —AAY — Aj. (2.11)
Como n’ = n+s para algin s € Z, entonces, por (2.11)) tenemos que AT = — A, AL — A3,
Usando (2.10) para sustituir AT, obtenemos

AA5 (A3 — A7) = As(Al—1)
[A2P[AZPIA; — ASJ* = [As|*A] — 1
A3 —AL® = AT 1%

Figura 2.4: C y Cy cuando |A3| = |As

Como
A5 — AS|2 = 1 — 2RS cos(2mk(0; — 0,)) + R*
y
A — 1)> = R¥ — 2R? cos(2msh,) + 1;
entonces

cos(2ms(fy — 01)) = cos(2msby).

Esta dltima igualdad se cumple cuando 2ws(fy — 61) = —27ws6; + 27s’, para algun s’ € Z

(porque coseno es una funcién periédica y par). Si s # 0, es decir, n y n’ son distintas,
/ . . / . .
tenemos que 0y = £, esto implica Aj = 1 y A7 = AT, pero esto es una contradiccién
, S
orque R}~ . Por lo tanto, s = asi n' = n.
R} ™™ # 1. Por lo tanto, 0 !

Finalmente, si Ry = Ry < 1, significa que |A1| = |A2] < |A3]. El nimero entero n satisface

la ecuacion (2.5)) si y sélo si
AL+ AGAT + AT =0,

donde A} = aj/az y A; = X\;j/A1. Asi, n € X siy sélo si
—2z=Ay y Ajz— Al =AY, (2.12)

donde |A}| = 1. Anédlogamente al caso anterior, el conjunto X es finito.
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Prueba caso 2. b) En este caso, la hipétesises Ry = R, =1y 60; e R\ Qparaj=10j=2.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢; € R\ Q. Tanto C; := C}" como Cy := C} no
dependen de n. Son circunferencias de radios 1/|As| y 1 respectivamente para cada n € Z (ver

Figura .

Figura 2.5: C; N Cy

Si C; NCy = (), entonces X es el conjunto vacio. Por el contrario, si existe z; € C; N Cy que
satisface para algun n € 7Z, entonces no existe ningun otro n’ € Z que satisface con
z1. En efecto, si existiera n’ € Z tal que A7 = —(Ayz; + As) vy A} = 2, entonces A} = AV,
de donde A7~ = 1. Como A" = ¢/»=")2701 entonces debe ocurrir que (n — n/)f; = s para
algiin s € Z, lo que implica que n —n’ = 0. En conclusién, para cada punto z en C; N Cy, se
satisface la condicién a lo mas para una n € Z. Como dos circunferencias tienen a lo mas
dos puntos en comun, entonces el conjunto Y tiene a lo mas dos elementos.

Prueba caso 2. ¢) En este caso, la hipétesis es Ry = Ry =1y 0; = %, (pj,qj) = 1l paraj=1,2.
J
Como la interseccion C; N Cy tiene a lo méas dos elementos, tenemos tres casos.

s Si C; NCy =0, entonces el conjunto X es vacio.
» SiC; NCy = {z} definimos
Eil ={ne€Z: A} =—(Asz1 + A3)} ¥y Zzl ={neZ: A} =z}

Asi, el conjunto X coincide con la interseccién X1 NX2 . Si X1 NX2 # 0, entonces cada
uno de estos conjuntos es una progresion aritmética (la prueba es andloga a la prueba del
Teorema [2.6] caso 2. b)). Por el Lema[1.27] existe un tnico n; € {0,...,q¢ — 1} (donde g

es el minimo comin multiplo de ¢; y ¢2) tal que

2! NE ={ni+gqs:s €L}

» SiCiNCy={z, 22}, con z1 # 25, definimos de manera similar como en el caso anterior

L,=X,N%2 y X,=% N¥i.
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Asi, ¥ =3, UY,,. Y como en el caso anterior, si 3, y 3., son no vacios, entonces existen
ni,ne € {0,...,q— 1} distintos tales que

Y={nm+gqs:s€ZiU{ny+qs:seZ}.
Por lo tanto, el conjunto X es la union de a lo mas dos progresiones aritméticas.

OJ

Para concluir esta seccion, establecemos un ejemplo donde el conjunto X es la unién de

dos progresiones aritméticas (los ejemplos para los deméds casos pueden obtenerse modificando
convenientemente los ejemplos dados en la seccién anterior).

Ejemplo 2.20 Sea F' : C* — C? el isomorfismo lineal cuya base de vectores propios es
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y sus valores propios son

-2 -2 2
M =€7"A3, A=¢e5"Ag y A3=eT.

Asf, tenemos que A; = €77 v Ay = €57, de donde Ry = Ry = 1, 0; = 1/7y 0y = 1/5. Si
X ={(1,1,1)), entonces

F5<X) = <(/\?7/\gv/\g)> = <
FIX) = (AL A523)) = ( :
F35(X) = <(/\i)57)‘§57>‘§5)> = <(17 L, 1)> =X.

De esta manera, consideramos Y = ((e!77,1,1),(1,¢5™,1)) y de inmediato obtenemos que
F?(X),F"(X) CY. Por lo tanto, ¥ = {5+ 35s:s € Z} U{T+ 35s : s € Z}.

2.2.3. Prueba de la descripcién de > en C", m > 4

Desarrollamos esta seccion bajo la hipdtesis de que el isomorfismo lineal F' : C™ — C™ es
diagonalizable con valores propios Ay, ..., A, € C\ {0}. Denotamos por B = {#,...,Z,} ala
base formada por vectores propios de F' en C™, m > 4.

Los subespacios X y Y son tales que dim¢(X) =1y dimc(Y) = m — 1. Por la Proposicién
, existen ndimeros complejos ay, ..., a, (que dependen de las bases de X y Y) tales que
neX={ne€zZ: un)=dmc(F"(X)NY) >0} siy sblo si

A} + -+ ap A, =0, (2.13)
Si a; # 0 para todo j, se cumple la ecuacién si y solo si
AP+ AN + -+ A A+ A =0, (2.14)
donde A; = \j/ Ay Aj =a;/a;, 1 <j<m.

Antes de comenzar la prueba del Teorema construiremos conjuntos que relacionan la
soluciones de la ecuacion ([2.14]) con el conjunto X.
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Lema 2.21 Si A, ..., A, € C\ {0}, entonces las soluciones de la ecuacion

1+ Ao+ -+ A1 + A =0

son
m—2 » .
m—1 . m—2 1
{(xla"'7xm—1)€(c ~(x1,'--7xm—1):(§ zi_Am)_A—a"‘)_A )}7
- 2 m—1
=1
donde zy, ..., 2Zm_o son numeros complejos cualesquiera.
Prueba. Es claro que si zq, ..., 2,2 € C, entonces

2 z z
m—2 1
(xl,...,xm_l):(g zi—Am,——A T )
i=1 2 m—1

satisface la ecuacion
xr1 + AQJTQ + -+ Am—lxm—l + Am = 0.

Por otro lado, si es cierto que
r1 + A2x2 + -+ Am—lxm—l + Am = 07

entonces
Ir = —(A2$2 +--F Am—lxm—l + Am)

Consideramos z,,_; = Aj;z; con j > 2, entonces

m—2
Zm— Z
([El,.‘.,ZL‘m_l) = (ZZZ —Am,—A—;,,,,,_Am1_1>.

i=1

De esta manera se obtiene el resultado.

Por el lema anterior, n € ¥ si y solo si existe 2= (21,..., zm_2) € C™ 2 tal que
m—2
AP =) = Ay,
i=1
A" “m—j .
i = T4 2sjsm-1L
J
Asi, para cualquier Z = (21,..., 2, 2) € C™ 2 definimos los conjuntos

m—2
¥ = {nEZ : A?:Zzi—Am}>
i=1

EJZ; = {nGZ:A;‘:—zZ_j}, 2<j7<m-1

J
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Observacién 2.22 Sea n cualquier niimero entero. Entonces, n € ¥ si y s6lo si existe 7 € C™2
tal que

Notacién 2.23 Supongamos, sin perdida de generalidad, que |A;| < -+ < |\,,|. Expresamos
los niimeros complejos Ay, ..., A,,_1 como

Aj:RjGZQTrej, 1§j§m—1,
donde 0 < R; <1y 0<0; <1.

Teorema 2.24 Sea 7 cualquier vector de C™2, entonces, con la notacion anterior se tienen
los siguientes tres casos.

1. St R; <1 para algin indice j, entonces el conjunto Eg tiene a lo mds un elemento.
2. Si0; € R\ Q para algin indice j, entonces el conjunto E‘; tiene a lo mds un elemento.

3.8 Ry =1,0; € Q (0; = p;j/q;, con (pj,q;) = 1) para algin indice j y existe n € Z;,
entonces el conjunto XL coincide con la progresion aritmética

{n+q;s : se€l}.

Prueba. Prueba de 1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Ry < 1y n,n’ € XL
Entonces

m—2
n __ _oaAn!
A =3 z— A, =AY,
=1

de donde A?‘”/ = 1. Asi R?_”, = 1 pero Ry < 1, por lo que n = n’. Por lo tanto, el conjunto
¥L tiene a lo mds un elemento.

Prueba de 2. Analogamente, si §; € R\ Q, Ry = 1 (de otra manera es el caso anterior) y
n,n’ € XL sellegaa A" =1, es decir,

. !
€z27r01(n n') _ 1.

Esto implica que existe un numero entero s tal que 6;(n —n') = s. Como 0; ¢ Q entonces
n = n’. Por lo tanto, el conjunto 2L tiene a lo més un elemento.

Prueba de 3. Como en los casos anteriores, supongamos sin pérdida de generalidad que Ry = 1,
61 = p1/q1 con (p1,q1) = 1y existe n € IL. Denotemos por A a la progresién aritmética

{n+aqs : seZ}.

Si n' es cualquier elemento de 3L distinto de n, entonces A’f,_" = 1. Por lo que,

b1 /
— —n)=S8
ql( )
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para algin s € Z. Como (p1,q1) = 1 entonces ¢; divide a n’ —n, de tal manera que n’ = n+q s’
para algun s’ € Z. Por lo que n’ es elemento de A.
Si n + qis es cualquier elemento de A se tiene que

i2m(n+q1s) 2L
A’il+q15 = e ( a )41 = e

i2mn 2L 127p1S n
e = AT

Asi, n + ¢1s también es elemento de XL y por lo tanto, los conjuntos 3L y A coinciden. 0

Lema 2.25 Sea Z cualquier vector de C™ 2. Si R; = 1, a; = pj/q; con (p;,q;) = 1 para todo

indice j y el conjunto ﬂ;”:_ll Ei; es no vacio, entonces existe un unicon € {0,...,q—1} (donde
q=1|q,--,qm-1] es el minimo comin maltiplo de qi,...,qn_1), tal que

m—1
ﬂ Y={n+gqs : scZ}.
j=1

Prueba. Por el inciso 3 del Teorema [2.24] se tiene que

Yo={n+qs : s€Z}

para cada 1 < 7 < m — 1. Como el conjunto ﬂ;ﬂ:_ll Ei; es no vacio, por los Lemas [1.26]y |1.27]
existe un unico n € {0,...,q — 1} tal que

m—1
ﬂ Y={n+gqs : s€Z},
j=1

Con lo que concluimos el resultado. 0]

Prueba del Teorema |2.8, Recordemos que las hipotesis de este teorema son que para
cada 1 < j < m —1 se tiene

y el conjunto ¥ es no vacio.

Prueba de 1. En este caso tenemos que a; # 0 para todo indice j. Como X # 0, existe n’ € ¥.
De la Observacién m existe 7€ C™ 2 tal que n’ € Y. para cada 1 < j < m—1. Por el Lema
2.25 existe un unico nimero n € {0,...,q — 1} tal que

m—1
n' € ﬂ Yl={n+gqs : s},
j=1
donde ¢ es el minimo comun multiplo de ¢, ..., ¢n_1. El entero n’ es cualquier elemento de X,

entonces el conjunto Y es la unién de a lo mas ¢ progresiones aritméticas.
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Prueba de 2. La prueba se realiza por induccién sobre m > 4. En el caso m = 4 tenemos que
Y ={ne€Z:aA] + a2y + az\y + as A} = 0}.

La hipdtesis en este inciso es que a; = 0 para algin indice j, supongamos sin perdida de
generalidad que ay = 0y a; # 0 si j # 4. Asi,

Y= {n cZ: al)\? -+ CLQ)\S +CL3>\§L = O},
y por el Teorema el conjunto ¥ consiste de a lo mas dos progresiones aritméticas distintas

cuya razon es ¢, el minimo comun multiplo de ¢, ¢.

Cuando m > 4, tenemos
Y={ne€Z:a A\ + - +au\, =0}

Como a; = 0 para algun indice j, supongamos sin perdida de generalidad que 7 <m y a; # 0
para k # j; entonces R .
Y={ne€Z:a N+ - +a, 1\ _; =0},

donde ar = ax, Ny = M\ Si k < j y @ = Aps1, e = Apy1 si k > j. Como m — 1 > 4, por la
prueba del inciso anterior, tenemos que Y consiste de a lo mas ¢ progresiones aritméticas. [

Prueba del Teorema En este teorema también tenemos por hipdtesis que para cada

1 <35 <m—1se tiene
)‘j iQﬂp—J_‘
/\_Ie q]’ (pjaq])zl

Supongamos que n € XN{0,...,¢—1}. Como X es un subespacio lineal tal que dim¢(X) = 1,
entonces X = (4) y

Aj:

m
u = E Uj.fll'j,
J=1
donde 74, ..., %, son los vectores propios de F. Asi, X, = F"(X) es generado por el vector

m
ni7\ _ i TL—"
F™(u) = E N} T,
j=1
entonces

m . m /\7}+q
FUF™ (i) = > u\iTE; = Afnzuj)]\—q%'
j=1 j=1 m

m
— n+q A\PADR.
= A E ui N ANTT,
Jj=1
pero Af = 1 para todo j, asf,

FUF™(@)) = \“HF"(@).

Por lo tanto, X,, es invariante bajo F9. U
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Capitulo 3

Caso no diagonalizable

En este capitulo consideramos la cuarteta (C™, X, Y, F') donde X,Y C C™ son subespacios
lineales de dimensién compleja complementaria, £ y m — k respectivamente; ademas F' denotara
un isomorfismo lineal de C™ en si mismo. La funcién u : Z — {0,...,m} estd definida como
pu(n) = dime(F"(X)NY).

A diferencia del capitulo anterior, ahora consideramos el caso en el que F' es un isomorfismo
lineal no diagonalizable, con \q,...,\,, € C sus valores propios, ninguno de ellos cero. Bajo
esta hipétesis también obtenemos un resultado similar al de la Proposicién [2.2] con la diferencia
que los coeficientes de la ecuacion son polinomios en la variable n.

Proposicién 3.1 Sean Ay, ..., \, valores propios de F : C™ — C™. §i F' es un isomorfismo
lineal no diagonalizable, entonces para cada n € Z, p(n) > 0 si y sdlo si

> P(n)Ay =0, (3.1)
cESm

donde Sy, es el grupo simétrico y para cada o € Sy, se tiene que Ao = A1) -+ Aoy Y Pr(n) es
un polinomio de grado a lo mds k(m — 1).

Cabe mencionar que los polinomios P,(n) dependen de las bases elegidas para los subespa-
cios X y Y; la demostracion de este resultado se encuentra en la seccién de este capitulo.
Con esta proposicién probamos que el conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0}, en este caso, también
consiste en la unién de un conjunto finito y una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Proposicién 3.2 Sea ¥ :={n €Z : u(n) > 0}. Si F no es diagonalizable, entonces ¥ consiste
de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Prueba. Por la Proposicién Y={n€Z: ) g Ps(n)A} =0}y definimos

o— n
a(n) == g P,(n)AL.
oESM
Esta expresion es una sucesion de sumas de potencias generalizadas y por tanto, es una suce-

sion de recurrencia lineal. Debido al Teorema de Skolem-Mahler-Lech, > consiste de un
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conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas. 0

Notemos que aunque F' no es diagonalizable, existe una base B = {#,...,Z,,} tal que la
matriz asociada a F' con respecto a B es la suma directa,

J 0 - 0
0 J, -~ 0

Flp=he--@h= . . . .|,
0 0 - J

donde J; es una matriz cuadrada y diagonal en la cual cada elemento de la diagonal es \;, o
bien, es una matriz de la forma

Ao 10 - 0 0
0o N 1 - 0 O
0O 0 0 -+ A\ 1
0O 0 0 - 0 XN\

La base B es llamada base candénica de Jordan y cada J; es un blogue de Jordan (ver []
para més informacién). Cabe destacar que si cada J; es una matriz diagonal, entonces F' es
diagonalizable. En este capitulo estamos suponiendo que al menos una matriz .J; no es diagonal.

Para mostrar casos en los que el conjunto X es finito, o bien, consiste de progresiones
aritméticas comenzamos el andlisis en los espacios complejos C? y C3. En C?, si el isomorfismo
lineal F' no es diagonalizable, entonces tiene un tnico valor propio A. En este caso, tenemos el
siguiente resultado, cuya demostracion se encuentra en la secciéon de este capitulo.

Teorema 3.3 Sean X,Y C C? subespacios lineales de dimension compleja uno y F : C* — C?
un isomorfismo lineal. Si F' no es diagonalizable, con A\ € C\{0} su inico valor propio, entonces
el conjunto ¥ ={n € Z : p(n) > 0} coincide con Z, o bien, tiene a lo mds un elemento.

En C3, si el isomorfismo lineal F' no es diagonalizable, entonces la matriz [F]p asociada a F
con respecto a la base B consta de un tinico bloque de Jordan, o bien, consta de dos bloques.
Por esta razon, obtenemos los siguientes dos teoremas, cuyas demostraciones se encuentran en

la seccion de este capitulo.

Teorema 3.4 Sean X,Y C C?® subespacios lineales tales que dime(X) = 1 y dime(Y) = 2,
F : C* — C® un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F|p es un tinico bloque de Jordan,
entonces el conjunto ¥ coincide con 7., o bien, tiene a lo mds dos elementos.

Teorema 3.5 Sean X,Y C C3? subespacios lineales tales que dimc(X) = 1 y dime(Y) = 2,
F : C? — C? un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F|p consiste de dos bloques de Jordan,
entonces el conjunto ¥ es finito, coincide con 7, o bien, es una progresion aritmética (distinta

de 7).
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El Teorema da pie a una generalizacién en C™, m > 4, si la matriz [F]p es un tdnico
bloque de Jordan. La demostracion del siguiente resultado se encuentra en la secciéon de
este capitulo.

Teorema 3.6 Sean X,Y C C™ subsespacios lineales con dime(X) =1 y dime(Y) =m — 1,
F :C™ — C™ un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F|g es un tnico bloque de Jordan,
entonces el conjunto 3 coincide con Z, o bien, tiene a lo mds 2(m — 1) elementos.

3.1. Prueba de la dinamica de interseccion para X de
dimension k&
El isomorfismo lineal F' no es diagonalizable, sin embargo, existe una base B = {1, ..., %}

tal que [F]p = D + G, donde D es una matriz diagonal y G' es una matriz nilpotente de grado
a lo mas m.

Lema 3.7 Si {uy,..., U} es base del subespacio X, entonces para cualquier nimero n se sa-
tisface

ra-3 (3 e

=

R,z,j<n>A?) B 1<j<k (32)
0

donde P;; ;(n) es un polinomio en la variable n de grado a lo mds m — 1.

Prueba. Las matrices D y G son de la forma D = (d; )

L[ nsii=]
Y10 sii#£g

y G = (i)
) sy osig=1i+1
Foi=Y 0 sijAi+l
donde los \; son los valores propios de F'y s;; € {0,1}. Sabemos que DG = GD, por lo que si
n > m, entonces
m—1
(D+G) =" (7) priGt

1=0
ya que G™ = 0.

Observacién 3.8 Si 1 <1 < m, entonces G' = (g; ;(1)) es una matriz tal que

gm'(l):{ 0 sij#i+1 | (3.3)

1 .o .
Hi:z‘ Srr+1 Sl]:Z+l§m

donde gw(l) = gz,]
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La demostracién de esta observacion se realiza por induccion sobre [ y se encuentra al final
de esta seccién. Expresamos cada vector @; como combinacién lineal de los elementos de B

Notemos que G'(i;) = (gi1(l, 1)), con 1 < i < m, es una matriz de m x 1 donde la i-ésima
entrada es

0 sit>m—1
(1 it (D = ; . :
gi, 1 U] Zgz r urj gz,z—‘rl( )Uz-‘rl,j { Hizz Sppiillipr; Sii <m— I
Entonces, la matriz (D"7'G")(d@;) = (a;1(l,4;)) es una matriz de m x 1 donde la i-ésima

entrada es
m

ain (L) =Y df g (L) = 7 gin (L) = N g (D

r=1

de donde
0 sit>m—1

a;1(1,1;) = ‘ -
z,l(v J) { Hi:z Sr7r+1ui+l,j/\? :

Por lo tanto, la matriz F™(u;) = (D + G)™(4;) es una matriz de m x 1 tal que la i-ésima
entrada, con 1 <17 < m, es

by (@) = ( )A”UWJFZ( )M (1,1;)

n n n— n .
= ( )Ai Ui+ (1) A g (Dt + - + (m B Z) Gim (M — )ty

siie<m-—1"

=

donde P;;;(n) = (7)gi7i+l(l)ui+l7j, es un polinomio de grado a lo mas m — 1 en la variable n.
Ademads, como cada \; # 0 entonces

bia(u;) = i PW Z P j(n
=0

Asi, tenemos que para cada indice 7, con 1 < j <k,

m—1

i(z 'L,l,_y An) 1§j§k7

=1 =0
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Prueba de la Proposicion . Supongamos que {vy,...,U,_x} es base del subespacio Y y
expresamos cada uno de estos vectores como combinacion lineal de los elementos de la base B,

m
U, = E vy, T, 1<r<m-—k.

l=1
Por el Lema [2.10, p(n) > 0 si y sélo si
Usando las propiedades de los multivectores, se obtiene la siguiente expresion

0 = F(?j) /\F”(uk)/\vl/\ /\ﬁm,k

= <Z 1,1 ZII“> A (Zblkyl(ﬁk)flk> A
_ ip—=1

1

m m

E : l1,1ml1 A E , Ul =k Ll g
=1 l —

m—k=1
= < Z sgn(o 1,1 (1)« Do ()1 (Uk) Vo (k1)1 - - 'Uo(m),m—k> Ty N N Ty
€S
Como ¥ A --- A Z,, # 0, entonces
0 = Z 8G1(0)bo(1),1(U1) * *  bo(h),1 (Uk) Vo (k+1),1 * * * Vo (m)m—k
O’ESm
m—o (k)
= Z sgn(o ( Z Poy1(n Ao )) ( Z Po(k),l,k(n))‘g(k)>'Ua(kJrl),l © Uo(m),m—k
O'ESm =0
= > Pan)o) - Ao)”
UGSm
= Z Py(n)Ag
TESm

Prueba de la Observacion Para [ = 2 se tiene que G* = (g; j(2)), donde

e B [0 sijAi42
gi,j(2) - Zgz,rgr,] = Gi,i+19i+1,j = { Sii+1Si4142 S j — 42 S m

Supongamos que para [ > 2, la matriz G' satisface (3.3). Como G = G!'G = (g:;( + 1))
donde

(0 sijAitl+1
911 +1 ng 9rg = Giirt()givr = { ffl Sprp1 Sij=i+14+1"

concluimos la afirmacion. [l
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3.2. Analisis del conjunto > para X de dimensién 1 y
m > 2

Como mencionamos en la introduccién de este capitulo, en C?, en el caso en el que el
isomorfismo F' no es diagonalizable, la matriz [F]p con respecto a la base candnica de Jordan
B = {#, %5} es un tunico bloque. Esto es,

Fa= (3 )

donde A € C\ {0} es el valor propio de F.

Sin embargo, en el espacio complejo C* tenemos dos casos, esto es, la matriz [F]p con
respecto a la base candnica de Jordan B = {Z, 75, ¥3} tiene la forma

Ao 100 Ao 100
casol: [Flg=| 0 X\ 1 obien, caso 2: [Flg=| 0 X\ 0
0 0 X\ 0 0 A

donde A1, Ay € C\{0} son los valores propios de F'. Es por esta razén que el andlisis del conjunto
. esta dividido en dos casos.

3.2.1. Prueba de la descripcién de Y en C?

El isomorfismo lineal F' : C* — C? tiene un tinico valor propio A € C \ {0} y su matriz
asociada con respecto a la base candnica de Jordan B = 7,75 es un tnico bloque. Por esta
razon, tenemos que

(F = \)(&) = 4, (3.4)
(F = X)*(#) = 0, (3.5)

donde la transformacién I : C2 — C? es la identidad.

Antes de probar el Teorema [3.3 veremos dos resultados que seran de utilidad. El primero
de ellos describe explicitamente las imagenes de los elementos de B bajo F™.

Lema 3.9 Sin € Z, entonces
Fn(fl) = )\nfl Yy Fn(fg) = n)\"flfl + )\nfg

Prueba. Vamos a probar la afirmacién por induccién sobre n (cuando n € N). Paran = 1, por

" y " se cumple que

F(Z) = A7,
F(_‘2> - fl‘i‘)\fg
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Supongamos que paran > 1 se satisface F™(7)) = \"Z; y F"(Z5) = nA\" 17+ 7. Entonces,

FnJrl(fl) — F(Fn(fl)) - F()\nfl) — )\n+1j:1

F'(Zy) = F(F'(&)) = FA\"78 + N'Ty) = n\"Ey + AT + A7
= (n+DX"T + AT

Por lo que se tiene el resultado para todo n € N.

Como F~1(7)) = %fl y F7Y(%,) = —/\%fl + %fg, entonces para n € Z~, F" = (F~HI" y
asi la prueba se hace de manera anéloga. U

Como dimc(X) = dimc(Y) = 1, entonces X = (@;) y Y = (¢), de manera que
Uy = U107 + Uz To, U1 = v1,1%1 + V2,17.

Lema 3.10 Con la notacion anterior, si p(n) = dimc(F™"(z)NY) yX:={n € Z : p(n) > 0},
entonces
Y={n€Z: a\"+amn\" ! =0},

donde a; = U11V2,1 — U21V11 Y A2 = —U2,1V21-
Prueba. Por el Lema w(n) > 0 para algin n € Z si y sélo si F"(u;) A vy = 0. Como
Fn(ﬁl) = (Uljl)\n + U271n/\n_1)fl + Ugyl/\nfg,

entonces
n( - — n n—1 n\ = =
F™(ty) AUy = (41,1021 A" 4+ 2102 1nA" T — ug 101 1 A") T A s

Por lo que se obtiene la ecuacion
A" + agn "t =0 (3.6)

Por lo tanto, X = {n € Z : a;\" + asnA\"~! = 0}. O

Prueba del Teorema Por el lema anterior, ¥ = {n € Z : a1 \" + agn\"~' = 0}, como
A # 0, entonces la ecuacién (3.6]) se satisface si y sélo si

<h+%n:0 (3.7)

Si as = 0, entonces a; = 0 y esto implica que X coincide con Z. Si as # 0, entonces (3.7]) es un
polinomio en la variable n de grado 1, por lo que tiene una tnica raiz en C. Por lo tanto, el
conjunto X tiene a lo mas un elemento, cuando dicha raiz es entera. 0
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3.2.2. Prueba de la descripcién de ¥ en C3

Como hemos mencionado, tenemos dos casos cuando el isomorfismo lineal F' : C3 — C? no
es diagonalizable. Los casos dependen de si la matriz [F]p consiste de un solo bloque de Jordan

o de dos.
Caso 1: [F]p es un bloque de Jordan.

En este caso, tenemos que (F' — A\ 1)?(Z3) = 0, por lo que
o= (F—M\NI)(T),
fQ = (F - )\1[)(.’?3)
Observacion 3.11 FEn este caso, se satisface
F(fl> - A1:?17
F(fg) - fl + )\1f2,
F(fg) = fg + )\1f3.
Prueba. Como
O - (F - All)s(fg) — (F - )\1[)(.?1),
entonces F'(71) — M\ 21 = 0 por lo que F(¥1) = A\ 7.
Anéalogamente, de
(F' = MI)*(T5) = (F — M I)(2),
tenemos que F(Z) = Z1 + A\ Zs.
Finalmente, de 5 = (F — M\ I)(Z3), tenemos F(Z3) = Ta + A\ Ts3. O
El siguiente lema describe explicitamente las imagenes de los elementos de la base B bajo
F" con n € Z.
Lema 3.12 Si [F|p es un bloque de Jordan, entonces para cada n € 7 se tiene
Fn<fl) - )\?fl
Fn(fQ) = n)\?_lfl + )\?ZZ"Q
n(n —1)

Fn'(Z3) = TA?_zfl + NN Ty + N[ T

Prueba. La prueba comienza por induccién en Z™ y se continua de manera andloga a la prueba
hecha en el Lema [3.9] O

Como dimeg(X) =1y dime(Y) = 2, entonces X = (i) y Y = (¥, %), de manera que

Uy U1,1T1 + U2 1T2 + U313,
U1 = V1121 + V2172 + V3123,
Up = W12T1 + V22T2 + U323,
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Lema 3.13 Con la notacion anterior, si p(n) = dimc(F™"(z)NY) yX:={n € Z : pu(n) > 0},
entonces

-1
Y= {n €7 : a A} +na NP+ %%)\?—2 = 0}‘

donde ay,as y as dependen de los vectores uy, v, y Us.

Prueba. Por el Lema p(n) > 0 para algin n € Z si y sélo si F"(u;) A vy AU = 0. Como

ugn(n —1)

Fn(ﬁl) = <U1,1)\? + Ug}ln)\?_l + )\?_2) fl + (Ug’l/\? + U3’1n/\?_1>.7j”2 + Ug}l)\?fg.

Entonces
S Lo n o1, uzan(n—1)
F”(ul) A U1 A Vg = |:(U171/\1 + U271n)\1 1 + %)\1 2)’0271’0372
n e usin(n—1) ,,_
— <U1’1)\1 + uzm)\l ! + #)\1 2) U31U2 2

n n—1 n n—1
—(ug 1 AT + ug 1n AT )v1 1030 + (U2 1 A] + us 1nAY T )vs 1012

+u3, 1011 V22 — U3,1U2,1U1,2Xf] Ty N\ Ty N\ T3
de donde obtenemos la ecuaciéon
a A\ 4 nag\tt 4 n(nT_nag/\T_2 =0 (3.8)
Por lo tanto, el conjunto Y coincide con el conjunto de soluciones de la ecuacién . 0]

Prueba del Teorema (3.4, Por el lema anterior, > coincide con las soluciones de la ecuacién
(3.8). Como A; # 0, entonces dicha ecuacién se satisface si y sélo si

a n(n —1)a

=0. 3.9
N o (39)

Si ay = a3 = 0, entonces a; = 0 y por tanto, el conjunto ¥ coincide con Z. Si as # 0, o bien,
as # 0, entonces (3.9) es un polinomio de grado a lo mas 2 en la variable n, por lo que tiene a
lo més dos raices en C. Por lo tanto, el conjunto I tiene a lo mas dos elementos. ([l
Caso 2: [F|p es la suma directa de dos bloques de Jordan.

En este caso, la base de Jordan B = {Z, 75, 73} es tal que &y = (F — M) (Z2) y

(F—XMID?*#) = 0
(F = NoI)(#5) = 0.

Asi, tenemos la siguiente observacion.
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Observacion 3.14 Se satisface que

F(fl> - /\lfla
F(Zy) = 1+ Mo,
F( _»3> = /\253.

El siguiente lema describe explicitamente las imagenes de los elementos de la base B bajo
F" con n € Z.

Lema 3.15 Si [F|p es la suma directa de dos bloques de Jordan, entonces para cada n € 7 se
tiene

F'(z) = M)
Fn< 2) = n)\?flfl + )\?fg
F'(Z3) = A3

SRS

!

Prueba. La prueba comienza por induccién en Z™ y se continua de manera andloga a la prueba
hecha en el Lema [3.9] O

Como dimeg(X) =1y dime(Y) = 2, entonces X = (i) y Y = (¥, %), de manera que

Uy = U1T71 + U2 1T2 + U31T3,
U1 = U11%1 + V2,1T2 + V3123,
Uy = V12T + V22T2 + V3273,

Lema 3.16 Con la notacion anterior, si u(n) = dimc(F"(X)NY) yX:={n € Z : u(n) > 0},
entonces
Y={n€Z: a\] +na X' +az\y =0}.

donde a1, as y az dependen de los vectores iy, Uy Y Us.

Prueba. Por el Lema p(n) > 0 para algin n € Z si y sélo si F"(u;) A vy AU = 0. Como
F(i0y) = (upg A} + ugin N DT + ug i N[ T + uz 1 Ao Ts.

Entonces

n(= = - n n—1 n n—1
F (Ul) A (%1 A Vy = [(ul,l)‘l + ’LL2717’L)\1 )’U2,11}372 — (ul,l/\l + u271n)\1 )"U371’U272
n n
—U2,1V1,1V3 2] + U 103101 2A]

n nl— — —
+U3,1'U171U272)\2 — U371U2’1?}172)\2]l’1 A WA x3.
Factorizando A} y A}, obtenemos la ecuacion
a A7 4 nag T 4 asA\y =0 (3.10)

Por lo tanto, el conjunto ¥ coincide con el conjunto de soluciones de la ecuacién (3.10)). 0

Prueba del Teorema (3.5 Por el lema anterior, > coincide con las soluciones de la ecuacién

(3-10).
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a)

b)

Si ajas # 0y az = 0, entonces el conjunto ¥ = {n € Z : a;\? + nax\7~' = 0} tiene a lo
mas un elemento como en la prueba del Teorema [3.3]

Sia; = 0y asas # 0, entonces ¥ = {n € Z : na\}"' + az\} = 0}. Supongamos que
|A1] < |A2| ¥ reescribiendo tenemos que

a2
—A"+a3 =0,
n)\l as

donde A = A\;/X2. Como |A| < 1, entonces

, a2
lim n—A" + a3 = as.
n—oo Al

Analogamente a la prueba de la Proposicion m tenemos que na A" 4 azA\} = 0 para

una cantidad finita de n > 0. Si n < 0, entonces n = —|n| por lo que se satisface
2 )\1 3 )\2 ;
entonces a
(lg)\l — —3A|n| = 0.
n|
Por lo que,
a
lim ag)\l — —3A|n‘ = CLQ)\I

y analogamente a la prueba de la Proposicion tenemos que nag A} 4+ az\} = 0 para
una cantidad finita de n < 0.

El caso en el que [A;| > |\o] es andlogo a lo realizado. Finalmente, si |A;| = |A2|, entonces
|A|] = 1. Siendo asi, ¥ tiene a lo mas dos elementos. En efecto, si n y n’ estdn en X,

entonces a a
2 2 !
n—A"=n'Z=A",

A A1

de donde |n| = |n/|, entonces n = n' o bien n = —n'. Por lo tanto, el conjunto ¥ siempre
es finito.

Si as = 0, entonces ¥ = {n € 3 : ey A} + ag\y = 0}. Por el Teorema el conjunto X
tiene a lo mas un elemento, coincide con Z, o bien, es una progresion aritmética.

Si ajasaz # 0, entonces ¥ = {n € Z : a;\} + nax NPt + az\y = 0}. Si || # |Ao,
procedemos como en el inciso b), pues tenemos

A\ ag (A" B
(11<)\—2) +n)\—1(>\—2) +a3—0,

a Ao\
al—i—n/\—?—l—ag()\—i) =0,

o bien,
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de manera que X es finito.

Si |A1| = |A2| v consideramos n y n’ que satisfacen la ecuacién (3.10)), entonces
y y

a a ’
(al + nﬁ)/\" = (a1 + n’)\—j) A",

donde A = Ay /). Por lo que

a9 ’ a9
a+n—| = +n'— 3.11
v = o+ (3.11)
En lo siguiente usaremos las expresiones:
a = ¢+ Zdl
as .
— = c+1id
" 2 2

con ¢j,d; € R, j € {1,2}. Entonces

2

a; + n% = (c1 +ncy)? + (dy + nda)* = ] + 2ncicy + nPcs + di + 2ndydy + n*d;

1

2
= (c1 + ') + (dy +n'dy)? = & + 2n'ciey + 0?2 + &2 + 2n'dydy + n'?d>.
1 2 1 2

a2
a; +n'—
A

De la igualdad (3.11)), tenemos
(n —n')(2¢1c0 + 2dydy) + (n* —n'?*)(c3 + d5) = 0,

(n —n')(2c1ca + 2d1ds + (n+n')(c3 + d3)) = 0.

Sin # n', entonces
2c1¢9 + 2d1dy + (n + n’)(cg + d%) =0.

De esta manera, obtenemos que ¥ coincide con Z cuando ¢3 + d3 = 0. En el caso en que
c3 + d3 # 0, entonces
, 2(61C2 + dldg)
n=-——-s->5 "N
c; +d;

por lo que el conjunto ¥ tiene a lo més dos elementos.
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3.2.3. Prueba de la descripciéon de ¥ en C™, m > 4

En esta seccion consideramos un isomorfismo lineal F': C™ — C™ no diagonalizable con un

tnico valor propio A € C\ {0}. Es decir, existe una base canénica de Jordan B = {#1, ..., T}
tal que (F — A\I)™(%,,) =0y
t; = (F = \)"™(Z), 1<j<m-—1.

De esta manera tenemos que
F(fl) = )\fl
F(il_f']) = fj—l + )\fj, 2 S] S m.

Lema 3.17 Sin € Z", entonces

J
(%) = Z (] ﬁ /{:) AR (3.12)

donde (jfk) =0sij—k>n.

Prueba. La prueba se hard por induccién. Para n = 1 tenemos que, para j > 1 (para j = 1 es
evidente),

i
1 .

Z (j — k> ANTURE = 3 + AT = F(Z)).

k=1

Supongamos que se satisface (3.12)) para n y probemos para n + 1. Tenemos que

F™H(E,) = F(F'(E,)) = F(Z} ( o k) An—o—mfk) _ ; (j " k) =GB (T,),

]_

Si j = 1, entonces F"*(#)) = \""1#,. Si j > 1, entonces

Fili(z,) = (j f 1) ATD=0-Dg, 4 Z ( )A”—U—k)(fk_l + \Ty).

Como
VAR ) = ( )A”U’%“ ' ( )W”U’f)fk,
de donde
J j—1
( n )An—(J—k) L ( n ) (nt)-G-B g,
k=2 J—k k=1 J—k-1
entonces

J -1
3 <j " k) NGB () AR = (J g 2) ABHD-G-1) Z (n + ) AHD-GR) 7
k=

k=2
4 (O) )\n+1 ]
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Por lo tanto,

J
Fry(z Z (n—l— 1) A(HD=(G—k) 2
=1

Observacién 3.18 Para cada 1 < 5 < m se cumple
P = (s,

k=1

Prueba. Sabemos que F(Z;) = A%}, entonces ¥; = AF~!(Z}), por lo que

F71<£L' N\ {f :Z 1 k)\f(lJrlfk)fk

k=1

Consideremos 1 < 7 < m y supongamos que se satisface

J
= Z(—l)j’k)ﬁ(”j*k)fk,

k=1

vamos a probar que se cumple la igualdad para j + 1.

Como F(Z;41) = &; + A\T;41 tenemos que T = F~H(Z;) + AF~Y(Zj41), de donde

J
F N Z) = —X'FUE) + A E = —AT D (1IN R AT,
k=1
J+1
— Z(—l)j+1_k/\_(l+j+1_k)fk
k=1

Por lo tanto,

i
= Z<_1)j—k)\—(1+j—k)fk

k=1

para todo 1 < j < m.

Con esta observacién expresamos a F~"(Z;), n € Z" de manera andloga al Lema m

Lema 3.19 Sin € Z*, entonces

J
Z j n+]_k—1)')\_(n+]_k)fk
E)l(n —1)!
=1
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Prueba. La prueba se hara por induccion sobre n. Para n = 1 tenemos que

J J
1+J—k’—1) NIk 7 ]k— j—k) = —1(z
AN UH-hg — Y(&))
2t e J
Supongamos que para n > 1 se satisface
J
— —k)l(n—1)!

Tenemos que F~"*V (%) = F~1(F~™(Z;)) para toda j. Entonces

J . —k—1)! .
F(5) = F”(D—l)f-““ﬂ ‘ )A*”*J"“)f’k)

2 G i = !
J .
+j—k—1) =
_ _1jk(n A= =R ()
2V k
(n+j—k-1)! k) k—1y —(14+k—1) =
= Y (-1t AR Y (1) i
po (J = k)!(n—1)! p—
- ‘
_ ’ Z(_l)j— (n +] — k- 1) )\—(n-l-l-‘rj—l)l_fl
et (= k) —1)!
Por lo que
J
(@) = SR nx 0 313
=1
donde .
j
_ (n+j—k—1)! 1< <m,
P =2 R 1<is)

Afirmacion: Para todo 1 < j < m se satisface

(n+1)+5—1-1)!
G=D(n+1) -1

Biy(n) = (3.14)

Sij=1,entoncesl =1y

S (n+l—k-1! (a1 +1-1-1)
}%WQZE:ufwmm—1ﬂ:1_(1—nwn+n—1w

Ahora supongamos que es cierto para 1 < j < m, es decir, se cumple

(n+1)+j—1-1)
(7 =D (n+1) =1)!

P j(n) =
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para toda [ < 7 y vamos a demostrar la igualdad para j 4+ 1. Tenemos que

L+ G+ —k=1) ZJ: (n+j—k—1)

Pan) = 2 (GEn —mie =1y — 22 (= Ri(n—1)

R e R VR L S R A )}
== (-1 +; G— k= 1)
(n+j—(1—1)—1)
== (n—1) + P ;(n)
(n+j—1) (n+1)+5—-1-1)!

=D =1 G =D +1)-1)
_ G+ -0 ((n+ D)+ +1)—1-1)
G+ =Dt (G+1)=Di((n+1) =11

Por lo tanto, se cumple la afirmacién. Regresando a la demostracién del Lema, sustituimos

(3.14) en (3.13]) y obtenemos

4 +1)+5—-1-1)!
n+1 A~ (n+1+4j5— l)H
; —OH(n+1) = 1)!

lo cual lo reescribimos como

~ () = el DA g k- 1) —(n+14j—k) 2
) ;( RN (CES Sy ¢

Concluimos lo que queriamos demostrar. O

Como dimc(X) =1y dime(Y) = m — 1, entonces X = (1) y Y = (¥,...,0,_1). Cada
uno de estos vectores lo expresamos como combinacion lineal de la base B,

m
ﬁl = E ukfk
k=1
m
vy = g Ui Tk, 1<7<m-—1L1
k=1

donde



es un polinomio en la variable n de grado m — j y
F7 (i) =A") Q5 ()i,
j=1

donde

oy i (n+k—g3—=D!
Q=2 (=) (k—j)!(n—l)!)\( s

es un polinomio en la variable n de grado m — j

k=j

Prueba. Tenemos que

m m k
F'(u,) = ZukF"(fk) = Zuk(Z (ki l) /\n—(k—l)fl)
k=1 k=1 =1
m k
= )\HZZ(k;qil )\( l)u X

I
>
3
O
“3F
S5

j=1
Analogamente
m m k
o n+E=1-D" o
F" (i) = u () = uk< (—1)~ A~ (k=) 7
L 2
m k
_ o n+E=1-1)"
= A" -1 k l(n A (k=0),, =
2 2V gy

O

Lema 3.21 Con la notacion anterior. Si u(n) = dimc(F*(X)NY) yX:={n € Z : pu(n) > 0}
entonces

Y= {n VAR Z sgn(a)aaQ:(l)(n) = O} U {n €Lt : Z sgn(0)asQ, ;) (n) = O}.
0ESm c€Sm
donde los coeficientes a, son constantes que dependen de los vectores vy, ...,Um_1 Y Sm €s el
grupo simétrico.

Prueba. Sabemos que u(n) > 0 siy sélo si F™(u1) AUy A -+ AUp,—1 = 0 para cualquier n € Z.
Sin € ZT, entonces

Fn(ﬁl) VAN '171 VANRREIVAY Um,1 = <)\n Z Qj(n)a‘:}) VAN (ka,lfj> VANRRIIVAY (ka,mlfj)
i=1 j=1

= ()\n Z sgn(U)Q;(l)(n) 1)0(2)71 cee ’l)g(m)’@)fl VANRREIVAY fm,

ocESm ;’
(el
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como \"x A --- AT, # 0 entonces

Z sgn(0)as Q) (n) = 0.

O'ESm

De manera analoga se obtiene que

Z sgn(0)asQ, ) (n) = 0.

O'ESm

Prueba del Teorema |3.6. Por el Lema tenemos que
Y= {n SYARE Z sgn(a)aUQ:(l)(n) = 0} U {n SYARE Z sgn(o)asQ, ) (n) = 0}.
G’GSm O'ESm

Si cada a, = 0, entonces X coincide con Z. Si a, # 0 para algin o € S,,, entonces Q;r(l)(n) y

Q;(l)(n) son polinomios en la variable n de grado m — o(1). Asi, las expresiones
> 5@, Qi) v Y sgn(0)a,Qyy(n)
oESm oESm

son polinomios de grado a lo mas m — 1 en la variable n, ya que 1 < o(1) < m. De esta manera,
cada uno de estos polinomios tiene a lo mas m — 1 raices en C. Por lo tanto, X tiene a lo més
2(m — 1) elementos (aquellas que sean enteras). O

o4



Capitulo 4

Conjetura de clasificacién de Arnold

En este capitulo continuamos trabajando con X y Y subespacios lineales del espacio com-
plejo m-dimensional C™, m > 1, de dimensiones complementarias k y m — k respectivamente.
Consideramos también un operador lineal F' : C™ — C™ con valores propios Ai,..., A, la
funcién p : Z — NU {0} definida como p(n) = dimc(F"(X)NY) y el conjunto

Y:={ne€Z:un) >0}

Rosales-Gonzalez [13] enuncié por primera vez la conjetura de clasificacién de Arnold, la
cual trata de establecer una caracterizacion geométrica de los subespacios lineales X y Y cuan-
do el conjunto X es infinito.

Conjetura de clasificacién de Arnold (CCA). Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) El conjunto X es infinito.

(i1) Existen nimeros enteros a,q con 0 < a < q y un subespacio j-dimensional V invariante
bajo F9 tal que para X = F*(X), los nimeros

a = dime(XNV),
8 = dime(Y NV),

satisfacen que o+ > j.

En [13], el autor demuestra que si existen tales enteros a,q y el subespacio j-dimensional V',
entonces el conjunto X es infinito. La prueba es debido a la invarianza de V' bajo F'?, ya que
F#(V) =V para cualquier entero s € Z. Asi, dimc(F?®(X NV)) = dimc(X NV) = a, por lo
que
dimc(FPT(X)NY) > dimc(FEH*(X)NnY NV)
= dimc(F®(X)NV) + dimc(Y N V) = dime((F¥(X)®Y)NV)
> a+p—7>0.

De esta manera, el conjunto 3 contiene a la progresion aritmética {a+g¢s : s € Z} y se concluye
que X es infinito.
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El primer resultado de este capitulo es sobre la otra implicacion de CCA, demostramos que
es cierta cuando el subespacio X es de dimension 1.

Teorema 4.1 Sean X, Y C C™ subespacios lineales de dimension compleja k y m — k respec-
tivamente; y F : C™ — C™ un isomorfismo lineal y m > 2. Sik =1 (o bienm —k =1) y el
conjunto

Y={neZ:un)=dmc(F'(X)NnY)>0}
es infinito, entonces existen enteros a,q con 0 < a < q y un subespacio lineal j-dimensional V',
invariante bajo F?, tales que para X = F*(X) los nimeros

a = dime(XNV),
8 = dime(Y V),

satisfacen la desigualdad o + 5 > 7.

Prueba. Por la Observacién basta considerar el caso k& = 1 pues el caso m —k = 1 es
analogo. Como F' es un isomorfismo lineal, entonces por las proposiciones v[3:2 el conjunto
3} consiste de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas. Por
hipétesis, > es infinito, entonces contiene al menos una progresion aritmética, esto es, existen
enteros a,q con 0 < a < q tales que

{a+ql:leZ}CE={neZ:dimc(F"(X)NY) >0}

Para cualquier n € Z, tenemos que dimc(F™(X)) = 1, por lo que F**%(X) C Y para toda
[ € Z, en particular X = F(X) C Y. Sea V el subespacio j-dimensional generado por el
conjunto (J,c, F*T%(X). Este subespacio es invariante bajo F, ademds X CV C Y y

a = dimc()A(ﬂV) =1

B = dime(YNV) =]
Por lo tanto, a + 8 =147 > j. O
Para continuar con el andlisis de la conjetura de clasificacion de Arnold, suponemos que los
subespacios X y Y son tales que dimc(X) = 2y dime(Y) > 1. Como la dimensién compleja

del subespacio Y es complementaria a la de X, entonces el primer espacio complejo a estudiar
es C*. Antes de enuncia el teorema, establecemos la siguiente definicién.

Definicién 4.2 Decimos que un operador lineal F' : C™ — C™ con valores propios Aq, ..., Ay,
tiene k-resonancias si existen dos subconjuntos distintos I = {iy,... ik}, J = {Jj1,...,jk} de
{1,...,m},conig < -+ <ipyj1<- - <jg tales que

()‘il e )\Zk)p = ()\jl e Ajk)p
para algin p € Z \ {0}.

Observacion 4.3 Cualquier operador lineal F' : C™ — C™ sin k-resonancias es no degenerado
y diagonalizable.
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Prueba. Supongamos que F' tiene un valor propio cero, sin pérdida de generalidad \; = 0.
Entonces

(MAs, A )P =0 = ()‘1)‘Jé T )\jk)p

ik
para cualquier p € Z\{0} y cualesquiera subconjuntos {1, s, ..., i}, {1, 72, ..., jx} de {1,...,m}.
Esto es una contradicciéon porque F' no tiene k-resonancias, por lo tanto, ningiin valor propio
de F es cero (F' es no degenerado).

Si suponemos que F' tiene dos valores propios iguales, sin pérdida de generalidad, A\; = A,
entonces

(Al)‘iz T )\lk)p = ()‘2/\i2 T Alk)p

para cualquier p € Z \ {0}, donde iy > 2. Nuevamente, esto es una contradiccién. Por lo tanto,
F' es diagonalizable. 0

Asi, bajo la hipétesis de que el isomorfismo lineal F' : C* — C* no tiene 2-resonancias,
entonces la segunda implicacién de CCA es cierta.

Teorema 4.4 Sean X,Y dos subespacios 2-dimensionales de C* y F' : C* — C* un operador
lineal sin 2-resonancias. Si el conjunto ¥ = {n € Z : p(n) > 0} es infinito, entonces existe un
subespacio j-dimensional V' de C*, invariante bajo F, tal que los niimeros

a=dimc(XNV) Y B =dimc(Y NV)
satisfacen que o+ B > j.

La demostracion de este teorema se encuentra en la seccion de este capitulo. Cabe
destacar que esta prueba usa en mayor medida las propiedades de los 2-vectores y las m — 2
formas que recordamos en las secciones[I.3]y Ademds, de las cosas més interesantes de esta
prueba, es que a cada s-vector le asociamos una grafica (de manera dual también a cada s-
forma) y en la seccién demostramos propiedades sobre estas graficas. Por ello, es pertinente
recordar la definicién de grafica (ver [5] para més informacién).

Definicién 4.5 Una grifica G es una tripleta ordenada (V(G), E(G), fo) consistente de un
conjunto no vacio de vértices V(G), un conjunto de aristas E(G) (ajeno a V(G)) y una funcion
de incidencia fg que asocia cada arista de G con un par no ordenado de vértices de G (no
necesariamente distintos). Si e es una arista de G y w,v son vértices tales que fg(e) = uwv,
entonces se dice que e une a u y v o bien v y v son adyacentes; los vértices u y v son llamados
los extremos de e. La grafica es simple si cada arista es asociada con un par de vértices distintos
y existe una unica arista para cada par de vértices.

Finalmente, si B = {1, ..., 7} es la base de C™, m > 4, formada por los vectores propios
de F', entonces tenemos el siguiente resultado. Su prueba se encuentra en la seccién de

este capitulo.

Teorema 4.6 Sean F': C™ — C™ un operador lineal sin 2-resonancias, X yY subespacios de
C™, m > 4, tales que dimc(X) = 2 y dimc(Y) = m—2. Si el subespacio X no estd contenido en
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ningun subespacio generado por algun subconjunto de la base B, el subespacio Y es distinto de
cualquier subespacio generado por algin subconjunto de B, y el conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0}
es infinito, entonces existen niumeros enteros a,q, con 0 < a < q y un subespacio j-dimensional
V' de C™, invariante bajo F9, tal que los nimeros o = dimc(FY(X)NV) y B =dimc(Y NV)
satisfacen que a+ 3 > j.

4.1. Los soportes de un s-vector y una s-forma

Recordemos que en las secciones y [1.3] denotamos al espacio vectorial de las s-formas
en C™ sobre C por A\*(C™") y al espacio de los s-vectores en C™ sobre C por A\*C™.

Si B ={Z,...,%,} es una base de C™ tenemos las formas bésicas z;:C" = C,1<j<m,
definidas como z(¥)) = vj, donde ¥ = )", v;. El conjunto

B i={¢; = N---Naxj T ={i,...,iy C{1,...,m}, i <--- < i}
es una base del espacio vectorial A*(C™") y el conjunto
B, I:{E[:fil/\"'/\ffisZI:{il,...,iS}g{l,...,m},il < v <is}

es una base del espacio vectorial A C™.

Dado un s-vector w, definimos en la seccion el subespacio vectorial D,, como
D, ={veC":dAw=0}

y el operador lineal ©,, : C™ — A*"' €™ definido como Q,, (%) = ¥ A w. Ademés, este operador
tiene rango (m—s) si y sélo si w es factorizable por un subespacio s-dimensional W (ver Defini-
ci6n |1.13). En efecto ya que D, es el nicleo de €, el cual es s-dimensional si y sélo si D, = W.

Ahora bien, si U es un subespacio (m — s)-dimensional de C™ generado por el conjunto de

vectores linealmente independientes {1, . .., U,_s}, entonces el (m—s)-vector u = Wy A+ - Al —s
define una aplicacion ¢, : C™ x --- x C™ — C que satisface
vV
S veces
*x [ = — — —
or(Z1,...,Z) = a1, m, donde uANZIA---ANZs=a1 _mEi. m

Claramente, ¢} es una s-forma en C™ ya que el producto exterior es multilineal y alternante.

Definicién 4.7 Sea U un subespacio (m — s)-dimensional de C™ y ¢* una s-forma. Decimos
que ©* es factorizable por U si p* = ap’ para algin (m — s)-vector u factorizable por U y algin
nimero a € C\ {0}.

Sean w un s-vector y ¥* una s-forma en C™. Expresandolas en términos de las bases By y

B?, tenemos que
w = E arkr,

I:{ilv"'ais}g{lw":m}7
1 < - <ls
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Y = > b
J={j1,...,Js} CA{1,...,m},
J1<---<Js

Definicién 4.8 Sea B = {#,...,Z,,} una base de C™ y w un s-vector (o bien, ¢* una s-
forma). El soporte de w (andlogamente el soporte de p*) respecto a la base B de C™, denotado
por supp(w) (supp(¢*)), es la grafica simple tal que

1. su conjunto de vértices es el subconjunto definido como

V(supp(w)) = {iel:IC{l,...,m},a; #0}
(V(supp(¢®) = {jeJ:JC{l,...,m}bs#0}),

2. su conjunto de aristas estd conformado por las aristas e; ;,, que unen los vértices i; e
iy, L =1,...,8 — 1, para cada I = {iy,...,i5} tal que ay # 0 (andlogamente para las
aristas del soporte de ¢*).

Ejemplo: en C® consideremos el 3-vector
w:fl/\fQ/\fg—:f:'l/\fg/\f4+3:?1/\:i”2/\f4.
El soporte de w tiene cuatro vértices V (supp(w)) = {1,2,3,4} y cinco aristas
E(supp(w)) = {e12, €23, €13, €34, €24},

como se ve en la Figura [4.1]

2 2.3 3

Figura 4.1: Soporte del 3-vector w

Observacion 4.9 Sea W un subespacio s-dimensional de C™. Si {¢},..., 0} v {y, ..., W}
son bases distintas de W, entonces los soportes de v = 1 A+ - AUs y w = Wy A+ - - AW respecto a
la base B de C™ son exactamente la misma grafica. En efecto ya que cualquier w; lo expresamos
como combinacién lineal de {7, ..., ¥}, por lo que w = cv con ¢ € C\ {0}.

Debido a esta observacién, dado un subespacio W denotamos por supp(WW) al soporte con
respecto a la base B de cualquier s-vector v factorizable por W.
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Lema 4.10 Sean W un subespacio 2-dimensional de C™, m > 4 y un 2-vector

w= Y a;E

1<i<j<m

factorizable por W. Si I = {iy,is} y J = {j1,72}, 1 <i1 <is <m, 1 < j; < jo < m son tales
que INJ =0 ya; #0, entonces

Ay 1o Qg 1y — Ay I3 Qo 1y T Aty 14 Ay 1y = 0 (41)

donde {ly,...,lu} = {i1,i2,J1,Ja} con ly < ly < I3 < ly. Mds aiin, en C*, un 2-vector w es
factorizable por W si y sélo si se cumple .

Prueba. Primero vamos a demostrar el lema para I = {1,2} y J = {3,4}. Esto es, [; = i con
1=1,2,3,4.

Como el 2-vector w es factorizable por W, entonces el operador lineal €2, : C™ — /\3 cm
definido como €, (¢) = U A w tiene rango m — 2. Observemos que

Qw<fl) == flA( Z CL,‘JEZ'J‘)

1<i<j<m

= E aijEuij — E aij iy + E ai ;i

I<i<j<m 1<i<i<j<m 1<i<j<l

con 1 <1 < m y la matriz [Q,]2* asociada a Q, tiene rango m — 2. Esto quiere decir que
cualesquiera m renglones de esta matriz son linealmente dependientes. Consideramos los m
renglones correspondientes a Ey 23, E24, E134, 234y E19; con 5 <1 < m para formar la
matriz

az3 —aiz aip 0
(24 —Q14 0 a1, 0
A — a3.4 0 —Q14 Aa13
- I
0 asy —aga azs
C D
donde C' es la matriz (m —4) x 4
a2 5 —a1s 0 0

C:

A2.m —A1m 0 0
y D es la matriz (m —4) x (m — 4) diagonal

a1y -+ 0
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Como los renglones de la matriz A son linealmente dependientes, entonces su determinante es
cero, por lo que

Q23 —apz Q12 0
Q24 —Q14 0 a2

0 = det(A) = det det(D),
( ) as3.4 0 —G14 Q13 ( )
0 az4 —Q24 023
de donde
(a12a34 — a13024 + a174a2,3)2a?}2_4 =0,
pero a; 2 # 0 por hipétesis, por lo tanto,
(12034 — (71,3024 + a1 4a23 = 0. (4.2)
Para el caso general, consideramos una funcién biyectiva o : {1,...,m} — {1,...,m} tal que

o(iy) = 1,0(iz) = 2,0(j1) = 3y 0(j2) = 4. Reordenando la base B como B = {Z,x1), ..., Tom)},
tenemos que el 2-vector w se expresa como

w = Z aa(i),cr(j)EU(i)vo'(j)

1<o(i)<o(j)<m
donde a, (i) 0(ip) 7 0 y aplicamos lo hecho en el caso anterior.

Para m = 4, tenemos que By = {E123, E124, E134, E234} por lo que la matriz [Qw]g?’
coincide con la parte superior izquierda de la matriz A. El 2-vector w es factorizable por W si y
sélo si la matriz [€,,] §3 tiene rango 2 por lo que se satisface la igualdad . Reciprocamente,
si se satisface se puede verificar que todos los menores de orden 3 de la matriz [Q,]5° son

cero pero siempre habra un menor de orden 2 distinto de cero. [l

A continuacién demostraremos un resultado necesario para probar un lema andlogo al an-
terior para una 2-forma.

Lema 4.11 Sea W un subespacio (m — s)-dimensional de C™, w un (m — s)-vector factorizable

por W,
w = Z CL[E[
I={i1,emsim—s}C{1,..om}
y " = la s-forma factorizable por W,

o = > b’y

J:{ilv"'vis}g{lv"'vm}

SZJ:{jla7]8}y‘]/:{j£77]7,n—s} Con1§j1<"'<js§m;1§j1<"'<j;n_5§m
son tales que J N J =0, entonces

bJEl,...,m = aJ/E"

-/
I3 dm—s

A E;

17"'»]’8 :
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Prueba. Recordemos que ¢ =z} A--- Axj , entonces ©*(Z5,,...,%;,) = by ya que

o= > ¥y

J:{jl’“-vjs}g{l,...,m}

Por otro lado,

WALy N NTj=ap By NEj . s

’
o dm—s

y por definicién de ¢* tenemos que by Ey ., = w AZj A--- AZ;,, por lo tanto,

biEr,.m =apEy, . NEj .

El resultado siguientes es un anédlogo al Lema [4.10] enunciado para las 2-formas.

Lema 4.12 Sea W un subespacio (m — 2)-dimensional de C™, m > 4 y una 2-forma

pr = Z bijr; N}

1<i<j<m

factorizable por W. Si I = {iy,ia} y J = {j1,752}, 1 <41 <izx <m, 1 < j; < jo < m, son tales
que INJ =0 y by #0, entonces

bll,l2b13,l4 - bll,lsblmh + bl1,l4b12,l3 =0 (4?))

donde {ly,...,1,} = {i1,i2, 71,752} conly < ly < l3 < ly. Mds aiin, en C*, una 2-forma ©* es
factorizable por W si y sdlo si se cumple .

Prueba. Como en la prueba del Lema vamos a considerar primero el caso I = {1,2}
y J = {3,4}. El caso general, que no presentamos, se hace con una biyeccién conveniente
o:{1,.... m} = {1,....,m}.

Como ¢* es factorizable por W, existe un (m — 2)-vector w factorizable por W, tal que
©* = ¢! . Expresamos a w en términos de la base B,,_o,

w= > cujyEugy
1<i<j<m
donde
(’L.,j),: {il,...,im_g} = {]_,,m}\{l,j}, il <L e im_g.

Como {i,7} N (i,7) =0, por el Lema anterior, se cumple
bijEv,..m = cajy By N Eij,

de donde

b1,2 = C34,..m>» bz,s = C14,...m»

b1,3 = —C4,..m, b2,4 = —C135,....,m>
b1,4 = C235,...,m)» 53,4 = C1,2,5,...m-
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El operador lineal €, : C™ — /\m_1 C™ tiene rango 2 porque w es factorizable por W y

Qu(Z) = TN ( > C(i,j)'E(i,jV)
1<i<j<m
- !
= > (=D"eagEgy + Y, (=D 'eaiyEay
i=l<j<m 1<i<j=l

con 1 <[ < m. Su matriz asociada [Qw]gm‘l es de rango 2, esto quiere decir que cualquier
menor de orden mayor o igual que 3 debe ser cero. Vamos a considerar el menor formado por
las primeras 4 columnas y los renglones correspondientes a Ey, Ey, Egy y E4), entonces

0 C(1,2)/ —6(1’3)/ C(174)/
det | a0 —cesy ceay |
C1,3)y —C2,3) 0 C(3,4)
C(1,4y —C(2,4) C(3,4) 0

de donde
C(1,2)C(3,4) — C(1,3yC(2,4y T C(1,ayC23y =0

y sustituyendo obtenemos
by 2034 — b1 3024 + b1 4b23 =0 (4.4)

lo que se queria demostrar.

1 *

Para m = 4, la matriz [Qw]gm* coincide con la matriz anterior. Si ¢* es factorizable por
W, entonces dicha matriz tiene rango 2 y se satisface la igualdad . Reciprocamente, si se
satisface , todos los menores de orden 3 son cero pero siempre hay un menor de orden 2
distinto de cero. 0

Lema 4.13 Sea W un subespacio 2-dimensional de C™ y w un 2-vector factorizable por W,

con
w= Y a;E

1<i<j<m

Si el soporte de w tiene dos aristas definidas por I = {iy,is} y J = {Jj1,j2} tales que INJ =0,
entonces contiene a las aristas e;, j, Y €i,j,, 0 bien, a las aristas €;, j, Y €, j -

Prueba. Sea {l,...,l;} el conjunto {iy, iz, j1, Jo} tal que l; < ly < l3 < ly. Por el Lema se
cumple que
Q15 Qg ly — Al 13 Qlo,l4 + Ay, Qo 1y = 0.

Como [ y J definen dos aristas en el soporte de w, entonces a;, ;,a;, j, # 0, esto obliga a que
uno de los términos de la igualdad anterior también sea distinto de cero. Asi, las aristas e;, ;, ¥
€i,.j, estan en el soporte de w (Figura (a)), o bien las aristas e;, j, ¥ €, lo estan (Figura

(b)). O

De la misma manera, se puede probar el resultado andlogo a este lema para una 2-forma,

usando el Lema [4.12
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11 J1 11 jl

19 j? 19 j2
(a) €iy,j11 Cizgo € E(supp(w)) (b) €i1,j21 Cizn € E(supp(w))

Figura 4.2: Aristas que contiene el soporte de w

Lema 4.14 Si el soporte de una 2-forma factorizable por un subespacio (m — 2)-dimensional
de C™ contiene dos aristas definidas por I = {iy,iz} y J = {j1,J2} tales que INJ =), entonces
también contiene a las aristas €;, j, Y €, ,, 0 bien, a las aristas e;, j, Y €, j, -

En una grafica GG, un camino es una sucesion finita no vacia C = Vj, eq, Vi, e9, Vo, ... €., Vi
cuyos términos son vértices y aristas alternadamente, tales que para 1 <+¢ < r, los extremos de
la arista e; son los vértices V;_; y V;. El camino C es un paseo si sus aristas son distintas por
pares y es una trayectoria si es un paseo y sus vértices son distintos por pares. Una gréafica G
es conexa si y sélo si existe una trayectoria entre cualquier par de vértices.

Lema 4.15 Sea W un subespacio 2-dimensional de C™ y w un 2-vector factorizable por W'.
St W no esta contenido en ningin subespacio generado por algiun subconjunto de la base B de
C™, entonces el soporte de w contiene a todos los vértices {1,...,m} y es una grdfica coneza.
Mas atun, cualquier par de vértices son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que
los conecta.

Prueba. Tenemos que
w = E a,-jj:)?i/\fj = E a[E[
1<i<j<m I={i1,i2}C{1,....m}

y por definiciéon, los vértices del soporte de w es el conjunto

V(supp(w)) ={i € {1,...,m} i € I,a; # 0}.

Supongamos que existe [ € {1,...,m} que no estd en V (supp(w)), esto quiere decir que sil € I
entonces ay = 0. Como w es factorizable por W, entonces para todo v € W se satisface vAw = 0.

Siv= Z:’il v;T;, entonces al desarrollar v A w obtenemos una combinacién lineal de ele-
mentos de la base de los 3-vectores B3, por lo que cada coeficiente debe ser cero. En particular
ajv; = 0 para todo I, entonces v; = 0. Esto implica que W C (%4, ... %1, Z141, - - -, Tm) lo cual
es una contradiccion a la hipdtesis.

Para la segunda parte, supongamos que i; y j; son vértices del soporte de w, con iy < 7.

Si L = {i1, 1} es tal que ay, # 0, entonces existe la arista que une a los vértices i1 y ji; por
lo tanto, iy y ji estan conectados. Si a;, = 0, consideramos I = {iy,is} v J = {J1,72} (con
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el orden adecuado) tales que ara; # 0. Cuando iy = jo, la trayectoria {iy, 9,1} conecta a iy
con j;. Cuando iy # jo, entonces I NJ = () y por el Lema existen las aristas €;, j, v €,
por lo que los vértices i1 y j; estan conectados por la trayectoria {i1, s, j1 }. Concluimos que el
soporte de w es conexo y que cualquier par son adyacentes o existe una trayectoria de longitud
2 que los conecta. O

Definicién 4.16 Sea GG una grafica y a un vértice de G. Decimos que un vértice b de G es
vecino de a si existe la arista ab. El conjunto de vecinos de a es llamado vecindad de a y es
denotado por N(a).

Lema 4.17 Sea W un subespacio 2-dimensional de C™, w un 2-vector factorizable por W vy
a € V(supp(w)). Sibe N(a) yc¢ N(a), entonces existe la arista ey .. Ademds, sib,c ¢ N(a),
entonces no existe la arista e .

Prueba. Como b € N(a), existe la arista e, , pero no la arista e, . ya que ¢ ¢ N(a). Por el lema
anterior b y ¢ son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que los conecta. Si supo-
nemos que existe la trayectoria {b, d, ¢} de longitud 2, con d # a, entonces {a, b} N {d,c} = 0.
Por el Lema existen las aristas e, q y €y, con lo que queda demostrado la primera parte
del resultado.

Para la segunda parte, supongamos que b,c ¢ N(a), es decir, no existen las aristas e, y
€q,.. Como a es un vértice del soporte de w, debe existir al menos un d € N(a) por definicién
de soporte. Si suponemos que existe la arista e ., entonces por el Lema m deben existir las
aristas ab y dc o bien, las aristas e, . y eqp. Cualquiera de los dos casos es una contradiccion,
por lo tanto, no existe la arista e . 0

Si W es un subespacio (m — 2)-dimensional y no contiene a ningtin subespacio generado por
la base B, entonces establecemos resultados andlogos para una 2-forma factorizable por W.

Lema 4.18 Sea W un subespacio (m — 2)-dimensional de C™ y ¢* una 2-forma factorizable
por W. Si W no contiene a ningin subespacio generado por algiun subconjunto de la base B de
C™, entonces el soporte de p* contiene a todos los vértices {1,...,m} y es una grdfica coneza.
Mas atun, cualesquiera dos vértices son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que
los conecta.

Prueba. Como ¢* es factorizable por W, existe un (m — 2)-vector w factorizable por W tal

que ¢* = . Asi,
90* = Z bl(p?
I={i1,i2}C{1,...,m}

w = Z CLJEJ.

J={i1,eim—s}C{1,.om}

Supongamos que existe [ € {1,...,m} que no es vértice del soporte de ¢*, es decir, by, = 0
para todo L = {lj,ls} tal que | € L. Observemos que para cada I = {ij,is} tenemos que
I'={1,...,m}\ Iy por el Lema se cumple que

bIEl,...,m = CL]/E[/ A E].
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Como [ ¢ I para todo by # 0, entonces [ € I’ para todo ap # 0, esto implica que U A w = 0
para todo ¥ = ¢Z; con ¢ € C, por lo que (Z;) C W lo que es una contradiccion a la hipétesis.

La prueba que el soporte de ¢* es una grafica conexa y que cualesquiera dos de sus vértices

son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que los conecta, es analoga a la prueba
del Lema 151 O

Lema 4.19 Sea W un subespacio (m — 2)-dimensional de C™, ¢* una 2-forma factorizable
por Wy a € V(supp(¢*)). Sib € N(a) y c ¢ N(a), entonces existe la arista bc. Ademds, si
b,c ¢ N(a), entonces no existe la arista be.

Prueba. La prueba es analoga a la prueba del Lema 4.17 O

4.2. Pruebas de CCA para X de dimensiéon 2 y m > 4

Recordemos que X y Y son subespacios de C™ tales que dim(X) =k y dim(Y) = m — k.
Denotemos por T al k-vector factorizable por X y su expresién como combinacién lineal de la

base By,
T = Z CLIE].

I:{ily"'7ik}c{l7"'7m}’
i < - -e <l

Analogamente, denotemos por ¢* a la k-forma factorizable por Y y su expresiéon como combi-
nacién lineal de la base B,

o = > b
J={j, gk} C{1,...,m},
Jir <. <Jk
Lema 4.20 Con la notacion anterior, los siquientes enunciados son equivalentes:
1. El conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0} es infinito.

2. Para cualquier multi indice I = {iy,...,1} C{1,...,m} se cumple ajby = 0;

3. El subconjunto I = {iy,..., i1} € {1,...,m} define una trayectoria en el soporte de T si
y solo si la trayectoria I no existe en el soporte de ¢*.

Prueba. Los enunciados 2 y 3 son equivalentes por las definiciones de soportes de T y de *.
Tenemos que p(n) = dimc(F*(X)NY) > 0siy sélo si para cualquier k-vector 7, factorizable
por F"(X) y cualquier (m — k)-vector y factorizable por Y se cumple

Fa AT =0, (4.5)

Como F' no tiene k-resonancias, entonces es un isomorfismo lineal diagonalizable, por lo que

To= Y aF(@) A AFYE) =Y ar(A) By

IC{1,....m} IC{1,...,m}
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donde A; = A, - -+ \;,. Sustituyendo en (4.5)), tenemos

> a(A)"GAE =0

IC{1,...;m}
y por definicién de la k forma * = % tenemos que gp%(:i}l, oo T ) B =Y A Eyp, entonces
< Z (I[(A])n@%(fh, s 7fzk>) El,...,m =0.
1<{1m}

Por otro lado, como ¢* es una k-forma, entonces la expresamos como combinacién lineal de los
elementos de la base B¥,
* *
=Y by

JCA{1,...,m}

Zzale<AI)n¢j(fi17 cee 7flk) =0
I J

y (%, ..., Ty,) =07,y donde 07,y =0si I # Jydyy=1sil=J. Por estarazon, la igualdad
(4.5)) se cumple si y sélo si

de donde tenemos

Z&[b[(/\[)n = 0. (46)

El conjunto X es infinito si y sélo si la igualdad (4.6)) se satisface para una cantidad infinita de
valores n, esto es posible si a;b; = 0 para todo multi indice I por el Teorema ya que F' no
tiene k-resonancias. 0

4.2.1. Prueba del Teorema 4.4

Recordemos que las hipotesis del Teorema son que los subespacios X y Y de C* tienen
dimensién compleja igual a 2, el operador lineal F' : C* — C* no tiene 2 resonancias y el
conjunto ¥ = {n € Z : u(n) > 0} es infinito.

Prueba del Teorema . Consideremos la base B = {7}, Ts, #3, T4} de C* compuesta por
vectores propios de F', T el 2-vector factorizable por X con

T = E Qi iaTiy N Ty,

1<iy <ig<4

y ¢* la 2-forma factorizable por Y con

* . i * *
(10 - z : b]la]ijl/\:Ejg'

1<j1<j254

Tenemos que el conjunto X es infinito si y sélo si a; jb; ; = 0 para todo 7,5, 1 <i < j <4 por

el Lema [4.201
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Si suponemos que X es generado por algin subconjunto de la base B, entonces V = X. Es
invariante bajo I’ ya que F(¥;) = \@;, @ = 2 y existen una infinidad de valores n € Z tales
que u(n) > 0. Dado que F(X) C X para todo n € Z (por ser X invariante bajo F'), entonces
B > 1. Por lo tanto, a + f > dim¢(V'). Andlogamente, si Y es generado por algtin subconjunto
de B, consideramos V =Y.

Supongamos que ni X ni Y estan generados por subconjuntos de B. Bajo esta condicion
tenemos las siguientes observaciones:

1. Los soportes de T y de ¢* contienen al menos dos aristas distintas. En efecto, si el soporte
de T contiene inicamente una arista, entonces = = a;, ;,%;, ATy, por definicién de soporte,
por lo que X estaria generado por un subconjunto de B. Anédlogamente para el soporte
de ¢*.

2. Cualquier par de aristas en el soporte de 7, o en el de ¢*, tienen un vértice en comun. En
efecto, supongamos sin pérdida de generalidad que los vértices I = {1,2} y J = {3,4}
definen aristas en el soporte de 7, entonces aj 2a34 # 0y b1 2 = b3 4 = 0 ya que a; jb;; =0
para todo 7, j. Ademas, por el Lema el soporte de Z debe contener a las aristas e; 3
y €24, 0 bien, a las aristas e; 4 y e23. En el primer caso, tenemos que a; 3a24 # 0 lo que
implica que b; 3 = by 4 = 0, entonces

©" = by ax] AN xy + bosTh N 5.

De esta manera, by 4b25 # 0 (no pueden ser cero ambos porque Y no estéd generado por
un subconjunto de la base B) pero esto es una contradiccién pues por el Lema el
soporte de ¢* deberia contener a las aristas e; 2 y es4, 0 bien, a las aristas e;3 y ez4.
Anélogamente para el soporte de p*.

Supongamos que aj2a23 7 0 (en otro caso basta con reordenar la base B), como cualquier
par de aristas del soporte de Z debe tener un vértice en comun, entonces

E(supp(z)) C {e12, €23, €13}
De la hipétesis a; 2a2 3 # 0 tenemos que by 2 = by 3 = 0 por lo que

E(supp(¢*)) C{e13,€14,€24,€34}.

Caso 1: El soporte de ¢* contiene a la arista e; 3, es decir, by 3 # 0. Entonces a;3 =0y by =0
porque cualesquiera dos aristas del soporte de ¢* tienen un vértice en comun. Asi,

r = al,zfl AN fg + (12,31_"2 A fg,

0" = bigw] Ny + byax] Axy + by axy Az,
con aj2a23b137# 0y by 4 # 0 o bien bs 4 # 0. Consideremos el subespacio 1-dimensional
V = (), (4.7)

es invariante bajo F' ya que F(Z3) = Aods. Si U = aZy es cualquier vector en V| tenemos que
AT =0, por lo que 7 € X y entonces

a=dimc(XNV)=1.
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Como ¢* es factorizable por Y, entonces existe un 2-vector y tal que ¢* = @5, por esta razon
Y= —by 379 N Ty + by aZs A\ T3 + b 471 N To.
Asi, para cualquier vector ¥ en V se tiene 7 Ay = 0 por lo que ¥ € Y y entonces
g =dimc(Y NV) =1,
Concluimos que o + 5 =2 > dimg (V).
Caso 2: El soporte de ¢* no contiene a la arista e; 3, es decir, b; 3 = 0. Entonces

r = a1721?1 N fg + a273£’2 N fg + CL173£')1 VAN fg

O = byax] ANxy + baaxs ATy + bsaxh A xy

con aj2a23 7 0y dos de los coeficientes de ¢* distintos de cero. En este caso, consideramos el

subespacio 3-dimensional
V= <l‘1, X2, $3>7

. . . — 4 — .
el cual claramente es invariante bajo F. Sea ¥ = ), , v;@; un vector en el subespacio X,
entonces
0 = UAZ
= (CLQ’?)Ul — a1,3V3 + al’gvg)fl VAN Z)_S"Q VAN fg + (11,2U4fl A fg VAN Zf4
+CL273U41_"2 VAN .fg VAN .f4 + a1,3v4:fl A .fg A .f4.
Cada coeficiente de esta igualdad debe ser cero pues los &; A Z; A Z; son linealmente inde-

pendientes, en particular a;svs = 0, lo cual implica que vy = 0. Por esta razéon X C V' y

entonces
a=dimc(XNV)=2.

Como ¢* es factorizable por Y, entonces existe un 2-vector y tal que ¢* = ©%. por esta
razon
/y\ == —b174fg A Lfg - b274fl A Lfg + b374fl N fg.

. = 4 — .
Si ¥ =), v es un vector en el subespacio Y, entonces

0 = UAY
= (—61,4?)1 — 52,4’(}2 + b3741}3)f1 VAN fz A fg + b3741}4fl VAN fg A\ f4

—b174’l}4i"2 A fg VAN f4 - 6274’0451 A fg A f4

de donde cada coeficiente debe ser cero pues los Z; A ; A Z; son linealmente independientes, lo
cual implica que vy = 0. Por esta razén Y C V' y entonces

5 = dsz(Y N V) = 2.

Concluimos que o + =4 > 3 = dimc(V). O
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4.2.2. Prueba del Teorema 4.6

Finalmente, probamos la implicacién (i) = (i7) de CCA para m > 4. Recordemos que las
hipotesis del Teorema son que los subespacios X y Y de C™ satisfacen que dimc(X) =2y
dimc(Y) = m — 2 y el isomorfismo lineal F' no tiene 2-resonancias. Ademas, el subespacio X
no esta contenido en ningtn subespacio generado por algin subconjunto de la base de vectores
propios de F'y el subespacio Y es distinto de cualquier subespacio generado por algin subcon-
junto de dicha base.

Prueba del Teorema 4.6 Realizaremos la prueba por inducciéon sobre m. Para m = 4, se
cumple por el Teorema [4.4. Sea m > 4 y supongamos que el resultado es cierto en C™ con
4 <m' <m.

Para m, denotemos por B = {3, ..., 4,} ala base de C™ formada por los vectores propios
de F'y consideremos  un 2-vector factorizable por X. Como X no esta contenido en ningin
subespacio generado por algin subconjunto de la base B, por el Lema [4.15] el soporte de &
contiene a todos los vértices {1,...,m} y cualquier para de ellos son adyacentes o existe una
trayectoria de longitud 2 que los conecta.

Sea v cualquier vértice del soporte de Z y una biyeccién o : {1,...,m} — {1,...,m} tal
que
N = (o) o}y ot 1).....o(m) ¢ N()

Reordenamos B = {¥1,...,Z, 41, ..., Ys} de tal forma que
fl = 60(1)7 ?71 = ﬁo’(t+l)7
ft = ﬁcr(t)7 gs = ﬁa(m)-

Como v es un vértice del soporte de Z, entonces existe al menos otro vértice u tal que u € N(v),
esto quiere decir que t > 0. Ademads, como v ¢ N(v), entonces s > 0, donde ¢t + s = m.

Tenemos que
xr = E Ci’jfl_fi A ?7] + E di,jfi AN fj
i\ 1<i<j<t

donde ¢;; # 0 ya que o(i) € N(v) y 0(j) ¢ N(v) (Lema [4.17); por el mismo resultado, los
coeficientes de g A ¢/, son igual a cero, pues o(t +1),0(t + j) ¢ N(v).

Sea p* una 2-forma factorizable por Y; al considerar su expresiéon en términos de la base
7
B? de las 2-formas, tenemos que los coeficientes de x} A y; deben ser igual a cero pues ¢; ; # 0

(Lema |4.20]). Asi,
o* = Z €ijT; NI + Z Jigyi Nyj-

1<i<j<t 1<i<j<s

Si suponemos que e; ; fr; # 0 para algiun {7, 5} C {1,...,¢} y algin {k,{} C {1,..., s}, entonces
el soporte de ¢* contiene a las aristas definidas por I ={o(i),0(j)} y J ={o(t+k),o(t +1)}
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tales que INJ = ). Por el Lemal[4.14] también contiene a las aristas definidas por {o (i), o(t+k)}
v {o(j),0(t+1)}, o bien a las aristas definidas por {o(j),o(t+k)} y {o(i),o(t+1)}. Cualquier
caso nos lleva a una contradiccion porque sabemos que los coeficientes de 7 A yi vy 7 A yy, son
igual a cero. Por lo que si e; ; # 0 para algin {i,j} C {1,...,t}, entonces f;; = 0 para todo
{k,1} C{1,...,s} y viceversa. Por esta razén tenemos dos casos.

Caso 1: e; ; = 0 para todo {7,5} C {1,...,t}, entonces

Z figyi Ny; -

1<i<j<s

Como ¢* es factorizable por Y, existe un (m — 2)-vector y factorizable por Y tal que ¢* = O
por lo que

j= >, GITLN - NF A Gy Ao Ny
I={i1,0yis—2}C{1,...,8}

donde |g7| = |fij| ¥ {4,5} = {1,...,s} \ {i1,...,is—2}. Denotemos por W = (&,...,7;) y
Z =(i1,...,Ys). Para cualquier 7 € W se tiene que ¥ Ay = 0, por lo que W C Y.

Si X NW # {0}, entonces el subespacio V' invariante bajo F' buscado es W ya que
a=dimc(XNV)>1, g =dimc(YNV)=t
ya+ >t =dimc(V).
Si X N W = {0}, consideremos la proyeccién 7 : C™ — Z definida como
W(U_ Z x;T; + Z ngj) = Z Y; Y-
1<i<t 1<j<s 1<5<s

Claramente, la proyeccion 7 es lineal, su nicleo es W y ademas el subespacio X = m(X) de Z
es 2-dimensional, de aqui s > 2.

Consideramos el subespacio Y = 7(Y) de Z y la restriccion de 7|y, entonces
dime(Y) = dime(Y) — dimc(W)=m —2 —t = s — 2

ya que m = t 4+ s. Esto implica que s > 2, pues si s = 2, entonces Y = W lo cual es una
contradiccion.

Observemos que el operador lineal F : Z — Z definido como F(7) = mo F o 77 1(7) es

un isomorfismo, ademas v € F ”(X )N Y para algin n € Z si y sélo si existe w € X tal que
w e F"(X)NY, con m(F"(w)) = . De esta manera, si ¥ = {n € Z: dimc(F"(X)NY) > 0}
es infinito, entonces X = {n € Z : dimc(F*(X)NY) > 0} también es infinito.

Observemos que Z es isomorfo a C*. 5i s = 3, entonces dimc(f/) = 1y por el Teorema
existen enteros a,q, 0 < a < ¢ y un subespacio ] ~dimensional V de Z invariante bajo F tal
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que los nimeros & = dime(F4(X)NV) y B = dimc(Y NV) satisfacen & + 3 > ;.

Si 4 < s, por hipotesis de induccién existe un subespacio }—dimensional V de Z invariante
bajo F' tal que los nimeros a = dimc(X NV) y 8 = dimc(Y NV) satisfacen a + 5 > j.

En cualquiera de los dos casos, consideramos el subespacio j-dimensional V = 7=1(V).
Es invariante bajo F'9 ya que si ¥ € V, entonces w(¢) € V, por lo que F?(n(?v)) € V; como

F(7 (7)) = n(FU(¥)) y 7(V) = V (porque 7 es suprayectiva), entonces F4(7) € V.

De 7(V) = V tenemos que 7(F4(X)NV) = F4(X)NV y T(YNV) = Y N V. Denotemos
por t = dime(V N W) y al considerar la restriccién 7|y : V' — V tenemos que

j=dime(V)=1+].
Andlogamente, al considerar las restricciones 7| Fa(x)nV Y T|ynv tenemos que
a = dimc(FYX)NV) =dimc(FY(X)NV)=a
B8 = dime(Y NV) =dime(Y NV) +dime(VAW) =3 +1.
Por lo quea+ﬁ:&+§+z>3+t~:j.

Caso 2: f;; = 0 para todo {7,5} C {1,..., s}, entonces

* . * *
Y = g €ijT; N T

1<i<j<t

Como ¢* es factorizable por Y, existe un (m — 2)-vector y factorizable por Y tal que ¢* = ©5)
por lo que

T= S GE A AT ARA AR
I={i1,....it—2}C{1,....,t}

donde |g;| = leiy| v {i,7} = {1,...,t} \ {i1,...,4—2}. Para cualquier 7 € Z se tiene que
U Ay =0, de donde obtenemos que Z C Y.

Si X N Z # {0}, consideramos V = Z y tenemos que o + > dimc(V). Si X N Z = {0}
procedemos de manera analoga al caso anterior usando la proyecciéon 7 : C™ — W. 0
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