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DR. XAVIER G ́OMEZ MONT ÁVALOS
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Índice general III

Introducción 1

1. Preliminares 9
1.1. Conjuntos algebraicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2. Formas multilineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3. Multivectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introducción

Para comenzar vamos a considerar dos subvariedades X y Y de una variedad topológica m-
dimensionalM de clase Ck. Si k es un entero positivo, entonces decimos queM es k-diferenciable,
es suave si k es infinito, o bien, es anaĺıtica holomorfa cuando k es ω. También consideramos
una aplicación suave F de la variedad M en śı misma y denotamos por Xn a la n-ésima imagen
iterada bajo F de la subvariedad X. Aśı, podemos definir funciones µ que asocian a cada entero
n algún invariante topológico o algebraico de la intersección Xn ∩ Y .

Ha resultado de mucho interés estudiar el comportamiento de las funciones µ. Por ejemplo,
dada una variedad N se define a M como el producto cartesiano N ×N . Las subvariedades X,
Y están definidas ambas como la diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ N} ⊂M . La gráfica de una aplica-
ción g : N → N es la imagen de la diagonal ∆ bajo la aplicación F = (Id, g). Aśı, F n = (Id, gn)
y por tanto, la intersección Xn∩Y consiste de aquellos puntos (x, x) sobre la diagonal tales que
x es un punto fijo de gn. En este contexto, en 1965, Artin y Mazur [4] estudiaron el crecimiento
asintótico de la función µ(n), definida como el número de puntos periódicos aislados de g, o
equivalentemente la intersección Xn ∩Y . Probaron que, para g “genérica”, la función µ crece a
lo más de forma exponencial, esto es, existe una constante C tal que µ(n) ≤ Cn para cada n ≥ 1.

En 1974, Shub y Sullivan [15], consideraron una aplicación diferenciable F , definida en una
vecindad de un punto fijo aislado de Rm. Estudiaron la dinámica de la función µ, donde µ(n)
es el ı́ndice del punto fijo. Demostraron que esta función µ es acotada.

Con estos antecedentes, en 1990, Arnold [2] consideró una variedad compacta suave M , X
y Y dos subvariedades compactas suaves y una aplicación diferenciable F de M en śı misma.
Estudió el comportamiento de la función µ que asocia a cada entero n la d medida de la inter-
sección Xn ∩ Y (d = dimXn + dimY − dimM). Probó que “genéricamente” la función µ crece
a lo más de forma exponencial. Espećıficamente, probó que cuando X y Y son de dimensión
complementaria, el crecimiento de µ es un estimado exponencial del número de puntos de in-
tersección. En este mismo trabajo, también analizó el caso excepcional del toro 2-dimensional
junto con un difeomorfismo F del toro en śı mismo, X y Y ambas son S1. En este caso, la
función µ asocia a cada entero n el número de puntos de la intersección Xn∩Y . El autor probó
que para cualquier sucesión {an} creciente de valores reales se cumple que µ(n) > an para una
cantidad infinita de valores n. Este ejemplo muestra que la función µ no necesariamente crece
a lo más de forma exponencial o es acotada.

Siguiendo esta misma ĺınea, en un segundo art́ıculo de ese mismo año, Arnold [1] consideró
la función µ que asocia a cada entero n la suma de los números de Betti de Xn ∩ Y . Demostró
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que “genéricamente” existen constantes C y λ tales que µ(n) ≤ Ceλn para todo valor n. En
este mismo trabajo, probó resultados análogos para los casos en que µ asocia a cada entero n,
la curvatura total de la intersección Xn ∩ Y si las variedades son Riemannianas, el volumen no
orientado y el mı́nimo número de puntos cŕıticos de una función de Morse.

Posteriormente, en 1993, Arnold [3] consideró sistemas dinámicos donde (X, 0), (Y, 0) son
gérmenes de subvariedades del espacio complejo Cm, suaves en el origen y holomorfas en una
vecindad de éste. En este caso, la aplicación F : (Cm, 0)→ (Cm, 0) es un germen de biholomor-
fismo y la función µ asocia a cada entero n la multiplicidad de intersección de las subvariedades
Xn y Y en el origen. En este trabajo se demostró que la función µ es acotada. Además, resulta
que dicha multiplicidad se comporta periódicamente, salvo quizá para un número finito de va-
lores.

En 1991, Rosales-González [11] consideró una variedad compacta N , de manera que M es el
producto N×N . Al igual que en el trabajo de Artin y Mazur, el autor consideró a X y Y como
la diagonal ∆ y F = (Id, f) donde f es un difeomorfismo de N en śı misma. Definió la función
µ que asocia a cada entero n el número de componentes conexas de la intersección Xn ∩ Y . A
diferencia del trabajo de Artin y Mazur, probó que para cualquier sucesión de números natu-
rales {an} existe un difeomorfismo f de N en śı misma de tal forma que µ(n) > an para una
cantidad infinita de valores n. Siguiendo esta misma ĺınea, en los art́ıculos posteriores [12], [14]
realizados por el mismo autor, se demostraron resultados análogos. Podemos mencionar, por
ejemplo, el caso en el que la función µ asocia a cada entero n el número de órbitas periódicas
hiperbólicas de peŕıodo n del difeomorfismo F .

En 1996, Rosales-González [13] consideró subespacios lineales X y Y del espacio complejo
m-dimensional Cm, con dimensión complementaria k y m− k respectivamente. Consideró tam-
bién un automorfismo lineal F de Cm y una función µ que asocia a cada entero n la dimensión
compleja de la intersección Xn∩Y . Probó que para cada entero no negativo d ≤ m, el conjunto
de valores n tales que µ(n) ≥ d coincide con el conjunto de soluciones enteras de una ecua-
ción diofantina. Debido al Teorema de Skolem-Mahler-Lech [6], este conjunto es la unión de
un conjunto finito y una cantidad finita de progresiones aritméticas. Como consecuencia de es-
te hecho se tiene que la función µ es periódica excepto quizá para un número finito de valores n.

Otro aspecto interesante de ese trabajo, es que el autor enuncia por primera vez la conjetura
de clasificación de Arnold (CCA). Dicha suposición establece los siguiente:

El conjunto Σ de valores n tales que µ(n) > 0 es infinito si y sólo si existen números enteros
a, q, con 0 ≤ a < q, y un subespacio j-dimensional V de Cm, invariante bajo F q, tales que los
números α = dimC(Xa ∩ V ), β = dimC(Y ∩ V ) satisfacen que α + β > j.

En el art́ıculo [13] el autor probó que la existencia de estos enteros y el subespacio V implica
que el conjunto Σ es infinito. La prueba es debido a la invarianza de V bajo F q, lo cual implica
que la progresión aritmética {a+ qs : s ∈ Z} está contenida en el conjunto Σ.

Este par de resultados conforma el eje que gúıa la presente investigación, pues de ellos
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surgieron las siguientes interrogantes:

1. ¿Existen casos en los que el conjunto Σ es finito? ¿existen casos en los que el conjunto Σ
es únicamente la unión de una cantidad finita de progresiones aritméticas, sin contener
un conjunto finito que no esté relacionado con dichas progresiones?

2. En el caso en que Σ contiene progresiones aritméticas, ¿se puede determinar la cantidad
de ellas o al menos una cota superior?

3. ¿Qué podemos establecer sobre la otra implicación de CCA?

Para dar respuesta a estas preguntas, el presente trabajo está conformado por cuatro caṕıtu-
los. El primero de ellos consiste de los preliminares (definiciones y resultados conocidos) que
serán de utilidad para el desarrollo de los caṕıtulos posteriores.

En el segundo caṕıtulo analizamos el caso en que el isomorfismo lineal F es diagonalizable,
y X, Y son subespacios lineales de dimensión k y m−k respectivamente. Además, consideramos
la función µ que asocia a cada entero n, la dimensión compleja de la intersección Xn ∩ Y . El
primer resultado de este caṕıtulo establece que µ(n) > 0 si y sólo si el entero n satisface la
siguiente igualdad ∑

σ∈Sm

CσΛn
σ = 0, (1)

donde Sm es el grupo simétrico, Λσ es el producto de k valores propios de F y Cσ son números
complejos que dependen de los vectores que generan a los subespacios X y Y (ver Proposición
2.2). Esto implica que el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} es la unión de un conjunto finito y
una cantidad finita de progresiones aritméticas (ver Proposición 2.3).

Para el análisis exhaustivo del conjunto Σ, consideramos inicialmente la dimensión compleja
de X igual a 1, en dimensiones bajas como C2 y C3. En ambos espacios complejos demostramos
que Σ es finito, o bien, cuando es infinito es la unión de una cantidad finita de progresiones
aritméticas (no contiene un conjunto finito que no esté relacionado con dichas progresiones). La
cardinalidad del conjunto Σ depende en mayor medida de los valores propios del isomorfismo F .

En C2, si λ1, λ2 ∈ C \ {0} son los valores propios de F , entonces, por (1), tenemos que

Σ = {n ∈ Z : a1Λ
n + a2 = 0},

donde Λ = λ1/λ2 y los complejos a1, a2 se obtienen de las bases de X y Y (ver Lema 2.15).
Teniendo en cuenta que Λ = Rei2πθ, probamos el siguiente resultado.1

Teorema 2.6 Sean X y Y subespacios lineales 1-dimensionales de C2, F : C2 → C2 es un
isomorfismo lineal diagonalizable y Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}. Con la notación anterior, se
tienen los siguientes dos casos.

1La numeración de los resultados mencionados en esta introducción coincide con la numeración con la que
aparecen en los caṕıtulos posteriores.

3



1. Si a1a2 = 0, entonces el conjunto Σ es igual a Z. Más aún, los subespacios X y Y son
iguales y coinciden con alguno de los subespacios propios.

2. Si a1a2 6= 0 y

a) R 6= 1, o bien, θ ∈ R \Q, entonces el conjunto Σ tiene a lo más un elemento.

b) R = 1, θ = p
q
∈ Q con (p, q) = 1 y el conjunto Σ es no vaćıo, entonces existe un

único número n0 ∈ {0, . . . , q − 1} tal que

Σ = {n0 + qs : s ∈ Z}.

De manera similar, en C3, si λ1, λ2, λ3 ∈ C \ {0} son los valores propios de F y suponemos,
sin pérdida de generalidad, que |λ1| ≤ |λ2| ≤ |λ3|, entonces

Σ = {n ∈ Z : a1Λ
n
1 + a2Λ

n
2 + a3 = 0},

donde Λi = λi/λ3 y ai ∈ C (ver Lema 2.18). Análogamente a lo hecho para C2, tenemos que
cada Λi = Rie

i2πθi y probamos el siguiente resultado.

Teorema 2.7 Sean X y Y subespacios lineales de C3 tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2,
F : C3 → C3 es un isomorfismo lineal diagonalizable y Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}. Con la
notación anterior, se cumple uno de los siguientes casos.

1. Si a1a2a3 = 0, entonces el conjunto Σ tiene a lo más un elemento, es una progresión
aritmética, o bien, coincide con Z.

2. Si a1a2a3 6= 0 y

a) R1 < 1 o R2 < 1, entonces el conjunto Σ tiene una cantidad finita de elementos,

b) R1 = R2 = 1 y θj ∈ R \Q para j = 1 o j = 2, entonces el conjunto Σ tiene a lo más
dos elementos,

c) R1 = R2 = 1, θj =
pj
qj

, (pj, qj) = 1 para j = 1, 2 y Σ no es vaćıo, entonces

1) Σ = {n1 + qs : s ∈ Z}, donde q = [q1, q2] es el mı́nimo común múltiplo de q1 y
q2, n ∈ {0, . . . , q − 1}, o bien,

2) Σ = {n1 + qs : s ∈ Z} ∪ {n2 + qs : s ∈ Z}, donde n1 y n2 son elementos
distintos de {0, . . . , q − 1}.

Es importante señalar que en C2, cuando Σ es infinito, entonces coincide con una progre-
sión aritmética, mientras que en C3 es la unión de a lo más dos progresiones aritméticas. En
la prueba para C3 usamos una interpretación geométrica sobre las soluciones de (1). Lo que
tenemos es que dichas soluciones corresponden a los puntos de intersección de circunferencias
en C. Espećıficamente, para el inciso 2 c), tenemos únicamente dos circunferencias y por cada
punto en común obtenemos una progresión aritmética, de aqúı que a lo más son dos progresio-
nes aritméticas.

En la última sección de este caṕıtulo, demostramos, en Cm, m ≥ 4, que si todos los cocientes
de los valores propios de F son ráıces de la unidad, entonces Σ es infinito. Más aún, probamos

4



que coincide con una unión finita de progresiones aritméticas.

Teorema 2.8 Sean X, Y ⊆ Cm subespacios lineales con dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1,
F : Cm → Cm es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios λ1, . . . , λm. Si para
cada 1 ≤ j ≤ m− 1 se tiene

Λj =
λj
λm

= e
i2π

pj
qj , (pj, qj) = 1

y el conjunto

Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} = {n ∈ Z : a1Λ
n
1 + . . .+ am−1Λ

n
m−1 + am = 0}

no es vaćıo, entonces se tiene uno de los siguientes casos.

1. Si aj 6= 0 para todo ı́ndice j, entonces el conjunto Σ es la unión de a lo más q progresiones
aritméticas (donde q es el mı́nimo común múltiplo de q1, . . . , qm−1),

2. Si aj = 0 para algún ı́ndice j, entonces el conjunto Σ es la unión de a lo más q̂ progresiones
aritméticas, donde q̂ es el mı́nimo común múltiplo de

q1, . . . , qj−1, qj+1, . . . , qm

si j < m, o q̂ es el mı́nimo común múltiplo de q1, . . . , qm−2 si j = m.

La cantidad de las progresiones aritméticas depende de los valores propios de F , más es-
pećıficamente del mı́nimo común múltiplo de los denominadores de los Λj, el cual puede ser un
número muy grande. Una de nuestras conjeturas es que la cantidad de progresiones aritméticas
debeŕıa estar acotada por la dimensión del subespacio Y .

Como último resultado de este caṕıtulo, con las hipótesis del teorema anterior, obtenemos
un subespacio invariante bajo una iteración de F .

Teorema 2.9 Sean X, Y ⊆ Cm subespacios lineales con dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1,
F : Cm → Cm es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios λ1, . . . , λm. Si para
cada 1 ≤ j ≤ m− 1 se tiene

Λj =
λj
λm

= e
i2π

pj
qj , (pj, qj) = 1

y existe n ∈ Σ∩{0, . . . , q− 1}, entonces el subespacio Xn = F n(X) es invariante bajo la trans-
formación F q.

En el tercer caṕıtulo estudiamos el caso en el que F no es diagonalizable, usando la forma
canónica de Jordan. El primer resultado que probamos establece que µ(n) > 0 si y sólo si n
satisface la siguiente igualdad ∑

σ∈Sm

Pσ(n)Λn
σ = 0, (2)
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donde la única diferencia con (1) es que Pσ(n) es un polinomio de grado a lo más k(m− 1) en
la variable n (ver Proposición 3.1).

De manera similar al caṕıtulo 2, también consideramos al subespacio X de dimensión 1,
comenzando con los espacios complejos C2 y C3. Como F no es diagonalizable, entonces existe
una base canónica de Jordan B, tal que su matriz asociada [F ]B está formada por bloques de
Jordan que dependen de los valores propios de F .

En C2, como F no es diagonalizable, entonces tiene un único valor propio λ ∈ C \ {0}, esto
es, la matriz [F ]B consta de un único bloque de Jordan. Probamos que

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n + a2nλ

n−1 = 0},

donde a1, a2 ∈ C están determinados por las bases de X y Y (ver Lema 3.10). De esta manera,
probamos el siguiente resultado.

Teorema 3.3 Sean X, Y ⊆ C2 subespacios lineales de dimensión compleja uno y F : C2 → C2

un isomorfismo lineal. Si F no es diagonalizable, con λ ∈ C \ {0} su único valor propio, enton-
ces el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} coincide con Z, o bien, tiene a lo más un elemento.

En C3 tenemos dos casos, dependiendo si la matriz [F ]B consta de un único bloque de
Jordan o de dos. En el primer caso, como λ ∈ C \ {0} es el único valor propio de F , entonces

Σ =

{
n ∈ Z : a1λ

n + na2λ
n−1 +

n(n− 1)

2
a3λ

n−2 = 0

}
,

donde a1, a2, a3 ∈ C (ver Lema 3.13). Para este caso probamos lo siguiente.

Teorema 3.4 Sean X, Y ⊆ C3 subespacios lineales tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2,
F : C3 → C3 un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F ]B es un único bloque de Jordan,
entonces el conjunto Σ coincide con Z, o bien, tiene a lo más dos elementos.

En el segundo caso, cuando la matriz [F ]B consta de dos bloques de Jordan, entonces

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + na2λ

n−1
1 + a3λ

n
2 = 0},

donde λ1, λ2 son valores propios de F y a1, a2, a3 ∈ C (ver Lema 3.16). Para este caso demos-
tramos lo siguiente.

Teorema 3.5 Sean X, Y ⊆ C3 subespacios lineales tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2,
F : C3 → C3 un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F ]B consiste de dos bloques de Jordan,
entonces el conjunto Σ es finito, coincide con Z, o bien, es una progresión aritmética (distinta
de Z).

En general, para Cm, con m ≥ 4, si F tiene un único valor propio λ, esto es, su matriz [F ]B
consta de un sólo bloque de Jordan, entonces el conjunto Σ coincide con{

n ∈ Z+ :
∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
+
σ(1)(n) = 0

}
∪
{
n ∈ Z+ :

∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
−
σ(1)(n) = 0

}
,
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donde

Q+
j (n) =

m∑
k=j

(
n

k − j

)
λ−(k−j) y Q−j (n) =

m∑
k=j

(−1)k−j
(n+ k − j − 1)!

(k − j)!(n− 1)!
λ−(k−j)

son polinomios de grado a lo más m−1 en la variable n (ver Lema 3.21) y obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.6 Sean X, Y ⊆ Cm subsespacios lineales con dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1,
F : Cm → Cm un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F ]B es un único bloque de Jordan,
entonces el conjunto Σ coincide con Z, o bien, tiene a lo más 2(m− 1) elementos.

El último caṕıtulo de esta tesis está dedicado a estudiar la conjetura de clasificación de
Arnold. Como mencionamos anteriormente, en [13], se probó que la existencia de los enteros y
el subespacio invariante bajo una iteración de F implica que el conjunto Σ es infinito. Nuestro
análisis se concentra en la otra implicación, por esta razón supondremos que Σ es infinito. El
primer resultado obtenido es para X de dimensión compleja uno (o Y de dimensión uno).

Teorema 4.1 Sean X, Y ⊆ Cm subespacios lineales de dimensión compleja k y m − k respec-
tivamente; y F : Cm → Cm un isomorfismo lineal y m ≥ 2. Si k = 1 (o bien m − k = 1) y el
conjunto

Σ = {n ∈ Z : µ(n) = dimC(F n(X) ∩ Y ) > 0}

es infinito, entonces existen enteros a, q con 0 ≤ a < q y un subespacio lineal j-dimensional V ,
invariante bajo F q, tales que para X̂ = F a(X) los números

α := dimC(X̂ ∩ V ),

β := dimC(Y ∩ V ),

satisfacen la desigualdad α + β > j.

Cuando X tiene dimensión 2, demostramos un resultado análogo, suponiendo que F es dia-
gonalizable y sin 2-resonancias, esto es, ningún cociente de productos de dos valores propios de
F es ráız de la unidad. Primero demostramos el resultado para C4, el cual necesitamos para
Cm, con m > 4.

Teorema 4.4 Sean X, Y dos subespacios 2-dimensionales de C4 y F : C4 → C4 un operador
lineal sin 2-resonancias. Si el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} es infinito, entonces existe un
subespacio j-dimensional V de C4, invariante bajo F , tal que los números

α = dimC(X ∩ V ) y β = dimC(Y ∩ V )

satisfacen que α + β > j.

En este caso, observamos que los enteros a y q son 0 y 1 respectivamente. Para el caso ge-
neral Cm, con m > 4, consideramos la base B formada por los vectores propios de F y además
de suponer que F es diagonalizable, suponemos que los subespacios X y Y no son generados
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por elementos de la base B.

Teorema 4.6 Sean F : Cm → Cm un operador lineal sin 2-resonancias, X y Y subespacios de
Cm, m ≥ 4, tales que dimC(X) = 2 y dimC(Y ) = m−2. Si el subespacio X no está contenido en
ningún subespacio generado por algún subconjunto de la base B, el subespacio Y es distinto de
cualquier subespacio generado por algún subconjunto de B, y el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}
es infinito, entonces existen números enteros a, q, con 0 ≤ a < q y un subespacio j-dimensional
V de Cm, invariante bajo F q, tal que los números α = dimC(F a(X) ∩ V ) y β = dimC(Y ∩ V )
satisfacen que α + β > j.

Es importante destacar que las pruebas de estos dos últimos resultados están centradas
en el área de álgebra exterior y teoŕıa de gráficas. Más espećıficamente, en las demostraciones
aparecen de forma natural los s-vectores y las s-formas en Cm sobre C. Por ello, en la primera
sección de este caṕıtulo, dada una base B de Cm, describimos como a cada s-vector (o s-forma)
le asociamos una gráfica, definida como el soporte del s-vector (o de la s-forma) con respecto a
la base B. Más aún, a cualquier subespacio s-dimensional de Cm le asociamos un s-vector me-
diante una base que lo genere y por tanto, le asociamos una gráfica. Por la definición de soporte
del s-vector, una vez fija la base B de Cm, la gráfica no sufre alteraciones aunque cambiemos
la base del subespacio. En nuestro contexto, el subespacio X está asociado con una gráfica, su
soporte. De manera análoga, el subespacio Y también está asociado a una gráfica que proviene
del soporte de una 2-forma.

Además de esta definición, probamos resultados para soportes de subespacios 2-dimensionales
mediante soportes de 2-vectores, o bien, de subespacios (m− 2)-dimensionales mediante sopor-
tes de 2-formas. Por ejemplo, en cualquiera de los dos casos, si el soporte contiene dos aristas
ajenas a y b, entonces debe contener a la arista que conecta un vértice de a con uno de b (ver
Lemas 4.13 y 4.14).

Finalmente, encontramos propiedades que relacionan dichas gráficas con los subespacios X
y Y ; de estos resultados se desprende la justificación para las condiciones pedidas en el último
teorema. Si X no está contenido en ningún subespacio generado por elementos de la base de
vectores propios de F , entonces su soporte es una gráfica conexa con m vértices. Más aún,
cualesquiera dos vértices son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que los conecta
(ver Lema 4.15). Bajo esta misma condición, probamos que si a, b y c son vértices del soporte y
alguno de los vértices b ó c es adyacente al vértice a (pero no ambos), entonces el soporte debe
contener a la arista que conecta a b y c; si ninguno de los dos es adyacente al vértice a, entonces
tampoco existe la arista que conecta a b y c (ver Lema 4.17). Los resultados sobre el subespacio
Y son completamente análogos, partiendo de que Y no contiene a ningún subespacio generado
por elementos de la base de vectores propios de F . Estas propiedades tienen mucha relevancia
para las demostraciones de los teoremas 4.4 y 4.6.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo enunciamos conceptos que utilizaremos a lo largo del trabajo, por ejemplo,
conjuntos algebraicos, sucesiones de recurrencia lineal, formas multilineales y multivectores, aśı
como las Grassmannianas.

1.1. Conjuntos algebraicos

Sea C el campo de los números complejos y C[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n
variables con coeficientes en C, de aqúı en adelante denotado por C[x], donde x := (x1, . . . , xn).

Definición 1.1 Dado un subconjunto S ⊆ C[x], definimos el conjunto algebraico asociado a S
como

V(S) := {a ∈ Cn | f(a) = 0, para todo f ∈ S}.
Si W ⊆ Cn es tal que W = V(S) para algún conjunto S ⊆ C[x], decimos que W es un conjunto
algebraico af́ın.

Definición 1.2 Dado un conjunto algebraico af́ın W ⊆ Cn, definimos el ideal del conjunto
algebraico W como

I(W ) = {f ∈ C[x] | f(a) = 0 para todo a ∈ W}.

Observación 1.3 El conjunto I(W ) es un ideal de C[x]. Además, si V(J) ⊆ W entonces
J ⊆ I(W ).

El espacio proyectivo complejo CP n de dimensión n es el espacio cociente Cn+1 \ {0}/ ∼,
donde la relación de equivalencia ∼ está definida como (a0, . . . , an) ∼ (λa0, . . . , λan) para todo
λ ∈ C \ {0}. Un punto en CP n es una clase de equivalencia denotada por [a0 : . . . : an], de la
cual (a0, . . . , an) es un representante, es decir,

[a0 : . . . : an] := {λ(a0, . . . , an) : λ ∈ C \ {0}}.

En general, dado un espacio vectorial V sobre un campo F , definimos el espacio proyectivo
de V , denotado por P(V ), como el cociente V \ {0}/ ∼. Dos vectores ~u y ~v en V \ {0} son
equivalentes si y sólo si existe λ ∈ F \ {0} tal que ~u = λ~v. Un punto en P(V ) es una clase de
equivalencia denotada por [~u] de la cual ~u es un representante.
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Definición 1.4 Un polinomio f ∈ C[x] es homogéneo de grado k si y sólo si f(λx) = λkf(x)
para todo λ ∈ C \ {0}.

Definición 1.5 Un subconjunto W ⊆ CP n es un conjunto algebraico proyectivo si y sólo si
W = V(S) para algún conjunto de polinomios homogéneos S ⊆ C[x].

En las tres secciones siguientes haremos mención de algunas definiciones y propiedades del
álgebra exterior, las cuales utilizaremos a lo largo del trabajo (ver [8] y [9] para más informa-
ción).

1.2. Formas multilineales

Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre el campo C. Si {~x1, . . . , ~xn} es una base
de V , entonces para cada ~v ∈ V , ~v =

∑n
i=1 vi~xi con vi ∈ C. Las funciones lineales x∗j : V → C,

definidas como x∗j(v) = vj para cada j = 1, . . . , n, son llamadas formas básicas. Denotamos por
Sk al grupo simétrico sobre el conjunto {1, . . . , k}.

Definición 1.6 Una forma de grado k (o una k-forma) es una función ϕ∗ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k−veces

→ C,

la cual cumple las siguientes propiedades.

1. Es k-lineal, esto es, para todos λ1, λ2 ∈ C, se satisface que

ϕ∗(~v1, . . . , λ1~vi + λ2~ui, . . . , ~vk) = λ1ϕ
∗(~v1, . . . , ~vi, . . . , ~vk) + λ2ϕ

∗(~v1, . . . , ~ui, . . . , ~vk),

para cada i = 1, . . . , k.

2. Es alternante, es decir,

ϕ∗(~xi1 , . . . , ~xik) = (−1)νϕ∗(~x1, . . . , ~xk),

donde ν = 0 si la permutación (i1, . . . , ik) es par y ν = 1 si es impar.

Sean ϕ∗, ψ∗ dos k-formas y λ ∈ C. La suma de dos k-formas y la multiplicación de una
k-forma por un escalar están definidas como

(ϕ∗ + ψ∗)(ξ) = ϕ∗(ξ) + ψ∗(ξ),

(λϕ∗)(ξ) = λϕ∗(ξ),

donde ξ = (~x1, . . . , ~xk). De esta manera, el conjunto
∧k(V ∗) de todas las k-formas en V es un

espacio vectorial sobre C y por la Proposición 1.9, su dimensión es
(
n
k

)
.

Definición 1.7 Sean ϕ∗1, . . . , ϕ
∗
k : V → C k formas de grado 1. El producto exterior

ϕ∗1 ∧ · · · ∧ ϕ∗k : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k−veces

→ C

está definido como

(ϕ∗1 ∧ · · · ∧ ϕ∗k)(~x1, . . . , ~xk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ∗1(~x1) · · · ϕ∗k(~x1)

...
. . .

...
ϕ∗1(~xk) · · · ϕ∗k(~xk)

∣∣∣∣∣∣∣
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Observación 1.8 1. El producto exterior ϕ∗1 ∧ · · · ∧ ϕ∗k es una k-forma. En efecto, ya que
el determinante es alternante y multilineal.

2. Si dos de los elementos en el multi-́ındice (i1, . . . , ik) son iguales, entonces la k-forma

ϕ∗i1 ∧ · · · ∧ ϕ
∗
ik

es cero. En efecto, si dos de los elementos son iguales, entonces el determinante tiene dos
columnas iguales, de donde se sigue la afirmación.

Proposición 1.9 Si {~x, . . . , ~xn} es base de V , entonces el conjunto

{x∗i1 ∧ · · · ∧ x
∗
ik

: 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

es base del espacio vectorial
∧k(V ∗) y por tanto, su dimensión es

(
n
k

)
.

1.3. Multivectores

Sea V un espacio vectorial de dimensión n, sobre el campo C. Para cada p = 0, 1, 2, . . . , n
construimos un espacio vectorial sobre C, denotado por

∧p V . Este espacio vectorial es llamado
espacio de vectores de grado p (o p-vectores en V ). Para p = 0 definimos

∧0 V = C, para p = 1
definimos

∧1 V = V y para 2 ≤ p ≤ n definimos el espacio vectorial
∧p V como el conjunto de

las sumas formales finitas (p-vectores o vectores de grado p1):∑
aj(~v1,j ∧ · · · ∧ ~vp,j),

con ~v1,j, . . . , ~vp,j vectores en V y aj = 0 si j > K para algún K ∈ N. Estas sumas están sujetas
a las reglas

1. ~v1 ∧ · · · ∧ (a~vi + b~ui)∧ · · · ∧ ~vp = a(~v1 ∧ · · · ∧ ~vi ∧ · · · ∧ ~vp) + b(~v1 ∧ · · · ∧ ~ui ∧ · · · ∧ ~vp) para
cada i.

2. ~v1 ∧ · · · ∧ ~vp = 0 si para algún par de ı́ndices i 6= j se tiene ~vi = ~vj.

3. ~vσ(1) ∧ · · · ∧ ~vσ(p) = sgn(σ)~v1 ∧ · · · ∧ ~vp, donde σ ∈ Sp.

Definición 1.10 La multiplicación de un p-vector canónico2 ~v1 ∧ · · · ∧ ~vp por un q-vector
canónico ~u1 ∧ · · · ∧ ~uq está definida como

(~v1 ∧ · · · ∧ ~vp) ∧ (~u1 ∧ · · · ∧ ~uq) := ~v1 ∧ · · · ∧ ~vp ∧ ~u1 ∧ · · · ∧ ~uq

y es extendida linealmente para cualquier p-vector ϑ por cualquier q-vector ω, denotado por
ϑ ∧ ω (el cual es cero si p+ q > n).

1También llamados multivectores si no hay ambigüedad con el grado.
2Un multivector canónico es aquel que tiene un único término y coeficiente igual a 1.
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Este producto de multivectores satisface las siguientes propiedades:

1. ϑ ∧ (aω) = a ϑ ∧ ω para cualquier a ∈ C.

2. ϑ ∧ (ω + ζ) = ϑ ∧ ω + ϑ ∧ ζ.

3. ζ ∧ (ϑ ∧ ω) = (ζ ∧ ϑ) ∧ ω.

4. ϑ ∧ ω = (−1)pqω ∧ ϑ.

Proposición 1.11 (a) Los vectores ~v1, . . . , ~vk son linealmente independientes si y sólo si

~v1 ∧ · · · ∧ ~vk 6= 0.

(b) Si {~x1, . . . , ~xn} es base de V , entonces el conjunto

{~xi1 ∧ · · · ∧ ~xip : 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n}

es base del espacio
∧p V y por tanto la dimensión de

∧p V es
(
n
p

)
.

De esta manera, los espacios vectoriales
∧p(V ∗) y

∧p V son isomorfos pues tienen la misma
dimensión. Aśı mismo, el espacio dual (

∧p V )∗ de
∧p V es isomorfo a

∧p(V ∗). Además, si
0 < p < n, entonces

∧p V es isomorfo a
∧n−p(V ∗).

1.4. Grassmannianas y el encaje de Plücker.

Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre C. Para cada natural d, 1 ≤ d ≤ n, la
d-variedad Grassmanniana consiste de todos los subespacios vectoriales d-dimensionales de V
y es denotada por Gd,V .

Definimos la aplicación p : Gd,V → P(
∧d V ) como sigue: para cadaW ∈ Gd,V , si {~w1, . . . , ~wd}

es una base de W , entonces p(W ) := [~w1 ∧ · · · ∧ ~wd]. Esta aplicación está bien definida,
ya que si B1 = {~w1, . . . , ~wd} y B2 = {~v1, . . . , ~vd} son bases de W , los productos exteriores
~v1 ∧ · · · ∧ ~vd = λ~w1 ∧ · · · ∧ ~wd difieren solamente por un escalar λ ∈ C \ {0}. Además, no es
dif́ıcil probar que p : Gd,V → P(

∧d V ) es inyectiva [8].

La aplicación p : Gd,V → P(
∧d V ) es conocida como el encaje de Plücker y la d-variedad

Grassmanniana se ve como un subconjunto del espacio proyectivo P(
∧d V ).

Definición 1.12 Sean V un espacio vectorial de dimensión n sobre C, ~v ∈ V y ω ∈
∧d V .

Decimos que ~v divide a ω si existe ϑ ∈
∧d−1 V tal que ω = ~v ∧ ϑ.

Como consecuencia de esta definición, ~v divide a ω si y sólo si ~v∧ω = 0. El conjunto de todos
los ~v ∈ V que dividen al d-vector ω ∈

∧d V forman un subespacio vectorial de V , denotado por
Dω,

Dω := {~v ∈ V |~v ∧ ω = 0}.
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Definición 1.13 Sean W un subespacio vectorial d-dimensional de V y ω ∈
∧d V un d-vector

no cero. Decimos que ω es factorizable por W si ω = a(~w1 ∧ · · · ∧ ~wd) para algún a ∈ C \ {0} y
para alguna base {~w1, . . . , ~wd} de W .

Los siguientes resultados pueden consultarse en [8].

Proposición 1.14 Un d-vector ω es factorizable por un subespacio W si y sólo si Dω = W .

Dado ω ∈
∧d V , la transformación Ωω : V →

∧d+1 V definida como Ωω(~v) := ω∧~v es lineal
ya que

Ωω(~v1 + a~v2) = ω ∧ (~v1 + a~v2)

= ω ∧ ~v1 + aω ∧ ~v2 = Ωω(~v1) + aΩω(~v2).

Corolario 1.15 Sea ω ∈
∧d V no cero, entonces ω es factorizable por un subespacio W si y

sólo si Ωw tiene rango n− d.

Lema 1.16 Sea p : Gd,V → P(
∧d V ) el encaje de Plücker y ω ∈

∧d V no cero. Entonces
[ω] ∈ p(Gd,V ) si y sólo si ω es factorizable por un subespacio W .

Proposición 1.17 El subconjunto p(Gd,V ) ⊆ P(
∧d V ) es un conjunto algebraico proyectivo.

1.5. Teorema de Skolem-Mahler-Lech

En esta sección R denotará un anillo conmutativo con unidad 1.

Definición 1.18 Una sucesión a(n) de elementos de R es una sucesión de recurrencia lineal
homogénea si existe k ∈ N y s1, . . . , sk ∈ R tales que

a(n+ k) = s1a(n+ k − 1) + · · ·+ sk−1a(n+ 1) + ska(n), ∀ n ∈ N. (1.1)

El polinomio
f(x) = xk − s1xk−1 − · · · − sk−1x− sk

asociado a la relación (1.1) es llamado su polinomio caracteŕıstico, y se dice, en este caso, que
la relación es de orden k, con coeficientes s1, . . . , sk.

Las sucesiones de recurrencia lineal no homogéneas son de la forma

a(n+ k) = s1a(n+ k − 1) + · · ·+ sk−1a(n+ 1) + ska(n) + sk+1, n ∈ N, sk+1 6= 0.

Si a(n) es una sucesión no homogénea, observamos que

a(n+ k + 1) = s1a(n+ k) + . . .+ sk−1a(n+ 2) + ska(n+ 1) + sk+1

= s1a(n+ k) + . . .+ sk−1a(n+ 2) + ska(n+ 1) + sk+1 + a(n+ k)− a(n+ k)

= s1a(n+ k) +
k−1∑
i=1

si+1a(n+ k − i) + sk+1 + a(n+ k)

−
k−1∑
i=1

sia(n+ k − i)− ska(n)− sk+1

= (s1 + 1)a(n+ k) +
k−1∑
i=1

(si+1 − si)a(n+ k − i)− ska(n).
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Entonces, esta sucesión satisface una relación de recurrencia homogénea de orden k+ 1, con
polinomio caracteŕıstico

F (x) = (xk − s1xk−1 − · · · − sk−1x− sk)(x− 1).

Para una sucesión de recurrencia lineal de orden k, definida por la relación (1.1), los ele-
mentos a(1), . . . , a(k) son llamados valores iniciales ; éstos determinan todos los elementos de la
sucesión. Además, si sk es un elemento invertible de R entonces la sucesión puede continuarse
para valores negativos, definiendo

a(0) := s−1k

(
a(k)− (s1a(k − 1) + · · ·+ sk−1a(1))

)
.

Los valores a(−1), a(−2), . . . quedan definidos con (1.1).

Definición 1.19 Una suma de potencias generalizada es una suma finita de la forma

r∑
i=1

Ai(n)αni , n ∈ N

con coeficientes polinomiales Ai ∈ R[n] de grado ki y αi ∈ R para cada i .

Cualquier sucesión en la cual cada uno de sus elementos es una suma de potencias gene-
ralizada es una sucesión de recurrencia lineal. Para demostrar este resultado definimos dos
operadores sobre sucesiones, esto es, si {a(n)} es cualquier sucesión, definimos

E(a)(n) := a(n+ 1) y ∆(a)(n) := a(n+ 1)− a(n).

Observación 1.20 De manera inmediata, tenemos lo siguiente:

1. Si {a(n)}, {b(n)} son dos sucesiones y λ ∈ R, entonces se satisface

E(a+ λb)(n) = E(a)(n) + λE(b)(n) y ∆(a+ λb)(n) = ∆(a) + λ∆(b)(n).

2. Sea k ∈ N. Si α ∈ R, entonces para cualquier n ∈ N se cumple

(E − α)(nk−1αn) = ∆(nk−1)αn+1.

3. Si j < k, entonces ∆k(nj) = 0 para cualquier n ∈ N.

Proposición 1.21 Sea A ∈ R[n] cualquier polinomio. Si α, β ∈ R, entonces para cualquier
k ∈ N se tiene que

(E − β)k(A(n)αn) =

{
∆k(A(n))αn+k, si, α = β,∑k

i=0(−1)i
(
k
i

)
A(n+ k − i)αn+k−iβi, si, α 6= β.

Prueba. La prueba se realiza por inducción sobre k. �
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Proposición 1.22 Si {a(n)} es una sucesión de sumas de potencias generalizadas, entonces
es una sucesión de recurrencia lineal.

Prueba. Por hipótesis, existen A1, . . . , Ar ∈ R[n] y α1, . . . , αr ∈ R tales que para cada n ∈ N
se tiene que

a(n) =
r∑
i=1

Ai(n)αni

y el grado de cada polinomio Ai(n) es ki− 1. Usando la proposición anterior, se demuestra por
inducción sobre r que

r∏
i=1

(E − αi)ki
(
a(n)

)
= 0.

Por otro lado, tenemos que

r∏
i=1

(E − αi)ki = Ek − s1Ek−1 − · · · − sk−1E − sk,

donde k =
∑r

i=1 ki. Por lo tanto,

a(n+ k) = s1a(n+ k − 1) + · · ·+ sk−1a(n+ 1)− sk.

Concluimos que {a(n)} es una sucesión de recurrencia lineal. �

Definición 1.23 Sean a y d números enteros fijos con d ≥ 0. Una progresión aritmética de
razón d es una sucesión de números enteros de la forma

{a+ dk : k ∈ Z}.

Teorema 1.24 [Skolem-Mahler-Lech][6] Sea a(n) una sucesión de recurrencia lineal sobre un
campo de caracteŕıstica cero. Entonces el conjunto de ceros de a(n) consiste de un conjunto
finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas.

El siguiente resultado [10] será utilizado en el cuarto caṕıtulo de esta tesis.

Teorema 1.25 Sean α1, . . . , αr números complejos no cero, distintos entre śı y tales que ningún
cociente de dos de ellos es ráız de la unidad. Si p1(n), . . . , pr(n) son polinomios en la variable
n con coeficientes en los complejos y distintos del polinomio cero, entonces la ecuación

r∑
k=1

pk(n)αnk = 0

tiene una cantidad finita de soluciones en los números racionales.

A lo largo de los caṕıtulos 2 y 3 utilizamos progresiones aritméticas por lo que es importante
recordar un par de resultados.
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Lema 1.26 En el anillo de los enteros Z, sean Aj = {aj + djk : k ∈ Z}, j = 1, . . . , n,
progresiones aritméticas de razón dj. Si existe un número entero a tal que a ∈

⋂n
j=1Aj, entonces

n⋂
j=1

Aj = {a+ dk : k ∈ Z},

donde d = [d1, . . . , dn] es el mı́nimo común múltiplo de d1, . . . , dn.

Prueba. La prueba se realiza por inducción, comenzando con el paso base n = 2. Supongamos
que a ∈ A1 ∩ A2 y consideramos la ecuación diofantina

d2x+ d1y = a1 − a2. (1.2)

Como a ∈ A1 ∩ A2, entonces existen k1, k2 ∈ Z tales que

a = a1 + d1k1

a = a2 + d2k2

De donde d2k2 − d1k1 = a1 − a2, por lo que (k2,−k1) es una solución de la ecuación diofantina
(1.2) y entonces todas sus soluciones son de la forma

x = k2 +
d1

(d1, d2)
k, y = −k1 −

d2
(d1, d2)

k

con k ∈ Z y (d1, d2) el máximo común divisor de d1 y d2.

Para probar que A1 ∩ A2 ⊆ {a + dk : k ∈ Z} (d es el mı́nimo común múltiplo de d1 y d2),
consideramos c ∈ A1 ∩A2. Es decir, existen k′1, k

′
2 ∈ Z tales que c = a1 + d1k

′
1 = a2 + d2k

′
2. Por

lo que (k′2,−k′1) es solución de la ecuación diofantina (1.2), entonces

k′1 = k1 +
d2

(d1, d2)
k.

Aśı,

c = a1 + d1k1 +
d1d2

(d1, d2)
k = a+ dk

con d el mı́nimo común múltiplo de d1 y d2.

Para probar que A1 ∩ A2 ⊇ {a + dk : k ∈ Z}, consideramos c = a + dk para algún k ∈ Z,
entonces c = aj + djkj + dk ya que a = aj + djkj, j = 1, 2. Como d = djk

′
j con k′i ∈ Z, entonces

c = aj + dj(kj + k′jk). Por lo tanto, c ∈ A1 ∩ A2.

Hipótesis de Inducción: Si a ∈
⋂n−1
j=1 Aj, entonces

n−1⋂
j=1

Aj = {a+ dk : k ∈ Z},
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donde d es el mı́nimo común múltiplo de d1, . . . , dn−1.

Paso Inductivo: Sea a ∈
⋂n
j=1Aj; como

⋂n
j=1Aj ⊆

⋂n−1
j=1 Aj, entonces por hipótesis de inducción

n−1⋂
j=1

Aj = {a+ d′k : k ∈ Z},

donde d′ es el mı́nimo común múltiplo de d1, . . . , dn−1. Aśı por el paso base,

n⋂
j=1

Aj = {a+ dk : k ∈ Z},

donde d es el mı́nimo común múltiplo de d′ y dn, el cual coincide con el mı́nimo común múltiplo
de d1, . . . , dn. �

Lema 1.27 Si A = {a + dk : k ∈ Z} es una progresión aritmética, entonces existe un único
entero a0 ∈ {0, . . . , d− 1} tal que A coincide con la progresión aritmética

{a0 + dk : k ∈ Z}.

Prueba. Por el algoritmo de la división se tiene que a = a0 + dk2 con a0 ∈ {0, . . . , d − 1} y
k2 ∈ Z. Denotamos por A′ = {a0 + dk : k ∈ Z}. Vamos a demostrar que A = A′.

Si a + dk es cualquier elemento de A, entonces a + dk = a0 + d(k + k2). Aśı, a + dk tam-
bién es un elemento de A′. Por otro lado, si a0 + dk es cualquier elemento de A′, se tiene que
a0+dk = a+d(k−k2). Es decir, a0+dk también es un elemento de A. Por lo que A y A′ coinciden.

Si suponemos que existe otro a1 ∈ {0, . . . , d − 1} tal que A coincide con la progresión
aritmética

{a1 + dk : k ∈ Z},

entonces a = a1 + dk3 para algún k3 ∈ Z ya que a ∈ A. Entonces a0 − a1 = d(k3 − k2). Esto
implica que d divide a a0 − a1 por lo que |a0 − a1| ≥ d, o bien, a0 − a1 = 0. Lo primero es
imposible, pues a0, a1 ∈ {0, . . . , d− 1}. Por lo tanto, a0 = a1. �
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Caṕıtulo 2

Caso diagonalizable

En este caṕıtulo consideramos la cuarteta (Cm, X, Y, F ) donde X, Y ⊆ Cm son subespacios
lineales de dimensión compleja complementaria, k y m−k respectivamente; además F denotará
un isomorfismo lineal de Cm en śı mismo.

Para cada n ∈ N, definimos la transformación F n : Cm → Cm como F n = F ◦ F ◦ · · · ◦ F ,
la composición n veces de la transformación F . Como existe la transformación inversa F−1 de
F , entonces para cada n ∈ Z−, se define F n : Cm → Cm como F n = (F−1)|n|.

A lo largo del trabajo estudiamos el comportamiento dinámico de la función

µ : Z→ {0, . . . ,m},
µ(n) := dimC(F n(X) ∩ Y ).

Observación 2.1 Para cada n ∈ Z se tienen las siguientes afirmaciones.

(a) El subespacio F n(X) tiene la misma dimensión compleja que X.

(b) Los subespacios F n(X) ∩ Y y X ∩ F−n(Y ) tienen la misma dimensión compleja.

Prueba. Prueba del inciso (a). Supongamos que el conjunto {~u1, . . . , ~uk} es una base del
subespacio X. Como F n es isomorfismo lineal, entonces el conjunto {F n(~u1), . . . , F

n(~uk)} es
linealmente independiente. Además, ~y ∈ F n(X) si y sólo si existe un único ~x ∈ X tal que
F n(~x) = ~y. Como ~x =

∑k
i=1 ai~ui, entonces

F n(~x) = F n

( k∑
i=1

ai~ui

)
=

k∑
i=1

aiF
n(~ui).

Por lo que, ~y ∈ F n(X) si y sólo si ~y ∈ 〈F n(~u1), . . . , F
n(~uk)〉.

Prueba del inciso (b). Supongamos que el conjunto {~y1, . . . , ~yl} es base del subespacio lineal
F n(X) ∩ Y . Para cada ~yj existe un único ~xj ∈ X tal que F n(~xj) = ~yj. Entonces los vectores
~xj = F−n(~yj) son linealmente independientes. Por lo tanto,

dimC(F n(X) ∩ Y ) ≤ dimC(X ∩ F−n(Y )).
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La otra desigualdad se prueba análogamente. �

De esta manera, por el inciso (b) de la observación anterior, suponemos, sin pérdida de
generalidad, que la dimensión compleja de X es menor o igual que la de Y , esto es, k ≤ m− k.

Bajo la hipótesis de que F es diagonalizable tenemos los dos resultados siguientes. El primero
de ellos relaciona la función µ con una ecuación en la que aparecen los valores propios de F . El
segundo resultado nos dice que el conjunto de valores n tales que µ(n) > 0 es la unión de un
conjunto finito y una cantidad finita de progresiones aritméticas. La sección 2.1 de este caṕıtulo
consiste en la demostración de la primera proposición.

Proposición 2.2 Sean λ1, . . . , λm valores propios de F : Cm → Cm. Si F es un isomorfismo
lineal diagonalizable, entonces para cada n ∈ Z, se tiene que µ(n) > 0 si y sólo si∑

σ∈Sm

CσΛn
σ = 0, (2.1)

donde Sm es el grupo simétrico, para cada σ ∈ Sm se tiene que Cσ ∈ C y

Λσ = λσ(1) · · ·λσ(k) y Λn
σ = Λσ · · ·Λσ︸ ︷︷ ︸

n veces

.

Proposición 2.3 Sea Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0}. Si F es diagonalizable, entonces Σ consiste
de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Prueba. Por la Proposición 2.2, Σ = {n ∈ Z :
∑

σ∈Sm CσΛn
σ = 0} y definimos

a(n) :=
∑
σ∈Sm

CσΛn
σ.

Esta expresión es una sucesión de sumas de potencias generalizadas (aunque puedan repetirse
los Λσ) y por tanto es una sucesión de recurrencia lineal. Debido al Teorema 1.24 de Skolem-
Mahler-Lech, Σ consiste de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones
aritméticas. �

Uno de los problemas de esta tesis es mostrar que existen casos en los cuales el conjunto Σ
es finito, o bien, es una unión finita de progresiones aritméticas sin contener un conjunto finito
que no esté relacionado con éstas. Para ello, en Cm con m ≥ 2, suponemos que el subespacio
X tiene dimensión compleja igual a 1 y por lo tanto, la dimensión compleja de Y es igual a
m− 1. Por la Proposición 2.2, para cada n ∈ Z, se tiene que µ(n) > 0 si y sólo si

a1λ
n
1 + . . .+ amλ

n
m = 0, (2.2)

donde a1, . . . , am ∈ C y λ1, . . . , λm ∈ C \ {0} son los valores propios de F .

Observación 2.4 La ecuación (2.2) se cumple si y sólo si

a1Λ
n
1 + . . .+ am−1Λ

n
m−1 + am = 0,

donde Λj = λj/λm, j = 1, . . . ,m− 1. Aśı,

Σ = {n ∈ Z : a1Λ
n
1 + . . .+ am−1Λ

n
m−1 + am = 0}.
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Notación 2.5 Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |λ1| ≤ . . . ≤ |λm|. Para cada
ı́ndice j = 1, . . . ,m− 1, expresamos el número complejo Λj como

Λj = Rje
i2πθj ,

donde 0 < Rj ≤ 1 es el módulo de Λj y 0 ≤ θj < 1.

En C2 tenemos el siguiente resultado, el cual establece que el conjunto Σ cuando es finito
tiene a lo más un elemento y en caso de ser infinito coincide con una progresión aritmética. Su
demostración está en la sección 2.2.1 de este caṕıtulo.

Teorema 2.6 Sean X y Y subespacios lineales 1-dimensionales de C2, F : C2 → C2 es un
isomorfismo lineal diagonalizable y Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}. Con la notación anterior, se
tienen los siguientes dos casos.

1. Si a1a2 = 0, entonces el conjunto Σ es igual a Z. Más aún, los subespacios X y Y son
iguales y coinciden con alguno de los subespacios propios.

2. Si a1a2 6= 0 y

a) R1 6= 1, o bien, θ1 ∈ R \Q, entonces el conjunto Σ tiene a lo más un elemento.

b) R1 = 1, θ1 = p
q
∈ Q con (p, q) = 1 y el conjunto Σ es no vaćıo, entonces existe un

único número n0 ∈ {0, . . . , q − 1} tal que

Σ = {n0 + qs : s ∈ Z}.

En C3 el resultado es similar en que el conjunto Σ es finito, o bien, es la unión finita de
progresiones aritméticas sin contener un conjunto finito que no esté relacionado con las progre-
siones. La diferencia en este caso, es que en el caso finito, únicamente bajo ciertas condiciones
obtenemos que Σ contiene a lo más dos elementos. Además, en el caso infinito, Σ consiste en
la unión de a lo más dos progresiones aritméticas. La demostración de este teorema está en la
sección 2.2.2 de este caṕıtulo.

Teorema 2.7 Sean X y Y subespacios lineales de C3 tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2,
F : C3 → C3 es un isomorfismo lineal diagonalizable y Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}. Con la
notación 2.5, se cumple uno de los siguientes casos.

1. Si a1a2a3 = 0, entonces el conjunto Σ tiene a lo más un elemento, es una progresión
aritmética, o bien, coincide con Z.

2. Si a1a2a3 6= 0 y

a) R1 < 1 o R2 < 1, entonces el conjunto Σ tiene una cantidad finita de elementos,

b) R1 = R2 = 1 y θj ∈ R \Q para j = 1 o j = 2, entonces el conjunto Σ tiene a lo más
dos elementos,

c) R1 = R2 = 1, θj =
pj
qj

, (pj, qj) = 1 para j = 1, 2 y Σ no es vaćıo, entonces
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1) Σ = {n1 + qs : s ∈ Z}, donde q = [q1, q2] es el mı́nimo común múltiplo de q1 y
q2, n ∈ {0, . . . , q − 1}, o bien,

2) Σ = {n1 + qs : s ∈ Z} ∪ {n2 + qs : s ∈ Z}, donde n1 y n2 son elementos
distintos de {0, . . . , q − 1}.

En Cm, conm ≥ 4, obtenemos una cota superior para la cantidad de progresiones aritméticas
si cada uno de los cocientes Λj es ráız de la unidad. Además, bajo esta condición obtenemos
un subespacio invariante bajo una iteración de F . Las demostraciones de estos teoremas están
en la sección 2.2.3 de este caṕıtulo.

Teorema 2.8 Sean X, Y ⊆ Cm subespacios lineales con dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1,
F : Cm → Cm es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios λ1, . . . , λm. Si para
cada 1 ≤ j ≤ m− 1 se tiene

Λj =
λj
λm

= e
i2π

pj
qj , (pj, qj) = 1

y el conjunto

Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} = {n ∈ Z : a1Λ
n
1 + . . .+ am−1Λ

n
m−1 + am = 0}

no es vaćıo, entonces se tiene uno de los siguientes casos.

1. Si aj 6= 0 para todo ı́ndice j, entonces el conjunto Σ es la unión de a lo más q progresiones
aritméticas (donde q es el mı́nimo común múltiplo de q1, . . . , qm−1),

2. Si aj = 0 para algún ı́ndice j, entonces el conjunto Σ es la unión de a lo más q̂ progresiones
aritméticas, donde q̂ es el mı́nimo común múltiplo de

q1, . . . , qj−1, qj+1, . . . , qm

si j < m, o q̂ es el mı́nimo común múltiplo de q1, . . . , qm−2 si j = m.

Teorema 2.9 Sean X, Y ⊆ Cm subespacios lineales con dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1,
F : Cm → Cm es un isomorfismo lineal diagonalizable con valores propios λ1, . . . , λm. Si para
cada 1 ≤ j ≤ m− 1 se tiene

Λj =
λj
λm

= e
i2π

pj
qj , (pj, qj) = 1

y existe n ∈ Σ ∩ {0, . . . , q − 1}, entonces el subespacio Xn = F n(X) es invariante bajo la
transformación F q.

2.1. Prueba de la dinámica de intersección para X de

dimensión k

Para demostrar la Proposición 2.2 utilizaremos el siguiente resultado, el cual relaciona para
cada entero n el valor de µ(n) con cualesquiera bases de los subespacios X y Y .
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Lema 2.10 Sean {~u1, . . . , ~uk} y {~v1, . . . , ~vm−k} bases de los subespacios X y Y respectivamente.
Para cada n ∈ Z, µ(n) = 0 si y sólo si

F n(~u1) ∧ · · · ∧ F n(~uk) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−k 6= 0.

Prueba. Usando el inciso (a) de la Proposición 1.11, tenemos que

F n(~u1) ∧ · · · ∧ F n(~uk) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−k 6= 0

si y sólo si el conjunto de vectores {F n(~u1), . . . , F
n(~uk), ~v1, . . . , ~vm−k} es linealmente indepen-

diente. Como µ(n) = 0 si y sólo si F n(X)∩Y = {0}, basta probar que F n(X)∩Y = {0} ocurre
si y sólo si los vectores F n(~u1), . . . , F

n(~uk), ~v1, . . . , ~vm−k son linealmente independientes.

Si consideramos la combinación lineal

k∑
i=1

aiF
n(~ui) +

m−k∑
i=1

bi~vi = 0,

entonces
∑k

i=1 aiF
n(~ui) = −

∑m−k
i=1 bi~vi. Como la parte izquierda de esta igualdad es un elemento

de F n(X) y la parte derecha es un elemento de Y , entonces
∑k

i=1 aiF
n(~ui) = 0 =

∑m−k
i=1 bi~vi.

Por la independencia lineal de los conjuntos {F n(~u1), . . . , F
n(~uk)} y {~v1, . . . , ~vm−k} se tiene que

ai = 0, bi = 0 para todo i. Por lo que los vectores

F n(~u1), . . . , F
n(~uk), ~v1, . . . , ~vm−k

son linealmente independientes. �

Prueba de la Proposición 2.2. Como F es un isomorfismo lineal, entonces cada uno
de sus valores propios es distinto de cero. Además, por ser diagonalizable existe una base
B = {~x1, . . . , ~xm} de Cm compuesta por vectores propios de F , esto es, F (~xj) = λj~xj para cada
j = 1, . . . ,m.

Si el conjunto {~u1, . . . , ~uk} es base de X y el conjunto {~v1, . . . , ~vm−k} es base de Y , entonces
expresamos cada vector ~uj, ~vr, como combinación lineal de la base B,

~uj =
m∑
i=1

aj,i~xi 1 ≤ j ≤ k,

~vr =
m∑
l=1

br,l~xl 1 ≤ r ≤ m− k.

Con la siguiente observación tenemos espećıficamente a cada vector F n(~uj) como combina-
ción lineal de los elementos de B. La demostración de este resultado se realiza al final de esta
prueba.

Observación 2.11 Si n ∈ Z, entonces para cada 1 ≤ j ≤ k se cumple

F n(~uj) =
m∑
ij=1

aj,ijλ
n
ij
~xij . (2.3)
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Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 si y sólo si

F n(~u1) ∧ · · · ∧ F n(~uk) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−k = 0.

Usando las propiedades de los multivectores, obtenemos la siguiente expresión

0 = F n(~u1) ∧ · · · ∧ F n(~uk) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−k

=

(
m∑
i1=1

a1,i1λ
n
i1
~xi1

)
∧ · · · ∧

(
m∑
ik=1

ak,ikλ
n
ik
~xik

)
∧

∧

(
m∑
l1=1

b1,l1~xl1

)
∧ · · · ∧

(
m∑

lm−k=1

bm−k,lm−k~xlm−k

)

=

( ∑
σ∈Sm

sgn(σ)a1,σ(1)λ
n
σ(1) · · · ak,σ(k)λnσ(k)b1,σ(k+1) · · · bm−k,σ(m)

)
~x1 ∧ · · · ∧ ~xm

=

( ∑
σ∈Sm

CσΛn
σ

)
~x1 ∧ · · · ∧ ~xm.

Como ~x1 ∧ · · · ∧ ~xm 6= 0, entonces
∑

σ∈Sm CσΛn
σ = 0. �

Prueba de la Observación 2.11. La demostración se hará primero por inducción sobre
n ∈ N. Para n = 1 tenemos que

F (~uj) = F

(
m∑
ij=1

aj,ij~xij

)
=

m∑
ij=1

aj,ijF (~xij) =
m∑
ij=1

aj,ijλij~xij .

La hipótesis de inducción es que se satisface (2.3) para alguna n > 1. Como F es lineal, se
tiene que

F n+1(~uj) = F (F n(~uj)) = F

(
m∑
ij=1

aj,ijλ
n
ij
~xij

)

=
m∑
ij=1

aj,ijλ
n
ij
F (~xij) =

m∑
ij=1

aj,ijλ
n+1
ij

~xij .

Para el caso en que n < 0, tenemos que F−1 es la transformación inversa de F , entonces

~xj = F−1F (~xj) = F−1(λj~xj) = λjF
−1(~xj),

por lo que F−1(~xj) = λ−1j ~xj. Aśı, los escalares λ−11 , . . . , λ−1n son valores propios de F−1. Como

n < 0, entonces n = −|n|, lo cual implica que F n = (F−1)|n|. Por lo tanto, se satisface (2.3). �

2.2. Análisis del conjunto Σ para X de dimensión 1 y

m ≥ 2

Antes de proceder con las pruebas de los Teoremas 2.6, 2.7 y 2.8, demostraremos un resultado
que será utilizado más adelante.
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Proposición 2.12 Sea un número r ∈ N, con r ≥ 2 y λ1, . . . , λr, a1, . . . , ar ∈ C \ {0}. Si se
satisface que

|λ1| < |λ2| ≤ · · · ≤ |λr−1| < |λr|,
entonces el conjunto {n ∈ Z : a1λ

n
1 + · · ·+ arλ

n
r = 0} es finito.

Prueba. Si n ≥ 0, entonces a1λ
n
1 + · · ·+ arλ

n
r = 0 si y sólo si

a1

(
λ1
λr

)n
+ · · ·+ ar−1

(
λr−1
λr

)n
+ ar = 0.

Como |λj|/|λr| < 1 para todo j < r, entonces

ĺım
n→∞

(
a1

(
λ1
λr

)n
+ · · ·+ ar−1

(
λr−1
λr

)n
+ ar

)
= ar.

Usando la definición de ĺımite, tenemos que para ε = |ak| > 0 existe N ∈ N tal que si n ≥ N ,
entonces ∣∣∣∣a1(λ1λr

)n
+ · · ·+ ar−1

(
λr−1
λr

)n∣∣∣∣ < |ar|,
de donde

|a1λn1 + · · ·+ ar−1λ
n
r−1| < |arλnr |.

Lo cual implica que

0 < |arλnr | − |a1λn1 + · · ·+ ar−1λ
n
r−1| ≤ |a1λn1 + · · ·+ arλ

n
r |,

por lo que a1λ
n
1 + · · ·+ arλ

n
r 6= 0 para todo n ≥ N .

Si n < 0 entonces n = −n′, donde n′ = |n| y

a1λ
n
1 + · · ·+ arλ

n
r = a1

(
1

λ1

)n′
+ · · ·+ ar

(
1

λr

)n′
.

Por lo que a1λ
n
1 + · · ·+ arλ

n
r = 0 si y sólo si

a1 + a2

(
λ1
λ2

)n′
+ · · ·+ ar

(
λ1
λr

)n′
= 0.

De manera que

ĺım
n′→∞

(
a1 + a2

(
λ1
λ2

)n′
+ · · ·+ ar

(
λ1
λr

)n′)
= a1,

lo cual implica, como en el caso anterior, que existe N ′ ∈ N tal que a1λ
n
1 + · · ·+ arλ

n
r 6= 0 para

toda n ≤ −N ′. Concluimos que el conjunto {n ∈ Z : a1λ
n
1 + · · ·+ arλ

n
r = 0} es finito. �

Corolario 2.13 Sea un número r ∈ N, con r ≥ 2 y λ1, . . . , λr, a1, . . . , ar ∈ C \ {0}. Si se
satisface que

|λ1| ≤ |λ2| ≤ · · · ≤ |λr−1| < |λr|,
entonces el conjunto {n ∈ Z+ : a1λ

n
1 + · · ·+ arλ

n
r = 0} es finito.

Corolario 2.14 Sea un número r ∈ N, con r ≥ 2 y λ1, . . . , λr, a1, . . . , ar ∈ C \ {0}. Si se
satisface que

|λ1| < |λ2| ≤ · · · ≤ |λr−1| ≤ |λr|,
entonces el conjunto {n ∈ Z− : a1λ

n
1 + · · ·+ arλ

n
r = 0} es finito.
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2.2.1. Prueba de la descripción de Σ en C2

Una de las hipótesis del Teorema 2.6 es que el isomorfismo lineal F : C2 → C2 es diagonali-
zable y sus valores propios son λ1, λ2 ∈ C\{0}. Denotemos por B = {~x1, ~x2} a la base formada
por los vectores propios de F .

Como ambos subespacios X y Y tienen dimensión compleja igual a 1, supongamos X = 〈~u1〉
y Y = 〈~v1〉. Expresamos estos vectores como combinación lineal de los elementos de la base B,

~u1 = u1,1~x1 + u2,1~x2, ~v1 = v1,1~x1 + v2,1~x2.

Antes de probar el teorema, tenemos el siguiente resultado, el cual describe al conjunto Σ
dadas las bases de los subespacios X y Y .

Lema 2.15 Con la notación anterior, el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} coincide con el
conjunto

{n ∈ Z : a1λ
n
1 + a2λ

n
2 = 0},

donde a1 = u1,1v2,1 y a2 = −u2,1v1,1.

Prueba. Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 para alguna n ∈ Z si y sólo si F n(~u1) ∧ ~v1 = 0. Como
F n(~u1) = u1,1λ

n
1~x1 + u2,1λ

n
2~x2, entonces

F n(~u1) ∧ ~v1 = (u1,1v2,1λ
n
1 − u2,1v1,1λn2 )~x1 ∧ ~x2.

Por lo que se obtiene la ecuación
a1λ

n
1 + a2λ

n
2 = 0 (2.4)

Por lo tanto, Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + a2λ

n
2 = 0}. �

Prueba del Teorema 2.6, caso 1. Si a1a2 = 0, entonces ambos deben ser cero, pues se
satisface (2.4) y λj 6= 0. Por lo tanto, a1λ

n
1 + a2λ

n
2 = 0 para cada n ∈ Z.

Además, de la definición de a1 y a2 (ver Lema 2.15) tenemos que u1,1v2,1 = 0 y u2,1v1,1 = 0.
Si u1,1 = 0, entonces v1,1 = 0 pues u2,1 6= 0 ya que dimC(X) = 1. Aśı, X y Y coinciden con
el subespacio propio 〈~x2〉. Si v2,1 = 0, de manera análoga se tiene que X y Y coinciden con el
subespacio propio 〈~x1〉 (Figura 2.1). �

Prueba del Teorema 2.6, caso 2. Si a1a2 6= 0, entonces reescribimos la ecuación (2.4) como

Λn
1 +

a2
a1

= 0,

donde Λ1 = λ1/λ2. Además, Λ1 = R1e
i2πθ1 , donde R1 es el módulo de Λ1 y 0 ≤ θ1 < 1.

Prueba caso 2 a). Supongamos que existen n, n′ ∈ Σ, entonces

Λn
1 = Λn′

1 = −a2
a1
,
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~xj

X = Y

Figura 2.1: Los subespacios X y Y son iguales y coinciden con un subespacio propio

esto implica que Λn−n′
1 = 1. Aśı, tenemos que

Rn−n′
1 ei2πθ1(n−n

′) = 1.

Si R1 6= 1, entonces n = n′. Por otra parte, si R1 = 1 y θ1 ∈ R \ Q, como ei2πθ1(n−n
′) = 1,

entonces el producto θ1(n−n′) debe ser un número entero, por lo que n = n′. Aśı, en cualquier
caso, el conjunto Σ tiene a lo más un elemento.

Prueba caso 2. b) Supongamos que n0 ∈ Σ y vamos a denotar por A a la progresión aritmética

{n0 + qs : s ∈ Z}.

Primero, consideremos cualquier elemento n ∈ Σ. Como R1 = 1 y θ1 = p
q
, entonces el producto

p
q
(n − n0) es un número entero. Aśı, q divide a (n − n0) (porque p y q son coprimos), esto es,

existe s ∈ Z tal que
n− n0 = qs.

Por lo que n ∈ A. Rećıprocamente, si el número entero n es cualquier elemento de la progresión
aritmética A, existe s ∈ Z tal que n = n0 + qs y

Λn
1 = Λn0

1 Λqs
1 = Λn0

1 = −a2
a1
.

Por lo tanto, n ∈ Σ y concluimos que el conjunto Σ coincide con la progresión aritmética A.
Además n0 ∈ {0, . . . , q − 1} por el Lema 1.27. �

A continuación veremos ejemplos en los que Σ es vaćıo, tiene un elemento, o bien, es una
progresión aritmética. Para cada uno de ellos, el isomorfismo lineal F : C2 → C2 tiene como
base de vectores propios a la base canónica, esto es, B = {(1, 0), (0, 1)}. De este modo, si
X = 〈(u1, u2)〉 y Y = 〈(v1, v2)〉, por la prueba hecha tenemos que

Σ = {n ∈ Z : u1v2λ
n
1 − u2v1λn2 = 0},

donde λ1, λ2 son los valores propios.

Ejemplo 2.16 Supongamos que λ1 = 1/2 y λ2 = i son los valores propios de F , por lo que
Λ1 = −i/2, de donde R1 = 1/2 y θ1 = 3/4.
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1. Si X = 〈(1, i)〉 y Y = 〈(i, 1)〉, entonces

Σ =

{
n ∈ Z :

(
1

2

)n
+ in = 0

}
= ∅.

2. Si X = 〈(1, i)〉 y Y = 〈(−i, 1)〉, entonces

Σ =

{
n ∈ Z :

(
1

2

)n
− in = 0

}
= {0}.

Ejemplo 2.17 Supongamos que λ1 = 1 y λ2 = i son los valores propios de F , por lo que
Λ1 = −i, de donde R1 = 1 y θ1 = 3/4.

1. Si X = 〈(1, i)〉, Y = 〈(−i, 2)〉, entonces

Σ = {n ∈ Z : 2− in = 0} = ∅.

2. Si X = 〈(1, i)〉, Y = 〈(i, 1)〉, entonces

Σ = {n ∈ Z : 1 + in = 0} = {2 + 4s : s ∈ Z}.

2.2.2. Prueba de la descripción de Σ en C3

Una de las hipótesis del Teorema 2.7 es que el isomorfismo lineal F : C3 → C3 es diago-
nalizable con valores propios λ1, λ2, λ3 ∈ C \ {0}. Denotemos por B = {~x1, ~x2, ~x3} a la base
formada por vectores propios de F .

En este caso, los subespacios X y Y son tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2. Supongamos
que X = 〈~u1〉 y Y = 〈~v1, ~v2〉. Expresamos estos vectores como combinación lineal de los
elementos de la base B,

~u1 = u1,1~x1 + u2,1~x2 + u3,1~x3,

~v1 = v1,1~x1 + v2,1~x2 + v3,1~x3,

~v2 = v1,2~x1 + v2,2~x2 + v3,2~x3.

Como en la sección anterior, antes de probar el teorema, tenemos el siguiente resultado, el
cual describe al conjunto Σ dadas las bases de los subespacios X y Y .

Lema 2.18 Con la notación anterior, el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} coincide con el
conjunto

{n ∈ Z : a1λ
n
1 + a2λ

n
2 + a3λ

n
3 = 0},

donde

a1 = u1,1(v2,1v3,2 − v3,1v2,2),
a2 = u2,1(v3,1v1,2 − v1,1v3,2),
a3 = u3,1(v2,1v1,2 − v1,1v2,2).
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Prueba. Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 si y sólo si F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ ~v2 = 0, notemos que

F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ ~v2 =

(
3∑

k=1

uk,1λ
n
k~xk

)
∧

(
3∑

k=1

vk,1~xk

)
∧

(
3∑

k=1

vk,2~xk

)
= (a1λ

n
1 + a2λ

n
2 + a3λ

n
3 )~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3

Por lo que obtenemos la ecuación

a1λ
n
1 + a2λ

n
2 + a3λ

n
3 = 0 (2.5)

Por lo tanto, Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + a2λ

n
2 + a3λ

n
3 = 0}. �

Prueba del Teorema 2.7, caso 1. Si a1a2a3 = 0, entonces alguno de los tres es cero. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad, que a3 = 0, entonces Σ = {n ∈ Z : a1λ

n
1 + a2λ

n
2 = 0}.

Por el Teorema 2.6, el conjunto Σ tiene a lo más un elemento, es una progresión aritmética, o
bien, coincide con Z. �

Prueba del Teorema 2.7, caso 2. Como a1a2a3 6= 0, entonces la ecuación (2.5) se cumple
si y sólo si

Λn
1 + A2Λ

n
2 + A3 = 0,

donde Λj = λj/λ3, j = 1, 2 y Al = al/a1, l = 2, 3. Aśı,

Σ = {n ∈ Z : Λn
1 + A2Λ

n
2 + A3 = 0}.

Para cada ı́ndice j = 1, 2, expresamos el número complejo Λj como

Λj = Rje
i2πθj ,

donde Rj es su módulo y 0 ≤ θj < 1. Recordemos que estamos suponiendo, sin pérdida de
generalidad, que |λ1| ≤ |λ2| ≤ |λ3|, de donde 0 < R1 ≤ R2 ≤ 1.

Observación 2.19 Las soluciones de la ecuación x1 + A2x2 + A3 = 0 son

{(x1, x2) ∈ C2 : (x1, x2) = z(−A2, 1) + (−A3, 0), z ∈ C}.

De esta manera, n ∈ Σ si y sólo si existe z ∈ C tal que

−(A2z + A3) = Λn
1 y z = Λn

2 (2.6)

Esto implica que |A2z + A3| = |Λ1|n = Rn
1 y |z| = |Λ2|n = Rn

2 , es decir,∣∣∣∣z +
A3

A2

∣∣∣∣ =
Rn

1

|A2|
(2.7)

y
|z| = Rn

2 (2.8)

Geométricamente, la ecuación (2.7) implica que z pertenece a una circunferencia Cn1 con centro
en −A3/A2 6= 0 y radio Rn

1/|A2|. La ecuación (2.8) implica que z pertenece a una circunferencia
Cn2 con centro en el origen y radio Rn

2 (ver Figura 2.2).
Prueba caso 2. a) En este caso, la hipótesis es que R1 < 1, o bien, R2 < 1.
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−A3

A2

Cn1

Cn−1
1
...

Cn2 Cn−1
2 . . .

Figura 2.2: Circunferencias

Si R1 < R2 < 1, es decir, |λ1| < |λ2| < |λ3|, entonces por la Proposición 2.12, el conjunto
Σ es finito.

Si R1 < 1 y R2 = 1, entonces C2 := Cn2 no depende de n y es la circunferencia unitaria con
centro en el origen. Mientras que para cada n ∈ Z, Cn1 es una circunferencia cuyo centro
es −A3/A2 y radio rn := Rn

1/|A2| ∈ R+. Como R1 < 1 se satisface{
rn → 0 si n→∞
rn →∞ si n→ −∞ (2.9)

Si |A3| 6= |A2|, entonces el centro −A3/A2 de cada Cn1 tiene módulo distinto de 1 (ver
Figura 2.3). De (2.9) tenemos que existe un número natural N ∈ N tal que si n ≥ N , o
bien, n ≤ −N , entonces C2 ∩ Cn1 = ∅. Por lo tanto, Σ es finito.

−A3

A2

C2

Cn1

Cn−1
1

... −A3

A2

C2

Cn1

Cn−1
1

...

(a) | − A3/A2| > 1 (b) | − A3/A2| < 1

Figura 2.3: Cn1 y C2
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Si |A3| = |A2| (ver Figura 2.4), el conjunto Σ tiene a lo más un elemento. En efecto, si
n, n′ ∈ Σ, entonces

Λn
1 = −A2Λ

n
2 − A3, (2.10)

Λn′

1 = −A2Λ
n′

2 − A3. (2.11)

Como n′ = n+s para algún s ∈ Z, entonces, por (2.11) tenemos que Λn+s
1 = −A2Λ

n+s
2 −A3.

Usando (2.10) para sustituir Λn
1 , obtenemos

A2Λ
n
2 (Λs

2 − Λs
1) = A3(Λ

s
1 − 1)

|A2|2|Λn
2 |2|Λs

2 − Λs
1|2 = |A3|2|Λs

1 − 1|2

|Λs
2 − Λs

1|2 = |Λs
1 − 1|2.

C2

−A3

A2

Cn1

Cn−1
1

...

Figura 2.4: Cn1 y C2 cuando |A3| = |A2|

Como
|Λs

2 − Λs
1|2 = 1− 2Rs

1 cos(2πk(θ2 − θ1)) +R2s
1

y
|Λs

1 − 1|2 = R2s
1 − 2Rs

1 cos(2πsθ1) + 1;

entonces
cos(2πs(θ2 − θ1)) = cos(2πsθ1).

Esta última igualdad se cumple cuando 2πs(θ2 − θ1) = −2πsθ1 + 2πs′, para algún s′ ∈ Z
(porque coseno es una función periódica y par). Si s 6= 0, es decir, n y n′ son distintas,
tenemos que θ2 = s′

s
, esto implica Λs

2 = 1 y Λn′
1 = Λn

1 , pero esto es una contradicción

porque Rn′−n
1 6= 1. Por lo tanto, s = 0 y aśı n′ = n.

Finalmente, si R1 = R2 < 1, significa que |λ1| = |λ2| < |λ3|. El número entero n satisface
la ecuación (2.5) si y sólo si

A′1 + A′2Λ
′n
2 + Λ′n3 = 0,

donde A′j = aj/a3 y Λ′j = λj/λ1. Aśı, n ∈ Σ si y sólo si

−z = Λ′n2 y A′2z − A′1 = Λ′n3 , (2.12)

donde |Λ′2| = 1. Análogamente al caso anterior, el conjunto Σ es finito.
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Prueba caso 2. b) En este caso, la hipótesis es R1 = R2 = 1 y θj ∈ R \ Q para j = 1 o j = 2.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que θ1 ∈ R \ Q. Tanto C1 := Cn1 como C2 := Cn2 no
dependen de n. Son circunferencias de radios 1/|A2| y 1 respectivamente para cada n ∈ Z (ver
Figura 2.5).

−A3

A2

C2

C1

Figura 2.5: C1 ∩ C2

Si C1 ∩ C2 = ∅, entonces Σ es el conjunto vaćıo. Por el contrario, si existe z1 ∈ C1 ∩ C2 que
satisface (2.6) para algún n ∈ Z, entonces no existe ningún otro n′ ∈ Z que satisface (2.6) con
z1. En efecto, si existiera n′ ∈ Z tal que Λn′

1 = −(A2z1 + A3) y Λn′
2 = z1, entonces Λn

1 = Λn′
1 ,

de donde Λn−n′
1 = 1. Como Λn−n′

1 = ei(n−n
′)2πθ1 entonces debe ocurrir que (n − n′)θ1 = s para

algún s ∈ Z, lo que implica que n − n′ = 0. En conclusión, para cada punto z en C1 ∩ C2, se
satisface la condición (2.6) a lo más para una n ∈ Z. Como dos circunferencias tienen a lo más
dos puntos en común, entonces el conjunto Σ tiene a lo más dos elementos.

Prueba caso 2. c) En este caso, la hipótesis es R1 = R2 = 1 y θj =
pj
qj

, (pj, qj) = 1 para j = 1, 2.

Como la intersección C1 ∩ C2 tiene a lo más dos elementos, tenemos tres casos.

Si C1 ∩ C2 = ∅, entonces el conjunto Σ es vaćıo.

Si C1 ∩ C2 = {z1} definimos

Σ1
z1

:= {n ∈ Z : Λn
1 = −(A2z1 + A3)} y Σ2

z1
:= {n ∈ Z : Λn

2 = z1}.

Aśı, el conjunto Σ coincide con la intersección Σ1
z1
∩Σ2

z1
. Si Σ1

z1
∩Σ2

z1
6= ∅, entonces cada

uno de estos conjuntos es una progresión aritmética (la prueba es análoga a la prueba del
Teorema 2.6, caso 2. b)). Por el Lema 1.27, existe un único n1 ∈ {0, . . . , q − 1} (donde q
es el mı́nimo común múltiplo de q1 y q2) tal que

Σ1
z1
∩ Σ2

z1
= {n1 + qs : s ∈ Z}.

Si C1 ∩ C2 = {z1, z2}, con z1 6= z2, definimos de manera similar como en el caso anterior

Σz1 := Σ1
z1
∩ Σ2

z1
y Σz2 := Σ1

z2
∩ Σ2

z2
.
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Aśı, Σ = Σz1∪Σz2 . Y como en el caso anterior, si Σz1 y Σz2 son no vaćıos, entonces existen
n1, n2 ∈ {0, . . . , q − 1} distintos tales que

Σ = {n1 + qs : s ∈ Z} ∪ {n2 + qs : s ∈ Z}.

Por lo tanto, el conjunto Σ es la unión de a lo más dos progresiones aritméticas.

�
Para concluir esta sección, establecemos un ejemplo donde el conjunto Σ es la unión de

dos progresiones aritméticas (los ejemplos para los demás casos pueden obtenerse modificando
convenientemente los ejemplos dados en la sección anterior).

Ejemplo 2.20 Sea F : C3 → C3 el isomorfismo lineal cuya base de vectores propios es
B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} y sus valores propios son

λ1 = ei
2
7
πλ3, λ2 = ei

2
5
πλ3 y λ3 = ei

2
3
π.

Aśı, tenemos que Λ1 = ei
2
7
π y Λ2 = ei

2
5
π, de donde R1 = R2 = 1, θ1 = 1/7 y θ2 = 1/5. Si

X = 〈(1, 1, 1)〉, entonces

F 5(X) = 〈(λ51, λ52, λ53)〉 = 〈(ei
10
7
π, 1, 1)〉,

F 7(X) = 〈(λ71, λ72, λ73)〉 = 〈(1, ei
14
5
π, 1)〉,

F 35(X) = 〈(λ351 , λ352 , λ353 )〉 = 〈(1, 1, 1)〉 = X.

De esta manera, consideramos Y = 〈(ei 107 π, 1, 1), (1, ei
14
5
π, 1)〉 y de inmediato obtenemos que

F 5(X), F 7(X) ⊆ Y . Por lo tanto, Σ = {5 + 35s : s ∈ Z} ∪ {7 + 35s : s ∈ Z}.

2.2.3. Prueba de la descripción de Σ en Cm, m ≥ 4

Desarrollamos esta sección bajo la hipótesis de que el isomorfismo lineal F : Cm → Cm es
diagonalizable con valores propios λ1, . . . , λm ∈ C \ {0}. Denotamos por B = {~x1, . . . , ~xm} a la
base formada por vectores propios de F en Cm, m ≥ 4.

Los subespacios X y Y son tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m− 1. Por la Proposición
2.2, existen números complejos a1, . . . , am (que dependen de las bases de X y Y ) tales que
n ∈ Σ = {n ∈ Z : µ(n) = dimC(F n(X) ∩ Y ) > 0} si y sólo si

a1λ
n
1 + · · ·+ amλ

n
m = 0, (2.13)

Si aj 6= 0 para todo j, se cumple la ecuación (2.13) si y sólo si

Λn
1 + A2Λ

n
2 + · · ·+ Am−1Λ

n
m−1 + Am = 0, (2.14)

donde Λj = λj/λm y Aj = aj/a1, 1 ≤ j ≤ m.

Antes de comenzar la prueba del Teorema 2.8 construiremos conjuntos que relacionan la
soluciones de la ecuación (2.14) con el conjunto Σ.
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Lema 2.21 Si A2, . . . , Am ∈ C \ {0}, entonces las soluciones de la ecuación

x1 + A2x2 + · · ·+ Am−1xm−1 + Am = 0

son {
(x1, . . . , xm−1) ∈ Cm−1 : (x1, . . . , xm−1) =

(m−2∑
i=1

zi − Am,−
zm−2
A2

, . . . ,− z1
Am−1

)}
,

donde z1, . . . , zm−2 son números complejos cualesquiera.

Prueba. Es claro que si z1, . . . , zm−2 ∈ C, entonces

(x1, . . . , xm−1) =

(m−2∑
i=1

zi − Am,−
zm−2
A2

, . . . ,− z1
Am−1

)
satisface la ecuación

x1 + A2x2 + · · ·+ Am−1xm−1 + Am = 0.

Por otro lado, si es cierto que

x1 + A2x2 + · · ·+ Am−1xm−1 + Am = 0,

entonces
x1 = −(A2x2 + · · ·+ Am−1xm−1 + Am).

Consideramos zm−j = Ajxj con j ≥ 2, entonces

(x1, . . . , xm−1) =

(m−2∑
i=1

zi − Am,−
zm−2
A2

, . . . ,− z1
Am−1

)
.

De esta manera se obtiene el resultado. �

Por el lema anterior, n ∈ Σ si y sólo si existe ~z = (z1, . . . , zm−2) ∈ Cm−2 tal que

Λn
1 =

m−2∑
i=1

zi − Am,

Λn
j = −zm−j

Aj
, 2 ≤ j ≤ m− 1.

Aśı, para cualquier ~z = (z1, . . . , zm−2) ∈ Cm−2, definimos los conjuntos

Σ1
~z =

{
n ∈ Z : Λn

1 =
m−2∑
i=1

zi − Am
}
,

Σj
~z =

{
n ∈ Z : Λn

j = −zm−j
Aj

}
, 2 ≤ j ≤ m− 1.
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Observación 2.22 Sea n cualquier número entero. Entonces, n ∈ Σ si y sólo si existe ~z ∈ Cm−2

tal que

n ∈
m−1⋂
j=1

Σj
~z.

Notación 2.23 Supongamos, sin perdida de generalidad, que |λ1| ≤ · · · ≤ |λm|. Expresamos
los números complejos Λ1, . . . ,Λm−1 como

Λj = Rje
i2πθj , 1 ≤ j ≤ m− 1,

donde 0 < Rj ≤ 1 y 0 ≤ θj < 1.

Teorema 2.24 Sea ~z cualquier vector de Cm−2, entonces, con la notación anterior se tienen
los siguientes tres casos.

1. Si Rj < 1 para algún ı́ndice j, entonces el conjunto Σj
~z tiene a lo más un elemento.

2. Si θj ∈ R \Q para algún ı́ndice j, entonces el conjunto Σj
~z tiene a lo más un elemento.

3. Si Rj = 1, θj ∈ Q (θj = pj/qj, con (pj, qj) = 1) para algún ı́ndice j y existe n ∈ Σj
~z,

entonces el conjunto Σj
~z coincide con la progresión aritmética

{n+ qjs : s ∈ Z}.

Prueba. Prueba de 1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que R1 < 1 y n, n′ ∈ Σ1
~z.

Entonces

Λn
1 =

m−2∑
i=1

zi − Am = Λn′

1 ,

de donde Λn−n′
1 = 1. Aśı Rn−n′

1 = 1 pero R1 < 1, por lo que n = n′. Por lo tanto, el conjunto
Σ1
~z tiene a lo más un elemento.

Prueba de 2. Análogamente, si θ1 ∈ R \ Q, R1 = 1 (de otra manera es el caso anterior) y
n, n′ ∈ Σ1

~z, se llega a Λn−n′
1 = 1, es decir,

ei2πθ1(n−n
′) = 1.

Esto implica que existe un número entero s tal que θ1(n − n′) = s. Como θ1 /∈ Q entonces
n = n′. Por lo tanto, el conjunto Σ1

~z tiene a lo más un elemento.

Prueba de 3. Como en los casos anteriores, supongamos sin pérdida de generalidad que R1 = 1,
θ1 = p1/q1 con (p1, q1) = 1 y existe n ∈ Σ1

~z. Denotemos por A a la progresión aritmética

{n+ q1s : s ∈ Z}.

Si n′ es cualquier elemento de Σ1
~z distinto de n, entonces Λn′−n

1 = 1. Por lo que,

p1
q1

(n′ − n) = s
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para algún s ∈ Z. Como (p1, q1) = 1 entonces q1 divide a n′−n, de tal manera que n′ = n+q1s
′

para algún s′ ∈ Z. Por lo que n′ es elemento de A.
Si n+ q1s es cualquier elemento de A se tiene que

Λn+q1s
1 = e

i2π(n+q1s)
p1
q1 = e

i2πn
p1
q1 ei2πp1s = Λn

1 .

Aśı, n+ q1s también es elemento de Σ1
~z y por lo tanto, los conjuntos Σ1

~z y A coinciden. �

Lema 2.25 Sea ~z cualquier vector de Cm−2. Si Rj = 1, αj = pj/qj con (pj, qj) = 1 para todo
ı́ndice j y el conjunto

⋂m−1
j=1 Σj

~z es no vaćıo, entonces existe un único n ∈ {0, . . . , q− 1} (donde
q = [q1, . . . , qm−1] es el mı́nimo común múltiplo de q1, . . . , qm−1), tal que

m−1⋂
j=1

Σj
~z = {n+ qs : s ∈ Z}.

Prueba. Por el inciso 3 del Teorema 2.24 se tiene que

Σj
~z = {n′ + qjs : s ∈ Z}

para cada 1 ≤ j ≤ m − 1. Como el conjunto
⋂m−1
j=1 Σj

~z es no vaćıo, por los Lemas 1.26 y 1.27,
existe un único n ∈ {0, . . . , q − 1} tal que

m−1⋂
j=1

Σj
~z = {n+ qs : s ∈ Z},

Con lo que concluimos el resultado. �

Prueba del Teorema 2.8. Recordemos que las hipótesis de este teorema son que para
cada 1 ≤ j ≤ m− 1 se tiene

Λj =
λj
λm

= e
i2π

pj
qj , (pj, qj) = 1

y el conjunto Σ es no vaćıo.

Prueba de 1. En este caso tenemos que aj 6= 0 para todo ı́ndice j. Como Σ 6= ∅, existe n′ ∈ Σ.
De la Observación 2.22, existe ~z ∈ Cm−2 tal que n′ ∈ Σj

~z para cada 1 ≤ j ≤ m− 1. Por el Lema
2.25, existe un único número n ∈ {0, . . . , q − 1} tal que

n′ ∈
m−1⋂
j=1

Σj
~z = {n+ qs : s ∈ Z},

donde q es el mı́nimo común múltiplo de q1, . . . , qm−1. El entero n′ es cualquier elemento de Σ,
entonces el conjunto Σ es la unión de a lo más q progresiones aritméticas.
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Prueba de 2. La prueba se realiza por inducción sobre m ≥ 4. En el caso m = 4 tenemos que

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + a2λ

n
2 + a3λ

n
3 + a4λ

n
4 = 0}.

La hipótesis en este inciso es que aj = 0 para algún ı́ndice j, supongamos sin perdida de
generalidad que a4 = 0 y aj 6= 0 si j 6= 4. Aśı,

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + a2λ

n
2 + a3λ

n
3 = 0},

y por el Teorema 2.7, el conjunto Σ consiste de a lo más dos progresiones aritméticas distintas
cuya razón es q̂, el mı́nimo común múltiplo de q1, q2.

Cuando m > 4, tenemos

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + · · ·+ amλ

n
m = 0}.

Como aj = 0 para algún ı́ndice j, supongamos sin perdida de generalidad que j < m y ak 6= 0
para k 6= j; entonces

Σ = {n ∈ Z : â1λ̂
n
1 + · · ·+ âm−1λ̂

n
m−1 = 0},

donde âk = ak, λ̂k = λk si k < j y âk = ak+1, λ̂k = λk+1 si k ≥ j. Como m − 1 ≥ 4, por la
prueba del inciso anterior, tenemos que Σ consiste de a lo más q̂ progresiones aritméticas. �

Prueba del Teorema 2.9. En este teorema también tenemos por hipótesis que para cada
1 ≤ j ≤ m− 1 se tiene

Λj =
λj
λm

= e
i2π

pj
qj , (pj, qj) = 1.

Supongamos que n ∈ Σ∩{0, . . . , q− 1}. Como X es un subespacio lineal tal que dimC(X) = 1,
entonces X = 〈~u〉 y

~u =
m∑
j=1

uj~xj,

donde ~x1, . . . , ~xm son los vectores propios de F . Aśı, Xn = F n(X) es generado por el vector

F n(~u) =
m∑
j=1

ujλ
n
j ~xj,

entonces

F q(F n(~u)) =
m∑
j=1

ujλ
n+q
j ~xj = λqm

m∑
j=1

uj
λn+qj

λqm
~xj

= λn+qm

m∑
j=1

ujλ
n
j Λq

j~xj,

pero Λq
j = 1 para todo j, aśı,

F q(F n(~u)) = λn+qm F n(~u).

Por lo tanto, Xn es invariante bajo F q. �
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Caṕıtulo 3

Caso no diagonalizable

En este caṕıtulo consideramos la cuarteta (Cm, X, Y, F ) donde X, Y ⊆ Cm son subespacios
lineales de dimensión compleja complementaria, k y m−k respectivamente; además F denotará
un isomorfismo lineal de Cm en śı mismo. La función µ : Z → {0, . . . ,m} está definida como
µ(n) = dimC(F n(X) ∩ Y ).

A diferencia del caṕıtulo anterior, ahora consideramos el caso en el que F es un isomorfismo
lineal no diagonalizable, con λ1, . . . , λm ∈ C sus valores propios, ninguno de ellos cero. Bajo
esta hipótesis también obtenemos un resultado similar al de la Proposición 2.2, con la diferencia
que los coeficientes de la ecuación son polinomios en la variable n.

Proposición 3.1 Sean λ1, . . . , λm valores propios de F : Cm → Cm. Si F es un isomorfismo
lineal no diagonalizable, entonces para cada n ∈ Z, µ(n) > 0 si y sólo si∑

σ∈Sm

Pσ(n)Λn
σ = 0, (3.1)

donde Sm es el grupo simétrico y para cada σ ∈ Sm se tiene que Λσ = λσ(1) · · ·λσ(k) y Pσ(n) es
un polinomio de grado a lo más k(m− 1).

Cabe mencionar que los polinomios Pσ(n) dependen de las bases elegidas para los subespa-
cios X y Y ; la demostración de este resultado se encuentra en la sección 3.1 de este caṕıtulo.
Con esta proposición probamos que el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}, en este caso, también
consiste en la unión de un conjunto finito y una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Proposición 3.2 Sea Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0}. Si F no es diagonalizable, entonces Σ consiste
de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Prueba. Por la Proposición 3.1, Σ = {n ∈ Z :
∑

σ∈Sm Pσ(n)Λn
σ = 0} y definimos

a(n) :=
∑
σ∈Sm

Pσ(n)Λn
σ.

Esta expresión es una sucesión de sumas de potencias generalizadas y por tanto, es una suce-
sión de recurrencia lineal. Debido al Teorema 1.24 de Skolem-Mahler-Lech, Σ consiste de un
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conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas. �

Notemos que aunque F no es diagonalizable, existe una base B = {~x1, . . . , ~xm} tal que la
matriz asociada a F con respecto a B es la suma directa,

[F ]B = J1 ⊕ · · · ⊕ Jl =


J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Jl

 ,

donde Ji es una matriz cuadrada y diagonal en la cual cada elemento de la diagonal es λi, o
bien, es una matriz de la forma 

λi 1 0 · · · 0 0
0 λi 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λi 1
0 0 0 · · · 0 λi

 .

La base B es llamada base canónica de Jordan y cada Ji es un blogue de Jordan (ver [7]
para más información). Cabe destacar que si cada Ji es una matriz diagonal, entonces F es
diagonalizable. En este caṕıtulo estamos suponiendo que al menos una matriz Ji no es diagonal.

Para mostrar casos en los que el conjunto Σ es finito, o bien, consiste de progresiones
aritméticas comenzamos el análisis en los espacios complejos C2 y C3. En C2, si el isomorfismo
lineal F no es diagonalizable, entonces tiene un único valor propio λ. En este caso, tenemos el
siguiente resultado, cuya demostración se encuentra en la sección 3.2.1 de este caṕıtulo.

Teorema 3.3 Sean X, Y ⊆ C2 subespacios lineales de dimensión compleja uno y F : C2 → C2

un isomorfismo lineal. Si F no es diagonalizable, con λ ∈ C\{0} su único valor propio, entonces
el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} coincide con Z, o bien, tiene a lo más un elemento.

En C3, si el isomorfismo lineal F no es diagonalizable, entonces la matriz [F ]B asociada a F
con respecto a la base B consta de un único bloque de Jordan, o bien, consta de dos bloques.
Por esta razón, obtenemos los siguientes dos teoremas, cuyas demostraciones se encuentran en
la sección 3.2.2 de este caṕıtulo.

Teorema 3.4 Sean X, Y ⊆ C3 subespacios lineales tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2,
F : C3 → C3 un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F ]B es un único bloque de Jordan,
entonces el conjunto Σ coincide con Z, o bien, tiene a lo más dos elementos.

Teorema 3.5 Sean X, Y ⊆ C3 subespacios lineales tales que dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2,
F : C3 → C3 un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F ]B consiste de dos bloques de Jordan,
entonces el conjunto Σ es finito, coincide con Z, o bien, es una progresión aritmética (distinta
de Z).
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El Teorema 3.4 da pie a una generalización en Cm, m ≥ 4, si la matriz [F ]B es un único
bloque de Jordan. La demostración del siguiente resultado se encuentra en la sección 3.2.3 de
este caṕıtulo.

Teorema 3.6 Sean X, Y ⊆ Cm subsespacios lineales con dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1,
F : Cm → Cm un isomorfismo lineal no diagonalizable. Si [F ]B es un único bloque de Jordan,
entonces el conjunto Σ coincide con Z, o bien, tiene a lo más 2(m− 1) elementos.

3.1. Prueba de la dinámica de intersección para X de

dimensión k

El isomorfismo lineal F no es diagonalizable, sin embargo, existe una base B = {~x1, . . . , ~xm}
tal que [F ]B = D +G, donde D es una matriz diagonal y G es una matriz nilpotente de grado
a lo más m.

Lema 3.7 Si {~u1, . . . , ~uk} es base del subespacio X, entonces para cualquier número n se sa-
tisface

F n(~uj) =
m∑
i=1

(m−i∑
l=0

Pi,l,j(n)λni

)
~xi, 1 ≤ j ≤ k, (3.2)

donde Pi,l,j(n) es un polinomio en la variable n de grado a lo más m− 1.

Prueba. Las matrices D y G son de la forma D = (di,j)

di,j =

{
λi si i = j
0 si i 6= j

y G = (gi,j)

gi,j =

{
si,j si j = i+ 1
0 si j 6= i+ 1

donde los λi son los valores propios de F y si,j ∈ {0, 1}. Sabemos que DG = GD, por lo que si
n ≥ m, entonces

(D +G)n =
m−1∑
l=0

(
n

l

)
Dn−lGl

ya que Gm = 0.

Observación 3.8 Si 1 ≤ l < m, entonces Gl = (gi,j(l)) es una matriz tal que

gi,j(l) =

{
0 si j 6= i+ l∏j−1

r=i sr,r+1 si j = i+ l ≤ m
, (3.3)

donde gi,j(1) = gi,j.
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La demostración de esta observación se realiza por inducción sobre l y se encuentra al final
de esta sección. Expresamos cada vector ~uj como combinación lineal de los elementos de B

~uj =
m∑
r=1

ur,j~xj, 1 ≤ j ≤ k.

Notemos que Gl(~uj) = (gi,1(l, ~uj)), con 1 ≤ i ≤ m, es una matriz de m× 1 donde la i-ésima
entrada es

gi,1(l, ~uj) =
m∑
r=1

gi,r(l)ur,j = gi,i+l(l)ui+l,j =

{
0 si i > m− l∏j

r=i sr,r+1ui+l,j si i ≤ m− l .

Entonces, la matriz (Dn−lGl)(~uj) = (ai,1(l, ~uj)) es una matriz de m × 1 donde la i-ésima
entrada es

ai,1(l, ~uj) =
m∑
r=1

dn−li,r gr,1(l, ~uj) = dn−li,i gi,1(l, ~uj) = λn−li gi,i+l(l)ui+l,j

de donde

ai,1(l, ~uj) =

{
0 si i > m− l∏j

r=i sr,r+1ui+l,jλ
n−l
i si i ≤ m− l .

Por lo tanto, la matriz F n(~uj) = (D + G)n(~uj) es una matriz de m × 1 tal que la i-ésima
entrada, con 1 ≤ i ≤ m, es

bi,1(~uj) =

(
n

0

)
λni ui,j +

m−1∑
l=1

(
n

l

)
ai,1(l, ~uj)

=

(
n

0

)
λni ui,j +

(
n

1

)
λn−1i gi,i+1(1)ui+1,j + · · ·+

(
n

m− i

)
gi,m(m− i)um,j

=
m−i∑
l=0

P i,l,j(n)λn−li

donde P i,l,j(n) =
(
n
l

)
gi,i+l(l)ui+l,j, es un polinomio de grado a lo más m − 1 en la variable n.

Además, como cada λi 6= 0 entonces

bi,1(~uj) =
m−i∑
l=0

P i,l,j(n)

λli
λni =

m−i∑
l=0

Pi,l,j(n)λni .

Aśı, tenemos que para cada ı́ndice j, con 1 ≤ j ≤ k,

F n(~uj) =
m∑
i=1

(m−i∑
l=0

Pi,l,j(n)λni

)
~xi, 1 ≤ j ≤ k,

�
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Prueba de la Proposición 3.1. Supongamos que {~v1, . . . , ~vm−k} es base del subespacio Y y
expresamos cada uno de estos vectores como combinación lineal de los elementos de la base B,

~vr =
m∑
lr=1

vlr,r~xlr , 1 ≤ r ≤ m− k.

Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 si y sólo si

F n(~u1) ∧ · · · ∧ F n(~uk) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−k = 0.

Usando las propiedades de los multivectores, se obtiene la siguiente expresión

0 = F n(~u1) ∧ · · · ∧ F n(~uk) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−k

=

(
m∑
i1=1

bi1,1(~u1)~xi1

)
∧ · · · ∧

(
m∑
ik=1

bik,1(~uk)~xik

)
∧

∧

(
m∑
l1=1

vl1,1~xl1

)
∧ · · · ∧

(
m∑

lm−k=1

vlm−k,m−k~xlm−k

)

=

( ∑
σ∈Sm

sgn(σ)bσ(1),1(~u1) · · · bσ(k),1(~uk)vσ(k+1),1 · · · vσ(m),m−k

)
~x1 ∧ · · · ∧ ~xm.

Como ~x1 ∧ · · · ∧ ~xm 6= 0, entonces

0 =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)bσ(1),1(~u1) · · · bσ(k),1(~uk)vσ(k+1),1 · · · vσ(m),m−k

=
∑
σ∈Sm

sgn(σ)

(
m−σ(1)∑
l=0

Pσ(1),l,1(n)λnσ(1)

)
· · ·

(
m−σ(k)∑
l=0

Pσ(k),l,k(n)λnσ(k)

)
vσ(k+1),1 · · · vσ(m),m−k

=
∑
σ∈Sm

Pσ(n)(λσ(1) · · ·λσ(k))n

=
∑
σ∈Sm

Pσ(n)Λn
σ.

�

Prueba de la Observación 3.8. Para l = 2 se tiene que G2 = (gi,j(2)), donde

gi,j(2) =
m∑
r=1

gi,rgr,j = gi,i+1gi+1,j =

{
0 si j 6= i+ 2
si,i+1si+1,i+2 si j = i+ 2 ≤ m

Supongamos que para l > 2, la matriz Gl satisface (3.3). Como Gl+1 = GlG = (gi,j(l + 1))
donde

gi,j(l + 1) =
m∑
r=1

gi,r(l)gr,j = gi,i+l(l)gi+l,j =

{
0 si j 6= i+ l + 1∏j−1

r=i sr,r+1 si j = i+ l + 1
,

concluimos la afirmación. �
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3.2. Análisis del conjunto Σ para X de dimensión 1 y

m ≥ 2

Como mencionamos en la introducción de este caṕıtulo, en C2, en el caso en el que el
isomorfismo F no es diagonalizable, la matriz [F ]B con respecto a la base canónica de Jordan
B = {~x1, ~x2} es un único bloque. Esto es,

[F ]B =

(
λ 1
0 λ

)
donde λ ∈ C \ {0} es el valor propio de F .

Sin embargo, en el espacio complejo C3 tenemos dos casos, esto es, la matriz [F ]B con
respecto a la base canónica de Jordan B = {~x1, ~x2, ~x3} tiene la forma

caso 1: [F ]B =

 λ1 1 0
0 λ1 1
0 0 λ1

 o bien, caso 2: [F ]B =

 λ1 1 0
0 λ1 0
0 0 λ2


donde λ1, λ2 ∈ C\{0} son los valores propios de F . Es por esta razón que el análisis del conjunto
Σ está dividido en dos casos.

3.2.1. Prueba de la descripción de Σ en C2

El isomorfismo lineal F : C2 → C2 tiene un único valor propio λ ∈ C \ {0} y su matriz
asociada con respecto a la base canónica de Jordan B = ~x1, ~x2 es un único bloque. Por esta
razón, tenemos que

(F − λI)(~x2) = ~x1, (3.4)

(F − λI)2(~x2) = 0, (3.5)

donde la transformación I : C2 → C2 es la identidad.

Antes de probar el Teorema 3.3, veremos dos resultados que serán de utilidad. El primero
de ellos describe expĺıcitamente las imágenes de los elementos de B bajo F n.

Lema 3.9 Si n ∈ Z, entonces

F n(~x1) = λn~x1 y F n(~x2) = nλn−1~x1 + λn~x2

Prueba. Vamos a probar la afirmación por inducción sobre n (cuando n ∈ N). Para n = 1, por
(3.4) y (3.5), se cumple que

F (~x1) = λ~x1,

F (~x2) = ~x1 + λ~x2.
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Supongamos que para n > 1 se satisface F n(~x1) = λn~x1 y F n(~x2) = nλn−1~x1+λ~x2. Entonces,

F n+1(~x1) = F (F n(~x1)) = F (λn~x1) = λn+1~x1

y

F n+1(~x2) = F (F n(~x2)) = F (nλn−1~x1 + λn~x2) = nλn~x1 + λn~x1 + λn+1~x2

= (n+ 1)λn~x1 + λn+1~x2.

Por lo que se tiene el resultado para todo n ∈ N.

Como F−1(~x1) = 1
λ
~x1 y F−1(~x2) = − 1

λ2
~x1 + 1

λ
~x2, entonces para n ∈ Z−, F n = (F−1)|n|, y

aśı la prueba se hace de manera análoga. �

Como dimC(X) = dimC(Y ) = 1, entonces X = 〈~u1〉 y Y = 〈~v1〉, de manera que

~u1 = u1,1~x1 + u2,1~x2, ~v1 = v1,1~x1 + v2,1~x2.

Lema 3.10 Con la notación anterior, si µ(n) = dimC(F n(x)∩Y ) y Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0},
entonces

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n + a2nλ

n−1 = 0},

donde a1 = u1,1v2,1 − u2,1v1,1 y a2 = −u2,1v2,1.

Prueba. Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 para algún n ∈ Z si y sólo si F n(~u1) ∧ ~v1 = 0. Como

F n(~u1) = (u1,1λ
n + u2,1nλ

n−1)~x1 + u2,1λ
n~x2,

entonces
F n(~u1) ∧ ~v1 = (u1,1v2,1λ

n + u2,1v2,1nλ
n−1 − u2,1v1,1λn)~x1 ∧ ~x2.

Por lo que se obtiene la ecuación

a1λ
n + a2nλ

n−1 = 0 (3.6)

Por lo tanto, Σ = {n ∈ Z : a1λ
n + a2nλ

n−1 = 0}. �

Prueba del Teorema 3.3. Por el lema anterior, Σ = {n ∈ Z : a1λ
n + a2nλ

n−1 = 0}, como
λ 6= 0, entonces la ecuación (3.6) se satisface si y sólo si

a1 +
a2
λ
n = 0 (3.7)

Si a2 = 0, entonces a1 = 0 y esto implica que Σ coincide con Z. Si a2 6= 0, entonces (3.7) es un
polinomio en la variable n de grado 1, por lo que tiene una única ráız en C. Por lo tanto, el
conjunto Σ tiene a lo más un elemento, cuando dicha ráız es entera. �
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3.2.2. Prueba de la descripción de Σ en C3

Como hemos mencionado, tenemos dos casos cuando el isomorfismo lineal F : C3 → C3 no
es diagonalizable. Los casos dependen de si la matriz [F ]B consiste de un solo bloque de Jordan
o de dos.

Caso 1: [F ]B es un bloque de Jordan.

En este caso, tenemos que (F − λ1I)3(~x3) = 0, por lo que

~x1 = (F − λ1I)2(~x3),

~x2 = (F − λ1I)(~x3).

Observación 3.11 En este caso, se satisface

F (~x1) = λ1~x1,

F (~x2) = ~x1 + λ1~x2,

F (~x3) = ~x2 + λ1~x3.

Prueba. Como
0 = (F − λ1I)3(~x3) = (F − λ1I)(~x1),

entonces F (~x1)− λ1~x1 = 0 por lo que F (~x1) = λ1~x1.

Análogamente, de
(F − λ1I)2(~x3) = (F − λ1I)(~x2),

tenemos que F (~x2) = ~x1 + λ1~x2.

Finalmente, de ~x2 = (F − λ1I)(~x3), tenemos F (~x3) = ~x2 + λ1~x3. �

El siguiente lema describe expĺıcitamente las imágenes de los elementos de la base B bajo
F n con n ∈ Z.

Lema 3.12 Si [F ]B es un bloque de Jordan, entonces para cada n ∈ Z se tiene

F n(~x1) = λn1~x1

F n(~x2) = nλn−11 ~x1 + λn1~x2

F n(~x3) =
n(n− 1)

2
λn−21 ~x1 + nλn−11 ~x2 + λn1~x3

Prueba. La prueba comienza por inducción en Z+ y se continua de manera análoga a la prueba
hecha en el Lema 3.9. �

Como dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2, entonces X = 〈~u1〉 y Y = 〈~v1, ~v2〉, de manera que

~u1 = u1,1~x1 + u2,1~x2 + u3,1~x3,

~v1 = v1,1~x1 + v2,1~x2 + v3,1~x3,

~v2 = v1,2~x1 + v2,2~x2 + v3,2~x3,
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Lema 3.13 Con la notación anterior, si µ(n) = dimC(F n(x)∩Y ) y Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0},
entonces

Σ =

{
n ∈ Z : a1λ

n
1 + na2λ

n−1
1 +

n(n− 1)

2
a3λ

n−2
1 = 0

}
.

donde a1, a2 y a3 dependen de los vectores ~u1, ~v1 y ~v2.

Prueba. Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 para algún n ∈ Z si y sólo si F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ ~v2 = 0. Como

F n(~u1) =

(
u1,1λ

n
1 + u2,1nλ

n−1
1 +

u3,1n(n− 1)

2
λn−21

)
~x1 + (u2,1λ

n
1 + u3,1nλ

n−1
1 )~x2 + u3,1λ

n
1~x3.

Entonces

F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ ~v2 =

[(
u1,1λ

n
1 + u2,1nλ

n−1
1 +

u3,1n(n− 1)

2
λn−21

)
v2,1v3,2

−
(
u1,1λ

n
1 + u2,1nλ

n−1
1 +

u3,1n(n− 1)

2
λn−21

)
v3,1v2,2

−(u2,1λ
n
1 + u3,1nλ

n−1
1 )v1,1v3,2 + (u2,1λ

n
1 + u3,1nλ

n−1
1 )v3,1v1,2

+u3,1v1,1v2,2λ
n
1 − u3,1v2,1v1,2λn1

]
~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3

de donde obtenemos la ecuación

a1λ
n
1 + na2λ

n−1
1 +

n(n− 1)

2
a3λ

n−2
1 = 0 (3.8)

Por lo tanto, el conjunto Σ coincide con el conjunto de soluciones de la ecuación (3.8). �

Prueba del Teorema 3.4. Por el lema anterior, Σ coincide con las soluciones de la ecuación
(3.8). Como λ1 6= 0, entonces dicha ecuación se satisface si y sólo si

a1 + n
a2
λ1

+
n(n− 1)a3

2λ21
= 0. (3.9)

Si a2 = a3 = 0, entonces a1 = 0 y por tanto, el conjunto Σ coincide con Z. Si a2 6= 0, o bien,
a3 6= 0, entonces (3.9) es un polinomio de grado a lo más 2 en la variable n, por lo que tiene a
lo más dos ráıces en C. Por lo tanto, el conjunto Σ tiene a lo más dos elementos. �

Caso 2: [F ]B es la suma directa de dos bloques de Jordan.

En este caso, la base de Jordan B = {~x1, ~x2, ~x3} es tal que ~x1 = (F − λ1I)(~x2) y

(F − λ1I)2(~x2) = 0

(F − λ2I)(~x3) = 0.

Aśı, tenemos la siguiente observación.
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Observación 3.14 Se satisface que

F (~x1) = λ1~x1,

F (~x2) = ~x1 + λ1~x2,

F (~x3) = λ2~x3.

El siguiente lema describe expĺıcitamente las imágenes de los elementos de la base B bajo
F n con n ∈ Z.

Lema 3.15 Si [F ]B es la suma directa de dos bloques de Jordan, entonces para cada n ∈ Z se
tiene

F n(~x1) = λn1~x1

F n(~x2) = nλn−11 ~x1 + λn1~x2

F n(~x3) = λn2~x3

Prueba. La prueba comienza por inducción en Z+ y se continua de manera análoga a la prueba
hecha en el Lema 3.9. �

Como dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = 2, entonces X = 〈~u1〉 y Y = 〈~v1, ~v2〉, de manera que

~u1 = u1,1~x1 + u2,1~x2 + u3,1~x3,

~v1 = v1,1~x1 + v2,1~x2 + v3,1~x3,

~v2 = v1,2~x1 + v2,2~x2 + v3,2~x3,

Lema 3.16 Con la notación anterior, si µ(n) = dimC(F n(X)∩Y ) y Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0},
entonces

Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + na2λ

n−1
1 + a3λ

n
2 = 0}.

donde a1, a2 y a3 dependen de los vectores ~u1, ~v1 y ~v2.

Prueba. Por el Lema 2.10, µ(n) > 0 para algún n ∈ Z si y sólo si F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ ~v2 = 0. Como

F n(~u1) = (u1,1λ
n
1 + u2,1nλ

n−1
1 )~x1 + u2,1λ

n
1~x2 + u3,1λ

n
2~x3.

Entonces

F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ ~v2 = [(u1,1λ
n
1 + u2,1nλ

n−1
1 )v2,1v3,2 − (u1,1λ

n
1 + u2,1nλ

n−1
1 )v3,1v2,2

−u2,1v1,1v3,2λn1 + u2,1v3,1v1,2λ
n
1

+u3,1v1,1v2,2λ
n
2 − u3,1v2,1v1,2λn2 ]~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3.

Factorizando λn1 y λn2 , obtenemos la ecuación

a1λ
n
1 + na2λ

n−1
1 + a3λ

n
2 = 0 (3.10)

Por lo tanto, el conjunto Σ coincide con el conjunto de soluciones de la ecuación (3.10). �

Prueba del Teorema 3.5. Por el lema anterior, Σ coincide con las soluciones de la ecuación
(3.10).
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a) Si a1a2 6= 0 y a3 = 0, entonces el conjunto Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + na2λ

n−1
1 = 0} tiene a lo

más un elemento como en la prueba del Teorema 3.3.

b) Si a1 = 0 y a2a3 6= 0, entonces Σ = {n ∈ Z : na2λ
n−1
1 + a3λ

n
2 = 0}. Supongamos que

|λ1| < |λ2| y reescribiendo tenemos que

n
a2
λ1

Λn + a3 = 0,

donde Λ = λ1/λ2. Como |Λ| < 1, entonces

ĺım
n→∞

n
a2
λ1

Λn + a3 = a3.

Análogamente a la prueba de la Proposición 2.12 tenemos que na2λ
n−1
1 + a3λ

n
2 = 0 para

una cantidad finita de n > 0. Si n < 0, entonces n = −|n| por lo que se satisface

na2

(
1

λ1

)|n|+1

+ a3

(
1

λ2

)|n|
= 0,

entonces
a2λ1 −

a3
|n|

Λ|n| = 0.

Por lo que,

ĺım
|n|→∞

a2λ1 −
a3
|n|

Λ|n| = a2λ1

y análogamente a la prueba de la Proposición 2.12 tenemos que na2λ
n−1
1 + a3λ

n
2 = 0 para

una cantidad finita de n < 0.

El caso en el que |λ1| > |λ2| es análogo a lo realizado. Finalmente, si |λ1| = |λ2|, entonces
|Λ| = 1. Siendo aśı, Σ tiene a lo más dos elementos. En efecto, si n y n′ están en Σ,
entonces

n
a2
λ1

Λn = n′
a2
λ1

Λn′ ,

de donde |n| = |n′|, entonces n = n′ o bien n = −n′. Por lo tanto, el conjunto Σ siempre
es finito.

c) Si a2 = 0, entonces Σ = {n ∈ Σ : a1λ
n
1 + a3λ

n
2 = 0}. Por el Teorema 2.6, el conjunto Σ

tiene a lo más un elemento, coincide con Z, o bien, es una progresión aritmética.

d) Si a1a2a3 6= 0, entonces Σ = {n ∈ Z : a1λ
n
1 + na2λ

n−1
1 + a3λ

n
2 = 0}. Si |λ1| 6= |λ2|,

procedemos como en el inciso b), pues tenemos

a1

(
λ1
λ2

)n
+ n

a2
λ1

(
λ1
λ2

)n
+ a3 = 0,

o bien,

a1 + n
a2
λ1

+ a3

(
λ2
λ1

)n
= 0,
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de manera que Σ es finito.

Si |λ1| = |λ2| y consideramos n y n′ que satisfacen la ecuación (3.10), entonces(
a1 + n

a2
λ1

)
Λn =

(
a1 + n′

a2
λ1

)
Λn′ ,

donde Λ = λ1/λ2. Por lo que ∣∣∣∣a1 + n
a2
λ1

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣a1 + n′
a2
λ1

∣∣∣∣2. (3.11)

En lo siguiente usaremos las expresiones:

a1 = c1 + id1

a2
λ1

= c2 + id2

con cj, dj ∈ R, j ∈ {1, 2}. Entonces∣∣∣∣a1 + n
a2
λ1

∣∣∣∣2 = (c1 + nc2)
2 + (d1 + nd2)

2 = c21 + 2nc1c2 + n2c22 + d21 + 2nd1d2 + n2d22

y∣∣∣∣a1 + n′
a2
λ1

∣∣∣∣2 = (c1 + n′c2)
2 + (d1 + n′d2)

2 = c21 + 2n′c1c2 + n′2c22 + d21 + 2n′d1d2 + n′2d22.

De la igualdad (3.11), tenemos

(n− n′)(2c1c2 + 2d1d2) + (n2 − n′2)(c22 + d22) = 0,

(n− n′)(2c1c2 + 2d1d2 + (n+ n′)(c22 + d22)) = 0.

Si n 6= n′, entonces
2c1c2 + 2d1d2 + (n+ n′)(c22 + d22) = 0.

De esta manera, obtenemos que Σ coincide con Z cuando c22 + d22 = 0. En el caso en que
c22 + d22 6= 0, entonces

n′ = −2(c1c2 + d1d2)

c22 + d22
− n,

por lo que el conjunto Σ tiene a lo más dos elementos.

�
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3.2.3. Prueba de la descripción de Σ en Cm, m ≥ 4

En esta sección consideramos un isomorfismo lineal F : Cm → Cm no diagonalizable con un
único valor propio λ ∈ C \ {0}. Es decir, existe una base canónica de Jordan B = {~x1, . . . , ~xm}
tal que (F − λI)m(~xm) = 0 y

~xj = (F − λI)m−j(~xm), 1 ≤ j ≤ m− 1.

De esta manera tenemos que

F (~x1) = λ~x1

F (~xj) = ~xj−1 + λ~xj, 2 ≤ j ≤ m.

Lema 3.17 Si n ∈ Z+, entonces

F n(~xj) =

j∑
k=1

(
n

j − k

)
λn−(j−k)~xk, (3.12)

donde
(
n
j−k

)
= 0 si j − k > n.

Prueba. La prueba se hará por inducción. Para n = 1 tenemos que, para j > 1 (para j = 1 es
evidente),

j∑
k=1

(
1

j − k

)
λ1−(j−k)~xk = ~xj−1 + λ~xj = F (~xj).

Supongamos que se satisface (3.12) para n y probemos para n+ 1. Tenemos que

F n+1(~xj) = F (F n(~xj)) = F

( j∑
k=1

(
n

j − k

)
λn−(j−k)~xk

)
=

j∑
k=1

(
n

j − k

)
λn−(j−k)F (~xk).

Si j = 1, entonces F n+1(~x1) = λn+1~x1. Si j > 1, entonces

F n+1(~xj) =

(
n

j − 1

)
λ(n+1)−(j−1)~x1 +

j∑
k=2

(
n

j − k

)
λn−(j−k)(~xk−1 + λ~xk).

Como

j∑
k=2

(
n

j − k

)
λn−(j−k)(~xk−1 + λ~xk) =

j∑
k=2

(
n

j − k

)
λn−(j−k)~xk−1 +

j∑
k=2

(
n

j − k

)
λ(n+1)−(j−k)~xk,

de donde
j∑

k=2

(
n

j − k

)
λn−(j−k)~xk−1 =

j−1∑
k=1

(
n

j − k − 1

)
λ(n+1)−(j−k)~xk,

entonces

j∑
k=2

(
n

j − k

)
λn−(j−k)(~xk−1 + λ~xk) =

(
n

j − 2

)
λ(n+1)−(j−1)~x1 +

j−1∑
k=2

(
n+ 1

j − k

)
λ(n+1)−(j−k)~xk

+

(
n

0

)
λn+1~xj.
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Por lo tanto,

F n+1(~xj) =

j∑
k=1

(
n+ 1

j − k

)
λ(n+1)−(j−k)~xk

�

Observación 3.18 Para cada 1 ≤ j ≤ m se cumple

F−1(~xj) =

j∑
k=1

(−1)j−kλ−(1+j−k)~xk.

Prueba. Sabemos que F (~x1) = λ~x1, entonces ~x1 = λF−1(~x1), por lo que

F−1(~x1) = λ−1~x1 =
1∑

k=1

(−1)1−kλ−(1+1−k)~xk

Consideremos 1 < j < m y supongamos que se satisface

F−1(~xj) =

j∑
k=1

(−1)j−kλ−(1+j−k)~xk,

vamos a probar que se cumple la igualdad para j + 1.

Como F (~xj+1) = ~xj + λ~xj+1 tenemos que ~xj+1 = F−1(~xj) + λF−1(~xj+1), de donde

F−1(~xj+1) = −λ−1F−1(~xj) + λ−1~xj+1 = −λ−1
j∑

k=1

(−1)j−kλ−(1+j−k)~xk + λ−1~xj+1

=

j+1∑
k=1

(−1)j+1−kλ−(1+j+1−k)~xk

Por lo tanto,

F−1(~xj) =

j∑
k=1

(−1)j−kλ−(1+j−k)~xk

para todo 1 ≤ j ≤ m. �

Con esta observación expresamos a F−n(~xj), n ∈ Z+ de manera análoga al Lema 3.17.

Lema 3.19 Si n ∈ Z+, entonces

F−n(~xj) =

j∑
k=1

(−1)j−k
(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
λ−(n+j−k)~xk.
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Prueba. La prueba se hará por inducción sobre n. Para n = 1 tenemos que

j∑
k=1

(−1)j−k
(1 + j − k − 1)!

(j − k)!(1− 1)!
λ−(1+j−k)~xk =

j∑
k=1

(−1)j−kλ−(1+j−k)~xk = F−1(~xj)

Supongamos que para n > 1 se satisface

F−n(~xj) =

j∑
k=1

(−1)j−k
(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
λ−(n+j−k)~xk.

Tenemos que F−(n+1)(~xj) = F−1(F−n(~xj)) para toda j. Entonces

F−(n+1)(~xj) = F−1
( j∑

k=1

(−1)j−k
(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
λ−(n+j−k)~xk

)

=

j∑
k=1

(−1)j−k
(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
λ−(n+j−k)F−1(~xk)

=

j∑
k=1

(−1)j−k
(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
λ−(n+j−k)

( k∑
l=1

(−1)k−lλ−(1+k−l)~xl

)

=

j∑
k=1

k∑
l=1

(−1)j−l
(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
λ−(n+1+j−l)~xl

Por lo que

F−(n+1)(~xj) =

j∑
l=1

(−1)j−lPl,j(n)λ−(n+1+j−l)~xl (3.13)

donde

Pl,j(n) =

j∑
k=l

(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!
,

1 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ j.

Afirmación: Para todo 1 ≤ j ≤ m se satisface

Pl,j(n) =
((n+ 1) + j − l − 1)!

(j − l)!((n+ 1)− 1)!
. (3.14)

Si j = 1, entonces l = 1 y

P1,1(n) =
1∑

k=1

(n+ 1− k − 1)!

(1− k)!(n− 1)!
= 1 =

((n+ 1) + 1− 1− 1)!

(1− 1)!((n+ 1)− 1)!
.

Ahora supongamos que es cierto para 1 < j < m, es decir, se cumple

Pl,j(n) =
((n+ 1) + j − l − 1)!

(j − l)!((n+ 1)− 1)!
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para toda l ≤ j y vamos a demostrar la igualdad para j + 1. Tenemos que

Pl,j+1(n) =

j+1∑
k=l

(n+ (j + 1)− k − 1)!

((j + 1)− k)!(n− 1)!
=

j∑
k=l−1

(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!

=
(n+ j − (l − 1)− 1)!

(j − (l − 1))!(n− 1)!
+

j∑
k=l

(n+ j − k − 1)!

(j − k)!(n− 1)!

=
(n+ j − (l − 1)− 1)!

(j − (l − 1))!(n− 1)!
+ Pl,j(n)

=
(n+ j − l)!

(j − l + 1)!(n− 1)!
+

((n+ 1) + j − l − 1)!

(j − l)!((n+ 1)− 1)!

=
(n+ (j + 1)− l)!
((j + 1)− l)!n!

=
((n+ 1) + (j + 1)− l − 1)!

((j + 1)− l)!((n+ 1)− 1)!
.

Por lo tanto, se cumple la afirmación. Regresando a la demostración del Lema, sustituimos
(3.14) en (3.13) y obtenemos

F−(n+1)(~xj) =

j∑
l=1

(−1)j−l
((n+ 1) + j − l − 1)!

(j − l)!((n+ 1)− 1)!
λ−(n+1+j−l)~xl,

lo cual lo reescribimos como

F−(n+1)(~xj) =

j∑
k=1

(−1)j−k
((n+ 1) + j − k − 1)!

(j − k)!((n+ 1)− 1)!
λ−(n+1+j−k)~xk.

Concluimos lo que queŕıamos demostrar. �

Como dimC(X) = 1 y dimC(Y ) = m − 1, entonces X = 〈~u1〉 y Y = 〈~v1, . . . , ~vm−1〉. Cada
uno de estos vectores lo expresamos como combinación lineal de la base B,

~u1 =
m∑
k=1

uk~xk

~vj =
m∑
k=1

vk,j~xk, 1 ≤ j ≤ m− 1.

Observación 3.20 Si n ∈ Z+ entonces

F n(~u1) = λn
m∑
j=1

Q+
j (n)~xj,

donde

Q+
j (n) =

m∑
k=j

(
n

k − j

)
λ−(k−j)uk
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es un polinomio en la variable n de grado m− j y

F−n(~u1) = λ−n
m∑
j=1

Q−j (n)~xj,

donde

Q−j (n) =
m∑
k=j

(−1)k−j
(n+ k − j − 1)!

(k − j)!(n− 1)!
λ−(k−j)uk

es un polinomio en la variable n de grado m− j
Prueba. Tenemos que

F n(~u1) =
m∑
k=1

ukF
n(~xk) =

m∑
k=1

uk

( k∑
l=1

(
n

k − l

)
λn−(k−l)~xl

)

= λn
m∑
k=1

k∑
l=1

(
n

k − l

)
λ−(k−l)uk~xl

= λn
m∑
j=1

Q+
j (n)~xj.

Análogamente

F−n(~u1) =
m∑
k=1

ukF
−n(~xk) =

m∑
k=1

uk

( k∑
l=1

(−1)k−l
(n+ k − l − 1)!

(k − l)!(n− 1)!
λ−(n+k−l)~xl

)

= λ−n
m∑
k=1

k∑
l=1

(−1)k−l
(n+ k − l − 1)!

(k − l)!(n− 1)!
λ−(k−l)uk~xl

= λ−n
m∑
j=1

Q−j (n)~xj.

�

Lema 3.21 Con la notación anterior. Si µ(n) = dimC(F n(X)∩Y ) y Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0}
entonces

Σ =

{
n ∈ Z+ :

∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
+
σ(1)(n) = 0

}
∪
{
n ∈ Z+ :

∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
−
σ(1)(n) = 0

}
.

donde los coeficientes aσ son constantes que dependen de los vectores ~v1, . . . , ~vm−1 y Sm es el
grupo simétrico.

Prueba. Sabemos que µ(n) > 0 si y sólo si F n(~u1)∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−1 = 0 para cualquier n ∈ Z.
Si n ∈ Z+, entonces

F n(~u1) ∧ ~v1 ∧ · · · ∧ ~vm−1 =

(
λn

m∑
j=1

Q+
j (n)~xj

)
∧
( m∑

j=1

vk,1~xj

)
∧ · · · ∧

( m∑
j=1

vk,m−1~xj

)
=

(
λn
∑
σ∈Sm

sgn(σ)Q+
σ(1)(n) vσ(2),1 · · · vσ(m),m︸ ︷︷ ︸

aσ

)
~x1 ∧ · · · ∧ ~xm,
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como λn~x1 ∧ · · · ∧ ~xm 6= 0 entonces∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
+
σ(1)(n) = 0.

De manera análoga se obtiene que∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
−
σ(1)(n) = 0.

�

Prueba del Teorema 3.6. Por el Lema 3.21 tenemos que

Σ =

{
n ∈ Z+ :

∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
+
σ(1)(n) = 0

}
∪
{
n ∈ Z+ :

∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
−
σ(1)(n) = 0

}
.

Si cada aσ = 0, entonces Σ coincide con Z. Si aσ 6= 0 para algún σ ∈ Sm, entonces Q+
σ(1)(n) y

Q−σ(1)(n) son polinomios en la variable n de grado m− σ(1). Aśı, las expresiones∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
+
σ(1)(n) y

∑
σ∈Sm

sgn(σ)aσQ
−
σ(1)(n)

son polinomios de grado a lo más m−1 en la variable n, ya que 1 ≤ σ(1) ≤ m. De esta manera,
cada uno de estos polinomios tiene a lo más m− 1 ráıces en C. Por lo tanto, Σ tiene a lo más
2(m− 1) elementos (aquellas que sean enteras). �
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Caṕıtulo 4

Conjetura de clasificación de Arnold

En este caṕıtulo continuamos trabajando con X y Y subespacios lineales del espacio com-
plejo m-dimensional Cm, m > 1, de dimensiones complementarias k y m− k respectivamente.
Consideramos también un operador lineal F : Cm → Cm con valores propios λ1, . . . , λm, la
función µ : Z→ N ∪ {0} definida como µ(n) = dimC(F n(X) ∩ Y ) y el conjunto

Σ := {n ∈ Z : µ(n) > 0}.

Rosales-González [13] enunció por primera vez la conjetura de clasificación de Arnold, la
cual trata de establecer una caracterización geométrica de los subespacios lineales X y Y cuan-
do el conjunto Σ es infinito.

Conjetura de clasificación de Arnold (CCA). Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) El conjunto Σ es infinito.

(ii) Existen números enteros a, q con 0 ≤ a < q y un subespacio j-dimensional V invariante

bajo F q tal que para X̂ = F a(X), los números

α := dimC(X̂ ∩ V ),

β := dimC(Y ∩ V ),

satisfacen que α + β > j.

En [13], el autor demuestra que si existen tales enteros a, q y el subespacio j-dimensional V ,
entonces el conjunto Σ es infinito. La prueba es debido a la invarianza de V bajo F q, ya que
F qs(V ) = V para cualquier entero s ∈ Z. Aśı, dimC(F qs(X̂ ∩ V )) = dimC(X̂ ∩ V ) = α, por lo
que

dimC(F qs+a(X) ∩ Y ) ≥ dimC(F qs+a(X) ∩ Y ∩ V )

= dimC(F qs(X̂) ∩ V ) + dimC(Y ∩ V )− dimC((F qs(X̂)⊕ Y ) ∩ V )

≥ α + β − j > 0.

De esta manera, el conjunto Σ contiene a la progresión aritmética {a+qs : s ∈ Z} y se concluye
que Σ es infinito.
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El primer resultado de este caṕıtulo es sobre la otra implicación de CCA, demostramos que
es cierta cuando el subespacio X es de dimensión 1.

Teorema 4.1 Sean X, Y ⊆ Cm subespacios lineales de dimensión compleja k y m− k respec-
tivamente; y F : Cm → Cm un isomorfismo lineal y m ≥ 2. Si k = 1 (o bien m − k = 1) y el
conjunto

Σ = {n ∈ Z : µ(n) = dimC(F n(X) ∩ Y ) > 0}
es infinito, entonces existen enteros a, q con 0 ≤ a < q y un subespacio lineal j-dimensional V ,
invariante bajo F q, tales que para X̂ = F a(X) los números

α := dimC(X̂ ∩ V ),

β := dimC(Y ∩ V ),

satisfacen la desigualdad α + β > j.

Prueba. Por la Observación 2.1 basta considerar el caso k = 1 pues el caso m − k = 1 es
análogo. Como F es un isomorfismo lineal, entonces por las proposiciones 2.3 y 3.2, el conjunto
Σ consiste de un conjunto finito junto con una cantidad finita de progresiones aritméticas. Por
hipótesis, Σ es infinito, entonces contiene al menos una progresión aritmética, esto es, existen
enteros a, q con 0 ≤ a < q tales que

{a+ ql : l ∈ Z} ⊆ Σ = {n ∈ Z : dimC(F n(X) ∩ Y ) > 0}.

Para cualquier n ∈ Z, tenemos que dimC(F n(X)) = 1, por lo que F a+ql(X) ⊆ Y para toda

l ∈ Z, en particular X̂ = F a(X) ⊆ Y . Sea V el subespacio j-dimensional generado por el

conjunto
⋃
l∈Z F

a+ql(X). Este subespacio es invariante bajo F q, además X̂ ⊆ V ⊆ Y y

α = dimC(X̂ ∩ V ) = 1

β = dimC(Y ∩ V ) = j.

Por lo tanto, α + β = 1 + j > j. �

Para continuar con el análisis de la conjetura de clasificación de Arnold, suponemos que los
subespacios X y Y son tales que dimC(X) = 2 y dimC(Y ) > 1. Como la dimensión compleja
del subespacio Y es complementaria a la de X, entonces el primer espacio complejo a estudiar
es C4. Antes de enuncia el teorema, establecemos la siguiente definición.

Definición 4.2 Decimos que un operador lineal F : Cm → Cm con valores propios λ1, . . . , λm
tiene k-resonancias si existen dos subconjuntos distintos I = {i1, . . . , ik}, J = {j1, . . . , jk} de
{1, . . . ,m}, con i1 < · · · < ik y j1 < · · · < jk, tales que

(λi1 · · ·λik)p = (λj1 · · ·λjk)p

para algún p ∈ Z \ {0}.

Observación 4.3 Cualquier operador lineal F : Cm → Cm sin k-resonancias es no degenerado
y diagonalizable.
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Prueba. Supongamos que F tiene un valor propio cero, sin pérdida de generalidad λ1 = 0.
Entonces

(λ1λi2 · · ·λik)p = 0 = (λ1λj2 · · ·λjk)p

para cualquier p ∈ Z\{0} y cualesquiera subconjuntos {1, i2, . . . , ik}, {1, j2, . . . , jk} de {1, . . . ,m}.
Esto es una contradicción porque F no tiene k-resonancias, por lo tanto, ningún valor propio
de F es cero (F es no degenerado).

Si suponemos que F tiene dos valores propios iguales, sin pérdida de generalidad, λ1 = λ2,
entonces

(λ1λi2 · · ·λik)p = (λ2λi2 · · ·λik)p

para cualquier p ∈ Z \ {0}, donde i2 > 2. Nuevamente, esto es una contradicción. Por lo tanto,
F es diagonalizable. �

Aśı, bajo la hipótesis de que el isomorfismo lineal F : C4 → C4 no tiene 2-resonancias,
entonces la segunda implicación de CCA es cierta.

Teorema 4.4 Sean X, Y dos subespacios 2-dimensionales de C4 y F : C4 → C4 un operador
lineal sin 2-resonancias. Si el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} es infinito, entonces existe un
subespacio j-dimensional V de C4, invariante bajo F , tal que los números

α = dimC(X ∩ V ) y β = dimC(Y ∩ V )

satisfacen que α + β > j.

La demostración de este teorema se encuentra en la sección 4.2.1 de este caṕıtulo. Cabe
destacar que esta prueba usa en mayor medida las propiedades de los 2-vectores y las m − 2
formas que recordamos en las secciones 1.3 y 1.2. Además, de las cosas más interesantes de esta
prueba, es que a cada s-vector le asociamos una gráfica (de manera dual también a cada s-
forma) y en la sección 4.1 demostramos propiedades sobre estas gráficas. Por ello, es pertinente
recordar la definición de gráfica (ver [5] para más información).

Definición 4.5 Una gráfica G es una tripleta ordenada (V (G), E(G), fG) consistente de un
conjunto no vaćıo de vértices V (G), un conjunto de aristas E(G) (ajeno a V (G)) y una función
de incidencia fG que asocia cada arista de G con un par no ordenado de vértices de G (no
necesariamente distintos). Si e es una arista de G y u, v son vértices tales que fG(e) = uv,
entonces se dice que e une a u y v o bien u y v son adyacentes ; los vértices u y v son llamados
los extremos de e. La gráfica es simple si cada arista es asociada con un par de vértices distintos
y existe una única arista para cada par de vértices.

Finalmente, si B = {~x1, . . . , ~xm} es la base de Cm, m ≥ 4, formada por los vectores propios
de F , entonces tenemos el siguiente resultado. Su prueba se encuentra en la sección 4.2.2 de
este caṕıtulo.

Teorema 4.6 Sean F : Cm → Cm un operador lineal sin 2-resonancias, X y Y subespacios de
Cm, m ≥ 4, tales que dimC(X) = 2 y dimC(Y ) = m−2. Si el subespacio X no está contenido en
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ningún subespacio generado por algún subconjunto de la base B, el subespacio Y es distinto de
cualquier subespacio generado por algún subconjunto de B, y el conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0}
es infinito, entonces existen números enteros a, q, con 0 ≤ a < q y un subespacio j-dimensional
V de Cm, invariante bajo F q, tal que los números α = dimC(F a(X) ∩ V ) y β = dimC(Y ∩ V )
satisfacen que α + β > j.

4.1. Los soportes de un s-vector y una s-forma

Recordemos que en las secciones 1.2 y 1.3, denotamos al espacio vectorial de las s-formas
en Cm sobre C por

∧s(Cm∗) y al espacio de los s-vectores en Cm sobre C por
∧sCm.

Si B = {~x1, . . . , ~xm} es una base de Cm tenemos las formas básicas x∗j : Cm → C, 1 ≤ j ≤ m,
definidas como x∗j(~v) = vj, donde ~v =

∑m
l=1 vl~xl. El conjunto

Bs := {ϕ∗I = x∗i1 ∧ · · · ∧ x
∗
is : I = {i1, . . . , is} ⊆ {1, . . . ,m}, i1 < · · · < is}

es una base del espacio vectorial
∧s(Cm∗) y el conjunto

Bs := {EI = ~xi1 ∧ · · · ∧ ~xis : I = {i1, . . . , is} ⊆ {1, . . . ,m}, i1 < · · · < is}

es una base del espacio vectorial
∧sCm.

Dado un s-vector w, definimos en la sección 1.4 el subespacio vectorial Dw como

Dw = {~v ∈ Cm : ~v ∧ w = 0}

y el operador lineal Ωw : Cm →
∧s+1Cm definido como Ωw(~v) = ~v ∧w. Además, este operador

tiene rango (m−s) si y sólo si w es factorizable por un subespacio s-dimensional W (ver Defini-
ción 1.13). En efecto ya que Dw es el núcleo de Ωw, el cual es s-dimensional si y sólo si Dw = W .

Ahora bien, si U es un subespacio (m− s)-dimensional de Cm generado por el conjunto de
vectores linealmente independientes {~u1, . . . , ~um−s}, entonces el (m−s)-vector u = ~u1∧· · ·∧~um−s
define una aplicación ϕ∗u : Cm × · · · × Cm︸ ︷︷ ︸

s veces

→ C que satisface

ϕ∗u(~z1, . . . , ~zs) = a1,...,m, donde u ∧ ~z1 ∧ · · · ∧ ~zs = a1,...,mE1,...,m

Claramente, ϕ∗u es una s-forma en Cm ya que el producto exterior es multilineal y alternante.

Definición 4.7 Sea U un subespacio (m − s)-dimensional de Cm y ϕ∗ una s-forma. Decimos
que ϕ∗ es factorizable por U si ϕ∗ = aϕ∗u para algún (m−s)-vector u factorizable por U y algún
número a ∈ C \ {0}.

Sean w un s-vector y ψ∗ una s-forma en Cm. Expresándolas en términos de las bases Bs y
Bs, tenemos que

w =
∑

I = {i1, . . . , is} ⊆ {1, . . . ,m},
i1 < · · · < is

aIEI ,
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y

ψ∗ =
∑

J = {j1, . . . , js} ⊆ {1, . . . ,m},
j1 < · · · < js

bJϕ
∗
J .

Definición 4.8 Sea B = {~x1, . . . , ~xm} una base de Cm y w un s-vector (o bien, ϕ∗ una s-
forma). El soporte de w (análogamente el soporte de ϕ∗) respecto a la base B de Cm, denotado
por supp(w) (supp(ϕ∗)), es la gráfica simple tal que

1. su conjunto de vértices es el subconjunto definido como

V (supp(w)) = {i ∈ I : I ⊆ {1, . . . ,m}, aI 6= 0}
(V (supp(ϕ∗)) = {j ∈ J : J ⊆ {1, . . . ,m}, bJ 6= 0}),

2. su conjunto de aristas está conformado por las aristas eil,il+1
que unen los vértices il e

il+1, l = 1, . . . , s − 1, para cada I = {i1, . . . , is} tal que aI 6= 0 (análogamente para las
aristas del soporte de ϕ∗).

Ejemplo: en C5 consideremos el 3-vector

w = ~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3 − ~x1 ∧ ~x3 ∧ ~x4 + 3~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x4.

El soporte de w tiene cuatro vértices V (supp(w)) = {1, 2, 3, 4} y cinco aristas

E(supp(w)) = {e1,2, e2,3, e1,3, e3,4, e2,4},

como se ve en la Figura 4.1.

e1,2

e2,3

e1,3 e2,4

e3,4

1

2 3

4

Figura 4.1: Soporte del 3-vector w

Observación 4.9 Sea W un subespacio s-dimensional de Cm. Si {~v1, . . . , ~vs} y {~w1, . . . , ~ws}
son bases distintas de W , entonces los soportes de v = ~v1∧· · ·∧~vs y w = ~w1∧· · ·∧ ~ws respecto a
la base B de Cm son exactamente la misma gráfica. En efecto ya que cualquier ~wj lo expresamos
como combinación lineal de {~v1, . . . , ~vs}, por lo que w = cv con c ∈ C \ {0}.

Debido a esta observación, dado un subespacio W denotamos por supp(W ) al soporte con
respecto a la base B de cualquier s-vector v factorizable por W .
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Lema 4.10 Sean W un subespacio 2-dimensional de Cm, m ≥ 4 y un 2-vector

w =
∑

1≤i<j≤m

ai,jEi,j

factorizable por W . Si I = {i1, i2} y J = {j1, j2}, 1 ≤ i1 < i2 ≤ m, 1 ≤ j1 < j2 ≤ m son tales
que I ∩ J = ∅ y aI 6= 0, entonces

al1,l2al3,l4 − al1,l3al2,l4 + al1,l4al2,l3 = 0 (4.1)

donde {l1, . . . , l4} = {i1, i2, j1, j2} con l1 < l2 < l3 < l4. Más aún, en C4, un 2-vector w es
factorizable por W si y sólo si se cumple (4.1).

Prueba. Primero vamos a demostrar el lema para I = {1, 2} y J = {3, 4}. Esto es, li = i con
i = 1, 2, 3, 4.

Como el 2-vector w es factorizable por W , entonces el operador lineal Ωw : Cm →
∧3Cm

definido como Ωw(~v) = ~v ∧ w tiene rango m− 2. Observemos que

Ωw(~xl) = ~xl ∧
( ∑

1≤i<j≤m

ai,jEi,j

)
=

∑
l<i<j≤m

ai,jEl,i,j −
∑

1≤i<l<j≤m

ai,jEi,l,j +
∑

1≤i<j<l

ai,jEi,j,l

con 1 ≤ l ≤ m y la matriz [Ωw]B3
B asociada a Ωw tiene rango m − 2. Esto quiere decir que

cualesquiera m renglones de esta matriz son linealmente dependientes. Consideramos los m
renglones correspondientes a E1,2,3, E1,2,4, E1,3,4, E2,3,4 y E1,2,l con 5 ≤ l ≤ m para formar la
matriz

A =


a2,3 −a1,3 a1,2 0
a2,4 −a1,4 0 a1,2
a3,4 0 −a1,4 a1,3
0 a3,4 −a2,4 a2,3

0

C D

 ,

donde C es la matriz (m− 4)× 4

C =

 a2,5 −a1,5 0 0
...

...
...

...
a2,m −a1,m 0 0


y D es la matriz (m− 4)× (m− 4) diagonal

D =

 a1,2 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · a1,2

 .
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Como los renglones de la matriz A son linealmente dependientes, entonces su determinante es
cero, por lo que

0 = det(A) = det


a2,3 −a1,3 a1,2 0
a2,4 −a1,4 0 a1,2
a3,4 0 −a1,4 a1,3
0 a3,4 −a2,4 a2,3

 det(D),

de donde
(a1,2a3,4 − a1,3a2,4 + a1,4a2,3)

2am−41,2 = 0,

pero a1,2 6= 0 por hipótesis, por lo tanto,

a1,2a3,4 − a1,3a2,4 + a1,4a2,3 = 0. (4.2)

Para el caso general, consideramos una función biyectiva σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} tal que

σ(i1) = 1, σ(i2) = 2, σ(j1) = 3 y σ(j2) = 4. Reordenando la base B como B̂ = {~xσ(1), . . . , ~xσ(m)},
tenemos que el 2-vector w se expresa como

w =
∑

1≤σ(i)<σ(j)≤m

aσ(i),σ(j)Eσ(i),σ(j)

donde aσ(i1),σ(i2) 6= 0 y aplicamos lo hecho en el caso anterior.

Para m = 4, tenemos que B3 = {E1,2,3, E1,2,4, E1,3,4, E2,3,4} por lo que la matriz [Ωw]B3
B

coincide con la parte superior izquierda de la matriz A. El 2-vector w es factorizable por W si y
sólo si la matriz [Ωw]B3

B tiene rango 2 por lo que se satisface la igualdad (4.2). Rećıprocamente,
si se satisface (4.2) se puede verificar que todos los menores de orden 3 de la matriz [Ωw]B3

B son
cero pero siempre habrá un menor de orden 2 distinto de cero. �

A continuación demostraremos un resultado necesario para probar un lema análogo al an-
terior para una 2-forma.

Lema 4.11 Sea W un subespacio (m−s)-dimensional de Cm, w un (m−s)-vector factorizable
por W ,

w =
∑

I={i1,...,im−s}⊆{1,...,m}

aIEI

y ϕ∗ = ϕ∗w la s-forma factorizable por W ,

ϕ∗ =
∑

J={i1,...,is}⊆{1,...,m}

bJϕ
∗
J .

Si J = {j1, . . . , js} y J ′ = {j′1, . . . , j′m−s} con 1 ≤ j1 < · · · < js ≤ m, 1 ≤ j′1 < · · · < j′m−s ≤ m
son tales que J ∩ J ′ = ∅, entonces

bJE1,...,m = aJ ′Ej′1,...,j′m−s ∧ Ej1,...,js .
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Prueba. Recordemos que ϕ∗J = x∗j1 ∧ · · · ∧ x
∗
js , entonces ϕ∗(~xj1 , . . . , ~xjs) = bJ ya que

ϕ∗ =
∑

J={j1,...,js}⊆{1,...,m}

bJϕ
∗
J .

Por otro lado,
w ∧ ~xj1 ∧ · · · ∧ ~xjs = aJ ′Ej′1,...,j′m−s ∧ Ej1,...,js

y por definición de ϕ∗ tenemos que bJE1,...,m = w ∧ ~xj1 ∧ · · · ∧ ~xjs , por lo tanto,

bJE1,...,m = aJ ′Ej′1,...,j′m−s ∧ Ej1,...,js .

�

El resultado siguientes es un análogo al Lema 4.10 enunciado para las 2-formas.

Lema 4.12 Sea W un subespacio (m− 2)-dimensional de Cm, m ≥ 4 y una 2-forma

ϕ∗ =
∑

1≤i<j≤m

bi,jx
∗
i ∧ x∗j

factorizable por W . Si I = {i1, i2} y J = {j1, j2}, 1 ≤ i1 < i2 ≤ m, 1 ≤ j1 < j2 ≤ m, son tales
que I ∩ J = ∅ y bI 6= 0, entonces

bl1,l2bl3,l4 − bl1,l3bl2,l4 + bl1,l4bl2,l3 = 0 (4.3)

donde {l1, . . . , l4} = {i1, i2, j1, j2} con l1 < l2 < l3 < l4. Más aún, en C4, una 2-forma ϕ∗ es
factorizable por W si y sólo si se cumple (4.3).

Prueba. Como en la prueba del Lema 4.10 vamos a considerar primero el caso I = {1, 2}
y J = {3, 4}. El caso general, que no presentamos, se hace con una biyección conveniente
σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m}.

Como ϕ∗ es factorizable por W , existe un (m − 2)-vector w factorizable por W , tal que
ϕ∗ = ϕ∗w. Expresamos a w en términos de la base Bm−2,

w =
∑

1≤i<j≤m

c(i,j)′E(i,j)′

donde
(i, j)′ = {i1, . . . , im−2} = {1, . . . ,m} \ {i, j}, i1 < · · · < im−2.

Como {i, j} ∩ (i, j)′ = ∅, por el Lema anterior, se cumple

bi,jE1,...,m = c(i,j)′E(i,j)′ ∧ Ei,j,

de donde
b1,2 = c3,4,...,m, b2,3 = c1,4,...,m,
b1,3 = −c2,4,...,m, b2,4 = −c1,3,5,...,m,
b1,4 = c2,3,5,...,m, b3,4 = c1,2,5,...,m.
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El operador lineal Ωw : Cm →
∧m−1Cm tiene rango 2 porque w es factorizable por W y

Ωw(~xl) = ~xl ∧
( ∑

1≤i<j≤m

c(i,j)′E(i,j)′

)
=

∑
i=l<j≤m

(−1)l−1c(i,j)′E(j)′ +
∑

1≤i<j=l

(−1)lc(i,j)′E(i)′

con 1 ≤ l ≤ m. Su matriz asociada [Ωw]
Bm−1

B es de rango 2, esto quiere decir que cualquier
menor de orden mayor o igual que 3 debe ser cero. Vamos a considerar el menor formado por
las primeras 4 columnas y los renglones correspondientes a E(1)′ , E(2)′ , E(3)′ y E(4)′ , entonces

det


0 c(1,2)′ −c(1,3)′ c(1,4)′

c(1,2)′ 0 −c(2,3)′ c(2,4)′
c(1,3)′ −c(2,3)′ 0 c(3,4)′
c(1,4)′ −c(2,4)′ c(3,4)′ 0

 = 0

de donde
c(1,2)′c(3,4)′ − c(1,3)′c(2,4)′ + c(1,4)′c(2,3)′ = 0

y sustituyendo obtenemos
b1,2b3,4 − b1,3b2,4 + b1,4b2,3 = 0 (4.4)

lo que se queŕıa demostrar.

Para m = 4, la matriz [Ωw]
Bm−1

B coincide con la matriz anterior. Si ϕ∗ es factorizable por
W , entonces dicha matriz tiene rango 2 y se satisface la igualdad (4.3). Rećıprocamente, si se
satisface (4.3), todos los menores de orden 3 son cero pero siempre hay un menor de orden 2
distinto de cero. �

Lema 4.13 Sea W un subespacio 2-dimensional de Cm y w un 2-vector factorizable por W ,
con

w =
∑

1≤i<j≤m

ai,jEi,j.

Si el soporte de w tiene dos aristas definidas por I = {i1, i2} y J = {j1, j2} tales que I ∩J = ∅,
entonces contiene a las aristas ei1,j1 y ei2,j2, o bien, a las aristas ei1,j2 y ei2,j1.

Prueba. Sea {l1, . . . , l4} el conjunto {i1, i2, j1, j2} tal que l1 < l2 < l3 < l4. Por el Lema 4.10 se
cumple que

al1,l2al3,l4 − al1,l3al2,l4 + al1,l4al2,l3 = 0.

Como I y J definen dos aristas en el soporte de w, entonces ai1,i2aj1,j2 6= 0, esto obliga a que
uno de los términos de la igualdad anterior también sea distinto de cero. Aśı, las aristas ei1,j1 y
ei2,j2 están en el soporte de w (Figura 4.2 (a)), o bien las aristas ei1,j2 y ei2,j1 lo están (Figura
4.2 (b)). �

De la misma manera, se puede probar el resultado análogo a este lema para una 2-forma,
usando el Lema 4.12.
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i1

i2

j1

j2
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j1
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(a) ei1,j1 , ei2,j2 ∈ E(supp(w)) (b) ei1,j2 , ei2,j1 ∈ E(supp(w))

Figura 4.2: Aristas que contiene el soporte de w

Lema 4.14 Si el soporte de una 2-forma factorizable por un subespacio (m − 2)-dimensional
de Cm contiene dos aristas definidas por I = {i1, i2} y J = {j1, j2} tales que I∩J = ∅, entonces
también contiene a las aristas ei1,j1 y ei2,j2, o bien, a las aristas ei1,j2 y ei2,j1.

En una gráfica G, un camino es una sucesión finita no vaćıa C = V0, e1, V1, e2, V2, . . . , er, Vr
cuyos términos son vértices y aristas alternadamente, tales que para 1 ≤ i ≤ r, los extremos de
la arista ei son los vértices Vi−1 y Vi. El camino C es un paseo si sus aristas son distintas por
pares y es una trayectoria si es un paseo y sus vértices son distintos por pares. Una gráfica G
es conexa si y sólo si existe una trayectoria entre cualquier par de vértices.

Lema 4.15 Sea W un subespacio 2-dimensional de Cm y w un 2-vector factorizable por W .
Si W no está contenido en ningún subespacio generado por algún subconjunto de la base B de
Cm, entonces el soporte de w contiene a todos los vértices {1, . . . ,m} y es una gráfica conexa.
Más aún, cualquier par de vértices son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que
los conecta.

Prueba. Tenemos que

w =
∑

1≤i<j≤m

ai,j~xi ∧ ~xj =
∑

I={i1,i2}⊆{1,...,m}

aIEI

y por definición, los vértices del soporte de w es el conjunto

V (supp(w)) = {i ∈ {1, . . . ,m} : i ∈ I, aI 6= 0}.

Supongamos que existe l ∈ {1, . . . ,m} que no está en V (supp(w)), esto quiere decir que si l ∈ I
entonces aI = 0. Como w es factorizable por W , entonces para todo ~v ∈ W se satisface ~v∧w = 0.

Si ~v =
∑m

i=1 vi~xi, entonces al desarrollar ~v ∧ w obtenemos una combinación lineal de ele-
mentos de la base de los 3-vectores B3, por lo que cada coeficiente debe ser cero. En particular
aIvl = 0 para todo I, entonces vl = 0. Esto implica que W ⊆ 〈~x1, . . . ~xl−1, ~xl+1, . . . , ~xm〉 lo cual
es una contradicción a la hipótesis.

Para la segunda parte, supongamos que i1 y j1 son vértices del soporte de w, con i1 < j1.
Si L = {i1, j1} es tal que aL 6= 0, entonces existe la arista que une a los vértices i1 y j1; por
lo tanto, i1 y j1 están conectados. Si aL = 0, consideramos I = {i1, i2} y J = {j1, j2} (con
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el orden adecuado) tales que aIaJ 6= 0. Cuando i2 = j2, la trayectoria {i1, i2, j1} conecta a i1
con j1. Cuando i2 6= j2, entonces I ∩ J = ∅ y por el Lema 4.13 existen las aristas ei1,j2 y ei2,j1 ,
por lo que los vértices i1 y j1 están conectados por la trayectoria {i1, i2, j1}. Concluimos que el
soporte de w es conexo y que cualquier par son adyacentes o existe una trayectoria de longitud
2 que los conecta. �

Definición 4.16 Sea G una gráfica y a un vértice de G. Decimos que un vértice b de G es
vecino de a si existe la arista ab. El conjunto de vecinos de a es llamado vecindad de a y es
denotado por N(a).

Lema 4.17 Sea W un subespacio 2-dimensional de Cm, w un 2-vector factorizable por W y
a ∈ V (supp(w)). Si b ∈ N(a) y c /∈ N(a), entonces existe la arista eb,c. Además, si b, c /∈ N(a),
entonces no existe la arista eb,c.

Prueba. Como b ∈ N(a), existe la arista ea,b pero no la arista ea,c ya que c /∈ N(a). Por el lema
anterior b y c son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que los conecta. Si supo-
nemos que existe la trayectoria {b, d, c} de longitud 2, con d 6= a, entonces {a, b} ∩ {d, c} = ∅.
Por el Lema 4.13 existen las aristas ea,d y eb,c, con lo que queda demostrado la primera parte
del resultado.

Para la segunda parte, supongamos que b, c /∈ N(a), es decir, no existen las aristas ea,b y
ea,c. Como a es un vértice del soporte de w, debe existir al menos un d ∈ N(a) por definición
de soporte. Si suponemos que existe la arista eb,c, entonces por el Lema 4.13 deben existir las
aristas ab y dc o bien, las aristas ea,c y ed,b. Cualquiera de los dos casos es una contradicción,
por lo tanto, no existe la arista eb,c. �

Si W es un subespacio (m−2)-dimensional y no contiene a ningún subespacio generado por
la base B, entonces establecemos resultados análogos para una 2-forma factorizable por W .

Lema 4.18 Sea W un subespacio (m − 2)-dimensional de Cm y ϕ∗ una 2-forma factorizable
por W . Si W no contiene a ningún subespacio generado por algún subconjunto de la base B de
Cm, entonces el soporte de ϕ∗ contiene a todos los vértices {1, . . . ,m} y es una gráfica conexa.
Más aún, cualesquiera dos vértices son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que
los conecta.

Prueba. Como ϕ∗ es factorizable por W , existe un (m − 2)-vector w factorizable por W tal
que ϕ∗ = ϕ∗w. Aśı,

ϕ∗ =
∑

I={i1,i2}⊆{1,...,m}

bIϕ
∗
I ,

w =
∑

J={i1,...,im−s}⊆{1,...,m}

aJEJ .

Supongamos que existe l ∈ {1, . . . ,m} que no es vértice del soporte de ϕ∗, es decir, bL = 0
para todo L = {l1, l2} tal que l ∈ L. Observemos que para cada I = {i1, i2} tenemos que
I ′ = {1, . . . ,m} \ I y por el Lema 4.11 se cumple que

bIE1,...,m = aI′EI′ ∧ EI .
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Como l /∈ I para todo bI 6= 0, entonces l ∈ I ′ para todo aI′ 6= 0, esto implica que ~v ∧ w = 0
para todo ~v = c~xl con c ∈ C, por lo que 〈~xl〉 ⊆ W lo que es una contradicción a la hipótesis.

La prueba que el soporte de ϕ∗ es una gráfica conexa y que cualesquiera dos de sus vértices
son adyacentes o existe una trayectoria de longitud 2 que los conecta, es análoga a la prueba
del Lema 4.15. �

Lema 4.19 Sea W un subespacio (m − 2)-dimensional de Cm, ϕ∗ una 2-forma factorizable
por W y a ∈ V (supp(ϕ∗)). Si b ∈ N(a) y c /∈ N(a), entonces existe la arista bc. Además, si
b, c /∈ N(a), entonces no existe la arista bc.

Prueba. La prueba es análoga a la prueba del Lema 4.17. �

4.2. Pruebas de CCA para X de dimensión 2 y m ≥ 4

Recordemos que X y Y son subespacios de Cm tales que dim(X) = k y dim(Y ) = m − k.
Denotemos por x̂ al k-vector factorizable por X y su expresión como combinación lineal de la
base Bk,

x̂ =
∑

I = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . ,m},
i1 < · · · < ik

aIEI .

Análogamente, denotemos por ϕ∗ a la k-forma factorizable por Y y su expresión como combi-
nación lineal de la base Bk,

ϕ∗ =
∑

J = {j1, . . . , jk} ⊂ {1, . . . ,m},
j1 < · · · < jk

bJϕ
∗
J .

Lema 4.20 Con la notación anterior, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} es infinito.

2. Para cualquier multi ı́ndice I = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . ,m} se cumple aIbI = 0;

3. El subconjunto I = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . ,m} define una trayectoria en el soporte de x̂ si
y sólo si la trayectoria I no existe en el soporte de ϕ∗.

Prueba. Los enunciados 2 y 3 son equivalentes por las definiciones de soportes de x̂ y de ϕ∗.
Tenemos que µ(n) = dimC(F n(X) ∩ Y ) > 0 si y sólo si para cualquier k-vector x̂n factorizable
por F n(X) y cualquier (m− k)-vector ŷ factorizable por Y se cumple

x̂n ∧ ŷ = 0. (4.5)

Como F no tiene k-resonancias, entonces es un isomorfismo lineal diagonalizable, por lo que

x̂n =
∑

I⊆{1,...,m}

aIF
n(~xi1) ∧ · · · ∧ F n(~xik) =

∑
I⊆{1,...,m}

aI(ΛI)
nEI ,
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donde ΛI = λi1 · · ·λik . Sustituyendo en (4.5), tenemos∑
I⊆{1,...,m}

aI(ΛI)
nŷ ∧ EI = 0

y por definición de la k forma ϕ∗ = ϕ∗ŷ tenemos que ϕ∗ŷ(~xi1 , . . . , ~xik)E1,...,m = ŷ ∧ EI , entonces( ∑
I⊆{1,...,m}

aI(ΛI)
nϕ∗ŷ(~xi1 , . . . , ~xik)

)
E1,...,m = 0.

Por otro lado, como ϕ∗ es una k-forma, entonces la expresamos como combinación lineal de los
elementos de la base Bk,

ϕ∗ =
∑

J⊆{1,...,m}

bJϕ
∗
J

de donde tenemos ∑
I

∑
J

aIbJ(ΛI)
nϕ∗J(~xi1 , . . . , ~xik) = 0

y ϕ∗J(~xi1 , . . . , ~xik) = δI,J donde δI,J = 0 si I 6= J y δI,J = 1 si I = J . Por esta razón, la igualdad
(4.5) se cumple si y sólo si ∑

I

aIbI(ΛI)
n = 0. (4.6)

El conjunto Σ es infinito si y sólo si la igualdad (4.6) se satisface para una cantidad infinita de
valores n, esto es posible si aIbI = 0 para todo multi ı́ndice I por el Teorema 1.25 ya que F no
tiene k-resonancias. �

4.2.1. Prueba del Teorema 4.4

Recordemos que las hipótesis del Teorema 4.4 son que los subespacios X y Y de C4 tienen
dimensión compleja igual a 2, el operador lineal F : C4 → C4 no tiene 2 resonancias y el
conjunto Σ = {n ∈ Z : µ(n) > 0} es infinito.

Prueba del Teorema 4.4. Consideremos la base B = {~x1, ~x2, ~x3, ~x4} de C4 compuesta por
vectores propios de F , x̂ el 2-vector factorizable por X con

x̂ =
∑

1≤i1<i2≤4

ai1,i2~xi1 ∧ ~xi2

y ϕ∗ la 2-forma factorizable por Y con

ϕ∗ =
∑

1≤j1<j2≤4

bj1,j2x
∗
j1
∧ x∗j2 .

Tenemos que el conjunto Σ es infinito si y sólo si ai,jbi,j = 0 para todo i, j, 1 ≤ i < j ≤ 4 por
el Lema 4.20.
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Si suponemos que X es generado por algún subconjunto de la base B, entonces V = X. Es
invariante bajo F ya que F (~xi) = λi~xi, α = 2 y existen una infinidad de valores n ∈ Z tales
que µ(n) > 0. Dado que F n(X) ⊆ X para todo n ∈ Z (por ser X invariante bajo F ), entonces
β ≥ 1. Por lo tanto, α+ β > dimC(V ). Análogamente, si Y es generado por algún subconjunto
de B, consideramos V = Y .

Supongamos que ni X ni Y están generados por subconjuntos de B. Bajo esta condición
tenemos las siguientes observaciones:

1. Los soportes de x̂ y de ϕ∗ contienen al menos dos aristas distintas. En efecto, si el soporte
de x̂ contiene únicamente una arista, entonces x̂ = ai1,i2~xi1 ∧~xi2 por definición de soporte,
por lo que X estaŕıa generado por un subconjunto de B. Análogamente para el soporte
de ϕ∗.

2. Cualquier par de aristas en el soporte de x̂, o en el de ϕ∗, tienen un vértice en común. En
efecto, supongamos sin pérdida de generalidad que los vértices I = {1, 2} y J = {3, 4}
definen aristas en el soporte de x̂, entonces a1,2a3,4 6= 0 y b1,2 = b3,4 = 0 ya que ai,jbi,j = 0
para todo i, j. Además, por el Lema 4.13 el soporte de x̂ debe contener a las aristas e1,3
y e2,4, o bien, a las aristas e1,4 y e2,3. En el primer caso, tenemos que a1,3a2,4 6= 0 lo que
implica que b1,3 = b2,4 = 0, entonces

ϕ∗ = b1,4x
∗
1 ∧ x∗4 + b2,3x

∗
2 ∧ x∗3.

De esta manera, b1,4b2,3 6= 0 (no pueden ser cero ambos porque Y no está generado por
un subconjunto de la base B) pero esto es una contradicción pues por el Lema 4.14 el
soporte de ϕ∗ debeŕıa contener a las aristas e1,2 y e3,4, o bien, a las aristas e1,3 y e2,4.
Análogamente para el soporte de ϕ∗.

Supongamos que a1,2a2,3 6= 0 (en otro caso basta con reordenar la base B), como cualquier
par de aristas del soporte de x̂ debe tener un vértice en común, entonces

E(supp(x̂)) ⊆ {e1,2, e2,3, e1,3}.

De la hipótesis a1,2a2,3 6= 0 tenemos que b1,2 = b2,3 = 0 por lo que

E(supp(ϕ∗)) ⊆ {e1,3, e1,4, e2,4, e3,4}.

Caso 1: El soporte de ϕ∗ contiene a la arista e1,3, es decir, b1,3 6= 0. Entonces a1,3 = 0 y b2,4 = 0
porque cualesquiera dos aristas del soporte de ϕ∗ tienen un vértice en común. Aśı,

x̂ = a1,2~x1 ∧ ~x2 + a2,3~x2 ∧ ~x3,
ϕ∗ = b1,3x

∗
1 ∧ x∗3 + b1,4x

∗
1 ∧ x∗4 + b3,4x

∗
3 ∧ x∗4,

con a1,2a2,3b1,3 6= 0 y b1,4 6= 0 o bien b3,4 6= 0. Consideremos el subespacio 1-dimensional

V = 〈~x2〉, (4.7)

es invariante bajo F ya que F (~x2) = λ2~x2. Si ~v = a~x2 es cualquier vector en V , tenemos que
~v ∧ x̂ = 0, por lo que ~v ∈ X y entonces

α = dimC(X ∩ V ) = 1.
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Como ϕ∗ es factorizable por Y , entonces existe un 2-vector ŷ tal que ϕ∗ = ϕ∗ŷ, por esta razón

ŷ = −b1,3~x2 ∧ ~x4 + b1,4~x2 ∧ ~x3 + b3,4~x1 ∧ ~x2.

Aśı, para cualquier vector ~v en V se tiene ~v ∧ ŷ = 0 por lo que ~v ∈ Y y entonces

β = dimC(Y ∩ V ) = 1.

Concluimos que α + β = 2 > dimC(V ).

Caso 2: El soporte de ϕ∗ no contiene a la arista e1,3, es decir, b1,3 = 0. Entonces

x̂ = a1,2~x1 ∧ ~x2 + a2,3~x2 ∧ ~x3 + a1,3~x1 ∧ ~x3
ϕ∗ = b1,4x

∗
1 ∧ x∗4 + b2,4x

∗
2 ∧ x∗4 + b3,4x

∗
3 ∧ x∗4

con a1,2a2,3 6= 0 y dos de los coeficientes de ϕ∗ distintos de cero. En este caso, consideramos el
subespacio 3-dimensional

V = 〈~x1, ~x2, ~x3〉,

el cual claramente es invariante bajo F . Sea ~v =
∑4

i=1 vi~xi un vector en el subespacio X,
entonces

0 = ~v ∧ x̂
= (a2,3v1 − a1,3v2 + a1,2v3)~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3 + a1,2v4~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x4

+a2,3v4~x2 ∧ ~x3 ∧ ~x4 + a1,3v4~x1 ∧ ~x3 ∧ ~x4.

Cada coeficiente de esta igualdad debe ser cero pues los ~xi ∧ ~xj ∧ ~xl son linealmente inde-
pendientes, en particular a1,2v4 = 0, lo cual implica que v4 = 0. Por esta razón X ⊆ V y
entonces

α = dimC(X ∩ V ) = 2.

Como ϕ∗ es factorizable por Y , entonces existe un 2-vector ŷ tal que ϕ∗ = ϕ∗ŷ, por esta
razón

ŷ = −b1,4~x2 ∧ ~x3 − b2,4~x1 ∧ ~x3 + b3,4~x1 ∧ ~x2.

Si ~v =
∑4

i=1 vi~xi es un vector en el subespacio Y , entonces

0 = ~v ∧ ŷ
= (−b1,4v1 − b2,4v2 + b3,4v3)~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3 + b3,4v4~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x4
−b1,4v4~x2 ∧ ~x3 ∧ ~x4 − b2,4v4~x1 ∧ ~x3 ∧ ~x4

de donde cada coeficiente debe ser cero pues los ~xi ∧ ~xj ∧ ~xl son linealmente independientes, lo
cual implica que v4 = 0. Por esta razón Y ⊆ V y entonces

β = dimC(Y ∩ V ) = 2.

Concluimos que α + β = 4 > 3 = dimC(V ). �
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4.2.2. Prueba del Teorema 4.6

Finalmente, probamos la implicación (i) ⇒ (ii) de CCA para m ≥ 4. Recordemos que las
hipótesis del Teorema 4.6 son que los subespacios X y Y de Cm satisfacen que dimC(X) = 2 y
dimC(Y ) = m − 2 y el isomorfismo lineal F no tiene 2-resonancias. Además, el subespacio X
no está contenido en ningún subespacio generado por algún subconjunto de la base de vectores
propios de F y el subespacio Y es distinto de cualquier subespacio generado por algún subcon-
junto de dicha base.

Prueba del Teorema 4.6. Realizaremos la prueba por inducción sobre m. Para m = 4, se
cumple por el Teorema 4.4. Sea m > 4 y supongamos que el resultado es cierto en Cm′ con
4 ≤ m′ < m.

Para m, denotemos por B = {~u1, . . . , ~um} a la base de Cm formada por los vectores propios
de F y consideremos x̂ un 2-vector factorizable por X. Como X no está contenido en ningún
subespacio generado por algún subconjunto de la base B, por el Lema 4.15, el soporte de x̂
contiene a todos los vértices {1, . . . ,m} y cualquier para de ellos son adyacentes o existe una
trayectoria de longitud 2 que los conecta.

Sea v cualquier vértice del soporte de x̂ y una biyección σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} tal
que

N(v) = {σ(1), . . . , σ(t)} y σ(t+ 1), . . . , σ(m) /∈ N(v).

Reordenamos B = {~x1, . . . , ~xt, ~y1, . . . , ~ys} de tal forma que

~x1 = ~uσ(1), ~y1 = ~uσ(t+1),
...

...
~xt = ~uσ(t), ~ys = ~uσ(m).

Como v es un vértice del soporte de x̂, entonces existe al menos otro vértice u tal que u ∈ N(v),
esto quiere decir que t > 0. Además, como v /∈ N(v), entonces s > 0, donde t+ s = m.

Tenemos que

x̂ =
∑
i,j

ci,j~xi ∧ ~yj +
∑

1≤i<j≤t

di,j~xi ∧ ~xj

donde ci,j 6= 0 ya que σ(i) ∈ N(v) y σ(j) /∈ N(v) (Lema 4.17); por el mismo resultado, los
coeficientes de ~yi ∧ ~yj, son igual a cero, pues σ(t+ i), σ(t+ j) /∈ N(v).

Sea ϕ∗ una 2-forma factorizable por Y ; al considerar su expresión en términos de la base
B2 de las 2-formas, tenemos que los coeficientes de x∗i ∧ y∗j deben ser igual a cero pues ci,j 6= 0
(Lema 4.20). Aśı,

ϕ∗ =
∑

1≤i<j≤t

ei,jx
∗
i ∧ x∗j +

∑
1≤i<j≤s

fi,jy
∗
i ∧ y∗j .

Si suponemos que ei,jfk,l 6= 0 para algún {i, j} ⊆ {1, . . . , t} y algún {k, l} ⊆ {1, . . . , s}, entonces
el soporte de ϕ∗ contiene a las aristas definidas por I = {σ(i), σ(j)} y J = {σ(t+ k), σ(t+ l)}
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tales que I∩J = ∅. Por el Lema 4.14, también contiene a las aristas definidas por {σ(i), σ(t+k)}
y {σ(j), σ(t+ l)}, o bien a las aristas definidas por {σ(j), σ(t+ k)} y {σ(i), σ(t+ l)}. Cualquier
caso nos lleva a una contradicción porque sabemos que los coeficientes de x∗i ∧ y∗k y x∗j ∧ y∗k son
igual a cero. Por lo que si ei,j 6= 0 para algún {i, j} ⊆ {1, . . . , t}, entonces fk,l = 0 para todo
{k, l} ⊆ {1, . . . , s} y viceversa. Por esta razón tenemos dos casos.

Caso 1: ei,j = 0 para todo {i, j} ⊆ {1, . . . , t}, entonces

ϕ∗ =
∑

1≤i<j≤s

fi,jy
∗
i ∧ y∗j .

Como ϕ∗ es factorizable por Y , existe un (m− 2)-vector ŷ factorizable por Y tal que ϕ∗ = ϕ∗ŷ,
por lo que

ŷ =
∑

I={i1,...,is−2}⊆{1,...,s}

gI~x1 ∧ · · · ∧ ~xt ∧ ~yi1 ∧ · · · ∧ ~yis−2 ,

donde |gI | = |fi,j| y {i, j} = {1, . . . , s} \ {i1, . . . , is−2}. Denotemos por W = 〈~x1, . . . , ~xt〉 y
Z = 〈~y1, . . . , ~ys〉. Para cualquier ~v ∈ W se tiene que ~v ∧ ŷ = 0, por lo que W ( Y .

Si X ∩W 6= {0}, entonces el subespacio V invariante bajo F buscado es W ya que

α = dimC(X ∩ V ) ≥ 1, β = dimC(Y ∩ V ) = t

y α + β > t = dimC(V ).

Si X ∩W = {0}, consideremos la proyección π : Cm → Z definida como

π

(
~v =

∑
1≤i≤t

xi~xi +
∑
1≤j≤s

yj~yj

)
=
∑
1≤j≤s

yj~yj.

Claramente, la proyección π es lineal, su núcleo es W y además el subespacio X̃ = π(X) de Z
es 2-dimensional, de aqúı s ≥ 2.

Consideramos el subespacio Ỹ = π(Y ) de Z y la restricción de π|Y , entonces

dimC(Ỹ ) = dimC(Y )− dimC(W ) = m− 2− t = s− 2

ya que m = t + s. Esto implica que s > 2, pues si s = 2, entonces Y = W lo cual es una
contradicción.

Observemos que el operador lineal F̃ : Z → Z definido como F̃ (~v) = π ◦ F ◦ π−1(~v) es

un isomorfismo, además ~v ∈ F̃ n(X̃) ∩ Ỹ para algún n ∈ Z si y sólo si existe ~w ∈ X tal que
~w ∈ F n(X) ∩ Y , con π(F n(~w)) = ~v. De esta manera, si Σ = {n ∈ Z : dimC(F n(X) ∩ Y ) > 0}
es infinito, entonces Σ̃ = {n ∈ Z : dimC(F̃ n(X̃) ∩ Ỹ ) > 0} también es infinito.

Observemos que Z es isomorfo a Cs. Si s = 3, entonces dimC(Ỹ ) = 1 y por el Teorema 4.1,

existen enteros a, q, 0 ≤ a < q y un subespacio j̃-dimensional Ṽ de Z invariante bajo F̃ q tal
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que los números α̃ = dimC(F̃ a(X̃) ∩ Ṽ ) y β̃ = dimC(Ỹ ∩ Ṽ ) satisfacen α̃ + β̃ > j̃.

Si 4 ≤ s, por hipótesis de inducción existe un subespacio j̃-dimensional Ṽ de Z invariante
bajo F̃ tal que los números α̃ = dimC(X̃ ∩ Ṽ ) y β̃ = dimC(Ỹ ∩ Ṽ ) satisfacen α̃ + β̃ > j̃.

En cualquiera de los dos casos, consideramos el subespacio j-dimensional V = π−1(Ṽ ).

Es invariante bajo F q ya que si ~v ∈ V , entonces π(~v) ∈ Ṽ , por lo que F̃ q(π(~v)) ∈ Ṽ ; como

F̃ q(π(~v)) = π(F q(~v)) y π(V ) = Ṽ (porque π es suprayectiva), entonces F q(~v) ∈ V .

De π(V ) = Ṽ tenemos que π(F a(X) ∩ V ) = F̃ a(X̃) ∩ Ṽ y π(Y ∩ V ) = Ỹ ∩ Ṽ . Denotemos

por t̃ = dimC(V ∩W ) y al considerar la restricción π|V : V → Ṽ tenemos que

j = dimC(V ) = t̃+ j̃.

Análogamente, al considerar las restricciones π|Fa(X)∩V y π|Y ∩V tenemos que

α = dimC(F a(X) ∩ V ) = dimC(F̃ a(X̃) ∩ Ṽ ) = α̃

β = dimC(Y ∩ V ) = dimC(Ỹ ∩ Ṽ ) + dimC(V ∩W ) = β̃ + t̃.

Por lo que α + β = α̃ + β̃ + t̃ > j̃ + t̃ = j.

Caso 2: fi,j = 0 para todo {i, j} ⊆ {1, . . . , s}, entonces

ϕ∗ =
∑

1≤i<j≤t

ei,jx
∗
i ∧ x∗j .

Como ϕ∗ es factorizable por Y , existe un (m− 2)-vector ŷ factorizable por Y tal que ϕ∗ = ϕ∗ŷ,
por lo que

ŷ =
∑

I={i1,...,it−2}⊆{1,...,t}

gI~xi1 ∧ · · · ∧ ~xit−2 ∧ ~y1 ∧ · · · ∧ ~ys,

donde |gI | = |ei,j| y {i, j} = {1, . . . , t} \ {i1, . . . , it−2}. Para cualquier ~v ∈ Z se tiene que
~v ∧ ŷ = 0, de donde obtenemos que Z ( Y .

Si X ∩ Z 6= {0}, consideramos V = Z y tenemos que α + β > dimC(V ). Si X ∩ Z = {0}
procedemos de manera análoga al caso anterior usando la proyección π : Cm → W . �
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