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Resumen

El objetivo principal del presente trabajo es desarrollar ecuaciones de campo que puedan
describir los fenémenos gravitacionales. El anélisis se desarrolla a partir de una relacién ar-
bitraria de la curvatura del espacio tiempo y la distribucién de materia para posteriormente
verificar si en algtin limite, los modelos propuestos coinciden con teorias bien establecidas
en tales limites. De manera puntual se emplean funciones del escalar de Kretschmann
para describir la curvatura, mientras que la distribucién de materia se abordara a partir
de un lagrangiano de materia arbitrario.

El estudio de las ecuaciones aqui desarrolladas pretende explorar diferentes aspectos
que podrian existir en la gravedad y que no necesariamente podrian estar cubiertos por la
relatividad general. Sin embargo, se pretende poder formular un limite donde se recupere

la gravedad newtoniana.






Capitulo 1

Introduccion

§1.1. Principio de minima accion

El célculo de variaciones en general se utiliza para resolver problemas de optimizacién de
funciones. Esta herramienta permite describir como se comporta la naturaleza empleando
razonamientos matematicos. De acuerdo con el principio de minima accién, la trayectoria
de una particula libre, i.e. una particula cuya presencia no modifica el estado de los campos
presentes en el espacio, queda determinada por la asignacién de un lagrangiano L tal que
el movimiento del sistema satisface que la accién S tome un valor extremo en el intervalo
de integracién (Landau y Lifshitz, 1976):

b
5’::/ L dt, (1.1)

donde L = [ £dv con L la densidad lagrangiana y dv el volumen de integracién. El valor
extremal se obtiene al igualar la primera variacién 0.5 a cero. El principio de minima accién
establece que una particula seguird tal trayectoria extrema y por tanto de dicha variacién
obtenemos ecuaciones diferenciales con las cuales podemos caracterizar el sistema. En otras

palabras, la variacién nula de la accién (1.1), i.e.:
b
5525/ Ldt =0, (1.2)

representa las ecuaciones de movimiento de la particula libre i.e. ecuaciones diferenciales

que satisface el sistema fisico.
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Para que las ecuaciones de movimiento sean covariantes la accién S debe ser una in-
variante relativista, es decir, una funcién escalar y por lo tanto el integrando L dt en la
ecuacién (1.1) es también una cantidad escalar.

La representacién de la accién (1.1) y la introduccién de un lagrangiano adecuado para
la construccion de las ecuaciones de movimiento de una particula libre, a través de la
nulidad de la variacién (1.2), es de caracter general; incluiso cuando se toman fenémenos

relativistas.

§1.2. Ecuacion geodésica

Por el principio de minima accién, el movimiento de una particula de prueba en un
campo gravitacional entre dos puntos a y b en el espacio-tiempo, seguird una trayectoria

tal que su accién S tome un valor extremo:

b
S = —mc/ ds, (1.3)

donde m es la masa de la particula libre, ¢ es la velocidad de la luz y ds es el intervalo. El
factor mc es una constante de acoplamiento que caracteriza a la particula libre y se obtiene
al comparar el intervalo ds en el limite de bajas velocidades con la expresion no-relativista
del lagrangiano de una particula libre (Landau y Lifshitz, 1997). El intervalo ds estd dado

por:
ds® = g,,, dat da”, (1.4)

donde g, es el tensor métrico.

En la ecuacién anterior y en lo sucesivo, los indices con letras griegas toman valores
0,1,2,3 y los latinos denotaran 1,2, 3; donde la coordenada 0 corresponde a la coordenada
temporal y las otras tres son las coordenadas espaciales. Ademés se usa la convencién de
Einstein para la suma de indices covariantes y contravariantes repetidos. La signatura de
la métrica empleada en este trabajo es (+,-,-,-).

Las variaciones nulas 6 [ ds = 0 de la ecuacién (1.3) producen la ecuacién de movi-

miento de una particula libre en un campo gravitacional (Landau y Lifshitz, 1997):

d2x°‘+ . dz7 dzf
ds? s ds

=0, (1.5)
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donde F,Oy‘ﬂ es la conexion Levi-Civita definida como:

o _ 1 o <8gw 998, 89%3>‘ (1.6)

VB T 29

Oxf dx7  dah

La ecuacién (1.5) es la ecuacién geodésica en un espacio curvo. La relacién (1.5) indica que
la cuatro aceleracién d2z®/ ds? es igual a la cuatro fuerza —mI'J5( dz7/ ds)( dz?/ ds) que
actia sobre la particula de prueba.

Como la conexién Ff;ﬂ contiene derivadas del tensor métrico g,,, se puede interpretar al
tensor métrico como el potencial del campo gravitacional pues sus derivadas con respecto a
las coordenadas determinan la fuerza del campo gravitacional que actia sobre la particula.
Por otro lado en un espacio plano el segundo sumando de ecuacién geodésica (1.5) se
anula, de ahi que en un espacio plano una particula libre tiene la propiedad de mantener
una velocidad constante, como es esperado para un sistema inercial por la primera ley de
Newton.

Otra forma de expresar la ecuacién geodésica es mediante el operador diferencial D
adecuado a un espacio-tiempo curvo y definido como:

DA% := VA~ da’ = (aA

57 +F?;5A”’> dz?, (1.7)

de manera que se puede escribir la ecuacién geodésica como (Landau y Lifshitz, 1997):

Dut
dZ = W'Vt =0, (1.8)
donde u* = dz*/ ds es la cuatro velocidad la cual satisface u#u, = 1 de acuerdo con

la definicién del intervalo (1.4). Como veremos més adelante, el movimiento geodésico
de una particula libre en un espacio-tiempo curvo solamente es valido para la teoria de
relatividad general de Einstein en ausencia de gradientes de presion producida por los
fluidos que curvan al campo, es decir, para particulas libres. En el caso de teorias extendidas
o modificadas de gravitacién esto también es en general cierto siempre y cuando no existan

acoplamientos de curvatura-materia.

§1.3. Accion de Hilbert

Para comprender esta seccién, se mencionara que el tensor de curvatura, o tensor de

Riemann, R" 3> €S una medida de la curvatura de una variedad. En términos de la conexién
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Levi-Civita se expresa como:

_ 81”25 oTL.,

n _
B as oz OxP

+ T I, — T Tk (1.9)

De aqui se define el tensor de Ricci R,3 como:

s o,

no _ Y e e T
R anB = R.g = pre 9P + Loplh —Ta L5, (1.10)
y finalmente el escalar de curvatura, o escalar de Ricci, R estd dado por:
R = g Ryp. (1.11)

En 1915 David Hilbert derivé las ecuaciones de campo de la teoria de la relatividad
general de Einstein (Hilbert, 1915a). Hilbert propuso una accién tal que, al aplicar el
principio de minima accién, se obtiene la forma adecuada de las ecuaciones de campo.
Dichas ecuaciones conservan la energia y el momento, son covariantes y en el limite de
campo débil se recuperan las ecuaciones diferenciales béasicas de la gravedad Newtoniana.

La accién propuesta consta de dos partes: una accién Sgray correspondiente al campo
gravitacional y una accién Sy, correspondiente a la materia que produce el campo gra-
vitacional. Para poder recuperar las ecuaciones de la gravedad Newtoniana se espera en
principio que las ecuaciones de campo no deban tener derivadas de los potenciales g,
mayores al segundo orden. Resulta que el escalar de Ricci R es el objeto geométrico el cual
es proporcional al lagrangiano gravitacional (Landau y Lifshitz, 1997) pues en el limite
de campo débil R ~ V2¢, donde ¢ es el potencial escalar Newtoniano como se vers en la
seccién §1.5.

Asi, la accién del campo gravitacional, o accién de Hilbert, estda dada por:

3

167G

Seray = /R\/Tg diz, (1.12)
donde G es la constante de gravitaciéon y /—g d*z es el elemento diferencial del hipervo-
lumen en cuatro dimensiones, siendo g = det (gop3) el determinante del tensor métrico. La
integracién se realiza sobre todo el 4-espacio y la constante de acoplamiento ¢?/167G se
obtiene del limite de campo débil para que las ecuaciones de campo resultantes convergan
a la ecuacion de Poisson gravitacional.

Por otra parte, la accién de materia Sy, estd dada por (Landau y Lifshitz, 1997):
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S = i/ﬁm\/—g d*z, (1.13)

en donde L, es la densidad lagrangiana.

La accién total S = Sgray + Sm estd dada entonces por:

C

3 1
S= o [ BVadta . [ Lavgdi, (1.14)

167

y dado que las variaciones nulas de la expresién anterior implican que § [ R\/—g diz

§ [ Lm/—9 d*z entonces la presencia de materia produce curvatura en el espacio.

§1.3.1. Tensor de energia-momento

La densidad lagrangiana en la ecuacién (1.13) es funcién de la métrica g"” y sus deri-

vadas con respecto a z* (Landau y Lifshitz, 1997), i.e.:
1 gt
Sm = /Em (g#”7 J A > \/jgdélxv (115)
c ox
y por lo tanto:

— — uv
55m:1/{8\/g£m5guu+3v gﬁmé(ag >} i,

c Oghv 8889;: oz
1 O/—9gLm L 0 o/—9gLm v 0 oN/—gLm L 4
_c/ { g 9 +8ac)‘< P B W R
Oz Oz

(1.16)

Para simplificar esta expresion, se utiliza el teorema de Stokes que conecta una integral
de una forma diferencial w con una integral de su derivada exterior dw:
Teorema 1 (Stokes): Sea w una k forma definida en una region abierta 2 de un

espacio n-dimensional y sea M una superficie (k + 1)-dimensional bien comportada en €,

éMw = /M dw. (1.17)

La integral del lado izquierdo es una integral sobre la hipersuperficie cerrada OM de dimen-

con frontera cerrada OM, entonces:

sion k, la cual es frontera a la hipersuperficie de dimension k + 1 sobre la cual se efectia
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la integracion del lado derecho de la ecuacion anterior (Buck, 2003).

El resultado expresado en la ecuacién (1.17) se conoce como el teorema generalizado
de Stokes, o simplemente teorema de Stokes y es en esencia el teorema fundamental de la
geometria diferencial. Se reduce al teorema fundamental del calculo en una dimensién y a
los teoremas vectoriales en tres dimensiones de Gauss y de Stokes.

Ahora bien, de acuerdo al teorema de Stokes, el segundo sumando del lado derecho
de la ecuacién (1.16) es igual a una integral sobre la superficie espacial de todo el cuatro
espacio y como los potenciales tienden a cero en el infinito espacial, dicho término queda

anulado. Asi pues:

5Sm = 1/{6\/jg£m _ 0 (8\/_7’5’”) } sg" d'z. (1.18)

c Oghv Ox 599"
oxA

En términos generales se define al tensor de energia-momento 7}, como:

VT = O (W‘T’EM). (1.19)

dgn oah \ gl
g 0%

Esta definicién garantiza que el momento asociado al sistema fisico en cuestion estd formado
por integrales del tensor 7}, y dado que el momento del sistema es tinico, es posible mostrar
que el tensor de energfa-momento es simétrico (Landau y Lifshitz, 1997).

Es costumbre suponer que £, depende sélo del tensor métrico y no de sus derivadas y

por tanto el tensor de energia-momento es (Mendoza y Silva, 2021):

_ 2 9(V-gLm)
Ty == o) (1.20)

y por lo tanto:

0Ly,

T =25 g

— GuLm. (1.21)

Sustituyendo la expresién (1.19) en (1.18) resulta que la variacién 6.5, se puede escribir

como:

1
8S,, = % /Twﬁg’“’\/—g diz. (1.22)
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§1.3.2. Ecuaciones de campo de Hilbert-Einstein

Como se muestra en el apéndice §C.1, la variacién nula de la accién (1.14), 1. e. S =0

produce las siguientes ecuaciones de campo (Landau y Lifshitz, 1997):

1 81
Rap — §gaﬁR A Tap; (1.23)

en las cuales conservan la energia y el momento pues la divergencia del lado izquierdo
es cero (§B.1) y por tanto V®T,3 = 0. Ademas estas ecuaciones recuperan la gravedad
Newtoniana en el limite de campo débil.

Las ecuaciones de campo (1.23) son las ecuaciones de Hilbert- Einstein. Estas ecuaciones

se pueden reescribir calculando la traza de las mismas:
R=——7FT, (1.24)

y sustituyendo la expresién anterior para R en (1.23):

8nG
Ry = 37C

ct

1
<Taﬁ - 29a6T> : (1.25)

Estas ecuaciones relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la materia para descri-
bir la gravitacién. No obstante, mateméticamente es posible construir ecuaciones de campo
distintas que también relacionen a la curvatura con la materia de maneras mas complejas

para describir los fenémenos gravitacionales.

§1.4. Ecuacién geodésica y nulidad de la divergencia cova-
riante del tensor de energia-momento
La variacién de la accién de materia (1.13) en términos del tensor de energia-momento
(1.22) esta dada por:

1

0Sm = % /T#V(Sg“”\/—g d*z =0. (1.26)

Usando el hecho de que la variacién dg#” del tensor métrico se puede expresar como (Landau
y Lifshitz, 1997):

Sgh = VVEH 4+ VHEY, (1.27)
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para un campo vectorial de Killing £€“ que satisface la ecuacion de Killing;:
Vel 4+ VHEEY =0, (1.28)

entonces, la variacién de la accién de materia es:

1 1
05m = 5 / Ty (VY€ + VHEY) /=g d'z = — / T,V /—gdiz=0,  (1.29)

2c c

donde la tltima igualdad se obtiene utilizando la simetria del tensor de energia-momento.

Reescribiendo la expresién anterior como:
1 1
L [vaarey v e - [ev g e o (1.30)

y usando el teorema de Stokes (1.17), el primer sumando del lado izquierdo de la ecuacién

anterior es un término frontera y por tanto:
/§”V“T#\/—g d*z =0, (1.31)

es decir:
V. Tl =0, (1.32)

dada la arbitrariedad de la métrica ¢g®* o del vector £*. La expresién anterior representa
la conservacion de la energia y el momento a través de la divergencia covariante nula del
tensor de energia-momento.
Para el caso de un fluido ideal el tensor de energia-momento estd dado por (Landau y
Lifshitz (1997)):
T = (p+ e) u*u” — pgh”, (1.33)

donde p es la presién, e la densidad de energia y u” la cuatro velocidad del fluido *. Asi,

la ecuacién (1.32) es:
VvV, TH =u'u"0, (p+e) + (p+e) Vy (u'u”) — g" 0up — pV g = 0. (1.34)

La contraccién de esta expresion con el tensor de proyeccion:

“En la expresién (1.33) y en lo subsecuente los valores de todas las cantidades termodindmicas como la
presion, la densidad de energia, la entropia por unidad de volumen, etc. estdn medidas en su sistema propio
de referencia (Landau y Lifshitz, 1997; Mendoza, 2015a).
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hy = u’u, — g5, (1.35)

ortogonal a u, (pues hu, = 0), resulta en:

hov, T = — (p+e) u'V, u? — h°*o,p =0, (1.36)

es decir:
A2z

B o _
utV u’ =
" ds?

+ T uut = —(p+e) ' h7H9,p. (1.37)

La relacién anterior es la ecuacién de Euler relativista en cuatro dimensiones (Landau
y Lifshitz, 1987; Mendoza, 2015a). Esta misma muestra que si los gradientes de presién en
el fluido no son cero, el movimiento de las particulas de fluido es no-geodésico. Para el caso
de polvo, i.e. p = 0 se obtiene la ecuacién geodesica (1.8) para particulas de prueba.

Los resultados de esta seccién implican que:

Teorema 2: Si la divergencia-nula del tensor de energia-momento se satisface entonces
el movimiento de particulas de polvo (particulas de prueba) es geodésico.

Como corolario de este teorema, dado que la divergencia del lado izquierdo de las
ecuaciones de Hilbert-Einstein tiene divergencia covariante nula, entonces se satisface la
ecuacién (1.32) y por lo tanto el movimiento de particulas de polvo (de prueba) es geodésico
para la teoria general de la relatividad.

Maés adelante veremos que esta propiedad no se satisface para otras teorias de gravita-
cion. Incluso para el caso de polvo la divergencia covariante del tensor de energia-momento
es no-nula. Esto significa que no hay conservacién de la energia y el momento y como
veremos en los casos analizados en esta tesis, esta no-conservacién se debe a la existencia

de términos fuente geométricos.

§1.5. Limite de campo débil

En ausencia de campos gravitacionales, el espacio-tiempo es de Minkowski y el intervalo

toma la forma:
ds? = dt? — 5, da® daF. (1.38)

En otras palabras, la métrica gog = nap = diag(1l, —1,—1, —1) para un sistema coor-

denado isotrépico con coordenadas (¢, z', 22, 23). El principio de equivalencia implica que
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cuando se agrega un campo gravitacional escalar newtoniano ¢, la componente temporal
de la métrica (Will, 2018):

2
goo =1+ 7(275 (1.39)

Esta correccién corresponde al limite de campo débil de la gravitacién en donde ¢/c? < 1
y por lo tanto, las velocidades v de cualquier particula de prueba son tales que v <« ¢
(Will, 2018). El término oc ¢/c? en la expresién anterior resulta ser una perturbacion
pequena al valor del espacio-tiempo plano. Por esta razon aqui y en lo sucesivo denotaremos
por O(n) := O(1/c"). De esta manera, la ecuacién anterior es aproximada a O(2) de
perturbacién en este sentido.

Ahora bien, en presencia de un campo gravitacional escalar débil ¢ en coordenadas

isotrépicas, las componentes espaciales de la métrica seran las mismas, i.e.:
gik = —(1 4+ A), (1.40)

en donde A es una cantidad de orden perturbativo O(2) y proporcional a una funcién que
puede depender exclusivamente de la tnica cantidad fisica disponible: el campo escalar
gravitacional ¢, y por ser una cantidad de O(2), entonces A é% (Eddington, 1923).

Por todo lo anterior, el intervalo a O(2) de aproximacién puede escribirse como (Ba-
rrientos et al., 2020):

ds? = <1 + 2@?) 2 dr? — (1 - QZ2¢> O dz® dat, (1.41)

donde v es una constante y se conoce como el primer pardmetro post-newtoniano (Will,
2018). El pardametro ~ estd relacionado con la fenomenologia de flexién de la luz y hasta
ahora todas las observaciones realizadas en diversos sistemas astronémicos cuyos cocientes
de masa a tamano al cuadrado son semejantes o mucho mayores a los del sistema solar,
resulta que v = 1.0 (Will, 2018; Mendoza, 2015b).

En términos de coordenadas esfericas (¢,, 0, ¢), la métrica descrita en la ecuacién (1.41)
queda determinada por los resultados del siguiente teorema (Mendoza, 2022):

Teorema 3: La forma general de la métrica en coordenadas esféricas para cualquier

teoria métrica de la gravedad a sequndo orden de perturbacion O(2) se puede escribir como:

ds? = (1 + 2%5")) & di? — (1 + % d¢(r)> dr? — 12 402, (1.42)

dr
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o equivalentemente por una forma semejante a la métrica de Schwarzchild:

2¢(r) dr?

2 _ 2 1,2 .2 302

ds® = (1 + =2 )C dt ( . d¢>(r)) re dQ”. (1.43)
c2 dr

Utilizando la métrica a O(2) de aproximacién descrita en la ecuacién (1.41) o equiva-
lente cualquiera de sus expresiones expresadas en coordenadas esféricas tipo Schwarzschild
en las ecuaciones (1.42) o (1.43) se puede calcular entonces el valor a O(2) de cualquier
objeto geométrico, como por ejemplo, de la conexién Levi-Civita, del tensor de Riemann,
del tensor de Ricci y del escalar de curvatura R. Dada la extensa complejidad algebraica
que esto conlleva escribimos un cédigo en maxima™™ y algunos resultados relevantes de este
c6digo se muestran en el apéndice §D.2. En particular, resulta que el escalar de Ricci a

O(2) de perturbacion esta dado por:

R = _ 2y (1.44)

c2
Por otra parte, en la expresion para el tensor de energia-momento (1.33), la energia por

unidad de volumen e consiste de dos términos aditivos:
e=pc +E&, (1.45)

donde el primer termino del lado derecho en la expresién anterior representa a la densidad
de energia en reposo para una densidad de masa p y & es puramente la densidad de energia
interna del fluido.

En el limite de campo débil, todas las velocidades de las particulas -incluidas las velo-
cidades microscépicas- son mucho menores que la velocidad de la luz, entonces la densidad

de energfa interna & < pc? y la presion p < pc? por lo que:
T = ptutu”, (1.46)

a O(2) de aproximacién. De aqui que la traza T del tensor de energia-momento esté dada

por:

T :=TY = pctu’u, = pc°. (1.47)

“"El programa Mdzima (https://mazima.sourceforge.io/index.html) es un Computer Algebra System libre
el cual posee todos los elementos necesarios para trabajar objetos geométricos en geometria diferencial.
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La sustitucién directa de las expresiones (1.44) y (1.47) en la traza de las ecuaciones
de Hilbert-Einstein (1.24) implica:

V2p = 4nGp, (1.48)

que corresponde a la ecuaciéon de Poisson para gravitaciéon Newtoniana, cuya solucion

general es:

o(r) = G/ pdv_ (1.49)

|7 = 7|
(Mendoza, 2015a) y en el caso de una masa puntual M en el origen:

o) = -4 (1.50)

r

Lo anterior muestra que en el limite de campo débil las ecuaciones de campo de Hilbert-
Finstein corresponden a la gravitacién newtoniana.

Por otra parte, el determinante g de la métrica (1.41) esta dado por:

y por lo tanto:

V=g= (1 - 2¢> +0(4). (1.52)

c2

La expresion correcta para el lagrangiano de materia en el caso de un fluido ideal esta
dada por (Mendoza y Silva, 2021):

Ly, = —e, (1.53)
y por lo tanto en el caso del limite de campo débil:
Lo = —pc +0O(0). (1.54)
Sustituyendo las ecuaciones (1.44), (1.52) y (1.54) en la accién (1.14) se obtiene:

_ ¢ 2, a1 2, 44 4 2 4
3_87TG/V¢dI 4C7TG/¢)V¢dx c/pd$+c/¢pdx. (1.55)




§1.5. LIMITE DE CAMPO DEBIL 13

Por el teorema de Stokes (1.17), la primer integral del lado derecho de la ecuacién

anterior es un término frontera y por lo tanto se anula al ser integrado en el infinito
espacial. Ahora bien, utilizando la identidad (Arfken y Weber, 1999; Mendoza, 2015a):

V- (¢V9) = [Ve|* + V70, (1.56)

la accién (1.55) toma la siguiente forma:

_ 4CTrG/v (6Vo) d4x+/yv¢| diz /pd4x+i/¢>p d'z,  (157)

donde nuevamente la integral del primer sumando del lado derecho en esta relacién es un

término frontera, el cual se anula. Por lo tanto:

1 2 14 4 2/ 4
— . 1.
= CG/Wé\ d*z c/pdx—i—c pp d*x (1.58)

A continuacién es preciso tener en cuenta que al tomar la variacién de la accién (1.58)

respecto al potencial ¢, el segundo sumando del lado derecho es cero pues no depende de

) <c/p d433> =0, (1.59)

por lo que tal término no figura en la ecuacién de la accién para obtener las ecuaciones de

este, i.e.:

campo. Por este motivo, se considera que la accién de relatividad general en el limite de

campo débil toma la siguiente forma:
S = 2/ i\w;hqﬁ Pz (1.60)
Cc 887G P ' ’

La integral que aparece en la expresion anterior estd tomada sobre todo el 3-espacio y
no sobre todo el 4-espacio de donde originalmente provenia. Esto se debe a que en el limite
de campo débil la integracién sobre la componente temporal es irrelevante para el resultado
final ya que se supone un escenario estatico. De esta manera, la densidad lagrangiana en

este limite resulta ser:

_ Ve
L=+ 0 (1.61)

tal que usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos escalares, i.e.:
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0 0L oL
- = 1.62
Oz 0,y 0¢’ (1.62)

se obtiene la ecuacién de Poisson (1.48).



Capitulo 2

Teorias métricas de gravitacion

El interés por explorar otras ecuaciones que describan el campo gravitacional, surge de
la discrepancia entre las predicciones de la gravitacién Newtoniana y la relatividad general
con las observaciones del movimiento de cuerpos a escalas de masa y tamafnio muy diferen-
tes a las de nuestro sistema solar. Otras motivaciones provienen de modelos cosmoldgicos.
Por ejemplo, invariantes de curvatura de orden superior o acoplamientos no minimos entre
campos escalares de materia y geometria, permiten modelar el comportamiento inflacio-
nario. En particular, diferentes eras inflacionarias estarian relacionadas con expresiones
provenientes de los términos de orden superior en la expresién de la accién (Capozziello y
Faraoni, 2010).

En este capitulo se analizardn las ecuaciones de campo de las teorfas métricas = f (R)
y f(R,Ly) en diferentes limites. En el capitulo anterior se mostré que en el limite de
campo débil las ecuaciones de campo de relatividad general coinciden con el modelo de

la gravedad Newtoniana. De la misma manera se espera que en determinados limites las

“Las teorfas métricas de la gravedad describen a esta como una manifestacién del espacio-tiempo curvo
e incorporan el principio de equivalencia de Einstein. Los postulados de las teorias metricas de la gravedad
son (Will, 2018):

1. El espacio-tiempo estd dotado de una métrica.
2. Las lineas de mundo de los cuerpos de prueba son geodésicas de esa métrica.
3.

En los marcos locales en caida libre, las leyes de la fisica no gravitacionales son las de la relatividad
especial.
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teorias extendidas de gravitacion, i.e. teorias de gravitacién que extienden los conceptos
teodricos de la formulacion Newtoniana y de la relatividad general, coincidan con modelos
bien establecidos en los limites correspondientes. También se pueden analizar limites a
teorias tipo MOND llamada Dindmica Newtoniana Modificada, la cual tiene el objetivo de
explicar fendmenos astrofisicos mediante modificaciones a la ley de Newton de gravitacion
sin utilizar materia oscura no-bariénica (Milgrom, 1983; Famaey y McGaugh, 2012) y que

por tanto construye una version relativista de esta teoria.

§2.1. Teorias métricas f(R)

Para describir los fenémenos gravitacionales en términos de la relacién curvatura-
materia, Hilbert colocé en la accién del campo gravitacional el escalar R, el cual incluye
informacién de la curvatura del espacio-tiempo. Sin embargo, nada prohibe generalizar la
densidad lagrangiana gravitacional a ser una funcién analitica f(R) del escalar de Ricci.
Estas propuestas métricas son comunmente denominadas teorias de gravitacion f(R), de
las cuales relatividad general es el caso més sencillo, pues f(R) x R.

La accién para una teoria de gravitacion f(R) estd dada por (Harko y Lobo, 2018):

S— / NSO / Lo/ —gd'z, 2.1)

donde k es una constante, y por lo tanto, las variaciones nulas 6.5 = 0 de la accién anterior
producen las siguientes ecuaciones de campo (§C.2):

R 1

F<R)RW - T/ﬂ/a (2'2)
donde F(R) :=df(R)/dR y A :=V*V, es el operador de Laplace-Beltrami. Estas ecua-
ciones diferenciales de cuarto orden en la métrica g,, representan un conjunto de todas
las teorias gravitacionales cuya accién del campo gravitacional queda descrita como una

funcién del escalar R. La traza de estas ecuaciones es:

F(R)R — 2f(R) + 3AF(R) = —%CT. (2.3)

El caso:

(2.4)
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reproduce la accién (1.14). La sustitucién directa de (2.4) en las ecuaciones de campo (2.2)
implican las ecuaciones de campo de Hilbert-Einstein (1.23). En multiples aplicaciones es
comun suponer f(R) o< R*, donde « es una consatente (Harko, 2010; Bernal et al., 2011;
Mendoza et al., 2013; Mendoza, 2015b).

§2.2. Movimiento geodésico de particulas de prueba en teorias
f(R)

Para obtener la ecuacion de movimiento de una particula de prueba tomemos la diver-

gencia covariante de la ecuacién (2.2):

1 1
F(R)V* Ry + Ry V*F(R) = 5 gy F(R)V* R= AV, F(R)+V, AF(R) = =5V T, (2.5)

utilizando las identidades (B.2) y (B.8) se obtiene que el lado izquierdo de la expresién
anterior se anula. Por lo tanto se satisfacen las condiciones del Teorema 2 con lo cual el

movimiento de particulas de prueba es geodésico.

§2.3. Teorias métricas f(R, L,,) con acoplamientos de curvatura-

materia

Las acciénes (1.14) y (2.1) fueron construidas con la idea en mente de que la presencia
de materia curva al espacio. Ambas construcciones hacen que las ecuaciones de campo
resultantes de la variacién nula de la accién impliquen que una funciéon de la curvatura
del espacio sea igual a otra funcién de la materia. Esta propuesta fue la idea original de
Einstein para la construccién de su teoria relativista de la gravitacién. De manera mas
general, se puede considerar que esta relacién entre materia y curvatura es mucho mas
extensa, de tal manera que incluso puedan existir acoplamientos entre la curvatura y la
materia. Por esta razén, es posible construir una propuesta gravitacional de tal manera
que la curvatura y la materia estén en principio acopladas de tal manera que la accién del

campo gravitacional esté dada por (Harko, 2010; Harko y Lobo, 2018):
S = / f(R, Lm)y/—gdiz. (2.6)

De aqui que si:
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3 1

f(R7 ﬁm) = _167TGR+ Eﬁma (27)

se obtiene la accién (1.14) de relatividad general y si:

F(R, L) = F(R) + L, (28)

se obtiene la accién (2.1) de las teorfas gravitacionales f(R).
Los casos de mayor interés para estas propuestas consisten en pensar en acoplamientos

de curvatura-materia débiles:

para una funcion analitica g o bien en casos con acoplamientos de curvatura-materia fuertes

como pueden ser:
SR, L) = f(R)g(Lm). (2.10)

Como se muestra en el apéndice §C.2, las variaciones de la accién (2.6) producen las

siguientes ecuaciones de campo:

1
FR(R7 £m)RMV + (g;,LVA - VMVI/)FR(R7 £m) - 5 [f(R7 £m) - FLm(R7 ﬁm)ﬁm] Juv =

1
- iFLm(Ry ['m)T/uza (211)

donde Fr(R,Ly,) :=0f(R,Lm)/ORY Frm(R,Ly) == 0f (R, Ly)/0Lp.

La traza de las ecuaciones (2.11) es:

Fr(R, L) R + 3AFR(R, L) — 2 [f (R, L) — From (R, L) L] = —%FLm(R, Lo)T.
(2.12)

Las ecuaciones (2.2) se obtienen de sustituir el caso f(R, Lym) = f(R)+ Lm/cen (2.11).

Un caso de importante aplicacién consiste en considerar:
f(R, L) = aR* 4+ bLE (2.13)

y asi, sustituyendo esta ecuacién en la relacién (2.11) se obtiene:
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1 1
ae R Ry + (G = Vo Vi) ae R = = (R + kL = kdLn”) gy = Shd LT,
(2.14)

cuya traza es:

1
aR® (e —2) + 2L % (d — 1) + 3aeAR*™! = §kd£md_1T. (2.15)

§2.4. Movimiento no-geodésico de particulas de prueba en
teorias f(R, L)

Para obtener la ecuacién de movimiento de una particula de prueba tomemos la diver-

gencia contravariante de la ecuacién (2.11):

(VFFR(R,Lm)) Ry + FrR(R, L) V' Ry + (VUA — AV,) Fr (R, L) ,

1 1 1
_§QWFR (R,Lm) V'R — §FLm (R, L) VL + 3 (VuFrm (R, L)) L
1 1 1
+§FLm (R, L) VL = —5 (VFFpm (R, L)) Ty — iFLm (R, L) VT, (2.16)

Por lo tanto, utilizando las identidades (B.2) y (B.8) se obtiene:
(VoFrm (R, L)) L = — (VFFLm (R, L)) Ty — Frm (R, L) VAT, (2.17)
es decir:
VAT = =NV [Frp (R, Lo) { LG + Ty}, (2.18)

que con ayuda de la expresién para el tensor de energia-momento (1.21) se puede escribir

Ccomo:

0L
VMTuV = —QVM In [FLm (R, ,Cm)}w (219)
La expresion anterior muestra que en términos generales, la divergencia covariante del
tensor de energia-momento es diferente de cero incluso para el caso de polvo, en donde
L, = pc® que considera el movimiento de particulas de prueba. El término fuente que
aparece en el lado derecho de la ecuacién (2.19) es de cardcter puramente geométrico y por

tanto serd generalmente diferente de cero. Por lo tanto, las condiciones del Teorema 2 no
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se satisfacen y el movimiento de particulas libres en estas teorias de gravitacion f(R,Ly,)
es en términos generales no-geodésico.

Para mostrar directamente que el movimiento de particulas libres es en efecto no-
geodesico, procedamos de la siguiente manera.

El siguiente teorema, propuesto y demostrado por S. Mendoza en 2021, da validez a la

ecuacién de continuidad (Landau y Lifshitz, 1987):
Val(pu®) =0, (2.20)

para un fluido ideal, donde p es la densidad de masa del fluido.
Teorema 3: La ecuacion de continuidad (2.20) para un fluido ideal es valida si y sdlo

st el tensor de energia-momento satisface:
VT = kP Ay, (2.21)
para cualquier campo vectorial Ay, una constante k y donde:
RPN =

g — uPut, (2.22)

es el operador de proyeccion.

Demostraciéon: Para un fluido ideal la primera ley de la termodindmica es (Mendoza

y Silva, 2021):
d <e> = —pd <1) , (2.23)
p p

d <°;) - ;dP, (2.24)

la cual se puede escribir como:

donde w := e + p representa la entalpia por unidad de volumen. Sea VT = kh*P A,

entonces la divergencia de (1.33) es:
VoI = Vo (wuu?) — g*PV P = kh*P A,, (2.25)
y asi, contrayendo con ug se obtiene:

ugVo T = wVou® —u*VoP =0, (2.26)



§2.4. MOVIMIENTO NO-GEODESICO DE PARTICULAS DE PRUEBA
EN TEORIAS F(R,Lm) 21

donde se ha usado que ugvauﬁ = 0. La expresién 2.26 se puede escribir como:
1
ugVo T = %Va(pua) + pu® {Va (;} - pr) } =0. (2.27)

Usando la relacién (2.24) el término entre llaves de la expresion anterior es nulo, y por

lo tanto:

Valpu®) = 0. (2.28)

Ya que las implicaciones anteriores son validas es ambos sentidos, el teorema 3 queda
demostrado.
Corolario: La ecuacion de continuidad (2.20) es vdlida para un fluido ideal si el tensor

de energia-momento T, se conserva, i.e.:

VoI = 0. (2.29)

Por tanto, a partir de la ecuacién de contuinidad (2.20):

oLy, 1 dLm

D =5° (G — W) Ay (2.30)

de aqui que la ecuacion (2.19) queda como:

dlp,

VI, = =V In[Frm (R, Lm)]p (9 — upuy) d—p (2.31)

Ahora bien, utilizando la ecuacién (A.46), el tensor de energia-momento (1.21) es:

dz,,
T = p (g — uptty) N 9L, (2.32)
P
y asi:
L, dL,
VMTHV = V# (pdp> (g/“/ — uuuy) + ,OTPVM (g'ul/ — uuuy) — gwjvuﬁm. (233)

Igualando las expresiones (2.31) y (2.33), se obtiene:

dln dz,,
=V [Frm (R, Lm)]p (9w — wptty) Tp =VH* <pdp> (G — upuy)
dl,,
+p——V" (g — uptty) — g V" Ly, (2.34)

dp
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Multiplicando la expresién anterior por h%/ (pdg—;"), se obtiene:

u, ViU, = V¥ In [Fry, (R, Lim)] (Gue — Upls)

© (%)

+ —dtm (Quo - U,uucr)
P d,
VHL
- T:Ln (Gpo — uptis) (2.35)
P dp

y usando (2.30), la expresién anterior se simplifica como:

uVu® =V, In | Frpy (R, L) ddﬁpm (g"7 —utu?) =: f°. (2.36)

Este resultado implica que el movimiento de una particula de prueba es no-geodésico

pues el lado derecho de la ecuacién (2.36) es un vector de fuerza f7 que es distinto de cero
generalmente.

Esta fuerza extra muestra nuevos aspectos de la gravitacion que no estan presentes ni

en las ecuaciones de relatividad general, ni en las teorias f(R). Nétese que en el caso de

teorfas extendidas de gravitacion f(R) la funcién f(R, L) estd dada por la expresion (2.8)

y por lo tanto la fuerza f¥ = 0 para el caso de polvo.



Capitulo 3

Teorias métricas de gravitacion
como funcion del escalar de

Kretschmann

La generalizacién méas pronta hecha sobre la accién de Hilbert (1915b) la realizé Kretsch-
mann (1918) postulando que una accién como funcién general del escalar de Ricci no deberia
ser la unica forma de la densidad lagrangiana para explicar la fenomenologia gravitacional.
De esta manera Kretschmann postulé que la densidad lagrangiana gravitacional deberia

ser proporcional al escalar de Kretschmann

K = Rapne R (3.1)

Este escalar a su vez se puede escribir en términos de otros invariantes de curvatura
construidos a partir del tensor de Riemann. Para una variedad pseudo-Riemaniana de 4

dimensiones se puede escribir como (Cherubini et al., 2002):

1
—R? 3.2
3 ) ( )

K= CJ)\,WCUNW + QRO)\RUA —

donde R, es el tensor de Ricciy Cypy es el tensor de Weyl.
Para una densidad lagrangiana gravitacional proporcional a x resulta que el diver-
gente covariante de las ecuaciones de campo es identicamente igual a cero y entonces se
motiva una conservacién de energia y momento, asi como garantizar la validez de trayec-

torias geodésicas para particulas libres. Sin embargo, dado que las ecuaciones de campo
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de Kretschmann son de cuarto orden, estas dejaron de ser consideradas interesantes para
la comunidad, pero dado el reciente éxito de teorias extendidas de gravitaciéon f(R) y el
hecho de que sus ecuaciones de campo sean de cuarto orden, es importante comenzar a
realizar exploraciones con el escalar de Kretschmann.

El escalar de Kretschmann no es el Unico término que vale la pena explorar. Cabe

senalar que uno puede también construir el invariante:
Q := RopR™ (3.3)

v las ecuaciones de campo resultan también ser de cuarto orden.
Existe una manera de evitar la aparicion de términos de cuarto orden si se utiliza el

escalar de Gauss-Bonnet

G := R* - 4Q — &, (3.4)
pues si se define la accién gravitacional como:

Sy o< /g@d%, (3.5)
resulta que como:

V=93 = 9,D°, (3.6)

en donde el cuatro-vector:
D™ = /g™ e, FUT" [R"m; 2+ FKWAW/?,] , (3.8)

entonces el término de Gauss-Bonnet es simplemente un término frontera y no reproduce
ecuaciones de campo a menos que se acople con una funcién escalar o bien, se construya

una accion gravitacional de tal forma que:
Sg / (R/2+ f(G)) v—gd'z, (3.9)

para una funcién arbitraria f(G). De esta manera el escalar de Gauss-Bonnet resulta tltil
para diversas aplicaciones pues los términos adicionales a los de las ecuaciones de Hilbert-

Einstein son proporcionales a V,V, f(G) (De Felice y Tsujikawa, 2009a,b). En términos
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generales, resulta que para evitar diversos grados de libertad tensoriales en las ecuaciones

de campo la accién gravitacional:
S0 [ 1(R.G)v=gata, (3.10)

evita estas complicaciones (De Felice y Tsujikawa, 2010).
Un caso muy particular de todo lo anterior fue producido por John Forbes Nash Jr.
(Channuie et al., 2021). Esta accién consiste en colocar una funcién del escalar de Ricci y

el escalar (3.3) en la densidad lagrangiana. Tal accién tiene la siguiente forma:
Sg = / (2R Ry, — R*) /—gd'z, (3.11)

la cual contiene una ponderacién de los términos cuadraticos del tensor de Ricci y el esaclar
de curvatura. En el capitulo 4 se presentard la ecuacién que se obtiene de la accién (3.11),
la cual es una ecuacién diferencial parcial de cuarto orden.

Otra motavacion para proponer una densidad lagrangiana gravitacional como funcién
del escalar de Kretschmann es que, como se menciond anteriormente, las ecuaciones de
campo de Hilbert-Einstein en relatividad general implican que el escalar de curvatura es
cero en regiones de vacio, incluso cuando existe una curvatura real en dicha region. Esto
no sucede asi para el caso del escalar de Kretschmann que es una excelente representacién
de la curvatura en el espacio-tiempo. Por ejemplo, para el caso de un agujero negro de
Schwarzschild, el escalar de Kretschmann estd dado por k = 48m?/r%. De aqui se infiere
rapidamente que en el radio de Schwarzschild el valor de k es finito y por lo tanto la
divergencia que ocurre en la métrica de Schwarzschild para dicho radio es una singularidad
de coordenadas. De manera general, el escalar de Kretschmann puede utilizarse como un

identificador de singularidades de curvatura en un espacio-tiempo dado (Henry, 2000).

§3.1. Teorias métricas f(x)

A fin de obtener las ecuaciones de campo sin acoplamientos de materia propongamos
una accion del campo gravitacional usando como densidad lagrangiana una funcién arbi-

traria f(x) del escalar de Kretschmann x dada por:

S = /f(n)\/?gd4x+ 1/£m\/?gd4x, (3.12)
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y por tanto:
55— [ <f(f<»') + iﬁm) VEat's = [ (VIF )6k + F(903=
+ %CTW\/—T; 5g") d*z =0, (3.13)

donde F'(k) := 0f(k)/0k y el ultimo término del integrando anteior se sigue de la expresién
(1.22). Utilizando las férmulas para las variaciones d/—g y dx obtenidas en las ecuaciones
(A4) y (A.34) de los apéndices §A.1 y §A.5 se obtiene:

1 vce (0%
35 = [ (= 5 H099000g™ + AP ()R, EVEV.dg™ + 2P (6) R, R 5"
1
+ %Tnaég”a}\/—gd‘lx =0. (3.14)
Ahora bien, dado que:
F(r)R, 5VeV 89" = Ve (F(K)R;aﬁveégm) ~ V. (5977&% <F(/€)Rn6a5>)

+ (V6V5 <F(H)Rn6aé>> 5g", (3.15)

y como los dos primeros términos del lado derecho de la expresién anterior resultan ser
términos frontera de la variacién (3.14) de acuerdo al teorema de Stokes (1.17), entonces

la expresién (3.14) es:

1
0S8 = / {- §f("<5)9na +2F (k) R," Ryvee + 4V Ve (F(K)Rneag)

1
+ %Tm}\/—gdg”ad‘lx =0, (3.16)
y por lo tanto:
1 1
— 5 F(K)ga + 2F (1) Ry Ropge + 49V (F(/-;)R,faf) = —Tha. (3.17)

Estas ecuaciones de campo representan un conjunto de teorias métricas de gravitacion
en funcion del escalar de Kretschmann.
§3.1.1. Teorias métricas f(k) = ax

El caso mas inmediato es que la funcién del escalar de Kretschmann sea proporcional

al escalar mismo, i.e. f(k) = ak con a una constante real. Asi, la ecuacién de campo es:
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1 1
— 50k gna + 2aR,"* Ryvec — 405,900V Ve R = ~ 5 e (3.18)

y su traza estd dada por:

1
VeRE = ——T 3.19
VeVe Sac > (3.19)

o bien utilizando la nulidad del divergente covariante del tensor de Einstein, (3.19) es:

1
€ = —7T~ .2
VVR= - (3.20)

Ahora bien, los resultados del apéndice §B.3 muestran que en un escenario estatico en

el limite de campo débil:

VeV, PR = V2R, (3.21)

a O(2) de aproximacién. En consecuencia, las ecuaciones (3.20) se pueden expresar en

simetria esférica como:
1
V2 (@R) = - O, 3.22
4ac ( )
Para el caso de polvo, T = pc? y por lo tanto, la expresiéon anterior puede escribirse

CcOomo:

2 ((2) ___ ¢ ___ ¢ 2
v ( R) 167Ga” 1677Gav ON (3.23)

donde ¢ es el potencial newtoniano que satisface la ecuacién de Poisson (1.48). Por lo

tanto:
2 ((2) ¢ -
V2 (@R + 167rGa¢N) 0, (3.24)
y asi:
) ¢ _py= 2
R+ 167rGa¢N r + O, (3:25)

con C y C5 constantes reales, y asi con ayuda de la ecuacién (1.44) implica que el potencial
gravitacional ¢ en el limite de campo débil estd dado por:
3 2C; A0y

39mGa™N T 3 T 3 (3.26)

V2p =
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Si consideramos una masa puntual M que poduce el campo gravitacional, entonces ¢
tiene la forma (1.50) y asi, la relacién anterior es:
63M 6201 6202

2
_ N a 2
Ve 32mar 2r 2’ (3.27)

cuya solucion general es:

C3M 0201 6202 ) Cg
— — — s 2
64ra 1" 12 " + r +Ca, (3.28)

o=

Ahora bien, para asegurar que el potencial se anule en infinito espacial, entonces esco-
jamos C1 = —Mc¢/16ma, Cy = Cy =0y C3 = —GM para que:
GM
¢ =— . (3.29)

T

Por lo tanto, existe el caso tal que en limite de campo débil se recupera el potencial
newtoniano a segundo orden de perturbacion. Un analisis mas detallado de esto puede
realizarse hasta O(4) de aproximacién para calcular una parametrizaciéon post-Newtoniana
(PPN) y comparar con las mediciones de los pardmetros PPN (Will, 2018), pero dicho

andlisis abarca un tépico mucho més alld de los estudios realizados en esta tesis.

§3.1.2. Teorias métricas f(k) = ax®

Para el caso f(k) = ak® las ecuaciones de campo en vacio son:
1 e e—1 vée e—1 pPBelv
3K G + 200K Ry Ry — 40095900V Ve (v 'R ) =0, (330)
cuya traza es:
(e — 1)K° + 20V, V¢ (ﬂeflRfi) ~0. (3.31)

1/2

En adelante se considerard el caso especial e = 1/2 pues k'/¢ tiene dimensiones de

curvatura, y asi:
11 1 et
—K + V.V (/@ iR ) = 0. (3.32)

Para analizar estas ecuaciones en el limite de campo de débil usaremos la métrica (1.43).

Posteriormente, mediante un enfoque perturbativo en el pardmetro 1/c se obtiene que a
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orden cero la relacién ¢ = C/r, con C' una constante real, es solucién de tales ecuaciones.
El codigo utilizado se muestra en el apendice §D.2.2.
Una vez més se puede identificar la constante C' como —G M, y por lo tanto:
GM
o =— . (3.33)

T

Es asi que en el limite de campo débil a orden cero se recupera el potencial gravitacional
newtoniano. Cabe mencionar que la métrica empleada se consideré hasta segundo orden
de perturbacién, por esto se esperaria obtener resultados de las ecuaciones de campo hasta
segundo orden, sin embargo, dado el tiempo de computo, se optd por limitarse al resultado
a orden cero de perturbacion de las ecuaciones de campo como una primer aproximacién

en la direccién del resultado deseado.

§3.2. Teorias métricas f(k, L,,) con acoplamientos de curvatura-

materia

Andlogamente a la seccidén §2.3, se considerara un acoplamiento entre la curvatura y la

materia de tal manera que la accién del campo gravitacional esté dada por:
S = /f(m, Lom)v/—gdiz, (3.34)
tal que si:
1

se obtiene la accién (3.17) de las teorfas f(k).

Tomando la variacién de la accién (3.34) resulta:
55 = [ (V70w )0+ (s £ )L
+f (K, Lm)6y/—g} d*z =0, (3.36)

donde Fy(k, L) := Of (K, L) /0K Y Frm(k, L) := 0f (K, L,)/OLy,. Utilizando las expre-
siones (A.39), (A.4) y (A.34) se obtiene:
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1
58 = / {41«;(”, L) R, oEVEV g™ + 2F (K, Lin) Ry S Ry 0™ — 57 (ks L) gnadg™

1 1
+ Frm(k, Em)( oL + 5 a) 5g’7“}«/7d4:c—0 (3.37)
Analogamente al caso f(k), se puede reescribir el primer sumando del lado derecho

para factorizar d¢"“ y por el teorema de Stokes (1.17) los terminos frontera se anulan,

reduciendo asf la ecuacién (3.37) como:

05 = /{ Lin)Gna + 2F(k, L) Ry Rypec + 4V, v§< w(, L) R, € 5)

1
+ Frm(k, Lm) (29na£m + Tm> }\/ gog"*d*z =0, (3.38)

y por lo tanto:

1
3 £ (5, L)y + 2P, L) R GRW& SV A ( (K, L) R f)

+Frm (K, L) = gnaﬁ + Frm(k, L )2 Tha = 0. (3.39)

Estas ecuaciones de campo representan un conjunto de teorias métricas de gravitacién

en funcién del escalar de Kretschmann con un acoplamiento entre curvatura y materia.

§3.3. Ecuaciéon de movimiento de particulas de prueba en
teorias f(k,Lm)

La divergencia contravariante de la ecuacion (3.39) es

F.(k, L) 1
n — A Aad VIR vi/ n vée
V0 = o s V7 AF L (5 L)V ( (K, L) R, RW&)
1 OLm
_SFLm(:‘i,ﬁ )an Vg ( (K, ﬁ )R ) — 2V'"n [FLm</€, Em)] W. (340)

Usando el resultado (2.33) y contrayendo la expresién (3.40) con el tensor de proyeccién

hS se obtiene:
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4hT
n o _ _ [} avée pN neag
W = e i v, (FR(H,ﬁm)R R +2V.V; (Fn(ﬁ,ﬁm)R ))
d m FK/ b m
—ho" | V,In [FLm(,{, Lim) £ ] - (1, £ )dc Yok | |
dp pFLm(Kow) d,;n
(3.41)

donde el lado derecho de la expresién anterior es en general distinto de cero y por lo tanto

la ecuacion es no-geodésica, incluso para polvo, i.e. para particulas de prueba.

§3.4. Teorias métricas f(x, L,,) = ax® + bLL

Considerando una relacién de potencias entre k y Ly, i.e. f(k,Ly) = ax® + bLY, se

obtienen las ecuaciones de campo:

1 1
— 50K G+ §b£mdgna(d — 1) + 2aex 'Ry Ryee

1
—2aegnvaVeVe (WlRﬂef”) + 5L Ty = 0, (3.42)

cuya traza es:

1
ar® — bﬁmd(d — 1) —aer® —aeV Ve (56_1R€§> = Zbdﬁmd_lT. (3.43)
En adelante se analizard el caso e = 1y d = 4/3" i.e. f(k, L) = ar + bLw? y asi la
traza (3.43) estd dada por:
2b T
V.V‘R = f%Em“/?’ <1 + E) : (3.44)

En el limite de campo débil se considerard un escenario estético y utilizando (3.21),
(1.44), (1.47) y (1.54) se obtiene:

1d? 2
rantr (V)1 =0 o

* .« . ;. o1e s .« .
Esta eleccion se hizo dnicamente para facilitar la obtencién de la ecuacién de la gravedad newtoniana
en el limite de campo débil.
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que se reduce a:

d4
cuya solucion general es:
C
¢ = Cir? + Cor + 73 +Cy, (3.47)

donde se impuso la condicién de simetria esférica sobre el potencial. Finalmente para que el
potencial se anule en infinito la inica constante distinta de cero debe ser C'3. Ademas, por
consistencia con las ecuaciones de la gravedad newtoniana se deduce que dicha constante
es —GM:

_GM

p=-— (3.48)

por lo tanto, a segundo orden de perturbacién existe el caso tal que se recupera el potencial

gravitacional newtoniano.



Capitulo 4

Teorias métricas de gravitacion
como funcion del escalar de

Kretschmann y el escalar de Ricci

Los modelos que se muestran a continuacion estan inspirados en la accién propuesta
por John F. Nash (3.11). En vacio, las ecuaciones de campo resultantes de la accién de

Nash son:

1
NP = AG*P 4 Gr° <2RPO‘05 - anﬁR,w> =0, (4.1)

donde G** = R* — % g™ R es el tensor de Einstein y el término N*? se denomina tensor de
Nash. Las ecuaciones 4.1 tienen la particularidad de que la traza es AR = 0, lo cual implica
que el escalar de curvatura R satisface la ecuacion de onda en el 4-espacio curvo. Esto abre
posibilidades para modelar ondas gravitacionales (Channuie et al., 2021). Ademads cualquier
meétrica en vacio con R = 0 cumple tanto las ecuaciones de campo de Einstein como las
ecuaciones del modelo de Nash.

Otro rasgo de la teoria de Nash es que, como se muestra en el apéndice §B.4, es libre

de divergencia, i.e.:

VN =0 (4.2)

En lo siguiente se presentan modelos de teorias métricas gravitacionales como funcién

del escalar de Kretschmann y el escalar de Ricci. La relacion entre el escalar de Kretschmann
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y el escalar usado por Nash estd dada por la expresién (3.2), i. e.:

2
9RPRog — B2 =k — CP19Cly — gRQ (4.3)

§4.1. Teorias métricas f(k, R)

Supongamos que la accién estd dada por:
1
S = /f(/i, R)y/—gdlz + - /Em\/—gd‘lx, (4.4)

donde f(k, R) es una funcién arbitraria de los escalares de Kretschmann  y de Ricci R,

de tal forma que:
65 = / {F( R)3(k)V=g + Fr(r, RIO(R)V=g + f(r, R)3v/~g
NG NN (4.5

donde Fi(k,R) := 0f(k,R)/OK y Fgr(k,R) := 0f(k,R)/OR. Utilizando las ecuaciones
(A.4), (A.23), (A.34) y (A.39) se obtiene:
1
35 = [ { 2Pl YR Ravd™ + Fils F) Ry = 3 (5, Rl
+4F.(k, R)R, FV Vg™ + Fr(k, R)gu V*Vabg"
1

— Fr(k,R)V,V, 09" + 2CT,Wég’“’}\/—gd4:1; =0. (4.6)

El cuarto, quinto y sexto sumandos del lado derecho de la ecuacién anterior se pueden

reescribir para factorizar la variacion del tensor métrico. Al igual que en el desarrollo de las

ecuaciones de campo de las teorias f(k), por el teorema de Stokes (1.17), existen términos

frontera que quedan anulados, y asi los términos distintos de cero son:

58 = / {4V6V5FK(/@, R)R, 5+ 2F.(k, R) R, Rypee
+ Fr(k, R)Ryo — VoV Fr(k, R) + gyo V¥V, Fr(K, R)

1 1 .
- if(ﬁv R)g"?a + QCTﬁa}égn \% —gd4l‘ = 07 (47)
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ie.:

A (F,ﬁ(m, R)R,fcf) + 2F, (K, R)R," Rypec + Fr(s, R) Rya

1 1
—VaoVyFr(K, R) + 9yo AFR(k, R) — §gnaf(/<;, R) = 72—6Tm. (4.8)

§4.1.1. Teorias métricas f(x, R) = Ak + BR

La propuesta maés sencilla consiste en una combinacién lineal de los escalares xk y R.
Sustituyendo en las ecuaciones de campo (4.8) la relacién f(k, R) = Ak + BR con Ay B

constantes reales, en vacio se obtiene:

1 1
AAV VR, &+ 2AR,"Rypec + BRyo — 3 AGnaki = 5 Bona R =0, (4.9)

cuya traza es:
4AV . V¢R® — BR = 2AV.V‘R — BR = 0. (4.10)

En el limite de campo débil se considerara un escenario estatico y utilizando la relacién

(3.21) las ecuaciones anteriores son:

L

B
2 2
-3 (r< >R) = )R, (4.11)

24
mediante el cambio de variable ©u = r R se obtiene:

d?u B

cuya solucion es:
B B
u=CreV 24" 4 Che V24" (4.13)

con C1 y Cy constantes reales arbitrarias. Las soluciones reales existen para B/A < 0, y

asi:

B B
\/ 34T —\/—34"
@p - G1¢ 4 e . (4.14)
T T

Para evitar la divergencia de R en infinito espacial es necesario que C1; = 0 y asf:
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Cpe V727
@p==2¢ " = (4.15)
T
ahora bien:

Vi = 4.16
p=-S7 (116
y por lo tanto:
/ B
_ G VI G g (4.17)
B r r 47 ’
con Cy = 0 para garantizar un espacio asintéticamente plano, i.e.:
B
2 —n/ =T
c“CrAe 24 C
¢=——02 + =2, (4.18)

B r T

Es conveniente elegir: Cy = §GMBE/Ac? y C3 = —GME, de manera que para § = 0 se
recupera el potencial newtoniano y tanto d como £ son pardametros que permiten determinar

la escala donde los términos correspondientes actian. Asi:

b= —6GMES T_MT - Giﬁ, (4.19)

o bien:

r

¢ = _GMe (1 + 6V ‘54’“> : (4.20)

Por lo tanto en el limite de campo débil se obtiene una modificacién del potencial
newtoniano similar al potencial de Yukawa (De Martino et al., 2018). Segiin De Martino
et al. (2018), los modelos de teorfas gravitacionales f(R) que presentan una correccién de
este estilo en el limite de campo débil pueden usarse para calcular la precesion orbital con

un enfoque clésico.

§4.1.2. Teorias métricas f(k, R) = Ak®+ BR?

Para una relacién de potencias entre x y R i.e. f(k, R) = Ax® 4+ BR con A, B, a 'y b

constantes reales, en vacio se obtienen las ecuaciones de campo:
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VA (Fﬂ(n, R)R;af) +2F,(k, R)R,"Ryyec + Fr(k, R) Rya
—VaVyFr(k, R) + ga AFR(K, R) — %gmf(h;, R) =0, (4.21)
cuya traza es:
104V Ve (k7 RE) + 3BBAR" 424 (a— 1) k" + B (b - 2) B' =0, (4.22)
para el caso especial a =1y b = 1/2 las ecuaciones anteriores se reducen a:
AR =0. (4.23)

Por lo tanto se recuperan las mismas ecuaciones escalares que en el modelo propuesto
por Nash en vacio. Ademds como se mostré en la seccién §3.1.1, estas ecuaciones escalares
en limite de campo débil recuperan el potencial newtoniano para una fuente puntual de

campo gravitacional M en el origen de coordenadas.

§4.2. Teorias métricas f(k, R, L) con acoplamientos de curvatura-

materia

Considerando un acoplamiento entre la curvatura y la materia de tal manera que la

accién del campo gravitacional esté dada por:
S = / f(k, R, L)/ —gd'z. (4.24)
Las ecuaciones de campo son entonces:

A (Fﬁ(n, R, ﬁm)R;af) + 2B (5, Ry Lon) RS R
+FR(’ia R, Lm)Rna - VozvnFR(’ia R, Em) + gnaAFR(ﬁa R, 'Cm)

1 1 1
+§gnaF£m (’{'7 R, Em) Lm + §FLm ("‘@ R, Em) Tna - ignaf("{, R, £m) =0, (4'25)
tal que si:
1
f(’{a Ra Em) = f(’%, R) + Eﬁmv (426)

se obtienen las ecuaciones (4.8).
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§4.3. Ecuacion de movimiento de particulas de prueba en
teorias f(k, R, L)

La divergencia contravariante de la ecuacién (4.25) es:

VT = —AFZ) (5, R, £0) V7 (Bl Ry L) Ry Ry + 2V Ve (Fili, R, L) B, )

F.(k,R,Ly,) UM 28£m

T (e R L) "Nn [F; )]
Fﬁm (’{aRaEm) 6g”av 1’1[ Lm (K7R7[’ )]

+9na
(4.27)

Ahora bien, usando el resultado (2.33) y contrayendo la expresién (4.27) con el tensor
de proyeccién h$ se obtiene:
- 4he
PFL, (K, R, L) 952

uIVyu? = Vo (Fili, By L) RVERY e+ 29 Ve (Fi(r, R, L) R7) )

m Fli b 9 m
—h° (ann [Fﬂm (5, R, L) 35 ] (5, B, L) )

B Vk
dp IOF»cm (K" R’ £m) dem !
(4.28)

y como el lado derecho de la expresion anterior es en general distinto de cero, la ecuacion

es no-geodésica.



Capitulo 5
Discusion y conclusiones

En el presente trabajo se expusieron multiples modelos de teorias extendidas de gravi-
tacién. Para cada modelo se partié de proponer una funcién para la acciéon de curvatura y
materia. Posteriormente, mediante variaciones nulas de la accién se obtuvieron las corres-
pondientes ecuaciones de campo y finalmente, las ecuaciones obtenidas se analizaron en el
limite de campo débil en busca de coincidir con modelos consistentes con las observaciones.

Sobre las teorias en funcién del escalar de Kretschmann se partié del caso mas sencillo,
una relacién lineal f(k) = ak, obteniendo que en limite de campo débil, a O(1/c?), se
recupera el potencial newtoniano. Posteriormente se analizé una relacién de potencias dada
por f(k) = ak® y una vez obtenidas las ecuaciones de campo se opté por analizar el caso

1/2 tiene dimensiones de curvatura. En este caso, el limite de

especial f(k) = ak'/?, pues
campo débil de las ecuaciones de campo se calculé usando perturbaciones O(1/c¢), mediante
un cédigo en Maxima. Sin embargo sélo se obtuvieron resultados a orden cero. Tomando
en cuenta que la métrica se considerd hasta segundo orden (del mismo pardametro) seria
preciso obtener resultados de las ecuaciones de campo hasta segundo orden, lo cual no fue
posible debido al extenso tiempo de calculo computacional. Se obtuvo como resultado que
a orden cero ¢ = C/r, con C' una constante, es solucién a las ecuaciones en el limite de
campo débil.

Otro aspecto de las teorfas en funcién del escalar de Kretschmann se exploré con un
acoplamiento arbitrario de materia de la forma f(x, L,,), para el caso lineal f(k,Ly,) =
ak + qLy, se analizé el acoplamiento con el campo de una masa puntual en el centro de
coordenadas y en el limite de campo débil se recuperd el potencial newtoniano. En compa-

racién con las teorias f(R, Ly,) = aR + bL,y,, usando el escalar de Kretschmann se obtiene
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una ecuacién diferencial de cuarto orden del potencial escalar gravitacional, mientras que
con el escalar de Ricci se obtiene la ecuacion de Poisson, ambas igualadas a la distribucion
de materia por una constante. Por las condiciones de frontera ambas conducen al mismo
resultado. Continuando el andlisis de los modelos f(k,L,,), se propuso una relacién de
potencias dada por f(k, L,,) = ax® 4+ bL% . Una vez obteniendo las ecuaciones correspon-
dientes, con el objetivo de facilitar el analisis en el limite de campo débil (debido al extenso
tiempo de cémputo que requiere calcular el limite este tipo de ecuaciones), se considerd
el caso especial f(k,Ly,) = ak + b[,4m/3 para el cual se obtuvo que existe el caso donde se
recupera potencial newtoniano.

Al comparar los modelos lineales de las teorias métricas f(R) y f(k) se observa que
aquéllos en funcién del escalar de Kretschmann conducen a ecuaciones no homogéneas o
de orden superior, en comparacion con los modelos en funcién del escalar de Ricci, como es
de esperarse al colocar un término cuadratico en la accién. Sin embargo ambos conducen
al mismo potencial escalar gravitacional en el limite de campo débil en casos especificos.
En cuanto a los modelos propuestos como una ley de potencias, los modelos en funcién
del escalar de Ricci se pueden abordar mediante las teorias f(x), las cuales permiten
obtener un limite consistente con la teorfa MOND y una versién relativista de esta (Bernal
et al., 2011). Por otro lado, para los modelos en funcién del escalar de Kretschmann, el
andlisis se limité a mostrar la existencia de casos especificos cuyas ecuaciones recuperan
el potencial Newtoniano en el limite de campo débil. Sobre las ecuaciones de movimiento
(obtenidas a partir de la divergencia de las ecuaciones de campo de las teorias f(R, Ly) y
f(k,Lm)), resulta que en el caso f(R)+ Ln/c el movimiento de las particulas es geodésico
(excepto si los gradientes de presién del fluido son distintos de cero) mientras que para
una relacién general f(R, L) el movimiento no necesariamente es geodésico incluso si los
gradientes de presién del fluido son cero. Adn asi para una Ly, dada se puede definir una
frm(R, L) tal que haya conservacién. En el caso de las teorfas f(x, L) el movimiento de
las particulas de prueba tampoco es geodésico en términos generales. Este iltimo resultado
puede interpretarse como una fuerza extra sobre la particula de prueba.

Para finalizar se analizaron teorias en funcion del escalar de Kretschmann y el escalar
de Ricci f(k, R). Para la relacién lineal f(k, R) = arx + BR en el limite de campo débil
se obtuvo un potencial con un término del tipo newtoniano y un segundo término tipo
Yukawa. Teorias con tales limites han sido utilizadas para calcular la precesién orbital
como muestran De Martino et al. (2018) para las medidas de la precesién de algunos

movimientos planetarios. En cuanto a la relacién de potencias f(x, R) = ax® + BR® se
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mostré que para el caso especial especial a = 1 y b = 1/2 el escalar de curvatura R
satisface la ecuacion de onda, ademas de recuperar el potencial newtoniano en el limite de
campo débil para una masa puntual M situada en el origen de coordenadas. A diferencia
de la ecuaciones en vacio de relatividad general, que sélo admite ondas gravitacionales
transversales, el hecho de que las ecuaciones de vacio de estas teorias satisfacen la ecuacién
de onda permite también ondas de compresién (Nash, 2015). Finalmente, la ecuacién de
movimiento de particulas de prueba en teorias f(k, R, L) es en general no-geodésica que,
como se menciond anteriormente, representa una fuerza adicional. Cabe sefialar que fuerzas
de este estilo estan presentes incluso en relatividad general cuando los gradientes de presiéon
son distintos de cero.

En general las teorias extendidas de gravitacién producen términos en las ecuacio-
nes de campo que no figuran en las ecuaciones de la relatividad general, incluso algunas
teorias extendidas, en el limite de campo débil, presentan términos adicionales al potencial
newtoniano que podrian funcionar como correcciones utiles que respondan a fenémenos
gravitacionales observados. Es asi que las correcciones permiten explorar nuevos aspectos

de la gravitacion los cuales podrian ser aplicados en estudios astrofisicos.






Apéndice A

Variaciones

El objetivo de los siguientes desarrollos es obtener la variacién de las expresiones co-

rrespondientes en términos de la variacién del tensor métrico gH”.

§A.1. Variacion de /—g

La variaciéon de /—g es:

1
o0/—g=———0g, Al
N A
y la variacién del determinante g es (Mendoza, 2015a):
69 = 0(detgas) = (6goo x menor degoo) + (6go1 x menor degor) + ... (A.2)

Como la matriz ¢ es la matriz inversa de Jdap entonces g*? esta formada por los
menores de g,g entre g. Por lo tanto, los menores de g,s son iguales a g9°? (Mendoza,
2015a). Asi:

69 = 99" 09 = —99,w 09" (A.3)

Por lo tanto:

1
5\/ —9 = _5 V _gguuéglw <A4)
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§A.2. Variacion de la conexion I'),

A partir de la nulidad de la derivada covariante de g,,:

Vagh = S~ guu ~ galh, (A5)

se sigue que:
PO (5000~ (0950) TS G DT — GdT, = 0, (A.6)
Va (0guw) — ga,,éf‘fj/\ — Guadlyy = 0. (A.7)

Anélogamente de V, gy, = 0y V,g), = 0 se obtiene:
Vo (59)\u) - gauériy - g/\oc(srzéy =0, (A'S)
V,u(0gxn) — ga,,éf‘fu — g,\aéf‘;‘u =0, (A.9)

al sumar (A.8), (A.9) y restar (A.7) si la conexidn es simétrica en los indices de abajo, i.e.
libre de torsién, resulta:
1

nga{vuég)\y + vuég)\,u - V)ﬁg;w} (AlO)

ory, =

§A.3. Variacion del tensor de Riemann R“

El tensor de Riemann es (Landau y Lifshitz, 1997):

org. Oy

R, = e
vEE T fgk Ox¢

+ 3{1—\36 - F$6FZ§3 (All)

calculando la variacion:

gory,  90L7

0z Ox¢

IR e = 46 (D5) T, + D5l — 6 (1) T ~ D500, (A12)

y usando la derivada covariante de 6I'),:

96T
Vedl = = £« + Tl — [ ol — T30T5,. (A.13)

entonces:
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aoTe.

e Vedly, — F%&I‘;’e + Fzgél“ﬁ‘g + I‘zeél“%. (A.14)

Anslogamente:
0olye _ V.6T% — T 6T, + 76T, + 6T A.15
Oxe€ — VeVt uE T Se u§+ ve 7{"’ eV vyt ( )

Al sustituir (A.14) y (A.15) en (A.12) y considerando que la conexién es simétrica en

los indices inferiores resulta:

OR% ¢ = Ve (0Tg,) — V. (5ng) (A.16)

§A.4. Variacién del escalar de Ricci R

El escalar de Ricci es:
R = gm/Ruua (A17)

donde R, es el tensor de Ricci, el cual se expresa como (Landau y Lifshitz, 1997):

Ry = R o (A.18)

De esta manera:

R = Ry 89" + g"6R . (A.19)

Utilizando la variacién del tensor de Ricci (A.16) con a = £ y renombrando los indices

libres se obtiene:

SR, = Va (0T5,) =V, (615,) - (A.20)
Sustituyendo en la expresién anterior la variacién de la conexién (A.10) entonces:
1
6Rauau =Vq <2gAa{vV59)\,u + v,u(sg/\u - v)\dgl/,u})

1
-V, <2g>\a{va59>\u + Vuég)\a - v)x(sga,u}> ) (A-21)

y asi, distribuyendo las derivadas covariantes y multiplicando por el tensor métrico g"¥, se

obtiene:
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g"OR,, = g“”g)‘avavyégw — g””g}‘o‘vav,\égw. (A.22)

Finalmente, sustituyendo el resultado anterior en (A.19), la variacién del escalar de

Ricci es:

OR = R,,69" =V, V00" + 9, V'V 09" (A.23)

§A.5. Variacion del escalar de Kretschmann x
El escalar de Kretschmann se define como k = RQMMRO‘Bw entonces:
0% = 6 Ry ROPMM = & (Ragyu) RO + Rupge 0 ROPTH. (A.24)
Desarrollando el segundo sumando de la expresién anterior:

Rogypd R = Rogrpud g7’ 657 9% Ripecd g™ + "% g Ryecdg”P
+9" 9" g Rypec69% + 979" 6% Rypecd gt + 919" g% g S Rypee b (A.25)

y por lo tanto, renombrando indices y utilizando las simetrias del tensor de Riemann se

obtiene:
Ropy 0 ROP = AR "R, 09" + RO R, ¢ (A.26)
Sustituyendo (A.26) en (A.24):
5k = 2R™* 6 Rypee + AR Re09™. (A.27)

A continucacion se procede a calcular la variacién de R””&(SRW&. Considerando el

resultado (A.16) reescribamos 6 R,,¢c de la siguiente manera:
RS R, e = R (gna (Ve (5T2) — V. (5TE,)) — Ra,,&gnﬁgwagﬁﬂ) . (A28)

de tal forma que usando (A.10) para desarrollar R"%g,, <V§ (ore,) — V. (5Fg‘y)) se ob-

tiene:
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1

B gy (Ve (68,) = Ve (0T,)) = 5 R™ 050" {VeVe (~g500009° )
+ VeV, (—gﬁ¢gw59¢“’) — VeV (—ge¢gwég¢’”>
- V.Ve (—gﬂgbgu&gw) - V.V, (—gﬁwg&g@o)

+ V.3 <—g§¢gw59¢¢) } (A.29)
Reescribiendo los ultimos 3 sumandos mediante las simetrias del tensor de Riemann:

R™ g0 (Ve (0T5,) = Ve (6T8,)) = R7{ = VeVegpagup09® — VeVigpsgepdg®?
+ VgVﬂgqugl,w(sng}, (A.?)O)

y usando las simetrias del tensor de Riemann asi como la primer identidad de Bianchi

entonces:
R gpo (Ve (0T2) — Ve (6T8,)) = —2RPC"VVegahg009°7 (A.31)
Sustituyendo esta expresién en (A.28) resulta:
R™ S Ryyec = —2R°'VeV gpo0p09”7 — R R ¢ 95 9andg™. (A.32)

Llegando a este punto podemos sustituir la relacién anterior en la expresién (A.27)
para obtener la variacién del escalar de Kretschmann en términos de variaciones del tensor

métrico:
0K = —4R665”V5V€ggngyaég”a + 2Ra”&RnV&59m. (A.33)
Finalmente, la variacion del escalar de Kretschmann es:

0k = AR, SV Vb9 + 2R,V Ryecdg™. (A.34)

§A.6. Variacion de la densidad lagrangiana de materia L,,

Para obtener la variacién de la densidad lagrangiana de materia L, partimos del tensor

energia-momento (1.21):

OLom
Ty =255 — Gy Lo, (A.35)
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suponiendo que L,, = L, (g’“’, %%::) para asi obtener:

_ Lus g , Ol 09"

oL — . A.36
m = g9 99" D (4.36)
Considerando el caso en el que £, no dependa de dg /0x> entonces:

oL

0Ly = —26gM”, A.37

agn (A.37)

y asi, sustituyendo (A.37) en (A.35) resulta:

0Lm

T = QW — guLlm. (A.38)

De esta expresién se puede obtener la variacion de Ly, en términos del tensor de energia-

momento y variaciones del tensor métrico:

1 1
0Ly = iguyﬁmég’“”’ + iTw,ég“” (A.39)

§A.7. Variacién de la densidad de masa p

Partiendo de la ecuacién de continuidad:

1 9(y/=gpu")
NS

V. (put) = =0, (A.40)

y por lo tanto:

utdp = — \/piu"é\/—g — pout. (A.41)
)

Ahora para reescribir la variacién en términos de g"” se la calcula la unitariedad de la

cuatro velocidad u*, i.e.:
d(ufu, —1) =0, (A.42)

ie.:
296u” = —u"0g ., (A.43)

pero como 6g,, = —gnugyr09"”, entonces:
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26u” = ugdg”?, (A.44)
sustituyendo (A.4) y (A.44) en (A.41):
1 , 1 3
upt0p = 5 pupu gundgt — 5 puugdg™?, (A.45)

como u,u* = 1, entonces:
1

op = 5/) (g/w - Uuuu) dgh”, (A-46)

se obtiene la variacién de la densidad de masa.
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Apéndice B

Identidades

§B.1. Divergencia del tensor de Einstein

El tensor de Einstein es:

1
G" = R — Sg"R. (B.1)

Para demostrar que su divergencia covariante es nula, i.e.:
V,.G" =0 (B.2)
comenzamos por la segunda identidad de Bianchi:
ViuRypor + VuRpuor + VR0 = 0. (B.3)
Multiplicando la relacién anterior por g"*g*? g°* se obtiene:
\ (9”“9””9”ARVW> +V, (gwg”g”ARwaA) +V, (gwg”"g”ARWA) =0. (B4
Dadas las simetrias y contracciones del tensor de Riemann se obtiene entonces:
Vu(@"R)—-V,R" —V,R" = 0. (B.5)

Por lo tanto, renombrando indices y usando las simetrias de la métrica y las del tensor
de Ricci R resulta:

V. (9" R) — 2V, R" =0, (B.6)
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y por lo tanto:

1
Y, <R“" - 2gWR) =0. (B.7)

§B.2. Demostracién de la identidad
(VLA—AV,) Fr(R, L) = — (V'FR (R, L)) Ry

Para demostrar la relacién:
(VLA —=AV,) Fr(R,Lyn) = — (V'Fr(R, L)) Ry, (B.8)
partimos de que el término del lado izquierdo de la igualdad anterior:
(VLA —AV,)Fr(R, L) = (V,V, =V, V,)VFFr (R, L) , (B.9)
y usando la identidad de Ricci (Synge y Schild, 2020):

(VuVy =V, V) VP =RP V* (B.10)

apw
donde V? es un vector arbitrario, entonces:
(VuVy =V, V) Vi =RE, V. (B.11)
Asi, el término del lado derecho de la ecuacion (B.9) es

RM,, VFR (R, L) = RV Fg (R, L), (B.12)

con lo cual la relacién (B.8) queda demostrada.

tB.3. Demostraciéon de la identidad APR = —V2?R en un

escenario estatico en el limite de campo débil

El operador Laplace Beltrami aplicado a un escalar ® se puede escribir como (Mendoza,
2015a):

0
_ v« _ Ba
AR =VVab = ——o («/ 99 8x°‘> . (B.13)

WH
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De acuerdo con el principio de equivalencia y como el 4-espacio tiene la propiedad de ser

localmente plano, entonces en el limite de campo débil se puede escribir el tensor métrico

igual al espacio plano méas una correccion:

go = o 4 (2)gha
cuyo determinante a O(1/c?) estd dado por:
g =det(¢®) = —1 — D)g0 4 @)gll | (22 | (2)y33,

y por lo tanto (B.13) es:
1 0 1 0
= - — aB (1 -2 Ba) 2L (2
a0 = (14 0) 2 { (o (1= 30 o) e f e,

M = —@g00 4 (g1l | (2522 4 (2)g33

donde:

Desarrollando la expresién (B.16) se obtiene:

= 528 9z ozh Oz

Aoyt 2 0 g, 0 {(gaﬂ—;Mnaﬁ>8}¢+;M 0 9 4

De esta relacién se sigue que:

0 0 0?
ANOp_ 9 0 op_ (P ) e
R 0xP dxp R ot? v E,

0P 9P

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

a O(1/c?). Finalmente en un escenario estético donde 9%/ Ot?PR =0, la relacién anterior

es:

APR = V2R

§B.4. Divergencia del tensor de Nash
El tensor de Nash es:

1
N8 = AG™P + G (2Rpaf - 2g“ﬁRpa> :

cuya divergencia estda dada por:

(B.20)

(B.21)
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VNog = V*AG.5 + V* <GPU <2R”a‘75 - ;gang”)> , (B.22)
usando:
(VuV, =V, V) 1% = Raowneﬁ,\gJFRBeWHaem—Re,\wnaﬁm_Reﬂwﬂaﬂwv (B.23)
el término VYAG .3 es:
V*AGap = RV ,Gpp + G VI R), — GapV“Rpﬁau — 2RPBO‘MV“GM). (B.24)

Sustituyendo (B.1) y (B.24) en (B.22) resulta:
V*Nog =R™V  Ry5 — %RZVHR + RapVHR), — Ron VI R™ 5%, — RNV R,
+ %RV/BR + QRMVVQR“ayﬁ — RV?Rg, (B.25)
usando 2VYR,,,, = VR la expresién anterior es:
VNog =R™V ,Rrp — Ron VHR™ 3%, — RNV R, + QRWVO‘RHQVB, (B.26)

y finalmente como R™V ,R.3 — RF'VgR,, = —RaﬂV“R“ﬁo‘# la divergencia del tensor de
Nash es:

VN,g = 0. (B.27)



Apéndice C
Ecuaciones de campo

§C.1. Ecuaciones de campo de relatividad general

La variacién nula de la accién (1.14) es:

° 1
16C7rG / (RoV=g+V=g0R) dz + C/ (Lmdv/=g +V—gdLm)d'z=0.  (C.1)
Sustituyendo las expresiones (A.23), (A.4) y (A.39) en la ecuacién anterior se obtiene:

C3 .
167TG5/ <<Rl“’5-glw + gwg’\avavyégxu - g“”gAO‘VaV,\égu» \/jg _ RQ\/fgguyég;w> d4$

1 1 1 1
+C/ <<2g;w£m5g“y + zTuuégwj> vV—g9— Lmi V _gg/w(;glw> d'z = 0,

(C.2)
donde:
guyg)\avavuég/\u = g;wg/\oz (Voevu - vuva) 59)\u7 (C?’)
y
9" PV oV A0gu = 9" 9 (Va Vi — VaVa) 6guw, (C.4)

son términos frontera nulos por el teorema de Stokes. Asi, (C.2) es:

3 1 1
- _ _ — oS d4, —
/ < 16:C (RW 2Rg,w> + 2CTW) Vv—gog'd*x = 0, (C.5)
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con lo cual las ecuaciones de campo son:

8rG

1
R/“/ - §Rgﬂy = CTTMV (06)

§C.2. Ecuaciones de campo de las teorias métricas f(R, Ly,)

La variacién nula de la accién (2.6) es:

/ (V=9FR(R, Ln)SR + V=g F1m(R, L)L + f(R, L1n)6y/—g) d'a =0, (C.7)

donde Fr(R,Ly,) = Of(R,Ly)/OR Yy Frm(R, L) = Of(R, Ly,) /0Ly, Sustituyendo las

expresiones (A.23), (A.4) y (A.39) en la ecuacién anterior implica que:
/ (\/ _gFR(Ru ﬁm) (ij(sglﬂ/ + gw/g)\avavudg)\,u - gw/g)\avav)\(sg/w)

1 1 1
+v _gFLm(R7 Em) <g;wﬁm5g“” + 2TW59W> - §f(R, Em)\/ —ggu,,(Sg“”) d4l' =0,

2
(C.8)
donde:
Fr(R, Em)guug)\avavu(sfb\u = guygkava(FR(Ra ﬁm)vuég)\u)
— ¢" gV (Va(Fr(R, L1m))dgr)
+ 9" PV Vo (Fr(R, Lm))dgxu, (C.9)
y
FR(Ra ﬁm)guyg)\avav)ﬁguu = guygkava(FR(Ra Em)vkéguu)
— g™ VAV Fr(R, Lm))dgum)
+ " PV o (Fr(R, L)) G- (C.10)

Descartando los términos frontera al realizar la integral (C.8) se obtiene:
[ Fr(R L) R = V5 Frl B L)) + 909 PR L)

1 1
+§FLm(R, L) (gLl + Tp) — 3 f(R, Em)gw> V—gogdiz =0, (C.11)
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con lo cual las ecuaciones de campo son:

Fr(R,Lm)Ruw + (9w — V.,V ) Fr(R, L)

1 1
—§[f(R, ['m) + FLm(Ra Em)ﬁm]guu = _iFLm(Ra Em)Tuu-

Sutituyendo el caso:
1
se obtienen las ecuaciones:

R 1
F(R)Ry, — f(2)gm, = ViV F(R) + g AF(R) = =5 T,

de las teorias f(R).

(C.12)

(C.13)

(C.14)
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Apéndice D

Calculos con Maxima

§D.1. Tensores de curvatura en Maxima

Maxima (https://mazima.sourceforge.io/index.html) es un sistema de dlgebra compu-
tacional de cédigo abierto basado en DOE-MACSYMA. En el presente trabajo el paquete
utilizado fue CTENSOR, donde la notacién para el tensor de Riemann es (Toth, 2005):

— 8FZB _or oy

n n e
%aﬁ'y oY orh +erab’ r

Z Brgw (D.1)
de manera que se cumple la siguiente relacién respecto al tensor de Riemann R" anB definido

en la introduccién:

R,5" =R, (D.2)

«

Por otro lado, la definicién del tensor de Ricci empleada en el paquete CTENSOR es:

mag = %aﬁnn' (D.S)
Finalmente, extendiendo esta definicién al tensor de Riemann R” B definido en la

introduccion:

Rap =Ry, =R, = 1R =R, o= Rag, (D.4)

amf
se obtiene el tensor de Ricci Ryp tal como fue definido en la introduccién. Por lo tan-
to, la expresién utilizada para el tensor de Ricci, en el presente trabajo y en el paquete
CTENSOR, es la misma.
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§D.2. Codigos

Los siguientes cédigos estan basados en el c6digo MEXICAS (Métric EXtended-gravity
Incorporated through a Computer Algebraic System https://www.mendozza.orq/sergio/mezicas/ ),
desarrollado para su uso en Mazima para resolver perturbaciones en una teoria métrica de
la gravedad (Mendoza et al., 2013).

§D.2.1. Escalar de Ricci a O(1/c?)

El objetivo de este cédigo es calcular el escalar de Ricci a orden de parturbacién O(1/c?),
usando la métrica (1.43). El resultado es PR = —C%Vng.

maxima << EOF

/* En lo siguiente epsilon=1/c y f(r) es el potencial escalar
gravitacional. */

/* [wxMaxima: input start | x/

load (ctensor)$

csetup () $

4;

A

[r,theta,phi, t];

L

L

—(1-2%(epsilon "2)xr*xdiff (f(r),r))" (—1);

-1 2;

— 12 % sin(theta)"2;

14+2%(epsilon "2)*xf(r);

n;
n-

/* [wxMaxima: input end ] */

/* Una vez introducida la metrica, se calcula el escalar de

Ricci a orden cero O(0), para esto se toma el limite cuando
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la velocidad de la luz c¢ tiende a infinito, esto es cuando

epsilon tiende a cero. x/

RO : limit (scurvature(),epsilon ,0);

/* El escalar de Ricci a segundo orden O(2) se calcula
utilizando el escalar de Ricci a O(0). Primero se calcula solo
el segundo orden (o equivalentemente, el segundo orden menos
el orden cero): x/

R2 : limit (epsilon"(—2) % (scurvature() — RO), epsilon ,0);

/+* Finalmente el escalar de Ricci a segundo orden es: x/

R : RO + epsilon"2 *x R2;

EOF

§D.2.2. Modelo f(r) = ax'/? en el limite de campo débil

El siguiente c6digo desarrolla la ecuacién escalar (3.32) a O(1/c), usando la métrica
(1.43). El resultado es ¢ = C//r con C una constante arbitraria, es solucién de la ecuacién
(3.32) a O(1/c?).

#!/bin/sh
maxima <<EOF

/* En lo siguiente epsilon=1/c y f(r) es el potencial escalar

gravitacional. x/

load (ctensor)$
csetup () $
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4;

Y

[r,theta ,phi,t];

L

L;

—(1—2x(epsilon "2)xrxdiff (f(r),r)) " (—1);
—r " 2;

— 1r"2 % sin(theta)"2;
1+2x(epsilon "2)xf(r);
n;
n;

assume (r>0)$

Iriemann (false)

$
uriemann (false)$
/* rinvariant () es el escalar de Kretschmann x/
rinvariant ()$
a: (—1/2)«rinvariant () (1/2)$
/* limite a orden cero x/
a0 : limit (a,epsilon,0)$
/* limite a segundo orden x/
a2 : limit (epsilon”"(—2)x(a—a0),epsilon ,0)$

sl : fullratsimp (a0 4+ (epsilon”"(—2))xa2)$

/* En lo siguiente se desarrollara el segundo sumando de la

ecuacion 3.32 %/
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/* tensor de ricci contravariante x/

for i:1 thru 4 step 1 do for j:1 thru 4 step 1 do

uuric[i,j] : 0%

for i:1 thru 4 step 1 do for j:1 thru 4 step 1 do for s:1 thru 4 step 1 do
uuric[i,j] : uuric[i,j] 4+ ug[i,s]*uric[s,j]$

for i:1 thru 4 step 1 do

di1[i] : 0%

for i:1 thru 4 step 1 do for j:1 thru 4 step 1 do

di1[i] : d11[i] + diff((rinvariant ()" (—1/2))*uuric[i,j],ct_coords[j])$

for i:1 thru 4 step 1 do

di2[i] : 0%

for i:1 thru 4 step 1 do for s:1 thru 4 step 1 do for m:1 thru 4 step 1 do
di2[i] : d12[i] + mes[s,m,i]*(rinvariant ()" (—1/2))*xuuric[s,m]$

for i:1 thru 4 step 1 do

d13[i] : 0%

for i:1 thru 4 step 1 do for s:1 thru 4 step 1 do for m:1 thru 4 step 1 do
d13[i] : d13[i] + mes[m,s,s]x(rinvariant () (—1/2))*uuric[i,m]$

for i:1 thru 4 step 1 do
dif[i] : d11[i] + d12[i] + d13[i]$

d21 : 0%
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for i:1 thru 4 step 1 do
d21 : d21 + diff(dl[i],ct_coords[i])$

d22 : 0%

for i:1 thru 4 step 1 do for s:1 thru 4 step 1 do
d22 : d22 + mes[i,s,s]*xd1[i]$

scal : d21 + d22%
sol : fullratsimp (scal)$

limo0 : limit (sol,epsilon ,0)$

limo2 : limit(epsilon”(—2)*(sol—limo0),epsilon ,0)$
s2 : fullratsimp (limo0 + (epsilon”(—2))xlimo2)$
ecorden2 : fullratsimp (sl + s2)$

/* Se propone f(r)=1/r como solucion x/

%,f(r)=1/1$
res : ev (%,diff)$

solucion : fullratsimp (res);

EOF
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