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F́ısica

P R E S E N T A :

Sarah́ı Silva Garćıa
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Resumen

El objetivo principal del presente trabajo es desarrollar ecuaciones de campo que puedan

describir los fenómenos gravitacionales. El análisis se desarrolla a partir de una relación ar-

bitraria de la curvatura del espacio tiempo y la distribución de materia para posteriormente

verificar si en algún ĺımite, los modelos propuestos coinciden con teoŕıas bien establecidas

en tales ĺımites. De manera puntual se emplean funciones del escalar de Kretschmann κ

para describir la curvatura, mientras que la distribución de materia se abordará a partir

de un lagrangiano de materia arbitrario.

El estudio de las ecuaciones aqúı desarrolladas pretende explorar diferentes aspectos

que podŕıan existir en la gravedad y que no necesariamente podŕıan estar cubiertos por la

relatividad general. Sin embargo, se pretende poder formular un ĺımite donde se recupere

la gravedad newtoniana.





Caṕıtulo 1

Introducción

§1.1. Principio de mı́nima acción

El cálculo de variaciones en general se utiliza para resolver problemas de optimización de

funciones. Esta herramienta permite describir cómo se comporta la naturaleza empleando

razonamientos matemáticos. De acuerdo con el principio de mı́nima acción, la trayectoria

de una part́ıcula libre, i.e. una part́ıcula cuya presencia no modifica el estado de los campos

presentes en el espacio, queda determinada por la asignación de un lagrangiano L tal que

el movimiento del sistema satisface que la acción S tome un valor extremo en el intervalo

de integración (Landau y Lifshitz, 1976):

S :=

∫ b

a
L dt, (1.1)

donde L =
∫
Ldv con L la densidad lagrangiana y dv el volumen de integración. El valor

extremal se obtiene al igualar la primera variación δS a cero. El principio de mı́nima acción

establece que una part́ıcula seguirá tal trayectoria extrema y por tanto de dicha variación

obtenemos ecuaciones diferenciales con las cuales podemos caracterizar el sistema. En otras

palabras, la variación nula de la acción (1.1), i.e.:

δS = δ

∫ b

a
L dt = 0, (1.2)

representa las ecuaciones de movimiento de la part́ıcula libre i.e. ecuaciones diferenciales

que satisface el sistema f́ısico.
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Para que las ecuaciones de movimiento sean covariantes la acción S debe ser una in-

variante relativista, es decir, una función escalar y por lo tanto el integrando L dt en la

ecuación (1.1) es también una cantidad escalar.

La representación de la acción (1.1) y la introducción de un lagrangiano adecuado para

la construcción de las ecuaciones de movimiento de una part́ıcula libre, a través de la

nulidad de la variación (1.2), es de carácter general; incluiso cuando se toman fenómenos

relativistas.

§1.2. Ecuación geodésica

Por el principio de mı́nima acción, el movimiento de una part́ıcula de prueba en un

campo gravitacional entre dos puntos a y b en el espacio-tiempo, seguirá una trayectoria

tal que su acción S tome un valor extremo:

S = −mc
∫ b

a
ds, (1.3)

donde m es la masa de la part́ıcula libre, c es la velocidad de la luz y ds es el intervalo. El

factor mc es una constante de acoplamiento que caracteriza a la part́ıcula libre y se obtiene

al comparar el intervalo ds en el ĺımite de bajas velocidades con la expresión no-relativista

del lagrangiano de una part́ıcula libre (Landau y Lifshitz, 1997). El intervalo ds está dado

por:

ds2 = gµν dxµ dxν , (1.4)

donde gµν es el tensor métrico.

En la ecuación anterior y en lo sucesivo, los ı́ndices con letras griegas toman valores

0, 1, 2, 3 y los latinos denotarán 1, 2, 3; donde la coordenada 0 corresponde a la coordenada

temporal y las otras tres son las coordenadas espaciales. Además se usa la convención de

Einstein para la suma de ı́ndices covariantes y contravariantes repetidos. La signatura de

la métrica empleada en este trabajo es (+,-,-,-).

Las variaciones nulas δ
∫

ds = 0 de la ecuación (1.3) producen la ecuación de movi-

miento de una part́ıcula libre en un campo gravitacional (Landau y Lifshitz, 1997):

d2xα

ds2
+ Γαγβ

dxγ

ds

dxβ

ds
= 0, (1.5)
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donde Γαγβ es la conexión Levi-Civita definida como:

Γαγβ :=
1

2
gαµ

(
∂gγµ
∂xβ

+
∂gβµ
∂xγ

−
∂gγβ
∂xµ

)
. (1.6)

La ecuación (1.5) es la ecuación geodésica en un espacio curvo. La relación (1.5) indica que

la cuatro aceleración d2xα/ ds2 es igual a la cuatro fuerza −mΓαγβ( dxγ/ ds)( dxβ/ ds) que

actúa sobre la part́ıcula de prueba.

Como la conexión Γαγβ contiene derivadas del tensor métrico gµν se puede interpretar al

tensor métrico como el potencial del campo gravitacional pues sus derivadas con respecto a

las coordenadas determinan la fuerza del campo gravitacional que actúa sobre la part́ıcula.

Por otro lado en un espacio plano el segundo sumando de ecuación geodésica (1.5) se

anula, de ah́ı que en un espacio plano una part́ıcula libre tiene la propiedad de mantener

una velocidad constante, como es esperado para un sistema inercial por la primera ley de

Newton.

Otra forma de expresar la ecuación geodésica es mediante el operador diferencial D

adecuado a un espacio-tiempo curvo y definido como:

DAα := ∇βAα dxβ =

(
∂Aα

∂xβ
+ ΓαγβA

γ

)
dxβ, (1.7)

de manera que se puede escribir la ecuación geodésica como (Landau y Lifshitz, 1997):

Duµ

ds
= uν∇νuµ = 0, (1.8)

donde uµ = dxµ/ ds es la cuatro velocidad la cual satisface uµuµ = 1 de acuerdo con

la definición del intervalo (1.4). Como veremos más adelante, el movimiento geodésico

de una part́ıcula libre en un espacio-tiempo curvo solamente es válido para la teoŕıa de

relatividad general de Einstein en ausencia de gradientes de presión producida por los

fluidos que curvan al campo, es decir, para part́ıculas libres. En el caso de teoŕıas extendidas

o modificadas de gravitación esto también es en general cierto siempre y cuando no existan

acoplamientos de curvatura-materia.

§1.3. Acción de Hilbert

Para comprender esta sección, se mencionará que el tensor de curvatura, o tensor de

Riemann,Rηαγβ , es una medida de la curvatura de una variedad. En términos de la conexión
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Levi-Civita se expresa como:

Rηαγβ =
∂Γηαβ
∂xγ

− ∂Γηαγ
∂xβ

+ ΓηµγΓµαβ − ΓηµβΓµαγ . (1.9)

De aqúı se define el tensor de Ricci Rαβ como:

Rηαηβ = Rαβ =
∂Γγαβ
∂xγ

− ∂Γγαγ
∂xβ

+ ΓγαβΓµγµ − ΓµαγΓγβµ, (1.10)

y finalmente el escalar de curvatura, o escalar de Ricci, R está dado por:

R = gαβRαβ. (1.11)

En 1915 David Hilbert derivó las ecuaciones de campo de la teoŕıa de la relatividad

general de Einstein (Hilbert, 1915a). Hilbert propuso una acción tal que, al aplicar el

principio de mı́nima acción, se obtiene la forma adecuada de las ecuaciones de campo.

Dichas ecuaciones conservan la enerǵıa y el momento, son covariantes y en el ĺımite de

campo débil se recuperan las ecuaciones diferenciales básicas de la gravedad Newtoniana.

La acción propuesta consta de dos partes: una acción Sgrav correspondiente al campo

gravitacional y una acción Sm correspondiente a la materia que produce el campo gra-

vitacional. Para poder recuperar las ecuaciones de la gravedad Newtoniana se espera en

principio que las ecuaciones de campo no deban tener derivadas de los potenciales gµν

mayores al segundo orden. Resulta que el escalar de Ricci R es el objeto geométrico el cual

es proporcional al lagrangiano gravitacional (Landau y Lifshitz, 1997) pues en el ĺımite

de campo débil R ∼ ∇2φ, donde φ es el potencial escalar Newtoniano como se verá en la

sección §1.5.

Aśı, la acción del campo gravitacional, o acción de Hilbert, está dada por:

Sgrav = − c3

16πG

∫
R
√
−g d4x, (1.12)

donde G es la constante de gravitación y
√
−g d4x es el elemento diferencial del hipervo-

lumen en cuatro dimensiones, siendo g = det (gαβ) el determinante del tensor métrico. La

integración se realiza sobre todo el 4-espacio y la constante de acoplamiento c3/16πG se

obtiene del ĺımite de campo débil para que las ecuaciones de campo resultantes convergan

a la ecuación de Poisson gravitacional.

Por otra parte, la acción de materia Sm está dada por (Landau y Lifshitz, 1997):
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Sm =
1

c

∫
Lm
√
−g d4x, (1.13)

en donde Lm es la densidad lagrangiana.

La acción total S = Sgrav + Sm está dada entonces por:

S = − c3

16πG

∫
R
√
−g d4x+

1

c

∫
Lm
√
−g d4x, (1.14)

y dado que las variaciones nulas de la expresión anterior implican que δ
∫
R
√
−g d4x ∝

δ
∫
Lm
√
−g d4x entonces la presencia de materia produce curvatura en el espacio.

§1.3.1. Tensor de enerǵıa-momento

La densidad lagrangiana en la ecuación (1.13) es función de la métrica gµν y sus deri-

vadas con respecto a xλ (Landau y Lifshitz, 1997), i.e.:

Sm =
1

c

∫
Lm

(
gµν ,

∂gµν

∂xλ

)√
−g d4x, (1.15)

y por lo tanto:

δSm =
1

c

∫ {
∂
√
−gLm
∂gµν

δgµν +
∂
√
−gLm
∂ ∂g

µν

∂xλ

δ

(
∂gµν

∂xλ

)}
d4x,

=
1

c

∫ {
∂
√
−gLm
∂gµν

δgµν +
∂

∂xλ

(
∂
√
−gLm
∂ ∂g

µν

∂xλ

δgµν

)
− ∂

∂xλ

(
∂
√
−gLm
∂ ∂g

µν

∂xλ

)
δgµν

}
d4x.

(1.16)

Para simplificar esta expresión, se utiliza el teorema de Stokes que conecta una integral

de una forma diferencial ω con una integral de su derivada exterior dω:

Teorema 1 (Stokes): Sea ω una k forma definida en una región abierta Ω de un

espacio n-dimensional y sea M una superficie (k + 1)-dimensional bien comportada en Ω,

con frontera cerrada ∂M , entonces: ∮
∂M

ω =

∫
M

dω. (1.17)

La integral del lado izquierdo es una integral sobre la hipersuperficie cerrada ∂M de dimen-

sión k, la cual es frontera a la hipersuperficie de dimension k + 1 sobre la cual se efectúa
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la integración del lado derecho de la ecuación anterior (Buck, 2003).

El resultado expresado en la ecuación (1.17) se conoce como el teorema generalizado

de Stokes, o simplemente teorema de Stokes y es en esencia el teorema fundamental de la

geometŕıa diferencial. Se reduce al teorema fundamental del cálculo en una dimensión y a

los teoremas vectoriales en tres dimensiones de Gauss y de Stokes.

Ahora bien, de acuerdo al teorema de Stokes, el segundo sumando del lado derecho

de la ecuación (1.16) es igual a una integral sobre la superficie espacial de todo el cuatro

espacio y como los potenciales tienden a cero en el infinito espacial, dicho término queda

anulado. Aśı pues:

δSm =
1

c

∫ {
∂
√
−gLm
∂gµν

− ∂

∂xλ

(
∂
√
−gLm
∂ ∂g

µν

∂xλ

)}
δgµν d4x. (1.18)

En términos generales se define al tensor de enerǵıa-momento Tµν como:

1

2

√
−gTµν :=

∂
√
−gLm
∂gµν

− ∂

∂xλ

(
∂
√
−gLm
∂ ∂g

µν

∂xλ

)
. (1.19)

Esta definición garantiza que el momento asociado al sistema f́ısico en cuestión está formado

por integrales del tensor Tµν y dado que el momento del sistema es único, es posible mostrar

que el tensor de enerǵıa-momento es simétrico (Landau y Lifshitz, 1997).

Es costumbre suponer que Lm depende sólo del tensor métrico y no de sus derivadas y

por tanto el tensor de enerǵıa-momento es (Mendoza y Silva, 2021):

Tµν :=
2√
−g

∂ (
√
−gLm)

∂ (gµν)
, (1.20)

y por lo tanto:

Tµν = 2
∂Lm
∂gµν

− gµνLm. (1.21)

Sustituyendo la expresión (1.19) en (1.18) resulta que la variación δSm se puede escribir

como:

δSm =
1

2c

∫
Tµνδg

µν√−g d4x. (1.22)
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§1.3.2. Ecuaciones de campo de Hilbert-Einstein

Como se muestra en el apéndice §C.1, la variación nula de la acción (1.14), i. e. δS = 0

produce las siguientes ecuaciones de campo (Landau y Lifshitz, 1997):

Rαβ −
1

2
gαβR =

8πG

c4
Tαβ, (1.23)

en las cuales conservan la enerǵıa y el momento pues la divergencia del lado izquierdo

es cero (§B.1) y por tanto ∇αTαβ = 0. Además estas ecuaciones recuperan la gravedad

Newtoniana en el ĺımite de campo débil.

Las ecuaciones de campo (1.23) son las ecuaciones de Hilbert-Einstein. Estas ecuaciones

se pueden reescribir calculando la traza de las mismas:

R = −8πG

c4
T, (1.24)

y sustituyendo la expresión anterior para R en (1.23):

Rαβ =
8πG

c4

(
Tαβ −

1

2
gαβT

)
. (1.25)

Estas ecuaciones relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la materia para descri-

bir la gravitación. No obstante, matemáticamente es posible construir ecuaciones de campo

distintas que también relacionen a la curvatura con la materia de maneras más complejas

para describir los fenómenos gravitacionales.

§1.4. Ecuación geodésica y nulidad de la divergencia cova-

riante del tensor de enerǵıa-momento

La variación de la acción de materia (1.13) en términos del tensor de enerǵıa-momento

(1.22) está dada por:

δSm =
1

2c

∫
Tµνδg

µν√−g d4x = 0. (1.26)

Usando el hecho de que la variación δgµν del tensor métrico se puede expresar como (Landau

y Lifshitz, 1997):

δgµν = ∇νξµ +∇µξν , (1.27)
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para un campo vectorial de Killing ξα que satisface la ecuación de Killing:

∇νξµ +∇µξν = 0, (1.28)

entonces, la variación de la acción de materia es:

δSm =
1

2c

∫
Tµν (∇νξµ +∇µξν)

√
−g d4x =

1

c

∫
Tµν∇µξν

√
−g d4x = 0, (1.29)

donde la última igualdad se obtiene utilizando la simetŕıa del tensor de enerǵıa-momento.

Reescribiendo la expresión anterior como:

1

c

∫
∇µ (Tµν ξ

ν)
√
−g d4x− 1

c

∫
ξν∇µTµν

√
−g d4x = 0, (1.30)

y usando el teorema de Stokes (1.17), el primer sumando del lado izquierdo de la ecuación

anterior es un término frontera y por tanto:∫
ξν∇µTµν

√
−g d4x = 0, (1.31)

es decir:

∇µTµν = 0, (1.32)

dada la arbitrariedad de la métrica gαβ o del vector ξα. La expresión anterior representa

la conservación de la enerǵıa y el momento a través de la divergencia covariante nula del

tensor de enerǵıa-momento.

Para el caso de un fluido ideal el tensor de enerǵıa-momento está dado por (Landau y

Lifshitz (1997)):

Tµν = (p+ e)uµuν − pgµν , (1.33)

donde p es la presión, e la densidad de enerǵıa y uµ la cuatro velocidad del fluido *. Aśı,

la ecuación (1.32) es:

∇µTµν = uµuν∂µ (p+ e) + (p+ e)∇µ (uµuν)− gµν∂µp− p∇µgµν = 0. (1.34)

La contracción de esta expresión con el tensor de proyección:

*En la expresión (1.33) y en lo subsecuente los valores de todas las cantidades termodinámicas como la
presion, la densidad de enerǵıa, la entroṕıa por unidad de volumen, etc. están medidas en su sistema propio
de referencia (Landau y Lifshitz, 1997; Mendoza, 2015a).
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hσν = uσuν − gσν , (1.35)

ortogonal a uσ (pues hσνuσ = 0), resulta en:

hσν∇µTµν = − (p+ e)uµ∇µuσ − hσµ∂µp = 0, (1.36)

es decir:

uµ∇µuσ =
d2xσ

ds2
+ Γσµλu

µuλ = −(p+ e)−1hσµ∂µp. (1.37)

La relación anterior es la ecuación de Euler relativista en cuatro dimensiones (Landau

y Lifshitz, 1987; Mendoza, 2015a). Esta misma muestra que si los gradientes de presión en

el fluido no son cero, el movimiento de las part́ıculas de fluido es no-geodésico. Para el caso

de polvo, i.e. p = 0 se obtiene la ecuación geodesica (1.8) para part́ıculas de prueba.

Los resultados de esta sección implican que:

Teorema 2: Si la divergencia-nula del tensor de enerǵıa-momento se satisface entonces

el movimiento de part́ıculas de polvo (part́ıculas de prueba) es geodésico.

Como corolario de este teorema, dado que la divergencia del lado izquierdo de las

ecuaciones de Hilbert-Einstein tiene divergencia covariante nula, entonces se satisface la

ecuación (1.32) y por lo tanto el movimiento de part́ıculas de polvo (de prueba) es geodésico

para la teoŕıa general de la relatividad.

Más adelante veremos que esta propiedad no se satisface para otras teoŕıas de gravita-

cion. Incluso para el caso de polvo la divergencia covariante del tensor de enerǵıa-momento

es no-nula. Esto significa que no hay conservación de la enerǵıa y el momento y como

veremos en los casos analizados en esta tesis, esta no-conservación se debe a la existencia

de términos fuente geométricos.

§1.5. Ĺımite de campo débil

En ausencia de campos gravitacionales, el espacio-tiempo es de Minkowski y el intervalo

toma la forma:

ds2 = dt2 − δik dxi dxk. (1.38)

En otras palabras, la métrica gαβ = ηαβ = diag(1,−1,−1,−1) para un sistema coor-

denado isotrópico con coordenadas (t, x1, x2, x3). El principio de equivalencia implica que
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cuando se agrega un campo gravitacional escalar newtoniano φ, la componente temporal

de la métrica (Will, 2018):

g00 = 1 +
2φ

c2
. (1.39)

Esta corrección corresponde al ĺımite de campo débil de la gravitación en donde φ/c2 � 1

y por lo tanto, las velocidades v de cualquier part́ıcula de prueba son tales que v � c

(Will, 2018). El término ∝ φ/c2 en la expresión anterior resulta ser una perturbación

pequeña al valor del espacio-tiempo plano. Por esta razón aqúı y en lo sucesivo denotaremos

por O(n) := O(1/cn). De esta manera, la ecuación anterior es aproximada a O(2) de

perturbación en este sentido.

Ahora bien, en presencia de un campo gravitacional escalar débil φ en coordenadas

isotrópicas, las componentes espaciales de la métrica serán las mismas, i.e.:

gik = −(1 + λ), (1.40)

en donde λ es una cantidad de orden perturbativo O(2) y proporcional a una función que

puede depender exclusivamente de la única cantidad f́ısica disponible: el campo escalar

gravitacional φ, y por ser una cantidad de O(2), entonces λ ∝ φ
c2

(Eddington, 1923).

Por todo lo anterior, el intervalo a O(2) de aproximación puede escribirse como (Ba-

rrientos et al., 2020):

ds2 =

(
1 +

2φ

c2

)
c2 dt2 −

(
1− 2γφ

c2

)
δkl dxk dxl, (1.41)

donde γ es una constante y se conoce como el primer parámetro post-newtoniano (Will,

2018). El parámetro γ está relacionado con la fenomenoloǵıa de flexión de la luz y hasta

ahora todas las observaciones realizadas en diversos sistemas astronómicos cuyos cocientes

de masa a tamaño al cuadrado son semejantes o mucho mayores a los del sistema solar,

resulta que γ = 1.0 (Will, 2018; Mendoza, 2015b).

En términos de coordenadas esfericas (t, r, θ, ϕ), la métrica descrita en la ecuación (1.41)

queda determinada por los resultados del siguiente teorema (Mendoza, 2022):

Teorema 3: La forma general de la métrica en coordenadas esféricas para cualquier

teoŕıa métrica de la gravedad a segundo orden de perturbación O(2) se puede escribir como:

ds2 =

(
1 +

2φ(r)

c2

)
c2 dt2 −

(
1 +

2γr

c2

dφ(r)

dr

)
dr2 − r2 dΩ2, (1.42)
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o equivalentemente por una forma semejante a la métrica de Schwarzchild:

ds2 =

(
1 +

2φ(r)

c2

)
c2 dt2 − dr2(

1− 2γr
c2

dφ(r)
dr

) − r2 dΩ2. (1.43)

Utilizando la métrica a O(2) de aproximación descrita en la ecuación (1.41) o equiva-

lente cualquiera de sus expresiones expresadas en coordenadas esféricas tipo Schwarzschild

en las ecuaciones (1.42) o (1.43) se puede calcular entonces el valor a O(2) de cualquier

objeto geométrico, como por ejemplo, de la conexión Levi-Civita, del tensor de Riemann,

del tensor de Ricci y del escalar de curvatura R. Dada la extensa complejidad algebraica

que esto conlleva escribimos un código en maxima** y algunos resultados relevantes de este

código se muestran en el apéndice §D.2. En particular, resulta que el escalar de Ricci a

O(2) de perturbación está dado por:

(2)R = − 2

c2
∇2φ. (1.44)

Por otra parte, en la expresión para el tensor de enerǵıa-momento (1.33), la enerǵıa por

unidad de volumen e consiste de dos términos aditivos:

e = ρc2 + ξ, (1.45)

donde el primer termino del lado derecho en la expresión anterior representa a la densidad

de enerǵıa en reposo para una densidad de masa ρ y ξ es puramente la densidad de enerǵıa

interna del fluido.

En el ĺımite de campo débil, todas las velocidades de las part́ıculas -incluidas las velo-

cidades microscópicas- son mucho menores que la velocidad de la luz, entonces la densidad

de enerǵıa interna ξ � ρc2 y la presion p� ρc2 por lo que:

Tµν = ρc2uµuν , (1.46)

a O(2) de aproximación. De aqúı que la traza T del tensor de enerǵıa-momento esté dada

por:

T := T νν = ρc2uνuν = ρc2. (1.47)

**El programa Máxima (https://maxima.sourceforge.io/index.html) es un Computer Algebra System libre
el cual posee todos los elementos necesarios para trabajar objetos geométricos en geometŕıa diferencial.
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La sustitución directa de las expresiones (1.44) y (1.47) en la traza de las ecuaciones

de Hilbert-Einstein (1.24) implica:

∇2φ = 4πGρ, (1.48)

que corresponde a la ecuación de Poisson para gravitación Newtoniana, cuya solución

general es:

φ(r) = −G
∫

ρ′dv′

|~r − ~r′|
, (1.49)

(Mendoza, 2015a) y en el caso de una masa puntual M en el origen:

φ(r) = −GM
r
. (1.50)

Lo anterior muestra que en el ĺımite de campo débil las ecuaciones de campo de Hilbert-

Einstein corresponden a la gravitación newtoniana.

Por otra parte, el determinante g de la métrica (1.41) está dado por:

g = −
(

1 +
2φ

c2

)(
1− 2φ

c2

)3

= −
(

1− 4φ

c2

)
+O(4), (1.51)

y por lo tanto:

√
−g =

(
1− 2φ

c2

)
+O(4). (1.52)

La expresión correcta para el lagrangiano de materia en el caso de un fluido ideal está

dada por (Mendoza y Silva, 2021):

Lm = −e, (1.53)

y por lo tanto en el caso del ĺımite de campo débil:

Lm = −ρc2 +O(0). (1.54)

Sustituyendo las ecuaciones (1.44), (1.52) y (1.54) en la acción (1.14) se obtiene:

S =
c

8πG

∫
∇2φ d4x− 1

4cπG

∫
φ∇2φ d4x− c

∫
ρd4x+

2

c

∫
φρ d4x. (1.55)
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Por el teorema de Stokes (1.17), la primer integral del lado derecho de la ecuación

anterior es un término frontera y por lo tanto se anula al ser integrado en el infinito

espacial. Ahora bien, utilizando la identidad (Arfken y Weber, 1999; Mendoza, 2015a):

∇ · (φ∇φ) = |∇φ|2 + φ∇2φ, (1.56)

la acción (1.55) toma la siguiente forma:

S = − 1

4cπG

∫
∇ · (φ∇φ) d4x+

1

4cπG

∫
|∇φ|2 d4x− c

∫
ρ d4x+

2

c

∫
φρ d4x, (1.57)

donde nuevamente la integral del primer sumando del lado derecho en esta relación es un

término frontera, el cual se anula. Por lo tanto:

S =
1

4cπG

∫
|∇φ|2 d4x− c

∫
ρ d4x+

2

c

∫
φρ d4x. (1.58)

A continuación es preciso tener en cuenta que al tomar la variación de la acción (1.58)

respecto al potencial φ, el segundo sumando del lado derecho es cero pues no depende de

este, i.e.:

δ

(
c

∫
ρ d4x

)
= 0, (1.59)

por lo que tal término no figura en la ecuación de la acción para obtener las ecuaciones de

campo. Por este motivo, se considera que la acción de relatividad general en el ĺımite de

campo débil toma la siguiente forma:

S =
2

c

∫ (
1

8πG
|∇φ|2 + φρ

)
d3x. (1.60)

La integral que aparece en la expresión anterior está tomada sobre todo el 3-espacio y

no sobre todo el 4-espacio de donde originalmente proveńıa. Esto se debe a que en el ĺımite

de campo débil la integración sobre la componente temporal es irrelevante para el resultado

final ya que se supone un escenario estático. De esta manera, la densidad lagrangiana en

este ĺımite resulta ser:

L =
|∇φ|2

8πG
+ ρφ, (1.61)

tal que usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos escalares, i.e.:
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∂

∂xk

∂L
∂φ,k

=
∂L
∂φ

, (1.62)

se obtiene la ecuación de Poisson (1.48).



Caṕıtulo 2

Teoŕıas métricas de gravitación

f (R) y f (R,Lm)

El interés por explorar otras ecuaciones que describan el campo gravitacional, surge de

la discrepancia entre las predicciones de la gravitación Newtoniana y la relatividad general

con las observaciones del movimiento de cuerpos a escalas de masa y tamaño muy diferen-

tes a las de nuestro sistema solar. Otras motivaciones provienen de modelos cosmológicos.

Por ejemplo, invariantes de curvatura de orden superior o acoplamientos no mı́nimos entre

campos escalares de materia y geometŕıa, permiten modelar el comportamiento inflacio-

nario. En particular, diferentes eras inflacionarias estaŕıan relacionadas con expresiones

provenientes de los términos de orden superior en la expresión de la acción (Capozziello y

Faraoni, 2010).

En este caṕıtulo se analizarán las ecuaciones de campo de las teoŕıas métricas * f(R)

y f(R,Lm) en diferentes ĺımites. En el caṕıtulo anterior se mostró que en el ĺımite de

campo débil las ecuaciones de campo de relatividad general coinciden con el modelo de

la gravedad Newtoniana. De la misma manera se espera que en determinados ĺımites las

*Las teoŕıas métricas de la gravedad describen a esta como una manifestación del espacio-tiempo curvo
e incorporan el principio de equivalencia de Einstein. Los postulados de las teoŕıas metricas de la gravedad
son (Will, 2018):

1. El espacio-tiempo está dotado de una métrica.

2. Las lineas de mundo de los cuerpos de prueba son geodésicas de esa métrica.

3. En los marcos locales en caida libre, las leyes de la f́ısica no gravitacionales son las de la relatividad
especial.
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teoŕıas extendidas de gravitación, i.e. teoŕıas de gravitación que extienden los conceptos

teóricos de la formulación Newtoniana y de la relatividad general, coincidan con modelos

bien establecidos en los ĺımites correspondientes. También se pueden analizar ĺımites a

teoŕıas tipo MOND llamada Dinámica Newtoniana Modificada, la cual tiene el objetivo de

explicar fenómenos astrof́ısicos mediante modificaciones a la ley de Newton de gravitación

sin utilizar materia oscura no-bariónica (Milgrom, 1983; Famaey y McGaugh, 2012) y que

por tanto construye una versión relativista de esta teoŕıa.

§2.1. Teoŕıas métricas f(R)

Para describir los fenómenos gravitacionales en términos de la relación curvatura-

materia, Hilbert colocó en la acción del campo gravitacional el escalar R, el cual incluye

información de la curvatura del espacio-tiempo. Sin embargo, nada prohibe generalizar la

densidad lagrangiana gravitacional a ser una función anaĺıtica f(R) del escalar de Ricci.

Estas propuestas métricas son comunmente denominadas teoŕıas de gravitación f(R), de

las cuales relatividad general es el caso más sencillo, pues f(R) ∝ R.

La acción para una teoŕıa de gravitacion f(R) está dada por (Harko y Lobo, 2018):

S =

∫
f(R)

√
−gd4x+

1

c

∫
Lm
√
−gd4x, (2.1)

donde κ es una constante, y por lo tanto, las variaciones nulas δS = 0 de la acción anterior

producen las siguientes ecuaciones de campo (§C.2):

F (R)Rµν −
f(R)

2
gµν −∇µ∇νF (R) + gµν∆F (R) = − 1

2c
Tµν , (2.2)

donde F (R) := df(R)/dR y ∆ := ∇α∇α es el operador de Laplace-Beltrami. Estas ecua-

ciones diferenciales de cuarto orden en la métrica gµν representan un conjunto de todas

las teoŕıas gravitacionales cuya acción del campo gravitacional queda descrita como una

función del escalar R. La traza de estas ecuaciones es:

F (R)R− 2f(R) + 3∆F (R) = − 1

2c
T. (2.3)

El caso:

f(R) = − c3

16πG
R, (2.4)
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reproduce la acción (1.14). La sustitución directa de (2.4) en las ecuaciones de campo (2.2)

implican las ecuaciones de campo de Hilbert-Einstein (1.23). En multiples aplicaciones es

común suponer f(R) ∝ Rα, donde α es una consatente (Harko, 2010; Bernal et al., 2011;

Mendoza et al., 2013; Mendoza, 2015b).

§2.2. Movimiento geodésico de part́ıculas de prueba en teoŕıas

f(R)

Para obtener la ecuación de movimiento de una part́ıcula de prueba tomemos la diver-

gencia covariante de la ecuación (2.2):

F (R)∇µRµν+Rµν∇µF (R)− 1

2
gµνF (R)∇µR−∆∇νF (R)+∇ν∆F (R) = − 1

2c
∇µTµν , (2.5)

utilizando las identidades (B.2) y (B.8) se obtiene que el lado izquierdo de la expresión

anterior se anula. Por lo tanto se satisfacen las condiciones del Teorema 2 con lo cual el

movimiento de part́ıculas de prueba es geodésico.

§2.3. Teoŕıas métricas f(R,Lm) con acoplamientos de curvatura-

materia

Las acciónes (1.14) y (2.1) fueron construidas con la idea en mente de que la presencia

de materia curva al espacio. Ambas construcciones hacen que las ecuaciones de campo

resultantes de la variación nula de la acción impliquen que una función de la curvatura

del espacio sea igual a otra función de la materia. Esta propuesta fue la idea original de

Einstein para la construcción de su teoŕıa relativista de la gravitación. De manera más

general, se puede considerar que esta relación entre materia y curvatura es mucho más

extensa, de tal manera que incluso puedan existir acoplamientos entre la curvatura y la

materia. Por esta razón, es posible construir una propuesta gravitacional de tal manera

que la curvatura y la materia estén en principio acopladas de tal manera que la acción del

campo gravitacional esté dada por (Harko, 2010; Harko y Lobo, 2018):

S =

∫
f(R,Lm)

√
−gd4x. (2.6)

De aqúı que si:
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f(R,Lm) = − c3

16πG
R+

1

c
Lm, (2.7)

se obtiene la acción (1.14) de relatividad general y si:

f(R,Lm) = f(R) +
1

c
Lm, (2.8)

se obtiene la acción (2.1) de las teoŕıas gravitacionales f(R).

Los casos de mayor interés para estas propuestas consisten en pensar en acoplamientos

de curvatura-materia débiles:

f(R,Lm) = f(R) + g(Lm), (2.9)

para una función anaĺıtica g o bien en casos con acoplamientos de curvatura-materia fuertes

como pueden ser:

f(R,Lm) = f(R)g(Lm). (2.10)

Como se muestra en el apéndice §C.2, las variaciones de la acción (2.6) producen las

siguientes ecuaciones de campo:

FR(R,Lm)Rµν + (gµν∆−∇µ∇ν)FR(R,Lm)− 1

2
[f(R,Lm)− FLm(R,Lm)Lm] gµν =

− 1

2
FLm(R,Lm)Tµν , (2.11)

donde FR(R,Lm) := ∂f(R,Lm)/∂R y FLm(R,Lm) := ∂f(R,Lm)/∂Lm.

La traza de las ecuaciones (2.11) es:

FR(R,Lm)R+ 3∆FR(R,Lm)− 2 [f(R,Lm)− FLm(R,Lm)Lm] = −1

2
FLm(R,Lm)T.

(2.12)

Las ecuaciones (2.2) se obtienen de sustituir el caso f(R,Lm) = f(R)+Lm/c en (2.11).

Un caso de importante aplicación consiste en considerar:

f(R,Lm) = aRα + bLβm, (2.13)

y aśı, sustituyendo esta ecuación en la relación (2.11) se obtiene:
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aeRe−1Rµν + (gµν∆−∇µν∇µν) aeRe−1 − 1

2

(
aRe + kLmd − kdLmd

)
gµν =

1

2
kdLmd−1Tµν ,

(2.14)

cuya traza es:

aRe (e− 2) + 2Lmdk (d− 1) + 3ae∆Re−1 =
1

2
kdLmd−1T. (2.15)

§2.4. Movimiento no-geodésico de part́ıculas de prueba en

teoŕıas f(R,Lm)

Para obtener la ecuación de movimiento de una part́ıcula de prueba tomemos la diver-

gencia contravariante de la ecuación (2.11):

(∇µFR (R,Lm))Rµν + FR (R,Lm)∇µRµν + (∇ν∆−∆∇ν)FR (R,Lm) ,

−1

2
gµνFR (R,Lm)∇µR− 1

2
FLm (R,Lm)∇νLm +

1

2
(∇νFLm (R,Lm))Lm

+
1

2
FLm (R,Lm)∇νLm = −1

2
(∇µFLm (R,Lm))Tµν −

1

2
FLm (R,Lm)∇µTµν . (2.16)

Por lo tanto, utilizando las identidades (B.2) y (B.8) se obtiene:

(∇νFLm (R,Lm))Lm = − (∇µFLm (R,Lm))Tµν − FLm (R,Lm)∇µTµν , (2.17)

es decir:

∇µTµν = −∇µ ln [FLm (R,Lm)] {Lmgµν + Tµν} , (2.18)

que con ayuda de la expresión para el tensor de enerǵıa-momento (1.21) se puede escribir

como:

∇µTµν = −2∇µ ln [FLm (R,Lm)]
∂Lm

∂gµν
. (2.19)

La expresión anterior muestra que en términos generales, la divergencia covariante del

tensor de enerǵıa-momento es diferente de cero incluso para el caso de polvo, en donde

Lm = ρc2 que considera el movimiento de part́ıculas de prueba. El término fuente que

aparece en el lado derecho de la ecuación (2.19) es de carácter puramente geométrico y por

tanto será generalmente diferente de cero. Por lo tanto, las condiciones del Teorema 2 no
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se satisfacen y el movimiento de part́ıculas libres en estas teoŕıas de gravitacion f(R,Lm)

es en términos generales no-geodésico.

Para mostrar directamente que el movimiento de part́ıculas libres es en efecto no-

geodesico, procedamos de la siguiente manera.

El siguiente teorema, propuesto y demostrado por S. Mendoza en 2021, da validez a la

ecuación de continuidad (Landau y Lifshitz, 1987):

∇α(ρuα) = 0, (2.20)

para un fluido ideal, donde ρ es la densidad de masa del fluido.

Teorema 3: La ecuación de continuidad (2.20) para un fluido ideal es válida si y sólo

si el tensor de enerǵıa-momento satisface:

∇αTαβ = khβλAλ, (2.21)

para cualquier campo vectorial Aλ, una constante k y donde:

hβλ := gβλ − uβuλ, (2.22)

es el operador de proyección.

Demostración: Para un fluido ideal la primera ley de la termodinámica es (Mendoza

y Silva, 2021):

d

(
e

ρ

)
= −pd

(
1

ρ

)
, (2.23)

la cual se puede escribir como:

d

(
ω

ρ

)
=

1

ρ
dP, (2.24)

donde ω := e + p representa la entalṕıa por unidad de volumen. Sea ∇αTαβ = khαβAα

entonces la divergencia de (1.33) es:

∇αTαβ = ∇α(ωuαuβ)− gαβ∇αP = khαβAα, (2.25)

y aśı, contrayendo con uβ se obtiene:

uβ∇αTαβ = ω∇αuα − uα∇αP = 0, (2.26)
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donde se ha usado que uβ∇αuβ = 0. La expresión 2.26 se puede escribir como:

uβ∇αTαβ =
ω

ρ
∇α(ρuα) + ρuα

{
∇α
(
ω

ρ
− 1

ρ
∇P
)}

= 0. (2.27)

Usando la relación (2.24) el término entre llaves de la expresión anterior es nulo, y por

lo tanto:

∇α(ρuα) = 0. (2.28)

Ya que las implicaciones anteriores son válidas es ambos sentidos, el teorema 3 queda

demostrado.

Corolario: La ecuación de continuidad (2.20) es válida para un fluido ideal si el tensor

de enerǵıa-momento Tαβ se conserva, i.e.:

∇αTαβ = 0. (2.29)

Por tanto, a partir de la ecuación de contuinidad (2.20):

∂Lm

∂gµν
=

1

2
ρ (gµν − uµuν)

dLm

dρ
, (2.30)

de aqúı que la ecuación (2.19) queda como:

∇µTµν = −∇µ ln [FLm (R,Lm)]ρ (gµν − uµuν)
dLm

dρ
. (2.31)

Ahora bien, utilizando la ecuación (A.46), el tensor de enerǵıa-momento (1.21) es:

Tµν = ρ (gµν − uµuν)
dLm
dρ
− gµνLm, (2.32)

y aśı:

∇µTµν = ∇µ
(
ρ

dLm
dρ

)
(gµν − uµuν) + ρ

dLm
dρ
∇µ (gµν − uµuν)− gµν∇µLm. (2.33)

Igualando las expresiones (2.31) y (2.33), se obtiene:

−∇µ ln [FLm (R,Lm)]ρ (gµν − uµuν)
dLm

dρ
= ∇µ

(
ρ

dLm
dρ

)
(gµν − uµuν)

+ρ
dLm
dρ
∇µ (gµν − uµuν)− gµν∇µLm. (2.34)
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Multiplicando la expresión anterior por hνσ/
(
ρdLm

dρ

)
, se obtiene:

uµ∇µuσ = ∇µ ln [FLm (R,Lm)] (gµσ − uµuσ)

+
∇µ
(
ρdLm

dρ

)
ρdLm

dρ

(gµσ − uµuσ)

− ∇
µLm

ρdLm
dρ

(gµσ − uµuσ) , (2.35)

y usando (2.30), la expresión anterior se simplifica como:

uµ∇µuσ = ∇µ ln

[
FLm (R,Lm)

dLm

dρ

]
(gµσ − uµuσ) =: fσ. (2.36)

Este resultado implica que el movimiento de una part́ıcula de prueba es no-geodésico

pues el lado derecho de la ecuación (2.36) es un vector de fuerza fσ que es distinto de cero

generalmente.

Esta fuerza extra muestra nuevos aspectos de la gravitación que no están presentes ni

en las ecuaciones de relatividad general, ni en las teoŕıas f(R). Nótese que en el caso de

teoŕıas extendidas de gravitacion f(R) la función f(R,Lm) está dada por la expresión (2.8)

y por lo tanto la fuerza fν = 0 para el caso de polvo.



Caṕıtulo 3

Teoŕıas métricas de gravitación

como función del escalar de

Kretschmann

La generalización más pronta hecha sobre la acción de Hilbert (1915b) la realizó Kretsch-

mann (1918) postulando que una acción como función general del escalar de Ricci no debeŕıa

ser la única forma de la densidad lagrangiana para explicar la fenomenoloǵıa gravitacional.

De esta manera Kretschmann postuló que la densidad lagrangiana gravitacional debeŕıa

ser proporcional al escalar de Kretschmann

κ := RαβηθR
αβηθ. (3.1)

Este escalar a su vez se puede escribir en términos de otros invariantes de curvatura

construidos a partir del tensor de Riemann. Para una variedad pseudo-Riemaniana de 4

dimensiones se puede escribir como (Cherubini et al., 2002):

κ = CσλµνC
σλµν + 2RσλR

σλ − 1

3
R2, (3.2)

donde Rσλ es el tensor de Ricci y Cσλµν es el tensor de Weyl.

Para una densidad lagrangiana gravitacional proporcional a κ resulta que el diver-

gente covariante de las ecuaciones de campo es identicamente igual a cero y entonces se

motiva una conservación de enerǵıa y momento, aśı como garantizar la validez de trayec-

torias geodésicas para part́ıculas libres. Sin embargo, dado que las ecuaciones de campo
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de Kretschmann son de cuarto orden, estas dejaron de ser consideradas interesantes para

la comunidad, pero dado el reciente éxito de teoŕıas extendidas de gravitación f(R) y el

hecho de que sus ecuaciones de campo sean de cuarto orden, es importante comenzar a

realizar exploraciones con el escalar de Kretschmann.

El escalar de Kretschmann no es el único término que vale la pena explorar. Cabe

señalar que uno puede también construir el invariante:

Q := RαβR
αβ (3.3)

y las ecuaciones de campo resultan también ser de cuarto orden.

Existe una manera de evitar la aparición de términos de cuarto orden si se utiliza el

escalar de Gauss-Bonnet

G := R2 − 4Q− κ, (3.4)

pues si se define la acción gravitacional como:

Sg ∝
∫
G
√
−gd4x, (3.5)

resulta que como:

√
−gG = ∂αDα, (3.6)

(3.7)

en donde el cuatro-vector:

Dα :=
√
−gεαβγδε µν

ρσ Γρµβ

[
Rσνγδ/2 + Γσλγγ

λνσ/3
]
, (3.8)

entonces el término de Gauss-Bonnet es simplemente un término frontera y no reproduce

ecuaciones de campo a menos que se acople con una función escalar o bien, se construya

una acción gravitacional de tal forma que:

Sg ∝
∫

(R/2 + f(G))
√
−gd4x, (3.9)

para una función arbitraria f(G). De esta manera el escalar de Gauss-Bonnet resulta últil

para diversas aplicaciones pues los términos adicionales a los de las ecuaciones de Hilbert-

Einstein son proporcionales a ∇µ∇νf(G) (De Felice y Tsujikawa, 2009a,b). En términos
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generales, resulta que para evitar diversos grados de libertad tensoriales en las ecuaciones

de campo la acción gravitacional:

Sg ∝
∫
f(R,G)

√
−gd4x, (3.10)

evita estas complicaciones (De Felice y Tsujikawa, 2010).

Un caso muy particular de todo lo anterior fue producido por John Forbes Nash Jr.

(Channuie et al., 2021). Esta acción consiste en colocar una función del escalar de Ricci y

el escalar (3.3) en la densidad lagrangiana. Tal acción tiene la siguiente forma:

Sg =

∫ (
2RµνRµν −R2

)√
−gd4x, (3.11)

la cual contiene una ponderación de los términos cuadráticos del tensor de Ricci y el esaclar

de curvatura. En el caṕıtulo 4 se presentará la ecuación que se obtiene de la acción (3.11),

la cual es una ecuación diferencial parcial de cuarto orden.

Otra motavación para proponer una densidad lagrangiana gravitacional como función

del escalar de Kretschmann es que, como se mencionó anteriormente, las ecuaciones de

campo de Hilbert-Einstein en relatividad general implican que el escalar de curvatura es

cero en regiones de vacio, incluso cuando existe una curvatura real en dicha región. Esto

no sucede aśı para el caso del escalar de Kretschmann que es una excelente representación

de la curvatura en el espacio-tiempo. Por ejemplo, para el caso de un agujero negro de

Schwarzschild, el escalar de Kretschmann está dado por κ = 48m2/r6. De aqúı se infiere

rápidamente que en el radio de Schwarzschild el valor de κ es finito y por lo tanto la

divergencia que ocurre en la métrica de Schwarzschild para dicho radio es una singularidad

de coordenadas. De manera general, el escalar de Kretschmann puede utilizarse como un

identificador de singularidades de curvatura en un espacio-tiempo dado (Henry, 2000).

§3.1. Teoŕıas métricas f(κ)

A fin de obtener las ecuaciones de campo sin acoplamientos de materia propongamos

una acción del campo gravitacional usando como densidad lagrangiana una función arbi-

traria f(κ) del escalar de Kretschmann κ dada por:

S =

∫
f(κ)
√
−gd4x+

1

c

∫
Lm
√
−gd4x, (3.12)
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y por tanto:

δS = δ

∫ (
f(κ) +

1

c
Lm

)√
−gd4x =

∫ (√
−gF (κ)δκ+ f(κ)δ

√
−g

+
1

2c
Tηα
√
−g δgηα) d4x = 0, (3.13)

donde F (κ) := ∂f(κ)/∂κ y el último término del integrando anteior se sigue de la expresión

(1.22). Utilizando las fórmulas para las variaciones δ
√
−g y δκ obtenidas en las ecuaciones

(A.4) y (A.34) de los apéndices §A.1 y §A.5 se obtiene:

δS =

∫ {
− 1

2
f(κ)gηαδg

ηα + 4F (κ)R ε ξ
η α ∇ξ∇εδgηα + 2F (κ)R νξε

α Rηνξεδg
ηα

+
1

2c
Tηαδg

ηα
}√
−gd4x = 0. (3.14)

Ahora bien, dado que:

F (κ)R ε ξ
η α ∇ξ∇εδgηα = ∇ξ

(
F (κ)R ε ξ

η α ∇εδgηα
)
−∇ε

(
δgηα∇ξ

(
F (κ)R ε ξ

η α

))
+
(
∇ε∇ξ

(
F (κ)R ε ξ

η α

))
δgηα, (3.15)

y como los dos primeros términos del lado derecho de la expresión anterior resultan ser

términos frontera de la variación (3.14) de acuerdo al teorema de Stokes (1.17), entonces

la expresión (3.14) es:

δS =

∫ {
− 1

2
f(κ)gηα + 2F (κ)R νξε

a Rηνξε + 4∇ε∇ξ
(
F (κ)R ε ξ

η α

)
+

1

2c
Tηα
}√
−gδgηαd4x = 0, (3.16)

y por lo tanto:

−1

2
f(κ)gηα + 2F (κ)R νξε

α Rηνξε + 4∇ε∇ξ
(
F (κ)R ε ξ

η α

)
= − 1

2c
Tηα. (3.17)

Éstas ecuaciones de campo representan un conjunto de teoŕıas métricas de gravitación

en función del escalar de Kretschmann.

§3.1.1. Teoŕıas métricas f(κ) = aκ

El caso más inmediato es que la función del escalar de Kretschmann sea proporcional

al escalar mismo, i.e. f(κ) = aκ con a una constante real. Aśı, la ecuación de campo es:
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−1

2
aκgηα + 2aR νξε

α Rηνξε − 4agβηgνα∇ε∇ξRβεξν = − 1

2c
Tηα, (3.18)

y su traza está dada por:

∇ε∇ξRεξ = − 1

8ac
T, (3.19)

o bien utilizando la nulidad del divergente covariante del tensor de Einstein, (3.19) es:

∇ε∇εR = − 1

4ac
T. (3.20)

Ahora bien, los resultados del apéndice §B.3 muestran que en un escenario estático en

el ĺımite de campo débil:

∇e∇e (2)R = −∇2(2)R, (3.21)

a O(2) de aproximación. En consecuencia, las ecuaciones (3.20) se pueden expresar en

simetŕıa esférica como:

∇2
(

(2)R
)

= − 1

4ac
(2)T. (3.22)

Para el caso de polvo, T = ρc2 y por lo tanto, la expresión anterior puede escribirse

como:

∇2
(

(2)R
)

= − c

16πGa
ρ = − c

16πGa
∇2φN , (3.23)

donde φN es el potencial newtoniano que satisface la ecuación de Poisson (1.48). Por lo

tanto:

∇2
(

(2)R+
c

16πGa
φN

)
= 0, (3.24)

y aśı:

(2)R+
c

16πGa
φN =

C1

r
+ C2, (3.25)

con C1 y C2 constantes reales, y aśı con ayuda de la ecuación (1.44) implica que el potencial

gravitacional φ en el ĺımite de campo débil está dado por:

∇2φ =
c3

32πGa
φN −

c2C1

2r
− c2C2

2
. (3.26)
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Si consideramos una masa puntual M que poduce el campo gravitacional, entonces φN

tiene la forma (1.50) y aśı, la relación anterior es:

∇2φ = − c3M

32πar
− c2C1

2r
− c2C2

2
, (3.27)

cuya solución general es:

φ = − c
3M

64πa
r − c2C1

4
r − c2C2

12
r2 +

C3

r
+ C4, (3.28)

Ahora bien, para asegurar que el potencial se anule en infinito espacial, entonces esco-

jamos C1 = −Mc/16πa, C2 = C4 = 0 y C3 = −GM para que:

φ = −GM
r
. (3.29)

Por lo tanto, existe el caso tal que en ĺımite de campo débil se recupera el potencial

newtoniano a segundo orden de perturbación. Un análisis mas detallado de esto puede

realizarse hasta O(4) de aproximación para calcular una parametrización post-Newtoniana

(PPN) y comparar con las mediciones de los parámetros PPN (Will, 2018), pero dicho

análisis abarca un tópico mucho más allá de los estudios realizados en esta tesis.

§3.1.2. Teoŕıas métricas f(κ) = aκe

Para el caso f(κ) = aκe las ecuaciones de campo en vaćıo son:

−1

2
aκegηα + 2aeκe−1R νξε

α Rηνξε − 4aegβηgνα∇ε∇ξ
(
κe−1Rβεξν

)
= 0, (3.30)

cuya traza es:

(e− 1)κe + 2e∇ε∇ξ
(
κe−1Rεξ

)
= 0. (3.31)

En adelante se considerará el caso especial e = 1/2 pues κ1/2 tiene dimensiones de

curvatura, y aśı:

−1

2
κ

1
2 +∇ε∇ξ

(
κ−

1
2Rεξ

)
= 0. (3.32)

Para analizar estas ecuaciones en el ĺımite de campo de débil usaremos la métrica (1.43).

Posteriormente, mediante un enfoque perturbativo en el parámetro 1/c se obtiene que a
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orden cero la relación φ = C/r, con C una constante real, es solución de tales ecuaciones.

El código utilizado se muestra en el apendice §D.2.2.

Una vez más se puede identificar la constante C como −GM , y por lo tanto:

φ = −GM
r
. (3.33)

Es aśı que en el ĺımite de campo débil a orden cero se recupera el potencial gravitacional

newtoniano. Cabe mencionar que la métrica empleada se consideró hasta segundo orden

de perturbación, por esto se esperaŕıa obtener resultados de las ecuaciones de campo hasta

segundo orden, sin embargo, dado el tiempo de computo, se optó por limitarse al resultado

a orden cero de perturbación de las ecuaciones de campo como una primer aproximación

en la dirección del resultado deseado.

§3.2. Teoŕıas métricas f(κ,Lm) con acoplamientos de curvatura-

materia

Análogamente a la sección §2.3, se considerará un acoplamiento entre la curvatura y la

materia de tal manera que la acción del campo gravitacional esté dada por:

S =

∫
f(κ,Lm)

√
−gd4x, (3.34)

tal que si:

f(κ,Lm) = f(κ) +
1

c
Lm, (3.35)

se obtiene la acción (3.17) de las teoŕıas f(κ).

Tomando la variación de la acción (3.34) resulta:

δS =

∫ {√
−gFκ(κ,Lm)δκ+

√
−gFLm(κ,Lm)δLm

+f(κ,Lm)δ
√
−g
}

d4x = 0, (3.36)

donde Fκ(κ,Lm) := ∂f(κ,Lm)/∂κ y FLm(κ,Lm) := ∂f(κ,Lm)/∂Lm. Utilizando las expre-

siones (A.39), (A.4) y (A.34) se obtiene:
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δS =

∫ {
4Fκ(κ,Lm)R ε ξ

η α ∇ξ∇εδgηα + 2Fκ(κ,Lm)R νξε
α Rηνξεδg

ηα − 1

2
f(κ,Lm)gηαδg

ηα

+ FLm(κ,Lm)

(
1

2
gηαLm +

1

2
Tηα

)
δgηα

}√
−gd4x = 0. (3.37)

Analogamente al caso f(κ), se puede reescribir el primer sumando del lado derecho

para factorizar δgηα y por el teorema de Stokes (1.17) los terminos frontera se anulan,

reduciendo aśı la ecuación (3.37) como:

δS =

∫ {
− 1

2
f(κ,Lm)gηα + 2Fκ(κ,Lm)R νξε

α Rηνξε + 4∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,Lm)R ε ξ

η α

)
+ FLm(κ,Lm)

(
1

2
gηαLm +

1

2
Tηα

)}√
−gδgηαd4x = 0, (3.38)

y por lo tanto:

−1

2
f(κ,Lm)gηα + 2Fκ(κ,Lm)R νξε

α Rηνξε + 4∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,Lm)R ε ξ

η α

)
+FLm(κ,Lm)

1

2
gηαLm + FLm(κ,Lm)

1

2
Tηα = 0. (3.39)

Éstas ecuaciones de campo representan un conjunto de teoŕıas métricas de gravitación

en función del escalar de Kretschmann con un acoplamiento entre curvatura y materia.

§3.3. Ecuación de movimiento de part́ıculas de prueba en

teoŕıas f(κ,Lm)

La divergencia contravariante de la ecuación (3.39) es:

∇ηTηα = gηα
Fκ(κ,Lm)

FLm(κ,Lm)
∇ηκ− 4F−1

Lm(κ,Lm)∇η
(
Fκ(κ,Lm)R νξε

α Rηνξε

)
−8F−1

Lm(κ,Lm)∇η∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,Lm)R ε ξ

η α

)
− 2∇ηln [FLm(κ,Lm)]

∂Lm

∂gηα
. (3.40)

Usando el resultado (2.33) y contrayendo la expresión (3.40) con el tensor de proyección

hασ se obtiene:
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uη∇ηuσ = − 4hσα
ρFLm(κ,Lm)dLm

dρ

∇η
(
Fκ(κ,Lm)RανξεRηνξε + 2∇ε∇ξ

(
Fκ(κ,Lm)Rηεαξ

))
−hση

(
∇ηln

[
FLm(κ,Lm)

dLm

dρ

]
− Fκ(κ,Lm)

ρFLm(κ,Lm)dLm
dρ

∇ηκ

)
,

(3.41)

donde el lado derecho de la expresión anterior es en general distinto de cero y por lo tanto

la ecuación es no-geodésica, incluso para polvo, i.e. para part́ıculas de prueba.

§3.4. Teoŕıas métricas f(κ,Lm) = aκe + bLdm

Considerando una relación de potencias entre κ y Lm i.e. f(κ,Lm) = aκe + bLdm, se

obtienen las ecuaciones de campo:

−1

2
aκegηα +

1

2
bLm

dgηα(d− 1) + 2aeκe−1R νξε
α Rηνξε

−2aegβηgνα∇ε∇ξ
(
κe−1Rβεξν

)
+

1

2
bdLm

d−1Tηα,= 0, (3.42)

cuya traza es:

aκe − bLm
d(d− 1)− aeκe − ae∇ε∇ξ

(
κe−1Rεξ

)
=

1

4
bdLm

d−1T. (3.43)

En adelante se analizará el caso e = 1 y d = 4/3* i.e. f(κ,Lm) = aκ + bL4/3
m y aśı la

traza (3.43) está dada por:

∇ε∇εR = − 2b

3a
L 4/3
m

(
1 +

T

Lm

)
. (3.44)

En el ĺımite de campo débil se considerará un escenario estático y utilizando (3.21),

(1.44), (1.47) y (1.54) se obtiene:

1

r

d2

dr2

{
r

(
2

c2
∇2φ

)}
= 0, (3.45)

*Esta elección se hizo únicamente para facilitar la obtención de la ecuación de la gravedad newtoniana
en el ĺımite de campo débil.
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que se reduce a:

d4

dr4
(rφ) = 0, (3.46)

cuya solución general es:

φ = C1r
2 + C2r +

C3

r
+ C4, (3.47)

donde se impuso la condición de simetŕıa esférica sobre el potencial. Finalmente para que el

potencial se anule en infinito la única constante distinta de cero debe ser C3. Además, por

consistencia con las ecuaciones de la gravedad newtoniana se deduce que dicha constante

es −GM :

φ = −GM
r
, (3.48)

por lo tanto, a segundo orden de perturbación existe el caso tal que se recupera el potencial

gravitacional newtoniano.



Caṕıtulo 4

Teoŕıas métricas de gravitación

como función del escalar de

Kretschmann y el escalar de Ricci

Los modelos que se muestran a continuación están inspirados en la acción propuesta

por John F. Nash (3.11). En vaćıo, las ecuaciones de campo resultantes de la acción de

Nash son:

Nαβ = ∆Gαβ +Gρσ
(

2R α β
ρ σ −

1

2
gαβRρσ

)
= 0, (4.1)

donde Gµν = Rµν− 1
2g
µνR es el tensor de Einstein y el término Nαβ se denomina tensor de

Nash. Las ecuaciones 4.1 tienen la particularidad de que la traza es ∆R = 0, lo cual implica

que el escalar de curvatura R satisface la ecuación de onda en el 4-espacio curvo. Esto abre

posibilidades para modelar ondas gravitacionales (Channuie et al., 2021). Además cualquier

métrica en vaćıo con R = 0 cumple tanto las ecuaciones de campo de Einstein como las

ecuaciones del modelo de Nash.

Otro rasgo de la teoŕıa de Nash es que, como se muestra en el apéndice §B.4, es libre

de divergencia, i.e.:

∇αNαβ = 0 (4.2)

En lo siguiente se presentan modelos de teoŕıas métricas gravitacionales como función

del escalar de Kretschmann y el escalar de Ricci. La relación entre el escalar de Kretschmann
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y el escalar usado por Nash está dada por la expresión (3.2), i. e.:

2RαβRαβ −R2 = κ− CαβησCαβησ −
2

3
R2 (4.3)

§4.1. Teoŕıas métricas f(κ,R)

Supongamos que la acción está dada por:

S =

∫
f(κ,R)

√
−gd4x+

1

c

∫
Lm
√
−gd4x, (4.4)

donde f(κ,R) es una función arbitraria de los escalares de Kretschmann κ y de Ricci R,

de tal forma que:

δS =

∫ {
Fκ(κ,R)δ(κ)

√
−g + FR(κ,R)δ(R)

√
−g + f(κ,R)δ

√
−g

+
1

c
δ(Lm)

√
−g +

1

c
Lmδ
√
−g
}

d4x = 0, (4.5)

donde Fκ(κ,R) := ∂f(κ,R)/∂K y FR(κ,R) := ∂f(κ,R)/∂R. Utilizando las ecuaciones

(A.4), (A.23), (A.34) y (A.39) se obtiene:

δS =

∫ {
2Fκ(κ,R)R νξε

α Rηνξεδg
ηα + FR(κ,R)Rµνδg

µν − 1

2
f(κ,R)gµνδg

µν

+ 4Fκ(κ,R)R ε ξ
η α ∇ξ∇εδgηα + FR(κ,R)gµν∇α∇αδgµν

− FR(κ,R)∇µ∇νδgµν +
1

2c
Tµνδg

µν

}√
−gd4x = 0. (4.6)

El cuarto, quinto y sexto sumandos del lado derecho de la ecuación anterior se pueden

reescribir para factorizar la variación del tensor métrico. Al igual que en el desarrollo de las

ecuaciones de campo de las teoŕıas f(κ), por el teorema de Stokes (1.17), existen términos

frontera que quedan anulados, y aśı los términos distintos de cero son:

δS =

∫ {
4∇ε∇ξFκ(κ,R)R ε ξ

η α + 2Fκ(κ,R)R νξε
α Rηνξε

+ FR(κ,R)Rηα −∇α∇ηFR(κ,R) + gηα∇µ∇µFR(κ,R)

− 1

2
f(κ,R)gηα +

1

2c
Tηα

}
δgηα
√
−gd4x = 0, (4.7)
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i.e.:

4∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,R)R ε ξ

η α

)
+ 2Fκ(κ,R)R νξε

α Rηνξε + FR(κ,R)Rηα

−∇α∇ηFR(κ,R) + gηα∆FR(κ,R)− 1

2
gηαf(κ,R) = − 1

2c
Tηα. (4.8)

§4.1.1. Teoŕıas métricas f(κ,R) = Aκ+BR

La propuesta más sencilla consiste en una combinación lineal de los escalares κ y R.

Sustituyendo en las ecuaciones de campo (4.8) la relación f(κ,R) = Aκ+ BR con A y B

constantes reales, en vaćıo se obtiene:

4A∇ε∇ξR ε ξ
η α + 2AR νξε

a Rηνξε +BRηα −
1

2
Agηακ−

1

2
BgηαR = 0, (4.9)

cuya traza es:

4A∇ε∇ξRεξ −BR = 2A∇ε∇εR−BR = 0. (4.10)

En el ĺımite de campo débil se considerará un escenario estático y utilizando la relación

(3.21) las ecuaciones anteriores son:

1

r

d2

dr2

(
r(2)R

)
= − B

2A
(2)R, (4.11)

mediante el cambio de variable u = rR se obtiene:

d2u

dr2
= − B

2A
u, (4.12)

cuya solución es:

u = C1e

√
− B

2A
r

+ C2e
−
√
− B

2A
r
, (4.13)

con C1 y C2 constantes reales arbitrarias. Las soluciones reales existen para B/A ≤ 0, y

aśı:

(2)R =
C1e

√
− B

2A
r

r
+
C2e

−
√
− B

2A
r

r
. (4.14)

Para evitar la divergencia de R en infinito espacial es necesario que C1 = 0 y aśı:
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(2)R =
C2e

−
√
− B

2A
r

r
, (4.15)

ahora bien:

∇2φ = −c
2C2

2

e
−
√
− B

2A
r

r
, (4.16)

y por lo tanto:

φ = −c
2C2A

B

e
−
√
− B

2A
r

r
+
C3

r
+ C4, (4.17)

con C4 = 0 para garantizar un espacio asintóticamente plano, i.e.:

φ = −c
2C2A

B

e
−
√
− B

2A
r

r
+
C3

r
. (4.18)

Es conveniente elegir: C2 = δGMBξ/Ac2 y C3 = −GMξ, de manera que para δ = 0 se

recupera el potencial newtoniano y tanto δ como ξ son parámetros que permiten determinar

la escala donde los términos correspondientes actúan. Aśı:

φ = −δGMξ
e
−
√
− B

2A
r

r
− GMξ

r
, (4.19)

o bien:

φ = −GMξ

r

(
1 + δe

−
√
− B

2A
r
)
, (4.20)

Por lo tanto en el ĺımite de campo débil se obtiene una modificación del potencial

newtoniano similar al potencial de Yukawa (De Martino et al., 2018). Según De Martino

et al. (2018), los modelos de teoŕıas gravitacionales f(R) que presentan una corrección de

este estilo en el ĺımite de campo débil pueden usarse para calcular la precesión orbital con

un enfoque clásico.

§4.1.2. Teoŕıas métricas f(κ,R) = Aκa +BRb

Para una relación de potencias entre κ y R i.e. f(κ,R) = Aκa + BRb con A, B, a y b

constantes reales, en vaćıo se obtienen las ecuaciones de campo:
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4∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,R)R ε ξ

η α

)
+ 2Fκ(κ,R)R νξε

a Rηνξε + FR(κ,R)Rηα

−∇α∇ηFR(κ,R) + gηα∆FR(κ,R)− 1

2
gηαf(κ,R) = 0, (4.21)

cuya traza es:

4aA∇ε∇ξ
(
κa−1Rεξ

)
+ 3bB∆Rb−1 + 2A (a− 1)κa +B (b− 2)Rb = 0, (4.22)

para el caso especial a = 1 y b = 1/2 las ecuaciones anteriores se reducen a:

∆R = 0. (4.23)

Por lo tanto se recuperan las mismas ecuaciones escalares que en el modelo propuesto

por Nash en vaćıo. Además como se mostró en la sección §3.1.1, estas ecuaciones escalares

en ĺımite de campo débil recuperan el potencial newtoniano para una fuente puntual de

campo gravitacional M en el origen de coordenadas.

§4.2. Teoŕıas métricas f(κ,R,Lm) con acoplamientos de curvatura-

materia

Considerando un acoplamiento entre la curvatura y la materia de tal manera que la

acción del campo gravitacional esté dada por:

S =

∫
f(κ,R,Lm)

√
−gd4x. (4.24)

Las ecuaciones de campo son entonces:

4∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,R,Lm)R ε ξ

η α

)
+ 2Fκ(κ,R,Lm)R νξε

a Rηνξε

+FR(κ,R,Lm)Rηα −∇α∇ηFR(κ,R,Lm) + gηα∆FR(κ,R,Lm)

+
1

2
gηαFLm (κ,R,Lm)Lm +

1

2
FLm (κ,R,Lm)Tηα −

1

2
gηαf(κ,R,Lm) = 0, (4.25)

tal que si:

f(κ,R,Lm) = f(κ,R) +
1

c
Lm, (4.26)

se obtienen las ecuaciones (4.8).



38
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§4.3. Ecuación de movimiento de part́ıculas de prueba en

teoŕıas f(κ,R,Lm)

La divergencia contravariante de la ecuación (4.25) es:

∇ηTηα = −4F−1
Lm (κ,R,Lm)∇η

(
Fκ(κ,R,Lm)R νξε

α Rηνξε + 2∇ε∇ξ
(
Fκ(κ,R,Lm)R ε ξ

η α

))
+gηα

Fκ(κ,R,Lm)

FLm (κ,R,Lm)
∇ηκ− 2

∂Lm

∂gηα
∇ηln [FLm (κ,R,Lm)] .

(4.27)

Ahora bien, usando el resultado (2.33) y contrayendo la expresión (4.27) con el tensor

de proyección hασ se obtiene:

uη∇ηuσ = − 4hσα
ρFLm (κ,R,Lm) dLm

dρ

∇η
(
Fκ(κ,R,Lm)RανξεRηνξε + 2∇ε∇ξ

(
Fκ(κ,R,Lm)Rηεαξ

))
−hησ

(
∇ηln

[
FLm (κ,R,Lm)

dLm

dρ

]
− Fκ(κ,R,Lm)

ρFLm (κ,R,Lm) dLm
dρ

∇ηκ

)
,

(4.28)

y como el lado derecho de la expresión anterior es en general distinto de cero, la ecuación

es no-geodésica.



Caṕıtulo 5

Discusión y conclusiones

En el presente trabajo se expusieron múltiples modelos de teoŕıas extendidas de gravi-

tación. Para cada modelo se partió de proponer una función para la acción de curvatura y

materia. Posteriormente, mediante variaciones nulas de la acción se obtuvieron las corres-

pondientes ecuaciones de campo y finalmente, las ecuaciones obtenidas se analizaron en el

ĺımite de campo débil en busca de coincidir con modelos consistentes con las observaciones.

Sobre las teoŕıas en función del escalar de Kretschmann se partió del caso más sencillo,

una relación lineal f(κ) = aκ, obteniendo que en ĺımite de campo débil, a O(1/c2), se

recupera el potencial newtoniano. Posteriormente se analizó una relación de potencias dada

por f(κ) = aκe y una vez obtenidas las ecuaciones de campo se optó por analizar el caso

especial f(κ) = aκ1/2, pues κ1/2 tiene dimensiones de curvatura. En este caso, el ĺımite de

campo débil de las ecuaciones de campo se calculó usando perturbaciones O(1/c), mediante

un código en Maxima. Sin embargo sólo se obtuvieron resultados a orden cero. Tomando

en cuenta que la métrica se consideró hasta segundo orden (del mismo parámetro) seŕıa

preciso obtener resultados de las ecuaciones de campo hasta segundo orden, lo cual no fue

posible debido al extenso tiempo de cálculo computacional. Se obtuvo como resultado que

a orden cero φ = C/r, con C una constante, es solución a las ecuaciones en el ĺımite de

campo débil.

Otro aspecto de las teoŕıas en función del escalar de Kretschmann se exploró con un

acoplamiento arbitrario de materia de la forma f(κ,Lm), para el caso lineal f(κ,Lm) =

aκ + qLm se analizó el acoplamiento con el campo de una masa puntual en el centro de

coordenadas y en el ĺımite de campo débil se recuperó el potencial newtoniano. En compa-

ración con las teoŕıas f(R,Lm) = aR+ bLm, usando el escalar de Kretschmann se obtiene
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una ecuación diferencial de cuarto orden del potencial escalar gravitacional, mientras que

con el escalar de Ricci se obtiene la ecuación de Poisson, ambas igualadas a la distribución

de materia por una constante. Por las condiciones de frontera ambas conducen al mismo

resultado. Continuando el análisis de los modelos f(κ,Lm), se propuso una relación de

potencias dada por f(κ,Lm) = aκe + bLdm. Una vez obteniendo las ecuaciones correspon-

dientes, con el objetivo de facilitar el analisis en el ĺımite de campo débil (debido al extenso

tiempo de cómputo que requiere calcular el ĺımite este tipo de ecuaciones), se consideró

el caso especial f(κ,Lm) = aκ + bL4/3
m para el cual se obtuvo que existe el caso donde se

recupera potencial newtoniano.

Al comparar los modelos lineales de las teoŕıas métricas f(R) y f(κ) se observa que

aquéllos en función del escalar de Kretschmann conducen a ecuaciones no homogéneas o

de orden superior, en comparación con los modelos en función del escalar de Ricci, como es

de esperarse al colocar un término cuadrático en la acción. Sin embargo ambos conducen

al mismo potencial escalar gravitacional en el ĺımite de campo débil en casos espećıficos.

En cuanto a los modelos propuestos como una ley de potencias, los modelos en función

del escalar de Ricci se pueden abordar mediante las teoŕıas f(χ), las cuales permiten

obtener un ĺımite consistente con la teoŕıa MOND y una versión relativista de esta (Bernal

et al., 2011). Por otro lado, para los modelos en función del escalar de Kretschmann, el

análisis se limitó a mostrar la existencia de casos espećıficos cuyas ecuaciones recuperan

el potencial Newtoniano en el ĺımite de campo débil. Sobre las ecuaciones de movimiento

(obtenidas a partir de la divergencia de las ecuaciones de campo de las teoŕıas f(R,Lm) y

f(κ,Lm)), resulta que en el caso f(R) +Lm/c el movimiento de las part́ıculas es geodésico

(excepto si los gradientes de presión del fluido son distintos de cero) mientras que para

una relación general f(R,Lm) el movimiento no necesariamente es geodésico incluso si los

gradientes de presión del fluido son cero. Aún aśı para una Lm dada se puede definir una

fLm(R,Lm) tal que haya conservación. En el caso de las teoŕıas f(κ,Lm) el movimiento de

las part́ıculas de prueba tampoco es geodésico en términos generales. Este último resultado

puede interpretarse como una fuerza extra sobre la part́ıcula de prueba.

Para finalizar se analizaron teoŕıas en función del escalar de Kretschmann y el escalar

de Ricci f(κ,R). Para la relación lineal f(κ,R) = aκ + BR en el ĺımite de campo débil

se obtuvo un potencial con un término del tipo newtoniano y un segundo término tipo

Yukawa. Teoŕıas con tales ĺımites han sido utilizadas para calcular la precesión orbital

como muestran De Martino et al. (2018) para las medidas de la precesión de algunos

movimientos planetarios. En cuanto a la relación de potencias f(κ,R) = aκa + BRb se
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mostró que para el caso especial especial a = 1 y b = 1/2 el escalar de curvatura R

satisface la ecuación de onda, además de recuperar el potencial newtoniano en el ĺımite de

campo débil para una masa puntual M situada en el origen de coordenadas. A diferencia

de la ecuaciones en vaćıo de relatividad general, que sólo admite ondas gravitacionales

transversales, el hecho de que las ecuaciones de vaćıo de estas teoŕıas satisfacen la ecuación

de onda permite también ondas de compresión (Nash, 2015). Finalmente, la ecuación de

movimiento de part́ıculas de prueba en teoŕıas f(κ,R,Lm) es en general no-geodésica que,

como se mencionó anteriormente, representa una fuerza adicional. Cabe señalar que fuerzas

de este estilo están presentes incluso en relatividad general cuando los gradientes de presión

son distintos de cero.

En general las teoŕıas extendidas de gravitación producen términos en las ecuacio-

nes de campo que no figuran en las ecuaciones de la relatividad general, incluso algunas

teoŕıas extendidas, en el ĺımite de campo débil, presentan términos adicionales al potencial

newtoniano que podŕıan funcionar como correcciones útiles que respondan a fenómenos

gravitacionales observados. Es aśı que las correcciones permiten explorar nuevos aspectos

de la gravitación los cuales podŕıan ser aplicados en estudios astrof́ısicos.





Apéndice A

Variaciones

El objetivo de los siguientes desarrollos es obtener la variación de las expresiones co-

rrespondientes en términos de la variación del tensor métrico gµν .

§A.1. Variación de
√
−g

La variación de
√
−g es:

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg, (A.1)

y la variación del determinante g es (Mendoza, 2015a):

δg = δ(detgαβ) = (δg00 ×menor deg00) + (δg01 ×menor deg01) + ... (A.2)

Como la matriz gαβ es la matriz inversa de gαβ entonces gαβ está formada por los

menores de gαβ entre g. Por lo tanto, los menores de gαβ son iguales a ggαβ (Mendoza,

2015a). Aśı:

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν . (A.3)

Por lo tanto:

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν (A.4)
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§A.2. Variación de la conexión Γαµν

A partir de la nulidad de la derivada covariante de gµν :

∇λgµν =
∂gµν
∂xλ

− gανΓαµλ − gµαΓανλ, (A.5)

se sigue que:

∂δgµν
∂xλ

− (δgαν)Γαµλ − (δgµα)Γανλ − gανδΓαµλ − gµαδΓανλ = 0, (A.6)

∇λ (δgµν)− gανδΓαµλ − gµαδΓανλ = 0. (A.7)

Análogamente de ∇νgλµ = 0 y ∇µgλν = 0 se obtiene:

∇ν (δgλµ)− gαµδΓαλν − gλαδΓαµν = 0, (A.8)

∇µ (δgλν)− gανδΓαλµ − gλαδΓανµ = 0, (A.9)

al sumar (A.8), (A.9) y restar (A.7) si la conexión es simétrica en los ı́ndices de abajo, i.e.

libre de torsión, resulta:

δΓαµν =
1

2
gλα{∇µδgλν +∇νδgλµ −∇λδgµν} (A.10)

§A.3. Variación del tensor de Riemann Rα
νξε

El tensor de Riemann es (Landau y Lifshitz, 1997):

Rανξε =
∂Γανε
∂xξ

−
∂Γανξ
∂xε

+ ΓαγξΓ
γ
νε − ΓαγεΓ

γ
νξ, (A.11)

calculando la variación:

δRανξε =
∂δΓανε
∂xξ

−
∂δΓανξ
∂xε

+ δ
(
Γαγξ
)

Γγνε + ΓαγξδΓ
γ
νε − δ

(
Γαγε
)

Γγνξ − ΓαγεδΓ
γ
νξ, (A.12)

y usando la derivada covariante de δΓανε:

∇ξδΓανε =
∂δΓανε
∂xξ

+ ΓαγξδΓ
γ
νε − ΓγνξδΓ

α
γε − ΓγξεδΓ

α
νγ , (A.13)

entonces:
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∂δΓανε
∂xξ

= ∇ξδΓανε − ΓαγξδΓ
γ
νε + ΓγνξδΓ

α
γε + ΓγξεδΓ

α
νγ . (A.14)

Análogamente:

∂δΓανξ
∂xε

= ∇εδΓανξ − ΓαγεδΓ
γ
νξ + ΓγνεδΓ

α
γξ + ΓγεξδΓ

α
νγ . (A.15)

Al sustituir (A.14) y (A.15) en (A.12) y considerando que la conexión es simétrica en

los ı́ndices inferiores resulta:

δRανξε = ∇ξ (δΓαεν)−∇ε
(
δΓαξν

)
(A.16)

§A.4. Variación del escalar de Ricci R

El escalar de Ricci es:

R = gµνRµν , (A.17)

donde Rµν es el tensor de Ricci, el cual se expresa como (Landau y Lifshitz, 1997):

Rµν = Rαµαν . (A.18)

De esta manera:

δR = Rµνδg
µν + gµνδRαµαν . (A.19)

Utilizando la variación del tensor de Ricci (A.16) con α = ξ y renombrando los indices

libres se obtiene:

δRαµαν = ∇α
(
δΓανµ

)
−∇ν

(
δΓααµ

)
. (A.20)

Sustituyendo en la expresión anterior la variación de la conexión (A.10) entonces:

δRαµαν = ∇α
(

1

2
gλα{∇νδgλµ +∇µδgλν −∇λδgνµ}

)
−∇ν

(
1

2
gλα{∇αδgλµ +∇µδgλα −∇λδgαµ}

)
, (A.21)

y aśı, distribuyendo las derivadas covariantes y multiplicando por el tensor métrico gµν , se

obtiene:
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gµνδRµν = gµνgλα∇α∇νδgλµ − gµνgλα∇α∇λδgµν . (A.22)

Finalmente, sustituyendo el resultado anterior en (A.19), la variación del escalar de

Ricci es:

δR = Rµνδg
µν −∇µ∇νδgµν + gµν∇α∇αδgµν (A.23)

§A.5. Variación del escalar de Kretschmann κ

El escalar de Kretschmann se define como κ = RαβγµR
αβγµ entonces:

δκ = δRαβγµR
αβγµ = δ (Rαβγµ)Rαβγµ +RαβγµδR

αβγµ. (A.24)

Desarrollando el segundo sumando de la expresión anterior:

RαβγµδR
αβγµ = Rαβγµ

{
gνβgξγgεµRηνξεδg

ηα + gηαgξγgεµRηνξεδg
νβ

+gηαgνβgεµRηνξεδg
ξγ + gηαgνβgξγRηνξεδg

εµ + gηαgνβgξγgεµδRηνξε
}
, (A.25)

y por lo tanto, renombrando ı́ndices y utilizando las simetŕıas del tensor de Riemann se

obtiene:

RαβγµδR
αβγµ = 4R νξε

α Rηνξεδg
ηα +RηνξεδRηνξε. (A.26)

Sustituyendo (A.26) en (A.24):

δκ = 2RηνξεδRηνξε + 4R νξε
α Rηνξεδg

ηα. (A.27)

A continucación se procede a calcular la variación de RηνξεδRηνξε. Considerando el

resultado (A.16) reescribamos δRηνξε de la siguiente manera:

RηνξεδRηνξε = Rηνξε
(
gηα

(
∇ξ (δΓαεν)−∇ε

(
δΓαξν

))
−Rανξεgηβgαµδgβµ

)
, (A.28)

de tal forma que usando (A.10) para desarrollar Rηνξεgηα

(
∇ξ (δΓαεν)−∇ε

(
δΓαξν

))
se ob-

tiene:
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Rηνξεgηα
(
∇ξ (δΓαεν)−∇ε

(
δΓαξν

))
=

1

2
Rηνξεgηαg

αβ
{
∇ξ∇ε

(
−gβφgνϕδgφϕ

)
+∇ξ∇ν

(
−gβφgεϕδgφϕ

)
−∇ξ∇β

(
−gεφgνϕδgφϕ

)
−∇ε∇ξ

(
−gβφgνϕδgφϕ

)
−∇ε∇ν

(
−gβφgξϕδgφϕ

)
+∇ε∇β

(
−gξφgνϕδgφϕ

)}
. (A.29)

Reescribiendo los últimos 3 sumandos mediante las simetŕıas del tensor de Riemann:

Rηνξεgηα
(
∇ξ (δΓαεν)−∇ε

(
δΓαξν

))
= Rβνξε

{
−∇ξ∇εgβφgνϕδgφϕ −∇ξ∇νgβφgεϕδgφϕ

+∇ξ∇βgεφgνϕδgφϕ
}
, (A.30)

y usando las simetŕıas del tensor de Riemann aśı como la primer identidad de Bianchi

entonces:

Rηνξεgηα
(
∇ξ (δΓαεν)−∇ε

(
δΓαξν

))
= −2Rβεξν∇ξ∇εgβφgνϕδgφϕ. (A.31)

Sustituyendo esta expresión en (A.28) resulta:

RηνξεδRηνξε = −2Rβεξν∇ξ∇εgβφgνϕδgφϕ −RηνξεRανξεgηβgαµδgβµ. (A.32)

Llegando a este punto podemos sustituir la relación anterior en la expresión (A.27)

para obtener la variación del escalar de Kretschmann en términos de variaciones del tensor

métrico:

δκ = −4Rβεξν∇ξ∇εgβηgναδgηα + 2R νξε
α Rηνξεδg

ηα. (A.33)

Finalmente, la variación del escalar de Kretschmann es:

δκ = 4R ε ξ
η α ∇ξ∇εδgηα + 2R νξε

α Rηνξεδg
ηα. (A.34)

§A.6. Variación de la densidad lagrangiana de materia Lm

Para obtener la variación de la densidad lagrangiana de materia Lm partimos del tensor

enerǵıa-momento (1.21):

Tµν = 2
∂Lm

∂gµν
− gµνLm, (A.35)
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suponiendo que Lm = Lm
(
gµν , ∂g

µν

∂xλ

)
para aśı obtener:

δLm =
∂Lm
∂gµν

δgµν +
∂Lm
∂ ∂g

µν

∂xλ

δ
∂gµν

∂xλ
. (A.36)

Considerando el caso en el que Lm no dependa de ∂gµν/∂xλ entonces:

δLm =
∂Lm
∂gµν

δgµν , (A.37)

y aśı, sustituyendo (A.37) en (A.35) resulta:

Tµν = 2
δLm

δgµν
− gµνLm. (A.38)

De esta expresión se puede obtener la variación de Lm en términos del tensor de enerǵıa-

momento y variaciones del tensor métrico:

δLm =
1

2
gµνLmδg

µν +
1

2
Tµνδg

µν (A.39)

§A.7. Variación de la densidad de masa ρ

Partiendo de la ecuación de continuidad:

∇µ (ρuµ) =
1√
−g

∂ (
√
−gρuµ)

∂xµ
= 0, (A.40)

y por lo tanto:

uµδρ = − ρ√
−g

uµδ
√
−g − ρδuµ. (A.41)

Ahora para reescribir la variación en términos de gµν se la calcula la unitariedad de la

cuatro velocidad uµ, i.e.:

δ(uµuµ − 1) = 0, (A.42)

i.e.:

2gµνδu
ν = −uνδgµν , (A.43)

pero como δgγη = −gηµgγνδgµν , entonces:
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2δuν = uβδg
νβ , (A.44)

sustituyendo (A.4) y (A.44) en (A.41):

uµu
µδρ =

1

2
ρuµu

µgµνδg
µν − 1

2
ρuµuβδg

µβ, (A.45)

como uµu
µ = 1, entonces:

δρ =
1

2
ρ (gµν − uµuν) δgµν , (A.46)

se obtiene la variación de la densidad de masa.
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Apéndice B

Identidades

§B.1. Divergencia del tensor de Einstein

El tensor de Einstein es:

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR. (B.1)

Para demostrar que su divergencia covariante es nula, i.e.:

∇µGµν = 0 (B.2)

comenzamos por la segunda identidad de Bianchi:

∇µRνρσλ +∇νRρµσλ +∇ρRµνσλ = 0. (B.3)

Multiplicando la relación anterior por gγµgνσgρλ se obtiene:

∇µ
(
gγµgνσgρλRνρσλ

)
+∇ν

(
gγµgνσgρλRρµσλ

)
+∇ρ

(
gγµgνσgρλRµνσλ

)
= 0. (B.4)

Dadas las simetŕıas y contracciones del tensor de Riemann se obtiene entonces:

∇µ (gγµR)−∇νRγν −∇ρRγρ = 0. (B.5)

Por lo tanto, renombrando indices y usando las simetŕıas de la métrica y las del tensor

de Ricci R resulta:

∇µ (gγµR)− 2∇µRµν = 0, (B.6)
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y por lo tanto:

∇µ
(
Rµν − 1

2
gγµR

)
= 0. (B.7)

§B.2. Demostración de la identidad

(∇ν∆−∆∇ν)FR (R,Lm) = − (∇µFR (R,Lm))Rµν

Para demostrar la relación:

(∇ν∆−∆∇ν)FR (R,Lm) = − (∇µFR (R,Lm))Rµν , (B.8)

partimos de que el término del lado izquierdo de la igualdad anterior:

(∇ν∆−∆∇ν)FR (R,Lm) = (∇ν∇µ −∇µ∇ν)∇µFR (R,Lm) , (B.9)

y usando la identidad de Ricci (Synge y Schild, 2020):

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)V β = RβαµνV
α, (B.10)

donde V β es un vector arbitrario, entonces:

(∇ν∇µ −∇µ∇ν)∇µ = Rµανµ∇α. (B.11)

Aśı, el término del lado derecho de la ecuación (B.9) es:

Rµανµ∇αFR (R,Lm) = −Rµν∇αFR (R,Lm) , (B.12)

con lo cual la relación (B.8) queda demostrada.

§B.3. Demostración de la identidad ∆(2)R = −∇2(2)R en un

escenario estático en el ĺımite de campo débil

El operador Laplace Beltrami aplicado a un escalar Φ se puede escribir como (Mendoza,

2015a):

∆Φ = ∇α∇αΦ =
1√
−g

∂

∂xβ

(√
−ggβα ∂Φ

∂xα

)
. (B.13)
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De acuerdo con el principio de equivalencia y como el 4-espacio tiene la propiedad de ser

localmente plano, entonces en el ĺımite de campo débil se puede escribir el tensor métrico

igual al espacio plano más una corrección:

gβα = ηβα + (2)gβα, (B.14)

cuyo determinante a O(1/c2) está dado por:

g = det(gαβ) = −1− (2)g00 + (2)g11 + (2)g22 + (2)g33, (B.15)

y por lo tanto (B.13) es:

∆Φ =

(
1 +

1

2
M

)
∂

∂xβ

{(
ηαβ

(
1− 1

2
M

)
+ gβα

)
∂

∂xα

}
(2)Φ, (B.16)

donde:

M := −(2)g00 + (2)g11 + (2)g22 + (2)g33, (B.17)

Desarrollando la expresión (B.16) se obtiene:

∆Φ = ηαβ
∂

∂xβ
∂

∂xα
Φ +

∂

∂xβ

{(
gαβ − 1

2
Mηαβ

)
∂

∂xα

}
Φ +

1

2
M

∂

∂xβ
∂

∂xβ
Φ. (B.18)

De esta relación se sigue que:

∆(2)R =
∂

∂xβ
∂

∂xβ

(2)R =

(
∂2

∂t2
−∇2

)
(2)R, (B.19)

a O(1/c2). Finalmente en un escenario estático donde ∂2/∂t2(2)R = 0, la relación anterior

es:

∆(2)R = −∇2(2)R. (B.20)

§B.4. Divergencia del tensor de Nash

El tensor de Nash es:

Nαβ = ∆Gαβ +Gρσ
(

2R α β
ρ σ −

1

2
gαβRρσ

)
, (B.21)

cuya divergencia está dada por:
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∇αNαβ = ∇α∆Gαβ +∇α
(
Gρσ

(
2Rρ σ

α β −
1

2
gαβR

ρσ

))
, (B.22)

usando:

(∇µ∇ν −∇ν∇µ) Παβ
λΩ = RαθµνΠθβ

λΩ+RβθµνΠαθ
λΩ−RθλµνΠαβ

θΩ−R
θ
ΩµνΠαβ

λθ, (B.23)

el término ∇α∆Gαβ es:

∇α∆Gαβ = Rρµ∇µGρβ +Gρβ∇µRρµ −Gαρ∇µR
ρ α
β µ − 2Rρ α

β µ∇
µGαρ. (B.24)

Sustituyendo (B.1) y (B.24) en (B.22) resulta:

∇αNαβ =Rπµ∇µRπβ −
1

2
Rµβ∇µR+Rπβ∇µRπµ −Rαπ∇µRπ α

β µ −Rµν∇βRµν

+
1

2
R∇βR+ 2Rµν∇αRµ ν

α β −R∇
αRαβ, (B.25)

usando 2∇νRµν = ∇µR la expresión anterior es:

∇αNαβ =Rπµ∇µRπβ −Rαπ∇µRπ α
β µ −Rµν∇βRµν + 2Rµν∇αRµ ν

α β , (B.26)

y finalmente como Rπµ∇µRπβ −Rµν∇βRµν = −Rαπ∇µRπ α
β µ la divergencia del tensor de

Nash es:

∇αNαβ = 0. (B.27)
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Ecuaciones de campo

§C.1. Ecuaciones de campo de relatividad general

La variación nula de la acción (1.14) es:

− c3

16πG

∫ (
Rδ
√
−g +

√
−gδR

)
d4x+

1

c

∫ (
Lmδ
√
−g +

√
−gδLm

)
d4x = 0. (C.1)

Sustituyendo las expresiones (A.23), (A.4) y (A.39) en la ecuación anterior se obtiene:

− c3

16πG
δ

∫ ((
Rµνδg

µν + gµνgλα∇α∇νδgλµ − gµνgλα∇α∇λδgµν
)√
−g −R1

2

√
−ggµνδgµν

)
d4x

+
1

c

∫ ((
1

2
gµνLmδg

µν +
1

2
Tµνδg

µν

)√
−g − Lm

1

2

√
−ggµνδgµν

)
d4x = 0,

(C.2)

donde:

gµνgλα∇α∇νδgλµ = gµνgλα (∇α∇ν −∇ν∇α) δgλµ, (C.3)

y

gµνgλα∇α∇λδgµν = gµνgλα (∇α∇λ −∇λ∇α) δgµν , (C.4)

son términos frontera nulos por el teorema de Stokes. Aśı, (C.2) es:∫ (
− c3

16πG

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1

2c
Tµν

)√
−gδgµνd4x = 0, (C.5)
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con lo cual las ecuaciones de campo son:

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (C.6)

§C.2. Ecuaciones de campo de las teoŕıas métricas f(R,Lm)

La variación nula de la acción (2.6) es:∫ (√
−gFR(R,Lm)δR+

√
−gFLm(R,Lm)δLm + f(R,Lm)δ

√
−g
)

d4x = 0, (C.7)

donde FR(R,Lm) = ∂f(R,Lm)/∂R y FLm(R,Lm) = ∂f(R,Lm)/∂Lm. Sustituyendo las

expresiones (A.23), (A.4) y (A.39) en la ecuación anterior implica que:∫ (√
−gFR(R,Lm)

(
Rµνδg

µν + gµνgλα∇α∇νδgλµ − gµνgλα∇α∇λδgµν
)

+
√
−gFLm(R,Lm)

(
1

2
gµνLmδg

µν +
1

2
Tµνδg

µν

)
− 1

2
f(R,Lm)

√
−ggµνδgµν

)
d4x = 0,

(C.8)

donde:

FR(R,Lm)gµνgλα∇α∇νδgλµ = gµνgλα∇α(FR(R,Lm)∇νδgλµ)

− gµνgλα∇ν(∇α(FR(R,Lm))δgλµ)

+ gµνgλα∇ν∇α(FR(R,Lm))δgλµ, (C.9)

y

FR(R,Lm)gµνgλα∇α∇λδgµν = gµνgλα∇α(FR(R,Lm)∇λδgµν)

− gµνgλα∇λ(∇α(FR(R,Lm))δgµν)

+ gµνgλα∇λ∇α(FR(R,Lm))δgµν . (C.10)

Descartando los términos frontera al realizar la integral (C.8) se obtiene:∫
(FR(R,Lm)Rµν −∇ν∇µ(FR(R,Lm)) + gµν∇α∇α(FR(R,Lm))

+
1

2
FLm(R,Lm) (gµνLm + Tµν)− 1

2
f(R,Lm)gµν

)√
−gδgµνd4x = 0, (C.11)
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con lo cual las ecuaciones de campo son:

FR(R,Lm)Rµν + (gµν∆−∇ν∇µ)FR(R,Lm)

−1

2
[f(R,Lm) + FLm(R,Lm)Lm]gµν = −1

2
FLm(R,Lm)Tµν . (C.12)

Sutituyendo el caso:

f(R,Lm) = f(R) +
1

c
Lm, (C.13)

se obtienen las ecuaciones:

F (R)Rµν −
f(R)

2
gµν −∇µ∇νF (R) + gµν∆F (R) = − 1

2c
Tµν , (C.14)

de las teoŕıas f(R).
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Apéndice D

Cálculos con Maxima

§D.1. Tensores de curvatura en Maxima

Maxima (https://maxima.sourceforge.io/index.html) es un sistema de álgebra compu-

tacional de código abierto basado en DOE-MACSYMA. En el presente trabajo el paquete

utilizado fue CTENSOR, donde la notación para el tensor de Riemann es (Toth, 2005):

R η
αβγ =

∂Γηαβ
∂xγ

− ∂Γηαγ
∂xβ

+ ΓηµγΓµαβ − ΓηµβΓµαγ , (D.1)

de manera que se cumple la siguiente relación respecto al tensor de Riemann Rηαγβ definido

en la introducción:

R η
αβγ = Rηαγβ . (D.2)

Por otro lado, la definición del tensor de Ricci empleada en el paquete CTENSOR es:

Rαβ = R η
αβη . (D.3)

Finalmente, extendiendo esta definición al tensor de Riemann Rηαγβ definido en la

introducción:

Rαβ = R η
αβη = δγηR

η
αβγ = δγηR

η
αγβ = Rηαηβ = Rαβ, (D.4)

se obtiene el tensor de Ricci Rαβ tal como fue definido en la introducción. Por lo tan-

to, la expresión utilizada para el tensor de Ricci, en el presente trabajo y en el paquete

CTENSOR, es la misma.
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§D.2. Códigos

Los siguientes códigos están basados en el código MEXICAS (Métric EXtended-gravity

Incorporated through a Computer Algebraic System https://www.mendozza.org/sergio/mexicas/ ),

desarrollado para su uso en Maxima para resolver perturbaciones en una teoŕıa métrica de

la gravedad (Mendoza et al., 2013).

§D.2.1. Escalar de Ricci a O(1/c2)

El objetivo de este código es calcular el escalar de Ricci a orden de parturbaciónO(1/c2),

usando la métrica (1.43). El resultado es (2)R = − 2
c2
∇2φ.

maxima << EOF

/∗ En l o s i g u i e n t e e p s i l o n =1/c y f ( r ) es e l p o t e n c i a l e s c a l a r

g r a v i t a c i o n a l . ∗/
/∗ [ wxMaxima : input s t a r t ] ∗/
load ( c t en so r ) $

csetup ( ) $

4 ;

y ;

[ r , theta , phi , t ] ;

1 ;

1 ;

−(1−2∗( e p s i l o n ˆ2)∗ r ∗ d i f f ( f ( r ) , r ) )ˆ( −1) ;

−r ˆ2 ;

− r ˆ2 ∗ s i n ( theta ) ˆ 2 ;

1+2∗( e p s i l o n ˆ2)∗ f ( r ) ;

n ;

n ;

/∗ [ wxMaxima : input end ] ∗/

/∗ Una vez in t roduc ida l a metrica , se c a l c u l a e l e s c a l a r de

R i c c i a orden cero O( 0 ) , para e s to se toma e l l i m i t e cuando
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l a ve l o c idad de l a luz c t i ende a i n f i n i t o , e s t o es cuando

e p s i l o n t i ende a cero . ∗/

R0 : l i m i t ( s curvature ( ) , ep s i l on , 0 ) ;

/∗ El e s c a l a r de R i c c i a segundo orden O(2) se c a l c u l a

u t i l i z a n d o e l e s c a l a r de R i c c i a O( 0 ) . Primero se c a l c u l a s o l o

e l segundo orden ( o equivalentemente , e l segundo orden menos

e l orden cero ) : ∗/

R2 : l i m i t ( e p s i l o n ˆ(−2) ∗ ( s curvature ( ) − R0) , eps i l on , 0 ) ;

/∗ Finalmente e l e s c a l a r de R i c c i a segundo orden es : ∗/

R : R0 + e p s i l o n ˆ2 ∗ R2 ;

EOF

§D.2.2. Modelo f(κ) = aκ1/2 en el ĺımite de campo débil

El siguiente código desarrolla la ecuación escalar (3.32) a O(1/c), usando la métrica

(1.43). El resultado es φ = C/r con C una constante arbitraria, es solución de la ecuación

(3.32) a O(1/c2).

#!/ bin / sh

maxima <<EOF

/∗ En l o s i g u i e n t e e p s i l o n =1/c y f ( r ) es e l p o t e n c i a l e s c a l a r

g r a v i t a c i o n a l . ∗/

load ( c t en so r ) $

csetup ( ) $
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4 ;

y ;

[ r , theta , phi , t ] ;

1 ;

1 ;

−(1−2∗( e p s i l o n ˆ2)∗ r ∗ d i f f ( f ( r ) , r ) )ˆ( −1) ;

−r ˆ2 ;

− r ˆ2 ∗ s i n ( theta ) ˆ 2 ;

1+2∗( e p s i l o n ˆ2)∗ f ( r ) ;

n ;

n ;

assume ( r>0)$

lr iemann ( f a l s e ) $

uriemann ( f a l s e ) $

/∗ r i n v a r i a n t ( ) es e l e s c a l a r de Kretschmann ∗/

r i n v a r i a n t ( ) $

a : (−1/2)∗ r i n v a r i a n t ( ) ˆ ( 1/ 2 ) $

/∗ l i m i t e a orden cero ∗/
a0 : l i m i t ( a , ep s i l on , 0 ) $

/∗ l i m i t e a segundo orden ∗/
a2 : l i m i t ( e p s i l o n ˆ(−2)∗(a−a0 ) , ep s i l on , 0 ) $

s1 : f u l l r a t s i m p ( a0 + ( e p s i l o n ˆ(−2))∗ a2 ) $

/∗ En l o s i g u i e n t e se d e s a r r o l l a r a e l segundo sumando de l a

ecuac ion 3 .32 ∗/
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/∗ t enso r de r i c c i c on t rava r i an t e ∗/

f o r i : 1 thru 4 step 1 do f o r j : 1 thru 4 step 1 do

uur i c [ i , j ] : 0$

f o r i : 1 thru 4 step 1 do f o r j : 1 thru 4 step 1 do f o r s : 1 thru 4 step 1 do

uur i c [ i , j ] : uur i c [ i , j ] + ug [ i , s ]∗ u r i c [ s , j ] $

f o r i : 1 thru 4 step 1 do

d11 [ i ] : 0$

f o r i : 1 thru 4 step 1 do f o r j : 1 thru 4 step 1 do

d11 [ i ] : d11 [ i ] + d i f f ( ( r i n v a r i a n t ()ˆ(−1/2))∗ uur i c [ i , j ] , c t c o o r d s [ j ] ) $

f o r i : 1 thru 4 step 1 do

d12 [ i ] : 0$

f o r i : 1 thru 4 step 1 do f o r s : 1 thru 4 step 1 do f o r m: 1 thru 4 step 1 do

d12 [ i ] : d12 [ i ] + mcs [ s ,m, i ] ∗ ( r i n v a r i a n t ()ˆ(−1/2))∗ uur i c [ s ,m] $

f o r i : 1 thru 4 step 1 do

d13 [ i ] : 0$

f o r i : 1 thru 4 step 1 do f o r s : 1 thru 4 step 1 do f o r m: 1 thru 4 step 1 do

d13 [ i ] : d13 [ i ] + mcs [m, s , s ] ∗ ( r i n v a r i a n t ()ˆ(−1/2))∗ uur i c [ i ,m] $

f o r i : 1 thru 4 step 1 do

d1 [ i ] : d11 [ i ] + d12 [ i ] + d13 [ i ] $

d21 : 0$
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f o r i : 1 thru 4 step 1 do

d21 : d21 + d i f f ( d1 [ i ] , c t c o o r d s [ i ] ) $

d22 : 0$

f o r i : 1 thru 4 step 1 do f o r s : 1 thru 4 step 1 do

d22 : d22 + mcs [ i , s , s ]∗ d1 [ i ] $

s c a l : d21 + d22$

s o l : f u l l r a t s i m p ( s c a l ) $

l imo0 : l i m i t ( so l , ep s i l on , 0 ) $

l imo2 : l i m i t ( e p s i l o n ˆ(−2)∗( so l−l imo0 ) , ep s i l on , 0 ) $

s2 : f u l l r a t s i m p ( l imo0 + ( e p s i l o n ˆ(−2))∗ l imo2 ) $

ecorden2 : f u l l r a t s i m p ( s1 + s2 ) $

/∗ Se propone f ( r )=1/ r como s o l u c i o n ∗/

%, f ( r )=1/ r$

r e s : ev ( %, d i f f ) $

s o l u c i o n : f u l l r a t s i m p ( r e s ) ;

EOF
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