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Abstract

In the present work, the problem of the effective thermal conductivity is studied for com-
posite materials dependent on various microstructural scales with imperfect contact conditions
at the interfaces. Strong and weak formulations are obtained for the heat equation problem
and the methodology of reiterated homogenization is developed analyse the effective behavior
of the medium. This method allows to find the effective properties of the homogenized medium
from a series of Local Problems. These problems were solved analytically for one-dimensional
(laminated) and two-dimensional (considering circular cross-sections) cases. For more general
cases, a combination of Asymptotic Homogenization, Finite Element and Domain Decomposi-
tion methods was implemented for the numerical solution. Finally, we analyze the influence of
the geometry and distribution of the inclusions on the effective coefficient in specific cases and
the property gain, of the effective thermal conductivity in nanofluids, resulting from considering
two microscales instead of one. Such gain was shown to depend on interfacial resistance and
aggregation.
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Resumen

En este trabajo se estudia el problema de la conductividad térmica efectiva de materia-
les compuestos dependientes de varias escalas microestructurales con condiciones de contacto
imperfecto (barrera térmica) en las interfaces. Se obtuvieron formulaciones fuertes y débiles
para el problema de la ecuación del calor y se aplicó el Método de Homogeneización Asintótica
Reiterada para el análisis del comportamiento efectivo del medio. Este método permite hallar
las propiedades efectivas del medio homogeneizado a partir de la solución de Problemas Locales
recurrentes en las distintas escalas.

El procedimiento formal presentado se justifica matemáticamente garantizando la solución
del problema en sus dos formulaciones. Estos problemas fueron resueltos analíticamente en un
caso unidimensional (laminados) y en uno bidimensional (considerando secciones transversales
circulares). Para casos más generales se implementaron algoritmos combinados de los Métodos
de Homogeneización Asintótica, Elementos Finitos y Descomposición de Dominio para la solu-
ción numérica de los problemas locales. En este trabajo se muestran diferentes aplicaciones de la
metodología propuesta, analizando la influencia de la geometría y distribución de las inclusiones
en el coeficiente efectivo en casos específicos.

Finalmente se demostró la ganancia de propiedades resultante de considerar dos microescalas
en lugar de una. Se demostró que dicha ganancia depende de la resistencia interfacial y de
la agregación. El procedimiento descrito en este trabajo es aplicable a múltiples compuestos
conductivos con estructuras periódicas con posibles generalizaciones a dominios perforados y
estructuras reticuladas.

v



Índice general

Preámbulo i

Resumen iv

Nomenclatura ix

I Fundamentos 1

1. Introducción 2
1.1. Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Conducción de calor y homogeneización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3.1. Estructura de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2. Formulación del problema 7
2.1. Problema Físico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1.1. Geometría . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.1.2. Condiciones de contacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2. Formulación analítica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.1. Método de Homogeneización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3. Formulación variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.1. Algunas notas sobre espacios de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.2. Planteamiento del problema variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3. Fundamentación Matemática 21
3.1. Principios variacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2. Lemas de Existencia y Unicidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.1. Condiciones de contacto perfecto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2.2. Condiciones de contacto imperfecto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.3. Conceptos básicos del análisis asintótico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4. Justificación del Método de Elementos Finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

vi



II Resultados 33

4. Homogeneización multiescala 34
4.1. Problemas locales y coeficientes efectivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2. Soluciones analíticas en un caso unidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.2.1. Caso particular trifásico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.3. Soluciones analíticas en un caso bidimensional utilizando funciones elípticas . . . 46

4.3.1. Obtención de los coeficientes indeterminados . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3.2. Fórmulas analíticas aproximadas para el coeficiente efectivo . . . . . . . . 54

4.3.2.1. Truncamiento de primer orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.2.2. Truncamiento de segundo orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3.2.3. Truncamientos de orden superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.4. Validación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.4.1. Modelos laminados multiescala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.4.1.1. Aplicación a nanofluidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.4.1.2. Comparación entre modelos: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.4.2. Validación en compuestos fibrosos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.4.3. Comparación del caso bidimensional con un medio trifásico . . . . . . . . 68

5. Método de los elementos finitos 72
5.1. Homogeneización y Elementos Finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.2. Base teórica del Método de Elementos Finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.2.1. Elementos, nodos y funciones de forma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.2.2. Procedimiento de FEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3. Método de Descomposición de Dominio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.3.1. Formulación variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.4. Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.4.1. Aplicación a compuestos fibrosos generales . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.4.2. Aplicación a inclusiones esféricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6. Aplicaciones de la Homogeneización Reiterada 82
6.1. Microfibras difusas y nanoreforzadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.1.1. Modelo multi-laminado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.1.2. Medio fibroso multi-escala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.2. Ganancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
6.2.1. Ganancia 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.2.2. Ganancia 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.2.3. Soluciones numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

7. Conclusiones y recomendaciones 95
7.1. Logros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
7.2. Publicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
7.3. Recomendaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

vii



Apéndices 99

A. Software empleado 99
A.1. FreeFEM++ (resolución de formulación variacional) . . . . . . . . . . . . . . . . 99
A.2. GMSH (generación de mallas) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
A.3. Repositorio digital de software . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

B. Simplificación de los problemas locales ante simetrías 101
B.1. Ejemplo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
B.2. Coeficientes suaves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
B.3. Coeficientes discontinuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

C. Sobre la convergencia de sistemas infinitos 108
C.1. Caso de interés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Bibliografía 111

viii



Nomenclatura

En cada capítulo, los teoremas, los corolarios, los problemas de frontera y las figuras se
numeran de forma consecutiva desde el inicio hasta el final. El símbolo indicará el fin de una
demostración.

Las notaciones para los operadores y variables siguen principalmente a [1, 2], aunque la
mayor parte de la metodología siguen los trabajos [3, 4]. En este trabajo se hace, además, un
uso extensivo del convenio de suma de Einstein donde los índices repetidos indican sumatoria.
Es decir:

aibi =
n∑

i=1
aibi = a1b1 + · · · + anbn.

La función indicadora de un conjunto W , se define como 1x∈W (x) =
{

1, x ∈ W

0, x 6∈ W
.

El producto escalar entre dos vectores u, v de un espacio euclídeo V se denotará mediante

[u, v]V .

En Rn se define la norma ‖ · ‖2 de la forma

ξ ∈ Rn : ‖ξ‖2
2 = [ξ, ξ] =

n∑
i=1

ξ2
i .

Reservaremos los paréntesis angulares 〈·〉 para el operador de promediación o promedio, i.e.,
para un dominio acotado Q ⊂ Rn:

〈F 〉Q = 1
|Q|

∫
Q

F (x) dx, donde |Q| =
∫
Q

dx.

El operador contraste sobre una superficie Γ (curva o punto en los casos 2D y 1D, respectiva-
mente) se define por la diferencia de los valores límite de la función a ambos lados de la misma,
es decir:

Jf(y)K
∣∣∣
y∈Γ

= ĺım
ξ→y+

f(ξ) − ĺım
ξ→y−

f(ξ).

Denotaremos por Lp = Lp(Q), (p ≥ 1), el espacio de Lebesgue con norma

‖ · ‖p =
(∫
Q

| · |p
)1/p

.
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Denotaremos por L∞ al espacio de funciones esencialmente acotadas (el conjunto donde no
están acotadas tiene medida de Lebesge cero). En particular, en el espacio L2, se considerará
el producto escalar canónico

[f, g] =
∫
Q
f(x)g(x)dx.

Utilizaremos la notación de Landau para la comparación asintótica de funciones, es decir,
o(·) y O(·) en el sentido siguiente:

Sean M ∈ Rn, B un espacio normado y dos funciones f, φ : M × R → B, diremos que la
función f es o grande de φ en la norma de B, y se denota por

f(x, ε) = O(φ(x, ε)) cuando ε → 0,

si y solo si, existen constantes reales positivas A, δ > 0 tales que, para todo 0 < ε < δ:

‖f(x, ε)‖B ≤ A‖φ(x, ε)‖B ∀x ∈ M.

Se dice que f es o pequeña de φ en la norma de B, y se denota por

f(x, ε) = o(φ(x, ε)) cuando ε → 0,

si y solo si,
ĺım
ε→0

‖f(x, ε)‖B

‖φ(x, ε)‖B

= 0.

Esto es equivalente a que la desigualdad anterior sea estricta y se cumpla para todo A > 0.
Siempre que no se especifique supondremos ε → 0. Por ejemplo: f(x, ε) = O(1) significa que

f está acotada y la cota no depende de ε, y g(x, ε) = o(1) significa que g → 0 cuando ε → 0.

Abreviaturas
M.H.A. Método de Homogeneización Asintótica.
H.R. Homogeneización Reirerada.
s.a.f. Solución asintótica formal.
e.a. Expansión asintótica.
FEM Método de los Elementos Finitos. *
DDM Método de Descomposición de Dominio. *
GMRES Método de Residuo Mínimo Generalizado. *
1D, 2D, 3D Referentes a 1, 2 y 3 dimensiones, respectivamente.

* Siglas provenientes del inglés que, por su uso cotidiano en la literatura, se ha preferido
mantener en dicho idioma (la omisión de la puntuación es intencional).
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Tablas de símbolos

Constantes y variables

ε Parámetro pequeño. Un número positivo (ε > 0) que se considera
mucho menor que 1. También representa el cociente entre longitudes
características de dos escalas (macroscopica, microscopica, nano u
otras, veease Sec. 2.1).

x, y, z, ξ Variable lenta (x) y variables rápidas (ξ = y, z):
y = x

ε
, z = x

ε2 .

uε, u, ũ Se utilizan para hacer referencia a soluciones de ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales, el superíndice indica una dependencia
directa respecto al parámetro:

uε(x) = u(x, ε).

N = χj
y, χ

j Denotarán las soluciones de los Problemas Locales (ver Sec. 2.2.1).

Funciones y regiones

Ω,Ωε Denotaremos por Ω al dominio o región geométrica del espacio (Ω ⊂
Rn, n = 1, 2 ó 3) ocupada por el medio heterogéneo que se desea
estudiar. El superíndice ε es utilizado para enfatizar la dependencia.

Aε, A (aε
ij), (aij) Matriz de coeficientes de conductividad y sus componentes. El su-

períndice ε es utilizado para enfatizar su dependencia respecto a ε
y su ausencia para expresar su dependencia respecto a las variables
rápidas, e.g.

aε
ij(x) = aij

(
x

ε
,
x

ε2

)
.

Aε está definida en Ω y A se considera doblemente periódica.
Los coeficientes de conductividad representan las propiedades del me-
dio en cada punto.

Â, (âij) Matriz de coeficientes efectivos y sus componentes. Representa las
propiedades macroscópicas del medio.

A1, (a1
ij) Matriz de coeficientes efectivos de la segunda escala y sus componen-

tes. Depende solamente de la variable rápida de dicha escala (y).
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Funciones y regiones (cont.)

W = Y, Z Las letras mayúsculas W,Y,Z denotarán regiones en Rn (n = 1, 2 ó
3) formadas por el producto cartesiano de intervalos reales:

Y = (l1, l′1) × ...× (ln, l′n), Z = (`1, `′1) × ...× (`n, `′n).

A estas regiones se les conoce también como ortotopos y serán usadas
en el texto para representar las celdas periódicas (vease Sec. 2.1).

·(i) El superíndice entre paréntesis se utiliza en este texto en medios mul-
tifásicos, para indicar las diferentes fases o materiales constituyentes
(e.g. W (1) representa la parte de W correspondiente al medio 1, a(2)

ij

es el valor del coeficiente aij en el medio 2).
En el contexto de las series asintóticas se utiliza como notación sim-
plificada para sumas parciales:

u(M) =
M∑

i=0
εiui(x, ε), u(∞) =

∞∑
i=0

εiui(x, ε).

Γ,Γε Superficie de contacto. Superficie limítrofe entre los materiales cons-
tituyentes del material compuesto que ocupa la región Ω. En estas
se encuentran todas las discontinuidades de los coeficientes y son
distinguibles a nivel macroscópico.

ΓZ ,ΓY Superficies de contacto locales. ΓZ es la superficie donde se encuen-
tran todas las discontinuidades de A en la celda periódica Z (primera
escala microestructural) para cada y fijo, mientras que ΓY es la su-
perficie donde se encuentran todas las discontinuidades de A1 en la
celda periódica Y (segunda escala).

Operadores

L,Lp,q, L
ε Representan operadores lineales elípticos (véase Capítulo 4).

L1, L2, L3, L4, L5 Operadores lineales elípticos, se forman como combinación lineal de
las anteriores. Se encuentran descritas en la ecuación (4-6).

∇· ,∇ El operador ∇ representa el gradiente de una función F : Rn → R,
i.e.

∇F(x1, x2, x3) =
(
∂F
∂x1

,
∂F
∂x2

,
∂F
∂x3

)
.

Por otra parte utilizaremos ∇· para indica la divergencia de una
función f : Rn → Rn, i.e.

∇ · (f1, f2, f3) = ∂f1
∂x1

+ ∂f2
∂x2

+ ∂f3
∂x3

.

xii



Unidades de medida

m Metros (unidad de longitud).
kg Kilogramo (unidad de masa).
s Segundos (unidad de tiempo).
K Kelvin (unidad de temperatura).
J Jules (unidad de energía).
W Vatio o Watt (unidad de potencia), 1W = 1J/s.

Se utiliza en la taza de transferencia de calor.
kg/m3 Densidad.
J/m3 Densidad de energía.
W/m2 Flujo de calor.
J/(kgK) Calor específico.
J/(m3K) Capacidad de calor específico.
W/(m2K) Coeficiente de transferencia de calor o conductancia.
W/(mK) Conductividad térmica.
K/W Resistencia térmica.

xiii



Parte I

Fundamentos
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Capítulo 1

Introducción

El modelado multiescala tiene como objetivo apoyar al diseño de materiales avanzados por
medio del calculo de sus propiedades efectivas y el estudio del comportamiento de un sistema
complejo considerando su características físicas y geométricas a diferentes escalas de longitud
(que pueden ir desde metros hasta nanometros) [5]. La idea de una escala natural para todo tipo
de fenómenos es fundamental en diferentes disciplinas (matemática, física, química, biología,
etc.). En física se suele considerar que las longitudes típicas de los fenómenos que ocurren
en la misma escala son comparables, mientras que para escalas diferentes esta consideración
no siempre es válida. Cuando todas las escalas participan e interactúan, las cosas tienden a
complicarse y el comportamiento es aparentemente desordenado.

Consideraremos el caso en que la menor de las escalas es mucho mayor que las dimensiones
moleculares pero mucho más pequeña que la longitud característica de la mayor de ellas. De
esta forma, el medio se puede ver como un continuo en la escala microscópica, sujeto al análisis
clásico, y se le pueden atribuir propiedades macroscópicas o efectivas [6] en cualquiera de sus
escalas. Un material compuesto está formado por la distribución espacial de diferentes dominios
ocupados, o bien por diferentes materiales considerados homogéneos a nivel supramolecular
(conocidos como fases), o por un mismo material que se presenta en diferentes estados [7–9].

Los métodos de homogeneización proporcionan modelos matemáticos que permiten calcu-
lar las propiedades efectivas de un material compuesto a partir de las propiedades conocidas
de los materiales constituyentes. Para cada constituyente se supone que se conocen de ma-
nera independiente sus propiedades físico -químicas (elásticas, piezoeléctricas, magnéticas, de
reactividad, etc.) y geométricas (granulometría, porosidad, agregación, etc.) [10].

Recientemente [11], se ha analizado la aplicación de agregados finos y fibras híbridas en
compuestos cementosos reforzados con fibras a diferentes temperaturas. Otras aplicaciones han
sido desarrolladas en la medicina, para el estudio de la distribución térmica de tejidos malig-
nos en oncología e histología [12] y su detección mediante termografías [13–15]. Una posible
extensión de estos resultados en medicina es el estudio y diseño de detectores.

En el presente trabajo nos ocuparemos de las aplicaciones de esta rama de las matemáticas
en medios heterogéneos, así como en el desarrollo de herramientas para el estudio y diseño
de materiales con propiedades prescritas deseadas. Nos enfocaremos principalmente en proble-
mas conductivos y materiales donde la presencia de escalas múltiples y fenómenos de contacto
provocan el fallo de los métodos tradicionales.
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1.1. Motivación

El cálculo de la conductividad térmica efectiva de materiales compuestos es un tema de
interés debido a su importancia en las aplicaciones de transferencia de calor. El estudio del
comportamiento de conducción efectivo de medios heterogéneos que exhiben varias escalas es-
tructurales ha ganado un interés creciente. Por ejemplo, la conductividad térmica efectiva se
ha estudiado en nanocompuestos [16–20] y en nanofluidos [21–26].

Por otro lado, los nanofluidos pueden considerarse como medios bifásicos en los que la exis-
tencia tanto de nanopartículas individuales como de aglomerados de nanopartículas. Además,
se sabe que no solo el fenómeno de la agregación influye en el comportamiento de conducción de
los nanofluidos, sino también la presencia de barreras térmicas [26–29]. Además, los nanofluidos
bien dispersos muestran resultados inferiores [30,31] en comparación con los que presentan agre-
gados [32]. Los agregados dotan naturalmente de una estructura de múltiples escalas (dos o más
microescalas) al medio original, además, al brindar una mayor superficie de contacto aumenta
la influencia de las barreras térmicas en el comportamiento efectivo. De hecho, la idea original
de utilizar un método de homogeneización reiterado en estos trabajos se inspiró en el modelo
ad hoc multiescala y contacto imperfecto formulado por [26] para investigar el comportamiento
conductivo térmico efectivo de los nanofluidos.

1.2. Conducción de calor y homogeneización

En este trabajo, consideramos medios que contienen múltiples, variables y pequeñas hete-
rogeneidades. Obtener el comportamiento efectivo a través de la aplicación directa de métodos
numéricas es impracticable, ya que la discretización de dominio requerida es demasiado fina y no
es posible garantizar la convergencia, además de un aumento considerable del costo computacio-
nal [33–38]. La principal alternativa es emplear una técnica de homogeneización matemática
que permita encontrar dichas propiedades a partir del estudio de un material homogeneo equi-
valente [3, 7, 39].

La cuestión del cálculo de propiedades efectivas de medios no homogéneos con estructuras
periódicas ya se había planteado en las obras clásicas de Poisson y Maxwell [40], Rayleigh [41],
Voigt y Reuss [3,42]. El nombre de homogeneización fue introducido en la literatura matemática
a principios de 1970 por Babuska [43–45], quien trabajaba un enfoque similar al de los trabajos
anteriores de Sanchez-Palencia [46].

En particular, la homogeneización reiterada es una colección de técnicas matemáticas ade-
cuadas para derivar coeficientes efectivos de medios heterogéneos multiescala. Los dos enfoques
principales de la homogeneización reiterada consisten en utilizar expansiones asintóticas [4] y
convergencia multiescala [47,48]. En este trabajo, empleamos el enfoque de expansiones asintó-
ticas.

En [1, 2] se aplicaron el método de homogeneización reiterada para investigar el compor-
tamiento macroscópico del problema de conducción de calor de Fourier de forma fuerte con
coeficientes periódicos y de oscilación rápida que dependen de tres escalas (una global y dos
microestructurales) asumieron un contacto interfacial perfecto. En dicho caso se consideraron
compuestos laminados, pero no se obtuvo ninguna mejora de la conductividad térmica efectiva
debido a las microestructuras 1D elegidas. Sin embargo, [49] y obtuvieron una conductivi-
dad térmica efectiva mejorada para compuestos fibrosos y particulados combinando el método
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de homogeneización reiterada con fórmulas analíticas conocidas. Efectos similares se obtienen
en [50, 51] para medios heterogéneos bidimensionales mediante homogeneización reiterada y
elementos finitos.

La metodología utilizada por [1, 2] se extendió en [52, 53] para el estudio de nanofluidos
considerándose los efectos de las barreras térmicas en las interfaces. Adicionalmente, en dichos
trabajos [52,53], el procedimiento formal para derivar el problema homogeneizado, los problemas
locales y los coeficientes efectivos se describe para un problema tridimensional general.

1.3. Objetivos
En este proyecto de tesis nos enfrentamos al problema de obtener modelos matemáticos

para determinar las propiedades efectivas de compuestos conductivos periódicos dependientes
de varias escalas estructurales (mactro, micro y nano). Para el desarrollo de este trabajo se
plantea la siguiente hipótesis de trabajo:

El método de homogeneización de múltiples escalas combinado con técnicas analíticas y
numéricas, permite estudiar el comportamiento macroscópico o efectivo de dichos com-
puestos, a partir de la influencia de las características físicas y morfológicas de las cons-
tituyentes, así como del tipo de contacto entre estas.

Es por esto que se plantearon un objetivo general y varios objetivos específicos a cumplir.

Objetivo general:

Desarrollar un modelo matemático basado en los métodos de homogeneización reiterada
para la caracterización de medios conductivos dependientes de dos escalas microestructu-
rales y barrera térmica en las interfaces. Posteriormente, emplear métodos analíticos (e.g.,
de variable compleja) y numéricos (e.g., método de los elementos finitos) para calcular la
conductividad térmica efectiva de algunas clases de esos medios.

Objetivos específicos:

1. Formular el problema conductivo (ecuación del calor estacionaria) generalizado depen-
diente de dos escalas microestructurales y sujeto a condiciones de contacto imperfecto
en las interfaces como una familia de problemas elípticos con coeficientes periódicos y
rápidamente oscilantes en función de un parámetro pequeño.

2. Aplicar el procedimiento formal de la homogeneización reiterada al problema definido en
el Objetivo 1 para obtener problemas locales y resolverlos con métodos analíticos en casos
donde sea posible (para algunos tipos de compuestos periódicos laminados y fibrosos).

3. Reformular el problema definido en el Objetivo 1 y los problemas locales obtenidos en el
Objetivo 2 a su formulación variacional equivalente.

4. Desarrollar algoritmos que permitan resolver numéricamente los problemas variacionales
obtenidos (Objetivo 3) mediante el método de elementos finitos e implementarlos utili-
zando herramientas de software libre (Apéndice A).
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5. Justificar matemáticamente el procedimiento formal, garantizando la existencia de solu-
ción de los llamados problemas locales, y la proximidad entre la solución del problema
homogeneizado y las soluciones de la familia de problemas definidas en el Objetivo 1.

6. Determinar las propiedades efectivas de diferentes materiales periódicos conductivos me-
diante la solución de problemas locales en una, dos y tres dimensiones, a partir de los
modelos obtenidos en los Objetivos 2-4.

La originalidad de este trabajo se basa principalmente en el estudio de materiales periódicos
dependientes de varias escalas microestructurales con condiciones de contacto imperfecto en las
interfaces. El desarrollo y combinación de diferentes técnicas analíticas y numéricas permitió
derivar el problema homogeneizado, los problemas locales, y los coeficientes efectivos de dife-
rentes estructuras complejas. Fue posible analizar la influencia en el comportamiento efectivo
de la concentración, conductividades de las fases y contacto imperfecto.

1.3.1. Estructura de la tesis

Capítulo 1 Se presentó una breve introducción al estudio de los materiales compuestos desde
el punto de vista de la homogeneización, sus generalidades, y el problema de las escalas
múltiples. Además, se ofrece una visión general de la temática y su estado actual, con el
objetivo de crear las bases necesarias del conocimiento para comprender la necesidad del
estudio y la concepción del método propuesto.

Capítulo 2 Se formula el problema de la conducción del calor estacionaria en un sólido y las
ecuaciones fundamentales que describen dicho fenómeno. Se desarrolla un modelo para un
material compuesto con escalas múltiples, considerando múltiples escalas y una barrera
térmica interfacial entre las constituyentes.

Capítulo 3 Abordaremos esta problemática a partir del Método de Homogeneización Asin-
tótica y el Método de los Elementos Finitos, por lo que en el Capítulo 3 presentaremos
la fundamentación matemática de ambos métodos. En particular se demuestra el lema
empleado en el Capítulo 4 y la aproximación de la solución del problema homogeneizado
a la solución exacta, así como la convergencia y estimación de errores de los métodos
variacionales.

Capítulo 4 Se utiliza la Homogeneización Reiterada para abordar el problema de las escalas
múltiples en diferentes compuestos con distribución periódica, considerando una barrera
térmica sobre la interfaz. Se presta especial atención a la obtención de los problemas
locales y las propiedades efectivas. Además, se obtienen formulas analítica para dos casos
simples: para compuestos laminados (Sec. 4.2) y fibrosos (Sec. 4.3).

Capítulo 5 Para resolver los Problemas Locales generales se propone el Método de los Ele-
mentos Finitos. Esta técnica combinada Método de Descomposición de Dominio permitirá
abordar el problema del contacto imperfecto mediante un esquema iterativo.

Capítulo 6 Se realizará un estudio de la aplicabilidad de ambos métodos y finalmente se
presentará la simulación de un problema particular utilizando los elementos de ambas
teorías, así como los resultados obtenidos en cada uno de ellos.
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Capítulo 7 Se presentan las conclusiones de este trabajo, algunas recomendaciones y se mues-
tran algunos ejemplos de investigaciones relacionadas con el tema en los que se está
desempeñando el autor.

Al final de este trabajo se incluyen, a modo de apéndices, la información sobre el software
desarrollado y otros resultados obtenidos durante la investigación. Adicionalmente, la figura 1-1
sugiere la relación entre los contenidos abordados en cada sección de esta tesis.

§3.1

§3.2

§3.3

§3.4

§2.1

§2.2

§2.3 §4.1

§5.1 §4.3 §4.2

§4.4§5.2 §5.3

§5.4 §6.1

§6.2

Figura 1-1: Relación entre los contenidos propuestos. De arriba hacia abajo, los precedentes
facilitan la comprensión de los subsecuentes.
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Capítulo 2

Formulación del problema

Generalmente los fenómenos físicos que ocurren en medios altamente heterogéneos presen-
tan propiedades que varían en dependencia de las diferentes escalas de longitud. Además, la
incorporación de nanopartículas se hace cada vez más presente en los materiales compuestos,
lo que ha aumentado el interés en los nanocompuestos [16–18] y en nanofluidos [21–24,26].

Existen varias ventajas de los nanofluidos con respecto a las suspensiones coloidales conven-
cionales en diferentes ámbitos [27], en particular por el aumento de la conductividad térmica y
la baja sedimentación. Por otra parte, la utilización de nanotubos de carbono (CNT) y nanofi-
bras de carbono (CNF) mejoran significativamente muchas de las propiedades de los materiales
compuestos sólidos [54]. Sin embargo en todos estos casos, dichas mejorías, se ve significativa-
mente afectada por la uniformidad de la dispersión de las inclusiones (partículas, filamentos o
fibras) en el interior del material aglutinante (comúnmente llamado matriz).

En particular, la conductividad térmica se puede mejorar significativamente con la formación
de conglomerados de inclusiones [2, 26, 55–57]. A este fenómeno se le conoce como agregación.
No obstante, los principales mecanismos que influyen en la conducción del calor en nanofluidos,
nanofibras y fibras difusas aún continúan investigándose.

Los fenómenos de agregación y dispersión se relacionan directamente con el concepto de
las escalas espaciales múltiples, y se ha comprobado que la conductividad térmica puede variar
significativamente debido a estos efectos. En [26, 57], se utilizaron resultados conocidos de di-
ferentes teorías y se desarrolló un modelo de homogeneización ad-hoc para analizar el papel de
la agregación y la barrera térmica en la conductividad térmica efectiva de nanofluidos y nano-
compuestos. En [49, 58, 59], se aplicó el método de homogeneización reiterada a un problema
de conducción de calor considerando las condiciones de continuidad para la temperatura y los
flujos en las interfaces.

El objetivo del presente capítulo es extender los resultados reportados en [49,58,60] al caso
de un material compuesto periódico bifásico (laminado o fibroso) en el que está presente una
barrera térmica (o contacto térmico imperfecto) en las interfaces entre las constituyentes [53],
conocidas también como fases.

Para cumplir el objetivo propuesto, primeramente, se presenta el marco geométrico en el
que vamos a trabajar. Realizaremos la distinción entre escalas y las principales característi-
cas, entre las cuales destaca la posibilidad de un contacto imperfecto entre las fases. Además,
se formula el problema estudiado desde el punto de vista clásico, como un problema de Diri-
chlet (formulación fuerte), proponiendo una adimensionalización conveniente de las magnitudes
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involucradas. Finalmente, reformularemos este problema desde el punto de vista variacional
(formulación débil), lo cual permite un acercamiento más general a sus soluciones.

2.1. Problema Físico

La idea de una escala natural para todo tipo de fenómenos es fundamental en la Física.
Cuando sólo una escala natural está involucrada se pueden establecer leyes simples que rigen el
comportamiento del material. Sin embargo, cuando todas las escalas participan e interactúan,
aparecen complejidades dificiles de capturar en dichos modelos. Intentar modelar el compor-
tamiento en la menor escala posible, cuando la escala natural de interés es macroscópica es
insostenible y en la mayoría de los casos de poca utilidad. Por todo lo anterior, el problema
principal es establecer la relación entre las propiedades efectivas y las propiedades de las fases
individuales, guiadas por el análisis de las geometrías involucradas en las diferentes escalas.

De manera general, un material compuesto está formado por diferentes dominios cada uno
con propiedades diferentes, independientemente de la estructura subyacente. Consideraremos
para el diseño de los modelos de material compuesto una familia de medios continuos con es-
tructura periódica. Dicha estructura puede ser caracterizada por un parámetro pequeño ε > 0
(representativo del tamaño de las heterogeneidades). La disposición geométrica propuesta res-
ponderá a celdas unitarias anidadas en una microescala y nanoescala, dando lugar a una estruc-
tura biperiódica. Este estudio proporcionará la base para desarrollar modelos matemáticos que
brinden una descripción del comportamiento macroscópico de medios heterogéneos con estruc-
turas más complejas, donde se manifiesta la presencia de múltiples escalas microestructurales.

2.1.1. Geometría

Vamos a describir con mayor precisión el modelo en este marco. Consideramos un problema
de conducción de material compuesto que se supone que tiene una estructura periódica. Para
ello se considera un dominio (región abierta y conexa) Ω de Rn (n = 1, 2 ó 3) con frontera ∂Ω
suave por tramos. Dicho dominio se extiende sobre la coordenada espacial x ∈ Rn (conocida
como variable lenta). En este contexto se considerará una estructura que pueda ser caracterizada
periódicamente por dos niveles microestructurales. Un primer nivel con período δ y un segundo
nivel con período d.

De esta forma, para un medio con longitud característica L podemos considerar los pará-
metros pequeños:

ε1 = δ

L
, ε2 = d

L
,

donde ε1 � 1 (el parámetro es pequeño) y ε2 � ε1 (existe una clara separación de escala)
[47, 61]. Por simplicidad, consideraremos ε1 = ε y ε2 = ε2. Este es el caso en que se considera
como longitud característica del medio a

L = δ

ε
,

(
ε = d

δ

)
.

Por ejemplo, si ε = 10−3 y la longitud característica está dada en milimetros, entonces, como
ε1 = 10−3 y ε2 = 10−6, la diferencia de escalas va de milímetros a micras en la primera y
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𝜀𝜀2

𝜀𝜀

𝑌𝑌 2

𝑍𝑍 2

𝛿𝛿

𝑑𝑑

𝐿𝐿

Figura 2-1: Matriz con inclusiones esféricas formando conglomerados, los cuales pueden estar
representados mediante fronteras virtuales (izquierda) o mediante partículas de mayor tamaño
(derecha).

a nanometros en la segunda. La figura 2-1 muestra dos ejemplos de geometrías derivadas del
estudio de nanofluidos.

La existencia de dos escalas periódicas microestructurales está relacionada con la existencia
de dos celdas periódicas εY , ε2Z cuya aplicación reiterada cubre el dominio Ω. En la notación
anterior:

Y = (0, 1)n, Z = (0, 1)n.

El objeto que estudiaremos a continuación será un conductor térmico periódico con varias
componentes, donde cada una posee un comportamiento conocido (medio multifásico). Esto
quiere decir que cada celda W ∈ {Y, Z} está formada por un número finito de subconjuntos no
vacíos {W (i)}i con fronteras ∂W (i) suaves por tramos tales que⋃

i

W (i) = W. (2-1)

Se dice que la frontera es suave (por tramos) si existe una función suave (por tramos) con
dominio en In = [0, 1]n−1 y cuya imagen es dicha frontera [62,63].

Si bien nuestro desarrollo también es válido para fronteras Lipschitz continuas y un número
finito de fases, restringiremos nuestro estudio a medios bifásicos con frontera suave por tramos
constituido por una matriz externa y el resto de subdominios los denominaremos inclusiones.
Denotaremos por τ(εQ) al conjunto formado por la unión de todas las traslaciones de la forma

τ(εQ) = {ε(k + q), k ∈ Zn, k = (k1, ... , kn), q ∈ Q} .
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Definiremos

Ω(i)
Y = Ω ∩ τ(εY (i)), Ω(i)

Z = Ω ∩ τ(ε2Z(i)),
Γε

Y = ∂τ(εY (2)), Γε
Z = ∂τ(ε2Z(2)), Γε = Γε

Y ∪ Γε
Z .

A cada uno de estos dominios los denominaremos fases, y si alguno de ellos es conexo lo
llamaremos matriz. De esta forma para el caso bifásico, la fase Ω(2) = Ω(2)

Y ∪ Ω(2)
Z forma el

conjunto de todas las inclusiones y Ω(1) = Ω\Ω(2) es la matriz.

2.1.2. Condiciones de contacto

En la formación de un material compuesto es de esperar que surjan nuevos efectos sobre
las interfaces de las componentes, diferentes a las de las fases circundantes e influir en gran
medida en las propiedades globales. Estos se deben, por ejemplo, a las interacciones químicas
entre constituyentes, efectos térmicos, impurezas, rugosidades, etc. [58, 64–66].

Existe entonces una separación natural entre dichos materiales que provoca que las fuerzas
que las mantienen juntas, formando el nuevo material, no se distribuyan de manera uniforme
durante el proceso de formación. Existen dos vías clásicas para modelar dicho contacto: (1)
como si se tratara de una fase intermedia (mesofase) con propiedades propias, o (2) como una
superficie donde se refleja la interacción entre fases (con una condición de contacto). La relación
entre ambas se abordará posteriormente (Sección 4.4.3).

Lo anterior significa que el contacto entre las fases no es perfecto, surgiendo una barrera
que frena, en el caso de la conducción del calor, el flujo de calor a través de la interfaz [67,
68]. En muchas otras aplicaciones la aparición de dicha barrera es también fundamental para
comprender el comportamiento efectivo del material compuesto [69,70].

La transferencia de calor sigue en dicha interfaz dos caminos principales. Uno de esos ca-
minos es continuo y se produce a través del contacto que existe entre las constituyentes, dicha
transferencia es muy eficiente. Sin embargo, en los intersticios aparecen discontinuidades, ya sea
que estén rellenos de otro material más o menos conductivo (usualmente gas) o que se hayan
formado vacíos, lo que provoca que la capacidad de transferencia de calor y la radiación sean
muy diferentes (fig. 2-2).

Existen varios tipos de contacto imperfecto [71], los dos más comunes son los conocidos
como de tipo resorte o spring y de tipo membrana o coherente [65, 72, 73]. En nuestro caso
consideraremos el primero, el cual ha sido ampliamente utilizado en la literatura debido a su
importancia [74–77].

Para modelar este efecto se considera una conductancia interfacial hc [W/m2K] en serie con
respecto a los materiales que se encuentran a cada lado de la interfaz. Si ∆T es la diferencia
de temperatura por superficie de contacto y A es dicha superficie, entonces Q = A hc ∆T . De
aquí que para una resistencia de contacto R = 1

hc A
[K/W], resulta

Q = ∆T
R
.

Asumiremos que la resistencia R = R(x) no es espacialmente uniforme, pero está acotada
0 < R(x) < ∞ ∀x ∈ Γ [67].
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Figura 2-2: Gradiente de temperatura en una vecindad de la interfaz (escala espacial aumenta-
da).

Consideraremos que las longitudes características de las componentes microestructurales
son pequeñas en comparación con la longitud característica del medio (i.e. ε = l

L � 1). Intro-
duciremos un parámetro relevante que nos permite caracterizar nuestro problema de una mejor
manera, el llamado número de Biot [72,78,79]:

B =
|hc JuεK

∣∣∣Γ|

|a(1)
kl

∂u(1)

∂Xl
n

(1)
k |

= hcL

|a|
.

Este valor es adimensional y mide la razón entre conductividad de la barrera térmica en la
interfaz con respecto a la conductividad de los componentes. Los casos de interés son del tipo

B = O(εp), p = −1, 0, 1, 2, 3,

y representan modelos de estudio que están directamente relacionados con los diferentes tipos
de contacto [67,71,78,80,81].

Para todos los modelos cuando ε → 0, se tiene el límite

hc(ε) → ∞ ⇔ JuεK
∣∣∣Γ → 0,

lo que indica la presencia de un contacto perfecto. Analizaremos para nuestro estudio el segundo,
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es decir, el caso en que no hay dependencia del parámetro pequeño

B = O(1), (2-2)

puesto que es el modelo correspondiente a un contacto imperfecto de tipo resorte [71,78,80].

2.2. Formulación analítica (fuerte)
El problema que se pretende estudiar está representado por una familia de ecuaciones di-

ferenciales elípticas con coeficientes periódicos y rápidamente oscilantes dependientes de dos
variables rápidas [4]. Consideraremos el modelo matemático de la conducción de calor. Para
el interior del dominio asumiremos la ecuación del calor y se considera que el flujo de calor a
través de la frontera es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la superficie (T ) y
la temperatura ambiente (T0):

K∇T · n = −λ(T − T0) sobre ∂Ω,

donde la conductancia λ = λ(x, T ) [W/(m2K)] es un coeficiente que caracteriza la transferencia
de calor. En la frontera exterior es usual considerar el caso límite, cuando λ → ∞, obteniéndose

T = T0, sobre ∂Ω, (2-3)

la cual se conoce como condición de contorno de Dirichlet. Esto significa que el cuerpo está
en contacto térmico perfecto con el entorno, es decir, el calor fluye libremente a través de la
superficie de modo que las temperaturas del cuerpo y ambiente son iguales sobre esta.

Asumiendo condiciones de Dirichlet (2-3) en la frontera del cuerpo, las ecuaciones relevantes
del modelo matemático son las siguientes [58,78]:

−∇ · (Kε∇T ε) = ġ en Ω,
Kε∇T ε · n = −hc JT εK sobre Γε,

JKε∇uεK· n = 0 sobre Γε,

T ε = T0 sobre ∂Ω.

Para escribir las ecuaciones anteriores en forma adimensional se eligen constantes de refe-
rencia de la manera que se describe a continuación: Tomamos

u = T − T0
Tc

, X = xL,

para una cierta temperatura de referencia, Tc, del mismo orden que la temperatura media
estimada y usando una longitud característica del medio, L. Suponiendo que las conductividades
de los medios que conforman al material son del mismo orden de magnitud, se escoge una
conductividad de referencia (kc) de dicho orden:

K = (kij) = (aij)kc = Akc.

Además, utilizaremos la misma conductividad de referencia para obtener la conductancia inter-
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facial y la potencia del calor:
hc = B

kc

L
, ġ = f

kcTc

L
.

De esta manera se obtiene el problema adimensional:
Encontrar uε : Ω ⊂ Rn −→ R, uε ∈ C2(Ω \ Γε) ∩ C(Ω \ Γε), que satisface

Lεuε ≡ −∇ · (Aε∇uε) = f en Ω, (2-4)
Aε∇uε · n = −Bε JuεK sobre Γε = Γε

Y ∪ Γε
Z , (2-5)

JAε∇uε · nK= 0 sobre Γε = Γε
Y ∪ Γε

Z , (2-6)
uε = 0 sobre ∂Ω. (2-7)

Donde Aε = (aε
ij) y f son la conductividad térmica y la potencia calorífica normalizadas,

respectivamente. En estas ecuaciones x representa la variable espacial a escala global y Bε

es el ya mencionado número de Biot, el cual posee órdenes diferentes dependiendo de si x se
encuentra sobre Γε

Y o sobre Γε
Z . El número de Biot sobre las superficies de contacto, se define

por:

Bε =
{
B1ε

−1, sobre Γε
Y

B2ε
−2, sobre Γε

Z

donde Bα = O(1) (α = 1, 2), para que se satisfaga la condición (2-2) en cada escala.
El caso Bα = ∞ se corresponde con los casos de contacto perfecto, donde (2-5) se convierte

en JuεK= 0. El caso Bα = 0 se corresponde con una superficie perfectamente aislante, donde no
es posible el intercambio de calor entre los medios y hay desacoplamiento, a esto se le conoce
como condición de frontera adiabática [82].

2.2.1. Método de Homogeneización

En nuestro caso consideremos una sucesión de operadores diferenciales {Lk}k (no necesa-
riamente lineales), para los cuales nos interesa conocer el comportamiento asintótico de las
soluciones uk de los problemas

Lkuk = f,

cuando k → ∞, conociendo que los coeficientes que componen a Lk son rápidamente oscilantes.
Consideraremos k = ε−1 y un operador elíptico de la forma

Lk(·) = −∇ ·
(
A

(
x

ε
,
x

ε2

)
∇(·)

)
, A biperiódica,

pero en general pudieran ser de interés otro tipo de oscilaciones (cuasiperiodicidad, medios
aleatorios, etc.) [83]. A es conocido como tensor de propiedades del medio.

El enfoque de la homogeneización es encontrar un operador L tal que uk → u siendo u la
solución de una ecuación límite

Lu = f.

Dicho operador se dice homogeneizado y a este proceso se le conoce como proceso de homo-
geneización, pues se ha transformado una familia de problemas (con coeficientes rápidamente
oscilantes) sobre un medio heterogéneo en un problema (con coeficientes constantes) sobre un
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medio homogéneo. A la matriz Â tal que

L(·) = −∇ ·
(
Â∇(·)

)
,

se le llama tensor de propiedades efectivas (sus elementos son los coeficientes efectivos) y puede
interpretarse como las propiedades macroscópicas del medio conductivo que ocupa la región Ω.
Basado en diferentes métodos es siempre posible encontrar, matemáticamente, las propiedades
efectivas para este tipo de problemas, aunque no necesariamente la propiedad efectiva propuesta
respeta el comportamiento macroscópico esperado [3,7,84]. Es por esto que esta interpretación
es conocida como Hipótesis o Principio de Homogeneidad Equivalente [3, 7, 85] y es la base de
la mayoría de las aplicaciones físicas de la homogeneización. La figura 2-3 muestra las etapas
del proceso de homogeneización así como algunas de las técnicas más empleadas durante dicho
proceso.

Modelo
Geométrico
Estructural

Formulaciones 
del Problema 
Matemático

Solución de los 
Problemas 

Locales

Obtención de 
Coeficientes 

Efectivos

Volúmenes 
Representativos

Condiciones de 
Contacto

Propiedades 
componentes

Fuerte

Débil

Estocástica

Obtención de 
Cotas 

Variacionales

Métodos 
Analíticos

Métodos 
Numéricos

Métodos 
Integrales

Análisis 
Funcional

Modelos 
ad-hoc

Figura 2-3: Esquema de funcionamiento y etapas de la homogeneización.

Si bien la idea de encontrar un material homogéneo equivalente fue introducido a principios
de 1970 [43–46] para problemas específicos, varios métodos se han desarrollado posteriormente,
y la Homogeneización se ha convertido en toda una rama de la Matemática [10, 86]. Existen
tres temáticas claramente distinguibles:

La más general es la de la convergencia funcional, que pone pocas o ninguna restricción
en el tamaño o la disposición de las heterogeneidades [87–93].

La segunda, se ocupa de modelos probabilísticos y estocásticos [83, 94–97], donde el foco
central se encuentra en la distribución aleatoria de las heterogeneidades.

La tercera, dedicada a las estructuras periódicas y cuasiperiódicas, la cual fue la primera
en desarrollarse y es la escogida para realizar nuestra investigación.
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Aunque este último enfoque es ciertamente el menos general, ya que la periodicidad es
una suposición muy fuerte y difícil de garantizar [47], ha adquirido una gran importancia pues
permite manejar modelos altamente complejos [98, 99]. Su método fundamental se basa en la
expansión asintótica en múltiples escalas combinada con métodos de promedios, establecido por
los ingenieros y mecánicos [100–102] y formalizado sistemáticamente para manejar homogenei-
zación de problemas de contorno con coeficientes periódicos rápidamente oscilantes [3, 4, 103].
Este enfoque se ha dado a conocer como Método de Homogeneización Asintótica (M.H.A.), y
es la base de la presente investigación.

Observación: Se debe tener en cuenta que se trata de un procedimiento formal y es ne-
cesario utilizar otras técnicas para justificar los resultados de homogeneización obtenidos por
este método. Este último paso se puede realizar mediante métodos de convergencia funcional,
utilizando funciones de prueba oscilantes, entre otros. En nuestro caso justificaremos la solución
mediante un principio del máximo generalizado (Capítulo 3).

Por último, pero no menos importante, la utilidad del M.H.A. va mucho más allá de los
materiales periódicos, ya que se ha demostrado ser aplicables en el estudio de casos más generales
[47, 104, 105]. Es por eso que sin lugar a dudas, es el más popular de los enfoques y existe una
cantidad considerable de literatura asociada [3, 4, 10,90].

2.3. Formulación variacional (débil)

La formulación variacional de un problema de ecuaciones diferenciales es una forma de
representar dichas ecuaciones mediante integrales. Para ello se encuentra una formulación equi-
valente del problema utilizando operadores funcionales entre espacios de funciones más genera-
les [106,107]. De hecho, a menudo es más fácil determinar una solución a partir de la formulación
variacional, llegando a encontrar soluciones a problemas sin solución en el sentido clásico, debido
a las restricciones propias del problema original. Conceptos como convergencia y diferenciabili-
dad son debilitados para agrupar un espacio de soluciones más amplio y las propiedades de los
operadores funcionales ganan más relevancia. Esta teoría está emparentada con la optimización
matemática dando lugar al campo de estudio conocido como análisis o cálculo de variaciones.

El objetivo de esta sección es proporcionar una referencia rápida de los resultado sobre
ciertos espacios de Banach especiales, conocidos como espacios de Sobolev, y su uso en la
formulación variacional de los problemas de ecuaciones diferenciales que aparecen a lo largo de
este trabajo. Los conceptos aquí presentados también serán de utilidad para el desarrollo de las
teorías presentadas en el Capítulo 3.

2.3.1. Algunas notas sobre espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son espacios de funciones débilmente diferenciables que surgen de
manera natural en numerosos problemas en la teoría de ecuaciones diferenciales parciales, teoría
de aproximación, análisis de Fourier y otras áreas de la matemática pura y aplicada [108,109].

Consideremos C∞
0 (Ω) el conjunto de funciones con soporte compacto en Ω. Una función

vectorial v = (v1, ... , vn) ∈ L1(Ωn) se dice que es gradiente de u ∈ L1(Ω), si∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

viϕdx, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).
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A la función gradiente se le denota ∇u.
Sean B1 ⊂ B2 espacios de Banach, se dice que B1 está completamente inmerso en B2 si existe

una constante C tal que ‖x‖Y ≤ C‖x‖X∀x ∈ X, y toda sucesión acotada en X es precompacta
en Y (i.e. se pueden extraer subsucesiones convergentes en Y ).

El espacio de Sobolev W 1
2 = W 1

2 (Ω) está formado por las funciones de L2(Ω) cuyo gradiente
está en L2(Ωn), es decir

W 1
2 (Q) =

{
u ∈ L2(Q) : ∂u

∂ξk
∈ L2(Q), k = 1, ... , n

}
.

W 1
2 , provisto del producto escalar

[u1, u2] =
∫
Q

u1u2dx+
∫
Q

∂u1
∂xi

∂u2
∂xi

dx,

es un espacio de Hilbert [110] que denotaremos por H1, y la norma correspondiente es

‖u‖2
W 1

2
= ‖u‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2

= ‖u‖2
L2 +

∫
Q

(
n∑

k=1
| ∂u
∂xk

|2
)
dx.

De esta forma se tiene que u1 = u2 en H1, si y solo si, [u1, v] = [u2, v] ∀v ∈ H1.

Se define la diferenciabilidad de orden α = (α1, . . . , αk), denotada por

Dαu ∈ H, siendo |α| =
∑

αi = m

si su gradiente existe en el mismo espacio (∃v = ∇u ∈ H) y sus componentes (vi) satisfacen

Davi ∈ H, para |a| ≤ m− 1,

es decir, que las componentes del gradiente sean diferenciables de un orden menor. Se considera
D1v ∈ H equivale a ∇v ∈ H. En particular, en el caso de existir las derivadas parciales usuales,
las funciones:

∂|β|u

∂xβ1
1 . . . ∂xβn

n

están en H siempre que |β| ≤ |α|.
Los espacios de Sobolev se definen de manera general como:

Wm
p (Q) =

{
u ∈ Lp(Q) : Dαu ∈ Lp(Q); |α| ≤ m

}
.

En la literatura es común denotar por Hm = Wm
2 pues pueden ser dotados con estructura de

espacios de Hilbert, siendo común también denotar por H0 = L2 [106].
Asociado a H1 es muy frecuente el uso del espacio que denotaremos por H1

0 = H1
0 (Q) [111],

que no es más que la clausura de C∞
0 en W 1

2 . En otras palabras, u ∈ H1
0 , si y solo si, existe

una sucesión {uk} ⊂ C∞
0 tal que uk →k→∞ u en la norma de W 1

2 . Estos espacios aparecen
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naturalmente en la solución del problema de Dirichlet, ya que u ∈ H1
0 (Q) es equivalente a

la condición de frontera u
∣∣
∂Q

= 0 y se cumple que la inmersión H1
0 ⊂ L2 es compacta. La

seminorma
‖u‖W ≡ ‖∇u‖L2

puede ser tomada como norma equivalente en el espacio H1
0 (Q) [107]. En efecto, para un dominio

acotado Q, la desigualdad de Friedrichs:

‖u‖2
L2 ≤ c0‖∇u‖2

L2

es cierta para una constante c0 independiente de u, lo cual implica que

‖∇u‖2
L2 ≤ ‖u‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2 ≤ (1 + c0)‖∇u‖2

L2 ,

y por lo tanto ambas son equivalentes.

A las funciones definidas en la frontera a partir de otra definidas en la clausura del dominio
se les conoce como trazas

tr(u) = u
∣∣∣
∂Q

.

Si para un dominio acotado Q su frontera ∂Q es diferenciable (o diferenciable por partes),
entonces, toda función de u ∈ H1(Q) posee una traza tr(u) ∈ L2(∂Q) [111]. Este resultado
garantiza la existencia de las trazas al menos para todas las funciones que se van a considerar
en este trabajo.

Al espacio dual (el conjunto de los funcionales lineales) de H1 se suele denotar por H−1 =
H−1(Q). Un ejemplo de funcional lineal es

[f0, ϕ] =
∫
Q

f0ϕdx, f0 ∈ L2.

Esta fórmula define una inmersión del conjunto L2 en H−1. Este operador es además compacto
[106].

Para cualquier campo vectorial p ∈ L2(Qn) la divergencia es un elemento de H−1, y puede
definirse a partir de la fórmula

[∇ · p, ϕ] = −
∫
Q

p · ∇ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 ,

donde “ · ” denota el producto escalar de dos vectores. Esto generaliza la definición de divergencia
clásica. El estimado siguiente es válido:

‖p‖H−1(Q) = sup
‖ϕ‖1=1

∫
Q

p · ∇ϕdx ≤ ‖p‖2
L2 .
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En un dominio con frontera Lipschitz continua se cumple la desigualdad de Poincaré:

∫
Q

u2 ≤ c0


(∫

Q

u

)2
+
∫
Q

|∇u|2

 , ∀u ∈ H1,

y la inmersión de H1 en L2 es compacta.
Para nuestro trabajo nos interesa resolver ecuaciones diferenciales, pero en lugar de utilizar

el espacio original encontraremos soluciones generalizadas, definidas en un espacio de Sobolev
acorde al problema en cuestión. Para celdas periódicas nos interesa conocer la solución en cada
subdominio, esto quiere decir que en lugar de buscar soluciones en H1 buscaremos en espacios
de la forma

H1(Q) =
{
u : u ∈ H1(Q), tal que su traza es única

}
.

En particular, para celdas periódicas tales como las definidas en 2-1

H1(W \ Γ) =
{
u : u

∣∣∣
Wi

∈ H1(Wi), ∀i, tal que su traza es única
}
.

2.3.2. Planteamiento del problema variacional

El problema de contorno descrito y otros que derivaremos posteriormente de este son, en
general, muy difíciles de resolver directamente. Para resolver este problema se pueden utilizar
diferentes métodos, entre los que destacan los métodos variacionales (numéricos y analíticos),
ya que en múltiples ocasiones es más conveniente trabajar con el problema en su forma débil
equivalente.

La formulación variacional de una ecuación diferencial parcial es una forma de escribirla
en términos de un problema integral en un espacio de soluciones que debilita las exigencias
de diferenciabilidad de las soluciones. Nosotros estamos especialmente interesados en aplicar el
Método de los Elementos Finitos. Es por esto que obtendremos una formulación variacional del
problema de contorno que nos permita resolverlo en espacios de funciones de dimensión finita.

Este punto de vista no solo permite encontrar soluciones analíticas y numéricas aproximadas
[58, 78, 112], sino que permite obtener cotas para las magnitudes y expresiones importantes
relacionadas con dicha solución [82,113,114].

En lugar de considerar (2-4)-(2-7) directamente tomemos un sistema de la forma

L∗u ≡ −∇ · (σ(∇u+ h)) = g en Ω\Γ, (2-8)
σ(∇u+ h) · η = −β JuK sobre Γ, (2-9)

Jσ(∇u+ h) · ηK= 0 sobre Γ, (2-10)
σ(∇u+ h) · η = u1 sobre ∂N, (2-11)

u = u0 sobre ∂D, (2-12)

donde

∂Ω = ∂D ∪ ∂N,

∂D ∩ ∂N = ∅,
(2-13)
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σ es un tensor periódico y η representa el vector normal unitario de Γ. Si bien la función
vectorial h pudiera incorporarse a g como

g∗ = g + ∇ · G = g + ∇ · (σh)

preferimos mantener esta notación por comodidad (en la Sec. 5.3 retomaremos este aspecto).
Sea v ∈ H1(Ω) función de prueba, se obtiene la siguiente formulación:

encontrar u ∈ H1(Ω) tal que
Aβ(u, v) = b(v) (2-14)

donde

Aβ(u, v) =
∫
Ω

σ∇u · ∇vdV +
∮
Γ

β JuKJvKdS,

b(v) = −
∫
Ω

gvdV −
∫
Ω

σh · ∇vdV −
∮

∂N

u1vdS −
∮

∂D

(σ(∇u0 + h) · η)vdS.

Observación: Estos operadores satisfacen las condiciones de los Teoremas 2 y 3, que ga-
rantizan existencia y unicidad de solución [80,89,115,116] (Capítulo 3).

Para el desarrollo de nuestro trabajo es también de interés el estudio de problemas con
condiciones de periodicidad. En tales casos, ∂N = ∅ y la condición de frontera (2-12), puede
ser reemplazada por condiciones de periodicidad, i.e. u ∈ H1

] donde

H1
] = {v ∈ H1,Ω − periódica}.

Es suficiente entonces restringir el espacio de las funciones de prueba Ω-periódicas, v ∈ H1
] ,

para garantizar la existencia de solución del problema.
En particular para Ω = W , ∂N = ∅ y u0 periódica en su frontera, considerando funciones

de prueba, v ∈ H1
] , el último sumando de b(v) en (2-14) se reduce a∫

∂D

(σ(∇u0 + h) · η)vdS =
∫

∂D

(σh · η)vdS.

Puesto que el vector normal toma valores opuestos en signo en caras opuestas de Ω = W . Otro
caso de interés es cuando h es periódica, en el cual para v periódica se anula el sumando∫

∂D

(σh · η)vdS = 0.

Es decir, teniendo todo esto en cuenta, la formulación variacional toma la forma particular∫
Ω

σ(∇u+ h) · ∇vdV +
∮
Γ

β JuKJvKdS = −
∫
Ω

gvdV (2-15)

De lo visto con anterioridad, para (2-4)-(2-7), el problema en su forma débil se obtiene
tomando

σ = Aε,h ≡ 0, g = f, β = Bε,u0 ≡ 0.
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No obstante nos interesa obtener también formulaciones débiles de los problemas que se derivan
de este utilizando el método de homogeneización asintótica. Esto nos permitirá caracterizarlos
y obtener justificaciones rigurosas para la existencia, unicidad y aproximación respecto a las
soluciones del problema original, como se verá en el siguiente capítulo.
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Capítulo 3

Fundamentación matemática

Este capítulo está dedicado a las herramientas de análisis funcional necesarias para justi-
ficar las diferentes formulaciones (fuertes y débiles) presentadas para ecuaciones diferenciales,
así como establecer las condiciones bajo las cuales estas tienen soluciones que satisfacen los
requerimientos de los métodos propuestos.

Para ello presentaremos algunos elementos básicos del análisis variacional. Luego se justifi-
cará la existencia y unicidad de las soluciones de los problemas locales, así como los elementos
imprescindibles del análisis asintótico. Si bien estos son los elementos básicos del Método de
Homogeneización Asintótica, veremos cómo utilizar las mismas bases para una justificación del
Método de los Elementos Finitos. Nuestra intención no es realizar un análisis exhaustivo de
todos los resultados, sino presentar algunos de los que consideramos fundamentales para las
diferentes teorías involucradas.

3.1. Principios variacionales

Lema 1 (desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Sea V un espacio vectorial real con
producto escalar, entonces

|[u, v]|2 ≤ [u, u][v, v] ∀u, v ∈ V ;

y esta desigualdad es estricta cuando u y v son linealmente independientes.

De manera general, el Teorema de Lax-Milgram garantiza la existencia y unicidad de la
solución de problemas de contorno que involucran ecuaciones en derivadas parciales elípticas,
debido a la equivalencia con las formulaciones integrales [89,115,116].

Aún más, los operadores discretos que derivan de FEM son restricciones de operadores
diferenciales débiles que se basan en los mismos principios, solo que en dimensión finita [117,118].
Por otra parte los resultados derivados de Lax-Milgram se basan en gran medida en el Teorema
de representación de Riesz, por lo cual a continuación veremos ambos teoremas.

Teorema 2 (representación de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert real y H ′ su dual, la
aplicación Φ : H → H ′ definida por

Φ(u) = φu, donde φu(v) = [u, v],
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es un isomorfismo isométrico (lineal, biyectiva y ‖u‖H = ‖Φ(u)‖H′).

Teorema 3 (de Lax-Milgram). Sea a(u, v) una forma bilineal, continua y coerciva en un espacio
de Hilbert H. Entonces, para toda aplicación lineal ϕ ∈ H ′ existe un único uϕ ∈ H ′ tal que

a(uϕ, v) = ϕ(v), ∀v ∈ H.

Además, existe una constante c > 0 que no depende de uϕ tal que

‖uϕ‖H ≤ c‖ϕ‖H′ .

Corolario 4. Además, si a(u, v) es simétrica, entonces uϕ se caracteriza por ser la solución
del problema de optimización:

u ∈ H, tal que: 1
2a(u, u) = mı́n

v∈H

{1
2a(v, v) − ϕ(v)

}
.

Lema 5 (desigualdad de Poincaré-Wirtinger). Sean Ω un dominio acotado con frontera Lips-
chitz, y 1 ≤ p < ∞. Entonces, para toda función u en el espacio de Sóbolev W 1

p (Ω):

‖u− 〈u〉Ω ‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).

Donde 〈·〉Ω es el operador de promediación y C es una constante que solo depende del domino
C = C(Ω).

En particular, si u se anula sobre la frontera (u
∣∣∣
∂Ω

= 0) se obtiene la denominada de-
sigualdad de Poincaré:

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).

La generalización de este resultado para otros espacios de Sóbolev es conocida como de-
sigualdad de Friedrich para funciones de soporte compacto (i.e., el conjunto donde no se anulan
es cerrado y acotado).

Lema 6 (desigualdad de Friedrich). Sean Ω un dominio acotado con diámetro ` y 1 ≤ p < ∞.
Entonces para toda función u en el espacio de Sóbolev Wm

p (Ω) con soporte compacto, se cumple
que

‖u‖Lp(Ω) ≤ `k

 ∑
|α|=k

‖Dαu‖p
Lp(Ω)

1/p

.

Mostraremos a continuación un teorema que resulta fundamental para la justificación ma-
temática de nuestros problemas.

Teorema 7 (Principio del máximo generalizado). El problema (2-14) tiene tiene una única
solución generalizada en el espacio H1(Ω \ Γ), y satisface

‖u‖W 1
2

≤ c‖g‖L2 .

Utilizaremos este teorema general de manera similar a como ha sido empleado el principio del
máximo en la literatura [80,116] para otros problemas de tipo elíptico. Si bien este planteamiento
se debe a [3], la demostración del mismo se basa en el teorema de Fredholm [111].
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3.2. Lemas de Existencia y Unicidad

Sean las funciones matriciales de M ×M simétricas en el sentido

Aij(y) = A>
ji(y) (i, j = 1, ..., N), (3-1)

y sean las funciones vectoriales M -dimensionales

fk(y) (k = 0, 1, ..., N).

Supongamos que son acotadas, medibles y Q-periódicas en y ∈ RN . Estamos interesados en
estudiar el sistema de ecuaciones

∂

∂yi

(
Aij(y) ∂u

∂yj
(y)
)

= f0(y) + ∂

∂yk
fk(y). (3-2)

A continuación presentaremos varios resultados asociados a la existencia y unicidad de estos
problemas. Estos han sido derivados directamente del suplemento de [3].

Observación: Para el presente trabajo se necesita solamente M = 1, donde se reduce a
la simetría usual de matrices. A esta condición (3-1) de simetría tan particular para M > 1
también se le conoce como condición de compatibilidad [3,119]. Vista la función matricial matriz
como un tensor de cuarto orden (Aij = (aijkl)) la condición es equivalente a:

aijkl = ajilk,

Si las Aij , fk son funciones suaves, entonces por una solución 1-periódica de (3-2) queremos
decir una función vectorial 1-periódica que satisfacen (3-2) en cada punto y ∈ RN .

Sea la celda periódica Q = [0, 1]N , multiplicando por cualquier función vectorial 1-periódica
suave ϕ e integrando en el dominio se obtiene la identidad integral:

−
∫

Q

[
Aij

∂u

∂yj
,
∂ϕ

∂yi

]
dV =

∫
Q

[f0, ϕ] dV −
∫

Q

[
fk,

∂ϕ

∂yk

]
dV, (3-3)

donde [a, b] denota el producto escalar de vectores en RN . Esta identidad integral permitiría
definir las soluciones generalizadas en el caso de los coeficientes que no sean suaves.

Consideremos el espacio se Sóbolev

W 1
2 (Q) =

{
u ∈ L2(Q) : ∂u

∂ξk
∈ L2(Q), k = 1, ... , n

}
.

Llamaremos solución 1-periódica generalizada de la ecuación (3-2) a aquella función u ∈ W 1
2 (Q)

que satisfaga (3-3) para toda función de prueba ϕ ∈ W 1
2 (Q).

Observación: Todo lo anterior, y los desarrollos posteriores no pierden generalidad si en
lugar de [0, 1]N se hubiera considerado Q-periodicidad para Q =

∏N
i=1 Yi ⊂ RN como multipli-

cación de intervalos reales Yi = [ai, bi] ⊂ R.
Diremos que una matriz A = (aij) es coercitiva o definida positiva cuando exista una cons-
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tante positiva C > 0 tal que
∀ξ ∈ Rn : aijξiξj ≥ C‖ξ‖2

2.

A este carácter definido positivo se le conoce como propiedad de coercitividad o elipticidad [62].

Lema 8. Si las funciones matriciales Aij(y) satisfacen〈[
Aij(y) ∂φ

∂yj
,
∂φ

∂yi

]〉
Q

> C

〈[
∂φ

∂yi
,
∂φ

∂yi

]〉
Q
, C > 0 (3-4)

para todo φ ∈ W 1
2 (Q), entonces (3-2) tiene solución 1-periódica generalizada si y solo si

〈f0〉 = 0. (3-5)

Además, esta función es única salvo una constante aditiva, es decir,

u(y) = u0(y) + c,

para u0(y) alguna solución 1-periódica de (3-2). Por comodidad se suele tomar u0 tal que
〈u0〉Q = 0.

Observación: La condición (3-4) es más general que la elipticidad, pero en principio bas-
taría exigir esta última para nuestros problemas.

Demostración: Necesidad (a). Supongamos que conocemos una solución 1-periódica u del pro-
blema (3-3). Entonces, seleccionando las funciones de prueba

ϕr(y) = (δ1r, . . . , δnr)> , (r = 1, . . . , n),

se obtiene que la componente r-ésima de 〈f0〉 se anula, es decir que dicho promedio es necesa-
riamente igual al vector nulo.

Demostración: Suficiencia (b). Denotemos por Ĥ(Q) al subespacio de L2(Q) con media cero:

Ĥ(Q) =
{
u ∈ L2(Q) : 〈u〉Q = 0

}
.

Dividiremos esta demostración en dos etapas: (b1) Primeramente demostraremos que existe una
única u ∈ Ĥ(Q) ∩ W 1

2 (Q) que satisface la ecuación (3-3) para cualquier ϕ ∈ Ĥ(Q) ∩ W 1
2 (Q).

(b2) Finalmente extenderemos este resultado a ϕ ∈ W 1
2 (Q) cuando 〈f0〉Q = 0.

(b1) Utilizando la desigualdad de Poincaré [111] se tiene que

∀φ ∈ W 1
2 (Q) : ‖φ‖2

L2(Ω) ≤ 〈φ〉2 + N

2

〈[
∂φ

∂yk
,
∂φ

∂yk

]〉
Q
,

y en particular, para u ∈ Ĥ ∩W 1
2 (Q):

‖u‖2
L2 ≤ N

2

N∑
k=1

∥∥∥∥ ∂u∂yk

∥∥∥∥2

L2
. (3-6)
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Pero como por hipótesis se cumple (3-4), esto demuestra la elipticidad del operador bilineal

A(u, ϕ) ≡ [u, ϕ]A ≡
〈[
Aij

∂u

∂ξj
,
∂ϕ

∂ξi

]〉
Q
,

y por la simetría y acotación de A, dicho operador se convierte en un producto escalar sobre
el espacio Ĥ(Q) ∩W 1

2 (Q). Notemos además que la norma ‖v‖A =
√
A(v, v) es equivalente a la

norma de W 1
2 (Q).

Observación: Aquí la simetría en el sentido de (3-1) es necesaria para la simetría del
producto [u, ϕ]A, ya que[

Aij
∂u

∂ξj
,
∂ϕ

∂ξi

]
=def>

[
A>

ij

∂ϕ

∂ξi
,
∂u

∂ξj

]
=(3-1)

[
Aji

∂ϕ

∂ξi
,
∂u

∂ξj

]
=
[
Aij

∂ϕ

∂ξj
,
∂u

∂ξi

]
.

Si reescribimos (3-3) como

[u, ϕ]A = − 〈[f0, ϕ]〉Q +
n∑

k=1

〈[
fk,

∂ϕ

∂ξj

]〉
Q

≡ b(ϕ), (3-7)

el miembro derecho es un funcional lineal para ϕ en H(Q) ∩W 1
2 (Q); y por el Teorema de Riesz

existe un único u ∈ Ĥ(Q) ∩W 1
2 (Q) que satisface (3-7) para todo ϕ ∈ Ĥ(Q) ∩W 1

2 (Q).
Observación: Este uso del teorema de Riesz es equivalente al Teorema de Lax-Milgram,

por lo que se puede encontrar en la literatura en cualquiera de sus dos formas. Bajo ciertas
condiciones es posible incluso suprimir la exigencia sobre la simetría [120,121].

(b2) Consideremos ahora el caso 〈f0〉Q = 0. Sea ϕ ∈ W 1
2 (Q), podemos escribirla como

ϕ = ψ + 〈ϕ〉Q ,

con 〈ψ〉Q = 0, ψ ∈ H(Q) ∩W 1
2 (Q). Pero

−b(ϕ) = 〈[f0, ψ]〉Q +
[
〈f0〉Q , 〈ϕ〉Q

]
−
〈[
fi,

∂ψ

∂ξj

]〉
Q

= 〈[f0, ψ]〉Q −
〈[
fi,

∂ψ

∂ξj

]〉
Q

=
〈[

−Aij
∂u

∂ξj
,
∂ψ

∂ξi

]〉
Q

=
〈[

−Aij
∂u

∂ξj
,
∂ϕ

∂ξi

]〉
Q
.

Por lo tanto, existe una función u, obtenida a partir de ψ, por el teorema de Riesz, que
satisface (3-3) para todo ϕ ∈ W 1

2 (Q).
Para la unicidad (salvo una constante aditiva) supongamos que existen u1, u2 ∈ W 1

2 (Q) que
satisfacen (3-3) y supongamos, además, que u1 − u2 no es constante. En tal caso la función

v = u1 − u2 − 〈u1 − u2〉Q 6≡ 0
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satisface (3-7) para f0 = fi = 0. Pero como [v, v]A = 0, esto implicaría que v ≡ 0, llegando a
una contradicción.

3.2.1. Condiciones de contacto perfecto

Supongamos que en el interior del dominio Q se tienen determinadas superficies cerradas,
a las que llamaremos superficies de contacto, Γ ⊂ Q \ ∂Q tales que

∂

∂yi

(
Aij(y) ∂u

∂yj
(y)
)

= f0(y) + ∂

∂yk
fk(y) en Q \ Γ, (3-8)

s
Aij

∂u

∂yj
ni − fini

{
= 0, sobre Γ, (3-9)

JuK= 0, sobre Γ. (3-10)

A estas condiciones (3-9)-(3-10) se les conoce como condiciones de contacto perfecto.
Este sistema, completado con condiciones de contorno se conoce como formulación fuerte,

y está bien planteado en C2(Q \ Γ). Multiplicando (3-8) por ϕ e integrando en el dominio, y
usando (3-9)-(3-10), se obtiene nuevamente la identidad integral (3-3). Esto quiere decir que
(3-2) admite soluciones generalizadas de (3-8)-(3-10) si se consideran sobre Γ discontinuidades
finitas en Aij o fk.

3.2.2. Condiciones de contacto imperfecto

Analicemos ahora el siguiente problema:

∂

∂yi

(
Aij(y) ∂u

∂yj
(y)
)

= f0(y) + ∂

∂yk
fk(y) en Q \ Γ, (3-11)

s
Aij

∂u

∂yj
ni − fini

{
= 0, sobre Γ, (3-12)

Aij
∂u

∂yj
ni = fini + β JuK, sobre Γ, (3-13)

donde β es una función matricial de M × M simétrica y semidefinida positiva (i.e. ∀ξ ∈ RM :
βijξiξj ≥ 0). A las nuevas condiciones sobre las superficies de contacto se le conocen como
condiciones de contacto imperfecto, y el contacto perfecto es un caso límite cuando β = ∞.

Multiplicando (3-11) por ϕ e integrando en el dominio, ahora con las condiciones de contacto
imperfecto (3-12)-(3-13) se obtiene〈[

Aij
∂u

∂yj
,
∂ϕ

∂yi

]〉
Q

+
∮

Γ
[ β JuK, JϕK ] dS = − 〈[f0, ϕ]〉Q +

〈[
fk,

∂ϕ

∂yk

]〉
Q
. (3-14)

Llamaremos solución Q-periódica generalizada de (3-11)-(3-13) a aquella función u ∈ W 1
2 (Q)

que satisfaga (3-14) para toda función de prueba ϕ ∈ W 1
2 (Q).

Observación: En las formulaciones débiles presentadas se ha utilizado la periodicidad de las
funciones Aij , fk, u y ϕ. Para condiciones de frontera más generales (tipo Newman o Dirichlet)
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aparecen también otros sumandos (Sec. 2.3).

Lema 9. Si las funciones Aij(y) satisfacen〈[
Aij(y) ∂φ

∂yj
,
∂φ

∂yi

]〉
Q

> C

〈[
∂φ

∂yi
,
∂φ

∂yi

]〉
Q
, C > 0 (3-4)

para todo φ ∈ W 1
2 (Q \ Γ), entonces (3-11)-(3-13) tiene solución Q-periódica generalizada, si y

solo si,
〈f0〉 = 0. (3-5)

Además, esta solución es única salvo una constante aditiva.

La demostración de la necesidad (a) es idéntica a la del Lema 8.

Demostración: Suficiencia (b). Esta demostración es similar a la anterior, por lo que omitiré
algunos pasos, pero mostraremos con un poco más de detalles los pasos donde radican sus
diferencias.

(b1) Considerando solamente soluciones en el subespacio Ĥ(Q) se obtiene (3-6). Por la
hipótesis (3-4), se tiene la desigualdad

‖u‖2
L2 ≤ N

2C

〈[
Aij

∂u

∂yj
,
∂u

∂yi

]〉
.

Sumando con (3-4) nos permite obtener

‖u‖2
W 1

2
≤ N + 2

2C

〈[
Aij

∂u

∂yj
,
∂u

∂yi

]〉
,

de donde se deriva

2C
N + 2‖u‖2

W 1
2

≤
〈[
Aij

∂u

∂yj
,
∂u

∂yi

]〉
+
∮

Γ
[ β JuK, JuK ] dS

(por ser β positiva).
Haciendo uso del teorema de Riesz en

Aβ(u, ϕ) ≡ [u, ϕ]Aβ
≡
〈[
Aij

∂u

∂yj
,
∂ϕ

∂yi

]〉
+
∮

Γ
[ β JuK, JϕK ] dS

= − 〈[f0, ϕ]〉Q +
n∑

k=1

〈[
fk,

∂ϕ

∂ξj

]〉
Q

≡ b(ϕ),
(3-15)

∃!u ∈ Ĥ(Q) ∩W 1
2 (Q) que satisface (3-15) para todo ϕ ∈ Ĥ(Q) ∩W 1

2 (Q).
(b2) La extensión a W 1

2 (Q), cuando 〈f0〉 = 0 en esta demostración, es análoga a la del Lema
8, pero cambiando [u, ϕ]A por [u, ϕ]Aβ

.

La existencia de solución para el problema (3-11)-(3-13) también ha sido abordado por
métodos de convergencia funcional débil en [122].
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3.3. Conceptos básicos del análisis asintótico

A continuación analizaremos cómo se relacionan las soluciones del problema original y el
homogeneizado. Para ello haremos uso del principio del máximo enunciado en la Sección 3.1.
Dos conceptos fundamentales de los que se hará uso a lo largo de todo el trabajo: expansión
asintótica y solución asintótica formal [3].

Sea Bε un espacio normado, denotaremos por

u(M) =
M∑

i=0
εiui(x, ε), ui(x, ε) ∈ Bε. (3-16)

La serie

u(∞) =
∞∑

i=0
εiui(x, ε), (3-17)

independientemente de su convergencia, se dice expansión asintótica (e.a.) de f(x, ε) si y solo
si para todo N ∈ N existe M tal que

∀m ≥ M : f(x, ε) − u(m) = O(εN ) en la norma de Bε, (3-18)

y se denota por u(∞) ∼ f(x, ε). Esta es una relación de equivalencia en el sentido:

∞∑
i=0

εiui(x, ε) ∼
∞∑

i=0
εivi(x, ε) ⇔

∞∑
i=0

εi(ui(x, ε) − vi(x, ε)) ∼ 0,

Sean Hε
s y Hε

d dos familias de espacios de Banach (ε > 0), y los operadores Lε : Hε
s → Hε

d

están definidos para alguna vecindad reducida de 0. Para f ∈ Hε
d , se dice que la serie (3-17)

es una solución asintótica formal (s.a.f.) del problema Lεu = f si y solo si para todo N ∈ N
existe M tal que

∀m ≥ M : Lεu(m) − f(x, ε) = O(εN ) en la norma de Hε
d . (3-19)

Supongamos que para cualquier función f ∈ Hd existe la solución del problema

Lεuε = f,

y conocemos a priori que satisface el estimado

‖uε‖Hs ≤ C‖f‖Hd
, (3-20)

para alguna constante C independiente de f y de ε (los detalles de la obtención de este estimado,
en nuestro caso, se verán más adelante). Por (3-19)

Lε(u(k) − uε) = Lεu(k) − Lεuε + Lεuε − f = O(εN ),
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pero entonces, como (3-22) es independiente del miembro derecho:

‖u(k) − uε‖Hs ≤ C‖O(εN )‖Hd
,

es decir,
‖u(k) − uε‖Hs = O(εN ). (3-21)

Es decir, existen constantes A y ε0, tales que

‖u(k) − uε‖Hs ≤ AεN

para todo 0 < ε < ε0.
En ocasiones la constante C de (3-22) puede depender de ε de forma tal que

∃α > 0 : C ≤ C0ε
−α,

C0 no dependiente de ε, obteniéndose

‖u(k) − uε‖Hs = O(εN−α).

La demostración en estos casos es la misma, y en general pudiéramos enunciar este resultado
como sigue.

Teorema 10. Sea Lε un operador lineal, si en cierto espacio existe la solución uε del problema
Lεuε = f, y se satisface

‖uε‖Hs ≤ CεK‖f‖Hd
, (3-22)

(C > 0 y C,K independientes de ε). Entonces toda solución asintótica formal es expansión
asintótica de uε.

Para el caso en que Lε no es lineal, es posible debilitar estas condiciones en casos particulares,
sin embargo no serán abordadas pues escapan a nuestros objetivos [7, 116].

Para nuestro estudio utilizaremos el estimado que nos brinda el Teorema 7. En el Capítulo
4 se encontrará una s.a.f. de la forma

u0 + εu1 + ε2u2 + ε3u3 + ε4u4

donde cada ui es periódica y se satisface (3-20) para el operador

Lε(·) = ∇ · (Aε∇(·)) , Aε = A(x
ε
,
x

ε2 ), (3-23)

siendo A un tensor periódico con respecto a cada variable. En particular

Lεu(4) − f = Lε(u(4) − uε) = O(ε), (3-24)

en la norma de L2, por lo que los Teoremas 7 y 10 garantizan que

‖u(4) − uε‖W 1
2

= O(ε), (3-25)
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donde uε es la solución de Lεu(k) = f . Además, por la propia construcción de la s.a.f.

‖u(4) − u0‖W 1
2

= O(ε),

y utilizando la desigualdad triangular, se obtiene

‖u0 − uε‖W 1
2

= O(ε). (3-26)

3.4. Justificación del Método de Elementos Finitos
La literatura matemática y de ingeniería reciente se ha ocupado de formar bases amplias para

la solución numérica de ecuaciones diferenciales desde el punto de vista del análisis funcional
[123,124]. El propósito de esta sección es aplicar la teoría de espacios abstractos presentada en
las secciones anteriores en un marco en el que se puedan establecer resultados de existencia,
unicidad e incluso convergencia, de los cuales depende el Método de Elementos Finitos.

Sea H un espacio de Hilbert y V ⊂ H un subespacio cerrado. Definiremos los problemas
siguientes [107]:

Problema Variacional. Sean A(u, v) una forma bilineal, acotada y definida positiva en V , y
una aplicación lineal f ∈ V ′. Encontrar

u ∈ V, tal que A(u, v) = f(v) ∀v ∈ V.

Aproximación de Ritz-Galerkin. Dado un subespacio de dimensión finita Vh ⊂ V . Sean
A(u, v) una forma bilineal, acotada y definida positiva en V y una aplicación lineal f ∈ V ′.
Encontrar

u ∈ Vh, tal que A(u, v) = f(v) ∀v ∈ Vh.

Los siguientes teoremas son consecuencia directa de los teoremas de representación de Ritz
y de Lax-Milgram [107].

Teorema 11. Los Problemas Variacional y de Aproximación de Ritz-Galerkin poseen solucio-
nes únicas u y uh, respectivamente.

Teorema 12 (fundamental de ortogonalidad de Galerkin). Sea A(u, v) bilineal, acotada, defini-
da positiva y simétrica. Las soluciones u y uh de los Problemas Variacional y de Aproximación
de Ritz-Galerkin, respectivamente, satisfacen

A(u− uh, v) = 0 ∀v ∈ Vh. (3-27)

Es decir, uh es la proyección de u en Vh bajo el producto escalar A(u, u). Además, con la norma
‖u‖A =

√
A(u, u), se cumple:

‖u− uh‖A = mı́n
v∈Vh

‖u− v‖A. (3-28)

Corolario 13 (método de Rayleigh-Ritz). En el caso simétrico, uh minimiza en Vh el funcional
cuadrático

Q(v) = A(v, v) − 2f(v). (3-29)
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Corolario 14. En el caso simétrico, si V es completo y el subespacio Vh ⊂ V es cerrado y
convexo, existe una única uh ∈ Vh que minimiza (3-29).

El siguiente teorema nos muestra que es posible encontrar estimados del error en el espacio
original, aún en el caso no simétrico [107,115,124,125].

Lema 15 (de Céa). Sean u y uh las soluciones de los Problemas Variacional y de Aproximación
de Ritz-Galerkin, respectivamente, entonces

‖u− uh‖H ≤ K mı́n
v∈Vh

‖u− v‖H ,

donde K > 0 es una constante independiente de Vh. Esta constante se puede obtener a partir
de la continuidad y carácter definido positivo de A en la forma K = C

α donde

|A(u, v)| ≤ C‖u‖H‖v‖H , A(w,w) ≥ α‖w‖2
H , ∀u, v ∈ H,w ∈ V.

Demostración. Restando las ecuaciones de ambos problemas se tiene

A(u− uh, v) = 0, ∀v ∈ Vh,

esto, junto al carácter definido positivo lleva a

α‖u− uh‖2
H ≤ A(u− uh, u− uh) = A(u− uh, u− v) +A(u− uh, v − uh)

= A(u− uh, u− v).

Finalmente, por la continuidad

α‖u− uh‖2
H ≤ C‖u− uh‖H‖u− v‖H ,

es decir,

‖u− uh‖H ≤ C

α
‖u− v‖H v ∈ Vh, (3-30)

y como Vh es cerrado: existe el mínimo para (3-30) y la desigualdad se cumple.

Corolario 16. En el caso simétrico:

‖u− uh‖H ≤

√
C

α
mı́n
v∈Vh

‖u− v‖H , (3-31)

(las mismas C y α obtenidas de la continuidad y el carácter definido positivo).

Observación: Este teorema nos indica que la Aproximación de Ritz-Galerkin es
cuasioptimal para el Problema Variacional, esto es, que el error de uh es proporcional al menor
error posible en el espacio Vh.

La principal consecuencia de los resultados aquí presentados es la condición suficiente para
la convergencia del método de aproximación. Reduciendo el problema variacional en un espacio
V a la construcción de una familia {Vh}h de subespacios de dimensión finita Vh ⊂ V tales que

ĺım
h→0

ı́nf
v∈Vh

‖u− v‖ = 0,
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para cada u ∈ V (o al menos para un conjunto que contenga a la solución del problema). En
particular si se puede garantizar que existan las soluciones de

A(uh, v) = f(v) ∀v ∈ Vh,

a dicha familia se le conoce como familia asociada discreta y se considera convergente cuando

ĺım
h→0

‖uh − u‖ = 0.

En el Capítulo 5 se precisarán técnicas específicas del Método de Elementos Finitos para la
construcción de esos espacios.
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Parte II

Resultados
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Capítulo 4

Homogeneización a escalas múltiples

En el Capítulo 2 fue formulado el problema de la conducción del calor para un material
compuesto con multiples escalas y contacto imperfecto. Utilizaremos ahora el M.H.A. para en-
contrar las propiedades efectivas de dicho material. Para esto se tienen que resolver ecuaciones
diferenciales parciales en las celdas periódicas en cada escala, conocidos como Problemas Loca-
les. Estos problemas serán resueltos de forma analítica para dos casos simples: para compuestos
laminados (Sec. 4.2) y fibrosos (Sec. 4.3). Las fórmulas analíticas obtenidas serán validadas y
aplicadas de manera directa en diversos contextos al final de este capítulo. En el Capítulo 5 se
propondrá una combinación de métodos numéricos basados en descomposición de dominios y
elementos finitos para resolver problemas más complejos.

Para aproximar la solución uε(x) construiremos una solución asintótica formal (s.a.f.) de la
forma

u(∞)(x) = u0(x, y, z) + εu1(x, y, z) + ε2u2(x, y, z) + · · · (4-1)

donde cada ui se considera Y -periódica respecto a y y Z-periódica respecto a z, y

y = x

ε
, z = x

ε2 . (4-2)

Para nuestro estudio es suficiente considerar solo los primeros 5 términos de esta serie, es decir

uε(x) = u0(x, y, z) + εu1(x, y, z) + ε2u2(x, y, z) + ε3u3(x, y, z) + ε4u4(x, y, z). (4-3)

Introduzcamos la siguiente notación:

Lε(·) = ∇ · (Aε∇(·)) , Aε = A(y, z), uε = u(x, y, z), (4-4)

De esta forma, Lεuε = −f y utilizando la regla de la cadena

dF

dxi
= ∂F

∂xi
+ ε−1 ∂F

∂yi
+ ε−2∂F

∂zi
,
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se obtiene:

Lεuε = ∇ ·
(
Aε∇xu+ ε−1∇yu+ ε−2∇zu

)
= ∇x · (A∇xu) + ε−1∇y · (A∇xu) + ε−2∇z · (A∇xu)

+ ε−1
(
∇x · (A∇yu) + ε−1∇y · (A∇yu) + ε−2∇z · (A∇yu)

)
+ ε−2

(
∇x · (A∇zu) + ε−1∇y · (A∇zu) + ε−2∇z · (A∇zu)

)
.

Dicho operador puede ser reescrito de la forma siguiente

Lε = ε−4L1 + ε−3L2 + ε−2L3 + ε−1L4 + ε0L5, (4-5)

donde

L1 = ∇z · (A∇z) ,
L2 = ∇y · (A∇z) + ∇z · (A∇y) ,
L3 = ∇x · (A∇z) + ∇y · (A∇y) + ∇z · (A∇x) ,
L4 = ∇x · (A∇y) + ∇y · (A∇x) ,
L5 = ∇x · (A∇x) .

(4-6)

Aplicando (formalmente) el operador Lε a la serie descrita, agrupando por potencias de
ε, e igualando a cero los coeficientes de dichas potencias; de (2-4),(2-6) y (2-5), se obtiene la
siguiente cadena recurrente de problemas:

de ε−4 y ε−2:



L1u0 = 0 en Ω \ Γε,

A(1)∇zu0
(1)· n(1) = 0 sobre Γε

Y ,

A(1)∇zu0
(1)· n(1) = B2 Ju0K sobre Γε

Z ,

JA∇zu0 · nK= 0 sobre Γε.

(4-7)

de ε−3 y ε−1:



L1u1 + L2u0 = 0 en Ω \ Γε,

A(1) (∇zu1 + ∇yu0)(1)· n(1) = B1 Ju0K sobre Γε
Y ,

A(1) (∇zu1 + ∇yu0)(1)· n(1) = B2 Ju1K sobre Γε
Z ,

JA (∇zu1 + ∇yu0) · nK= 0 sobre Γε.

(4-8)

de ε−2 y ε0 :



L1u2 + L2u1 + L3u0 = 0 en Ω \ Γε,

A(1) (∇zu2 + ∇yu1 + ∇xu0)(1)· n(1) = B1 Ju1K sobre Γε
Y ,

A(1) (∇zu2 + ∇yu1 + ∇xu0)(1)· n(1) = B2 Ju2K sobre Γε
Z ,

JA (∇zu2 + ∇yu1 + ∇xu0) · nK= 0 sobre Γε.

(4-9)
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También de ε−1 y ε0 se obtienen

L1u3 + L2u2 + L3u1 + L4u0 = 0, (4-10)
L1u4 + L2u3 + L3u2 + L4u1 + L5u0 = −f. (4-11)

Observación: Nótese que todas estas ecuaciones tienen una forma similar:

L1U = F0 + ∂Fi

∂ξi
,

donde U es una función Y ×Z-periódica. De acuerdo con el Lema 9 (Sección (3.2)), una condición
necesaria para la existencia de soluciones Q-periódicas de esta ecuación es,

〈F0〉Q = 0, (4-12)

donde 〈·〉 denota el promedio sobre la celda periódica.
En término de las formulaciones desarrolladas en el presente capítulo, el formalismo asintó-

tico se reduce a que, para cada ecuación es necesario:

1. obtener de la ecuación una expresión de la forma L1ui+4 = F ,

2. aplicar el Lema 9 con (m = 1, A = a, Y1 = Z, ξ = z),

3. buscar una expresión para 〈F 〉Z simplificando terminos nulos (usualmente mediante el
Teorema de la Divergencia de Gauss-Ostrogradsky [126,127] o casos particulares), y

4. deducir expresiones adecuadas (anzats) para cada uj(j = 1, . . . , i+ 4).

Un desarrollo análogo al de las secciones siguientes puede encontrarse en [4], aunque el enfoque
y las notaciones siguen a [2, 3, 86].

4.1. Problemas locales y coeficientes efectivos

En el sistema (4-7), aplicando el lema sobre la variable z, obtenemos:

u0 = u0(x, y). (4-13)

Es posible utilizar separación de variables en la primera ecuación de (4-8), para obtener una
solución de la forma

u1(x, y, z) = −χk
y(z)∂u0

∂yk
(x, y) + ũ1(x, y), (4-14)

donde χk
y es la solución del siguiente problema, el cual tiene soluciones únicas para cada y ∈ Y .

Denotaremos por ΓZ las superficies de contacto obtenidas al fijar y:

Primer Problema Local. Para cada y ∈ Y,A(y, z) = (aij) ∈ C∞(R2, Sn) Z-periódica respecto
a z, sea

Λ1
y(χj

y − zj) = L1(χj
y − zj) = − ∂

∂zi

(
aij − aik

∂χj
y

∂zk

)
.
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Encontrar la familia paramétrica de soluciones {χj
y}y∈Y , χj

y : Rn → R que satisfacen

Λ1
y(χj

y − zj) = 0, (4-15)
q
A∇z(zj − χj

y) · n
y∣∣∣ΓZ

= 0, (4-16)

A(1)∇z(zj − χj
y)(1)· n(1) = −B2(y, z)

q
χj

y

y∣∣∣ΓZ
, (4-17)〈

χj
y

〉
Z

= 0. (4-18)

Aplicando el Lema 9 en (4-9) para (x, y) fijo, es decir, sobre

L1u2 = −L2u1 − L3u0, (4-19)

la condición para que (4-19) tenga solución Z-periódica es

∂

∂yi

(〈
aik − aij

∂χk
y

∂zj

〉
Z

∂u0
∂yk

)
= 0. (4-20)

Introduciendo la notación
a1

ij =
〈
aij − aik

∂χj
y

∂zk

〉
Z
, (4-21)

podemos reescribir (4-20) de la forma

− ∂

∂yi

(
a1

ij(y)∂u0
∂yj

)
= 0. (4-22)

Observación: Estos coeficientes están homogeneizados respecto a Z, pero continúan respe-
tando la periodicidad respecto a Y . Este nuevo tensor a1

ij heredan del original otras importantes
propiedades como son: la simetría y el carácter definido positivo. Lo anterior nos permite utilizar
el Lema 9 nuevamente. Demostraciones de esta importante propiedad se encuentran en [3, pp.
196–204], [37, pp. 36–44] y [86, pp. 59–62].

Siguiendo la misma metodología con la ecuación (4-22) obtenemos:

u0 = u0(x), (4-23)

y por (4-14):
u1 = ũ1(x, y). (4-24)

Utilizando los resultados anteriores, y realizando un proceso de separación de variables en
(4-19) (análogo a (4-14)), se obtiene

u2 = −χk
y

(
∂u1
∂yk

+ ∂u0
∂xk

)
+ ũ2(x, y). (4-25)
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Enfoquémonos ahora en (4-10), de la condición necesaria tenemos:〈
∂

∂yi

((
aik − aij

∂χk
y

∂zj

)
∂u1
∂yk

+
(
aik − aij

∂χk
y

∂zj

)
∂u0
∂xk

)〉
Z

= 0,

que puede reescribirse de acuerdo con la notación (4-21) como

− ∂

∂yi

(
a1

ij(y)∂u1
∂yj

)
u1 = ∂

∂yi

(
a1

ij(y)∂u0
∂yj

)
yk
∂u0
∂xk

. (4-26)

Podemos utilizar separación de variables:

u1 = −χj(y)∂u0
∂xj

(x) + ũ1(x). (4-27)

para una función χj , Y -periódica, que satisface

Λ(χj − yj)∂u0
∂xj

= 0.

De manera análoga al Primer problema local enunciaremos el siguiente problema:

Segundo Problema Local. Encontrar χj, Y -periódica, tal que

∂

∂yi

(
a1

ij − a1
ik

∂χj

∂yk

)
= 0, en Y \ ΓY , (4-28)

q
A∇y(yj − χj) · n

y
= 0 sobre ΓY , (4-29)

A(1)∇y(yj − χj)(1)· n(1) = −B2(y)
q
χj

y
sobre ΓY , (4-30)〈

χj
〉
Z

= 0. (4-31)

Utilizando la solución de este problema en (4-27) y sustituyendo en (4-25) entonces

u2 = −χk
y(z)

(
−∂χj

∂yk
(y)∂u0

∂xj
(x) + ∂u0

∂xk

)
+ ũ2(x, y). (4-32)

La condición necesaria y suficiente para que (4-11) tenga solución en la clase de las funciones
periódicas en Y × Z es:

〈Ly,zu3 + (Lx,z + Ly,y)u2 + (Lx,y + Ly,x)u1 + Lx,xu0〉Z = −f.

Teniendo en cuenta (4-23), (4-27) y (4-32), y como además

〈Ly,zu3 + Ly,yu2 + Ly,xu1〉Y = 0,
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entonces, aplicando el operador de promediación sobre la celda periódica Y, se obtiene:

∂

∂xi

〈
ail

∂

∂zl
(χk

y − zk) ∂

∂yk
(yj − χj) ∂v

∂xj

〉
Y ×Z

= − f(x). (4-33)

La expresión anterior es equivalente a

− âij
∂2v

∂xi∂xj
= f, (4-34)

donde âij son las componentes del tensor efectivo, definidas por

âij =
〈(

aij − aik

∂χj
y

∂zk

)
−
(
ail − aik

∂χl
y

∂zk

)
∂χj

∂yl

〉
Y × Z

. (4-35)

De acuerdo con la notación de (4-21)-(4-22), podemos reescribir (4-35) como

âij =
〈
a1

ij − a1
il

∂χj

∂yl

〉
Y
, (4-36)

donde
a1

ij =
〈
aij − aik

∂χj
y

∂zk

〉
Z
.

La ecuación (4-34) es precisamente la ecuación del problema con coeficientes homogéneos
al que hemos hecho mención con anterioridad. Para fijar ideas, daremos una definición más
precisa de lo que consideraremos como Problema Homogeneizado.

Problema Homogeneizado. Dado A = (aij) tensor simétrico y definido positivo Y×Z-periódico.
Encontrar u0, de clase C2(Ω), tal que

−âij
∂2u0
∂xi∂xj

= f en Ω, (4-37)

u0 = 0 sobre ∂Ω. (4-38)

Para los coeficientes efectivos definidos por (4-21) para la microescala y (4-36) para la macro-
escala. Siendo χj

y y χj soluciones del Primer y Segundo Problemas Locales, respectivamente.

Para algunas aplicaciones [81, 128, 129], las soluciones del problema homogeneizado y las
soluciones de primer orden no pueden adquirir algunas fluctuaciones de interés locales en los
campos resultantes. Por lo tanto, al agregar terminos de orden superior, los comportamientos
físicos y mecánicos locales dentro de los materiales se pueden captar con mayor precisión [3,81].

Continuando el algoritmo de homogeneización descrito es posible resolver también las ecua-
ciones (4-10) y (4-11) para obtener una s.a.f. de la forma (4-3). De aquí que

Lεuε + f = ε
(
L2u4 + L3u3 + L4u2 + L5u1

)
+O(ε2),
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donde Lε es un operador lineal y todas son funciones son acotadas. En virtud del Teorema 7
podemos concluir, que la s.a.f. construida a partir de (4-23), (4-27) y (4-32) es una expansión
asintótica de la solución original. Se tiene además la convergencia asintótica de la solución del
problema homogeneizado a la solución del problema original (vease Sec. 3.3)

Presentaremos a continuación, a modo de resumen, el algoritmo de obtención de una s.a.f.,
abordando así todos los aspectos fundamentales de este capítulo:

Primero es necesario resolver el Primer y Segundo Problemas Locales

Λ1
y(χj

y − zj) = − ∂

∂zi

(
aij − aik

∂χj
y

∂zk

)
= 0,

〈
χj

y

〉
Z

= 0; (4-15)

Λ2(χj − yj) = − ∂

∂yi

(
a1

ij − a1
ik

∂χj

∂yk

)
= 0. (4-28)

definiendo para ello los coeficientes efectivos para las distintas escalas:

a1
ij =

〈
aij − aik

∂χj
y

∂zk

〉
Z

(4-21)

âij =
〈
a1

ij − a1
il

∂χj

∂yl

〉
Y
. (4-36)

Aunque para la mayoría de las aplicaciones es suficiente con obtener estos coeficientes, en general
también hemos encontrado el desarrollo (4-3). Para ello se resuelve el problema homogenizado
(4-37)-(4-38) y se obtiene:

u0 = u0(x), (4-23)

u1 = −χj(y)∂u0
∂xj

(x), (4-27)

u2 = −χk
y(z)

(
−∂χj

∂yk
(y)∂u0

∂xj
(x) + ∂u0

∂xk

)
+ ũ2(x, y). (4-32)

Los Problemas Locales se pueden resolver analíticamente para muy pocas geometrías. Pre-
sentaremos a continuación una propuesta de metodología de resolución para problemas 1D
(compuestos laminados) y 2D (compuestos fibrosos) sencillos.

4.2. Soluciones analíticas en un caso unidimensional

Múltiples aplicaciones, en especial ingenieriles, involucran medios laminados con múltiples
escalas. Por ejemplo, en el contexto de láminas delgadas (nanofabricated thin films) [130–132]
y en la Geomecánica [9, 133, 134] se han desarrollado modelos estructurales que involucran
dominios parcialmente acotados, materiales funcionalmente graduados y multilaminados.

Para un medio laminado, si consideramos una cantidad finita de láminas perpendiculares a
un eje, se tiene un problema de homogeneización unidimensional. En este caso, las funciones
materiales dependen solo de una variable espacial y las derivadas involucradas en las ecuaciones
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diferenciales son ordinarias. Entonces, es posible encontrar soluciones analíticas de los problemas
locales y, en consecuencia, fórmulas analíticas para coeficientes efectivos [53,67,135].

En nuestro caso se han considerado láminas heterogéneas, anisotrópicas y distribuidas de
manera periódica todas perpendiculares al eje x`. Consideremos x ≡ x`, y ≡ y` y z ≡ z`,
encontraremos a continuación una formulación explícita para los coeficientes efectivos de dicho
medio considerando contacto perfecto entre las láminas. En este caso, ΓY y ΓZ son conjuntos
discretos ΓY = {yi}

Ny

i=1,ΓZ = {zi}Nz
i=1 (Ny, Nz es el número de capas de las celdas), y el vector

normal se convierte en n = (δ1`, δ2`, δ3`).
Observación: Las suposiciones hechas no exigen de las láminas ningún tipo de homogenei-

dad ni relaciones entre ellas. De la misma forma en que se ha considerado un medio laminado
puede tomarse por ejemplo un medio funcionalmente graduado sin perdida de generalidad con
iguales resultados [1,136]. En particular el ejemplo y las fórmulas que se obtienen a continuación
se encuentran en [53].

Con estas nuevas simplificaciones los problemas locales se transforman en:

Primer Problema Local. Para cada y ∈ Y , sea A(y, z) = (aij) ∈ C∞(R2, Sn) Z-periódica
respecto a z.
Encontrar la familia paramétrica de soluciones {χj

y}y∈Y , χj
y : R → R que satisfacen

− ∂

∂z

(
a`j − a``

∂χj
y

∂z

)
= 0 in Z \ ΓZ , (4-39)

t

a`j − a``

∂χj
y

∂z

|

= 0 on ΓZ , (4-40)

a`j − a``

∂χj
y

∂z
= −B2(y, z)

q
χj

y

y
on ΓZ , (4-41)〈

χj
y

〉
Z

= 0. (4-42)

Segundo Problema Local. Para cada A(y, z) = (aij) ∈ C∞(R2, Sn) Y × Z-periódica, se
define

a1
ij =

〈
aij − ai`

dχj
y

dz

〉
Z
, (4-43)

donde {χj
y}y∈Y , χj

y : Rn → R son las soluciones del primer problema local 4.2.
Encontrar χj : R → R Y -periódica que satisface

∂

∂y

(
a1

`j − a1
``

∂χj

∂y

)
= 0, in Y \ ΓY , (4-44)

s
a1

`j − a1
``

∂χj

∂y

{
= 0 on ΓY , (4-45)

a1
`j − a1

``

∂χj

∂y
= −B1(y)

q
χj

y
on ΓY , (4-46)〈

χj
〉
Y

= 0. (4-47)
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Con la solución de estos problemas locales se obtiene el coeficiente efectivo

âij =
〈(

aij − ai`

dχj
y

dz

)
−
(
ai` − ai`

dχ`
y

dz

)
dχj

dy

〉
Y × Z

=
〈
a1

ij − a1
i`

dχj

dy

〉
Y
.

(4-48)

Por otra parte las ecuaciones (4-39) y (4-40) indican que el flujo en la dirección de z` se mantiene
constante en todo el medio:

a
(1)
``

dχj
y

dz

(1)

− a
(1)
`j = a

(2)
``

dχj
y

dz

(2)

− a
(2)
`j = a1

`j . (4-49)

Este resultado implica que (4-39) se satisface de manera idéntica y (4-41) se vuelve

a1
ijni = a1

`j = −B2(y, zk)
q
χj

y

y
, ∀zk ∈ ΓZ . (4-50)

Multiplicando (4-49) por ai`a
−1
`` y promediando en la celda periódica se obtiene la siguiente

expresión 〈
ai`a

−1
`` a`j

〉
Z

−
〈
ai`

dχj
y

dz

〉
Z

=
〈
ai`a

−1
``

〉
Z
a1

`j , (4-51)

que, sustituyendo en (4-43), permite encontrar un coeficiente efectivo de la forma

a1
ij = 〈aij〉Z −

〈
ai`a

−1
`` a`j

〉
Z

+
〈
ai`a

−1
``

〉
Z
a1

`j , (4-52)

para i 6= 2. Multiplicando (4-49) solo por a−1
`` y promediando en la celda periódica se tendría

〈
a−1

`` a`j

〉
Z

−
Nz∑
i=1

q
χj

y

y
(zi) =

〈
a−1

``

〉
Z
a1

`j , (4-53)

que, en (4-53), muestra la dependencia del coeficiente efectivo respecto al contraste de la solución
del primer problema local (

q
χj

y

y∣∣∣Γy
), esto es:

a1
ij = 〈aij〉Z −

〈
ai`a

−1
`` a`j

〉
Z

+
〈
ai`a

−1
``

〉
Z

〈
a−1

``

〉−1

Z

〈
a−1

`` a`j

〉
Z

+
〈
ai`a

−1
``

〉
Z

〈
a−1

``

〉−1

Z

Nz∑
i=1

q
χj

y

y
(zi).

(4-54)

Aún más, combinando (4-50) con (4-53) se tiene

a1
`j =

(〈
a−1

``

〉
Z

+
Nz∑
k=1

B−1
2 (y, zk)

)−1 〈
a−1

`` a`j

〉
Z
, (4-55)

42



el cual nos brinda finalmente una expresión general para el cálculo del coeficiente efectivo:

a1
ij = 〈aij〉Z −

〈
ai`a

−1
`` a`j

〉
Z

+
〈
ai`a

−1
``

〉
Z

(〈
a−1

``

〉
Z

+
Nz∑
k=1

B−1
2 (y, zk)

)−1 〈
a−1

`` a`j

〉
Z
. (4-56)

Para el caso de contacto perfecto este resultado coincide con los reportados por [2,137] y es
un caso particular de [119,138]:

a1
ij = 〈aij〉Z −

〈
ai`a

−1
`` a`j

〉
Z

+
〈
ai`a

−1
``

〉
Z

(〈
a−1

``

〉
Z

)−1 〈
a−1

`` a`j

〉
Z
. (4-57)

En particular la componente a1
`` =

(〈
a−1

``

〉
Z

+
Nz∑
k=1

B−1
2 (y, zk)

)−1

, coincide con los resultados

de [135].
El segundo problema local se puede resolver de la misma manera y, para la escala macros-

cópica, las expresiones son

âij =
〈
a1

ij

〉
Z

−
〈
a1

i`(a1
``)−1a1

`j

〉
Y

+
〈
a1

i`(a1
``)−1

〉
Y
â`j ,

=
〈
a1

ij

〉
Y

−
〈
a1

i`(a1
``)−1a1

`j

〉
Y

+
〈
a1

i`(a1
``)−1

〉
Y

 Ny∑
k=1

q
χj

y
(yk)

 .
Ahora, usando (4-49), la expresión general para los componentes del tensor de conductividad
efectiva es

âij =
〈
a1

ij

〉
Y

−
〈
a1

i`(a1
``)−1a1

`j

〉
Y

+
〈
a1

i`(a1
``)−1

〉
Y

〈(a1
``)−1

〉
Y

+
Ny∑
k=1

B−1
1 (yk)

−1 〈
(a1

``)−1a1
`j

〉
Y
.

(4-58)

En particular, la componente en la dirección perpendicular a las capas, es decir, para i =
j = `, toma la forma

â`` =

〈a−1
``

〉
Y × Z

+
Nz∑
k=1

〈
B−1

2

〉
Y

(zk) +
Ny∑
k=1

B−1
1 (yk)

−1

. (4-59)

4.2.1. Caso particular trifásico

Para simplificar la notación consideraremos, sin perdida de generalidad ` = 2. Definiremos
un medio trifásico con tres escalas formado, en la escala microscópica por un médio homogeneo
y un medio heterogeneo bifásico a escala nanométrica. Definiremos entonces el coeficiente de
conductividad a partir de su valor en tres regiones Y1 ×Z1, Y1 ×Z2 y Y2, de la manera siguiente

Y1 = [0,Φ0], Y2 = [0, 1]\Y1, Z1 = [0,Φa] y Z2 = [0, 1]\Z1.
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Aquí Φ0 es la concentración de la fase principal, y e dicha fase Φa es la concentración de la fase
secundaria dentro de la fase principal. Las superficies de contacto de la nanoescala estará dada
por la curva γ = γ1 ∪ γ2 definida por

γ1(t) = (tΦ0,Φa),
γ2(t) = (Φ0,Φa − Φat),

t ∈ [0, 1]. (4-60)

El medio así descrito puede representarse como se muestra en la figura 4-1 donde se representa
las fracciones volumétricas en las distintas escalas identificandolas en cada eje, esta represen-
tación es útil también en medios de dos y tres dimensiones donde no es posible representar la
celdas Y × Z.

Nótese que, en este caso, la familia paramétrica de soluciones del primer problema local
(indexada por y ∈ Y ) tiene solo dos elementos:

{χj
y}y∈Y = {χj

y1 , χ
j
y2}, for y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2. (4-61)

Las soluciones generales tienen la forma

χj
y1 =

C
j
(11)z +Dj

(11), 0 ≤ z < Φa;

Cj
(12)z +Dj

(12), Φa < z ≤ 1;
(4-62)

χj
y2 = Cj

(2)z +Dj
(2), (4-63)

donde las constantes se determinan a partir de (4-44)-(4-46) y las condiciones de contorno.

Figura 4-1: Modelo volumétrico de un medio trifásico con separación de escalas (izquierda) y
laminados resultantes para distintos valores de ε (derecha).
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La ecuación (4-44) implica (para yI ∈ YI , I = 1, 2 fija)

Dj
(11) = Dj

(2) = 0, (4-64)

Cj
(2) = −Dj

(2), (4-65)

Cj
(12) = −Dj

(12), (4-66)

y, de la 1-periodicidad se tienen las siguientes relaciones

Cj
(2) +Dj

(2) = Dj
(2), (4-67)

Cj
(12) +Dj

(12) = Dj
(11). (4-68)

Sustituyendo (4-62), (4-64), (4-65) y (4-66) en (4-49) y (4-50), dentro de la región Y1 se
tiene (

a
(1)
22 + ΦaB2 (1 − Φa)B2

−a(1)
22 a

(2)
22

)(
Cj

(11)
Cj

(12)

)
=

 a
(1)
2j

Ja2jK
∣∣∣Γy

 . (4-69)

Para la región Y2 se tiene la solución trivial

χj
y2 = 0.

En el caso del coeficiente efectivo de la nanoescala, se puede representar separando la celda
en dos regiones de continuidad. Y1 y Y2.

De acuerdo con estos resultados para {χj
y1 , χ

j
y2}, (4-43) toma la forma

a1
ij(y) = 〈aij〉Z − 1Y1

(
Φaa

(1)
i2 C

j
(11) + (1 − Φa)a(2)

i2 C
j
(12)

)
. (4-70)

Substituyendo la solución (4-69) en (4-70), se obtiene

a
1 (2)
ij = 〈aij〉Z ,

a
1 (1)
ij = 〈aij〉Z −


〈
ai2a

−1
22 a2j

〉
Z

1 +B2
〈
a−1

22

〉
Z

+ Φa(1 − Φa)B2 Jai2KJa2jK

a
(1)
22 a

(2)
22 (1 +B2

〈
a−1

22

〉
Z

)

 . (4-71)

Para el Segundo Problema Local, la nueva superficie de contactoes Γ(z) = {y = Φ0}. La
solución general tiene la forma

χj =
{
Cj(1) +Dj(1), 0 ≤ y < Φ0;
Cj(2) + Cj(2), Φ0 < y ≤ 1;

(4-72)

donde las constantes se determinan de manera similar a las constantes usadas en (4-62) y (4-63)
para el Primer Problema Local, i. e.,

Dj(1) = 0, Dj(2) = −Cj(2),

45



y el sistema correspondiente es de la forma

(
a

1 (1)
22 + Φ0B1 (1 − Φ0)B1

−a1 (1)
22 a

1 (2)
22

)(
Cj(1)

Cj(2)

)
=

 a
1 (1)
2jq

a1
2j

y∣∣∣Γ(z)

 . (4-73)

Entonces, de la solución de este problema, finalmente:

âij =
〈
a1

ij

〉
Y

−

〈
a1

i2(a1
22)−1a1

2j

〉
Y

1 +B1
〈
(a1

22)−1〉
Y

+
Φ0(1 − Φ0)B1

q
a1

i2
yq
a1

2j

y

a
1 (1)
22 a

1 (2)
22 (1 +B1

〈
(a1

22)−1〉
Y )

. (4-74)

Observación: Los coeficientes a1 (1)
ij , a

1 (2)
ij corresponden a (4-71):

a1
ij(y) = 〈aij〉Z − 1Y1


〈
ai2a

−1
22 a2j

〉
Z

1 +B2
〈
a−1

22

〉
Z

+ Φa(1 − Φa)B2 Jai2KJa2jK

a
(1)
22 a

(2)
22 (1 +B2

〈
a−1

22

〉
Z

)

 . (4-71)

4.3. Soluciones analíticas en un caso bidimensional utilizando
funciones elípticas

Consideraremos a continuación un compuesto fibroso reforzado uniaxialmente, es decir, un
sistema matriz-inclusión con inclusiones cilíndricas paralelas (Fig. 4-2). Utilizaremos la teoría

𝑦1

𝑦2

Γ

𝑌1

𝑌2

1

2
−
1

2

−
1

2

1

2

𝜃

𝑅 𝜃

𝑥1

𝑥2

Figura 4-2: Modelo tridimensional, sección transversal y celda periódica (celdas cuadradas).

de las funciones de variable compleja para resolver el problema local en el caso en que tanto la
matriz como las fibras son ocupadas por medios conductivos homogéneos, y sección transversal
circular de las fibras.

Para unificar la forma de resolver cada uno de los Problemas Locales denotaremos por
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W = Y, Z; ξ = y, z; β = B1, B2; y usando la propiedad de isotropía:

A = (a(ξ)δij),

donde A = A,A1. Como en W los materiales componentes son homogéneos utilizaremos la
siguiente notación para las fases:

a(ξ) =
{
a(1), ξ ∈ W (1) (en la matriz),
a(2), ξ ∈ W (2) (en la inclusión).

Se ha supuesto aquí que a(2) 6= 0, puesto que el caso de las fibras vacías (material perforado)
ha sido analizado detalladamente en en la literatura [139–141] y presenta algunas diferencias.

Seleccionemos uno de los problemas locales en cuestión y denotemos por Nh ∈ {χh, χh
y} su

solución (h ∈ {1, 2}). Sea Mh(ξ) = Nh(ξ)+ ξh, y consideremos A localmente isotrópica, es decir

aij(ξ) = δija(ξ), (a > 0)

entonces se obtienen varias simplificaciones, como se verá a continuación.

De la estructura de (4-15) y (4-28) se tiene que

∂

∂yi

(
aδij

∂Mk

∂yj

)
= ∂

∂yi

(
a
∂Mk

∂yi

)
= 0, en W \ Γ, (4-75)

de donde resulta

− ∂

∂yi

(
a
∂Nk

∂yi

)
= ∂a

∂yk
. en W \ Γ. (4-76)

En particular, si en cada subregión a es constante (materiales homogéneos):

∂

∂yi

(
a
∂Nk

∂yi

)
= a

∂

∂yi

(
∂Nk

∂yi

)
= 0, (4-77)

y como a > 0, se obtiene la ecuación de Laplace:

∇2Nk = 0, en W \ Γ. (4-78)

A las funciones que verifican esta condición se les llama funciones armónicas.

De las condiciones en la interfaz se tiene, además:
s
aδij

∂Mk

∂yj

{
ηi =

s
a
∂Mk

∂yi

{
ηi = 0 sobre Γ, (4-79)

aδij
∂Mk

∂yj
ηi = a

∂Mk

∂yi
ηi = β JMkK sobre Γ, (4-80)

lo que quiere decir que, bajo estas condiciones, el problema toma la forma:
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Encontrar Nk, W − periódica, tal que

∇2Nk = 0, en W \ Γ (4-81)

−Ja
∂Nk

∂ξi
Kηi = JaKηk sobre Γ (4-82)

−a∂Nk

∂ξi
ηi = aηk − βJNkK. sobre Γ (4-83)

Resolveremos este problema para k = 1, el caso k = 2 es análogo. Seguiremos la metodología
propuesta por [142] aunque las notaciones y desarrollo siguen los trabajos de [141,143,144].

Nos centraremos solamente en el caso bidimensional descrito. De esta forma podemos esta-
blecer el paralelismo entre la sección transversal a la fibra con el plano complejo. Consideraremos
que cada inclusión (plana) se encuentra centrada en el origen de coordenadas de la celda perió-
dica, en el sentido de que dicho punto pertenece al dominio representado por esta. Denotaremos
entonces por

ξ1 = Re(z), ξ2 = Im(z).

Supondremos un arreglo periódico de inclusiones circulares idénticas de radio R en un
campo complejo uniforme perpendicular a los ejes de los cilindros. Las inclusiones se encuentran
ubicadas en una red del plano generada por un par de vectores ω1, ω2 ∈ C tales que Im(ω2/ω1) 6=
0 (i.e. no alineados con el origen). La geometría descrita responde a la estructura de retículo o
lattice (un concepto general relacionado con estructuras periódicas y cuasiperiódicas en el plano
complejo [100,145]).

Una función compleja f(z) se puede descomponer en suma de dos funciones reales de dos
variables de manera que f(z) = f(ξ1, ξ2) = u(ξ1, ξ2) + iv(ξ1, ξ2), y si es diferenciable en un
punto deben verificarse las condiciones de Cauchy-Riemann sobre dicha descomposición:

∂u

∂ξ1
(ξ1, ξ2) = ∂v

∂ξ2
(ξ1, ξ2) , ∂u

∂ξ2
(ξ1, ξ2) = − ∂v

∂ξ1
(ξ1, ξ2) . (4-84)

Dos funciones de clase C2 que verifiquen las condiciones de Cauchy-Riemann son ambas armó-
nicas, y se dice que son armónicas conjugadas (y son únicas salvo una constante aditiva). Esto
quiere decir que, cuando la dimensión del problema (4-81)-(4-83) es 2, Nh se puede interpretar
ya sea como la parte real o la parte imaginaria de una cierta función de variable compleja. Esto
abre todo un panorama de métodos analíticos de resolución para estos problemas basado en
elementos de la teoría del Análisis Complejo.

Debido a la estructura que adquiere el material en el plano, se buscarán funciones armónicas
doblemente periódicas en las regiones de la matriz (W (1)) e inclusión (W (2)) para los problemas
locales. Sabemos además, que existe alguna función analítica Φ(z) tal que

N (1)(y) = Re {Φ(z)} . (4-85)
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Propondremos entonces soluciones de la forma

Φ(z) =


Φin =

∞∑
n=0

c2n+1z
2n+1, z ∈ W (2) (inclusión),

Φex = d0z +
∞∑

n=0
d2n+1

ζ(2n)(z)
(2n)! , z ∈ W (1) (matriz).

(4-86)

donde ζ(2n)(z) = ζ(z, ω1, ω2) es la función Zeta de Weierstrass y sus derivadas pares. Los
coeficientes indeterminados di, ci son números reales.

Esta propuesta proviene de las propiedades que posee ζ [146–148], la cual es analítica en Y1
y posee polos simples en z ∈ Ω = {ω1n+ ω2m : m,n ∈ Z} (los centros de las inclusiones). Otra
propiedad de interés es la quasi-periodicidad:

ζ (z + ωα) − ζ(z) = δα

ζ(n) (z + ωα) − ζ(n)(z) = 0, ∀n ≥ 1
(4-87)

donde δα = 2ζ
(
ωd

2

)
no depende de z y se cumple la relación de Legendre:

δ1ω2 − δ2ω1 = 2πi.

Por ejemplo, en el caso de una celda cuadrada (ω1 = 1, ω2 = i):

δ1 = ζ (z + 1) − ζ(z) = π, δ2 = ζ (z + i) − ζ(z) = −iπ.

Por último, pero no menos importante, se tienen las siguientes propiedades de paridad

ζ(−z) = −ζ(z), ζ(iz) = −iζ(z).

Del análisis anterior se obtiene que con la propuesta (4-86) se busca una función W -periódica
que es analítica en W \ Γ, impar (Φ(−z) = −Φ(z)) y cuya parte real satisface (4-81).

Para que se satisfaga la condición de periodicidad, en (4-86), necesitamos que

0 = Re (Φex(z + ωα) − Φex(z))

= Re
(
d0 (z + ωα) − d0z +

∞∑
k=1

dk
ζ(k−1) (z + ωα) − ζ(k−1)(z)

(k − 1)!

)
(4-88)

y por (4-87):

d0Re (ωα) + d1Re (ζ (z + ωα) − ζ(z)) = d0Re(ωα) + d1Re(δα) = 0, (4-89)

y en particular para la celda cuadrada:

d0 = − δ1
ω1
d1, (4-90)

pues Re(δ2) = Re(ω2) = 0.

49



Observación: Por lo anterior, es común encontrar en la literatura directamente una pro-
puesta de la forma

Φex = d1

(
ζ(z) − δ1

ω1
z

)
+

∞∑
k=3

odk
ζ(k−1)(z)
(k − 1)! ,

donde
∑ o indica que la suma se realiza solo por los índices impares.

Los coeficientes indeterminados dk y ck se obtienen de evaluar la propuesta en las condiciones
de contacto (4-82)-(4-83). Pero antes es conveniente desarrollar a Φex en serie de Laurent
alrededor del origen (Φin ya está como serie de potencias). Dicho desarrollo es de la forma
[77,143]:

Φex = d1η11z +
∞∑

n=0

(
d2n+1z

−2n−1 + σ2n+1z
2n+1

)
, (4-91)

donde

η11 = − δ1
ω1
, (4-92)

σl =
∞∑

k=1
k+l>2

odkηkl, (4-93)

ηkl = −(k + l − 1)!
(k − 1)!l! Sk+l = −

((
k

l

))
Sk+l, (k + l > 2), (4-94)

Sλ =
∑

m2+n2 6=0
(mω1 + nω2)−λ , (λ > 2). (4-95)

A la suma Sλ se le conoce como suma de lattices o suma reticular.
Observación: En (4-94) hemos denotado por((

k

l

))
=
(
k + l − 1

l

)
=
(
k + l − 1
k − 1

)
,

el cual es conocido como número multiconjunto [149]. Su valor representa la cantidad de formas
en que se puede extraer un multiconjunto con k elementos de un conjunto con n elementos
(número de k-combinaciones con repetición tomadas de un conjunto con n elementos). Este
número está relacionado, además, con la generalización de los números combinatorios [150]:(

−k
l

)
= (−1)l

((
k

l

))
(k, l ∈ Z+).

4.3.1. Obtención de los coeficientes indeterminados

Como se ha visto, conociendo los coeficientes indeterminados di, ci de (4-86) se tiene la solu-
ción analítica para (4-81)-(4-83). Con esto podemos, además, obtener los coeficientes efectivos
(4-35). Con tal objetivo, sustituiremos (4-91) y (4-86) en las condiciones (4-82)-(4-83) sobre la
interfaz para obtener relaciones entre los coeficientes indeterminados que permitan obtener un
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sistema lineal de ecuaciones (infinito) donde di, ci son las incógnitas.

El desarrollo realizado en la sección anterior es válido para cualquier tipo de compuesto
fibroso siempre y cuando el origen de coordenadas se encuentre dentro de la fase formada por
una fibra. Contemplaremos ahora solo el caso de una sección transversal circular de radio R, con
resistividad constante en la interfaz Γ e isotropía y homogeneidad en ambas fases (Fig. 4-3).

Figura 4-3: Celda periódica cuadrada con una inclusión circular centrada

Podemos parametrizar la interfaz de manera tal que

Γ = { (ξ1, ξ2) : ξ1 = R cos θ, ξ2 = R sin θ, −π ≤ θ ≤ π}

=
{
z = Reiθ : 0 < R <

1
2 , −π ≤ θ ≤ π

}
.

Notemos que η = (η1, η2) = (cos θ, sin θ) y ξ = (ξ1, ξ2) = (R cos θ,R sin θ), es decir

η1 = 1
R

dξ2
dθ

, η2 = − 1
R

dξ1
dθ

.

La ecuación (4-82), para k = 1, se puede escribir de la manera siguiente:

−

t

a
∂N (1)

∂ξ1
· η1 + a

∂N (1)

∂ξ2
· η2

|

= −

t

a
∂N (1)

∂ξ1
· 1
R

dξ2
dθ

− a
∂N (1)

∂ξ2
· 1
R

dξ1
dθ

|

= JaKη1 = (a(1) − a(2))η1, en Γ.
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Por otra parte, por las relaciones de Cauchy-Riemann (4-84) y la definición (4-85):

∂N (1)

∂ξ1
= ∂Re(Φ)

∂ξ1
= ∂Im(Φ)

∂ξ2
, (4-96)

∂N (1)

∂ξ2
= ∂Re(Φ)

∂ξ2
= −∂Im(Φ)

∂ξ1
. (4-97)

Teniendo en cuenta la regla de la cadena para la derivación en varias variables obtenemos
s
a
dIm(Φ)
dθ

{
= (a(2) − a(1))R cos θ. (4-98)

Sustituyendo los desarrollos (4-91),(4-86) en (4-98), el miembro izquierdo queda de la forma:
s
a
dIm(Φ)
dθ

{
= a(1)dIm(Φex)

dθ
− a(2)dIm(Φin)

dθ

= a(1) d

dθ

( ∞∑
k=1

o
[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
Rk sin(kθ)

)

− a(2) d

dθ

( ∞∑
k=1

ockR
k sin(kθ)

)

= a(1)
∞∑

k=1

o
[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
kRk cos(kθ)

− a(2)
∞∑

k=1

ockkR
k cos(kθ),

y por otra parte, en el miembro derecho utilizaremos el siguiente desarrollo

R cos θ =
∞∑

k=1

oδ1kkR
k cos(kθ).

Nótese que en ambos casos hemos usado la notación
∑ o para indicar que la suma se realiza

solo en los índices impares.

En el análisis anterior hemos obtenido la siguiente ecuación, escrita en forma de desarrollo
en series de coseno:

∞∑
k=1

o
(
a(1)

[
d1η11δ1k − akR

−2k + σk

]
− a(2)ck + (a(1) − a(2))δ1k

)
kRk cos(kθ) = 0. (4-99)

Finalmente, utilizaremos la ortogonalidad de {cos(kθ)}k en L2([−π, π]) para igualar a cero
cada término de la suma. Es decir, multiplicando de forma escalar en L2([−π, π]) al miembro
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derecho por cos(lθ):∫ π

−π

∞∑
k=1

o
(
a(1)

[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
− a(2)ck + (a(1) − a(2))δ1k

)
kRk cos(kθ) cos(lθ)dθ

=
∞∑

k=1

o
(
a(1)

[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
− a(2)ck + (a(1) − a(2))δ1k

)
kRk

∫ π

−π
cos(kθ) cos(lθ)dθ,

pero ∫ π

−π
cos(iθ) cos(jθ)dθ = πδij ,

entonces, cambiando el valor de l ∈ N, se tiene que cada sumando de la serie se anula.

De esta forma se obtiene

ρck =
[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
+ (1 − ρ)δ1k, (4-100)

donde ρ = a(2)/a(1).

Observación: Para utilizar la ortogonalidad de {cos(kθ)}k en L2 necesitamos que la se-
rie formada por la suma de los cuadrados de los coeficientes que acompañan a cos(kθ) sea
convergente. Para esto es suficiente considerar la acotación de {dk}k y {ck}k, pues entonces

∃M > 0 :
∣∣∣a(1)

[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
− a(2)ck + (a(1) − a(2))δ1k

∣∣∣2 < M,

y como 0 < R < 1/2, la serie
∞∑

k=1

ok2R2k es convergente y también lo será la de los cuadrados

de los coeficientes.

Realizaremos un desarrollo similar para la ecuación (4-83). Notemos que en este caso (y
teniendo en cuenta que z|Γ = Reiθ) podemos escribir

r
N (1)

z
= Re(Φex) − Re(Φin)

=
∞∑

k=1

o
[
d1η11δ1k + dkR

−2k + σk

]
Rk cos(kθ) −

∞∑
k=1

ockR
k cos(kθ).

(4-101)

Sustituyendo los desarrollos anteriores en (4-83) obtenemos

a(2)
∞∑

k=1

o(ck + δ1k)kRk cos(kθ) = β

( ∞∑
k=1

o
[
d1η11δ1k + dkR

−2k + σk

]
Rk cos(kθ)

−
∞∑

k=1

ockR
k cos(kθ)

)
(4-102)

= β
∞∑

k=1

o
(
−ck + d1η11δ1k + dkR

−2k + σk

)
Rk cos(kθ).
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Por último, utilizando nuevamente la ortogonalidad de {cos(kθ)}k en L2([−π, π]), obtenemos

a(2)kck + a(2)δ1k = β
(
d1η11δ1k + dkR

−2k + σk

)
− βck,

o sea,

ck = β(β + a(2)k)−1
((

d1η11 − a(2)

β

)
δ1k + dkR

−2k + σk

)
. (4-103)

Igualando los coeficientes ck en (4-100) y (4-103) obtenemos el siguiente sistema infinito de
ecuaciones lineales:

a(1)

a(2)

[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk

]
+ a(1) − a(2)

a(2) δ1k

=β(β + a(2)k)−1
[
d1η11δ1k + dkR

−2k + σk

]
− (β + a(2)k)−1a(2)kδ1k,

(k = 1, 2, . . . ) que también podemos escribir de la forma

0 =
(
a(1) − β(β + a(2)k)−1a(2)

) [
d1η11δ1k + σk + δ1k

]
−
(
a(1) + β(β + a(2)k)−1a(2)

)
dkR

−2k.
(4-104)

Observación: Cuando β → ∞ este sistema coincide con [144, Appendix] y [143, ec. (3.12)].

Otra forma de escribir (4-104) es

βk

[ ∞∑
j=1

odjηjk + δ1k

]
− dkR

−2k = 0. (k = 1, 2, . . . ) (4-105)

donde
βk = (1 − ρ)β + a(2)k

(1 + ρ)β + a(2)k

(
ρ = a(2)

a(1)

)
, (4-106)

coincidiendo con los resultados obtenidos en [142, ec. (24)] y [77, ec. (23)].

Resolver este sistema infinito de ecuaciones significa encontrar la solución de los problemas
locales y por tanto, encontrar la fórmula analítica para los coeficientes efectivos. En la siguiente
sección proponemos una forma de resolver dicho sistema.

4.3.2. Fórmulas analíticas aproximadas para el coeficiente efectivo

En esta sección se encontrarán aproximaciones a las soluciones del sistema infinito y los
coeficientes efectivos asociados a dichas aproximaciones mediante truncamientos de orden finito.
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Para calcular las propiedades efectivas (4-36) y (4-21) se utilizará la propiedad de isotropía:

âij = 〈aij〉W +
〈
aik

∂Nj

∂ξk

〉
W

= δij 〈a〉W +
〈
a
∂Nj

∂ξi

〉
W
.

(4-107)

Para â11 podemos aplicar el teorema de Green y la parametrización en la interfaz para obtener〈
a
∂N1
∂ξ1

〉
W

=
∫ π

−π

∞∑
k=1

o
(
a(1)

[
d1η11δ1k − dkR

−2k + σk + (1 − ρ)δ1k

]
− a(1)

[
η11δ1k + dkR

−2k + σk

])
Rk cos(kθ)R cos θdθ

= −
∞∑

k=1

oa(1)
[
2dkR

−2k − (1 − ρ)δ1k

]
Rk+1

∫ π

−π
cos(kθ) cos θdθ,

y como
∫ π

−π
cos(kθ) cos θdθ = πδk1, se obtiene finalmente

â11 = a(1) − (a(1) − a(2))πR2 + (a(1) − a(2))πR2 − 2a(1)πd1

= a(1)(1 − 2πd1).
(4-108)

Siguiendo un procedimiento análogo se probó, además, que

â12 = â21 = 0, (4-109)
â22 = â11, (4-110)

Lo anterior significa que no es necesario resolver todo el sistema infinito sino solamente
encontrar la solución de la primera variable d1. Además, la matriz de coeficientes efectivos
responde a un comportamiento isotrópico en el cual solo interesa un único coeficiente, por lo
que en lo adelante emplearemos la notación

â = â11 = â22, (4-111)

para referirnos a dicho coeficiente.

La estrategia que se seguirá para resolverlo es conocida como método de reducción [151] y
se basa en realizar truncamientos sucesivos del sistema. Existen diferentes formas de truncar
un sistema infinito, por ejemplo en [152, 153] se reportan truncamientos lineales, triangular y
cuadrado (nombres dados por la estructura de las matrices resultantes). Nosotros utilizaremos
únicamente los de tipo cuadrado. La existencia de solución y la validez de esta técnica está
garantizada en nuestro caso por tratarse de un sistema de tipo normal [151]. En el Apéndice C
se enuncian algunos de estos resultados.

Utilizando estas técnicas es posible encontrar expresiones analíticas para los coeficientes
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efectivos, dependientes de la concentración de las inclusiones

φ = |Y2| = πR2.

Para truncamientos de orden pequeño es posible encontrar fórmulas para los coeficientes efec-
tivos donde intervienen pocos términos, sin embargo, para el resto de truncamientos es conve-
niente utilizar el sistema en su forma matricial y resolverlo mediante métodos numéricos del
álgebra lineal [154,155]. En este sentido, denotemos las siguientes matrices infinitas por

I = (δkk), H = (ηkl), P = (δkkR
k), B = (δkkβk),

y a los vectores infinitos por d = (d1, d3, . . . )>, e1 ≡ (1, 0, 0, . . . )>. De esta forma, el sistema
puede escribirse como

Md ≡ (I −BP 2H)d = v, (4-112)

donde v = BP 2e1 = (β1R2, 0, 0, . . . )> y BP 2H = (βkR
2kηkl) (la multiplicación se aplica de la

forma usual por ser P y B matrices diagonales).
Observación: Es usual encontrar este sistema escrito en términos de una variable auxiliar

d̃ = (Rd1,
√

3R3d3, . . . ,
√
kRkdk, . . . )>. En dicho caso el sistema quedaría escrito como

(I −BW )d̃ = v′, (4-113)

donde W = (
√
klηklR

k+l) y v′ = BPe1 = (β1R, 0, 0, . . . )>.

4.3.2.1. Truncamiento de primer orden

Tomemos por ejemplo el truncamiento de (4-105) cuando tenemos solo una ecuación y la
única incógnita d1:

β1
[
d1η11 + 1

]
− d1R

−2 = 0. (4-114)

De aquí se tiene
d1 = −β1(β1η11 −R−2)−1 = (R−2β−1

1 − η11)−1, (4-115)

donde
β1 = (1 − ρ)β + a(2)

(1 + ρ)β + a(2) .

En particular para una celda cuadrada, de (4-108), se obtiene

â

a(1) = 1 − πR2β1
1 + πR2β1

= 1 − φβ1
1 + φβ1

. (4-116)

Este resultado es de gran importancia pues coincide con los resultados clásicos de [156, ec. (11)]
y [157, ec. (32),(42)], quienes los derivaron de forma independiente por métodos diferentes. En
ambos casos, además, se plantea el problema para un esferoide y el resultado de la fibra es el
caso límite cuando el eje mayor tiende al infinito.

Cuando β → ∞:

ĺım
β→∞

β1 = ĺım
β→∞

βk = 1 − ρ

1 + ρ
= a(1) − a(2)

a(1) + a(2) ,
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y este resultado concuerda con [41, ec. (16)].
También son de interés los casos límite a(2) ∈ {0,∞}:

ĺım
a(2)→0

â

a(1) = 1 − φ

1 + φ
ĺım

a(2)→∞

â

a(1) = 1 + φ

1 − φ
.

estos casos corresponderían a medios cuyas inclusiones son vacías o superconductoras, respec-
tivamente (Fig. 4-4)

Figura 4-4: Casos límites para fibras vacías (a(2) → 0 azul) y superconductoras (a(2) → ∞
naranja).

4.3.2.2. Truncamiento de segundo orden

Tomando las dos primeras ecuaciones (con dos incógnitas) obtenemos el sistema

β1
[
d1η11 + d3η31 + 1

]
− d1R

−2 = 0, (4-117)

β3
[
d1η13 + d3η33

]
− d3R

−6 = 0. (4-118)

Notemos que para una celda cuadrada Sλ es siempre un número real y desaparece cuando λ
no es múltiplo de 4. Con esta información es posible calcular η11 = −π, η31 = −3S4, η13 = −S4
y η33 = 0, donde

S4 =
Γ
(

1
4

)8

960π2 ≈ 3.1512120021538975 . . .

De este sistema nos interesa solamente, para el cálculo de â el valor de d1, podemos utilizar
entonces la regla de Cramer, obteniéndose:

â

a(1) = 1 − φβ1 − 3S2
4π

−4β1β3φ4

1 + φβ1 − 3S2
4π

−4β1β3φ4 . (4-119)
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4.3.2.3. Truncamientos de orden superior

Realizando un análisis similar para los truncamientos de tercer y cuarto órdenes se obtuvie-
ron los siguientes resultados.

Para un truncamiento de tercer orden se obtiene el siguiente resultado para celdas cua-
dradas:

â

a(1) = 1 − φβ1 − 3S2
4π

−4β1β3φ4/∆1
1 + φβ1 − 3S2

4π
−4β1β3φ4/∆1

, (4-120)

donde

∆1 = 1 − 735S2
8π

−8β3β5φ
8,

y

S8 = 3
7S

2
4 ≈ 4.2557730353651895 . . .

Observación: Las similitudes en la estructura de (4-116), (4-119) y (4-120) no son casuales.
Denotemos por ∆11 el (1, 1)-ésimo menor de la matriz M en (4-112) (el determinante de la
matriz (n− 1) × (n− 1) formada mediante la eliminación de las primeras fila y columna de M).
Por la regla de Cramer, y teniendo en cuenta que M11 = (1 − β1R2η11), se tiene entonces que

d1 = β1R2∆11
(1 − β1R2η11)∆11 − T.

=
(
(R−2β−1

1 − η11) − T/(β1R
2∆11)

)−1
,

donde T es una suma de términos de orden no menor que R2. Esto es válido también para
cualquier truncamiento de dicha matriz. De aquí que

â

a(1) = 1 − φβ1 − τ

1 + φβ1 − τ
, (4-121)

donde τ es una suma ponderada de términos de orden no menor que φ2.
Por último veremos un truncamiento de cuarto orden. En este caso tenemos

â

a(1) = 1 − φβ1 − (C4β1β3φ4 + C8β1β7φ8∆′
1)/∆2

1 + φβ1 − (C4β1β3φ4 + C8β1β7φ8∆′
1)/∆2

, (4-122)

donde

C4 = 3S2
4π

−4, C8 = 7S2
8π

−8,

∆′
1(φ) = ∆1(φ) − b12β5β7φ

12,

∆2 = 1 − 735S2
8π

−8β3β5φ
8 − 662 · 35S2

12π
−12β5β7φ

12,

y

S12 = 18
143S

3
4 ≈ 3.9388490128279704 . . .

La fórmula de cuarto orden (4-122) será utilizada en la Sección 6.2.2 para obtener el coeficien-
te efectivo mediante homogeneización convencional y reiterada. Se pueden encontrar fórmulas
de orden superior a partir de este procedimiento, pero las actuales son suficientes para nuestro
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objetivo. De hecho se encontró una expresión para la de quinto orden de la forma

â

a(1) = 1 − φβ1 − (C4β1β3φ4 + C8β1β7φ8 + E16β1β3β5β7φ16 + E20β1β3β7β9φ20)/∆3
1 + φβ1 − (C4β1β3φ4 + C8β1β7φ8 + E16β1β3β5β7φ16 + E20β1β3β7β9φ20)/∆3

. (4-123)

Los detalles sobre estas fórmulas se presentarán posteriormente en la tabla 4-2 (Sección 4.4.3).

4.4. Validación

El M.H.A. desarrollado permite el cálculo de coeficientes efectivos para medios conductivos
a partir de la solución problemas locales. Para casos sencillos como laminados y fibras cilín-
dricas sección transversal circular se obtuvieron expresiones analíticas, exactas en el primero y
aproximadas en el segundo.

A continuación se presentarán algunos aplicaciones directas de estas fórmulas para casos
puntuales que nos permiten un mejor entendimiento del comportamiento global de este tipo de
materiales compuestos. La influencia de los parámetros y la necesidad de considerar al menos
dos escalas al modelar materiales con estructuras complejas se estudiará con más detalle en el
Capítulo 6.

Aplicaremos los resultados 1D a nanofluidos, para lo cual se desarrollarán dos modelos
extensibles a más dimensiones. Por otra parte las expresiones analíticas aproximadas obtenidas
en el caso 2D presentan diferentes márgenes de error. Es por esto que validaremos las fórmulas
(4-116),(4-119)-(4-123) con resultados conocidos de la literatura. En particular resultó de interés
compararlas con las propuestas en [153] para medios trifásicos, pues como fue planteado en 2.1,
se trata de una de las vías clásicas para modelar el contacto imperfecto.

4.4.1. Modelos laminados multiescala

A continuación utilizaremos el método descrito en las secciones anteriores en un medio con
dos dos escalas microestructurales, pero concentrándonos en los resultados del caso unidimen-
sional. Primero haremos la distinción de dos modelos cuyas escalas se ven de diferentes formas y
una posible interpretación que conserva algunas de sus principales características independien-
temente de las dimensiones involucradas. Información adicional sobre su obtención, desarrollo
y aplicaciones aparecen también en [53].

A continuación tomaremos dos modelos cuyas escalas se interpretan de diferentes formas.
Los modelos que se propondrán a continuación son independientes del número de dimensiones
por lo que los representaremos esquemáticamente como en la figura 4-5).

El primer caso (Modelo I) consiste en un medio heterodisperso bimodal periódico, es
decir, las inclusiones tienen dos geometrías y tamaños diferentes (modos). Consideraremos que
los períodos en cada modo son proporcionales, y luego definiremos las escalas a partir de la razón
entre estos períodos. En este modelo, las inclusiones más grandes representarían los agregados,
para los que consideraremos la misma conductividad que para una partícula aislada, y que han
logrado formar una red regular.

El segundo caso (Modelo II) considerará un medio trifásico, donde la primera escala
microscópica contiene los agregados y que estos, a su vez, son materiales compuestos. Es decir,
en la microescala tenemos un fluido que contiene inclusiones compuestas formadas por una
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Figura 4-5: Ejemplo en un caso bidimensional y sus modelos correspondientes (Modelo I a la
izquierda, Modelo II a la derecha).

fase virtual que captura toda la información disponible a nanoescala de la fase dispersa y los
aglomerados.

Por simplicidad, consideraremos el fluido como un medio homogéneo, las fases en la esfera
estarán determinadas por el tamaño de los conglomerados (en inglés conocidos como backbones)
y la propiedad efectiva del fluido considerando solo las inclusiones libres (en inglés conocidos
como deadends) [49, 53]. Denotaremos por a(1), a(nc), a(c) y â a la conductividad térmica del
fluido base, de las partículas más pequeñas (que representa las inclusiones libres), de las par-
tículas más grandes (que representa los conglomerados) y la conductividad térmica efectiva,
respectivamente.

Estamos interesados en la mejora de la conductividad térmica (ganancia de propiedad) del
nanofluido en comparación con la conductividad del fluido base: â

a(1) . Para ambos modelos se
consideró una barrera térmica homogénea (números de Biot B1 = B2 = B). Las fórmulas que
se presentarán a continuación se deducen a partir de las ecuaciones (4-71) y (4-74)(Sección 4.2).

4.4.1.1. Aplicación a nanofluidos

En el modelo I, las fracciones de volumen, o concentraciones, de las fases se puede representar
mediante el esquema que se muestra en la Fig.4-6, donde Φa = 1− Φ̃0 es la concentración de las
partículas más grandes, y Φnc = (1 − Φ̃a)Φ̃0 la concentración de las más pequeñas. Un enfoque
equivalente es estudiado en la literatura para el caso multidimensional en [49] considerando un
contacto perfecto, y en el caso unidimensional en [135] para un contacto imperfecto.
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Figura 4-6: Las regiones en negro representan la fracción de volumen ocupada por los conglo-
merados (parte derecha de Φ̃0 a 1), y las inclusiones libres (parte derecha de 0 a Φ̃0) y la región
gris la fracción de volumen ocupada por la matriz.

Para el modelo I, las fórmulas de los coeficientes efectivos son

a1
11 = a1

33 =


(1 − Φp)a(1) + (Φp − Φ0)a(c)

1 − Φ0
, y < 1 − Φ0;

a(1), y > 1 − Φ0;
(4-124)

a1
22 =

 (1 − Φ0)
((1 − Φp)

a(1) + (Φp − Φ0)
a(c) + 1

B

)−1
, y < 1 − Φ0;

a(1), y > 1 − Φ0;
(4-125)

â11 = â33 = (1 − Φp)a(1) + Φpa
(c), (4-126)

â22 =
(1 − Φp

a(1) + Φp

a(c) + 2 − Φ0
B

)−1
. (4-127)

La forma volumétrica del modelo II representa, formalmente, un medio trifásico. Podemos
interpretarlo como una simplificación del problema en cuestión calculando a(nc) de la conduc-
tividad de las fases restantes. En nuestro estudio consideraremos dos posibilidades: cuando el
coeficiente a(nc) solo depende de a(c) y a(1) (pudiendo ser constante), y en el caso de que también
dependa de Φ0.
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Por otro lado, para el modelo II las fórmulas son

a1
11 = a1

33 =
{

(1 − Φa)a(nc) + Φaa
(c), y < Φ0;
a(1), y > Φ0;

(4-128)

a1
22 =


((1 − Φa)

a(nc) + Φa

a(c) + 1
B

)−1
, y < Φ0;

a(1), y > Φ0;
(4-129)

â11 = â33 = (1 − Φp)a(1) + ΦpΦaa
(c) + Φp(1 − Φa)a(nc), (4-130)

â22 =
(1 − Φp

a(1) + ΦpΦa

a(c) + Φp(1 − Φa)
a(nc) + 1 + Φ0

B

)−1
. (4-131)

En ambos casos tanto a(1) como a(c) serían conocidas, sin embargo en el segundo modelo
la conductividad efectiva sigue dependiendo de una nueva incógnita a(nc) que no es posible
medir experimentalmente, por lo que se proponen establecer relaciones simples para su cálculo
que permitan una comprensión más amplia de dicho modelo. De especial interés es la siguiente
relación, conocida como modelo de Bruggeman, el cual es uno de los más utilizados en nano-
fluidos [26,29]:

(1 − Φ0) a
(1) − a(nc)

a(1) + 2a(nc) + Φ0
a(c) − a(nc)

a(1) + 2a(nc) = 0,

o equivalentemente
a(nc) = a(1)(1 − Φ0) + a(c)Φ0.

En [53] se proponen, además, un promedio simple y la media armónica:

a(nc) = a(1)(1 − Φ0)−1 + a(c)Φ−1
0 .

Para el modelo II, en todas las relaciones propuestas se pudo verificar, además, que los
coeficientes efectivos son proporcionales al número de Biot, por lo que se consideró una norma-
lización del tipo

ânorm =

â

a(1) − Inf

Sup− Inf
, (4-132)

donde
Inf = Ba(1)

a(c) +Ba(1) , Sup = Ba(c)

2a(c) +Ba(1) .

4.4.1.2. Comparación entre modelos:

La Figura 4-7 muestra los gráficos de ambos modelos. Observe que la normalización depende
del número de Biot. Un resultado importante es que la normalización adoptada conduce a
gráficos casi idénticos, excepto por la escala, para cada número Biot fijo. La línea â

a(1) = 1 no
representa ninguna ganancia o pérdida en comparación con la matriz.

Aunque las inclusiones son más conductoras que la matriz, pequeñas concentraciones condu-
cirán a conductividades efectivas más bajas que la matriz, en lugar de ganancia. Esto se debe al
contacto imperfecto, y este efecto se vuelve más evidente para números de Biot más pequeños.
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Figura 4-7: Comparación de los diferentes modelos: El gráfico (a) representa el modelo I para
diferentes valores del número de Biot. Los gráficos (b), (c) y (d) representan el modelo II
para diferentes formulaciones de a(nc) y varios valores de agregación α y contacto perfecto: (b)
representa un caso estático, (c) el modelo de Bruggeman y (d) la media armónica. En todos los
casos se tomó Φa = 0.35.

Debido a la propiedad de normalización del modelo II se puede considerar que los resultados
que de el se obtengan estarán acotados por los equivalentes para el modelo I. Retomaremos
nuevamente la comparativa de ambos modelos para estudiar el fenómeno de Ganancia en el
Capítulo 6. En el resto de este trabajo, siempre que no se especifique, utilizaremos para medios
con escalas microestructurales múltiples un modelo de tipo I.
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4.4.2. Validación en compuestos fibrosos

Diversas aproximaciones analíticas aparecen en la literatura provenientes de diferentes enfo-
ques analíticos. En particular, considerando los efectos del contacto entre la fases, se encuentran
trabajos basados en el enfoque analítico de Maxwell [153,156], en el de Bruggerman [158,159],
entre otros [158,160]. Sabemos que las propiedades efectivas coinciden para concentraciones pe-
queñas de las inclusiones (inferiores a 0.4) independientemente del modelo de homogeneización
escogido [160,161]. Sin embargo, para altas concentraciones, las diferencias son más notorias y
los resultados experimentales difieren en diferente grado dependiendo de las características in-
corporadas. Resulta importante entonces entender cómo se relacionan los resultados propuestos
con modelos conocidos y el comportamiento asintótico de las soluciones.

Como ya fue mencionado, el sistema (4-105) coincide con los obtenidos en [77, 142]. En
la presente sección evaluaremos el comportamiento de los diferentes truncamientos propues-
tos en la sección 4.3 (ecuaciones (4-116),(4-119)-(4-123)), comparándolos con otros resultados
presentes en la literatura.

En la figura 4-8 se presenta una comparación con los resultados experimentales de [162]
considerando el parámetro adimensional de acoplamiento

c = 1
1 + β

.

Aquí c = 0 denotaría el contacto perfecto entre las fases y c = 1 la completa separación de fases
en el compuesto.
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Figura 4-8: Comparación de conductividades efectivas mediante el parámetro de acoplamiento,
y resultados experimentales (puntos) [162]

En la literatura se encuentran desarrollos similares al nuestro para materiales elásticos. En
la tabla 4-1 se compara con el módulo de cizalladura longitudinal efectivo (equivalente) para
un arreglo de celdas cuadradas.

Con el objetivo de cuantificar el error de las diferentes aproximaciones estas fueron com-
paradas con la de quinto orden, para diferentes números de Biot y tomando ρ ∈ {2, 50} como
valores representativos. Las mayores diferencia entre estas aproximaciones se manifestó para el
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Tabla 4-1: Comparación para fracción de volumen de fibra vacía (ρ = 10−5/30) usando las
fórmulas obtenidas y resultados publicados en [142,153,163]

φ Ec.(4-116) Ec.(4-119) Ec.(4-120) Ec.(4-122) [153]∗ [142]∗∗ [163]∗∗∗

0.1 0.818182 0.818177 0.818177 0.818177 0.818177 0.818177 0.818177

0.2 0.666667 0.666531 0.666531 0.666531 0.666531 0.666530 0.666530

0.3 0.538462 0.537580 0.537580 0.537580 0.537580 0.537580 0.537580

0.4 0.428572 0.425358 0.425355 0.425351 0.425351 0.425350 0.425350

0.5 0.333333 0.324729 0.324681 0.324655 0.324655 0.324654 0.324653

0.6 0.25 0.230949 0.230477 0.230329 0.230322 0.230318 0.23032
∗ Tabla 1, fórmula de 6to orden de [153]
∗∗ Tabla 3, de [142]
∗∗∗ Tabla 7, de [163]

contacto perfecto (Fig. 4-9), siendo más notorias para ρ altos aumentando no solo su magnitud,
sino que comienzan a diverger para concentraciones menores.
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Figura 4-9: Comparación de los errores con contacto perfecto. Se consideraron ρ = 2 (izquierda)
y ρ = 50 (derecha) como valores representativos. Las curvas marcadas con el símbolo (*) se
obtuvieron con las fórmulas de [153] en lugar de las nuestras.

En la figura 4-10 se presentan, además, algunos de los valores de la literatura [78,142] junto
a las aproximaciones analíticas propuestas (ecuaciones (4-116),(4-119)-(4-123)) en un intervalo
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cercano a la percolación. Se puede observar que con nuestra propuesta se alcanzan precisiones
similares utilizando truncamientos de menor orden.
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Figura 4-10: Comparación de conductividades efectivas para fracciones de volumen altas, ρ ∈
{2, 50} y diferentes números de Biot. Para el cálculo de las curvas marcadas con el símbolo (*)
se utilizaron las fórmulas de [153] en lugar de las nuestras.

Para analizar los órdenes de aproximación obtenidos en (4-116) y (4-119)-(4-123) se tendrán
en cuenta sus desarrollos en series de Laurent alrededor de φ = 0. Para (4-116) dicho desarrollo
es sencillo de obtener:

1 − φβ1
1 + φβ1

= 1 + 2
∞∑

j=1
(−β1φ)j . (4-133)

La complejidad de estos desarrollos aumenta a medida que el truncamiento es de orden mayor,
no obstante, fue posible obtener una expresión hasta el octavo término la cual es cierta para
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todos los truncamientos de orden superior. Es decir, para las fórmulas (4-119)-(4-123) se cumple:

â11
a(1) = 1 + 2

4∑
j=1

(−β1φ)j

+ 2
4∑

j=1

(
(−β1)4+j − 3jS2

4π
−4 (−β1)j+1 β3

)
φ4+j

+ o(φ9).

(4-134)

En particular, tanto el desarrollo en serie de Laurent de (4-122) y (4-123) como los de las
fórmulas de cuarto y sexto orden propuestas en [153] (Tabla 4-2) coinciden hasta el orden 12,
y tienen la forma:

â11
a(1) = 1 + 2

12∑
j=1

(−β1)j φj − 2
8∑

j=1

(
3jS2

4π
−4 (−β1)j+1 β3

)
φ4+j

+ 2
4∑

j=1

(
9j(j + 1)

2 S4
4π

−8 (−β1)j+2 β2
3 − 7jS2

8π
−8 (−β1)j+1 β7

)
φ8+j

+ o(φ13).

(4-135)

Observación: El desarrollo anterior coincide con [164] en el contexto de contacto perfecto,
es decir, cuando

ĺım
β→∞

βk = a(1) − a(2)

a(1) + a(2) ,

obteniéndose

â11
a(1) = 1 + 2

12∑
j=1

(−χ)j φj + 2
8∑

j=1

(
3jS2

4π
−4 (−χ)j+2

)
φ4+j

+ 2
4∑

j=1

(
9j(j + 1)

2 S4
4π

−8 (−χ)j+4 + 7jS2
8π

−8 (−χ)j+2
)
φ8+j

+O(φ13),

(4-136)

donde
χ = a(1) − a(2)

a(1) + a(2) .

Además, este desarrollo solo difiere del de (4-120) en

7jS2
8π

−8 (χ)3 + o(φ9).

Las aproximaciones (4-134)-(4-135) brindan un indicio de qué tan parecidas son todas estas
aproximaciones, especialmente para φ pequeños. Por ejemplo, si φ < 0.32 y ρ < 100, las
aproximaciones de orden superior a 2 son indistinguibles con precisiones menores de 4 cifras
decimales.
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4.4.3. Comparación del caso bidimensional con un medio trifásico

En la literatura existen diferentes formas de modelar el contacto imperfecto. Hasta el mo-
mento se ha considerado que dicha imperfección se encuentra en una superficie que separa dos
fases, una formada por la matriz y otra formada por las inclusiones. Otro modelo, que ana-
lizaremos a continuación, se basa en considerar que el medio está constituido por tres fases,
las antes mencionadas y una tercera (mesofase o buffer) que separa a ambas, con sus propias
características y propiedades. De esta forma, cuando el espesor de la capa intermedia es muy
fino ambos modelos deberían ser equivalentes (Fig. 4-11).
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𝑅 − 𝛿/2
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Figura 4-11: Sección transversal de nuestro modelo y de un medio trifásico equivalente.

Para este segundo modelo se presentan dos dificultades principales: (1) Desde el punto de
vista teórico, cómo garantizar la equivalencia de ambas en el límite (existencia de dicho límite,
que los problemas están bien planteados). (2) Desde el punto de vista práctico, que los métodos
numéricos converjan al valor correcto cuando las dimensiones de la capa son muy pequeños
(discretizaciones, aliasing y otros artefactos numéricos).

En la presente sección compararemos los resultados analíticos de [153] para un modelo
trifásico con los nuestros. De esta manera, para pequeños espesores podemos validar nuestros
resultados y buscar condiciones que garanticen la equivalencia de ambos modelos, al menos en
los casos límite cuando el espesor tiende a cero.

Denotaremos por

a(y) =


a(1), y ∈ Y1 (matriz),
a(Γ), y ∈ YΓ (interfaz),
a(2), y ∈ Y2 (inclusión).

Hipótesis: Los desarrollos que se realizarán a continuación suponen que existe una cierta
constante C(r) tal que, para los modelos presentados, exista el límite:

ĺım
δ→0

a(Γ)

δβ
= C(r). (4-137)
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En [153] se obtienen aproximaciones de la propiedad efectiva del modelo trifásico (isotrópico)
similar en forma a (4-121). En su caso las aproximaciones tienen la forma:

Fcond ≡ â

a(1) = 1 − φv1 − terms

1 + φv1 − terms
= 1 − 2φv1

1 + φv1 − terms
, (4-138)

donde terms es una suma ponderada de términos de φ cuyos coeficientes se calculan utilizando
las siguientes expresiones:

vk =
χo + χi

(
ri
ro

)2k

1 + χoχi

(
ri
ro

)2k
, (4-139)

donde
ri = R− δ

2 , r0 = R+ δ

2 , χo = a(1) − a(Γ)

a(1) + a(Γ) , χi = a(Γ) − a(2)

a(Γ) + a(2) .

Nuestra intención es encontrar la relación que existe entre vk y βk a partir de (4-106) y
(4-139), para δ << 1.

Reescribamos

vk =
(a(1) − a(Γ))(a(Γ) + a(2)) + (a(1) + a(Γ))(a(Γ) − a(2))

(
ri
ro

)2k

(a(1) + a(Γ))(a(Γ) + a(2)) + (a(1) − a(Γ))(a(Γ) − a(2))
(

ri
ro

)2k

=
2(1 − ρ)a(Γ) + (1 + a(Γ)/a(1))(a(2) − a(Γ))

(
1 −

(
ri
ro

)2k
)

2(1 + ρ)a(Γ) + (1 − a(Γ)/a(1))(a(2) − a(Γ))
(

1 −
(

ri
ro

)2k
)

=
2(1 − ρ)a(Γ) + a(2)

(
1 −

(
ri
ro

)2k
)

− a(Γ)A−
n

2(1 + ρ)a(Γ) + a(2)
(

1 −
(

ri
ro

)2k
)

− a(Γ)A+
n

,

donde

A−
n =

(
1 − a(2) − a(Γ)

a(1)

)(
1 −

(
ri

ro

)2k
)
,

A+
n =

(
1 + a(2) − a(Γ)

a(1)

)(
1 −

(
ri

ro

)2k
)
.

Las vk se pueden escribir convenientemente de forma explícita en términos de δ. Como

ri

ro
= 1 − δ

r + δ/2 ,
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por lo tanto

1 −
(
ri

ro

)2k

= δ

r + δ/2δ
2k∑

j=1
(−1)j−1

(
2k
j

)(
δ

r + δ/2

)j−1
.

Considerando el polinomio

pk(x) =
2k∑

j=1
(−1)j−1

(
2k
j

)
xj−1,

podemos reescribir

1 −
(
ri

ro

)2k

= δ

r + δ/2

(
2k + δ

r + δ/2pk

(
δ

r + δ/2

))
. (4-140)

Obteniéndose de esta forma los límites

ĺım
δ→0

v1 = (1 − ρ)rC(r)β + ka(2)

(1 + ρ)rC(r)β + ka(2) . (4-141)

Esto quiere decir que, con la normalización

a(Γ) = δβ

r
(4-142)

es posible establecer un paralelismo entre nuestro modelo y el modelo trifásico propuesto por
[153] para δ << 1, siendo:

βk = ĺım
δ→0

vk.

Esta normalización (4-142) coincide, además, con las propuestas en [69,142,165].
Observación: En otras palabras, fijado un espesor δ suficientemente pequeño, si se conoce β

en nuestro modelo es posible calcular un a(Γ) = δβ
r para el cual el modelo trifásico es equivalente,

y viceversa (encontrar β conociendo a(Γ)).
Desde el punto de vista numérico, las aproximaciones aquí obtenidas coinciden razonable-

mente con los resultados presentados en [153]. De hecho los términos acompañantes en (4-138)
coinciden para el primer y segundo truncamiento del sistema (ecuaciones (4-116) y (4-119) res-
pectivamente). Para truncamientos de tercer orden comienzan a verse ciertas diferencias entre
ambas aproximaciones. Mientras [153] propone la misma aproximación del orden anterior, en
nuestro caso se obtuvo (4-120), cuyo denominador no aparece en las aproximaciones propuestas
por [153] sino hasta el truncamiento de cuarto orden. En el cuarto orden ambas aproximaciones
difieren aún más, y no puede establecerse un paralelismo exacto con sus resultados. La Tabla
4-2 presenta un resumen de esta comparativa.

A pesar de toda la potencialidad de los modelos presentados, las geometrías abordables
por métodos analíticos siguen siendo muy limitadas. Para el cálculo de coeficientes efectivos
de estructuras más complejas sigue siendo necesario el empleo de métodos numéricos. Esta
temática será abordada en el capítulo siguiente a través del Método de los Elementos Finitos.
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Tabla 4-2: Comparación entre las aproximaciones propuestas por [153] y las obtenidas en el
presente trabajo.

Orden
de

Trunc.

Ecs.(4-116),(4-119)-(4-123) Manteufel-Todreas [153]
Coeficientes y funciones auxiliaresâ

a(1) = 1 − φβ1 − τ

1 + φβ1 − τ

â

a(1) = 1 − φv1 − τ

1 + φv1 − τ

1º τ = 0 τ = 0

2º τ = C4β1β3φ4 τ = C4v1v3φ4 C4 = 3S2
4π−4 ≈ 0.305827833

3º τ = C4β1β3φ4/∆1(φ)
∆1(φ) = 1 − b8β3β5φ8

b8 = 735S2
8π−8 ≈ 1.40295995

4º
τ = C4β1β3φ4/∆2(φ)

+ C8β1β7φ8 ∆′
1(φ)

∆2(φ)

τ = C4v1v3φ4/D1(φ)
+ C8v1v7φ8

C8 = 7S2
8π−8 ≈ 0.013361523

D1(φ) = 1 − b8v3v5φ8

∆2(φ) = 1 −
5041
132 b8β3β5φ8

∆′
1(φ) = ∆1(φ) − b12β5β7φ12

b12 = 152460S2
12π−12 ≈ 2.55915216

5º

τ =
1

∆3(φ)

(
C4β1β3φ4

+ C8β1β7φ8

+ E16β1β3β5β7φ16

+ E20β1β3β7β9φ20
)

E16 = 105(7S2
8 − 66S4S12)2π−16

≈ 0.55915375
E20 = 63525(S8S12 − 39S4S16)2π−20

≈ 1.64640971

∆3(φ) = ∆2(φ) − b′
12β3β9φ12

− b16β7β9φ16 − C24β3β5β7β9φ24

b′
12 = 5

84
b12 ≈ 0.15233049

b16 = 32207175S2
16π−16 ≈ 5.76867559

C24 = 2858625(22S2
12 − 91S16S8)2π−24

≈ 4.93057350

6º&7º τ = C4v1v3φ4/D2(φ)
+ C8v1v7φ8

+ C12(v1)2φ12

+ C16v1v3v5v7φ16/D3(φ)
+ C20v1v5(v7)2φ20/D0(φ)
+ C28v1v3(v5)2(v7)2φ28/D4(φ)

C12 ≈ 0.000184643; C16 ≈ 0.242252;
C20 ≈ 0.0341942; C28 ≈ 0.0479731;
D0(φ) = 1 − b12v5v7φ12,

D2(φ) = 1 − b8v3v5φ8/D0(φ)
− b′

12v3v9φ12

D3(φ) = 1 − b8v3v5φ8/D0(φ)

−
[
b12v5v7 + b′

12v3v9
]

φ12

+ b20v3 (v5)2 v7φ20/D0(φ)
+ b24v3v5v7v9φ24

D4(φ) = 1 − b8v3v5φ8/D0(φ)
− [2b12v5v7 + b′

12v3v9]φ12

+ 2b20v3(v5)2v7φ20/D0(φ)
+ [2b24v3v5v7v9

+ b′
24(v5)2(v7)2]φ24

− b32v3(v5)3(v7)2φ32/D0(φ)
− b36v3(v5)2(v7)2v9φ36

Donde: b20 = 3.59039, b24 = 0.389837, b′
24 = 84

5 b24, b32 = 9.18835, b36 = 0.997652
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Capítulo 5

Método de los elementos finitos

En este Capítulo se propone la resolución directa de los Problemas Locales mediante el
Método de los Elementos Finitos, plantearemos sus elementos principales y una técnica co-
nocidad como Método de Descomposición de Dominio que permitirá abordar el problema del
contacto imperfecto. Abordaremos también brevemente algunas cuestiones relacionadas con su
implementación computacional.

5.1. Homogeneización y Elementos Finitos

Los modelos matemáticos que resultan de la homogeneización requieren de la solución de
problemas de contorno para ecuaciones diferenciales parciales. La solución analítica de tales
problemas solo puede alcanzarse para geometrías particulares de las inclusiones o la celda pe-
riódica [143,144,166,167]. Sin embargo, para geometrías arbitrarias, es necesario aplicar métodos
numéricos para resolver los Problemas Locales.

El Método de los Elementos Finitos (FEM, por sus siglas en inglés) es para nuestro caso
un excelente candidato debido a su versatilidad, permitiendo introducir dominios de cálculo
complejos y condiciones en regiones restringidas. Por ejemplo, en [50] FEM se combina con
la Homogeneización Reiterada para investigar el comportamiento macroscópico de los proble-
mas de transferencia de calor en compuestos 2D considerando un contacto térmico perfecto a
través de las interfaces. Otra ventaja de este método es su generalidad, que permite aplicar-
lo a problemas elásticos, de transmisión de calor, mecánica de fluidos computacional, campos
electromagnéticos, ecuación de Schrödinger, etc. [123,168,169].

El FEM permite obtener una solución numérica aproximada de las ecuaciones diferenciales
en forma débil o ecuaciones integrales, que caracterizan el comportamiento físico del problema
dividiéndolo en un número finito de subdominios en los cuales se obtendrá la solución. Esta
estructura permite establecer relaciones de adyacencia o conectividad de modo que la solución
aproximada en cada uno de ellos dependerá solamente de la solución en los subdominios más
cercanos. En general dicha aproximación de la solución se reduce a resolver un sistema de
ecuaciones lineales de gran dimensión por métodos generales del cálculo numérico.
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5.2. Base teórica del Método de Elementos Finitos

En el Capítulo 2 hemos visto que las soluciones de un problema de contorno puede formularse
en una forma fuerte (Sec. 2.2) y una forma débil (Sec. 2.3). Las segundas habitan en espacios
de Hilbert de dimensión infinita, que llamaremos genéricamente H, donde debemos buscarlas o
construirlas. La idea básica del FEM consiste en aproximar estos espacios por algunos espacios
apropiados de dimensión finita Hh, de modo que se cumplan las siguientes condiciones

1. Hh ⊂ H, de dimensión finita.

2. Se escribe la solución uh como combinación lineal de las funciones base del espacio Hh,
de esta forma podemos formular y resolver el problema variacional en Hh.

3. Cuando h → 0, Hh → H, en otras palabras, ĺım
h→0

‖u− uh‖ = 0, con u la solución débil del
problema variacional en el espacio H y uh la solución del problema variacional en Hh.

Se hace evidente que en el centro de esta metodología está la selección de la base de dichos
espacios de dimensión finita Hh, o mejor dicho, la construcción de un conjunto de funciones tales
que el espacio generado por ellas cumpla con dichas características. En este sentido podemos ver
al FEM como un caso particular del método de residuos ponderados de Bubnov-Galerkin o una
forma sistemática de construir el espacio de funciones para el método de Rayleigh-Ritz, visto
en la Sección 3.4. Algunos autores también lo relacionan con el método de mínimos cuadrados
y establecen paralelismos entre FEM y el Métodos de Diferencias Finitas [123].

Una importante propiedad del método es la convergencia. De modo que si se consideran par-
ticiones de elementos finitos sucesivamente más finas, la solución numérica calculada converge
rápidamente hacia la solución exacta del sistema de ecuaciones [107].

5.2.1. Elementos, nodos y funciones de forma

Al paso que traslada el análisis del nivel de cada elemento finito como una única entidad
hacia el análisis de todo el grupo o conjunto que forman se le conoce como ensamblaje. Se
puede decir que se resuelve de forma aproximada un problema complejo, en general sin solución
analítica, a través de la resolución secuencial y estructurada de varios problemas más simples
y con solución analítica [170].

Supongamos que se necesita resolver un problema de contorno en su formulación débil de-
finido sobre un dominio Ω ⊂ Rd con una frontera continua en el sentido de Lipschitz. Una
partición en n elementos finitos, es una colección de n subdominios {E(i)}n

i=1 con interior dis-
junto compactos con frontera Lipschitz-continua cuya unión forma todo el dominio. Usualmente,
por conveniencia práctica y sencillez de análisis, se considera que todos los elementos finitos son
homeomorfo a un dominio de referencia Ê , es decir, para cada elemento existe una función conti-
nua F (e) : Ê → E(e). Este dominio de referencia se suele llamar frecuentemente también dominio
isoparamétrico. Consideraremos para nuestro estudio particiones en elementos isoparamétricos
poligonales.

Sobre cada elemento se considerarán algunos puntos especiales llamados nodos (nod(E(k)) ⊂
E(k)), y que generalmente incluirán los vértices del elemento finito, para los cuales se requerirá
la condición adicional de que dos elementos adyacentes compartan los nodos sobre sus fronteras
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comunes, es decir:
E(j) ∩ nod(E(i)) ⊂ nod(E(j)) ∀i, j = 1, . . . , n.

En el caso isoparamétrico se puede establecer un sistema de coordenadas en Ê de forma tal
que la geometría de un elemento queda completamente definida a partir de los nodos que la
componen.

El conjunto de nodos y elementos constituye lo que se conoce como mallado o malla de
elementos finitos. Una vez definida la malla de elementos finitos, se define sobre cada elemento
un espacio funcional de dimensión finita, usualmente formado por polinomios. Este espacio
funcional servirá para aproximar localmente la solución del problema variacional (en nuestro
caso (2-14)) y en lugar de la solución exacta se calculará la proyección de la solución original
sobre dicho subespacio.

Existen muchas formas de elegir un conjunto de funciones que formen una base vectorial
sobre la cual aproximar la solución exacta del problema en cada elemento. En particular, se
buscan funciones que estén perfectamente definidas a partir de sus valores (o de sus derivadas)
en los nodos. Nosotros definiremos un espacio vectorial X̂ de dimensión finita sobre el dominio
de referencia Ê . Entonces mediante el homeomorfismo F (e) se define el espacio vectorial que
servirá para aproximar la solución

V h =
{
vh ∈ V | ∀e : vh ◦ F (e) ∈ X̂

}
.

A las funciones de la base de X̂ se le denomina funciones de forma.
El espacio más usual X̂ = Pm(Ê) es el que está formado por todos los polinomios de grado

igual o inferior a m. Haciendo coincidir el número de nodos de cada elemento con el grado del
espacio se pueden definir las funciones de forma, tales que

N̂i(ξj) =
{

1 i = j

0 i 6= j
, i, j ∈ nod(Ê).

Esta definición permite proyectar sobre el espacio de elementos finitos cualquier función definida
sobre el dominio original mediante la función de proyección

(
Πhv

)
(·) =

m∑
i=1

v (xi)Ni(·) ∈ V h, (5-1)

es decir, la aproximación funcional en X̂ = Pm(Ê) con esta base, coincide con la aproximación
puntual en los nodos.

5.2.2. Procedimiento de FEM

Como hemos visto, para aplicar FEM se parte de un problema variacional, por lo que para
resolver ecuaciones diferenciales de la mecánica de medios continuos es necesario escribirlas en
su forma débil (Sec. 2.3). Los algoritmos que emplean FEM suelen dividirse en tres etapas, que
describiremos a continuación.

Para la solución aproximada del problema es necesario hacer consideraciones adicionales:
primeramente es necesario definir la malla y seleccionar la base, luego discretizar todos los
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parámetros y funciones que intervienen en las ecuaciones (propiedades de material, fuerzas,
etc.). El cálculo de integrales también se realiza, salvo pocas excepciones, utilizando métodos
aproximados de cuadratura. A esa parte de los algoritmos del FEM, unido a acciones destinadas
a optimizar y evitar errores de cómputo (regularización y precondicionamiento) se le conoce
como preprocesamiento.

El resultado del preprocesamiento es un sistema lineal de N ecuaciones y N incógnitas.
El número de ecuaciones de dicho sistema es proporcional al número de nodos, por lo que es
común que se trate de sistemas muy grandes que requieren métodos especiales de resolución.
Las incógnitas son las vi = v (xi) que se obtienen cuando se sustituye (5-1) en el problema
variacional. Cuando el problema a tratar es un problema no lineal o un problema dependiente
del tiempo a veces el cálculo consiste en una sucesión finita de estos sistemas, que deben
resolverse uno a continuación de otro, y cuya entrada depende del resultado del paso anterior.

En cualquier caso, el sistema anterior puede ser resuelto con cualquier algoritmo para la
resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Debido a que cada elemento está conectado a
muy pocos elementos, la matriz final es dispersa (usualmente definida por bandas) y es por esto
que se suelen emplear algoritmos eficientes en este tipo de sistemas de ecuaciones lineales [155].
Esta etapa es conocida como cómputo lineal, o simplemente cómputo.

La solución del sistema son los valores en los nodos, y utilizando las funciones de base se
obtienen las soluciones aproximadas del problema variacional. De esta forma se calculan también
otras magnitudes de interés, en ocasiones se aplican operaciones de suavizado e interpolación,
y se pueden determinar cotas para los errores de aproximación. A esta última etapa se le llama
postprocesamiento.

5.3. Método de Descomposición de Dominio
Cuando existe una zona de transición sobre la superficie de contacto de dos componentes del

material compuesto, o cuando se produce la difusión, se dice que existe un contacto imperfecto
en dicha interfaz (véase Sec. 2.1). Con mucha frecuencia esta zona no es tenida en cuenta en
las investigaciones pues las propiedades del material en esta zona no se conocen suficientemente
[78,82,86,113]. Sin embargo, existe un interés creciente en la influencia del contacto imperfecto,
objeto de nuestro estudio. En [113, 114, 122] se encuentran cotas variacionales y soluciones
analíticas para geometrías simples respectivamente. El método que veremos a continuación,
junto con FEM, conduce a la solución de problemas muy complejos resolviendo problemas más
simples en dominios separados.

En general el Método de Descomposición de Dominio (DDM, por sus siglas en inglés) consiste
en sustituir la resolución de un sistema lineal por un proceso iterativo que resuelve (posiblemente
en paralelo) varios sistemas más pequeños en dominios separados [171–173]. Este método ha
resultado eficiente, en particular, para el caso de contacto imperfecto debido a la caracterización
natural de los dominios y a la capacidad de gestionar diferentes condiciones de contacto en
dicha interfaz. En [174] se utilizó la combinación de FEM y DDM para obtener los coeficientes
efectivos considerando contacto imperfecto. De hecho, esta técnica se combina con el método
de homogeneización asintótica (M.H.A.) en [171] para calcular los coeficientes efectivos de un
compuesto fibroso conductor periódico con una barrera térmica en la interfaz entre la matriz
y las fibras de sección transversal elíptica. Otra de las posibles ventajas de este método es su
facilidad para la paralelización, que aunque está fuera del alcance del presente trabajo, no se
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descarta para futuras investigaciones.

La principal dificultad en los diferentes DDMs es la transmisión de la información entre
los subdominios. En este sentido existen dos grupos: los que se basan en una partición en
regiones disjuntas [171, 173, 174], y en una partición con recubrimiento [172, 175]. El método
que emplearemos pertenece a la primera categoría, usando un esquema iterativo de Schwarz
para el cual la relación entre las soluciones en los subdominios se expresa mediante condiciones
apropiadas en la interfaz, la cual se considera una frontera común a ambos subdominios.

En términos generales, los Problemas Locales (4-15)-(4-18) y (4-28)-(4-31) buscan encontrar
una solución U en un dominio W ∈ {Y, Z}, que sea W−periódica tal que:

∇ · (σ(∇U + I)) = 0, en W\Γ, (5-2)
[σ1 (∇U1 + I)] · n = −βJUK, sobre Γ, (5-3)
Jσ(∇U + I)K · n = 0, sobre Γ, (5-4)

〈U〉W = 0. (5-5)

Sea W = W1 ∪ W2, donde W1 y W2 representan la matriz e inclusión, respectivamente.
Definiremos Uα = 1WαU (α = 1, 2), y por simplicidad, consideraremos que las inclusiones
son interiores y no tocan las fronteras exteriores (∂W2∩∂W = ∅). Con esta notación, la ecuación
(5-2) se puede descomponer en

∇ · (σα(∇Uα + I)) = 0 en Wα, (α = 1, 2).

Por otra parte (5-3) y (5-4) son lo mismo que

[σ1(∇U1 + I)] · n = [σ2(∇U2 + I)] · n = −β(U2 − U1), sobre Γ.

La condición (5-5) es requerida para nuestro problema solo por unicidad, otra variante sería
tomar cualquier

U′ = U + C

con C constante. En particular, una vez conocida U′ que satisfaga (5-2)-(5-4): U = U′−〈U′〉W .

Lo anterior nos permite definir los problemas interdependientes
∇ · (σ1(∇U1 + I)) = 0, en W1

[σ1(∇U1 + I)] · n − βU1 = −βU2, sobre Γ
U1 W − periódica

(5-6)

{
∇ · (σ2(∇U2 + I)) = 0, en W2

[σ2(∇U2 + I)] · n + βU2 = βU1, sobre Γ
(5-7)

donde, para resolver (5-6) es necesario conocer la solución de (5-7), y viceversa. En lugar de
resolver estos problemas de manera simultánea, estableceremos un esquema iterativo de la
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forma: 
∇ ·

(
σ1(∇Uk+1

1 + I)
)

= 0, en W1[
σ1(∇Uk+1

1 + I)
]

· n − βUk+1
1 = −βUk

2, sobre Γ

Uk+1
1 Y − periódica

(5-8)


∇ ·

(
σ2(∇Uk+1

2 + I)
)

= 0, en W2[
σ2(∇Uk+1

2 + I)
]

· n + βUk+1
2 = βUk

1, sobre Γ.
(5-9)

k recorre en conjunto de los números naturales.
Este esquema pertenece a la clase de los algoritmos iterativos de Schwarz y supone que

ĺım
k→∞

Uk
1 = U1 in W1

ĺım
k→∞

Uk
2 = U2 in W2

5.3.1. Formulación variacional

Sea V ∈ H1
] (véase Sec. 2.3), siguiendo la notación Vα = 1YαV con α = 1, 2. Las ecuaciones

(5-6) y (5-7) pueden escribirse en su formulación variacional:∫
Y1

σ1(∇U1 + I) · ∇V1dV −
∮
Γ

βU1V1dS +
∮
Γ

βU2V1dS = 0, (5-10)

∫
Y1

σ2(∇U2 + I) · ∇V2dV +
∮
Γ

βU2V2dS −
∮
Γ

βU1V2dS = 0, (5-11)

y de manera equivalente, para (5-8) y (5-9), se tiene:∫
Y1

σ1(∇Uk+1
1 + I) · ∇V1dV −

∮
Γ

βUk+1
1 V1dS +

∮
Γ

βUk
2V1dS = 0, (5-12)

∫
Y1

σ2(∇Uk+1
2 + I) · ∇V2dV +

∮
Γ

βUk+1
2 V2dS −

∮
Γ

βUk
1V2dS = 0. (5-13)

Lo problemas (5-12) y (5-13) se resolverán alternativamente utilizando FEM (como fue
descrito en la Sec. 5.2).

Para aplicaciones particulares se suele tener en cuenta propiedades de simetría u otras que
permitan simplificar aún más la resolución analítica o numérica de estos problemas. En parti-
cular en varios momentos de nuestro trabajo consideraremos que las constituyentes son medios
isótropos, lo cual nos permite descomponer el problema local en problemas independientes en
las direcciones principales. Esto significa que (5-12) y (5-13) pueden resolverse en cada dirección
por separado y la solución general será la suma de ambas.
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5.4. Resultados numéricos

Para utilizar FEM con DDM se generan particiones (elementos) en ambas subdominios de
forma que sean compatibles en las intersecciones. Para cada elemento se construirán funciones
de soporte compacto, y la selección que se hagan de ellas y sus parámetros determinará el
espacio de funciones mediante el que será aproximada la solución.

El conjunto de relaciones entre el valor de la variable entre los nodos se puede escribir
en forma de sistema de ecuaciones lineales, a la matriz asociada se le conoce como matriz de
rigidez [38,124]. El número de ecuaciones de dicho sistema es proporcional al número de nodos,
por lo que es común que se trate de sistemas muy grandes que requieren métodos especiales de
resolución. Entre los métodos más generales se encuentran los métodos iterativos basados en
subespacios de Krylov [155], entre ellos el seleccionado por nosotros fue el Método de Residuo
Mínimo Generalizado (GMRES por sus siglas en inglés) [176]. Nuestra elección se basa en que
GMRES permite la solución numérica de un sistema no simétrico de ecuaciones lineales, como
el que deriva del FEM [155].

Consideraremos primeramente la solución numérica del problema con una única escala mi-
croestructural. Las aplicaciones de esta metodología a dos escalas se verá en el capítulo si-
guiente. A continuación presentaremos la aplicación de esta metodología combinada (M.H.A-
FEM-DDM) para diferentes problemas. Aunque se ha avanzado con resultados parciales para
algunos compuestos 3D, es necesario desarrollar otras estrategias, ya que requieren un poder
de cómputo mucho mayor.

5.4.1. Aplicación a compuestos fibrosos generales

Aplicaremos la metodología descrita a compuestos fibrosos con una amplia variedad de sec-
ciones transversales asumiendo que la conductividad tanto de las fibras como de la matriz tiene
un comportamiento isótropo. Consideramos un medio conductor formado a partir de una matriz
y agrupaciones (racimos) de fibras paralelas, asumiendo una configuración periódica. No exis-
te pérdida de generalidad para este caso si consideramos el problema bidimensional, es decir,
considerando solo un plano perpendicular a las fibras. Estas fibras se pueden agrupar formando
clústeres que se considerarán como si se trataran de fibras individuales, pero con sección trans-
versal arbitraria. Cada nueva fibra está aislada en una sola celda periódica. Consideraremos
que existe un contacto imperfecto entre la matriz y las fibras. Estamos interesados en resolver
el problema local y calcular la matriz de propiedades efectivas.

La propiedad de isotropía nos permite descomponer el problema local en dos problemas
independientes en las direcciones principales (perpendiculares a las direcciones de las fibras).
Esto significa que (5-12) y (5-13) pueden resolverse en cada dirección por separado y la solución
general será la suma de ambas. Si bien el uso de software comercial ha sido aplicado para calcular
propiedades efectivas de compuestos dieléctricos periódicos con contacto perfecto [112]. Aquí se
propone aplicar el FEM haciendo uso del software libre FreeFEM++ [177, 178] (ver Apéndice
A).

Para la implementación del método se consideraron dos alternativas diferentes para generar
la geometría de las inclusiones.

Se definieron primeramente límites analíticos utilizando la superfórmula de Geilis [179] con
un ángulo de rotación y se generaron mallas con procedimientos internos de FreeFEM++. Esta
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es una generalización del concepto de superelipses [171] y permite un amplio rango de formas
muchas de las cuales son similares a estructuras naturales (figura 5-1). A modo de validación
se considera el caso de fibras con sección transversal circular, en el caso de homogeneización
simple se lograron reproducir de manera casi exacta los resultados de [171]. En la tabla 6-1 se
compararán nuestros resultados considerando dos escalas microestructurales.

Figura 5-1: Ejemplo de la variedad de formas obtenidas por la superformula de Gaelis modifi-
cando sus parámetros.

Aunque estos son solo resultados preliminares y requieren más investigación, son alentadores.
Se puede observar como hay una cierta relación entre la rugosidad de la forma y el coeficiente
efectivo obtenido. Esto se debe a que al aumentar la superficie de contacto la imperfección juega
un papel más importante en las interacciones.

Para geometrías secciones transversales más complejas, que no admiten esta representación
analítica, procederemos de una manera diferente. Usamos la biblioteca GMSH [180, 181] (ver
Apéndice A) para diseñar el contacto y una frontera externa cuadrada. Posteriormente, usando
los procedimientos internos del software, generamos dos mallas (una para la matriz y otra para
la inclusión) que se cargaron en FreeFEM++ para cálculos posteriores (Sec. 6.1.2). Este método
permite el cálculo para geometrías arbitrarias e incorpora capacidades de diseño asistido por
ordenador (CAD) a FreeFEM++ que hasta la fecha no estaban disponibles en ninguna otra
librería.

En la figura (5-2) muestra los campos locales en diferentes celdas periódicas obtenidos
implementando de las alternativas descritas (basado en la superfórmula o en CAD).
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Tabla 5-1: Resultados para diferentes secciones transversales de fibra de acuerdo las formas
presentadas en la figura 5-1 (ρ = 50).

Biot φ ELB [82] LB [113] 5-1(a) 5-1(b) 5-1(c) 5-1(d) UB [113]
1e-05

0.2

1.25e-05 ——- 0.667 0.596 0.646 0.638 0.800
0.1 0.114 0.680 0.694 0.652 0.682 0.664 0.820
10 1.131 1.178 1.294 1.411 1.345 1.302 2.467
1e+06 1.244 ——- 1.475 1.680 1.514 1.569 10.800
1e-05

0.3

8.33e-06 ——- 0.538 0.446 0.518 0.492 0.700
0.1 0.079 0.556 0.573 0.518 0.562 0.526 0.730
10 1.211 1.279 1.476 1.683 1.558 1.499 3.200
1e+06 1.416 ——- 1.805 2.203 1.863 2.005 15.699
1e-05

0.4

6.25e-06 ——- 0.426 0.314 0.411 0.352 0.600
0.1 0.060 0.449 0.466 0.399 0.462 0.393 0.640
10 1.302 1.391 1.690 2.036 1.804 1.750 3.933
1e+06 1.645 ——- 2.239 2.974 2.304 2.660 20.599
1e-05

0.5

5.00e-06 ——- 0.325 0.190 0.321 0.220∗ 0.500
0.1 0.049 0.355 0.370 0.286 0.376 0.267∗ 0.550
10 1.408 1.513 1.946 2.510 2.091 2.020∗ 4.667
1e+06 1.961 ——- 2.840 4.336 2.877 3.626∗ 25.499
1e-05

0.6

4.17e-06 ——- 0.231

n/a

0.242

n/a

0.400
0.1 0.041 0.272 0.280 0.300 0.460
10 1.534 1.648 2.260 2.429 5.400
1e+06 2.427 ——- 3.766 3.670 30.399
* para el rombo, evitando el punto de percolación, se reemplazó φ = 0.5 por 0.48

Figura 5-2: Primera componente de la solución para un problema local en medios fibrosos.
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5.4.2. Aplicación a inclusiones esféricas

Consideraremos un medio bifásico formado por partículas, las cuales se agrupan forman-
do conglomerados. Pudiera pensarse, por ejemplo en un coloide donde comienza a ocurrir la
floculación [26]. Por simplicidad asumiremos que los conglomerados tienen forma esférica. Con-
sideraremos que existe contacto imperfecto en la interfaz. Nos interesa resolver los problemas
locales (en las tres direcciones) y calcular la matriz de propiedades efectivas final.

La figura 5-3 muestra las soluciones del problema local para una partícula esférica mediante
FEM-DDM (debido a problemas de representación gráfica solo se pudo mostrar el efecto en la
matriz de la inclusión esférica). Para esta aplicación solo se obtuvieron resultados preliminares,
debido a la implementación realizada no se contaba con recursos de computo suficientes. Se
esperan mayores avances aprovechando las propiedades de simetría (Apéndice B).

Figura 5-3: Solución para el problema local en la matriz, considerando inclusiones esféricas.

81



Capítulo 6

Aplicaciones de la Homogeneización
Reiterada

6.1. Microfibras difusas y nanoreforzadas

En la presente sección investigamos las propiedades efectivas de un tipo de compuestos de
fibras recubiertas conocidas como fibras difusas. Este tipo de compuestos poseen una geome-
tría donde las fibras principales se encuentran recubiertas con nanofibras alineadas normal o
tangencialmente, las cuales están incrustadas en una matriz generalmente polimérica [20, 182].
Estas fibras mejoradas tienen el potencial de alterar las propiedades de la interfaz, pero propor-
cionan funcionalidad adicional como sensores al aprovechar las propiedades multifuncionales de
las nanofibras. En particular, para compuestos basados en carbono estas forman parte de una
categoría mayor conocida como fibras de carbono avanzadas.

En la literatura existen pocos modelos que intenten identificar el comportamiento general
de tales compuestos. En [183] se calcula la respuesta mecánica de las fibras difusas utilizando
métodos micromecánicos, mientras que en [184] se obtienen numéricamente las propiedades
mecánicas efectivas a partir del M.H.A. En [185] se introduce un modelo con retardo, y en [182]
se utiliza un método autoconsistente modificado, para tener en cuenta la capa de interfaz
adicional entre la fibra y la matriz.

Compararemos la aplicación del esquema MHA-FEM-DDM con una escala para una geome-
tría compleja bidimensional con la aplicación de la H.R. en un caso unidimensional (descrito en
la Sección 6.1.1). Se han considerado solo fibras cuadradas puesto que simplifican la obtención
y representación de las soluciones en ambos casos (fig. 6-1).

En principio el número de nanofibras pudiera variar, siendo siempre muy superior al de mi-
crofibras y cubriendo su superficie. Otra consideración a tener en cuenta es la longitud relativa
de las nanofibras con respecto a el espacio entre microfibras. Ambas consideraciones son impor-
tantes a la hora de elegir modelos para su estudio, nosotros propondremos solo dos de ellos. Un
primer modelo, multilaminado, considera fibras largas y desde el punto de vista formal se reduce
a un medio laminado multiescala. Se trata de modelos que representan un mismo medio fibroso
donde cada una de sus fibras presenta refuerzos en su superficie. Para el segundo modelo, dada
su complejidad, fue necesario considerar técnicas especiales tanto del tipo analítico como nu-
méricas para su solución. De este último solo se presentará un breve esbozo metodológico pues
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𝑥𝑥1

𝑥𝑥2

K ε

Figura 6-1: Esquema de un medio formado por fibras rectangulares reforzadas (en color azul se
encuentra representada la fibra y en blanco la matriz).

aún continúa en investigación, aunque los aspectos teóricos involucrados ya han sido abordados
en esta tesis.

Observación: Si bien estos modelos son mucho más simples que los propuestos por [182,
185], reflejan las potencialidades de la H.R. en comparación con la homogeneización simple.

6.1.1. Modelo multi-laminado

Consideraremos a un medio fibroso con fibras rectangulares reforzadas mediante fibras más
pequeñas incrustadas en sus caras. Suponiendo que las componentes son isotrópicas y denotando
por

Aε(x) = Aε
(
x

ε
,
x

ε2

)
= A(y, z) = a(y, z)I.

Definiremos dicha conductividad de la manera siguiente

a(y1, y2, z1, z2) =


ac, y1 < ȳ1, y2 < ȳ2,

a0, y1 > ȳ1, y2 > ȳ2,

σ1(y1, y2), y1 < ȳ1, y2 > ȳ2,

σ2(y1, y2), y1 > ȳ1, y2 < ȳ2.,

(6-1)
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donde

σ1(z1, z2) = σ1(z1) =
{
ac, z1 < z̄1,

a0, z1 > z̄1,

σ2(z1, z2) = σ2(z2) =
{
ac, z2 < z̄2,

a0, z2 > z̄2.

Con esta configuración se obtiene un medio bifásico formado por microfibras ortoédricas conec-
tadas mediante nanofibras también ortoédricas, como se muestra en la figura 6-2.

𝑥1

𝑥2

𝑦1

𝑦2

𝑧1

𝑧2

𝑧1

𝑧2

a

a ε

𝜎1

𝜎2

Figura 6-2: Medio fibroso multiescala (multilaminado).

Por simplicidad consideraremos ȳ1 = ȳ2 =
√

Φc =
√
αΦ; z̄1 = z̄2 = τ donde α es un

parámetro de agregación, Φc es la concentración de las fibras mayores, Φ es la concentración
total de las fibras, y el parámetro τ determinará la forma de las fibras menores (su grosor).
Nótese que de la construcción utilizada:

Φ = Φc + Φ0 = Φc + 2γ(1 −
√

Φc)
√

Φc,

donde Φ0 es la concentración de las fibras menores. Es decir, conociendo ambas concentraciones
es posible determinar el grosor de las nanofibras

τ = 1
2

Φ/Φc −
√

Φc

1 −
√

Φc
, (6-2)

y, en particular, para α = 1 (medio totalmente agregado) se tiene τ = 0, Φ = Φc. Así el modelo
se reduce a un medio fibroso con una única escala microestructural. Desafortunadamente, para
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α = 0 (medio totalmente disperso) el modelo no está bien definido pues no puede existir
conexión entre las fibras.

El medio anterior es posible interpretarlo como un medio multilaminado formado por lámi-
nas heterogéneas cuyas fases son, a su vez láminas en diferentes direcciones (fig. 6-3). Un medio
así también puede ser visto como un caso límite del presentado en la sección anterior para
fibras de refuerzo largas, y físicamente puede ocurrir cuando existe entrelazamiento entre las
nanofibras que se encuentran adheridas a microfibras adyacentes. Visto desde el punto de vista
del estudio de nanofluidos pudiera interpretarse como un coloide que ha entrado en un proceso
de gelificación, donde comienzan a formarse grupos de agregados (que serían las microfibras)
conectados por cadenas estructuradas (representados mediante las nanofibras).

Un medio de este tipo, con contacto imperfecto entre las faces, es posible estudiarlo con
la metodología desarrollada en la Sección 4.2. Para ello se propondrá un esquema con tres
escalas microestructurales (fig. 6-3), donde las dos meso-escalas estarán formadas por medios
laminados en diferentes direcciones de acuerdo a la región del plano que representan. En este

𝑦𝑦1

𝑦𝑦2
K

𝑦𝑦1

𝑦𝑦2

𝐿𝐿1 𝐿𝐿2

K

L1 L’1

𝑧𝑧1

𝑧𝑧2

𝑡𝑡1

𝑡𝑡2

𝐿𝐿𝐿1

L2

𝑧𝑧1

𝑧𝑧2

𝐿𝐿𝐿2

L’2

𝑡𝑡1

𝑡𝑡2

Figura 6-3: Otra interpretación del medio descrito.

sentido podemos descomponer el coeficiente (6-1) en dos regiones con valores efectivos parciales,
y a su vez en dichas regiones se subdividen de acuerdo a los valores de los coeficientes efectivos
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de la escala anterior. Esto es, reemplazar a en (6-1), por

ã(y, z, t) =
{
L1(z, t), y1 <

√
Φc,

L2(z, t), y1 >
√

Φc,
(6-3)

L1(z, t) =
{

a(2), z2 <
√

Φc,

L′
1(t), z2 >

√
Φc,

(6-4)

L2(z, t) =
{
L′

2(t), z2 <
√

Φc,

a(1), z2 >
√

Φc,
(6-5)

L′
1(t) =

{
a(2), t1 < τ,

a(1), t1 > τ,
(6-6)

L′
2(t) =

{
a(2), t2 < τ,

a(1), t2 > τ,
(6-7)

donde τ está dado por la ecuación (6-2).
Dada la simetría del medio (Apéndice B) no pierde generalidad considerar los laminados en

las direcciones propuestas, siendo equivalente el análisis si se intercambian y1 y y2. La premisa
para este tratamiento es que los coeficientes efectivos derivados de ambos medios (representados
por a y ã) serán próximos entre sí.

Aplicaremos la metodología desarrollada para compuestos laminados, generalizándola a 3
escalas microestructurales. De esta forma se obtienen dos coeficientes efectivos intermedios que
serán utilizados en el cálculo del coeficiente de la escala anterior. En particular:

(L1)1
ll(z) =

 a(2), z2 <
√

Φc,

(̂L′
1)ll, z2 >

√
Φc,

(L2)1
ll(z) =

 (̂L′
2)ll, z2 <

√
Φc,

a(1), z2 >
√

Φc,
(6-8)

(̂L′
1)ll =

{
P (τ, β), l = 1,
Q(τ), l = 2,

(̂L′
2)ll =

{
Q(τ), l = 1,

P (τ, β), l = 2,
(6-9)

siendo
P (τ, β) ≡

(
τ

a(2) + 1 − τ

a(1) + 1
β

)−1
, Q(τ) ≡ τa(2) + (1 − τ)a(1).

Para la siguiente escala, y escalas superiores no se considerará imperfección en los contactos.
De esta manera se obtienen

(̂L1)ll =


√

Φca
(2) + (1 −

√
Φc)(̂L′

1)ll, l = 1,(√
Φc

a(2) + 1 −
√

Φc

(̂L′
1)ll

)−1

, l = 2,
(6-10)

(̂L2)ll =


√

Φc(̂L′
2)ll + (1 −

√
Φc)a(1), l = 1,( √

Φc

(̂L′
2)ll

+ 1 −
√

Φc

a(1)

)−1

, l = 2.
(6-11)
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Denotando por

rc =
√

Φc

1 −
√

Φc
,

y sustituyendo (6-8)-(6-11) en (4-59), se obtiene finalmente

â11 =
((
rca

(2) + P (τ, β)
)−1

+
(
r−1

c a(1) +Q(τ)
)−1

)−1
, (6-12)

â22 =
( 1
a(1) + rc

P (τ, β)

)−1
+
(

1
a(2) + r−1

c

Q(τ)

)−1

. (6-13)

6.1.2. Medio fibroso multi-escala

Consideraremos una fibra reforzada con nanofibras (pinchos) donde la matriz se recalcula
teniendo en cuenta que pueden quedar flotando nanofibras no agregadas (death-ends). Consi-
deraremos solo fibras rectangulares, aunque el análisis que presentaremos a continuación puede
extenderse de forma directa a geometrías más complejas utilizando el concepto de Estructura
Regular [186] y los métodos de homogeneización asociados [187,188].

Este modelo es susceptible a ser resuelto por la vía analítica. En la Sección 4.3 se presentó una
extensión de la metodología utilizando el Análisis de Variables Complejas con fibras cilíndricas.
Este tipo de representación puede ser muy útil para el caso donde las nanofibras no se encuentran
incrustadas sino flotando en la matriz. La variante de solución propuesta a continuación se basa
en los métodos numéricos presentados en el Capítulo 5.

(Figura 6-4) [189]

GMSH advantages Mesh generated with GMSH for our problem

Figura 6-4: Mallas generadas con GMSH para los cálculos.
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6.2. Ganancia

Ya hemos visto la ganancia de propiedades añadiendo las inclusiones en una cierta matriz y
comparando la nueva propiedad con la de dicha matriz. En este apartado nos interesará otro tipo
de ganancia: nos interesa analizar cómo la geometría y distribución de las inclusiones influyen
en el coeficiente efectivo. En particular, analizaremos la ganancia comparando el problema de
dos microescalas en el medio con respecto al caso en el que solo se considera una escala.

En [26] se desarrolló un modelo de homogeneización ad hoc para analizar el papel de los
procesos de agregación y la resistencia térmica interfacial en la conductividad térmica efecti-
va de nanofluidos y nanocompuestos. También se han reportado ganancias para compuestos
multiescala reforzados con fibras y partículas [49–51] considerando un contacto perfecto. Esta
también ha sido en el caso de laminados [53,135] teniendo en cuenta el contacto imperfecto.

Dadas las conductividades térmicas de la matriz (A(1)) y de las inclusiones (A(2)). Denota-
remos por ÂCH y ÂRH , el coeficiente efectivo del medio obtenido mediante homogeneización
convencional y reiterada, respectivamente. Para nuestro caso, al tratarse de componentes iso-
trópicas, podemos escribirlos en términos de sus equivalentes escalares:

A(1) = a(1)I, A(2) = a(2)I,

ÂCH = âCHI, ÂRH = âRHI,

donde I es la matriz identidad.

Estas cantidades dependerán de la fracción de volumen de inclusiones (φ), la relación de
conductividad de fase (ρ = a(2)/a(1)), la geometría y la barrera térmica (caracterizada por β).
La geometría se caracteriza por la forma de las inclusiones, por lo tanto âRH también dependerá
de la forma de los conglomerados y del parámetro de agregación (α).

Estamos particularmente interesados en los beneficios o inconvenientes de considerar dos
escalas (homogeneización reiterada) frente a una sola escala (homogeneización convencional).
Para este propósito definimos una función de ganancia siguiendo la propuesta de [49], en la
forma:

again(α, φ, ρ, β) ≡ âRH(α, φ, ρ, β)
âCH(φ, ρ, β) . (6-14)

Consideraremos ahora una ganancia en la forma:

aJ
gain = âJ

RH

âCH
,

donde âCH es el coeficiente efectivo del caso de una sola escala microestructural, es decir, para
φp = φ, φa = 1, y âRH es el coeficiente efectivo del modelo J , ya sea un modelo unidimensional
como los propuestos en la Sección 4.4, algún modelo bidimensional (secciones 4.3 o 4.4.3) u
otros.
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6.2.1. Ganancia 1D

Aunque para la homogeneización clásica (4-126) y (4-130) son equivalentes, (4-127) y (4-131)
difieren en el coeficiente que acompaña a B−1. De (4-126) y (4-127) se obtiene

aI
gain(11) = aI

gain(33) = 1, (6-15)

aI
gain(22) =

(
1 −

Φ−1
B

1−Φ
a(1) + Φ

a(c) + 1
B

)−1

, (6-16)

y de (4-130) y (4-131):

aII
gain(11) = aII

gain(33) = 1 − Φ(1 − Φa)(a(c) − a(nc))
(1 − Φ)a(1) + Φa(c) , (6-17)

aII
gain(22) =

(
1 −

Φ(1 − Φa)( 1
a(c) − 1

a(nc) )
1−Φ
a(1) + Φ

a(c) + 1+Φ
B

)−1

. (6-18)

La figura 6-5 muestra el impacto de la agregación y de la elección de a(nc) en la ganancia
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Figura 6-5: Ganancia de los modelos considerando dos niveles miscrostructurales contra uno:
El gráfico (a) representa el modelo I para diferentes valores del número de Biot (ecuación
(6-16)). Los gráficos (b), (c) y (d) representan el modelo II para diferentes formulaciones de
a(nc) (ecuación (6-18)) y contacto perfecto: (b) representa un caso estático, (c) el modelo de
Bruggeman y (d) la media armónica. En todos los casos se tomó Φa = 0.35.
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6.2.2. Ganancia 2D

Analizaremos el efecto de la barrera térmica en la interfaz para medios bifásicos cuyas
inclusiones tienen una conductividad más alta que la matriz (ρ = 500).

La figura 6-6 muestra la influencia de la agregación en la ganancia de propiedad incluso
en el caso de contacto perfecto. La ganancia tiende a crecer con la concentración y para las
concentraciones más altas, la ganancia oscila alrededor de la obtenida para φ = 0.6 y comienza
a disminuir reportando pérdidas cerca del máximo φ = π/4 ≈ 0.785 (percolación).

ϕ=0.2

ϕ=0.3

ϕ=0.4

ϕ=0.6

ϕ=0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
α

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

Bi=1000000.

ϕ =0.6

ϕ =0.65

ϕ =0.68

ϕ =0.69

ϕ =0.7

ϕ =0.71

ϕ =0.72

ϕ =0.73

ϕ =0.74

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
α

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

Bi=1000000.

Figura 6-6: Ganancia para ρ = 500 como función de la agregación, para diferentes concentra-
ciones y contacto perfecto.

Para un mayor número de Biot (mejor contacto), la ganancia continúa su tendencia a crecer
para concentraciones bajas y disminuir con concentraciones altas (figura 6-7). Estas ganancias,
como en el contacto perfecto, tienen un máximo de hasta 9 % para φ ∈ (0.5, 0.6) y α ≈ 0.6.
Vale la pena notar el caso Bi = 2 donde no hay ganancia/pérdida independientemente de ρ.

Para números de Biot más pequeños (peor contacto) el comportamiento es opuesto: disminu-
ye para concentraciones pequeñas con cierta pérdida y comienza a crecer para concentraciones
más altas (figura 6-8). El valor de concentración donde ocurre este cambio de comportamiento
disminuye cuando el número de Biot disminuye, reportando ganancias para valores más pe-
queños del número de Biot y concentraciones más altas. Por otra parte, la ganancia máxima
aumenta cuando el número de Biot disminuye, siendo superior a 25 % en el caso de Bi → 0,
que representa el desacoplamiento de las fases. La independencia de ρ en los valores donde no
hay ganancia/pérdida también se pone de manifiesto en este caso.

91



ϕ=0.2

ϕ=0.3

ϕ=0.4

ϕ=0.6

ϕ=0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
α

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

Bi=1000.

ϕ =0.6

ϕ =0.65

ϕ =0.68

ϕ =0.69

ϕ =0.7

ϕ =0.71

ϕ =0.72

ϕ =0.73

ϕ =0.74

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
α

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

Bi=1000.

ϕ=0.2

ϕ=0.3

ϕ=0.4

ϕ=0.6

ϕ=0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
α

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

Bi=100.

ϕ =0.6

ϕ =0.65

ϕ =0.68

ϕ =0.69
ϕ =0.7

ϕ =0.71

ϕ =0.72

ϕ =0.73

ϕ =0.74

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
α

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

Bi=100.

Figura 6-7: Ganancia para ρ = 500 como función de la agregación, para diferentes concentra-
ciones y valores altos del número de Biot (Bi ∈ {103; 102}).
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Figura 6-8: Ganancia para ρ = 500 como función de la agregación, para diferentes concentra-
ciones y valores bajos del número de Biot (Bi ∈ {10−1; 10−2; 10−5}).
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6.2.3. Soluciones numéricas

En la Tabla 6-1 comparamos nuestro enfoque DDM dos escalas con DDM para homogenei-
zación simple [171], aproximaciones analíticas [156] y cotas variacionales [113]; para diferentes
números de Biot (Bi = 10k) y concentraciones (φ). Sólo se considera el caso de fibras con
sección transversal circular. Para los cálculos suponemos una relación de agregación de 0.25. Se
observa, además, como nuestros resultados se encuentran entre las cotas mejoradas superiores
e inferiores [113].

Tabla 6-1: Comparación con resultados conocidos en el caso de fibras circulares (Ki/Km = 2).

Biot φ LB [113] Classic FEM [78] DDM [171] *Mio* Analytical [190] UB [113]
1e-07 0.3 0,5376 0,5376 0.537873 0.538462 0,7000
1e-05 0.3 0,5376 0,5376 0.537876 0.538473 0,7000
0.001 0.3 0,5378 0,5380 0,5381 0.538229 0.539608 0,7003
0.01 0.3 0,5394 0,5412 0,5413 0.541419 0.54976 0,7030
0.1 0.3 0,5549 0,5715 0,5716 0.571727 0.636821 0,7286
1 0.3 0,6790 0,7720 0,7721 0.77203 0.967106 0,9000
10 0.3 1,0321 1,1118 1,1118 1.11203 1.18381 1,2000
100 0.3 1,1967 1,2093 1,2093 1.2124 1.21818 1,2882
1000 0.3 1,2194 1,2209 1,2209 1.22087 1.22182 1,2988

1e+05 0.3 1,2220 1,2222 1.22175 1.22222 1,3000
1e+07 0.3 1,2220 1,2223 1.22176 1.22222 1,3000
1e-07 0.75 0,0696 0,0784 0.078890 0.142857 0,2500
1e-05 0.75 0,0696 0,0784 0.078896 0.142867 0,2500
0.001 0.75 0,0702 0,0790 0,0793 0.079484 0.143859 0,2507
0.01 0.75 0,0753 0,0844 0,0847 0.084804 0.152816 0,2575
0.1 0.75 0,1252 0,1358 0,1360 0.136148 0.236911 0,3214
1 0.75 0,4908 0,5002 0,5003 0.500276 0.747508 0,7500
10 0.75 1,2968 1,3048 1,3047 1.3049 5 1.46559 1,5000
100 0.75 1,5872 1,6279 1,6278 1.62761 1.64385 1,7206
1000 0.75 1,6240 1,6716 1,6715 1.65818 1.66435 1,7470

1e+05 0.75 1,6282 1,6766 1.65104 1.66664 1,7500
1e+07 0.75 1,6282 1,6767 1.65106 1.66667 1,7500
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Capítulo 7

Conclusiones y recomendaciones

El estudio de las propiedades macroscópicas de medios conductivos heterogéneos es un
tema de interés debido a su importancia clave en las aplicaciones, en especial en problemas de
transferencia de calor. La utilización de nanofluidos, por ejemplo, ha supuesto un reto en la
obtención de modelos que permitan predecir sus propiedades. Fenómenos como la agregación y
la resistencia térmica interfacial juegan un papel relevante en dicho problema [26,27,29].

En el presente trabajo se abordó la modelación y obtención de la conductividad efectiva
de materiales periódicos dependientes de varias escalas microestructurales con condiciones de
contacto imperfecto en las interfaces. La metodología desarrollada permitió derivar el problema
homogeneizado, los problemas locales, y los coeficientes efectivos para un problema tridimen-
sional general. Siendo posible obtener fórmulas analíticas en algunos casos y el desarrollo de
nuevas técnicas numéricas para geometrías más complejas.

Fue posible analizar la influencia en el comportamiento efectivo de la concentración, conduc-
tividades de las fases y contacto imperfecto. Se pudieron observar ganancias de la conductividad
efectiva al considerar dos escalas con respecto al modelo de homogeneización simple o conven-
cional.

7.1. Logros

En el Capítulo 2 se introdujo un modelo matemático por medio de las leyes fundamentales
de la conducción de calor para un medio periódico rápidamente oscilante. Una característica
fundamental fue considerar dos escalas geométricas y una condición de contacto imperfecto
entre las constituyentes. Teniendo todo esto en cuenta, se obtuvieron las formulaciones fuertes
y débiles del problema que permiten abordar el estudio de dicho modelo por diferentes métodos,
analíticos y numéricos. Los fundamentos matemáticos de las diferentes teorías involucradas en
este estudio que se consideraron relevantes fueron abordados de manera resumida en el Capítulo
3.

Para el análisis de las propiedades macroscópica se logró desarrollar la metodología de
homogeneización reiterada en el Capítulo 4. Este método permite hallar las propiedades efectivas
del medio homogeneizado a partir de una serie de problemas recurrentes definidos en una celda
periódica. En este sentido los Problamas Locales (4-15)-(4-18) y (4-28)-(4-31); el Problema
Homogeneizado (4-37)-(4-38) y los coeficientes efectivos (4-21) y (4-36) son la base de todo
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nuestro estudio. De esta forma también se construyó una solución asintótica formal del problema
original (ecuaciones (4-1),(4-23),(4-27),(4-32)).

Dichos problemas se pueden resolver analíticamente para muy pocas geometrías. En par-
ticular se obtuvieron fórmulas analíticas exactas para los coeficientes efectivos en el caso uni-
dimensional general (laminados) [52, 53] considerando un medio trifásico (4-74). Para el caso
bidimensional se obtivieron formulas analíticas aproximadas considerando secciones transversa-
les circulares, y constituyentes isótropas a partir de diferentes truncamientos de un sistema de
infinitas ecuaciones lineales (tabla 4-2), y como serie de potencias para concentraciones bajas
(4-135). En ambos casos se recuperan los casos límite de contacto perfecto [2, 143, 144], y se
validaron los resultados comparándolos con otros propuestos en la literatura [78,142,153].

Desde el punto de vista numérico, en el Capítulo 5, se obtuvieron algoritmos que permiten
solucionar los problemas locales mediante FEM y calcular los coeficientes efectivos para casos
específicos en dos y tres dimensiones [189,191]. Específicamente se utilizó DDM para incorporar
la información del contacto imperfecto en los esquemas de solución tradicionales. Los algorit-
mos combinados M.H.A.-FEM-DDM desarrollados permitieron resolver problemas locales 2D
y obtener coeficientes efectivos considerando fibras de sección transversal arbitraria. También
se obtuvieron algunos avances en el caso 3D para inclusiones esféricas.

En el Capítulo 6 se analizó la influencia de la geometría y distribución de las inclusiones
en el coeficiente efectivo en casos específicos. En particular, fue de mayor interés el estudio de
la ganancia, entendida como el cociente de los coeficientes considerando dos microescalas (3
escalas en total) con respecto al caso en el que solo se considera una microescala (2 escalas en
total). Se encontró, además, una dependencia de dicha ganancia respecto al parámetros que
modela la resistencia interfacial.

7.2. Publicaciones

Durante el desarrollo de este proyecto fueron publicados los siguientes trabajos en diferentes
revistas y eventos científicos.

Abordando la perspectiva analítica en la Homogeneización Reiterada con contacto térmico
perfecto e imperfecto, con aplicaciones a nanofluidos:

[52] E. Iglesias-Rodríguez, J. Bravo-Castillero, M. E. Cruz, L. D. Pérez-Fernández, and F. J.
Sabina, “Reiterated homogenization of a heat conduction problem with interfacial thermal
barrier,” en Exposición Internacional de Materiales Compuestos 2018, EXPO MATCO
2018, (CDMX, México), MATCO Red, Sep. 20–21 2018.

[53] E. Iglesias-Rodríguez, J. Bravo-Castillero, M. E. Cruz, L. D. Pérez-Fernández, and F.
J. Sabina, “Reiterated homogenization applied to nanofluids with an interfacial thermal
resistance,” International Journal for Multiscale Computational Engineering, vol. 18, no.
3, pp. 361–384, 2020.

Abordando la solución numérica de problemas locales mediante el Método de los Elemen-
tos Finitos:
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[189] E. Iglesias-Rodríguez, J. Bravo-Castillero, M. E. Cruz, J. Mesejo-Chiong, and L. D. Pé-
rezFernández, “Finite element and domain decomposition methods in fibrous composites
via asymptotic homogenization,” en 5th Brazilian Conference on Composite Materials,
BCCM 5, (São Carlos, SP, Brazil), CNPq, Jul. 21–24 2021.

[191] E. Iglesias-Rodríguez, J. Bravo-Castillero, M. E. Cruz, J. Mesejo-Chiong, and L. D. Pérez-
Fernández, “The interfacial thermal resistance in composites accounted by the reiterated
homogenization and finite element methods,” en 25th International Congress of Theore-
tical and Applied Mechanics, ICTAM 2021, (Milan, Italy), International Union of Theo-
retical and Applied Mechanics, Aug. 22–27 2021.

[192] E. Iglesias-Rodríguez, J. Bravo-Castillero, M. E. Cruz, J. Mesejo-Chiong, “Reiterated
homogenization for conductive media with interfacial resistance: a FEM+DDM based
approach,” en 1ra Conferência Ibero-Americana de Materiais Compósitos 2021, IAMaC
2021, (Porto, Portugal), Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, Jul. 29–30
2021.

7.3. Recomendaciones para trabajos futuros
Una extensión directa de los resultados presentados es las soluciones del problema local pa-

ra casos tridimensionales, aprovechando inicialmente propiedades de simetría (Apéndice B) y
extendiendo dichos resultados a casos más generales [193]. Particular interés tienen las investi-
gaciones relacionadas con el desarrollo y estudio de nanofluidos, por ejemplo, para su utilización
como refrigerantes.

Una línea de trabajo futura es ahondar en el estudio barreras térmicas no uniformes, de
manera similar a los trabajos de [72, 113, 114]. También resulta de interés explorar otros tipos
de contacto imperfecto que aparecen en diferentes aplicaciones [65,71,73,194] y los casos límites
correspondientes a inclusiones vacías (material perforado) o superconductoras [139–141].

Otras posibles extensiones relacionadas entran en el caso no estacionario de la ecuación
del calor, el electromagnetismo [195, 196], la termoelasticidad [197], y la propagación de on-
das elásticas [198–200]. También es posible utilizar esta metodología en medios más generales
(termo-magneto-electroelásticos) [37,119,201] y en dinámica de fluidos [66].
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Apéndice A

Software empleado

A.1. FreeFEM++ (resolución de formulación variacional)
FreeFEM++ es un lenguaje de programación escrito en C++. Es desarrollado y mantenido

por la Universidad Pierre y Marie Curie y el Laboratorio Jacques-Louis Lions, y se distribuye
bajo licencia GPL. La parte más específica de este software y que lo diferencia de los existentes es
que la solución se realiza de forma automática a partir de su formulación variacional, es decir es
muy cercano a la formulación matemática estándar. Al ser un lenguaje de programación basado
en C++ es extensible y permite la interacción con otros programas y librerías desarrollados en
este lenguaje, o vincularse con otros lenguajes mediante las capas de abstracción compatibles
con C++ [177,178]. Otras características de FreeFEM++:

Puede automatizar la discretización del espacio (incluye métodos adaptativos).

Permite escoger y modificar el método de solución del sistema lineal derivado del FEM.

Es compatible de forma nativa con múltiples formatos y software especializados.

A.2. GMSH (generación de mallas)
GMSH es una biblioteca generadora de mallas diseñada para elementos finitos 2D y 3D.

Está formado por un motor de diseño asistido por ordenador (CAD) y un postprocesador
integrados. Creado por C. Geuzaine and J.-F. Remacle [180, 181], es desarrollado y mantenido
de manera comunitaria y se distribuye bajo licencia GPL. Proporciona una herramienta de
mallado rápida, liviana y fácil de usar con entrada paramétrica y capacidades de visualización
avanzadas. La entrada de datos se realiza de forma interactiva ya sea utilizando una interfaz
gráfica (GUI), archivos de texto ascii o utilizando la interfaz de programación de aplicaciones
(API) en lenguajes como C++, C, Python o Julia.

En la figura A-1 se pueden distinguir algunas de las ventajas de la biblioteca, en termino de
creación de mallas tales como:

Definición individual del tamaño de la malla alrededor de un punto.

Creación de nodos transfinitos (en el sentido de que las distancias varían de acuerdo a
una serie geométrica) en líneas y planos.
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Forzar periodicidad durante la creación de nodos y elementos en fronteras opuestas (las
fronteras y el sentido en que se conectan es elegible).

GMSH advantages Mesh generated with GMSH for our problem

Figura A-1: Ejemplo de mallas generadas con GMSH. En rojo se señalan algunas de las carac-
terísticas de mallado avanzadas distinguibles (Figura tomada de [189]).

A.3. Repositorio digital de software
El software AHM-FEM-DDM desarrollado para la presente investigación se encuentra dis-

ponible de forma libre (bajo Licencia BSD-3-Clause) en el repositorio digital

https://github.com/Rpyo/FEM-Homogenization

de la plataforma de desarrollo colaborativo GitHub.
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Apéndice B

Simplificación de los problemas
locales ante simetrías

La intención de este apéndice es, dadas ciertas invarianzas por simetrías espaciales del medio
(específicamente del tensor de coeficientes que determinan la propiedad de interés), encontrar
problemas más simples que permitan resolver de manera equivalente los problemas locales y el
cálculo de los coeficientes efectivos (B-4). Nos interesa mostrar la influencia de propiedades de
simetría (fig. B-1) para facilitar la búsqueda de coeficientes efectivos, ya sea realizando cálculos
en un dominio más pequeño o porque se puedan calcular con facilidad a partir de otros. Nos
centraremos en particular en las simetrías reflexivas, ya que en parte de la tesis se aplican estas
propiedades. Nos basaremos en el trabajo de [3].

Por conveniencia, consideraremos como dominio el n-cubo W =
[
−1

2 ,
1
2

]n

.

Consideraremos un medio con dicho dominio de periodicidad, y consideraremos que tiene una
cierta simetría en el mismo.

Figura B-1: Ejemplo de formas con simetrías reconocibles.
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Figura B-2: Ejemplo de medios bifásicos simétricos.

Llamaremos Problema Local a un problema definido en el n-cubo W de la forma

∂

∂yi

(
aik + aij

∂N (k)

∂yj

)
= 0, en W , (B-1)

N (k) ∈ W − periódica, (B-2)〈
N (k)

〉
W

= 0. (B-3)

Donde A(y) = (aij(y)) es un tensor simétrico, W -periódico y definido positivo. Aquí la condición
(B-3) se añadió a esta definición solo por unicidad, pudiera ser omitida y la solución sería única
salvo una constante aditiva.

Estos problemas están estrechamente relacionados con la teoría de la Homogeneización
Matemática, la cual tiene una amplia aplicación para el estudio de los materiales compuestos.
En particular mediante el Método de Homogeneización Asintótica se puede probar que si A(x/ε)
es el tensor de propiedades de un material compuesto periódico con período ε, entonces, para
ε << 1, la Propiedad Efectiva del medio estará dada por

âij =
〈
aij + aik

∂N (j)

∂yk

〉
W
. (B-4)

B.1. Ejemplo

Sea un medio bidimensional formado por una matriz e inclusiones en forma de círculos de
radio r < 1 (fig. B-2 a). Sea

A(y) =
(
a11(y) 0

0 a22(y)

)
, a(y) =

{
a(1), |y| > r,

a(2), |y| < r.
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Para N = N (1), la ecuación (B-1) se puede escribir, entonces, como

∂

∂y1

(
a11

∂N

∂y1

)
+ ∂

∂y2

(
a22

∂N

∂y2

)
= −∂a11

∂y1
. (B-5)

Observación: Esta ecuación es válida para cada uno de los subdominios disjuntos |y| > r
e |y| < r. Para que el problema local tenga sentido sería necesario considerar condiciones en
|y| = r, las cuales se abordarán más adelante, pero serán obviadas por el momento.

Denotaremos por σ1 = a11
∂N

∂y1
y σ2 = a22

∂N

∂y2
a los flujos en las direcciones y1 y y2,

respectivamente. Se cumple entonces lo siguiente:
(a) Debido a las simetrías de reflexión de la celda, los coeficientes a11 y a22 son pares respecto

a ambas variables y1, y2.

(b) De aquí que el miembro derecho de la ecuación continúa siendo par (P) respecto a y2 pero
es impar (I) respecto a la variable y1.

(c) De lo anterior se tiene que el miembro derecho es la suma de dos funciones pares respecto
a y2 e impares respecto a la variable y1.

(d) Para que esto sea posible el flujo σ1 tiene que ser par respecto a ambas variables y σ2 impar
respecto a ambas variables.

∂

∂y1

(d)P,P︷ ︸︸ ︷(
a11

∂N

∂y1

)
︸ ︷︷ ︸

(c)I,P

+ ∂

∂y2

(d)I,I︷ ︸︸ ︷(
a22

∂N

∂y2

)
︸ ︷︷ ︸

(c)I,P

= − ∂

∂y1

(a)P,P︷ ︸︸ ︷(
a11
)

︸ ︷︷ ︸
(b)I,P

.

Teniendo en cuenta la paridad de a11 y a22, y por los resultados antes vistos para σ1 y
σ2, separando dicho producto, necesariamente ∂N

∂y1
debe ser par con respecto a y1, ∂N

∂y2
debe ser

impar con respecto a y1, y ambas deben ser pares con respecto a y2. Esto quiere decir que la
función N es impar con respecto a y1 y par con respecto a y2.

(P, P )

σ1 = a11︸︷︷︸
P,P

∂

∂y1

I,P︷ ︸︸ ︷(
N
)

︸ ︷︷ ︸
P,P

, a22︸︷︷︸
P,P

∂

∂y2

I,P︷ ︸︸ ︷(
N
)

︸ ︷︷ ︸
I,I

= σ2

 (I, I)

En particular, esto significa que, para cualquier valor de y2 = ξ ∈ [−1
2 ,

1
2 ]:

N(0, ξ) = 0,

pero por otra parte N(−1
2 , ξ) = −N(1

2 , ξ) y por la periodicidad N(−1
2 , ξ) = N(1

2 , ξ). Por lo
tanto

N(−1
2 , ξ) = N(1

2 , ξ) = 0.

De forma similar se tienen condiciones para el flujo para y2 = ξ ∈ [−1
2 ,

1
2 ]:

σ2(ξ, 0) = σ2(ξ,−1
2) = σ2(ξ, 1

2) = 0.
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De los análisis anteriores queda claro entonces que, conociendo los valores de N en el primer
cuadrante de la celda ([0, 1

2 ]2) es posible obtener (por paridad) los valores de dicha función en
toda la celda ([−1

2 ,
1
2 ]2). Además, las condiciones obtenidas permitirían definir el problema de

contorno en dicha región.
De manera adicional es posible también obtener una nueva simplificación mediante el cambio

de variables M = N + y1, con el cual (B-5) se reduce a

∂

∂y1

(
a11

∂M

∂y1

)
+ ∂

∂y2

(
a22

∂M

∂y2

)
= 0.

Con dicho cambio de variables es necesario cambiar solo una de las condiciones en la frontera
M(1

2 , ξ) = 0 (nótese que σ2 = a22
∂N
∂y2

= a22
∂M
∂y2

). Las condiciones en la interfaz también necesitan
ser modificadas, pero dichas modificaciones en realidad simplifican los cálculos.

Observación: El desarrollo presentado en esta sección es válido para cualquier medio si-
métrico respecto al eje y2 (Fig. B-2 b), se consideraron inclusiones circulares solo por su fácil
representación y delimitación.

B.2. Coeficientes suaves

Formalizaremos el resultado mostrado en la sección anterior para más dimensiones [3]. De-
notaremos por Sh al operador de reflexión respecto al hiperplano Ph = {(y1, · · · , yn) : yh = 0},
(es decir, Sh cambia el signo de la coordenada yh):

Shy =
(
(−1)δh1y1, . . . , (−1)δhnyn

)

(se ha usado la delta de Kronecker: δij =
{

1 si i = j
0 si i 6= j

). Notemos la siguiente propiedad

sobre la transformación Sh: para cualquier función diferenciable φ(η) se tiene que

∂

∂yj
ϕ (Shy) = (−1)δhj

∂ϕ

∂ηj
(η)
∣∣∣∣∣
η = Shy

. (B-6)

Consideraremos que el tensor A = (aij) satisface una simetría de reflexión respecto al
hiperplano Ph del tipo

aij (Shy) = (−1)δhi + δhjaij(y). (B-7)

Observación: Una condición necesaria para esta simetría es que, para los puntos ξ ∈ Ph:

akh(ξ) = ahk(ξ) = 0, ∀k 6= h. (B-8)

De manera similar, por la periodicidad, para ξ′ ∈ P ′
h = {(y1, · · · , yn) : yh = 1

2}:

akh(ξ′) = ahk(ξ′) = 0, ∀k 6= h. (B-9)

Lema 17. Sea A(y) simétrica respecto al hiperplano Ph en el sentido (B-7). Las soluciones del
problema local (B-1)-(B-3) son impares respecto al hiperplano Ph y pares respecto al resto de
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hiperplanos Pk 6=h, i.e.
N (j) (Shy) = (−1)δhjN (j)(y). (B-10)

Corolario 18. En particular, para los puntos ξ ∈ Ph:

N (h) (ξ) = 0, (B-11)

y por la periodicidad (B-2), para todo ξ′ ∈ P ′
h = {(y1, · · · , yn) : yh = 1

2}:

N (h) (ξ′) = 0. (B-12)

Demostración. Para (B-11) basta observar que N (h) (ξ) =
(B-10)

−N (h) (ξ). De manera similar, de

N (h) (ξ′) =
(B-2)

N (h) (Shξ
′) =

(B-10)
−N (h) (ξ′) se obtiene (B-12).

Teorema 19. Sea A(y) simétrica respecto al hiperplano Ph en el sentido (B-7). La propiedad
efectiva del medio dada por (4-35) satisface

âkh = âhk = 0, ∀k 6= h. (B-13)

Denotemos por M (h)(y) = N (h)(y)+yh. El problema local (B-1)-(B-3) en la celda periódica
W puede ser transformado en un problema en la celda

W (h) = [−1
2 ,

1
2]h−1 × [0, 1

2] × [−1
2 ,

1
2]n−h

de la forma

∂

∂yi

(
aij

∂M (h)

∂yj

)
= 0, en W (h), (B-14)

M (h)(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Ph = {(y1, · · · , yn) : yh = 0}, (B-15)

M (h)(ξ′) = 1
2 , ∀ξ′ ∈ P ′

h = {(y1, · · · , yn) : yh = 1
2}, (B-16)

M (h) [−1
2 ,

1
2] − periódica en yk ∀k 6= h. (B-17)

Las condiciones (B-15) y (B-16) se obtienen de (B-11) y (B-12), respectivamente.

Teorema 20. Sea A(y) simétrica respecto al hiperplano Ph en el sentido (B-7) y sea M (h)

solución del problema (B-14)-(B-17). La propiedad efectiva del medio dada por (4-35) satisface

âhh = 2
∫ 1

2

− 1
2

. . .

∫ 1
2

− 1
2

(∫ 1
2

0
ahj

∂Mh

∂ξj
dξh

) ∏
q 6=h

dξq = 2
〈
ahj

∂M (h)

∂ξj

〉
W (h)

. (B-18)

Por último consideremos el caso donde (B-7) se satisface para toda h = 1, . . . , n. Entonces,
por el Teorema 19, el tensor de coeficientes efectivos es diagonal. Por otra parte en lugar de
resolver los problemas en las celdas W (h), bastaría resolverlos sobre la regiónn W ∗ = [0, 1

2 ]n.
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De esta forma se obtiene el Problema Local Reducido de la forma

∂

∂yi

(
aij

∂M (k)

∂yj

)
= 0, en W ∗, (B-19)

M (k)(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Pk = {(y1, · · · , yn) : yk = 0}, (B-20)

M (k)(ξ′) = 1
2 , ∀ξ′ ∈ P ′

k = {(y1, · · · , yn) : yk = 1
2}. (B-21)

aij
∂M (k)

∂yj
(ξ) = aij

∂M (k)

∂yj
(ξ′) = 0 ∀ξ ∈ Pi, ξ

′ ∈ P ′
i , i 6= k. (B-22)

Eq. (B-22) se obtiene de

aij
∂M (h)

∂yj

∣∣∣∣∣
yh=d

=
(B-8)

aii
∂M (h)

∂yi

∣∣∣∣∣
yi=d

= aii
∂N (h)

∂yi

∣∣∣∣∣
yi=d

=
L.17

0. (d = 0, 1
2)

Teorema 21. Sea A(y) con (B-7) para para toda h = 1, . . . , n, y sea M (k) solución de
(B-19)-(B-22). La propiedad efectiva del medio dada por (4-35) satisface

âkk = 2n
∫ 1

2

0
. . .

∫ 1
2

0
akj

∂M (k)

∂ξj
dξ1 · · · dξn = 2n

〈
akj

∂M (k)

∂ξj

〉
W ∗

. (B-23)

Observación: Por el Teorema 19 sabemos, además, que en ese caso el tensor es diagonal,
por lo cual (B-23) nos brinda toda la información necesaria sobre el mismo.

B.3. Coeficientes discontinuos

Consideremos ahora un caso más general, donde la celda periódica está formada por domi-
nios con una interfaz común en la que se imponen ciertas condiciones y en cuyos interiores la
propiedad es continua (pudiera estar compuesta por diferentes materiales, contener líneas de
fallas, etc.)

Consideraremos el Problema Local de la forma

∂

∂yi

(
aik + aij

∂N (k)

∂yj

)
= 0, en W \ Γ, (B-24)

t

aik + aij
∂N (k)

∂yj

|

= 0 sobre Γ, (B-25)(
aik + aij

∂N (k)

∂yj

)
· n = −β

r
N (k)

z
sobre Γ, (B-26)

N (k) W − periódica, (B-27)〈
N (k)

〉
W

= 0. (B-28)

Donde A(y) = (aij(y)) es un tensor simétrico, W -periódico y definido positivo, y β(γ) una
función no negativa definida en Γ.
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Observación: Para este nuevo problema se cumplen tanto el Lema 17 como el Teorema 19.
Adicionalmente, para M (h)(y) = N (h)(y)+yh, se satisface (B-15)-(B-17) y la ecuación (B-14)

se satisface en W (h) \ Γ. De modo que el problema local (B-24)-(B-28) en la celda periódica W
puede aún ser transformado en un problema en la celda W (h) si se añaden condiciones sobre la
interfaz. Para ello basta notar que

∂M (k)

∂yj
= ∂N (k)

∂yj
+ δkj ,

y utilizando la continuidad de πk(y) = yk, se obtiene:

∂

∂yi

(
aij

∂M (h)

∂yj

)
= 0, en W (h) \ Γ, (B-29)

t

aij
∂M (k)

∂yj

|

= 0 sobre Γ, (B-30)(
aij

∂M (k)

∂yj

)
· n = −β

r
M (k)

z
sobre Γ, (B-31)

M (h)(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Ph = {(y1, · · · , yn) : yh = 0}, (B-32)

M (h)(ξ′) = 1
2 , ∀ξ′ ∈ P ′

h = {(y1, · · · , yn) : yh = 1
2}, (B-33)

M (h) [−1
2 ,

1
2] − periódica en yk ∀k 6= h. (B-34)

Teorema 22. Sea A(y) simétrica respecto al hiperplano Ph en el sentido (B-7) y sea M (h)

solución del problema (B-29)-(B-34). La propiedad efectiva del medio (4-35) satisface (B-18).
Para el caso en que (B-7) se satisface para toda h = 1, . . . , n, con las condiciones propuestas

en la interfaz, el Problema Local Reducido tiene la forma

∂

∂yi

(
aij

∂M (k)

∂yj

)
= 0 en W ∗ \ Γ, (B-35)

t

aij
∂M (k)

∂yj

|

= 0 sobre Γ, (B-36)(
aij

∂M (k)

∂yj

)
= −β

r
M (k)

z
sobre Γ, (B-37)

M (k)(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Pk = {(y1, · · · , yn) : yk = 0}, (B-38)

M (k)(ξ′) = 1
2 ∀ξ′ ∈ P ′

k = {(y1, · · · , yn) : yk = 1
2}, (B-39)

aij
∂M (k)

∂yj
(ξ) = aij

∂M (k)

∂yj
(ξ′) = 0 ∀ξ ∈ Pi, ξ

′ ∈ P ′
i , i 6= k. (B-40)

Teorema 23. Sea A(y) con (B-7) para toda h = 1, . . . , n, y sea M (k) solución de (B-35)-(B-40).
La propiedad efectiva del medio, dada por (4-35) es un tensor diagonal que satisface (B-23).
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Apéndice C

Sobre la convergencia de sistemas
infinitos

Los determinantes infinitos han sido estudiados en obras clásicas de Hill, Poincaré y Koch.
Desde entonces han sido aplicados con éxito en la integración de ecuaciones diferenciales y la
solución numérica de sistemas infinitos. Enunciaremos a continuación algunos de los resultados
más relevantes de dicha teoría [151].

Sea la matriz infinita

C =


1 + c11, c12, c13, · · ·

c12, 1 + c22, c23, · · ·
c31, c32, 1 + c33, · · ·

...
...

... . . .

 , (C-1)

se dice que dicha matriz es regular si para toda fila se cumple

si =
∞∑

k=1
|ci,k| < 1.

En particular, si existe una cota estricta s: si ≤ s < 1, se dice que C es completamente regular.

Teorema 24 (Método de reducción). Sea {bi}∞
i=1 una serie acotada y

xi +
∞∑

k=1
ci,kxk = bi (i = 1, 2, . . . ) (C-2)

un sistema regular, si existe una constante K para la cual los términos independientes satisfacen

|bi| < K

(
1 −

∞∑
k=1

|ci,k|
)
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entonces las soluciones de los sistemas finitos

x
(N)
i +

N∑
k=1

ci,kx
(N)
k = bi, (i = 1, . . . , N).

convergen a la solución del sistema regular:

ĺım
N→∞

x
(N)
i = xi.

Sea una matriz infinita, si existe el límite de los determinantes de las submatrices de N ×
N , cuando N → ∞, a este límite se le conoce como determinante infinito. En particular,
consideremos C en (C-1) y si, además, la serie doble es absolutamente convergente:

∞∑
i,j=1

|cij | < ∞,

se puede demostrar [202,203] que dicho determinante existe. A este tipo de matrices infinitas y
a su determinante se les conoce como normales [151].

Observación: Un sistema de la forma (C-2) cuya matriz es normal se puede convertir en
un sistema completamente regular mediante normalización.

Sea la sucesión acotada {bi}∞
i=1 y C una matriz normal con determinante |C| = ∆, denota-

remos por (k)∆ al determinante que se obtiene al sustituir la columna k por dicha serie. Este
determinante también existe y permite desarrollar una Regla de Cramer generalizada a sistemas
infinitos.

Teorema 25 (regla de Cramer para sistemas normales). Sea el sistema infinito

xi +
∞∑

k=1
ci,kxk = bi,

si la matriz C del sistema es normal y la sucesión {bi} es acotada:

1. Si |C| = ∆ 6= 0, el sistema posee una única solución acotada y está dada por:

xi =
(i)∆
∆ .

2. Si ∆ = 0, el sistema homogéneo (bi ≡ 0) tendrá un número finito r de soluciones no nulas
independientes (r es el rango del sistema infinito) y para que el sistema no homogéneo esté
bien determinado se necesitan imponer r condiciones sobre los términos independientes
bi.

Corolario 26. Como los determinantes están definidos a partir de límites de sistemas menores,
se puede afirmar que, para ∆ 6= 0, las soluciones del sistema finito truncado obtenidas por la
regla de Cramer tienden a la solución del sistema infinito.

Existen otras condiciones para la existencia de determinantes que permiten aplicar la regla
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de Cramer en sistemas no normales. Por ejemplo [151,204], bastaría con que se cumplan:

∞∑
i=1

|cii| < ∞,
∞∑

i,k=1
c2

ik < ∞ y
∞∑

i=1
b2

i < ∞,

(condiciones de Koch), permitiendo afirmar, además, que en dicho caso
∑
x2

i < ∞. También es
posible reemplazar la segunda condición por |cik| < αi donde

∑
αi < ∞.

C.1. Caso de interés
En la Sección 4.3 se obtuvo el sistema infinito (4-112) con incógnitas a = (a1, a3, . . . )> y

vector independiente v = (β1R2, 0, 0, . . . )>. {vj}∞
j=1 es una serie acotada, veamos que la matriz

M =


1 − β1R2η11 β1R2η12 β1R2η13 · · ·

β2R4η21 1 − β2R4η22 β2R4η23 · · ·
β3R6η31 β3R6η32 1 − β3R6η33 · · ·

...
...

... . . .

 ,

es normal.
De (4-106) sabemos que si ρ = ∝2

∝1
< 1

0 < βk < 1,

y si ρ > 1
β1 < βk < 1.

Por otra parte, de (4-94)

|ηkl| = (k + l − 1)!
(k − 1)!l! |Sk+l|,

donde la sucesión Sλ está acotada [205].
Sea C una cota común para |βk| y |ηkl|, entonces

∞∑
k,l=1

|βkR
2kηkl| ≤ C

∞∑
k=1

2kR2k < ∞,

siendo la matriz del sistema normal y es posible aplicar tanto el método de reducción como la
regla de Cramer para sistemas normales.

Observación: En particular también se cumplen las condiciones de Koch, que garantizarían,
una vez resuelto el sistema, una acotación de los coeficientes ai. Esta acotación se utilizó como
hipótesis para utilizar la ortogonalidad de {cos(kθ)}k en L2([−π, π]), y encontrar el sistema a
partir de (4-99) y (4-102).
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