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Introducion

Desde nuestros primeros cursos de Calculo, aparece la nocién de sucesién y de convergencia
de una sucesion. Se dice incluso que la definicion de funcién continua, dada en términos
de epsilones y deltas, equivale a una més agradable en términos de la preservacion de la
convergencia de una sucesion (la imagen, bajo la funcién dada, de una sucesiéon convergente
es otra sucesién convergente). Se dice también que una sucesién convergente, solamente puede
converger a un elemento. En cursos posteriores de Calculo, y también en un primer curso
de Topologia General, aparecen las nociones de conjunto cerrado y de conjunto compacto e
incluso se dice que, en un espacio con buenas propiedades, los compactos son cerrados y que
hay situaciones en las que dichos conceptos son el mismo.

El presente trabajo esta dividido en seis capitulos. En el Capitulo 1 presentamos las
nociones y resultados, propios de la Topologia General, que se necesitan para una mejor
comprension. En el Capitulo 2 presentamos propiedades basicas de los espacios secueciales y
de los espacios de Fréchet. Ademas consideramos la relacion que existe entre dichos espacios
y los llamados espacios 1N que estudiamos en la Seccién 1.5. En el Capitulo 3 consideramos
dos clases de espacios, los llamados K'C' en donde ser cerrado y ser compacto coinciden, y los
que se conocen como U S, en donde las sucesiones que convergen, lo hacen a un solo elemento
del espacio. Ademas de presentar las propiedades fundamentales de dichos espacios, conside-
ramos la llamada compactacion de Alexandroff de un espacio topoldgico. El Capitulo 4 esta
dedicado a los k-espacios. Primero presentamos propiedades basicas de dichos espacios vy,
posteriormente su relacién con los espacios compactos, los localmente compactos, los secuen-
ciales y los de Fréchet. En el Capitulo 5 presentamos relaciones que hay entre los espacios KC
y los k-espacios. A los largo de este trabajo aparecen varios contrajemplos. Por mencionar
algunos, existen espacios T} que no son KC', espacios KC' que no son k-espacios, asi como
k-espacios que no son compactos. Los ejemplos que cumplen estas propiedades, entre otros
mas que consieramos, los agrupamos en el Capitulo 6.

Los llamados k-espacios, también conocidos como espacios compactamente generados.
Fueron estudiados por W. Hurewicz, la motivacion para su estudio profundo surgié en la
década de 1950, a partir de las deficiencias bien conocidas de la categoria topoldgica habitual.
Se buscaba ver cuando el producto cartesiano de identificaciones fuera una identificacion,
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el producto usual de complejos CW sea un complejo CW. En 1962 la primera sugerencia
para remediar esto fue restringirse a la subcategoria de espacios Hausdorff compactamente
generados. Otra sugerencia en 1964 fue considerar los espacios Hausdorff usuales pero usar
funciones continuas en subconjuntos compactos.

A principios del siglo XX surgié un problema de gran importancia, el cual fue determinar
condiciones bajo las cuales un espacio topoldgico es metrizable. Se introdujeron los axiomas
de separacion con la finalidad de buscar solucién a este problema, después de la solucién del
problema de metrizacién surgieron nuevos axiomas de separacién, entre ellos el axioma KC.
Es comin cuestionarse acerca de la relacién entre el axioma KC'y los axiomas de separacion
més estudiados (71, Tz, T3, T 31 Y T,), una primer respuesta es que el axioma K C' se encuentra
entre T v T, es decir, es un axioma maéas débil que T pero no tanto como 7.

La importancia de los espacios KC'y los k-espacios radica en el estudio de las propiedades
de separacién de la extensién de Alexandroff X* = X U{oc} y més aiin, para la compactacién
unipuntual de un espacio topoldgico no compacto (su compactacién de Alexandroff A(X™)),
es decir, dadas propiedades de separacién para un espacio topoldgico X, es de interés saber si
X* o bien A(X*) (cuando X no es compacto) preservaran estas propiedades, las cambiaran
o bien, surgirdn otras propiedades de separacién distintas. Es asi como los espacios KC' y
los k-espacios surgen al investigar las propiedades necesarias que debe de tener un espacio X
para que A(X*) sea un espacio T.

En este trabajo se estudiaran propiedades hereditarias, topoldgicas, multiplicativas, fac-
torizables, de preservacién y de preservacién por preimagenes de funciones, de los espacios
KC' vy los k-espacios.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacio topolégico y espacio métrico

En el presente capitulo estudiamos definiciones y resultados que posteriormente seran
muy utilizados. Consideramos primero las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. Sean X un conjunto y T una coleccion de subconjuntos de X. Se dice que T
es una topologia sobre X o de X, si satisface las siguientes condiciones:

1) X,0 e

2) dada una coleccion {Ay: o € I} C 7, se tiene que |,,.; Ao € T;

acl

3) si A, B € 1, entonces AN B € T.

A la pareja (X,7) la llamamos espacio topolégico. A los elementos de T les decimos
conjuntos abiertos de X, o simplemente los abiertos de X. Dado A C X se dice que A
es un conjunto cerrado de X, o simplemente un cerrado de X, si X — A € 1.

Definicién 1.2. Una métrica en un conjunto X, es una funcion d: X x X — [0,00) tal
que, para cada x,y,z € X se cumplen las siguientes condiciones:

1) d(x7y) = d(y,x);
2) d(z,y) =0 si y sdlo si x = y;
3) d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

A la pareja (X,d) la llamamos espacio métrico.
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En general, un espacio topolégico lo denotamos como la pareja (X, 7), donde X es un
conjunto y 7 es una topologia en X. Cuando no tenemos necesidad de especificar la topologia,
el espacio topoldgico se denota simplemente por X. Incluso una oraciéon como “sea X un
espacio topologico”, significa que X es un conjunto al que se le ha asignado una topologia.
Las mismas consideraciones hacemos con respecto a la pareja (X, d) y a una oracién del tipo
“sea X un espacio métrico”.

Dado un conjunto X, el simbolo P(X) es el conjunto potencia de X, es decir,
P(X)={A: AC X}.

Del siguiente ejemplo deducimos que un conjunto no degenerado, es decir un conjunto
con mas de un elemento, posee por lo menos las dos topologias que indicamos.

Ejemplo 1.3. Sea X un conjunto. Definimos las familias 71 y Tp, donde:

1) 71 = {X,0}. Tenemos que 11 es una topologia sobre X y se le conoce como la topologia
indiscreta, o bien como la topologia trivial de X.

2) 7p = P(X). Entonces Tp es una topologia sobre X y se le conoce como la topologia
discreta, o bien como la topologia total de X.

Los siguientes espacios topoldgicos servirdan de contraejemplo en varias ocasiones.

Ejemplo 1.4. Sea X un conjunto. Consideremos las siguientes colecciones:
Tor = {0} U{A C X: X — A es finito},

Ton = {0} U{A C X: X — A es numerable} .

Entonces tcr y Ton son topologias sobre X. La primera se conoce como la topologia de los
complementos finitos, o bien la topologia cofinita de X. La sequnda es la topologia
de los complementos numerables, o bien la topologia conumerable de X.

Notemos que 7or C Ton. Ademas, X es finito si y sélo si 7p = 7¢r vy X es numerable si y
solo si 7p = Ton. Por estas razones, cuando a un conjunto X le damos la topologia cofinita,
pensamos que X es infinito, y cuando le asignamos la topologia conumerable, suponemos que
X es no numerable.

En el siguiente ejemplo vemos la forma de darle una topologia a un conjunto que posee
una métrica. Posteriormente presentamos la topologia usual de la recta real R.

Ejemplo 1.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada © € X y toda r € R con r > 0,
definimos la bola con centro en x y radio r como:
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By(z,r) ={y € X: d(x,y) <r}.
Consideremos ahora la familia
14 ={A C X: para cada x € A existe r > 0 tal que By(z,r) C A}.

Entonces 14 es una topologia sobre X tal que By(x,r) € T4, para cada v € X y toda r > 0. A
T4 se le llama la topologia inducida en X por la métrica d.

Ejemplo 1.6. Consideremos el espacio métrico (R,d), con d la métrica euclidiana sobre R,
es decir,
d(z,y) =|r —y|, para cada x,y € R.

La topologia 14, inducida en R por la métrica d, se conoce como la topologia usual sobre R
Yy, como es mas comun, la denotamos por T,.

Notemos que a R le podemos dar cualquiera de las topologias que hemos definido hasta el
momento: la indiscreta, la discreta, la cofinita, la conumerable y la usual. A partir de ahora,
si en R no especificamos una topologia, suponemos que posee la usual. Consideremos ahora
la siguiente definicion.

Definicién 1.7. Un espacio topoldgico (X, T) es metrizable si existe una métrica d sobre
X tal que T = 1y4.

Uno de los problemas més importantes de la Topologia consiste en determinar si un
espacio topoldgico dado es metrizable o no. Muchas de las propiedades que se definen, en
particular las que consideramos en el presente trabajo, dan respuesta parcial a este problema.

A lo largo del presente capitulo mostraremos propiedades del siguiente espacio topoldgico.
Para tomar un elemento que no pertenece a un espacio topolégico X, podemos definir X = oo
y recordemos que una consecuencia del axioma de fundacion de teoria de conjuntos es que
para todo conjunto X, X ¢ X.

Ejemplo 1.8 (La Extensiéon Cerrada). Dados un espacio topoldgico (X, T), con X # 0, y
un elemento oo ¢ X, definimos X* = X U {oo} y

7. ={0}U{VU{cc}: V €1}

FEl facil ver que 1. es una topologia sobre X*. Al espacio topolégico (X*,1.) se le llama la
extension cerrada de (X, 7).

No es dificil probar que los cerrados de (X*, 7.), que son distintos de X*, coinciden con los
cerrados de (X, 7). Por esta razén el espacio (X*, 7.) recibe el nombre que le hemos dado: al
agregarle un elemento a X, lo estamos extendiendo sin alterar los conjuntos cerrados. Veamos
otras propiedades de este espacio. Es claro que {oo} es abierto en X*. Ahora bien, si F es
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un subconjunto cerrado de X* tal que oo € F| entonces X* — F' € 7,. Luego existe V € 7
tal que X* — F =V U{oo} o bien X* — F' = (). El primer caso implica que co ¢ F, lo cual
es una contradiccién. Por tanto, X* — F' = (), de donde F' = X*. Esto prueba que X* es el

tnico subconjunto cerrado de (X*,7.) que tiene a co. En particular, {oo} no es cerrado en
(X*, 7).

Si X tiene la topologia indiscreta 7;, entonces 7, no es la topologia indiscreta, pues

e ={0,0U {oo}, X U{oo}} = {0, {0}, X*}.

1.2. Funciones

Ahora presentamos una serie de resultados sobre funciones definidas entre espacios to-
poldgicos, o bien entre conjuntos. Si (X, 71) y (Y, 72) son espacios topoldgicos, la notacién
f:(X,m) — (Y, 7), indica que f es una funcién de X en Y, en donde en X consideramos
la topologia 7 y en Y la topologia 7. Si no requerimos hacer mencién explicita de dichas
topologias, o bien si tanto X como Y son conjuntos sin topologia, entonces la notacién clasica
f: X — Y indica que f es una funcién de X en Y. Si ademas A C X y B C Y, entonces:

f(A)={fla):ac A} y ['(B)={reX: f(x)e B}
son, respectivamente, la imagen directa de A y la imagen inversa de B bajo f.

Definicién 1.9. Sean (X, ) y (Y, 72) dos espacios topolégicos y f: (X, m1) — (Y, 72). Deci-
mos que

1) fes una funcién continua si para todo U € 5 se cumple que f~H(V) € T;
2) fes una funcidn abierta si para todo U € 11 sucede que f(U) € To;

3) fes una funcion cerrada si para todo C C X cerrado en X, se cumple que f(C) es
cerrado en Y

4) fes un homeomorfismo si f es una funcion biyectiva, continua y la funcion inversa,

L (Y, 1) = (X, 1), de f es continua;

5) dos espacios topoldgicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Ejemplo 1.10. Consideremos la extension cerrada (X*,1.) del espacio (X, 7), definida en
el Ejemplo 1.8. Sea i: (X, 7) — (X*,7.) la funcion inclusion. Entonces i(z) = x para cada
r € X. SiW e ., entonces W =0 o bien W =V U{occ}, donde V € 1. En el primer caso
iY(W) =0y, en el sequndo, i *(W) = V. En cualquier situacién tenemos que i (W) € 7.
Esto muestra que i es continua. Notemos que X € 7 y que i(X) = X & 7., asi que i no es
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abierta. Como los cerrados de (X*,T.), que son distintos de X*, coinciden con los cerrados
de (X, 1), resulta que i es cerrada. Dado que i no es suprayectiva, tenemos que i no es un
homeomorfismo.

La nocién de continuidad puede darse en términos locales. Si (X, 71) y (Y, 72) son dos
espacios topoldgicos y f: (X, ) — (Y, 72), decimos que f es continua en un punto x € X,
si para cada V' € 7 con f(x) € V, existe U € 7 tal que x € U y f(U) C V. En [21
Teorema 18.1, pag. 104] se prueba que f es continua en cada punto de X si y sélo si f es
continua.

En el siguiente resultado, que se utilizara con bastante frecuencia, incluso sin hacer refe-
rencia explicita al mismo, se enlistan algunas propiedades generales de la imagen directa y
de la imagen inversa de una funcién. Para su demostracién se puede ver [8, Teoremas 6.3 y
6.4, pag. 12].

Teorema 1.11. Sean X y Y dos conjuntos y f: X — Y. Entonces:

1) para By,Bs C Y se tiene que f~'(By — By) = f~YBy) — fYBy) y, st By C B,
entonces f~1(B1) C f~1(By);

2) si{By: a €I} C P(Y), entonces

_1<UBa>=Uf_1(Ba) ’ f1< ) e
f
f

(A1 — Ay) y si Ay C Ay, entonces
(A ) f(Ar = Ay);

3) para Ay, Ay C X se cumple que f(A;) — f(Ay) C
f(Ay) C f(As); si f es inyectiva entonces f(A;) —

4) si {Ay: € I} C P(X), entonces

f(UAa> = J (4 v f(ﬂAa) C () /(A

acl ael acl acl
si [ es inyectiva entonces f((\,es Aa) = Naes J(Aa)-
Una prueba del siguiente resultado se encuentra en [8, Teorema 6.5, pag. 12].

Teorema 1.12. Sean X y Y dos conjuntos y f: X — Y. Entonces para cada A C X y todo
B CY se cumplen las siguientes propiedades:

1) AcC f7Yf(A)) y, si f es inyectiva, entonces A = f~1(f(A));
2) f(f~YB)) C By, si fes suprayectiva, entonces f(f~1(B)) = B;
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3) si f es suprayectiva, entonces f(AN f~1(B)) = f(A) N B;
4) f7Y) =X

5) [THY = f(X = A)) C A

El siguiente resultado se prueba en [8, Teorema 8.3, pag. 79].

Teorema 1.13. Si f: X — Y, entonces [ es continua si y solo si, para cada D C'Y cerrado
en'Y, sucede que f~1(D) es cerrado en X.

Una prueba del siguiente teorema aparece en [8, Teorema 12.2, pag. 89].

Teorema 1.14. Supongamos que f: (X, 1) — (Y, 72) es biyectiva. Entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

1) f es abierta;

2) f es cerrada;

3) la funcién inversa f~1: (Y, ) = (X, 71) de f es continua.
Del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.15. Supongamos que f: X — Y es biyectiva. Entonces las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

1) f es un homeomorfismo;
2) f es continua y abierta;

3) f es continua y cerrada.

1.3. Construccién de topologias

En la presente seccién mostramos diversos conceptos que llevan a la construcciéon de una
topologia en un conjunto. Empezamos con el siguiente.

Definicién 1.16. Sean (X, 7) un espacio topolégico, x € X y V C X tales que z € V.
Decimos que V' es una vecindad de x, si existe U € 7 tal que x € U C V. Decimos que
V' es una vecindad cerrada de x, si V es tanto una vecindad de x como un subconjunto
cerrado de X. Para toda x € X definimos

U, ={U C X: U es una vecindad de x}.

A W, se le llama el sistema de vecindades de x. Un sistema de vecindades bdsicas
de x, es una familia no vacia B, de subconjuntos de X tales que
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1) Be C Wy
2) para cada U € U, existe B € 3, tal que B C U.

Los elementos de [, se llaman vecindades bdsicas de x. Una base local en x es un
sistema de vecindades bdsicas B, de x, tal que cada miembro de 3, es un abierto en X. Si 3,
es una base local de x, sus elementos se llaman bdsicos locales de x.

En [27, Teorema 4.5, pag. 33| se prueba el siguiente resultado, cuya segunda parte indica
una manera de darle una topologia a un conjunto dado.

Teorema 1.17. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Para cada x € X, supongamos que (3, €s
una base local en x. Entonces se tienen las siguientes propiedades:

1) si V € B,, entonces x € V;

)

2) si Vi, Vy € B, entonces existe Vi € B, tal que V3 C Vi N Va;

3) para cada V € B, y toda y € V, existe V,, € B, tal que V,, C V;
)

4) G C X es abierto si y solo si para cada x € G, existe U € (5, tal que U C G.

Ahora supongamos que X es un conjunto y que, para cada v € X, tenemos una familia no
vacia B, de subconjuntos de X, tal que la coleccion B = {fB,: x € X} tiene las propiedades
1), 2) y 3). Entonces la familia

73 ={G C X: para cada v € G existe U € (3, tal que U C G}

es una topologia en X tal que, para toda x € X, B, es una base local en x.
Como una aplicacién del Teorema 1.17, vemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.18 (El Plano de Moore). En R? vamos a darle una topologia al semiplano

superior cerrado
X = {(z,y) e R*: y > 0}.

Al espacio topologico correspondiente le llamamos el plano de Moore o bien el plano de
Niemytzks.

Usamos la métrica euclidiana d para R?, definida como sigue:

d((p,q), (z,5) =/ (z—p)2+ (s —q)%, para cada (p,q), (z,5) € R”.

Para todo (p,q) € R? y cada niimero € > 0, la bola en R? con centro en (p, q) y radio € es

Ba((p,q),€) = {(2,8) € R*: d((p,q), (2,5)) < €} .
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Definimos ahora, para cada (p,q) € X, una familia no vacia 5(p, ¢) de subconjuntos de X, de
modo que la coleccion {B(p, q): (p,q) € X} tiene las propiedades 1), 2) y 3) del Teorema 1.17.
Tomamos, por tanto, (p,q) € X. Para cada € > 0 definimos

Ue(p,q) = Ba((p.q),e) N X, v Vi(p) ={(p,0)} U Ba((p,€), ).

Notemos que cada By((p,€),€) es una bola abierta, contenida en X y tangente al eje z
en el punto (p,0) (ver Figura 1.1). Por otro lado, cada U.(p,q) es la bola By((p,q),€) si
Ba((p,q),€) C X, o bien es homeomorfo a una semicircunferencia si By((p, q),€) Z X.

y=<0

Figura 1.1: Bola abierta tangente al eje x

Definimos
{Uc(p:q): € >0}, siq>0;

B(p,q) = { {Vi(p): e > 0}, si g = 0.

Ahora probamos que la coleccion 5 = {B(p,q): (p,q) € X} tiene las propiedades 1), 2) y 3)
del Teorema 1.17. Cada elemento de ((p, q) tiene por definicién a (p,q). Asi se cumple 1).
Sean Vi, Va € B(p,q). Si ¢ > 0, entonces existen €1, €5 > 0 tales que

Vi=DBai((p,q),e1)NX vy Vo= By(p,q),e)NX.

Consideremos, sin perder generalidad, que €; < €3. Entonces

VinVy = (Ba((p, q),€1) N X) N (Ba((p; @), €2) N X) = (Bal(p, q), €1) N Ba(p, ), €2)) N X =
= Bi((p,q),e1) N X = V1.

Supongamos ahora que ¢ = 0. Entonces existen 97,9, > 0 tales qe

Vi=A{(p,0)} U Bal(p,61),01) 'y Va={(p,0)}UBal(p,d2),02).

Consideremos, sin perder generalidad, que §; < 5. Entonces

VinVa = ({(p,0)} UBa((p,61),61)) N ({(p, 0)} U Bal(p, 62), 62)) =
= {(p7 0)} U (Bd((p> 51)751) N Bd((pa 52)752)) = {(pa O)} U Bd((pa 51)751)) = Vvl
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Hemos probado, en ambos casos, que la interseccion de Vi y V5 es uno de dichos conjun-
tos. Por tanto se satisface 2). Ahora tomemos V € [(p,q) v (z,s) € V. Para verificar 3),
supongamos que (z, s) # (p, q). Dividimos la prueba en dos casos. Consideremos primero que

q > 0. Entonces existe ¢ > 0 tal que

V =Uc(p,q) = Bal(p,q),€) N X.

Como (z,8) € V C By((p,q),€) v (2,8) # (p,q), tenemos que 0 < d((p,q), (z,8)) < e. Si

s > 0, definimos
r=e— d((pa Q>a (27 S))

Luego 0 <r<ey
(2,8) € Up(2,8) = Ba((z,5),1) N X € B(2, 5).

Ademas si (a,b) € U,(z, s), entonces
d((a,0), (p,q)) < d((a,b), (z,5)) +d((2,5), (p,q)) <7+ (e —7) =

Por tanto U,(z,s) C Uc(p,q) = V. Si s = 0, definimos

r=e— d((p, Q)a (27 O))
Entonces 0 < r < ey U,(2,0) = Byg((2,0),7) N X. Ademas

r
, =

(5:0) € V(o) = (=0} U B ((=.5) 5

) e B(z,0)

y, procediendo como en (1.1), Vz(2) C U.(2,0) C V. Terminamos asf el primer caso.

Ahora consideremos que ¢ = 0. Entonces existe € > 0 tal que
V =Ve(p) = {(p,0)} U Ba((p, €), €).
Como (z,s) # (p,q) vy (z,5) € V, tenemos que (z,s) € By((p, €), €). Definimos
r=e—d((p,e),(z ).

Luego 0 <r<ey
(z,8) € Up(z,s) = Bal(z,8),r) N X € B(z,s).

(1.1)

Un argumento similar al dado en (1.1), muestra que U, (z,s) C V. Terminamos asi el segundo
caso. Notemos que, en los dos casos, hemos hecho ver que un miembro de (z, s) esté contenido

en V. Luego 3) se satisface y, como también se cumplen 1) y 2), por el Teorema 1.17,

73 = {G C X : para cada (p,q) € G, existe V € f(p,q) tal que V C G}
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Figura 1.2: Espacio de las Burbujas

es una topologia en X, tal que para todo (p,q) € X, la familia 5(p, q) es una base local en
(p,q). Al espacio topoldgico (X, 7)) se le conoce informalmente como el espacio de las
burbujas. Mas formalmente se llama el plano de Moore o bien el plano de Niemytzki.
El primer nombre se tiene debido a que, para los elementos de la forma (p, 0), si nos situamos
en dicho punto con un popote para hacer burbujas y soplamos, generaremos miembros de la
base local B(p,0), que son como las burbujas que se ilustran en la Figura 1.2.

En [9, pag. 23] se dice que el plano de Moore fue definido en [2] y atribuido a V. Niemytzki.
En Estados Unidos dicho espacio fue estudiado por R. L. Moore. Debido a esto, hoy en dia
es comun referirse a (X, 75(,4)) como el plano de Niemytzki o bien el plano de Moore, segiin
indicamos anteriormente.

Cuando una base local es numerable, podemos encontrar otra base local cuyos miembros
satisfacen la condiciéon que se indica en el siguiente resultado.

Proposicién 1.19. Sean X un espacio topolégico, © € X y 5, = {B,: n € N} una base
local en x. Entonces existe una base local v, = {C,: n € N} en x tal que Cpyy C C,, C By,
para todo n € N.

Demostracion. Definimos C| = By, Cy = C; N By, C3 = Cy N By y asi sucesivamente.
Notemos que C,, es la interseccién de los primeros n elementos de f,, asi entonces C, 11 =
C, N B,y,. Para cada n € N, por induccién podemos ver que x € C,y1 C C,, C B,.
Para mostrar que 7, = {C,: n € N} es una base local en x, sea U un abierto en X con
x € U. Puesto que [ es una base local en x, existe m € N tal que z € B,, C U. Luego
x e C,, CB,, CU. Esto prueba que 7, es una base local en z. Lo C]

Las bases locales que hemos construido en la prueba de la Proposiciéon 1.19, reciben un
nombre especial.

Definicién 1.20. Sean X un espacio topologico y x € X. Una base local anidada en x,
es una base local numerable v, = {C,,: n € N} en x tal que C, 11 C C,, para todo n € N.
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En algunos textos se utiliza “base local decreciente” para referirse a lo que hemos definido
como base local anidada. Por la Proposicion 1.19, para toda base local numerable en x existe
una base local anidada en x. Consideremos ahora las siguientes definiciones.

Definicién 1.21. Sean (X, 7) un espacio topolégico y  una familia de subconjuntos de X.
Decimos que

1) B es una base para la topologia T si B C T y cada A € T se puede escribir como una
union de elementos de 3. A los miembros de B se les llama bdsicos de X.

2) [ es una subbase para T si la familia de las intersecciones finitas de los elementos de
B es una base para T. A los miembros de [ se les llama subbdsicos de X.

Definicién 1.22. St X es un conjunto y [ es una familia de subconjuntos de X, decimos
que (B es base para una topologia de X, si existe una topologia T de X tal que [ es una
base para T.

El siguiente ejemplo muestra que una topologia dada en un conjunto puede tener varias
bases.

Ejemplo 1.23. Sea (X, d) un espacio métrico. Con respecto a la notacion introducida en el
Ejemplo 1.5, las familias

pr=A{Bag(z,r):z € X yr >0}, [a={By(r,q):x€ X yqeQ conq>0}

BSZ{Bd<$,%>SJL‘€XyTLEN}

son bases para la topologia inducida 74 en X por la métrica d.
El teorema siguiente se prueba en [27, Teorema 5.3, pag. 38].

Teorema 1.24. Sean X un conjunto y  # 0 con 5 C P(X). La coleccion 5 es una base
para una topologia de X si y solo si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1) X es una unién de elementos de 5 o, equivalentemente, para cada x € X existe B €
tal que r € B;

2) la interseccion de cada dos miembros de [ es una union de elementos de [ o, equi-
valentemente, para cada By, By € [ y toda * € By N By, existe By € [ tal que
x e Bg C Bl N BQ.

La demostracion del siguiente resultado es sencilla.
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Teorema 1.25. Sean X un conjunto y 8 una base para una topologia de X. Entonces la
coleccion

ng{UCX: existe & C [ tal que U = UB} (1.2)
Be¢

es una topologia sobre X y, ademds, 5 es una base para Tg.

Definicién 1.26. La topologia 75, definida en (1.2), se llama la topologia generada por
la base (3.

Como una aplicacién del Teorema 1.25 tenemos el siguiente ejemplo, en el cual se presenta
una nueva topologia que le podemos dar a R.

Ejemplo 1.27 (La Recta de Sorgenfrey). Consideremos en R la siguiente coleccion de
intervalos:

Bs ={la,b): a,b € R con a < b}.

Notemos que Bs cumple con los incisos 1) y 2) del Teorema 1.24. Entonces por este mismo
resultado y el Teorema 1.25, la familia

Tg = {U C R: existe § C Bs tal que U = U B}
Bep

es una topologia sobre R y, ademds, Bs es una base para 1s. El espacio topoldgico (R, Tg) se
llama la recta de Sorgenfrey.

La prueba del siguiente resultado es muy sencilla.

Proposicién 1.28. Sean (X, 1) un espacio topoldgico y Y C X. La coleccion:
v ={UNY:Ue€r} (1.3)
es una topologia sobre Y.

La topologia 7 que se construye en la Proposicion 1.28 recibe el nombre que indicamos
a continuacion.

Definicién 1.29. Sean (X, 7T) un espacio topoldgico y Y C X. La coleccion Ty, definida en
(1.3), se llama la topologia de subespacio de X enY. La pareja (Y, Ty) es un subespacio
topoldgico de (X, ).

Por lo general diremos unicamente “subespacio” en lugar de “subespacio topoldgico”.
Ahora bien, entre las operaciones topoldgicas que se consideran en la literatura, vamos a
utilizar la siguiente.
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Definicién 1.30. Sean (X, ) un espacio topoldgico y A C X. Consideremos la familia
p={CC X:C escerrado en X y AC C}.

La cerradura de A en X es el conjunto ﬂCEM C.

La cerradura del subconjunto A del espacio topolégico X, la denotamos por A% Si no
queremos indicar a X de manera explicita, escribimos A. Es facil ver que A es un conjunto
cerrado de X tal que A C A. Ademés A es un conjunto cerrado de X si y sélo si A = A. Si
(Y, 7y) es un subespacio de (X, 7) decimos que A es cerrado en Y si A C Y y, ademéds, A
es cerrado con la topologia 7y definida en (1.3), es decir, Y — A € 1y

Una demostracion del siguiente resultado se puede consultar en [27, Teorema 7.2, pag. 44].

Teorema 1.31. Sean X y Y espacios topologicos y f: X — Y. Entonces [ es continua si y
solo st para cada A C X se cumple que

_X — Y
fA7) C f(4)
El siguiente teorema se prueba en [27, Teorema 6.3, pag. 42].

Teorema 1.32. Sean (Y, 7y) un subespacio de (X,7) y A C Y. Entonces el conjunto A es
cerrado en'Y si y solo si existe C' C X, cerrado de X, tal que A=CNY.

Corolario 1.33. Sean (Y, 7y) un subespacio de (X,7) y ACY. Si A es cerrado enY yY
es cerrado en X, entonces A es cerrado en X.

La prueba del siguiente resultado, que determina si un punto esta en la cerradura de un
conjunto dado, se encuentra en [8, Teorema 4.4, pag. 69].

Teorema 1.34. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Entonces
x € A siy solo si para todo U € T tal que x € U, se cumple que U N A # 0.
Consideremos ahora la siguiente nocion.

Definicién 1.35. Sean X un espacio topolégico y A C X. Dado x € X decimos que x es
un punto de acumulacion de A si v € A — {x}.

Equivalentemente, por la Proposicion 1.34, x es un punto de acumulacién de A si y sélo
si para todo abierto U en X con x € U, sucede que U N (A — {z}) # 0.
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El conjunto de puntos de acumulaciéon de A se denota por A’ y se llama el conjunto
derivado de A. En [8, Teorema 4.1, pag. 71] se prueba que

A=AUA

y que A es cerrado en X si solo si A contiene a todos sus puntos de acumulacion, es decir,
A’ C A. No es dificil probar que A’ es cerrado en X.

Ligado a la nocién de cerradura tenemos el siguiente concepto.

Definicién 1.36. Sean (X, 1) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es denso en
X siA=X.

Intuitivamente, A es denso en X si A se encuentra por todo el espacio X o, en otras
palabras, A abarca practicamente todo X. Lo correcto es decir que A es denso en X si
todo punto de X es adherente a A, es decir, la densidad depende de los abiertos de X
que intersectan a A. Por ejemplo, en los reales con la topologia usual, los racionales son un
subconjunto denso pues cerca de un niimero real hay un racional y por lo tanto todo punto de
R es adherente a Q. El siguiente resultado muestra una forma de caracterizar a los conjuntos
densos y su prueba se encuentra en [8, Teorema 4.13, pag.72]

Proposicién 1.37. Sean (X, 1) un espacio topoldgico y A C X. Entonces A es denso en X
sty sdlo si para cada abierto no vacio U de X, sucede que U N A # (.

Veamos cémo funciona la idea intuitiva de la densidad, para la extensién cerrada (X*, )
del espacio topoldgico (X, 7), que definimos en el Ejemplo 1.8. Recordemos que X* = X U
{o0}. Vimos que X* es el inico subconjunto cerrado de (X*, 7.) que tiene a oo. Por tanto

X*
{0} =X".
Luego el conjunto unitario {oco}, que intuitivamente no abarca todo X*, es denso en X*.

Como {oco} es un abierto en (X*,7.) que tiene a co y no intersecta a X deducimos, por

el Teorema 1.34, que oo ¢ XY De hecho, X es cerrado en (X*, 7.). Entonces el conjunto X,
que intuitivamente abarca todo X*, no es denso en X*.

Consideremos la topologia del subespacio X, es decir, 7., . Como X* € 7., sucede que
X=X"NXe€r,.

En vista de que los elementos no vacios de 7, tienen a oo, sucede que X ¢ 7.. Luego 7., Z Te.
Por otro lado, si V' € 7, entonces V U {oo} € 7., de donde

V=(WVu{cc})NXer,.
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Esto prueba que 7 C 7.,. Ahora supongamos que W € 7.,.. Entonces W = U N X, donde
Ué€T.SiU=10, entonces W =0 € 7. Si U # (), entonces U = AU {0}, donde A € 7.
Luego

W=UnX=(AU{occ}h)NX =A€T.

Luego 7., C 7y, como la otra contencién también es cierta, sucede que 7 = 7. Por tanto,
X como subespacio de X*, mantiene su estructura topoldgica. Consideremos ahora la funcion
identidad 1x: (X,7) = (X, 7ey ). Como 7 = T.x, resulta que 1x es un homeomorfismo.

Terminamos la presente seccién con el siguiente resultado, cuya prueba se encuentra en
[27, Teorema 6.3, pag. 42].

Teorema 1.38. Sean (X, 7T) un espacio topoldgico y A CY C X. Entonces la cerradura de
AenY es vy
A=A NnY.

1.4. Convergencia de sucesiones

Vamos a enunciar una serie de resultados que involucran la nocién de sucesién y la de con-
vergencia de una sucesién en un espacio topolégico. Recordemos primero que una sucesién
en un conjunto X, es una funcién f: N — X. En dicho caso, si para cada n € N definimos
x, = f(n), es costumbre decir que {x, },en es la sucesion f.

Definicién 1.39. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que una sucesion {x,}nen €n
X converge a un elemento x € X, si para cada U € 7 con x € U, existe N € N tal que,
para todo n > N, sucede que x,, € U.

Si una sucesion {z, }neny en X converge a un elemento x € X, escribimos

lim z, = .

n—oo
En el siguiente resultado vemos que, a partir de una base local anidada (ver Definicién 1.20),
podemos extraer sucesiones convergentes.

Proposicién 1.40. Sean X un espacio topoldgico, v € X y v, = {C,: n € N} una base local
anidada en x. Para cada n € N, sea x,, € C,,. Entonces la sucesion {x,}nen converge a x.

Demostraciéon. Sea U un abierto en X tal que z € U. Como 7, es una base local en =z,
existe m € N tal que C), C U. Para cada n > m tenemos que x,, € C,, C C,, C U, asi que
{Zn}nen converge a x. L C}

En cursos de Célculo vemos que la continuidad de una funcion f: R — R se puede expresar
en términos de sucesiones y su convergencia. Para establecer formalmente este resultado, y
utilizarlo para funciones entre espacios topologicos, consideremos la siguiente definicion.
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Definicién 1.41. Sean X y Y dos espacios topologicos y f: X — Y. Decimos que f es
secuencialmente continua en x € X si para cada sucesion {x,},en en X, que converge
a z, sucede que {f(xn)}nen €s una sucesion en 'Y que converge a f(x). Decimos que f es
secuencialmente continua si es secuencialmente continua en cada punto de X.

La relacién formal entre la continuidad y la continuidad secuencial es la siguiente.

Teorema 1.42. Sean X y Y dos espacios topologicos, f: X —Y yx € X. Si f es continua
en x, entonces f es secuencialmente continua en x.

Demostracién. Sean {z,},cy una sucesion en X que converge a x, y V' un abierto en
Y tal que f(x) € V. Como f es continua en z, existe un abierto U en X tal que x € U y
f(U) C V. En vista de que la sucesién {x, },en converge a x, existe N € N tal que, para cada
n > N, sucede que z,, € U. Por tanto, para n > N, tenemos que f(x,) € f(U) C V. Esto
implica que la sucesién { f(z,)}nen converge a f(x) y, asi, f es secuencialmente continua en
T. o O}

Corolario 1.43. Sean X y Y dos espacios topologicos y f: X — Y. Si f es continua,
entonces [ es secuencialmente continua.

En el Teorema 1.53 veremos que el regreso del Teorema 1.42 no es cierto.

Consideremos ahora el siguiente tipo de sucesiones.

Definicién 1.44. Una sucesion {x,},en es eventualmente constante si existen k € N
yx € X tal que, para cada n > k sucede que x, = x. A x se le llama la constante de
eventualidad de {x,},cn.

Sea {x, }neny una sucesién eventualmente constante, cuya constante de eventualidad es
z. Es facil ver que {z,}n,en converge a x. Esto muestra que las sucesiones eventualmente
constantes son convergentes. Podemos pensar que, por ser x la constante de eventualidad, la
sucesion {x, f,en solamente converge a . Sin embargo esto no es asi y para convencernos de
esto, basta considerar cualquier espacio indiscreto con cardinalidad mayor o igual a dos. En
este tipo de espacios, todas las sucesiones convergentes (en particular, todas las sucesiones
eventualmente constantes) convergen a todos los puntos del espacio.

Para ver un espacio no indiscreto con sucesiones eventualmente constantes que convergen
a mas de un elemento, consideremos la extensién cerrada (X*7.) del espacio topoldgico
(X, 7). Sea {, }nen una sucesion en X* que converge a co. Como {oo} es un abierto en X*
que tiene a oo, existe k € N tal que, para todo n > k, sucede que xz, € {oo}. Luego z,, = 0o
para cada n > k, por lo que {z,}.en es eventualmente constante. Tomemos ahora x € X
y sea V un abierto en X* tal que z € V. Entonces V = U U {oo}, donde U € 7. Como
x, = oo para cada n > k, tenemos que x,, € V para todo n > k. Luego {x,},en converge a
x. Asi pues, toda sucesion que converge a oo es eventualmente constante y, ademas, converge
a cualquier elemento de X*.
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1.5. Axiomas de numerabilidad y de separacion

Ahora enunciamos una serie de propiedades que utilizaremos en capitulos posteriores.
Iniciamos con los axiomas de numerabilidad.

Definicién 1.45. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es

1) primero numerable (1N, para simplificar), si cada x € X tiene una base local nu-
merable;

2) segundo numerable (2N, para simplificar), si existe una base numerable para T.
Como consecuencia de la Proposicion 1.19, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.46. Si X es 1N entonces, para cada x € X, existe una base local anidada en
x.

El siguiente teorema indica que, en los espacios 1N, las nociones de cerradura, conjunto
abierto y conjunto cerrado, se pueden describir en términos de sucesiones convergentes. Si
{Zn}nen es una sucesién y M es un conjunto, el simbolo {x, },en C M significa que x,, € M
para toda n € N.

Teorema 1.47. Sea X un espacio IN. Para M C X se cumple que
1) z e M siy solo si existe una sucesion {Zn}nen C M que converge a x;

2) M es cerrado en X siy solo si, para cada sucesion {x, }nen C M que converge a x € X,
sucede que x € M,

3) M es abierto en X si y sdlo si, para todo x € M y cada sucesion {x,}nen C X que
converge a x, existe N € N tal que x,, € M, para cada n > N.

Demostracion. Como X es 1IN, por la Proposicién 1.46, para cada x € X, podemos
fijar una base local anidada §, = {C,,: n € N} en z.

Para probar 1), supongamos primero que z € M. Por el Teorema 1.34, todo abierto en
X que tiene a x intersecta a M. En particular, existe z,, € C,, N M, para cada n € N. Por
la Proposicién 1.40, la sucesién {x,},en € M asi construida converge a x. Esto prueba la
necesidad de 1). Para la suficiencia no necesitamos que X sea primero numerabilidad. Para
probarlo, supongamos que {x, },en €s una sucesién en M que converge a x € X. Sea U un
abierto en X tal que z € U. Como {x,},en converge a z, todos sus elementos estdn en U,
salvo una cantidad finita de ellos. Luego U N M # 0 y, por el Teorema 1.34, x € M. Esto
prueba 1).
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Para demostrar la necesidad de 2) no se requiere que X sea primero numerable. Supon-
gamos que M es cerrado en X. Sea {x, },eny una sucesion en M que converge a x € X. Por
la suficiencia de 1), 2 € M = M. Esto prueba necesidad de 2). Supongamos ahora que la
hipétesis de la suficiencia de 2) es cierta. Sea # € M. Por la necesidad de 1), existe una
sucesion {x, }neny en M que converge a x. Luego, por hipdtesis, x € M. Esto prueba que
M C M vy, como la otra contencién también es cierta, concluimos que M es cerrado en X.
Esto prueba 2).

La necesidad de 3) no requiere que X sea primero numerable. Para verlo, supongamos
que M es abierto en X. Sean z € M y {x,},en una sucesiéon en X que converge a x. Por
la definicién de convergencia de una sucesion, existe N € N tal que =, € M, para cada
n > N. Esto prueba la necesidad de 3). Para ver la suficiencia de 3), supongamos que cada
que tomemos un punto de M y una sucesién en X que converge a dicho punto, todos sus
elementos estan en M, salvo una cantidad finita de ellos. Si M no es abierto en X, entonces
no es cierto que para cada x € M existe un abierto U en X tal que x € U C M. Por tanto,
existe © € M tal que, para cada abierto U en X con x € U, sucede que UN (X — M) # (. En
particular, para los elementos de la base local anidada (5, en z, existe x,, € C,,N(X —M). Por
la Proposicion 1.40, la sucesion {x, },en asi construida converge a z. Entonces, por hipdtesis,
todos sus miembros estan en M, salvo una cantidad finita de ellos. Esto contradice el hecho
de que, por construccion, ningin elemento de {x, },en estd en M. Deducimos, por tanto, que
M es abierto en X. Esto prueba 3). o, )

Ahora presentamos los axiomas de separacion que utilizamos.
Definicién 1.48. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Decimos que X es

1) Ty si para cada x,z € X con x # z, existe U € T tal que x € U y z ¢ U, o bien z € U
yx ¢ U;

2) Ty si para todo x,z € X con x # z, existen U,V € T tales quex € U -V yz €V — U,

3) Ty o de Hausdorff si para todo x,y € X con x # vy, existen U,V € 7 disjuntos tales
quex e U yyeV;

4) regular si para cada A C X cerrado y todo x € X — A existen U,V € 7 tales que
AcU,zeV yUNV =0,

5) T3 si X es regular y Ty.

Se deduce inmediatamente de la definicién anterior que los espacios T3 son 15, que los T5
son T, v que los T son Ty. En simbolos esto se expresa como sigue:

T = 1T, = T\ = 1.
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Las implicaciones anteriores no son reversibles, es decir, existen espacios Ty que no son 717,
asi como espacios 17 que no sean T, y espacios 15 que no sean T3. Aunque en el Teorema 1.53
damos un espacio T que no es T5, en general, no vamos a considerar aqui ejemplos de espacios
Ty que no son 77, ni de espacios 15 que no son T3. El lector interesado los puede encontrar en
[19, Ejemplos 86, 82, 75, 18 y 53, pags. 106, 100, 93, 49 y 77]. En su lugar, vamos a ocupar
formas equivalentes de expresar los axiomas T} y la regularidad. La prueba del siguiente
resultado se encuentra en [27, Teorema 13.4, pag. 86.

Teorema 1.49. Sea X un espacio topologico. Entonces X es Ty si y solo si para cada x € X,
el conjunto {x} es cerrado en X.

Corolario 1.50. Supongamos que X es Ty. Si {, }nen €s una sucesion eventualmente cons-
tante en X que converge a x, entonces x es su constante de eventualidad. Ademds la sucesion
{Zn}nen solamente converge a x.

Demostracién. Sea y € X — {x} y supongamos que y es la constante de eventualidad
de {z,}nen. Entonces todos sus términos son iguales a y, salvo una cantidad finita de ellos.
Por el Teorema 1.49, X — {y} es un abierto en X que tiene a x y, como {z, }nen converge a
x, todos sus términos son diferentes de y, salvo una cantidad finita de ellos. Tenemos asi una
contradiccién, de la cual se infiere que z es la constante de eventualidad de {x, },en.

Ahora supongamos que existe z € X — {z} tal que {z, },en converge a z. Como X — {x}
es un abierto en X que tiene a z, todos los términos de la sucesion son diferentes de x, salvo
una cantidad finita de ellos. Esto contradice el hecho de que x es la constante de eventualidad
de la sucesién y, asi, {z, }nen solamente converge a x. 0

Consideremos la extension cerrada (X*, 7.) del espacio topoldgico (X, 7). Ya vimos que
toda sucesion que converge a oo es eventualmente constante y converge a cualquier elemento
de X*. Utilizando esto y el Corolario 1.50, concluimos que (X*, 7.) no es T;. Alternativamente
podemos usar el siguiente argumento: sabemos que {oco} no es cerrado en (X*, 7.). Luego,
por el Teorema 1.49, (X*, 7.) no es 7T7.

Como los abiertos no vacios de (X*, 7.) tienen a 0o, no es posible encontrar dos abiertos
no vacios y disjuntos. Luego, (X*, 7.) no es Ty. Alternativamente, (X*, 7.) no es Ty, pues ya
vimos que no es 717 e indicamos que los espacios T son 7. Notemos que X es cerrado en X*
y que oo ¢ X. Ademés el tinico abierto en X* que contiene a X es X*. Luego, no es posible
encontrar dos abiertos disjuntos U y V en X*, de modo que oo € U y X C V. Esto implica
que (X*,7.) no es regular.

Notemos que {{oco}} es una base local en co. Supongamos que X es IN. Dada x € X sea
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B, una base local numerable en z. Es facil ver que
Y. ={UU{oc}: U € B,}

es una base local numerable en x, para (X* 7.). Esto prueba que si (X,7) es 1N, entonces
también lo es (X*, 7). De manera similar, si (X, 7) es 2N entonces (X*, 7.) es 2N. No es dificil
probar que los reciprocos también son ciertos. Por tanto (X, 7) es IN (respectivamente, 2N)
siy sblo si (X*,7.) es IN (respectivamente, 2N).

Ahora presentamos varias formas de enunciar la regularidad de un espacio topoldgico.
Teorema 1.51. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) X es reqular.

2) Para cada x € X y toda vecindad V de x, existe U € T tal que v € U C U C V.

3) Para cada x € X y toda vecindad V' de x, existe una vecindad cerrada W de x tal que
W cV.

4) Para cada v € X y todo U € T con x € U, eviste A€ 7 tal que v € AC ACU.
5) Para cada x € X y todo bdsico U con x € U, eviste A€ 7 tal quex € A C A C U.
6) Para cada v € X vy todo subbdsico V con x € V, existe U € T tal que v € U C U C V.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio regular. Sean x € X y V una vecindad
de z. Entonces existe G € 7 tal que v € G C V. Tenemos que X — G es cerrado en X y
ademas x ¢ X — G vy, por ser X regular, existen W, U € 7 talesque X —G C W,z €Uy
W NU = (. Entonces X — W es cerrado en X, contiene a U y

reUcUcX-W=X-WcGcV.

Esto prueba que 1) implica 2). Ahora supongamos que 2) se cumple. Sean z € X y V' una
vecindad de z. Por 2), existe U € 7 tal que z € U C U C V. Notemos que W = U es una
vecindad cerrada de x tal que W C V. Esto muestra que 2) implica 3).

Supongamos que 3) se cumple. Sean x € X y U € 7 con x € U. Como U es una vecindad
de x, por 3), existe una vecindad cerrada W de x tal que W C U. Tomemos A € 7 tal que
x € A C W. Entonces

r€EACACW=WCU.

Esto prueba que 3) implica 4). Ahora supongamos que 4) es cierto. Sean z € X y U un bésico
tales que z € U. Entonces U € 7y x € U asi que, por 4), existe A € Ttalquex € A C A C U.
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Esto muestra que 4) implica 5). Como todo subbdsico es un bésico tenemos que 5) implica

6).

Supongamos ahora que 6) se cumple. Sean A C X cerrado y x € X — A. Entonces
r € X — A € 7. Tomemos un bdsico B tal que z € B C X — A. Notemos que B = (_, Vi,
donde cada V; es un subbésico. Aplicando 6) tenemos que, para toda i € {1,2,...,n}, existe
U; € T tal que z € U; C U; C V. Sean

U= v G=X-(T
i=1 i=1
Entonceszr e Uer,Ger,UNG=0y

ACX—B:X—ﬁViCX—ﬁE:G.

i=1 i=1
Esto prueba que X es regular, por lo que 6) implica 1). Lo C]

En el siguiente resultado mostramos que, en un espacio 77, las sucesiones convergentes
que no son eventualmente constantes, contienen subsucesiones con buenas propiedades.

Teorema 1.52. Sean X un espacio Ty y {x,, tnen una sucesion en X, que no es eventualmente
constante. St {xy, }nen converge ax € X, entonces eziste una subsucesion {x,, tren de {Ty }nen
con las siguientes propiedades:

1) {xn, }ren converge a x y x,, # x, para todo k € N;

2) para cada k,m € N con k # m, sucede que x,, # T,,, .

Demostracién. Como la sucesién {x, },en no es eventualmente constante, existe n; € N
tal que x,, # x. Al ser X un espacio T3, por el Teorema 1.49, {z,, } es cerrado en X. Luego
U = X — {z,,} es un subconjunto abierto de X que tiene a z. Esto implica, usando de
nuevo que la sucesién {x, },en no es eventualmente constante, existe ny € N tal que ny > ny,
Tpy # TY Tpy # Tp,. Como X es 11, sucede que Uy = X — {z,,,T,,} es un subconjunto
abierto de X que tiene a x. Utilizando de nuevo que la sucesién {z, }nen no es eventualmente
constante, existe ng € N tal que n3 > ng, Ty, # T, Tpy # Tny Y Tng F Tny-

Continuando el argumento, para cada k € N — {1}, existe un abierto Uy que tiene a x
pero no a los elementos z,,, Z,,...,T,, previamente construidos, que son distintos dos a
dos, diferentes de = y con ny < ny < - -+ < ng. El hecho de que {z,},en no es eventualmente
constante y converge a x, permite construir ng,1 > ng tal que x,, ., € Uy con zy,, #zxyla
subsucesion {z,, }ren de {2, }nen asi construida satisface 1) y 2). oD

En el siguiente resultado mostramos, entre otras cosas, una funcién secuencialmente con-
tinua que no es continua, por lo que el regreso del Teorema 1.42 no es cierto.
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Teorema 1.53. Supongamos que X es un conjunto no numerable con la topologia conume-
rable Ton, que definimos en el Ejemplo 1.4. Entonces el espacio topoldgico (X, Ton) tiene las
siquientes propiedades:

1) es Ty pero no Ty ni 1N;

2) una sucesion {x,}tnen en X converge a x € X si y solo si {xp}nen €s eventualmente
constante y x es su constante de eventualidad.

Consideremos ahora la funcion identidad 1x: (X, 7on) — (X, 7p), donde Tp es la topologia
discreta en X. Entonces, para cada x € X, 1x es secuencialmente continua en x pero no
continua en x.

Demostracién. Para probar 1), sea z € X. Como X — {2} € 7y, sucede que {z} es
cerrado en X. Entonces, por el Teorema 1.49, (X, 7cy) es 17. Tomemos ahora y, z € X con
y # z. Si X es Ty, entonces existen U,V € 7oy tales que y € U, z € V y UNV = (). Luego
(X —U)U (X —V) = X. Esto implica, debido a que X — U y X — V son numerables, que
X es numerable, lo que contradice el hecho de que X es no numerable. Por tanto, (X, 7on)
no es 71s.

Si (X, 7cn) es 1IN entonces, dada x € X, podemos encontrar una base local numerable
Bz = {Bn: n € N} en z. Afirmamos que

() B. = {z}. (1.4)

neN

Para ver esto, supongamos que existe y € [,y Bn tal que  # y. Como X —{y} es un abierto
en X que tiene a , y 3, es una base local en z, existe n € N tal que z € B, C X —{y}. Esto
implica que y ¢ B, contradiciendo la eleccién de y. Asi (1.4) se cumple. Notemos ahora que,
al tomar complementos en (1.4), tenemos que

X —{z}=J(X - B,).

neN

Como todo B, es abierto en X, cada complemento X — B,, es un conjunto numerable. Por
tanto, (J,cny(X — By) es una unién numerable de conjuntos numerable y, asi, es numerable.
Esto implica que X — {z} es numerable, por lo que también X es numerable. Como se
contradice el hecho de que X es no numerable, deducimos que (X,7ox) no es IN. Asi se
prueba 1).

Para probar 2), supongamos que {x, }nen €s una sucesion en X que converge a x € X. Si
{2y, }nen 0O es eventualmente constante, por el Teorema 1.52, existe una subsucesion {z,, }ren
de {2, }nen con las propiedades 1) y 2) de dicho resultado. Podemos continuar la demostracién
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usando dicha subsucesién que converge a x o, en su lugar, suponer sin perder generalidad
que para cada n,m € N, tenemos que z, # * y T, # Z,. Esto ultimo es lo que haremos.
Consideremos ahora el subconjunto numerable A = {z,,: n € N} de X. Notemos que X — A
es un abierto en X que tiene a z. Ademds ningin elemento de la sucesion {z, },en estd en
X — A. Esto implica que {2, },en no converge a x, lo cual es un absurdo. Por tanto, {z, }nen
es eventualmente constante. Aplicando el Corolario 1.50, tenemos que x es la constante de
eventualidad de {z,},en. Esto prueba la primera parte de 2). Naturalmente, toda sucesién
eventualmente constante, cuya constante de eventualidad es x, converge a x. Esto termina la
prueba de 2).

Consideremos ahora la funcién identidad 1x: (X, 7on) — (X, 7p). Sean z € X y {x,, }nen
una sucesién en X que converge a x. Por 2), {x,},en es eventualmente constante y = es
su constante de eventualidad. Luego {1x () }neny = {Zn}nen €s una sucesién eventualmente
constante, cuya constante de eventualidad es © = 1x(x). Por tanto, {1x(x,)},en converge a
1x(z) en (X, 7p). Esto prueba que 1x es secuencialmente continua en z.

Supongamos que 1y es continua en z. Notemos que V' = {z} es un abierto en (X, 7p) tal
que 1x(z) =z € V. Como 1x es continua en x, existe un abierto U en (X, 7o) tal que z € U
y U =1x(U) C V. Por lo tanto tenemos que U = {z} y, como {z} es abierto en (X, 7cn), €l
conjunto X — {z} es numerable. Esto implica que X es numerable, contradiciendo el hecho
de que X es no numerable. Por tanto, 1x no es continua en x. 0

El siguiente resultado muestra la condicion clasica, bajo la cual, las funciones secuencial-
mente continuas son continuas.

Teorema 1.54. Sean X y Y dos espacios topologicos, f: X - Y yxre X. Si X es IN y f
es secuencialmente continua en x, entonces f es continua en x.

Demostracion. Como X es 1N, por la Proposicién 1.46 existe una base local anidada
Bz = {C,: n € N} en z. Supongamos que f no es continua en x. Entonces existe un abierto
VenY con f(z) € V tal que, para cada abierto U en X con x € U, sucede que f(U) ¢ V.
En particular f(C,) ¢ V, para ninguna n € N. Luego, para cada n € N, existe z, € C,
tal que f(z,) ¢ V. Por la Proposicién 1.40, la sucesién {z, },en asi formada converge a x.
En vista de que f es secuencialmente continua en x, {f(z,)}nen €s una sucesién en Y que
converge a f(x). Como V es un abierto en Y que tiene al punto de convergencia f(x) de la
sucesion { f(x,) bnen, todos los miembros de la sucesion estan en V| salvo una cantidad finita
de ellos. Esto contradice el hecho de que, por construccién, ningtin elemento de la sucesion
{f(zn) }nen estd en V. Tenemos, asi, que f es continua en z. o C}

Corolario 1.55. Sean X y Y dos espacios topologicos, f: X =Y yx € X. Si X es 1IN,
entonces f es continua en x si y solo si f es secuencialmente continua en x.
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Corolario 1.56. Sean X y Y dos espacios topolégicos y f: X — Y. §i X es 1N, entonces f
es continua st y solo si f es secuencialmente continua.

El Corolario 1.55 se sigue de los Teoremas 1.42 y 1.54, mientras que el Corolario 1.56 es
una consecuencia del Corolario 1.55, la nociéon de continuidad secuencial y el hecho de que
una funcién es continua si y solo si es continua en cada punto de su dominio.

1.6. Compacidad

La compacidad es una propiedad notable en la Topologia e incluso, es la propiedad mas
importante en el presente trabajo. A continuacién damos su definicion.

Definicién 1.57. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Una coleccion S = {U,: a € I}
de subconjuntos de X es una cubierta de A si

Ac|JU..

St S es una cubierta de A y cada elemento de & es abierto en X, decimos que S es una
cubierta abierta de A. Si & es una cubierta de A y ¥ es una subcoleccion de & tal que
A C Y, entonces ¥ es una subcubierta de . Si ¥ es una subcubierta de S y O tiene
una cantidad finita de elementos, entonces V¥ es una subcubierta finita de . Por iltimo,
decimos que

1) X es compacto si cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita;
2) A es compacto en X, si como subespacio de X, A es compacto.

Es claro que en cualquier espacio topologico X, los subconjuntos finitos de X son com-
pactos. En el siguiente resultado vemos una manera de producir un conjunto compacto, a
partir de una sucesion convergente.

Teorema 1.58. Sean X un espacio topologico y {xn}, oy una sucesion en X, que converge
ax € X. Entonces
K ={z,: n e N}U{x}

es compacto en X.

Demostracién. Sea & = {U,: a € I} una cubierta abierta de K. Como

xeKcUUa,

ael
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existe ag € I tal que x € Uy,. Puesto que la sucesién {z,}, .y converge a x, existe m € N
tal que, para toda n > m, z,, € U,,. Paracada 1 <7 <m — 1 sea o; € [ tal que z; € U,,.
Notemos que

KcU,uU, U---Ul,

Am—1"

Por tanto, {Uay, Uay, - - -, Ua,,_,} €s una subcubierta finita de . Esto prueba que K es com-
pacto. 2. C]

Se suele decir, informalmente, que un espacio es compacto si satisface dicha propiedad
donde sea puesto. Para formalizar la oracién anterior, consideremos la siguiente definicién.

Definicién 1.59. Sea X un espacio topoldgico. Una propiedad P se dice absoluta si para
cada B C A C X, B tiene la propiedad P en X si y solo si B tiene la propiedad P en A.

Proposicion 1.60. La compacidad es una propiedad absoluta.

Demostracién. Sean X un espacio topolégico y B C A C X. Supongamos que B es
compacto en A y tomemos una cubierta = {U,: a € I} de B formada por abiertos de X.
Como B C A, la familia

V={V,=U,NA:ael}

es una cubierta de B formada por abiertos de A. Esto se sigue del hecho de que cada V, es
abierto en A y, ademas,

B:BmAc(UUa>mA:U(UamA):UVa.

acl acl ael

Como B es compacto en A, existe {V,,, Va,, ..., Va,.} C ¥ tal que B C U;Zl Vi, Asf tenemos
que {U,,,Usy, - - -, Uy, } €s una subcubierta finita de 8 en X, por lo que B es compacto en X.

Ahora supongamos que B es compacto en X. Sea ¢ = {U,: o € I} una cubierta de B,
formada por abiertos de A. Para cada o € [ existe V, € 7 tal que U, = V,, N A. Por ser ¢
una cubierta de B tenemos que:

Bc|JUa=JVan4) c Ve

acl ael ael

Luego & = {V,,: a € I} es una cubierta de B, formada por abiertos de X. Como B es compacto
en X, existe {Va,, Vay, ..., Vo, } C € tal que B C U?Zl Ve, Por tanto {Us,, Usy, ..., Uy, } €8
una subcubierta finita de ¢ en A y, asi, B es compacto en A. 0

Sean X un espacio topolégico y B C A C X. La Proposicién 1.60 permite estudiar la
compacidad de B sin importar si es subespacio de A o de X. Por esta razén, a lo largo de este
trabajo no mencionamos el lugar donde un espacio es compacto, a menos que exista alguna
confusién.
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Teorema 1.61. Sean X un espacio topologico y A, B C X. Si A y B son compactos, entonces
AU B es compacto.

Demostracién. Sea & = {U,: o € I} una cubierta de AU B formada por abiertos de
X. Notemos que & también es cubierta de los compactos A y B. Por tanto existen Iy, I, C [
finitos tales que

AclJu. v BclJU.

a€ly aglz

Si J = I; U I, entonces {U,: a € J} es una subcubierta finita de &. Esto prueba que AU B
es compacto. 0

Los siguientes dos resultados se prueban en [27, Teorema 17.5, pag. 119]
Teorema 1.62. Sea (X, 7) un espacio Ty. Si C C X compacto, entonces C es cerrado en X.
Teorema 1.63. Si X es compacto y C' C X es cerrado en X, entonces C' es compacto.

Consideremos la extensién cerrada (X*, 7.) de (X, 7). Ya hemos probado que la topologia
de subespacio de X* en X es 7. De esto y la Proposiciéon 1.60 se tiene que

los subconjuntos de X que son compactos en X, también son compactos en X*. (1.5)

Supongamos ahora que A es un subconjunto compacto en X*. Sea f = {V,: a € I} una
cubierta abierta de A — {oo}, formada por abiertos de X. Entonces {V, U {oco}: a € I} es
una cubierta abierta de A, formada por abiertos de X*. Como A es compacto en X*, existe

{Va, U{o0}, Vo, U{oo}, ..., V,, U{oo}} talque AC O(Vaj U {o0}).

j=1

Luego A—{oo} C U;_, Va,, de donde {V,,, Vi,, ..., V4, } es una subcubierta finita de 3. Esto
prueba que A —{oo} es compacto en X. Combinando este resultado con (1.5) deducimos que
los subconjuntos compactos de (X*, 7.), que no tienen a oo, son exactamente los subconjuntos
compactos de (X, 7). Afirmamos ahora que

X es compacto si y sélo si X* es compacto. (1.6)

Para probar esto, supongamos primero que X es compacto. Entonces, por (1.5), X es
compacto en X* y, como también {oco} es compacto, por el Teorema 1.61, X* = X U {oo} es
compacto. Ahora supongamos que X* es compacto. Entonces, por lo que probamos luego de
(1.5), X = X* — {oo} es compacto en X. Asi (1.6) se cumple.

Proposicién 1.64. Sean (X, 1) un espacio Ty y C C X compacto. Si x € X — C, entonces
existen U,V € 1 disjuntos tales que v € U y C C V.
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Demostracién. Sea x € X — C. Para cada z € C tenemos que x # z entonces existen
U,,V, € 7 disjuntos tales que =z € U, y z € V,. Sea ¥ = {V,}.cc, claramente ¢ es una
cubierta abierta de C, por lo tanto existen zy, 2, ..., 2, € C tales que C C |J;_, V... Dado
que para cada U, construimos V; disjunto, consideremos el abierto ;" U,,, el cual ademéds
cumple que z € (._, U,,. Sean V = {J_, V., y U = ), U,,. Por como fueron construidos
los abiertos U y V son disjuntos. Ademas se cumple que x € Uy C' C V. 2. 0}

El siguiente resultado se demuestra en [27, Teorema 17.7, pag. 119].

Teorema 1.65. Sean X y Y dos espacios topologicos y f: X — Y continua. Si K es un
subconjunto compacto de X, entonces f(K) es un subconjunto compacto de Y.

El Teorema 1.65 indica que las funciones continuas preservan la compacidad. En otras
palabras, la imagen continua de un compacto es un compacto. Para ver un resultado que
indique que la imagen inversa de un compacto es un compacto, requerimos de la siguiente
nocion.

Definicién 1.66. Sean X y Y dos espacios topologicos y f: X — Y. Decimos que f es
de fibras compactas si para cada y € Y, sucede que f~1({y}) es compacto. Ademds f es
perfecta si es continua, cerrada y de fibras compactas.

Como consecuencia del siguiente resultado, las funciones perfectas y suprayectivas “anti-
preservan” la compacidad.

Proposicién 1.67. Sean (X, 1) y (Y, ) dos espacios topoldgicos y f: X — Y cerrada,
suprayectiva y de fibras compactas. Si D C'Y es compacto, entonces f~1(D) es compacto.

Demostracién. Sea S = {U,: o € I} una cubierta abierta de f~*(D). Entonces
(D) c | Ua.
acl
Para cada y € D tenemos que
' {yy) c 1Dy < |J U,
acl

por lo que $ es una cubierta abierta del compacto f~'({y}). Entonces existe J, C I finito
tal que

7wy c U U (1.7)

acdy

Claramente (. 7 U, € 71. Entonces, al ser f una funcién cerrada, f (X — Uae 7 Ua) es un

cerrado en Y, con lo cual

By, =Y - f(X-JU)emn

acJy
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Afirmamos que y € B, pues si y ¢ B J,, entonces

yef(x-Ju).

a€Jdy

Tomemos z € X — U, tal que y = f(z). Aplicando (1.7) tenemos que

a€cdy

re () c | U

a€dy

lo cual es una contradiccion. Hemos mostrado que, para cada y € D, el conjunto By, es un
abierto en Y tal que y € By, . Luego

Dc | By, (1.8)
yeD

Entonces la familia
Y= {BJy VTS D}

es una cubierta abierta del compacto D. Por tanto, existen By, , By, ..., By, € v tales que
D C Ufnzl By, . Por las propiedades 2) y 5) de los Teoremas 1.11 y 1.12, se cumple
k k k
oy e (UBa) =Ur(v-r(x- U uv))cU( U v
m=1 m=1 aC€Jy,, m=1 a€Jdy,,
Esto prueba que f~!(D) es compacto. Lo C]

1.7. Filtros y ultrafiltros

Otra forma de caracterizar los conjuntos compactos es usando filtros y bases de filtros.
A continuacién presentamos las definiciones y los resultados importantes para representar la
compacidad en términos de filtros.

Definicién 1.68. Sean X un conjunto no vacio y S una familia no vacia de subconjuntos
de X. Decimos que S es un filtro en X si cumple las siguientes tres propiedades:

Do¢s;
2) si A, B € & entonces AN B € S

3) siGC X yF €S son tales que F C G, entonces G € .
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Definicién 1.69. Sean X un conjunto no vacio, S un filtro en X y 8 una familia no vacia
de subconjuntos de X. Entonces  es una base para ¥ si:

1) pCS;

2) dado F €  existe B € (8 tal que B C F.

Si 3 es una base para el filtro & entonces, dados By, By € § C &, tenemos que B1NBy € S,

y por la propiedad 2) de la Definicién 1.69, existe Bs € ( tal que By C By N By. Esto motiva
nuestra siguiente definicién.

Definicién 1.70. Sean X un conjunto no vacio y 3 una familia no vacia de subconjuntos no
vacios de X. Decimos que B es una base de filtro en X si dados By, By € [ existe By € 3
tal que Bg C By N Bs.

Asi pues, toda base para un filtro en X, es una base de filtro en X. A la inversa, el
siguiente resultado muestra que toda base de filtro en X es una base para un filtro especifico
de X.

Proposicion 1.71. Sean X un conjunto no vacio y B una base de filtro en X. Entonces
£(B) ={A C X: existe B € 5 tal que B C A} (1.9)

es un filtro en X y B es una base para £([5).

Demostracién. Claramente () ¢ () y de la definicién de £(5) deducimos que si G C X
y A € &(P) tal que A C G, entonces G € £(3). Sean A;, Ay € £(f) por lo tanto existen
Bi,By € (B tal que By C Ay y By C As. Por ser 5 una base de filtro existe B3 € (5 tal que
Bs C By N By. Asi tenemos que By C A; N A, lo cual implica que A; N Ay € £(5). Esto
muestra que £(f) es un filtro y obviamente 5 es una base de filtro para £(3). o C]

Notemos que los miembros de la familia £(/3) son los superconjuntos de los elementos de

B.

Definicién 1.72. Sean X un conjunto no vacio y 5 una base de filtro en X. La familia &(B)
que se construye en (1.9) se llama el filtro generado por .

Si X es un conjunto no vacio y xg € X, entonces la familia
U(zg) ={U C X: U es una vecindad de o}

es una base de filtro en X. Vamos a utilizar con cierta frecuencia esta base de filtro.

El siguiente resultado se encuentra demostrado en [8, Teorema 2.2, pdg. 211].
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Teorema 1.73. Sean n = {N,: o € I} y f = {B,: v € J} dos bases de filtro en X.
Entonces:

1) nVvV B ={NyUBy: (a,7) € I x J} es una base de filtro en X.
2) Sipara cada (a,7y) € I x J tenemos que N, N B, # (), entonces la familia
nAB={NaNB,y: (a,y) €I xJ}
es una base de filtro en X.
3) Para cada familia finita {Nu,, Nay, - .., Na, } Cn existe Ns € n tal que
Ns C Noy NNy, N--- N N, .
En particular cada interseccion finita de elementos de una base de filtro en X es no
vacia.
Se puede hablar de la convergencia de una base de filtro, como se indica en la siguiente
definicién.

Definicién 1.74. Sean (X, T) un espacio topoldgico y 5 = {Ba: a € I} una base de filtro en
X. Entonces

1) B converge a un punto xy € X (en simbolos B — xy), si para cada U € T tal que
xo € U emiste B, € B tal que B, C U;

2) p € X es un punto de acumulacion de (3, si para cada V € 7 tal que p € V' y todo
B, € 3, sucede que B, NV # 0.

Del Teorema 1.34 podemos concluir que p es un punto de acumulacion de la base de filtro
B en X siy sélo si
pE ﬂ B..

Usaremos este resultado con frecuencia en el presente trabajo. Consideremos ahora la siguien-
te nocioén.

Definicién 1.75. Sean n y 3 dos bases de filtro en X. Decimos que 3 es un refinamiento
de n o que B refina an, si para cada N € n existe B € 8 tal que B C N.

Notemos que [ refina a 7 si los miembros de 77 son superconjuntos de elementos de 3. Si
B refina a n es también comun decir que [ esta subordinada a 1. Los refinamientos de bases
de filtro tienen las siguientes propiedades. Su demostracion se puede ver en [8, Teorema 2.5,
pég. 213].
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Proposicién 1.76. Sean n y B dos bases de filtro en X y xq € X. Entonces
1) Sin C f, entonces 8 refina an.
2) Si 8 refina amn, entonces para cada B € B y N € n) sucede que BN N # ().

3) n— xg siy solo sin refina a U(xg) ={U C X: U es una vecindad de x¢}.

Los resultados posteriores hablan de las propiedades de convergencia de las bases de filtro.
El siguiente, por ejemplo, caracteriza los espacios de Hausdorff usando bases de filtro.

Teorema 1.77. Sea (X, 7) un espacio topologico. Entonces X es Ty si y sdlo si para cada
base de filtro convergente 5 en X, existe un unico p € X tal que f — p.

Demostracién. Primero supongamos que X es Ty. Sea f = {B,: o € I} una base de
filtro convergente, es decir que f — p con p € X. Para todo m € X con m # p existen
U,V € 71 disjuntos tales que p € U y m € V. Por la convergencia de 3 existe B, € ( tal que
B, C U. Si f — m, entonces existe B, €  tal que B, C V. Esto implica que B, N B, = ()
pues U y V son disjuntos, lo cual es una contradiccién al inciso 3) del Teorema 1.73. Por
consiguiente, 3 converge solamente al punto p de X.

Ahora supongamos que cada base de filtro convergente, converge a un tnico elemento de
X. Si X no es T5, entonces existen z1,r, € X distintos tales que para todo U,V € 7 con
vy € Uy 29 € V sucede que U NV # (). Consideremos las bases de filtro en X

U(x1) ={U C X: U es una vecindad de z}

U(xe) ={U C X: U es una vecindad de z5}.
Por la parte 2) del Teorema 1.73

S=U(x)) AU(x) ={UNV:U cU(zy) y V €U(xs)}

es una base para un filtro de X. Ademads, para todo W € 7 tal que z; € W, tenemos que
W € U(xy) y, como X € U(xzs), sucede que W = W N X € . Esto muestra que & — ;.
Similarmente para todo M € 7 tal que x5 € M, tenemos que M € U(x3) y, como X € U(zy),
resulta que M = MNX € . Asi & — x5 y, con esto, la base de filtro & en X es convergente,
y converge a dos elementos distintos de X. Por lo tanto se tiene que X es un espacio T,. @%@

Las relaciones habituales entre las propiedades de convergencia de las sucesiones y sus
subsucesiones, se extienden a las bases de filtros de la siguiente forma.
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Teorema 1.78. Sean (X, T) un espacio topoldgico, n = {Ny: a € I} y 5 ={B,: v € J} dos
bases de filtro en X, y xo € X.

1) Sin — xo entonces xy es un punto de acumulacion de n y, si X es de Hausdorff,
entonces xg es el unico punto de acumulacion de 7).

2) Si B refina an yn— xg, entonces B — xy.

3) Si B refina an yxo es un punto de acumulacion de (3, entonces xy es punto de acumu-
lacion de n.

Demostracién. Para probar 1) sea U € 7 tal que xy € U. Por la convergencia de 7
existe N, € n tal que N, C U. Por el inciso 3) del Teorema 1.73, N, N Ns # () para toda
0 € I. Luego NsNU # () para cada 6 € I. Esto prueba que z( es punto de acumulacién de 7.

Si X es de Hausdorff y 1 € X — {x¢}, entonces existen U,V € 7 disjuntos tales que
x9 € Uy xy € V. Por la convergencia de n existe N, € n tal que N, C U. Notemos que
NoNV =0 pues U y V son disjuntos, por lo que x; no puede ser punto de acumulacién de
n. Esto prueba 1).

Para ver 2) sea U € 7 tal que xg € U. Como 1 — x, existe N, € n tal que N, C U. Dado
que [ refina a 7, existe B, € 3 tal que B, C N,. Luego B, C U y, asi, 8 — .

Para probar 3) sean U € 7 con zp € U y N, € n. Como f3 refina a 7, existe B, € (3 tal
que By, C N,. Al ser zp un punto de acumulacién de 3, sucede que

0#B,NUCN,NU.

Esto prueba que x( es punto de acumulacién de 7. L CJ

Corolario 1.79. Sean X un espacio topolégico, xo € X yn una base de filtro en X. Entonces

1) n — o si y sélo si para todo refinamiento 3 de n, existe un refinamiento v de (3 tal que
Y — Zo;

2) xo es punto de acumulacion de n si y sdlo si existe un refinamiento 5 de n tal que
ﬂ — Xg.

Una prueba del Corolario 1.79 aparece en [8, Corolario 3.3, pag. 214]. Los conceptos
topologicos basicos pueden ser expresados con bases de filtro. Por ejemplo en el siguiente
resultado, cuya prueba aparece en [8, Teorema 4.1, pag. 215], se caracteriza la operacién de
cerradura. Conviene compararlo con la parte 1) del Teorema 1.47 en el que caracterizamos los
miembros de una cerradura en términos de sucesiones, bajo el supuesto que nuestro espacio
base es IN. En el corolario del teorema, utilizamos la nocién de conjunto derivado que aparece
luego de la Definicién 1.35.
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Teorema 1.80. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces x € A si y solo si existe
una base de filtro en A que converge a x.

Corolario 1.81. Sean X un espacio topologico y A C X. Entonces:

1) A es cerrado en X si y solo si los puntos de acumulacion de cada base de filtro en A,
estan contenidos en A;

2) a € A siy sdlo si existe una base de filtro en A — {a} que converge al punto a.
Ahora consideramos bases de filtro maximales con respecto a la contencién C.

Definicién 1.82. Sean X un conjunto no vacio y n una base de filtro en X. Entonces n es
una base de ultrafiltro en X si para toda base de filtro 5 en X tal que (8 refina an, sucede

que n refina a (.
El siguiente resultado caracteriza las bases de ultrafiltros.

Teorema 1.83. Sea n una base de filtro en X. Entonces n es una base de ultrafiltro en X si
y solo si para todo A C X exactamente uno de A o X — A contiene un elemento de 7.

Demostracién. Primero supongamos que n = {N,: o € I} es una base de ultrafiltro
en X. Consideremos que existen op,q € [ tales que N,, € Ay N,, € X — A. Luego
Ny N Ny, =0, lo cual es una contradiccién al inciso 3) del Teorema 1.73. Esto muestra que
Ay X — A no pueden contener miembros de 7. Falta probar que uno de A y X — A debe
contener algin elemento de 7.

Supongamos que A no contiene elementos de 7. Entonces para todo a € [ tenemos que
N, N (X — A) # 0. Notemos que

B={N,N(X-A):acl

es una base de filtro en X. En efecto, para a1,y € I, por ser n una base de filtro en X,
existe a € [ tal que N, C N4, N N,,, de donde

Noy N(X —A) C(Nyy N (X —A)) N (Noy, N (X = A)).

Esto muestra que [ es una base de filtro en X. Ademas es claro que S refina a 1. Como 7 es
una base de ultrafiltro en X, sucede que 7 refina a §. En consecuencia, para una « € [ fija,
existe v € I tal que

N, CN,N(X—-A) CX-A

Hemos probado asi, que si A no contiene elementos de 7, entonces X — A contiene un miembro
de n. Con esto terminamos la primera parte de la demostracion.
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Supongamos ahora que para todo A C X exactamente uno de A o X — A contiene un
elemento de 7. Para ver que n = {N,: o € I} es una base de ultrafiltro en X, supongamos
que = {B,: vy € J} es una base de flitro en X tal que /3 refina a 7). Por hipétesis para toda
v € J existe 6 € I tal que N5y C B, o bien N5y C X — B,. Ahora bien, por el inciso 2) del
Teorema 1.76, no puede suceder que Ns C X — B, pues como [ refina a 7, se cumple que
para todo v € J, N5y N B, # (). Por lo tanto, para toda v € J existe § € I tal que N; C B,,
lo cual significa que n refina a 8 y, con esto, n es una base de ultrafiltro en X. o O]

El Teorema 1.83 permite probar que las bases de ultrafiltro existen. Para ver esto, consi-
deremos un conjunto X y zy € X. Entonces la coleccion

n={MC X:xy€ M}

es una base de filtro en X pues, para M, N € n, sucede que M NN € n. Por otra parte, para
cada A C X, exactamente uno de A o X — A contiene a xg y, por tanto, exactamente uno de
Ao X — A estd en n. Luego, por el Teorema 1.83, 1 es una base de ultrafiltro en X. Notemos
que, en este ejemplo, {{zo}} es una base de filtro en X y 7 es una base de ultrafiltro en X
que contiene a {{xo}}, por lo que 7 refina a {{x¢}}. Como se muestra en [8, Teorema 7.3,
pég. 219], esto en general siempre es posible, es decir, siempre se puede encontrar una base
de ultrafiltro que refine a cualquier base de filtro dada.

Teorema 1.84. Sea 3 una base de filtro en X. Entonces existe una base de ultrafiltro n en
X que refina a f.

En la parte 1) del Teorema 1.78 vimos que si una base de filtro converge a un punto,
entonces dicho punto es de acumulacién de la base de filtro. Cuando, en su lugar, la base
de filtro es una base de ultrafiltro, ambos conceptos son equivalentes, es decir, la base de
ultrafiltro converge a un punto si y sélo si dicho punto es de acumulacion de la base de
ultrafiltro dada.

Proposicién 1.85. Sean (X, 1) un espacio topolégico, xyg € X y f = {By: o € I} una base
de ultrafiltro en X. Entonces xy es un punto de acumulacion de (8 si y solo si f — xg.

Demostracion. Por lo que hemos comentado, basta probar que si xy es un punto de
acumulacion de §, entonces [ — x. Supongamos, por tanto, que zy es un punto de acumu-
lacién de 5. Sea U € 7 tal que xg € U. Por el Teorema 1.83 existe a € I tal que B, C U o
bien B, C X — U. Ahora bien, como z( es un punto de acumulaciéon de 3, para todo o € I
sucede que B, NU # (. Entonces la contencién B, C X — U no puede suceder y, asi, B, C U
de donde 8 — xo. 2. 7}

Estamos en condiciones de probar la caracterizacion de los conjuntos compactos en funcion
de bases de filtro y bases de ultrafiltros.
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Teorema 1.86. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) X es compacto.

2) X posee la propiedad de la interseccion finita, es decir, para cada familia no vacia
S = {F,: a € I} de subconjuntos cerrados en X que cumplen que (o, Fo = 0, existe
una subfamilia finita {Fy,, Fuy, ..., Fu,} de S tal que (., Fo, =0

3) Toda base de filtro en X tiene al menos un punto de acumulacion.
4) Toda base de ultrafiltro en X es convergente.

Demostracién. Supongamos que X es compacto y que & = {F,: « € I} es una familia
no vacia de subconjuntos cerrados en X tales que () o; Fo = (. Entonces X = J,.;(X — Fy)
y, por ser X compacto, existe una subfamilia finita {F,,, Fl,,, ..., F,, } de & tal que X =

Ui, (X — F,,). Luego N, F,,, = 0. Esto prueba que 1) implica 2).

Supongamos ahora que X tiene la propiedad de la interseccién finita. Tomemos una base
de filtro f = {B,: @ € I} en X. Por el inciso 3) del Teorema 1.73, para cada subfamilia
finita { Ba,, Bay; - - - » Ba, } de [ sucede que (), B,,; # 0. Considerando en todo momento las
cerraduras en X, lo anterior implica que para cada subfamilia finita {B,,, Bay, - - -, Ba, } de
la familia {B,: o € I}, de subconjuntos cerrados en X, se tiene que ﬂ?zlgai # (). Luego,
por el contrapositivo al enunciado que indicamos como la propiedad de la interseccién finita,
sucede que (,¢; B, # . Es claro que cada miembro de (1, .; B es un punto de acumulacién
de . Esto prueba que 2) implica 3).

ael

Consideremos ahora que toda base de filtro en X tiene al menos un punto de acumula-
cién. Sea 1 una base de ultrafiltro en X. Por hipdtesis existe p € X tal que p es punto de
acumulacién de n. Luego, por el Teorema 1.85, n — p. Esto prueba que 3) implica 4).

Para terminar la demostracién, consideremos que toda base de ultrafiltro en X es con-
vergente. Sea ® = {U,: o € I} una cubierta abierta de X. Supongamos que ® no tiene una
subcubierta finita. Luego, para todo F' C I finito, X —J. . U, # (). Esto permite considerar
a la familia no vacia

YEF

Bz{X—UUa:FCIesﬁnito}

aclF

de subconjuntos no vacios de X. Si Fy, F5 C [ son finitos, tenemos que

(X— U Ua>ﬂ<X— UU5> =X- |J U.es

a€EF] dEF, aclUF,
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Por lo tanto [ es una base de filtro de X. Aplicando el Teorema 1.84, existe una base de
ultrafiltro n = {Ns: 0 € J} en X tal que 7 refina a 5. Por hipdtesis 1 es convergente, es
decir, existe p € X tal que n — p. Por ser ® cubierta abierta de X, existe ap € I tal que
p € U,,. Por la convergencia de 7, existe oy € J tal que N5, C U,,. Ahora bien, X — U, €
y n refina a B. Entonces existe 6; € J tal que N;, € X — U,,. Hemos probado, con esto,
que tanto U,, como X — U,, contienen un elemento de 7, contradiciendo el Teorema 1.83.
Como la contradiccion proviene de haber supuesto que que ® no tiene una subcubierta finita,

concluimos que ® posee una subcubierta finita. Luego X es compacto y, asi, 4) implica 1).
Lo C]

1.8. Compacidad local

La siguiente es una nocién que, en Topologia General, se considera del tipo de compacidad.

Definicién 1.87. Un espacio topoldgico (X, T) es localmente compacto en un punto
x € X, si para cada U € 7 con x € U, existe V € T tal que V es compacto vy, ademds,
r €V CV C U Decimos que X es localmente compacto, si X es localmente compacto
en cada uno de sus puntos.

En algunos textos se dice que

(¢) (X, 7) es localmente compacto en x € X si existen U € 7y V C X compacto, tales
quexz €U CV.

Si X es localmente compacto en x de acuerdo con la Definicién 1.87, entonces también lo
es con respecto a (¢), pues el conjunto V' que se garantiza en tal definicién es una vecindad
compacta de z, es decir, un conjunto compacto que a la vez es vecindad de x.

Para ver que la compacidad local con respecto a (¢) no implica la dada en la Defini-
cién 1.87, consideremos la extension cerrada (X*,7.) del espacio topolégico (X, 7). Vamos a
probar que

a) si X es localmente compacto en z segin (o), entonces (X*, 7.) es localmente compacto
en x segun (o).

Como X es localmente compacto en x segun (¢), existen U € 7y V' C X compacto tales
que x € U C V. Entonces U U {oo} es un abierto en X* tal que x € U U {oo}. Como los
subconjuntos compactos de X también son compactos en X*, sucede que V es compacto en
X*. También {oo} es compacto en X* asi que, por el Teorema 1.61, V' U {oco} es compacto
en X*. Ademéds xz € UU{oo} C V U{oc}, por lo que X* es localmente compacto en z segin
(¢). Esto prueba a).

Para un espacio topolégico (X, 1), decimos que X es indiscreto en p € X si X es el
unico abierto de X que tiene a p. Ahora veremos que
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b) si X no es indiscreto en z, entonces (X*, 7.) no es localmente compacto en x, segin la
Definicién 1.87.

Como X no es indiscreto en x, existe un abierto U en X tal que U # X y z € U. Si
(X*,7.) es localmente compacto en x, segin la Definicién 1.87, entonces existe un abierto
V U{oo} en (X*, 7.) tal que

reVU{oo}CcVU {oo}X* CUU{xc} y VU {oo}X* es compacto.
Como {oo} es denso en X*, sucede que
VU{ool =7 UToe) =7 ux =X,

Por tanto U U {oco} = X*, de donde U = X, lo cual contradice la eleccién de U. Esto prueba
b).

Afirmamos, por tltimo, que

c¢) si X es localmente compacto en z, segun la Definicién 1.87 o bien segin (¢), y no es
indiscreto en z, entonces (X*, 7.) es localmente compacto en z, segiin (¢), pero no segin
la Definicién 1.87.

En efecto, si X es localmente compacto en x, segin la Definicion 1.87, X también es
localmente compacto segin (¢). Luego, por a), (X*, 7.) es localmente compacto en z, segin
(¢). Como X no es indiscreto en x, por b), (X* 7.) no es localmente compacto en x, segin
la Definicién 1.87. Esto prueba c).

En [8, Teorema 6.2, pag. 238| se prueba que en los espacios T5 ser localmente compacto
en z, segin la Definicién 1.87, es equivalente a ser localmente compacto en z, segin (¢). A
partir de este momento, vamos a considerar la compacidad local segin la Definicién 1.87.
Tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 1.88. Si X es localmente compacto, entonces X es reqular.

Demostracion. Sean z € X y U un abierto en x tales que z € U. Como X es localmente
compacto en x, existe un abierto V en X tal que x € V C V C U y V es compacto. Esto
implica, por la equivalencia entre los incisos 1) y 4) del Teorema 1.51, que X es regular. @%@

Corolario 1.89. Los espacios localmente compactos y Ty son Ts.
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1.9. La topologia producto

El producto cartesiano es importante en matematicas y, en el caso de la Topologia General
no es la excepciéon. Presentamos ahora su definicién y propiedades elementales. Supongamos
que {Xs: s € S} es una familia no vacia de conjuntos no vacios. El producto cartesino de
los miembros de dicha familia es el conjunto

HXS: {a:: S — UXS|x(s) € X;, para cada s € S}.

ses ses

Siw € [[,cqXs vy, para cada s € S, escribimos x, = x(s), es comin decir que r = (2,)ses ¥
considerar que

xs)seS S H Xs~

Si S ={1,2,...,n} es finito, el producto cartesiano [ [, ¢ X, se escribe como
XIXXQX"'XXn7

y sus miembros de denotan como (z1, xs, . . ., x,), es decir, como n-adas ordenadas. Entende-
mos que z; € X; paratodai € S = {1,2,...,n}. De esta manera, para un conjunto arbitrario
S, la notacién (x,).cg extiende la nocién de n-ada ordenada.

) S

Cuando cada conjunto X posee una topologia, es posible darle también una buena topo-
logfa al producto cartesiano [ [, ¢ X.

Definicién 1.90. Sea {(X;,75): s € S} una familia no vacia de espacios topolégicos no
vacios. Consideremos el producto cartesiano

X = HXS.
sesS

La topologia producto en X, denotada como 7,, es la que tiene por base a los conjuntos de

la forma [],cq Us, donde:
1) U es abierto en X, para cada s € S,
2) existe J C S finito tal que Us = X para toda s € S — J.

Consideremos la familia de funciones {ps: (X,7,) — (X;,75)|s € S} donde, para cada
T = (x5)ses € X, tenemos que ps(x) = xs. La funcion ps se llama s-ésima proyeccion de
X en X,.
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SiS={1,2,...,n} es finito, entonces la topologia producto 7, en el producto cartesiano
X1 X Xg x --+ x X, tiene por base a los conjuntos de la forma U; x Us X --- x U,, donde,
para cada ¢ € S, U; es abierto en Xj.

A partir de este momento, vamos a considerar la topologia producto en cualquier producto
cartesiano dado. El siguiente resultado se prueba en [8, Teorema 2.1, pdg. 101].

Teorema 1.91. Sean {(Xs,75): s € S} una familia no vacia de espacios topoldgicos no
vacios y X = [[..q Xs. Para cada s € S, la proyeccion ps: X — X, es continua, abierta y
suprayectiva.

seS

La siguiente es una caracterizacion de los espacios Ts en términos de la topologia producto.

Teorema 1.92. Un espacio topologico X es Ty si y solo si la diagonal en X, es decir, el
conjunto

A={(z,x): z e X},

es cerrado en X X X.

Demostracién. Supongamos que X es Ty y tomemos (z,y) € X x X — A. Entonces
T #yy, como X es T, existen abiertos U y V en X talesquez e U,y e VyUnV = 0.
Luego U x V es un abierto en X x X tal que (z,y) € UxV y (UxV)NA = (). Esto implica
que X x X — A es abierto en X x X y, por tanto, A es cerrado en X.

Supongamos ahora que A es cerrado en X. Sean z,y € X tales que = # y. Entonces
(x,y) € X x X — Ay, como X x X — A es abierto en X x X, existen abiertos Uy V en X
tales que (z,y) € U x V C X x X — A. Del hecho de que U x V no intersecta a A se sigue
que UNV = (. Por tanto, X es Ts. "0}

El siguiente teorema se prueba en [8, Teorema 1.2, pag. 99].

Teorema 1.93. Sean {(Xs,75): s € S} una familia no vacia de espacios topoldgicos no
vacios y X = []..q Xs. Para cada s € S, tomemos Ay C X,. Entonces

— X — X,
HAS - HAS :

seSs seSs

ses

Por tanto la cerradura en X de un producto cartesiano es el producto cartesiano de las
respectivas cerraduras de los factores involucrados. El siguiente resultado se prueba en [8,
Teorema 1.4, pag. 224].

Teorema 1.94 (Teorema de Tychonoff). Sean {(Xs, 7s): s € S} una familia no vacia de
espacios topoldgicos no vacios y X = [[,.q Xs. Entonces X es compacto si y sdlo si, para
cada s € S, X, es compacto.

seS
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En el siguiente teorema mostramos que el producto cartesiano, con la topologia producto,
contiene una copia de cada uno de sus factores.

Teorema 1.95. Sean {(X;,7;): i € I} una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios
y X = [[,c; Xi. Tomemos s € I y, para toda j € I — {s}, fijemos un elemento a; de X;.
Entonces

Y, = {(xi)iel € HXZ-: xj = a;, para toda j € I — {s}} (1.10)
iel

es un subconjunto de X homeomorfo a X,. En consecuencia, para cada s € I, existe un

subespacio Yy de X tal que Yy es homeomorfo a X;.

Demostracion. Fijemos s € S y notemos que

Y. =[] A

iel

donde A; = {a;} paratoda j € I—{s} y A, = X,. Sean p,: X — X, la proyeccién de X sobre
X5y ps = psly,: Ys = X, larestriccién de ps a Y. Mostremos que ¢4 es un homeomorfismo,
haciendo ver que es una funcién biyectiva, continua y abierta.

Tomemos & = (z;)ier €y = (Yi)ier en Ys de modo que ps(z) = ¢s(y). Para cada j € I—{s}
se tiene que z; = a; = y; y, ademads, x; = ps(r) = ¢s(y) = ys. Por tanto z = y, de donde
s es inyectiva. Para mostrar que también es suprayectiva, sea z, € X,. Consideremos el
punto x = (x;);er € X tal que x; = a; para toda j € [ — {s} y 5 = z,. Entonces z € Y, y
@s(x) = z4, probando asi que ¢, es suprayectiva.

Por el Teorema 1.91 p,; es una funciéon continua y, por ser ¢, la restriccién de p; a Y,
tenemos que @, es una funcién continua. Supongamos ahora que B es un abierto basico en
Y,. Entonces

B = HBZ-, donde B; = A; = {a;} para j € I — {s} y B, es un abierto de X;.

i€l

Como p,(B) = By, se sigue que p,(B) es abierto en X,. Acabamos de mostrar que la imagen
bajo ¢, de todo abierto basico de Y, es un abierto en X,. Finalmente si U es un abierto en

Y, entonces
U=JB,

donde cada By, es un abierto basico de Y. Luego

ps(U) = %( U Bk) = J es(Bw),

keJ keJ
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la cual es una unién de abiertos en X;. Por tanto ¢4(U) es abierto en X, lo que implica que
v es una funcién abierta y, por tanto, ¢4 es un homeomorfismo. oL <}

Para presentar otras propiedades de la topologia producto, consideremos la siguiente
definicion.

Definicién 1.96. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Supongamos que X posee una propiedad
P.

1) P es una propiedad hereditaria si cualquier Y C X, con la topologia relativa de X,
tiene la propiedad P.

2) P es una propiedad topoldgica si cualquier espacio topoldgico Y, que sea homeomorfo
a X, tiene la propiedad P.

3) Si del hecho de que cada elemento de una familia {(X,,75): s € S} de espacios to-
poldgicos posea la propiedad P, sucede que ([],.q Xs,7p) tiene la propiedad P, decimos
que P es una propiedad multiplicativa.

seS

4) Si{(Xs, 7s): s € S} es una familia de espacios topoldgicos, y del hecho de que el espacio
(ITses Xs: ) tenga la propiedad P, sucede que cada espacio X, tiene la propiedad P,
decimos que P es una propiedad factorizable.

Notemos que si X tiene una propiedad P hereditaria, entonces todos los subespacios de
X poseen la propiedad P. Si ademas la propiedad P es topoldgica y algin subespacio de
X es homeomorfo a un espacio topolégico Z se sigue que Z también tiene la propiedad P.
El siguiente resultado se basa en la idea anterior para mostrar la relacion que hay entre las
propiedades 1), 2) y 4) de la Definicién 1.96.

Proposicion 1.97. Toda propiedad topoldgica y hereditaria es factorizable.

Demostracién. Sean P una propiedad topolégica y hereditaria y {(X,75): s € S} una
familia no vacia de espacios topolégicos no vacios. Hagamos X = [] . X, y supongamos
que (X, 7,) tiene la propiedad P. Sea s € S. Por el Teorema 1.95 existe Y C X tal que Y es
homeomorfo a X,. Por ser P una propiedad hereditaria, se sigue que Y tiene la propiedad P.
Ademas P también es una propiedad topoldgica, lo cual implica que X tiene la propiedad
P. Dado que s € S fue arbitrario, deducimos que P es una propiedad factorizable. o <]

La prueba del siguiente teorema se encuentra en [8, Teorema 1.3, pag. 138].

Teorema 1.98. Ser un espacio de Hausdorff es una propiedad hereditaria, topoldgica, fac-
torizable y multiplicativa.
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Teorema 1.99. Sean {(Xs,75): s € S} una familia no vacia de espacios topoldgicos no

vacios y X = [[,cq Xs. Entonces X es T si y solo si para cada s € S, el espacio X es Th.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio 77. Por la Proposicién 1.97 tenemos
lo deseado.

Ahora supongamos que para toda s € S, X, es un espacio Tj. Sea © = (Z4)ses € X,
entonces {z} = [[,c¢{®s}. Aplicando los Teoremas 1.93 y 1.49 tenemos que:

—Xx 7. = — X,
(o} ==y =1[{) " = 1{=} = (o).
ses ses ses
Por lo tanto X es un espacio T} o, O}

Corolario 1.100. Para cada s € S el subespacio Y de X, definido en (1.10), es cerrado en
X s1 X esTy.



Capitulo 2

Espacios Secuenciales y de Fréchet

2.1. Propiedades de los espacios secuenciales

En el presente capitulo se abordan resultados sobre los espacios en los que las sucesiones
son suficientes para determinar su topologia. Con esto queremos decir que, tanto la nocién de
sucesién como la de convergencia de una sucesion, son méas que suficientes para caracterizar
a dichos espacios.

Las siguientes nociones fueron dadas en 1965 por S. P. Franklin en [11]. Las partes 1) y 2)
estan inspiradas en la forma en que se caracterizan los abiertos y los cerrados en un espacio
1N, segun se indica en el Teorema 1.47.

Definicién 2.1. Sean X un espacio topologico y U C X. Decimos que

1) U es secuencialmente abierto en X, si para cada sucesion {x, nen en X, que con-
verge a un punto x € U, existe N € N tal que x,, € U para todo n > N,

2) U es secuencialmente cerrado en X, si para cada sucesion {x,}nen en U, que
converge a un punto v € X, sucede que x € U,

3) X es secuenctal si todo subconjunto secuencialmente abierto en X, es abierto en X.

A continuacion enlistamos varias propiedades de los conjuntos secuencialmente abiertos
y de los secuencialmente cerrados.

Teorema 2.2. Sean X un espacio topologico y U C X. Entonces
1) si U es abierto en X, entonces U es secuencialmente abierto;

2) si U es cerrado en X, entonces U es secuencialmente cerrado;

45
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3) U es secuencialmente abierto en X si y solo si X — U es secuencialmente cerrado en

X.

Demostracién. Para probar 1), supongamos que U es abierto en X. Sea {x,},en una
sucesion en X, que converge a un punto x € U. Por la definicién de convergencia de una
sucesion, existe N € N tal que x,, € U para todo n > N. Luego U es secuencialmente abierto
en X. Esto prueba 1).

Para probar 2), supongamos que U es cerrado en X. Sea {z,},en una sucesién en U,
que converge a un punto x € X. Entonces, para cada abierto V en X con x € V, todos los
miembros de la sucesién estdn en V, salvo una cantidad finita de ellos. Luego VNU # 0 vy,
por tanto, z € U = U. De esta manera, U es secuencialmente cerrado en X. Esto prueba 2).

Para probar 3), supongamos primero que U es secuencialmente abierto en X. Sea {, }nen
una sucesiéon en X — U que converge a un punto x € X. Si x € U entonces, al ser U
secuencialmente abierto en X, todos los miembros de la sucesién estan en U, salvo un niimero
finito de ellos. Esto contradice el hecho de que ningiin miembro de la sucesion esta en U. Por
tanto, x € X — U, probando con ello que X — U es secuencialmente cerrado en X.

Ahora supongamos que X — U es secuencialmente cerrado en X. Sea {x,, },en una sucesion
en X que converge a un punto x € U. Consideremos que

a) para cada n € N existe m,, > n tal que z,,, € X — U.

Entonces para n = 1, existe ny € N tal que z,, € X — U. Para n = n; + 1, existe
ny > ng + 1 tal que z,,, € X — U. En general, si ny ya ha sido construido, aplicando a), existe
N1 = Ny + 1 tal que x,, ., € X — U. La subsucesién {z,, }ren de {2y }nen, asi construida,
estd en el conjunto X — U, que es secuencialmente cerrado en X. Ademds tal subsucesion
converge a z. Luego x € X — U. Esto contradice el hecho de que = € U. Por consiguiente, a)
no se cumple. Esto implica que existe N € N tal que x,, € U para todo n > N. Luego, U es
secuencialmente abierto en X. Lo C]

Mas adelante, en el Ejemplo 2.5, damos un un espacio topolégico X que contiene un
subconjunto U secuencialmente abierto y no abierto en X. Esto implica, por el Teorema 2.2,
que el complemento X — U es secuencialmente cerrado y no cerrado en X. Consideremos, de
momento, el siguiente resultado.

Teorema 2.3. En un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) todo subconjunto secuencialmente abierto en X es abierto en X;

2) todo subconjunto secuencialmente cerrado en X es cerrado en X.
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Demostracién. Supongamos que 1) se cumple. Sea U un conjunto secuencialmente
cerrado en X. Por la parte 3) del Teorema 2.2, X — U es secuencialmente abierto en X.
Luego, por 1), X — U es abierto en X. Esto implica que U es cerrado en X. Esto prueba que
1) implica 2). La prueba de que 2) implica 1) es similar. 2. ]

Teorema 2.4. Todo espacio metrizable es secuencial.

Demostracién. Sean (X, 7) un espacio metrizable y d una métrica sobre X tales que 7 =
T4, donde 74 es la topologia inducida en X por la métrica d, que definimos en el Ejemplo 1.5.
Si (X, 7) = (X, 74) no es secuencial, existe A C X secuencialmente abierto y no abierto en
X. Por tanto, existe x € A tal que para cada € > 0, tenemos que By(z,€) ¢ A. Asi para
cadan € N, existe z, € By(z, %) — A. Notemos que la sucesion {z, },en en X — A es tal que
x, — x. Esto implica, por ser X — A secuencialmente cerrado en X, que x € X — A. En vista
de que esto contradice el hecho de que = € A, deducimos que (X, 7) es secuencial. 0

Del Teorema 2.4 se sigue que los espacios métricos son secuenciales.

Ejemplo 2.5. Supongamos que X es un conjunto no numerable con la topologia conumerable
Ton. Entonces (X, 1on) no es secuencial.

Demostracién. Tomemos x € X. En la parte 2) del Teorema 1.53 mostramos que si
{2, }nen €s una sucesion en X que converge a x, entonces {z, },en €s eventualmente constante,
y  es su constante de eventualidad. Esto implica que el singular {z} es secuencialmente
abierto en X. Como X es no numerable, sucede que {z} no es abierto en X. oL ]

Dado un espacio topoldgico, es posible modificar su topologia original para obtener un
espacio topoldgico secuencial. El siguiente resultado muestra cémo realizar esto.

Teorema 2.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Definimos
Tseq = {B C X: B es secuencialmente abierto en X }.

Entonces Tgeq s una topologia en X tal que (X, Tseq) €s secuencial y T C Tyeq-

Demostracién. Es claro que () y X son secuencialmente abiertos en X, de donde (), X €
Tseq- Supongamos ahora que {U,: o € I} C Tyeq ¥ que {2, }nen €s una sucesiéon en X que
converge a xr € Uae ; Us. Tomemos o € I tal que z € U,,. Como U,, es secuencialmente
abierto en X, existe N € N tal que x,, € U,, para todo n > N. Asi z,, € |J,; U, para cada
n > N, de donde Uae ; Uy es secuencialmente abierto en X. Esto prueba que Uae 1 Ua € Toeq-

Sean A, B € Tseq ¥ {Yn}nen C X una sucesién que converge a y € AN B. Entonces existen
Na,Ng € N tales que y, € A para cada n > N, y también y, € B para toda n > Np.
Sea N = max{N4, Ng}. Es claro que y, € AN B para todo n > N, de donde AN B es
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secuencialmente abieto en X. Esto prueba que AN B € 7,,. Hemos probado, asi, que 7, es
una topologia en X.

Sea H € 7. Por la parte 1) del Teorema 2.2, H € 7y, Esto muestra que 7 C 7sq4. Por
ultimo, si U es secuencialmente abierto en (X, 7y,), entonces U es secuencialmente abierto
en (X, 7), por lo que U es abierto en (X, 7y,). Esto prueba que (X, 7,,) es secuencial. @@

Corolario 2.7. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es secuencial si y s0lo si T = Teeq.

Demostracién. Supongamos que X es secuencial. Entonces 75, C 7 vy, por el Teore-
ma 2.6, T C Tseq asi que T = T4, Ahora supongamos que 7 = 7,,. Entonces todo subconjunto
de X secuencialmente abierto es abierto en X, por lo que X es secuencial. o0

El siguiente resultado proporciona una condicién necesaria y suficiente para determinar
si un espacio es secuencial.

Teorema 2.8. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es secuencial si y solo si para
cualquier A C X que no sea cerrado en X, existe una sucesion {a, tnen C A tal que a, — a
cona € X — A.

Demostracién. La existencia de una sucesién {a,}n,en C A tal que a,, — a con a €
X — A, equivale a decir que A no es secuencialmente cerrado. Queremos probar, por tanto,
que X es secuencial si sus subconjuntos no cerrados tampoco son secuencialmente cerrados
lo que, por contrapositivo, equivale a decir que sus subconjuntos secuencialmente cerrados
son cerrados, cosa que es cierta por el Teorema 2.3. Lo O}

En general la propiedad de secuencialidad no es hereditaria. El siguiente resultado asegura
bajo qué condiciones se puede heredar la secuencialidad.

Teorema 2.9. Sean (X, 7) un espacio secuencial y A C X abierto o cerrado en X. Entonces
(A, 74) es secuencial.

Demostracién. Afirmamos que

1) si A C X es secuencialmente abierto en X y B C A es secuencialmente abierto en A,
entonces B es secuencialmente abierto en X.

Notemos que 1) es la versién secuencial del siguiente resultado: si A C X es abierto en X
y B C A es abierto en A, entonces B es abierto en X. Para probar 1) tomemos una sucesién
{bn}nen C X que converge a un punto b € B. Entonces b € A y, por ser A secuencialmente
abierto en X, existe N € N tal que b, € A para todo n > N. Como B es secuencialmente
abierto en Ay {b, }n>n €s una sucesiéon en A que converge a b € A, existe M € Ncon M > N
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tal que b, € B para cada n > M. Esto implica que B es secuencialmente abierto en X y, asi,
1) se cumple.

Primero supongamos que A € 7. Por el Teorema 2.2, A es secuencialmente abierto en X.
Sea B C A secuencialmente abierto en A. Asi por el inciso 1) y al ser X un espacio secuencial
se sigue por el Teorema 2.3 que B € 7y por lo tanto B=AN B € 74.

Supongamos ahora que A es cerrado en X. Entonces por el Teorema 2.2 tenemos que A
es secuencialmente cerrado en X. Sea W C A secuencialmente cerrado en A. Mostraremos
que W es secuencialmente cerrado en X. Sea {w,, }neny C W que converge a un punto w € X.
Como W C A esto implica que {w,}neny € A y por ser A secuencialmente cerrado en X,
tenemos que w € A. La hipotesis de que W es secuencialmente cerrado en A garantiza que
w € W, con esto concluimos que W es secuencialmente cerrado en X. Por ser X un espacio
secuencial, el Teorema 2.3 implica que W es cerrado en X y finalmente por el Teorema 1.32
concluimos que W = AN W es cerrado en A.

Por el Teorema 2.3 en ambos casos concluimos que (A, 74) es un espacio secuencial. @%@

El siguiente resultado garantiza cuando la preimagen de un subconjunto secuencialmente
abierto es secuencialmente abierto.

Proposicion 2.10. Sean X un espacio topoldgico secuencial, Y un espacio topologico y
f: X =Y continua. Si U CY es secuencialmente abierto en'Y, entonces f~(U) es secuen-
cialmente abierto en X.

Demostracién. Sea {z,},en C X que converge a un punto x € f~1(U), entonces
f(z) € U. Por ser f una funcién continua y por el Corolario 1.43 tenemos que f(x,) — f(z),
lo cual implica que existe N € N tal que f(z,) € U para todo n > N, es decir, x, € f~1(U)
para todo n > N. Esto nos dice que f~(U) es secuencialmente abierto en X. oL O}

Teorema 2.11. Sean (X, 71) un espacio topoldgico secuencial, (Y, T2) un espacio topoldgico
y f: X = Y. Entonces f es continua si y sélo si para cada sucesion {x,}neny C X tal que
T, — x, se tiene que f(z,) — f(x).

Demostracion. Primero supongamos que f es continua. Por el Corolario 1.43 se tiene
inmediatamente lo deseado.

Reciprocamente supongamos que para cada sucesién {z,}n,en C X tal que x, — x, se
tiene que f(z,) — f(x). Sea U € Ty. Por el Teorema 2.2 obtenemos que U es secuencialmente
abierto en Y, por el teorema anterior tenemos que f~(U) es secuencialmente abierto en X.
Como X es un espacio secuencial, obtenemos que f~1(U) € 71 y por lo tanto f es una funcién
continua. O
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Los dos siguientes resultados permiten conocer las condiciones bajo las cudles se puede
preservar la secuencialidad de un espacio topoldgico.

Teorema 2.12. Sean (X, 1) un espacio topoldgico secuencial, (Y, ) un espacio topoldgico,
f: X =Y yg:Y — X continuas tales que fog = 1y. Entonces Y es un espacio secuencial.

Demostracion. Sea U C Y secuencialmente abierto en Y. Por la proposicién anterior
tenemos que f~!(U) es secuencialmente abierto en X. Como X es un espacio secuencial, se
sigue que f~1(U) € 71 y por ser g una funcién continua tenemos que g~!(f~1(U)) € 7, pero
observemos que g ' (fH(U)) = (fog) ' (U) = 1y(U) = U, asi U € 7, y por lo tanto, Y es
un espacio secuencial. Lo C]

Teorema 2.13. Sean (X, 71) un espacio topoldgico secuencial, (Y, T3) un espacio topoldgico
y f: X =Y abierta, continua y suprayectiva. Entonces Y es un espacio secuencial.

Demostracion. Sea U C Y secuencialmete abierto en Y. Por la Proposicién 2.10 tene-
mos que f~!(U) es secuencialmente abierto en X. Como X es un espacio secuencial, entonces
f~YU) € 71, por ser f abierta y suprayectiva, tenemos que f(f~}(U)) = U € 7. Por lo tanto,
tenemos que Y es un espacio secuencial. Lo, O}

Ahora veamos que la propiedad de “ser secuencial” es topoldgica.

Teorema 2.14. Sean (X, 1) y (Y, ) dos espacios topoldgicos y f: X — Y un homeomor-
fismo. S1Y es secuencial, entonces X es secuencial.

Demostracién. Sea U C X secuencialmente abierto en X. Mostraremos que f(U) es
secuencialmente abierto en Y. Sea {y, }neny C Y tal que y, — y € f(U).

Seaz = f~!(y) y para cada n definimos x, = f~(y,). Por lo tanto {z,, },en s un sucesiéon
en X. Mostremos que z,, — .

Sea W € 7y tal que x € W. Por ser f una funcién abierta, f(W) € 75 y ademds por el
inciso 2) del Teorema 1.12 tenemos que y = f(f ' (y,)) = f(z) € f(W). Por lo tanto existe
M € Ntal quey, € f(W) paratodon > M.Dadan > M, z, = f*(y,) € fH{f(W)) =W,
asi x,, — x. Més atin, notemos que x = f~'(y) € f~*(f(U)) = U. Por ser U secuencialmente
abierto en X, existe N € N tal que x,, € U para todo n > N. Concluimos que ¥y, = f(x,) €
f(U) paratodon > N, es decir, f(U) es secuencialmente abierto en Y. Como Y es un espacio
secuencial, tenemos que f(U) € 7» y finalmente, por ser f una funcién inyectiva y continua
se tiene que U = f~(f(U)) € 7. Por lo tanto, X es un espacio secuencial. o ]

Teorema 2.15. La propiedad de ser secuencial es factorizable.

Demostracién. Sean {(Xj, 75)}ses una familia no vacia de espacios topolégicos no vacios
y X = [[,cq Xs. Consideremos en X la topologia producto 7, y supongamos que X es un
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espacio secuencial. El resultado es consecuencia del Teorema 2.13 pues las proyecciones son
funciones continuas, abiertas y supreyectivas. oL <}

En [11, Ejemplo 1.10] se construyen dos espacios secuenciales cuyo producto cartesiano
no es secuencial. Por tanto la propiedad de ser secuencial no es multiplicativa.

2.2. Propiedades de los espacios de Fréchet

En esta secciéon estudiaremos las propiedades basicas de los espacios de Fréchet, incluyendo
resultados que nos permitan saber cuando un espacio es de Fréchet. También estudiaremos
la relacién que tienen los espacios de Fréchet con los espacios secuenciales.

Definicién 2.16. Sean X un espacio topolégico y x € X. Decimos que X es un espactio

Ve . —X . , . . .,
de Fréchet si para cada A C X se cumple que © € A~ si y sdlo si existe una sucesion
{Zn}neny C A que converge a x.

El siguiente resultado dice que para probar que un espacio topolégico es de Fréchet, basta

. —X . - s
demostrar que para cada A C X, si x € A~ entonces existe una sucesion {z, }pey C A que
converge a .

Proposicion 2.17. Sean X un espacio topologico, A C X yx € X. Si existe una sucesion
—X
{Zp}nen C A que converge a x, entonces x € A

Demostracion. Sea U € 7 tal que « € U. Como x,, — x existe N € N tal que z, € U
para todo n > N. Ademads z,, € ANU para todo n > N, es decir, ANU # () y por lo tanto,
—X
reA Lo, )

Ejemplo 2.18. Los espacios topologicos 1N son espacios de Fréchet.

Se sigue inmediatamente del Teorema 1.47 inciso 1).

El siguiente resultado nos dice que la propiedad de Fréchet es hereditaria.
Teorema 2.19. La propiedad de ser un espacio de Fréchet es hereditaria.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico de Fréchet, A C X. Mostraremos que
(A, 74) es un espacio de Fréchet.

Sean x € A, U C A tales que = € T, Probaremos que existe una sucesion {z, }pen C U
que converge a = en A. Por el Teorema 1.38 sabemos que 7' =T"n A, entonces x € T*
y por ser X un espacio de Fréchet, existe {x, },en C U que converge a x en X. Sea D € 74
con x € D, entonces existe B € 7 tal que D = AN B, asi que x € By como x,, — = en X,
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existe N € N tal que z,, € B para todo n > N. Entonces tenemos que z,, € BN A = D para
todo n > N, es decir x, — = en A. Finalmente (A, 74) es un espacio de Fréchet. N

Los espacios de Fréchet y los espacios secuenciales tienen una relacion. El siguiente teo-
rema nos asegura que todo espacio de Fréchet es un espacio secuencial.

Teorema 2.20. Todo espacio topolégico de Fréchet es un espacio secuencial.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico de Fréchet y U C X secuencialmente
, —=X
cerrado en X. Mostraremos que U es cerrado en X, para esto bastara probar que U~ C U.
—X . , i .
Sea xz € U, por ser X un espacio de Fréchet existe una sucesién {z, }neny C U tal que

. o , =X
x, — x. Como U es secuencialmente cerrado en X esto implica que x € U, asi U = Uy
por el Teorema 2.3 concluimos que X es un espacio secuencial. o0

Tenemos entonces la siguientes implicaciones
1IN = Fréchet = Secuencia.l

Es decir, todo espacio 1N es de Fréchet y todo espacio de Fréchet es secuencial. Las impli-
caciones anteriores no son reversibles pues, en [11, Ejemplo 2.2] como en [9, Ejemplo 1.6.19],
se construye un espacio secuencial que no es de Fréchet, mientras que en [9, Ejemplo 1.6.18]
se muestra un espacio de Fréchet que no es 1N.

En el siguiente resultado mostraremos que solamente en los espacios de Fréchet, la pro-
piedad de ser secuencial es hereditaria.

Teorema 2.21. Sea X un espacio secuencial. Cada subespacio de X es secuencial si y solo
st X es un espacio de Fréchet.

Demostraciéon. Primero supongamos que cada subespacio de X es secuencial. Sean
AC X yax e X tales que = € ar Supongamos que x ¢ A, entonces por hipdtesis A U
{z} es secuencial. Mostraremos que A no es secuencialmente cerrado en A U {x}, para esto
supongamos lo contrario. Como A U {z} es secuencial por el Teorema 2.3 tenemos que A es
cerrado en AU {z} y por lo tanto existe D C X cerrado en X tal que A= DN (AU{z}) =
(DN A)U(DnNA{z}).

Afirmamos que = ¢ D, porque de lo contrario D N {z} = {z}, lo que implica que = € A
porque A = (D N A) U {z} lo cual es una contradiccién pues z ¢ A. Entonces A= ANDy
por lo tanto, A C D y asi x € D =D y nuevamente obtenemos una contradiccion.
Asi obtenemos que A no es secuencialmente cerrado en AU {x} y por el Teorema 2.8 existe
una sucesion {x, }neny C A tal que x, — x en AU {z}, mds atn z,, — z en X. Por lo tanto,
concluimos que X es un espacio de Fréchet.
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Para demostrar la segunda parte, supongamos que X es un espacio de Fréchet. Sea A C X,
por el Teorema 2.19 tenemos que (A, 74) es un espacio de Fréchet y por el teorema anterior
obtenemos que (A, 74) es secuencial. Por lo tanto cada subespacio de X es secuencial. @%@

El producto de espacios de Fréchet no necesariamente es un espacio de Fréchet. El lector
interesado puede consultar ejemplos en la introdcuccién de [20]

En el siguiente resultado estudiaremos la relacion entre los espacios de Fréchet y las
funciones continuas.

Teorema 2.22. Sean X un espacio de Fréchet, Y un espacio topologico y f: X — Y.
Entonces f es continua si y sélo si para cada sucesion {x,}neny C X tal que x, — x, se tiene
que f(xn) = f(z).

Demostracion. Por el Teorema 2.20 tenemos que X es un espacio secuencial. Por el
Teorema 2.11 obtenemos el resultado deseado. O

El siguiente resultado es andlogo al resultado de espacios secuenciales.

Teorema 2.23. Sean X un espacio de Fréchet, Y un espacio topoldgico, f: X — Y y
g: Y — X continuas tales que f o g = 1y. Entonces Y es un espacio de Fréchet

Demostracién. Sean A C Y ya € Y tal que a € A", Entonces gla) € g(ZY) y por

ser g una funcién continua, por el Teorema 1.31 tenemos que g(a) € g(A ) C g(A) . Por
ser X un espacio de Fréchet existe una sucesion {z, }nen C g(A) tal que x, — g(a) y por lo
tanto f({zn}nen) C f(g(A)) = A. Como f es una funcién continua por el teorema anterior
tenemos que {f(x,)}.en es una sucesiéon en A tal que f(x,) — f(g(a)) = a. Por lo tanto, Y’
es un espacio de Fréchet. L CJ

El siguiente lema serd de ayuda para poder demostrar la preservacion de la propiedad
“ser de Fréchet”, bajo una funcién continua, suprayectiva y abierta.

Lema 2.24. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y suprayectiva. Entonces para cada
D CY se cumple

J(X =T D) )nD =0

Demostracién. Sea D C Y. Entonces tenemos f~'(D) C fT(D)X, lo cual implica
que X — fT(D)X C X — f7YD). Pero por el inciso 1.2) del Teorema 1.11 obtenemos que
X — YD) = f~Y(Y — D), por lo cual, X — fT(D)X C f~%Y — D). Finalmente por el
inciso 2) del Teorema 1.12 tenemos que f(X — fT@X) Cf(ff'(Y—D)=Y —D conlo
que concluimos que f(X — fT(D)X) ND =10 Lo C]
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Teorema 2.25. Sean (X, 1) un espacio de Fréchet, (Y, m2) un espacio topoldgicoy f: X — Y
continua, suprayectiva y abierta. Entonces Y es un espacio de Fréchet.

. s =Y ..,
Demostracion. Sean B C Y, y € Y tales que y € B . Mostraremos por contradiccion

que f‘l({y})ﬂf—l(B)X # (). Supongamos que f‘l({y})ﬂf_l(B)X = (), entonces esto implica

que f[7'({y}) c X — f*l(B)X € 71. Por ser f una funcién abierta, y € f(X—f*l(B)X) € 7.

Como y € FY, tenemos que f(X — f~Y(B) )N B # 0 pero esto es una contradiccién al

lema anterior, asi que existe w € f~'({y}) N f—l(B)X. Por ser X un espacio de Fréchet,
existe una sucesién {x, }neny C f1(B) tal que x, — w. Dado que f es una funcién continua,
por el Teorema 2.22 concluimos que {f(x,)}nen C B es tal que f(z,) = f(w) = y, pues
y € [ ({y}). Por lo tanto Y es un espacio de Fréchet. o}

Corolario 2.26. La propiedad de ser un espacio de Fréchet es topoldgica.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del teorema anterior o, C]

Corolario 2.27. La propiedad de ser un espacio de Fréchet es factorizable.

Demostracién. Se sigue del Teorema 2.25 oL ]

El siguiente resultado nos muestra condiciones bajo las cuales se preserva la propiedad de
Fréchet por medio de la funcién inversa.

Teorema 2.28. Sean X,Y espacios topologicos y f: X — Y continua, biyectiva y tal que
f1:Y — X es una funcion continua. Si'Y es un espacio de Fréchet, entonces X es un
espacio de Fréchet.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Teorema 2.26 Lo, ]



Capitulo 3
Espacios KC y US

3.1. Definiciones y ejemplos

En el presente capitulo se abordan resultados sobre los espacios llamados KC'y sobre los
US. Con dicho nombre, éstos espacios fueron introducidos en 1967 por A. Wilansky en [26,
p. 262] aunque, con diferente nombre aparecieron anteriormente. Por ejemplo en 1965 C. E.
Aull y N. Levine, en articulos distintos, se refirieron a los espacios KC' con la notacién J; y
CC, respectivamente. También en 1965, H. F. Cullen se refiere en [7] a los espacios US como
“espacios con limite secuencial inico”. En 1966 M. G. Murdershwar y S. A. Naimpally usaron
el nombre semi-Hausdorff para referirse a los espacios US. Entre otras cosas, veremos si “ser
un espacio KC” y “ser un espacio US” son propiedades hereditarias, topologicas, factorizables
y multiplicativas. Ademas de si se preservan y se antipreservan.

Definicién 3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es
1) un espacio KC si cada A C X compacto es cerrado en X;

2) un espacio US si toda sucesion convergente en X, tiene un tunico limite. A estos
espacios también se les llama espacios de convergencia unica.

Para simplificar, en varias ocasiones diremos “X es KC” y “X es US” respectivamente,
en lugar de “X es un espacio KC” y “X es un espacio US.” En vista de la Definicion 3.1, el
)
Teorema 1.62 se puede reformular como sigue.

Proposicion 3.2. Todo espacio Ty, es KC.

Ejemplo 3.3. Los espacios metrizables, la recta de Sorgenfrey y el plano de Moore son Ty y
por la Proposicién 3.2, también son espacios KC.

Proposicién 3.4. Todo espacio KC' es Tj.

95
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Demostracién. Sea z € X. Dado que {z} es compacto y X es KC, tenemos que {z}
es cerrado en X. Luego por el Teorema 1.49, X es T7. Lo C]

En simbolos, las Proposiciones 3.2 y 3.4 dicen que
T2 — KC — Tl;

asi que el axioma K C' se encuentra entre los axiomas de separaciéon 17 y T,. Vamos a indicar
cémo queda colocado el axioma US.

Teorema 3.5. T, — KC — US — T;.

Demostraciéon. Supongamos que X es KC'. Si X no es US|, entonces existen una sucesion
convergente {z,},.y C X vy a,b € X tales que {w,}nen converge al punto a y también al
punto b con a # b. Por la Proposicién 3.4 X es T; asi que, por el Teorema 1.49, {b} es cerrado
en X. Luego X — {b} es un subconjunto abierto de X que tiene al punto a. Entonces existe
no € N tal que, para toda n > ng, sucede que z, € X — {b}. Como la subsucesién {z;}
de {z,}, .y converge al punto a, por el Teorema 1.58, el conjunto

12ng

K ={z;:i>no}U{a} C X —{b}

es compacto. En vista de que X es KC| resulta que K es cerrado en X. Sea V un abierto
de X con V C X — K tal que b € V. Como la sucesion {,},.y converge al punto b, existe
s € N tal que, para todo n > s, , € V. Sea N = max {ng, s} . Entonces, para todo n > N,
tenemos que z, € V N K. Luego b € K" = K. Esto contradice el hecho de que K es un
subconjunto de X — {b}. Por tanto, X es US.

Supongamos ahora que X es US. Sean x € X y y € mx. Definimos, para cada n € N,
x, = x. Entonces {x, },en €s una sucesién constante y por tanto, converge a x. Si U es un
abierto de X tal que y € U, entonces U N {x} # (. Luego x, = x € U para toda n € N.
Esto implica que la sucesién {z,}, .y converge a y. En vista de que X es US, tenemos que

—X
x = y. Esto muestra que {z} C {z}. Por lo cual {x} es cerrado en X. Por el Teorema 1.49,
concluimos que X es T} o0

En la Seccién 1.5, vimos que la extension cerrada (X*,7.) del espacio topologico (X, T)
no es Tj. Entonces, por el Teorema 3.5, (X*, 7.) no es KC ni US. Recordemos que {co} es
compacto, abierto y no cerrado en (X*, 7).

Ahora vamos a ver que las implicaciones enunciadas en el Teorema 3.5, no son reversibles.

Teorema 3.6. Sea X un conjunto infinito con la topologia cofinita Tcp. Entonces (X, Tor)
es compacto y T1 pero no US.
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Demostracién. Dada z € X tenemos que X — {z} € 7o, asi que {z} es cerrado en X.
Luego, por el Teorema 1.49, (X, 7¢r) es Ti. Supongamos ahora que & = {U,: a € I} es una
cubierta abierta de X. Sea ag € I tal que U,, # (0. Entonces X — U,, = {x1,%2,...,2,} €s
un conjunto finito. Para cada i € {1,2,...,n} sea ; € I tal que x; € U,,. Entonces

X =Usy U (X = Usy) = U,

por lo que {Uy,,,Uy,,--.,Us,} es una subcubierta finita de . Esto prueba que (X, 7¢r) es
compacto.

Como X es infinito, entonces X contiene una sucesion {z,}, .y tal que si n,m € Ny
n # m, entonces x, # x,. Sean x € X y U € 7¢p tales que x € U. Como X — U es
finito, todos los miembros de {x,}, .y estdn en U, salvo una cantidad finita. Esto implica que
{xn}, ey converge a x. Como el punto x es arbitrario, la sucesién {x,}, .y converge a todos
los elementos de X. Luego X no es US. 2. O

Teorema 3.7. Consideremos el espacio [0, 1] con la topologia usual 7,. Sean X = [0,1]U{2}

Y
T=71,U{UU{2}: U e, yU es denso en [0,1]}.

Entonces T es una topologia en X y el espacio topoldgico (X, T) es compacto y US pero no
KC.

Demostracién. Notemos que () € 7, C 7. Ademés [0,1] € 7, v [0, 1] es denso en [0, 1],
por lo que X = [0,1] U {2} € 7. Supongamos ahora que Vi,V € 7. Si Vi, V5 € 7, entonces
ViNnVy €1, C 7. Supongamos ahora que

Vi=UU{2} y Va=U,U{2},
donde Uy, Uy € 7, y son densos en [0, 1]. Entonces
Vlﬂng(UlﬂUg)U{Z}, UnNnU; €T,

Ademads afirmamos que U; NU; es denso en [0, 1]. Sea W € 7, no vacio, entonces Uy "W € 7,
no vacfo. Por la densidad de U, y la Proposicion 1.37 implica que (W N Uy) N Uy # 0.
Nuevamente por la Proposicién 1.37 concluimos que U; N Us es denso en [0, 1]

Supongamos ahora, sin perder generalidad, que V; € 7, y Vo = U U {2}, donde U € 7,
y es denso en [0,1]. Entonces Vi NV, = Vi NU € 7, C 7. Esto prueba que la interseccién
de cada dos elementos de 7 esta en 7. Probaremos que la unién de elementos elementos de 7
esta en 7.

Sea {V,}aer C 7 una familia no vacia de abiertos de X no vaciés. Si V,, € 7, para toda
a € I, entonces |J,; Vo €0 C 7.
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Si V, = U, U{2} es tal que U, € 7, ¥ es denso para toda « € I, entonces

Uve=Uw.u2h) =(JUa)u{2}, JU.emn

a€cl acl a€cl acl

También afirmamos que |J,.; U, es denso en [0,1]. Sea B € 7, no vacio, tenemos que
(UperUa) N B € 7, y no vacio. Por ser Uy, denso en [0,1] para algin oy € I, por la
Proposicién 1.37 concluimos que (|J,c; Ua) N B # 0. Finalmente por la Proposicién 1.37
tenemos lo deseado.

Finalmente supongamos sin pérdida de generalidad que existen Iy, I, C I no vacios y
Iy U I, = I, tales que para todo a € I, V,, € 7, y para todo o € I, V,, = U, U {2} con
U, € 7, y denso en [0, 1]

Uva=(U Vo) ulJVa) = ((U Vau (Y Ua>>u{2}, (Y vaul va) e

ael acly aclr ael; acly acly a€ely

Por el mismo argumento dado en el parrafo anterior podemos concluir que (J,e;, Va) U
(Uaer, Ua) es denso en [0, 1]. Esto prueba que la unién de elementos de 7 esta en 7 y por lo

tanto 7 es una topologia para X.

Para ver que (X,7) es US, sea {x,}neny una sucesién en X que converge a r € X.
Supongamos que para un subconjunto infinito I de N sucede que x,, = 2 para todon € I. Si
x € [0, 1], entonces, al ser [0, 1] un elemento de 7,, todos los elementos de la sucesién {z, }nen
estan en [0, 1], salvo una cantidad finita. Esto contradice la eleccién de I, por lo que z = 2.
Si la sucesion {x, }nen converge a y € X — {z}, entonces y € [0, 1] y, repitiendo el argumento
anterior, todos los elementos de {x,}nen estdn en [0, 1] salvo una cantidad finita. En vista
de que esto contradice el hecho de que una infinidad de miembros de {x, },en son 2. Hemos
mostrado que la sucesién convergente {z,}n,eny no puede converger a un elemento de [0, 1],
por lo que converge solamente a z = 2.

Ahora supongamos que s6lo una cantidad finita de elementos de {z;, }nen son 2. Entonces
existe M € N tal que {z,, },>n C [0,1]. Ya que [0, 1] como subespacio de X tiene la topologia
usual, la sucecion {z, },>n converge a lo més a un elemento z de [0, 1]. Esto significa que 2
y z son los tnicos puntos de acumulacién de la sucesiéon {x, }n,en ¥ 2 es el tnico en [0, 1.

Entonces bajo el supuesto de que z existe, el conjunto {z,: n > M} U{z} es cerrado en
0,1], luego U = [0, 1] —{zy,: n > M} U{z} es abierto en [0, 1] y como {x,: n > M}U{z} es
numerable, U también es denso en [0, 1]. Por tanto V' = U U {2} es un abierto en X que tiene
a 2y solo una cantidad finita de miembros de la sucesion {x, } ,en estan en V. En vista de que
esto contradice el hecho de que {z, }nen converge a x, deducimos que x € [0, 1]. Usando que
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([0,1],7,) es US, deducimos que la sucesién {x, },en solamente converge a x. Esto prueba

que (X,7)es US.

Ahora supongamos que S = {U,}acsr es una cubierta abierta de [0, 1], formada con
abiertos de (X, 7). Definimos 5 = {U, N [0,1]},c;. Entonces 5 es una cubierta abierta de
[0, 1], formada con abiertos del espacio compacto ([0, 1], 7,). Esto implica que 3 posee una
subcubierta finita, la cual induce una subcubierta finita de . Luego, [0, 1] es compacto en
(X, 7). Como también {2} es compacto en (X, 7), por el Teorema 1.61, X = [0,1] U {2} es
compacto.

Por definicién, los elementos de 7 que tienen a 2 intersectan a [0, 1]. Esto implica que {2}
no es abierto en (X, 7). Luego X — {2} = [0, 1] no es cerrado en (X, 7). Tenemos asi que [0, 1]
es un compacto en (X, 7) que no es cerrado. Esto prueba que (X, 7) no es KC. o

Mas adelante vamos a definir otros espacios compactos y US que no son K C'. Presentamos
ahora un espacio KC que no es T5.

Teorema 3.8. Sea X un conjunto no numerable con la topologia conumerable ¢ . Entonces
(X, 1on) es KC pero no Ty ni compacto.

Demostracién. Vamos a probar primero que todo subconjunto compacto de (X, 7on)
es finito. Supongamos que K es un subconjunto compacto e infinito de X. Construimos un
subconjunto infinito y numerable D = {z,,: n € N} de K como sigue: fijamos z; € K vy, si
suponemos que los puntos 1, xs, ..., z, ya han sido construidos, entonces fijamos

Tmi1 € K — {21,209, ..., 20}

Para cada n € N definimos U,, = (X — D) U {xz,}. Dada n € N, tenemos que D — {z,,} es un
subconjunto numerable de X tal que

X —(D—{x,}) = (X = D)U (X N{xn}) = (X — D) U {2y} = U,.

Luego U,, € 7cn. Ademas
U, = X = D)u{z,}) = (U{xn}) (X -D)UD = X.
neN neN neN

Entonces Q) = {U,,: n € N} es una cubierta abierta de X y, por tanto, también del compacto
K. Luego existe {Uy,Us, ..., Uy} C Q tal que K C Ufzzl U,. Notemos que

. U (X = D)U{z,}) = <U{xn}> (X — D) U {z1, 29, ..., 21}

n=1
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Claramente x 1 es un elemento de K que no esta en (X — D)U{xy,xs,..., 2k} y, por tanto,
tampoco en UI:L:1 U,. Luego K no estd contenido en UZ:1 U.,, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto K es finito y, asi, todo subconjunto compacto de (X, 7¢y) es finito. En particular
(X, Ton) no es compacto, pues X es no numerable.

Supongamos ahora que K es un subconjunto compacto de (X, 7ox). Como acabamos de
probar, K es finito y, por tanto, numerable. Luego X — K € 7y, de donde K es cerrado en
(X, 7cn). Esto prueba que (X, 7oy) es KC.

Supongamos ahora que (X, 7on) es Ty. Tomemos z,w € X con x # w asi como U,V € 1oy
disjuntos tales que x € U y w € V. Entonces X — U y X — V son numerables y, como
UNV =0, al tomar complementos sucede que (X —U) U (X — V) = X es numerable, esto
es una contradiccion. Por lo tanto (X, 7¢y) no es Ts. o CJ

En la Seccién 3.4, presentaremos un espacio compacto y KC' que no es T5.

3.2. Propiedades de los espacios KC'y US

Ahora vamos a presentar propiedades de los espacios KC'y de los US.
Proposicion 3.9. Ser KC y ser US son propiedades hereditarias.

Demostracién. Sean (X, 7) un espacio KC'y A C X. Mostremos que (A, 74) es KC. Pa-
ra esto, sea B un subconjunto compacto de A. Como B C A C X, por la Proposicién 1.60, B
es compacto en X el cual es KC, asi que B es cerrado en X. Ahora bien, por el Teorema 1.38,

B'=B"nA=BnA=B.
Luego B es cerrado en Ay, asi, (A,74) es KC.

Ahora supongamos que (X, 7) es US y que A C X. Sea {2, }nen una sucesiéon en A, que
converge a los puntos z y y de A. SiU € 7 es tal que x € U, entonces UNA € 7, y x € UNA.
Esto implica, por la convergencia de {x, },en a @, que todos los elementos de dicha sucesion
estan en U N A, y por tanto también en U, salvo un nimero finito de ellos. Luego la sucesion
{Zn}nen converge a x en (X, 7). De manera similar, {z,},en converge a y en (X, 7). Como
X es US, esto implica que = = y. Por tanto, (A, 74) es US. o C}

Ahora vemos condiciones, bajo las cuales, “ser KC” y “ser US” se preservan.

Proposiciéon 3.10. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y cerrada, suprayectiva y de
fibras compactas. St X es KC, entonces Y es KC.
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Demostracién. Sea A un subconjunto compacto de Y. Por la Proposicién 1.67, f~1(A)
es un subconjunto compacto de X, el cual es KC. Luego f~'(A) es cerrado en X y, como f
es cerrada y suprayectiva, usando la parte 2) del Teorema 1.12, A = f(f~!(A)) es cerrado en
Y. Esto prueba que Y es KC.

Corolario 3.11. La propiedad KC' es topoldgica.
Corolario 3.12. La propiedad KC' es factorizable.

El Corolario 3.11 se sigue del hecho de que los homeomorfismos son funciones perfectas y
suprayectivas. El Corolario 3.12 se sigue de la Proposicion 1.97.

Proposicion 3.13. Sean X,Y espacios topologicos y f: X — Y biyectiva y abierta. Si X
es US, entonces Y es US.

Demostracién. Supongamos que {y,}n,en €s una sucesiéon en Y, que converge a los
puntos y y z de Y. Sean {z} = f~'({y}), {w} = f~'({z}) y para cada n € N, definimos
{z,} = f*({yn}). Entonces {z,},en es una sucesiéon en X. Sea U un abierto en X tal que
x € U. Como f es abierta, f(U) es un abierto en Y con {y} = f(f*({y})) = f(x) € f(U).
Tomemos N € N tal que, para cada n > N, sucede que y,, € f(U). Dada n > N, por la parte
1) del Teorema 1.12,

{za} = ' ({yn}) € F7H(f(U) = U.
Esto implica que la sucesién {z,}nen converge a z. De manera similar vemos que {z, }nen

converge a w. En vista de que X es US, sucede que z = w. Luego y = f(x) = f(w) = z, por
lo que Y es US.

Corolario 3.14. La propiedad US es topoldgica.
Corolario 3.15. La propiedad US es factorizable.

El Corolario 3.14 se sigue del hecho de que los homeomorfismos son funciones abiertas y
biyectivas. El Corolario 3.15 se sigue de la Proposiciéon 1.97.

Ahora veamos condiciones, bajo las cuales, “ser KC” y “ser US” se preservan por pre-
imégenes de funciones continuas e inyectivas.

Proposicion 3.16. Sean X,Y espacios topologicos y f: X — Y continua e inyectiva. Si Y
es KC, entonces X es KC.

Demostracion. Sea B un subconjunto compacto de X. Como f es continua, por el
Teorema 1.65, f(B) es un subconjunto compacto de Y, el cual es KC'. Luego f(B) es cerrado
en Y. De la continuidad de f y el inciso 1) del Teorema 1.12

B = f7(f(B))
es cerrado en X. Esto prueba que X es KC. Lo ]



62 CAPITULO 3. ESPACIOS KC Y US

Proposicién 3.17. Sean X, Y espacios topoldgicos y f: X — Y continua e inyectiva. Sv'Y
es US, entonces X es US.

Demostracién. Supongamos que {z,}nen €s una sucesién en X, que converge a los
puntos x y y en X. Por el Teorema 1.42, {f(z,)}nen s una sucesién en Y que converge a
f(z) y a f(y). Como Y es US, sucede que f(z) = f(y). Luego, x = y, pues f es inyectiva.
Por tanto, X es US. Lo O}

Teorema 3.18. La propiedad US es multiplicativa.

Demostracién. Sea {(X;, 75) }ses una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios.
Definimos X = [],_ ¢ X, y consideremos en X la topologia producto 7,. Supongamos que cada
X5 esUS. Sea {z, }nen una sucesion en X que converge a los puntos a = {as}ses v b = {bs}ses
de X. Si a # b, entonces existe t € S tal que a; # b;. Consideremos la proyeccion p;: X — X;.
Como p; es una funcién continua, por el Teorema 1.42, {p;(z,)}nen s una sucesién en X
que converge tanto a p;(a) = a;, como a py(b) = b;. Como X; es US, esto implica que a; = by.
Esto contradice el hecho de que a; # b; y, debido a que la contradiccion proviene de haber
supuesto que a y b son distintos puntos de X, deducimos que a = b. o <]

La propiedad K C' no es multiplicativa. Para ver esto necesitamos de una construccién que
daremos en la Seccién 3.4. El siguiente resultado es un caso particular de cuando el producto
de dos espacios topolégicos es un espacio KC'.

Teorema 3.19. Sean (X, 71) y (Y, 72) dos espacios topologicos. Si X es KC y Y es Ty,
entonces X xY es KC.

Demostracion. Sea D un subconjunto compacto de X x Y. Supongamos que D no es
cerrado en X x Y. Entonces existe (z,y) € D — D. Vamos a construir G € nnyW e

de manera que G x W es un abierto en X x Y que tiene a (z,y) y no intersecta a D. Para
esto, consideremos las proyecciones p; : X XY — X y po : X X Y — Y definidas como

pi(a,b) =a 'y paa,b) =b, paracada (a,b) € X xY.

Por el Teorema 1.91, p; y p2 son funciones continuas. Ademas, por el Teorema 1.65, p1(D) es
un subconjunto compacto de X, el cual es KC, asi que p1(D) es cerrado en X. En particular,

(D) = p(D). (3.1)

Afirmamos que x € p(D). Sea U € 7y tal que x € U. Como U X Y es un abierto de X x Y
que tiene al punto (z,y), el cual estd en la cerradura de D, sucede que (U x Y)N D # (). Si

(a,b) € (U xY)N D, entonces a € U N p1(D), por lo que U N py(D) # (. Luego x € p1(D)
¥, por (3.1), x € pi(D). Sea
K =pi'({z}) N D.
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Como X es KC, por la Proposicion 3.4, X es T;. Luego, por el Teorema 1.49, {x} es cerrado en
X. Por el Teorema 1.13, tenemos que p; '({x}) es cerrado en X x Y. Luego K es cerrado en el
espacio compacto D y, por el Teorema 1.63, K es un subconjunto compacto de X x Y. Ahora,
por el Teorema 1.65, p2(K) es un subconjunto compacto de Y. Si y € po(K), entonces existe
(c,d) € K C py'({z}) tal que ps(c,d) = y. Entonces ¢ = pi(c,d) = 2 y d = pa(c,d) =y, por
lo que (z,y) € K C D. Esto contradice el hecho de que (z,y) ¢ D, asi que y ¢ pa(K).

Hemos visto que po(K) es un subconjunto compacto del espacio Y, que es Ty, tal que
y ¢ po(K). Entonces, por la Proposicién 1.64, existen W,V € 7, disjuntos tales que y € W,
p2(K) C V. La igualdad W NV = ) implica que

W NV =0. (3.2)

Definimos A = (X x WY) ND. Notemos que X X W es cerrado en X x Y, asi que A es cerrado
en el espacio compacto D. Luego, por el Teorema 1.63, A es compacto y, por el Teorema 1.65,
p1(A) es un subconjunto compacto de X, el cual es KC, asi que p;(A) es cerrado en X.

Sea G = X — p1(A). Tenemos que G € 71 y GNpi(A) =0. Si z € pi(A), entonces existe
(u,v) € A tal que u = py(u,v) = z. Ademas (u,v) € A C X X WY, asi que v € W' . Como
u = x, tenemos que (z,v) € D, de donde (z,v) € p;'({x}) N D = K. Luego v = py(x,v) €
p2(K) C V. Asi concluimos que v € wn V, lo cual contradice (3.2). Por tanto = ¢ pi(A),
de donde z € G.

Por construccion de G y W, tenemos que GG x W es un abierto de X X Y que tiene al
punto (z,y) que supusimos en la cerradura de D. Luego (G x W) N D # () asi que existe

(p,q) € (GxW)ND. Como GxW CX XWY, sucede que (p,q) € (X XWY) ND=A.
Luego p € GNp;(A) # (). Esto contradice el hecho de que GNp;(A) = 0. Finalmente tenemos
que D es cerradoen X x Y y asi, X x Y es KC. oL O}

En el Teorema 6.2 del capitulo 6 se da un ejemplo de dos espacios KC' cuyo producto no
es un espacio KC.

3.3. Mas propiedades de los espacios KC'y de los US

Hemos visto las propiedades més elementales de los espacios KC' y de los US. Ahora
vamos a dar otros resultados. Por ejemplo, daremos condiciones bajo las cuales un espacio
US es KC, o bien un espacio KC es Ty. En el siguiente resultado vemos formas alternativas
de enunciar el axioma KC. La propiedad 2) muestra que ser KC' es una modificacién del
axioma de separacién 717, cambiando puntos por conjuntos compactos.
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Teorema 3.20. En un espacio topologico X las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) X es KC,

2) para cualesquiera dos subconjuntos compactos C y D de X, tales que CND = (), existen
abiertos U yV en X tales que C CU -V yD CV —U.

3) para todo subconjunto compacto C' de X y cada x € X — C, existen abiertos U y 'V en
X tales quex e U -V y C CV = U.

Demostraciéon. Supongamos que X es KC. Sean C'y D dos subconjuntos compactos
de X, tales que CN'D = (). Como X es KC, tanto C' como D son cerrados en X. Luego
U=X—-DyV =X —C son abiertos en X. Ademas

U-V=UnNnX-V)=(X-D)nC y V-U=VNnX-U)=(X-C)nD.
Luego C C U —V y D C V —U. Esto prueba que 1) implica 2).

Ahora supongamos que 2) se cumple. Sean C' un subconjunto compacto de X y x € X —C.
Entonces {z} y C son dos subconjuntos compactos de X, tales que {z} N C = () y, por 2),
existen abiertos U y V en X tales que {x} C U—V y C C V —U. Esto prueba que 2) implica
3).

Supongamos, por ultimo, que 3) se cumple. Sean C' un subconjunto compacto de X y
x € X —C. Por 3), existen abiertos U y V en X tales que z € U—V y C C V —U. Entonces
U es un abierto en X que tiene a x y no intersecta a C. Luego X — C' es abierto en X y, por
tanto, C' es cerrado en X. Esto muestra que X es KC' y por tanto 3) implica 1). o O]

Para dar una forma alternativa de la propiedad U.S, necesitamos de la siguiente nocién.

Definicién 3.21. Sean X un espacio topolégico y S C X. Decimos que S es secuencial-
mente compacto si cada sucesion en S posee una subsucesion que converge a un punto de

S.

Teorema 3.22. Si X es US, entonces todo subconjunto de X secuencialmente compacto es
secuencialmente cerrado.

Demostracion. Supongamos que S C X es secuencialmente compacto. Si S no es
secuencialmente cerrado, entonces existe {x, },eny C S que converge a un punto x € X — S.
Como S es secuencialmente compacto, una subsucesion {z,  }men de {x, tnen converge a un
punto y € S. Luego {z,,, }men €s una sucesién que converge a los elementos distintos = y y
de X, contradiciendo el hecho de que X es US. L}

El siguiente resultado es la version equivalente al Teorema 1.92, para espacios US.
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Teorema 3.23. Un espacio topolégico X es US si y solo si, la diagonal de X, es decir
A={(r,z):x € X}
es secuencialmente cerrado en X x X.

Demostracién. Supongamos que X es US y que una sucesion {(x,,2,)}ney en A
converge a un punto (z,y) € X x X — A. Luego =z # y. Consideremos las proyecciones
pr: X X X — X y pa: X x X = X definidas como

pi(a,b) =a vy pa(a,b) =0, paracada (a,b) € X x X.

Como p; es continua, por el Teorema 1.42, {2, }nen = {p1(2n, ) tnen converge a py (z,y) = .
De manera similar, {z,}nen = {pa(Tn, Tn) }nen converge a po(x,y) = y. Luego {z,}nen
converge a los puntos distintos x y y de X, contradiciendo el hecho de X es US. Por tanto,
x =1yYy, asi, A es secuencialmente cerrado.

Ahora supongamos que A es secuencialmente cerrado. Si X no es U S, entonces existe una
sucesion {z, }nen en X que converge a dos puntos distintos z y y de X. Si W es un abierto
en X x X tal que (z,y) € W, entonces existen abiertos U y V en X con (z,y) € UxV C W.
Como {x, }nen converge tanto a z como a y, todos sus miembros estén en U NV, salvo una
cantidad finita de ellos. Por tanto, todos los elementos de la sucesion {(z,, ,) }nen en A estéan
en U x V C W, salvo un nimero finito de ellos. Esto implica que {(x,,x,)}nen converge a

(r,y) € X x X — A, contradiciendo con esto que A es secuencialmente cerrado. Por tanto,
X esUS. 0

En el siguiente resultado vemos que, en los espacios T}, podemos dar una propiedad que
se encuentra entre los KC'y los US.. Consideremos ahora la siguiente definicion.

Definicién 3.24. Un espacio topologico X se llama A B si para cualesquiera dos subconjuntos
compactos C' y D de X con CND = (), existe un abierto U en X tal que C C U y DNU = (),
obien DCU yCNU = .

Los espacios AB fueron definidos en 1965 por C.E. Anull en [3]. La idea de esta nueva clase
de espacios es hacer una modificacion al axioma Tj, intercambiando puntos por conjuntos
compactos.

Teorema 3.25. Los espacios KC' son AB.

Demostracién. Consideremos que X es KC. Por el inciso 2) del Teorema 3.20 tenemos
que X es AB 0

Teorema 3.26. Los espacios AB y 11 son US.
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Demostracién. Supongamos que X no es US, entonces existen una sucesion {x, }nen y
puntos z,y € X tales que x # y y la sucesién converge tanto a x como a y. Supongamos que
{Zn}nen es eventualmente constante. Sin perder generalidad, podemos suponer que x es una
constante de eventualidad de {x, },en. Entonces todos los términos de la sucesién son iguales
a x, salvo una cantidad finita de ellos. Como X — {z} es un abierto en X que tiene a y, todos
los términos de la sucesién estan en X — {z}, salvo una cantidad finita de ellos. En vista
de que esto es una contradiccién, deducimos que {z,},eny no es eventualmente constante.
Entonces, por el Teorema 1.52, podemos suponer sin perder generalidad que z, # x,,, para
cada n,m € N con n # m.

Como {z,}nen converge a y vy X — {x} es un abierto que tiene a y, existe N; € N tal
que, para todo n > Ni, tenemos que x, € X — {z}. De manera similar, como {z,}nen
converge a * y X — {y} es un abierto que tiene a x, existe Ny € N tal que, para cada
n > Ny, sucede que z,, € X — {y}. Sea N = max{Ny, N} y consideremos las subsucesiones
{TN+2itis0 ¥ {TN+2i41 >0 de {z, }nen, las cuales convergen tanto a x como a y. Entonces,
por el Teorema 1.58,

C={rys2tizoU{y} v D= {xns2iq1}iz0U{x}

son subconjuntos compactos de X. Mas aun, como todos los elementos de C'U D son distintos
dos a dos, tenemos que C' N D = (). Luego, por ser X un espacio AB existe un abierto U en
X tal que

CcUyDNU=0 obien DcCUyCNnU-=0. (3.3)

Supongamos que C' C U. Como y € C' C U y la sucesién {z, },en converge a y, todos sus
elementos estan en U, salvo una cantidad finita de ellos. En particular hay miembros de la
forma xn,9;11 en U. Luego D NU # (). Esto implica que el caso C C Uy DNU = () no es
posible. Supongamos ahora que D C U. Como x € D C U y {x, }nen converge a x, todos sus
elementos estan en U, salvo una cantidad finita de ellos. En particular hay elementos de la
forma zn.49; en U. Luego C NU # (). Esto implica que el caso D C U 'y C NU = ) tampoco
es posible. Esto contradice (3.3) y, como la contradiccién proviene de suponer que la sucesién
{Zn}nen converge a dos elementos distintos de X, concluimos que X es US. o C}

Asi pues, en los espacios 717, sucede que.
KC = AB = US.

En [17, Teorema 2.67 y Teorema 2.76] se muestra un espacio US que no es AB y un espacio
AB y T que no es KC respectivamente. Asi pues las implicaciones KC' =— AB — US
no son reversibles, consideradas en la familia de los espacios T;. En [17, Teorema 2.70] se
muestra que ser AB es una propiedad hereditaria.
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Ahora mostramos que, en la familia de los espacios primero numerables, “ser 15", “ser
KC” y “ser US” son propiedades equivalentes.

Teorema 3.27. St X es un espacio 1N, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1) X esTy;

2) X es KC;
3) X es AB y Tt
4) X esUS.

Demostracién. Por el Teorema 3.5, obtenemos que 1) implica 2). Por los Teoremas 3.25
y 3.5 tenemos que 2) implica 3). Ahora bien, por el Teorema 3.26, concluimos 3) implica 4)

Supongamos, por tanto, que X es US. Si X no es Ty, entonces existen x # w tales que
para todo U,V € 7 con z € Uy w € V sucede que UNV # (). Como X es 1IN, por la
Proposicién 1.46, existen bases locales anidadas 8, = {B,: n € N} y 8, = {C,,: n € N} en
x y w, respectivamente. Luego B,, N C,, # () para toda n € N. Ahora bien, para cada n € N,
fijemos un punto xz,, € B, N C,. Por la Proposicién 1.40, la sucesién {z,}, . asi formada,

converge tanto a x como a w. Debido a que esto contradice que X es US, deducimos que X
es T5. o0

Ahora mostramos que en los espacios localmente compactos, “ser To” y “ser KC” son
propiedades equivalentes.

Teorema 3.28. Sea X un espacio localmente compacto. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1) X es Ty;
2) X es KC.

Demostracién. Por la Proposicién 3.2, 1) implica 2). Supongamos ahora que X es
KC. Por la Proposicion 3.4, X es 17 y, en particular X es Ty. Como también es localmente
compacto, por el Corolario 1.89, X es T3. Luego, X es T5. o0

3.4. Compactacion de Alexandroff

Las propiedades de los espacios compactos son, como hemos visto, agradables. Surge por
tanto la pregunta de como hacer compacto un espacio X que no lo es. La idea es encontrar
un espacio compacto X, que contenga un conjunto Y que sea homeomorfo a X y que abarque
casi todo X, en el sentido de que la cerradura de Y es X. Cuando esto es posible, diremos que
X es una compactacion de X. En esta seccion estudiamos una compactacion especial, llamada
compactacién de Alexandroff. Presentamos resultados importantes que posteriormente seran
utilizados. Primero formalizamos la nocién de compactacion.



68 CAPITULO 3. ESPACIOS KC Y US

Definicién 3.29. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una compactacion de (X,T) es una
pareja ((X,7T), f) con las siguientes propiedades.

1) ()/(\',?) es un espacio compacto;

2) f:(X,7) = ()A(,?) es un encaje, es decir, f es una funcion continua e inyectiva tal
que f: X — f(X) es un homeomorfismo;

3) f(X) es denso en X, es decir, f(X)X = X.

Recordemos que es posible tomar un elemento que no pertenece a un espacio topolégico
X, pues podemos definir X = oo y recordemos que una consecuencia del axioma de fundacién
de teorfa de conjuntos es que para todo conjunto X, X ¢ X.

Definicién 3.30. Sean (X, 7) un espacio topolégico e oo un elemento que no pertenece a
X. La extension de Alexandroff es la pareja (X*,7%) donde X* = X U {oc} y 7" es la
siguiente coleccion:

" =7U{X*— K: K es cerrado y compacto en X}

En el siguiente resultado verificaremos que 7* es una topologia para X* y también men-
cionaremos algunas propiedades importantes que usaremos a lo largo de este trabajo.

Teorema 3.31. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y 7™ la coleccion definida en 3.30 tiene

las siguientes propiedades:

1) 7 es una topologia en X*.

[\

La topologia de X* restringida a X es la topologia original de X, es decir, Tx = T.

w

)
)
) El espacio (X*,7*) es compacto.
)

4) Las colecciones

U ={X*"— K: K es cerrado y compacto en X}

Q={AU{occ}: AeTyX — A es compacto en X}
son 1gquales.

5) Sea A C X*. Sioco € Ay A es cerrado en X*, entonces A es cerrado en X. Si oo ¢ A,
entonces A es cerrado en X* si y solo si A es cerrado y compacto en X. En particular
A C X es cerrado en X* si y solo si A es cerrado y compacto en X.
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6) X es denso en (X*,7%) si y sdlo si X no es compacto.

7) La pareja ((X*,7%),1), coni: (X,7) — (X*,7*) la funcion inclusion, es una compacta-
cion de X sty solo si X no es compacto.

Demostracién. Para probar 1) notemos que () € 7, asi que () € 7*. También tenemos
que X* = X* — () y 0 es un subconjunto compacto y cerrado en X. Luego X* € 7*.

Sean A, B € 7. Si A, B € 7, entonces AN B € 7, por lo que AN B € 7*. Supongamos
que A= X*— K,y B=X*"— K; donde K; y K5 son subconjuntos compactos y cerrados
de X. Notemos que

AmB:(X*—Kl)ﬂ<X*—K2):X*—(K1UK2)

Como K; U K5 es compacto y cerrado en X, obtenemos que AN B € 7*. Ahora supongamos
sin perder generalidad que A € 7y B = X* — K con K compacto y cerrado en X. Tenemos
que ANB=AN(X*—K). Luego X — K € 7y ademds

ANB=AN(X"-K)=ANn(X-K) er.

Asi tenemos que AN B € 7 y por tanto, AN B € 7. Hemos probado que la interseccion de
cada dos elementos de 7* esta en 7*.

Tomemos ahora una familia no vacia {Aq},.; C 7" con A, # () para cada a € I. Si para
toda o € I, A, € T, entonces
U A, eTC T
acl
Supongamos ahora que para toda a € I, A, = X* — K,, donde K, es un subconjunto
compacto y cerrado de X. Notemos que:

A= X - K =X"— ) K. (3.4)

acl ael ael

Afirmamos que (,¢; K4 es compacto. Como cada K, es cerrado en X, sucede que (), o; Ko es
cerrado en X. Ahora bien, dada 3 € I, Kg es un conjunto compacto tal que (,.; Ko C K.
Luego, por el Teorema 1.63, (,.; Ko es compacto. Por lo anterior y (3.4), tenemos que

UaeI A, €T

acl

Afirmamos ahora que si U € 7y C' es un subconjunto compacto y cerrado de X, entonces
UU (X*—=C) e r*. Tomemos U y C' como se indica. Notemos que

(X*=U)nC=(X-U)NC,
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por lo que (X* —U)NC es cerrado en X. Como C' es compacto y (X*—U)NC C C, por el
Teorema 1.63, (X* — U) N C es compacto. Ademés

UU(X*—C) = X*— ((X*—U)mc).
Entonces U U (X* —C) € 7* .

Tomemos ahora I, I, C I no vacios tales que I; U I = I. Supongamos A, € I, para
cada « € I y para toda a € I3 sucede que A, = X* — K, con K, un subconjunto compacto
y cerrado de X. Definimos

U=|J4 v C=()Ka

acly a€cls

Notemos que U € 7y C es cerrado en X y al estar contenido en cualquiera de sus intersec-
tandos, C' también es compacto. Ademas

UAazUu(U(X*—Ka)):Uu(X*— ﬂKa)zUU(X*—C).

acl aclr acly

Esto implica que {J,.; Ao € 7*. Asi probamos que 7* es una topologia sobre X*.

Para probar 2) sea U € 7, entonces U € 7% y como U = UNX € 7%, tenemos que 7 C 7%

Supongamos ahora que V € 7%. Entonces existe U € 7" tal que V. =UNX. Si U € 7,
entonces V € T yasi, V € 7. Si U = X* — K, donde K es un subconjunto compacto y
cerrado de X. Luego X — K € 7,porloque V=XNU =XN(X*"—K)=X—K € 7. Esto

muestra que 7y C 7 Por lo tanto 7 = 7%.

Para probar 3) sea ¥ = {U, }aer una cubierta abierta de X*. Entonces existe ag € I tal
que oo € U,,, con U,, = X* — K, donde K es un subconjunto compacto y cerrado de X.
Sea 1 = {U, N X: a € I}. Notemos que cada elemento de ¢ estd en 75 = 7 y también

KcX=X"NXcC (UUa>ﬂX:U(UamX).

acl ael

Esto muestra que 1 es una cubierta abierta del compacto K. Por tanto, existen

Qay,Qa, ..., € I tales que
k

K c | JU., nXx).

=1
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Luego
k
X*=(X*-K)UK =U,, U (U(Uai ﬂX)) ,

i=1
probando asi que X* es compacto.

Para probar 4) sea U € ¢. Entonces U = X* — K con K C X compacto y cerrado.
Definimos A = X — (X* —U) y notemos que A es abierto en X* yaque A =X — (X*—U) =
X — K €71. Ademéas X — A = K es compacto en X. Por lo tanto

AU{oo} = (X = K)U{o0o} =X"—K =1,
con A e Ty X — A compacto en X, asi U € ().

Sea B € Q. Entonces B = AU {oo} con A € 7y X — A compacto en X. Definimos
K =X — Ay por lo tanto K es compacto y cerrado en X. Notemos que

B=AU{x}=(X-K)U{ox}=X"-K,
asi B € 9.

Para probar 5) si co € A, entonces X* — A es un abierto de X* que no tiene a oo, por lo
que X* — A € 7y en particular X* — A C X. Esto implica que X* — A = X — A y como
X — A es abierto en X, sucede que A es cerrado en X. Supongamos que A es cerrado en X*.
Si oo ¢ A entonces X* — A es abierto en X* y ademds co € X* — A. Luego X* — A tiene
la forma X* — K, donde K es cerrado y compacto en X. Por tanto A = K y entonces A es
cerrado y compacto en X.

Ahora supongamos que A es cerrado y compacto en X. Por el inciso 4) de esta demos-
tracién tenemos que X* — A = (X — A) U {oo} es abierto en X*, por lo cual A es cerrado en
X*.

Para probar 6) supongamos que X no es compacto. Claramente X~ C X*, asi que

basta mostrar que X* C X, Sean pe€ X" =XU{oo} yU € 7" tales que p € U. Si
p € X, entonces U N X # (). Supongamos ahora que p = oco. Como los elementos de 7
son subconjuntos de X y p ¢ X, tenemos que U € 7*. Luego U = X* — K, donde K
es un subconjunto compacto y cerrado de X. Puesto que X no es compacto, tenemos que
X — K # (. Por tanto UﬂX (X* -K)NnX = X K # 0. Hemos visto, en ambos casos,

queUﬂX%@LuegopeX dedondeX*CX ya51X = X*.

Ahora para demostrar la necesidad, supongamos que X es compacto. Entonces X es
cerrado y compacto en X y por el inciso 5) de esta demostracién tenemos que X* es cerrado

en X*, asi X = X, es decir, X no es denso en X*.
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Para probar 7) sea i : (X,7) — (X*,7%) la funcién inclusién. Supongamos primero que
la pareja ((X*,7%),7) es una compactaciéon de (X, 7). Por el inciso 3) de la Definicién 3.29,
sucede que X = i(X) es denso en X*. Luego por 6), X no es compacto. Ahora supongamos
que X no es compacto. Nuevamente por 6), X = ¢(X) es denso en X*. Ademés por 3) tenemos
que (X™*,7*) es compacto. Notemos que i es inyectiva. Ademés por 2) i como funcién de X
en i(X) = X, es la funcién identidad de (X, 7), asi que es un homeomorfismo. Por tltimo
para cada abierto U en X*, tenemos que i~ *(U) = U N X. Por tanto, si U € 7 sucede que

i1 (U) = U es abierto en X. Si U = X*— K, donde K es cerrado y compacto en X, entonces

i =UNX=(X"-K)nX=X-K,

es abierto en X. En cualquiera de los dos casos tenemos que i~ (U) € 7. Esto muestra que
i como funcién de (X, 7) en (X*, 7*) es continua. Por lo tanto la pareja ((X*,7%),7) es una
compactacion de (X, 7).

Es importante mencionar que la extensién de Alexandroff (X*, 7*) siempre se puede definir
para cualquier espacio topolédgico (X, 7), incluso si X es un espacio compacto. Cuando el
espacio X no es compacto, la pareja ((X*,7%),7) recibe un nombre especial. Este nombre se
presenta en la siguiente definicion.

Definicién 3.32. La compactacion de Alexandroff de un espacio topoldgico no compacto
X, es la pareja ((X*,7%),1) donde i: (X, 1) — (X*,7*) es la funcion inclusion.

Por el inciso 7) del Teorema 3.31 tenemos que un espacio X tiene compactacién de
Alexandroff si y solo si X no es compacto. A partir de este momento usaremos X* para
denotar la extensién de Alexandroff (X™*, 7) y A(X™*) = ((X*,7%),7) denota la compactacién
de Alexandroff de un espacio topolégico X no compacto. Por definicién, A(X™) es compacto,
pero nada asegura que también es de Hausdorff. Tiene sentido, por tanto, considerar la
siguiente definicion.

Definicién 3.33. Diremos que A(X*) es una compactacion de Hausdorff, si A(X*) es
un espacio de Hausdorff.

Para un espacio K, el siguiente resultado indica que se extension de Alexandroff queda
descrita de la siguiente manera.

Teorema 3.34. Sean (X, T) un espacio topolégico y X* la extension de Alezandroff de X.
Entonces la coleccion

Tho =TU{X* — K: K es un subconjunto compacto de X},

es una topologia sobre X* si y solo si X es un espacio KC.
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Demostracién. Primero supongamos que Tx~ es una topologia sobre X*. Sea C C X
compacto en X. Entonces X* —C € 7oy (X*—C)NX = X — C € 7. Puesto que
oo ¢ X — C se sigue que X — C € 7y por lo tanto C' es cerrado en X. Esto prueba que X
es KC.

Ahora supongamos que X es un espacio KC'. Este resultado se obtiene del inciso 1) del
Teorema 3.31, pues sabemos que en un espacio KC' todo compacto es cerrado. 2. C]

Nuestro objetivo en este trabajo, es considerar la extensién de Alexandroff con la topologia
Treo v ademds por los Teoremas 3.31 y 3.34 la compactacién de Alexandroff A(X™) tiene la
topologia T si y sélo si X es un espacio KC no compacto. A partir de este momento
cuando hablemos de la compactacién de Alexandroff A(X™*), sélo consideraremos espacios
KC no compactos.

El siguiente resultado nos muestra cuando A(X*) es una compactacién de Hausdorff.

Teorema 3.35. Sea (X, 1) un espacio de Hausdorff no compacto. Entonces A(X*) es una
compactacion de Hausdorff si y solo st X es localmente compacto.

Demostracién. Supongamos que X es localmente compacto. Sean z,y € A(X*) tales
que © # y. Si x,y € X, entonces, como X es de Hausdorff, existen U,V € 7 disjuntos
tales que x € Uy y € V. Como 7 C Tgq, entonces U,V € Tj. Supongamos ahora que
r € X yy=o00 SealU € 7 tal que x € U, por ser X localmente compacto existe V € 7
tal que 7Y es compactoy z € V C V™ ¢ U. Entonces V N (X — VX) = (), por lo que
VN(X*— VX) = (). Ahora bien, como y ¢ X se sigue que y € X* — Ve Tr . Tenemos asi
que V, X* Ve Tre son disjuntos, x € V y y € X* 7 s y € X y x = 00, procediendo
como antes, encontramos abiertos disjuntos en A(X*) que tienen a z y y. Esto muestra que
A(X™) es de Hausdorft.

Ahora supongamos que A(X*) es un espacio de Hausdorff. Sea x € X, por hipétesis
existen U,V € 7 disjuntos tales que x € U y oo € V. Dado que co € V existe K C X
compacto tal que V = X* — K. Pero por ser disjuntos U y V tenemos que U C X*—V = K.
Finalmente por ser X un espacio de Hausdorff, la Definicion 1.87 es equivalente a la definicién
(¢) de un espacio localmente compacto. Asi concluimos que X es localmente compacto. @%@

Teorema 3.36. Sea (X, 7) un espacio KC, entonces X* es US.

Demostracién. Sea {z,},.y C X* una sucesién que converge a # oo. Notemos que
X € Txo es tal que a € X. Por definicién de limite para el abierto X, existe ng € N tal que
para todo n > ng, x, € X, es decir x,, # o0.

Sea K = {a,Zn,, Tngt1,---f. En el Teorema 3.5 ya se mostré que K es compacto y por
ser X un espacio KC|, tenemos que K es cerrado en X. Por el inciso 5) del Teorema 3.31
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tenemos que K es cerrado en X*. Como oo ¢ K esto implica que co no es un punto limite
de la sucecién {x, },en. Por el Teorema 3.5 tenemos que X es un espacio US y entonces b no
es un punto limite de la sucesién {x, ey sia # b € X. Lo C]

En [17, Teorema 2.76] se muestra que el espacio (R, 7¢n) es KC' y su compactaciéon de
Alexandroff A(R*) es AB y T} pero no KC'. Por tanto ser K'C no se conserva entre un espacio
y su compactacién de Alexandroff. Por otro lado, la compactaciéon de Alexandroff A(R*) es

US pero no KC.



Capitulo 4

k-espacios

4.1. Propiedades de los k-espacios

En el presente capitulo se abordan resultados sobre los llamados k-espacios. En 1967
estos espacios fueron introducidos por A. Wilansky en [26, pag. 263]. En la década de 1950
fueron estudiados por W. Hurewicz bajo el nombre de espacios compactamente generados,
con la intencion de subsanar las deficiencias conocidas de la categoria topoldgica habitual. En
esta seccién estudiaremos propiedades hereditarias, topoldgicas, multiplicativas, factorizables,
preservaciéon y antipreservacion de los k-espacios. También analizaremos la relaciéon entre los
k-espacios con los espacios secuenciales, 1N y localmente compactos.

Definicién 4.1. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un k-cerrado
en X si para todo K C X compacto sucede que AN K es cerrado en K. Decimos que X es
un k-espactio si todo k-cerrado de X es cerrado en X.

Todo conjunto cerrado es un k-cerrado, pero viceversa no es cierto. En el Capitulo 6
presentamos un k-cerrado que no es cerrado (Ejemplo 6.4). El siguiente resultado muestra
condiciones bajo las cuales se hereda la propiedad de ser k-espacio

Proposicién 4.2. Ser un k-espacio se preserva bajo subespacios cerrados.

Demostracién. Sean X un k-espacio y A C X cerrado, mostremos que (A, 74) es un
k-espacio. Afirmamos que
1) todo subconjunto B de A que es k-cerrado en (A, 74), también es k-cerrado en X

Sea K C X compacto. Dado que A es cerrado en X entonces AN K es compacto en X.

Ahora bien, por la Proposicion 1.60 A N K es compacto en A. Al ser B un k-cerrado de A
sucede que BN (AN K) es cerrado en AN K, pero BN(ANK)=BNK.

I6)
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Entonces BN K es cerrado en AN K, luego B N K es cerrado en K. Asi tenemos que
B es un k-cerrado de X. Esto prueba 1). Ahora, como X es un k-espacio se sigue que B es

cerrado en X y por la Proposicion 1.38 tenemos B =B NA=BNA=B. De csta manera
tenemos que B es cerrado en A y por tanto A es un k-espacio. Lo ]

Proposicion 4.3. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y continua e inyectiva. Si
B CY esk-cerrado en'Y, entonces f~'(B) es k-cerrado en X .

Demostracién. Sea K C X compacto. Mostremos que f~1(B) N K es cerrado en K.
Dado que K es compactoy f continua, por la Proposicion 1.65 tenemos que f(K) es compacto
y por ser B un k-cerrado de Y, se sigue que BN f(K) es cerrado en f(K). Por continuidad de f

sucede que 1 (Bﬁf(K)) es cerrado en ! (f(K)) Como f es inyectiva f~1 (Bﬂf(K)) =
f~YB)N K es cerrado enK:f*1<f(K)) o}

Corolario 4.4. La propiedad de ser un k-espacio es topoldgica.

Demostracién. Sea f : (X, 7) — (Y, 72) homeomorfismo. Si Y es un k-espacio entonces
X es k-espacio. Sea A C X un k-cerrado, mostremos que A es cerrado en X. Por ser f
homeomorfismo existe la funcién inversa de f, digamos g : (Y,7) — (X,71) continua e
inyectiva, por el lema anterior g7'(A) es un k-cerrado de Y y al ser Y un k-espacio se sigue

que g !(A) es cerrado en Y. Por continuidad de f tenemos que f~* (g_l(A)> = A es cerrado
en X. 2. ]

Corolario 4.5. Si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces X es un k-espacio si y solo
st'Y es un k-espacio.

Demostracion. Es consecuencia directa del resultado anterior, basta usar la funcién
inversa del homeomorfismo. o ]

Corolario 4.6. Ser un k-espacio es propiedad topolégica.

Ser un k-espacio no es propiedad multiplicativa. El lector interesado puede consultar [23,
Ejemplo, pdg. 704]. Sin embargo el siguiente resultado nos dice cuando el producto de dos
espacios resulta ser un k-espacio.

Teorema 4.7. Sean (X, 1) un espacio Ty y localmente compacto y (Y, 13) un k-espacio Ts.
Entonces X XY es un k-espacio.

Demostracion. Sea C' C X x Y un k-cerrado. Mostremos que oY co.
Sean (x,y) € oY y Z un abierto de X tal que x € Z. Por la compacidad local, existe un
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abierto B en X tal que z € B C B cz y B es compacto. Definimos V' = B y también
T=p(CNVx{y}) v S=p(CN(V xY)),

donde p; : X XY — X y ps: X XY — Y son las funciones proyeccion.

Notemos que V' x {y} es compacto y, por ser C' un k-cerrado sucede que C' N (V' x {y})
es cerrado en V' x {y} y por lo tanto también compacto. Ahora bien, por la continuidad de
la funcién p; tenemos que T es compacto también y asi cerrado en X, por ser X un espacio
T,. Mostremos ahora que S es cerrado en Y. Sea A C Y compacto. Notemos que:

SNA=p(CNAV XY))Npa(X x A) = po(CN(V X Y) N (X x A)) = pa(C N (V x A,

Por el Teorema 1.94 obtenemos que V' x A es compacto y por ser C' un k-cerrado tenemos
que C'N(V x A) es cerrado en V' x A y por lo tanto compacto. Por la continuidad de py se
sigue que S N A es compacto y por tanto cerrado en Y, por ser Y un espacio T5. Acabamos
de mostrar que S es un k-cerrado en el k-espacio Y. Luego S es cerrado en Y.

Sea W € mp tal que y € W. Entonces (z,y) € Bx W y como (z,y) € " tenemos que
(BxW)NC # (. En particular (V x W)NC # 0 y también SNW = po(CN(V x W)) # 0.
Por tanto, y € 5 =5

De la definicién de S se sigue que para algin m € V tenemos que (m,y) € C'y este m
también es un elemento de T. Luego V N'T # (). En particular Z N'T # (). Hemos probado
que para cualquier abierto Z con z € Z, sucede que ZNT # (). Por tanto, x € T =T Esto,
de acuerdo con la definicién de T implica que (z,y) € C. Luego el k-cerrado en X x Y, por
lo que X X Y es un k-espacio. o0

El siguiente resultado da una condicién, bajo la cual, ser un k-espacio es una propiedad
factorizable.

Teorema 4.8. Sean {(X,,7,)},cq una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios y
X =Tl,es Xs- Si X es un k-espacio y Ty, entonces para cada s € S, X, es un k-espacio.

Demostraciéon. Sea s € S. Por el Teorema 1.95 y el Corolario 1.100 existe Y, subespacio
de X tal que Y; es cerrado en X y homeomorfo a X,. Al ser X k-espacio y Y, un subconjunto
cerrado de X por la Proposicion 4.2, Y, es un k-espacio. Luego por el Corolario 4.6 concluimos
que X, es un k-espacio. Lo C]

4.2. Mas propiedades de los k-espacios

En la presente seccion se muestran propiedades de los k-espacios en relacion con los
espacios 1N, compactos, localmente compactos, secuenciales y los espacios de Frechet.
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Proposicion 4.9. Todo espacio localmente compacto es un k-espacio.

Demostracién. Sean (X,7) un espacio localmente compacto y A C X un k-cerrado.
: —X
Supongamos que A no es cerrado en X, entonces existe r € A~ — A. Sea U € 7 tal que
. . =X ,
x € U. Por ser X un espacio localmente compacto, existe V € 7 con V' compacto y ademas

z€V VY CU. Comoze A tenemos que ) # ANV C (AQVX) NU. Esto muestra que
— X S
r € (A ﬂVX) y también x € V™. Asf tenemos que AN V' . Dado que x ¢ A, sucede

que z ¢ AN 7. Por tanto, AN 7™ 1o es cerrado en V. Ahora bien ANV es cerrado en
el compacto VX, por lo que es compacto. Como A es un k-cerrado, esto implica que A N~

—X — . ]
es cerrado en V' | lo cual es una contradiccién. Finalmente A es cerrado en X y asi X es un
k-espacio. Lo C]

Proposicion 4.10. Todo espacio compacto es un k-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio topologico compacto. Sea A C X un k-cerrado,
veamos que A es cerrado en X. Por ser A un k-cerrado en X, entonces para todo K C X
compacto sucede que AN K es cerrado en K, en particular también es cierto para X por ser
compacto, asi A = AN X es cerrado en X. Lo, C]

Proposicion 4.11. Todo espacio secuencial es un k-espacio.

Demostracion. Sean X un espacio secuencial y B C X un k-cerrado. Supongamos
que B no es cerrado en X. Por el Teorema 2.8 existe una sucesion {x,},.y C B tal que x,
converge a un elemento z € X — B. Sea K = {z} U {x,|n € N} el cual es compacto por el
Teorema 1.58. Ademads por ser B un k-cerrado de X tenemos que BN K = {x, : n € N} es
cerrado en K, lo cual es una contradiccion pues el limite de la sucesion {z, },en no esta en
BN K. Asi X es un k-espacio. o0

Corolario 4.12. Todo espacio de Fréchet es un k-espacio.

Demostracién. El resultado se sigue del Teorema 2.20 y la proposicién anterior. @%@

Corolario 4.13. Todo espacio 1N es un k-espacio.

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 2.18 y el corolario anterior. oL <}

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del Teorema 4.7 y los Corolarios 4.10,
4.11,4.12 y 4.13.

Corolario 4.14. Sean X un espacio Ty localmente compacto y Y un espacio Ty. Si'Y es
compacto, 1N, de Fréchet o bien secuencial, entonces X XY es un k-espacio.



Capitulo 5

Espacios K(C' vs k-espacios

5.1. Relacién entre los espacios KC y los k-espacios

Algo muy natural, es preguntarse por la relacién entre los espacios KC'y los k-espacios.
En esta seccion definimos el concepto de compactamente cerrado, el cual tiene relacién con la
definicién de ser un k-cerrado. En 1967 A. Wilansky en [26, Teorema 5] muestra una relacién
entre los espacios K C'y los k-espacios. Posteriormente A. Garcia-Maynez en [13, pdg. 41, 42 y
43] trabaja con el concepto de conjuntos compactamente cerrados, para mostrar una relaciéon
entre los espacios KC'y k-espacios, diferente a la presentada por A. Wilansky. También en
[13, Teorema 3.9] se presentan condiciones necesarias y suficientes que relacionan los espacios
KC'y los k-espacios.

En el siguiente capitulo presentamos un espacio K C' que no es un k-espacio. Por ahora
mostraremos las herramientas necesarias para lograr algunos teoremas que relacionen los
espacios KC con los k-espacios, los cuales seran la parte central de este trabajo.

Definicién 5.1. Sean X un espacio topolégico y A C X . Decimos que A es compactamente
cerrado en X si para todo K subconjunto cerrado de X y compacto, sucede que AN K es
compacto.

Es claro que todo k-cerrado es compactamente cerrado. Supongamos que X es un espacio
KC y A C X compactamente cerrado. Por ser X un espacio KC sabemos que todo K C X
compacto es cerrado en X, entonces por ser A compactamente cerrado tenemos que A N K
es compacto y nuevamente por ser X un espacio KC' concluimos que A N K es cerrado en
K. Por lo tanto, en un espacio K C' ser compactamente cerrado y k-cerrado son equivalentes.

Teorema 5.2. Sean X un espacio compacto y'Y un espacio KC' tal que Y* sea su extension

de Alexandroff. Entonces C' C X X Y es compactamente cerrado en X XY si y solo si
C'U (X x {o0}) es compacto en X x Y*.

79
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Demostracion. Supongamos que C' C X X Y es compactamente cerrado en X x Y.
Sea ® = {V,}aesr una cubierta abierta de C'U (X X {oo}). Por el Teorema 1.94 tenemos
que X x {oo} es compacto en X x Y* y podemos suponer sin pérdida de generalidad, que
existe ap € I tal que V,, tiene la forma V,,, = X x W, donde W es un abierto de Y* con
oo € W. Por la definicién de la topologia de Y* tenemos que W = Y*— K con K subconjunto
compacto y cerrado de Y. Notemos que Y* — W = K y por lo tanto Y* — W es compacto y
cerrado en Y.

Ahora bien, por el Teorema 1.94 tenemos que X x (Y* — W) es compacto y por el
Teorema 1.93 también es cerrado en X x Y. Luego por ser C' compactamente cerrado en
X XY, tenemos que H = C'N (X x (Y* = W)) es compacto en X x Y. Por lo tanto existe
{Vor, Vass - s Vo, } € @ tales que H C |J;_, Vi, Entonces C'U (X x {oo}) C Uiy Vas-

Ahora supongamos que C'U(X x {oo}) es compacto en X x Y*. Sea K C X xY compacto
y cerrado. Consideremos la funcién proyeccion ps : X x Y — Y. Por los Teoremas 1.91 y
1.65 obtenemos que py(K) es compacto en Y. Por ser Y un espacio KC' tenemos que po(K)
es cerrado en Y. Ahora bien, por el inciso 5) del Teorema 3.31 se sigue que p2(K) es cerrado
en Y* y ademés

CNEK =[CU(X x {oo)]N (X x po(K)) N K,

es compacto y por lo tanto C' es compactamente cerrado en X x Y. o O}

Teorema 5.3. Sean X,Y dos espacios topologicos y X*, Y* sus extensiones de Alexandroff
respectivamente. Supongamos que Y es un espacio KC, entonces C C X XY es compacta-
mente cerrado en X XY siy sdlo si C'U (X x {o0}) es compactamente cerrado en X X Y*.

Demostracion. Supongamos que C' C X XY es compactamente cerrado en X X Y. Sean
X* = XU{oo*} y Y* = YU{oo} las respectivas extensiones de Alexandroff de X y Y. Como
X* es compacto. Por el Teorema 5.2 basta mostrar que C* = C' U (X x {oo}) U ({oo*} x Y*)
es compacto en X* x Y.

Sea ® = {V,}aes una cubierta de C* con abiertos de X* x Y™*. Por los Teoremas 1.94
y 1.61 tenemos que (X* x {oo}) U ({o0*} x Y™*) es compacto en X* x Y*. Sin pérdida de
generalidad supongamos que existe ap € I tal que (X* x {oo}) U ({oc0*} x Y*) C V,,. Por el
Teorema 1.93 obtenemos que L = X* x (Y* — V) es cerrado en X* X Y* y ademés por ser
X* x Y* compacto, entonces L es compacto y por la Proposicion 1.60 obtenemos que L es
compacto y ademas cerrado en X x Y. Por hipdtesis, sucede que C' N L es compacto y por
lo tanto existe {Va,, Vay, ..., Va,} C @ tal que CN L C Y, Va,. Asi podemos concluir que
Cr c Uy Va,-

Para la segunda parte supongamos que C'U (X x {oo}) es compactamente cerrado en
X xY* Sea K C X xY compacto y cerrado. Consideremos ps : X x Y — Y y por los
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Teoremas 1.91 y 1.65 tenemos que py(K) es compacto y ademés es cerrado en Y por ser Y
un espacio KC'. Por el inciso 5) del Teorema 3.31 obtenemos que po(K) es cerrado en Y* y
entonces X X po(K) es cerrado en X x Y*. Como K C X X po(K), entonces K es cerrado
en X x Y*. Por hipétesis K N (C U (X x {o0})) = KN C es compacto y por lo tanto C' es
compactamente cerrado en X x Y. Lo, O}

Teorema 5.4. Sean X y Y dos espacios topologicos tales que X* y Y™ son sus extensiones de
Alezandroff respectivamente. St X* X Y* es un espacio KC, entonces X XY es un k-espacio.

Demostracion. Sean A C X XY un k-cerrado. Por hipotesis y por ser K C' una propiedad
hereditaria, tenemos que X x Y es un espacio KC. También por ser KC una propiedad
factorizable, entonces Y es KC. Ahora bien, claramente todo k-cerrado es compactamente
cerrado, por lo tanto A es compactamente cerrado en X x Y. Por el Teorema 3.4 tenemos
que AU (X x {o0}) es compactamente cerrado en X x Y.

Sea K C X xY compacto y cerrado. Consideremos la funcién proyecciéon ps : X XY — Y,
la cual es continua y por la compacidad de K, obtenemos que ps(K) es compacto y ademas
es cerrado en Y porque Y es KC. Por el inciso 5) del Teorema 3.31 tenemos que po(K) es
cerrado en Y*, entonces X x po(K) es cerrado en X x Y*. Como K C X x po(K), sucede
que K es cerrado en X x Y™*.

Por ser AU (X x {oo}) compactamente cerrado en X x Y* sucede que ANK = KN (AU
(X x {o0})) es compacto en X x Y. Por lo tanto AN K es cerrado en X x Y pues X x Y es
KC. Asi X xY es un k-espacio. O

El siguiente lema es una herramienta necesaria para lograr el Teorema 5.6.

Lema 5.5. Sean X un espacio topologico KC y X™* su extension de Alexandroff. St K* C X*
es un compacto tal que co € K*, entonces F = K* — {00} es un k-cerrado de X .

Demostracion. Sea K C X compacto. Por ser X un espacio KC, tenemos que K es
cerrado en X, por el inciso 5) del Teorema 3.31 se sigue que K es cerrado en X*. Ahora,
por la Proposicién 1.32 tenemos que K* N K es cerrado en K* y por la compacidad de K*,
concluimos que K* N K es compacto en X*. Por la Proposiciéon 1.60 tenemos que K* N K es
compacto en X y por ser X un espacio KC obtenemos que K*N K es cerrado en X. Notemos
que FNK = (K*NK)NX = K*N K. Asi tenemos que F'N K es cerrado en X y por la

Proposicién 1.38 se cumple que F' N K" = FN K. Por lo tanto, F'N K es cerrado en K y F
es un k-cerrado de X. 2. C]

El siguiente resultado es un aporte importante de este trabajo, pues exhibe una relacion
entre los espacios KC'y los k-espacios.
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Teorema 5.6. Sea X un espacio KC'. Entonces X* es un espacio KC' si y solo si X es un
k-espacio.

Demostracion. Primero supongamos que X* es un espacio KC'.
Sean F' C X un k-cerrado y S = F U {oo}. Por la demostracién del inciso 3) del Teorema
3.31 tenemos que S es compacto en X*. Por ser X* un espacio KC' se sigue que S es cerrado
en X*. Notemos que SNX = (FU{oco})NX = F y por la Proposicién 1.32 concluimos que
F =5nNX es cerrado en X, por lo tanto X es un k-espacio.

Para la segunda parte supongamos que X es un k-espacio. Sea K* C X* un compacto.
Tenemos los siguientes casos:

1. K* C X. Por la Proposicién 1.60 tenemos que K* es compacto en X y al ser X un
espacio KC, tenemos que K* es cerrado en X y por el inciso 3) del Teorema 3.31
concluimos que K* es cerrado en X*. Por tanto X* es un espacio KC.

2. 00 € K*. Sea F' = K* — {o0}. Por el Lema 5.5 tenemos que F' es un k-cerrado de X,
ahora bien, X es un k-espacio, asi obtenemos que F' es cerrado en X.

Afirmamos que X — FF = X* — K*. Veamos las dos contenciones. Para probar que
X — F C X* — K* supongamos lo contrario. Sea w € X* — K* tal que w ¢ X — F asi
tenemos que w ¢ K*, pero w ¢ X — F entonces w € F, es decir w € K*, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto la contencién es cierta.

Ahora veamos la otra contencién. Sea p € X* — K*, tenemos los siguientes casos:

I) pe X ypé¢ K*. Claramente p ¢ F = K* — {0}, por tanto p € X — F.

II) p=ococyp¢ K*. Por el caso 2 de esta demostracién tenemos que p = co € K*
lo cual es una contradiccion, por tanto este caso no es posible. Asi concluimos
que X — F = X* — K* y por tanto X* — K* € 7*. Luego K™ es cerrado en X*,
mostrando que X* es un espacio KC'

o0

Corolario 5.7. Sea X un espacio de Hausdorff no compacto. Entonces:
1) X* es siempre US.
2) X* es KC siy solo si X es un k-espacio.
3) A(X™) es de Hausdorff si y sdlo si X es localmente compacto.

Demostracién. Inciso 1) Por el Teorema 3.36 tenemos que X* es un espacio US.

Inciso 2) Se obtiene del teorema anterior.
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Inciso 3) Por el Teorema 3.35 tenemos lo deseado.

Lo C]

Corolario 5.8. Sea X un espacio de Hausdorff y IN. Entonces X* es un espacio KC.

Demostraciéon. Por ser X un espacio 1N por el Corolario 4.13 obtenemos que X es un
k-espacio y por el inciso 2) del corolario anterior concluimos que X* es un espacio KC. @@

Corolario 5.9. Sea X un espacio de Hausdorff y X* un espacio 1N. Entonces X es local-
mente compacto.

Demostracion. Por el Corolario 5.7 tenemos que X* es un espacio US, dado que X*
es 1N por el Teorema 3.27 tenemos que X™* es un espacio de Hausdorff y por el Corolario 5.7
tenemos lo deseado. L)

Teorema 5.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. X es localmente compacto y Hausdorff.
2. Para cada espacio KC, k-espacio Y, el producto X XY es un espacio KC y k-espacio.
3. X x X* es un espacio KC' y k-espacio.

Demostracién. 1) implica 2). Se obtiene de los Teoremas 3.19 y 4.7.
2) implica 3.) Se obtiene por el Teorema 5.6.

3) implica 1). Supongamos que X no es localmente compacto en z. Mostraremos que la
diagonal A = {(z,x) : * € X} es compactamente cerrada en X x X* pero no es cerrada
en X X X*. Sea B abierto de X x X* con (x,00) € B. Entonces existen U € 7y V € 7*
tales que (z,00) € U x V C B, donde V = X* — K con K C X compacto. Notemos que
(x,00) € (UNX) x (X*— K) y también (z,x) € (UNX) x (X*— K), esto quiere decir que
todo abierto de X x X* que contenga al punto (x,00) intersecta a la diagonal A, es decir

(x,00) € A , mientras que (z,00) ¢ A. Por lo tanto, tenemos que A no es cerrada en
X x X*.

Sea L C X x X* compacto y cerrado. Mostremos que M = L N A es compacto. Sea 7
una base de filtro en M. Entonces existe (a,b) € L tal que para cada N € n sucede que

(a,b) € N Veamos ahora que (a,a) es punto de acumulacién de 7. Sean W abierto de
X x X* con (a,a) € Wy V abierto de X tales quea € V 'y VxV C W. Notemos que V' x X*

es abierto en X x X* y ademds (a,b) € V x X*, por lo tanto, para cualquier N € 7 existe

(v,v) € (Vx X*)NN es decir para toda N € n sucede que (VXV)NN £y (a,a) € N
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Esto implica que (a,a) es un punto de acumulacién de M y por el Teorema 1.86 tenemos que
M es compacto. Acabamos de mostrar que A es compactamente cerrado en X x X* pero no
es cerrado en X x X*. Por hipdtesis y por la obsrvacién de la Definicién 5.1 obtenemos que
A es un k-cerrado el cual no es cerrado en X x X* lo cual es una contradiccién pues X x X*
es un k-espacio. Asi tenemos que X es localemnete compacto.

Finalmente por hipotesis y por ser K una propiedad factorizable tenemos que X es un
espacio KC. Entonces X es K(C'y localmente compacto, por el Teorema 3.28 concluimos que
X es un espacio de Hausdorff. o O}



Capitulo 6
Ejemplos

En este capitulo describiremos algunos ejemplos sobre las definiciones y resultados men-
cionados anteriormente, pero sobre todo, describiremos ejemplos de las propiedades de los
espacios KC'y los k-espacios. No se presentaran muchos detalles en las pruebas de los ejem-
plos, pues la intencion es presentar estos ejemplos.

6.1. 77 no implica KC

Teorema 6.1. La compactacion de Alezandroff A(R*) del espacio no compacto (R, 7en) es
Ty, pero no es un espacio KC.

Demostracién. Mostremos que A(R*) es un espacio 7. Sean z,z € A(R*) con x # z.
Veamos los siguientes casos:

Caso I) Si z,z € R. Consideremos D =R — {z} y W = R — {z}. Notemos que D y W son
abiertos de A(R) y ademds x € W — Dy z € D — W, lo que implica que A(R*) es T7.

CasoIl) Siz = ooy z € R. El conjunto {z} es compacto en R, consideramos D = A(R)*—{z}
y W =R, los cuales son abiertos en A(R*) y ademas x € D —W 'y z € W — D, asi A(R*) es
Ty. El caso cuando z = 0o y = € R es andlogo al caso II )

Veamos que A(R*) no es un espacio KC. Mostraremos que A = [0,1] U {oo} C A(R*) es
compacto, pero no es cerrado en A(R*). Primero mostremos que A es compacto.

Sea ¥ = {V,: a € I} una cubierta de A formada por abiertos de A(R*), entonces A C
UaE 1 Vo Asi existe ag € I tal que oo € V. Los abiertos que tienen a 0o son de la forma
A(R*) — K, donde K es un compacto de (R, 7oxn) y por el Teorema 3.8, sabemos que todo
compacto en (R, 7¢y) es finito, entonces tenemos que V,,, contiene a todos los elementos de
A(R*), excepto a una cantidad finita de ellos, por lo tanto V,, contiene a todos los elementos
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de [0,1] U {oo} excepto a un ndmero finito, este nimero finito de elementos que no estén en
Va, se puede cubrir por una cantidad finita de abiertos de ¥J. Asi tenemos que A es compacto.

Mostremos por contradiccion que A no es cerrado en A(R*). Supongamos que A es cerrado
en A(R*). Entonces A(R*) — A € 75y

Caso 1) Si A(R*) — A € 7o, tomemos el complemento en R de A(R*) — A, es decir:
R—(AR") - 4) =R - ((RU{o0}) = ([0,1]U{s0})) =R — (R = [0, 1]) = [0, 1]
el cual no es numerable, por lo tanto A(R*) — A no es abierto en A(R*).

Caso 2 ) Si A(R*) — A es de la forma A(R*) — K con K compacto de R, esto implica que
oo € A(R*) — K pero oo ¢ A(R*) — A, por lo tanto A(R*) — A no es abierto en A(R*).

En ambos casos mostramos que A(R*) — A no es abierto en A(R*), asi que A no es cerrado
en A(R*) y por tanto A(R*) no es un espacio KC. o ]

6.2. Producto de espacios K(C no necesariamente es un
espacio KC

Teorema 6.2. La compactacion de Alexandroff de los racionales A(Q*) es un espacio KC,
pero A(Q*) x A(Q*) no es un espacio KC.

Demostracién. Mostremos que A(Q*) es un espacio KC. Sea C' C A(Q*) compacto.
Veamos que C' es cerrado en A(Q*).

Caso 1) Si oo ¢ C, entonces C' C Q, asi tenemos que C' es compacto en Q y por tanto
A(Q*) — C es un abierto de A(Q*), lo cual implica que C' es cerrado en A(Q*).

Caso II ) Si 0o € C, supongamos que C no es cerrado en A(Q*), entonces ' _¢ # 0,

asi existe x € UA(Q*) — C, por ser C' compacto, también es secuencialmente compacto, asi
que existe {z,},.y C C que converge a x. Ahora bien como z ¢ C'y para toda n € N,
xn, € C, podemos suponer que los puntos x,, son todos diferentes, entonces para cada n € N
podemos hallar un abierto U,, de Q tal que U, N{z,: n € N} = {x,}. Definimos B =
{z} U{x, : n € N} el cual es compacto y por lo tanto A(Q*) — B es abierto en A(Q*).

Notemos que la familia D = {U, : n € N} U (A(Q*) — B) es una cubierta abierta del
compacto C', entonces D tiene una subcubierta finita, lo cual es una contradiccion pues D
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no tiene una subcubierta finita, porque B es numerable. Por lo tanto C' es cerrado en A(Q*)
y concluimos que A(Q*) es un espacio KC'.

Veamos ahora que A(Q*) x A(Q*) no es un espacio KC. Para esto mostraremos que la
diagonal A = {(z,z) : z € A(Q*)} C A(Q*) x A(Q*) es un compacto que no es cerrado en

A(Q) x AQY).

Afirmamos que la diagonal A es compacto. Sea f : A(Q*) — A(Q*) x A(Q*) definida como
f(q) = (q,q) para cada ¢ € A(Q*). f es una funcién continua, pues es continua entrada a
entrada, ademas:

JFAQ)) ={f(@): ¢ AQ)} ={(¢g;0) - ¢€ AQ)} =A (6.1)

Por ser A(Q*) compacto, por (6.1) y la Proposicién 1.65 tenemos que A es compacto.

Mostremos que todo abierto de A(Q*) x A(Q*) que contenga al punto (oo, 0) intersecta
a la diagonal, es decir (0c0,0) € A ), pero (00, 0) ¢ A.

=

Sean K C Q compacto y I. = (—¢,¢) N Q para cada € > 0. Consideremos B(
(A(Q*) — K) x I. y sea H la familia de todos estos B(K, €); H es una base local de (co
A(Q*) x A(Q*). Mostremos que I, — K # () para toda € > 0. Supongamos que I, — K = (),
entonces [, C K. Tomemos un nuimero irracional z € (—¢, €), entonces existe una sucesién
{¥n}nen C (=€, €) que converge a z. La sucesion {y,}, .y en K no converge a ningin punto
de K, pues K C Q, esto contradice la compacidad de K.

Tomemos = € I, — K y notemos que (00,0) € (A(Q*) — K) X I, pero también (z,x) €
(A(Q*) — K) x I, con esto, hemos mostrado que todo abierto que tiene a (0o, 0) intersecta

a la diagonal, es decir, (c0,0) € ZA(Q*), mientras que claramente (co,0) ¢ A. Por lo tanto

podemos concluir que A A # (0, 1o cual implica que A no es cerrado en A(Q*) x A(Q*).

O

6.3. Ser un k-espacio no implica ser compacto

Teorema 6.3. La recta de Sorgenfrey es un k-espacio pero no es compacto.

Demostracién. La recta de Sorgenfrey es 1N pues (3, = {[a:,x + %) 1 ne N} es base
local numerable de x y por el Corolario 4.13 la recta de Sorgenfrey es un k-espacio, pero no
es compacto pues {U,: n € N} donde U,, = [-n,n), para cada n € N, es cubierta abierta de
la recta de Sorgenfrey, la cual no tiene subcubierta finita. oL C]
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6.4. Ser k-espacio no es una propiedad hereditaria

Ejemplo 6.4. Sea X = {(£,1): n,m>1 conn,me N} U {(L,0) | m>1} U{(0,0)}.

m’
Consideremos una topologia para X descrita como sigue:

1. Para m,n > 1 el punto (%, %) es aislado.

2. Para m > 1 las vecindades basicas abiertas de (%, 0) son de la forma
{(£,0}U{(£,%): n>Fk} parak > 1.

m’n

3. Las vecindades bésicas abiertas de (0,0) son de la forma {(0,0)} U J,,c4 Un donde
A C N es cofinito y U, es una vecindad bésica abierta de (%, 0) para cada m € A. Por
la Proposicion 4.11 tenemos que X es un k-espacio.

Veamos que Y = X — {(£,0) : m > 1} no es un k-espacio, considerando Z =Y — {(0,0)},
el cual no es cerrado en Y. Mostremos que los subconjuntos compactos de Y son finitos.
Supongamos que los tnicos subconjuntos compactos de Y son los conjuntos infinitos. Sea

L C Y compacto infinito, asi existe m > 1 tal que A N A,, es infinito o bien existe una
infinidad de m > 1 tal que AN A,, # 0.

Caso 1) Notemos que {Y — X, } U{(1,1):n > 1} es una cubierta de L por abiertos de

n
Y, la cual no tiene subcubierta finita, lo que contradice la compacidad de L.

Caso 2) Sea H={m >1: ANA,, #0} y para cada m € H tomando n,, > 1 tal que
(75, 7-) € L, entonces {Y— {(i Lm)} tm € H}U{{(i Lm)} :m € H} es una cubierta de

m’ m’ n m’ n

L por abiertos de Y, la cual no tiene subcubierta finita, por tanto tenemos una contradiccion.

Ahora, por ser X un espacio de Hausdorff, tenemos que Y es de Hausdorff, por lo tanto
para cada K C Y compacto, Z N K es cerrado en K. Asi Z es un k-cerrado de Y que no es
cerrado en Y.

6.5. Ser un k-espacio no implica ser un espacio KC

Ejemplo 6.5. El espacio A(Q*) x A(Q*) es un k-espacio que no es un espacio KC.

Por el Teorema 6.2 el espacio A(Q*) x A(Q*) no es un espacio KC|, pero por el inciso
3) del Teorema 3.31 sabemos que A(Q*) es compacto y por el Teorema 1.94 tenemos que
A(Q*) x A(Q*) es compacto, finalmente por la Proposicién 4.10, se sigue que A(Q*) x A(Q*)
es un k-espacio
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6.6. Ser un espacio KC no implica ser un k-espacio

Ejemplo 6.6. El espacio (R, 7cn) es un espacio KC' que no es un k-espacio.

Por el Teorema 3.8 el espacio (R, 7cn) es un espacio KC'. Veamos que el espacio (R, 7oy ),
no es un k-espacio. Supongamos que (R, 7o) es un k-espacio, por el Teorema 5.6 la compac-
tacion de Alexandroff A(R*) serfa un espacio K'C, lo cual es una contradiccién al Teorema
6.1.
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