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Introduccion

La utilizaciéon de invariantes es de gran utilidad para distinguir espacios por su
estructura topoldgica o diferenciable. Desde los albores de la topologia, los inva-
riantes numéricos y algebraicos han jugado un papel importante en esta discipli-
na. Un invariante de este altimo tipo lo constituyen los grupos de homologia, que
traducen informacién topolégica en algebraica y son, con los grupos de homo-
topia, “los invariantes algebraicos que han provisto mayor entendimiento de la
estructura de los espacios topolégicos” [2].

Los grupos de homologia se construyen a partir de un complejo de cadena,
conformado por una familia de médulos {Cj } 1z asociados entre si por una colec-
cién de morfismos de moédulos 0, : C,, — C)._; llamados diferenciales del com-
plejo. Estos morfismos satisfacen Im (0;,) C Ker (0;_1) y la homologifa definida a
partir del complejo es la sucesion de grupos abelianos Hy, = Ker (9)/Im (Op+1).

La teoria de Morse constituye un escenario conveniente para obtener inva-
riantes, pues vincula la configuracién de los puntos criticos de una funcién de
Morse definida en una variedad con la estructura topolégica de la variedad. En
este trabajo se presenta la construccidn, las propiedades y algunas aplicaciones de
la homologia de Morse, siguiendo como principal referencia el texto de Audin y
Damian [1].

Por simplicidad, en el presente trabajo se utiliza el campo Z, para construir
la homologia. La teoria presentada puede extenderse al empleo de Z, como se
comenta en [1]. Las consideraciones técnicas en ese caso utilizan orientaciones de
variedades y los resultados de Latour [9, seccién 2].

En el primer capitulo abordamos los contenidos basicos de la Teoria de Mor-
se necesarios para obtener la homologia de Morse. En particular, presentamos los
conceptos de funcién de Morse, de indice de un punto critico, de campo pseudo-
gradiente adaptado a una funcién de Morse y la condicién de Smale. El objetivo
central del capitulo es demostrar la existencia y genericidad de pares de Morse-
Smale (teoremas|1.1.8}|1.2.2|y(1.3.4).
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El segundo capitulo estd dedicado a estudiar el conjunto Ly (p, q), conformado
por las ligaduras (trayectorias quebradas) de un campo pseudogradiente X que
unen dos puntos criticos p y ¢. Al proporcionar una topologia al espacio de ligadu-
ras, se prueba su compacidad y su estructura de variedad (teoremas y
y corolario[2.2.7). Estos resultados permiten definir el complejo de Morse.

El tercer capitulo se ocupa de la descripcién de este complejo de cadena y
la obtencién de los grupos de homologia. Dedicamos una seccién intermedia a
extender los conceptos al caso de variedades con frontera y finalizamos con la
exposicién de la independencia de la homologia respecto al par de Morse-Smale
empleado (teoremas B.3.5).

El cuarto capitulo constituye un compendio de propiedades algebraicas de la
homologia de Morse. Estudiamos la funtorialidad de la homologia de Morse y su
comportamiento con operaciones como la suma y el producto de espacios topo-
l6gicos (proposiciones (4.1.5) 4.2.1] y 4.2.2). También presentamos la dualidad de
Poincaré, las desigualdades de Morse y el teorema de existencia de la sucesion
exacta larga adaptado al &mbito de la homologia de Morse (teoremas
y .5.1). Incluimos al final de esta tesis un apéndice de algebra homoldgica que
complementa el contenido de los capitulos 3 y 4.

En el quinto capitulo exponemos algunas aplicaciones de la homologia de
Morse dentro de la topologia. Finalizamos el desarrollo de esta tesis con un bre-
ve comentario sobre la adaptacién que se ha realizado en décadas recientes de la
teoria de Morse al &mbito de los espacios discretos.

Por dltimo, conviene realizar algunas aclaraciones sobre la terminologia em-
pleada en este trabajo. Para tratar los conceptos de geometria utilizamos la no-
menclatura de Do Carmo [3]] y Lee[10]; para los términos de topologia y homo-
logia seguimos fundamentalmente los textos de Prieto [13]] y Weibel [18]. Particu-
larmente, nos referimos a las variedades diferenciables sin frontera simplemente
como variedades. Cuando sea necesario, explicitaremos la vacuidad de la frontera.
Asimismo, utilizamos el término diferenciable para aludir a funciones diferencia-
bles de clase C2[| A continuacién incluimos una tabla para clarificar el significado
de los simbolos mds usados en la presente tesis, correspondientes a conceptos
geométricos y topoldgicos.

! Asi garantizamos las condiciones suficientes para emplear construcciones con la segunda de-
rivada, como la hessiana de una funcion diferenciable.



Lista de simbolos

T,M

X-f

(Hess f),
dfy

(grad f),

Crit(f)

NmhP

F:fox=f

BTL

cpn

RP"

espacio tangente a la variedad M en el punto p
campo vectorial X en el punto p

evaluacién del campo X en la funcién diferenciable f
a lo largo de la variedad

matriz hessiana de la funcién diferenciable f en el punto p
diferencial de la funcién diferenciable f en el punto p
campo gradiente de la funcién diferenciable f en el punto p
producto interior usual en R"
conjunto de puntos criticos de la funcién diferenciable f
transversalidad de las subvariedades N, P C M

existencia de una homotopia F' : X x [0, 1] — Y entre dos aplicaciones
an fl X —Y

bola unitaria cerrada de dimensién n
bola unitaria abierta de dimension n
espacio proyectivo complejo de dimensién n

espacio proyectivo real de dimensién n
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Capitulo 1

Teoria de Morse y campos
pseudogradientes

En este capitulo presentamos los conceptos y resultados basicos que usaremos
para construir el complejo y la homologia de Morse de una variedad en capitulos
posteriores.

1.1. Funciones de Morse

Definicién 1.1.1 (Puntos criticos no degenerados y funciones de Morse).

I. Un punto critico p de una funcion diferenciable f : M — R definida sobre una
variedad suave M es no degenerado si la forma bilineal

(d*f),: T,M x T,M — R (1.1)
(XpaYb) '—>Xp'(Y'f)

es no degenerada, donde Y es cualquier campo de vectores que prolonga al vector
Y, € T,M.

II. Una funcién de Morse es una funcién diferenciable f : M — R cuyos puntos
criticos son no degenerados y son puntos interiores de M.

Notamos que la aplicacién (1.1) estd bien definida en el conjunto de puntos
criticos de f. En efecto, como X, - (Y - f) =Y, - (X - f) = df,([X,Y],) = 0 para
cualquier campo X que prolongue a X, y cualquier punto critico p, entonces

Xp- V-[)=Y-(X-[)=2-(X-f)=X,-(Z-]) (1.2)

1



2 CAPITULO 1. TEORIA DE MORSE Y CAMPOS PSEUDOGRADIENTES

para cualesquiera campos Y y Z que prolonguen a Y. La simetria de d*f, estd
dada por la primera igualdad en (1.2).

Asimismo, observamos que la condicién de no degeneracién de un punto cri-
tico p es equivalente a que la matriz (simétrica) hessiana

2( fop—1
Hess (f o o 1)o = (%(o))ij (1.3)
sea no singular para cualquier carta ¢ alrededor de p = ¢~*(0) con coordenadas
(z1,...x,), pues dicha matriz representa a la forma bilineal (1.1) respecto a la base
{;2],} del espacio tangente T, M. Consideremos el siguiente ejemplo.

i

Ejemplo 1.1.2. La funcién altura f : S* — R dada por f(x1,...,2p41) = Tpi1 €S
una funcion diferenciable con dos puntos criticos (0, ..., 0, £1). Consideremos las cartas
(proyecciones)

(,O:tZSl—>Bn

donde S := {x € S* : *£ux,41 > 0} son los hemisferios (abiertos) superior e inferior

de S" y oi(x1,... ,2ps1) = (21,...,2,) tiene inversa o3 (z) = (x,+(1 — ||z|*)"/2).
Entonces (0, ...,0,41) = ¢ '(0) y se satisfacen las relaciones
( . 5 1
(fowi)(z) = +(1 = [lz]")2,
Ofopi'), | Fi
T om, WS T oT
' (1 —[l]")2
P(f opil) + 2
(z) = g | (U= [l27)d5 + 2y ).
[ Owi0m (1= Jlall*)2

En particular obtenemos el cilculo de la matrices hessianas

2(fopT!
Hess (fo 03 = (“3e(0)) | = F (6) = Fh (1.4)
por lo que f es una funcién de Morse.

La simetria de la matriz hessiana (1.3), que es diagonalizable, sugiere como
ejemplo de funcién de Morse a una forma cuadratica g(x) = > | a;2%, cuyo tinico
punto critico es el origen y cuya matriz hessiana en el origen es una matriz diago-
nal con valores en la diagonal 2ay, ..., 2a,. Esta forma cuadratica es una funcién
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de Morse exactamente cuando los valores ay, . .., a, son no triviales. El siguiente
resultado enuncia que, salvo un cambio de coordenadas, podemos reducir el es-
tudio de las funciones de Morse a transformaciones afines de formas cuadraticas
de este tipo. Seguiremos la exposiciéon de Audin y Damian [1, teorema 1.3.1].

Teorema 1.1.3 (Lema de Morse). Si p es un punto critico no degenerado de una funcion
diferenciable f : M — R, entonces existe una carta ¢ : (U,p) — (R",0) tal que

k n
(foo™ )wr, o an) = flp) = D _al+ Y af (1.5)

i=k+1
para algiin 0 < k < n.

Demostracion. Como se trata de un resultado local, basta demostrarlo para el es-
pacio euclidiano R" considerando al origen como el punto critico no degenerado
de la funcién de Morse.

Si P € O(n) es una matriz tal que D = P( 853@
el difeomorfismo lineal g(y) = Py ofrece un cambio de coordenadas (y1, ..., ¥y,) =
g Y(x1,...,2,) = Plz alrededor de 0 € R". Asi la matriz hessiana de f o g en
0 = g~'(0) representa a la forma bilineal (d*f), : ToR™ x ToR™ — R respecto a la
base v = {8%_ lo}. Recalcamos que las matrices que representan a la forma bilineal

(d*f)o respecto a las bases = {8% lo} (inducida por la carta identidad) y 7 estan
relacionadas por una congruencia usando la matriz invertible P = ¢/(0), que es la
matriz de cambio de base de v a § [14, teorema 11.2]; a saber,

[(d*f)oly = P*[(df)o]sP.

(0))i; P es diagona entonces

De donde,
(5520)) = (@1, = P (55=0)) P =D.

Por lo tanto, basta demostrar el teorema para el caso en que la hessiana de f en 0
es diagonal.

Probamos el resultado por induccion sobre la la dimension del espacio eucli-
diano. Para una funcién suave de variable real f : R — R que tiene a 0 como un
punto critico no degenerado se cumple que f'(0) = 0y f”(0) # 0. Utilizando el
polinomio de Taylor de grado 2 de f, obtenemos la expresién

1) = 10+ 10 + o) = o 2 (F i) ae)

'Toda matriz simétrica real es ortogonalmente diagonalizable [14} teorema 10.16.2b].
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donde € = *e es una funcién suave que satisface é(0) = 0. Consideremos ahora la
aplicacién

olo) = oy [0 oy,

que esté definida en una vecindad de 0 de la forma V = e 1 (—|f"(0)|/2,]f"(0)|/2).
Observamos que esta aplicacion satisface

\f”( )l

¢'(0) =

Por el teorema de la funcién inversa, la funcién ¢ es un difeomorfismo en una
vecindad de 0. Ademads, para la coordenada z; = ¢(z) se satisface la relacion

20,

(Fop o) = o) = £0) 2 (L 1 @) ) = 110 2 [t = ri0) 2 42

que proporciona una descomposicién de f como en la ecuaciéon para el caso
base.

Consideramos ahora una funcién suave f : R* — R, con n > 1, que tiene
al origen como punto critico no degenerado y tal que la matriz hessiana de f en
dicho punto es diagonal. Después de realizar un cambio de coordenadas apropia-
do h, utilizaremos una expresion similar a para la funcién f = f o hsobre
la primera variable z; € R de los puntos (z1,y) € R x R"™! = R". Comenzamos
observando que las condiciones sobre f implican que

0= (grad f) 0 = (5—3{1(0,0),.‘.,57{1(0,0))

y la matriz hessiana

8228];1(0’0) 0 0
0 L (0,0) - 0
Hess f0,0) = (dx v (0, 0)>” = : 83328:82: . :
. . . 2 .
0 0 o 52 =(0,0)

tiene rango completo. En particular, se satisfacen las relaciones

of
or 1(0 O) Oa

0% f
813181’1

(1.7)

(0,0) # 0.
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Por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién diferenciable
v (W, 0) (R,0) definida en una vecindad abierta y conexa W de 0 € R"!
tal que le I (4h(y),y) = 0 para toda y € V. Ademas, el Calculoﬂ del gradiente de la
funcion trivial y — %(w(y), y) = 0 € R en el origen ofrece informacién sobre

(grad ¢), € R"

(0,..,0) = (25 ((0),0), .., 572 (1(0),0) ) - (<grﬁfﬁ )0)

_ (grad ).\ _  O°f
= (52£:(0,0),0,...,0) ( ad o) ~ 5 (0.0)(grad v},

La segunda condicién en implica que (grad ¢), = 0 € R*.

Consideremos el cambio de coordenadas dado por la aplicacién h(zi,y) =
(z1 + ¢¥(y),y), definida en la vecindad abierta R x W de (0,0) y tal que 2(0,0) =
(0,0). En efecto, se trata de un difeomorfismo local pues la matriz jacobiana de &

es
d
o= (4 E0)

que es una matriz invertible para cualquier (z;,y) € R x W. En particular,
h'(0,0) = I, pues (grad ¢), =

Ahora consideramos la composicién f = f o h. Bajo el cambio de coordenadas
h, la funcion f satisfac

of _ (p Oh
8:ci_(f oh)-h'- <(gradf)oh a$¢>
9% f %) oh
Ox;0x; 3% <(grad f)eh, 81:,>
0 oh d*h
= <%[(grad f)ohl, pe > + <(grad f)oh, 8x~8x->
J Ly J i
oh 0h d*h
<[(Hess f)ohl- 9z, O Z> + <(grad f)oh, 8xj8xi> . (1.8)
2Para conservar la claridad a lo largo de esta prueba, denotamos con “-” al producto entre

matrices o entre una matriz y un vector, segtin sea el caso.
3Denotamos por e; al i—ésimo vector columna de la base canénica de R™.
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Evaluando estas expresiones en el origen obtenemos

of

oh
500 =((grad /)y 57(0.0)) = (0.e)) =0,

K &*h & f
axjaxl (O O) <(H€SS fOO)) €j7 > <(grad f)(O() a a (0 O)> 837]8.171 (O O)

para 1 < 4,j < n. Es decir, f satisface las mismas hipétesis que f. Ademas, para
cada y € W la funcién de variable real f,(z1) = f(x1,y) cumple

oFf oh
= a—i(o,y) = <(grad Fnoy), a_:cl(o’y>>

= {(grad 1) = 5-((0),) =0

£,(0)

por la eleccién de 7. Utilizamos para estimar la segunda derivada de £, en 0:

_ o2
R0 = 520 0.0
oh oh 0?h
= ([(Hess uoy]- 5-(0.9). 57-0.9)) + ((rad uoyy: 5, 5—(0.9))
0?h
<[(Hess Dwwwl - €1, €1> + <(grad P www, W(O, y)>

- 8515;1 (W(y),y) + <§—i((¢(y),y)),0> = 8:081(;;1 (W(y), ).

Ademas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que jZ’ (0) = 8325;1 (V(y),y)

no se se anula y no cambia de signo en la vecindad conexa W de 0 € R"!, pues

(92:1 &Tl (0,0) # 0y la aplicaciéon y — (¢(y), y) es continua. Tal como en el caso base,
podemos expresar a la funcién f, como

o) = o) 22 (L2 et ),

donde &(x1,y) = *e(1,y) = £ (f(z1,y) = [(0,9) — (¢3/2) (554 (¢(y), y)) es una

funcién suave tal que €(0,y) = 0. Recalcamos que el signo + en esta expresiéon no
cambia por la conexidad de W'
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Observemos ahora que la aplicacion suave

£ %
o(w1,y) = (z (—'fyzfo) + &, y)) y)

estd definida en una vecindad del origen y tiene derivada

174 (0)]
o'(0,0) = % .
0 In—l

Por lo tanto, o es un difeomorfismo en una vecindad de (0, 0) tal que

(foo ™) (u,y) = flz,y) = f(0,y) £ u] (1.9)

para las coordenadas (uy,y) = o(z1,y). Finalmente, notamos que la funcién ¢(y) =

f(0,y) definida en una vecindad de 0 € R"' satisface la relacién (grad ¢), =
(;—;;(O, 0),...,2L(0,0)) = 0y tiene matriz hessiana diagonal no singular

) OTn

92f
Hess qo = <8xjgxi (0’ O)> 2<i,j<n '

Aplicando la hipétesis de induccién a la funcién ¢ = f(0, .), obtenemos a partir de
(1.9) la descomposicion

(fohooto(idg x 7)) (u1,...,un) = (foo to(ide x 771)(u1,...,u,)

k n
= (qom YH(ug, ... ,uy) £ u? = f(0,0) £ u? —Zuf—l—Zuf
=2 k+1

k n
= £(0,0) £ u? —Zuf+2uf
=2 k+1

para algun difeomorfismo 7 definido en una vecindad de 0 € R™! con coorde-
nadas (ug,...,u,) = 7(y). La aplicacién ¢ = (idg x 7) o 0 o h™! es, salvo una
permutacién de coordenadas, la carta buscada. O

Observamos que el nimero k en la ecuacién (1.5) no depende de la carta ¢. En
efecto, la matriz que representa a la forma bilineal simétrica d? f, respecto a la base
B = {32 |,} inducida por ¢ es

9 (fop!) ): L 0
( o0 () 57 ( 0 Iny)’
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La inercia’| de la forma bilineal d*f, : T,M x T,M — R es la tripleta de niimeros
naturales (n — k, k,0) que, por la ley de inercia de Sylvester, sélo depende de la
clase de congruencia de cualquier matriz que represente a la forma bilineal [14,
teorema 11.27]. Por lo tanto, el nimero £ es independiente de la base 5 y de la
carta ¢. La descomposicion de f en y la invariancia de £ motivan el siguiente
concepto.

Definicién 1.1.4 (Indice de un punto critico no degenerado). El indice de un punto
critico no degenerado p de una funcion diferenciable f se define como el niimero natural
Ind(p, f) = k tal que la igualdad se satisface para alguna carta p : (U,p) — (R™,0).
Cuando no haya ambigiiedad, denotaremos esta cantidad por Ind(p). Denotamos al con-
junto de puntos criticos no degenerados de f de indice k por Crity(f).

Asimismo, denominaremos carta de Morse (asociada al par (M, f)) a cualquier
carta ¢ que satisfaga una igualdad como en (1.5) y dominio de Morse a cualquier
abierto de U que sea el dominio de una carta de Morse ¢ : (U,p) — (R",0).

Corolario 1.1.5. Los puntos criticos no degenerados de una funcién diferenciable son
aislados. Si la variedad es compacta, el conjunto de puntos criticos de una funcion de
Morse definida en ella es finito.

Demostracién. En virtud del teorema todo punto critico no degenerado p de
una funcién f : M — R posee una carta de Morse ¢ como en (1.5) tal que

(grad (f o 90))(;,;,,“) =2(—x_, )

para cada z = (x_,z4) en la imagen de la carta. Luego, el tnico punto critico
de f en la vecindad de Morse de p es ¢ !(0) = p. Sea M una variedad suave
compacta, f una funcién de Morse y un dominio de Morse (2, para cada punto
p € Crit(f). Por la compacidad de M, existe una cubierta abierta de M de la forma
{M —Crit(f)} U{Q,,,...,Q,, }, para un subconjunto finito {p,...,p.} C Crit(f).
Por lo tanto, obtenemos

Como cada dominio de Morse €2, contiene un tinico punto critico de f, entonces
Crit(f) = Crit(f) N Uizy e = {p1 - 00} O

“Siguiendo la exposicién en [14, teorema 11.27], consideramos la inercia de una forma bilineal
simétrica definida en un espacio vectorial de dimensién finita como la tripleta (p,n, m) con p va-
lores positivos, n negativos y m nulos en la diagonal de alguna matriz diagonal que la represente.
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A continuacién presentamos un par de funciones de Morse provistas de cartas
de Morse como en (1.5). Para el primer ejemplo seguimos el libro de Milnor [12,
observacion 1.4.2].

Ejemplo 1.1.6. La funcion f definida en el espacio proyectivo CIP" en coordenadas homo-
géneas por f(zp : -+ : z,) = m > r_o klzk|? es una funcién de Morse. En efecto,
consideremos las cartas B

or :Up={(z0: Lzt 2), 20,...,20 €CY — B™, 0<r<n,
dadas por
1
Or(zo o i lizpgg oo zy) = —— (Re(20), Im(z0), . .., Re(z,), Im(2,)) ,
1+ |z]]
donde z = (20, ..., Zr—1, Zr41s - - - » 2n) € C™ Yy cuyo inverso es
_I(J?) o ( Zo+1Yo .. -1 - xTJrl‘Herrl Ca e Tntiyn >
Pr A= V1 fa)? Vi-lel? Vi-llz]?
para x = (To, Yo, - -, Yr—1, Trsls -« - Tns Yn) € ©r(Uy) C B2". Observamos que, pam x

y = corre: 2= |2/ + ||2*) v, por lo tanto, 1 — ||z]||?
(1+[]z]|")~ Luego, obtenemos el cdlculo de f en ¢, (U,):
- (% + i)
(Fogr @) = — oz (r+ S M) = (1 = ) + (1= o) 32 BT
” ” k#r k#r - HxH
= )+ SR ) = - )+ a)
k#r k#r k#r
= > k=rlEEu)+ D k= rlad ), (1.10)
0<k<r r<k<n
donde u, = (0 :---:1:---:0) tiene un 1 en la r—ésima posicién. La expresion (1.10)

tiene, salvo un cambio de coordenadas lineal, la forma de . Mds aiin, esto demuestra
que la funcion f tiene exactamente n + 1 puntos criticos, a saber, los puntos u, con 0 <
r < n. El indice de cada uno de estos puntos es, respectivamente, Ind(u,.) = 2r.

Ejemplo 1.1.7. Consideremos la funcion altura f definida en S™ y las cartas ¢ del ejem-
plo Sea g : B" — B" la biyeccion dada por g(x) = (2 — ||z||*)"/%x. Esta aplicacion
es invariante en S"~' y cumple g(0) = 0. Ademds, observamos que

Xyl

710 = (o2~ Il = s ) (= (v216,),, = VI
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por lo que g se restringe a un difeomorfismo en una vecindad abierta V- C B"™ alrededor
de 0. Sean Qy = 31" (9(V)) vecindades alrededor de los puntos criticos (0, ..., +1).
Comprobamos que las cartas ¢y == g~ ' o oy : Q. — V satisfacen

(f 0 62)(@) = (f 0 g2 (2 — [l2]®)20) = (1 — 2 — [le?)[«]>)?
= (1 - [|2]?)?)? = £1 F |2

= f(0,...,£1) F> i (1.11)
i=1
Luego ¢4 son cartas de Morse y los polos (0,...,1) y (0,...,—1) son puntos criticos de

f de indice n y 0, respectivamente.ﬁ Mds aiin, la definicion de las parametrizaciones ¢y
se puede extender naturalmente a B" como

65 (@) = (9(2), £1F l2lf*) = (2 = |2 ]1*)" 2, £1 F |l]]*), (1.12)

y la condicion se satisface para cada x € B".

R?’l

Figura 1.1: Cartas de Morse para la funcién altura en la esfera.

>Notese que esta propiedad sobre los indices también es evidente en los signos de la diagonal
de la matriz hessiana de (f o ¢ ") calculada en (1.4).
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Ahora presentamos el resultado fundamental de existencia y genericidad de
funciones de Morse (aplicable a variedades encajadas en un espacio euclidiano)
adaptando la exposicién en [1} secciones 1.2a-b] y [12, lema 6.3].

Teorema 1.1.8 (Existencia y genericidad de funciones de Morse). Sea M una sub-
variedad del espacio euclidiano R". Entonces:

I. La funcion diferenciable
fpr M —R
v |lz = p|* = (z — p,z — p)
es una funcién de Morse para casi todo punto p € R".

11. Toda funcion diferenciable puede ser aproximada (en un sentido C*') por una funcion
de Morse uniformemente en cualquier subconjunto compacto de M.

Demostracion. El teorema de Sard afirma que el conjunto de valores no regulares
de una funcién diferenciable entre variedades suaves tiene medida cero [7, p.39].
Utilizaremos este resultado después de probar que el conjunto de puntos p € R"
para los que f, es una funcién de Morse coincide con el conjunto de valores regu-
lares de una aplicacién suave.

Sea m la dimensién de M y ¢ = (1, ...,%,) una parametrizacién de M alre-
dedor de un punto genérico ¢ = (0) € M. Denotamos por v = (u1,...,uy) a
las coordenadas del dominio de v de tal manera que el espacio tangente T, M
se puede identificar con el subespacio vectorial de R" generado por los vectores

g—i(u) = (giuli(u), . %(u)) € R" parai =1,...,m. Obtenemos los calculos
Ofyp _ a(fp 0 1)) _ 0 _ o

5, 5 (1.13)

_ oY\ _ /oY O 0%

En particular, destacamos que los elementos de la imagen de ¢ que son puntos
criticos de f, son exactamente los puntos /(u) € M tales que

0 9,
es decir, los puntos 1 (u) tales que ¢/(u) — p L Ty M. Como podemos cubrir a M
con estas parametrizaciones genéricas 1, los puntos criticos de f, son los puntos
x € M talesquex —p L T, M.
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Recordamos que el haz normal de M (respecto a R") se puede definir como
NM = U, e ({z} x TuM™*). Si{w;(u) : 1 < i < n} es una base ortonormal para
TywR™ = R", tal que el conjunto {w;(u), ... ,wn(u)} genera a Ty,)M, entonces

30) = (2.) = (00, Y v

k=m+1

es una parametrizacién de NM alrededor de (¢,0) = (0,0) con coordenadas
= (u,v) = (U, .. . Up, Vi1, - - - Uy) € R™
Se define sobre N M la aplicaciéon suave E(z,y) = « —y que, bajo las coordena-
das proporcionadas por 1, cumple

8E (E o w 8 8wk
Ve —— ] = 17 , 1,
auj Ou; U kzmjﬂ
E E -
3_:M23_¢_ %wk_ o jem4l
81}]' c%j 8Uj [ (%j

Observemos que la matriz con descomposicion]

Alu) = <%(u), ey 2 (), Wy (), - ,wn(u)>

es una matriz invertible pues { a¢} es una base para Ty, M y {w;} lo es para el
complemento Ty,,)M*. Ademas, multiplicando la matriz transpuesta de A por la
matriz jacobiana de E o 1), obtenemos

M o\ Y Ouwy oY
() -S| ()
A (B0 =
* —(wi,wj>
oY O\ _ N O Bwy
<6ui ? Ouj > Zk:erl Uk< ou;’ Bu: > 0
* _In—m

Por lo tanto, la no singularidad de A(u) para cualquier u en el dominio de ¢ im-
plica que (z,y) = ¥(u,v) € NM es un punto critico de £ si y s6lo si la matriz de

®Consideramos aqui a los vectores y w; como vectores columna.
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tamanom x m

s ({2200, 220}~ 3 B 200

k=m+1

no tiene rango completo. Por otra parte, utilizando la ortogonalidad {%} 1 {we}
y (1.13), podemos expresar los elementos de B como

Bl = (52, Sow) + 3w i)

k=m+1
CJov, o 0%
~ (o) ) ) + (G (o)
. 1 82f¢(u)7v

Finalmente, recordamos que f, no es una funcién de Morse cuando existe ¢ €
Crit(f,) un punto critico degenerado. Equivalentemente, la funcién f, no es de
Morse si y s6lo si existe un punto ¢ € M y una parametrizacion 1 alrededor de
q = (0) tales que ¢ — p € Ty M y la matriz hessiana

2
(aiigzj (O)> =2B(0,q — p)y;

v

no tiene rango completo, es decir, p = ¢ — (¢ — p) = E(q,q — p) es un valor critico
de E. Por el teorema de Sard, el conjunto

{p € R": pesvalorregularde £} = {p € R" : f, es funcién de Morse}

es denso en R".

Para probar la segunda parte del teorema tomemos una funcién diferenciable
cualquiera g : M — Ry el encaje h : M — R"™ dado por h(z) = (g(z), ).
Para un punto r = (¢, p) € R x R” consideremos la funcién f,(y) = ||y — r||* de
la primera parte. Entonces f, o h es una funcién de Morse siempre que f, lo sea,
pues h es un encaje. Obtenemos el computo de la composiciéon

(froh)(@) = (c = g(2))* + ||z —p]’
= ¢ = 2cg(x) + g()* + ||z — pl”,
con una aproximacion

U0l oy L (gla 4 o —alP).
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Sea K un subconjunto compacto de M. Denotemos R = sup,cx ||z|| y L =
supg |g| + supg ||grad g||. Por la primera parte del teorema, podemos elegir r =
(¢,p) € R" con ¢ > 0 arbitrariamente grande y ||p|| < 1 tal que f, sea de Morse. Asi

2 (froh) (@)
2c

la funcién aproximante F, (z) = es de Morse y se obtienen las cotas

1
sup || — g|| < % (L2 + (R+ 1)2) ,
K C

1 1
sup [[grad (£, — g)]| < o (2L* +2(R+ 1)) = - (L*+ R+ 1).
K

1.2. Campos pseudogradientes adaptados a una fun-
cion de Morse

Hemos presentado las propiedades basicas del conjunto de puntos criticos de una
funcién de Morse sobre una variedad compacta. Este se utilizard en el capitulo
para construir el primer ingrediente del complejo de Morse (una sucesion de
modulos). La obtencién del segundo componente del complejo (morfismos entre
modulos) exige proporcionar una estructura que relacione los puntos criticos de
la funcién. Para esto utilizamos el flujo de un campo que une dichos puntos.

Definicién 1.2.1 (Campo pseudogradiente adaptado). Un campo pseudogradiente
adaptado a una funcién de Morse f : M — R es un campo de vectores X en M que
satisface:

L df,(X,) < 0paratodop € M y la iqualdad se cumple si y sélo p € Crit(f).

Il. Para cada p € Crit(f) existe un dominio de Morse ) alrededor de p tal que X, =
—(grad [), para cada q € Q, donde el gradiente se obtiene a partir de la estructura
riemanniana inducida en el dominio de Morse 2 por la carta de Morse correspon-
diente.

Observamos que la condicion [I]implica que la funcién f decrece a lo largo del
flujo de X, pues si 7y es una curva integral de X, entonces

I(fon)

5 (t) = dfy (Y (1) = dfy0)(Xy0) < 0.
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Por facilidad nos referiremos en ocasiones a un campo de vectores que satisfaga
las condiciones|L]y [IL]simplemente como un campo pseudogradiente. Ahora propor-
cionamos el resultado fundamental sobre la existencia de estos campos (para el
caso compacto) siguiendo el texto de Audin y Damian [} seccién 2.1.c].

Teorema 1.2.2 (Existencia de campos pseudogradientes adaptados). Sea M una
variedad compacta y f : M — R una funcion de Morse. Entonces existe un campo
pseudogradiente adaptado a f.

Demostracién. Por el corolario[I.1.5) Crit(f) = {p1,...,p,}. Consideremos una co-
leccion de dominios de Morse {2, : 1 < ¢ < r} que cumple, tal como en
la demostracién del corolario que cada vecindad (2, tiene un tnico pun-
to critico p;. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los dominios de
Morse no se intersecan. Para cada p ¢ Crit(f) consideremos (2, el dominio de
un carta cualquiera ¢, alrededor de p tal que Q, N U = (), para alguna vecindad
U del conjunto finito Crit(f). Sea F' = {€2; : 1 <i <’} una subcubierta finita de
{Q, - 1<i<r}u{Q,: p¢Crit(f)} talque Q; =Q,, parai=1,...,r

Denotemos por ¢; a la carta con dominio §2; y definamos localmente los cam-
pos

Xp = —(dei™ i) (grad (fo 901'_1)@1-@)) =11

Tomando una particién de la unidad {h; : 1 < ¢ < 7’} subordinada a la cubierta
F, extendemos la definicién de cada campo:

Xi - hl(p)X;a JAAS Qia

Afirmamos que X = Z:/:I Xi es un campo pseudogradiente adaptado a f. En
efecto, si p € (); entonces

Afy(Xp) = —d(f 0 97 oy (8rad (f o i), )
—<grad (fo Spi_l)%-(p)v grad (f o @i_l)%(p)>

2

p

- —ngad (fo %_l)cm(p)
<0, (1.14)

y la igualdad se cumple exactamente cuando ¢;(p) es un punto critico de f o ¢!,
es decir, cuando p € Crit(f). En general

dfy(Xp) = > ha(p)df,(X})

i: peQ);
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Como h; > O parai = 1,...,r’, entonces la igualdad ocurre exactamente cuando

cada término en la suma se anula. Asimismo la condicién Z:lzl h; = 1implica que
existe j tal que p € Q; y h;(p) # 0, de donde,

dfp(Xg) = 0.

Por la observacion posterior a (1.14), la igualdad anterior implica que p € Crit(f).

Por otro lado, la construccién de la coleccién {€2, : p ¢ Crit(f)} (disjunta
dominio a dominio con una vecindad de Crit(f)) y la hipétesis de disjuncion
entre los dominios de Morse implican que alrededor de un punto critico cual-
quiera p; existe una vecindad donde el campo X coincide con el campo X} =

—(dei™)gu(q)(grad (fo i), ) = —(grad [),. 0

—grad (f o ¢7'), = 22

Figura 1.2: Trayectorias del campo pseudogradiente adaptado a la funcién altura
en la esfera.

Ejemplo 1.2.3. A continuacién construimos un campo pseudogradiente en S™ adaptado
a la funcién altura f a partir del ejemplo Empleando las cartas de Morse ¢ de
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dicho ejemplo y siguiendo la demostracion del teorema un campo pseudogradiente
X adaptado a f debe coincidir con los campos

X (d(bi )fbi q)( grad (f (bi )¢:l: ) (1.15)

en unos subconjuntos abiertos de los dominios 2y alrededor de (0, ..., +£1), respectiva-
mente. Desarrollamos la expresion a partir de y ,tomando x = ¢4 (q) €
¢i(Qi) =V CB™

Xy = (doi)s(—grad (f o ¢i)s) = (doi'),(+22) = +2(61") (2) - =

T
<2—||x||2>1/21n—(—2 )
! _ 1/2
—iQ( g((x )'x:iQ @ =1l i

— -
grad (f o ¢4 ),
Foz
2|}V 2 &dl -
= el e~ o
$%N

2—WH”2

F2|z||”
1— ||
_ 4 @—HW)W c R™H!

E

2
!

Notamos que la definicién anterior de los canpos X# puede extenderse para cualquier
T € IB%” esto es, para cualquier ¢ = ¢4 (v) € ¢ (IB") = S” En este caso la densidad de

é’fr U éﬁ nos permite dar una definicion global del campo X prescindiendo de la particién
de la unidad:

R
~ _ 21/2 n - - n
%o—a| ClalP? | crent g2 i) € 6B,

2
==l
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Por el lema de Morse y por la propiedad local [[1] en la definicién para
comprender como se comporta el flujo del campo alrededor de un punto criti-
co basta entender la naturaleza del gradiente negativo de una aplicacién ¢(z) =
q(0) — (x_,z_) + (zr,,z,) en una vecindad del origen, donde z = (z_,z,) € RF x
R"*. En este caso, el flujo del gradiente negativo X, = —(grad q), = —2(—z_,z;) =
2(x_, —x) satisface

pl(r) = @' (2o, 20) = (w-e® zpe™™). (1.16)

Las trayectorias de este flujo constituyen una familia de hipérbolas ortogonales a
los conjuntos de nivel N, = ¢~ (q(0) + ¢) = {(z_,z,) € R" : |lz,||* = ¢ + [|z_|*}.
Asimismo, la forma del flujo permite definir un tipo particular de dominios de
Morse adaptados al flujo del campo pseudogradiente. Siguiendo la notacién em-
pleada por Latour [9, capitulo 2] y empleada en [1]], consideraremos

U(67 77) = {<$,,LE+) eR": IQ<'T*711+)_Q(O>| <€ H137H2||.§L’+H2 < 77(€+77)}7 €1 > 07
y los subconjuntos de la frontera
,U(em) = {(a—,z,) €R": qla_,zy) — a(0) = +e, la—|* < n},
O-Ule,n) = {(a_zs) €R": gla_,z.) —q(0) = —¢, 1| < ).

Resaltamos que toda imagen de un dominio de Morse 2, bajo la carta de Morse
correspondiente ¢, contiene un abierto U (e, n) para e, n) suficientemente pequefios
y, por lo tanto, podemos suponer que trabajamos con dominios de Morse cuyas
imagenes coinciden con vecindades de esta forma. Precisamos esta situacién en la
siguiente definicion.

Definicién 1.2.4 (Dominio de Morse adaptado). Un dominio de Morse adaptado es

un dominio de Morse 2 que es la preimagen bajo la carta de Morse correspondiente ¢ de
un conjunto de la forma U (e, n). Ademds denotamos

0:Q = ¢~ (0:U (e, m)).

El siguiente resultado muestra que en una variedad compacta todo punto per-
tenece a una trayectoria del campo pseudogradiente que eventualmente se acerca
a un punto critico.

Proposicion 1.2.5. Si M es una variedad compacta, X un campo pseudogradiente adap-
tado a una funcion de Morse f definida en M y v : R — M una curva integral de X,
entonces existen a,b € Crit(f) tales que

lim (t) =a & lim ~(t) = b.

t——o00 t—+00



1.2. CAMPOS PSEUDOGRADIENTES ADAPTADOS A UNA FUNCION DE MORSE19

0+(U(e;)) '

Figura 1.3: Vecindad U (e, n) y flujo de un campo pseudogradiente.

Demostraciéon. Comenzamos mencionando que la compacidad de M implica que
el campo de vectores es completo, es decir, tiene un flujo definido en el conjunto R
[10} corolario 9.17]. Por la forma de dicho flujo (bajo una carta de Morse) en (1.16),
para probar la primera relacién basta demostrar que existen ¢, € R y una carta
de Morse ¢, : 2, — R" alrededor de algtin punto critico a tal que v(ty) € Q2 y
(pa 0 7)(to) = (x_,0). En tal caso, se cumplird

Im (1) = lim (o, 0 pa0y)(t) = ¢! ( lim (z-€**7),0)) = ¢, (0,0) = a.
t——o0 t——o0 t——o0

Supongamos que esta condicién no se satisface. Afirmamos que existe un valor
T < 0y una vecindad abierta 2 de Crit(f) tal que v(t) ¢ Q paracadat < 7. En
efecto, si y(ty) € . para algin dominio de Morse €2, correspondiente a una carta
de Morse ., entonces se cumple

(e o) (t) = (w70 z e270) gy 240, (1.17)

en una vecindad de ¢, € R. Podemos suponer en tal caso que ¢.(€2.) = U(e,n)
para algunos €,7 > 0y ¢ = f o .. El limite cuando t = —oo de la expresién en la
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segunda coordenada de es divergente. Asi la trayectoria de v proviene del
exterior de Q. = ¢, ' (U(¢,n)) dado que U(e, n) es una vecindad acotada. Por otro
lado, observamos que la definicién del abierto U(¢, ) adaptado a los conjuntos de
nivel y las trayectorias implica que v *(Q2.) C (foy) ' (f(c) —¢, f(c)+€). Més atn,
la igualdad de estos conjuntos ocurre debido a que f decrece a lo largo del flujo.
De hecho, este conjunto es un intervalo abierto

7O = (£ o) @) — € £0) + ) = (1),

donde (f o 7)(t*) = f(c) & e. Como Crit(f) es finito, podemos hacer este anélisis
una cantidad finita de veces y obtener un ntimero 7' < 0 tal que () ¢ Q =
Ueecritp) §2c para cada ¢ < T. Como M — © es un conjunto compacto, entonces
d = sup{df,(X,): pe M —Q} < 0. Luego para cada t < T obtenemos

o) = (fo0 = [ A2 ds = [ apy (s <o(r -

De donde,
lim (£ 07)(t) > lm (f 07)(T) —6(T — 1) = +oo,

t——o0

lo cual es una contradiccién pues la funcién f es acotada en la variedad compacta
M. De manera andloga se prueba que lim;_, . 7(t) es un punto critico. [

Terminamos esta seccién presentando las variedades estables e inestables, que
seran fundamentales para proporcionar la altima condicién necesaria en la cons-
truccion del complejo de Morse.

Definicién 1.2.6 (Variedades estables e inestables). Sea p un punto critico de una
funcién de Morse f : M — Ry X un campo pseudogradiente adaptado a f. La variedad
estable de X en p se define como el conjunto

Wi(p)={ge M: lim ¢'(q) =p}.
—+00
La variedad inestable de X en p como
Wx(p) ={g€M: lim ¢'(q) =p},

donde o es el flujo de X. Cuando no haya confusién, denotaremos a estos conjuntos por
W#(p) y W*(p), respectivamente.
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Por la forma (1.17) del flujo en un dominio de Morse (2 alrededor de un punto
critico p, se cumple que

dim (2 N W*(p)) = dim (M) — Ind(p) & dim (QNW*(p)) = Ind(p).

En general tenemos el siguiente resultado. La prueba de este hecho se encuentra
en el texto de Audin y Damian [1, proposicién 2.1.5.].

Proposicién 1.2.7. Las variedades estable e inestable de un campo pseudogradiente X
adaptado a una funcion de Morse [ en un punto p son subvariedades de M. Ademds se
cumple

dim (W*(a)) = codim (W?*(a)) = Ind(a)

para cada a € Crit(f).

1.3. La condicion de Smale

Para concluir la exposiciéon de los conceptos empleados en la construccion del
complejo de Morse, debemos establecer una condicién que garantice la trivialidad
de la doble composicién de la diferencial del complejo. Este hecho estard garanti-
zado por la transversalidad entre variedades estables e inestables.

Definicién 1.3.1 (Condicién de Smale). Sea f : M — R una funcién de Morse y X
un campo pseudogradiente adaptado a f. El campo X satisface la condicién de Smale si
todas las variedades estables e inestables se intersecan transversalmente, es decir,

W*(p) h W*(q)

para cualesquiera p,q € Crit(f). En tal caso, decimos que (f, X) es un par de Morse-
Smale (definido en M).

Ejemplo 1.3.2. Consideramos el caso del toro T? C R? generado por la revolucién de una
circunferencia alrededor del subespacio vectorial generado por ey = (1,0,0). La funcion
altura f(x,y,z) = z restringida al toro T?, posee cuatro puntos criticos (en orden des-
cendiente) a, b, c, d con indices 2,1, 1 y 0, respectivamente. Ademds, la funcién induce un
campo gradiente X que no satisface la condicion de Smale, pues los dos puntos criticos b
y cde indice 1 tales que f(b) > f(c) poseen variedades inestable y estable, respectivamen-
te, que no se intersecan transversalmente. De hecho, en este caso W*(b) = W*(c), con
dim (W*(b)) = 1 < 2 = dim (T?).
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W (a) a f - f(a)

Wi(0) !

) Ve Lo

Wi (b) = Wi(e)

Wk (c)

€1

7 Wi(d) T f(d)
\J

Figura 1.4: Funcién altura en el toro y campo pseudogradiente adaptado X que
no satisface la condicién de Smale.

Recordamos que una implicacion capital de la transversalidad entre dos sub-
variedades N, P C M consiste en la realizacién de la intersecciéon N N P como
una subvariedad de M que satisface codim (N N P) = codim (N) + codim (P) o,
equivalentemente, dim (N N P) = dim (V) + dim (P) — dim (M) [7, p. 30].

Observamos que si (f, X) es un par de Morse-Smale y p, ¢ € Crit(f) son puntos
distintos que cumplen que W*(p) N W?*(q) es no vacio, entonces existe
x € W¥(p) N W?*(q) y se satisface

flp) = lm f(e'(z)) > lm f(e'(z)) = f(q),

t——o0 t——+o0

pues f decrece a lo largo de las curvas integrales de X y p # ¢. Ademads, como
t — ¢'(z) es una curva integral no trivial, entonces x ¢ Crit(f) y, por lo tanto,

¢! (x)

0+#X, = BT

(0) € T,(W"(p) N W*(q)).
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Concluimos que si W*(p) N W?*(q) es no vacio y p # ¢, entonces

0 < dim (W*(p) N W*(q)) = dim (W*(p)) + dim (W*(g)) — dim (M)
= Ind(p) + (dim (M) — Ind(q)) — dim (M)
= Ind(p) — Ind(q). (1.18)

Por lo tanto, para verificar la condicién de Smale en un campo pseudogradien-
te X, basta demostrar la transversalidad W*"(p) m W#(q) para el caso Ind(p) >
Ind(g). Mas atin, ofrecemos un hecho que utilizaremos en el siguiente capitulo.

Proposicion 1.3.3. Sean (f, X) un par de Morse-Smale en M, p, q puntos criticos que
satisfacen Ind(p) > Ind(q) y o € (f(q), f(p)) C R un valor regular. Entonces W*"(p) N
W*(q) es transversal a f~'(«) y la subvariedad (W"(p) N W*(q)) N f~*(«) tiene dimen-
sion Ind(p) — Ind(q) — 1 > 0.

Demostracion. Six € W*(p)NW*(q)N f~(a) entonces X, es un elemento no trivial
de T,,(W*(p) N W*(q)) tal que X, ¢ Ker (df,) = T..(f*(a)). Por lo tanto, el célculo

dim (T, (W*(p) N W*(q)) + T (f'(a))) > 1+ (dim (M) — 1) = dim (M)

implica la transversalidad (W*“(p) " W#(q)) h f*(«). Luego, la intersecciéon
(W (p) N W2(q)) N f~1(a) es una subvariedad de M de dimension

dim ((W*(p) 1 W*(g)) 1 £~ () = dim (W*(p) 1 W*(q)) + dim (£~ () — dim (M)
= Ind(p) — Ind(q) + (dim (M) — 1) — dim (M)
= Ind(p) — Ind(q) — 1.

]

El siguiente teorema muestra que podemos sustituir un campo pseudogra-
diente cualquiera por uno que satisfaga la condicién de Smale. El resultado fue
originalmente probado por Smale en [16]. Exponemos la versiéon presentada por
Audin y Damian [1, teorema 2.2.5].

Teorema 1.3.4 (Teorema de Smale). Sea M una variedad compactay f : M — R
una funcién de Morse con valores criticos no repetidof’|a; > ... > a. Sea X un campo
pseudogradiente adaptado a f cuyo flujo es transversal a la frontera OM. Entonces existe
un campo X' tal que:

7Es decir, f restringida a Crit(f) es inyectiva.
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I (f,X’) es un par de Morse-Smale.
1. X' = X en una vecindad de Crit(f).
L. X' es una aproximacion de X.

Para probar el teorema y aclarar la nocién de proximidad que considera-
mos en 11} basta considerar el siguiente resultadof| Una prueba detallada de esta
proposicion puede encontrarse en [1, lema 2.2.8]. Aqui probamos que el campo
modificado X’ de la proposicion es un campo pseudogradiente adaptado a
la funcién de Morse.

Proposicién 1.3.5. Sea X un campo pseudogradiente (cuyo flujo es transversal a OM)
adaptado a una funcion de Morse f definida sobre una variedad suave compacta M con
valores criticos no repetidos oy > ... > a,.. Si 0 > 0 satisface

a1 +20< i, i=1,...,r—1,
entonces para cada e > 0 existe un campo de vectores X' tal que
I. X' = X en el complemento del subconjunto compacto K = J;_, f~[cu+0, o;+20].
IL sup [|[ X — X'|| = supg | X — X'|| <e
L. Wt (p;) MW4(p,), 4,j=1,...,r O

En efecto, dado este resultado, resta demostrar que el campo X’ de la pro-
posicion sigue siendo un campo pseudogradiente adaptado a f. Sea (2; un
dominio de Morse alrededor del punto critico p; con valor critico o; = f(p;). Con-
sideremos dichos dominios de tal manera que 2; C M — K. Tomemos 7 > 0 tal
que

—7 = sup dfy(X,) <0,
pEM—S2

con Q = J._, ;. Aplicando la proposicién al niimero

-
€ = >
1+ supg [lgrad f||

0,

8La norma utilizada en la proposiciéon es la norma inducida por alguna estructura rieman-
niana definida sobre la variedad compacta, que se puede encajar en un espacio euclidiano.



1.3. LA CONDICION DE SMALE 25

Figura 1.5: Campo modificado X’ en una vecindad de Morse del punto critico c; a
partir del campo X.

obtenemos

dfp(X') < |dfp(X" = X)| =7 = [{(grad f), (X' = X)p)| =T
< |[(grad f)pll - [[(X = X"),|| — 7

< [I(grad f)yll - e =7
<0

para cada p € K. Como X’ = X en la vecindad abierta M — K de Crit(f) y X es
un campo pseudogradiente adaptado a f, entonces en general

df,(X3) <0

para cada p € M y la igualdad se cumple exactamente en Crit(f). Por lo tanto, X’
es un campo pseudogradiente adaptado a f que satisface la condicién de Smale.

Recalcamos que el teorema [1.3.4|retiene amplia generalidad, pues toda funcién
de Morse puede ser reemplazada por una funcién de Morse con valores criticos
no repetidos arbitrariamente cercana (en sentido C'), como comentan Audin y
Damian [1, seccién 2.2.c]. Concluimos este capitulo con una aplicacién directa de
esta observacion en conjuncién con los teoremas|[1.1.8|[1.2.2)y [1.3.4]

Corolario 1.3.6. Sea M una variedad compacta. Entonces existe un par de Morse-Smale
(f, X) definido en M. O
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Capitulo 2

El espacio de ligaduras

En este capitulo presentamos y estudiamos el conjunto de ligaduras (trayectorias
quebradas) entre dos puntos criticos de la variedad, estructura necesaria para la
definicion de la diferencial del complejo de Morse. A lo largo de este capitulo
utilizaremos una variedad compacta M provista de un par de Morse-Smale ( f, X)
y un flujo ¢ asociado al campo X.

2.1. El espacio de trayectorias

En estas dos primeras secciones consideraremos dos puntos criticos p y ¢ tales que
Ind(p) > Ind(q)y f(p) > f (q)ﬂ La interseccion W¥(p) NW3(q) es una subvariedad
conformada por todos los puntos de la variedad que se encuentran sobre alguna
curva integral de X que une p con ¢. Para referirse de manera sintética a este
conjunto proporcionamos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1 (Espacio de puntos intermedios). Sean p y q puntos criticos de f.
Llamamos espacio de puntos intermedios (de p y q) a la variedad
Ix(p @) = Wi () NWi(g) ={z € M: lm ¢'(z)=p & 1m ') =q}.
La observaciéon fundamental que hacemos sobre este espacio es que, aunque
tiene la topologia inducida por las variedades estable e inestable, podemos des-

componerlo topolégicamente como un producto particularmente 1til empleando
la compacidad de la variedad M.

'En realidad, para estudiar las trayectorias nos interesa tinicamente el caso en que se cumple la
condicion W*(p) N W*#(q) # 0 para p # q.

27
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Lema 2.1.2. Sea o € (f(q), f(p)) un valor regular de f. Entonces

Ix(p,q) = (Zx(p,q) N (@) x R.

Demostracién. La proposicion asegura la transversalidad Zx (p,q) h f~'(a) y
que ZIx(p,q) N f*a) es una subvariedad (con dimensi6n
dim (Zx (p, ¢)) — 1). Definimos la aplicacién del producto topolégico al espacio de
puntos intermedios

¢: (Ix(p.q) N [N (@) x R — Ix(p, q),

como la restriccién del flujo ¢ : M x R — M. Recordamos que la definicién del
flujo en R es posible por la compacidad de M [10, corolario 9.17]. Recalcamos que
cada punto en Zx(p, ¢) estd unido a exactamente un punto del conjunto de nivel
f~*(«) por una trayectoria del campo. Por la inyectividad de las trayectorias (f es
decreciente a lo largo del flujo), deducimos que ¢ es una biyeccién.

Demostraremos ahora que ¢ es una funcién abierta. Sean U X (a,b) C
(Zx(p,q) N f~*(a)) x R un abierto bésicoy y = ¢(z,s) € ¢(U x (a,b)). Enton-
ces U = VN (Zx(p,q) N f~(«)) para algun abierto V de M alrededor de z. El
resultado serd consecuencia de la existencia de una base de vecindades de cajaf|
(abiertas) de z en M de la forma

Wi =W x (—¢,¢) ={¢'(y) :yeW & —e<t<el}

donde W es una vecindad (abierta) de x en la subvariedad f~'(a) y € > 0. To-
mamos 0 < ¢ < min{b —s,s —a} yW C VN f(a). Como ¢* : M — M es
un difeomorfismo, en particular es una aplicacion abierta y por lo tanto ¢*(Wy) =
©*(e(W x (—€,€))) = (W x (s —€,5+¢€)) es un conjunto abierto en M tal que
y = p(x,s) € *(W;). La invariancia de Zx (p, ¢) bajo el flujo implica

(W) NZx(p,q) € o((V N fHa)) x (a,b)) NIx(p,q)
= (U x (a,b)) = ¢(U x (a,b)).

Por lo tanto, encontramos una vecindad abierta ¢*(W<) N Zx(p,q) de y en Zx(p, q)
contenida en ¢(U x (a,b)). Concluimos que ¢ es un homeomorfismo. H

Notamos que el cociente Zx (p, ¢) /R inducido por la accién del grupo R en Zx (p, q)
dada por
r-x=¢(x), reR, (2.1)

2Este tipo de vecindades son utilizadas por Audin y Damian, por ejemplo, para probar la exis-
tencia de pares de Morse-Smale [1, teorema 2.2.8].
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representa de manera natural al conjunto de trayectorias de X que unen p con ¢,
pues las curvas integrales en Zx(p, ¢) son exactamente las érbitas de esta accion.
Esta cualidad motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.1.3 (Espacio de trayectorias). El espacio de trayectorias entre los puntos
criticos p y q es el cociente

Lx(p,q) = Ix(p, q)/R = (W (p) " Wx(q))/R,
bajo la accion .

En la siguiente proposicion ofrecemos una manera de identificar a este espacio
con una subvariedad de M.

Proposicion 2.1.4. Sea o € (f(q), f(p)) un valor reqular de f. Entonces

Lx(p,q) = Ix(p.q) N [ (a).

Demostracion. Ellema proporciona un homeomorfismo

¢ (Zx(p,q) N fH @) x R — Ix(p, q).

Seaw:Zx(p,q) — Zx(p,q)/R = Lx(p, q) la proyeccién inducida por el cociente y
T (Ix(p,q) N fHa)) x R — (Zx(p,q) N f~*(«)) la proyeccion del producto al
primer factor. Notamos que 7 es una aplicacién de identificaciénﬁ por construc-
cion de la topologia del cociente y 71 lo es por ser una funcién suprayectiva y
abierta [13, teorema IV.2.34]. Ademads ¢ pone en correspondencia las fibras de
con las érbitas de Zx (p, ¢). Luego, 7o ¢ y m; son dos aplicaciones de identificacién
compatibles. Concluimos que la aplicacion 7 o ¢ pasa al cociente como un homeo-
morfismoﬁentre Ix(p,q)Nf(a)y Lx(p,q) que asignaacadaz € Zx(p,q)Nf(«)
la trayectoria del campo que pasa por = (representada por 7 (x)):

(Zx(p,q) N () x R ——=— Tx(p,q)

I !
Ix(p.a) N fH (@) - Lx(p,q)

]

3Una funci6n suprayectiva f : (X, 71) — (Y, 72) entre espacios topoldgicos es una identifica-
cién, o aplicacién de identificacién, si Y tiene la topologia inducida por X a través de f, esto es,
n={VCY: ff4(V)emn)

“Para ello se utiliza la Propiedad universal de las identificaciones [13} teorema IV.2.22].
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Resaltamos que los homeomorfismos exhibidos en las proposiciones y
2.1.4no dependen del valor regular c.

La construccién del complejo se basa en la posibilidad de contar las trayecto-
rias (los elementos de Lx(p, ¢)) entre dos puntos de indice consecutivo. En dicho
caso, Zx(p, q) es una 1—variedad y Lx(p, q) =~ Zx(p,q) N f~'(«) es un espacio dis-
creto (tiene dimension 0).

2.2. El espacio de ligaduras

Expondremos ahora un espacio que generaliza el concepto de trayectoria e incluye
a las trayectorias quebradas que unen maés de dos puntos criticos.

Definicién 2.2.1 (Espacio de ligaduras). Sean p, g dos puntos criticos tales que f(p) >
f(q). El espacio de ligaduras entre los puntos criticos p y q se define como la union disjunta

Lxpa)=  |J  TIex(e e,

(€0se-sCm )ECH,q =1

donde C,, es el conjunto de tuplas de la forma (co, ..., cy), para algin m > 0, ta-
les que p = co,...,c,, = q € Crit(f), Ind(¢;) > Ind(cit1) v f(ci) > f(cit1) para
1=0,...,m—1

Llamaremos a cada elemento del conjunto Lx (p, q) una ligadura entre p y q. Asimis-
mo, cada ligadura de la forma ( = ({y,--- ,{,,) con al menos dos elementos en la tupla
(m > 2) serd denominada una trayectoria quebrada entre p y q.

Ejemplo 2.2.2. Consideramos el caso del toro T* C R® y la funcion altura f del ejemplo
Después de realizar una modificacién del campo como en la proposicién se
obtiene un campo X que satisface la condicion de Smale ilustrado en la Figura

Esta variedad compacta, con esta funcion de Morse, tiene exactamente un punto critico
a de indice 2, dos puntos criticos b y c de indice 1 y un punto critico d de indice 0. Por lo
tanto, obtenemos un espacio de ligaduras entre los puntos extremos a y d dado por

Lx(a,d) = Lx(a,d) U (Lx(a,b) x Lx(b,d)) U (Lx(a,c) x Lx(c,d)).

Un elemento del primer sumando es cualquier trayectoria del campo que una a con d. Un
miembro del sequndo sumando es la ligadura (trayectoria quebrada) (¢, (s) donde (, une
aconbylyunebcond.
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d

Figura 2.1: Trayectorias del campo modificado X en T.

Tal como pone de relieve el ejemplo anterior, cuando Ind(p) = Ind(q) + 2 la
estructura de Lx (p, ¢) puede entenderse en dos partes disjuntas:

Lx(p,q) = Lx(p,q) U U Lx.o) xLx(cq) ). (2.2)

Ind(c)=Ind(p)—1

Cuando Ind(p) = Ind(q) + 1 tenemos simplemente Ly (p, q) = Lx(p, q).
Para estudiar el espacio de ligaduras, definiremos en él una topologia siguien-
do a Audin y Damian [1], que adaptan el trabajo de Latour [9, capitulo 2].

Definicién 2.2.3 (Topologia del espacio de ligaduras). Sea A = (A,...,\,) €
Lx(co,c1) x =+ X Lx(cm_1,¢m) C Lx(p, q) una ligadura entre p y q. Sean ; dominios
de Morse adaptados alrededor de cada punto critico c;. Definimos para cadai=1,...,m
el punto \;_, como la interseccién de \; con 0_Q;_ y el punto X} como la interseccion de
\i con 9,8);. Sea UF una vecindad del punto )\ en 0..8); (contenido en el subconjunto de
nivel correspondiente a 05);). Denotamos las colecciones de vecindades obtenidas por

Ut = (Uf,...,UD), U =U,,...,U. ),
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A AN )
M ‘\‘ /.\12 \\ ‘
¢ —._—// ‘ ‘K_>——>/ I . { cm

Figura 2.2: Vecindad de una ligadura A.

y llamaremos a (U*,U~) un par de colecciones de vecindades asociado a \.

Definimos la vecindad de X = (\y, ..., A\n) en Lx(p, q) inducida por el par (U*,U™)
como el conjunto W(A, Ut U™) cuyos elementos son las ligaduras pn = (py, ..., px) €
Lx(p, q) para las que existe una sucesion de indices 1 = ig < - -+ < i), = m tal que

L p; e EX(Cij—l7 Cij)/

IL p; interseca a las fronteras 0SY;, . y 0SY;; dentro de las vecindades U;_ y U;,
respectivamente,

para cada j = 1,... k. La topologia de Lx (p,q) es la topologia inducida por la base de
vecindades formada por los conjuntos de la forma W(\, U*, U~) donde \ € Lx(p,q) y
(U*,U") es un par de colecciones de vecindades asociado a \.

Enfatizamos que la condicién £ < m (necesaria en la definicién) implica que
las ligaduras cercanas a A tienen a lo mds la misma cantidad de quiebres que .
Las observaciones principales que haremos sobre la topologia de este espacio las
condensamos en el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.4. El espacio Lx (p, q) es 2—numerable y su topologia coincide en Lx (p, q)
con la topologia cociente de Lx (p, q) dada por la definicion 2.1.3]]

Demostracién. Sean cy,...,c, € M todos los puntos criticos tales que

Ind(p) > Ind(c,) > Ind(coy1) > Ind(q), a=1,...,7r—1.

>La proyeccion cociente es la aplicacion de identificacion 7 descrita en la demostracién de la

proposicion2.1.4]
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Denotemos ¢y = py ¢,+1 = q. Fijemos dominios de Morse adaptados €, ..., {4
alrededor de cada punto critico y sea V una base numerable de la topologia de la
variedad M. Sea una sucesion 0 = ap < --- < a,, = r + 1 tal que

Ind(cy,) > Ind(cqa,,,), i=0,...,m—1, (2.3)

y tomemos colecciones de abiertos béasicos Vi*,...,. V.- e Vy V,,...,V. | €V
tales que U;" = V;* N 0.0, # 0 parai = 0,...,m. Denotemos U™ = (U;",...,U})
y U™ = (Uy,...U, ). Definimos W(U",U~) como el conjunto de puntos A =

(A1s---, Ak) € Lx(p,q) para los que existe una sucesion 0 = ip < -+ < iy = m
tal que \; € £ X(Caij,l , cal.j) y A; interseca las fronteras 01, |y 02, dentro de

U, .y U;r, respectivamente. Este es un conjunto abierto de Lx(p, ¢). Como hay
una cantidad finita de sucesiones de indices que cumplen y V es numerable,
entonces la coleccion de todos los conjuntos de la forma W(U", U™) es una familia
numerable y es adem4s una base para la topologia de Lx (p, q).

Para estudiar el subespacio Lx(p,q) con la topologia inducida por Lx(p,q),
basta tomar la sucesiéon de indices 0 = oy < a; = r + 1. En esta caso, los conjuntos
W(UT,U") descritos en el parrafo anterior son los conjuntos de trayectorias A €
Lx(p, q) que intersecan a las fronteras 0_€ y 0,2, 41 en abiertos de la base V de la
variedad. Asumiendo, sin pérdida de generalidad, que los conjuntos de nivel en
los que se encuentran estas fronteras corresponden a valores regulares y usando
el homeomorfismo de la proposicion concluimos que esta topologia para
Lx(p, q) coincide con la topologia original, es decir, la topologia cociente. O

Ahora ofrecemos un resultado de topologia, cuya demostracién se puede con-
sultar en [13, seccion VIIL2], y el teorema principal sobre la topologia del espacio
de ligaduras.

Proposicién 2.2.5. Un espacio topolégico 2—numerable es secuencialmente compacto si
y sélo si es compacto. O

Teorema 2.2.6 (Compacidad del conjunto de ligaduras). EI conjunto de ligaduras
Lx(p, q) es compacto.

Demostracién. La prueba de este enunciado se puede hallar en el trabajo de Latour
[9, proposicién 2.6]. Aqui puntualizaremos algunos pasos de la demostracién. En
virtud de las proposiciones y basta demostrar que cada sucesién en
Lx (p, q) tiene una subsucesion convergente (es decir, el espacio es secuencialmen-
te compacto). Una sucesién (£"),cy en Lx(p, q) tiene una subsucesion en alguno
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de los uniendos de la definicién de Ly (p, q) y, por lo tanto, podemos suponer que
es de la forma

"= (01,....0y) € Lx(p,c1) X -+ X Lx(Cm-1,q), ¢; € Crit(f).
Observamos que si

lim g;L = /\j = (Aj,la ceey )\j,kj> c ;CX(Cj_l, C;J) XX /;X(C;‘,kjfh Cj)u C;',h S Crlt(f),

n—oo

paraj =1,...,m,entonces lim, oo " = (A1, ..., An) = M1y Amk) € Lx (D, Q).
En efecto, esto es cierto debido a que todo par de colecciones de vecindades

+_ (7t + - (- -
U = (U,...,U ..), U =U-Upp 1)
asociado a (Aq, ..., \,,) se restringe a pares de colecciones de vecindades
+ _ ([7+ + - (- -
Uj - (Uj,h"'?Uj,kj)’ Uj - <Uj70""’Uj’kj_1)7

asociados a cada \; € Lx(cj_1,¢;), que cumplen
W()\l, Uii_ﬂ U1_> X X W(/\mu Ujr_u U7_n) - W((Ah sy )‘m)7U+7U_)'

Luego, basta demostrar que cada sucesién componente (E;?)HGN, compuesta por
trayectorias en Lx(c;j_1,¢c;), tiene una subsucesién convergente en el espacio de
ligaduras correspondiente Lx (c;_1, ¢;) para extraer, componente a componente, la
subsucesién de (*),en convergente en Lx(p, q). Probaremos este resultado para
Lx(p, q).

Sea (/,)nen una sucesién de trayectorias entre p y ¢, es decir, ¢, € Lx(p,q).
Fijemos dominios de Morse adaptados €2, y (2, alrededor de cada punto p y ¢,
respectivamente. Como cada punto de interseccién ¢,, (de ¢,, con 0_(2,) pertenece
al conjunto compacto W*(p) N 9_Q, ~ S™4®~1 entonces, salvo la extraccion de
una subsucesion, existe p~ = lim,,_,, £,, =€ W*(p) N 0_K,,.

Consideremos la trayectoria A\ (t) = ¢'(p—). Si A termina en ¢ podemos con-
cluir, recordando la equivalencia topolégica de la proposicion que

lim ly =X\ € Lx(p,q).
En caso contrario, tomemos ¢; = lim; o, A (t) € Crit(f), que satisface Ind(p) >
Ind(c;). Como ¢* es un difeomorfismo para cada ¢ > 0y A;(¢) yace eventualmente
en un dominio de Morse adaptado 2; de ¢, entonces /,, penetra eventualmente el
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dominio €, para n suficientemente grande, en un punto d;; ¢ W#(¢;). Luego ¢,
sale de 2, por otro punto d,, € 0_; y, por la forma del campo en un dominio de
Morse expuesta en (1.16)), se satisface

lim d,, € W*(c1) NO_y.

n—oo
Repitiendo la construccién de A;, primero para el punto ¢; = lim,_,., d;, y su-
cesivamente (a lo méds Ind(p) — Ind(q) — 1 veces), obtenemos una ligadura A\ =
(A1,-- ., Am) € Lx(p, q) que es el limite de alguna subsucesién de (¢, ),en. O

Como consecuencia del teorema podemos afirmar que si Lx(p, q) es dis-
creto, entonces es finito por compacidad. Por lo tanto, a partir de las observaciones
finales de la seccion 2.1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.7. SiInd(p) = Ind(q) + 1 entonces Lx (p, q) = Lx(p, q) y es un conjunto
finito. O

Ahora presentamos el resultado central de esta seccién, concerniente a la es-
tructura de Lx(p, ¢) como variedad con frontera en un caso particular.

Teorema 2.2.8 (Estructura de variedad con frontera del conjunto de ligaduras). Si
Ind(p) = Ind(q) + 2, entonces Lx(p, q) es una 1—variedad con frontera tal que

aZX(pa Q) = U EX(pv C) X £X(c7 Q)

Ind(c)=Ind(p)—1

Demostracion. Por la descomposicién disjunta en (2.2), resta ver que las trayecto-
rias quebradas (A;, A2) son puntos frontera de L x(p, ¢). Audin y Damian [1, propo-
sicién 3.2.7] demuestran que, alrededor de cada trayectoria quebrada A = (A1, \2),
existe un encaje ¢ : [0,6) — Lx(p, q), diferenciable en (0, §), que cumple

¢(0) :(>\17>\2)7
W(s) € Lx(p,q), 0<s<o.

Ademds, este encaje satisface que si (/,),,oy €s una sucesién en Lx(p, g) que con-
verge a A, entonces la sucesion yace eventualmente en ([0, d)). Aqui refinamos
Unicamente la conclusién de su demostracién para explicar por qué el teorema se
deriva facilmente de la existencia de este encaje.

Basta demostrar que 1/([0, §)) es una vecindad de A en Lx(p, q). La prueba es de
caracter topolégico y utilizaremos que Lx (p, ¢) es 1-numeable al ser un espacio
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2—numerable. Sea (U,), . una base de vecindades de A en Lx(p, ¢) numerable
y anidadaﬂ Si ([0, 9)) no fuese una vecindad de A, entonces para cada n € N
podriamos escoger ¢, € U,, — ([0, 9)). En tal caso lim,,_,» £, = A, ya que ¢, € Uy, C
U, para cada k > n, lo cual contradiria las propiedades de . Por lo tanto, existe
un abierto U C 9([0,6)) de Lx(p, q) tal que A € U. Mds atin, utilizando que v es
un encaje, existe 0 < e < 4 tal que [0,¢) C ¢ 1(U). Luego, V = ¥([0,¢)) C U es
un abierto de Lx(p,q) tal que A € V. La aplicacién ¢y~ : V — R es una carta
alrededor del punto frontera . O

Para terminar esta seccién, ofrecemos algunos resultados fundamentales para
la construccion del complejo que se deducen de los teoremas[2.2.6]y [2.2.8 Primero
recordamos la conocida clasificaciéon de las 1—variedades compactas y conexas,
que puede consultarse en el libro de Prieto [13, teorema XI.3.2] o bien en el texto
de Audin y Damian [1} teorema 2.3.2].

Teorema 2.2.9 (Clasificacion de 1—variedades). Sea V' una 1—variedad compacta y
conexa.

. SidV = () entonces V ~ S
II. Si 0V # () entonces V = [0, 1]. O

Corolario 2.2.10. Si V es una 1—variedad compacta entonces ocurre exactamente una de
las siguientes situaciones:

L. OV =10,

II. OV es la suma topoldgica (discreta)

oV ~ ]:[{O, 1},
i=1

donde 0 < r < oo es la cantidad de componentes conexas de V' con frontera. O

Corolario 2.2.11. Si Ind(p) = Ind(q)+2 entonces Lx (p, q) es una 1—variedad compacta
con frontera tal que

Lxp.)= | Lxp.o)xLx(cq)

Ind(c)=Ind(p)—1

tiene un niimero par de elementos. O

%Puede obtenerse a partir de una base de vecindades numerable (Un)neN simplemente toman-
doU,=UNn---NU,.



Capitulo 3

El complejo y la homologia de Morse

En el presente capitulo exponemos la definicién del complejo y la homologia de
Morse, abordamos el caso de las variedades con frontera y exponemos la propie-
dad fundamental de invariancia de la homologia.

3.1. El complejo de puntos criticos y la diferencial

Definicién 3.1.1 (Complejo de Morse sobre Z,). Sea M una variedad compacta y
(f,X) un par de Morse-Smale definido en M. Definimos el complejo de Morse de M
asociado al par (f, X ), denotado por C(f, X) = (Ce(f), 0X), de la siguiente manera:

1. Para cada k € Z, definimos Cy,(f) como el Zy—espacio vectorial libremente genera-
d por los puntos criticos de f de indice k, es decir,

Cr(f) = B Zsa.

a€Crity (f)
Este espacio vectorial constituye el k—ésimo Zy—mddulo del complejo de cadena.

1. Para cada a € Crity(f), definimos la diferencial 8;° en a como

o (a)= > nx(a,bb € Cpalf),

beCritk—1 (f)

!Consideraremos al espacio generado por el vacio como el espacio trivial. En otras palabras,
cuando no hay puntos criticos de indice k entonces C(f) = 0. En particular, C(f) = 0 cuando
k¢ {0,...,dim (M)}.

37
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donde nx(a,b) es la clase médulo 2 de la cardinalidad del conjunto (finito) de tra-
yectorias Lx(a,b) con b € Crity_1(f). Para obtener 9;° : Cy(f) — Ci_1(f), se
extiende linealmente su definicion.

Ejemplo 3.1.2. Ilustramos el cdlculo del complejo de Morse con un par de casos. Consi-
deremos el par de Morse-Smale ( f, X) definido en el toro T? del ejemplo El conjunto
de puntos criticos Crit(f) = {a, b, ¢, d} induce los Zy—espacios vectoriales

Co(f) 2 Za, Ci(f) 2Ly &Ly, Co(f)= Lo
Podemos obtener los valores nx de la definicién de la diferencial 9% como
nx(a,b) =nx(a,c) =2=0, nx(b,d) =nx(c,d)=2=0.

Luego,
05 (a) =0b+0c=0, O (b)=0;(c)=0d=0,

por lo que la diferencial 0% es trivial. El complejo de Morse de T? asociado a (f, X) estd
representado por el diagrama conmutativo:

> 0 0 y Zin 0>Z2@Z2 0>Z2 0 > 0
I

| PR . | . | "
s O 2 Gl —Z ) —E Golf) X () — -

Ahora obtenemos el cdlculo del complejo de Morse del espacio CP™ asociado al par
(f, X), donde f es la funcion f del ejemplo[1.1.6]y X es cualquier campo pseudogradiente
adaptado a [ que satisfaga la condicién de Smale. Por la descomposicion de los puntos
criticos de f obtenida en el ejemplo[1.1.6] tenemos

Zy , kespar,
0 , kesimpar.

Ck(f)g{

Luego, cada diferencial 0% : Cy(f) — Cr_1(f) debe ser trivial. De manera esquemdtica,
el complejo de Morse de CP" asociado a (f, X) es:

0>Zz 0 > 0 0o ... 0>Zg 0 > 0
o || ||
- —— Oy(f) —= Cora(/f) o » Co(f) —— C(f) — -
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Para terminar la exposicién de la construccién del complejo debemos demos-
trar que Ox es en efecto una diferencial para el complejo. Esta situacion la expre-
samos en el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.3. Si M es una variedad compacta y (f, X) es un par de Morse-Smale
definido en M, entonces
OX 00 =0, kecZ (3.1)

Demostracién. Equivalentemente, probaremos que la composicién se anula en to-
dos los elementos de la base de Cj(f). Si a € Crit,(f) entonces

0 005 @) = 3 nxlab)- 0, (1) = anm,b)-( anw,c)c)

beCriti_1(f) beCrity—1(f) c€Critg_o(f)
= Z ( Z nx(a,b) - nx(b, c))c.
c€eCritg_o(f) beCritg 1 (f)
Luego, (05, 0 3Y)(a) = 0 exactamente cuando
Z nX(a7 b) ¢ (ba C) =0 (32)
bGCritk_l(f)

para cada ¢ € Crit,_»(f). Observamos que el producto de clases nx(a,b) - nx (b, c)
es la reducciéon médulo 2 de la cardinalidad del conjunto Lx (a,b) x Lx (b, ¢) y, por
lo tanto, la cantidad en el miembro izquierdo de es la reduccién médulo 2 de
la cardinalidad del conjunto

U £x(a,b) x Lx(b,0).

beCrity_1(f)
Por el corolario [2.2.11} concluimos que la igualdad (3.2) siempre ocurre y, por lo
tanto, se satisface la relacién (3.1). O]

3.2. Variedades con frontera

En esta seccién exponemos la construccién del complejo de Morse para el caso de
variedades con frontera. Consideraremos una variedad M compacta con frontera.

Si X es un campo pseudogradiente (adaptado a alguna funcién de Morse defi-
nida en M) que es transversal a M, entonces las variedades estables e inestables
del campo X se intersecan en el interior de la variedad. Asi la definicién de par de
Morse-Smale se extiende de manera natural al caso de las variedades con frontera.
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Definicién 3.2.1. Un par de Morse-Smale definido en una variedad M con frontera es un
par (f, X) constituido por una funcion de Morse f : M — R y un campo X entrante o
salienteﬂ en M tal que (f|ine(ar), X |ine(ar)) €s un par de Morse-Smale definido en int (M).

De manera andloga al caso sin frontera, si p y ¢ son puntos criticos y o €
(f(q), f(p)) es un valor regular de f, entonces el espacio de puntos intermedios
Zx(p,q) = W*(p) NW*(q) es homeomorfo a un subconjunto abierto de la variedad
(Zx(p,q) N f~H«a)) x R, a saber,

Ix(p,q) = DN [(Ix(p.q) N f=1(a)) X R],

donde D C M x R es el dominio del flujo de X. Con esta adaptacién, obtenemos
de manera andloga al caso sin frontera, en la proposicion el homeomorfismo

Lx(p.q) =ZIx(p,q) N fH(a).

La conclusién andloga que se deriva de este hecho es que L x (p, ¢) es una 0—variedad
cuando py ¢ tienen indices consecutivos.

La prueba de la compacidad de Lx(p,q) pasa directamente para el caso con
frontera haciendo la observacién de que el argumento para obtener la ligadura
A al final de la prueba del teorema permanece valido. En efecto, no pode-
mos concluir directamente la propiedad la proposicién si OM # (), pero si
(€n)nen C Lx(p,q) es una sucesién de trayectorias, ¢, es el punto de interseccién
de cada trayectoria /,, con la frontera de una vecindad de Morse alrededor de p y
p_ = lim,_, ¢,,, entonces necesariamente la curva integral de X que pasa por p_
estd definida en R, parte de p y termina en un algin punto ¢ € Crit(f).Asi, el caso
de variedades con frontera admite la definicion del complejo de Morse y la
propiedad de la diferencial correspondiente.

Para finalizar esta seccién, presentamos la existencia de pares de Morse-Smale
para variedades con frontera. Emplearemos los resultados de existencia de los
capitulos(I]y 2} asi como el siguiente concepto.

Definicién 3.2.2. El doble de la variedad M es el espacio de adjuncién que se obtiene de
identificar en la suma topoldgica (ajena) de dos copias de la variedad M a las fronteras a
través del difeomorfismo id : OM — OM:

2M = MUyM = (MUM)/x~x , x€dM.

2Nombraremos de esta manera a campos que apunten hacia adentro o hacia afuera de la variedad,
respectivamente
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Si M es una variedad compacta con frontera, entonces 2/ es una variedad
compacta (sin frontera) [10, teorema 9.29]. Por lo tanto, se pueden aplicar los resul-
tados de existencia expuestos hasta el momento para la variedad 2 y restringir
el andlisis a alguno de los dos subespacios de 2/ difeomorfos a M. Sin embargo,
se debe precisar inicialmente el comportamiento del campo pseudogradiente alre-
dedor de OM. Explicitamente, construiremos un campo en 2M que sea entrante en
una de las copias y saliente en la otra. Esta condicién dual permitird diferenciar las
dos construcciones posibles del complejo para variedades con frontera. Siguiendo
a Lee [10, capitulo 9.4], emplearemos vecindades de collar alrededor de la frontera
de la variedad.

Proposicién 3.2.3 (Existencia de pares de Morse-Smale para variedades con fron-
tera). Sean M una variedad con frontera y ¢ : (—1,1) x OM — V un difeomor-
fismo sobre una vecindad abierta V. C 2M tal que existen dos subespacios M_, M, de
2M difeomorfos a M que cumplen ¢(]0,1) x OM) € M_, ¢((—1,0) x OM) C M, y
M_ N My = ¢({0} x OM). Entonces existe un par de Morse-Smale (f, X) definido en
2M tal que X es un campo entrante en M_ y saliente en M., .

Demostracion. Consideremos la vecindad abierta U = ¢((—1,2) x9OM) C Vy
una particién de la unidad {¢;, 1} subordinada a la cubierta abierta {V,2M — U}
de 2M. Definamos en U la funcién ¢(¢(t,z)) = t, que se extiende a una funcién
g = Yrg en 2M. Observamos que Y = grad g es un campo de vectores que no se
anula en U y que se restringe al campo ¢.(2) en U. Por lo tanto, se trata de un
campo entrante en M_ y saliente en M.

Podemos cambiar g por una funcién de Morse suficientemente cercana a ¢
(en un sentido C') en el conjunto compacto K = U que, por lo tanto, tenga un
gradiente entrante en M_ y saliente en M. Ademds, podemos asegurar que dicha
funcién no tenga puntos criticos en U. En efecto, si ¢ : 2M — R" es un encaje,
entonces 0 < inf, k) ||grad (g o ¢~')||, pues g no tiene puntos criticos en K. Luego,
en virtud del teorema existe una funcién de Morse h : (M) — R tal que

Y

sup ||grad (h — (§o ¢ "))|| < inf ||grad (§o ™)
P(K) @(K)

de donde,

I(grad ).l = ||grad (g0 ¢™"):|| — |lgrad (7 = (30 ¢™"))a||

> inf |[¢o gl — sup grad (h —p o g)|| >0 (3.3)
(K) o(K)
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para cada = € ¢(K). Asi la funcién de Morse f = hop : 2M — R no tiene puntos
criticos en K = U. De esta manera, Y’ = grad f es un campo pseudogradiente
adaptado a f que es entrante en M/ _ y saliente en M., .

Utilizando el teorema|[I.3.4, podemos sustituir Y’ por un campo X que satisfa-
ga la condiciéon de Smale para f. Subrayamos que no hay pérdida de generalidad
en suponer que f tiene valores criticos no repetidos para poder aplicar directa-
mente el teorema, pues f puede ser reemplazada por una funcién de Morse con
valores criticos no repetidos arbitrariamente cercana (en un sentido C*') que, por
lo tanto, cumpla las propiedades deseadas de f (3.3). Asimismo, notamos que las
modificaciones hechas al campo Y’ en el teorema se efecttian en una vecindad de

los puntos criticos de f. Por lo tanto, X permanece entrante en M_ y saliente en
M. O

M_~M M .~ M

Figura 3.1: Construccién del par de Morse-Smale sobre el doble de la variedad.

3.3. Homologia de Morse

En esta secciéon proporcionamos la definicién y la primera propiedad de invarian-
cia de la homologia de Morse de una variedad compacta.
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Definicién 3.3.1 (Homologia de Morse sobre Z,). Sea M una variedad compacta (con
o sin frontera). La homologia de Morse de la variedad M asociada a un par de Morse-
Smale (f, X) se denota por H(M, f, X) = H(C(f, X)) y es la homologia generada por
el complejo de Morse C(f, X):

X
IO X)) = (i) 08) — ) g
Im (055,)
Siguiendo la exposicion de Audin y Damian [1, capitulo 3.4] presentamos la
construccién de un morfismo de complejos de cadena’|que relaciona los complejos
de Morse inducidos por distintos pares de Morse-Smale. Para ello utilizaremos el
siguiente concepto.

Definicién 3.3.2. Una homotopia eventualmente estable entre dos funciones de Morse
fos f1 + M — R es una homotopia F' : M x [0,1] — R (diferenciable en el interior de
su dominio) tal que

<
>

Y

wWIN Wl

FE=F(,t)=fo, t
Ft:F('7t>:f17 t

Recalcamos que para todo par de funciones de Morse fy, f1 : M — R existe
una homotopia eventualmente estable definida por

h(t — %
Plot) = o) + - (o) = o) e
donde )
h(t) = {; * zzg
con la cota
d h(t— 1)
sup |55 (,0)] < € (folw) = (@), € = Ty ;’(% —5 € [0.40).

Lema 3.3.3. Sean (fo, Xo) v (f1,X1) pares de Morse-Smale definidos en una variedad
compacta M. Toda homotopia eventualmente estable F' : f, ~ f, induce un morfismo de
complejos de cadena ®F : C(fo, Xo) — C(f1, X1) que tiene las siguientes propiedades:

3Véase la definicién
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F(x,t)

f

M . ! : : ! | [—1/3,4/3]
130 1/3 2/3 1 4/3

/

4

Figura 3.2: Homotopia eventualmente estable entre f; y fi.

L Sifo=fiyF, = foparacadat € |0, 1], entonces oF = ide (. x0)-

IL. Sean (f2, Xo) un par de Morse-Smale definido en M y G : fi ~ fy una homotopia
eventualmente estable. Si H : fo ~ fo es una homotopia eventualmente estable,
entonces ¢ o ®F y & son morfismos de complejos de cadena homotdpicos’}

Demostracién. Aqui presentamos tnicamente la construcciéon del morfismo. La
prueba detallada de las propiedades [1|y [II| se puede encontrar en [1, teorema
3.4.2]. Dividimos la construccion en tres partes.

Paso 1.

Iniciamos extendiendo la definicién de F al conjunto M x [—1, 3] y tomamos una
funcién diferenciable g : R — R estr1ctamente creciente en (—o0,0) y en (1, +00)
y estrictamente decreciente en (0, 1) tal que E+g¢ <0en M x (0,1). Por ejemplo,
a partir de la homotopla particular en (3.4) se puede considerar cualquier funcién

gty =R(E - L ~ 4+ &)con R >0 suf1c1entemente grande de tal manera que

3
g(t)<—C'S}\l4p|f0— 1|7 te((}?ﬁ)

SeaF=F+g:Mx [—%,3] — R.Si¢: U — R" es una carta en M, entonces

¢ se extiende a una carta ¢(r,t) = (p(z),t) = (y,t) en U x [—1, 3], para la cual se

373
4Véase la definicién
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cumple

O(F op)

(6<F - Y

),
o (y,t)

(rac (F o) = 0.0, G0+ 1)

(y,t)

Observamos que como F' es eventualmente estable entonces % (z,t) = 0 para t ¢

4, 2]y por lo tanto 2 (z,¢) = ¢/(t) parat ¢ [4, 2]. Por la elecc1on de g deducimos
(OF
- (@) +¢'(t) <0, te(0,1),
ot
—F( t)+4'(t)=0, t=0,1
815 CE, g - Y — Y
F
E(wat) +g/(t) >0, t¢ [07 1]

Por lo tanto, los puntos criticos de F'en U x [— 5, 3] son elementos de (U x {0}) U

(U x {1}). En estos casos (¢ = 0, 1), notamos que grad (F o), = 0 exactamente
cuando

O(Fo¢™) Ofiop™ .
0= t) = t =1,...,n.
29, (y,1) o, (,1), j=1....n
Aplicando este argumento a cualquier carta en M concluimos que
Crit(F) = (Crit(fo) x {0}) U (Crit(f;) x {0}). (3.5)
Mas atn, si ¢ es carta alrededor de a € Crit(fy) y —5 < t < 3, obtenemos el

calculo )
(Fo@ ) (yt) = F(x,t) + g(t) = folx) + g(t).

Luego, la matriz

Hess (F’“, o S5—1)((1’0) _ (HeSSO(fO)a g//(z()))

es invertible, es decir, (a,0) es un punto critico no degenerado de F. Ademds, la
concavidad de g en una vecindad de ¢ = 0 implica que ¢”(0) < 0y por lo tanto

Ind((a,0), F) = Ind(a, fo) + 1, a € Crit(f,).

Como F;, = fy para 2 <t < 3y ¢"(1) > 0, un calculo analogo implica que todo
punto de la forma (a,1) € Crit(f,) x {1} es un punto critico no degenerado de F

y se satisface )
Ind((a, 1), F) = Ind(a, f1), a € Crit(f,).



46 CAPITULO 3. EL COMPLEJO Y LA HOMOLOGIA DE MORSE

Paso 2.
Separando los conjuntos cerrados Ko = M x [—x, 3]y Ky = M x [2, 3] con sendas
vecindades abiertas disjuntas U = M x [—1, 1)y V = M x (2, %], podemos definir

373 ’ 373
en M x [—3, 3] el campo pseudogradiente adaptado a F’ dado po
X = Xo + 1 X1 — (grad g) = Yo Xo + 1 Xy — 9/%7 (3.6)

donde (¢o, o) ¥ (¢1, ¢1) son particiones de la unidad subordinadas a las cubiertas
abiertas (U, M — K,) y (V, M — K). Este campo satisface

X|K0: Xo — g/%a
X|K1: Xy — 9/%'
Recalcamos que Crit(F|,) = Crit(fy) x {0}. Si denotamos por ¥ al flujo de X|x,

entonces U* = (3, 7*) donde 7; es el flyjo de Xgen M y v* elde —¢g' 2 en [-1/3,1/6].
Observamos que las condiciones de ¢’ implican que

85(t) <0, t<0,
S =g )=0,  t=0, (3.7)
> 0, t >0,

es decir, s — 7°(t) es decreciente para ¢t < 0, creciente para ¢t > 0 y constante
para t = 0. Por lo tanto, las trayectorias de X|x, que conectan dos puntos criticos
(a,0), (b,0) € Crit(fo)x{0} son exactamente las trayectorias de la forma s — (7§, 0)
donde 7§ es una trayectoria de X, que conecta a y b. Entonces X |, satisface la
condicién de Smale dado que W;‘KO((a,O)) = W% (a) x [—3, %] para cada a €
Crit(fy) y X satisface la condicién de Smale en M. Ademads, tenemos el cémputo

nX‘KO((a, 0)7 (b, 0)) = Nx, (CL, b), a &€ Crlt(f()), b e Crit]nd(a)_l(fo). (38)

Xk,

Por lo tanto, (Cy(F|x,), s “°) = (Coz1(fo), 05%).
Con un razonamiento anélogo, (F|k,,0%%1) es un par de Morse-Smale tal que

(Cu(Flie,), 0250) = (Cul( 1), 050).

Paso 3.
Modificamos X en un campo X que satisfaga la condicién de Smale, coincida
con X en una vecindad W de Crit(F’) en K, U K; y sea suficientemente cercano

SEsta definicion estd fundada en el hecho de que T\, /(M x [—3,3]) = T, M & T,[— %, 3.
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M x {0} M x {1}
= X | Y
f‘\)/J N N K\ff/ J
> > oA ma

—

A
Y
\

Figura 3.3: Construccion del campo X.

a X (en un sentido C"). Tal como en [1, proposicién 3.4.3 ] obtenemos un campo
pseudogradiente adaptado a F' que satisface la condicién de Smale y cumple

{(C'(F|WﬂKO)73X|WmK°) = (C-(F|Ko>a53q}(°) = (Co-1(fo), 02°),

X,

i . 8 (3.9)
(Co(Flwnr, ), 0XW051) 2 (Co(Fliy), 06 ) 2 (Cal 1), 027).

Dado que la modificacién del campo X en el campo X ocurre en W C Ky U K],
entonces las trayectorias de X tienen el mismo comportamiento que las de X
en M x (3, 2) y por lo tanto recorren M x [0, 1] desde puntos criticos en Crit( fo) x {0}
hasta puntos criticos en Crit( f;) x {1}. En particular, esta observacién implica que

ng((a,1),(5,0)) =0, a e Crit(f,), b e Crit(fo). (3.10)

Utilizando (3.5) y los isomorfismos (3.9), podemos descomponer los espacios
vectoriales del complejo C'(F, X') como

Ck(ﬁ) = Ck(F|WmKo) ) Ck(F|WmK1) = Cr1(fo)® Cr(f1), keZ.
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Si consideramos 9% : Cy,_1(fo) @ Ci(f1) — Crz(fo) ® Cr_1(f1), entonces por 1)
y por la observacién en (3.10) tenemos

(@)= ((a,0) = > ng((a,0),(b,5)(bs)

(b,s)ECrity,_1 (F)

= Z nX()(a,b)(b, 0) + Z nX((CLvO)a (bvl))<b71)

beCrity—2(fo) beCrity—1(f1)

= 85_01(@) 52 Z nx((a,0), (b, 1))b

beCrity—1(f1)

para cada a € Crity_1(fo) ¥

(@)= ((a1) = > ngl(a1),(b5)(bs)

(b,s)ECrity,_, (F)

= Y ng((a,1),(6,0)(5,0) + Y nx,(a,b)(b,1)

beCrity,_2(fo) beCrity, 1 (f1)
=0 ()
para cada a € Crity(f1). Asi dF tiene una descomposicién
. X0 0
5’X - ( k-1 X ) 5 k € Z,
oo\er, o

donde ®f | : Ci_1(fo) — Ci_1(f1) es el morfismo de Z,—espacios vectoriales
OF (a) = Zbecmk_l(ﬁ) nz((a,0),(b,1))b. La condicién de complejo de cadena de

(Cy(F),0%) implica

~ ~ aXO o 8X0 O
— X X _
0=0"00 —(®F08X0+8X10(I)F 8X108X1>a
de donde,
0=2>3"00% +9% 0 d" =" 0¥ — 9% 0 ",
pues 1 = —1 (mdéd 2). Concluimos que " es un morfismo de complejos de cade-
na. [

Teorema 3.3.4 (Invariancia de la homologia de Morse). Sean M una variedad com-
pacta y (fo, Xo), (f1, X1) pares de Morse-Smale definidos en M. Entonces

Hk(vamXO)ng(M?flaXl)a ke Z.
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Demostracion. En virtud dellema(3.3.3,si F': fo ~ f1y G : fi ~ f, son homotopias
eventualmente estables, entonces o %' y id¢(y, x,) son morfismos de complejos
de cadena homoto6picos. Andlogamente & o ®“ y id¢(y, x,) son homot6picos. Por
las propiedades del funtor de homologia en las proposiciones y se

satisfacen las relaciones

idsr. (a1, 0.x0) = (do(sx0)x = (@9 0 @), = @F 0 BT,

ids. 0,30 = (i, x)e = (7 0 @), = & 0 T,
Por lo tanto ®f : H,(M, fy, Xo) — H.(M, f1, X;) es una familia de isomorfismos
de Z,—espacios vectoriales. O

Como comentario final, observamos que la construccién del par de Morse-
Smale (F', X) se puede replicar por completo para el caso en que OM # (), pues
la definicién de X en y la condicién ), 11 > 0 implican que X permanece
entrante (saliente) si los dos campos X y X; son entrantes (resp. saliente). Para

este caso, consideramos la variedad diferenciable M x (—3%,%) para la construc-

~ o~ 373
cién de (F, X), cuya frontera es OM x (—%,1). Recalcamos que la homologia de
Morse s6lo depende de la variedad y de la eleccién del tipo de campo (entrante o

saliente).

Teorema 3.3.5. Si M es una variedad compacta con frontera y (fy, Xo), (f1,X1) son
pares de Morse-Smale tales que X, y X, son entrantes (salientes)

Hk(vamXO)ng(M)flaXl)a ke Z.
L]

La invariancia de la homologia de Morse permite considerar la siguiente nota-
cién, que estd bien definida salvo isomorfismos.

Definicién 3.3.6. Sea M una variedad compacta.

I. SiOM = 0, denotamos H M.(M) a la homologia de Morse de la variedad M asocia-
da a cualquier par de Morse-Smale definido en M.

1. Si OM # 0, denotamos HM_ (M) (HM}(M)) a la homologia de Morse de M
asociado a cualquier par de Morse-Smale definido en M cuyo campo sea entrante
(resp. saliente).
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Ejemplo 3.3.7. A partir del ejemplo enel que O = 0 para los dos espacios discutidos,
obtenemos las homologias correspondientes:

ZQ, k:2,

Ker (65) Zo®Zy, k=1

HM(T?) = Hy(T? f,X) = — L = Cu(f) =, 2777 ’

(T = BT 1) = p o = ap = {2 O T
07 k%071727

Ker (9) Zy, kespar

HM;(CP") = Hy(CP", f, X) = ——245 = Cp(f) = L
«(CF") Kl £:%) Im (07, ,) K 0, kesimpar.

Ejemplo 3.3.8. Sea f : S* — R la funcién altura definida por f(xy,..., Tni1) = Tny1,
la cual es una funcién de Morse con exactamente dos puntos criticos: el mdximo y el
minimo, de indice n y 0, respectivamente| Si (f, X) es cualquier par de Morse-Smale
para f, entonces el complejo C(f, X) es necesariamente

y 0 —2 >Cn(f)%ZQL> ---%Co(f)%Zg L)

~

por lo que

Ker (9% _
HM,(S") = Hp(S", f, X) = er () _ {22, k=0,n,

Im (8% ,) 0, k#0,n.

Ejemplo 3.3.9. Si g es la restriccién de la funcion f del ejemplo(3.3.8al hemisferio inferior
St ={x e S": x,41 <0}, entonces S™ tiene exactamente un punto critico de g, a saber,
el minimo de la funcion. Si X es un campo pseudogradiente adaptado a g y entrante en
S™, entonces (g, X) es un par de Morse-Smale en S™ tal que C'(g, X) es

“+
@]
=]
~+
8
—
<
SN~—
I
N
[\
[en]
]

por lo que

%Véase el ejemplo
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—grad (go ¢_'), = —2z

RTL

°
[
I
|
—_

o
\\g—l

Br X =d¢-'(—grad (go¢")) |

Figura 3.4: Campo pseudogradiente X adaptado a la funcién g y entrante en el
hemisferio inferior a partir del ejemplo
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Capitulo 4

La homologia de Morse

En este capitulo exponemos las propiedades algebraicas de la homologia de Mor-
se. Seguimos un orden ligeramente diferente al planteado en [1, capitulo 4], con-
servando la esencia de las pruebas. Las definiciones y argumentos técnicos se pue-
den consultar en el Apéndice

4.1. Funtorialidad de la homologia

Toda funcién diferenciable f : M — N entre dos variedades compactas M y N
induce morfismos de Z,—espacios vectoriales HM;(f) : HM,(M) — HM;(N).
En esta seccién presentamos la construccién de la familia H M, (f) en etapas suce-
sivas.

Difeomorfismos

Notamos que si f es un difeomorfismo y (g, X) es un par de Morse-Smale en M
entonces (g o f~!,df (X)) es un par de Morse-Smale en N tal que a € Crit,(g) siy
solo si f(a) € Crit,(go f'), por lo que f induce un isomorfismo de complejos de
cadena

fo: C(g,X) — Clgo [ df (X)), (4.1)

tal que fx(a) = f(a) para cada a € Crit,(g).

Definicién 4.1.1. Sea f : M — N un difeomorfismo entre variedades compactas. Se
define HM,(f) como la familia de morfismos de Z,—espacios vectoriales inducidos en

53
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homologia por el morfismo de complejos de cadena f., es deciff]

Observamos que HM,(f) estd bien definido salvo isomorfismo. En efecto, si
(90, X0) ¥ (g1, X1) son pares de Morse-Smaleen My F': M x [—1,4] — R es una
homotopia eventualmente estable entre g y g1, entonces G = Fo(f~! x id{_1/3,4/3))
es una homotopia eventualmente estable entre gy o f~! y g; o f~!. Tal como en
, consideremos los isomorfismos de complejos de cadena f! : Co(g;, X;) —
Co(gi o f71,df (X)) para i = 0,1. A partir de la construccion del morfismo de

complejos de cadena del lema obtenemos el diagrama conmutativo

Cilgo) — Culgoo f)

G

I _
Cr(f1) —— Crlgro f7)
para cada k € Z. Aplicando el funtor de homologia obtenemos

((f0)) _
Hy, (M, go, Xo) =% Hp(N,goo f~,df (Xo))

|e5), |@), (42)
fd)x _
H(M, g1, X0) L% HU(N, g1 0 £, dfF(X0))
para cada k € Z, donde los morfismos verticales son isomorfimos.

Sif: M — Nyh:N — P son difeomorfismos entre variedades, entonces
la condicién (ho f)es = heo f. y las propiedades algebraicas del funtor de homologia

en la proposicién implican que
HM,(ho f) = HM,.(h) o HM.(f). (4.3)
Maés atn, HM, (idys) = id g, (an)-
Inclusiones

Sif=i:M — N eslainclusiéon de M en N y (g, X) es un par de Morse-Smale en
M, entonces existe un par de Morse-Smale (g, X) en N que extiende a (g, X) tal

! Aqui empleamos la notacién del Apéndice[A] Véase la definicién
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que Crity(g) C Crity(§) v % |oy()= 9 para cada k € Z [1, proposicién 4.6.3]. La
conmutatividad del diagrama
X

S Glg) 2 Cralg)

[ ]

81§+1 - 8/5 ~ 85—1
L Cu(5) o Cra(g) = -

implica que 7 : M — N induce un morfismo inyectivo de complejos de cadena
ie : C(g9,X) — C(g,X) tal que ix(a) = a para cada a € Crity(g). De manera
analoga al caso de los difeomorfismos, obtenemos la siguiente definicién (valida

salvo isomorfismos).

Definicién 4.1.2. Sea M una subvariedad de N y i : M — N la inclusion. Se defi-
ne HM., (i) como la familia de morfismos de Z,—espacios vectoriales tal que H My (i) =
((ie)«)x para cada k € Z.

Asimismo, sij : N — P eslainclusion de N como subvariedad de P, entonces

HM,(joi) = HM,(j) o HM,(i). (4.4)

Encajes
Recordamos que todo encaje f : M — N se puede factorizar como la composi-
cién de un difeomorfismo y una inclusion:

f(M)
>
M ——— N

Extendemos la definicién del funtor H M, al caso de los encajes de la siguiente
manera.

Definicién 4.1.3. Si f : M — N es un encaje entonces se define HM;,(f) = HM;(i) o
HM,(f) para cada k € Z, donde f : M — f(M) es la restriccion de f a su imagen.

Andlogamente, obtenemos a partir de los casos anteriores (4.3) y (4.4) la obser-
vacion
HM.(go f) = HM.(g) o HM.(f) (4.5)
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para cualquier par de encajes f : M — Nyg: N — P.

Funciones diferenciables
Para el caso general en que f : M — N es una funcién diferenciable, consi-
deramos un encaje ¢ : M — B™ para algin m € N. Como ¢ es una inmersién
inyectiva entonces ( f, ¢) es una inmersion inyectiva. La compacidad de M implica
que (f, ) es un encaje [17, proposicion 1.31].

Consideremos el encaje iy} : N — N x B™ dado por i%}(x) = (x,0). Sea (g, X)
un par de Morse-Smale en N. Definimos el campo

Xy = (Xo, —y) € To(N) x R™ 2 T, (N x B™), (4.6)

y la aplicacién § : N x B™ — R dada por g(z,y) = g(z) + 3|jy|>. Entonces
(3, X) es un campo de Morse-Smale en N x B para el cual se cumple que (i), :
C(g, X) — C(j, X) es un isomorfismo, pues los tinicos puntos criticos de § son
de la forma (a,0) = i%(a) para a € Crit(g) y toda trayectoria de X entre dos pun-
tos criticos es la imagen de una trayectoria de X bajo ¢}. Por lo tanto, H M, (i) es
una familia de isomorfismos de Z,—espacios vectoriales. Del diagrama (no con-

mutativo)
N x B™

(%) in 4.7)
gl

M ——— N

y de la invertibilidad de H M, (i) obtenemos la definicion de H M, (f):

Definicién 4.1.4. Si f : M — N es una funcion diferenciable y ¢ : M — B™ es
cualquier encaje, entonces se define la familia de morfismos de Z,—espacios vectoriales
HM.(f) por

HMy(f) = HMy (i)™ o HMy(f, ¢), k€ L.

Recalcamos que esta definicion no depende de la eleccién del encaje ¢ ni de la
dimension m [1, pp. 91-92] y para el caso en que f es un encaje, recuperamos salvo
isomorfismo la definicién anterior de H M. (f). Condensamos las observaciones
realizadas en (4.3), y en el resultado andlogo para el caso de funciones
diferenciables.

Proposicién 4.1.5. Si f : M — Ny g : N — P son funciones diferenciables
entre variedades compactas entonces HM,(go f) = HM,(g) o HM.(f) y HM,(idy) =

id g, (a)-
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Demostracion. Demostraremos la primera parte. Sean ¢ : M — B"y ¢ : N —
B"™ encajes. Consideremos el encaje j = (g,) X idgm : N x B™ — P x B"*™ tal
que j(z,y) = (9(x), ¥(x),y). Obtenemos el siguiente diagrama, donde el diagrama
s6lido es conmutativo:

P x Brtm

]
17£>< B™

Observamos que jo(f,¢) = (gof,vof,¢): M — P xB"*" es una aplicaciéon que
tiene la forma (g o f,7) donde 7 = (¢ o f, ) : M — B"™™ es un encaje. Ademas,

‘n-+m

iT gy 01p =1ip ', porlo que el diagrama (no conmutativo)

P x Brtm
(gof,m)=jo(f.9) T

-n—+m
tp

M . p

puede ser empleado para definir H M, (go f) tal como en la definicion4.1.4} Luego,
empleando la funtorialidad de H M, para el caso de los encajes y la conmutativi-
dad del diagrama solido en (4.8), tenemos el célculo

HM.(go f) = HM.(ip"™) " o HM.(g o f, )

= HM, (i)' o HM. (i, 5.) " 0 HM.(j) o HM.(f,¢)

— HM,(i%) " o HM,(g,%) o HM, (i)™ o HM,(f,¢)
(

= HM.(g) o HM,(f).
O

Finalizamos esta seccion recalcando el siguiente hecho, que estd implicito en la
definicién del funtor H M, para difeomorfismos y que resulta inmediato a partir

de la proposiciéon

Corolario 4.1.6. Si M y N son variedades compactas difeomorfas, entonces H M (M)
HM,(N) para cada k € Z.

O IR
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4.2. Operaciones topoldgicas

En este apartado estudiamos el comportamiento de la homologia de Morse con la
suma y el producto topoldgicos de variedades.

Proposicién 4.2.1 (Homologia de la suma de dos variedades). Sea M [[ N la suma
topoldgica de dos variedades compactas M y N. Entonces HM, (M [[N) = HM.(M) @
HM,(N).

Demostracién. Sea P = M [[ N. Dos pares de Morse-Smale (f, X) y (g,Y") defini-
dos en M y N, respectivamente, inducen el par de Morse-Smale (f © g, X ®Y) en
P, para el cual se satisface

Crity(f @ g) = Crity(f H Crity(g

paracadak € Z. Asi Co(f B g) = Co(f)®Ce(g). Ademas, cada trayectoria de X &Y
estd contenida (por conexidad) en NV o en P y es entonces una trayectoria de X o
de Y. Obtenemos la relacion 9% = 9X ¢ 9 . Por lo tanto, la homologia de P esta
dada por

Ker (0;) @ Ker (8)) _ Ker (05) _ Ker(8))

HMy(P)= Hy(P,f® g, X®Y) = Im (0% ,) @Im (9Y,,) Im(3F,)  Im(dY,,)

> HM,,(M) & HM(N).

O
Proposicién 4.2.2 (Férmula de Kiinneth). Si M y N son variedades compactas, enton-
ces
HM,(M x N) = (HM.(M) ® HM.(N)), = @ HM;(M)® HM;(N), k€ Z.

i+j=k

Demostracion. Sean P = M x Ny (f, X), (g,Y) pares de Morse-Smale definidos en
My N, respectivamente. Por la proposicion[A.0.9]y la invariancia de la homologia
respecto a pares de Morse-Smale (teorema [3.3.4), basta demostrar que existe un
complejo de Morse de P isomorfo al producto tensorial de los complejos C(f, X)
y C(g,Y). De manera natural, consideramos la funcién de Morse h = f + g :
P — R con un campo pseudogradiente adaptado Z = (X,Y’). Recalcamos que
Crit(h) = Crit(f) x Crit(g). Mdas atn, tomando productos de cartas de Morse, es
facil notar que Ind((a, b), h) = Ind(a, f) + Ind(b, g). Luego, obtenemos la relacién

Crit,(h U Crit;(f) x Crit;(g).

i+j=k
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Por lo tanto,

Cr(h) = @ span ,_(Crit;(f) x Crit;(g))
2 P iy @ Ci(h) = (C(f,X) @ C(g, V), kEL (4.9)

donde ®;(a,b) = a®b, para cada (a,b) € Crit;(f) x Crit;(¢g) coni+j = k. Ademas,
los isomorfismos @, inducen un isomorfismo de complejos de cadenal]
Para probar esta tiltima afirmacién, comenzamos notando que si a, ¢ € Crit(f)
y b,d € Crit(g) son puntos tales que a # cy b # d, entonces la observacién en
(1.18) implica que Lz((a,b), (c,d)) = Lx((a,c)) x Ly (b, d) es no vacio s6lo si
Ind((a, b), h) = Ind(a, f) + Ind(b, g) > (Ind(c, f) + 1) + (Ind(d, ) + 1)
= Ind((c,d), h) + 2.
Sean (a,b), (¢,d) € Crit(h) tales que Ind((a,b)) = k = Ind((c,d)) + 1, Ind(a) =iy
Ind(b) = j. Entonces
{ca} X Ly (b,d), a=c, Ind(d)=j—1,
Lx((a,b),(c,d)) =1 Lx(a,c) x {c}, b=d, Ind(c) =1i—1,
0, a7 c, b#d,
donde ¢, denota la trayectoria constante en el punto x. Asi obtenemos
akz(a7 b) = Z ’I’Lz((a, b)7 (C7 d)) ’ (C> d)
(c.d)Crity_1 (h)

= Y ny(bd)-(a,d)+ Y nx(a,c)-(cb). (4.10)

deCrit;_1(g) ceCrit;—1(f)

Por otro lado,
(0X @ 0" ) (a®b) = (% ®ide, () +ideys) ® 0)(a @ D)
= ) nx(ac)-(c®@b)+ > ny(bd) (a®d). (411)

ceCrit;—1(f) deCrit;_1(g)

Luego, la relacion @, ' 097 0y, = (0¥ ®9Y); obtenida de (4.10) y (4.11) implica que
la familia de isomorfismos {®;}rez es un isomorfismo de complejos de cadena.
O

2V éase la definicién
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4.3. Dualidad de Poincaré

A continuacién exponemos un resultado que relaciona los grupos de homologia
de una variedad entre si de acuerdo al indice de los puntos criticos generadores.
Comenzamos notando que si (f, X) es un par de Morse-Smale en la variedad M
compacta (con o sin frontera) de dimensién n, entonces (—f, —X) es un par de
Morse-Smale en M para el que se verifica la condicién (tomando cartas de Morse):

Cl‘ltk(f) = Cl‘itn_k<—f), ke Z.

Sia,b € Crit(f) = Crit(—f), entonces Ind(a, — f) > Ind(b, — f) siy s6lo siInd(a, f) =
n —Ind(a,—f) < n —Ind(b, — f) = Ind(b, f). Por otro lado, si ¢’ es el flujo de X,
entonces ¢ es el flujo de —X, por lo que W (a) = W§(a) y W2 (b) = Wi(b).
Asi, se satisface

Wex(a) N W2 (b) _ Wi (b) N W5 (a)

E*X (G/, b) = R R

= EX(b7 a‘)a

y, por lo tanto, n_x(a,b) = nx (b, a). Ademas, para el caso en que M es una varie-
dad con frontera, X es entrante si y s6lo si —X es saliente.

A partir de las observaciones anteriores, obtenemos la expresion de la diferen-
cial del complejo inducido C(—f,—X) en un punto a€ Crity(f) = Crit,_,(—f):

0, %) =Y n_x(ab)-b= Y nx(ba)-b. (4.12)

beCrity, g1 (—f) beCritgy1(f)

En un diagrama (no conmutativo) tenemos

X
6k+1

L Gl Clf) —2 s Coa(f) —— -

(4.13)

| _x | x |
I Cn—k—l(_f> (n—_k Cn—k<_f) ok On—k+1(f) ...

Teorema 4.3.1 (Dualidad de Poincaré). Si M es una variedad compacta de dimension
n, entonces

HMy(M) >~ HM, (M),  keZ, oM =1,
HM_ (M) = HM' (M), keZ, OM=0.

Demostracion. Sea (f, X) un par de Morse-Smale en A y consideremos el par in-
ducido (—f, —X). El diagrama (4.13) sugiere una dualidad entre los complejos. En
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efecto, demostraremos que el complejo inferior en (¢.13) es el complejo dualf| de
C(f, X).

Dado que Crit( f) es finito, sabemos que todos los espacios Cy.(f) = Cp,—x(—f)
tienen dimensién finita. Luego,

Cok(—1) = Ci(f) 2 (Culf)", ke,

donde ®;(a) = a* = para cada a € Crit,(f). Ahora probamos que los isomorfis-
mos lineales ®;, inducen un isomorfismo de complejos de cadena, expresado en el
diagrama:

s Gt (=) T (=) 2 G (f) —— -

lq)k—l l‘bk l¢'k+1
(01)"

a2 i T ey — -

Sea a € Crity(f). Por un lado, tenemos a partir de (4.12)

(P00, ) (@) = > nx(ba)- ®pa(d) = > nx(ba)- b,

beCritg 41 ) beCrity 4 @3]

de donde,
[(®r11 09,7 )(@)](c) = nx(c,a)

para cada ¢ € Crit4(f). Por otro lado,
((071)" 0 ®k)(a) = (3741)"(a*) = a” 0 By,

por lo cual

[((91)" 0 @x)(a))(c) = a” ( Y. nx(eb) b) = nx(c,a)

beCrity (f)

para cada ¢ € Crit;41(f). Como ambas aplicaciones lineales coinciden en la base
de Cy41(f), entonces

(Ppr1 00,75 )(a) = ((0F1)" 0 Pi)(a).
3Véase la definicic’)n
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Por lo tanto, la familia de isomorfismos {®y }rcz es un isomorfismo de complejos
de cadena. Por la proposicién|A.0.11} tenemos

Hi(C(f, X)) = He(C(f,X)") = Hi((Caa(= ), 0,24)) = Hit(C(=f. = X)), k€L

rn—e

Por la invariancia de la homologia respecto a pares de Morse-Smale (teoremas

y 3.3.5) concluimos

HMy(M) >~ HM, (M),  keZ, oM =1,
HM; (M) = HM' (M), keZ, OM=0.

4.4. Desigualdades de Morse

En este apartado exponemos una consecuencia clésica de la teoria de Morse si-
guiendo [1, secciéon 4.4]. Ademads, incluimos una forma mds general del resultado
—las desigualdades fuertes de Morse (I11.)- enunciada por Milnor [12, seccién 5].

Definicion 4.4.1. Sean M una variedad compacta y (f, X') un par de Morse-Smale defi-
nido en M. Denotamos

Teorema 4.4.2 (Desigualdades de Morse). Sean M una variedad compacta de dimen-
sion ny (f, X) un par de Morse-Smale definido en M. Entonces

L c(f) > by paracada k € Z,
L x(M) = ZZ:O(_l)kbk = ZZ:O<_1)ka(f)/
1. Zfzo(—l)’“‘jcj(g) > Zfzo(—l)k‘jbj paracada k =0, ..., n.

Demostracién. Para probar [I| basta observar que Hy(C(f, X)) es un cociente del
subespacio Ker (6;) C Ci(f), por lo que

ce(f) = dim (Ck(f)) > dim (Ker (9))) > dim (Hx(C(f, X))) = b, k € Z.

Ahora notamos que cada espacio vectorial C;( f) tiene una descomposiciéon (como

en[A.8):
Cj(f) = Ker (97") @ Im (97) = Im (93%,) & H;(C(f, X)) & Im (97°).
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Denotando d; = dim (Im (8;)), tenemos la relacion ¢;(f) — b; = d;+1 + d; para
cadaj =0,...,k Luegola condici(’)nse deduce del computo:

k

D (DR (o) = by)

=0

Z(—l)k_j - (dj1 + dj)

dpy1 + (=1)*dy = dyq > 0. (4.14)

Como caso particular, d,+; = dim (Im (85,,)) = 0. Del célculo en (4.14) se obtiene
la relacion

(1) = D=1Vt = (<1 31 ()~ by) = (1) =0,
que pruebal[I1] O

Recalcamos que, a diferencia de las cantidades ¢, ( f), las ntimeros b, s6lo depen-
den de la variedad M vy, en general, seran denotados por b,(M ). Asi las desigual-
dades|l.|dan una cota inferior (intrinseca a la variedad) para el nimero de puntos
criticos de una funcién de Morse. Més atin, por el corolario si M y N son
variedades difeomorfas, entonces

bu(M) = dim (HMy(M)) = dim (HM,(N)) = by(N), k€ Z. (4.15)

4.5. SucesioOn exacta larga

Concluimos este capitulo con la exposicién de un resultado clasico en dlgebra ho-
molégica adaptado al contexto de la homologia de Morse.

Teorema 4.5.1 (Sucesion exacta larga). Sean M, N y P variedades compactas (con o
sin frontera) y (f, X), (9.Y) y (h, Z) sendos pares de Morse-Smale. Si la sucesion

0 —— C(f,X) —— C(g9,Y) —— C(h, Z) —— 0

es una sucesion exactd’|de morfismos de complejos de cadena, entonces existe una sucesion

4Véase la definicién|A.0.12
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exacta
e Hyn(C(h, 2))
Hh+1 /
H(C(f, X)) —— Hy(Clg,Y)) —=L Hy(C(h, 2))

(us)k

— "
Hy(C(f. X)) —5
La prueba es rutinaria y de carécter técnico. Una demostracién completa y di-
recta de este resultado se puede consultar en el texto de Rotman [15} teorema 6.10].
Siguiendo esta referencia, aqui solamente precisamos la definicién del morfismo
0, el cual se obtiene del siguiente diagrama conmutativo con columnas exactas. El
recorrido de la caceria de diagrama se muestra con flechas punteadas.

Uk41 Uk Lo tk-1
~N- 6Y ~N- BY \ NV
k+1 k
— Cra(9,Y) —— Cr(9,Y) —— Cra(g,Y) ——
n S~ ’,)r
Vk+1 Lo Yk T Vg—1
~N- aZ \ NV akZ v

Sea ¢ € Ker (0f) C Ci(h, Z). La suprayectividad de v, implica que existe b €

Ci(g,Y) tal que vi(b) = c¢. Como v es un morfismo de complejos, entonces
(k-1 0 0 )(b) = (5 0 vi)(b) = O (c) =0,

por lo que 9} (b) € Ker(vy_1) = Im (uy_1). Por la inyectividad de wu;_;, existe
un tnico elemento a € w, ', (9} (b)). La clase a + Im (") esta bien definida (i.c.
a € Ker (8,)) y es independiente de los representantes ¢ € Ker (97) y b € v;'(c)
[15, proposicién 6.9]. El morfismo 0, : Hy(C(h,Z)) — H,—1(C(f, X)) esta dado
por

O(c+Im (97,,)) = a+Im (0)) = (w1, 00§ o vy ")(c) + Im (7).



Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo exponemos algunas aplicaciones de las herramientas desarrolla-
das en el capitulo

5.1. Teorema de punto fijo de Brouwer

Presentamos una demostracion del teorema de punto fijo de Brouwer utilizando
las propiedades funtoriales de la homologia de Morse, adaptadas a un caso parti-
cular de variedades con frontera.

Teorema 5.1.1 (Punto fijo de Brouwer para funciones diferenciables). Toda aplica-
cion diferenciable f : B" — B" tiene un punto fijo.

Demostracién. El caso n = 1 se deriva del teorema del valor intermedio para la
funcién continua f —id;_, ;}. Probamos el caso n > 1. Supongamos que f no tiene
un punto fijo. Consideremos la funcién diferenciable g : D" — S"~! definida por

z — f(x)

g@)=z+ (—<x,u> @ +1- Hxll2>u, wm

que asigna a cada x € B" la interseccion de S™™! con la semirrecta que parte de
f(x)y pasa por z.

Siguiendo la construccion del funtor H M, en la seccion.T]y la definicién[4.1.4}
podemos extender naturalmente la definicion de H M, al caso en que M = B" es
una variedad con frontera N = 9M = S"~!. El diagrama no conmutativo (#.7)
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correspondiente es:
Sn— 1 % B”
(gvidB”) T’Ln
sn—1
B™ 9 §r— 1

Ademés, si X es el campo (4.6) en S*~! x B", entonces (g, idgn).(X) es un campo
entrante en B", por lo que la familia de morfismos inducida por el encaje (g, idg~)
cumple

HM,(g,idg») : HM(B") —— HM,(S"1).

Del mismo modo, H M, se puede definir para i exactamente como en la definicién

en este caso
HM, (i) : HM.(S"') —— HM_(B").

Luego, a partir de la funtorialidad de H M, como en la proposicién tenemos
HM(i) o HMi(9) = idyyp-n): K € Z.

En particular, obtenemos un isomorfismo de grupos

HMnfl(g)
/=

HM,_,(B") HM,_1(S"Y) = 7Z,,

Por otro lado, como B" y S™ (el hemisferio inferior) son difeomorfos, entonces
HM, (B") = HM, ,(S™) = 0 en virtud del corolario y el ejemplo una
contradiccion. Concluimos que f tiene un punto fijo. O

5.2. Polinomio de Poincaré

En esta seccion obtenemos una aplicacion de la férmula de Kiinneth (proposicién
4.2.2)) utilizada para distinguir espacios producto.

Definicién 5.2.1. Sea M una variedad compacta de dimension n. Definimos el polinomio
de Poincaré de M como

Py(t) =) bp(M)-t*, teR.
k=0
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En particular, la evaluacién del polinomio de Poincaré de una variedad en ¢ = —1
calcula la caracteristica de Euler de la variedad, es decir,

n

pu(=1) =Y (=1)F - bp(M) = x(M). (5.1)

k=0
Proposicién 5.2.2. Sean M y N dos variedades compactas. Entonces pyr«n = pas - PN-

Demostracién. Sean n 'y r las dimensiones de M y N, respectivamente. A partir de
la férmula de Kiinneth en la proposicién obtenemos las igualdades

be(M x N) = dim ( P vEM;(M) @ HMj(N))
it+ji=k
= 3 dim (HM(M)) - dim (HM;(N) = 37 bi(M) - (V)
i+j=k i+j=Fk
para cada k € Z. Por lo tanto,

n—+r n

parsn(t) =Y bp(M x N) -t =

+

(]

T (Z bi(M) .W)) -t

0 \it+j=k

— (Zbi(M) t) : ( b;j(N) -tﬂ') = pu(t) - pa(t).

"1

O]

Ejemplo 5.2.3. Consideremos las siguientes 4—variedades, que son productos de esferas
de dimension menor o igual que 4:

M1:S4, M2:S3 XSl, ]\43282 XSz,
My=S*xS'xS", M;=T*=8"xS!xS'xS" (5.2)
Utilizando la proposicién calculamos los polinomios de Poincaré de cada variedad:
pa () =1+t pap(t) =1+ A +t) =1+t +¢ +t
pas(t) = (1 + 22 =142+t pu,(t) = (L + ) (1 +1)* =142t + 2% + 4,
s (1) = (L+8)" =1+ 4t + 6% + 48 + ¢4
Por la invariancia de los coeficientes del polinomio de Poincaré bajo difeomorfismos co-

mentada en , concluimos que los espacios no son difeomorfos tomados dos a
dos.
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5.3. Homologia del espacio proyectivo real

En este apartado obtenemos la homologia de Morse del espacio proyectivo real
RP™ utilizando el teorema de existencia de la sucesion exacta larga (teorema4.5.1).

Proposicién 5.3.1.

HMy(RP") =7, 0<Fk<n.

Demostracion. Sea p : S* — RP™ = S"/{z, —z} la aplicacién cociente que identi-
fica puntos antipodales de S™. Esta funcién es un difeomorfismo local, por lo que
una funcién de Morse f : RP" — R induce una funcién de Morse f = fopen S
tal que

Crity(f) = p~'(Crits(f)), k€ Z,
es decir, a € Crity(f) si y solo si —a € Crity,(f). Ademas, si (f, X) es un par de
Morse-Smale, entonces (f, X) es un par de Morse-Smale con X, = (p*(X)). =
(dps) " (Xp(x))- Luego 7 es una curva integral de X exactamente cuando p o~ lo es
de X. Por lo tanto, y es una trayectoria de X si y s6lo si —v lo es, de donde,

ng(a,b) =ng(—a,—=b), Ind(a)=1Ind(d)+ 1. (5.3)

Ahora observamos que p induce, por extension lineal, un morfismo de com-
plejos ps : Co(f, X) — Cu(f, X). Para cada 8 € Crit(f) elegimos una numeracién
de la fibra p_l(ﬁ) = {B1, B2}. Asip(B1) = p(B2) = By B2 = —f1. Como p es una
aplicacién cubriente, si o es una trayectoria de X que une dos puntos criticos de
indice consecutivo p(a) y 8 de f, entonces existe un tinico levantamientoﬂ Lu(o)
de o que parte de a y cumple p o (I';(0)) = 0. Recalcamos que el levantamiento
I',(0) es trayectoria de X. Notemos que todo levantamiento de este tipo termina
en un punto de la fibra p~!(8) = { B, 5’2} Obtenemos la biyecciéon

Lx(p(a),8) 2% Le(a, b)) U Lg(a,B2), Ind(a, f) =Ind(B, f) + 1. (5.4)

'En principio, o estd definida en R y el levantamiento obtenido al escoger un punto en la fibra
o~1(0) “inicia al infinito” en a 0 en —a. Entonces escogemos, de los dos posibles levantamientos
de o, aquel (Gnico) levantamiento I',(c) = & para el que lim;_,_, (t) = a.
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A partir de (5.4), tenemos

@Fop)a) = > nx(p),B)= Y Ingla,B)+ngla,B)]5

6€Critk,1(f) ,BECritk,l(f)

= Y ngla,B)p(B) +ng(a, B2)p(Ba)

BECrity_1(f)

— Z ng(a,b)p(b) = (pr—1 0 85)(@)

beCrity,_1 (f)

para cada a € Crity(f).

Por otro lado, definimos la aplicacién ¢, : Co(f, X) — C.(f, X) dada por
qr(0) = @y + &, para cada a € Crity(f). Observamos que se trata de un morfismo
de complejos de cadena, pues usando y (5.4):

OF cq)(@) = Y [ng(@rb) +ng(@b)b= 3 [ng(@.b) +ng (@, —b)b
beCrity,_1 (f) beCrity,_1(f)
= Z [%2(541731) + n)"((dla —51)]51 + [%2(561,52) + ”)”((071, —Bz)]BQ
BeCrity_1(f)

= Z nx(a,ﬁ)ﬁ1 —f—nx(a,ﬁ)BZ = Z nx(@,ﬁ)Qk—l(ﬁ)

,BECritk,l(f) BECritk,l(f)
= (qr-100;7)(@)

para cada « € Crit,(f). Comprobamos que
0 —— Co(f,X) —= Cu(f.X) — Cu(f,X) —— 0

es una sucesion exacta corta. Para probar la exactitud en Cl( f , X ), basta ver que
si Crity(f) = {a1, —a1, ..., am, —am}ﬂy v=>" A a;+ X (—a;) € Cy(f, X) con
/\;-t € Zy, entonces la igualdad

m

0=p(v) =Y (A\f +A;)p(ay)

J=1

2Recalcamos que el signo menos de estos elementos indica que —a; es antipoda de a; (inverso

en R"™1), mas no inverso aditivo en el espacio Cy(f).
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es equivalenteﬂa A =\ paracadaj=1,...,m,estoes,
v="> A(a;+(—a;) = Q<Z AjP(%’))-
j=1 j=1

Por el teorema concluimos que existe una sucesién exacta en homologia

I

H M, (RP) ‘(—> HM,(S") & Zy ---220 > HM, (RP")

G )n

—

HM, 1(RP") “os- HM,1(S") 20 P M, (R

¥ )n—1
_— (5.5)

anfl

/ ’ —
HMy(RP™) - s HMo(S™) 22 Zy —2° 5 HM(RE™)

9x)0 -

an

a° T

-
HM_;(RP") 20 ----------- 3oeen

Por exactitud en las primeras dos lineas de , (¢« )n €s un morfismo inyectivo,
por lo que H M, (RP") = 0, o bien H M, (RP") = Z, con (¢.),, un isomorfismo. En el
primer caso, la exactitud en la segunda linea de implica que (p.), : Zy — 0
es un morfismo inyectivo, una contradiccion. Luego, H M, (RP") = Zs, (¢.), €s un
isomorfismo y (p.), = 0. De manera andloga, se demuestra que (¢.)o = 0y (p«)o
es un isomorfismo.

Asimismo, se deduce sucesivamente (utilizando la exactitud de (5.5)) que los
morfismos de la forma 9* con1 < k <n y los morfismos (g.), y (p«)1 son isomor-
fismos (marcados con flechas s6lidas), mientras que el resto de los morfismos son
triviales (denotados con flechas punteadas). Concluimos que

(p) ot 0?
=

o (@+)n
Zo %’O HMy(RP") =2 HM,(RP") - = HM,(RP") = Zs.

3En este caso, tenemos la expresion Crity,(f) = {p(a1),...,p(am)}-



Teoria de Morse Discreta

Los resultados expuestos en este trabajo pueden adaptarase a espacios de natura-
leza combinatoria. Forman [5] propuso una definicién de funcién de Morse para
complejos CW —aplicable a complejos simpliciales abstractos— y demuestra que
ésta induce una versién discreta del campo pseudogradiente de la teoria de Morse
clésica.

El campo gradiente discreto puede entenderse como una colecciéon V' de pares
{o C 7} de simplices de dimensién consecutiva, pensando a ¢ como la cola de
una flecha que apunta hacia 7 (véase [6, secciéon 3]). El concepto andlogo al de
trayectoria de un campo continuo es, en este contexto, una sucesién de simplices

00 C19D01CT1 D+ Doy, 1T >0,

llamada un V' —camino, tal que o; # 0,11y {0; C 7;} € V paracadai=0,...,r — L.
A partir de esta idea se obtiene una homologia generada por un complejo de ca-
dena
AL M, AN M, 4 O

donde M, es Z—modulo libre generado por los p—simplices criticos orientados.
Tal como en el caso continuo, la diferencial estd determinada por el ntiimero de
V —caminos que unen simplices criticos de dimensién consecutiva, contados con
multiplicidad [6, teorema 7.3]. Mds atn, esta homologia calcula la homologia sim-
plicial del complejo (véase [5] secciones 7-8] o [8, seccion 7.4]).

El estudio de esta nueva perspectiva de la teoria de Morse y su aplicacién
a problemas que relacionan espacios continuos y discretos (como las triangula-
ciones) constituyen una linea de investigaciéon que puede continuar al presente
trabajo.
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Apéndice A
Algebra homolégica

En esta secciéon ofrecemos un compendio de las herramientas y resultados alge-
braicos empleados en la exposiciéon de la homologia de Morse y sus propiedades.
Seguiremos como referencias centrales los textos de Weibel [18] y Dold[4]. Consi-
deraremos un anillo con unidad R. Cuando sea necesario, explicitaremos el uso
del campo Z,.

Definicién A.0.1 (Complejo de cadena y homologia). Un complejo de cadena C' =
(Cs, 0a) estd compuesto por una familia de R—médulos Cy = {C} }rez y una familia de
morfismos de R—mddulos Oy = {0), : Cyy, —> Cj_1 }kez, denominados diferenciales, tales
que Oy © Oy, = 0 para cada k € Z. La homologia de un complejo de cadena C' = (C.,, 0,)
es una familia de R—mddulos H.(C) = {Hy(C') }rez definida por

Hk(C) . Ker (ak)

-  keZ
Im (ak+1>

El R—mddulo Hy,(C) se denomina el k—ésimo grupo de homologia de C.

Definicién A.0.2 (Morfismos de complejos de cadena). Un mofismo de complejos de
cadenau : (Co, 0s)—(D,, 0,) es una familia de morfismos de R—mddulos uy, : Cy, — Dy,
tal que Oy, o uy, = uy_y o Oy para cada k € Z. En un diagrama conmutativo:

Uk Uk—1 (Al)

5k+1 Ok k-1
c—— D —— Dy —— -

Se definen las siguientes dos operaciones entre morfismos de complejos de cadena:
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I. La composicion de dos morfismos de cadena w : C—D, v : D—E se define como
el morfismo de complejos de cadena v ou : C — E de composiciones indice a
indice, es decir, (v o u) = vy, o uy para cada k € Z.

IL. La suma de dos morfismos de complejos de cadena u,v : C — D se define como el
morfismo u+ v : C — D de sumas indice a indice, es decir, (u + v), = uy + vy
Cy — Dy para cada k € Z.

Observamos que la condicién (A.1)) permite definir un morfismo en homologia
a partir de u. En efecto, el cdlculo (9 o ug)(Ker (0y)) = (ug—1 o 9x)(Ker (0g)) = 0
implica que cada morfismo uy, se restringe a un morfismo

uy, : Ker (8y) — Ker (0;,), k€ Z.
Ademas, sib = Oj1(a) € Im (Dp41), entonces uy(b) = ppr (urpr(a)) € Im (Dpys).

Definicién A.0.3 (Induccion de morfismos en homologia). Sea u : C' = (Cs, d,) —
D = (D,, 0,) un motrfismo de complejos de cadena. EI morfismo inducido en homologia
por w es la familia de morfismos de R—mddulos (u.)y, : Hx(C) — Hy(D) tal que

(u)e(z + Im (Bpp1)) = up(z) + Im(dpyy), = € Ker(dy), ke Z.

Proposicién A.0.4. Si u,v : (Cy,0s) — (Du,ds), w : (Da,ds) — (E.,d,) son
morfismos de complejos de cadena, entonces|

L (wou), = w0 U.
IL (U~ ) = Uy + Vs
ML (—u), = —(uy).
Demostracion. Sean x € Ker (0y) y k € Z. Denotando T = x +Im (0x1), obtenemos

(w0 ) )4(7) = wylug(2)) + Im(Dps1) = ((w.)i) (@) + (i)
= ()10 (W) +Im (Fp1)) = () 0 (1)) (7).

Tal como para los morfismos de complejos de cadena, la composicién y suma de dos familias
de morfismos de R—mddulos en homologia se realiza indice a indice: (ws © us)r = (Wi )k © (Us)k ¥
(U* + U*)k = (u*)k + (U*)k,
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Del mismo modo,

((u+0).)1(T) = (u+v)i(z) + Im (Oks1) = (un(z) + vk (2)) + Im (Or+1)
(ur(z) +Im (Og41)) + (vi(z) + Im (Op41))
= (u)r(z +Im (Ok+1)) + (V)r(z + Im (Op41)) = (us + 0.)1(T),

((—u))x(@) = (—u)i(z) + Im (~5k+1) = —up(2) +Im (Jps1)
= —(ug(x) + Im (Ox11))
= —((u)r(z +Im (Ok41))) = (—(us))(T).

Concluimos que las igualdades y [l11] se satisfacen. O

Definicién A.0.5 (Homotopia de morfismos). Un morfismo de complejos de cadena
w: (Co,0s) — (Do, 5.) es nulhomotdpico si existe una familia de morfismos de R—mddulos
sk : Cp — Dyyq tal que vy, = 5k+1 0 s + sy 0 Oy para cada k € 7. En un diagrama (no
conmutativo):

: — C}{;+1 Ck 1 ———> -
A l /
Okt1
- —— Diy > Dy, > Dy —— -+~
Dos morfismos de complejos de cadena w,v : C — D son homotdpicos si

u—wv: C — D es nulhomotdpico.

Proposiciéon A.0.6. Si u : (C,,0,) — (D., ds) es nulhomotdpico, entonces u, = 0.
Ademds, siv : (Cs,0s) — (Ds, 0s) €s homotdpico a u entonces u, = v..

Demostracion. Sea {sy : Cy — Diy1}rez €s una familia de morfismos de R—moédulos
tal que uy = Oj41 © s + s, 0 Oy, para cada k € Z. Si x € Ker (0;,) entonces

(w)k(@ + Im (Or1)) = Opga (s1(x)) + 54(Ok(x)) + Im (Fpp1)
= Op1(sk(2)) + 55(0) + Im (Ops1)
(

= Ok 1 (sk(x)) + Im (Dp1)
=04+ Im (8k+1).

La segunda parte de la proposicion es cierta pues si u es homotépico a v entonces

Uy = Ve + (U —0), =0, + 0 = v,.
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Definicién A.0.7 (Suma directa de complejos). Sea C* = (CY,0Y) una familia de
complejos de cadena. Se define la suma directa de la familia de complejos como

D= (Pex Pex).
donde (D, 6?)0@’5 = 85 : C,f — C,f_l C @, Cp_, para cada inclusion zf : C,f — @, Cy

ykeZ

La propiedad principal relacionada con la suma directa de complejos consiste
en la conmutatividad con la homologia, es decir,

Hk<@ CO‘> ~ (D H(C), kel (A.2)

Definicién A.0.8 (Producto tensorial de complejos). El producto tensorial de dos com-
plejos de cadena C' = (C,,0.) y D = (D,,0.) se define como el complejo de cadena

C@D=((C®D). (@®d).) tal que

(CeDy=E Gob;, ke,

itj=k

0@ = @D (9 @idp,) + (~1)'(idc, ® 9;), k€ Z.

i+j=k

La distributividad del producto tensorial sobre sumas directas implica la dis-
tributividad en cadenas:

(Dee)ep=Pic o). (A3)

Proposicién A.0.9. Sean C' = (C,,d,) y D = (D.,d.) complejos de cadena sobre Z,.
Entonces

HM(C @ D) = (HM.(C) ® HM.(D)), = @ HM;(C) ® HM;(D), k€ Z.

(A.4)

Demostracion. Notamos que el factor (—1) de la expresion (A.4) desaparece por la
eleccion del anillo. Comenzamos con el caso en que C' es de la forma

> 0 > Cfp = 7o > 0 (A.5)
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Como Z; es un campo, entonces Z, ® £ = E para cualquier Z,—espacio vectorial
E [11, proposicion IV.1.3]. Asi obtenemos la descomposicion

(C® D)k = @ Cz X Dj = ZQ ® Dk—r = Dk—ra
i+j=k
(0® ), 2idg, @ Op—r = O,

pues 0, = 0. Luego, H,(C ® D) = H_,(D). Por otro lado, la condicién d, = 0
implica H(C) = C},/0 = C}, para cada k € Z. Por lo tanto,

(H.(C)® H.(D))r, = € Ci® H;(D) = Zy ® Hy_,(D) = Hy_,(D) = H(C ® D)

para cada k € Z.
Si C es cualquier complejo de cadena de la forma

> 0 > C, > 0 (A.6)

entonces C'es la suma directa de complejos de la forma (A.5), pues Z; es un campo.
Tal como en [4] lema 9.12], el resultado en este caso se sigue de la conmutatividad
de la homologia con sumas directas y de la distributividad (A.3).

Si C es un complejo de la forma

or

> 0 > C) y Cr_1 > 0 b (A.7)

donde 0, es un isomorfismo, entonces H.(C) = 0, por lo que H,(C) ® H,(D) = 0.
Por otro lado, tenemos la descomposiciéon

(C & D)k = (Cr ® Dkfr) S¥ (Crfl & Dk*T‘i’l)?
(0©0), = (0, ®idp,_, +ide, ® O—) & (ido, , @ Ipri1),

pues 0,1 = 0. Unelementoz = (}_,¢; ®d;) ® (Zj ci@d;) € (Cr®Dy—,) ®(Cro1 ®
Dy_r11) tal que z € Ker((d ® 9);) satisface las relaciones

(0 = Z G ékfr(dz) € Cr ® Dkfrfla

0 = Z Or(c;) ® d; + Z ¢ ® Op—ry1(d;)
i J

= Zar(cz) ® dz - Z C;‘ ® 5k—r+1<d;‘) € Cr—l & Dk—r-

\ J
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Aplicando el morfismo 9, ' ® idp,_, : Cr—1 ® Dy_, — C, ® Dj,_,, tenemos
Z G Rd; = Z 8;1(03-) ® 5k,r+1(d;-).
i J
Luego,
=Y 0Mc) ® Ohepia(d)) &Y _ @ d]
J J
= (000 (Y0, (¢)®d) €Im ((a ® 5)k+1).
J

Por lo tanto, H.(C ® D) =0 = H,(C) ® H.(D).
Para el caso general, notamos que la condicién de campo de Z, implica que
cada espacio C}, se puede descomponer como

para algtn subespacio Ej, = Cj,/Ker (0;) de Ci. Ademads, 0, se anula en Im (0j+1)®

Hi(C) = Ker (8;,) y se restringe a un isomorfismo , : £}, —» Im (8;). Luego C es
la suma directa de los complejos

o

- — 0 — Epyr — Im(0ksq) > 0 SIS
> 0 > Hy, > 0
> 0 y By —— Im () — 0 —> ---

Como estos complejos son de la forma (A.6) y (A7), el resultado se sigue de la
conmutatividad de la homologia con sumas directas (A.2) y de la distributividad

(A.3). O
Definicién A.0.10 (Complejo dual). Sea C = (C,, 0.) un complejo de cadena. EI com-
plejo dual de C' se define como el complejo C* = (Cy, 0;) dado por
CZ = HomR(Ck, R), (9; : Cl;k—l — CZ,
fr—[ook
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para cada k € 7.En un diagrama, tenemos

Op+1 O
- —— Cri1 > Cy > Chog — -+
O o5
* ) * * Y
c—— Oy ¢ kS Cra &

Proposicién A.0.11. Si R es un campo y cada espacio Cy, del complejo C = (C,, 0,) tiene
dimension finita, entonces Ho(C') = Ho(C™).

Demostracion. Hacemos las observaciones fundamentaled?

Ker (0;,) ={f€Ci: (fodk)(Cy) =0} = (Im(Dt1))", (A9)
Im(9;)  ={fod: feCi}=(Ker(d)), '

para cada k£ € Z. Recalcamos, como en (A.8), que cada espacio C}, se puede des-
componer como

Ch = Ker (8k) ® E, =2 Im (8k+1) D Hk(C) e E,

para algtn subespacio £, C Cj. Por otro lado, recordamos que si V = S ® T,
entonces S° = T* [14, teorema 3.16]. Refinando este resultado para el caso en que
V tiene dimension finita, concluimos que S° = T* = T Por lo tanto, utilizando la
finitud de la dimensioén de C}, obtenemos a partir de (A.9):

(Im (Ok+1))° o Hi(C) @ Ei
(Ker (8k))0 - Ek

H,(C?) = ~ Hy(C), ke

]

Definicién A.0.12 (Sucesiones exactas de morfismos). Una sucesion de morfismos de
complejos de cadena

I on= (o) o o= ()

es exacta si
Im (6;') =Ker (6p), keZ

para cada n.

2Aqui X° = {f e Y*: f(X) = 0} denota al anulador del subespacio lineal X C Y.
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