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Prodlogo

Para comprender el mundo que nos rodea, los seres humanos hemos creado herramientas
e implementado su uso. Se sabe que Anton van Leeuwenhoek usaba microscopios 6pticos en
su investigacién [15], Galileo hizo una profunda exploracién de los cuerpos celestes gracias al
telescopio, por nombrar algunos ejemplos. En ambos casos, se trata de personajes cuyos trabajos
fueron hechos hace mas de trescientos anos. En la actualidad se cuenta con submarinos, aviones,
camaras digitales, computadoras, equipo clinico, barémetros, GPS y muchos otros dispositivos
que hacen que la investigacién sea mucho mas profunda y precisa en el dia a dia. Aunque podria
parecer que las matematicas no quedan dentro de este conjunto (de herramientas), la literatura
reciente sugiere que a través de modelos matematicos, uno puede describir y estudiar hechos y
fenémenos que se presentan en nuestro entorno (ver por ejemplo [92]).

En relacion con la biologia, la modelacion matematica se ha vuelto una herramienta im-
prescindible en las décadas mas recientes. Entre las disciplinas que han establecido conexién
con la biomatematica (o biologia matematica), se encuentran la ecologia, la epidemiologia, el
crecimiento de tumores y las neurociencias. En esta tesis, se presentan modelos matematicos que
fueron creados para estudiar la depredacién y la competencia en ecologia, aunque no se descarta
la posibilidad de incorporarlos posteriormente a otra rama.

Los humanos trabajamos con la ciencia desde tiempos remotos. A continuacién se mencionan
algunos aspectos que hacen notar la tendencia que muestra el ser humano a razonar cientifica-
mente, y lo cotidiano de este raciocinio que muchas veces es llevado a cabo sin siquiera darse
cuenta de ello.

Se puede observar que los humanos desde muy temprana edad exploramos el medio y los ob-
jetos que nos rodean. Los ninos pequenos se llevan objetos como canicas, plasticos o taparroscas
de refrescos a la nariz y a la boca. ;Por qué ocurre esto? En muchos casos, el infante ni siquiera
sabe caminar, sin embargo ya estd explorando el entorno en el que se encuentra inmerso.

De forma similar, un adulto hace una exploraciéon cuando quiere hacer una compra. Por
ejemplo, si desea adquirir una nueva computadora, él se pregunta mas de una vez si el equipo A
es el que satisface sus necesidades laborales y de ocio, o si le resulta més conveniente llevarse el
equipo B. Entonces él hace una o varias consultas relacionadas a las computadoras A y B con
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< PROLOGO

colegas en su oficina, busca en Google los equipos A y B para conocer sus caracteristicas, hace
una evaluacién y con base en eso toma una decision.

Existen aun mas ejemplos cotidianos que muestran como las personas exploran opciones y
obtienen resultados: ;Qué ruta tomaré para llegar de la casa al trabajo?, ;Qué platillo orde-
naré en mi préxima visita a cierto restoran?, ; Qué candidato o candidatos tendran mi voto en la
proxima eleccién federal?, y los ejemplos pueden seguir brotando; algunas de las preguntas ante-
riores pueden parecer faciles de contestar. Sin embargo, ;qué pasa si mi ruta favorita al trabajo
esta bloqueada por obras publicas? ;O se encuentra agotado mi platillo favorito en el restoran?
Entonces me veré obligado a tomar una nueva decision, y tal vez deba preguntarme cudl es la
alternativa que me genera mayor bienestar, o pedir que algtin tercero me haga sugerencias al
respecto.

En resumen, desde muy pequenos y de manera cotidiana, los seres humanos exploramos e
investigamos, inclusive en las situaciones més simples y sencillas. En ocasiones, lo hacemos de
forma natural y ni siquiera lo notamos. Al menos no se escucha a nadie en el supermercado
diciendo: “El cereal A tiene contenido calérico superior al del cereal B, y ademas la caja de A
ofrece 650gr. por $42, mientras que B cuesta $38 por 600gr. Con base en lo anterior, concluimos
que para el cereal A estaria pagando por cada 100 gramos a $6.46, mientras que para el cereal B
pagarfa $6.33 cada centena de gramos. Por lo tanto A es mds caro”. Quizas un peculiar discurso
como el anterior no solamente parezca ridiculo, sino que incluso se podria pensar que la persona
que lo emitié pudiera llegar a tener un trastorno obsesivo. Sin embargo, una conversacién comun
en una cantina o bar entre dos amigos muchas veces se centra en la efectividad o eficiencia de
equipos de futbol profesional. Podemos imaginar que uno de los amigos le dice al otro que el
América serd campedn de la Liga Mexicana de Fitbol y le recita (jde memorial) el nombre de
todos los refuerzos que han llegado al América, junto con sus edades, estaturas, posiciones en
el campo, equipos de procedencia y promedio de goles por partido. La otra persona le responde
cuales son los refuerzos de las Chivas en esta temporada y le dice a su amigo toda la informacion
analoga concerniente a cada jugador de las Chivas. Evidentemente, aqui comienza el debate, y
este puede prolongarse toda la noche y todo el dia que sigue. Los contendientes (los dos amigos)
justifican la razén por la cual su equipo saldrd campedn esta temporada. El primero comenta:
“Este ano viene Nicolas Castillo al América. Este jugador anot6 26 goles en los 45 partidos que
jugd con los Pumas. Eso quiere decir que tiene un promedio de mas de un gol cada dos juegos.
Por lo tanto veremos al menos un gol suyo cada dos jornadas”. Su amigo responde, “pues las
Chivas tienen en su delantera a Alexis Vega que es un hombre gol: la temporada pasada anoté 6
goles en 19 juegos. Su promedio es muy cercano al de un gol cada tres juegos, con la diferencia
de que este jugador tiene apenas 21 anos”. Esto provoca la réplica, “es demasiado joven para
ser factor en su equipo. En cambio, Castillo ya gan6 la Copa América 2016 con la seleccion de
Chile, y por lo tanto es un refuerzo mas experimentado”. Algunos de los argumentos que los dos
amigos dan, pueden parecer increiblemente parecidos a los que se mostraron con el sujeto del
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supermercado. ;Por qué nos parece inusual hacer niimeros respecto al contenido o peso de una
caja de cereal, pero nos resulta perfectamente normal ver a dos hombres haciendo niimeros para
protagonizar una discusion acerca de dos equipos de futbol? La razon es simple, es asi como
nos hemos acostumbrado a verlo. Pero mas importante ain, es notar que en ambos casos se
esta haciendo uso de la capacidad cognitiva del ser humano para poder realizar una exploracion
sobre un objeto de estudio (en el primer caso una caja de cereal, y en el segundo un equipo de
futbol y sus refuerzos) para poder arrojar conclusiones.

De esta forma, los seres humanos constantemente estamos dando puntos de vista y susten-
tando con argumentos estas posturas. La discusién y el debate son practicados casi a diario, e
inevitablemente se recurre a las matematicas para decidir si algin objeto es mas grande, mas
caro o (simple y llanamente) mejor.

Como se acaba de mostrar, las matematicas son invocadas en incontables ocasiones para
resolver problemas. En esta tesis se muestra una aplicacion de las matematicas a la ecologia.
Dicha aplicacién es la modelacién a través de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas.

Con respecto a la modelacién matematica, un suceso previo a la redaccion de este trabajo se
presenta a continuacion: en agosto de 2017, coincidi con el Dr. José Geiser Villavicencio Pulido
(ver por ejemplo [90, I18]) en la conferencia Solabima, en la ciudad de Cusco, Peri. En su
presentacion, el Dr. Villavicencio mencioné que un modelo matematico es como una caricatura,
pues su objetivo es dar una descripcién de algin fenémeno o evento (biolégico, fisico, econémico,
demografico, etc.), usando solamente una cantidad limitada de informacién. En conclusién, un
buen modelo (al igual que una buena caricatura) consigue acercarse suficientemente a la realidad
sin tener que recurrir a todas las caracteristicas del objeto que se esté estudiando.

Como se dijo anteriormente, los modelos matematicos que aqui se trabajan son aplicables
a ecologia. Una obra de arte relacionada con temas de ecologia, es presentada en el trabajo
de Jorge Soberén Mainero [I08, Capitulo III]. Aqui se habla de un gran mural del siglo XVI
que se encuentra en el templo agustino en Malinalco. En este mural se describen muchas de las
interacciones que existen entre flora y fauna silvestre: un bosque en el que algunos conejos estan
buscando alimento en el verde de las plantas, y unos colibries se encuentran al acecho de algin
néctar que extraer. Esta representacion es un ejemplo muy claro de como las especies dependen
unas de otras para poder coexistir. Cuando este mural es pintado hace aproximadamente cua-
trocientos cincuenta anos, muy probablemente ya se sabia acerca de las interacciones (como la
depredacién, la competencia, el mutualismo, etc.) que propician la biodiversidad.

La parte teodrica de este trabajo incluye resultados clasicos y resultados modernos de la
teoria de ecuaciones diferenciales. Estos son utilizados para analizar los modelos aqui propuestos.
Ademas, se usan algunas técnicas propias basadas en geometria y en célculo diferencial y que
son parte de la investigacion doctoral. También, algunos ejemplos de bifurcaciones y un sistema
con dindmica cadtica son estudiados.
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La redaccién de esta tesis ha permitido reafirmar que la matemética, mas alla de ser un medio
que nos permite resolver problemas y responder una gran variedad de preguntas, es también la
mas pura herramienta de andlisis descriptivo o cualitativo. En efecto, a través de la modelacién
matematica, el investigador presenta conclusiones, desarrolla conjeturas y se plantea preguntas.
Las personas que se dedican a estudiar modelos matematicos, tienen al frente suyo una fuente
inagotable de retos. Cada uno de estos retos tiene detras una o varias preguntas que lo impulsan,
y una vez completado el reto, este ultimo da lugar a nuevas interrogantes que motivan un reto
nuevo. Con base en lo anterior, se puede decir que el trabajo cientifico tiene una estructura
ciclica.

Alvaro Reyes Garcia



Capitulo 1

Introduccion

El mundo de los seres vivos es simplemente fascinante. Las diversas formas de vida en las
que la naturaleza se manifiesta, se pueden ver en un bosque, en una selva, en un pastizal o
incluso en el fondo del océano. Es posible encontrar criaturas mintsculas como los insectos, y
seres gigantescos como las ballenas. Por otra parte, estan también las plantas, que proporcionan
el oxigeno que nos permite a los seres aerobios respirar, y sin el cual pereceriamos. Las plantas,
en muchos casos sirven de alimento a los animales herbivoros como los conejos o los venados. A
su vez, estos ultimos se convierten eventualmente en la presa de algin animal carnivoro, como
por ejemplo un tigre o una hiena.

Hechos como los anteriores dan lugar a una intrincada red de relaciones, pues las comuni-
dades que cohabitan en un ecosistema se mantienen en constante interaccion. Un ave que desea
alimentar a sus polluelos busca algunos insectos, la leona va de caceria para poder dar de co-
mer a sus crias. Se pueden encontrar ejemplos como estos en la naturaleza, y a partir de ello
notar la importante contribucién que estan haciendo las presas a los depredadores: al igual que
el resto de los seres vivos, los depredadores deben alimentarse y proveer alimento a sus crias
(segun sea el caso) para no morir. Por lo tanto, las presas constituyen la fuente de alimenta-
cién de los depredadores. Sin embargo, la depredacién elevada podria traer consecuencias en el
comportamiento social de las especies, como se muestra en [57]. Una tasa de captura alta se
traduce en una mortalidad alta para las presas, y se puede suponer que esto podria llevar a
las presas a extinguirse. De manera similar, una tasa de natalidad baja por parte de las presas
puede ser un factor que provoque su desaparicién. Si la presas se extinguen o emigran, resulta
interesante preguntarse si los depredadores también desapareceran o no. Lo anterior depende de
la capacidad de los depredadores para sustituir su fuente alimentaria.

Para estudiar los efectos de estas interacciones, diversos modelos matematicos han sido pro-
puestos y analizados. La modelaciéon matematica ha sido de gran utilidad para poder entender
el comportamiento de las curvas poblacionales de las especies. En algunos casos, también ha



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

contribuido a incrementar las interrogantes o a agudizar la curiosidad del observador.

El trasfondo historico y la motivacion del trabajo se dan a conocer a continuacion.

Algunas de las primeras contribuciones que fueron hechas en relaciéon con los modelos pobla-
cionales datan de hace aproximadamente 800 afios: en 1202 Leonardo de Pisa (Fibonacci) usé su
famosa sucesion, que representa el crecimiento de una poblacion de conejos. También estd el tra-
bajo del economista anglicano Thomas Robert Malthus, que en 1798 concluye que el crecimiento
de la curva poblacional de la humanidad estd dado por una sucesién geométrica, y que sera in-
evitable la extincion de los seres humanos dado que los alimentos tienen un crecimiento de tipo
aritmético, y asi los humanos enfrentariamos una eventual escasez de viveres.

Maés de un siglo pas6 desde Malthus, para que aparecieran los primeros modelos de depreda-
cién que hoy se conocen y que inspiraron muchos modelos con los que se trabaja en la actualidad.
Los ecolégos propuesieron dar un enfoque matematico a los problemas que se encontraban estu-
diando y asi se desarrollo un vinculo entre los sistemas dinamicos y la ecologia. Entre los anos
1925 y 1926, Alfred Lotka [T9] — que naci6 en Ucrania —, y Vito Volterra [I19] — de nacionali-
dad italiana — presentaron casi simultaneamente su trabajo, que resulté ser uno de los primeros
modelos de depredacion en el mundo de la biologia matematica. En esos momentos, la llegada
de un modelo matematico como el de Lotka y Volterra fue innovador y prometedor para futuros
estudios en la disciplina, pues el modelo permitia predecir, estudiar y especular acerca del com-
portamiento de las poblaciones de las especies de un determinado lugar a través de un sistema
de ecuaciones diferenciales acopladas. Esta gran contribucion dio lugar a diversas perspectivas
en la modelacién matemética, como se menciona en [14]. Algunos trabajos recientes incorporan
el modelo de Lotka-Volterra. Las interacciones de la fauna neozelandesa son analizadas a través
de modelos de tipo Lotka-Volterra en [63], para poder asi concluir que los kiwis enfrentarian una
eventual extincién. En [71] se proveen condiciones para la existencia de soluciones positivas en
un sistema de Lotka-Volterra con retardo. Algoritmos computacionales de programacién mixta
(binaria-lineal) han sido implementados para poder encontrar los puntos de equilibrio de un
sistema Lotka-Volterra, asi como sus propiedades dinamicas. Otra perspectiva interesante es la
incorporacién de la difusién como modelo del movimiento de los individuos de una poblacién,
como se propone en [107] y que da lugar a publicaciones posteriores como [10, 51]. En [76] se
estudia un modelo de tipo Lotka-Volterra, con dos depredadores que comparten un tnico re-
curso. Los autores utilizan capacidades de carga finita e infinita: cuando la capacidad es finita,
aparecen escenarios con exclusion y escenarios con coexistencia; y cuando la capacidad es infi-
nita, hay casos en los que aparecen soluciones fluctuantes, y otros mas donde nuevamente hay
exclusion por parte de una de las especies.

En 1934 Gause [40] presenta el Principio de Exclusién Competitiva (que establece que a lo
més n especies pueden coexistir sobre n recursos). Esto llamé la atencién de muchos investi-
gadores, como se muestra en [§], [49], [65] y [83]. En el trabajo de McGehee y Armstrong [83],
el Principio de Exclusion Competitiva es estudiado desde una nueva perspectiva: los espacios



de funciones son la columna vertebral de un modelo matemético que sirve para comprender y
analizar la migracién, la invasion y el asentamiento de las especies. Se usa la ecuacién diferencial

Lt’z' = Iigi<l’1, Lo,y . .. 7In)7

para modelar el crecimiento poblacional de la i-ésima especie z; en el ecosistema. Se toman en
cuenta unicamente las soluciones con todas sus coordenadas positivas, es decir las soluciones en
(0,00)™, y las ecuaciones se reescriben

T; = xiui(rl(x)a TQ(x)a <o ,T’m(ﬂi)),

donde r; representa cada factor limitante (por ejemplo, espacio, oxigeno o luz). Tiene sentido
entonces escribir a 7; en términos de z, pues los recursos dependen de la densidad de cada
especie en el medio. Asi, queda definida la funcién r = (rq,re,...,7y): (0,00)" — R™. Las
comunidades ecolégicas con n especies y m factores limitantes se escriben

o = {g=uor:reC(0,00)",R"),u € C(R™ R")}.

Noétese que @7 es un subconjunto de C*((0,00)", R™) para cualquier n y para cualquier m.
Las especies x1, Za, ..., T, coexisten si la funcion correspondiente g € @7, da lugar a un sistema
diferencial persistente (es decir, un sistema con atractor en (0, 00)™). El andlisis anterior se puede
consultar en [34].

Otro resultado controversial que surgié de los modelos de depredacién es la Paradoja de
Enriquecimiento, presentada por Rosenzweig [96] en 1971, donde se muestran seis modelos planos
en los que el incremento de la capacidad del medio provoca la desaparicion de los puntos de
equilibrio positivosﬂ atractores correspondientes a cada modelo. La forma general del sistema
que se estudia en [96] es

i = 2G(x)—yP(a),
) = y(P(x) - D),

donde z es la poblacion de la presa, y es la poblacion del depredador, D es la tasa de mortalidad,
G es una funcién de crecimiento denso-dependiente con tasa intrinseca de crecimiento R > 0y
capacidad de carga K > 0 que puede estar dada por un modelo logistico

G(r) = R(l—=z/K),
una funciéon de Gompertz

Gz) = R(InK —Inz),

'Un punto de equilibrio positivo es aquel cuyas coordenadas son todas positivas.
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o bien una funcién presentada por los autores
G(x) = R(xP/K-1) (0<B<1),

y la respuesta funcional P con tasa de captura () > 0 puede estar dada por una funciéon de
Lotka-Volterra generalizada

P(z) = Qz% (0<a<1l),
o bien la funcién

P(z) = Q1 —exp(Az)) (A>0).

poblacién del
depredador
150+
100
50¢
\ . . | poblacion de
0 50 100 150 200 Ilapresa

Figura 1.1: Se muestran algunos ejemplos de isoclinas: una isoclina de la especie depredadora
(xo = 25), y cuatro isoclinas para la presa (K = 34, 80, 140, 200). Solamente la curva K = 34
tiene interseccién con la recta vertical en el costado de la curva que tiene pendiente negativa, y
por lo tanto sera la tnica que dé lugar a un punto de equilibrio estable.

Usando las dos respuestas funcionales y las tres funciones de crecimiento mostradas, los
autores obtienen los seis modelos de depredacién. En todos los casos, la isoclina £ = 0 es una
curva que abre hacia abajo, y la isoclina y = 0 es una recta vertical dada por x = xy como lo
muestra la Figura[I.1} Las isoclinas se intersectan en un tnico punto de equilibrio positivo, y su
estabilidad asintética depende de la ubicacion del punto de equilibrio con respecto de la cispide
de la curva correspondiente a la isoclina & = 0 (ya sea a la derecha que corresponde a un punto



asintéticamente estable, o a la izquierda que corresponde a un punto inestable). Supéngase que
la curva & = 0 tiene cispide con abscisa x = v. Entonces se demuestra que

v

oK
en los seis modelos. Como el valor zj es fijo y el valor v se desplaza hacia la derecha conforme
aumenta la capacidad de carga K, entonces eventualmente la recta vertical intersecta a la curva
2 = 0 del lado izquierdo de v, dando lugar a un punto de equilibrio positivo inestable.

La Paradoja de Enriquecimiento es la base de publicaciones subsecuentes como [3] y [120].
En [3] se muestra que la densidad poblacional de las presas se puede subdividir en vulnerable e
invulnerable para mostrar que si la transiciéon de una categoria a la otra es adecuada, entonces
el incremento de la capacidad de carga de la presa no necesariamente implica la inestabilidad
del equilibrio positivo del modelo. En [120] se muestra a través de dos modelos que la Paradoja
de Enriquecimiento puede no cumplirse si las plantas inducen mecanismos de defensa ante la
llegada de las especies herbivoras y si la mortalidad del depredador en el nivel tréfico més alto
se encuentra ubicada en un rango determinado.

En relacién con el tema de las respuestas funcionales, en [27], aparecen algunas de las res-
puestas funcionales mas comunes en la literatura. Cada una de ellas refleja la forma en que
se agrupan o se distribuyen los depredadores. Especificamente, se discute la importancia de la
respuesta funcional en un modelo matematico. Si la distribucién de la especie depredadora es
homogénea, entonces la respuesta funcional p es dependiente tinicamente de la poblacién de la
presa:

plr,y) = p(x).

Sin embargo el resultado es distinto cuando las colonias de cazadores se encuentran acomodadas,
por ejemplo, de acuerdo al relieve o a la humedad del ecosistema. Es asi como surgen las
respuestas funcionales que dependen también de la poblacién del depredador. Dichas respuestas
se ven afectadas si la poblacion del depredador crece.

Para el andlisis de las respuestas funcionales, se establece la siguiente estructura

qe(z,y)/y

PEY) = Ty

donde e(x,y) representa el nimero de encuentros, por depredador, por unidad de tiempo.
Ademas ¢ indica la cantidad de biomasa de la presa que sera eliminada por el depredador
en cada encuentro, y la constante a es el tiempo de manejo de la presa capturada.

El primer caso que se presenta en [27] es cuando los encuentros ocurren de acuerdo con la
ley de accién de masas: e(z,y) = epry. Haciendo una simple modificacién, se puede obtener una
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respuesta funcional de tipo Holling II

qx
1+ax’

ple) =
Si el nimero de depredadores en el drea no afecta el nimero de encuentros, entonces e(x,y) =
eor, v asi

qr
y+ar

p(x) =

Se puede observar el hecho de que cuando los depredadores se organizan en manadas o enjambres
para llevar a cabo la caceria, las formaciones bidimensionales dan lugar a respuestas funcionales

qx
mientras que las tridimensionales dan lugar a
_ qr

Los dos escenarios anteriores se conocen comunmente como funciones de tipo Hassel-Varley.
También en [27] se estudia el caso en el que la cantidad de depredadores al acecho es importante
si y es pequeno (respecto a 7)), pero que al incrementarse y deja de ser relevante. En este caso,
el nimero de encuentros esta dado por

€oYolyY
Yo+y’

e(z,y) =

y asi se obtiene la respuesta funcional de Beddington-DeAngelis

qzr

POy = Trarrey

Con respecto a la competencia y al papel que juega en el ecosistema, en [23] se menciona
que, junto con la depredacién, la competencia promueve la conservacion de la biodiversidad. En
[68] se estudian tres modelos distintos para analizar la relacién positiva entre la competencia y
la productividad del medio, en los que se muestra la importancia que tiene la competencia.

En otros casos, se ha optado por dar una perspectiva mas realista a los modelos al incorporar
retardo a las ecuaciones. En [72] se aborda este topico desde el punto de vista de las ecuaciones
diferenciales parciales para conocer los casos en los que existe un punto de equilibrio positivo
estable, un punto de equilibrio inestable, o bien se presentan érbitas periddicas. En otros casos,



el teorema de continuaciéon de Mawhin [37] es usado para hallar érbitas periédicas en modelos
de depredacién, como por ejemplo en [124], donde se trabaja con un modelo de depredacién
con retardo estructurado con tres etapas, en [71] donde los autores estudian un modelo de tipo
Lotka-Volterra con retardo, y en [73] donde se trabaja un modelo con retardo con respuesta
funcional de tipo Beddington-DeAngelis. En [I9] se muestra que en modelos con retardo la
estabilidad asintética de soluciones periddicas es posible y se presentan simulaciones numeéricas;
en [IT6] se presenta un modelo con respuesta funcional de tipo Crowley-Martin y se comparan
los resultados obtenidos al incorporar retardo (o gestacién, como se le nombra en ese trabajo)
a la ecuacion; en [89] se estudia un modelo Leslie-Gower con respuesta funcional Holling IT y se
discute acerca del efecto del retardo en el modelo propuesto.

El efecto Allee es tema de interés de algunos trabajos. En [19], se muestra como se modifica
la estructura del retrato fase al incorporar el efecto; en [32] un modelo con efecto Allee basado en
los hébitos de la Drosophila es construido; en [39] se discute acerca de las condiciones biol6gicas
que se deben cumplir para que el efecto Allee pueda hacerse presente; en [47] los umbrales que
permiten la coexistencia en un modelo discreto con efecto Allee son analizados.

El refugio o la defensa es un factor a considerarse en trabajos recientes. En [82] se estudian
las consecuencias potenciales de la efectividad de los mecanismos de defensa de las presas a
través de algunos modelos matematicos. En [I13] un modelo con respuesta funcional de tipo
Holling II y refugio constante es presentado y usando el teorema de Lyapunov y el teorema
de Bendixson-Dulac se concluye la estabilidad asintética de un punto de equilibrio positivo;
en [120] se estudian modelos bitréficos y tritréficos, se incorporan parametros que representan
mecanismos de defensa variables y permanentes, y se dan condiciones suficientes para que haya
estabilidad en los modelos.

Con respecto a los modelos con difusién, en [62] un modelo de tipo Hassel-Varley con difusién
es presentado y se hace uso de la teoria del punto fijo para poder conocer las condiciones que
garanticen la existencia de drbitas periddicas; ademds, los modelos matematicos con difusion
muestran como la poblacién de roedores [10] y de anfibios [35] tiende a disminuir en el Amazonas
en los anos mas recientes.

Los trabajos mencionados muestran de manera muy general la riqueza de la problemética en
ecologia, y constituyen el marco de la tesis. A continuacién se da una descripcién del problema
de interés.

El objetivo general de este trabajo, que conecta de forma natural la ecologia con las ma-
tematicas (especificamente los sistemas dindmicos), es estudiar las consecuencias que acarrea
consigo la invasién de una especie exdtica a un ecosistema. La llegada de un elemento externo a
un entorno que se encuentra momentaneamente en equilibrio puede tener efectos devastadores
en las poblaciones de las especies residentes. Ejemplo de lo anterior es el dano producido al
ajolote (Ambystoma mexicanum), en el sistema de canales de Xochimilco debido a la llegada
de especies exdéticas al medio (ver por ejemplo [26], 05, 127, 126]). En [I08, Capitulo VII] se
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menciona que alrededor del anio 1840 fue introducida en Australia la especie exdtica de nopal
Opuntia stricta, la cual se convirtié rapidamente en una plaga que comenzo a depredar los eco-
sistemas endémicos. Por otro lado, en [56] se presenta un estudio hecho a través de los nichos
ecoldgicos para conocer las consecuencias de la invasién de la especie Streptopelia decaocto en
Norteamérica. El estudio de estos modelos presenta preguntas interesantes desde el punto de
vista de la dindmica misma.

El problema se estudia desde una perspectiva general, lo que permite obtener robustez en
los modelos matematicos, en el sentido de que estos pueden ser aplicados en cualquier escenario
ecolégico que cumpla con las condiciones que se plantean.

El trabajo se divide en dos partes.

La Parte [[| son los Capitulos [2] y B} donde se estudia el impacto que tiene la competencia
en un entorno en el que una presa hace frente a varios depredadores. Modelos matematicos
son propuestos y analizados, y se dan condiciones suficientes para que los puntos de equilibrio
positivos correspondientes a cada modelo sean atractores. Lo anterior permite concluir que la
coexistencia de las especies es factible. El aporte de la Parte [[] estd en el Teorema en
el que se muestra la posibilidad de variar los parametros correspondientes competencia de los
consumidores sin que se vean afectadas algunas propiedades como la estabilidad asintotica del
punto de equilibrio positivo en el modelo principal del Capitulo 2], y en los Teoremas y
donde de forma respectiva se proveen condiciones para la estabilidad asintética de un punto
de equilibrio positivo en el modelo principal del Capitulo [3], y se muestra la existencia de una
bifurcacién de Hopf en el mismo modelo.

La Parte [[] son los Capitulos [4]y [} Ahf se estudia el problema de la invasién a través de un
modelo con dos presas y un depredador. En el Capitulo 4| se presenta un modelo matematico en
su forma més general y se siguen ideas expuestas en [I] para mostrar que la tasa intrinseca de
crecimiento de la especie invasora debe superar cierta cota para que esta ultima pueda ingresar
al medio sin que esto conlleve a la desaparicion o a la migracion de los residentes. La coexistencia
de las especies (vista a través de los sistemas dindmicos) se puede obtener a través de un punto
de equilibrio atractor, de un ciclo limite atractor, o incluso a través de dinamica cadtica; también
en el Capitulo [4] se realiza una construccion geométrica que permite hallar puntos de equilibrio
positivos para el modelo propuesto y se proveen condiciones suficientes para que un punto de
equilibrio sea un atractor, ademas de que se trabaja con las bifurcaciones de dicho modelo
matematico. Las contribuciones anteriores aparecen a los Teoremas y [£:20} en el Capitulo
se estudia la existencia de oscilaciones caoticas en el modelo y se analizan las propiedades
correspondientes.



Parte 1

Competencia: una presa y varios
depredadores






Parte I

Competencia: una presa
y varios depredadores

Los modelos mateméticos son una herramienta notable en ecologia, pues a través de ellos,
es posible estudiar las interacciones de las especies y obtener resultados aplicables en el labo-
ratorio o en el campo. Con respecto a estas interacciones, la depredacion y la competencia son
incorporadas en los modelos que aqui se proponen. Los depredadores que aparecen en el mode-
lo matematico pueden ser carnivoros que se alimentan de otra especie animal, herbivoros que
consumen un pastizal, incluso bacterias o protozoarios.

En esta parte del trabajo se presenta el caso en el que una especie hace frente a varios
depredadores comunes, y se analiza el impacto que tiene la competencia a través de un sistema
dinamico que modela las interacciones entre las especies que comparten un recurso inico y no
remplazable.

En el Capitulo [2| se presenta el modelo (2.1)) que usa la respuesta funcional de tipo Lotka-
Volterra (que refleja tasa de depredacién constante). Una caracteristica de este modelo es que
los resultados obtenidos son validos para cualquier funcién ¢ de crecimiento del recurso decre-
ciente y diferenciable en el intervalo [0, K]. La Proposicién muestra que el incremento del
coeficiente de la competencia entre los consumidores tiende a hacer crecer el valor de equilibrio
de la poblacién de la especie recurso. En el Teorema se dan condiciones suficientes para la
estabilidad asintdtica global de un punto de equilibrio positivo del sistema; lo anterior permite
dar respuesta al problema de la insercién de especies exdticas en un ecosistema, pues muestra
que nuevos consumidores pueden ser introducidos exitosamente si la competencia intraespecifica
que los nuevos miembros de la comunidad ejecutan es suficientemente alta en comparacion con
la competencia intra- e interespecifica de la especie nativa.

En el Capitulo [3| se analiza el modelo (3.1)) que contempla dos especies depredadoras y
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una especie recurso. La funcién de crecimiento del recurso en este caso, es el modelo logistico,
mientras que la tasa de depredacion estd dada por la respuesta funcional de tipo Holling II.
La competencia intraespecifica estd dada por valores constantes, y se desprecia la competencia
interespecifica. A partir de este analisis, se muestra la existencia de un umbral de bifurcacién
de Hopf. En el Apéndice [A] aparece el submodelo plano que se obtiene al retirar uno de los
consumidores del sistema original (que en la literatura se conoce comuinmente como el modelo
de Bazykin). Este submodelo muestra como es el ecosistema antes de la llegada de una especie
exotica que se alimenta del mismo recurso que la especie nativa.



Capitulo 2

Tasa de captura constante

“Solo después de haber conocido la
superficie de las cosas, se puede
uno animar a buscar lo que hay
debajo. Pero la superficie de las

cosas es inagotable.”

Italo Calvino [20]

Los modelos de depredacién han sido usados para analizar las interacciones entre una especie
carnivora y una herbivora, o una especie herbivora y el pastizal que representa su fuente alimen-
taria, o incluso para analizar el comportamiento de bacterias y protozoarios. Estos modelos han
presentado muchas variantes, como por ejemplo la estructura de edades. En [80] un modelo con
dos presas y un solo depredador en dos diferentes etapas es introducido, y se muestra que en
algunos casos reales, la insercion de pesticidas y la implementacién de medidas de prevencién
de enfermedades contribuye a estabilizar un punto de equilibrio positivo. También en [I10], los
autores muestran que un sistema con estructura de edades presenta una bifurcacién de ruptura
de simetria y caos; en [104] un sistema con estructura de edades para el depredador y respuesta
funcional de Crowley-Martin es estudiado, y se dan condiciones suficientes para la existencia de
puntos de equilibrio positivo que sean atractores globales para el sistema. En [60] un modelo
de depredacion con estructura de edades con respuesta funcional de tipo Beddington-DeAngelis
es analizado, y se muestra que la estructura de edades para especies depredadoras implica la
existencia de orbitas periédicas. Ademads de lo anterior, modelos con depredaciéon generalista
aparecen en [0] y en [125]. En el primero se muestra un modelo con respuesta funcional de tipo
Beddington-DeAngelis, y en el segundo se muestra un modelo con respuesta funcional de tipo
Crowley-Martin.

13
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La competencia también ha sido estudiada desde una perspectiva tedrica global en [§] y [83].
El Principio de Exclusién Competitiva (que establece que a lo mas n especies pueden coexistir
en n recursos) fue enunciado por Gause [40] en 1934 y consiguié atrapar la atencién de algunos
investigadores (ver por ejemplo [8], [49], [65] y [83]).En [65] un modelo de tipo Lotka-Volterra
es analizado y se muestra que la competencia intraespecifica en los consumidores favorece la
coexistencia. En [77] se introduce un sistema con dos consumidores en un solo recurso, y a
partir de la composiciéon quimica del recurso, se concluye que la heterogeneidad quimica de
las especies propicia la coexistencia a través de un punto de equilibrio positivo estable en el
sistema. En [68] se realiza un anélisis comparativo de tres modelos multiespecificos para poder
discutir el vinculo entre biodiversidad y estabilidad a nivel poblacién y a nivel comunidad. En
[73] el efecto de retardo en coeficientes intra- e interespecificos es estudiado, y se obtienen dérbitas
periodicas que numéricamente aparentan ser estables. La manera en la que la depredacion y la
competencia actian para favorecer la biodiversidad es un tema de interés; en [23] se establece que
para preservar la diversidad de las especies, los lazos intraespecificos deben ser mas fuertes que
los lazos interespecificos. Para mostrar esto, la depredacion y la competencia son cuantificadas
y analizadas a través de un sistema tritréfico. En [2], se estudian los nutrientes en un recurso y
los recursos son clasificados en no-remplazables y complementarios.

Tomando como base las publicaciones anteriores, se propone analizar un entorno en el que
varios consumidores compiten por un solo recurso. Con esa finalidad, se considera un modelo
matematico con n + 1 ecuaciones diferenciales que representan las poblaciones de un recurso y
de n consumidores. El crecimiento del recurso esta dado por una funcién g, y a su vez tiene un
decremento causado por el i-ésimo consumidor a razén de la tasa de captura ¢;. Adicionalmente,
la tasa de natalidad del 7-ésimo consumidor es proporcional a la biomasa capturada, la tasa
de mortalidad se denota con p; y los coeficientes de competencia con m;;. Concretamente, el
modelo esta dado por:

T = x(rgl®) —qy — @y —...... — qn¥n)
o= U (01Q1$ — M1 — MY — MigyYa — ... - mlnyn) )
Y2 = Y2 (02Q2SU — M2 — M21Y1 — MYz — ...... - mznyn) ) (2.1)
yn = Un (CHan — Mp — Mp1Yts — Mp2Y2 — ... - mnnyn) 5
n >0, 2(0) >0, y1(0) >0, y2(0) >0, ...... , Yn(0) >0,

donde x representa la poblacion del recurso, mientras que y; es la poblacion del i-ésimo consu-
midor parai = 1,...,n. La funcién de crecimiento g es diferenciable, ¢'(z) < 0 para toda z > 0,
y g(K) = 0. Los valores r y K son la tasa intrinseca de crecimiento y la capacidad de carga
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respectivamente. La tasa de captura de cada consumidor es constante (y estd dada por ¢;); ¢
es la eficiencia en la conversion de biomasa de recurso capturada a biomasa del consumidor.
Como ya se dijo, p; es la mortalidad del i-ésimo depredador y m;; es la competencia del i-ésimo
depredador sobre el j-ésimo depredador. En el resultado que aparece en [65, Teorema 3.1] se
presenta un modelo similar, pero que solamente considera competencia intraespecifica. La com-
petencia interespecifica ha sido estudiada en [25], [48], [52], [103] y [106]. En [52], se menciona
que dos especies estan en competencia aparente si la presencia de una de las especies induce una
disminucién en la densidad de equilibrio de las otras especies, y se muestran dos casos concretos
(en el primero se estudian liebres articas, y en el segundo se estudia zooplacton), en los que el
arribo de competidores ocasiona la migracion de las especies residentes.

Se asume que r, K, ¢;, ¢, i, my; > 0,y my; > 0, (para i # j). A pesar de que
puede tener hasta 2" + 1 diferentes puntos de equilibrio (esto se verifica haciendo cero el lado
izquierdo de y resolviendo el sistema correspondiente), tiene solamente un punto de
equilibrio E* con coordenadas positivas. La existencia de E* resulta ser de particular interés,
pues representa un estado en el que todas las especies pueden coexistir en el medio.

A partir del modelo propuesto, surgen algunas preguntas: ;Pueden los competidores (que
se alimentan de un tnico recurso) alcanzar la coexistencia? En caso de que lo anterior ocurra,
jcudles son las estrategias que les permitiran llegar a ese estado? ; Cémo se refleja la competencia
interespecifica en la coexistencia de las especies? Para responder estas preguntas, se hace un
analisis detallado del punto de equilibrio positivo E*.

2.1. Propiedades generales del modelo

Se analiza la disipatividad del sistema en el Teorema aparece la definicién de
umbral de eficiencia energética (un concepto que permite profundizar en el andlisis del modelo),
se calcula la matriz jacobiana de para conocer las propiedades de estabilidad de dos de sus
puntos de equilibrio en la frontera y se estudia la presistencia uniforme de en el Teorema
2.1

La demostracién del siguiente teorema es similar a la que se hace en [100].

Teorema 2.1. Existe un subconjunto compacto C de [0,00)" ™ de tal manera que para toda
solucion no-negativa (z,y1,...,y,) de (2.1), existe T > 0 tal que (x(t),y1(t),...,yn(t)) € C
para toda t > T.

n
., . 1 . , n
Demostracion. Se considera w = = + E ¢; i, se toma ¢ en el intervalo (0, min {y;};_,], y se
i=1

define



16 CAPITULO 2. TASA DE CAPTURA CONSTANTE

K 2
p= # Entonces se tiene
r

n n
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Del anélisis previo, se sigue que w < e~ **wq + B(l —e 7).

Asi, se tiene que limsup w(t) < L
t—o0
Se concluye entonces que para cualquier solucién no-negativa (z,yy,...,y,) de (2.1]), existe

T > 0 tal que

AS)

(x(t),y1(t), ..., yn(t)) € {(x,yl,...,yn) € [0, 00)"*: x+Zc;1yi < B} ,sit>T.

i=1
[

Como las curvas integrales de estan eventualmente acotadas, se puede realizar el estudio
del espacio de estados en una celda compacta de [0,00)"™!. Ademds es posible verificar que el
intervalo maximal de existencia de una solucién x(t) de es el intervalo no-negativo [0, co),
(ver [93, Seccién 2.4, Corolario 2]).

Definicién 2.2. [65] Dado el sistema (2.1), el wmbral de eficiencia energética (u.e.e.)
de la poblacion del recurso con respecto al consumidor y; es la cantidad de recurso
requeritdo en el medio para que la tasa de crecimiento y la tasa de mortalidad de la i-ésima
especie depredadora coincidan. En otras palabras, el u.e.e. x¥ es el valor positivo que satisface

%

@ = B
Ciq;

7

El u.e.e. provee informacion acerca de la adaptabilidad o de las posibilidades de la especie
y; para permanecer en el habitat. De acuerdo con Kuang et al. [65], Proposicién 2.1], si el u.e.e.
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2% (de la especie depredadora y;) es mayor que la capacidad de carga K, entonces la especie
morira. Se asume entonces que xf < Kparai=1,2,...,n.

A continuacién se muestra que los puntos de equilibrio Ey = (0,...,0), Ey = (K,0,...,0)
son puntos silla. Ademas se muestran las variedades estable e inestable de Eyy, y la variedad
estable de Fy. El punto de equilibrio en la frontera en Eqyo representa la exclusion de todas
las especies, mientras que Ej representa la exclusion de todos los consumidores y la saturacion
del recurso.

Six = (z,y1,Y2---,Yn), entonces la matriz jacobiana del sistema en el punto x es

r(zg'(z) + g(z)) —qT — (o . —qnT
—q1Y1 — q2Y2
— .. = 4nYn
C1q1Y1 11T — M —Mmi2Y1 ce —MinY1
—2mi1y1 — M2y
e mlnyn
J(x) = C2G2Y> —Mo1Yo CoQaX — 2 e —May
—Ma21Y1 — 2Ma2Y2
— ... — ManYn
CndnlYn —Mp1Yn —Mp2Yn oo Cndnd — Hn
—Mp1Y1 — Mn2Y2
— = 2Mpnn

Si lim z¢'(z) + g(x) = 8 > 0, entonces J evaluada en Ey estd dada por

z—0t
rg 0 0o ... 0
0 — U1 0 c. 0
J(Ey) = 0 0 —pu ... O ’
0 0 0 ... —pn

por lo que Ey es un punto silla en (2.1)) con variedad estable

We(Ew) = {0} x[0,00)",
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y variedad inestable

W*(Ep) = [0,00) x {0}"
Analogamente se obtiene
rKg'(K)  —aKk —@ K —gn K
0 ap K — 0 0
J(Ey) = 0 0 Coqa X — puio 0
0 0 0 coe Cpn KK — iy

b

Dado que los valores u.e.e. 7 son menores que K, entonces Ej es también un punto silla y

W9 (Ey) = [0,00) x {0}".
Teorema 2.3. Siz? < K para todai=1,2,...,n, entonces Eyy y Ey son puntos silla en (2.1)).

_ Otros equilibrios en la frontera distintos a los mostrados anteriormente son de la forma
E = (z,91,...,90,...,0), con Z,9y,...,y, > 0, y representan la exclusién de algunos de los
consumidores. Estos casos no son estudiados aqui.

Para analizar la persistencia de , se usan algunas definiciones y resultados que aparecen
en [36].

Definicién 2.4. Dado un sistema dindmico con funcion de flujo ¢ y un conjunto invariante I’
para @, se dice que el sistema es

1. Débilmente persistente en I, si para toda T € int(I") se cumple

limsup d(e(7,t),0') > 0.

t—o00

2. Persistente en I si para toda T € int(I") se tiene

liminfd(e(z,t),0') > 0.

t—o00

3. Uniformemente persistente en T si existe ¢ > 0 tal que para toda T € int(T"), se tiene

liminf d(p(7,t),0I') > e.

t—o0
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Teorema 2.5. Sea ¢ una funcion de flujo y sea I' un conjunto invariante. Si adicionalmente
existe r > 0 tal que el flujo es disipativo en N,.(I') \ T', entonces se cumple exactamente una de
las siguientes afirmaciones:

1. Para todo € > 0, existe un conjunto invariante K C N.(I') \ T
2. ExisteT € N,(I')\T' de tal manera que w(z) C I

3. Eziste ¢ > 0 tal que para toda @ € N,.(I')\ T, se cumple

lim d(e(7,t),0l') > ¢

t—o00

La demostracién del Teorema [2.5]se encuentra en [36]. A continuacién se usa el Teorema
para verificar que el sistema ([2.1]) es uniformemente persistente.

Lema 2.6. Sin =1y < K, entonces el sistema ([2.1]) es débilmente persistente en [0, 00)?2.

Demostracidn. Se procede por contradiccién. Supéngase que existe T € [0, 00)? tal que

lim sup d(¢(7, 1), 0([0,00]?)) = 0.

t—o00
Se analiza una a una las entradas de ¢(-) = (z(-), y1()).

1. Supéngase que limsup z(¢) = 0. Considérese € > 0 arbitrario tal que € < z%. Existe ty > 0
t—00

de tal manera que si t > tg, entonces z(t) < e. Asi §; < y1(c1q1e — 1) < 0. De lo anterior
se sigue que

lim () = lm (2(1),5:(t)) = (0,0),

t—o00 t—o00

lo cual es imposible, pues Eyp = (0,0) es un punto silla con variedad estable {0} x [0, c0)
(ver Teorema [2.3)).

2. Supodngase que

lim sup y, (t) = 0.
t—00
Cuando t tiende a infinito, la solucién ¢(t) = (x(t), y1(t)) no puede converger a Ey = (K, 0)
ya que la variedad estable de Ej es [0, 00) x {0} ni tampoco puede converger a Fyy. Al no
haber mas puntos de equilibrio en el eje X (con coordenada y; = 0), se concluye que y;(t)
no tiende a cero.
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]

En el siguiente resultado, se demuestra la persistencia uniforme usando el Lema [2.6
Teorema 2.7. Sin =1y 2% < K, entonces el sistema (2.1]) es uniformemente persistente.

Demostracion. Primero se analiza el eje X. Sea entonces I'y = [0, 00) x {0}. Ya se demostré (Teo-
rema que el sistema es disipativo, entonces se cumple exactamente una de las afirma-
ciones del Teorema [2.5] La afirmacién 1. falla porque I'; es una variedad invariante maximal de
(2.1) (ver demostracién del Lema . La afirmacién 2. tampoco se cumple ya que de acuerdo
al Lema el sistema es débilmente persistente. De lo anterior, se sigue que

liminfd(e(z,t),01) > &p, para algin gy > 0.

t—o00

De forma similar, se verifica que lo anterior se cumple para I'; = {0} x [0,00). Se concluye
entonces que el sistema (2.1)) es uniformemente persistente.
[l

Sin > 1, entonces también es posible mostrar que el sistema ([2.1)) es persistente a través de
un procedimiento analogo.

2.2. Dinamica alrededor del punto de equilibrio positivo

En esta seccién se presentan las propiedades principales del punto de equilibrio positivo £* =

(x*, 5, us, ..., ur). Ademads, se analiza como varia la coordenada que representa la poblacién del
recurso con respecto a la intensidad de la competencia.

En lo que sigue, los vectores positivos se denotan con y = (y1,¥2, -, Yn), @ = (q1, @25 - - -, @n),
o= (1, 42y« s fln), € = (C1,C2, .., Cn), K= (C1q1, C2Ga, - - ., Cnqy). La matriz de competencia se
denota con

mi1 M1 ... Mip
Mo1 Moy ... Moy

M - . )
mMmp1r Mp2 ... Mpn

¥y se asume que

det(M) # 0.
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Definicién 2.8. El vector de balance competitivo denotado con a = (ag,qs,...,qp)
estd dado por

ol = M 'q".

Es claro que a es la solucién al sistema lineal

miioq + mpge + ...+ My, = g,

Mo1) + Maoaia + ... + Moty = (o,

Mp1Q + Mp2Qo + ... + My, = qn-
Obsérvese que puede ocurrir o; < 0 para alguna j € {1,...,n}.

A continuacién se introduce la funcién
hz) = gM ™' (2" —p") —g(z), conz €0, K]

Observacion 2.9. E* = (z*,y},vy3,...,y) es un punto de equilibrio positivo del sistema (2.1)
sty solo si las igualdades

h(z*) = 0,
(y)" = M (z*k" —p") € (0,00)"

se cumplen.

En el Teorema se muestran condiciones para la existencia de un punto de equilibrio
positivo para el modelo (3.1]) estudiado en el Capitulo [3| De hecho, el modelo (2.1) es el caso
particular de (3.1)) con a; = ay = 0.

Definicién 2.10. El conjunto diagonal A del espacio de matrices estd dado por
A = {M c Mnxn: my; > 0, andmij =0 822#]}

Observacién 2.11. Si M € A, entonces a pertenece a (0,00)" y

h(x) = (Z miilciqi2> —¢'(x) > 0, para toda x € [0, K].
i=1
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Observacién 2.12. Si M € A, entonces M~ € A y por lo tanto la correspondiente funcién h
satisface

h0) < 0 < hK).

Entonces se tiene por el teorema del valor intermedio que la primera igualdad de la Observacion
se cumple para algin valor en (0, K).

Observacién 2.13. Para toda M € A, existe sl(ﬁ) > 0 tal que la funcion correspondiente h
satisface la cadena de desigualdades en la Observacion para toda M € My, con ||[M —

M|| < &1(M).

2.2.1. Efectos de la competencia en la poblacién del recurso

Dada una matriz cuadrada de n X n
A = (ay),

se denota con AY a la matriz de (n — 1) x (n — 1) que resulta de la eliminacién de la i-ésima
fila y la j-ésima columna de A. Ademads, el menor de A correspondiente a la k-ésima fila y la
(-ésima columna serd denotado con |Al,. Obsérvese que

n n

det<A) = Z(_l)k+jakj’A|kj = Z(_l)i+eai€|A|i57 para toda Za] € {17 s 7n}' (22)
k=1 =1

Las siguientes matrices son estudiadas en los Lemas y [2.15]

Aij =
|A |11 —[AY]21 (=1)" 1A% _1y1 0 (=1)* 1A% (10 (=1)"HHAY |y
—|AY |12 |A¥ |22 (1) A1y, 0 (1) A (4 1)9 (=1)"|AY |n2
(“JAY oy (—D)ITHAY gy . (FDAY |y o1y 0 ()T AY oy e (CD)PHIRL AN g
0 0 0 0 0 0
(D)7 AY] y1y  (CD)ITHAY 910y oo (FDPIAY |1y O (DAY Gy gy e (DRI AN G
(1"t Ay, (=)™ F2]A% |y, e (FN)EELAY G gy, 00 (S ANy, | A% |pn
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Zij =

j-ésima columna

o . N
(=1)i+7| Al 0 0 (=1)"Alix
0 (=1)"I|Al; ... 0 (—1)" Al
0 0 o (DAL (D) Aoy
j-ésima fila— 0 0 . 0 0

0 0 0 (—=1)"*7|Alij41)
0 0 NN 0 (*1)i+n+1|A|in

Lema 2.14. Z”A = j”

0 0

0 0

0 0

0 0
(1) |Aly; ... 0

0 (=) A

La demostracién se sigue de la ecuacion (2.2) y del hecho de que intercambiar filas en una

matriz cambia el signo del determinante.

Lema 2.15. Siu, v € R" y A* representa a la matriz adjunta de A, entonces

’U,AZ‘]"UT.
Demostracion. Es facil ver que
[Al11 —|Al2

Y A
AT = det(A)(AT) = Ahe Az

(=D Al (=1)"[Al2n

A* = A;; y el resultado se sigue.

Por lo tanto
80@-

uA*v? =
CLZ'j

(=1)"H Al
(=1)"[Alnz

| Aln

[]

El Teorema [2.16| establece que la razén de cambio de la poblacién de equilibrio del recurso
con respecto al coeficiente de competencia es directamente proporcional a la poblacion de equi-
librio de la especie competidora, asi como al balance competitivo de la especie que recibe esta
competencia. Obsérvese que la poblacién de equilibrio del recurso z*(M) estd definida implici-
tamente (por la primera ecuacién de la Observacién y el teorema de la funcién implicita) en
un subconjunto del espacio vectorial M,,«,,. Ndotese que a pesar de que la funcién h esta dada
en términos de z, depende también de los pardmetros m,;. Para evitar ambigiiedad, se usa la

notacién h’ para referirse a 0h/(0x).
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Teorema 2.16. Si E* = (x*,yf,y5,...,y:) es un punto de equilibrio positivo de ({2.1), entonces

oz* ;Y5

Demostracion. De los Lemas y se tiene que

ah o a —1 * T
8mij n amij (qM (I & B ))
o a M* * T

1 T * — *
= det(dD) (qMj(z*w" — p") — |M|;;qM ' (2" k" — "))
(inj - |M‘ijq) y*
det(M)
B aY;
det(M)

Del teorema de la funcién implicita se sigue que

dz*  0Oh oh\ Y
Omi; — Omy;’ \Ox* )  det(M)h'(z*)

La Observacién y el Teorema dan lugar a lo siguiente.
Proposicién 2.17. Si M € A, entonces

ox*
8mij

(M) > 0.

En este caso, la tasa de crecimiento de la poblacion de equilibrio del recurso respecto a la
competencia es positiva. Se concluye que si los coeficientes de competencia interespecifica son
igual a cero, entonces el incremento de la competencia (intra o interespecifica) de los consumi-
dores genera un beneficio indirecto para el recurso en ([2.1J).

Observacién 2.18. Para toda M € A, existe e5(M) > 0 tal que para M € My, |M — M|| <
eo(M) implica que x*(M) satisface la desigualdad de la Proposicion .
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2.2.2. Estabilidad asintotica

Para analizar las propiedades dindmicas del sistema (2.1)), se introduce la transformacién
lineal L.: M, v, — M, «, dada por

ey tmy (citmis +cytmar)/2 oo (¢ M 4 et mn) /2
LC(M) _ (Cl_lmlg +.02_1m21)/2 CQ_ImQQ e <C2—1m2n +.C7_len2)/2
(cl_lmln + ¢t mp) /2 (cglan +ctma) /2 ... o M,

Teorema 2.19. Si L.(M) es positiva definida, entonces E* es atractor global en (12.1]).

Demostracion. Se reescribe (2.1)) de la siguiente manera

& = z(g(x) —g(x*) —qayi —yi) — @ —43) — . — @ulyn — ¥)),

o= yaa@—2") —mu(y —vyy) —me(ye — %) — - — mu(Yn —¥))
Y2 = Yo (CzQz(JJ - x*) - m21(1/1 - yik) - m22(y2 - y;“) e m2n(yn - ?JZ)) )
Un = Yn(CnGn(x —2") —mp1(y1 —y7) — Mp2(y2 — ¥3) — . — My (Yn — Y1) »

y se considera la funcién de Lyapunov V': (0, 00)"** — [0, 00) dada por

X
V<x7y17y2a"'7yn) - )\0(1'—1'*—37*111(;))—{—/\1 (yl—yf—y’fln(%>)+

1

...+An<yn—y;—y;‘lln(z—2)>, con Ag, Aty ..., A, > 0.
La derivada de V esta dada por
av . . « x
- = (@=a2")[(g(z) = g(z")) + (o = Mer) (1 — 1) + -+ (Ao = Aaca) g (9 — 7))
)\1m11 e (Almln + )\nmnl)/Z
. (Armag + Aamar) /2 oo (Aaman + Apmipg) /2 T
-(y-y : N : (y—vy")
(Almln + )\nmnl)/Q c. )\nmnn

Si se escoge A\g = 1y A\; = 1/¢;, la ecuacién anterior queda

av

o = (@27 (9(@) —g(@”) = (y — y") Le(M) (y — y) .
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Del hecho de que L.(M) tiene espectro positivo y que g es decreciente, se concluye que E* es

un atractor global en ({2.1)).
[l

En el caso n = 2, la desigualdad de las medias aritmética y geométrica da lugar a ((mq2/c; +
ma1/ca)/2)? > (miamay)/(cica). Asi, se tiene que si L.(M) es una matriz positiva definida,
entonces det(M) > 0.

En general, parece complicado verificar si una matriz es positiva definida. Sin embargo, en
el caso particular n = 2, las condiciones de estabilidad para el punto de equilibrio positivo E*
estan dadas en términos de las medias aritmética y geométrica.

Corolario 2.20. Considérese el sistema (2.1) con n = 2. Si se cumple

CoMy + C1Moy

5 < 4/C1my11CaMmag,

entonces E* = (x*,yf,y3) es un atractor global.

La desigualdad del Corolario [2.20] a su vez implica las desigualdades
CoMyg + C1May C1My1 + CaMag

2 2 ’

V/C2MioC1 Mo < 4/C1M11C2M22.

Un escenario particular en el que el Teorema y el Corolario [2.20] se pueden aplicar es el
siguiente.

Ejemplo 2.21. Considérese una comunidad donde dos consumidores (y1, yo) comparten un
unico recurso x. Supongase ademds que las poblaciones y las interacciones de estas especies

estdn modeladas por el sistema (2.1) (con n = 2) y que la desigualdad del Corolario se
cumple. Entonces la invasion de un nuevo competidor y3 serd exitosa si se cumple

2 2 2
4m11m22 mi2 ™Mo C3 mi1 ™mo3 (IRY)] Moo mis maq
- - > - + + (2.3)
C1C2 1 Co m33 | G Co C3 Co 1 C3

mia ma1 mis ms; ma3 ma2
- + + + .
C1 Co 1 C3 Co C3

La desigualdad (2.3|) se puede deducir del determinante de la matriz correspondiente de 3 x 3
Le(M) en el Teorema[2.19. Ademds, el Corolario implica que el lado izquierdo de (2.3)) es
un numero positivo. De acuerdo con eso, para una invasion exitosa de ys, es suficiente que la
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especie mantenga un perfil bajo con los otros competidores (de tal forma que (ma3/co + msa/c3)
y (mas/c1 + mai/c3) sean suficientemente pequenos en comparacion con los otros pardmetros
de ), o que tenga un nivel de competencia intraespecifica suficientemente grande (es decir,
c3/mas suficientemente pequena).

El Ejemplo puede adaptarse a dimensiones mas altas, sin embargo los calculos se vuelven
mas largos.

De la Observacion se sigue que existe un valor de equilibrio z* € (0, K) si M € A. En
este caso, existe un punto de equilibrio positivo (z*,y;,...,y}) si y solo si

MY 2*k" — p") € (0,00)".

Observacion 2.22. Si M € A, entonces las siguientes tres condiciones son equivalentes

1. y* € (0,00)",

2. my;" (c;qix* — pi) > 0 para todai € {1,...,n},

3. x* > % para toda i € {1,...,n}.

Se denota

A = {M € A: M cumple alguna de las condiciones de la Observacién [2.22]}
Proposicién 2.23. A ()
Demostracion. Sin = 1, entonces
h(b) < 0 <  WK),
donde h estd dada por
h(z) = qM~' (2" — p") —g(z), conz €0, K],

y el resultado se sigue del teorema del valor intermedio.
Para el caso n > 1, se escribe

n

=17

) —1
= max {CiQi(I?v - xf)}jzl )

zh = maéx {xf}

Entonces, se escoge M € A, con

(n—1)y
g(x)

Por lo tanto h(z%) < 0, y se procede como en el primer caso.

mi; > , para toda i € {1,...,n —1}.
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Observacién 2.24. Para toda M € A, eziste 63(M) > 0, tal que M € Mup, ||M — MH <
e3(M) implica que M~ (z*k” — p') es un vector positivo en R™ y mino (L.(M)) > 0, donde
o denota al espectro de M.

Los resultados principales del Capitulo [2 (la Proposicién m y el Teorema [2.19)) se pueden
generalizar para las matrices de competencia M de un subconjunto abierto y conexo de M, ..

Teorema 2.25 (Reyes-Garcia). Existe un conjunto abierto y conexo U C My, x, de tal forma
que A C U y si M € U, entonces un sistema (2.1) asociado a M tiene un punto de equilibrio
positivo E* que es un atractor global y ademds 0x*/(Om;;)(M) > 0.

Demostracién. Para toda M € A, se escoge (M) = min {e1(M),es(M),e5(M)}, donde &;(M)
denota al valor positivo de las Observaciones [2.13] [2.18] y [2.24] respectivamente. Entonces se
introduce el conjunto

U = U{B(M,E(M)) : Me&}

De las Observaciones [2.9] 2.12] 2.13] y [2.22] se sigue que existe un punto de equilibrio positvo
E*. Posteriormente, dz*/(8m;;)(M) > 0 se obtiene por la Observacion [2.18 Finalmente, por la
Observacién [2.24] se tiene que E* es un atractor global.

]

Para dar un sistema de ecuaciones diferenciales (2.1)) con un estado estacionario de coexis-
tencia E* = (2,7, ..., y}) que sea atractor global y tal que el valor estacionario de la poblacién
del recurso x* sea creciente respecto a la competencia m;;, conviene considerar las matrices de
competencia que pertenecen al conjunto U C A.

2.3. Simulaciones numéricas

A continuacion se realizan simulaciones que ilustran algunas de las caracteristicas del sistema
([2-1). Considérese el sistema con n = 2 (dos consumidores alimentdndose de un recurso),
y supongase que todos los parametros con excepcion de mqo vy moy estan fijos: los valores que se
escogen para los parametrossonr =3, K =8, ¢c; =1,q1 =4, 11 = 3, my; = 1.5, c0 = 1.2, g2 = 2,
p2 = 1y mos = 2; las condiciones iniciales estan dadas por z(0) = 1, y1(0) = 0.8, y2(0) = 0.6.
Se mostrard (para g dada por el modelo logistico) que existe un subconjunto 2 C [0, 00)? tal
que para (mi2, mo1) € 2, la matriz correspondiente M pertenece a U (ver el Teorema y
por lo tanto el sistema tiene un punto de equilibrio E* que es un atractor global. Ademas
se muestra que se cumple la desigualdad

ox*
8mij

(M) > 0.
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Para hallar un punto de equilibrio positivo, se resuelve el siguiente sistema lineal

3(1—a"/8) —4dy; —2y; = 0,
dr* — 1.5y —mpy; —3 = 0,
24" —mory; —2y5; —1 = 0,

* * *
para x -, Yy, Ys-
Se sigue que

8(36 — 4m12 — 6m21 — 3m12m21)

o - 322.6 — 76.8m12 — 64m21 — 3m12m21
h 322.6 — 76.87’7112 — 64m21 — 3m12m21’
Y2 =

322.6 — 76.87’7112 — 64m21 — 3m12m21 ’

Es claro que yj tiende a cero si
mys —  2.249,
y que y; tiende a cero si
mo; — 2.1183.
Por lo tanto (y;,ys) es una pareja ordenada positiva si
(mig,me1) €y : = [0,2.249) x [0,2.1183).

Por otro lado, el Corolario implica que L.(M) es una matriz positiva definida si (m2, mo1)
pertenece al conjunto

1.2
Qg L= {(m12,m21) € [O, OO)QI w < \/gﬁ} .
ox*  Oz*
Finalmente, las derivadas parciales L, * son positivas si
8m12 8m21
(mlg,m21) €y = [0,075) X [0721183)

Nétese que 3 C €. Del anélisis anterior, se concluye que si (mj2,ms9;) es un elemento de
Q: =0, N0 NN =0 Ny, entonces la matriz de competencia correspondiente M pertenece
al conjunto U del Teorema [2.25]
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(a.1) Modelo logistico g1,

baja competencia 4z, baja competencia a4
poblacién

1.4
1.2
1.0 _— X
08 —hn
0.6 R
0.4 =
02
L L L L tiempo
o 10 20 30 40
(c.1) Modelo logistico gz,
alta competencia myz, baja competencia may

poblacion
1.4
12F
10} —_—
0.8 —h
0.6 R
5.4Lj\f
02|

L L L L L tiempo

0 10 20 30 0
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(b.1) Modelo logistico gy,

baja competencia 42, alta competencia mz+
poblacién
1.4

1.2

1.0

- n
- ¥z

1 1
a 10 20 20

(d.1) Modelo logistico gy,

alta competencia myz, alta competencia mzq
poblacicn
1.4

L tiempo
a

— ¥
- )z

L tiempo
]

Figura 2.1: Soluciones del sistema (2.1)) con el modelo logistico como funcién de crecimiento y
pardmetros de competencia interespecifica mis = 0.25, 0.5; mg; = 1, 2.
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(a.2) Modelo de Richards g, (b.2) Modelo de Richards gz,
baja competencia 4z, baja competencia a4 baja competencia 42, alta competencia mz+
poblacién poblacién
1.4 1.4
12} 1.2
10 — X 10 —_—X
0.8 — ¥ g B
0.8 R 0.8 W R
0.4 0.4
02f 0.2
[ L I I L 1 T i
0 10 20 30 40 HEmES 0 10 20 30 0 HEmEs
(c.2) Modelo de Richards gz, (d.2) Modelo de Richards gz,
alta competencia myz, baja competencia may alta competencia myz, alta competencia mzq
poblacion poblacicn
1.4 1.4
12 1.2
10} — X 1.0 _— X
08 — ¥ s —hn
08 G 0.8 ~ e
D.4U\\/& 0.4
0z2f 0.2
0 I;J 20 30 0 HEmes 0 1::| 20 30 0 HEmee

Figura 2.2: Soluciones del sistema ([2.1)) con el modelo de Richards como funcién de crecimiento
y parametros de competencia interespecifica mqy = 0.25, 0.5; mo; = 1, 2.
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(a.3) Modelo de Gomperiz ga,

baja competencia 4z, baja competencia a4
poblacién
1.4

|
— )2

10 20 30

L tiempo
40

(c.3) Modelo de Gompertz g3,

alta competencia myz, baja competencia may
poblacion
1.4

L tiempo
o
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(0.3} Modelo de Gompertz g,
baja competencia 42, alta competencia mz+

poblacién

1.4

0.8 |
)z

0 10 20 30
(d.3) Modelo de Gomperz ga,
alta competencia myz, alta competencia mzq

tiempo
a

poblacicn

1.4

— ¥
- )z

tiempo
30 ] "

Figura 2.3: Soluciones del sistema (2.1)) con el modelo de Gompertz como funcién de crecimiento
y parametros de competencia interespecifica mqy = 0.25, 0.5; mo; = 1, 2.
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(a.4) Modelo de Gompertz modificado ga,

baja competencia 4z, baja competencia a4
poblacién

1.4
1.2
1.0 _—
08 —hn
0.8 R
0.4
0.2
L L L L tiempo
0 10 20 30 40
(c.4) Modelo de Gomperz modificado ga,
alta competencia myz, baja competencia may

poblacion
140
12F
10} —_—
08 —hn
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0.4 W
oz2f
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0 10 20 30 0

(b.4) Modelo de Gompertz modificado g,

baja competencia 42, alta competencia mz+
poblacién
1.4

a 10 20 30
{d.4) Modelo de Gompartz modificado gy,

alta competencia myz, alta competencia mzq
poblacicn
1.4

121

1.0

L tiempo
a

L tiempo
]
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- n
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— ¥
- )z

Figura 2.4: Soluciones del sistema ([2.1)) con el modelo de Gompertz modificado como funcién
de crecimiento y parametros de competencia interespecifica mis = 0.25, 0.5; mg; = 1, 2.
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(a.5) Modelo de Schiéner gs,

baja competencia 4z, baja competencia a4
acién

|
— )2

pobl
1.4

L tiempo
o 10 20 30 40
(c.5) Modelo de Schaner gs,
alta competencia myz, baja competencia may
scicn

L - hn
- ¥z
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1.4

(b.5) Modelo de Schaner gs,

baja competencia 42, alta competencia mz+
acién

- n
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T
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1.4

L
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(d.5) Modelo de Schaner gs,

alta competencia myz, alta competencia mzq
acicn

— ¥
- )z

L tiempo
]

Figura 2.5: Soluciones del sistema ([2.1]) con el modelo de Schoner como funcién de crecimiento
y parametros de competencia interespecifica mqy = 0.25, 0.5; mo; = 1, 2.



2.3. SIMULACIONES NUMERICAS 35

Los resultados presentados para el sistema ([2.1)) en la Seccién son robustos en el sentido
de que se cumplen para cualquier funcién decreciente que satisfaga g(K) = 0. En las Figuras

2.1, 2.2, 2.3} 2.4y [2.5] se comparan las soluciones de (2.1)) para cuatro conjuntos de valores para

los pardametros de competencia interespecifica en €2, y cinco diferentes funciones de crecimiento.
Noétese que para algunas funciones g, no existe un punto de equilibrio E* en (2.1)), a pesar de
que (mj2, ma1) pertenece a 2.

En las graficas de las Figuras [2.1}2.5] los coeficientes de competencia interespecifica toman
los valores mys € {0.25,0.5}; mg; € {1,2}; las funciones de crecimiento estédn dadas por:

1. Modelo logistico: gi(x) =1 — z/K;

2. Modelo de Richards (ver [87], [8]]): ga(x) =1 — (x/K)?;

3. Modelo de Gompertz (ver [58], [74]): g3(x) = (In K) ! In(K/x);

4. Modelo de Gompertz modificado: g4(z) = (In(K + 1)) ' In (K +1)/(z 4 1));

5. Modelo de Schoner (ver [41]): gs(z) = K~ (K +1)/(x + 1) — 1).

(1) Logistico | (2) Richards | (3) Gompertz | (4) Gompertz | (5) Schoner
modificado

(a) mig = 0.25, (0.947, (0.9766, (0.9832, (0.8974, (0.8343,
Mo = 1 0.4574, 0.5371, 0.5548, 0.3239, 0.1541,
0.4077) 0.4033) 0.4024) 0.4149) 0.424)

(b) m1 = 0.25, || (0.9801, 1o 1o (0.926, (0.8475,
Moy = 2 0.6277, existe existe 0.4412, 0.2087,
0.0592) 0.17) 0.3082)

(¢) mi2 = 0.5, || (0.9694, (0.9993, (1.0033, (0.9194, (0.8563,
mo; =1 0.4367, 0.5182, 0.529, 0.3009, 0.1292,
0.4449) 0.4401) 0.4394) 0.4528) 0.4629)

(d) miz =05, | (0.9922, 10 10 (0.9346, (0.8627,
Moy = 2 0.6234, existe existe 0.4278, 0.1831,
0.0672) 0.1937) 0.352)

Cuadro 2.1: Coordenadas del punto de equilibrio positivo E* = (z*, y5, y5).

Nétese que las poblaciones de equilibrio z*, yj son llevadas a una ubicacién mas baja para
las funciones de crecimiento g4 y g5, en comparacién con los casos g1, g2 v g3. Ademas, el sistema
(2.1) con los modelos de crecimiento g» y g3, y parametro de competencia interespecifica mo; = 2
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no tiene un punto de equilibrio £* en el retrato fase. En estos casos, el punto de equilibrio E
es un atractor para el sistema .

Los puntos de equilibrio en la frontera Fygy Fy no dependen de la funcién de crecimiento ni de
los parametros mys y moy, mientras que los puntos de equilibrio F; y Es cambian si la funcién de
crecimiento cambia, pero permanecen estaticos si los parametros mqs y mo; son modificados. De
acuerdo con el Teorema el valor estacionario x* crece si mjs y mg; aumentan, y entonces el
punto de equilibrio positivo E* varia. A través de un calculo directo se puede conocer la posicion
de los puntos de equilibrio positivo para cada caso de las Figuras [2.142.5, Esto se muestra en el

Cuadro 2.11

2.4. Conclusiones

En este capitulo, el modelo de competencia y depredacién es introducido y analizado
para profundizar en la pregunta sobre el papel de la competencia intra- e interespecifica en la
estabilidad de la comunidad (ver por ejemplo [65]). La estabilidad asintética para el punto de
equilibrio positivo en fue demostrada en el Teorema a través de una funcion clésica de
Lyapunov introducida por Goh en [42]. Hasta donde se sabe, una demostracién para un modelo
con coeficientes de competencia interespecifica no nulos y una funcién de crecimiento general
no ha sido dada antes. Los resultados del capitulo muestran que la coexistencia de las especies
es factible siempre que un equilibrio competitivo entre los parametros intra- e interespecifico es
alcanzado; en particular véase el Corolario[2.20, donde las condiciones para estabilidad global han
sido establecidas en términos de medias geométricas y aritméticas que involucran los parametros
de competencia. En el Ejemplo [2.2]] la invasién de un depredador exético hacia un entorno que
esta ocupado por una presa nativa y dos depredadores es estudiado. En este caso, la condicion
para una invasion exitosa (desigualdad (2.3)) estd expresada en términos de medias aritméticas
y geométricas de los parametros de competencia.

La competencia entre consumidores puede propiciar un mayor crecimiento para el recurso,
como se muestra en el Teorema y en la Proposicién 2.17] Los ejemplos de la Seccién
muestran que lo anterior es valido para diferentes funciones de crecimiento. De hecho, se puede
verificar que

Omi;  (det(M))2H (a*)

Esta derivada parcial es positiva si y solo si det(M;) y h'(z*) tienen signos iguales. Para el caso
n = 2, es facil ver que si det(M) > 0y mo1/may < q1/q2 < my1/mya, entonces h'(z*) > 0.
Andlogamente, si det(M) < 0y my1/mia < ¢1/q2 < may/mag, entonces h'(z*) > 0. Asi, la razén
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de los coeficientes de depredacién y competencia se puede usar para determinar el signo de la
derivada parcial de x*.

En [23], se establece que una condicién suficiente para alcanzar la coexistencia, es que los
parametros intraespecificos sean mayores que los parametros interespecificos. Sin embargo, se
puede demostrar que no es una condiciéon necesaria; una seleccién de parametros conveniente
puede no cumplir esa condicién pero si cumplir las hipétesis del Corolario [2.20L Por lo tanto el
Teorema y el Corolario [2.20] confirman y complementan ese trabajo.

La region de coexistencia U C My, es introducida en el Teorema A pesar de que se
sabe que U es un conjunto abierto y no vacio, poco se sabe acerca del didmetro de la regién. En
la Seccién se muestra que la funciéon de crecimiento afecta la poblacién de equilibrio de las
especies, a pesar de que los parametros permanecen fijos. Entonces es una tarea futura investigar
acerca del conjunto U para diferentes funciones de crecimiento en el modelo.

Con el fin de hacer mas realista la modelacién, se considera una respuesta funcional de tipo
Holling IT que es denso-dependiente en el Capitulo [3]
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Capitulo 3

Tasa de captura denso-dependiente

“Las matemdticas son el arte de dar
el mismo nombre a cosas diferentes.”

Henri Poincaré

Para continuar con el estudio del problema de la coexistencia de las especies, se considera
ahora un modelo mateméatico con dos depredadores, una funciéon de crecimiento dada por el
modelo logistico para la presa, valores de competencia interespecifica mis = mg; = 0, y una
respuesta funcional de tipo Holling IT

_ ™

El parametro a representa el coeficiente de saturacion o el tiempo de manejo de la presa captu-
rada por parte del depredador. Conjuntando las caracteristicas anteriores, se obtiene el modelo
que aparece a continuacion

. Ny Q22
- 1—2/K) - - — zF
. ciq1x
Y y (1 el mly) yG(z,y), (3.1)
. CogoT
_ — [ — D= H
z z <1 o L2 m22> zH(x, 2),

con z(0) > 0, y(0) > 0, 2(0) > 0.

39
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Es claro que si se considera a; = as = 0, entonces se obtiene el escenario con un recurso y dos
consumidores que fue estudiado en el Capitulo 2| En lo que sigue, los pardmetros r, K, ¢1, ¢2,
ai, Gg, C1, Co, fi1, 2, M1, My SON NUMeEros positivos.

Algunas de las contribuciones hechas a los modelos con una presa y dos depredadores se
enlistan a continuacién: en [77] se analiza el impacto de la constitucién quimica en un sistema
de dos consumidores de un mismo recurso. Esta constitucion quimica es modelada a través de las
concentraciones de dos elementos quimicos (fésforo y carbono). A través de un andlisis numérico
se encuentra que las restricciones estoicométricas limitan de forma natural las densidades de
poblacién, y eso hace posible la coexistencia; en [76] se analiza la dindmica global de un modelo
de dos consumidores de un mismo recurso con respuesta funcional de tipo Lotka-Volterra; en [4]
se propone un modelo dependiente de la razén de tipo Holling-Tanner, se analiza la dindamica de
los submodelos planos y posteriormente se muestra que en el modelo hay presencia de caos; en
[68] se consideran modelos estocasticos para analizar la estabilidad temporal de las comunidades.
Se lleva a cabo un analisis comparativo de los resultados que se obtienen a través de cada modelo;
en [101] se construye un modelo a partir de otros dos ya conocidos, y se realiza un andlisis local
de la dindmica del punto de equilibrio interior y de algunos puntos de equilibrio en la frontera; en
[T00] se presenta un modelo que es muy similar al que se trabaja en este capitulo, y se muestra
una posible bifurcacién de Hopf, junto con varias simulaciones numéricas; en [30] se lleva a cabo
un modelo cuya respuesta funcional es dependiente de razén, y se ilustran los resultados a través
de simulaciones numéricas. Ademas se compara un escenario en el que los dos consumidores son
excluidos con un resultado andlogo obtenido en [54]; en [55] se muestra que para un modelo
con respuesta funcional dependiente de la razén (similar a una funcién de tipo Beddington-
DeAngelis), el Principio de Exclusiéon Competitiva parece cumplirse en muchos escenarios, e
incluso pudiendo ocurrir la desaparicion de los dos depredadores o de la presa misma, lo que
orillarfa automaticamente a la muerte a los consumidores; en [I115] se usan los espacios de Banach
para poder dar a conocer las propiedades dindmicas de un modelo con respuesta funcional de
tipo Beddington-DeAngelis, y se ilustran los resultados con algunas simulaciones.

3.1. Propiedades generales del modelo

En esta seccién se definen los umbrales de eficiencia energética (u.e.e.), se dan a conocer dos
puntos de equilibrio en la frontera y se demuestra que el sistema es disipativo.

Los valores de 7, 2 en tienen el mismo signo que G(x,y) y H(y, z) respectivamente, ya
que y, z siempre son no-negativos. De lo anterior se sigue que

C X
’y > 0 < L—ul—mly > 0.
1+(11$
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Consecuentemente
. 1T
> 0 = — > 0,
Y 1+ axr
de donde se sigue que
y > 0 = x > L.
C1q1 — a1y

Definicién 3.1. [65] Los umbrales de eficiencia energética (u.e.e.) en el sistema (3.1)),
que se denotan con y°, 2° estin dados por

b M1 b 2

Yy = z =
C1q1 — a1thh Coqa — Qa2

Recuérdese (de la Seccién que los u.e.e. indican la cantidad de poblaciéon de presa
requerida para que la tasa de crecimiento sea exactamente igual a la tasa de mortalidad del
respectivo depredador. Los u.e.e. 3, 2% son elementos decisivos en la coexistencia o la exclusién
de las especies depredadoras.

Dos puntos de equilibrio en la frontera que siempre aparecen en el retrato fase del modelo (3.1])
son Egy = (0,0,0), Ey = (K,0,0). El primero de ellos representa la exclusién de las tres especies,
mientras que el segundo representa la permanencia de la especie recurso junto con la exclusién
de las dos especies consumidoras. También es posible hallar puntos de la forma E; = (z1,y,0),
Ey = (29,0, 2z3), con w1, y1, Ta, 22 > 0, en los cuales se representa la permanencia de la especie
recurso y una especie consumidora junto con la exclusién de la otra especie consumidora.

Teorema 3.2. Los puntos de equilibrio en la frontera del sistema (3.1)) dados por Ey = (0,0,0),
Ey = (K,0,0) tienen las siguientes propiedades.

1. Eyo es un punto silla.
2. Si se cumple 0 < y® < K, o0 bien 0 < 2° < K, entonces Ey es un punto silla.

3. Siyt > K, yz2*> K, entonces Ey es un nodo localmente asintéticamente estable.
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Demostracion. La matriz jacobiana de (3.1)) estd dada por

r(1-2z/K)—qy(l+az)? —qz(l+ax)™ —gz(l+az)™?
—q22(1 + agx)™?

J(x,y,2) = cqy(l+ ax) ™ ciqr(l+ ayz)™? 0
—H1 — 2may

Coq22(1 + asx) ™2 0 Coqox(1 + agz) ™t
— g — 2M22

Entonces se tiene que

r 0 0
J(Ew) = [0 =1 O |,
0 0 —pe
—r aK(1+a,K)™! @K (1+ ayK)™!
J(Eo) = 0 clqlK(l + alK)_l — M1 0
0 0 C2Q2K(1 + (IQK)_I — W2

Por lo tanto, los resultados se siguen para Eoy y Eq en (3.1)).
O

Nétese que si se tiene y* > K, 2 > K, entonces los puntos de equilibrio de la forma

Ey = (21,vy1,0), Ey = (22,0, z3) desaparecen, y lo mismo ocurre con los puntos de equilibrio
positivo positivos E* = (z*, y*, 2*).
A continuacién se realiza el analisis de los puntos de equilibrio en la frontera restantes.

Proposicién 3.3. Si se cumple 0 < y* < K (0 < 2° < K), entonces (3.1)) tiene al menos
un punto de equilibrio de la forma Ey; = (x1,y1,0) (Ey = (22,0,23)) con z1, y1 > 0 (con x4,
29 > 0). Mds ain, si se satisface

K—-1
(% S Zb < K),
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entonces (3.1)) tiene un dnico punto de equilibrio de la forma FEy = (x1,y1,0) (Ey = (22,0, 22) ).

Demostracion. Si z = 0, entonces se tiene un subsistema plano de (3.1)) cuyas curvas isoclinas
estan dadas por
r
flz) = q—(l —z/K)(1+ a1z),
1

( ) 1 1T
€T = _— -
g my 1+CL1.T M1,

Se verifica facilmente que f y ¢ son simultdneamente no-negativas precisamente en el intervalo
[4°, K]. Por otra parte, f es una funcién decreciente en [(K — 1/a)/2, K], y g es creciente en
(4%, K]. Finalmente, se tiene f(y°) > 0 = g(y°), f(K) = 0 < g(y). Entonces existe exactamente
un punto x; € (yb, K) que satisface

flx1) = g(x1).

A continuacién se estudian las propiedades dindmicas de estos puntos de equilibrio.

Proposicién 3.4. Si 0 < 3* < 2° < K, entonces cualquier punto de equilibrio de la forma

Ey = (22,0, 29) es asintdticamente inestable en (3.1)).

Demostracion. Como el renglén intermedio de la matriz jacobiana D(FEs) estda dado por
(0, crqua(1 + ayws) ™t — g, 0), y se tiene que y° < 2 < @y, entonces c1q12o(1 +a1rs) ™t — g > 0
y asi Fs, es inestable. O

A través de un procedimiento similar al que se aplica en [100], se muestra que el sistema

(3.1]) es disipativo.

Teorema 3.5. Eziste un subconjunto compacto C' de [0,00)% de tal manera que para toda solu-
cion no-negativa (z,y, z) de (3.1), existe T > 0 de tal forma que (x(t),y(t), z(t)) € C para toda
t>1T.

Demostracion. De forma similar a lo que se hizo en la demostracién del Teoremal2.1] se considera
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K(r + ¢)?

e . Asi

w =2+ ¢ 'y +c,'z, y posteriormente se definen o € (0, min{u, po}], p =

wtpw = z(r(l—z/K)) =y +miy?)
—cy H(paz + me2®) + (x4 ety + eyt 2)

< =z <r+s0— (%) x) — e (= @)y — &5 (p2 — )z
< v ()

< K(r4—|-90)2

= p. "

De lo anteior se tiene w < e~ ¥'wg + B(l — e 7.

Y por lo tanto limsup w(t) < L
t—o0

Se concluye entonces que para cualquier solucién no-negativa (x,y, z) de (3.1)), existe ' > 0

tal que

(x(t),y(t),2(t)) € {(m,y,z) €[0,00): x4+ 'y +cylz < g} ysit>T.

O

3.2. Dinamica alrededor de los puntos de equilibrio po-
sitivos

Recuérdese que los puntos de equilibrio positivos tienen un significado ecoldgico relevante,
pues representan estados de coexistencia de todas especies. En el Teorema se muestran
algunas condiciones que deben cumplir los pardmetros para que exista un punto de equilibrio
positivo E* = (z*, y*, z*) en (3.1).

El sistema es simétrico en el sentido de que los papeles que juegan y, z son conmutables.
Por lo tanto se puede suponer sin pérdida de generalidad que siempre se cumple 0 < ¢° < 2° < K.

Lema 3.6. Si 0 < 3* < 2° < K, entonces se cumplen las desiqualdades
Coqa — agpz > 0,

po(c1qr — arpn) — pa(caqe — aspe) > 0,
K(caqo — agpia) — 2 > 0.
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Demostracion. La primera desigualdad se verifica de manera inmediata. En la segunda desigual-

dad se observa que
2b — yb >0 = o — o >0
Caq2 — Qg fb2 C1q1 — a1j1

= pa(c1qr — arpy) — pa(caqe — agpa) > 0.

Finalmente, la tercera desigualdad se comprueba asi

2

— >0
Coqa — Qa2

K—2>0 = K-

= K(caqa — agpiz) — pg > 0.
O

Es importante tener en cuenta la positividad de los valores que se analizan en la proposicion
anterior para la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 3.7. Supdngase que 0 < y® < 2* < K. Entonces

?

. ( CaQa — Qaflo )2 Kaqi(pa(ciqr — aipin) — pa(caqe — agjiz))
Q1o — QoMo + Caqo m1(K(02Q2 - G2M2) - NQ)

si y solo si (3.1)) tiene al menos un punto de equilibrio positivo.

Demostracion. Del Lema se sigue que el lado derecho de la desigualdad anterior es mayor
que cero. Se definen f, g, h como las funciones isoclinas de #, y, Z (respectivamente). Estas
ultimas estan dadas por

Fen) = (oK) = ) (1),

q2 1+ a1x

aqr
14+ a1z Hu)s

A través de un calculo se verifica que la hipotesis se satisface si y solo si

( Ao fla 1 aspis 2 )
r + == 5~ >
(22 — azp2) @@ Kqa(caqa — azpiz)? Kqa(caqa — azpio)
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147 1o I a2C1q3 13 ;
m1Ga(Caga — aafia) <ﬁ + 1> m1Ga(Caga — aofpia)? <ﬁ + 1>
. a1l _ QA2q1 b1 2
mige <62qzl_—‘fw2 + 1) m1ga(caqa — aspta) (ﬁ + 1) |

que es equivalente a

Es facil ver que

y que
ME) > 0 > f(K,g(K)).

Del teorema del valor intermedio, se sigue que existe z* € (0, K) tal que a h(z*) = f(z*, g(z*)).
Asi, E* = (z*,y*, z*) es un punto de equilibrio positivo en (3.1)), con y* = g(x*), z* = h(z*).

*

]

Se puede observar que el lado derecho de la desigualdad del Teorema (3.7)) se puede reescribir

() (228)
a;zb+1 myt(K — 2 )~
El tinico parametro que no aparece dicha expresion es precisamente ms. Entonces la competencia
que ejerce el depredador débil es independiente para existencia de puntos de equilibrio positivos.
Por otro lado, se puede apreciar que al incrementar los valores de K, ¢, crece también el lado
derecho de la desigualdad. Lo anterior dificulta la existencia de dichos estados estacionarios,
mientras que el incremento en m; aparentemente propicia la existencia de estos ultimos.

Es claro que el Teorema [3.7] se puede aplicar al modelo propuesto en el Capitulo [2] si consi-

deramos el caso n = 2 con el modelo logistico como funcién de crecimiento y mis = mso; = 0.
Solo hace falta hacer cero los pardmetros ay, as.

Corolario 3.8. Si (K —1/a1)/2 < y* < 2* < K y ademds el punto de equilibrio de la forma
Ey = (x1,11,0) es asintéticamente estable en (3.1)), entonces el sistema (3.1) no cuenta con
puntos de equilibrio positivo E* = (x*,y*, z*).
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Demostracion. De la Proposicién se tiene que £y = (x1,41,0) es el inico punto de equilibrio
con esta estructura (z = 0). El dltimo renglén de la matriz jacobiana D(FE;) estd dado por
(0,0, cagory (1 + asw1) ™t — o). Como E; es estable, entonces caqozy(1 + aswi)™ — po < 0, de
donde se sigue que z; < z°. Por otro lado, se tiene que x; > 271(K — 1/ay). Obsérvese que las
funciones definidas en la demostracion del Teorema cumplen:

1. g es creciente respecto a .
2. f es decreciente respecto a y.

3. f es decreciente respecto a x en [(K — 1/a;)/2, 00).

Como f(z1,9(x1)) = 0, entonces

fZ"9(2") < 0,

y esto ocurre si y solo si

r < < Caq2 — Qaft2 )2 KQ1(M2(01Q1 - al,ul) - M1(02Q2 - az,uz))
Q1o — Agfta + C2qo ma (K (caqa — aspia) — p2)

Del Teorema se sigue que (3.1)) no tiene puntos de equilibrio positivo.
m

A continuacion se presenta un resultado que trata la estabilidad asintética local de los puntos
de equilibrio positivos. En la demostracion se aplica el teorema de Hartman-Grobman a la matriz
jacobiana de , y también se usa el criterio de Routh-Hurwitz para estudiar las raices del
polinomio caracteristico de la matriz jacobiana.

Teorema 3.9 (Reyes-Garcia). Si (3.1]) tiene un punto de equilibrio positivo en E* = (x*,y*, 2*),
y ademdas
Y’ 2* € (K/2,K), entonces E* es el uinico punto de equilibrio positivo, y E* es un atractor local

en (3.1).

Demostracion. Siguiendo la notacién del Teorema [3.7, se tiene f(z*,g(z*)) = h(z*), donde
K/2 < 2* < K. Ademés, f(-,g(-)) es decreciente y h es creciente en el intervalo (K/2, K), de
donde se sigue que E* es tnico.

Considérese la matriz jacobiana del sistema aplicada al punto de equilibrio positivo
Er = (ﬁ*,y*, Z*):

A —-B —DB
D(E*) == Cl _Ml 0 )
Cy 0 — M,
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con
2z* Qy* Q22"
A=r(1- Ny S LA
" ( K > (14 ayz*)? (14 agz*)?’

B - 0T g @
1+ ajx* 1+ asx*
aqy” C2q2Z"

Cl=——""—— Co= —""——
YT F aga)? 7 (14 agx)?
M1 = mly*, M2 = ng*.

Se puede ver que los valores de By, By, C, Cy, My, M, son positivos. El polinomio caracteristico
de la matriz D esta dado por

PN\ = N4+ QA+ QA+ Q,
donde
Qy = M+ My, — A,
QO = MM+ BiCy + ByCy — A(M; + My),
Qo = BC1Ms + ByCoMy — AMy M.

El Criterio de Routh-Hurwitz dice que si los valores 2, €25 vy 2502, — Qg son todos positivos,
entonces las raices de P tienen parte real negativa. Haciendo un céalculo se obtiene

QQQl - QO - BlCl(Ml - A) + B202<M2 - A) + (Ml + MQ)(Ml - A)(M2 - A)
Como min{y®, 2°} > K/2 entonces x* > K /2, y por lo tanto A < 0. De lo anterior, se concluye

que E* es un atractor local para (3.1).
O

Se puede observar que la relaciéon de los pardmetros de competencia que se establece en el
Corolario [2.20] aparece también en el Teorema [3.9] pues se tiene mis = mg; = 0.

3.3. Bifurcacion de Hopf

Se realiza un procedimiento para verificar la existencia de una bifurcacion de Hopf en el
sistema (3.1)). Supéngase que (3.1)) tiene un punto de equilibrio con coordenadas positivas en
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E* = (z*,y*, z*). Entonces el primer paso consiste en efectuar un cambio de variables como se
muestra a continuacion.

T=uz/z*, y=yly, zZ==z/z" T=r,
7 * — * — * *
K=K/2", @ =qy, G@=¢, «=ur
— * - * *
ay = agx™, ¢ = cx’/y", Ty = cex*/2",
—_— —_— —_— * —_— *
My = 1, fo = f2, My =11y , Mgy =TMaz,
Después de realizar el cambio, se retiran las barras para simplificar la notacién. Se puede verificar

que (3.1) tiene ahora un punto de equilibrio en (1,1,1). Se propone hacer igual a uno los
siguientes parametros

@ = a = a = ¢ = ¢ = m = 1L

A partir de lo anterior, (3.1) queda transformado en

i = x(r(l—x/K)— wy = )

1+2 1+=x

y = y(w —ul—y), (3.2)

1+z

. T
z = z — Uy — Moz | .
1tz 2 2

Como (1,1,1) es punto de equilibrio para (3.2)), es posible despejar algunos pardmetros

P K(q +1)
2K — 1)’
1 —2
H1 = 9 5
1
M2 = é—mz-

Asi, se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales

. < (QI+1)( oK) - Y F )

1+ 1+=z

(o))
()
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Teorema 3.10 (Reyes-Garcia). Supdngase que K > 1, q¢1 > 2, y adicionalmente se cumple

(i ((K = 3)qu(4(K(K(13K — 37) +47)
—31) — (K — 3)(K(TK —10) — 1)q1)
+2K (K(=51(K — 4)K — 322) 4 140) + 154)
—4(K —3)*(K(17K — 30) +9)) + (K(17TK —30) +9)* > 0.

Entonces el sistema (3.3) admite configuraciones de pardmetros para las cuales el espectro de la
matriz jacobiana del punto de equilibrio positivo (1,1, 1) tiene la forma {v,iw, —iw}.

Demostracion. La matriz jacobiana de aplicada al punto (1,1, 1) estd dada por
(K=3)(q + (4K —-1)"' —q1/2 —1/2
J(1,1,1) = g1 /4 —1 0o |,
1/4 0 —Mmy
y el polinomio caracteristico de D es

P(A\) = =X+ AN 4 BA+C, donde

(K-3)(a+1)

A = —my—1
MK —1) e
B — 20K —=3)(ma+1)q —6Kmy — (K —1)¢2 + K +2my — 5
B 8(K —1) ’
C (K=3)ma(p+1) 1, 1
¢ = A(K — 1) g Ty

Se desea que el polinomio P tenga raices {v,iw,iw}. Entonces P debe tener la forma siguiente

P\ = (v—MN(iw— M) (—iw—\)
= N4+ -0+ vl

Si B es un numero negativo, y A tiene el mismo signo que C, entonces se escribe

A=v, B=—-w 0=uwp
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de donde se sigue
—AB=C.

Al hacer la sustituciéon de los valores A, B, C' se obtiene

()

20K —3)(my+1)q —6Kmy — (K —1)¢2 + K +2my — 5
( ) )

. (K — 3)m2 (q1 + 1) 1 2 1
- A(K 1) g/ Ty

Despejando msy de la ecuacién anterior, se obtiene

my = SHEK —1) (K —3)q1 —3K +1)" (K —3)%¢? — 2(K — 3)(3K — 1)¢
+K(11K —10) 4+ 3+ (g1 (1 (K — 3)qu (4(K (K (13K — 37) + 47) — 31)
—(K = 3)(K(7TK —10) — 1)q1) + 2K (K (=51(K — 4)K — 322) + 140) + 154)
—4(K = 3)*(K(1TK —30) +9)) + (K(17K — 30) + 9)*)"/?).

Es precisamente en ese valor en el que el espectro tiene la forma deseada.
m

Para poder concluir la existencia de una bifurcaciéon de Hopf en el retrato fase de , es
necesario que se cumplan las condiciones de transversalidad y de generidad. Con respecto a la
condicién de transversalidad en una bifurcacién de Hopf, se puede mostrar que para determina-
das selecciones de parametros, la derivada respecto a ms de la parte real de los valores propios
de la matriz jacobiana J(1,1,1) que pertenecen al conjunto C \ R es distinta de cero.

La bifurcacion resulta ser genérica para esas selecciones de parametros. Esto se observa al
calcular los valores del primer coeficiente de Lyapunov ¢;. En todos los experimentos hechos se
obtuvo ¢; # 0. En los primeros seis casos se tiene un valor negativo para ¢; (lo que da lugar a
una bifurcacién de Hopf supercritica y la existencia de ciclos limite estables), y en el tltimo de
ellos ¢; es positivo (lo que implica una bifurcaciéon de Hopf subcritica y la existencia de un ciclo
limite inestable).
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o | =
— T 1 7T —r 1 rr7T

-2,

7.0 7.5 8.0 8.5 9.0

Figura 3.1: Para los niveles ¢ = 4, 4.05, 4.1, 4.15, 4.2, 4.25, 4.3, 4.35, 4.4, 4.45, 4.5, 4.55, 4.6
se grafican de derecha a izquierda las curvas formadas por las parejas ordenadas (K, ms) en las
que se presenta un umbral de bifurcacién de Hopf (curvas de Hopf) para el sistema . Los
puntos rojos corresponden a umbrales de una bifurcacion de cero-Hopf, mientras que los puntos
negros son umbrales de bifurcaciones de Bautin. Un aspecto que conviene mencionar, es que los
umbrales de bifurcacién de cero-Hopf y de Bautin exhibidos en este diagrama, se encuentran
por debajo del eje mo = 0, y por lo tanto estan fuera de la region de interés ecolégico.
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A

K =80, ¢ =400 = ORe()) _ —0.383873, (, — —0.383873.
(9m2
ORe(\

K=79 ¢ =415 = W) _ —0.102561, ¢, = —3.59672

8m2
ORe()

K=78 ¢ =430 = ‘N _ 00977306, ¢, = —4.30827.
amg
A

K=77 ¢ =445 = ORe(A) _ —0.0871043, {; = —4.74064.
(9m2
ORe(A

K=76 ¢ =460 = 2FN _ 00706634, ¢, = —4.92111.
3m2
ORe()

K=75 q=445 = BN _ (08358, 0 = —458241.
8m2
A

K=74 ¢ =430 = agg ) _ —0.0774249, 0, = 52.8238.

2

Con base en los puntos anteriores, se concluye la existencia de bifurcaciones de tipo Hopf en el
modelo de interés. El diagrama de la Figura (que fue realizado con Matcont, una interfaz
creada en Matlab) permite ubicar los puntos en los que aparecen los umbrales de bifurcaciones
de cero-Hopf asi como de bifurcaciones de Bautin.

3.4. Simulaciones numeéricas

Ahora se muestran algunos ejemplos de la dindmica en el sistema (3.1]). En el primero de ellos
se observa la existencia de mas de un punto de equilibrio positivo, mientras que en el segundo
aparentemente hay un ciclo limite atractor.

Ejemplo 3.11. Uno de los escenarios en los que hay mas de un punto de equilibrio positivo en
el modelo (3.1)) es presentado a continuacion. Para la configuaracion de pardmetros que abajo
se muestra

r=13, K=414, =17 a =3,
G@2=2, ay=95, <=2, c=1,
M1 = 03, M2 = 02, myp = 098, mo = 006,
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se tienen tres puntos de equilibrio positivo en (3.1)). Estos iltimos se encuentran ubicados en

E7 = (0.622294, 0.446953, 1.71185) que es un punto silla,
ES = (1.06112,0.573898, 2.27608) que también es un punto silla,
E; = (1.85518,0.674199,2.68457)  que es un foco atractor.

Como solo uno de los puntos de equilibrio mostrados es atractor, se puede concluir que en
este caso particular, no hay multiestabilidad en las soluciones positivas.

Figura 3.2: Dinamica local de los puntos de equilibrio del sistema con la selec-
ciéon de parametros especificada en el Ejemplo Se bosquejan algunas de las trayecto-
rias, y se observa su comportamiento asintético. Ef = (0.622294,0.446953,1.71185), E5 =
(1.06112,0.573898, 2.27608), £ = (1.85518,0.674199, 2.68457)

Se puede observar que los parametros seleccionados en el Ejemplo satisfacen las hipotesis
del Teorema[3.7, pues

r = 1.3,

= 0.142656.

( CaQa — Q22 )2 Kq (M2(01Q1 - al,ul) - M1(02QQ - CL2M2))
ayfle — G2y + C2qo my (K (caqa — agpia) — pi2)

Los u.e.e. estan dados por
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mientras que la capacidad de carga estd dada por
K =4.

Por lo tanto las hipdtesis del Teorema [3.9 no se cumplen, sin embargo el sistema del Ejemplo
(3.11) s7 cuenta con un equilibrio positivo que es localmente estable.

Ejemplo 3.12. Se exhibe un caso que da lugar a un punto de equilibrio positivo en (3.1)) que es
asintoticamente inestable. Los parametros que se consideran son

r=3 K=4 ¢=18, a5 =1,
G2=2, ay=1, =1 c=1,

M1 = 06, M2 = 08, my = 1, mo = 0.05.

El iinico punto de equilibrio positivo se localiza en E* = (0.816562,0.209117,1.98039). Al ser
inestable E*, se tiene que las trayectorias se alejan de E*, y se aproximan a un ciclo limite. Lo
anterior se ilustra en las Figuras y[3-4)

Un aspecto que muestra el Ejemplo[3.19 es la existencia de un depredador marginal, que en
este caso estd representado con la variable y.

Soluciones del sistema
poblacién
3.5}

3.0t
2.5F
2.0f
1.5}
1.0
0.5

— X

(i -

— £

/

20 40 60 80 100 €MPO

Figura 3.3: Soluciones del sistema (3.1) con los parametros indicados en el Ejemplo m y
condiciones iniciales z(0) = 0.25, yo = 0.25, 2o = 1.
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Obsérvese que la hipdtesis del Teorema[3.7 se cumple, ya que

r = 3,

2
( CaQq2 — Qa2 ) Kaq (M2(01Q1 - allh) - M1(02QQ - az,uz)) —  0.15552
aqfle — Gglo + C2q2 ml(K(CQQ2 - a2,u2) - ,U2) . .

También se puede verificar que los u.e.e. estan dados por
' = 05, 2 = 0.6666,
y la capacidad de carga es
K = 4,

de tal forma que la hipdtesis del Teoremal[3.9no se cumple. Esta hipdtesis evidentemente fallaria
en cumplirse al ser inestable el punto de equilibrio positivo E*, y de hecho se puede verificar que
en este caso (3.1) no tiene puntos de equilibrio estables.

Soluciones en el espacio de estados

Soluciones en el espacio de estados

0.
8005 0 15 20 25 30 3£ % p 5 3 4

Figura 3.4: Se grafican las coordenadas z, z de algunas soluciones particulares de con los
parametros del Ejemplo Las condiciones xg, zo se muestran en cada caso, mientras que
Yo toma alguno de los valores 0.1, 0.2, 0.3. Se puede apreciar la convergencia hacia una éribita
periddica no trivial en ambos casos.
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Ejemplo 3.13. Una tercera simulacion muestra que existen casos en los que aparecen tres
o mds puntos de equilibrio en la frontera. En relacion con lo que se establece en el sequndo
inciso del Lema (5.0, la existencia de puntos de equilibrio positivo no implica necesariamente la
inestabilidad de los puntos de equilibrio en la frontera. Sin embargo, se puede observar que el
unico escenario en el que hay puntos de equilibrio estables en la frontera, y puntos de equilibrio
positivo, es cuando hay tres puntos de equilibrio en la frontera. Los pardmetros estdn dados por

r = 031, K = 45, q1 = 17, ay = 3,
QQZQ, a2:1, 01:2, 02:1,
M1 = 03, M2 = 095, mp = 098, Mo = 0.8.

Aqui aparecen siete puntos de equilibrio en total. Seis de ellos en la frontera, y unicamente
uno en el interior. El punto de equilibrio positivo E* = (0.906473,0.539415,0.000961756) es
un punto silla. A pesar de la existencia de un punto de equilibrio positivo, el punto frontera
E, = (0.702991,0.478364,0) es un atractor en el sistema (3.1). Nétese que esto pudo ocurrir
debido a que tiene mds de un punto de equilibrio con x,y >0, z = 0.

Figura 3.5: Dindmica local del nodo atractor de (3.1) wubicado en la fronte-
ra. A pesar de la existencia de puntos de equilibrio positivos, es posible hallar
un atractor no interior. En este caso, los puntos de equilibrio tienen ubicacion
E; = (0.702991,0.478364,0), E* = (0.906473,0.539415,0.000961756), y valores pro-
pios o(E;) = {-0.32693,—0.124404, —0.0128568}, o(E*) = {-0.428367,0.00871803 +
0.02311814,0.00871803 — 0.02311814}.
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3.5. Conclusiones

A través de un anélisis del sistema , fue posible conocer las condiciones para la existencia
de puntos de equilibrio positivo y para la estabilidad de estos tltimos, y se dieron condiciones
para la existencia de un umbral de bifurcacién. El Teorema (3.9 es una generalizacién de la
Proposicién (del Apéndice en la que aparece el modelo de Bazykin (A.1)) (el modelo de
Bazykin representa el entorno previo a la llegada del competidor fordneo). Esto permite notar la
compatibilidad que existe entre los modelos y (A.1)). En el Ejemplo se puede apreciar
que el equilibrio positivo E* es inestable, pero el submodelo (A.1)) correspondiente (con z, y)
tiene un punto de equilibrio positivo estable. ;Sera posible hallar un caso en el que el punto de
equilibrio positivo sea inestable, pero que en los dos submodelos inducidos (z,y), (x, z) el punto
de equilibrio positivo sea estable? ;O viceversa (un modelo con un equilibrio positivo estable,
cuyos submodelos inducidos tengan ambos un equilibrio positivo inestable)?

En contraste con lo hecho en [I00] (donde se trabaja con competencia interespecifica y sin
competencia intraespecifica, y se obtiene un punto de equilibrio positivo que no es atractor en
ninguno de los casos analizados), el modelo (3.1 presenta coeficientes no-nulos de competencia
intraespecifica, y se proveen condiciones para que un punto de equilibrio positivo sea atractor.
El andlisis hecho muestra que existe una gran diferencia entre la competencia intraespecifica
y la competencia interespecifica. Con base en lo anterior, es valido preguntarse cudl es la pro-
porcion entre estas competencias para poder asegurar la estabilidad asintética del punto de
equilibrio positivo del sistema. Esto podria ser analizado, por ejemplo, desde la perspectiva de
la estabilizacién dispersiva (véase [85]).
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Parte 1

Invasion: dos presas
y un depredador

Algunas de las preguntas que surgen cuando se estudian un ecosistema y las especies que
lo habitan son las siguientes: ; Cudntas especies en el mismo nivel tréfico pueden coexistir en
el habitat? ;Pueden compartir dos o mas especies el entorno aun si estas dependen del mismo
recurso alimentario (ver por ejemplo [8])7 ;Cudles son las facilidades o las dificultades que en-
contrara una especie al arribar a un medio en el que ya se encuentran otras especies previamente
establecidas? Si dos especies mantienen un conjunto de interacciones que les permiten coexistir,
jcudles son las caracteristicas que debe cumplir una especie migrante para poder mezclarse con
las nativas sin que esto implique la desaparicion de alguna? En particular, si dos competidores
comparten un ecosistema, y hacen frente a un depredador comun, ;cudles son los rasgos que
definiran a la presa mejor adaptada? ;Cual de las dos presas tiene mejores posibilidades de
sobrevivir? ; Qué condiciones se deben cumplir para la coexistencia de las tres especies ya sea en
equilibrio, o bien con fluctuaciones en las densidades? Diversos modelos mateméaticos han sido
propuestos y analizados, lo que ha permitido obtener conclusiones, pero también ha dado pie a
nuevas interrogantes y a una nutrida discusion.

En esta parte del trabajo se analizan las consecuencias que trae consigo la llegada de un nue-
vo competidor al ecosistema. Para ello, se plantea un modelo matematico en el que se describen
las poblaciones de tres especies. Una de las especies que aparece en el modelo, es depredadora
de las otras dos (problema similar al que se estudia en [31]). Ademds las presas se encuentran
en constante competencia intra e interespecifica (ver [9] y [69]), y se asume que su crecimiento
en ausencia de las demas especies esta descrito por un modelo denso-dependiente que se conoce
comunmente como modelo logistico. Para la actividad del depredador se usa una respuesta fun-
cional de tipo Holling II, que refleja un nivel de saturacion en la tasa de captura del depredador.
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En el Capitulo [ se muestra que el modelo matemdtico es disipativo y persistente, y se
lleva a cabo un andlisis del modelo similar al que realiza Peter A. Abrams en [I] para conocer
las caracteristicas que debe reunir la especie invasora que le permita coexistir con las especies
residentes. También en el Capitulo [4] se analiza la dindmica local del modelo y la existencia de
bifurcaciones; en el Capitulo 5| se aborda el tema de la dindmica cadtica.



Capitulo 4

Caracteristicas e interpretacion del
modelo

“La interaccion de la competencia
con la depredacion puede influir
enormemente en la coexistencia
o en la exclusion de las especies,
y por lo tanto en la composicion

de una comunidad.”

Robert Holt, Gary Polis [53)]

A continuacion se hace uso de los sistemas dindmicos y de la modelacién matematica para
estudiar la invasion de un ecosistema. En la literatura hay algunas ideas que estan en conexién
con esto. Por ejemplo, en [105] se analiza un caso en el que el aprovechamiento de un depredador
(que se alimenta de dos presas) viene acompanado de un retardo, y se muestra la existencia de
puntos de equilibrio, de ciclos limite y de ruido blanco; otro modelo en el que se trabaja con
dos presas y un depredador aparece en [7], donde se incorporan coeficientes que representan
cooperacion entre las especies que enfrentan al depredador, y algunos umbrales de bifurcacién
de Hopf son mostrados, asi como condiciones para la estabilidad de los puntos de equilibrio del
sistema; también se trabaja un modelo con coeficientes de cooperacién en [31]; en [67] aparece
un modelo con dos presas en el que una de ellas se ve beneficiada al convertir en alimento los
cadédveres de la otra; en [121] se bosquejan diagramas de bifurcacién y atractores extranos para
un modelo de dos presas y un depredador similar al modelo que se presenta aqui.

Los trabajos anteriores motivan el plantamiento un nuevo problema: una especie exdtica
llega a un ecosistema, con una poblacién baja en comparacion con las de las especies nativas.

63
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Se propone usar los sistemas dinamicos para analizar las curvas poblacionales de las especies
(endémicas y fordneas). Concretamente, se presenta un modelo determinista (triespecifico) de
depredacion y competencia. Las tres ecuaciones diferenciales ordinarias que conforman este
modelo matematico representan la tasa de crecimiento poblacional de las especies. Las dos
primeras corresponden a los dos competidores, y la iltima corresponde a un depredador. El
crecimiento de las poblaciones de las dos presas (denotadas con z, y) en ausencia de las otras
especies en el medio estd dado por el modelo logistico (también conocido como modelo de
Verhulst). Las poblaciones x, y disminuyen a causa de la depredacién, y esto se representa con
la respuesta funcional Holling IT (también conocida como Michaelis-Menten). Los factores que
intervienen en la variacién de la poblacién del depredador (denotada con z) son la natalidad (que
es proporcional a la depredacién ejercida), la tasa de mortalidad y la competencia intraespecifica.
Si las dos presas z, y se ausentan en el medio, entonces z enfrentara la extincion. El modelo
propuesto es

. ya
i = x(ﬁ(l—l’/Kﬂ—alzy— 13@ x)
1

. 2z
= ro (1 —y/Ky) — a1 — , 4.1
Yy y( 2( y/ 2) 21 1+a2y) ( )

. ‘g1 4 Cogply e
1+ax  1+ay H ’

con z(0) > 0, y(0) > 0, 2(0) > 0.

Se asume que los parametros de dados por r;, K;, a;, ¢;, jt, m son siempre positivos, y
que los parametros a;; son no negativos.

Los pardametros r; representan la tasa intrinseca de crecimiento de las presas; los pardmetros
K, se conocen cominmente como capacidades de carga del medio; la competencia interespecifica
de z, y esta dada por los pardmetros o;;; los pardmetros a; son conocidos como tiempo de manejo;
los parametros ¢; indican la eficiencia en la conversién de biomasa capturada; finalmente p es
la tasa de mortalidad de la especie consumidora y m representa la competencia intraespecifica
por parte del consumidor.

4.1. Propiedades generales del modelo

Los puntos de equilibrio en la frontera del sistema (4.1)) estdn dados por: Ey = (0,0,0),
El = (Klaoao)a E2 = (O7K270)7 E3 = ($379370)> E4 = (07?/4, 24)7 ES = (3:5707 ZS)a con rs, Ys, Y,
z4, X5, 25 > 0. Obsérvese que puede haber mas de un punto de la forma F; o de la forma FEj
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para (4.1). En esta seccién solo se analizan los puntos de equilibrio de frontera. En la Seccién
se analiza E* = (x*,y*, z*) que es el punto de equilibrio positivo de . La relevancia
ecolégica de E* se debe a que representa un estado de coexistencia de las especies, y por lo
tanto se buscaran condiciones que propicien la estabilidad asintética de ese estado.

Aligual que en los Capitulos y, se introducen los umbrales de eficiencia energética (u.e.e.)
para . Recuérdese que los u.e.e. muestran la minima poblacion de recurso que debe existir en
el medio (en caso de que el otro recurso esté ausente) para que el consumidor pueda sobrevivir.

Definicién 4.1. [65] Los umbrales de eficiencia energética (u.e.e.) en el sistema (4.1)),
que se denotan con x°, y° estdn dados por

R H b _ K

ciqr — arjr’ Y Caga — Qaft
Teorema 4.2. En el sistema :
1. El punto de equilibrio Eq = (0,0,0) es un punto silla.
2. Siag < ro/Ky o bien 0 < 2° < K, entonces Ey = (K1,0,0) es un punto silla.
3. Siarg <11 /Ky 0 bien 0 < y® < Ky, entonces Ey = (0, K5,0) es un punto silla.

Si las condiciones en 2. o en 3. no se cumplen, entonces el punto correspondiente es un atractor
local.

Demostracion. La matriz jacobiana de (4.1)) esta dada por

T (]_ — 21’/K1) — 12y
—q12(1 + a;x) ™2 — (9T —qrz(1+ ayz)™?

o (1 —2y/K3) — anw

J(z,y,2) = —Qo1Yy —q22(1 + agy) 2 —goy(1 + asy)™!
aqr(l+ax)™?
caqrz(1+ ayz)™? cogz(1+asy)™?  +caqoy(l + agy)™

—u—2mz
Si se evalda la matriz jacobiana de Ey = (0,0,0) se obtiene

T 0 0
J(Eo) = 0 7o 0 s
0 0 —u
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y siguiendo el mismo procedimiento con E; = (K3,0,0) se llega a

-rr —Kin ~Kigi(1+ a1 Ky) ™
J(E1> = 0 7‘2-K16¥21 0
0 0 CIK1Q1<1 + alKl)_l — U

De los célculos previos, se sigue el resultado.
O

Ademés de las posibilidades mostradas en el Teorema [£.2] atin hace falta estudiar otras tres
configuraciones para los puntos de equilibrio en la frontera F3 = (z3,y3,0), Ey = (0,y4,24) ¥
E5 = (ZZ'5,0,Z5), con I3, Ys, Ya, 24, Ts, 25 > 0.

Teorema 4.3. Sean

C242Y
1+ asy

En el sistema (4.1) se cumple:

1. Existe un inico punto de equilibrio E3 = (3,ys,0), con x3, y3 > 0 si y solo siry/Ky > aqs
y 1o/ K1 > agi. St pi(xs) + pa(ys) > p, entonces Es es inestable.

2. 810 < 2* < K, entonces existe al menos un punto de equilibrio de la forma E, =
(0,94, 24), con yy, z4 > 0. Si Ey = (0,y4, 24), con ys, z4 > 0, es un punto de equilibrio, y
r1 > Qqols + qrz4, entonces Ey es inestable.

3. 8i 0 < y* < K, entonces existe al menos un punto de equilibrio de la forma E5 =
(25,0, 25), con x5, z5 > 0. Si E5 = (25,0, 25), con x5, z5 > 0, es un punto de equilibrio, y
ro > Qu1x5 + 225, entonces Fs es inestable.

Demostracion. Es facil ver que los respectivos puntos de equilibrio existen si se cumplen las
condiciones indicadas.

El dltimo renglén de la matriz D(Ej3) es (0,0, p1(z3) + pa(ys) — 1), por lo tanto D(FEs) tiene
un valor propio positivo y por lo tanto Fs5 es asintéticamente inestable.

Por otra parte, se tiene que el primer renglén de la matriz D(Fy) es (r; — aqoys — ¢124,0,0),
y entonces Fy, es asintéticamente inestable. Un argumento similar funciona para FEj. O
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En el Teorema [4.3] se encuentran condiciones suficientes para la inestabilidad de algunos de
los puntos de equilibrio en la frontera. Al final del capitulo se muestra que en los puntos de
equilibrio F3, E; v Es se puede presentar también estabilidad local.

A continuacién se demuestra que el sistema (4.1)) es disipativo.

Teorema 4.4. Eziste un subconjunto compacto C de [0,00)* de tal manera que para toda solu-
cion no-negativa (x,y, z) de (4.1)), existe T > 0 de tal forma que (x(t),y(t), 2(t)) € C para toda
t>1T.

Demostracion. De forma similar a como ya se hizo en las demostraciones de los Teoremas [2.1]y

[3.5] se toma

w = aqr+eyt+z, ¢ € (0,py],
Ki(ri+¢)? | K(r: +¢)°
+ .
47“1 47’2

Entonces se tiene

wtow = ea(z(rm(l—a/Ki) - any)) + e (y(r(l — y/Ka) — anz))
—(pz +m2®) + p(e1x + ey + 2)

o (x (m +p— (%) x) + ey (7“2 +p - (%) y) — (=)=
el (2)) oo ()1

ClKl(rl + 90)2 CQKQ(TQ + @)2
< +
47’1 47"2

IN

IN

Lo anterior da lugar a w < e fwg + B(l — e ).

Y asi limsupw(t) < L
¥

t—o0

Por lo tanto, para cualquier solucién no-negativa (z,y, z) de (4.1)), existe 7" > 0 tal que

(x(t),y(t), 2(t)) € {(:C,y,z) € [0,00)%: c1x + oy + 2 < g} ,sit>T.
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Obsérvese que al escribir y = 0 0 z = 0 en (4.1)), se obtiene el modelo de Bazykin, (véase
el Apéndice . Por otro lado, un modelo de competencia de tipo Lotka-Volterra (véase por
ejemplo [18], [42], [63], [76], [109]) se obtiene de hacer z =0 en ([4.1)).

En la siguiente seccion se aborda el problema de la invasion que inicialmente fue planteado.
Este analisis se hace a través del modelo matemético (4.1)).

4.2. Interpretacién: Aparicion de un nuevo competidor

Como ya se sabe, la biodiversidad y la riqueza de un habitat es un tema que ha sido estudiado
por reconocidos autores (ver por ejemplo [65] [68, 114]). Esta diversidad se puede ver mermada
cuando se introduce una especie ajena a un ecosistema, pues la competencia de las especies
foraneas con las endémicas puede dar lugar a la disminuciéon o a la desaparicion de alguna
especie en el ecosistema. Ejemplo de lo anterior es el impacto que tuvo en el ajolote (Ambystoma
mezicanum) la introduccién de la carpa Cyprinus carpio y la tilapia Oreochromis niloticus al lago
de Xochimilco [26, 95 [127], 126]. La introduccién de especies exdticas ha colocado al ajolote al
borde de la extincién. Otro ejemplo es la tasa de mortalidad del crustaceo Chthamalus stellatus
que se ve afectada severamente en la temporada de alta reproductividad de su competidor
Balanus balanoides; este hecho se muestra a través de experimentos en [25]. Un caso similar
se presenta en la planta Centaurea maculosa, la cual afecta a su competidora Arabis fecunda a
través de la secrecién de una sustancia [70)].

Para estudiar la introduccién de nuevas especies competidoras, se usa el sistema (4.1]), y
se asume que la presa (cuya poblacién se denota con z) se encuentra en coexistencia con su
depredador (con poblacién denotada con z). Bajo estas condiciones, la especie colonizadora
aparece en el nicho ecolégico con una poblacién y reducida en comparacién con las poblaciones
x y z. De acuerdo con las ideas de Abrams [I], el problema se enfoca partiendo de la tasa
intrinseca de crecimiento de y.

Observacion 4.5. En el sistema (4.1)), el crecimiento de la poblacion y estd dado por

. Yy g2z
= ro |1 — = | —apx — ) 4.2
io= v (1o ) e 22 (4.2

T (]_ — i) — 12 — B2
K2 1 + agy'

Por lo tanto, se tiene lo siguiente
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Observacién 4.6. La primera derivada vy satisface y > 0 si y solamente si

o + @2(1 + agy) !

o (4.3)

]

Como ya se mencioné anteriormente, las especies x, z se encuentran en coexistencia. Se puede
suponer que en el submodelo correspondiente (que es el que aparece en el Apéndice

i = $<r1(1—x/K1)— n= )

1—|—a1:c

. aqn
4.4
z Z(l o I mz), (4.4)

existe un estado estacionario

E = 352).

Supdngase adicionalmente que E es un atractor global del sistema en (véase la Proposicién
. Si la especie y ingresa al entorno con una poblacién escasa, entonces los valores y/ Ko, asy
se pueden despreciar en el lado derecho de la desigualdad . De lo anterior, se sigue que la
tasa de crecimiento ¢ es positiva si y solo si

Ty > O{21§+QQ’5.

Notese la similitud que hay entre la desigualdad anterior y la desigualdad obtenida en el tercer
punto del Teorema [4.3]

En el submodelo se puede verificar que Z = r1q; (1 — Z/K;)(1 4+ a,7). Lo anterior da
lugar a lo siguiente.

Observacién 4.7. Si E = (Z,2) es un punto de equilibrio positivo del submodelo (4.4]) que es
atractor global, entonces se cumple y > 0 si y solo si

~ 142 T ~
ry > gt +—|(1—— | (1+ax). 4.5
s> a2 (1o D) ) (1)

Si se cumple la condiciéon (4.5)), entonces se concluye que la introduccién de y al medio
serd exitosa. La especie y podra mezclarse con las especies residentes si las caracteristicas del
medio y de las especies se mantienen similares a como eran al momento de la introduccion. En

(4.5)), el valor de x estd dado por una raiz del polinomio de tercer grado (que es el mismo que
aparece en la demostraciéon del Teorema [A.2))
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P(z) = —a%mrlx?) + (—2aymry + a%Klmrl)xQ

+HapkKiq — e K@@ —mry + 2a, Kymry)x + (uK g+ Kymery).

La formula de Cardano para ecuaciones de tercer grado implica que uno de los posibles valores
para I es

3 21 4(p —2)3
L _\/w+¢w+ (p—x?)
3a2rim 3v/2, a?rim
V2 (e =)
Sa%rlm{’/¢+\/¢2~l—4(gp—x2)3

+

donde

p = 3a%mr1 (01K1q% +mry — 2a, Kymry — alKlqw) )

X = a%Klmrl — 2aymry,
Y = —18ai’clK1m2q%r% + 9af01K2m2qu% —2a3m*r? — 6a Kim? 7”1

—6a; Kym®rd — 2aSK3m?r? — 9al Kym?qrip — 9a?K2m Qrip.

El modelo puede presentar soluciones que se aproximen hacia un ciclo limite, y no a
un punto de equilibrio asintéticamente estable (se puede revisar el Apéndice . Si el modelo
presenta soluciones fluctuantes (soluciones que se aproximan asintéticamente a un ciclo limite),
entonces un procedimiento similar permite hallar condiciones para la llegada exitosa de la especie
y. Se toman en cuenta las respectivas medias temporales a largo plazo para cada una de las
especies en cuestion, las cuales se denotan con (x) y (z). Se puede asumir que el crecimiento
medio de z y de z a largo plazo es cero, y asi se obtiene un resultado analogo al de la Observacion

%]

Observacién 4.8. Si x, z coexisten con una dindmica fluctuante, entonces la invasion de y
serd existosa (y > 0) si y solo si

ro > 0612<ZE>+Q2<Z>,

o de forma equivalente

ry > a12<$>+%<(1—%) (1—|—a1x)>.
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Ejemplo 4.9. Para ilustrar las Observaciones [{.7] y [4.§ se considera el sistema con los

parametros y las condiciones iniciales

™ = 17 Kl
aq = 1, C1
q2 - 17 a2
poo= 1, ap
o = 1, wyo

6, ¢ = 1.5,

1, Ky = 4,

]., Co = ].,

0.1, 21 = 01,
001, z = L

El valor de ro es tomado como 2 o como 0.2, mientras que el valor de m es tomado como 1

o como 0.01.

Alta tasa intrinseca de crecimiento ry,

alta competencia m
poblacion

4l

3t

20

1

50 40 60 80  00°mPO
Alta tasa intrinseca de crecimiento r;,
baja competencia m
poblacion
4l
3t
2t
1
20 40 60 80 100.°mPO

— X
— Yy
.z

Baja tasa intrinseca de crecimiento r,,
alta competencia m

poblacién
5 — X
4 —y
3f _z
2L
1
50 40 60 80 100 P°
Baja tasa intrinseca de crecimiento r;,
baja competencia m
poblacién
Al
— X
3 —y
o 4
1
20 40 60 80 o0 °mP°

Figura 4.1: Soluciones del sistema (4.1)) con los parametros y las condiciones iniciales (4.6)

En el primer diagrama de la Figura[{.]] se puede apreciar el caso en el que ro =2 y m = 1.
Entonces ¥ = 5.62837, y el lado derecho de la desigualdad (4.5)) es igual a 0.836537. Por lo tanto,
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la desigualdad se cumple, y esto permite que las tres especies alcancen la coexistencia en
el entorno. En el sequndo caso se considera ro = 0.02 y m = 1. Otra vez se tiene T = 5.62837,
y en este caso la desigqualdad no se satisface. A partir de lo anterior, se concluye que la
especie denotada con y no cuenta con las caracteristicas necesarias para competir con las especies
residentes. En el tercer y en el cuarto diagrama, se presentan escenarios en los que el coeficiente
de competencia del depredador m es igual a 0.01. Las curvas no tienden hacia un equilibrio,
sino que se aproximan a un ciclo limite. Si ro es suficientemente grande, entonces la especie y
consequird ingresar al medio. En caso contrario, la especie y no podrd coexistir con las especies
residentes.

En la Seccion se muestra como el u.e.e. no juega el mismo papel en los modelos bies-
pecificos que en los modelos triespecificos.

4.3. Analisis exploratorio

Supdngase que en un escenario biespecifico se da la coexistencia de las especies. Entonces es
valido cuestionarse si al llevar ese mismo problema a un nivel triespecifico se podra concluir lo

mismo, o bien si se presentara la exclusién de alguna de las especies.
Supéngase ahora que se toman en cuenta dos submodelos (4.4)) del modelo original (4.1]). El
primer submodelo esta conformado por las especies z, z

i = $(r1(1—x/Kl)— he )

1+a1z

- ciqir I
1+CL1£L’ H ’

y el segundo conformado por las especies y, z

. G272
y =y (7’2(1 - y/KQ) - 1 —|—2a2y> )

_ Z(%_M_W)
I+ azy '

Se puede asumir que las desigualdades

0 < 2z < K,

0 < ¥ < Ky (4.7)
son ciertas. De acuerdo con la Proposicion en el Apéndice |A] la primera desigualdad (4.7))

implica que las soluciones se mantienen en el interior del cuadrante positivo para el sistema
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, ya sea con un punto de equilibrio positivo asintéticamente estable, o bien con soluciones
fluctuantes. Con base en lo anterior se podria pensar que la primera desigualdad de (4.7) juega
un papel importante en la coexistencia de las especies en , y que por lo tanto las desigual-
dades podrian tener también un papel similar en el modelo general . Sin embargo,
las desigualdades no necesariamente son compatibles con la coexistencia de las especies en
el modelo . La Figura presenta un ejemplo que muestra como las desigualdades
propician la exclusion en (4.1]).

Isoclinas

Isoclinas

Figura 4.2: En los diagramas se muestran las superficies isoclinas de . Los pardmetros
GSCOgidOS son rp = 2, g1 = 15, K1 = 2, ay = 23, o = 2, G2 = 1, Kg = 3, Ay = ]_2, c1 = 2,
co =2, u=1 m=0.3, a;s = 0.5, ap; = 0.5. Las imagenes en el costado izquierdo muestran la
perspectiva frontal del espacio R?, mientras que en la derecha aparecen las perspectivas traseras.

Observacién 4.10. Las condiciones (4.7) implican la supervivencia de una de las presas en
ausencia de la otra presa y en presencia del depredador, pero no se puede inferir a partir de eso
la coexistencia de las tres especies.
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En la siguiente seccion se analizan las condiciones que deben cumplir los parametros para
que la invasion ocurra de manera exitosa.
Con relacion a la cantidad total de puntos de equilibrio en (4.1)), se tiene lo siguiente.

Observacion 4.11. Las desigualdades no implican la existencia de un punto de equilibrio
positivo en el sistema . Los parametros de la especie depredadora z (que estdn dados por ¢y,
co y m) son los que determinan la cantidad de puntos de equilibrio interiores que existen para
el sistema . Puede haber ninguno, uno, dos o hasta tres puntos de equilibrio positivos en

ED.

A continuacion los parametros K, y as son manipulados para conocer las condiciones nece-
sarias para una invasion exitosa.

Soluciones del sistema
pc1)blacic')n

)
1.0[

0.8} -

0.6
0.4}
0.2t

0 20 40 60 80 7100 omPe

Figura 4.3: En el modelo (4.4) con los pardmetros y condiciones iniciales (4.8) se presenta
estabilidad asintética alrededor del punto de equilibrio £* = (1.09652,0.41658).

Ejemplo 4.12. Supongase que una especie y su depredador se encuentran en coezistencia. Las
poblaciones de dichas especies son denotadas con x, z respectivamente. Entonces llega al eco-
sistema una nueva especie con poblacion escasa (denotada con y), que compite con T y que es
depredada por z. Se estudian las soluciones del modelo (4.1)) con los pardmetros y condiciones
niciales

rn = 1, Ky = 15 ¢ = 1,
ag = 05, ¢ = 2, o = 1,
@ = 1, o =2, u = 1, (4.8)
m = 1, ap = 0.5, ay = 0.5,
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Si los valores (4.8]) se sustituyen en el submodelo , se obtienen las soluciones que con-
vergen a un estado estacionario en E* = (1.09652,0.416458), como lo muestra la Figura [4.5
Esto significa que las especies x, z alcanzan la coexistencia en ausencia de la especie y.

Ademas de los parametros exhibidos en , hace falta tomar valores para la capacidad de
carga Ko y el tiempo de manejo as de la especie depredadora z respecto a la especie migrante
y. Los valores de Ky y ay son tomados dentro de un rango mds amplio. En la grafica aparecen
los pardmetros Ko, as en los ejes coordenados, y con un color distinto cada caso sequn ocurra
exclusion del depredador, exclusion de alguna de las presas o coexistencia de las tres especies.

Para esta simulacion se disené un programa en Mathematica, en el que se calculan las so-
luciones de con pardametros y condiciones iniciales (4.8]), y se obtiene la distancia de las
soluciones (al tiempo t = 100) hacia la frontera del espacio 9(]0,00)3). Con los resultados obte-
nidos, se construye una grdfica que se muestra en la Figura[{.4).

Relacion de capacidad de carga con tiempo de manejo
a2

a0

Figura 4.4: Casos que se presentan de acuerdo a la eleccién de parametros K5 vy ao. En la regién
roja es el conjunto de coexistencia, la region verde muestra los casos en los que el depredador
perece, el conjunto negro muestra los casos en el que la especie invasora y es eliminada por las
otras especies, y el conjunto amarillo son los casos en el que tinicamente la especie y subsiste.

Después de realizar este experimento surge una prequnta natural: Si las especies endémi-
cas (denotadas con x y z) se encuentran de momentdneamente en coexistencia, y la especie
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inmigrante (denotada con y) es introducida al entorno con una tasa intrinseca de crecimiento
(denotada con ry) que cumple con la desigualdad de la Observacién squé condiciones de-
ben cumplir el resto de los pardmetros para que las especies endémicas no sean desplazadas del
medio?

La llegada de la especie invasora puede convertirse en un factor que estabilice el ecosistema
pudiendo incluso llegar a salvar de la extincion a alguna de las especies residentes. Este hecho
se muestra en la siguiente simulacién.

Ejemplo 4.13. Considérese el sistema (4.1) con una seleccion de pardmetros y condiciones
iniciales con todos los valores iguales a (4.8)), con excepcion de ay que cambia a 1.5.

] = ]-) Kl - 157 a1 - ]-7
aq = 15, cT = 2, T2 = 1,
q2 - 17 Cy = 27 % = 17 (49)
m = ]., 19 — 05, 921 = 05,
Zo = 1, Yo = 0001, 20 = 1.

En este caso, las soluciones de (4.4)) con los parametros (4.9) no se tienden hacia un estado
de coexistencia, como se muestra en la Figura [{.5,

Soluciones del sistema
pc%béaci()n

14]
12] oy
1.0

z

0.8}
0.6}
0.4
0.2t

0 20 40 60 80  100"cmP°
Figura 4.5: En el modelo (4.4) con los parametros y condiciones iniciales (4.9)), las soluciones se
aproximan al punto en la frontera (1.5,0).

Se procede de forma andloga a la simulacion anterior, y se muestran los resultados obtenidos
en la Figura[f.6, La pendiente negativa que se forma en la parte derecha de la curva que separa
la region verde de la roja es producto de la necesidad que hay de intercambiar capacidad de
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carga Ko por tiempo de manejo o mecanismo de defensa ao: mientras mayor sea la riqueza o
la productividad del ecosistema para la presa, mayor debe ser la eficiencia del depredador para
procesar su alimento, y al revés, si el medio no resulta productivo para la presa, entonces el
tiempo de manejo puede ser alto y la coexistencia aiun es factible. Notese que si Ky es menor
que 0.15, entonces el depredador no sobrevivira. La llegada de la especie y hace que disminuya
la poblacion x. La especie x es alimento para la z, sin embargo la especie y es también un nuevo
alimento para z. Otro aspecto que aqui conviene mencionar es que en este escenario se exige
una fuerte adaptacion de las especies endémicas para que la coexistencia sea alcanzada.

Estos dos experimentos permiten determinar las regiones de interés en un subespacio de
parametros del sistema (4.1)) y hacer una categorizacién en el estudio de la colonizacién de
ecosistemas.

Relacidn de capacidad de carga con tiempo de manejo Relacidn de capacidad de carga con tiempo de manejo
a2 &2
a0

30
.EEj
ED:
15:

10[

Kz

145 2.00 205 210

Figura 4.6: Casos que se presentan de acuerdo a la eleccién de pardmetros Ky y as. En la region
roja es el conjunto de coexistencia, la regién verde muestra los casos en los que el depredador
perece, el conjunto azul muestra los casos en el que la presa x es eliminada por las otras especies,
y el conjunto amarillo son los casos en el que inicamente la especie y subsiste.
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4.4. Dinamica alrededor de los puntos de equilibrio po-
sitivos

En la Seccién se menciond que el sistema tiene puntos de equilibrio en la frontera
en Ey = (0,0,0), By = (K;1,0,0) y Ey = (0, K3,0), los cuales representan la desaparicién del
depredador junto con una presa, o junto con las dos presas. En E; y FEs,, se aprecia que una
presas alcanza la sobrepoblacion en ausencia de su depredador y de su competidor. Ademas de
los casos anteriores, existen otros estados de equilibrio en la frontera, en los que el depredador
y solamente una de las presas sobreviven, o bien en los que ambas presas sobreviven y que el
depredador es eliminado: E3 = (x3,y3,0), By = (24,0,24) y E5 = (0,ys, 25). Los Teoremas y
hablan acerca de las propiedades dinamicas de esos puntos de equilibrio.

El tema central en esta seccion es el de los puntos de equilibrio positivos del sistema (4.1]).
Como ya se menciond, estos representan un estado de coexistencia entre las especies de interés.
Estos puntos son las soluciones del sistema de tres ecuaciones no lineales y tres incognitas dado
por

1

z = q—(Tl(l—x/Kl)—04121/)(1+a11') c= fly),
1
1

z = q—(r2(1—y/K2)—04211’)(1+a2y) c = g(z,y),
9
1 caqix C20q2Y

= — — = h .
: M(1+a1x+1+a2y a (z.9)

Se iguala f con g para obtener:

% (m(1 — 2/K)) — any) (1 + agz) = é (ra(1 — y/K>) — amaz) (1 + azy).  (4.10)

La ecuacién anterior determina una hipérbola en R2, y si

1 aim ( r _alrl_%)2+ asrs ( T2 _%Q_@)Q STy

A\ Kig \ K @ @ Koo \ K22 2 @ @ o
entonces dicha hipérbola es no degenerada.

Se puede verificar que la pareja ordenada

p — ( 7"2(7“1/K2—0412) 7“1(7”2/K1—a21) )
7‘17‘2/(K1K2) - 041204217 7”17"2/(K1K2) — (120091
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pertenece a la hipérbola en , y que satisface
fp)y = 0 = g(P).
Ademas, las coordenadas de P son ambas positivas si y solo si se cumplen las desigualdades
r/Ky > aqa, ro/Kp > o

De hecho, las coordenadas de P son las primeras dos coordenadas que tiene el punto de equilibrio
frontera F3 = (x3,ys,0) que fue estudiado en el Teorema . Por lo tanto, el punto P se puede
escribir como

P = (373;y3)-
También considérese

(a1 Ky — 1)gar1 + Kiqroo

g =

2a1q2m1
. VAa Kigori (gers — qira) + (a1 Ky — 1)gor + Kiq10a1)°
2a1q2m1 ’

~ (aeKy — D)qurs + Kagaoun
Yy =

2a2q172
+\/4G2K2Q17”2(Q17”2 — qor1) + ((aa Ky — 1)qira + Kagoaro)?
2a2q172 '

Se puede verificar que al menos uno de los dos valores x5 o yy pertenece a R. Si xy estd en R,
entonces la pareja ordenada

Pl = (xH7 0)
pertenece a la hipérbola de la ecuacién (4.10). Andlogamente si yy estd en R, entonces
P2 = (07 yH)

pertenece a la hipérbola (4.10]). Ademas, si xy v yg estdn en R, entonces P; y P, estdan en ramas
distintas de la hipérbola (£.10)) (se puede consultar el Apéndice [B).

Observacién 4.14. Si ri/q > ro/q, entonces xy estd en R y P, = (vg,0) estd en R
Andlogamente, siro/qu < 11/q1, entonces yy estd en R y Py = (0,yy) estd en R

Por la Observacion |4.14] en adelante se asumira sin pérdida de generalidad que 1 /q; > 72/¢s.
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Lema 4.15. Siry/K; > gy, entonces 0 < zy < Kj.
Demostracion. Para demostrar la desigualdad xy > 0, considérese el polinomio cuadratico
Q(QJ) = QQIZ + Qlﬂj + Qo,
con
Qs = aiqr,
Q= (1—ai1Ky)gr — Kiqag,
Qo = Kilqira — @m1).

Apliquese la Regla de Descartes, y obsérvese que () tiene exactamente un cambio de signo, de
donde se sigue que ) tiene exactamente una raiz positiva, que es precisamente xp.
Para demostrar la desigualdad xy < K se procede asi

(a1 Ky — 1)gor1 + Kiqroo

ryg =

2a1qom
+\/4G1K1€]27"1(Q27”1 —qira) + (K7 — 1)gary + Kiqrog)?
2a1qom1
< (a1 K1 — 1)gar1 + qura
2a1q2m1
+\/4G1K1Q27“1(Q27“1 —qir2) + ((a Ky = 1)gory + qi72)?
2a1qom1

(K = 1)gars + qiry " (a1 K1 + D)gar — qurs
B 2a1q2m1 2a1q2m1

= K.
]
Lema 4.16. Si ro/ Ky > ag1, r1/Ky > aqa, f(P1) > h(Py) y h(P) > 0, entonces existe P* =
(x*,y*) en la hipérbola (4.10) tal que f(P*) = h(P*) > 0.

Demostracion. Se puede verificar que los puntos P y P; estdn en la misma rama de la hipérbola
en ([4.10). Se define ¢: [0,1] — [0, 00)? una funcién continua e inyectiva que satisface ¢(0) = P,
o(1) = Py, y tal que ¢(t) satisface la ecuacion (4.10) para toda t € (0,1). Como las funciones
fopy hoyson continuas, y ademas fop(0) =0 < hop(0), fop(l) > hop(l), entonces por
el teorema del valor intermedio, existe t* € (0, 1) tal que

foe(t) = hopt),

de donde se sigue el resultado. O
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A partir de los Lemas y se pueden establecer condiciones suficientes para la exis-
tencia de un punto de equilibrio positivo E* = (z*, y*, 2*).

Teorema 4.17 (Reyes-Garcia). Considérese el sistema (4.1)) con pardmetros positivos. Si
ro/ Ky > an1, 11/ Ky > aig, y adicionalmente se cumple

api(K) < op < api(as) 4 copa(ys),

donde
_ N
i) = 14+ a1z’
pg(y) _ q2y
1+ agy’

entonces (4.1)) tiene al menos un punto de equilibrio positivo E* = (z*,y*, 2*).

Demostracion. Si cipi(K7) < u, entonces f(z,0) > 0 > h(z,0) para toda = € [0, K;). Del Lema
se sigue que f(P;) >0 > h(P).

Adems3s

hP) = m™" (epi(ws) + capalys) — ) > 0,
y por el Lema se concluye que (4.1)) tiene al menos un punto de equilibrio positivo. H

Notese que si se considera una seleccion de parametros en la cual ags, as; = 0, entonces se
tiene 3 = K71, y3 = Ky, y asi el valor ¢;p;(K7) es estrictamente menor que ¢1p;(23) + capa(ys).
Por lo tanto, existen valores para p en los que se satisface la cadena de desigualdades ¢;p;(K7) <
p < cipr(3) + capa(ys).

El Teorema provee condiciones suficientes para la existencia de puntos de equilibrio
positivos en . En algunos casos se tiene un tunico de equilibrio positivo, en otros hay dos
puntos de equilibrio positivo y en otros hay hasta tres puntos de equilibrio positivos en
(véase la Figura [4.10).

En la Seccion [4.3|se menciona que una condicién necesaria y suficiente para que el modelo de
Bazykin tenga puntos de equilibrio positivos es la desigualdad z* < K. Lo anterior con-
trasta (pero no contradice) lo establecido en el Teoremal[d.17] ya que la desigualdad c1p1 (K1) < p
se cumple si y solo si 2° € [0, K]; a partir de lo anterior, se concluye que la presencia de un
competidor en el medio es un hecho que favorece la existencia de estados estacionarios positivos,
y eso puede dar lugar a una mayor diversidad.
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Tomando como base el Teorema m, supéngase que E* = (z*,y*, 2*) es un punto de equili-
brio positivo del sistema (4.1)). A través del cambio de variables

*

51:46L1[E s TQZTQ, KQZKQ/(4

— % /% — — * — * — *
Co =4coy™/2", T=p, M=mz", Q2 =4dapy’, q =4anz”,

f:$/(4$*>, y:y/(4y*)7 EZZ/Z*a T =T, 71 :K1/<45U*), ql ZQIZ*7
YY), Gy = qz", Gy =4dayy", ¢ =4/,

se obtiene el sistema (después de retirar las barras superiores):

. z
i o= (7“1(1 —x/Ky) — on2y — : ila I) :
1

. g2z
= ro(l —y/Ky) — agyx — , 4.11
Yy Y ( 2( y/ 2) 21 1 +a2y) ( )

5 — o c1q1x 4 C2Q2Yy e
l+azr  1+ay a ’

que tiene un punto de equilibrio positivo en E* = (1/4,1/4,1). Ademés, la matriz jacobiana del
sistema (4.11]) en E* estd dada por

Al —a12/4 _Bl

J(E*> = —@21/4 AQ —BQ s
ClBl CQBQ —m

con

g r(me A=t W,
Ta\(Haa? K, TR 2T a\(lFay? K, )

Q1 q2
B, = By =
1 4+a17 2 4—{—&27
461 462
Cp=—"1 " Cy=—?
T lda /4 2T 14 a4

donde los valores de ¢y, ¢» estdan dados por

o= (0(mm) - F) 09
@ = (m (Mi) —%) (1+%). (4.12)



4.4. DINAMICA ALREDEDOR DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO POSITIVOS 83

Para asegurar de que q; y ¢ son ambos positivos, se asume que siempre se cumplen las des-
igualdades

a1l o1 Iy
> — > —
UKk -1 P aK, -1
1 1
K > - Ky > —.
1 47 2 4

El Teorema da condiciones suficientes para la estabilidad asintética del sistema (4.11)) en

un punto de equilibrio positivo.

Teorema 4.18 (Reyes-Garcia). Supdngase que (4.11) (con a1, asyr > 0, y el resto de los
pardmetros positivos) tiene un punto de equilibrio positivo en E* = (1/4,1/4,1). Si los valores

A, - 1(&_1_%)7
4 (]_ + (11/4)2 Kl
A, — 1(&_2_%),
4 (1 -+ a2/4)2 KQ
son negativos y se cumplen las desigualdades

Bi«a
0<ap < St

2
4A4 B,
— B2 Y
entonces E* es un atractor local en (4.11]).

Demostracion. El polinomio caracteristico de la matriz jacobiana J(E*) del sistema ({4.11))
esta dado por

(03P

P\ = N+ WA+ O+ Qo

donde

Qy = mH4ap+an —A — Ay,
0 = chl + BSCZ + A1 Ay — Ajagy — Asans + m(ags + ag — Ay — As),
Qy = m(A1A2 — Ajag; — AQOém) + (Blcl - 3202)(310421 - B20412) - AQB%CE - A1B§CQ~

El criterio de Routh-Hurwitz establece que el coeficiente cuadratico €2, el coeficiente indepen-
diente €2y, asi como la expresion 252 — 2y deben ser todos positivos para que las raices de P
tengan parte real negativa. A través de un céalculo, se puede comprobar que si las desigualdades
se cumplen, entonces las condiciones de Routh-Hurwitz se verifican. O]
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Notese que siempre es posible encontrar valores aqo v o1 que cumplan las desigualdades
. En efecto, si los valores A; < 0, B; > 0, C; > 0, entonces la seleccion de pardmetros
12 = a1 = 0 cumple con las desigualdades.

De lo anterior, se concluye que existen puntos de equilibrio positivos en que son
asintéticamente estables.

El siguiente resultado dice que el signo de A; (que aparece en la matriz jacobiana J(E*) del
sistema (4.11)) depende de la ubicacién de la media aritmética de los valores —1/a; y K; con
respecto al valor de equilibrio 1/4.

Proposicién 4.19. 5i
Kz‘ - 1/@1

o |
\}

entonces A; < 0.

Demostracion. Si 1/4 > 27 (K; — 1/a;) entonces

Ki<iyl o Lo _
’ 2 a; Kz 1—|—CI,Z/2

a;r; — TZ/Kz — OJZTZ/(QKz)

- <0
ri(1 = 1/(4K,)) — ri/ K; — airi/ (4K,
. a;r( J(4K)) —rif airi/( ><0
1+4a;/4
(1 —1/(4K; '
- azrz( /( 1))_£<0
L ailo/ chi(/;a/ ))_I%d)’ con ¢; como en (£.12)
a;a; /4 a;iq; Ti
N —— <0
1+a;/4 (14+a/4? K,
a;q; T
= — < 0.

Si las respuestas funcionales de (4.11)) estan dadas por

_ qQ1x
1+ CLLT’

_ Py
1+ agy’

pi(x) p2(y)
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entonces los valores de B; representan, en cada caso, la imagen del valor de equilibrio 1/4 de las
presas bajo las respuestas funcionales p;. Esto es

B; = Pz’(l/‘l)-

A continuacién se estudian algunas bifuraciones que presenta el modelo matemético (4.11)).

4.5. Bifurcaciones

Antes de enunciar y demostrar el Teorema[d.18] se mostraron condiciones para que el sistema
(4.11) tenga un punto de equilibrio positivo en E* = (1/4,1/4,1). A partir de una sustitucién
de los valores de las coordenadas de E* = (1/4,1/4,1) en (4.11)), se obtiene

Gx) (r2<1 —1/(4K>)) — sy /4 — 1;1—;2/4) - 0,

C1q1 Caq2
4 —|— aq 4 + a9

—pup—m = 0.

Supdngase que algunos parametros quedan fijos: K1 = 1, co = 1, a1 = 1, a3 = 1, agp = 0,
a1 = 0. Por lo tanto, las siguientes igualdades se satisfacen

B 157"1
Q1 = 16 )
5T2(4K2—1)
= e 7/ 4.14
© 16K, (4.14)
~ 3ary | ro(4Ky —1)
S T B Ty e -

Los valores g1, go, p de (4.14]) son positivos, si se cumplen las desigualdades

Ky, > 1/4,
3017”1 7”2(4K2 — ]_)
0 < m 6 7 16K,

Se procede a sustituir g, ¢o, u como en ({4.14]) en el sistema (4.11)). Entonces se obtiene un
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nuevo sistema dado por

i o= x(rl(l—x)—%),

) 5ro(4Ky — 1)z
= ro(l1 —y/Ks) — , 4.15
. 15617"11’ 5T2(4K2 — ]_)y 3617‘1 7"2(4K2 — 1)
z = =z — + -m| —mz|,
16(1 + x) 16K5(1 4 y) 16 16K,
que tiene un punto de equilibrio positivo en E* = (1/4,1/4,1).
C1
{
2 | '.' Cero-Hopf
119
0 i Bautin
_1 L
- ?
_1___ A__A___A_ n 1 i i n n L n n i i 1 m

o 1 2 3 4

Figura 4.7: Para r; = 1, ro = 1.7 y los niveles Ky = 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5, 6, 6.5, 7, 7.5 las curvas
formadas por las parejas ordenadas (m, c;) en las que se presenta un umbral de bifurcacién de
Hopf (curvas de Hopf) para el sistema se encuentran graficadas de abajo hacia arriba.
La variable en el eje horizontal es m, y en el eje vertical es ¢;. Los puntos rojos corresponden
a umbrales de una bifurcacion de cero-Hopf; los puntos negros, verdes y amarillos son umbrales
de bifurcaciones de Bautin; Los puntos morados son bifurcaciones de Bogdanov-Takens. Los
umbrales de bifurcacion exhibidos en este diagrama, se encuentran por debajo del eje ¢; =0,y
por lo tanto estan fuera de la regién de interés ecoldgico.
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El Teorema m permite hallar una bifurcacion de Hopf en el sistema , ya que provee
una configuracion de parametros en la que uno de los valores propios de la matriz jacobiana
J(E*) del sistema es un ntimero real, mientras que los otros dos valores propios son nimeros
imaginarios puros.

Teorema 4.20 (Reyes-Garcia). Supdngase que 1 > 0, 1o > r1/2, Ky > 3ry/(2ry —11), 0 <
c1 < ¢, donde

~ TQ(QKQ - 3) (4T%K22 + 4T1T2K2(3 - 2K2) + 57"%(1 - 4K2)2)
C = G .
' 4513 K3

Si adicionalmente se cumple m = mg < 3c111/16 + 19(4K5 — 1)/(16K3), donde

mo = (80Ky(Ka(ry —2ry) + 3r9)) " H((r1 Ky (4 — 45¢,)? + 2rirs K3 (45¢, (41 — 88K, + 96 K7)
+32K5(1 4 8K5) — 124) 4+ r3(31 — 8Ky (1 + 8K5))H)Y? + r2(—96 K2 + 88K, — 41)

+8r1719 Ko (2K, — 3) — 17 K3 (4 + 45¢1)).

entonces el espectro de la matriz jacobiana de (4.15)) evaluada en E* = (1/4,1/4,1) estd for-
mado por un numero real v y dos numeros imaginarios conjugados iw, —iw.

Previo a la demostracién del Teorema se analiza la positividad de la cota superior ¢; y
del umbral de bifurcacién my:
Como r; es un nimero positivo, se tiene que

3
K, 2

[\CRNGV]

27“2 — T
Como K, > 3/2, entonces
5r5(1 — 4K5)? > 5r5(3 — 2K5)?, entonces 5r5(1 — 4K,)? > r3(3 — 2K,)?,

entonces 417 K3 + 4r11m Ko (3 — 2K5) + 5ra(1 — 4K,)?
> 47"%[(22 -+ 47"17’2[(2(3 — 2K2) + 7'%(3 — 2K2)2,

entonces 4r7Kj + 4r11m Ko (3 — 2K5) + 5ra(1 — 4Ky)?
> (27"1K2 + 7"2(3 — QKQ))Q > 0.
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De lo anterior, y del hecho de que las desigualdades ro > 0, 2K5 — 3 > 0 siempre se cumplen, se
sigue que ¢ > 0.
Con respecto a mg, se verifica directamente que el argumento de la raiz cuadrada es un
nimero positivo. Por otro lado, el denominador de my es positivo, ya que Ky > 3ry/(ro—2r1) > 0.
Obsérvese que mq es un nimero positivo: esto sucede porque myg es la raiz del polinomio de
segundo grado

az? 4+ bxr +c¢, donde

™ (2K2 — 3)7”2

“ = TNt T 0K,
, i Sart  (2-3/Kynm
100 80 100
(2K2 — 3)7’17”2 . (1 — 4K2)27’% 4 (3/K2 — 2)(2K2 — 3)7”%
100K 80K2 100K '
. _9017? N 9c1(2 — 3/ Ky)riry N (2K — 3)riry
800 800 1000/,
_901(2K2 - 3)7”%7”2 . (2 — 3/K2)(2K2 — 3)7"17’% + (2 — 3/K2)(]. - 4K2)27”§
800K 1000K5 800K2 '

A través de un calculo con Mathematica, se verifica que siry > 0, ro > 11 /2, Ko > 3ry/(2ry —
r1), 0 < ¢1 < ¢, entonces se cumple a > 0, b < 0, ¢ > 0. Por la Regla de Descartes se concluye
que mg es un numero positivo.

La tercera ecuacion de (4.14)) implica

3cr n ro(4Ky — 1)

16 16 K5
El umbral de bifurcacién mqy debe cumplir también con dicha cadena de desigualdades
3ciry N ro(4Ky — 1)

16 16 Ky

Lo anterior ocurre (los calculos también fueron hechos con Mathematica) si y solo si se satisface
el conjunto de desigualdades

> m > 0.

myg > 0,

3 3
Ky > 5 Ky # 2

27’2 — 7’1’

TQ(QKQ — 3)(4T%K22 + 47’17“2[(2(3 — QKQ) + 57‘%(1 — 4K2)2)

0< <
“ 153 K3 ’
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y esto ocurre siempre que las hipdtesis del Teorema [4.20] se cumplen.

Por lo tanto, los pardametros 71, ro, Ko, q1, g2, ¢1, i, m, y el umbral de bifurcacién m, son
todos nimeros positivos.

Demostracion. (del Teorema [4.20)) La matriz jacobiana de (4.15) evaluada en E* esta dada por

—r1/10 0 —3r1/16
J(E*) = 0 T‘Q(QKQ — 3)/(10K2) 7"2(1 — 4K2)/(16K2) y
3cir1 /b re(4Ky —1)/(5Ks) —-m

y el polinomio caracteristico de J(E*) es

P(\) = =X+ AN+ BA+C, donde

(2 — 3/K2>7”2 — Ty — 10m

A =
10
B 4ry Ko(2Ko — 3)(r1 + 10m) — 5(r1 K2(9c1ry + 8m) + r3(1 — 4K5)?)
a 400K 2 )
o rira (Ko (9cim + 8m) (2K, — 3) — ro(1 — 4K5)?)

800K2

Supéngase que el conjunto de las raices de P es {v,iw, —iw} (con v, w € R). Entonces el
polinomio caracteristico P se escribe

P\ = (v—XN)(iw— N (—iw—\)
D ) e R B

Si B es un numero negativo, y A tiene el mismo signo que C, entonces se escribe
A=v, B=—-uw? C =wv?
o de forma equivalente

—-AB = C.
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Sustituyendo los coeficientes de P en la igualdad anterior, se obtiene

B ((2 —3/Ky)ry — 1 — lOm) .

10
AroK5(2Ky — 3)(r1 + 10m) — 5(r K3 (9¢cyry + 8m) +r3(1 —4K5)?%)\
( 100K ) -
r1ro(Ko(9c1r1 + 8m)(2Ky — 3) — ro(1 — 4K5)?)
800K 2 |

Se despeja m para obtener

m = (80Ky(Ky(ry — 2ry) + 3r2)) N ((ri Ky (4 — 45¢1)* 4 2riri K2 (45¢1 (41 — 88Ky + 96 K3)
+32K5(1 + 8K,) — 124) + 75(31 — 8Ky (1 4 8K5)))Y2 + r2(—96 K2 + 88K, — 41)

+8r179 Ko (2Ky — 3) — 7 K3 (4 + 45¢1)).
El lado derecho de la igualdad anterior coincide con mg. Por lo tanto, es claro que si se cumple
m = Mo,
entonces el espectro de la matriz jacobiana de (4.15)) es de la forma {v, iw, —iw}. [

A través de simulaciones numeéricas, se muestra como la estabilidad asintética del punto de
equilibrio cambia al cruzar el umbral de bifurcacién mgy. Esto se puede verificar en las Figuras
A8y A9

Ademds, en el Apéndice [C] se calcula el primer coeficiente de Lyapunov, y se analiza la
condicién de transversalidad de la bifurcacion de Hopf cuyo umbral es exhibido en el Teorema
420

A continuacion se da a conocer una pareja de parametros m y c¢; para los cuales la matriz
jacobiana de (4.15]) evaluada en el punto de equilibrio positivo tiene espectro conformado por
dos valores propios imaginarios puros conjugados, y un valor propio igual a cero.

Teorema 4.21 (Reyes-Garcia). Supdngase que r1 > 0, 79 > 0, Ky > 3ry/(2ry — r1). Adicional-
mente supdngase que

1 7“2(8K2(8K2 + 1) - 31)

T = -—— 4 + s
45 T1K2(2K2 — 3)
T9 T 37“2
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Entonces el espectro de la matriz jacobiana de (4.15)) evaluada en E* = (1/4,1/4,1) estd formado
por dos numeros imaginarios conjugados y un valor propio que es exactamente cero.

Demostracion. Si los parametros cumplen con las hipotesis, entonces se puede verificar que los
valores A, B y C' tomados como en la demostracion del Teorema [4.20| cumplen las condiciones

A4 =0,
B > 0,
C = 0.

Por lo tanto el espectro de la matriz jacobiana de (4.15]) estd formado por los valores propios 0

iv'B, —iV/B. 0

Soluciones del sistema Soluciones del sistema
poblacién poblacién
3.0 20
2.5; 250
EL L i 1 | — X b X
200 1) (I RN I Pt \.‘ I\ 20 | gy
LN L] I y | NN LNk y
1.5¢ || I (| I i I 158 {1 O N N
|| ‘ l ‘ [ 1 “ |' [ ‘I‘ |' I l, ‘ z ll |. '|, HIEIRII i |" II, |‘| I z
'lllu.wl |11 Ll | NINIRARInT \'I\\\l\ll\
1.01‘le]‘|}\ |- .r.[,‘| |I .[ i || 10"“['\|||".I‘.\I-l\l‘l:‘.l"\"-"."'.ll.“.l‘,'
0.5 f J AR \ ",\" 0.5 | LMLV YEMEYEEMES0ME SV
”JJ”J LU J u u’ VAZAVAAYAZAYAVE DA A AATAT A AT g
0 20 40 100 P o 20 40 60 80 100°"°
(a) m=0.2 (b) m=0.25
Soluciones del sistema Soluciones del sistema
poblacién poblacion
3.0; 30
2.5¢ 2.5
2.0f —X 20, - X
15 y
z
1.0 A e
055 Y| Y|’
A A AT AAAA A A A AR | NANANANAAAAAAA e .
‘ ‘ . . ‘ . : - tiempo
0 20 40 60 80 1oot'emp° 0 20 40 60 80 100 °
(¢c) m=0.3 (d) m=0.35

Figura 4.8: Soluciones del sistema (4.15)) con condiciones iniciales g = 0.1, yo = 0.1, 20 = 2, y
parametros 11 = 1, 7y = 3, Ky = 3, ¢; = 0.5. En los diagramas (a) y (b), el valor de m es menor
que mo = 0.284917, mientras que en los diagramas (c¢) y (d) el valor de m es mayor que my.
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Soluciones en el espacio de estados ~ Soluciones en el espacio deestados  gciones en el espacio de estados
z z z

2.0

1
02 04 086

(a) m=0.2 (b) m =0.25 (¢) m=0.3

Soluciones en el espacio de estados
z

1.8F
1.6F
14F
12F
1.0F Il
o8- ||

06

Figura 4.9: Se grafican las coordenadas y, z de algunas soluciones particulares de . Los
parametros estan dados por 1y = 1, 7o = 3, Ky = 3, ¢; = 0.5 y las condiciones yg, 2y se muestran
en cada caso, y el valor de zg es tomado de la lista 0.125, 0.25, 0.375. En los diagramas (a) y
(b), el valor de m es menor que my = 0.284917, mientras que en los diagramas (c) y (d) el valor
de m es mayor que my.
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J(E™) tiene un
valor propio nulo

tiene un
ropio nulo

J(E") tiene valores
propios imaginarios

0.05 0.1 15 02"

Figura 4.10: Considérese el sistema con los parametros r; = 1, 1 = 1.7, Ky = 2.3, y con
m, ¢ libres (el segundo diagrama es un acercamiento a la interseccién de las curvas blanca y
amarilla, que es donde esta el umbral de la bifurcacién de cero-Hopf). En la regién marcada con
I., £* es un foco atractor, mientras que en la regién III. £* es nodo atractor. En las regiones
II. y IV., E* es un punto silla, aunque las trayectorias descritas son diferentes. En la regién V.
E* es un punto silla y en la regiéon VI. E* es un foco repulsor. En la regiéon verde, (4.15)) tiene
solamente como punto de equilibrio positivo a E* = (1/4,1/4,1); en la regién azul aparecen
dos puntos de equilibrio positivo; y en la region roja hay tres puntos de equilibrio positivo.
Las lineas discontinuas en negro delimitan las regiones en las que p es positivo y ¢; es positivo
respectivamente, y las lineas discontinuas en color son separatrices.



94 CAPITULO 4. CARACTERISTICAS E INTERPRETACION DEL MODELO

Figura 4.11: Soluciones del sistema (4.15) con r; =1, ro = 1.7, K5 = 2.3 con un tnico punto de
equilibrio positivo E*. Puede ocurrir que E* sea punto silla, foco atractor o nodo atractor

|
A
Al “« | \\j
[ — | hd \ 1 o
Ex f'\\_ EA\}‘J E*Gl'" E@ : Xi-
E b E,
E //

Figura 4.12: Soluciones del sistema (4.15) con , = 1, ro = 1.7, Ky = 2.3 con dos puntos de
equilibrio positivos E* y E 4. Se presentan casos en que las soluciones convergen a un punto en la

frontera. Al igual que en la Figura[4.11] E* puede ser punto silla, foco atractor o nodo atractor

Q\MS AN

v,
5 £ .
B EAE\ A ‘

Figura 4.13: Soluciones del sistema (4.15) con r; = 1, ro = 1.7, K3 = 2.3 con tres puntos de
equilibrio positivos £*, E4 y Ep. En los primeros dos casos, se puede apreciar la existencia de

ciclos limite (pardmetros correspondientes a las regiones V. y VII. en la Figura[4.10]). En los tres
casos restantes, el retrato fase presenta biestabilidad (dos atractores y un punto silla)
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El sistema exhibe una dindmica diversa. El punto de equilibrio F* = (1/4,1/4,1)
puede ser un foco, puede ser un nodo, o también puede ser un punto silla. También es posible
identificar las regiones en el espacio de parametros en los que E* es asintéticamente estable y en
las que no lo es, asi como determinar el nimero de puntos de equilibrio positivos que existen.

Los parametros del sistema son tomados dentro del conjunto de niimeros no negativos.
Sin embargo, es vélido preguntarse qué resultados se podrian obtener si se considera u < 0 (p
representa la mortalidad de la especie depredadora), o si se considera ¢; < 0 (¢; es la eficiencia
en la conversién de biomasa capturada por parte de la especie depredadora).

En la Figura [4.10| se muestran las rectas separatrices que dan lugar a las bifurcaciones
presenta el sistema , y también se muestra la regién en la que i y ¢; son mayores que cero
(en el sistema , el valor de p estd dado como en la tercera igualdad de ) En las Figuras
.11} 4.12| y [4.13] se muestran bosquejos de algunas soluciones de (4.14)) con condiciones iniciales
en el octante positivo (0,00)%. En las graficas de la Figura los parametros seleccionados
dan lugar a un tnico punto de equilibrio positivo; en la Figura [4.12] se muestran casos en los
que hay dos puntos de equilibrio positivo; finalmente, en la Figura |4.13| aparecen los casos con
tres puntos de equilibrio positivo.

4.6. Existencia de orbitas periddicas

En la seccién anterior se muestra la existencia de un umbral de bifurcacién de cero-Hopf. A
continuacion se aplica el método del promedio para hallar ciclos limite para el sistema en
dicho umbral. También se trabaja con otro sistema que es una variante de . Para conocer
més acerca de la teorfa del promedio, se pueden consultar [I17] o el Apéndice @

En la demostracion del Teorema aparece la matriz jacobiana de evaluada en el
punto de equilibrio E* = (1/4,1/4,1)

—r/10 0 —3r,/16
J(EY) = 0 1a(2Ks — 3)/(10Ks) 7o(1 — 4K,)/(16K>)
3017“1/5 7”2(4K2 — 1>/<5K2> —1m

Considérese m y ¢; como en el Teorema [4.21} La matriz J(E*) es usada para reescribir (4.15)
con el punto de equilibrio trasladado a (0,0,0) y en forma polinomial

T T
y = J<E*) Yy +02(.T,y,2>,
z z
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donde O, representa los términos de orden mayor o igual a 2 en (4.15)). El cambio a coordenadas
cilindricas (p, 0, z) se realiza a través de las sustituciones

xr = pcosb,
= psené.
Se realiza el calculo de la derivada
i = —Opsenf+ pcosh,
gy = 0Opcosh+ psend.
A través de algunas manipulaciones algebraicas se obtienen las derivadas de p y de 6:

p = tcosf+ ysend,

ycost — isenf

0 =
P
Asi, la parte lineal del sistema con el cambio de coordenadas esta dada por
2K, —3 3 1 —4K.

p = —%pcos2 0+ (TQ(T;Q)) psen’ ) — 1L61Z cos 0 + 702<TK22),ZS.€H9,
. ro(2Ky —3) 1 (ro(1—4Ky)  3m
0 = (———F+ — Osenf + — | —————= — —

( 0k,  10) Pt o T ek, 16 )7

3 4Ky — 1
Z = cgrlpcose + 702(5—[22),05&10 —mz.

Después de hacer el reescalamiento (p, z) — (ep, £z), se obtiene el siguiente sistema diferencial

2Ky, —3 3 1 —-4K.
p = 5<—ﬁp00520—|—(M)pserﬂﬁ—ﬂzcosﬁ—kuzsen&),

10 10K, 16 16K,
3 4Ky — 1
Z = ¢ Clrlpcos@—l—upsen@—mz )
5Ky

Considérese a  como una nueva variable independiente. Aqui se usan las ideas y la notacion

de [75]. Las soluciones del sistema que satisfacen la desigualdad # > 0 son soluciones para el
sistema

d 2Ky — 1 —4K.
- e(—(ﬂ)pCOSQQ—i—(M)pseHQG—%zcosejLuzsenG),

do 10 10K, 16 16K,
= eFi(p,2),
4Ky —1
% = ¢ <3clr1pc089+r2(5—[§2>psen9—mz)

= eby(p, 2).
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Ahora se calcula el promedio de las funciones F; y F5 en el costado derecho de las ecuaciones
previas, con f como el integrador. Esto da lugar a lo siguiente

L r ro(26Ks — 3
o) = g [ = 8- (5)+ (M),

1 2w

falp,2) = o ; Fyp,2z)dd = —mz.

Se verifica de forma inmediata que el sistema de ecuaciones

fl(p>z) = 07
f2(p72) = 0,

tiene tnica solucion en (p, z) = (0,0). Esto muestra que el retrato fase de (4.15)) exhibe dérbitas
periddicas en la cercania de E* = (1/4,1/4,1). La matriz jacobiana para f; y fs con respecto a
p vy a z esta dada por
(-7’1—|—T’2(2—3/K2)) /20 0
0 —-m

De lo anterior y de la aplicacién de los Teoremas del Apéndice [D] se concluye lo siguiente.

Teorema 4.22 (Reyes-Garcia). Considérese el sistema (4.15), y supdngase que los pardmetros
m, ¢, se hallan en las inmediaciones del umbral de bifurcacion de cero-Hopf, es decir

o~ 1 (4+T2(8KQ(8K2+1)_31)>7

45 7’1K2(2K2 - 3)
U T 3ry
T 5 10 10K,

Entonces (4.15)) tiene una solucion periddica alrededor del punto de equilibrio E* = (1/4,1/4,1).
Mas aiun, si se cumple la desigualdad

rn > 7”2(2 — 3/K2),

entonces la solucion periodica es localmente atractora, y en caso contrario dicha orbita es ines-
table.
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A continuacién se presenta otro modelo que es similar al que se acaba de analizar, y nue-
vamente se aplica la teoria del promedio para conocer las propiedades de las érbitas periodicas
que aparecen en el retrato fase.

Se realiza una modificaciéon a la respuesta funcional de , y adicionalmente se manipula
la tasa intrinseca de crecimiento de las presas. A partir de eso, se obtiene el sistema

i = x(rl(z—x)—?""—lz),

l1+2+y
. 3rez
= 2—y)— ——— 4.16
Y 3/(7”2( Y) 1+x+y)’ (4.16)
) (301(T1$ + 12y)
Z = z
l1+z+vy

— (erlry +72) —m) — m> |

Un cambio en la escala del tiempo (véase por ejemplo [24, Subseccién 1.4.1]) permite reescribir
a (4.16) como

= 2(n2—-z)(1+x+y)—3r2),
y(r2(2 —y)(1+ 2 +y) —3ra2),
2 = z238a (mx+ry)— 1+z+y)(c(r+r) —m+mz)),

y que es equivalente a

3 2
—nry,

2rmx + rz? + 2rixy — 3rixz — rix
= 2roy + 2roxy + r2y2 — 3royz — T2$y2 — r2y3, (4.17)
2 = m—c(ri4r)z+(m+c (2r —r))zz

+(m+c (2ry — 1)) yz — mz2® — maz? — myz*

Un cdlculo muestra que (4.17)) tiene un punto de equilibrio en (1,1, 1), y que la matriz jacobiana
de (4.17) evaluada en (1,1, 1) estd dada por

—2r1 1 —3r1
J(1,171) = 9 —27"2 —37”2
c1(2r;1 —ry) c1(2rg —ry) —3m

A través de un procedimiento similar al que se realizé en la demostracién del Teorema se
verifica que (4.17)) tiene un umbral de bifurcacién de cero-Hopf en

(c1,m) = (g,—g(m +r2)>.
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El punto de equilibrio es llevado al origen de coordenadas (0,0, 0), y asi el sistema se reescribe

T T
y. = J(17171> Yy +02('T7y7z>)
z z

donde O, representa los términos de orden mayor o igual a 2 en (4.17)). En coordenadas cilindri-
cas, la parte lineal del sistema queda dada por

p = p(=2r;cos®0+ (ry + 1) cosfsend — 2rysen” §) — 3z(ry cos O + rysen ),
3
= 719c08° 0 — 2(ry +79) senf cos § — i sen” 6 + —Z(—TQ cos + ry senf),

Z2 = ¢ ((2ry —ra)pcosb + (2ry —r)psend) — 3mez.
El rescalamiento (p, z) — (ep,£2) da lugar la siguiente pareja de ecuaciones:

= ¢ (p(—2r1 cos? 0 + (ry 4 75) cos@sen § — 2ry sen? §) — 3z(ry cos f + ry sen 9)) ,
Z2 = e(c1((2ry —ra)pcosh + (2ry —r1)psend) — 3mz) .

Se procede de forma similar a como se hizo anteriormente, usando 6 como nueva variable y
considerando las soluciones en el conjunto 6 > 0.

% = ¢ (,0(—27"1 cos? 0 + (r, +1r5) cos @ sen @ — 2ry sen® §) — 3z(ry cos @ + ry sen 6’))
= eh(p,2),

% = (1 ((2ry —rg)pcosl + (2ry —ry)psend) — 3mz)
= eFy(p, 2).

El promedio es calculado

1 2
filp,2) = o Fi(p,2)df = —(ri+12)p,
0
1 2
fa(p,0) = o Fy(p,z)dd = —3mez.
0

Es claro que el sistema fi(p, z) = fa(p,z) = 0 tiene tnica solucién en (p, z) = (0,0). Como m
tiene signo opuesto a la suma r; + r9, entonces se sigue el siguiente resultado.
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~
~

).

2
Teorema 4.23 (Reyes-Garcia). Considérese el sistema (4.16)), y supdngase que ¢, ~ 3 ™
2
—5(7"1 +7ry). Entonces (4.16)) tiene una drbita periddica alrededor del punto de equilibrio (1,1, 1

Dicha orbita siempre es inestable.

Existen diversas técnicas que se han implementado para el andlisis de la existencia y de las
caracteristicas de las d6rbitas periédicas en modelos multiespecificos que presentan bifurcaciones
de cero-Hopf. Un ejemplo de lo anterior puede ser hallado en [5], donde se realiza un acercamiento
a través un reescalamiento usando multiples variables temporales.

4.7. Conclusiones

Para estudiar la invasion de los ecosistemas a través de la modelacion matematica, se propuso
el modelo que corresponde a las poblaciones de dos presas y de un depredador y que es
el principal objeto de estudio de este capitulo. Se muestra que el modelo es disipativo, y se
muestran sus seis diferentes tipos de puntos de equilibrio: cinco de ellos en la frontera y uno que
es positivo.

El andlisis que se hace en la Seccién estd basado en el trabajo de Abrams [I], y permite
obtener resultado que coincide con el que aparece en el tercer punto del Teorema [4.3|

Los experimentos hechos en la Seccién muestran que al manipular los pardametros co-
rrespondientes a la capacidad de carga y al tiempo de manejo de la especie invasora, es posible
alcanzar la coexistencia de las especies. Aunque también hay casos en los que alguna(s) de las
especies perece(n).

En comparacion con los resultados andlogos del Capitulo[3] resulta mds complicado establecer
condiciones para la existencia y la estabilidad de puntos de equilibrio positivos en el sistema
(4.1). Para analizar la existencia se realiza una construccién geométrica (ver el Apéndice , y
para estudiar la estabilidad se propone una traslacién del punto en cuestién a (1/4,1/4,1) para
posteriormente usar el teorema de Hartman-Grobman y el criterio de Routh-Hurwitz.

También se mostré que el modelo cuenta con bifurcaciones de tipo Hopf, cero-Hopf, Bautin
y Bogdanov-Takens. Los umbrales de Hopf y de cero-Hopf aparecen en los Teoremas y
respectivamente, y los umbrales de Bautin y de Bogdanov-Takens son mostrados de forma
numérica en el diagrama de la Figura [1.7]

Finalmente, usando las ideas expuestas en [75] fue posible encontrar condiciones para la
originacién de ciclos limites en el modelo.



Capitulo 5
Dinamica Caodtica

“Creo que la realidad matemdtica

estd fuera de nosotros, que nuestra
funcion es descubrirla y observarla,

y que los teoremas que demostramos

y que describimos grandilocuentemente
como nuestras creaciones son simples
notas de nuestras observaciones.”

Godfrey Harold Hardy [50, p.122-124]

Uno de los pioneros en la teoria del caos fue Henri Poincaré, quien demuestra que las ecua-
ciones de tres cuerpos de Newton no son integrables en 1889, y que enuncia el famoso teorema de
la recurrencia en 1890 (que seria demostrado por Constantin Caratheodory en 1919). El trabajo
de Poincaré, fue la base de los resultados del matematico estadounidense George David Birkhoff.
Ya en la década de los sesenta del siglo XX, hubo grandes avances en este campo que estuvieron
a cargo de autores como Lorenz, Hénon, Smale, Ruelle y Takens (ver [I17, Seccién 14.1]).

Los sistemas dinamicos no lineales que estan conformados por ecuaciones diferenciales ordi-
narias o ecuaciones diferenciales parciales, han sido y son una parte importante en el desarrollo
de multiples ramas de la fisica contempordnea (como por ejemplo mecénica celeste, meteoro-
logia, entre otras), asi como de otras disciplinas como la ecologia de poblaciones y la economia
(ver [I17, Seccién 14.1]). El comportamiento de las curvas que representan la solucién de un
sistema dindmico, y en particular las caracteristicas de las oscilaciones de estas curvas son un
tema de interés. Si es sumamente dificil o imposible predecir el estado de un sistema dindmico
al cabo de un cierto niimero de iteraciones, puede ser que uno se encuentre frente a un sistema
con dindmica caotica.

101
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En términos generales, es complicado decidir si un sistema dindmico presenta caos. Es vali-
do pensar que un flujo cadtico es aquel que tiende a “mezclar” trayectorias. Ademas ya se
mencioné que el comportamiento de un flujo cadtico puede resultar muy dificil o imposible de
predecir. Lo anterior conduce a una de las definiciones mas aceptadas en la literatura, y que es
parte del trabajo de Devaney [28, Definicién 8.5].

Definicién 5.1. Se dice que un sistema dindmico

es caotico o presenta caos, si su flujo tiene las siguientes tres caracteristicas:
1. senstbilidad en condiciones iniciales,
2. transitividad topoldgica,
3. orbitas periodicas que forman un conjunto denso.

El concepto anterior es presentado y ampliamente analizado en [I1]. Ademés, otras definicio-
nes de caos que también se han utilizado pueden ser halladas en [84] Seccién 7.1], [94, Seccién
3.5] o [123, Capitulo 23].

Cabe mencionar que el concepto de caos, a menudo es estudiado a través de la funcién de la
herradura de Smale y del espacio de sucesiones bilaterales

S — ...8.35.95-150.515283...,

donde s; = 0 o 1 para toda i € Z. Es facil ver que s corresponde a la escritura en forma binaria
de un nimero real. El lector interesado puede consultar [123], Capitulo 23].

El caos ha sido reportado en modelos ecoldgicos por algunos autores, como por ejemplo [3§]
donde se presenta un modelo con dos presas y un depredador; en [61] se analiza la existencia
de caos usando la teorfa de bifurcaciones; en [64] se construye una familia de vectores y se usa
aproximacién por funciones para estudiar el caos en un modelo de Lotka-Volterra; en [102] se
muestra el procedimiento para asociar una funcion unidimensional a un sistema con caos, para
posteriormente vincular estos resultados con otros que estan relacionados con el estudio de Lynz
canadensis.

En este capitulo se retoma el modelo de depredacion que fue introducido en el Capitulo
[, y se fijan los pardmetros para mostrar evidencia numérica de presencia de caos. Concreta-
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mente, el modelo que se analiza es el siguiente

1—|—a1:1:

y =y

i = xgﬁ(lx/Kl)algy N )

G2z
ro (1 —y/Ks) — agyx — , 5.1
2( y/ 2) 21 1+a2y) ( )

5 = Q1T I G202y —ma
l+axz 1+ ay H ’

con m=Ki=rn=K=@p=ap=p=1,
C1 — Cy = 05, q1 = 10, 91 = 15,
a; — 001, a9 = 002, m = 0.1.

Haciendo un célculo se deduce que los cinco puntos de equilibrio de (5.1)) son

EO = (07070)7 El = (17070)7 E2 = (0717())7
Es = (0.202418,0,0.0800811), E* = (0.11969,0.813857,0.00666116).

La matriz jacobiana de (5.1 aplicada en el punto de equilibrio en la frontera Fy = (0,1,0)
(véase el Teorema esta dada por

T — K20612 0 O
J(Ey) = —Kory =1y —Koqa(1 + agKy)™!
0 0 Koga(l+axKy)™ —p

A los puntos de equilibrio que tienen un valor propio con parte real nula se les conoce
comunmente como puntos no hiperbdlicos. Esta caracteristica la tiene el punto de equilibrio
en la frontera Fy = (0,1,0) ya que r1/Ks = ;5. Concretamente, el espectro esta dado por

o(Ey) = {—1,—0.509804,0},

Lo anterior propicia que algunas trayectorias que pasan suficientemente cerca de Fy permanezcan
durante mucho tiempo oscilando alrededor de E, (lo que podria ser interpretado erréneamente
como que Fj, es un atractor para dichas trayectorias), para que posteriormente sean repelidos
hacia una cuenca de atraccién de un conjunto extrafio. En el Apéndice [E] se estudia la variedad
central de Fs.
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Por otra parte, se puede observar que las desigualdades que aparecen en el punto 1. del
Teorema no se cumplen para , y por lo tanto no existe un punto de equilibrio en la
frontera de la forma E3 = (z3,y3,0) con x3, y3 > 0. Ademds de lo anterior, el valor de la
tasa de captura del depredador z hacia la especie x es alta (¢; = 10) con respecto al resto de
los parametros en , y esto implica que 2’ < K, sin embargo al cumplirse la desigualdad
y® > K, se tiene como consecuencia que no existe un punto de equilibrio en la frontera de la
forma E; = (0, y4, 24) con yy, z4 > 0.

Si el parametro ¢; es manipulado alrededor del valor especificado en , entonces aun
es posible hallar dindmica caética. Ejemplo de lo anterior es tomar ¢ = 9, o bien ¢ = 11.
Aparentemente se puede conservar el caos en si el parametro de competencia intraespecifica
es llevado a m = 0.8, o bien si el tiempo de manejo es llevado a a; = 1. Si los parametros a4,
as, m se anulan, entonces se obtiene el caso estudiado en [112].

En la Figura |5.1] se exhibe la evolucién de una terna de trayectorias del sistema con las
condiciones iniciales que se especifican. La parametrizacién de las soluciones aparece en la Figura
5.2 asi como la aparente convergencia de las curvas hacia un atractor extrano.

A pesar de que no ha sido posible demostrar analiticamente la existencia de caos en ([5.1)),
numéricamente se han calculado parametros como los exponentes de Lyapunov, la dimensién
fractal y la entropia de correlacion.

1.0}
08
| (]
I {

0.6 — X(t)
— y(t)

04 o

0.2

A ._ | | » A L) ) |
500 1000 1500 2000

Figura 5.1: Soluciones de ([5.1)) con condiciones iniciales g = 0.02, yo = 0.01, 2z = 0.5 y con
pardmetro temporal ¢ en el intervalo [0,2000].
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1.0

1.0

Figura 5.2: Bosquejo del conjunto atractor extrano de (5.1) con condiciones iniciales xy = 0.02,
yo = 0.01, zy = 0.5, con los pardmetros previamente mostrados y con ¢ € [9000, 10000] en el
espacio de estados [0, 00)?.
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Plano(XY) Plano{XZ)

Figura 5.3: Las proyecciones del conjunto de la Figura [5.2 en los planos coordenados.
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5.1. Orbitas Heteroclinicas

Se verifica facilmente que el sistema ([5.1]) cuenta con érbitas heteroclinicas que conectan a
cada uno de los puntos de equilibrio E; = (1,0,0) Es = (0,1,0) con el punto de equilibrio en el
origen de coordenadas Ey = (0,0, 0). Especificamente

Pi(t) = ((1 — cle_t)fl ,0,0) , con ¢ € (0,1),

Po(t) = (0, (1 — cge’t)_1 ,O) , con ¢y € (0,1).

Se sabe que 11, 15 son soluciones de la ecuacion del modelo logistico, y que se pueden calcular
usando métodos conocidos.

Aparentemente también existe una érbita de tipo heteroclinico que conecta a los puntos F;
y FEs, sin embargo atin no ha sido posible hallar una expresién analitica para dicha érbita.

Figura 5.4: Se muestra un tramo de las trayectorias del sistema . Los puntos de equilibrio
tienen coordenadas: Ey = (0,0,0), £; = (1,0,0), Ey = (0,1,0), E4 = (0.202418,0,0.0800811),
E* = (0.11969, 0.813857,0.00666116). Los valores propios de la matriz jacobiana de apli-
cada a cada uno de los puntos de equilibrio estan dados por: o(Ey) = {—1,1,1}, o(E;) =
{3.90196, —1., —0.5}, o(Ey) = {—1.,—0.50495,0}, o (E,) = {—0.103605+0.889713i, —0.103605—
0.889713i,0.616292}, o(E*) = {—0.966449, 0.016224 + 0.1584344,0.016224 — 0.158434:}
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En la Figura [5.4] se muestra un tramo de las trayectorias junto con la ubicacién de los
cinco puntos de equilibrio de . La trayectoria pasa en las inmediaciones de los puntos de
equilibrio Ey, F; y E, para diferentes valores de t. A partir de eso, se puede intuir que la
trayectoria en cuestion esta ubicada cerca de érbitas heteroclinicas que conectan a parejas de
puntos de equilibrio.

5.2. Exponentes de Lyapunov

Una de las propiedades més notables en la dindmica cadtica es la sensibilidad en las condi-
ciones iniciales. En [59, Seccién 5.1], se describe lo anterior como la imposibilidad de predecir
escenarios futuros a pesar de una evolucién de tiempo determinista. En [29, Capitulo 2, Sub-
seccién 4.2] se menciona que en estos casos se presenta una separacién exponencial entre las
trayectorias, y que los exponentes de Lyapunov permiten medir esta divergencia exponencial.
En [99], los autores han desarrollado algoritmos en Mathematica para el cédlculo de dichos expo-
nentes.

El papel que juega el exponente de Lyapunov A, estd dado por la relacién [59, Seccién 5.2]

’@($0>t)—90($0+h7t)‘ = ’hye/\t7

donde ¢ es el flujo del sistema dindmico, y los valores h y ¢ se aproximan a cero y a infinito
respectivamente. Con base en eso, se tiene [29, Capitulo 2, Subseccién 4.2]

o(xo,t) — :(mo + h,t) D

A = lim <h’ml1n
t—oo \ h—0 ¢t

8%0($0,t)

ox ’

1
= lim -In
t—oo t

A continuacién se realiza el calculo de los exponentes de Lyapunov de ([5.1). Dadas las
condiciones iniciales o = 0.02, y9 = 0.01, zg = 0.5, se provee un incremento considerablemente
pequeno (h = 0.0001) y se elabora una gréfica en la que se representa la distancia que guardan
las respectivas soluciones, como se muestra en la Figura |[5.5]

Después de esto, se considera el logaritmo natural de los valores obtenidos en las series de
tiempo de la Figura[5.5] y se construye una aproximacién lineal. Esta aproximacién aparece en la
Figura[5.6 El coeficiente lineal en cada una de las ecuaciones obtenidas es una es una estimacion
del exponente caracteristico de Lyapunov. Los valores de los exponentes de Lyapunov obtenidos
son positivos en los casos que aqui fueron analizados.
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Figura 5.5: Distancias que guardan dos de las soluciones de (5.1)). Las coordenadas sufren una
perturbacion de un diezmilésimo de unidad. La grafica de la coordenada x esta en azul, la de y
estd en amarillo, y la de z estd en verde.
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Coordenada x, Coordenada y,
perturbacion de un diezmilésimo perturbacion de un diezmilésimo
(0.00019439 x - 3.56941) (0.000194742 x - 3.06433)
0 0 00
-2
_4fI !
-6
-8

Coordenada z,
perturbacion de un diezmilésimo
(0.0000464935 x - 10.369)

o IR °°
\J .

-20|

-30

—40

Figura 5.6: Al aplicar logaritmo natural a los valores obtenidos en la Figura [5.5] se obtiene una
estimacion de los exponentes de Lyapunov, que estan dados por la pendiente de la aproximacion
lineal en cada caso. La primera grafica corresponde a la coordenada z, tiene a los intervalos
(0.000149348,0.000239432) y (—3.67344, —3.46538) con un nivel de confianza de 95% y tiene
un P-value de 3.66381 x 107'7. La segunda grafica corresponde a la coordenada y, tiene a
los intervalos (0.000151734,0.000237751) y (—3.16366, —2.965) con un nivel de confianza de
95 % y tiene un P-value de 1.01393 x 107'%. La tercera grafica corresponde a la coordenada z,
tiene intervalos de confianza (—0.00014998,0.000242967) y (—10.8228,—9.91524) con un nivel
de confianza de 95 % y tiene un P-value de 0.642712.
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5.3. Dimension Fractal

En el estudio de la geometria fractal, resulta fundamental el concepto de dimensién. La
construccién hecha por Caratheodory es la base de la nocién que Hausdorff adopt6. En muchas
ocasiones, es dificil calcular o estimar la dimension de Hausdorff a través de métodos computacio-
nales. En términos coloquiales, la dimension fractal de Hausdorff nos permite conocer cuanto
espacio ocupa un subconjunto de un espacio euclidiano cerca de cada uno de sus puntos [33,
Capitulo 2].

Algunos conceptos preliminares de la dimension fractal se presentan a continuacion.

Definicién 5.2. Sea U C R™ un conjunto abierto no vacio. El diametro de U estd dado por
diam(U) = sup{|lz —vy||: z,y € U}
A partir de lo anterior, se describe lo siguiente
Definicién 5.3. Sean FF C R", s > 0, § > 0. La (9, s)—medida de Hausdorff del conjunto F

estd dada por

H(F) = finf {Z (diam(U;))* : F C | JUs, diam(U;) < 6 para toda i € N} .
i=i i=1
Obsérvese que si el didmetro ¢ tiende a cero, entonces existen menos cubiertas {U;}3°, de
F' admisibles. Por lo anterior, el valor de Hj(F') puede aumentar conforme § decrece, y tiene
sentido pensar en el valor limite.

Definicién 5.4. Sean FF C R", s > 0. La s— medida de Hausdorff del conjunto F' estd dada por
H*(F) = lim Hj(F).
0—0

Es posible mostrar que H® es una medida. De hecho, para los casos s = 1, 2,3, H® generaliza
las nociones conocidas de longitud, drea y volumen, respectivamente.

Definicién 5.5. La dimension de Hausdorff de un conjunto estd dada por

dimg(F) = inf{s>0: H*(F) =0}
= sup{s>0: H*(F) = oc0}.

Para profundizar méas en los conceptos expuestos previamente, el lector interesado puede
consultar [33, Capitulo 2].

A través de un algoritmo computacional, es posible graficar el nimero total de pixeles en
una celda de dimensién 2 contra el nimero de pixeles que cubre a las proyecciones del conjunto
en el Plano(XY), en el Plano(XZ) y en el Plano(Y Z) que fueron mostradas en la Figura[5.3]
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Proposicién 5.6.
1. La dimension fractal estimada de la proyeccion del conjunto en el Plano(XY') es 1.57858.
2. La dimension fractal estimada de la proyeccion del conjunto en el Plano(X Z) es 1.55182.
3. La dimension fractal estimada de la proyeccion del conjunto en el Plano(Y Z) es 1.61775.

El algoritmo que se usé fue construido por Szabolcs Horvéat, Center for Systems Biology
Dresden.
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Proyeccion del conjunto
en el Plano(XY)
Longitud de la base de las

base = base = = base = 4 base =

NN NN

Figura 5.7: Se consideran 20 tamarfos diferentes para las celdas (vecindades canénicas con la
norma || - ||1) que cubren al conjunto extrano. Al disminuir el tamafio de las celdas, aumenta el
nimero de celdas requeridas para cubrir al objeto.

i
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Proyeccién del conjunto
en el Plano(XZ)
Longitud de la base de las

base = = base = 4 base = +

AN

Figura 5.8: Se consideran 20 tamarfios diferentes para las celdas (vecindades canénicas con la
norma || - ||1) que cubren al conjunto extrano. Al disminuir el tamafio de las celdas, aumenta el
nimero de celdas requeridas para cubrir al objeto.
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Proyeccion del conjunto
en el Plano(YZ)
Longitud de la base de las

base = = base = 4 base =

>,

Figura 5.9: Se consideran 20 tamarfios diferentes para las celdas (vecindades canénicas con la
norma || - ||1) que cubren al conjunto extrano. Al disminuir el tamafio de las celdas, aumenta el
nimero de celdas requeridas para cubrir al objeto.
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21
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3%
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Aproximacién lineal para la Aproximacion lineal para la
proyeccion del conjunto en el Plano(XY) proyeccion del conjunto en el Plano(XZ)
(1.57858 x + 0.0964869) (1.55182 x + 0.402283)

log(c) log(c)
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2 2
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Aproximacion lineal para la
proyeccion del conjunto en el Plano(YZ)
(1.61775 x + 0.0911435)

log(c)
12
10

N B O @

2 4 6 g 1°o(®)

Figura 5.10: Aproximacion lineal para los datos obtenidos en las simulaciones de las Figuras[5.7]
b.8y[6.9 Se toma como abscisa el logaritmo del inverso multiplicativo de la longitud de la base de
la celda, y como ordenada el logaritmo del niimero de celdas usadas para cubrir el conjunto en su
totalidad. La pendiente de la recta es 1.57858 para la proyeccién en el Plano(XY'), 1.55182 para
la proyeccion en el Plano(X Z), y 1.61775 para la proyeccion en el Plano(Y Z). En cada caso, la
pendiente de la recta es una estimacién de la dimension fractal de la proyeccion correspondiente
del conjunto extrano.
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5.4. Dimension de Correlacion y Entropia de Correlacion

Para el calculo de la dimensiéon de correlacion y la entropia de correlacion, se siguen las ideas
de [29, Capitulo 2, Secciones 2 y 3]. Como su nombre lo indica, el teorema de reconstruccién
(véase por ejemplo [91] y [I11]) permite llevar a cabo la reconstruccién de la dindmica asintética
de un sistema a partir de observaciones hechas. En otras palabras, es posible encontrar una
correspondencia biunivoca entre un conjunto atractor de un sistema dinamico

T = F(z)
con un atractor reconstruido que se obtiene al considerar los vectores de la forma
r, = (z(n),z(n+1),...;2(n+m—1)) € R™,
para toda n € N.

Definicién 5.7. La integral de correlacion C,,(r) de dimension m y radio r indica la probabilidad
con la que dos vectores T, y de R™ queden ubicados a distancia menor que r. Esto es

Cutr) = | [0~ o~ gl)dga.
donde © es la funcion de Heaviside
0, six<0,
O(s) =
1, six>0.
Ademds, la integral de correlacion satisface
Co(r) e ™™ 2p P2 gim — 00, 7 — 0,

donde T representa el retardo usado en la reconstruccion (aqui se usa T = 1), Do es la dimension
de correlacion y Ky la entropia de correlacion.

Es posible dar una estimacion de la integral de correlacién C,(r) a través del método de
Grassberger-Procaccia (véase [45] y [46]), y asi conocer un valor aproximado de Dy y K». Dada la
serie de tiempo {z(n)}L_, de longitud L, se consideran N = L—(m~—1) vectores de reconstrucciéon

de la forma x,, = (x,, Tpi1, -, Tnoma1) € R™, y se obtiene
5 N-1 N
C, = — O(r — |lz; — z;||).
0 =y X e -le-a)

Usando esto, se estiman los valores de Dy y K5 para el sistema ([5.1]) con los parametros especifi-
cados. En las graficas de la Figura [5.11]se muestra que las pendientes de las rectas se aproximan
a los valores Dy = 1.16 y Ky = —0.08 para el sistema (5.1)).
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Estimacion de la
dimension de correlacion

log10C(r) -
5 g —
4 g —
s _
2 -
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5 -4 -3 -2 1 g%

Estimacion de la
entropia de correlacion

l0g1oCrm(r) N N
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4 \ — 4
3 s
2
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Figura 5.11: La dimensién de correlacién D, y la entropia de correlacion K, del sistema se
pueden aproximar a través las pendientes de las graficas que se obtuvieron en cada caso y que
aqui son mostradas. En la primera grafica, se considera la dimensién de los vectores m entre 1
y 15, mientras que en el segundo caso las dimensiones van de 1 a 11.
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5.5. Espectro Potencia

En esta seccidn, se analiza el espectro potencia del sistema (5.1)). En [122, Seccién 11.4] se
establece que una sucesién periédica {Z;}7°, (con periodo n) se puede escribir como la combi-
nacioén lineal de las funciones ortogonales seno y coseno de la siguiente forma

n/2
Z, = Z(ak cos wyt + by sen wyt),
k=0

donde

( n
1
—E Zy cos wyt, k:O,yk’:gsinespar,
n
t=1

2 n—1
by = 5ZZtsenwkt, k:1,2,...,{ 5 },

con wy = 2km/n. De forma similar, se puede escribir también Z; como la combinacién lineal de
los exponentes complejos

([ (n-1)/2

E cre™ ' sim es impar,
k=—(n—1)/2

n/2

g cpe™rt si n es par,
\k::—n/2+1

donde
1 & .
L = —E Zye "t
n
=1

Como las funciones senwyt, coswst v las funciones exponenciales complejas e tienen todas
periodo n, se concluye que la sucesién {Z;};2, tiene también periodo n.
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La energia asociada con la sucesién {Z;}7°, estd dada por

( n (n—1)/2
nag+3 Y, (g +0}),
n k=1
37 -
=1 L (n=1)/2
nag+ 3 Y, (g +0}) +naj,,
\ k=1
(-2
n Z lck|?,  sin es impar,
k=—(n—1)/2
n/2
n Z lck|?,  sin es par.
k=—n/2+1

\
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si m es impar,

si m es par.

Lo anterior se sigue de la identidad de Parseval para series de Fourier (ver por ejemplo [98,
Teorema 8.16]). Las ecuaciones previas muestran que el total de energia en una sucesién periédica

tomando los valores ¢t = 1,2,...
tiempo, que se conoce como la potencia de la sucesion. Esto es

( 1 (n—1)/2
a’(2) + 5 (ai + bz)v
k=1
Potencia =
” 1 (n—1)/2
a —
072
\ k=1
([ (n—1)/2
Z lck|?, sin es impar,
k=—(n—1)/2
n/2
Z lck|?,  sin es par.
| k=—n/2+1

es infinita. Por ende, se considera la energia por unidad de

si n es impar,

(aj + ;) + a5, sines par.

Una de las caracteristicas principales del espectro potencia es el hecho de que muestra una serie
de tiempo con un nimero de cuspides igual al nimero de osciladores principales con el que

cuenta el sistema subyacente.
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En la Figura se muestra el calculo del espectro potencia de (5.1)). Se puede apreciar la
irregularidad de los puntos en la grafica en cada una de las ilustraciones.

Espectro Potencia para la coordenada x Espectro Potencia para la coordenada y

0.000012 = . 6.x10°°
0.000010 . " .- 5.x10°
8.x10° . 4.x107®
6.x10°6 | it 3.x107
4.x10°8 2.x107
2.x107 1.x1078
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
Espectro Potencia para la coordenada z
1.2x 107}, }
1.x1078 "
8.x1077} .
B.x 107} 2
4107
2 x 10_7' .

500 1000 1500 2000

Figura 5.12: En cada caso, se muestra el espectro potencia correspondiente a cada una de las
coordenadas de la solucion de con los parametros previamente mencionados. La coordenada
x tiene una energia de 143.062 y una potencia de 0.0357655; la coordenada y tiene una energia
de 2791.01 y una potencia de 0.697752; la coordenada z tiene una energia de 2.67374 y una
potencia de 0.000668434.

A continuacién se presenta una prueba binaria denominada Test 0-1, y que en literatura
reciente ha sido implementada para decidir si un sistema determinista tiene dinamica cadtica.
Se trata de una herramienta en la que se considera solo una parte del espectro potencia.

En [43] y en [44], se proporciona una descripcién del procedimiento que debe seguirse para
realizar la prueba. Supéngase que se tienen {Zj}évzl, ne€{1,2,...,N}, c € (0,7). Entonces se
definen

a(n) = ZZ]‘COSJC, B(n) = Zstenjc.
Jj=1 j=1

Asi, para c € (0,7), n € {1,2,..., N}, el desplazamiento cuadrético medio estda dado por

N

M(n) = Jim S (alk -+ )~ a(k)? + (B(k + ) — (k)"
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Test 0-1 para la
coordenada x con ¢ = t/4
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Test 0-1 para la
coordenada y con ¢ = 71/4

Test 0-1 para la
coordenada z con ¢ = 11/4

M(n) () Me(n)
Se . s o
20 ,.w""’"h Qirevnnnnnnnnnnnnnnnnnnninnnnnnnnnsannn s 0.30
’ 3 0.25
1.0 o 2 8'18
0.5 T 005
100 200 300 400" 100 200 300 400" 100 200 300 404"

Test 0-1 para la
coordenada x con ¢ = 71/2

Test 0-1 para la
coordenada y con ¢ = 71/2

Test 0-1 para la
coordenada z con ¢ = 71/2

Mc(n) Mc(n) .
o4 = 1.45.... ; 6( )
; | 10 0.08

0.8 0.06

0.2 L : :
0.1 57 : .
: :

100 200 300 400’
Test 0-1 para la
coordenada x con ¢ = 37t/4

100 200 300 40d'
Test 0-1 para la

coordenada y con ¢ = 371/4

100 200 300 400"

Test 0-1 para la

M.(n) Mc(n) coordenada z con ¢ = 371/4
0.08 0.8 o Me(n)
0.06 0.6 e 0.015
0.04; 0.4 0.010
0.02/7~ S 0.005
100 200 300 408 100 200 300 400 100 200 300 400"

Figura 5.13: El Test 0-1 fue ejecutado con las tres coordenadas de ({5.1)) y los resultados son
graficados. Las coordenadas x, z parecen tener un crecimiento aproximadamente lineal, mientras
que la grafica de la coordenada y aparentemente estd acotada.
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En [43] se menciona que si M.(n) estda acotada para n = 1,2,3,..., entonces se tiene una
dindmica regular en el sistema original. Si por el contrario M.(n) no esta acotado, entonces la
dindmica es cadtica.

En la Figura [5.13] se muestran los bosquejos de las graficas del Test 0-1 aplicado a cada una
de las entradas de (|5.1)).

5.6. Conclusiones

De acuerdo con la definicién de Devaney [28], un sistema dindmico en el que hay presencia
de caos se caracteriza por la impredictibilidad de las curvas integrales, por su transitividad
topoldgica y por su gran periodicidad. Otra caracterisitca de los sistemas con caos, es la existencia
de un conjunto extrano al que se aproximan las soluciones. Es bien sabido que el teorema de
Poincaré-Bendixson implica que en los sistemas dindmicos planos a tiempo continuo no hay
caos, sin embargo esto no ocurre en sistemas con tres o mas ecuaciones acopladas, como los que
aqui son estudiados. Entre los ejemplos conocidos de sistemas que exhiben caos se encuentran
los sistemas de Lorenz [7§], de Réssler [97] y de Chen [22].

Las caracteristicas de tales como los coeficientes de Lyapunov, la dimensién de co-
rrelacién y la entropia de correlacion, asi como la dimension fractal del atractor extrano son
analizadas siguiendo los procedimientos esbozados. El espectro potencia es descrito para cada
una de las coordenadas de , y posteriormente la prueba Test 0-1 es implementada.

Algunas de las propiedades que tiene el sistema (5.1)) son la existencia de un punto de
equilibrio no hiperbdlico, y la ausencia de puntos de equilibrio en la frontera F3 = (z3,y3,0) y
E4 = (O, Ya, 24).

Si este caso particular es analizado desde la mirada del ecol6go, es posible notar que aqui exis-
te una predileccién por parte de la especie depredadora z por alimentarse de la especie x: el
valor de ¢; es 10 veces mayor que el valor de ¢s.
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Capitulo 6

Conclusiones Generales

A continuacién se hace una ultima reflexion del trabajo. Todos los modelos matematicos
que aqui fueron presentados son simétricos: en la Parte[l] los depredadores pueden intercambiar
posiciones sin afectar el resultado; y en la Parte[[]|las presas pueden intercambiar lugares sin que
esto afecte el resultado. Todos los depredadores son de tipo especialista, por lo que la ausencia de
las presas los conduce hacia la extincion. Las respuestas funcionales que se eligieron para trabajar
fueron de tipo Holling IT (que también se conoce como Michaelis-Menten), con excepcién del
Capitulo , donde se usa la respuesta funcional de tipo Lotka-Volterra (que resulta ser un caso
limite para Holling II). El crecimiento de las presas estd dado por el modelo logistico en los
Capitulos [3, [4] y b, mientras que en el Capitulo [2 se propone trabajar de forma general con una
funcién diferenciable con abscisa al origen positiva y derivada negativa. La competencia entre
los depredadores es considerada en todos los casos, siendo representada con el parametro m, y
aniadiendo subindices cuando es conveniente. En la Parte[ll] se considera también la competencia
interespecifica de las presas, y esta ultima es denotada con a5 v ag;. En todos los modelos
propuestos a los largo de este trabajo, fue posible demostrar disipatividad y llevar a cabo un
analisis general de la dinamica de los puntos de equilibrio en la frontera del espacio de estados.
También se demuestra persistencia uniforme para el modelo que fue propuesto en el Capitulo 2]

La exploracién hecha en el Capitulo [2] busca dar una mayor profundidad al problema que fue
propuesto en [65]. Se analiz6 la incorporacién de mecanismos de competencia intra- e interes-
pecifica en los depredadores del modelo matematico usando una matriz de n x n, donde n es el
numero de depredadores involucrados. Los resultados muestran que la tnica presa que aparece
en el modelo cambia su valor de equilibrio (positivo) al variar los coeficientes de competencia de
los depredadores. Esto permite preguntarnos, en qué casos se verd beneficiada (o perjudicada)
la especie recurso. La relevancia de la matriz de competencia radica en el hecho de que permite
decidir la estabilidad asintética global del punto de equilibrio positivo. En particular, cuando
hay una presa y dos depredadores, la relacién que deben cumplir los parametros de la matriz
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se puede expresar en términos de las medias aritmética y geométrica. Ademds, se muestra que
existe un conjunto abierto y conexo en el espacio de matrices de n X n en el que los teoremas
centrales del Capitulo [2 se cumplen.

En el Capitulo [3| se retoman las ideas anteriores y se presenta un modelo triespecifico (dos
depredadores y una presa) sin competencia interespecifica. El crecimiento de la presa esta dado
por el modelo logistico, y la tasa de captura por parte de los depredadores es denso-dependiente
que se representa con una respuesta funcional de tipo Holling II. A partir de la incorporacién la
respuesta funcional Holling IT surge la posibilidad de que exista mas de un punto de equilibrio
positivo, y que se presenten casos con multiestabilidad. Entre los resultados de este capitulo,
estan las condiciones para la unicidad del punto de equilibrio positivo, asi como las condicio-
nes para la estabilidad asintotica. Ademds de lo anterior, fue posible hallar el umbral de una
bifurcacién de Hopf, y se muestra la existencia de umbrales de Bautin y de cero-Hopf.

En los siguientes capitulos el problema cambia al de un unico depredador. Asi, en el Capitulo
aparece un nuevo modelo matematico que en primera instancia es analizado usando las ideas
expuestas en [I], y se muestra que la condicién para un arribo exitoso de una especie foranea
(que se denota con y) es la misma que la condicién necesaria para que el punto de equilibrio que
excluye solamente a dicha especie sea inestable. En la Seccién se realizaron experimentos
numeéricos que muestran que la manipulacion de los parametros correspondientes a la capacidad
de carga de la especie invasora (denotada con K3) y al tiempo de manejo del depredador con
respecto a la especie invasora (denotada con ay) pueden cambiar la tendencia de las trayectorias
que representan a las soluciones del modelo. Desde el punto de vista ecoldgico, esto implicaria
pasar de un escenario de coexistencia, a otro en el que alguna de las especies perezca y viceversa.
En el primer experimento se muestra que una capacidad de carga suficientemente grande serd vi-
tal para la supervivencia de y. Por otra parte el segundo experimento muestra que dos especies
(x, z) que aparentemente no pueden coexistir en un escenario biespecifico, podran alcanzar la
coexistencia al incorporarse y al medio. Mas adelante, se realiza una construccion geométrica
usando las ecuaciones de las curvas isoclinas para demostrar la existencia de puntos de equili-
brio positivos. Si el sistema cuenta con un punto de equilibrio, este ultimo se puede trasladar a
una posicion adecuada para asi dar condiciones suficientes para la estabilidad asintética local.
Finalmente se muestra la existencia de puntos en el espacio de parametros en los que yacen
bifurcaciones de Hopf y de cero-Hopf, y se usa la teoria del promedio como se hizo en [75] para
hallar ciclos limites que circundan el punto de equilibrio positivo.

En el Capitulo [5| se expone una seleccion de parametros en la que el sistema del capitulo an-
terior tiene trayectorias que experimentan una dindmica que puede ser clasificada como caotica.
Se trata de un escenario en el que el producto de los coeficientes aqs, g (que representan la
competencia interespecifica de las presas) es mayor que el producto correspondiente a r1/Kj,
ro/Ks (que son los valores de competencia intraespecifica de las presas), lo que implica la au-
sencia del punto de equilibrio de la forma (z3,ys,0), con x3, y3 > 0. Ademds de lo anterior, no
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existe un punto de la forma (0, y4, 24) con y4, 24 positivos. Las propiedades de las curvas solucién
y del conjunto atractor son revisadas en este capitulo. En el caso estudiado en el Capitulo [3],
vale la pena preguntarse si serd posible preservar el caos si se manipulan los parametros ¢; (tasa
intrinseca de depredacion) y a; (tiempo de manejo) cuidando que la proporcién entre ellos no se
vea afectada. En los modelos de la Parte [ no fue posible hallar caos, por lo tanto otro trabajo
futuro es investigar el efecto que tienen los mecanismos de competencia intra- e interespecifica
para este proposito.

A lo largo de este trabajo, es notable el papel que juegan los parametros de competencia
intraespecifica de los depredadores — denotados con m, m;; — en los modelos propuestos. Si el
parametro correspondiente es suficientemente grande, entonces es probable que se cumpla la
existencia de un punto de equilibrio positivo asintéticamente estable. Sin embargo, al hacer
demasiado grande el coeficiente de competencia intraespecifica, la coordenada correspondiente
a la poblacion de ese depredador en el punto de equilibrio positivo se aproxima a cero. Esto se
puede verificar a través de un andlisis de las isoclinas y de la matriz jacobiana de los modelos.
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Apéndice A

El submodelo con una presa y su
depredador

Un caso que ha sido ampliamente estudiado es el modelo que introdujo Bazykin (véase por
ejemplo [13, p. 67 - 81]). Un anélisis profundo de este sistema se hace en [12]. Algunas de las
bifurcaciones que el sistema presenta aparecen en [86]. En [128] los autores estudian un problema
en un entorno espacialmente homogéneo. Con esta finalidad, introducen un sistema de ecuaciones
con difusién que estd basado en el modelo de Bazykin, se hallan soluciones positivas y se estudia
el comportamiento asintotico de las mismas.

El modelo de Bazykin, que a continuacion se presenta, estd dado por

i = x(r(1—x/K)— @ )

14+ azx

_— cqv
y = y<1+ax u my) (A1)

Se puede apreciar que se trata de un submodelo de que se obtiene de eliminar a uno de
los depredadores del entorno, o bien de un submodelo de (4.1]) en el que se excluye a una de las
presas. El modelo permite estudiar a una presa y un depredor endémicos. Al explorar la
dinamica, se puede conocer acerca de las curvas poblacionales de las especies nativas antes de
la llegada de una especie exética al ecosistema.

Considérese las curvas isoclinas de (A.1)

flz) = gu — 2/ K)(1 + ax),

(z) 1 cqx
r) = — —
g m \ 1+ azx R
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y el u.e.e. de (A.1)

Se asume que el u.e.e. satisface

0 < ¢y < K.

Para la positividad de v, es necesario que se satisfaga
cqg—ap > 0,

por lo que se asumira que dicha desigualdad siempre se cumple.
Los siguientes resultados hablan del nimero de puntos de equilibrio en (A.1)).

Proposicién A.1. Si se cumple 0 < y® < K, entonces (A1) tiene puntos de equilibrio positivo.
Mas ain, si se satisface

K—1/a

< ¥ < K
2_9 )

entonces (A.1) tiene un inico punto de equilibrio positivo E* = (x*,y*) que es atractor local. Si
adictonalmente se tiene

ro<op

2 —aK(r—p)

q < p ;

entonces E* es atractor global.

Demostracidn. Se verifica facilmente que f y g son positivas exactamente en el intervalo (y°, K).
Como f es una funcién decreciente en [(K — 1/a)/2, K], y g es creciente en [y°, K], entonces
existe un punto x* € (y°, K) que satisface

f@) = g(a7).

Se sigue que el punto E* = (x*, f(z*)) es un punto de equilibrio positivo para (A.1)). Ademas,
siy® > (K — 1/a)/2, entonces ese punto es tinico. La matriz jacobiana del sistema (A.1]) en E*
estd dada por

rK=YaK — 2ax* — 1)z* —qx*

1+az cr(l—a2*/K) —my*(1 + az™)
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Es facil verificar que si z* > (K —1/a)/2, entonces rK ! (a K —2ax*—1)z* < 0,y asi det(J(E*)) >
0y tr(J(E*)) <0,y por lo tanto E* es un atractor local en (A.1)). Finalmente, se puede apreciar
que

. 2z qy cqr
V-(,9) = T(l_?>_(1+ax)2+1+ax_u_2my
cqx 2x
= 1+a:v+r_?_’u
—2ax? + (aK(r —p) +cq—2)x + K(r — )
B K(1+ ax)
< 0,

si las desigualdades r < 1, ¢ < ¢ }(2—aK (r — i) se cumplen. Del teorema de Bendixson-Dulac
[93, Seccién 3.9, Teorema 1], se sigue que (A.1) no tiene 6rbitas peridédicas no triviales en el
retrato fase, y por lo tanto E* es un atractor global. O]

En el siguiente resultado, se proveen condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de tres puntos de equilibrio, lo que permite una bifurcaciéon conocida como tridente.

Teorema A.2. Supdngase que los pardmetros satisfacen la condicion
cqg—ap > 0.

Entonces el sistema (A.1)) tiene tres puntos de equilibrio positivos si y solo si se satisfacen las
siguientes condiciones

% 8cq + ap |
acq — a’yu
ym € (my —e,mq +¢) N[mg,00), donde

my = (8c(1+aK)*r) H(—2a’cuk?q — 22a*cuk?q
+a? 12K (oK +1)* + K ¢*(aK (ak 4 20) — 8) — 20acukKq),

: \/aKz(auK — cKq+p)(cq(8 — aK) + ap(aK +1))?

© T8 Ar2(aK 4 1)8 ’

my = (aKr(aK +2)+7r) ' (3Kq(cq — apu)
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Demostracion. Al igualar f(z) y g(z), se obtiene el polinomio ctibico
P(ZL’) = le‘3 + QQI2 + Ql$ + Qo,
con

Qs = —a*mr,

Qy, = —2amr+ d*Kmr,

O = apuKq—cKq¢® —mr + 2aKmr,
Qo = pKq+ Kmr.

Si se calcula la derivada de P,y se hace P'(z) = 0, entonces se tiene que P alcanza un minimo
local y un maximo local en

—Qy — /2 — 30,05 Oy /230,

0
30 2 30,

T =
Una condicién necesaria y suficiente para que el argumento de la raiz cuadrada en las expre-

siones anteriores no sea negativo (22 — 3,3 > 0) es la siguiente

3Kq(cq — ap)
aKr(aK +2)+r

Sim > (aKr(aK +2) + 7)1 (3Kq(cq — au)), entonces x1 y o estdn bien definidos. Como
Qo > 0y Q3 < 0, entonces se tiene que P tiene tres raices positivas si y solo si se cumple

P(z1) < 0 < P(xq).

Las desigualdades anteriores se verifican si y solo si

8cq + ap
acq — a?u’

K

m—c < m < mj+e.

En la demostracién del Teorema [A.2] se puede apreciar que

Q3 < 0 < Q.
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Por la Regla de Descartes, se tiene que P tiene al menos una raiz positiva.
Considérese ahora el sistema (A.1]) en el caso limite cuando m es igual a 0. Este caso fue
estudiado por Kuznetsov en [66, Ejemplo 3.1].

i o= x(r(l—z/K)—lj_yax>, (A.2)
v = y(ﬁifﬂ)'

El sistema ({A.2)) solamente exhibe un punto de equilibrio positivo ubicado, el cual esta ubicado

en

b
Y

E*
K

(5= F)eeon).

Tres puntos de equilibrio en (4.2)

y
| I| L)) / /]
o8t [[([11/]/)]) /)] ]/ /]/]]/]/)/ /
lilr ill i}l i{r ' .rfirﬁ fri ’I*'f ;'J / / ;/ /Fﬁ #H ff !{/ :/._j__-i——,/—*\_':
) — | '|
0.6 _‘ || III| I||II llllln' If.'ll f,f Il:l/"’f ’f’ ;’f ’/{, P vy .f,r‘ //-/ / ;_/ Jf f’ /' / r;,f I."'III JIII:I'I f,-'l
Wi Ny / ’ /7 /4’;;/‘4’ /
L1/ /1))
0'4}“' III II| II|' |'I I.'f'" f / // // //“///? /
N
s / /
0.2l [\’x ////4" //,/f//"
| '\_,/Z/,//" /'/,//"/;’ ,é;, ;’é
N

Figura A.1: Las soluciones del sistema (|A.1)) con pardmetros r

a=3¢c=2,u=

tos de equilibrio positivos ubicados en F;
(2.02154,0.686642). Del Teorema se sigue que si los primeros seis parametros son

Ey
asi seleccionados, y

0.3, K = 4.5, ¢ = 1.7,
0.3, m = 0.98. Se presenta un escenario con multiestabilidad y tres pun-
(0.526081,0.401793)), Ey = (1.28571,0.612245),

m € (0.96666, 1.01401), entonces ({A.1)) presenta tres equilibrios positivos.
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Lo anterior es consistente con el Teorema[A.2] ya que m = 0, my > 0y entonces m ¢ [ms, 00).
Por otro lado la matriz jacobiana de (A.2)) en E* tiene la forma

1 ~

HE) = o B,

donde

rK Y aK — 2ay® — 1)y® —qv°

cr(l —yb/K) 0

E” repulsor en (4.3)

Y
2.0y
1.5

-— 1.0

S S
[177777 7

0.5

s

Figura A.2: La isoclina correspondiente a & estd bosquejada en color azul, la isoclina de y es
una recta en amarillo y la linea roja discontinua muestra la latitud del vértice de la curva azul.
Ambas intersectan en el punto de equilibrio positivo E*. El punto de equilibrio positivo E*
existe si y solo si 0 < y® < K. La gréfica de la izquierda muestra un caso en el que E* es
asintéticamente estable (E* se ubica a la derecha del vértice de la pardbola), mientras que en
la imagen derecha E* es inestable (E* esta a la derecha del vértice).

El polinomio caracteristico de J(E*) estd dado por
A2 — tr(J(E*))A + det(J(E*)),
donde

w(J(E) = —(aK —2ay’ = 1)y,

det(J(E*)) = cqry’(1—9"/K) > 0.
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K—1/a

2
positivo E* cuyos valores propios son nimeros imaginarios puros conjugados.

Teorema A.3. Si y° = , entonces el sistema (A.2) tiene un unico punto de equilibrio

Demostracion. Los valores propios de J(E*) son

tr(J(B7)) + \/tr(T(E"))? — 4det(T(E7))

Aig = 5
K-1
Si gy’ = T/a’ entonces
~ r (K —1/a) K—1/a
E* = —|(aK—-2a——F———-1)|—F5— | = 0.
tr(J(E™)) e (a a 5 ) ( 5 0

De lo anterior, se sigue que

Ao = iy/det(J(E)).

]

La existencia de una bifurcacién de Hopf cuyo umbral se encuentra ubicado precisamente en
el punto y* = (K — 1/a)/2 se puede mostrar a partir del Teorema .

Desde el punto de vista geométrico, se puede apreciar que si la recta de la isoclina corres-
pondiente a ¥ se encuentra ubicada del lado derecho del vértice de la parabola de la isoclina de
Z, entonces el punto de equilibrio £* es localmente asintéticamente estable. Andlogamente, si
la recta cae del lado izquierdo de la parabola, entonces E* es inestable. Lo anterior se ilustra en

la Figura[A.2]
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Apéndice B
Analisis geométrico de las isoclinas

En la Seccién , dos de las superficies isoclinas (f, g) del sistema (4.1)) se igualan para
obtener una ecuacién que corresponde a una hipérbola en R?:

1 1

o (Ml —a/Ki) —any) (1 +az) = “ (ro(1 —y/Ks) — anz) (1+azy),  (B.1)
1 2

donde r1, q1, a1, a2, T9, g, a2, (i1 son valores positivos fijos. Supéngase que ri/ Ky > s,

ro/ K1 > o1 y supdéngase (sin pérdida de generalidad) que 71/q; > 79/q2. Entonces existen tres

casos genéricos distintos para la estructura de la hipérbola:

1. La hipérbola (B.1)) intersecta al semieje positivo X en un punto Py, y no intersecta al
semieje positivo Y.

2. La hipérbola (B.1)) intersecta al semieje positivo X en un punto P, intersecta al semieje
positivo Y en dos puntos (Fy y P), v los puntos Py y P, estan en la misma rama de la
hipérbola.

3. La hipérbola (B.1]) intersecta al semieje positivo X en un punto P, intersecta al semieje
positivo Y en dos puntos (P y P), v los puntos Py y P; estan en la misma rama de la
hipérbola.

Para hallar el punto P; que es la interseccién de la hipérbola (B.1)) con el semieje positivo X, se
procede a resolver la ecuacion
T 1
q—(l —z/K)(1+az) = q—(rg — Q91T). (B.2)
1 2

La solucién positiva x = xy de (B.2)) es la abscisa del punto P;.
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De forma analoga, es posible conocer las coordenadas los puntos Py y P, donde se intersectan
la hipérbola (B.1]) y el semieje positivo Y. Se procede a resolver la ecuacién

r 1
21— y/Ko)(1+ay) = —(r1 —auy). (B.3)
P 51

Las soluciones reales y = yy, y = yg de (B.3) son las ordenadas de los puntos Py y P» respecti-

vamente.
En la Figura se ilustra en el plano cartesiano cada uno de los casos expuestos.

L .
’ = —(1-y/K3)(1 +ay) ’
™ . ’ o P ’
y=—(1—a/K)(1+aw) ¢

[ ’ ’

\ hipérbola (B.1)
.

A
/i 2 N 3

(b) Hipérbola con intersecciones en el semieje Y. Py y P per-
tenecen a la misma rama.

~
~ hipérbola (B.1
(8.1

LN
2N 3

1
(c¢) Hipérbola con intersecciones en el semieje Y. Py y P» per-
tenecen a la misma rama.

Figura B.1: La hipérbola (B.1]) que en los diagramas aparece en color azul puede estar estruc-
turada de tres maneras diferentes. Las curvas rojas y amarillas se utilizan para hallar la abscisa

y la ordenada de las intersecciones de la hipérbola con los ejes coordenados.



Apéndice C

Condiciones de genericidad y
transversalidad para la bifurcacion de

Hopf

Translado del punto de equilibrio y
del umbral de bifurcacion

Se procede a calcular el valor del coeficiente principal de Lyapunov (denotado con ¢;) y
la primera derivada parcial de la parte real de los valores propios complejos con respecto al
pardmetro m para el sistema en el punto de equilibrio E* = (1/4,1/4,1). El sistema
esta dado por

1
T = x(rl(l—x) ﬂ),

©16(1 + )
. 57‘2(4K2 — 1)2
= 1—vy/Ks) —
Yy ) (TQ( y/ 2) ]_6K2(]_ + y) ) )
) 15¢im@ 5ro(4Ks — 1)y 3eiry  ro(4Ks — 1)
z = z — -+ —-—m | —mz]).
16(1 + x) 16K2(1 + y) 16 16 K,

139
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Un reescalamiento del tiempo (véase por ejemplo [24, Subseccién 1.4.1]) permite reescribir el
sistema en forma polinomial,

i = x(16(1+2)) (16Ks(1+y)) <7’1(1—x) 15&)

©16(1 4 )
= 256Korix + 256 Korjxy — 240K5r1x2
—256 Koria® — 240 Korixyz — 256K27"1x3y,

§ = y(16(1+2)) (16Ks(1+y)) (w(l—y/@‘%>

= 256Karoy + 256 Koraxy + 256( Ky — 1)roy® + 80r9(1 — 4K5)yz
+256( Ky — 1)rowy® 4 80ry (1 — 4Ky)wyz — 256r9y° — 256r001°,

¢ = 2(16(1+2)) (16Ky(1 +y)) x

15017“11’ 5T2(4K2 — 1>y 361T1 7“2(4K2 — 1)
— + -_m | —mz
16(1+2)  16K:(1+y) 16 16K,

= 16(Ky(—3cyiry + 16m — 4rg) + ro)z + 16( Ko (12¢17m1 + 16m — 4ry) + ro)x2
+16(K3(167ry + 16m — 3cyry) — 4rg)yz + 16(Ko(12¢17m + 16m + 1619) — 4ry)xyz
—256 Komaz? — 256 Komyz® — 256 Komz? — 256 Komayz?,

y se traslada el punto de equilibrio E* = (1/4,1/4,1) al origen de coordenadas (0,0, 0),

& = —40Kyrx — T5Koriz — 240K, 2% — 32Korxy — 300K orx2
—60Koryz — 320K — 192K27’1x2y — 256K27’1x3y — 240Kor vy 2,

y = (SOKQT’Q — 1207"2) Yy + (25’/’2 — ]_OOKQT’Q) z+ (64K27”2 — 967’2) Ty + (207“2 — 80K27”2) Tz
+ (1007 — 400K515) yz + (320K5r9 — 56073) y* + (256 Kory — 448r9) xy?
+ (80ry — 320K51y) xyz — 320ry° — 256752y,

Z = 240c Korix + (320K9r9 — 80r9) y — 400Komz + (192¢; Kory + 256 Kory — 6415) xy
+ (240¢; Kory — 320Kom) x2 + (—320Kym + 320K 57y — 80r3) yz — 400Kym2?
+ (192¢1 Kory — 256 Kom + 256 Kory — 64719) 2y 2
—320Komaz? — 320Komyz® — 256 Komayz>.
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Finalmente se traslada el umbral de bifurcaciéon mg (véase el Teorema [4.20]) a cero para obtener

donde
F(z,y,z)

G(z,y,z)

H(z,y,2)

y donde

t = F(z,y,2),
= G(x,y,2), (C.1)
2 = H(zx,y,z2),

—40Kyrix — T5 Ko 2 — 240 Kor 22 — 32Korixy — 300K o 22
—60Kor1yz — 320Ky a3 — 192K2r1x2y — 256K2r1x3y — 240Korxyz,

(80K 5ry — 120r9) y + (2519 — 100K579) 2 + (64 K1y — 9675) Yy
+ (20ry — 80K5rs) 2 + (10079 — 400K515) y2

+ (320K575 — 56075) y* + (256 Kory — 448r5) 27/

4 (80ry — 320K515) zyz — 320r9y° — 25677y,

240¢y Koz + (320K 519 — 80r9) y — 400K (m + myg) 2

+ (192¢1 Kory 4 256 Kore — 641r9) xy + (240c1 Kory — 320K5(m + myg)) 22
+ (=320 K5 (m + mg) + 320K5ry — 80r3) yz — 400Ko(m + my) 2>

+ (192¢1 Kory — 256 Ko (m + my) + 256 Korg — 64715) Ty 2

—320K5(m + mg)wz® — 320K5(m + mg)yz® — 256 Ko(m + mg)zy2>.

mo = (80Ka(Ky(ry — 2r) + 3r2)) ((ri Ky (4 — 45¢1)? + 2r3r3 K3 (45¢1 (41 — 88K, + 96 K3)

+32K5(1 4 8K,) — 124) 4 ra(31 — 8K, (1 + 8K5)))Y? + r2(—96 K2 + 88K, — 41)

+87r1m9 Ko (2Ky — 3) — ri K5 (4 + 45¢y)).

La matriz jacobiana de ((C.1)) evaluada en (0,0,0) estd dada por

donde

F, F, F.
J(0,0,0) = (G, G, G.|,
H, H, H.
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Ia 405 K Fy = 0, Fz = —757”1K2,

rx — r )

o _ 0 e G, = 40ry (2K, —3), G. = 25ry(1 — 4Ky,
v H, = 80ry(4K, —1), H, = —400K5(m +my),
H, = 240c,Kyr, v ra(4f = 1) 2(m 4 mo)

y tiene valores propios A\;, Ay, A3 dados por

)\1 = a-— 26,
Ay = e+1w,
)\3 = & — z'w,
donde
a  /—2a3 — 9ab — 27c + 3v/3v4a3c — a2b? + 18abc — 4b3 + 272
e = S+
3 6v/2
n a’?+3b
3 x 22/33/—-2a3 — 9ab — 27c + 3+/3v/4a3c — a2b® + 18abc — 4b3 + 72
V3Y/—=2a3 — 9ab — 27c + 3v/3v/4a3c — a2b% + 18abc — 4b3 + 27¢2
w o= -
6v/2
N V3(a® + 3b)
3 x 22/33/-2a3 — 9ab — 27c + 3+/3v/4a3c — a2b® + 18abc — 4b3 + 72
y donde
a = —400K3(m + mg) — 40K5ry — 12075 + 80 K57,
b = —18000c; K5r? — 16000K3 (m + mg) 71 + 32000K3 (m + mg) s

—48000K 5 (m + mg) 7y + 3200 K371 79 — 4800 Ko7 7
—320K27“2 (].OOKQT’Q — 257’2) + 807"2 (]_OOKQT’Q — 257“2) s

c = 1440000c; Kjriry — 2160000c, K2riry + 1280000K3 (m 4 mq) r17s
—1920000K22 (m + mo) 179 + 3200K2T17”2 (100K27“2 — 257”2)
—12800K3775 (100 Kory — 2575) .
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Haciendo uso de los vectores propios de la matriz jacobiana J(0, 0, 0) se obtiene la matriz cambio
de base para J(0,0,0), y a través de ella se llega a la forma normal de Hopf asociada al sistema
(C.1]). Los vectores propios de J(0,0,0) estan dados por

(u17U171)7 (u270271)a (Ug,’Ug,l),
donde

F. F, F.,

u - u — _— u = _—

1 )\1_Fx7 2 )\2—F$, 3 )\3_an
G. G, G.

Ul — _— U2 — _— U3 — —

AN =Gy’ Ao — Gy’ As — Gy
Es claro que uy = ug, U3 = v3. La matriz cambio de base para la matriz D esta dada por
Rewuws Imus wuyg
Q = Revy Imwvs v

1 0 1

La forma normal de Hopf para (C.1]) es

T = f(af,y,Z),

- 9(3771%2)7 (02)
z2 = h(z,y,2),
donde

x

FlQly

z

fz,y, 2) T
gxy.2) | = QM| GOy
h(zx,y,2) z
x

H|1Qly

z

Ejemplo C.1. Si se considera la seleccion de pardmetros r1 = 1, 1o = 1.7, Ky = 2.3, ¢; = 1,
m = 0, entonces el sistema (C.2)) queda como a continuacion se muestra. Los coeficientes lineales
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(que son los valores propios de la matriz jacobiana de (C.2) en el origen) aparecen en negritas
en cada ecuacion diferencial.

T

—5.437932%y* — 68.88162%y~ + 0.1457562%y + 37.162222y + 468.6652%2>
+18.638x3 2 — 421.299222 + 0.1152852% — 5.883262> + 5.2969522 — 21.4093zy>2
—0.6105022y° + 163.152y + 11.3548xy2* + 2180.13zyz — 684.8692y + 1801.88x2>
—12403.122% + 164.93z2 — 785.736y% 2% — 34.08974° 2 + 437.219y*z 4 0.393711y*
—0.244772° 4 149.> — 84.6763y2> 4 3922.4y2* + 1302.82y2-687.53 y
+18125.821 — 3301.852% — 13825.122,

—0.335272%9% + 20.30262%yz 4+ 0.1210612%y — 11.61222%y — 184.208222% — 1.088442°~
—923.6692%2 — 0.0009335742* — 5.892122° + 150.404x2 — 113.272y%2 — 6.3683x1>
+332.4072y* + 1211.142y2* + 3172.82zy2 — 1443.88zy — 8379.6122° — 22083.9222
+913.797x2+687.53 x — 1267.4y°2? 4+ 261.408y°z + 1123.45¢y%2 + 24.5707y*
—102.819y® — 86.4572y> + 24382.3y2> — 15200.3y2> + 569.403yz — 113328.2*
—38749.42% 4 6259.3122,

0.050501522%y* — 2.1628z%yz — 0.014113123y — 0.06340952%y — 17.050422 22
—0.2407112°%2 4 3.165362%2 — 0.00120377z" + 0.05363292> — 11.240722 + 10.6344zy>2
+0.610502zy® — 5.96823xy? — 153.839zy2? — 21.6432zy2 + 34.30652y — 953.383x23
—1.57877xz* — 647.665x2 + 780.349y°2* + 34.0897y° 2 — 280.038y*z — 0.393711y*
+0.2447721° 4 13.5692y% + 13.3686y2> — 1801.01y2? + 202.343yz — 17710.62*
—8690.482° + 1365.392%-52.2624 .

Calculo del primer coeficiente de Lyapunov /;

De acuerdo con [81], Seccién 4.A, I1.], para encontrar el valor del primer coeficiente de Lya-
punov /1 se hacen los siguientes calculos.

3
_ i(Afmm, 0,0) + Ay, (0,0,0) + A, (0,0,0) + A, (0,0,0)
_fyy(o, 0’ O) X fm/(O’ O? O) + fCEI(0> Oa O) X ga::r((); O; O) - fyy(0> 07 O) X 9yy<0a O; O))?
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donde
As (0,0,0) = fr2(0,0,0) 4+ 3(f22(0,0,0) X ©.4(0,0)),
Afocyy(O’O’O) = fwyy(oaoa()) + Q(fyZ(QOvO) X @wy(O:O 0)) + f2-(0,0,0) x SDyy(O 0,0),
Agmy (0,0,0) = gzmy«); 0,0) + 2(92-(0,0,0) x SOa:y(O, 0,0)) + gyZ( O) X 042(0,0,0),
Agyyy(OvO’O) = gyyy(0,0,0) + 3(9yZ(Oa070) X @yy(oaoa 0)),
donde
901’27(07 07 O)
©44(0,0,0) =
903/?;(07 07 0)
2w? + (h.(0,0,0))* —2wh.(0,0,0) 2w? —h.(0,0,0)
A1 wh.(0,0,0) (h.(0,0,0))? —wh(0,0,0) —h4y(0,0,0) |,
2w? awh(0,0,0)  2w? + (h.(0,0,0))? hy,(0,0,0)
y donde

A = h.(0,0,0)((h.(0,0,0))* + 4w?).

De acuerdo con [66, Teorema 3.3], la condicién de generidad en una bifurcacién de Hopf se
cumple si y solo si el primer coeficiente de Lyapunov es distinto de cero (¢; # 0). Ademéds, la
condicién de transversalidad consiste en que parte real de la derivada de los valores propios
complejos de la matriz jacobiana de sea distinta de cero ((Re(Ag3)" # 0).

Las siguientes tablas muestran el valor del primer coeficiente de Lyapunov ¢;, asi como el
valor de la derivada de la parte real de los valores propios complejos (Re(A23))" en algunos casos
concretos.
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Valor de ¢; para ¢y = 0.5, m =0
(ri=10] K;=30 [ K2=35] Ky =40 [ Kb=45] K;=5.0 |
ro = 1.7 | 0.691488 1.83471 2.43701 2.91227 3.29906
re = 2.2 || -0.703596 | 0.384492 | 0.933515 1.3578 1.6972
ro = 2.7 | -1.38538 | -0.56777 | -0.0419655 | 0.359543 | 0.677529
ro = 3.2 | -1.83249 | -1.22852 | -0.716643 | -0.328772 | -0.0235696
ro =3.7| -2.14332 | -1.70764 | -1.20569 | -0.827395 | -0.531077
[n=15] | | | | |
ro = 1.7 2.2782 4.83453 5.7111 6.43799 7.05387
ry = 2.2 1.08517 2.79753 3.45744 3.98634 4.42229
ro = 2.7 | 0.0670446 | 1.48879 2.07546 2.53596 2.9091
ro = 3.2 || -0.624407 | 0.542781 1.09631 1.52498 1.86849
ro = 3.7 | -1.12166 | -0.169053 | 0.365815 | 0.776237 1.10261
[n=20] | | | | |
rg = 1.7 0.8122 8.70986 10.3108 11.7052 12.9354
ro = 2.2 2.97409 5.12144 6.03991 6.80496 7.45554
rog = 2.7 1.50701 3.38992 4.09824 4.67166 5.14817
ro = 3.2 | 0.581613 2.21742 2.83988 3.33404 3.73819
ro = 3.7 || -0.0810414 | 1.32795 1.90809 2.36237 2.72975
[n=25] | | | | |
ro = 1.7 12.1096 15.8126 19.1458 22.2218 25.0772
rg = 2.2 5.52569 8.05191 9.51236 10.7757 11.8839
re = 2.7 3.09316 5.30608 6.25287 7.04374 7.7178
ro = 3.2 1.80565 3.79625 4.54451 5.15445 5.66416
ro = 3.7 | 0.955262 2.73536 3.39081 3.9156 4.34779
[n=30] | | | | |
re = 1.7 22.9303 29.3943 36.9499 44.5633 52.2538
re = 2.2 9.51412 12.6763 15.2026 17.4805 19.5514
ro = 2.7 5.15878 7.66484 9.04502 10.2339 11.273
ry = 3.2 3.18015 5.43505 6.40223 7.21168 7.90266
ry = 3.7 2.03058 4.09468 4.87594 5.51601 6.05307




Valor de ¢; para ¢; = 0.75, m =0

(=10 K3=30][K;=35][ K;=40] K=45 | K;=5.0 |
ro =17 0511728 | 239184 | 3.10442 | 3.69675 | 4.20016
ry = 2.2 | -0.361737 | 0.776027 | 1.36992 | 1.84541 | 2.23727
rg = 2.7 || -1.12424 |-0.263593 | 0.287137 | 0.71881 [ 1.06835
ry =3.2 | -1.62814 [ -0.985153 | -0.456224 | -0.0471141 | 0.280496
ry = 3.7 [ -1.98016 | -1.50919 | -0.993928 [ -0.598977 | -0.285103

[n=15] | | | | |
ry =17 370289 | 6.50949 | 7.9919 | 9.34702 | 10.5948
rp =22 172171 | 354166 | 4.39771 | 5.12964 | 5.76625
ro =2.7 [ 0516752 | 1.99848 | 2.6744 [ 3.23093 | 3.70024
roy = 3.2 [ -0.267761 | 0.949439 | 1.55251 [ 2.03719 | 2.43786
ry = 3.7 [ -0.827845 | 0.171382 | 0.738031 | 1.186 1.55134

[n=20] | | | | |
ro =17 10.1951 | 15.1418 | 19.8053 [ 24.7975 | 30.1609
ro =221 442867 | 7.01116 | 862938 | 10.1248 | 11.5138
ro =27 228369 | 431185 | 529654 | 6.15416 | 6.91163
rp =32 11291 | 28373 | 3.59875 | 4.23864 | 4.78736
ry =3.7] 0.353928 | 1.81787 | 2.47883 | 3.0207 | 3.47605

[n=25] | | | | |
ro=1.7] 254393 | 41.4568 | 67.3916 [ 115.017 | 231.269
rg =221 9.14571 | 13.4093 | 17.3023 | 21.3451 | 25.5522
rg =2.7 | 466261 | 7.34622 | 9.05996 | 10.6532 | 12.1425
ry =32 271365 | 4.87906 | 597481 | 6.94178 | 7.80533
ro=3.7[ 159523 | 3.46411 | 4.30867 | 5.02941 | 5.65532

(n=30] | | | | |
ry =17 69.7544 | 225465 | -595.595 | -173.163 | -114.766
ry =22 182596 | 27.8921 | 40.3836 | 57.2903 | 81.4792
ry =27 84474 | 124386 | 159283 | 19.4909 | 23.134
ro =32 | 483213 | 7.58595 | 9.36954 | 11.0355 | 12.5996
ro =3.7 [ 3.04697 | 531945 | 6.51032 | 7.57166 | 8.52752
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Valor de ¢ parac; =1, m =0

ri=10[ Ky=30 | Kb=35| K, =40 | K, =45 | K, =50 |

ro = 1.7 1.05229 3.0864 4.0132 4.83709 5.57824
ro = 2.2 || -0.0246356 | 1.19568 1.86901 2.43196 2.91306
ro = 2.7 || -0.870904 | 0.047846 | 0.639953 1.11873 1.51673
ro = 3.2 -1.42963 | -0.739451 | -0.184098 | 0.255843 | 0.615366
ro = 3.7 -1.82094 -1.3097 | -0.775157 | -0.357456 | -0.0199994
ro=1.5

ro = 1.7 5.79276 9.86321 13.2709 17.0631 21.3072
Ty = 2.2 2.48499 4.61649 5.8931 7.08746 8.211
ro = 2.7 || 0.986855 2.60572 3.45053 4.1896 4.84551
ro = 3.2 || 0.0855952 1.3903 2.08189 2.6636 3.16321
ro = 3.7 || -0.541735 | 0.525146 1.14617 1.65511 2.08292
r1 = 2.0

ro = 1.7 20.7782 43.1299 110.01 -6708.76 -150.081
ro = 2.2 6.75551 10.9709 14.9977 19.651 25.0854
ro = 2.7 3.29151 5.7787 7.40905 8.99409 10.5389
9 = 3.2 1.73917 3.65431 4.6951 5.63805 6.50029
ro = 3.7 || 0.802485 2.39044 3.20268 3.90823 4.53065
rL=2.5

ro = 1.7 174.498 -114.506 | -57.5672 | -43.2723 -36.7703
9 = 2.2 17.3918 33.0661 66.5633 197.4 -513.902
rg = 2.7 7.21365 11.7496 16.2473 21.5868 28.0232
ro = 3.2 3.93499 6.71896 8.68701 10.6604 12.6418
ro = 3.7 2.34882 4.50619 5.75308 6.91535 8.00513
r = 3.0

ro = 1.7 -80.6253 -45.1195 -35.476 -31.0165 -28.4456
e = 2.2 59.357 -3574.28 | -95.7648 | -58.2737 -45.6068
re = 2.7 15.5567 28.4477 52.1839 114.76 734.458
9 = 3.2 7.54939 12.3265 17.1924 23.0873 30.3691
ry = 3.7 4.46254 7.50202 9.78462 12.1331 14.5521




Valor de (Re()q23))" para ¢; = 0.5, m =0

|m =10 K;=30][ K, =35 Ky =40 K =45 K, =50 |
ry = 1.7 || -608.044 | -710.967 | -813.99 | -917.084 | -1020.23
ry =22 | -604.657 | -706.444 | -808.301 | -910.208 | -1012.15
ry = 2.7 || -602.962 | -704.144 | -805.376 | -906.644 | -1007.94
ry = 3.2 || -602.023 | -702.854 | -803.722 | -904.618 | -1005.53
ry = 3.7 || -601.459 | -702.071 | -802.712 | -903.374 | -1004.05
n=15] | | | |
rg = 1.7 || -617.135 | -722.791 | -828.593 | -934.496 | -1040.47
ro =22 | -610.793 | -714.584 | -818.493 | -922.486 | -1026.54
rg = 2.7 || -607.149 | -709.779 | -812.502 | -915.292 | -1018.13
rg = 3.2 || -604.979 | -706.878 | -808.85 | -910.875 | -1012.94
ry = 3.7 || -603.622 | -705.042 | -806.522 | -908.043 | -1009.6
1 =20] | | | |
rg = 1.7 || -625.781 | -733.711 | -841.796 | -949.987 | -1058.26
rg =22 | -617.983 | -723.875 | -829.916 | -936.059 | -1042.28
rg =27 | -612.622 | -716.97 | -821.446 | -926.012 | -1030.64
ry = 3.2 || -609.095 | -712.355 | -815.722 | -919.166 | -1022.67
ry =3.7 ] -606.75 | -709.249 | -811.837 | -914.49 | -1017.19
1 =25] | | | |
rg = 1.7 ] -631.984 | -741.314 | -850.788 | -960.36 | -1070.
rg =22 | -624.721 | -732.389 | -840.212 | -948.143 | -1056.15
ry = 2.7 || -618.513 | -724.552 | -830.74 | -937.032 | -1043.4
rg =32 || -613.906 | -718.635 | -823.498 | -928.454 | -1033.48
ry = 3.7 || -610.606 | -714.339 | -818.189 | -922.123 | -1026.12
1 =30] | | | |
ry = 1.7 || -635.347 | -745.252 | -855.282 | -965.395 | -1075.57
ry = 2.2 || -630.063 | -738.988 | -848.063 | -957.239 | -1066.49
ro =27 | -624.03 | -731.524 | -839.174 | -946.932 | -1054.77
ro = 3.2 || -618.875 | -725.014 | -831.302 | -937.695 | -1044.16
ro =3.7] -614.85 | -719.854 | -824.996 | -930.235 | -1035.54
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Valor de (Re()A23))" para ¢; = 0.75, m =0

|m =10 K;=30][ K, =35 Ky =40 K =45 K, =50 |
ry = 1.7 || -610.314 | -714.063 | -817.937 | -921.898 | -1025.92
ry =22 | -606.317 | -708.741 | -811.258 | -913.841 | -1016.47
rog = 2.7 || -604.145 | -705.798 | -807.521 | -909.293 | -1011.1
ry = 3.2 || -602.885 | -704.069 | -805.307 | -906.582 | -1007.89
ry = 3.7 || -602.105 | -702.989 | -803.914 | -904.869 | -1005.85
n=15] | | | |
rg =17 -619.12 | -725.454 | -831.942 | -938.535 | -1045.2
ro =22 | -613.257 | -717.92 [ -822.722 | -927.622 | -1032.59
ro = 2.7 || -609.298 | -712.721 | -816.261 | -919.884 | -1023.57
ry = 3.2 || -606.716 | -709.277 | -811.935 | -914.662 | -1017.44
ry = 3.7 | -605.005 | -706.969 | -809.012 | -911.111 | -1013.25
1 =20] | | | |
rg = 1.7 || -625.019 | -732.775 | -840.675 | -948.671 | -1056.74
ry = 2.2 || -619.808 | -726.324 | -832.994 | -939.77 | -1046.62
ry = 2.7 || -615.079 | -720.282 | -825.632 | -931.083 | -1036.61
ry =32 || -611.469 | -715.583 | -819.828 | -924.165 | -1028.57
ry =3.7 ] -608.838 | -712.11 | -815.496 | -918.963 | -1022.49
1 =25] | | |
ro = 1.7 ]| -627.315 | -735.384 | -843.574 | -951.845 | -1060.17
rog =22 || -624.438 | -732.074 | -839.855 | -947.736 | -1055.69
ry = 2.7 || -620.227 | -726.852 | -833.632 | -940.517 | -1047.48
rg =32 || -616.293 | -721.847 | -827.55 | -933.356 | -1039.24
ry = 3.7 || -613.065 | -717.669 | -822.413 | -927.252 | -1032.16
1 =30] | | | |
ro=17] -627 | -734.695 | -842.489 | -950.348 | -1058.25
rg = 2.2 || -626.848 | -734.906 | -843.094 | -951.368 | -1059.7
ro = 2.7 || -624.036 | -731.584 | -839.28 | -947.076 | -1054.94
ry = 3.2 || -620.508 | -727.206 | -834.058 | -941.016 | -1048.05
ry =3.7 | -617.153 | -722.949 | -828.896 | -934.948 | -1041.07




Valor de (Re()Ag3)) parac; =1, m =0

|m =10 K;=30][ K, =35 Ky =40 K =45 K, =50 |

ro =17 -611.843 | -716.153 | -820.601 | -925.146 | -1029.76
ry =22 | -607.641 | -710.574 | -813.617 | -916.737 | -1019.91
ry =2.7 | -605.164 | -707.224 | -809.369 | -911.574 | -1013.82
ro =32 -603.66 | -705.162 | -806.731 | -908.347 | -1010
ro = 3.7 || -602.703 | -703.837 | -805.024 | -906.248 | -1007.5
rir=1.5

ro =17 -619.442 | -725.91 | -832.53 | -939.252 | -1046.05
ro =22 | -614.648 | -719.809 | -825.12 | -930.533 | -1036.02
ry =27 | -610.818 | -714.803 | -818.922 | -923.132 | -1027.41
ry =32 | -608.081 | -711.164 | -814.361 | -917.637 | -1020.97
ry =3.7 | -606.162 | -708.579 | -811.093 | -913.674 | -1016.31
r1 = 2.0

rg = 1.7 | -622.722 | -729.824 | -837.055 | -944.374 | -1051.75
ro =22 | -619.924 | -726.509 | -833.244 | -940.081 | -1046.99
ro = 2.7 || -616.257 | -721.881 | -827.657 | -933.538 | -1039.49
ro =32 | -612.974 | -717.633 | -822.437 | -927.339 | -1032.31
rg =3.7 | -610.344 | -714.176 | -818.139 | -922.192 | -1026.31
ry=2.5

rg = 1.7 | -622.541 | -729.279 | -836.121 | -943.032 | -1049.99
rg =22 | -622.518 | -729.607 | -836.83 | -944.142 | -1051.52
rg =27 | -620.208 | -726.86 | -833.66 | -940.562 | -1047.54
ry =32 | -617.273 | -723.177 | -829.235 | -935.397 | -1041.63
ro = 3.7 || -614.472 | -719.582 | -824.84 | -930.201 | -1035.64
T = 3.0

ro = 1.7 || -620.612 | -726.572 | -832.615 | -938.711 | -1044.84
ro =22 | -622.892 | -729.836 | -836.893 | -944.025 | -1051.21
ro = 2.7 || -622.354 | -729.425 | -836.633 | -943.93 | -1051.29
ry =3.2 | -620.394 | -727.089 | -833.931 | -940.875 | -1047.89
ry =3.7 | -617.962 | -724.052 | -830.295 | -936.642 | -1043.06
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Apéndice D
Teoria del Promedio

En la Seccién se aplican métodos de teoria del promedio que fueron usados en [75]
para hallar y analizar érbitas periddicas en un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas.
Especificamente, los Teoremas y tienen su base en el resultado que a continuacién se
presenta.

Considérese

i = eF(t,x) +*G(t,x), (D.1)

donde x € D, con D un subconjunto abierto de R™, ¢ > 0. Adicionalmente supdngase que
las funciones F', G son T—periddicas con respecto a t. Por otra parte considérese la ecuacion
promediada en D dada por

y = £f(y), (D.2)

donde

fly) = %/0 F(t,y)dt.

Bajo ciertas condiciones, los puntos de equilibrio de la ecuacion promediada corresponden con
las soluciones T'—periddicas de la ecuacién (D.1]).

Teorema D.1. Considérese la ecuacion (D.1) y supdngase que:

of 9°f oy
or’ 0x? Ox

constante independiente de ¢ en [0,00) X D, 0 < e < g¢;

a. las funciones f, g, estan bien definidas, son continuas y acotadas por una
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b. F, G son T—periddicas ent (donde T es independiente de ¢);
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sip es un punto critico de la ecuacion promediada (D.2) y ademds

of
Zs 0,
dy y=p 7

entonces eziste una solucion T—periddica ¢ para la ecuacion (D.1) tal que
limp(t,e) = p.
e—0

2. La estabilidad o inestabilidad de la solucion periddica ¢ coincide con la estabilidad de p

en .

Para ver una demostracion, el lector interesado puede consultar [117, Teoremas 11.5 y 11.6].
El siguiente resultado se encuentra en [I7], y permite debilitar las hipétesis del Teorema
haciendo uso de la teoria del grado de Brouwer.

Teorema D.2. Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales
i = eF(t,x) +°G(t, z,¢), (D.3)

donde F:Rx D — R", G: R x D x (—¢,e) — R"™ son funciones continuas y T'—periddicas
en la primera variable, y D es un subconjunto abierto de R™. Si f: D — R" esta dada por

1) = [ R

y adicionalmente se cumple que
1. F y G son funciones localmente Lipschitz con respecto de x.

2. Para toda a € D con f(a) =0, existe V una vecindad de a de tal forma que f(z) # 0 para
toda z € V\ {a} y dg(f,V,0) # 0.

Entonces para |e| > 0 suficientemente pequeno, eziste una solucion T'—periddica (-, ) para el
sistema (D.3) tal que ¢(-,€) = a sie — 0.

Dado un conjunto abierto y acotado V' C R™ tal que V' C D, y tal que 0 ¢ f(0V,¢) para
algun valor de ¢, se denota con dg(f(+,€),V,0) el grado de Brouwer de la funcién f(-,e) con
respecto al conjunto V' y al punto 0. Lo anterior se define en [16].



Apéndice E

Calculo de la Variedad Central de un
Punto No Hiperbdlico

Una caracteristica que exhibe el modelo (5.1)) es que uno de sus puntos de equilibrio no es
hiperbdlico (tiene un valor propio con parte real nula).
El sistema (.1]) esta dado por

T = z|(l—-o2—-—ypy——7"771,

1+0.01z
. Yo
= l—y — 15 — —22
0 “( h v 1+0mm)’

. 5x 0.5y,
= —1—0.1y, ).
b2 ”(1+0mx+1+0m% w)

Los cinco puntos de equilibrio de ([5.1)) son

E, = (0,00, E = (1,0,0), E, = (0,1,0),
Es = (0.202418,0,0.0800811), E* = (0.11969,0.813857,0.00666116).

El espectro de la matriz jacobiana del sistema (5.1]) en Es estd dado por
o(Ey) = {—1,-0.509804,0},
de donde se sigue que F5 es un punto de equilibrio no hiperbdlico en (5.1)). Se realiza el cambio
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de variable y; — y; + 1 para trasladar el punto E, al origen (0,0, 0) y asi obtener el sistema

T = x|—x—y — 10
- NI 0012 )

. y2
= (1+ —1.52 —y1 — ’
(i (1+y1) ( h1 1+0.02(1+y1))

5 0.5(1 4 1)
Y2 = +
1+0.01z  1+0.02(1+y)

—1- 0.1y2> .

A continuacion se polinomiza el sistema para obtener

& = —1.022% — 1.022y; — 10.2zys + Os(x, y1, 42),
1 = —1.53z —1.02y; — yo — 0.01532% — 1.04y> — 1.5702zy1 — 0.01zys — 1192 + Os(z, 41, y2),
Jo = —0.52y, + 5.0948zy, + 0.48y1y2 + Os(, 91, ya),

y se procede a diagonalizar el sistema (si se desea conocer méas al respecto, se puede consultar
un procedimiento para la diagonalizacion de un sistema en el Apéndice .

& = 0.51z% — 1.02zy; — 8.162y; + Os(z, y1,92),

71 = —1.02y; + 0.7652” + 0.0198zy; — 1.04y; — 5.1z, (E.1)
+4.12y1y2 — 4.284y5 4 Os(x, 91, y2),
o = —0.52ys + 4.3748zy, + 0.48y1y5 — 1.062y2 + Os(x, y1, 2).

Ahora se siguen las ideas expuestas en [2I), Secciones 1.3 y 1.4] para dar una aproximacién de
la variedad central de ([E.1)). Es claro que el sistema (E.1|) se puede reescribir

T = Am—l—f(x,y),

= By+g(z,y),
donde
A = 0,
—1.02 0
b= ( 0 —0‘52)’
flz,y) = —1.02zy; — 8.16xys + Os(z, 1, Y2),

_ {0.7652% + 0.0198zy; — 1.04y7 — 5.1y + 4.12y1yo — 4.284y3
g(@y) = ( 4.37487ys + 0.48y1ys — 1.062y2 + Os(2, 1, 2).
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Supdngase que y = h(x) es la variedad central buscada. Entonces se tiene por la Regla de la
Cadena

y = Bh(x)+g(z, h(z))
= (h(@))
= NW(z)[Ax + f(z,y)].

A partir de estas igualdades, se define
My(z) = ¢'(z) (Az + f(z,0(2)) — Bo(x) — g(z, (),

y se hace notar que My (z) = 0 para cualquier z. Para aproximar h, se asume ¢(x) = Oy(x), de
donde se sigue

M) — - (—10.02 _0952> (253) B (0.7((3)5x2) + Oy(a).

Se concluye que la aproximacién a la variedad central y = h(z) del punto de equilibrio (0,0, 0)
en el sistema ([E.1)) estd dada por
0.7522
plr) = ( 0 ) :

Teorema E.1. El sistema de ecuaciones diferenciales (.1) tiene un punto de equilibrio no
hiperbdlico Ey = (0,1,0). El espectro del punto Ey es

o(Ey) = {—1,-0.509804, 0},
y la variedad central de Ey se puede aprozimar con la curva ¢: R — R3 dada por

o(x) = (x,1+0.752%0).



158 APENDICE E. CALCULO DE LA VARIEDAD CENTRAL



Bibliografia

1]

2]

P. A. Abrams. Is predator-mediated coexistence possible in unstable systems? FEcology,
80(2):608-621, 1999.

P. A. Abrams and L. Shen. Population dynamics of systems with consumers that maintain
a constant ratio of intake rates of two resources. Theoretical Population Biology, 35(1):51—
89, 19809.

P. A. Abrams and C. J. Walters. Invulnerable prey and the paradox of enrichment. Fcology,
77(4):1125-1133, 1996.

T. Agrawal and M. Saleem. Complex dynamics in a ratio-dependent two-predator one-prey
model. Computational and Applied Mathematics, 34(1):265-274, 2015.

A. Al-khedhairi, S. S. Askar, A. Elsonbaty, and A. A. Elsadany. Zero-Hopf bifurcation
in continuous dynamical systems using multiple scale approach. Ain Shams Engineering
Journal, 11(4):1377-1385, 2020.

N. Ali and M. Jazar. Global dynamics of a modified Leslie-Gower predator-prey model with
Crowley-Martin functional responses. Journal of Applied Mathematics and Computing,
43(1-2):271-293, 2013.

N. Ali, B. Mondal, L. N. Guin, and S. Chakravarty. Dynamics of species in a two preys-one
predator model system with help. International Journal of Mathematics and Computation

(IJMC), 2017.

R. A. Armstrong and R. McGehee. Coexistence of species competing for shared resources.
Theoretical Population Biology, 9(3):317-328, 1976.

F. J. Ayala, M. E. Gilpin, and J. G. Ehrenfeld. Competition between species: Theoretical
models and experimental tests. Theoretical Population Biology, 4(3):331-356, 1973.

159



160

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]
[21]

[22]

[23]

[24]

BIBLIOGRAFIA

F. Azevedo, R. A. Kraenkel, and D. J. Pamplona da Silva. Competitive release and area
effects. Ecological Complexity, 11(July 2012):154-159, 2012.

J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis, and P. Stacey. On Devaney ’s Definition of
Chaos. The American Mathematical Monthly, 99(4):332-334, 1992.

A. D. Bazykin. Structural and dynamic stability of model predator-prey systems. ITASA
Research Memorandum, 1976.

A.D. Bazykin, A. I. Khibnik, and B. Krauskopf. Nonlinear Dynamics of Interacting Po-
pulations. World Scientific, 1998.

A. A. Berryman. The orgins and evolution of predator-prey theory. FEcology Society of
America, 73(5):1530-1535, 2011.

P. Boutibonnes. L’oeil de Leeuwenhoek et 'invention de la microscopie. Alliage, 39(Sep-
tember 7, 2012):1-6, 1999.

Felix E. Browder. Fixed point theory and nonlinear problems. Bulletin of the American
Mathematical Society, 9(1):1-39, 1983.

Adriana Buica and Jaume Llibre. Averaging methods for finding periodic orbits via Brou-
wer degree. Bulletin des Sciences Mathematiques, 128(1):7-22, 2004.

C. A. Buzzi, J. Llibre, and R. A. T. Santos. Global dynamics of a class of May-Leonard
Lotka-Volterra systems. J. Nonlinear Math. Phys., 27(2):2010, 2010.

Y. Cai, C. Zhao, W. Wang, and J. Wang. Dynamics of a Leslie-Gower predator—prey
model with additive Allee effect. Applied Mathematical Modelling, 39(7):2092-2106, 2015.

I. Calvino. Palomar. Ediciones Catedra, 2017.
J. Carr. Applications of Centre Manifold Theory. Springer-Verlag New York, 1982.

G. Chen and T. Ueta. Yet another chaotic attractor. International Journal of Bifurcation

and Chaos, 9(7):1465-1466, 1999.

P. Chesson and J. J. Kuang. The interaction between predation and competition. Nature,
456(7219):235-238, 2008.

C. Chicone. Ordinary Differential Equations with Applications. Springer, 1999.



BIBLIOGRAFIA 161

[25]

[26]

[27]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

J. H. Connell. The influence of interspecific competition and other factors on the distri-
bution of the barnacle Chthamalus stellatus. Ecology, 42(4):710-723, 1961.

V. Contreras, E. Martinez-Meyer, E. Valiente, and L. Zambrano. Recent decline and po-
tential distribution in the last remnant area of the microendemic Mexican axolotl (Ambys-
toma mexicanum). Biological Conservation, 142(12):2881-2885, 2009.

C. Cosner, D. DeAngelis, J. S. Ault, and D. B. Olson. Effects of spatial grouping on the
functional response of predators. Theoretical Population Biology, 56(1):65-75, 1999.

R. L. Devaney. An Introduction to Chaotic Dynamical Systems. Addison-Wesley Pu-
blishing Company, Inc., 1989.

C. G.H. Diks. Non-linear time series analysis: Methods and applications. World Scientific,
1999.

B. Dubey and R. K. Upadhyay. Persistence and extinction of one-prey and two-predators
system. Nonlinear Analysis: Modelling and Control, 9(4):307-329, 2004.

M. F. Elettreby. Two-prey one-predator model. Chaos, Solitons and Fractals, 39(5):2018—
2027, 2009.

R. Etienne, B. Wertheim, L. Hemerik, P. Schneider, and J. Powell. The interaction between
dispersal, the Allee effect and scramble competition affects population dynamics. Ecological
Modelling, 148(2):153-168, 2002.

K. Falconer. Fractal Geometry Mathematical Foundations and Applications. Wiley, 2003.

M. Falconi. Una semblanza de Vito Volterra, en Cldsicos de la Biologia Matemdtica. Siglo
Veintiuno Editores S.A. de C.V., 2002.

C. R. Fonseca, R. M. Coutinho, F. Azevedo, J. M. Berbert, G. Corso, and R. A. Kraenkel.
Modeling habitat split: landscape and life history traits determine amphibian extinction
thresholds. PLoS ONE, 8(6), 2013.

H. I. Freedman, S. Ruan, and M. Tang. Uniform persistence and flows near a closed
positively invariant set. Journal of Dynamics and Differential Equations, 1994.

R.E. Gaines and J.L. Mawhin. Coincidence Degree and Nonlinear Differential Equations.
Springer-Verlag, Berlin, 1997.



162

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]
[51]

[52]

BIBLIOGRAFIA

S. Gakkhar and R. K. Naji. Existence of chaos in two-prey, one-predator system. Chaos,
Solitons and Fractals, 17(4):639-649, 2003.

J. C. Gascoigne and R. N. Lipcius. Allee effects driven by predation. Journal of Applied
FEcology, 41(5):801-810, 9 2004.

G. F. Gause. The Struggle for Existence. Courier Corporation, 2003.

M. E. Gilpin and F. J. Ayala. Schoener’s model and Drosophila competition. Theoretical
Population Biology, 9(1):12-14, 1976.

B. S. Goh. Sector stability of a complex ecosystem model. MATHEMATICAL BIOS-
CIENCES, 40(1-2):157-166, 1978.

G. A. Gottwald and I. Melbourne. A new test for chaos in deterministic systems. Proc.
R. Soc. Lond. A, 460(2042):603-611, 2004.

G. A. Gottwald and I. Melbourne. On the implementation of the 0-1 test for chaos. SIAM
Journal on Applied Dynamical Systems, 8(1):129-145, 2009.

P. Grassberger and I. Procaccia. Characterization of strange attractors. Phys. Rev. Lett.,
50(5):346-349, 1 1983.

P. Grassberger and I. Procaccia. Measuring the strangeness of strange attractors. Physica
D, 9:189-208, 1983.

D. Hadjiavgousti and S. Ichtiaroglou. Allee effect in a prey—predator system. Chaos,
Solitons & Fractals, 36(2):334-342, 4 2008.

N. G. Hairston, F. E. Smith, and L. B. Slobodkin. Community structure, population
control, and competition. The American Naturalist, 94(879):421-425, 1960.

G. Hardin. The Competitive Exclusion Principle. American Association for the Advence-
ment of Science, 131(3409):1292-1297, 20009.

G. H. Hardy. A Mathematician’s Apology. Cambridge University Press, 1967.

A. Hastings. Global stability in Lotka-Volterra systems with diffusion. Journal of Mathe-
matical Biology, 6(2):163-168, 1978.

R. D. Holt. Predation, apparent competition, and the structure of prey communities.
Theoretical Population Biology, 12(2):197-229, 1977.



BIBLIOGRAFIA 163

[53]

[54]

[55]

[56]

[64]

[65]

R. D. Holt and G. A. Polis. A theoretical framework for intraguild predation. The Ame-
rican Naturalist, 149(4):745-764, 1997.

S. Hsu. On a resource based ecological competition model with interference. Journal of
Mathematical Biology, 52:45-52, 1981.

S. Hsu, T. Hwang, and Y. Kuang. Rich dynamics of a ratio-dependent one-prey two-
predators model. Journal of Mathematical Biology, 43:377-396, 2001.

K. Ingenloff, C. M. Hensz, T. Anamza, V. Barve, L. P. Campbell, J. C. Cooper, E. Komp,
L. Jimenez, K. V. Olson, L. Osorio-Olvera, H. L. Owens, A. T. Peterson, A. M. Samy,
M. Simoées, and J. Soberén. Predictable invasion dynamics in North American populations
of the Eurasian collared dove Streptopelia decaocto. Proceedings of the Royal Society B:
Biological Sciences, 284(1862), 2017.

C. C. Ioannou, I. W. Ramnarine, and C. J. Torney. High-predation habitats affect the
social dynamics of collective exploration in a shoaling fish. Science Advances, 3(5), 5 2017.

J. Jiang, L. Niu, and D. Zhu. On the complete classification of nullcline stable competi-
tive three-dimensional Gompertz models. Nonlinear Analysis: Real World Applications,
20(1):21-35, 2014.

H. Kantz and T. Schreiber. Nonlinear Time Series Analysis, 2004.

S. Khajanchi. Dynamic behaviour of a Beddington-DeAngelis type stage structure
predator-prey model. Applied Mathematics and Computation, 244:344-360, 2014.

A. Klebanoff and A. Hastings. Chaos in one-predator, two-prey models: General results
from bifurcation theory. Mathematical Biosciences, 122(2):221-233, 1994.

W. Ko and K. Ryu. Positive periodic solution of a Hassel-Varley type predator-prey
system. Indian Journal of Pure and Applied Mathematics, 44(6):865-882, 2013.

A. Korobeinikov and G. C. Wake. Global properties of the three-dimensional predator-prey
Lotka-Volterra systems. Journal of Applied Mathematics € Decision Sciences, 3(2):155—
162, 1999.

V. Kozlov and S. Vakulenko. On chaos in Lotka-Volterra systems: An analytical approach.
Nonlinearity, 26(8):2299-2314, 2013.

Y. Kuang, W. F. Fagan, and 1. Loladze. Biodiversity, habitat area, resource growth rate
and interference competition. Bulletin of Mathematical Biology, 65(3):497-518, 2003.



164

[66]
[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

BIBLIOGRAFIA

Y. A. Kuznetsov. Elements of Applied Bifurcation Theory. Springer, 1998.

S. S. Lee and T. Kajiwara. The effects of the remains of the carcass in a two-prey one-
predator model. Discrete and Continuous Dynamical Systems - B, 9(2):353-374, 2008.

C. L. Lehman and D. Tilman. Biodiversity, stability, and productivity in competitive
communities. The American Naturalist, 156(5):534-552, 2000.

J. A. Leén and D. B. Tumpson. Competition between two species for two complementary
or substitutable resources. Journal of Theoretical Biology, 50(1):185-201, 1975.

P. Lesica and J. S. Shelly. Effects of Centaurea maculosa on the population dynamics of
Arabis fecunda. Bulletin of the Torrey Botanical Club, 123(2):111-121, 2016.

Y. Li. Periodic solutions for delay Lotka-Volterra competition systems. Journal of Mathe-
matical Analysis and Applications, 246(1):230-244, 2000.

Y. Li and M. Wang. Hopf bifurcation and global stability of a delayed predator-prey model
with prey harvesting. Computers & Mathematics with Applications, 69(5):398-410, 2015.

X. Lin, Z. Du, and Y. Lv. Periodic solution to a multispecies predator-prey competition
dynamic system with Beddington-DeAngelis functional response and time delay. Applica-
tions of Mathematics, 58(6):673-687, 2013.

Z. Liu. On the global stability of the axial equilibrium for the n-dimensional Gompertz
system. Applied Mathematics Letters, 70:26-31, 2017.

J. Llibre and A. Makhlouf. Zero-Hopf bifurcation in the generalized Michelson system.
Chaos, Solitons and Fractals, 89:228-231, 2015.

J. Llibre and D. Xiao. Global dynamics of a Lotka-Volterra model with two predators
competing for one prey. SIAM J. Appl. Math., 74(2):434-453, 2014.

I. Loladze, Y. Kuang, J. J. Elser, and W. F. Fagan. Competition and stoichiometry:
coexistence of two predators on one prey. Theoretical Population Biology, 65(1):1-15,
2004.

E. N. Lorenz. Deterministic nonperiodic flow. Journal of the Atmospheric Sciences, pages
130141, 1963.

A. J. Lotka. Elements of Physical Biology. Company, Williams & Wilkins, Baltimore,
1925.



BIBLIOGRAFIA 165

[80]

[31]

[82]

[83]

[84]

[85]

[36]

[91]

[92]

X. Ma, Y. Shao, Z. Wang, X. Fang, and L. Zhenguo. Analysis of an impulsive one-predator
and two-prey system with stage-structure and generalized functional response. Discrete
Dynamics in Nature and Society, 2015.

J. E. Marsden, M. McCracken, P. R. Sethna, and G. R. Sell. The Hopf Bifurcation and
Its Applications. Springer, New York, NY, 1978.

H. Matsuda, M. Hori, and P. A. Abrams. Effects of predator specific defense on community
complexity. Evolutionary Ecology, 8(1991):628-638, 1994.

R. McGehee and R. A. Armstrong. Some mathematical problems concerning the ecological
principle of competitive exclusion. Journal of Differential Equations, 23(1):30-52, 1977.

J. D. Meiss. Differential Dynamical Systems. University of Colorado, Boulder, Colorado,
2007.

G. Metivier and J. Rauch. Dispersive stabilization. Bulletin of the London Mathematical
Society, 42(2):250-262, 2010.

W. Metzler and W. Wischniewsky. Bifurcations of equilibria in Bazykin’s predator-prey
model. Mathematical Modelling, 6(2):111-123, 1985.

L. D. Mueller and F. J. Ayala. Dynamics of single-species population growth: Experimental
and statistical analysis. Theoretical Population Biology, 20(1):101-117, 1981.

J. A. Nelder. The fitting of a generalization of the logistic curve. Biometrics, 17(1):89-110,
1961.

A. F. Nindjin, M. A. Aziz-Alaoui, and M. Cadivel. Analysis of a predator-prey model with
modified Leslie-Gower and Holling-type II schemes with time delay. Nonlinear Analysis:
Real World Applications, 7(5):1104-1118, 12 2006.

D. Olmos-Liceaga, G. Villavicencio-Pulido, and M. A. Acuna-Zegarra. Diffusion as a
strategy for survival in an invasion predator—prey model. Natural Resource Modeling,

30(3), 2017.

N. H. Packard, J. P. Crutchfield, J. D. Farmer, and R. S. Shaw. Geometry from a time
series. Phys. Rev. Lett., 45(9):712-716, 1980.

J. Peral. Las matematicas en la naturaleza. Sigma: revista de matemdticas = matematika
aldizkaria, ISSN 1131-7787, 22(2014):161-171, 2003.



166

[93]

[94]

[95]

[96]

102]

103]

[104]

105

[106]

BIBLIOGRAFIA

L. Perko. Differential Equations and Dynamical Systems. Springer, New York, NY, 2001.

C. Robinson. Dynamical Systems: Stability, Symbolic Dynamics and Chaos. CRC Press,
2 edition, 1998.

C. Robles-Mendoza, C. E. Garcia-Basilio, and R. C. Vanegas-Perez. Maintenance media
for the axolotl Ambystoma mexicanum. Hidrobiologica, 3(19):205-210, 2009.

M. L. Rosenzweig. Paradox of enrichment: Destabilization of exploitation ecosystems in
ecological time. Science, 171(3969):385-387, 1971.

O. E. Réssler. An equation for continuous chaos. Physics Letters A, 57(5):397-398, 1976.
W. Rudin. Principios de Andlisis Matematico. McGraw Hill, 1980.

M. Sandri. Numerical calculation of Lyapunov exponents. Mathematica Journal, 6(3):78—
84, 1996.

S. Sarwardi, P. K. Mandal, and S. Ray. Dynamical behaviour of a two-predator model
with prey refuge. Journal of Biological Physics, 39(4):701-722, 2013.

D. Savitri, A. Suryanto, W. M. Kusumawinahyu, and Abadi. A dynamics behaviour of two
predators and one prey interaction with competition between predators. IOP Conference
Series: Materials Science and Engineering, 546(5), 2019.

W. M. Schaffer. Order and chaos in ecological systems. FEcology, 66(1):93-106, 1985.

T. W. Schoener. Effects of density-restricted food encounter on some single-level compe-
tition models. Theoretical Population Biology, 13(3):365-381, 1978.

X. Shi, X. Zhou, and X. Song. Analysis of a stage-structured predator-prey model with
Crowley-Martin function. Journal of Applied Mathematics and Computing, 36(1-2):459—
472, 2011.

K. Shiva Reddy, M. N. Srinivas, and C. V. Pavan Kumar. Dynamics of a two prey and one
predator system with time interruption and random fluctuations. Pacific Science Review
A: Natural Science and Engineering, 18(2):150-156, 2016.

A. R. E. Sinclair. Does interspecific competition or predation shape the African ungulate
community? British Ecological Society, 54(3):899-918, 1985.



BIBLIOGRAFIA 167

[107]

108

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

J. G. Skellam. The formulation and interpretation of mathematical models of diffusionary
processes in population biology, inThe Mathematical Theory of the Dynamics of Biological
Populations. Academic Press, 1973.

J. Soberén Mainero. Ecologia de Poblaciones. Fondo de Cultura Econémica, México, 2000.

A. A. Soliman. Stability of Lotka-Volterra system. Journal of Mathematical Sciences,
161(2), 2009.

X. Song and Z. Xiang. The prey-dependent consumption two-prey one-predator models
with stage structure for the predator and impulsive effects. Journal of Theoretical Biology,
242(3):683-698, 2006.

F. Takens. Detecting strange attractors in turbulence. Lecture Notes in Mathematics, 898,
1981.

Y. Takeuchi and N. Adachi. Existence and bifurcation of stable equilibrium in two-prey,
one-predator communities. Bulletin of Mathematical Biology, 45(6):877-900, 1983.

G. Tang, S. Tang, and R. A. Cheke. Global analysis of a Holling type II predator—prey
model with a constant prey refuge. Nonlinear Dynamics, 76:635-647, 2014.

D. Tilman. Niche tradeoffs, neutrality, and community structure: A stochastic theory
of resource competition, invasion, and community assembly. Proceedings of the National
Academy of Sciences, 101(30):10854-10861, 2004.

T. V. Ton and N. T. Hieu. Dynamics of species in a model with two predators and one
prey. Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications, 74(14):4868-4881, 2011.

J. P. Tripathi, S. Tyagi, and S. Abbas. Global analysis of a delayed density dependent
predator-prey model with Crowley-Martin functional response. Communications in Non-
linear Science and Numerical Simulation, 30(1-3):45-69, 2015.

F. Verhulst. Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, 1996.

G. Villavicencio-Pulido, L. Guerrero-Cabrera, and C. Nila-Luévano. Calculus of a minimal
recruitment rate in a cultivated tilapia fish population to improve farm sowing-harvest
management practices. Aquaculture, 486(486):114-121, 2018.

V. Volterra. Variazioni e fluttuazioni del numero d‘individui in especie animali conviventi.
Memoria della Reale Accademia Nazionale dei Lincei, Memoria, 2:31-113, 1926.



168

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

BIBLIOGRAFIA

M. Vos, B. W. Kooi, D. L. DeAngelis, and W. M. Mooij. Inducible defences and the
paradox of enrichment. Oikos, 105(3):471-480, 2004.

H. Wei. Numerical revisit to a class of one-predator, two-prey models. International
Journal of Bifurcation and Chaos, 20(08):2521-2536, 2010.

W. W. S. Wei. Time Series Analysis: Univariate and Multivariate Methods. Pearson
Addison Wesley, 1989.

S. Wiggins. Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos. Springer-
Verlag New York, 2003.

S. J. Yang and B. Shi. Periodic solution for a three-stage-structured predator—prey system
with time delay. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 341(1):287-294, 2008.

S. Yu. Global stability of a modified Leslie-Gower model with Beddington-DeAngelis
functional response. Advances in Difference Equations, 2014(84), 2014.

L. Zambrano, E. Valiente, and M. J. Vander Zanden. Food web overlap among native
axolot] (Ambystoma mexicanum) and two exotic fishes: carp (Cyprinus carpio) and tilapia
(Oreochromis niloticus) in Xochimilco, Mexico City. Biological Invasions, 12:3061-3069,
2010.

L. Zambrano, E. Vega, L. G. Herrera M., E. Prado, and V. H. Reynoso. A population
matrix model and population viability analysis to predict the fate of endangered species
in highly managed water systems. Animal Conservation, 10(3):297-303, 2007.

W. Zhou. Positive solutions for a diffusive Bazykin model in spatially heterogeneous
environment. Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications, 73(4):922-932, 2010.



	Portada
	Índice General
	Prólogo
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Tasa de Captura Constante
	Capítulo 3. Tasa de Captura Denso-Dependiente
	Capítulo 4. Características e Interpretación del Modelo
	Capítulo 5. Dinámica Caótica
	Capítulo 6. Conclusiones Generales
	Apéndices



